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.- INTRODUCCION

i.l. CONSECUENCIAS DE LA EXISTENCIA DE DEFECTOS EN LOS MATERIALES.
Un material homogéneo & isotropo se comporta, debido
a8 los esfuerzos aplicados en su contorno, segin esté establacido
en 1as teorfas de la elasticidad y de la plasticidad, sin embargo,
cuando en el interior de los sélidos existen discontinuidades 6 -
defectos, el comportamiento de los sb6lidos es completamente distin

to,

La presencia de discontinuidades en los materiales, =
ya sean debidas s necesidades de disefic o por defectos propics -~ -
del materiai, ha sido y es actualmente objeto ~e gran preocupacidn

y estudio, ya que su presencia modifica el campo de tensicnes y -

puede dar lugar al temido problema de la rotura fragil, que en ge-
neral acarrea consecuencias imprevisibles y catastrdficas, de ahi

que las investigaciones mds recientes estén encaminadas a determi-

nar el campo de tensiones gque produce dichas roturas fragiles, ha

biéndose llegado a conclusiones importantes, como es el caso de -
las tensiones exaltadas, que acompafian al crecimiento de gristas -
y que por si solas, ya constituyen una causa capaz de explicar
el desencadenamiento de la rotura fragil. Por tanto, estas causas
serfan completamente conocidas, si se conociesen las expresiones
que dan el estado de tensidn en un punto por 0‘,, 6‘y . E,, y 0O =
bien por @, , Gi, en las proximidades del vertice de un defecto
para cada modelo que contenga un tipo de defecto. Ademds a parfir

de estas expresiones seria calculable la expresidn correspondien-
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te a la cisidn mixima asociada (T ), cue permite la comprobacidn

experimental de las mismas mediante el uso de una técnica de and-

lisis de tensiones como es la FOTCELASTICIDAD, ya gue los nuntaos

~en los que sc verifica gue la cisidn mdxima es constante, en FOTC

ELASTICIDAD constituyen las 1fneas isdcromas (lugares geométricos
de puntos del modelo, en los cuales la diferencia de tensiones -

principales es constante). La cisidn mdxima para estados de tensidn

planos estd definida por z’m = (cr1 - 0'2)/2.

S5in embargo, existen algunos criteriocs orientativos
gue pueden explicar la rotura fragil, de materiales como el vi- -
drio. Asf Griffith encontrd, que la energia eléstica acumulada en
un material se empleaba en aumentar las dimensiones de una grieta
preexistente hasta una longitud critica, a partir de la cual la -
grieta se propaga bruscamente hasta la rotura, por tanto si E es
la energia eldstica acumulada por un material sometido a tensién,
(dE/dA) es la energfa de deformacidn eldstica por unidad de &rea
gue se relaja en el proceso ds rotura y si (dN/dA) es el trabajo
de flujo pléstico irreversible por unidad de superficie de grie-
ta creada (este trabajo se nutre a expensas de la energfa élésti

ca acumulada por el material), se puede deducir cue:

5i (dE/dA)g (d9/dA) 1la rotura brusca no se produci

.
ra,

Si (dE/dA)> (d¥/dA) 1la grieta se propagard brusca-
mente autoalimentdndose con la
energia acumulada en el mate—

rial,
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Un procedimiento experimental gque pretend{a determinar
le energia por unidad de superficie en.aceros, consiste en el ensa-
yo de resiliencia (5),(6),(7),(8),(9),(10),(11),(12), pero ya se ha
visto que este ensayo mide varios tipos de energfa a la vez, y que

el desdoblamiento de la misma conduce a errores significativos.

_ Una magnitud que explica el desencadenamiento de la ro
ture frégil, es el llamado factor de intensidad de tensidn (KI) .
‘que da idea de como se distribuyen las tensiones en torno al vérti-
ce de una grieta), y la tenacidad de grieta o de rotura (KIc)' que
es el valor critico del factor de intensidad de tensién, es decir -
el valof para el cual la grieta se propaga bruscamente, y sste fac-
tor de intensidad de tensidn es considerado como la tensidn exalta-

da en el vértice de la grieta (13).



1.2.- NUCLEACION DE MICROGRIETAS Y EXALTACION DE LA TENSICN.

La nucleacidn de microgrietas en los materiales meté
licos es debida en general a fendmenos de fatiga (17), que como
es bien conocido son esfuerzos periddicos que actuan sgbre el ma-
terial alternativamente. El origen de estos defectos, tiene lugar

a escala atdmica y se explican con la Teoria de las dislocaciones.

5in embargo vamos a ver algunos ejemplos puramente -
macroscdpicos gue pueden explicar de una forma satisfactoria los

mecanismos de nucleacidn y propagacidén de grietas & defectos.

A).- Cuando existe una interfase 4 superficie de se-
paracidén de dos zonas con diferente grado de deformacidn, tal co-
mo un limite de grano que separa dos regiones en que las orienta-
ciones cristalinas han girado un cierto dngulo por deformacidn ,
una de las partes experimenta en una de sus fibras imaginarias -
une tensidn de traccién debida a 1~ cisién (¥ ), cue actua sobre

ella, y r'vo valor viene dat'n nor:

o = £(1 - cos a)
con lo que al ir rirando una de las pertes respecto a la ntra, -
aumenta el valor de la tensidn en la interfase de los dos granos,

dando lugar a la nucleacidn de grietas sobre el limite de los dos

aranos,

10



B).- Sunongamos ahora cue un sélido que se deforma,
absorbe energia en dos bandas localizadas de planos de desliza-—

miento. que se cruzan, tales como la P y P'(fig.l). Si en ung =

N /7

e:)

T,

Fig. 1.- Bandas de deslizamiento que se cruzan,en un mate-

rial sometidoc a un estado de tensién.

zona de anche B y por unidad de espesor (e), gue abarca las zonas de
deslizamiento, en la que actia una tensidn de contorno o , existe
una zona de ancho (d) de interseccidn de dichas bandas, cue es la que

soporta una tensidn elevada, la fuerza externa se expresard por:

F=0.D.c¢

11




por tanto:

L4

o - a'(%)

cue equivale a una tensidn exaltada en el ancho d, gue puede nuclear

una microgrieta.

C).- Existe un andlisis matemitico debido a Inglis que
da la tensidn exaltada en el vértice del defecto, {en este caso se
supuso el ejemplo de una grieta eliptica) y gue viene dada por:

L4

o ‘= 20 (2)1/2

donde C, es la semilongitud del defecto, o la tensidn aplicada al -
contorno y ¢ el radio de curvatura de la grieta eliptica en su par-

te de mayor acuidad, o sea en su vértice.
En el primer caso A), analizado, se ve cue la tensidn -
exaltada crece al aumentar 8, llegando al valor mdximo para 8 = 902

(o"='E).

Del sequndo caso B), se ve oue cuando las bandas de des

lizamiento son muy estrechas d<« D, con loque o » o .

12



En el tercer caso C), o “tiends & infinito, cuando p
tiende a cero, ya que para les grietas ¢ es del orden de las dis

tancias interatémicas.

Como puede comprobarse sn estos casos y otros que no
han sido citadaos, la tensidn exaltada es mucho. mayor que la ten--
s8idn de contorno, y su valor puede hacerse mayor que el de la co-
hesidn interatémica y por tanto, ademas de nuclear una microgrie-
ta la puede propagar hasta la roturas,si despues de nucleada mantie
ne en su propagacidn suAcapacidad de exaltacidn. Incluso en un =
material fragil & fragilizado la tensién exaltada en un orificio
circular pueds dar lugar a una rotura fragil, si aquslla rebasa =
el limite slédstico de dicho material, ya que précticaments pueds

coincidir con la carga de rotura.

En 1920, Griffith aporté la idea bdsica para la com-
prensién del problema de la rotura. Su teoria estd basada en con-
eideraciones energéticas, sobre la resistencia delvidrio, en el -
que admite la existsncia ds microgrietas y a cuyaa superficies 11
bres se atribuyé una energia superficial, puesto que una rotura -
exige un consumo de energia en la creacidn de nuevas superficies

de fractura.

La energfa eldstica acumulada sn torno a una grista

de semilongitud (c), y bajo una tensién externa, esté dada por:

13




y si ws as la enarg:(a superficial por cm2 de su;xperf‘icie libre ds
grieta creada y considerando un crecimiento de grieta de 0 a 2C, -

la energia absorbida seré:
2w (20 - 0) = 4w C =W
8 8 s

donds ws es la esnergfa asociada al crecimiento de la grieta, la -

aplicacidn de un balance ensrgético conduce a :

l1.-51 AW = ws - W_ > 0 , entonces la energia eldsti

E
ca disponiblé por sl material es incapaz de hacer crecer la grieta.

2,- 51 AW< 0, la energia eldstica acumulada en este
caso, sl es suficiente para hacer crecer la grista y desencadenar

la rotura frégil.

3.~ S14W = 0 , indica la inminencia de la rotura, y

por tanto esta comenzard cuando:

d(a w) .
~dc

14
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de donde:

- 2wsk
c C

donda Te serfa la tensiédn de contorno que habrfia que splicar al ma-
terial, para que se desencadene la rotura fragil, en algin defecto —

preexistente de semilongitud,C.

S1 ademds tenemos en cuenta la ecuecidn propuesta por -

Inglis, para la tensién exaltada, tendremos:

o’ =2
me
lo cual nos permitird conocer la tensifn exaltada en funcién del médu
lo de elasticidad del material, de la energfa superficial ws y de

la acuidad de la grieta &§ defscto.

Sin embargo, aunque la teorfa de Griffith era vélida, pa
ra el cdlculo ds la tensién tedrica &a rotura en el vidrio, se vid que
no era vdlida para predscir la tensién da rotura en los mstales y sus
aléaciones, por lo que Orowan é Irwin dieron una modificacién de la -
scuacifn de Griffith, suponiendo que en cualquier pieza metdlica exis
t{a un cierto grado de deformacién plédstica en la proximidad del vér-
tice de la grista, (como es bien conocido, la deformacidn pléstica es

la mejor gerant{a para prevenir la roture fragil).

15




Por tanto ademas de considerar la energ{a superficial
de la grieta creada (ws), era preciso tener en cuenta la snergia -
de deformacién pléstica (wp), y que la tensién que se dsbe aplicar

al contorno, dsbe ser:

. 2(w_ + wp)E
c C

se comprobd expsrimentalments que W« wp , por lo que la ecuacién

anterior se puede reducir a esta otra;

que pera materiales metdlicos y sus aleaciones da mejores rasultados

qus la ecuacién de Griffith, sin ser exacta por supuasto,

16
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1.3.- FUNCIONES DE TENSION Y CALCULO DEL ESTADO DE TENSION EN UN
PUNTO.

Pera estados de tensién planas, es posible dar funcio
nes de tensién de variable real,parae casos sencillas, (1),(2),(3),

(4), a partir de las cuales se pusdan sncontrar expresionss para -

U;, O t;y, que dan el estado de tensidn en un punto, segin:
o, = gzj - (b)
Ty = ol (o)

donde ¢ , es una funcién de tensidn que se conocs tambien como -

funcién de tensién de Airy.

Ahora bien, para que la funcidn responda al problema

particular, es necesario que cumpla las siguientes condiciones:

A) .~ Deberd cumplir las condicionss de compatibilidad:

¢ Yé '
o x4 b2 ox33y2 + oy 0

8).~ La funcién ? y debsrd ser biarménica:

17



: (1
Fo-0 & (-4 2P

Ix? oy? =0

C).- Tendrd que cumplir las condiciones de contorno,

En la solucién de los problemas que nos ocupa, parece
més convenients utilizar funciones de tensidén de variable compleja,
es decir, de una variable de forma (z = x + iy), 8 en coordenadas
polares (z = r.eig). En este caso, las funciones ds ﬁensién pueden
contener uno 6 mds términos de una serie que contenga potencias po-

sitivas y negativas de z (2), as{:
§=(a +15)7" (a)
m m
¢=(P &1q)2" (e)
m m
A partir de estas funciones de tensidén, ss obtienen =

las ecuaciones que dan el estado de tensién en un punto, y que vie

nen dadas por :

o = aaeqs'-ne[ezm ('z-¢“l-y']] (£)
o, = e P+ Re[ 3219(2 $° l-g/‘)} (9)
T I (223 4y ) (h)

_las ecuaciones (f),(g),(h), se utilizan en el caso de qus el mode

1

18
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lo tenga un contomo circiular. En casoc contrario, las scuaciones -

pueden expresarse en coordenadas cartesianas,y vienen dadas por:

v

o = Rep’ -Re (zp*+ ¥ °) (1)
o; = Red '+ Re(zP°" + ¥ ) (3)
Tpy = Iz + ¥7) (k)

las que se obtienen por una sencilla transformacidn.

Ahora bien, es facil comprobar que el invariante dsl
estado de tensién, se obtiene a partir de la scuacién (f) y (a) &

de las scuaciones (i) y (J), y es de la forma:
crr + U“g = 4Re [+ (1)
o + o - 4Re ¢ (m)

también se pueden obtener expresionss del siguiente tipo:

oy - o, + 21’6'“3 = 2[':'4;"(z) $ y'(z)] 82;19

o, = o $2i xy ™ 2[z¢ (z) + ¢ (z)}
donde z ; €8 el complejo conjugado de z, las que conducen a,

218
o - g, + 2:l.?x'0 = (a‘y -o + Ziz;(y)e (n)

19
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A partir de las ecuaciones (m) y (n), se obtienen facil
mente las expresiones para el estado de tensién en un punto, sin més
que resolver el sistema correspondiente, y de esta forma se pueden -~
obtener las tensiones -principales y lo que es mds importante la ex-

presidn para la cisién méxima que estd dada por:
2 .2 11/2
Ty = [((e, - o )/2)% 422 ]
Con todo lo anterior, ya tenemos la linea a seguir para

obtener las soluciones mateméticas a los distintos modslos objeto de

estudio en esta memoria.

v e o T e =



II.- PROCEDIMIENTO EXPERIMENTAL Y EQUIPO

-

2-1.- PREPARACION DE MODELOCS Y BREVE DESCRIPCION DEL
METODO FOTOELASTICO
2-1l=l.- Birrefringencia natural y accidental
2-1-2,- Composicidn de vibraeciones: Luz elig
tica, circular y natural
2-1-3,~ Examen con luz blanca ds un modelo -
sometido a un estado de tensidn
2=2.~ CALIBRADO Y CONSTANTE FOTOELASTICA
2-2-1.- Calibrado: Medida de la constante fo
toeléstica
2-2-2.~ Cllculo de la cisién méxima corrgs—-
pondiente a cada orden de franja
2=3.~ EQUIPO EXPERIMENTAL
2=3-1,.= Equipo
2-3-2,~ Banco de carga
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II.~ PROCEDIMIENTO EXPERIMENTAL Y EQUIPO.-

2.1.~ PREPARACION DE MODELOS Y BREVE DESCRIPCION DEL METODO FOTOELAS
TICO. A

Se ha empleado para la fabricacién de modelos; daspues
de haber probado varios tipos de resinas, el araldit-D y el endurscs
dor HY-956 por sus busnas propisdades da estabilidad y birrefringen-
cia, similares a lés da los plésticos que se emplean en Estados Uni-
" dos, Reino Unido y Francie.

La preparaciﬁh requiere toda una serie de precauciones
sin las cuales no es posible obtener buesnos resultados y que vamos

a resumir a continuacién.

A.~- E1 molde que se ha empleado es de aluminio, con el
fin de que la eliminacién del calor producido por -
la reaccién de endurecimiento (que es exotérmica),-
entre el araldit y el endurecedor, sea lo mejor po-
sible, de lo contrario se creardn en el material —
gran cantidad ds tensiones residuales que distorsio

nardn la observecidn de las isdclinas.

B.- La mezcla del araldit y el endurecedor se deberd —-
realizar lentamente y con mucha paciencia, para evi
tar la formacidn de burbujas, qus al solidificar —
pueden qusdar atrapadas en sl pléstico, distorsionan

x do en la observacidn fotueléstica las 1{neas isécro

‘ mas,
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C.- La mezcla se deberd realizar durante largo tiempo con

E.-

Fo.=-

el fin de que sea 1o més homogénea posible, de lo con
trario, las inhomogeneidades distorsionardn las lineas

isbcromas.

E1l molde deberd de prepararse con un desmoldeante con
el fin de que el pléstico no se pegue al aluminio. En
la preparacién del molde hemos empleado léminas de —-
clorurc de polivinilo, que dan muy buenos resultados

a la hara de desmoldear.

La temperatura de solidificacidn se debe de mantener
alrededor de los 20 grados centigrados, con el fin de
que no aparezcan en el pléstico tensiones residuales
lo que exige una refrigeracién buena y sobretodo uni-

forme.

Para los modslos con grista, se ha moldeado la mezcla
con una cuchilla que atraviesa el molde, que se elimi
nard despues de la splidificacidn mediante una elec—
trolisis, actuando la cuchilla como anodo, hasta que

se disuslve por completo. La slectrolisis lo dnico —
que hace es acelerar el ataque y eliminacifn de la cu

chilla,

Es necesario, para la buena extraccidn de la

cuchilla, no dejar solidificar totalmente el pléstico

23
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es decir, dejarlo un poco blando, de lo contrario serd

muy dif{cil poder sacarla.

24



2.1.1.- BIRREFRINGENCIA NATURAL: Y ACCIDENTAL.

En el siglo XVII eran ya conocidas las propiedades bi-
rrefringentes de ciertas sustancias cristalizadas, debidas & la =

distribucién de los &tomos en la molécula (27), (32).

En 1813, Seebeck descubrié el fendmeno de la birrefrin
gencia accidental en sustancias transparentes, homogéneas s” isdtrg
pas, cuando sobre ellas actuaba un sistema de fuerzas exteriores -

que distorsionaban la red.

Brewster, en 1816, comprobd en barras de vidrio carga-
das a flexién, que cuando sobre el material actuan tensiones de - ~
traccién el material pasa a ser unidxico positivo, mientras que -
si estd sometido a tensiones de comprensidn pasa a ser unidxico ne

gativo.

Ahora bien, un material se dice que es birrefringen-
te, cuando produce en las rayos que inciden sobre él, una doble -
refraccidn, es decir, descompone el rayo incidente en dos rayos ,
uno llamado rayo ordinarioc y otro , gue es el rayo extraordinario;
el primero- (ordinaric), tiene la misma direccién del rayo inciden-
te, mientras gue el segundo (extraordinario) y NO ., A la salida del
cristal, embos rayos se compondrén para dar un haz elfptico. S5i -~
este haz se observa entre dos polaroides cruzados, resultard que

se verd 1luz a través de los polaroides, 6 extinciones, cuando la

25




diferencia de marcha entre los dos rayos, ordinario y extraordina
rio en el cristal, sea miltiplo de la longitud de onda dsl rayo -
incidents.
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‘2.1.2,~ COMPOSICION DE VIBRACIONES: LUZ ELIPTICA, CIRCULAR Y NATU-
RAL.,

La luz es uno de los componentes del espectro electro
magnético formada por un gran nimero de ondas, todas de caracter -
electromagnédtico, que tiensn la misma velocided de propagacién y -
gue difieren solamente en su longitud de onda (y por consecuencia
sn su frecuencia), y cuya interseccidn determina una lfnea comdn,

a la que se denomina dirsccidn de propagacién de la luz.

Ahora bien, cuando por algin procedimiento artificial
88 logre obtener una onda que vibra solamente en un plano, se dice
qua la luz ha sido polarizada. Esta polarizacién se consigue cuando
se utilizen unas léminas de polaroid, formadas por finos cristales
de per-iodurc de quinina, sulfato de idioquinina..... etc, con sus
ejes 6pticos orientados en la misma dirsccién y unidos por una do-

ble capa de acstato de celulosa a dos celuloides neutros.

Al conjunto formado por dos polarocides paralelos se -

denomina montaje polariscépico.
Las observaciones a travéds del montage polariscépico,
dependerdn de la orisntacifn de los sjes de transmisién des los dos

polaroides, as{ si:

A.- Los polarocides esten cruzedos, el sistema polaris



cépico no dejard pasar la luz & su través.
B.- Si los polaroides tisnen sus sjes de transmisién -
paeralelos entonces a través del sistema polariscépico pasard toda la °

luz incidente.

Sea P el plano de vibracidn de un tren de ondas escogi-

do al azar que llega al primer polarcide (polarizedor) (fig. 2) de =

eje de transmision
del analizador

h.\e
// /'ﬁ/\ eje de transmision
A b / \ del polarizador
P /

Fig.2.- Luz transmitida a traves de un sistema polariscdépica.

28
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A d

forma que el vector P forme un éngulo 8 con el eje de transmiaién
del polarizador. Si este vector amplitud P, lo descompaonemos se--
gin la direccidén del sje de transmisién del polarizador y segin =

la direccidn ortogonal, tendremos las dos componentes siguientes:
P =P.,cos 8
b 4
P =P.,sen @
x

la componsente Px es absorbida por la lédmina polarizadora mientras

qus la componente P, pasard a su través,

81 se coloca una segunda lémina polarizadora (anali-
zador), ocurrird qus si el analizador tiene su eje de transmisién
parelelo al del polarizador, dejard pasar la vibracién Py’ miegn——

tras que si esté cruzado la absorberd (34), (32).

En este segundo caso, si se interpone entre polariza-
dor y analizador, un cusrpo con birrefringencia natural 6 acciden-
tal (debida a tensiones), la intensided de luz transmitida serd -

parcial.
Interesa entonces conocer, como se componsn dos vibra

ciones cuyos planos de vibracién son perpendiculares entre si, y -

que tisnen la misma longitud de onda.
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Sean las ecuaciones ds estas dos vibraciones las si-é

guientes:
y = A,cos wt (o)

z = B.cos {(wt -f) (p)

L.a vibracién resultante, serd x = y + z , cuya ampli-
tud variard con el tiempo y cuyo vector amplitud resultante girard

en una alfpse,

Para comprobar lo anterior y el sentido cde giro del -~
vector amplitud resultante, hagemos lo siguiente; en las scuaciones
(o), (p), dividamos ambos miembros por las amplitudes méximas, re-

sultard:

% = cos wt (a)
g = cos(wt =) (r)

S1i multiplicemos la ecuacién (g) por cos ¥ , tenemos:

% cos f = cos wt.cos 7 (=)




;. = cos wt.cosP + sen wt. sen ¥ (t)

restando las ecuaciones (s) y (t), obtendremos:

cos P = sen wt.sen‘f

>IN
i

Elevando al cuadrado ssta (ltima ecuacién y sumando-
le con la que resulta al multiplicar la ecuacién (q) por seny , y

elevadd '‘al cuadrado, resulta finalmente que:

7.2 e 2z 2
el - ycos{:sen? (u)
82 A2 AB

qus no es mas que la ecuacidén de una elipse de ejes 2A y 2B.

El sentido de giro del vector vibracién resultants, -

viene dado por el signo del sen¥, sn la scuacidn (p):

[.%-.:.-)t =0 = Bw.sen(wt 'f)t-D = Bw.sen(-f) =

= -Bw.sen
81 sen?, es negativo, el giro es levogiro 0$PST

81 senf, es positivo, sl giro es dextrogiro 2WePsw
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La composicién de vibréciones puede examinarse te-
niendo en cuenta las diferencias de fase, 6 a partir de las di-

ferencias de marcha,

A.~ 81 las vibraciones estan en fase = 2Tyrn con

n=20,12...,, en este caso:
cosf =cos 2Nn=1 y sanf = 8en 2Wne20

la ecuacién (u), quedard:

N
N

z +y 2yz
2 2~ T AB

y z,2 z
=0 6 (I-\'“--B-)SD 6y=A-B-

w
>

que es la ecuacién de una recta, Quiere esto decir que la ampli

tud resulthnts vibra en un plano diagonal.

B.~ Las vibraciones estan en oposicién de fase, en-

tonces P = (2n ¢ 1)r con n = 0,1,2,....
cos¥= cos (2n & 1) = -1 ; senP= sen(2n + 1) = O

entonces 1la ecuacién (u), gquedard:

2 2
y z 2z Z

¢ $ 2o = O é Y4 Za.0 6 " - -
a2 " g2 " T hp AT B Y z
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que es analogo al caso antsrior,

C.- 81 las vibraciones no estan en fase, ni en opo-

sicién de fase entonces:

f- (2"*—1)“5 con 0-0,1,2,-...-
cosf = 0 ; senP= 1

En este caso, la scuacién (u), quedard:

N
N

> r<
N
U%olN

que es la ecuacidén de una elfpss,

Existe un segundo casc genral, para sl cual las am-

plitudes midximas son iguales,‘es decir, A=B .

Para este caso la ecuacitn (u), se puede simplificar
multiplicando ambos miembros de dicha ecuacidn por A2, con lo que
finalmente obtendr{amos:

y2 + 22 - 2yz.cos¥ = A2. san2~P (v)

con ssta gcuacidn, podemos analizar nuevamente los siguientes ca-

8Q8:
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A.- Si las vibraciones estan en fase, ¥ = 2n1 con
n-0,1,2,.... entonces, cosf=cos 2nT = 1 ; senf= sen 2nT = 0
y por tanto la ecuacién (v), quedard:

yzl-bzz-Zyz-D é y~-z=20 é Y=z

que es la ecuacién de una recta.

B.~ Cuando las vibraciones estan en oposicidn de fase,

entonces:

4= (2n ¢ 1) con ne=0,1,2.....

cosy = cos(2n $ 1) = <1 ; senPw= sen(2n ¢ 1)y =0
la ecu§cidn (v), quedard entonces:

y2&22~|-2yz=0 6 y+z=0 6 y= -z
que es la scuacién de una recta.

C.- 51 las vibraciones no estan en fase ni en oposi-

cién de fase entonces, $ = (2n ¢ 1) 1-'2- con n=0,1,2,...

cos ¥ = (cos(2n ¢ 1) g—) =0 ; senf=sen(2n + 1); =1

e e S
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1a scuacién (v), serd entonces:

I
que es la ecuacidén de una circunferencis de radio A, y la vibra-

cién tendrd por tanto una amplitdd constanta.

Diremos entonces que la luz es elfiptica, cuando el vec
tor amplitud al propagarse, gira en una superficie cilfndrica de —
seccién gliptica, dascribiendo una traysectoria helicoidal. Cuando -
la superficie cilf{ndrica es de seccién circular, diremos que la luz

es circular (32).
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.2.1,3.- EXAMEN CON LUZ BLANCA DE UN MODELO SOMETIDO A UN ESTADO DE |
TENSION,.

Cuando un modelo es sometido a un estadc de tensién,
aparece un fenomeno de birresfringencia, que nos va a permitir, -

examinar sl modelo entre dos polaroides cuando usamos luz blanca,

Cuando se usa luz blanca, solo interfieren las vibra
clones que tienen la misma-frecuencia, por tanto, cuando se extin
gue un color de los que componen esta luz,por el analizador emer-
gerd una luz blanca a la que le falta uno de sus colores (rojo, -
naranja, amarillo, verde, azul, afil.y violeta), a este color emer

gente le llamaremos color complementario.(la).

En la tabla que a continuacién se presenta, se dan -

los distintos colores complementarios:

Blanco -~ rojo = verds
_Blénco - naranja = azul
Blanco ~ amarillo = vicleta
Blanco - verds = rojo
Blanco ~ azul = narenja

Blanco - violeta = amarillo

La extincién de determinados colores de la luz blan-
‘ca al atravesar un modelo sometido a tensiones, depende del estado

" de tensién que haya en cada punto del imodelo, ya que tensiones —




distintas, producen diferencias de marcha distintas, y por lo tan
to dan lugar a interferencias con extinciones de diferentes colo-
res, con lo qbe el modelo se observa coloreado, con difersntes co

lores en cada zona, seglin los estados de tensién que haya en ellos.

El fenomeno de la aparicién de una serie de colores
' en un modelo, se discute mediante la expresidn que dd la intensi-

dad luminosa que emerge del analizador:

-~

E = Eq [cosa’(- %sen 2« .sen 2 .senan%] (x)

donde:
Eo - intensidad de la luz blanca incidents.
E « intensidad de la luz emergente.

o - éngulo del primer eje 6ptico del modelo con el -
eje de transmisién del polarizador.

ﬂ.- édngulo del primer eje éptico con el eje dsl trans

misién del analizador.

{ =&~f3 - éngulo que forman los ejes de transmisidn

del polarizador y analizador.

El término coszx', en la ecuacién (x), Hepende solamen
te del dngulo que formen los ejes del polarizador y analizador. En-

tonces, segin qus estos ejes estén paralelos (¥ = 0) 6 cruzados - -
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(¢ =T/2), habrd respectivamente paso de luz blanca § extincidn,
aparte de los colores que pasen debidos al segundo término que -
depende des § , es decir, de las diferentes interferencias de los co

lores de la luz blanca, por ello, a:

coszf- término blanco

aenz‘n--gg- ~ término coloreado
4

Examinemos la ecuacién (x), y supongamos que se tra

baJja:
A .~ Con luz monocromédtica.

B.- Con un modelo con birrefringencia accidental (de-

bida a tensiones).

Entonces, ss pusden plantear dos series de obsserva-

clones:
1.~ Examen con polaroides cruzados (¥ = T /2).
2.~ Examen con polarcides paralelos (¥ = 0)

l.- Polaroides cruzados: E1 témmino blanco coszx = 0,

y la ecuacién (x), guedard entonces:
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2 2« . senz‘n' -f\.- ' (y)

El = Eo' sen

2.~ Polaroides paralelos: En este caso % =8 ; ¥=0

y por tanto la ecuacién (x), quedard:

2 2
E2-E°[l-sen Zw.senﬂ-’i-] (z)

conviene ahora tener presente qua el polarizador y analizador, pus
den girar simulténeamente, manteniéndose en el girc sus sjes cruza

dos & paralelos.

En el caso 1, ( ¥ = T /2), se pusden dar los dos casos

siguientes:
P L 2
A= o= 2"2 4 2% =nTr é sen 2« =0

. la ecuacién (y), quedard entonces:

El =0 hay sxtincién completa.
B’ o= (2n ¢ 1)% § 2«x=(2n4¢ 1)%T 6 sen> 2x = 1

la ecuacidn (y), nos dard:

El = Eo.vsen2 ;\8;“ (al)
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2 ,
pero el témmino coloreado (sen1r»é%) de la ecuacién (al), nos pro

porciona dos posibilidadss:

Bl.— Con luz monocromdtica ( § = kA; k = 0,1,2...),

y la scuacién (al), quedard:

E} =0 (hay extincién total).

82.- Con luz blanca, se aextinguird solamente un color,

apareciendo un color complementario.

En la segunde serie (¥ = 0), se dan los dos casos -

siguientes:
n 2
A~ Yu 2“3 é 2x =Ny 6 sen 2% = 0

la ecuacidn (z), quedard para este caso particular:

E_=E (hay paso total de luz).

2" o

B.- o= (2n ¢ 1)%r 6 2x=(2n4 1)2 6 sen-2« = 1
la ecuacién (z), dard:

E, = Egl1 - senn f:) (5y)

perc de la ecuacién (bl)’ se pueden sacar dos condiciones debidas




al témino sen2n§
B,.-S51 §=k) ; sanzn é =0

1 A

y por tanto la ecuacidn (bl), dard:

E, = Eg (hay paso total de luz)
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2.2.~ CALIBRADO Y COSNTANTE FOTOELASTICA

2.2.1.~ CALIBRADO: MEDIDA DE LA CONSTANTE FOTOELASTICA,.

El obJjetivo del calibrado es determinar le constante ="

fotosldstica, para lo cual es necesario conocer la tensidn en Kg/mm2
_nacesaria para producir un orden de franja unidad, en un modelo, es
decir, para pasar de un orden de franja k = n, a otro de orden - -
k=n41, é§ dicho de otra forma, el A(c:r'1 - 0-2) = 2T, , necesario

para pasar de una isdcroma a la siguiente.

El calibrado a realizar sobre el material fotoeldstico
con el que se construye el modelo objeto de estudio, se practica -
eligiendo modelos para los que hay soluciones tedricas sencillas y
exactas, asf se puede conocer la tensidn en cualquisr punto. E1 ca-
librado permite, ademds, comparer la sensibilidad fotoeldstica de -

diversos materiales, y por lo tanto su adecuabilidad a cada casp -

(32), (28).

Ds los procedimientos mas comunes de calibrado, como:
-~ Traccidén pura

- Flexién pura

- Disco a compresidn

- Carga normal (en 1lémina semi-infinita)

Solo se discuten los dos primeros.

42
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Calibrado a traccién pura (traccién uniaxil).

Este método hace uso de una probeta plano paraleta des
traccién, construida con el material fotoeldstico, que se somete -
en el banco de carga dsel polariscopio a una fuerza P, por lo que -

la tensién es o - P/b.e .

e

e

O

e b —]

@ (q)

Fig. 3.~ Praobeta plano paralela para el ca
librado a traccidn,



A4

Puesto que o = 0, ¥ (Ui - Ué) = P/be, comparando es-

2
ta ecuacidn con la ley de Maxwell - Werthein.

kAus-c(Ul-o'z)B ’ (cl"rz)'ﬁté

resulta,

y por tanto, conocisndo A , podemos conocer la constante fotoelds-

tice rslativa C que se mide en Berwsters.

Con fines précticos, generalmsnte, se calcula en &l ca

librado el cociente.

slendo f el llamado "valor de franja por unided de espesor del mo-

delo”.
Debido a su definicidn, el valor de franja F es
F=f,@

y cada material fotoeldstico tiene su "valor de ffanja' F.

A A A T o £ i < e
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En consecuencia, conocido P/b.e = (oi - oé), resulta

P k
(o-o) =g =gz =

Entonces el analizar un modelo, objeto de estudio, para
una isécroma de orden k = 0 , 6 1o que es igusl, para el lugar geomé
trico de los puntos que aparecen en color negro en el modelo, exami-
nado con luz circularmente polarizada, (oi - aé) = 0, es decir en =

estos puntos hay una cisién.

(g, - =)

——-—--0

{m'

Pare la primera isScroma de color sensible (violeta-in

digo)~(rojo), k=1 y (o -a,)=f .

De esta manera se pueden conocsr los valores de (oi - aé)
y por tanto las cisionss en todos los puntas del modelo, ya que k
puede tomar valores fraccionarics, es decir, para cada isécroma § -
curva monocolor, entre dos colores sensibles, el valor de k pasa de
k=n, a k=n4é¢1l, yen el caso de 1uz monocromética se proceds

rfa a la interpolacién entre dos isécromas de valor k entero.

Aqui se aprecia la ventaja qus ofrece la luz blanca -

circularmente polarizada:

1l.- La isfcroma de orden cero, k = 0, es de color negro
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y por lo tanto inconfundible y répidamente identificable.

2.~ A cada iséfcroma de orden k entero, le correspon-
de un "tinte sensible" de la sscala de Newton, con lo que 8l va--

lor de k se conoce facilmente.

3.- Con luz blanca es posible el trazado de isdcromas

monocolores, correspondientes a valores fraccionarios de k .

4.~ Tiene el inconveniente de que s necesaria la fo-
tografia en color para valores fraccionarios de K, & bien mediante

representacién cuidadosa en papel.

El calibrado a traccidn se puede hacer en la préctica
con el polariscopio circular de Tardy, Con el se miden los éngulos
. que hay qus girar en un mismo sentido los polaroides cruzados, y -
los pares de valores, Kg/mm2 - éngulo de extincidén, se representan
y a partir de la grdéfica, se pueds medir @ , y el valor de la fran
Ja se obtiene mediante el producto de la pendiente de la recta por

1802, es decir.
fel80. taglh , y se tiene F = f.e

Calibrado a flexidn pura.

Se prepara una probsta modelo (fig.4), y se somets al

momento flector M = P.h

o e e r———— - 4% < s e e e bt eI P e



Examindndola con luz blanca circular, y polaroides -
cruzados aparece una lfnea negra central en la fibra neutra, que

es la isécroma de orden cero.

€

///

e— h —o] h —e
| -

<] D - -J P
(b)

Fig. 4.- Probetas plano paralelas utilizadas para el calibrado a
flexién,

Puesto gque las fibras superiores del modelo estdn so-

metidas Jnicamente a traccién, es o 0 vy a, = 0, esta tensién

de traccién vale

P. h k A
(0’1-0’2)-0'1-1—-' BYBE-.-;-k.f

donde (P.h), es el momento flectar; (I), el momento de inercia, (&),
es el espesor, siendo (y), una variable en la direccién y en que

se encuentra la isécroma de orden k = 1,

Mediante el polariscopic de Tardy, podemos obtener una
recta de calibrado similar a la del calibredo a traccién, represen—

tando tracciones y compresiones a uno y otro lado del sje y, en -

a7
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funcidn del éngulo de extincién, E1 valor de la franja por este mé

todo viene dado por

P.h
P —.- . 9 F bl f’a
f T tag,s 180 y Y

. Medida de la constante fotosldstica.

Para la determinacidn experimental ds la constante fo-
toeldstica del material (C), se han utilizado probetas plano parale

las, como la presentada en la fig.3.

Las dimensionss de las probetas utilizadas, son:

b (Ancho de la probeta) = 14,80 mm,

e (Espesor de la probeta) = 5,00 mm,

En la Tabla I, se presentan las cargas empleadas para
producir un orden de franja unidad, la tensidén que estd actuando -
y el valor de la constants fotoeldstica, asf{ como el valor de la -
longitud de onda de la luz monocromitica utilizadea (amarilla de so
dio).

A P o C
5890 19,43 26,25 44,87
5890 19,38 26,18 44,99
5890 19,49 26,21 44,94
5890 19,36 26,16 45,03

Tabla I. Valores de la constante fotoeldstica



En la Tabla I, hemos llamado a:

A - longitud de onda (AR).
P — Carga aplicada a la probata (Mega-dinas).
o - Tensién aplicada (Mega-dinas/cm?),*

C - Constante fotoeldstica del matsrial (Brewsterd).

Se ha tomado como valor de la constante fotoeldstica

el siguiente:

C = 45 Brewsterd.
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2.2.2.,~ CALCULO DE LA CISION MAXIMA CORRESPONDIENTE A CADA ORDEN
DE FRANJA.

Una vez celculada la constante fotoeldstica del plés
tico mediante el calibrado con modelos simples (traccién 6 flexién),
se pasa a calcular la cisién méxima correspondiente a cada orden
~ de franja de cada una de las 1fneas isfcromas que aparecen en la -
observacién fotoeldstica, utilizando para ello la ecuacién funda—

mental de la fotoelasticidad 4 ecuacién de Maxwel-Wertheim:
$ = C(oi - oé).a
donde:

5 - diferencia de marcha
C - constante fotoeléstica del material

(oi - oé) - diferencia de tensiones principales.

8 -~ aspesor del modelo

§1 se tiens en cuenta qus le cisién méxima viene da-
da por le scuacién:

irm - (ai - u&)/2
tendremos finalmente qus:

th = S/ZEG




Con esta Ultima ecuacidn, se han calculado las cisip
nes méximas correspondientss a los diez primsros ordenss de fran-

Jja, y que se dan en la Tabla II,

n S !m-m)/z
i A 0,155
2 2A 0,314
313 0, ués
4 | 4 0,624
£ |5 0,77¢
6 | 6 0,432
7 | 7A 4,083
8 | 8A 1,242
9] 9A 1,399
10 |10A 4,553

Tabla II.- Cisiones méximas correspondientes a cada -

orden de franja.
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2.3.- EQUIPO EXPERIMENTAL.

2.3.1.- EQUIPO

Para el ensayo de los distintos modelos que se pressntan
en esta memoria, ha sido utilizado un fotoslasticimetro de transmisién,
y por consiguiente el andlisis de tensiones ha tenido que realizarse -
necesariemente, utilizando materiales plésticos que posean el fendmeno
de la birrefringencia accidental (debida a tensiones), y cuya prepara-
cidn se ha presentado en el apartado (2.1), donde ademas se especifi—
can las precauciones gque hay qus adoptar pare que en estos materiales

no aparezcan tensiones residualas,

El fotoelasticimetro empleado, consta fundamentalmente de

los slementos siguiantes:

- Fuente de luz blanca & monocromética.
= Lémina polarizadore.

- Lémina analizadora.

- Lémina cuarto de onda.

- Banco de carga.

En la fig. 5 , se muestra el conjunto del equipo que ha

sido utilizado.

La misidn de cada ﬁno de los slementos de que consta el -
equipo fotoeldstico, desjando a parte el banco de carga, que serd comen

tado en el siguiente apartado, es:



EQUIPO FOTOELASTICO

1 - Fuente de luz 2 - Polarizador 3 - Modelo fotoelastico 4 - Analizador 5- Mordazas

6 - Husillos de carga 7 - Pistones hidraulicos 8- Manometros 9 - Bomba hidraulica
10 - Soportes para equipo fotografico




=

T e

Conjunto de montaje y egquipo fotoeldstico.
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A).- La fuente de luz, la cual puede ser usada de -

dos formas distintas, dependiendo del fin perseguido:

- con luz blanca.

- con luz monocromética.

Con luz blanca, se obtendr{an modelos isocrométicos
colorsados y que no ha sido empleada en la realizacidn del traba
Jo expsrimental, ya que de lo contrario necesiteriamos el empleo
de compensadores o tener siempre presentes las longitudes de on-
da de cada uno de los colores, resultando a la larga dificultoso

y sin ninglin interes experimental,

Con luz monocromdtica, se obtienen modelos isocro—-—
méticos de 1lfneas negras, con los cuales se saba directamente el

orde de franja a medida que van apareciendo.

B).- El analizador y polarizador, cue tienen como -
misién producir una extincién total a la salida del analizedor,
ya que toda observacifn fotoeldstica para que exista méximo con-
traste debe realizarse de ests modo, de myuf que ambos permansz—
can cruzados, as decir, con sus ejes de transmisidn perﬁendiculg
res, tengase en cuenta que el analizador solamente deja pasar las
componentes de la luz procedente del polarizador que sean parale

las a su sjs de transmisién.

C).- Las l4minas cuarto de onda, que se emplean pe-
re la obtesncién de luz circularments polarizada, lo que permite

eliminar del campo de visidén las l{neas isSclinas (lugares geo-



métricos de puntos del modelo en los cuales las direcciones de las
tensiones principales son constantes), y permitirnos observar sola
mente las 1fneas isécromas., E1 montage de las léminas cuarto de on

da, se realiza de forma inmediata, sin mas gue tsner en cuenta que:

A.~ La 1émina cuartoc de onda polarizadora, se montard
inmediatamente antes del modeloc y de forma que el sje de transmie-
gién de dicha lémina forme con el sjs de transmisidn del polariza-

dor, un éngulo de 452 .,

B.~ La ldmina cuarto de onda analizadora, se colocard
inmediatamente después del modelo & inmediatamente antes del anali
zador, de forma que el eje de transmisidn de la lédmina cuarto de =

onda esté cruzado con el de la primera.

D).~ E1 analizador, cruzado con el polarizador.
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2.3.2.~ BANCO DE CARGA.

Entre los elementos gque constituyen el fotoelastic{metro

cabs resaltar muy espscialments, el banco de carga.

Este banco de carga lo hemos diserfiado en el Departamento
de Metalurgia de la Facultad de Ciencias Quimicas, y construido en el

Taller de la misma.
El banco estd formaro por los elementos siguientes:

Doble estructura de perfil en U, gue le conflere una —
gran resistencia mecdnica, téngase en cuenta que ss necesarioc en to-
do momento, no tener problemas de flexiones en la estructura, porque
ello supondria una falta de linealidad en la carga aplicada al modslo.
Las dos estructuras en U, estan sapéradas por separadores de acero que

las mantienen paralslas entre si.

Sistema Hidrdulico de aplicacién de la carga, constituye

la pieza clave del banco, y en esencia lo componen:

A.- Bomba manual de aceite, con vdlvula que permite man-

tener la presién de aceite constants.
B.~ Dos cilindros de pistén perforado de doce toneladas

cada uno, que permiten trabajar tanto a traccidn como a compresidn, -

sin més que girarlos 180¢9.
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C.- Trés mandmetros contrastados con escelas crecientes

pare la medida de la carga aplicada.

D.- Los cilindros pueden deslizar en unos patines (cola
de milano) a lo largo de la estructura, mediente un tornillo regula-
dor y transmisién por cadena que ademds sirve paras sujetar dichos ci

lindros.

E.- Los cilindros daeslizan a lo largo dsl marco de carga

sobre colas ds milano, que son solidarias con él.

F.~- Quizas la pisza clave a la hora ds aplicacidén de la
carga, sean las mordazas gue sujetan al modalo,Ay que en la fig.6 ,
puede verse que estén constituidas por una caja en acero que soportan
dos colas ds milano. Con este sistema de mordaza, fué posible svitar
la flexidn que se producia debido al perfil de tensiones parabdlico - °
que actuaba sobre dichas mordazas. Asf{ mismo, fué posible eliminar la
deformacién lateral que sufrian las mordazas, debido ssencialmente a

la forma en cufa que presenta el contorno del modelo.
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Fig. 6.- Mordazas para aplicacidén de la carga
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. 2.3.3.~ MODELOS FOTOELASTICOS.

Una vez cobtenidos los plédsticos, se procede al mecani-
zado de los mismas con el fin de darles la forma apetecida segin se
muestra en la fig. 72 , Yy en la que estén representados cada uno -

de los modelos objeto de estudioc en esta memoria.

El espesor de 4 mm, se ha mantenido constante en tados
los modelos ensayados, habiéndose elegido este espesor con el dnico
‘objeto de reducir lo m&s posible la carga que hay que aplicar a ca
da caso. Por otre parts, el contorno se ha separado del defecto que
g8e introduce en cada modelo con el fin de que no existan influéncias

del contorno sobre la red isocromdtica.

Antes de snsayar cada uno de los modelos, es necesario
pulir les superficies lo mejor posible con el fin de que la transpa
rencia sea dptima, de lo contrerio la fotogrefia no se resolverd sa
tisfactoriamente, y todo ello manteniendo el modelo perfectamente -

planc paralelo.
Los modelos objeto de estudio son:

- placa con orificio circular sometida a traccién uni-

. axil

- placa con orificio eliptico sometida a treccidén uni-
axil

\ « placa con grieta sometida a traccidn uniaxil.
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- los trés casos anteriores, pero a traccidn biaxil

-~ placa con dos grietas slineadas a traccidn uniaxil
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III.- ESTUDIO TEDRICO: SOLUCIONES ANALITICAS .
3.1.- DETERMINACION DE LAS FUNCIONES DE TENSION.

3.1.1.- LAMINA CON UN ORIFICIO CIRCULAR SOMETI
DA A TRACCION UNIAXIAL.

3.1.2.- REPRESENTACION DE LAS LINEAS DE CISION
MAXIMA,

3.1.3.- VARIACION DE LAS TENSIONES PRINCIPALES
A MEDIDA QUE NOS SEPARAMOS DEL CONTOR-
NO CIRCULAR,

3.1.4,- ESTADD DE TENSION EN PUNTOS QUE ESTAN
SOBRE EL GONTORNO DEL ORIFICID CIRCULAR

3.2.- PLACA CON UN ORIFICIO ELIPTICO SOMETIDA A UN -

ESTADO DE TRACCIGN UNIAXIL.

3.2.1.- CALCULO DEL ESTADD DE TENSION EN UN —
PUNTO, PARA UN MODELO CON ORIFICIO ELIP
TICO.

3.2.2.~ REPRESENTACION DE LAS LINEAS DE CISION
MAXIMA, PARA EL MODELO CON ORIFICIO E-
LIPTICO.

3.2.3.- VARIACION DE LAS TENSIONES PRINCIPALES
A MEDIDA QUE NOS SEPARAMOS DEL CONTOR-
NO DEL ORIFICIO ELIPTICO.

3.2.4,- ESTADOS DE TENSION EN PUNTOS QUE ESTAN
SOBRE EL CONTORNO DEL ORIFICIO ELIPTI-
co.



3.3.-

304--

. 3.5-‘-

3.6.-

PLACA CON UNA GRIETA ORIENTADA TRANSVER |

SALMENTE A LA DIRECCION DE APLICACION =

DE LA CARGA.

3.3.1.- REPRESENTACION DE LAS LINEAS DE
LAS LINEAS DE CISION MAXIMA, PA
RA UN MODELO QUE CONTIENE UNA -
GRIETA,

3.3.2.~ VARIACION DE LAS TENSIONES PRIN
CIPALES A MEDIDA QUE NOS SEPARA
MOS DEL VERTICE DE LA GRIETA.

PLACA CON UN ORIFICIO CIRCULAR, SOMETI-

DA A UN ESTADO DE TENSION BIAXIL.

3.4.1.- REPRESENTACION DE LAS LINEAS DE
CISION MAXIMA,

3.4.2.- VARIACION DE LAS TENSIONES PRIN
CIPALES A MEDIDA QUE NOS SEPARA
MOS DEL CONTORNO DEL ORIFICIO -
CIRCULAR.

PLACA CON UN ORIFICIO ELIPTICO, SOMETI-

DA A TRACCION BIAXIAL.

PLACA CON UNA GRIETA Y SOMETIDA A UN ES

TADD DE TRACCION BIAXIAL.

3.6.1.- REPRESENTACION DE LAS LINEAS DE
CISION MAXIMA.

3.6.2.~ SOLUCION DE WESTERGAARD PARA EL
MODELC DE PLACA CON UNA GRIETA
SOMETIDA A TENSION BIAXIAL.
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3.6.3.~ TRANSFORMACION ISOMETRICA DE LA ECUA=-
CION DE LA ISOCROMA, ENCONTRADA EN EL
APARTADO ANTERIOR,
3.7.- PLACA CON DOS GRIETAS ALINEADAS Y SOMETIDA A
UN ESTADO DE TRACCION UNIAXIL,
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II1.- ESTWDIO TEORICO: SOLUCIONES ANALITIGAS Y RESULTADOS EXPERI
MENTALES '

3.1.- DETERMINACION DE LAS FUNCIONES DE TENSION.

El problema a resolver, es el de hallar las funcio-
. nags de tensidn que nos permitan encontrar, scuaciones para el es
tado de tensidn en un punto y para la cisién méxima, en una lami
na con un orificio elfptico, que estd sometida a un estado da -

tensidn en puntos alejados del orificio.
El planteamiento del problema serd el siguiente:

l.- Calcularemos las tensiones en puntos situados -
en un camino elfptico trazado sobre una lémina sin orificios, y

las funciones de tensidn que resuelven aste caso.

2.~ Las tensiones obtenidas en el apartado preceden
te, cambiadas de signo, se utilizardn como valores de contorno,
pare resolver el problema de una ldmina con un orificio elfptico,
pero en la que no actlan estados de tensién en los contornos ex-—

teriores.
3.~ Superponiendo las funcionss de tensién obtenidqs

en los spartados precedentes, obtendremos la solucion al problema

planteado.
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1.-Lémina sin orificios somstida a un estado de tensidn uniforme.

81 tenemos una 1lémina sometida a un estado de tensién
uniforme (0-), aplicado a su contorno (fig.6), y superpuesto a‘este
estado de tensidn hay otro estado de tensién ( 0-°), de forma que -
sea de traccién en la direccién (y), y de compresién en la direc~
cién (x) (fig. 7), ademas de actuar una tensidn cortente positiva

() sobre el contorno de la 1émina.

ey
T

FIG.6 .— Ldmina sin orificio, sometida a un estado
de tensidn biaxial uniforme sobre su con-
torno exterior.

69



17 11 |
a.l

FIG. 7T .— Lamina sin orificio, sometida a un estado
de tension bioxial uniforme, de traccion

en lo direccion(Y ),y de compresion en la
direccion (x),y tensiones cortantes posi-
tivos sobre el contorno.
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La superposicién de estos estados de tensién, darian

para 8l estado de tensidn en un punto, las scuaciones siguientes:

Si pesamos del sistema cartesisnc, a un sistema de -
coordenadas elfptico (fig. 8), (este sistema de coordenadas, es -

el mds spropiado para resolver el problema del orificic elfptico),

tendremos:
Gb+op=0 o =20 : (1)
' _ ‘ 2in
a"s-a;‘l-Ziz‘ﬁ-(a’y-cr,‘(l-Zi.Z‘xy).e =
2( o'% 17 )65 (2)
x 1]
' FIG. 8. ’

— Sistemade coordenadas eliptica.
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En la ecuacién (2), quedarfa por determinar el valor de
W en cualquier punto, para ello consideremos un psquefio segmento =
(TT°), inclinado un éngulo O respecto a la normal (x); la longitud -
del segmento aun cuando no importa mucho, tendremos que asignarle el
valor del incremento dZ 8 |d¥|. Por tento la longitud compleja la -
podriamos repressentar por:

dZ ={dZ] . e i(n+9) donde por Z exprasamos a la varia

ble compleja de la forma x + iy.

d§ = |d¥| .a:"g donde por §expresamos & la variable com
pleja de la forma &+ i3.

La relacién entre estas dos variables seria

Z=a,coshy : (3)
donde (a), serfa el semieje mayor de un camino elfptico.

Dividiendo la primera expresidn, por la segunda, obten-
dremos:

81’( dz ' dz
derivando la expresién (3), tendremos:

...CE.. = a.sen h§

d¥
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y teniendo en cuenta que:

| sen h§’|2 =senh¥ .senhy

obtendriamos como valor de 921'1

21"( sen h¥
° " “sen h ?‘

por tanto las ecuaciones (1) y (2), las escribiriamos finalmente:

ﬂ'.( {-% = 20 (4)
. sen §

ak _.0; {.21de-2(0’ ‘-12).—;;;-;- =

-2(0"+1T) | (s)

De las ecuaciones (4) y (5), se podrian calcular expre-
siones para o, , 0, , T, 4 + Pero prescindiremos de este cdlculo y

pasaremos a encontrar las funciones de tensién.

Teniendo en cuenta que:

@, = Ae §°~ Re(Z§"’ up') (6)
% = Ze ¢4 Re(Z§** +y*) (7)
§ﬁ= Im(Zp°° +¥°) (8)
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Sumando las ecuaciones (6) y (?), resulta:

q + o = 4Red’ =p Re¢'-%(a‘q -
por tanto:
¢‘--‘]§(c& +aoy)
é integrando ¢
b-2 @ +q)z (9)
a 7

Restando a la ecuacién (7), la scuacién (6), tendremos:
G -0 = Ra(Z$’° + y ) (10)

Si a la ecuascidén (10), se le suma la ecuacién (8), multi

pliceda por 2i, obtenemos:
g - o + 21'5,’ = 2Re(Z¢°+ ¢ °) & 21In(Z §°° +y )
- lo que squivale a :
gy - ¢ :212‘,,/3 =2(Z¢" + y °) (11)

por tanto:
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=-res . 1
26" +y= 3 ( oﬁ'-q';&Zigp)
y teniendo en cuenta (9), resulta que:
¢oo -0
-y como consecuencia:
Walle - +217,)
'8 T« P
é integrando:
¢=2lo -0, 217 )z (12)
' pT w o

pasando las ecuaciones (9) y (12), a coordenadas elfpticas, sin més

que tener en cuenta (3), (4) y (5), resultard finalmente qus:
Qnéuacosh? (13)
VY=(c4+17)acoshy (14)

que son las funciones de tsnsién pare este caso que estamos tratando.

2. Lémina con un orificio elfptico que no scporta ningin estado de =

tensién sobre dicho orificio elfptico.

Como ya hemos visto, nos interssa el célculo de los es-
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tados de tensidn en la proximidad de un orificic elfptico en una 14
mina que soporta un estado de tensién scbre el contorno exterior, fque
estd alejado de dicho orificio,

Calcularemos los estados de tensidn en puntos gus estan
sobre un camino eliptico trazado sobre una ldmina sin orificios. Cam
biando de signo sstos estados de tensién los utilizeremos como velo-
res de contorno para resolver el problema de una 1ldmina que contiene
un orificio elfptico cargado, mientras que los contornos exteriores
estéan exentos de carga. Superponiendo esta solucidn a la obtenida -

anteriormente, obtendremos la solucién del problema inicial,

Las tracciones sobre el orificio elfptico, se obtienen

sin mds que invertir los signos de las tensiones dadas por (1) y (2):

A 1%' =0+ - o211 (26 +y°) (1s)

como:

217

Shee 021 1 .
(Z§°° +v)e 735% -oy +27, )= (0" +17).e

Resultard .
0 -0, = o - (o' 1{),321'(

« =%
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tomando los complejos conjugados en ambos miembros, tendremos:

o, + 10-1; - -t (o~ it)e-zq - -[o’- (o - 4t ).

.3-21" ] (16)
Teniendo en cuenta que la combinacién de esfuerzos de la forma:
(¢ +2z§° + q‘;].j(q; ‘o)z - f (17)

expresa las traccionss q."' y gue 8e ejercen en un punto del ca

%
mino ,¥Y como:

dZ = a.sen h}‘. dy
}dZ = i.a.s8en h}'dp

dy = idp
tendremos:
f - f(c;" +i0;7) @z = J-[a-(of-it)a'217jdz
f = I-[u - (o= 17)e > 1]. 1.a.8en h3 dp
y ' tambidn:

f = -iaJ[o:san hf=- (o’ 1T )sen h T) dg (18)

Como la integracién deberd reslizarse a lo largo de un



camino para el cual o tiene un valor constante %, conviene hacer

e*' = A, y por tanto:

2sen hT = Aot = A7l
2 sen h] = A.a = A7H'P
Efectuando la integracién, tenemos:
[04+26" 4¥)- - qalalr.e™ el )y
+ (o 1t)(Ae Xe'4)] (19)

Como los esfuerzos se anulan en el infinito, los términos del segun
do miembro qus contenga a S postiva, deberén asociarse a las funcig

nes conjugadas; dejando a parte estos témminos, queda:
¢~ - ..a[cr)" i (o - 17)\e lﬁ]

y en un punto interior de la 1émina, la funcién § serd funcién de

la variable compleja ¥ , por lo que la funcidén correcta para ¢
serd:

¢ - - %a[ cr.e"; -17) M 5] (20)

Si a la ecuacién (20),1e sumamos la ecuacisn (13), resul

ta:

2 -

$ = % o.a.8en h] - %a(o-‘ -1z ).A.e (21)
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Queda ahora por determinar la funcidn 7 » Y para ests

caso toma la forma:
- df
Y--[6+2 -gz'—]
pera como:

df  dF db 1 d
@ - dZ dy a.sen hy " d¥

luego:

AT b (o - 12 )0 1)
2 s8n h';

1 . b1
V= 5 a[(cr $+it)e’ -
(22)
Las ecuaciones (21) y (22), son las funciones de tensién
para una 1ldmina qus contiens un orificio elfptico exento de estados de

tensién, psro que hay aplicado un estado de tensién en su contorno ax

terno.

3. Funcionas de tensidn para una 14mina con un orificio elfptico some’

tida a traccidn uniexil.

Si se aplica a una ldmina con un orificio eliptico, una
tensién uniexil de treccién o , es decir, o= o’ = 05/2 , de tal -
forma que esta tensidn sea perpendicular al eje mayor de la elfpse, -
las funciones de tensién dadas por las ecuaciones (21) y (22), se re-

ducen a estas otras:



6 - %ﬂ'ﬂa(sen hy- /\ze-g) (23)

v o;)a [ 82} _)ue-ZS -(/\ *,\-1)2 ]
" 8 sen h}'

(24)

donde:

a y b son los semisjes mayor y menor de la elipse.

81 b =0, entonces &, = 0y por tantoc A =1, y 1las
ecuaciones (23)y (24), se transformardn en estas otras:

$= o'oa(aT- 3e% )/8 (25)
= - 4q h
¥ o’oa(sen h2y -2)/4asenhy (26)
que serian las funcionaes de tensién correspondientes a una 1l4mina con
una grieta de longitud 2a, y sometida a traccién uniaxil, estando la

carga aplicada normalmente a la direccién de la grista.

Sia=bh, A=2,4,ylas ecuaciones (23) y (24), se -

convierten en estas otras:

‘) - % o,a(sen hy - 5,‘76.3.}) (27)



8.
\_"

8 - 33,18 ., o - 7,89
( - —) (28)

san h;

oa 2% -25
W= —

que serian las funciones de tensién correspondientes a una ldmina

con un orificio circular de radio 2a, y sometida a traccién uniaxil,
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3.1.1.- LAMINA CON UN ORIFICIO CIRCULAR SOMETIDA A TRACCION UNIAXIL.

En las ecuacionas (27)y (28), se dan las funciones de -
tensidn correspondientes a este caso particular, y que han sido dedu
cidas de las funciones de tensidn encontraedas para sl caso de una 14

mina con un orificio eliptico y sometida a treccidn uniaxil.

Sin embargo en el apartado (1.3), se ha expuesto sl mé-
todo general para el cdlculo de las funciones de tensién, para mode-
los que contengan contornos circulares, as{ como el célculc de la ci
sidn méxima y las expresiones que dan el estado ds tensifn en un pun

to.

Aunque este caso sstd ya resuelto como ceso "aislado" ,
se ha estudiado en primer lugar como caso particular del método tad-
rico general que empleamos pare todo tipo de defsctos, pero lo estu-
diaremos a partir de las funciones de tensidn encontradas para mode-
los con contornos circularess, debido a la mayor simplicidad en el -
problema,a pesar de que las scuaciones (27) y (28), seguirdn siendo

perfectamente vdlidas.

Las funciones de tensién para este caso, serén:
2 -
Q-Ecro(z-zazl) | (29)

4

27%) (30)
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donde:

¢ vy ¥ , son las funciones de tensién
Z 88 una variable compleja de la forma x ¢ iy
ob es la tensién aplicada al contorno

(a)es el radio del orificio circular.

Teniendo en cuenta gque el estado de tensidn en un pun—

to referido a un sistema cartesiano (x,y), viene dado por:

o, = 2Re §°- Re [9219(2.¢" «I-‘{")] (31)
g = Fe $°% Re 3219(2.¢., &H”)] _ (32)
z - [0 4 y7) (33)

de las scuaciones (31), (32) y (33), se deduce inmediatamente que:
o + oy = dAe é° (34)

pad 5 'y Pl 210
o, =0, + 2T - 2(Z.4°° + y').e

(3s)
y por otra parte:

Ur"a'o- U’x"@
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210
o= O, + 21T, = (d’y -o +21 Tuyle

por tanto el estado de tensidn en cualquier punto que viene dado

por crx ’ cry y Z"'l , 88 expresa por las scuaciones: N
o =0 aar-z[ 108 20 = cos 49(-&2 =2 l)J (36)
x o 2
2 -2¢3
o, =0 toar [écos 20 $ cos 49(- - 1)] (37)

2

rP-1)]  (28)

va' -a'oazr-z[ %sen 20 & sen 49(; a
Sin embargo, las observaciones fotoeldsticas, nos permiten visua
lizar las lineas de cisién méxima, es por lo que nos interesa de
terminar la expresién correspondiente del esfuerzo cortante méxi

mo, que es:
x y |2 2'2 1/2
Zm [( 2 ) + xy} (39)
si en la ecuacién (39), sustifiimos las expresiones dadas por (36),

(37) y (38), se encuentra para la cisién méxima la ecuacién siguien

te:

(

1, .4-45 2 -2 -2
Zm-ua{z (--Sa -I-: )&ar [cosZQ
(-éar -ar 4--2-)4.c0349(352r2-1)]}1/2 (39-a)
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es ds gran interés, conocer las expresionss corrsspondientes a las
tensiones principeles, cuyo célculo es inmediato, pare ello no ha-

bria mds qus resolver el sistema ds ecuaciones dado por:
°1"°'2'2zu ; Ga+0yz 0 + Ty

resultando en definitiva que:

1 2 =2
o =3 co(l $2ar cos?20) ¢ [ (40)
1l 2 =2
‘s = - 4
o, 20;(1&21:1' cos 29) z, (1)

donde Cy estd dada en la ecuacién enterior. .
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3.1.2.- REPRESENTACION DE LAS LINEAS DE CISION MAXIMA,

A partir de la scuacién (39), se ha deducido en sl apar
tado anterior (3.1.1.), la expresidn que dé la cisidn méxima, y que

como puede comprobarse, es funcidn de la tensidn aplicada al contor—-

~no, del radio del orificio circular practicado en la placa y del pun

to donde se desea hallar dicha cisidn méxima (r, 8).

Teniendo en cuenta por tanto, que fotoeldsticamente po-
demos determinar de una forma experimental, la validez de dichas e—
cuaciones, tendremos que representar la forma analftica, dichas lineas
de cisidn mdxima, Para ello, daremos a £ , los valores gue se encuen
tran en la Tabla II, que corresponde a drdenes enteros de franja é -
ir deduciendo para cada tensién aplicada al contorno dichas lineas de

cisidn mdxima.

A continuacidn, se presentan las tablas de valores dedu
cidos para cada tendgidn de contorno y al mismo tiempo la representa-

cidn de estas 1fneas de cisidén méxima.

Teniendo en cuenta ademds, que ss han deducido expresio
nes para las tensiones principales (ecs. (40), (41), y que no son muy
complicadas, se han calculado los estados de tensidn en puntos que es

tan sobre el contorno del orificio circular y de 15 en 1592 .
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4

a.~- La tensién exalteda por el orificio circular, es
tres veces mayor, que la tensién aplicadea al contorno de la placa.
[ 4
b.= En el punto de coordenadas r = a , 8 = 602, exis
te un punte singular, es decir, las tensiones principales (ci y °é)'

son nulas en dicho punto,

As{ mismo, se ha calculado la variacién de las tensio-
nes principales a medida que nos alejamos del orificio circuler, sa

candose una conclusidn importante:

- La tensién principal 1, tiene el valor de la tensidn

de contorno, a medida que nos alejemos del orificio circular,

Por 0ltimo, se hace una representacién conjunta de la -
variacién de la tensién principal 1, para tensiones aplicadas a la
placa crecisntes, a medida que nos separamos del contorno del orifi-

cio circular.

8?7
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Ce = 0,44 Kg/mm2
n Z-m 6, r = 1201 o, r =16 6, a, r =20 &,
1 10,155) 51,413 cos«-4 cos>4 | 73,675 lcosy 4 75,412
o 0,311} 34,822 |cos¢-4
3 | 0,466] 13,500 |cose-1
4 10,621} cos>4 |cos¢-d
€0 = 0,44 Kg/mm?
n | T o T 250, 8, r=0 8, G,r i 359:
1 10,154 cos>4 177,754 |cos>»4 |82,015 Jcos»4 | cosc¢-4
2 D,BIﬁ
3 | 0,466
a 0,52#
Tabla III

Como puede comprobarse en el modslo isocromético 1, los
18bulos sefialados dentro del circulo (a), no corresponden a un orden

de franja entero, es por lo que en el modelo isocromdtico tedrico 1,

no aparecen dichos 1ébulos,

Se ha de sefialar también que las 1lfneas de trazos en —-

las tablas corresponden a micés imaginarias, que no tienen sentido

fisico real.
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G =0,72 Kg/mq

Z‘ r=12 r 16 r 20
n " 0 8 (-1 ©; 8, (V]

1 0,155 59,537 | 76,832 |cos>4 |81,737 [cossyg |84,529

2 lo,311] 47,540 | cos<-4 | cos»4 | 68,817 |coss g | 70,475

3 |o,s66] 37,619 | cos¢-4 | 17,541 | 50,661 | 28,115 | 52,234

4 10,621} 26,958 | cos«¢-4

5 10,776] 11,564 | cos<¢-4

6 10,932] cos»4 | cosc¢-4

Oe = 0,72 Kg/mm2

r =25 r =30 r = 35

n 2:; 8 X1 -1 &2 (- _0;

1 J0,155 [ cos>4 cos ¢=1 Jcos>d cos gel cos >4 cos -1

2 10,311 | cos»{ 71,285 | cos 24 72,310 | cos»{ 74,154

3 90,466

4 jo0,621

5 10,776

6 }0,932

Tabla IV
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tension de contorno
%0 =0,44 Kg/mm?

calculada a partir de la

ecuacidén (39-a)

\1
I’ ‘ Fig. 9.- Red de isécromas

tension de contorno
% 20,72 Kg /mm?

Fig. 10.- Red de isécromas
!l calculada a partir de la -

L / . )’3 ecuacidn (39-a)




g =1,09 Kg/mv}z

n | Zu rsl2 r =16 r =20

O 6 0, 6» 0. 6
1l |]0,155] cos>d 89,132 | cos>y cos¢-4
2 }]0,311} 64,336 |69,613 |cos>4 77,802 { cos >4 79,590
3 10,464 48,918 | cose-t cCoS > ¢ 69,211 | cos» 4 70,784
4 | 0,621} 42,013 | cose¢-4 | cos»y | 58,867] 17,382 |60,545
§ 10,776 35,261 | cos¢-4
6 | 0,939 28,009 | cas¢-4
7 }1,084 19,351 ] cos<¢~-1
8 | 1,243 1,271 | cos¢-4
Op = 1,09 I(g/mm2
N T r =25 30 r =35

8. o [’} 61 8, s
1 |0,155] cos»1 cos <=1t cas> CcOS &- 1 cos»> 4 cos<¢-4
2 10,311 } cos >4 84,723 | cas > cos>4 cos >4 cos ¢-3
3 0,466 cos >4 71,680 | cos»44 | 72,900 | cos> 4 74,823
4 {0,621 22,067 | 58,796 | 26,012 | 55,786 | 30 , 615 | 51,904
5 {0,776
6 0,932
711,087

Tabla V

8LV,
N

91




Go = 1,36 Kg/mm|
Y 7 r=12 r =14 r = 16
Cw 6, 61 0, 6 8: 2}
0.155 cos 4 cos<-4 fcosadi cos&=-{
3
0,311 ) 63,272 | 70,940 |cos>{ 79,510 | cos »q B0,912
3 |0,466| 53,531 | coss{ cos >4 70,853 | cos »{ 74,239
4 10,621} 47,455 | cos>t cos >4 | 61,992 | cos >4 67,217
5 {0,776} 41,973 }J cos >4 cas >4 51,556 | cos»y 58,738
6 10,9321 36,546 | cos,y cos >t 36,335 | 27,265 | 43,810
7 11,087 30,938 |} cos »}4
B8 1,242} 24,737 | cos >4
911,398 17,055 | cosy4
2
Co = 1,36 Kg/mm
T r=20 r=25 r = 30
8 8 6 65 8 g,
0,311 Jcos>1 83,508 cosy> i cos 24 cos;>4 cos¢-t
0,466 | cos »14 76,033 | cosa>4 } 78,6456 | cos »4 } B3,715
0,621 fcos»4 | 68,902 { cos»4 | 69,323 | cos o4 | 69,804
0,776 | 17,493 | 60,470 | 22,192 | 58,697 | 26,183 | 85,641
0,9321 37,791 } 43,390
O = 1,36 Kg/mm1 ,
r“‘ r =235 r = 40 r = 45
0, 8, - [ (-] 8
0,466 | cosys cos¢-] cosy{ cos ¢-4
0,621 | cos»9 70,736 | cos»>1 71,892
0,776 | #3,629 | 51,E76

Tabla ¥I
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tension de contorno
% 21,09 Kg/mm?2

/

d///;ig. 11.~- Red de isdcromas
calculada a partir de la -
ecuacién (39-a)

tensidn de contorno
% = ],36 Kg / mm?

° Fig. 12.- Red de isdcromas
calculaeda a partir de la -
ecuacidn (39-a)




P4
0p =1,64 Kg/mm

’ r =12 r = 14 r = 16
"%« e 6 | 6 & | 8 - o
1 10,155 cos coS .} cos >} cos <~}
2 10,311 cosy!l | 82,926 |cos>li 83,382
3 |0,466} 57,373 |82,241 | cos»i 75,218 | cos>t 77,642
4 10,621 51,490 | cos ¢-i | cas>! 68,140 | cosy) 72,102
5 |0,776] 46,639 | cos¢~!l | cos>| 60,611 | cos»>t 66,112
6 0,932 42,081 coS<=1 cas 51,794 | cos>i 58,936
7 {1,087} 37,618 COS¢-1 cCoS Y | 40,086 | 21,199 | 48,349

8 1,242 33,047 cosg. cos »i 12,729
9 11,398] 28,150 | cos<¢-!
10 | 1,553 22,694 | cos¢.;
11§11 ,’708l 15,954 | cose~!?
121,860 3,613 cose-)
13 p,015
Tabla VII
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Oo = 1,64 Kg/mm2
n zu. e'r.—-zoal a'r=259‘ 8'r'=3091
1 ]0,155] cos» COS ¢-] cos >} cos ¢-l | cos»>t cos ¢~}
210,311} cos»>1 87,473 | cos»> | cos &-1 cos »>1 cos<-1
3 10,466] cos»si 79,665 | cos»s! 84,898 | cos »! cos ¢~}
4 0,621 cos) ! 73,830 cos»| 75,611 cos> ! 78,419
510,776] cos» | 67,799 | 6,707 67,952 | 7,301 68,029
610,932 17,196 | 60,668 | 21,861 | 58,957 | 25,732 | 56,023
711,087 30,976 | 49,750
0o = 1,64 Kg/mm2
n t‘“ 8,1‘:35 6, 9‘r=400L a'r=£1501
3 ] 0,466] cosai cos ¢-1 caos 2} cos ¢-1 cos»l coSs¢-!
4 10,621} cos»>l 83,576 | cos >l cos¢-l | cas»>! casé-|
5 }0,776| 6,670 68,461 | 4,455 69,005 | cos>t | 70,1Ys
6 0,932 30,184 | 52,293 | 37,887 | 45,037
Tabla VII



) AN :
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=4
o = 1,78 Kg/mm

r =12 r =14 r =16
n t‘“ 0. O 6, 8: 6, 6
1 {0,155 cos i COS &-1 cos > 1 cos ¢~
2 10,311 cos »] | 84,483 | cos») 84,422

3 |0,466 59,207 } 77,500 }| cos>) 76,510 | cos »} 78,944

4 | 0,621 53,166 cos<-t cos >1 70,386 cosy| 73,873

5 10,776} 48,450 cos ¢-1 cos >1 63,672 | cos >l 68,558

6 10,932 44,202 COS &+t cos >! 56,156 cos >i 62,521

92 |1,087| 40,082 | cos¢-1 | coss1 | 47,101 | 7,899 | 54,951

8 (1,242 35,949 | cos¢-l cos »! 33,947 | 32,884 | 38,898

9 11,398 31,648 COS €.}

10 {1,5531 27,057 cOS¢.}

11 1,708} 21,895 | cosc.!

12 {1,860} 15,660 ] cose-i

13 }2,015] 4,295 COS¢-)

14 | 2,170

Tabla VIIXI
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Go = 1,78 Kg/mm@
N Z 9'r=20 o, a'r=25 8, 9, r=300‘
1 DP,155 | cos >t cos¢-1 cos > |cos ¢~} cos ! cos¢-!
2 P,311 | cos»>i cos ¢l | cosdl |cose-t cos > | cags ¢-!
3 0,466 | cos»i 81,129 | cos>! |cose¢-1 cos > cas ¢-1
4 P,621 | cossyi 75,652 | cos>1 [78,103 cos >} 82,602
5 0,776 | cosy | 70,245 | cos>! |71,002 cos »| 72,000
6 p,932 | 11,009 | 64,229 | 15,528 {63,511 17,723 | 62,270
7 p,087 ) 22,722 | 56,679 | 28,555 }s3,383 37,788 | 45,041
Oo = 1,78 Kg/mm2
F 6, T =35 g, T =90 g 6, =% o,

4 10,621} cos »i cose¢-) |cos y| cos¢-1 | cosyl cos ¢-!
5 [ 0;776] cos ») 73,612 |cos>1 75,679 | cos>1i 79,069
6 |0,932] 19,573 | 61,102 |21,302 59,723 | 22,679 | 58,532
7 §1,087

! O + 1,78 Kg/mm2

n r 9.z‘=500'l 9'r=550'

S5 [0,776] cos»1 83,507 | cos»: cas &-/

6 ]0,932] 25,318 | 56,385 | 26,741 | 55,399

Tabla VIII

g7
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tension de contorno
¢ % =1,64 Kg/ mm?
/ Fig. 13.~ Red de isdcromas

/5 celculada a partir ds la -
ecuacién (39-a)

//‘\

)
’\ /°/

7 e
M/ ol

tension de contorno
% =1,78 Kg/mm?

/° Fig. 14.- Red de isdcro
/ mas calculada a partir
o
/ de la ecuacién (39-a)




2
Op = 1,92 Kg/mm

r =12 r =18 r =16

n Cw 0. 6. 8, 8: 8, (4
1 {0,155
2 10,311 cos>4 | 86,118 cos> 4§ 85,398
3 j0,466} 61,180 | 73,939 cos>»4 | 78,390 |cos >4 80,070
4 10,621) 54,698 | cos«-1 cos>4 | 72,285 |Jcos > i 75,361
5 |0,776] 50,126 | cos¢-1 cos»d | 66,180 |[cos> | 70,551
6 |]0,932] 46,041 cCos5<- cos>t | 59,567 Jcos>! 65,273
7 11,0871 42,182 cos¢-) cos>»1 | 52,016 cos 2| 59,120
8 11,242} 38,373 | cos«-1 cos»t | 42,430 | 17,482 50,701
911,398} 34,480 COS&.| casst | 26,497

10 }1,553] 30,446 | cose-l

11 j1,708] 26,100 | cos<¢-t

12 11,860f 21,297 | cos«-1l

13 | 2,015] 15,269 | cos¢-!

14 | 2,1701 4,802 | cose¢-t

1512,325

Tabla IX
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Co = 1,92 Kg/mm2

n P 9, r‘=200z a'r=25 6, 9.r=309;
1 j0,155} cos»! cos¢-1 jcosy| cas ¢-1 [ cos i cos<-)
2 10,311 | cosyi cos¢-| cos » ) cos ¢-1I jcosy cas €«
3 10,466 cos > 82,456 | coss cos ¢-1 lcoss COS ¢-1
4 10,621 | coss 77,210 Jcosy 80,404 |}Jcoss ! cos ¢-1
5 ]0,776] cos »1 72,253 | cosy | 73,551 {coss>) | 75,444
6 10,932} 1,358 | 66,964 | 9,361 66,916 | 9,843 66,909
7 }1,087} 16,918 |} 60,851 | 21,553 | 59,198 | 25,317 | 56,372
8 |1,242] 28,061 | 52,307 | 38,859 | 43,801
G = 1,92 Kg/mm2
r o8 9, r=359’ 9, 1"=£109l 9'r=450l
4 (0,621} cosy COos ¢~ cos > COS ¢! coSs 31 cos ¢!
5 | 0,776] cosy) 78,440 | cosa 83,216 | cos >t cos <=1
6 }0,932| 10,687 | 66,760 { 10,310 }| 66,874 | 8,762 67,451
1,087} 29,559 | 52,852 | 36,130 } 46,727
Tabla IX
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Oo= 2,15 Kg/mm2
nl 2 r =12 r = 14 r =16

o, b, 8, - o, &,
110,155 cos 24 cos¢-) Jcos > cOoS <-1
210,311 coS > COS &~} cos >} 87,007
310,466 cos 24 80,495 {cosy) 81,642
4 10,621] 57,025 | 83,531 | cosyy 74,866 | cosyy 77,370
510,776] 52,475 | cos<-l cos > 69,482 | cos »! 73,160
610,932] 48,615 | cos¢-l cos >l 63,870 | cos»! 68,715
711,887] 45,066 ] cos¢-) cos »l 57,798 | cos» 63,848
81]1,242] 41,638 COSL=t cos 50,810 cos >! 58,115
9 1,398 | 38,214 | cos¢a CoS >\ 41,953 | 18,258 | 50,240
10 1,553 | 34,762 COS¢-t coS>\ 28,177
11 {1,708 { 31,185 | cose
1211,860 { 27,461 COS¢-}
13]2,015} 23,298 coS(-!
1412,170 | 18,478 C0S«-}
1512,325 | 12,203 cOoS«-)
1612,480

Tabla "X
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Gy = 2,15 Kg/mmi_]

n Zu 9r=209 9r=256 9r 309

k ) 2 ’ 3 ' [
1 10,155 jcosyi coSs £-| cos i COS ¢+ ) COS %1 COS <=~}
2 10,311 | cos i cos¢-1 | cosy) cos<-1 cos »} COSs €«
3 10,466 | cos»i 84,486 | cosy) CoOS<&-| coS >1 cos¢-}
4 {0,621 ] caos>! 79,366 | cos>t 84,229 |[cos» cos<-1
5 10,776 | cos »! 74,916 | cos»y 77,077 Jcossi 81,245
6 10,932| cos»t 70,493 | cos» 71,200 | cos »>! 72,263
711,087y 7,878 | 65,547 | 12,822 | 65,156 | 14,492 | 64,418
8 i,242 | 18,407 | 59,850 | 23,228 | 57,873 | 27,630 54,398-‘
911,39]) 28,629 | 51,817
0, = 2,15 Kg/mm?

n . D'r = 35 5, s, r = 40 , 9'1‘ 450,

5 10,776 |cos ol l- P2 | cos 5§ cOs¢-1 cos >t COS g~}

6 {0,932 | cos») 73,963 Jcos> 76,159 Jcos»g 79,809

7?7 {1,087 } 15,643 }63,867 |16,470 63,249 16,714 | 62,968

8 j1,242 | 33,327 ]49,420

Tabla X

1.8,
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Gs = 2,15 Kg/mm°

r =50 .
Em 8, 6s

wa—

0,776] cos» COS ¢~}

0,932 cos»} 85,089

1,087| 18,026 |62,073

Tabla‘ X



tension de contorno
% =192 Kg/mm?

& \\\\ o Fig. 15.-~ Red de isdécromas
-]
\ / calculada a partid de la -
/ ecuacidn (39-a)
[+

tension de contorno

\ 9, 2,15 Kg/mm?
° Fig. 16.- Red de isdcromas !
: ' calculada a partir de la - ;
\ l:, / ¢ ecuacidn (39-a) t
°
/




3.1.3.- VARIACION DE LAS TENSIONES PRINCIPALES A MEDIDA

QUE NOS SEPARAMDS DEL CONTORND CIRCULAR,

co = 0,44
r Ox: T3 Gy ‘3 ‘?Zq
11 0 1,320 0
13 0,134 0,936 0
15 0,164 0,749 0
17 0,161 0,648 0
19 0,147 0,588 0
22 0,124 0,536 0
26 0,097 0,501 0
30 0,077 0,482 0

Tabla X I

Oy = 0,72
fr 6;53‘3 0y, '7;7
11 0 2,160 0
13 0,220 1,531 0
15 0,268 1,225 0
17 0,263 1,060 0
19 0,241 0,962 0
22 0,202 0,878 o
26 0,159 0,819 0

\ .
30 0,126 0,788 0

Tabla XII
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Ox
03
tension de contorno
00:0,44 Kg/mm?
Fig. 17.- Variacién de la tensidén
02
principal 1, a medida que nos se-
/\ paramos del contorno circular,
\o
ol \\
0,
\\\
l 1 |
15 30 45 r
Ox
03 tension de contorno
N 0, -0,72 Kg/mm?
\
/ o0 Fig. 18,.- Variacién de la tensidn
0.2 7 \principal 1, a medida que nos se-
- -]
' \\aramos del contorno circular.
oI \\\
] ] ]
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tension de contorno
%6 = 0,44 Kg/mm?

Fig. 19.- Variacién de la tensién
principal 2, a medida que nos se-

paramos del contorno circular,

tension de contorno
0o : 0,72 Kg/mm?

Fig. 20.- Variacidon de la tensién

principal 2, a medida qgue nos sepa

\ ramos del contorno circular.

o~

O Sy,
0 S () it O vt G

s 30 45 r



g, =1,09
r Ox:= 0, Oy=03s Euy
11 0 3,270 0
13| 0,332 2,318 0
15 0,406 1,856 0
17 | 0,398 1,605 0
19| 0,364 1,456 0
22 | 0,307 1,328 0
26 | 0,240 1,240 0
30 0,190 1,173 o
Tabla XIIX
Oo -1,36
T Ox: 03 Gy=0, Exy
11 0 4,080 0
13| 0,415 2,893 0
15} 0,507 2,316 0
17| 0,497 -2,002 0
15| 0,455 1,817 0
22I 0,383 1,658 0
24 0,300 1,547 0
ad 0,237 1,488 0
Tabla X1V

LAAS
N/
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0,4

0,2

O x

0,5
04
03

0,2

A tension de contorno

/ \ %o 21,09 Kg /mm?
0

\ Fig. 21.- Variacidn de la tensidn

principal 1, a medida ques nos se-

paramos del contorno circular,

N\

[]

tensio'n de contorno

A =1,36 Kg/mm?
/ \o Fig. 22.- Variacidn de la tensidn
/ principal 1, a medida que nos se-

)

&aramos del contorno circular.

-]

\

15 30 45 | r



tension de contorno
o =109 Kg/mm?

Fig. 23.- Variacién de la tensién

principal 2, a medida que nos se-

\ paremos del contorno circular.

]

\

\\

[+
\o
\0\

15 30 45 r

tension de contorno
% = 1,36 Kg/ mm?

Fig, 24.- Variacién de la tensidn

principal 2, a medida que nos se-

o paramos del contorno circular,

\

-]




g, = 1,64

r 6'.5 0'; Gvf 03 Euy
11 0 4,920 0
15 0,611 2,792 0
18 0,576 2,289 0
20 0,519 2,113 0
25 0,384 1,891 0
30 0,286 1,795 0
35 0,219 1,745 0]
a0 0,172 1,716 0

Tabla X V

G =1,78

r 0.z 0, Oy: 0, Ty
11 0 5,340 0
15 0,664 3,031 0
18 0,625 2,485 0
20 0,563 2,294 0
25 0,417 2,052 0
30 0,311 1,948 0
35 0,238 1,894 0
40| 0,187 1,863 o

Tabla XV1
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0,6

04

0,2

0.9

06

0,3

A ' -4

Y tension de contorno
\ o, =1,64 Kg/mm?

Fig. 25.- Variacién de la ten-
sién principal 1, a medida que

nos separamos del contorno cir

[}
Yur

™.
\

| 1 1 | 1

|
15 20 25 30 35 40 T

tension de contorno
% =1,78 Kg/mm?2

°/\ Fig. 26.- Variacién des la tensidn
\ principal 1, a medida que nos se-

\aramos del contorno circular.

1 1 | | 1 1

1520 25 30 35 40 v



tension de contorno
% = 1,64 Kg/mm?

Fig. 27.- Variacidn de la tensidn
principal 2, a medida gue nos se-

paramos del contorno del orificio

o circular.

i .

\ 0\0_ © m————

| | 1

1 1 1
15 20 25_ 30 35 40 | r

tension de contorno
} 0o 21,78 Kg/mm?

Fig. 28.- Variacién de la tensidn
principal 2, a medida que nos S8=

paramos del contorno circular.
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Op = 1,92

r | G20y Oy = O3 Zuy

1] 0O 5,760 0

15| 0,716 3,269 0

18| 0,674 2,680 0

20| 0,608 2,474 0

os| 0,450 2,214 0

30| 0,335 2,101 0

35| 0,256 2,043 0

a0 o0,2m 2,009 0

Tabla XVII

G = 2,15

r| O¢z0; Gyz 0, Txy
11| © 6,450 ]
1s| 0,802 3,661 0
18| 0,755 3,001 0
20 0,68Y 2,770 0
25| 0,503 2,479 0
30| 0,375 2,353 0
35| 0,287 2,268 0
ap} 0,225 2,250 ]

Tabla XVIII



A4

tension de contorno

,\ 021,92 Kg/mm?
o\ Fig. 29.- Variacidn de la tensidn
K principal 1, a medida que nos se-

paramos del contorno circular

O\

1 { \ N
15 20 25 30 35 40 ~ r

tension de contorno
°/\ % =2,15 Kg/mm?

\ Fig. 30.- Variacidén de la ten-
sidn principel 1, a medida que

nos separamos del contorno cir

Xular.

1 { 1 1 1 |

15 20 25 30 35 40



° tension de contorno
G =192 Kg/mm?

Fig. 31.- Variacién de la tensién
principal 2, a medida que nos se-

paramos del contorno circular.

T NN N N |
15 20 25 30 35 40 » r

s
tension de contorno
% =2,15 Kg/mm?

° Fig. 32.- Variacién de la tensidn
principal 2, a medida qua nos se-

. paramos del contorno circular,

1

/I N I | L
15 20 25 30 35 40



2

Fig. 33.- Variacidn de la tensidn

principal 2, pere distintos esta-

dos de tensidn.

11 ] ! l

20 25 30 35 40
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3.1.4.- ESTADO OE TENSION EN PUNTOS QUE ESTAN SOBRE EL CON-
TORNO DEL ORIFICIO CIRCULAR= ' '

¢, = 0,44

o 0. Oy Ty

0 0 1,320 0

15 0,081 1,122 -0,301

30 0,220 0,660 -0,381

a5 0,220 0,220 -0,220

60 0 0 0
751 -0,301 -0,0822 0,081

%0} -0,440 0 0

Tabla XIx

6, = 0,72 J

8 8 Gy Zny
0 0 2,160 0
15 0,132 1,835 -0,492
30 0,360 1,080 -0,624
a5 0,360 0,360 -0,360
60 0 0 0
75 -0,492 -0,035 0,132
S0 -0,720 0 0

Tabla XX .
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Ox=-0,440

4

i

\

Oy =-0,022
-r,,:o,o/
0.~ =0

=-0,301

- le:’o

b\{-“ 1

0
0y=0.220
1, Txy=-0.220
'{"’a‘x=0,220
\ doy=0,660
=, Txy=-0,381
O%x=0,220

)\

boy 21,122

Txyz=-0,301
L 0%x=0,08)

gy = 0):=1,320

Figs. 34 y 35.- Cédlculo de los estados de tensidn en puntos

qus estan sobre el contorno del orificio circuler.

Oy=-0,035

};xy=0,l32

}oy=0

RN

=1 Ty

=+0,492

0'x=0
0',=0,360

-

t_.
\

4

Txy=-0,360
0,20,360
§0,=1080

Txy='o,624
t "0x:0,360

| 0y =1,835

i

\

Txy=-0,492

t 0,:20,132

\

0‘,=a" =2,lb°




0, = 1,09

e O Gy Exy
0 0 3,270 0

15 0,199 2,180 -0,744
30 0,545 1,635 -0,944
as| 0,545 0,545 0,545
60 0 0 0

75} -0,744 -0,053 0,199
so] -1,090 0 0

Tabla XX1

Op=- 1,36

8 6x Gy Txy
0 0 4,080 0
15 0,249 2,720 -0,929
30 0,680 2,040 -1,178
a5 0,680 0,680 ~{,680
60 0 0 0]
751 -0,928 -0,067 0,249
90| -1,360 0 0

Tabla XXII

AN :
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Oy=-0,053 =-0,744
O,= |0 = '
2 (021,090 Tyy20,199 .
—y
b—}K o= 49y=0 .
\i"\‘ | Txy=0
0y =0
k AO’y:O,SdS
‘__Txy=-0,545
I 0x=0,545
4% =1,635
| Txy=-0944
\ I Oy 20,545
4% =2180
-— Txy=-0,744
\ {-»0}:0,199
\P 0= 0y 23,270
Figs. 36 y 37.- Cdlculo de los sstados de tensidn en puntos
que estan sobre el contorno del orificio circular
y
Oy:-0,067 =-0,928
O'2= a.l=",360 -r',=012‘9
b~
[0 O
3 __L_Txy=0 x
\ I%x=0
b 10y =0,680
|___Txy=-0,680

l O%=0,680
po'y=2,040

\,___ Txy=1,178

\ J;—»ﬁ:o,oao

4% =2,720
| Tuy=-0,929

\ t—-'cx:o,zl?

9,:0y:4,080




Gp= 1,64
e G Gy Ty
0 0 4,920 0
15 0,300 3,280 -1,120
30 0,820 2,460 -1,420
45 0,820 0,820 -0,820
60 ' o 0 0
75| -1,120 -0,080 0,300
0| -1,640 0 0
Tabla XXIII
Oo = 1',78
e Ox Gy &y
0 0 5,340 0
15| 0,326 3,560 -1,216
30 0,890 2,670 -1,542
as| 0,890 0,890 -0,890
60 0 0 0
751 -1,216 -0,087 0,326
s0] -1,780 0 0
Tabla XXIV.



o,=-1780  |OvFT0087 120
= 5037
- Lo-y:
Ox=
[ - Txy=0

Ox:=0
\ 40y=0,820

Txy=-0,820
't-' Ox =0,820
“c.y =2,460

L Txy=1,420

Ux=0,820

023,280
— Txy=‘],] 20

e

\ Oy=01=4,920

Figs. 38 y 39.- Célculo de los estados de tensidn en puntos

que estan sobre el contorno del orificioc circular.

i

=-1780

Oy:-0,087

— Y Tyy=3,260

T~

-

joy=0
— Txy =0

i

N

=-1216

0-‘30 . X
10y=0,890

-‘———-Txy= ‘0,890

't—~0'.=0,890

doy=2,670
| Tuy=-1,572

\ At-—vO',‘:O,BQO
XE 0y=3,560
\-— Txy=",2‘6

’ 0x=0,326

\I 0y 0,25,340 - ‘

L




0= 1,92

e L} Gy Ty
0 0 5,760 0
15 0,351 3,840 -1,311
30 0,960 2,880 ~-1,663
45 0,960 . 0,960 -0, 960
60 0 0 0
75 -1,311 -0,094 0,351
90 -1,920 o o

Tabla XXV.

Op= 2,15

e O IGN Ty
o o 6,450 o
15 0,393 4,300 -1,468
30 1,075 3,225 -1,862
a5 1,075 1,075 -~1,075
60 0 0 0
75 -1,468 -0,105 6,393
90 -2,150 0 0

Tabla XXV I
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0y=-0,094 =-1,31
ko,=2-1920
2  Ty=0,351
— O'y =0
Fj}l::: Oy =

P Txy=0

\ ox=0

0y:0,960

. Txy =0,960
0y = 0,960

!

Oy =2,880
— Txy=-1,663

Ny

0=0,960

Oy=3,840
- — Txy=-1311

0x=0,351

Oy a(7"=5,760

Figs. 40 y 41.- Cdlculo de los estados de tensidn en puntos

que estan sobras el contorno del orificio circular.

02:=-2150

—1

Oy=-0,105

miy

=~1,468

.____TxY:O

r,,:o,y !
Ty=
Fcrjz §%

N

oy =1,075

— Txy=],075

i—» Ox=1,075
‘0',=3,22S

| Tuy=1862

0’;:],075

| 024,300
— rxy s ’],468

040,393

0y=07:6,450
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3.2.- PLACA CON UN ORIFICIO ELIPTICO SOMETIDA A UN ESTADO DE TRAC-
CION UNIAXIL,

Las scuaciones (23) y (24), nos dan las funciones de ten-

8idén para este caso concreto,y son:

b= %aoa(sen hy - X.e d ) (23)
25 (4 -2% -1,2
Y- % % o~ 2 asen ;(f/\ b2 ) ) (24)

donde:
® yY , son las funciones des tensién.

$ e8 una variable compleja de la forma « + 1/6 , siendo

®y fi dos coordenadas glfpticas,
a‘o es la tensién aplicada al contorno.

A es funcidn de la excentricidad del orificio elfptico
Yy que ya ha sido dada en el apartado (3.1).

(8) es el semieje mayor de la elfpse.
(b)es el semisje menor de la elfpss.

Para reducir un poco las ecuaciones (23) y (24), vamos a

llamar a:
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Az.al

~—

(A ¢ ,\-1)2 -,

por lo que en definitiva tendremos:

¢ - -‘]-i . a(sen h§ - al.e-Y) (42)
2% 2 2%
MRLEY SuBry »

si tenemos en cuenta que:
Z=acosh }'

se deduce inmediatamentes que:
2 2, 1
BY-E(ZI-(Z -a) /2)

-3 1
e

) ;(z _ (22 _ e‘z)» 1/2)

sen h¥ = 2(22 - az) 1/2

que sustitvidas en les ecuaciones (16) y (17) conducen & dos nuevas

expresiones en funcidén de la veyiaeble compleje Z = x & iy, y gue =

va a permitirnos pasar de coordenadas elfpticas a cartesianas, as{:
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§ =3 o el - )Y %z + ?%(Zz -3 .
- 3o+ e )22 - )P - a2)
40 1

= 30 ((1 - o2).2% a%(e2 ~ 1 - 8)) + (1 4 a2)2 .2

(2 - &)

81 llamamos a :

léba =a

2
2(1 -A 31) - 54

2, 2
a (al -1- 52) = a

2
2(1 4+ al) = a,

por tanto las funciones de tensidn quedarédn da la forma:

¢ - %tro(aa(z2 - a2)1/2 - alz) (a4)
, v
1 adl + as

Y= 5%l 22 - D) +eg?) Lo (45)
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Calculando ahora el estado de tensidn en un punto, a partir de las
ecuaciones (31), (32) y (33), tsndremos que encontrar primeraments

las derivadas primera y segunda de Q y la derivada primera de y y

que vienen dadas por: ‘ ’
w“ al’z
r 1 3
¢ = —U’( - 8 )
4o (22 _ a2)}72 1
b - - zl't%( 2aa .2.:3/2 )
(2= - a7)

a423 -(2&aa2 $ as)Z
(25_ _ a2)3/2

3 as)

; 1
Y=g o

que llevadas a las ecuaciones (44) y (45), y teniendo en cuenta que:
cry-a;l-Zi’Z’xy-z(Z.ﬁ +¢°)

queda finalmente que:

10 1 3
(

2 2
a
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donde hemos llamado:

2
a,, n 2"4_‘ +a

\

5

Puesto que el sistema doble cartesiano polar,se ha usado
ya en fotoeldsticidad, se eligid aquf, para buscar solucidn a este -

problema, ya gue no se encontrd solucidn con otros sistemas,

Ahore bien, tenisndo en cuenta un sistema doble cartesiano

polar, tal y como se da en la fig. 42.

r/
/@ J_e'

FIG. 42.— Sistema doble cartesiano polar.

Fig. 42.-~ Sistema doble cartesiano polar.

la scuacidn anterior queda en definitiva:
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[ -a a2.e'-1(g ¢ 3(91"32))4-

mlaq

Uy - U'X ¢ 212 {—r—;—)-ag—
2, . (3 - 3o, +8))) i(e - e, +0)))
+ (a,r°/2).e 217 T2 -(a7/2).e 5'%1 T Sl ¢

+( oy (46)

igualando y separando las partes reales é imaginarias de la ecuacién

anterior, resulta:

2 3
[- ae .cos(9 + 5(91 + 92))

o -c -(0'/2){

y 3/2

(r,T,)

+ (a /2).cos(30 = 20, +18,)) - (a/2)cos(e - 3o, + 92))]

+ (ay/2) | | (47)

r

% [oe? 3. +
z'xy = —-4-{ (—r—;—-)-572— a3a .Sen (9 -2- 91 92)) +
12

+ (a4r2/2)sen (38 - g(Ql + 92)] - (57/2)sen (s - g(gl&zgz)g}

operando en las ecuaciones anteriorss, se llega a :
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o a
o -0 --.o. l [- (aazl--z)cosg
y X 2 372 3 2 ’

(r,r,)

3 | 2 % 3
cos -2-(91 + 92) + (aaa - -E)sen 8. sen 5( 9, + 92) +

2 3 2
+ (§4r /2)cos 38.cos §(91 + 92) + (aar /2)sen @ ,

sen g(ola- 92)] + (as/z)} (a8)
% r 2 % 3
Z‘xy- -3 {—-—--—a-z—((aaa - -E) sen 8.cos 5(91 + 92)
- (ry7)

2., % 3 2
+ (aaa + -E)cos 6 . sen 5(91 + 92) + (a4r /2) sen 38 .

.COoS :?.a'(gl + 92] - (aar2/2)cos 38. sen g (91 + 92)]} (49)

si llamamos a:

U
b-3) - o

- (en:‘,a2

(aaaa ~(8,/2)) = o

(34r2/2) - e,
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las ecuaciones (48) y (49), se reducen a estas otras:
K> r [ 3
Gy -0, = 2{.(;T;f337§- (chos ] L.alocos 38)cos 2(91+92) $
“ 12
3 ] }
$ (aQSen 6+ a sen 38)sen §(Ql+ 92) $ (35/2) (s0)
_ 6;{ r ' 3
&y 3 E;-;-;572-— [(agsen e+ a,  sen 30)cos 2(914 92)
12
- (aacos @+ a cos 38)sen 5(914 92) (s1)

teniendo en cuenta que la cisidn méxima viene dada por:

2
l&.:( o&.zqz__)z $ Z&:

si sustituimos las ecuaciones anteriores en esta ultima ecuacién,

tendremos:
P A G:{ LA [(a cos 8 4+ a__cos 39)24-(3 sen8 + a__sen3B)
" 16 7; E. 10 9 10
12
s 3
—E;-;-)-SE- (EBCOS e + aloccns 39)005 -2-(91 + 92)
12
3 2
&'(agsen et alosen 308)sen 5(91 + gz)J I (36/4)} (82)

a partir de esta ecuacidn, vamos a encontrar la forma de poder re-
presentarla, ya que tal y como se da en la ecuacidén (52), no es ﬁé

cilmente representable.

133



AA)
./

1lamando a:
2

o HOET -1

la ecuacién (52), gueda de la forma:

r 2 %‘
a,= - )3 {(aecos 8 + a, cos 30) ¢+ (agsen 8+ a sen 308)°1+
12
+ Z (a cds 8 4 a__cos 38)cos 2(9 +0.)4
372 8 10 21 2
(r,r,)
12
5 }
. - 53
4 (agsen 0+ a sen 38)sen 2(91 + 92) (83)

teniendo en cuenta qua:

cos 38

cos 8. (1 = 4x)

sen 30 = sen 8. (3 -~ 4x)

donde, hemos llamado:
X.m sen29
por tanto:

2 2
cos 38) ¢ (agsén 8 4a _sen 38) =(8a, a-

(aecos 84+a 10 10%

10

2 2 2 2
-Bagalo)x + (a9 - ag - 10a 8 + Bagalo)x + (a8 +2a & +

2
a0 )
y llamando a:
Blag - ag).a)y = a,

2 2
a -a_ - 1l0a. a_ & 6a_a = a
9 8 10 8 9 10. 13 134



2 2
8g * 2815% + 85 = 8y,

sustituyendo estas expresiones en la ecuacidn (53), resulta:

iy

r 2 n
oy = g (e baygx b ey - """575'{(ae°°s o+
(ryr) (ryr)

3 _
+ a__cos 38)cos 5(91- 92) + (agsen 84+ a

10

3
105" 38)sen 5(91492))

elevando al cuadrado ambos miembros de la igualdad y ordenando, te
nemos:
2 1 22 2

a4 23 2 2
ey + = {8 + 2a12a13r x & (813 $ 2a12a14)r x 4
(7,7)

$2a a rox 4 adrl) - 28nr_

2
13214 lar ( Xx +a. x4+a

rr ) %2 13 1) =
152
2

_._2_.._{[(a cos 8 + a__cos 39)2 - (agsen B+a

2
= 3 8 10 san 39) J.

10

23
.cos 5(91 + 92) + (aecos 8 ¢ a,_cos 39)(agsen 8 ¢+ a__sen 38).

10 10

2 (s4)
sen 3(91 ¥ 92) $ (agsen 6+ a sen 30) }

1lamando a:

rza2 a
12 15

2a. _a r"2 = a
12713 ~ 16

) 2

(a5 + 22,58 )7 = e,
2

2813%147 = %9
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si sustituimos estas expresiones en la ecuacién {54), resulta:

84T = 89

28 r
4 3 2 11
(alsx $ alsx 8 a17x X alax ¥ 619) - --___~}§

!‘1!‘2

1
52

11 3
(rlrz)

2
2 n 2
(a12x ¥ alax } 814) = - )—{[(aacos 8+ a,,cos 38)" - (
12

(e_sen 8 + a__sen 30)2]c052 ;(91 + 92) + (aecos 8 ¢+ a__cos 30)

9 10 10

(a_sen 8 + a__sen 38).sen 3(91 + 92) $ (agsen 8¢a

2
g 10 sen 30) }

10

con el fin de reducir la expresidn anterior, operando en alguno de

los términos, tenemos:

2 2 3
(ascos 6 +a cos 30)" - (agsen 6+ a sen 38)" = agx +
$ a xzt a x % a
21 22 14
% 2
(aecos e+ a)q 08 38) (agsen e+ a,  5en 38) = (- —5-X + 8, %

$a

24
2 %0 3 2
a sen 8 ¢ S m m——
( 9 a,, sen 3e) 5-X + a, X+ e, x
donde:
2

= 328, = 8y,
48a2 4+ Ba, a & Ba a = a

10 108 910 21
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2 2 2
-(a8 4 18a] 4 102 ot e+ ﬁagalo) = 8y,

q -
1olagh ag + day,) =8y,

-~ 8a
(agt o)) (agh 38,0) = ey

-8(a9+ 3810)610 =8,

2
(agh 3a,0)" = a5

todo esto puesto en la ecuacidn anterior queda:

2a__.r
2 1 4 3 2 11
2, + ()t (a)gx 4 o+ X da) Xt a)g) (rr)? (
12 12
2 n2 3 2
(alzx 3 a) X $ ala) = -3 (a20x + 8,0 % + 8% $ ala) .
2(r1r2)

a
20 2
cos 3(91+ 92) 4 2sen @ cos 9 (- <% +a,x# aza)sen3(91+92)

2
+ (2&25+ a21)x + (2a26 L'azz)x ta, } (55)
llamando a :

28,5t 85 = 8

285 + 8yp = B

desarrollando los términos de la ecuacidn (§5) que a continuacidn

se dan, podremos reducir dicha ecuacidn:

cos 3(01 + 02) = cos 38 cos 38, - sen 39,sen 38, = . . . . =

1l 3 2 3
= . )3(333x + 8% 3 8% $ a29)
172
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2 2
(!‘ -a)=829

2. 2 2
-4ar (2r° % a )=a30
a

16r = a31

2, 2 2
- arc - =
Br (4r” - a LI

2a r2 a
31 33

2
829%31 = 832" T %34

a 10a2 r2 a
859%3g = %29 as

por otra parte:

' 2 2 2
sen 3(91 $ 92) = sen 8, cos 02(3cos 8, - sen 91)(cos 8, -

- 359n292) + sen 8_cos 91(3c0529 - sen292)(c0520 - 3sen291)-

2 2 1

resen Qcos 9,2

(rr, )

2 2
a8, x +eagx+ 6a29)

donde:

4 2
24r°a’ - 3or - Br2(3a - 4r2) =8

sustituyendo en la ecuacién (55), resulta:

2a..r

2 3 2 11
a11 ; (a x + 8, ¢* + a, % S a g% + 819) —-—-—(
(12) (r,r,)°

2
(a % Yta. x +a ) = —=2 { 6 S 4 3
13 14 2(r r ) a_x & 8ag% + 8,5% + 845" +

a
tea, xta xta._ 4 2r2x(1-x)( a x +a x ta x4

41 a2 43 a4 a5 46
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+a, x & "“14)("1’2)3} (s8)

7 28

2
x 4 648)-l-(a27x +a
operando en la ecuacién (68), se tiene :
2 6 2 n2 2
all(rer) - [2a11r(a12x + ) x 4"&14) +s (a27x +aox J-ala)](

2
n

3 2 6 n 2 5
(rlrz] o (a__-2r am)x +s [838 $2r (344- aas)]x +

n2 2 4 n2 2
$ §[(a39+ 2r (a45 - aas)) - alS]X + §[(a40 $ 2r (aas-am)) -

3 n2 2 2 n 2
- alG]x + -2-[(841 $+ 2r (a47- aaa)) - al,;]x $ 5[(542 + 2r L

2

. n

- ag)x + (5 855 - 2yg) (57)
llamando a:

2

5 (g, -2ray) =8,

2

5 (agg + 2r(a,-8,)) = ag

2

5laggtarlay-a.))-a,-ay

2

n 2

5 (g +2r (e ap)) - e = e

2

5 (ag +2r (8, -a)) -ea, =8,
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si sustituimos en la ecuacién (.57), queda:

2 6 2 2
a; (rlré) - ass(alzx ta x4 514) + a57(a27x ba,x+

3 6 5 q 3 2
+ 814]}( rirz) = 8,5% IS 80X ¥ 85 X + 8% Lasax +

+ 354x 4 355

teniendo en cuenta que :
' 2 22
(r.r )2 = (r?- a2) $4ra x
12
y llamando :

2 2
4 =
ra 855

raesultard entonces:

6 2 3 3 3 2 2 2 a4
(rlrz) = (a29 + asex) =a X +3a a8 x 3. x4+
6
a29

'Entonces la ecuacién(57), queda:

a2 a6 + 3a2 34 a x4+ 3 2 32 2 2 + 3 a2 3
11 %29 11 %29 %sg %11 %29 %58* T %58 %11 -

2
"{(ass B, by 8 ) +(eaggabage, ) x4 (age, ¢

6 4 2
)3 =a x +a x5 $da _x +a x3 $da _x ¢

tag, ald)J (r,r, 49 50 51 52 53
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$ 8 X 4 L (s8)

y llamando a :

856212 * 5799 = %59
a_a 4 a_a = a
5613 57 28 60
a_a + a_a = a
56 14 57 14 61

la ecuacién (58) , gueda de la forma :

2 3 6 5 a 3
-(asgx +a x4 361)(r1ré) =8,% o x +a xda x4

2
ta x + s xia, (59)

elevando al cuadrado la ecuacién anterior, resulta:

2 4 3 2 2 2
(a59 x & 2a59a63x $( 8 $ 2359861) x & 2a60361x $ a51)(

3 3 2 2 2 4 6
( B + 38,8 x + 38,8 x ¢ 329) = a

2 12 11
a9 x & 2a49350x +

2 10 9 2
+ (a__ 4 2a Jx & (2a $ 2a )x & (351 + 28, 8.,

50 a9°51 a9°62 50°51

+2a_a_ ) 2 3 (2a,. 8 +2a_a _+2a )x7+ (522 +

50°62 49 "6a ¥ “®s0%3 ¥ “®51%2
+42a_a 4+ 2a__a_ _+2a a )xs $(2a_a__4+2a_a  +2a _a )
50 64 51 63 49 65 50 65 51 64 62 63
5 2 q 3
X & (a63 +2aa 4 2a62a64)x + (2862865 + Zasaasa)x +

2 2 2
(564 $ 2a63365)x +2a a. x+a,
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donde hemos llamado a:
a a3 a2 a
52 5811 62

%55~ 2811%9%8 = %3

a 3a2 4 a a
54 11%29%s8 ~ %64

a aza6~a
55 ~ 11 29 65 .

y llamando a:

2855%60 = %68

2 $ 2a__a a

%50 5961 - %67

%250%1 = %ss

2849%50 = %69

2

850 + 2849%51" 89

284982 * 250851 = B

2 $ 2 a $ 2a__a a

851 ¥ “®ag%3 s0°62 = “92
2845%6a ¥ 2850%3 * 2853 = %3
2 + 2a__a $ 2a__a $ 2a__a
®62 50764 51763 49°65
2650 65 $ 2351664 $ 2a52363 375
863 ¥ 285185 * 286084 = %5

= %

' 8,
N _JS
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|-(4§F})-(

2 $ 2a__na a

®62°65 63 64 = %

2
8a ¥ 2853%s5 = %

2864%s5 = %99

si sustiuimos en 1la ecuacidn anterior y operamos, resulta:

2 12 11 10 9
8,9% + 8.g% + 80X + 8, X + 8o

)x”

8
x & (573 -5,

6 5 4
+ (a‘74 - aal)x + (a75 - aea)x + (a76 - aea)x +

3 2
+ (a77 - 384) x & (378 - aes)x + (379 - aBs)x +

+ (°§s - 8gy) = O (69-2)

este polinomio de grado doce, nos permitird representar las lfneas

de cisidn mdxima.
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3.2.1,~ CALCULO DEL ESTADO DE TENSION EN UN PUNTO PARA UN MODELO CON
ORIFICIO ELIPTICO~

Teniendo en cuenta la ecuacién (S0), obtenida anterior-

mente para la difsrencia de tensiones y ademés, sabiendo que:
c 6 = 4.Re ¢
x b4

.obtenemos un sistema de dos scuaciones con dos incdgnitas, gque nos -

permiten obtener las scuaciones para o; y o; .

Por tanto, calculando la parte real de ¢', se8 llega a:

o 2ra 2ra
o o : S _cos B cos 1(9 +40) 4+ - 3
x y 2 (r r )172 2" 1 2 (r r )172
12 12

1
sen O.sen 5(91 + 92) 28, }

8i resolvemos 8l sistema, se obtiene para el estado de tensidn en un
punto les siguientses expresiones, teniendo ademés an cuenta la ecua-

cién (51).

nNIw

z 5= {(a cos @ ¢ a

- )3 . 10°°° 38) cos
12

o
a'.-—ou
x 4 {

26, +9,)]
.(91 + 92) + (agsen 8 + a__sen 38)sen 5(91 $ 92)

10
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2ra

£
\_/
3

1 1l
- ———75" [ cos O.cos 5(61 + 92) +2sen 8.sen 5 -

(rlrz)

. (91 ) 02) @ sen Q.sen-;-(ol $ 92)] + (36/2) +2a1} (e0)

o
2} .r 3
ﬂ'y = —Z{W[(aacos B & 310 co0S 39)008 5 (91 $ 92)
12
3 2re,
(agsan e ¢ 610 sen 39) sen E(Ql + 92)] + W{COS 8
12

cos %(c;1 + 92) 4 sen @ sen %(91 + 92)’] + (a6/2) - 2"1‘

(61)
o
3
Xy --§{ . : jﬁ 5 (agsen 0 +a  sen 30)cos 5(91 + 92]
12
a .
- (aacos @+ a cos 38)sen -2-(91 $ 92)]} (62)

con lo que gqueda definido el estado de tensién en un punto para una

placa con un orificio elfptico y sometida a traccidén uniaxil.
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3.2.2.- REPRESENTACION DE LAS LINEAS DE CISION MAXIMA PARA EL MODELO
| CON ORIFICIO ELIPTICO.

tensidén ds i V 2, .2 :
contorno - a((b Hoo+ a)l rsng%?je f?‘g%g‘je
0’6-0,40 A= 1,96 a= 11 b=8
n z r= 11 r= 14 ral?
m 64 62 04 O: 04 62
1§ 0,155 22 ——nan 61,55 — 66,38 ——
21} 0,311 17,73 ——e 33,83 15,48 — —
3 0’4% 15’32 [naand 8'21 L “a——— anamen
41| 0,621 13,64 — —— — — —
5 0’776 12'38 ———— L d ——— osanas ———
6 0,932 11’38 L esanan ———— L] )
8 1,242 9'89 L amames e —sowas -
91 1,398 9,31 — — — — —
™
)] 1,553 8,81 — — — —-—— ——
bl
i semieje
teon g?‘nge )\=-i-(b 4-4!:"4- a") sggygite meno
o = 0,40 A=1,9 a=11 b=28
re20 ra=23 r=26
" T 6, o2 6, 6. 04 0:
1] 0,155 68,68 ——— 70,37 — 71,97 —
Tabla XXVII

146



- AA]
\/

3 4 ie
tezifne | A-5(o e &) came semied®
U'D=D,4U A= 1,96 a=11 b=28
rw=29 re«3? re=35
n Th 8, 62 04 92 9, B2
1 0,155 73,70 — 75,69 - 78,12 —
- et
tensifnde Ia-4 (o oft?s o) semise semie e
0'0-0,40 A= 1,96 as= 11 b=28
T r=3 r=4] r = 44
n m 9, 82 1 93 el 9?
1 ]0,155 82,21 — 86,990 ——
Tabla XXVII
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o= 0,58 ; A=1,96 ; a=11

n r i 8, r = 110‘ s, r = 140‘ 2, r =17 8,

1 }o0,155| 28,77 —— | 7,88 — 75,43 —-
2 {0,311 | 26,54 -— | 48,56 — 55,37 —
3 |o,e5] 17,8 — | 22,08 — 29,92 | 18,37
4 |o,e2a| 1s,82 -— | 10,80 — — —
s |o,776 | 14,51 — 4,31 — —— —
6 |0,932| 13,24 _— — — _— —
7 1,087| 12,57 — — — — —
a {1,222 11,84 — — — — —
9 f1,398| 11,20 — _— — — —
10 |1,583] 10,64 — — — — —

G -0,58; A=1,9; a-=11

n| Tn 9, r‘=20°L 5, r=236j 5, r=2601

1| 0,185] 78,22 —— 81,66 — — —

2 10,311) 57,42 | 7,62 58,07 | 10,49 | 8,1 12,56

Tabla XXVIII

o e @ n
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G =0,58; A =1,9; =11
n r =29 r = 32 r = 35
Tr| o, o | s 8, 8, 8,
2 }o,311 57,84 14,29 | 57,37 15,87 56,84 17,51
G -0,58; A =1,9%; a-=11
T = 38 r = 41 r = 44
n] Tm 8, 8, 8, 8 >, 8,
2 10,311 56,02 18,87 55,15 20,38 54,16 21,95
Go = 0,58 ;5 A =1,9 a=11
n r = 47 r = 50 r = 53
Tml o9, 9, 8 6, 8, 6,
2| o,311] 53,02 23,61 51,70 25,40 50,13 27,41
o =0,58; A =1,9; a=11
n r = 56 r = 59
Tn (] 7% 8, o,
2 10,311 48,32 29,66 45,56 32,77
Tabla XXVIII
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tension de contorno
0, 20,40 Kg/ mm?
A =1,960 - (elipse)

Fig. 43.- Red de isocromas
calculada a partir de la -

ecuacidn (59-a)

tension de contorno
% = 0,58 Kg/mm?
A = 1,960 (elipse)

/

/ Fig. 44.-~ Red de isocromas
2
calculada a partir de la -

ecuacién (59-a)




¢ = 0,64 A =1,9; a =11
. r=11 r = 14 T = 17
z m - 81 ol b, 0: o 14

110,155 31,96 -— 74,11 - 77,45 ——

210,311 20,58 ——— 53,04 —— 59,14 ——

3] 0,466 18,13 —— 30,04 — 39,32 11,87

410,621 16,41 ——— 13,52 — —— ———

5] 0,776 15,08 —— 7,15 — S ——

811,242 12,38 —_— J— — —— ——

911,398 11,73 — — — _— ——
10] 1,553 11,16 —— ——— —— _— ——

".—0,64 A =1,9 ; a =11

n z, r = 20 r = 23 r 26

m 80 [ 8 6( eg 0| 01

140,155 80,56 — 85,45 — — —

210,311 £1,30 —— 52,32 5,43 62,92 7,51

310,466 39;02 20,76 PN — —_— —

Tabla XXIX



G' - 0’64 . A = 1,95 ’ a = 11

r = 29 T = 32 T = 35
S . & 8, b 6, & |
2 0,311 £3,32 8,39 53,55 8,24 63,82 8,11
q = 0,64 A =1,96; a =11

r = 38 r =41 r = 44
n [ m 9, & D( - ol &
2 0,311 €4,25 7,99 64,56 7,61 64,88 7,058
'0 = 0,64 A=1,9; a =11

r =47 r = 50 r = 53
n | Tal 8, L b, 6, 6, 8,
2 0,311 65,21 6,31 65,47 4,12 65,93 3,95

‘fabla XXIX )
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Op=0,75 A =1,9; a=11
n r =11 r = 14 r =17
To | 5, | 8 8, 5, 8
1] 0,155 75,271 --- 77,66 —— 80,79 —
21 0,311 21,66 -——- 59,69 — 64,79 —
3] 0,458 19,17 —-- 4143 _— 49,39 5,37
a | 0,621 17,48 -——- 21,83 J— 26,62 21,13
51 0,776 16,10 --- 11,90 — _— —
&} 0,932 15,02 ~—- 6,85 — _— —
71 1,087 14,12] --- 1 — _— _—
a8l 1,242 13,35 ——- — — _— —_—
91 1,398 12,68 --—- —_— —_— — —_—
10 1,553 12,09 -—- —_— —_— — —_—
9 =0,76; A = 1,96; a=11
r = 20 r =23 r = 26
n| Tm A &, 6 91, 6 6,
| -

1| 0,155 85,14 _— —— — — —
2] 0,311 67,08 —— 68,59 — 69,94 —_—
3 | 0,466 51,11} 12,13 50,88 16,28} 49,68 20,13

Tabla XXX
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6, =-0,7; A =19; a-=11
r = 29 T = 32 = 35

n| Thn 0 o, 8, 6, B &
2 |o,311 71,33 —_— 72,84 — 724,65 —
3 lo,466 47,33 24,25 43,51 29,52 _— _—
Op=0,75; A=1,9; a=11

t r 38 r 41 r = 44
n m 8, o 0, 6 o, &
2dqa0,311| 76,57 —_— 79,02 — 82,31 _—

Tabla XXX
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tension de contorno @‘
o, = 0,64 Kg/mm?

A 21,960 (elipse)

2/ Fig. 45.- Red de isdcromas
°\ /° calculada a partir de la -
; ecuacién (59-a)

¢ —— e~ s

- tension de contorno
0, 20,76 Kg/mm?
A 21,960 (elipss)

Fig. 46.- Red de isdcromas

calculada a partir de la =

3 ecuacién (59-a)

/ , //""’\o
/

e e —— e S ey o o



0, =0,84; A =1,9; a=11

n T 0.r=11 8. a‘r=140‘ 91r=1751
1 |o,155] 30,20 — 79,54 _— 82,06 —_—
2 |o,311{ 25,40 -— 62,10 — 67,66 —
3 {0,466 | 23,92 —_— 44,12 — 54,04 _—
a lo,621) 22,04 _— 25,25 _— 11,76 |} 37,65
5 {0,776} 20,53 — 16,74 — — —
6 10,932] 19,27 —— 12,36 — —— —_—
7 |1,087{ 18,21 — 13,36 | -— — —_
8 |1,24a2] 17,29 S 6,25 — _— —
9 |1,398] 16,48 —_— 2,61 — — —
10 |1,553| 15,77 — — _— —_— —
0o =0,840; A =1,95; a-=11

nl zw| 8,77 %, 0." o | 8" "
1 {0,155| 86,28 — — —_— —_— —
2 {0,311} 70,04 — 71,57 — 73,35 —
310,466( 8,12 56,49 11,70 57,11 14,18 | 56,99
410,621} 38,17 22,20 — — — —

Tabla XXXI

" L@A‘ |
\N__“
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Pp=0,88; A =1,9; a=11
oz r =29 r = 32 r = 35

" 8, - b6 9, 9, A 8;
3 | 0,466] 56,47 16,30 | 55,69 18,28 54,69 20,24
G, -0,84; A =1,9; a=11

z r =38 r = 4l r = 44
n e 6. 8> 8, 6, 8, O,
3 |o,466] 53,48 22,25 52,03 24,38 50,26 26,76
Tabla XXXI
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-0 4 =19%; =11
t r = 11 T = 14 r =17
n m 8, b, 8, 0, 8, 6,
110,185} —-- — 82,54 — 86,20 | ——-
2 | o,311{ 23,37 ——— 67,54 —_— 71,58 _—
3 | 0,465} 20,72 _— 53,95 _— 59,91 _—
4 | 0,6211 18,97 — 39,46 _— 47,73 6,56
5| 0,776} 17,62 - 23,94 _— 31,84 | 16,9
6 | 0,932 16,53 — 14,31 — — _—
v | 1,087{ 15,61 ~—— 9,52 —_— _— —_—
8 | 1,242} 14,82 — 5,95 —_— — —
9| 1,373} 14,13 _— 1,27 _— — _—
10 | 1,553} 13,52 — — _— — —
Go=10,98; A =1,9 ; a=11
Yo r = 20 r =23 r = 26
0. OL 01 6: 0. al
0,311 | 74,06 -— 76,44 — 79,290 ——-
0,466 | 52,01 2,98 63,18 5,41 63,8640 6,22
n,821 | 49,29 13,38 48,69 18,01 46,74 22,63

Tabla XXXII
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Co = 0,99; A =1,9; a =11
r = 29 r =32 35
n r m al Ot 0: 8; 6‘ 6‘ ‘
2 | 0,311 83,48 —— _— — — —
3 ] 0,425 64,41 6,40 £4,90} 5,13 65,85] 4,30
4 {0,621 42,901 28,36 — _— _— _—
@ =-0,98; 4 =1,9; a=1
n r = 38 r = 41 r = 44
Zn 8! 01 ol 81 é 8,
3 | 0,466 65,85 4,30 65,36 2,05 66,90 _—

Tabla XXXIX
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Tensién de contorno
o, = 0,84 Kg/mn?
A = 1,960~ (slipse)
o
O/
d,/’
&/, Fig. 47.¢ Red de isécro-

o mas calculada a partir -

° de la ecuacidén (59-a)

/

O

Ny

0

tension de contorno
% 20,98 Kg/mm?
A 21,960 (elipse)

.Fig. 48,- Red de isdcromas
calculada a partir de la -

ecuacidén (59-a)




Op =1,18 ; A = 1,96 ; a =11
r = 11 r = 14 r 17

n Z. M Dl 03 0' t o‘ J!

1 0,188 —— — 86,72 ——— ——— ——

2 | 0,311] 24,90 — 72,20 — 75,72 —

3 0,466 21,88 ———— 60,91 — €5,83 ——
a4} o,621| 20,09 — 49,46 — 56,12 —
5 0,776 18,74 —— 37,11 — 45,73 7,88
6 0,932 17,64 ——— 24,12 — 32,14 16,69
71 1,087} 18,72 | --- 15,56 _— — —

al 1,242} 15,92 | --- 10,22 _— _— —

9] 1,398] 15,22 | -—- 7,76 —_— _— _—
10 1,553 14,60 _— 4,84 — _— ——
0, = 1,185 A =1,96; a= 11

n r = 20 r =23 r 26

i .4 4] 8, & 6, &

2 0,311 73,55 —— 83,12 — — ——
3 0,465 68,13 —— 69,76 -— 71,27 N
4 0,621 58,20 7 58,92 9,75 59,08 11,62
5 0,778 47,05 14,97 45,86 20,27 a2,49 26,40

Tabla XXXII I
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(o=1,18; A = 1,9 ; = 11
r =29 r = 32 r = 35
n z. m Ga G;L 9: 9\ 0, 8‘
3] 0,465 72,88 —_— 74,69 —_— 79,47 —
41 0,621 59,96 13,14} 58,87 14,47 58,42 15,89
T = 1,18 ; p =1,96 a =11
n r = 38 r = 41 r =44
T 8( 9& al 6; 0l d',
3 ag,4e6] 79,47 — 83,22 — —_— ——
a 0,621 57,69 16,97 57,20f 18,05} 56,55 19,23
Gpo-121,18; A =1,96; a=11
n C r = 47 r= 50 r = 53
m bl .0 8, 01¥7 & ¢9t
4 0,621 55,82 20,43 55,01 21,6 54,11 22,98

Tabla XXXIII

e e
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G = 1,28; A=1,9; a-=11
r =11 r =14 r =17

r ¢ n 8 [ 8. 6 8, o,

1 }0,155 —_— _— — — —_— —

2 jo,311 67,40 _— 74,03 | ——- 77,38 | —-—-

3 |o,466 | 22,42 —_— 63,55 | ——- 68,10 | ——-

4 |0,621 20,59 _— 53,11 —_— 59,20 _—

5 0,776 19,24 _— 42,09 | === 49,94 4,93
6 |n,932 18,13 _— 30,08 | ——- 39,32 11,87
7 |1,087 17.20 — 19,50 | ——— — _—

8 |1,242 16,41 _— 13,58 — —_— _—

9 ]1,358 15,70 _— 9,94 | — _—
10 }1,553 | 15,08 — 7,13 | -—- _— _—
Go=1,28; A =1,9 ; 11

r =20 r 23 r = 26
n | T m| 8 [ 8, 5 o, A
2 0,311 ] 80,48 —_— 85,30 | ——- _— _—
3 |o,466 | 70,45 — 72,33 —- 74,24 —_—
a o,e21 | 51,36 3,97 £2,38 £,36 | 62,98 7,42
5 {0,775 | 51,70 11,73 51,58 | 15,73 | s0,46 19,37
6 | 0,932 | 29,02 | 20,76 — — — —_—
Tabla XXXIV
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Gp-1,28; A =1,96; a=11
T r =29 r = 32 r = 35
n m 8, L a4, 0, 8, o
3 10,466 | 96,44 — 79,17] ——- _— -—
a fn,621 53,40 7,92 63,74] 2,10 R4, 12 7,9
5 |n,778 43,52 | 23,14 as, o8t 27,682 | ——— —
Oo= 1,70 A=19; a=11
r = 38 r =41 r = 40
n cn 9| 81 5; 9; 6( a‘
4 jo,e21 €4,23 7,89 50,70 | 7,33 65,03 6,59
Qo -=1,28; A =1,9; a=11
r r = 47 r 50 r = 53
n m 5, 4. & o 8, &\
afo,621 £5,38 5,85 65,75 4,69 _— —

Tabla XXXIV
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tension de contorno
% = 1,18 Kg /mmé
3\ X = 1,960 (elipse)

l /
, ‘/ Fig. 49.- Red de isécromas
[ / calculada a partir de la -

\o l" | scuacidn (59-a)
| /
Vil

tension de contorno
0= 1,28 Kg/ mm?

\3 A= 1,960 (elipss)

-]
‘/ Fig. 50.~ Red de is6cromas

o
\
! \2 "l /o calculada a partir de la -
i A o’ f 05/ ¢ ecuacidn (59-a)
|
|
!

B P ———



@G- 1,30: A =1,9 ; a =11
r r=11 r = 14 r = 17

i i o' 0! Bl g‘ 8, 6;
1 |0,185 — _— - - _— _— _—
2 {0,311 | R9,55 —_— 75,02 —_— 78,29 _—
3 0,486 22,72 — 4,94 —_— 69,31 _—
a4 | n,521 | 20,98 — 55,01 — 60,80 _—
5 | 0,775 19,51 _— 44,64 —_— 52,08 2,88
6 } 0,932 13,1 — 33, a3 —_— a2,a1| 10,13
2 11,087] 17,48 — 23,99 —_— 28,30 19,69
8 | 1,242 16,68 _— 15,31 _— — —
9| 1,388} 15,97 _— 11,25 — — —_—
10 | 1,583] 15,35 — 7,28 — — _—

o = 1,36 ; N =1,9; a-=11

' r r =20 r = 23 r =26

n i 9: at 0: 9& 03 0\.

210,311 | 81,59 — 88,42 _— — —

30,465 | 7,69 — 73,72 _— 75,89  ———

alo,e21 | 62,99 0,77 84,17 3,99 fa,08] 4,42

510,776 | 53,98 10,15 54,21 | 13,66 53,54 16,60
60,932 | 43,12 17,68 40,07 | 25,12 — _—

Tabla XXXV
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g =1,3; A =1,9; a=11
r 29 r = 32 35
rn r m ol 0( 0( 0; 0. 0,
3]0,466 78,53 —— 82,17 —— —— _—
4§ 0,621 65,56 3,90 66,32 2,17 66,69 —_—
540,77 52,54 19,40 51,15 22,27 ——— —
T -1,3; A =1,9; a-=11
n Zn r = 38 r = 41 r 44
ol 8} 00 ’( 0| 01
4)0,621 87,38 —— £8,44 — £9,25 _
Tabla XXXV
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tension de contorno
0, 21,34 Kg/ mm?
A =1,960 (elipse)

/ ® Fig.51.- Red de isécromas
/ ' / ~ calculada a partir de la

ecuacidn (59-a)

/° /W /
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- 22 MODELO ELIPTICO DE MAY(OR EXCENTRICIDAD,

e E ks o el
o'o = 0,41 A=11,38 a= 11 b=3,5
r=11 r=14 r=17
n| &m 0. 61 o Y 8, 8|
1 | 0,150 57,66 —— 64,67 —— 67,66 | ——
2 0,311 18,94 — 34,82 7,44 32,83 15,96
3 | 0,466 7,32| ——— — —_— _— —
4 | 0,621 5,78 —- — _— — —
5 | 0,776 4,91 —- — ] - — —
6 | 0,932 4,35 —— _— ] —_— ——
7 | 1,087 3,94 -— —_— | — _— —
8 | 1,242 — | ——- — | - — —
911,398 — — — — — —
v} 1,553 —] —— _— — — —
tenntdnadel A= (b +/F 4 a?)  Sgmisfe spniey
a, = 0,4 A=1,38 ae=l1l b= 3,5
nl =z, e.r-zoel a'rszaez a’r-zetsge
1| 0,155 70,52 | —— 73,23 —- 75,94 | ——

Tabla XXXVI



e “gaieie
o = 0,41 A=1,38 a=1l b= 3,5
z r=29 rs 32
m 8. Q: ﬁgr 0, 8, G2
0,155 79,84] == 86,12 | «—
Tabla XXXVI
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0p=0,52 ; A =1,38; a =11
r =11 r = 14 r =17
[ & ] @ & 8 6. 8, O
1 } 0,155] 65,30 — 71,17 — 74,87 —
2 ]o0,311] 34,34 — 47,29 5,03| 49,95 9,15
3| 0,466] 10,06 _— 21,39 13,30 _— _—
a ] 0,621 7,64 — —_— — _— _—
5| 0,776 €,52 — — — — _—
6 | 0,932 5,87 — _— —_— — _—
72| 1,087 5,27 — _— _— _— —_—
8] 1,242 4,86 — — — —_— _—
91 1,39 4,52 — — — —_— —
10{ 1,553 4,25 — —_— _— —_— —
0o-0,52: A =1,38 ; a=11
r =20 r = 23 r = 26
n t m 0. Bl 0‘ 0‘ 00 az
1 |o,155 78,74 _— 84,78 — _— —
2 |p,311 50,10 13,54 48,95¢ 17,71 46,73 22,17
0, -0,52:; d =1,7"; a=11
( r = 272
n | Tn | 8 8 6, 6
2 | o,711] 42,m 27,84

Tabla XXXVII

n



© e e

tension de contorno
%:=0,41 Kg/mm?
A\ =1,427 (elipse)

Fig. 52.- Red de isdcromas
calculada a partir de la =

ecuacidn (59-a)
7 °w
/

2
onJ
XY /

tension de contorno
%= 0,52 Kg/mm?
A=1,427 (elipse)

Fig. 53.~- Red de is6cromas
calculada a partir de la -
ecuacién (59~-a)

2 _° °




Go -0, ; 4=1,38; a =11
n T - a,r='11 A 5, r = 140‘ 9, - 170,_
1 {0,558 75,27} -— 80,04 _— _— —
2| 0,311 36,23 - 62,05 _— 65,34 | ——
3} 0,468 32,80] ~—- 46,12 3,45 48,68 | 9,80
al 0,621 11,65 ~—- 29,72 8,97 — —
51 0,776 8,72 --— _— _— — —_—
6 0,932 V2V:1=] — — —_— — —
71 1,087 6,71 --—- —_— _— — _—
8| 1,242 5,83 ——- —_— — — —
9} 1,398 5,27 —-- —_— —_— — —
10 | 1,553 4,85 —m- — _— — —
Go=10,76; A 1,38 ; a =11
nl &n o'r 2001 6, r=230l o'r=26’l
2}o0,311} €7,53 — 69,45 -_— 71,42 _—
3]0,a66| 48,52 14,62 46,87 19,41 | 43,61 25,01
O 0,76; A-1,98; a-11
n T 8, r_290' b, r=3201 8 r_3501
2 |o,311] 73,26 ~— | 76,10 -— | 79,25 —

Tabla XXXVII1



Go-0,089; A=1,38; a-=11

n] &n 6 ] lldt 6 T Mat 1 i 170:
1]0,155| 85,81 —- — _— _— —
210,311} 68,804 _— 720,20 | - 78,28 | ——-
310,486 | 55,57 — 63,19 —— 66,52 | ——-
alo,621| 42,16 — 52,86 | —— 55,89 | 6,08
s5|0,776 | 27,16 —— 42,66 | 4,55 44,72 | 11,83
6| 0,932 25,23 — 32,07| 8,06 25,86 | 24,94
711,087 10,23 — — — —_ | -

g8l 1,202 8,56 — — — N R

9} 1,398) 7,69 — — — N B
10} 1,883 2,11 — — — —_— |
% =0,89; A=1,38; a-=11

"1 CTa 0, " - 20 g, 6, - 23 0‘ 8, r = 26 8,
2 fo,311 | 83,89 — — — _— .
3 |o,465 | 28,84 _— 70,98 _— 73,26 —
4 |o,621 | 57,00 8,69 | 57,3 | 10,68] 57,27 | 12,37
5 {0,776 | 43,37 18,28 | 33,50 | o661} - —

Tabla XXXIX
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Gp=0,89; A =1,38; a =11

r =29 r = 32 35
" T 8, 6. 6 6 &, &
310,466 | 75,31 _— 77,59 -— | 84,21 —
a}o,e21 56,27 | 13,91 55,49 | 15,39 | 55,87 16,87
o -0,89; A =1,38; a-=11

r = 38 r =41
n ] Cn | 8 0, 8, 0
a }o,621 55,13 17,31 54,25 | 19,89

Tabla XXXIX
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tension de contorno

% =0,76 Kg/mm®

A =1,427 (elipse)

Fig. 54.- Red de isécromas
calculada a partir de la =

ecuacidn (59-a)

0

tension de contorno
% = 0,89 Kg /mm?
A = 1,427 (elipse)

/

o/ Fig. 55.- Red de lsdcromas

calculada a partir de la -

 scuacidn (59-a)




32 MODELO ELIPTICO, CON SU EJE MAYOR ORIENTADO EN LA DIRECCION DE CAR-

GA.
tensiinge] A -2 (b +/FH D] spmiepe *fzigie
o = 0,42 A =3,075 b= 11 ha=8
n Zm rs=11 r=14 r =17
8, 8- 8, 6. 8, G2
1 | 0,155 — 26,00 | —— | 54,92 | oee 68,90
2 | o,512 — 37,93 —~- — — —
3 | 0,466 _— 33,03 | —- — — —
a | 0,261 -— 29,30 | - — —_ —
s | 0,77 — 26,25 | —- — _— —
6 | 0,932 — 23,65 | == — _— —
7 | 1,087 _— 21,39 | —- — — —
8 | 1,242 — 19,37 | -— — _— —
9| 1,39 — 17,51 -— — _— —
» | 1,553 — 15,80 | —e- — — —
tagton ce [1- (o sfiTr &) | semtape sgnteje
o, =0,42 A = 3,075 b=11 a=28
n z r=20 r=23 r = 26
0, 0, 8, 8, 8, O3
1| 0,155 _— 7,56 | — | 72,86 — | 74,02
Tabla XL
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“entamas [2= (b e a)|  sgmale Sayer”
cr°=0,42 A = 3,075 b= 11 as=8
n r =29 r= 32 re«34
Zm 0. 8, o, 8, o, &,
1 0,155 — J?S,Sl — 76,90 —— 81,63
Tabla XL
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G,= 0,85 Kg/mmz; A = 3,075

e r= 14 r=17
m f B. 9;. e:_ el 9;
0,154 —— _— _— —_— —_—
0,314 —— — — —— 82,17
n,46q —-- 46,11 — 55,36 69,12
0,621 - 41,37 _— 42,73 55,40
0,77 —-— 38,09 _— 31,12 32,95
0,93 —- 35,44 — 22,87 _—
1,084 -—- 33,18 _— 17,56 _—
1,244 - 31,21 _— 12,26 —
1,39 - 29,45 — — —
1,55 —_— 27,66 — — —
=)
Gp= 0,85 Kg/mm ™ ; = 3,075
> rs2U r=
m 91 91 9; 91 02
0,464 —— 71,75 — 73,08 74,25
0,621 3,83 59,38 11,95 60,19 60,05
5{0;774 30,29 37,58 _— _— _—
Tabla X1.I .

.~
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Go = 0,85 Kg/mn?; A = 3,075

rs 29 = 32 r=35
n . ?m ) 1 91 el 5’ &Z
3 P,4e8) - 75,59 — 77,24 -— | 79,35
4 p,621{ 16,79 | 59,52 | 18,49 } 58,78 20,08} 57,91
Gy = 0,85 Ka/mm; |\ =3,075

r=38 r=41 r=44
n Z.m 4 92 B[ 92 ‘ 9' &l
3 |o,46¢ -— 82,27 --- 88,42 | ——- -==
4 Pp,621] 21,65 56,91 23,26 55,801 24,94] 54,54

Tabla XLI
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tension de contorno
0o :=0,42 Kg/mm?

XA =3,075 (selipse)
Fig. 56.- Red de isécromas

calculada a partir de la -
ecuacién (59-a)

tension de contorno

% =0,85Kg/mm?

X\ 23,075 (elipse)

/ Fig. 57.~ Red de isdcro-

o mas calculada a partir -
/ : de la ecuacidén (59-a)




To =1,68 Kg/mmz; A = 3,075
r r=11 r=14 r=17
n m 6, ez 8; GL 0) 8&
1 {0,155f ——- — — _— — ———
2 10,311} —=- — — —_— — —_—
3 10,466 ——- 87,10 — 81,95 —_— 83.96
4 10,621} ——- 52,43 S 68,30 — 75,23
5 10,776] -== 45,98 — 54,84 —— 68,86
6 |D,932) o—— 43,31 —_— a4 .22 _— 62,23
7 11,087 —~—- 41,23 —— 37,33 _— 54,84
8 |1,242] --- 39,49 —_— 32,50 —_— 45,89
G, _
0o = 1,69 Kg/mm“; A = 3,075
r= 20 r=23 = 26
nl Th , 82 8, 2 0, Oy
3 p,a66 — 83,96 — — —~— —_—
410,62)] ——- 77,38 — 81,581 — 85,55
510,779 —- 71,51 —_— 72,83 —_— 73,97
6 p,532 — 65,51 ——— 66,57 2,29 67,06
711,084 5,26 58,89 12,61 59,67 15,494 59,47
811,247 16,72 50,88 22,06 51,01 26,34} 49, 22

Tabla XLIX

a V8.
./
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Go = 1,69 Ko/mm?; 4 = 3,075
n 2. , r= 29 5, 6, r= 32 8, l r=35 o, |
a psaa]l - 85,85 -— - | — —-
-
5 p,776 | --—- 75,26 | —— 76,83 | -—- 78,83
6 p,932] a,13 67,42 | 4,20 67,72 | = €8,89
7 11,087 17,56} 58,85 | 19,39 58,01 | ——- -
8 fl,242} 31,52} 45,56 ) - - ——= -
Go =1,69 Ka/mm®; A =3,075
"| T o] T 2 0,
{0,779y ~~ 81,52
610,932 - 68,59
Tabla XLIX
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U\ K

tension de contorno
00168 Kg/mm?

\ A 23,075 (elipse)
S / |
: 6
\4 ¢ o/ o/Fig. 58.~ Red de isdcromas
o / / calculada a partir de la -

, \o ‘ o Vo ecuacidn (59-a)




3.2,3.- VARIACION DE LAS TENSIONES PRINCIPALES A MEDIDA QUE

NOS SEPARAMOS DEL CONTORNO DEL ORIFICIO ELIPTICO.

o =0,40

r || G =%| G0 %9
1n1] o] 22 o = L1663,15
14| 3| 25| 0,137 1,457 |}-2694,02
1| 7| 29| 0,186 0,725 |-44s3,38
22 |11 | 33] 0,175 0,612 |-6652,58
26 | 15 | 37| 0,129 0,473 |9291,62
30|19 | aa| 0,111 0,435 [-12370,5
3a |23 | as| o0,089 0,423 }-15889,2

Tabla XLIII

o, = 0,58

r || o=0, | 0,=0 250
1n| o| =2 o0 oo  liesa,1s
1| 3| 25| 0,199 2,112 }-2694,02
18 72| 29| 0,289 1,051 |-4453,38
22 | 11| 33| 0,254 0,888 |-6652,58
26 | 15| 37| o0,1e6 0,685 }-9291,62
| 19| 4] 0,18 0,630 [-12370,5
aa| 23| as| 0,100 0,601 |-1se89,2

Tabla XLIV
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A =196

N\

8 A D
O, =0,40 Kg/mm? O\

0,

/

|
|
1418 22 26 30 ;
Oy
g, = 0,58 Kg/mm?®
O.3r /\ A = 1,96
0,2 N .
/ N0
/ ~
/
o,! ,’
JE
l

14 B 22 26 30 r

Figs. 59 y 60.- Variacién de la tensién principal 1, a medida
qQue nos saparemos del contarno eliptico.




Oy
2r g, = 0,4
A= 1,96
|
i
!
‘|.
\.
1 1 [ 1 ]
14 18 22 26 30 r
Oy | 0, = 0,58
‘ | A= 1,96
2.-
"' \
\.\_
41 t 1 1 1
4 i8 22 26 30 r

Figs. 61 y 62.~ Variacidén de la tensién principal 2, a medida
que nos separamos del contorno eliptico.

ANVA




o =0,64

r !‘; r2 U'x= 0"2 U"y = O'i 510
1] o} 22 o6 o0 .1663,15
1] 3] 25| 0,220 2,331 -2694,02
18| 2] 29| 0,297 1,160 }-44s53,38
22 | 11 | 33| 0,280 0,980 |-6652,58
26 | 15 | 37| 0,206 0,756 |-9291,62
a0 |l19 ]| aa| 0,17 0,695 }12370,5
3a |23 | as} 0,120 } 0,663 [15889,2

Tabla XLV

o =0,76

r !‘1 l“2 U’x= 0'2 CI; = U’l am
11| o] 22 0 o0 1663,15
14| 3| o5} 0,261 2,768 |-2694,02
18| 7| 29| o,3s3 1,377 |}-4453,38
22|11 | 33| 0,333 1,164 |-6652,58
26 | 15 | 37| 0,244 0,898 }-9291,62
30|19 | a1 o,211 0,826 }12370,5
3 |23 | 45| 0,131 0,787 }1S88322

Tabla XLVI
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Yx | : . '
! * A=1,96 o
0,2} // '\
I \
|
|
o,I}
14 18 22 26 30 .
o, = 0,76
% A= 1,96
0,4} /\
0,3}
/ :
/ N
0,2¢ _ , ~—
, 1
|
To,1}
B 4 18 22 26 30 r

Figs. 63 y 64.- Variacién de la tensién principal 1, a medida
que nos separamos del contorno eliptico.




oo -= 0’64
A= 1,96

Oy
3F O, = 0,76
. A= 1,96
2..
Ir ‘\‘\\,
\0\
i 1 1 1 1
\ 4 18 22 26 30 - r

[Figs. 65 y 66.- Variacién de la tensidén principal 2, a medida

gue nos separamos del contorno eliptico.




29 MODELO ELIPTICO.

06-0’41

FIngn (%% %% | %w
n| ol2 oo oo |-317,63
14 | a|l2s | 0,32 |o,722 |-s14,50
18| 72]29 | 0,069 }o,555 }-850,50
22 | 11|33 | 0,003 |o,500 }-1270,5
26 | 15| 37 | 0,0 |o0,48 |-1774,5
30 | 19|41 | 0,088 |0,84a1 |-2382,5
aa | 23} a5 | 0,081 }o0,437 |-3034,5

Tabla XLVII

‘o =0,52

Y17 T2 ] % %) %%t %0
1 22 o0 oo -317,63
14| 3 |2s]| 0,42 | 0,999 [-s514,50
18| 72 | 29| 0,228 | 0,703 }-8s0,50
22 {11 | 33| o,118 | 0,638 {-1270,5
26 |15 | 32 | 0,008 | 0,500 []-1774,5
30 |19 | 2| 0,078 | 0,559 }-2362,5
34 |23 | a5 | 0,052 | 0,554 {-3034,5

Tabla XLVIII
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O, = 0,4l
A=1,38

0,4}

>

o

0,2}

o
($ )
L}
— D I G . = S D

iq 18 22 26 30
al
0'5 ™ I\
|
f
0, = 0,52
0,4+ I ° )
l A =138
|
0’3 o :
|
0,2}
o,' o \0
. S~
\ L i L L ¥ |
i4 18 22 26 30 r

[CN
./

Figs. 67 y 68.~ Variacién ds la tensién principal 1, a medida

que nos separamos del contorno seliptico.

e rraen e ——————— e




0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3

0,2

0,8

A=z 1,38

."—

0o = 0,52 Kg / mm?
A=1,38

14 18 22 26 30 r

LeA
Oo = 0,41 Kg/ mm? N

Figs. 69 y 70.- Variacidn de la tensién principal 2, a medida

que nos separamos del contorno elfiptico,




0
Tr r, % o= o, o'y v 0 &y
11 0 22 g o0 -317,63
14 3 25 0,690 1,431 -514,50
18] 72| 29| 0,314 1,028 | -850,50
211 33 0,172 0,929 |-1270,50
26 | 15 a7 0,141 0,848 }-1774,50
30 | 19 41 0,108 0,818 |-2362,50
3a] 23| as| 0,076 0,810 |-3034,50
Tabla XLIX
ch=0,89
T Lo 0,=05 cry-cr1 9
11 0] 22 o0 o0 -317,63
14 3125 0,808 1,676 -514,50
18 | 7129 0,367 1,204 -850,50
22 11 33 0,202 1,088 -1270,50
26 15 | 37 0,165 0,993 -1774,50
30 19 § 41 0,126 0,957 ~-2362,50
3a | 23 | a5 | 0,089 0,948 |-3034,50
Tabla L
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Vx 1

0,7

Oy

0,9
o,8} IR

0,7

0,5}
0,4
0,3

0,2

o"-\ ! \
A 1 1

/
]
o
0,6F l
|
I
|
|

a Co = 0,76
A = 1,38

Q
"
o
[0 ]
w0

n
(¢ ]
o

/~

1 - |
v 4 18 22 26 30 _ r '
Figs. 71 y 72.-~ Variacidn de la tensién principsl 1, a medida

que nos separamos del contorno elfptico.



R A\ K

I O, = 0,76 Kg/mm? i
16 \ A = 1,38
1,2

o\°

0’8 ‘Oh—
0,4

14 18 22 26 30 r
Oy
1,8 F \ 0. 0.8 .

\ o = LU, QKQ/mm
1,6} L _ A = 1,38
I,2F 3

\.

\o

—— O em————

L i
14 I8 2 26 30 r
Figs. 73 y 74.~ Variacién de la tensidn principal 2, a medida

que nos separamos del contorno eliptico.

ey T = o e £ e e 3 b



ORIFICIO ELIPTICO.

a4
‘ N/

3.2.8.~- ESTADDS DE TENSION EN PUNTOS QUE ESTAN SOBRE EL CONTORNO DEL

U‘O = 0,40

r rl r2 8 91 92 t:rx o‘y ny 510
9,96|5,54 20,24 30 |115,4 14,3] 0,788 - 0,832 0,164 - |-13635
11 0 |22 0 0 0 oo oo o -16632
8,51}9,99/16,99 60 |132,4 25,8]-1,706 1,365 0,193 |-5995,4
8 13,6113,6 | 90 143,9' 35,1]-0,233 -0,165 b -879,7

Tabla LI

u‘o =0,58

r rl r2 Qv 91 92 crX cy T xy 810
11 o 22 (8] 0 0 oo oo 0 -1663p
9,94 5,54{ 20,2} 30 p15,5Q14,29 1,143 - 1,207 0,238 ~1363p
8,5% 9,99 16,99 60 baa,a 25,74 -2,473 1,979 0,279 -995,4
8 p3,6]13,6| 90 {143,9 36,03 -0,338 - 0,239 1] -879,7

Tabla LII
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N = 13,J0 .
W ! A@A
. N__S
0‘, =-0,166
0’y = [,365 ,
0x=-0,233 —f= Uxy=0,193
\ Ux e I’706
o.y - 0'832
—4~Tyy = 0,164
o, =0,788
‘O’, t 0, = o
0" s 0-3 < 00
X

0o =0,58 Kg/mm?

A=1,96
Oy =-0,239
l Oy =1,979
0, =-0,338 _|. t,, =0,279
e N 0, =-2,473
Oy =-1,207

— cx’ 3 0,238
=0, =1,143

0‘,:0“-0
O'x =0"-=m
—_—

Figs. 75 y 76.- Cdlculo de los estados de tensidn en puntos qus

sstdn sobre sl contorno del orificioc eliptico.




o, =0,64
r e 8 8 o a
L] T 1| %2 X % Txy 10

11 | 0 | 22| o | o 0 oo o 0 11663,2
9.96 | 5,54| 20,2] 30 fpis,slia,29 1,261 -1,332 | 0,263 }1363,s
8,5119,9916,9% 60 #32,4 25,78 -2,729 2,184 0,308 595, 4

8 13,6H 13,6] 90 |143,9 36,04 0,374 -0,264 o  }e79,7

Table LIII

o =0,7

o
T rlr, | ofe | e a c, Z xy a,
11 {0 |22] o} o 0 oo o 0 ies3,2
9,96 5,54 po,24| 30 {115,5|14,29 1,498 -1,581 0,312 |1363,8|
8,51|9,99 fi5,95| 60 [132,4|25,74 -3,241 2,594 0,366 |995,4
8 13,6 13,6 | 90 |143,9)36,03 -0,444 -3,313 0 -879,7

Tabla LIV
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1 Vo T V9T Ry /7 Wi _
Uy =0,263 Uy : 2,184
Oy =-0,374 —{ =~
"——‘N
'\
X
i Op = 0,76 Kg/ mm?
Oy = 0,313 A =1
}0', = 2,594
O'X = '0,444 N cxy 30,366
ﬁ'\
_— g, = 3,241
Uy = -1,581
— cly =.0,32!
o, = 1,468
\0" H 0‘| z 00
= =2 0o
O-X Uz
X

i

Figs. 77 y 78.- Cdlculo de los estados de tensidn en puntos que

estédn sobre el contorno del orificio elfiptico.



3.3.- PLACA CON UNA BRIETA ORIENTADA TRANSVERSALMENTE A LA DIRECCION
DE APLICACION DE LA CARGA.

i

De los tres modelos qus ss estudian para gstado de ten-
sién uniaxiales con diferentes tipos de defsctos, este (ltimo tiene
la méxima importancia a la hora del estudio de la rotura fragil en -
un material ya que, la concentracidn dé tensiones en los vértices de
ia grieta es muy alta,

Las funciones de tensidén para estas caso particular, han
sido calculardas anteriormsnte a partir de las funciones de tensidn -

del modelo con orificio elfiptico, considerando el semieje mayor (b)

como nulo, seglin se dan en las ecuaciones (25) y (26), y que son:
¢ - a a(ed - 3e"§)/a (63)
= - q 4
Y o a(sen h 2§ - 2)/ sen h¥§ | (e48)
donde:

dy?y, ‘son las funciones de tensidn .

} es una variable compleja de la forma o & 1/9 y sien

do o0 y /3 dos coordenadas elipticas.

o es la tensién aplicadas al contorno,
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a, es la semilongitud de grieta.

Las ecuaciones (63) y (64), se pueden dar en coordenadas

i

polares sin mas que tener en cuenta que:
Z=x4dy = rem'- a.cos h¥

con 1o que se llega a las ecuaciones siguientes:

4 = o (2% - &)Y - o) (65)
a2
Y- CI'O(Z = (22 ~ a2)1/2 ) /2 (e6)
teniendo en cuenta qus:
a - o 21 z;y =2(Z¢° + ¥ ) | (67)
o + o, = e §° (e8)
donde:
. 22
= o ((22 _ a2)]]2 1)/4
. 32
\ LA ((7_2 _ 2 372)/2
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azz
(22 - a2)3/2

q)'-cr(la- }/2

o

i

81 llevamos estas expresiones a las ecuaciones (67) y (68), se encuen-

tra inmediatamente:

o -0, 40

' ar
a'y - U'x $ 21 z'xy = Cro [————75—
(rr,)

_ B-1(9 + g(sl + 92))) . 1]

en esta (ltima ecuacifn, separando las partes real e imagineria, tens

mos:

cr-cr:o-{ a2r +0)) -
y x o (rlra)alz

1 2

[cas( 8 - g(g

- cos(@ ¢ g( e 48, ))] + 1}

2
ar

2( rlra) 3/2

?xy sen( 6 - g( e +8, )) + sen(9 ¢

+ 2o, v0,))]
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4

o + o, = {-—(———?EﬂE- cos(@ - %(91 + 92))- 1]

rlrz)

con la primera y la tercera de lasecuaciénes anteriores, y también con

la segunda de ellas, se deduce inmediatamente, denominando a toda, KI:

2
Kpr [ 1 a 3
o os (6 -~ =(8, +#8))- sen Bsen =(8, +
x (ar1r2)1/2 U 2'1 2 T, 2'1
+ 02)] - o (89)
KIr | 1 a2
o; = 173 Ecos(Q - 5(01 + 92)) +— san O .
| (arlrz) 12
3
.sen 5(91 + 92)] | | (70)
K.r 2
I a 3
= [ sen 8 cos =(8. + @6 )] (71)
xy (ar1r2)%72 T, 21 2

donde:

81 en las ecuaciones (69), (70) y (71), hacemos:
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1
5(8) +8y) = o

r

-—-—-—7-— = A
(arlrz) /2 |

quedard:

o, = AKI [cos (8 =) ~ B.sen B.sen 3«]

o, = ARy [cos (8 - x) ¢ B.sen @.sen 30(]

T. = AKI(B.sen 8.cos 3« )

xy

y haciendo:
C=A.B

queda en definitiva:
a, = K; [A.cos (8 =) - C.sen B.sen 3«]

o, = Ky [A.cus (B-o) & G.gen 8.sen 3«]

zxy' KI.C.sen 8.cos 3
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Las scuaciones (75), (76) y (77) nos permiten calcular
la expresion para la cisién médxima, la cual nos permitird confirmar

los resultados experimentales, y que viene dada por:

y X 42 1/2
Gy = (=) 4 Sy

si en esta Ultima ecuacidn sustiluimos las ecuaciones (75),(76) vy -

(77) obtendremos para la cisién mdxima, la ecuacién siguiente:

o 4 2 2

o ar 2 4a r 3
zm - -§ [4.-——-—57§sen 84+ -—-—--57-2-sen 8.sen 5 .
(r,r,) (ryry)

1/2
(6, +8,) + 1]

para que esta Ultima ecuacidn sea facilmente representabls, tendre

mos,-que llegar & una expresién en forma polinémica:

Si llamamos a:

1 zm .2
(2= - 1) -
4a r o
2
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X = sen2 e

la ecuacidén anterior quedard de la forma:

3
e )372. sen B.sen §(91 + 92) (78)
12

elevando al cuadrado ambos miembros de la ecuacidn (78), tenemos:

22 (2(2a,a_ # 1) - 1)x
~2a2 . 2a5x% 12 X

W)

(r;r,)° (ryr,)? (ryr,)°
. cos 3(91 $ 92)

llamando a:

2(2a1a $41) =1=a

2 3

la scuacidn anterior quedard,

2a§x2 ’ax

)6

2

2a° ¢ X _ . cos 3(91 + 92)

o it

(ryr,

desarrollando el cos 3(8, + 8,), resulta:
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N/

2 2 2
) cos 3(8. +8_)= . (rcos 8 - 32)[(rcos 8 -a) -
l 2 3

- 3r2x] [(rcos et a)2 - 3r2x] —rZx (S(rcos 8 - a)2 - rzx}[

y

[B(rcos 8+ a)2 - r2x]}

que puesto en la ecuacidn anterior, quedard:

232x2 a_x
282 + 2 . = - X (r2- az)[(rz— a ) ¢+
(rr)® (rr)®  (rr)° L
172 172 172
4 a
b 16r % - (Br & drzaz)x] - r2x[10(r2- a2) + aer'x -(aer: -
- Brzaz)x]} (79)
llamando a:
1"2\ 2 = A
-8 = a
aq
16r = a

5

a
~(er+ 4r232) = 8,

a
~(32r - 8r2a2) - a,

que puestos en la ecuacidn (79), queda:

82 X2 a_x
2 3 X 2 2 2
= - ..___.._.{aa(aa 4 asx $ aex).. r x(

+ - =
(r1r2)6 (r1r2)3 (r.r.)®

2

2
2a1

2 2
(ma4 +2a x4 a7x)} (s0)
operando en la ecuacién (80), se llega a:

2 6 3 24 2y 3
2a1 (rlr2) - aa(rlrz) X = 2a5r x —(aaa5 - a7r )x~ - (aaé6 -
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N/
3

22 2,2 ' ~
- 10a,r" 4 2a, )x" - & x (81)

81 llamamos a:

2
2a5r = a8

-(a,a_~ & r2) = a

45 7 9

2 2 2,
-(aaas— 10a, r ¢ 2a2) = a

4 10

gue llevados a la ecuacidn (81), se obtiene:

2 6 3 4q 3 2 3
2a) (rlrz) - aa(rlrz) x = 8x +ax +a x -8 x (82)

’ 6
si desarrollamos ahora el término (rlrz) , se llega a:

2
2a x)3

6 2 6 4 22 2442
(rlrz) = (a4 + ar =a,+12a, rax+48arax +

6 6 3
$+ 64r 8 x

que sustituida en la ecuacidn (82), resulta:

3 2 3 4 3
allx + al2x $ alSX L al4 - aS(FIré) X = aax agx + alox -

3 .
- a4 X | (83)

donde hemgs llamada:

2a2a5 a
14 14
Zaafgirzaz = a13
2244
96alaar a = a12



¥.8.

2 66
128&1 ra = all

reduciendo términos en la ecuacién (83), resulta:

aq
-a(rr )3x= a x +a

2 3
3N 8 9 )" = (ay +a )x

3
- e )x Hayg -,

- ala ' 7 ) (84)

y s1 1llamamos a:

89 = %11 T %15

%10” %12 T %16

3
(e 4 25) = 2,

la ecuacién (84), queda:

3 4 3 2
-a_({r.r X = -
3( 1 2) agx + 8, g% 2 8,6 3 8% = 8, (8s)

elevando al cuadrado ambos miembros de la ecuacidn (85), se abtiene:

2 6 2 2,6
aa(rlrz) x + als)x +(2a,_a ¢+

7
= agx8 + 2a_a, _x +(2a88 17%8

8 15 16

+ 2a _a )x5 +( 2a

2 4
15216 2a_a_ ¢ 8.5 Jx ¢ ( 2a

17715 ~ “%g%14 16717

3 2 2 2
- 2a14a15)x + (317 - 2a14a16)x -2a,8 x +a, (86)

si llamamos a:

2a8a15 = a18

(28 a._ + a2 ) = a

8 16 15 19
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(22,8, + 2315315) = %20

(2a 8,5 - 2aga;, + ais) = 85
(28)q2), = 23)4215) =

(ai7 814%6) -

~28)7%4 = %24

gue llevados a la ecuacidn (B6), se obtiene:

2 6 2 28 ? 6 5 4 3
aa(rlrz) X" = agx tax +a x +a, x + 8, + 8, X +

2 2
4 523 x 4 azax + 614 (87)

si en esta ecuacidn (87), sustituimos el valor ya obtenido para ——-

6
(rlrz) , Y operamos, se deduce:

28 7 6 5 4 3 2
aax + alax : 8 algx 4 azsx + a26x + a27x + azsx 4+ azax +

2

ta,=0 (a8)

donde hemos llamado a:

2 66
a20-64a3 ra = a25

2244
321 48a384r a = a26

2 422
a - 128 r =
22 387 % %
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la ecuacidn (88), que es un polinomio de grado ocho, nos va a per
mitir representar las lfneas de cisidn mdxima, teniendo en cuenta

que, X = san2 e .



3.3.1.- REPRESENTACION DE LAS LINEAS DE CISION MAXIMA PARA UN' MODELO
QUE CONTIENE UNA GRIETA.

Tensidn de 1 ‘/ 3, .2 Semilongitud de
contorno = E(b +Hf b= + %) griaga
o = 0,41 Kg/mm> A=1 a=11
n Z, r«=11 r= 14 r= 17
m 6 G2 &, G: 8, &>
. .
2 lo,an1 0 21,02} 6.12} 27,% —— —
Tensidn de 1 2 2 Semilongitud de
contorno A - »;gb o +e) grieta
2
@, = 0,41 Kg/mm A=1 a=11
. _ ) r=20 r =23 r= 26
n > -
- m 9: 6) 0. aL 91 83
1l 0,185 ——— 71,40 — 75,26 — 80,27
Tensidén de 1 2 2 Semilongitud de
contorno A= ;(b /b +a ) grieta
Z
o, = 0,41 Kg/mm A=1 a=11
r=29
n
Z'm 9: 02
h 0,155 —— —
|

Tabla LV
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- r————y —— i o ¢ e =

g, = 0,52 Kg/mme: A =1
K. r=11 r=14 =17
m 6. ) 8, ol 6. 6:
1 }0,155 o 64,42 — 71,96 e 77,57
2 10,311 0 a,52 3,82 42,88 8,66 a5,92
F
3 10,456 0 17,03 8,05 25,12 | —_— ——
U, = 0,52 Kg/mme 3 A =1
n } Z. r=20 r=23 r=26
m o 91. 0) 93 9, 0;
1 10,155 =~= 87,60 — — —_— —
2 to,311| 13,83 45,00 | 19,78 | 42,28 | 29,91} 34,72
Tabla vl
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ension ue Conivurnio
o, =0,41 Kg/mm?
A = 1 (Grieta)

Fig. 79.- Red de isdécromas
calculada a partir de la -

ecuacién (88)

tension de contorno
0,:0,52 Kg/mm?
A = 1 (Brieta)

Fig, 80.- Red de isdcromas
calculada a partir de la ~

ecuacién (88)
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Qo - 0,76 Kg/mm?; A .=1

— e

YJAWA

n c m r=11 r=14 r=17

] & 5 62 ) 8
10,155 | - 80,37 | ——- 86,68 | -— —
2 0,311 0 52,83 — 60,98 | ——- 64,60
3|o0,466 0 35,17 4,17 | 43,37 | 9,56 | 44,36
alo,s21 0 13,14 9,85 | 26,27 | ——- —
0. = 0,76 Kg/mmz; A =1

r=20 r=23 r=26
nl Tn| 8 6: 8, 6, 6, é;
2 | 0,313} -~ | 67,49 — 70,29 | — 73,32
3 | 0,066 15,52 | 42,84 | 23,31 | 38,50 | —— —
0 = 0,76 Kg/mm?; A =1
n r=2 =32
C m D[ OL 6' 0‘
2 |o0,311| - 76,92 — 81,92
Tabla LVII
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Ue = 0,89 Kq/mmz; A -1
r=11 r=14 r=17
n tm 0. ag 0, 8: 0; 02
1 |o0,155] ——- 83,21 — — — _—
2 | 0,311] o 59,47 | ——- 66,66 - 71,02
3 |o0,068] o 37,82 | 1,73 46,83 3,78 50,66
4 {o,521] ¢ 27,44 | 6,17 3,43 15,60 34,33
51 0,772] o 16,98 | 13,33 20,07 ——- —
0, = 0,89 Kg/mm2; A =1
n o r=20 r=23 r=26
Lml 6 é: 8, 6; 6, &,
2 0,311 ——— 75,41 ———— 81,19 — _—
3 Jo,a658| 5,79 | 54,03 2,93 | ss,00] 9,63 54,45
Tabla LVIII
G - 0,89 Kg/mmz; A=1
r=29 r= 32 r=35
n & 8, 6, 8 0, 6, ()
alo,a66] 11,53 | s4,04 _— _— — _—
Tabla LVIII
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tension de contorno
N  6,:076 Kg/mm?
' A = 1 (Grieta)

Fig. 8l.- Red de isdécromas

calculada a partir de la -

ecuacién (88)

tension de contorno
%= 0,89 Kg/mmz'

) = 1 (Grieta)

Fig. B2.- Red de isdcromas

N /calculada a partir de la
o 3/ ;
\\ /;// ecuacidn (88)
‘1 1
/ |

) -]

o\ S
5

£}/ _

/.
o/

Iy~
N/




Wp =1,18 Kg/mmz, A =1
r=11 r=14 r=17
nt CTn 8 8, 8, 8, 8, &,
2 10,311 0 69,86 — 75,97 —— 84,03
3 |o,466 0 55,02 — 62,31 —— 66,08
4 |o,621 0 43,98 1,83 50,66) 4,01 53,06
5 |o,776 0 32,66 5,21 39,78 12,42 39,48
6 {0,932 0 18,86 8,80 28,73| -— —
0o = 1,18 Kg/mm®s A =1
r=20 r=23 r=26
n] Cn 8, &y & ) A 6,
3 |o,a8) —— 69,25 | —— 22,47 - 76,18
a |o,621] 5,13 53,99 | 8,20 54,27 | 10,24 | 52,38
5 | 0,776| 25,55 aa,2a | ——- — _— —
Go - 1,18 Kg/mm®; A =1
=29
z Y=
n m s, 8,
3 |o,865) —- 81,22
a4 |o,621) 12,28 | 54,56
—
Tabla LIX
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tension de contorno
% =118 Kg/mm’
) = 1(Grista)
Fig. 83.- Red de isdcromas

calculada a partir de la -

scuacidn (88) .

]
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3.3.2.~ VARIACION DE LAS TENSIONES PRINCIPALES A MEDIDA

QUE NOS SEPARAMOS DEL VERTICE DE LA GRIETA=

o = 0,41 )

0

rln Yo % o Cxy
11 0 22 oG o 0
12 1 23 0,616 1,025 0
14 3 25 0,252 0,663 0
16 5 27 0,155 0,565 0
18 7 29 0,108 0,518 0
20 9 31 0,081 0,491 0
24 13 35 0,051 0,461 0
28 17 39 0,036 0,446 0
32 21 43 0,026 0,437 0

Tabla LX

o = 0'52

o

r !‘1 r P U’x U‘v Z“xy
11 0 22 O< = 0
12 1 23 0,781 1,301 0
14 3 25 0,321 0,841 0
16 5 27 0,196 0,716 0
18 ? 29 0,137 0,657 0
20 9 31 0,103 0,623 0
24 13 35 0,065 0,585 0
o8 17 39 0,045 0,565 0

| L.
32 21 43 0,034 0,554 i]
- Tabla LXI

221

A4

T e Tpew——

T



0,6

0,4

0,2

0,8

0,4

0o =0,41 Kg/mm?
A=

©.
\
.\ © Sy O c—
L 1 ] 'l

L 1 1 L
2 4161820 24 28 32 r

= 0,52 Kg/ mm.’

Go
A=

1 L 1 1 1
214161820 24 28 ° 32 r
Figs. 84 y 85.~ Variacidn de la tensidén principal 1, a medida

que nos separamos del vertice de la grista.
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’- | ‘
| A -
' 0o = 0,4l
her \ A=
\
\\.‘
0 Sy, ° o .
0,4" e—
' S R B 1 1 t
2 K416 I8 20 24 28 32 r
Oy
1,6}
{
!
o =0,52
L2} A=
7
0,8} \
~,
\0\0-.——
[ T T R | 1 1 1
121416 18 20 24 28 32 r

\
"—'igs. 86 y 87.~ Variacidn de la tensién principal 2, a medida

que nos separamos del vertice de la grieta.



o = 0,76
[a)

r r r, o, S T xy
11 0 22 o o0 0
12 1 23 1,142 1,902 4]
14 3 25 0,469 1,229 0
16 5 27 0,286 1,046 0_
18 7 29 0,200 0,960 0
20 9 a1 0,150 0,910 0
24 13 35 0,095 0,855 0
28 17 39 0,066 0,826 0
32 21 43 0,049 0,809 0
Tabla LXII
o = 0,89
r ry T o5 oy oy
11 0 22 Se2 S 0
12 1 23 1,337 2,227 0
14 3 25 0,549 1,439 0
16 5 27 0,335 | 1,225 Q
18 7 29 0,234 1,124 0
20 9 31 0,176 1,066 0
24 | 13 as 0,111 | 1,001 0
28 | 17 39 0,078 0,968 0
321 21 4l a3 0,058 0,948 0
Tabla LXIII




1,2
0,8

0,4

0,8

0,4

O, = 0,76 Kg /mm’

I A=
.o\'
. ~,
\o\°“°_—
| 2 I 1 1 1 1 1
2 1416 18 20 24 28 32 r
o, =0,89
N\
.
\o\°~°__
1 1 1 L1 A (] 1
21416 18 20 24 28 32 r

Figs. 88 y 89,- Variacidn de la tensién principal 1, a medida

que nos separamos del vertice de la grieta.




2,0 " O, = 0,76 Kg/mm? y
[ A = ,
1,0 .
\,\o~ .
2 1416 820 24 28 32 r
Oy i
|
O, = 0,89 Kg/mm?
2,0 A =1
.\.
\.
I,O" \o\,~_._
0,5F
1 [ 1 1 1 H 1 1
k14161820 24 28 30 r

Figs. 90 y 91.-/Variacién ds la tensidn principal 2, a medida

que nos separamos del vertice de la grieta.
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3.4, PLACA CON UN ORIFICIO CIRCULAR, SOMETIDA A UN ESTADO DE TENSION
BIAXIL.

Conocidas las expresiones gue dan el estado de tensidn en un

il
punto, para una placa con un orificio circular y sometida a un esta
do de traccidn uniaxil, y que venian dadas por las ecuaciones que a

continuacidn se especifican, y que son:

0, - G',azr‘_2 [%oos 29 - cos 48 (—-a2 -2 1)] (89)
0"= G, agr—z[gcos 20 + cos 40 (§a2r—2 - 1)] (90)
‘z';_t.azr-z[%sen 28 4 sen 40 (—a r - I)J (91)

Pero para una placa con un orificio circular y sometida a trac
cidn biaxil, podemaos aplicar el principio de superposicidn, conside
rando que actuan dos tensiones uniaxiales independientes y calcular

el estado de tensidn en un punto para cada una de ellas.

Para una de las tensiones consideradas, el estado de tensidn
en un punto P (fig. ), viene dado por las ecuaciones (89), (90) v
(91), pero si consideramos la otra tensidn, el estado de tensidn en

el punto P, vendrd dado por:
6‘: = G'.azr_ [%cos 2(e ¢ .) - cos 4(8 ¢ ﬂ) 322 . 1)]
o 2.-2p3 n Ny 3.2 -2
v," =Gar lécos 2(8 +3) + cos a(B + F)(zar " - 12};03 (93)

c:‘ =-G, aly [-sen 2(8 4-“) + sen 4(8 ;")(3 22 . 1)] (94)
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Fig. 92.-~ Placa con un orificio circular
sometida a un estado de tensidn biaxial

en su contorno
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Las ecuaciones [92), (93) y (94), se pueden reducir a estas otras:

Q;';.c;azr_z [- écos 28 ~ cos 48 (gazr-2 - I)J (95)
G;= Gbazr-z [- écos 28 ¥ cos 48 (gazr-'2 - 11}& Go (96)
€4=_ ,agr'"2 [- ésen 28 &+ sen 48 (gazr-Z - 1)] (97)

sumando ambos efectos, segin el principio de superposicidn, tendremos -

" lo siguiente:

0;1= Ou + 0-\'1
q'= 0-; 4 G.y
G - Ty

encontrandose para el estado de tensidn en un punto, para el caso de ——
una placa plana con un orificio circular y sometida a traccidn uniaxial

las siguientes ecuaciones:

0','= To - Ugazr-zcos 28 . (98)
2 -2
0y = G0+ Toa“r “cos 20 (99)
o -
Z'“: - Qear 2s.en 28 , (100)

a partir de estas ecuaciones ya estamos en condiciones de calcular la -

cisidn mdxima y que como sabemos viene dada por la ecuacidn:
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)

4y
Oy, = Oy, 2 2 ?
y por tanto calculando:

2

- 14 -4

(!iLESBI_ 2 R cos 28
14 -4 2

Z,.%: Goa r sen 28

por lo gue finalmente queda:

Zn’ 0; azr-z

\ dﬂ;f
I

(101)

(162)

(103}

(104)

que no es mds que la ecuacidn de una circunferencia en coordenadas po-

lares, y que por lo tanto las lineas de cisién mdxima (isocromas), no

son mds que circunferencias concéntricas con el orificio circular, lo

que experimentalmente se verd méds adelante.
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3.4.1. REPRESENTACION DE LAS LINEAS DE CISION MAXIMA,

G,= 0,45

g,= 0,63

9 - 0,84

Oy= 1,12

G- 1,28

!.:
En

&:

Em
Ca -

Su =

0,155
0,311

0,155
0,311
0,466
0,621

0,155
0,311
0,466
0,621

= 0,775

0,155
0,311
0,466
0,621
0,775
0,932

0,155
0,311
0,466
0,621
0,775
0,932

= 1,085
= 1,240

13,63
9,62

16,13
11,39
9,30
8,06

18,62
13,15
10,74
9,30
8j33

21,50
15,18
12,40
10,74
9,62
8,13

22,99
16,23
13,26
11,49
10,28
9,38
8,69
8,13

Tabla LXIV

Tabla XV

Tabla LXVI

Tabla LXVII

Tabla LXVIII
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6= 1,42

= 0,155
= 0,311

&= 0,466

Ze = 0,621

&= 0,775

&= 0,932

= 1,085

&= 1,240
€= 1,395

Tabla LXIX

n

24,21
17,09
13,97
12,10
10,83

9,87

' 9,15

8,56
8,07




tension de contorno
% = 0,45Kg/mm?

Fig.92.~ Red de isécromas
calculada a partir de la
ecuacién (104).

tension de contorno
%6 =0,63 Kg/mm?

Fig.93.- Red de isécromas
calculada a partir de la
ecuacidn (104)
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tension de contorno
| % = 0,84 Kg/mm?

Fig.94.- Red de isdcromas
calculada a partir de la
ecuacidn (104)

3 |
4 |
5
!
!
tension de contorno
% = 1,12 Kg/mm?
Fig.95.- Red de isdcromas
calculada a partir de la
) ecuacién (104), ,
2

o/ W




tension de contorno
% = 1,28 Kg/mm?

Fig.96.- Red de isdcromas
calculade a partir de la
ecuacidn (104).

tension de contorno
%o = 1,42 Kg / mm?
Fig.97.- Red de isdcromas
calculada a partir de la
ecuacién (104).
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ALEJAMOS DEL CONTORNO DEL ORIFICIO CIRCULAR=

cr'0 = 0,45
r O% Oy Sy
11 0 0,900 0
12 0,072 0,828 0
14 0,172 0,728 0
16 0,237 0,663 0
20 0,314 0,586 0
24 0,355 0,545 0
28 0,381 0,519 0
32 0,397 0,503 )
36 0,408 0,492 0
Tabla LXX
cro- 0,63
ch a-Y TXY
11 0 1,260 i
12 0,101 1,159 0
14 0,241 1,019 0
16 0,332 0,928 0
20 0,439 0,821 0
24 0,498 0,762 o
28 0,532 0,727 0
32 0,556 0,704 0
36 0,571 0,689 0
Tabla LXXI

3.4.2.- VARIACION DE LAS TENSIONES PRINCIPALES A MEDIDA QUE NDS

e g ———



0,8

0,5

0,4

0,2

0,8

0,6

0,4

0,2

¥

'

Oy =0,45 Kg / mm?

Brgncggaé

aramo

B¥ CDH%OPHO cgrcu ar,

& acrvammnrs O
0"‘9 o o

i

ariaci n de la tensidn
05 Sg-

1 1 (] 11
12 i41¢ I8 20

G = 0,63

patscteen.t-

1 i ] 1 L

N
(3]

z4 32

Kg / min?

riaciég ge la tensidn
1 ve nos se
contormo ¢ rculat-.
o_,.——“"e‘w
f"ﬂ

i2 14 16 8 20



0,8}

0,6

0,4

0,2

1,4

L,O

0,6

0,2

\
: \ 0, = 0,456 Kg/ min?
' gn i Vaﬁacégg de langgngién
' s ga} cbntorno WM
o l \°\°
: \QNO-_-o
! |
|
"\ '
|
i |
: |
|
\ L L 1 1 1 ] J 1
Ki2 & i6 20 24 28 32 36 r
= 0' = 0,63 Ka / mm?
F . Va cidn d a ten~
\ *S"Sgp SRS Sonendd B
! s
8 ] \o
PN
l \\.,‘\‘7
‘ \D-‘G—-—-.a
M |
|
i
4
|
. !
'
_1L [} i { | L] 1
2 19 16 20 24 28 32 26 r

PSR
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o'o = 0,84
crx c:ry ny
11 0 1,680 0
12 0,134 1,546 0
14 0,321 1,359 0
16 0,443 1,237 0
20 0,586 1,094 0
24 0,664 1,016 0
28 0,710 0,970 0
32 0,741 0,939 o |
36 0,762 0,918 o
Tabla LXXII
U‘o = 1,12
i ™ % Cxy

11 0 2,240 0
12 0,179 2,061 0
14 0,429 1,811 0
16 0,591 1,649 0
20 0,781 1,459 0
24 0,885 1,355 0
28 0,947 1,293 0
32 0,988 1,252 0

' 36 1,015 1,225 0

Tabla LXXIII

v y w1 = e m e mame sem g

et el I

B
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3.5.=- PLACA CON UN ORIFICIO ELIPTICO, SOMETIDA A TRACCION BIAXIAL.

Las ecuaciones (60), (61) y (62), dan el estado de ten
sidn en un puntb para el caso de una placa con un orificic elfiptico,
sometida a traccién uniaxil. Estas ecuaciones venian dadas por le ex

presiones. siguientes:

o = - c.0{ (a cos 8 + a,_cos 38)cos (9 48 )
X (r ) 72 [ 10 1 2
2ra
3 3
$ (agsen e+ 8, o%" 38)sen 5(91 + 92)] - ——r—)wé- [

1 1
.[cos 8.cos 5(91 + 92) 4+ sen B.sen 5(91 + 92)] + (a5/2) +

«I-;Zal }

o .
a] r , 3, .
o =~ {T.___yé[(aacos 0 +w__cos 38)cos :2-(914- 92) $

y 10
rr,)

2ra
+ (agsen 84 a, %" 38)sen g( o, + 92)] ( )72 [

G.cos 1 1 -
E:os cos 2(91 $ 92) 4 sen G@sen 3 ( e, + 92)] ¥ (36/2)

o



a
. z;y - { (rl;-;57§- [(a sen 8 + &, sen 38)cos (9 2)

-(a8§os 8 4 a,_cos 38)sen g(gl + szli

10

Las ecuaciones anteriores, nos dar{an el estado de ten
~ 8ién en un punto, cuando actuara una de las tensiones sobre el mode
lo, pero si consideramos la tensidn que actua segin la otra direc--
cién el estado de tensidn en el mismo punto serfa entonces, si con-

sideramos un nuevo sistema de ejes:

(o)
. o r ’ .
08 " - —-4- { -—(;-:;;575— [ ( -BB sen O ¢ alosen 39) .

12

3 Ld » ' L4 3 L4 0]
o - - c - -
cos 2(91 + 92) + (agcos @ - a’ cos 38)sen 2(91 + 92)

10
- __Eff3 [- sen 8.cos 1 {8: + 8°) 4 cos Bsen 1(9' +9'ﬂ
(rr 172 21 2 2 1 2
12

+ (as'/z) + 2a£ } (105)

sen 38)cos -(9 48 )

a
o"--%{-— L [(—aseng-l-a

(r )3/2 10
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+ (aé cos 8 - a

. 3..]
cos 38)sen 5( e + 92) +

io e

1 s d 1 L 4
. [ -sen 8.cas §(91 + 92) # cos B.sen 5(91 + 92)]+
+ (a6/2) - 2a1} (106)

U .
3
t - -2 l r L - L4 - ’ »
w = G\ ('(agcos 8 - a; cos 38)cos 2(01 492)

(r;r)) ‘

L4

Ld 3 rd »
~(a gsen @ + a’ sen 38)sen 5(91 + 92)” (107)

Aplicando el principioc de superposicidn a estos dos esta

dos de tensidn, que anteriormente hemos considerado independientemen-

te, y quse es:

T '4
xyT xy xy

las tensiones o_ ,o. , = . , nos darla el estado de tensidn en
xT yT xyT

un punto, para el caso de estados de tensidén biaximl que estamos con

siderando, y cuyas expresiones matemdticas serian:



- 0’0{ __r [ 3
qr Z e )3 5 (aecos 84 a,5cos 38)cos -é(gl 3 92)4-
12
4(a_sen 8 + a__sen 30) sen -(Q 10 )]-I- -—-E--- - [(-a sen 8 ¢
9 10 (r.r )
172

. 3 ; 3
r 2l - td rd Ld - » - L4 l
+ a; sen 38)cos 2(91 ¥ 92) + (agcos 8 - a7 cos 38)sen 2(91 !

2ra3 1 1
‘4- QZ)J i === E[cos 8 cos -‘2-(91 1 92) 1 sen 8 sené(gl 4-92)]
(r.r.)
2ra

12
| R — _E- sen B cos }(a' 4 8°) 4 cos Gsen 3(9’ + 9’)]4'
(r ) 17 2' 1 2 2\ 1 2

2 3 bl } | (103)

_Go r . . 3r,- .
q'f"'a{ (r—'r')37§ [( a; sen 8 + af sen 38)cos 2(91 ¥ 92) +
12
» rd 3 » L
-I-(agcos 6 - ascos 38)sen -.2-(9l $ GZBJ- -—----72[(51 cos @ ¢

(r,r,))

3 3
(g & ud
+ a cos 38)cos 2(91 L 92) + (agsen 9+ a, sen 38)sen 5 (

172

1
P - - -
(o, ¢ 92)]. rl.sen Qcas _(91 18 ) + cos 8sen (9 b

(r]r;)

. 3 1 }
+0 )J + -----Fk [cos 8cos -(g +8 ) + sen @sen .é(gl+ 8._)

+b, } ) (109)

_ Go{ ‘ 3
z‘”t_ 7 (r-;-5—72 [ a sen @ & a,g%en 38)cos -é-(Ql +8 ) -
12
3 r . '
- (aacos 8 + a cos 38)sen -é(gl-l- 92)]- P -é[(agcos 8 -
(r/r))
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- a’_cos 38)cos 9(9' $ é') - (a’sen 8 ¢+ a’_sen 38)sen g(@'% Q'I
10 2 1 2 8 ’ 10 2 1 2

(110)
donde:
a’aa
6 6 .
b1 = -5 - 2(al 3 al)
a -a’
6" 6 .
b2 = ———g—— - 2(a1 + al)

Conocidas estas expresiones, estamos en condiciones de calcuy
lar la ecuacidn cue di la cisidn mdxima, pero ténoase en cuenta -
cue coma se ha visto enteriormente, la esparatosidad de dichas ex—-
presiones es muy grande, y no tendria sentido el desarrollo de gren
des ecuaciones, ya gue de todas formas el problema gusda resuelto,

1

al conocer el estado de tensién en cualcuier puntao.

Como puede verse en las ecuaciones anteriorss q_', 5" ,R", de
penden de la tensidn de contorno, de los semiejes mayor y menor de

la elipse en un sistema doble cartesianc polar.



3.6. PLACA CON UNA GRIETA Y SOMETIDA A UN ESTADO DOE TRACCION
BIAXIAL.

En el caso del modelo estudiado anteriormente, oue correspan
dfa a una placa plana con una grieta sometida a traccidn uniaxial,
se encontraron las siguientes ecuaciones para el estado de tensidn
en un punto:

K_.r 2

I 1 a
o, - —-—————i7§—[cos (8-35(0,+8,)) -~ o= sen o,

(arlrz) 12
3
sen 5(91 i 92)] - 0o

K 2
17

1 a
- ~2{g + 8 )) ¢ o _ 8.
Q 173 [cos (Q 2(91 3 92)) 5 = sen
(arlre) 12

o, +5;)]
sen 5(91 i 92)

Ke* &t 3
& sen 8 cos =( 8, + 8 )]
'] (arlrz) 1/2 [ r T, 2° 1 2

donde KI es el factor de intensidad de tensidn y cque toma el valor

G e

las ecuaciones anteriores dan el estado de tensidn en un punto cuan
do considefamos la tensidn que actua normalmente a la direccidn cue
define la grieta, sin embargo si se considera la tensidn cue actda-
en la misma direccidn que define la grieta, el modela se comporta—-—
r{a como si no existiese grieta y por tanto las ecuaciones oue dan

el estado de tensién en un punto serdn:

0= 0 (111)



o= o 112
: | (212)

. =0 | (113)

por tanto, si aplicamos el principio de superposicién, llegamos a: -

KIr 1 2
o5 " ~—— [cos(Q - 5(91 + 92)) - .sen 6.
(ar,r )l/2 "'
12
3
. : : 4
sen 2(91 + 92)] (114)
K. r 2
o_= I--; [cos(Q - 1(9 $£0))) + -2 .88n B,
yT 3t917 o
(er.r )1/2 )%
12
3 ]
.sen 5(91 + 92) (1158)
K.r 2
T .= I [ S sen 8.cos 9(9 +0 )] (116)
xyT 21 2
1/2 r.r '
(arlrz) 12

a partir de las ecuaciones (114), (115), y (116), calculamos la ex

presién que da la cisidn mdxima:

_ 224
% T % Kra

) - L —— .sen2 Q.sen2 -3-(9 '
3 5.8, +6,)
a(rlrz) 2

(

2
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_ LN
\_/

K2r2a4

2 I 2 23

T " 3--sen @.cos 5(91 + 92)
a(rlrz)

sumando estas dos expresiones y calculando la reiz cuadrada, obte
nemos la expresidn de la cisidn mdxima:
24
K2r a

2 2
¢, = ———3 .sen © (117)

a(rirz)
que también la podemos sscribir, teniendo en cuenta el valor de KI:

o? 254
2 r

7° = -—2--5-. sen2 8 (118)
(ryry)

que es la expresién final de la cisién mdxima (isdcromas).
8in embargo, vamos a poner la ecuacién (118), de for-

ma qus sea representable.

S1 llamamos a:
X = sen2 e
y teniendo en cuenta que:
(r1r2)2 = (r'2 - a2)2 + 4rlasen® @ = (rz - 32)2 +
+ Arzﬂz.x
y si llamamos a:

(r"2 - a2)2 -8
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N__J

22

4 =

r a 32

r234 a
3

si llevamos sstas expresiones a la ecuacidn (118), resulta:

.2
o .a_.X
'ci .23 (119)
3/2
(a1v+ a2.x)

/
X

operando en la ecuacién (119), se obtiene:

2

l1,Tm,A4 x
- % (a, + 8 _x)

3 1 2

llamando a :

1 (2'm 4 a

a2 Ub 4

3

por tanto la ecuacién (120), queda de la forma:

(a + 3a25 x & 38850 4 aox> ) = x

2
1 2" 2 '

reduciendo términos en aesta dltima ecuacidn, tenemos:

3 2 2 2 3
3 =
a8 x> + (aaaala2 1)x" ¢ a8 x +apa =0

y si llamamos a:
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',‘A‘A b
NS

2
:\"’aal"z -l=a

2
3a431a2 = a7

en definitiva tendremos:
ax3+ax2+ax+a #= 0 (121)

5] 6 7 8

la ecuacién (121), nos va a permitir la representacién de las 1{-

neas de cisidn mdxima.
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3.6.1.- REPRESENTACION DE LAS LINEAS DE CISION MAXIMA,

Grieta a traccidn biaxial.

o = 0,40 I(g/mm2 ;

A=1; a=11

n. > r=11 r=12 r=14
’ m 8, 9, 6, g, o, 6.
l 0,155 0 28,32 5,89 26,04 —— —
2 0,311 0 11,42 ——— — —— — 4
Tabla LXXIV

Grieta a traccidén biaxial,

o, = 0,66 Kg/mm® ; A =1;a=11

. r==6 r=28 r=11
n 2_ m el 9! 9, 491 8/ 03
1| 0,155 | — 47,49 | —- 18,09 0 65,22
2| 0,011 ] —— — — — o 16,02

GBrista a traccidn biaxial.

v:l‘0 = 0,66~Kg/mm2 i A=1; a=11,

Tm 8! 8; 90 al
11 0,155 | 9,03 | sa,86 | 20,25| 45,38
1}
Tabla LXXV

252




-4

Grista a traccidn biaxial.

o, = 0,85 Kg/mm2 : A=1; a=11.
n r=11 rs= 12 r = 14
T m 9. el el Gz 9' 9!
1 | o1 | o — | a,08 — 10,85 | 63,52
2|l o511 | o oa,86 | 9,67 | 23,99 | -— —

Grista a tracecidn biaxial.

o = 0,85 Kg/mm2 ;

A-l;a‘llc

re=16
n Cm 8, Bg
1l 0,155 19,11 439,97

Tabla LXXVI

e rp——— s e
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5= 0, 40 kg/mm”
A= 1
Fig. 106.- Representacién
de la red de isécromas pa
ra una placa 8 tensién bia

xial.

o, = 0,66 kg/mm?
A= 1
Fig.- 107.- Representacidn

de la red de isdcromas para

una placa a tensidn biaxial

~——, ( grieta)
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o,= 0,87 kg/mm?
A=1
Fig. 108,.- Representacidn

de la red de isdcromas pa

xial (grista)

ra una pleca a tensidn bia

= r———— e



3.6.2.- SOLUCION DE WESTERGAARD PARA EL MODELO DE PLACA CON UNA
GRIETA, SOMETIDA A TENSION BIAXIAL.

Westergaard en 1939, encontré funciones de tensién rea-
les y expresiones para el estado de tensidn en un punto pare un -
modelo de placa con una grietea y sometida a tensidn biaxial, estas.
ecuaciones son:

o i cos 2 (1 - sen Osen 30)
x (2 rwﬂ; 2 2 2

KI
a-y (217:19 ( )
T = |:---- cos g( sen cos -39-)
xy (2urfy 2 2 2

donde:
K (factor de intensidad de tensién)= c-DVT

a = semilongitud ds grieta,

Las tensiones principales pueden ser obtenidas sn funcidn

del estado de tensién o , o , z;( s en un punto, mediante la ex
x 4 4 -

presidn general siguiente:

q 2 X

de donde se deduce qus:
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T K K
O =0 = I san 8 , Z’--—-E-[---seno
1~ 2 T[2nn% ) m 2(2 rn,

Despejando en la ecuacién anterior el valor de r, ss ob

tiene:

Puesto que para cade isécroma (ai - aé) = cte., designan
do por P el valor (KI'/ oi ’_”é)' la scuacidn anterior toma la for

ma reducida siguiente:
l 2 2 .
r=—-P sen @ (ecuacién de una isdcroma)

donde:
r = distancia desde el vertice de la grieta al punto consi

derado.

@ = es el dngulo que forma el sje ox con el vector de posi
cién del punto considerado, siendo P una constante y
teniendo validez esta ecuacidn en el entorno del vérti

ce de la grista.

En la table que a continuacién se adjunta, serdn los valores
de r y 8 , en funcidn ds valores constantes de P, con el fin de hacer
una representacién analftica 'del modeloa isocromdtico que resultaria

de la ecuacidn anterior.
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@ sen0 sen>@ r(P=1) 1r{P=2) r(P=3) r(P=4)
0 0 0 0 0 0 0
10 0,173 0,0302 0,0048 0,0192 0,0432 0,0768
20 0,3420 0,1170 0,0186 0,0745 0,1675 0,2979
30 0,5000 0,2500 0,039 0,1592 0,3581 0,6366
a0 0,6427 0,4132 0,0657 0,2630 0,5518 1,0522
50 0,7%660 0,5868 0,093 0,3736 0,8406 1,4943
60 0,8660 0,7500 0,1194 0,4775 1,0743 1,9099
70 0,939 0,8830 0,1405 0,5523 1,2648 2,2486
80 0,9848 0,998 0,1544 0,6174 1,3898 2,4697
50 1,0000 1,0000 0,1592 0,6366 1,4324 2,5465
100 o0,9848 0,9698 0,1544 0,6174 1,3892 2,4697
110 0,939 0,8830 0,1405 0;5621 1,2648 2,2486
120 0,8660 0,7500 0,1194 0,4775 1,0743. 1,9097
130 0,7650 0,5868 0,0934 0,3736 0,8406 1,4943
140 0,6427 0,4132 0,0658 0,2630 0,5918 1,0522
150 0,5000 0,2500 0,039 0,1592 0,3581 0,636
160 0,3420 0,1170 0,0186 0,0745 0,1676 0,2979
170 0,173 0,0302 0,0098 0,0192 00,0432 0,0768
180 0,0000 0,0000 0,0000 00,0000 0,0000 0,0000

Con los valores obtenidos en la prasente tabla, se hace la

representacién gréfica del modelo isocromdético correspondiente ,

y que se dd en la figura que se adjunta a continuacién, y que como

puede verse es simétrica respecto al eje oy.

Esta representacidn anal{tica no corresponde exactamente a -

los modelos isocromdticos que se abtienen experimentalmente. Las =

1fneas isécromas obtenidas experimentalmente tienen un sje ds si-
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metria que forma un dngulo de 1172 con el eje ox.

el /

/ N/
/ /

|
\\\\

representacion analitica de la

expresion de las isocromas

Fig. 109.- Representacién analitica de la
expresidén de las isScromas se-
gin las ecs., de Westergard.
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3.6.3.~ TRANSFORMACION ISOMETRICA DE LA ECUACION DE LA ISOCROMA
ENCONTRADA EN EL APARTADO ANTERIOR,

Efectuando una transformacidn isomdtrica que lleve a coin
cidir el ejs oy con el eje 8 = 1172 ,vbtendremos una transformacidn

que se ajustard mucho mas a las 1fneas isdcromas experimentales.

Sea por tanto,{ul ’ u2} y una base ortonormal en el planoc.
Se trata de calcular las ecuaciones de una simetria u qus lleve a
coincidir el eje oy con el eje O = 1172 , Esto es, calcular las ecua

ciones de una simetria vectorial u respecto de la recta 8 = 103,59.

81 se elige una base ortonormal {vl ’ vz} tal que:

v1 = ul.cos 103,52 ¢ uz.sen 103,52

v2 = - ul.sen 103,52 ¢ u2.cos 103, 5¢

La simetria buscada u dsjard invariante v y cambiard

1
en su opuesto a v2 , @sto es:

u(vl) = v,
u(vz) =-v,
De donde, efectuando operaciones.

u(vl) = u(ul.cos 103,52 ¢ u,.sen 103,5¢) =

260



- ul.cos 103,52 ¢ uz.san 103,52

u(v2) = u(-ul.sen 103,5 ¢ u_.cos 103,5) =

2

= u,.sen 103,52 « u_.cos 103,59

2

Lo cual se puede escribir de la forma:
cos 103,52, u(ul) + sen 103,5¢. u(uz) = u, .cos 103,52 4

uz.sen 103,59

-sen 103,52 , u(ul) 4 cos 103,52 . u(uz) = u_.sen 103,59 -

1

-uz.cos 103,59

Resoclviendo por Cramer, se obtiene:

ul.cos 103,59 & u2.sen 103,59 san 103,52
u, .sen 103,52 - uz.cos'103,59 cos 103,52
u(ul)
1

2
u(ul) = u,.cos 103,52 4 u,.sen 103,52.cos 103,59 -
- ul.cos2 103,59 + uy . sen 103,5%.cos 103,59 =

- ul(cos2 103,5 - san> 103,52) ¢ u2(2.sen 103,52,cos 103,5)=
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= ul.cos 2079_- u2.seh 2079

De la misma forma:

cos 103,59 ul.cos 103,592 & u2.sen 103,59 |

-sen 103,5¢ ul.sen 103,59 -~ u2.cos 103,52

u(uz) - -

u(uz) = u,.cos 103,5.s8n 103,52 = u2.0082 103,52 ¢

2
+ ul.sen 103,5%2.cos 103,52 4 u2.sen 103,59 =

= . Qe . -]
uI ssn 207 u2 cos 207

Se obtiene:
-u . 2 - u .. 0
u(ul) u, .cos 2072 - u,.sen 207

= . 9 - » 9
u(uz) u, .sen 2072 - u,.cos 207

Conocida la imagen en u de los vectores de la base u1 ’

u2 » la imagen de un vector cualquiera X 4 se obtendrd en la forma:

-{‘, = xlu:l 3 x2u2

Se deduce:
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4

.u(ul) $ x2.u(u2) = x" = x’.u. + x7.u

u(x) = x 1°Y T XorYs

1
deduciéndose:

X (ul.cos 207 & u_.sen 207) + X, (ul.sen 207 -

2

- u_,.cos 207 ) = (xl.cos 207 4+ x

N .sen 20'7)...1 $

2

+ (xl.san 207 - x,.cos 207 ) uy = x7oup  xo.u,

Encontrédndose finalmente qus:

x1 = xl.cos 207 & xa.san 207

xé = x,.sen 207 - xz.cos 207

o bien en forma matriciel:

cos 207 sen 207 )

(x5s x5) = (xqge %) (o0 og  _cos 20

S1 lo que interesa es conocer las coordenadas (xl} xz) de
un vector cuya imagen en u es el vector x° de coordenadas (xi, xé),
basta con resolver el sistema de ecuaciones anterior 6 su equivalen
te en forma matriciel, con lo gue se obtiene:

x = x°.cos 207 ¢ y .sen 207

y = x°,sen 207 - y’.cos 207
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La imagen en u de las 1ineas isdcromas deducidas a partir
de las ecuaciones de Westergaard, se hard entonces de forma inmedia

ta, sin més que poner dicha scuacidn en coordenadas cartesianas, y

2
2 2 1l 2 y
/::-ﬁp(?—-—z-)

+y

que es:

Sustituyendo (x,y), por su imagen (x°, y°) y volviendo a
pasar a coordenadas polares, se obtiens:
1 2(x'25en2207 ¢ y'2c052207 - x’y’sen 2.207)

r'n—-P
21 .
r’2

teniendo en cuenta qus:
x’ = r°.cos 8°

y’ = r’.sen 8°
sustituyendo en la scuacidén anterior, queda:

r’ = P cos2 Qfsan2 207 ¢+ sen2 0'.c052 207 ~

1 2
2n (

- cos 8°sen 8°,.sen 2.207)

- e P2(cos 8°sen 207 - sen 8°%,cos 20‘7)2 =

2N
1 .2 2, 1 2 2 . .
'5‘&"’ sen (8°- 207) -”-2-',-‘P (bl-cos (9-207)]

‘r
8
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Sustituyendo sl valor del cos2 , en funcidn del coseno

del dngulo doble, se tiens:

1 4 cos 2(8°~ 207)
2

cosz(o'- 207) =

que sustitu{do a la ecuacidén anterior, resultard

.01 2
r g P [2-1-cos(29-2.207)] -

- .%.‘.‘- p” {1 - cos (20"- 549) |

A continuacién se presenta la tabla con valores para r

y © , en funcién de valores asignados a P .
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97 2054 Ilcosi20'sW)r’(P=1) r’(P=2) r’(P=3) r‘(P=4)
22 O 0 0 0 0 0

37 20 0,0603 0,0048 0,0192 0,0432 0,0768
47 4 0,2340 0,0186 0,0745 0,1676 0,2979
§s? 60 0,5000 0,038 0,1592 0,3581 0,6366
67 80 0,864 0,0658 0,2630 0,5918 1,0521
27 100 1,173 0,093 0,3736 0,8406 1,4943
87 120 11,5000 0,1194 0,4775 1,0743 1,9099
97 140 11,7660 0,1405 0,5621 1,2648 2,2486
107 160 11,9397 0,1544 0,6174 1,3892 2,4697
117 180 2,0000 0,1592 0,6366 1,4342 2,5465
127 200 1,9397 0,1544 0,6174 1,3892 2,4697
137 220 1,7660 00,1405 0,5621 1,2648 2,2486
147 240 11,5000 0,1194 0,4775 1,0743 1,9099
15?7 260 11,1736 0,093¢ 0,373 0,8406 1,4943
167 280 0,8264 0,0658 0,2630 0,5918 1,0521
177 300 0,5000 0,0398 0,1592 0,3581 0,6366
187 320 0,2340 0,0185 0,0745 0,1676 0,2979
197 340 0,0603 0,0048 0,0192 0,0432 0,0768
207 360 0,0000 0,0000 00,0000 0,0000 0,0000 .

s /A
N\

En la fig. que a continuacidn se presenta , se dan las

l{neas isScromas representadas anal{ticaments a partir des la

ecuacidén transformada que hemos obtenido, y teniendo en cusnta

A\
A

la tabla que se adjunta,
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representacion de la ecuacion

transformada

Fig. 110 o~ ‘Representacidn de la ecuacidn
transformada.



3.7. PLACA CON DOS GRIETAS ALINEADAS Y SOMETIDA A UN ESTADO DE

TRACCION UNIAXIL.

Precedentemente se ha estudiado el caso correspondiente a
una placa con &na grieta sometida a traccidén uniaxil, encontrén
dose ecuaciones para @ , G;, Z;Y’ que dan el estado de tensidn
en un punto, lo que nos va a permitir encontrar ecuaciones para
el estado de tensidn en un punto en el caso gque estamos estudian
do en este apartado. En la fig. se puede ver facilmente, que -
el estado de tensidn entre las lineas d y d° serd la suma de -
logs estados de tensidn que producirian cada grieta independiente

mente,

Por tanto, teniendo en cuenta que el estado de tensidn en
P producido por una de las grietas, viene dardo por:

KIr 1 a2

Ox = etz -z - - .
X 175 [COS (e 2(91 3 92) " sen 8 sen

(arlrz) 12

MY w

.(Ql ! 92)] - Te

KIr 2 3
Uy T m—————— - [cos(g - -(Q L8 ) 4 pe—wersen 8 sen =
)17 2 r.T, 2

. (@1 + 92)]

Cuy =

[(i'r 7 senQ sen g( 8, + 65 {]

(ar r ) 1/2

y el estado de tensidn en el mismo punto P producido por la otra

grieta, seria entonces:
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G KIr . a2 9
X = emmemem——— -é—[COS(Q - —(gl 92) ' - -(-;-7;—,)-——58(1 8 sen E-

(ar‘ ) 12
(gi 3 gé)] - T
¢ i KIr' 3
y = cos (8°- -(Q +0 )) + p=—y-sen O°sen =.
(ar{rz') 1/2 [ (r] "1 27 2

(gi $ gé)]

K -’
L, L
- 1
( ro ' 72 (r

sen O8°cos g( 8l 1 9')]
2 1 2

Superponiendo ambas estados de tensidn, encontrariamos las -

ecuaciones buscadas .,

Para este caso particular el principio de superposicidn, se-

ria
G'xr = Gyt T
G&& = G:,* (T;r
KYT = :p,-!- r;\’

Es innecesario en este caso, sumar las expresiones precedentes
ya que, no es posible reducir las ecuaciones resultantes. Los ca'lcg
los efectuados demuestran la validez analitica del procedimiento pa
ra explicar correctamenta las redes de isécromas de dos grietas -—

iguales alineadas.

\
\
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IV.- RESULTADOS EXPERIMENTALES,

4i1.- EXAMEN FOTOELASTICO DE UNA PLACA CON ORIFICIO
CIRCULAR,

4.2.— EXAMEN FOTOELASTICO DE UNA LAMINA CON ORIFICIO
ELIPTICO

4,3.- EXAMEN FOTOELASTICO DE UNA LAMINA CON UNA GRIE
TA TRANSVERSAL A LA DIRECCION DE APLICACION DE
LA CARGA.

4.4,~ EXAMEN FOTOELASTICO DE UNA LAMINA CON UN ORIFI
CI0 CIRCULAR Y SOMETIDA A UN ESTADO DE TENSION
BIAXIAL .

4.5.~ EXAMEN FOTOELASTICO DE UNA LAMINA CON UN ORIFI
CIO ELIPTICO, SOMETIDA A UN ESTADO DE TENSION
BIAXIAL.

4,.6,~ EXAMEN FOTOELASTICO DE UNA LAMINA CON UNA GRIE
TA, SBMETIDA A UN ESTADO DE TENSION BIAXIAL.

4.7.- EXAMEN FOTOELASTICO DE UNA LAMINA CON DOS GRIE
TAS ALINEADAS Y SOMETIDAS A TENSION UNIAXIAL.



4.1.- EXAMEN FOTOELASTICO DE UNA PLACA CON ORIFICIO
___CIRCULAR : —

- midad

|
i
1
|

mod. isocromatico 1 carga:0,44 kg/mm?
fig. 111 radio - 11

mod. isocromatico 2 carga:=0,72 kg/mm?

fig.112 . radio = 11
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mod. isocromatico 3 carga -1,09 kg/mm?
fig_ 113 radio - 11

mod. isocromatico.4 carga:1,39 kg/mm?
fig.114 radio=1




AN
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mod. isocromatico 5 carga=1,64 kg/mm?
fig. 115 _radio:
mod. isocromatico 6 carga=1,78 kglmm2

fig.116 radio= 11
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mod. isocromatico 7
fig. 117

carga=1,92 kg/mm?
radio=11

i

4
|
|

{

mod. isocromatico 8
fig. 118

carga=2,15 kg/mm?

radio:11




ELIPTICO=. 1%. MODELO ELIPTICO. '@'

mod. isocromatico 9 carga=0,42 kg/mm?
fig.119 K= 196

2
mad. isocromatico 10 carga=0,56 kg/mm
fig.120 - K=1,96
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mod. isocromatico 11 carga=0,75 kg/mm?
fig. 121 K=1,96

mod. isocromatico 12 carga=0,80 kg/mm?
fig.122 =.1,96
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mod. isocromatico 13 carga=0,97 kg/mm
fig.123 £=1,96

mod. isocromatico 14 carga=0,99 kg/mm
fig.124 | = 1,96
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mod. isocromatico 15 carga=1,30 kg/mm?
fig-125 k=196

_mod. isocromatico 16 carga=1,32 kg/mm?
fig.-126 » K=1,96
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mod. jsocromatico 17 carga=0,42 kg/ mm?
fig-127 k =143
4
v ]
|
|
mod. isocromatico 18 carga=051 kg/mm?
fig.128 K= 1,43
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mod. isocromatico A' |
fio.126 » :arga:0,76 kg/mm
=143

mod. isocromatico 20 carga= 0,89 kglmm2
fig.130 £ = 143

e




X

mod. isocromatico 21 carga=(0,98
fig. 131 A=




AN

-
!
|
|
mod. isocromatico 24 carga=0,56 kg/mm?
fig. 132 K =3.67 '
mod. isocromatico 25 carga=1,69 kg/mm?

fig- 133 - R =307
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mod. isocromatico22 carga=0,44 kg/mm?
fig134 K = 3,07

mod. isocromatico 23 carga=0,87 kg/mm?
fig.135 =307
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4.3.~ EXAMEN FOTOELASTICO DE UNA LAMINA CON UNA GRIETA ‘6A \
TRANSVERSAL A LA DIRECCION DE APLICACION DE LA CARIA N\, /

mod. isocromatico 26 carga-042 kg/mm2
fig.136 A =1

mod. jsocromatice 27 carga=0,77 kg/mm2
fig.137 A=1
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mod. isocromatico28 carga=0,75 kg/mm?
fig- 138 A=+

e aky

mod. isocromatico29  carga=095 kg/mm?
fig.139 -1
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CIRCULAR Y SOMETIDA A UN ESTADO DE TENSION BIAXIAL=

mod. isocromatico 30 carga=048 kg/mm?
fig. 140 | ' tT=28

I

|
|
\i
'
|

mod. isocromatico 31 carga=0,61 kg/mm?
fig. 141 r=s




mod. isocromatico 32 carga=0,82kg/mm?
fig.142 r=s

A
|

mod. isocromatico33  carga=1,08 kg/mm?

fig. 143 s
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mod. isocromatico 34 carga=0,28kg/mm?

fig. 144 A=169

J

mod. isocromatico 35 carga= 0,36 kg/mm?
fig. 145 A= 1,60
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mod. isocromatico36  carga=0,50 kg/mm?
fig-146 'K_".‘I,GQ |

mod. iscromatico 37 carga=0,72 kg/mm?

fig.147 A =169



4.6.~ EXAMEN FOTOELASTICO DE UNA LAMINA CON UNA GRIETA SOME
ﬂET_IDA A UN ESTADO DE TENSION BIAXIAL.

mod. isocromatico38 carga=087 kg/mm?

mod. isocromatico39 carga=105 kg/mm?
fig.149 A=1
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mod. iisocromatico 40 carga = 1.37 kg/mm?

fig. 150 K=1

mod. isocromatico41 carga:159 kg/mm?

fig. 151 k=1
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ALINEADAS Y SOMETIDAS A TENSION UNIAXIAL. - - -
- -

mod. isocromatico 44  carga=0.28 kg/mm?
fig. 154 =1

T
. N P" » we v
v

mod. isocromatico 45 carga=0,36 kg/mm
fig155 =1

~
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|
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mod. isocromatico 46  carga 0,41 kg/mm’
fig. 156 A

o&’ (’\Q"
A

mod. isocromatico 47 carga 045 kg/mm?
fig.157 , Az

\/
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V.- DISCUSION

Todos los metales y especialmente los metales y aleaciones que
se usan con propdsitos de disefio, se han obtenido previamente en es
tado liquido. Puede argumentarse que algunos metales se obtienen por
via himeda, (Lixiviacién, depuracidn y electrolisis), prro ain asi
finalmente ¢~ funden en lingotes adecuados para las posteriores ope

raciones de hechurado, caso del Trefilado del cobre.

51 todo metal o aleacién ha pasado breviamente por el estado 11
guido quiere decirse gue inevitdblemente estard sometido a la conduc

ta gue le impone el fénomeno de la solidificacidn.

Como es bien sabido, en ssta fase previa de la solidificacidn el
metal o aleacidn estard sometido a fenomenos de nucleacidén y creci——
miento dando lugar a un agregado policristalino en el gque al menas -
hay que distinguir un granc y un limite de grano, que tiene propieda
des meécdénicas muy diferenteé y esto prescindiendo de otros fenomenos
como presencia de compuestos, inclusiones, segregaciones, stc., qus
contribuyen todavia & presentar a un sélido recien preparado comg -
un conjunto de heterogeneidades que son inherentes,en el mejor de -
los casos,al inevitable paso de liquido a sélido. Cierta que las pos
teriores operaciones de hechuradeo pueden mejorar las propiedades me-
cdnicas de este sdlido, pero en cualquier casg, la heterogeneidad de
propiedades persiste, sino aumenﬁa; tal es el caso del alargamiento

del grano, y la eparicidn de propiedades dirsccionales.
Una aleacidn pues, no es un sélido homogéneo 81 que se le pueden
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aplicar unas ecuacionss de la Teoria de la Elasticidad o de la Re-
sistencia de Materiales, por cuanto posee numeroscs defectos inter
nos inevitables, que desvirtdan los campos de tensiones previstos
en un disefio y fdcilmente conducen a exaltaciones de tensién con -
roturas fragiles, en un caso (especialmente en los aceros de gran
resistencia), o a deformaciones indeseables que pueden (con materia

les més plésticos ), llegar a comprometer el disefio.

Todavia en la historia previa de una aleacidn, se pueden acre
centar estos defectos, si la aleacidn, ha experimentado tensiones pre
vias, impactos o cargés c{clicas o incluso si en el mecanizado , -
su acabado superficial ha dejado algin defecto o ha experimentado
algtn proceso de corrosidn loc-lizado. En unos crsos se habréd pro-
ducido una generacidn con interseccidn de dislocaciones con apari-
cién de defectos no puntuales que pueden considerarse como submicrg
grietas, oue posteriormente crecen y sumindose a otros microdefectos,
como pueden ser los de un mal acabado superficial,por donde un sis-
tema de tensiones cfclico puede generar microgrietas, y en otros la
falta de homogeneidad puede ser debida a la presencia de un campo -
residual de tensiones por tratamientos térmicos defectuosos, 6 una
operacidn de hechurado con deformaciones plésticas en frio e inhomo

géneras, stc..

Esta cruda imagen real de una aleacidn nos obliga ha examinar,
hasta que punto estos defectos son un riesgo serin, para el buen fun
cionamiento de la risma cuando som=tida a diversos estados de tensidn

forme parte de un equipo o estructura en servicio,

ry
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. En la primera parte de esta Tesis se han reconsiderado toda una
serie de mecanismos exaltadores de las tensiones, gue terminan con -
las sencillas teorias de Griffith y Orowan, para la exaltacidn por -

grietas que son las més peligrosas.

Puede argumentarse que la construccién de cualquier equipo de -
gran responsaebilidad, va seguida de un examen radiogréfico & gamma-
grafico, que asegure cue estas grietas/ solo pueden estar presentras

por debajo de un tamafio mdximo tolerado.

Con esto lo que se garantiza es gque al poner el equipo en servi
cio na‘ua a ocurrir una catastrofe, pero lo gue no se puede garanti-
zar es lo que le ocurrird a este equipo a lo largo de varios afios de
funcionamiento. Durante estos afios, las microgrietas o heterogeneida
des siempre presentes, crecen continuamente por defecto de la carga
a que estd sometido el equipo y solo revisiones periddicas , que a-
consejen la puesta fuera de servicio del equipo podrian garantizar

en principio la seguridad del mismo.

Aun asf, seria necesario preveer tiempos de revisién suficiente
mente cortos, dado que es muy dificil estimar la velocidad imprevisi

ble de cretimiento de estos defectos.

Un tratamiento racional, consiste sin perjuicic de que puedan
llevarse a cabo las precauciones y revisiones mencionadas , en hacer
una estimacidén real de las exaltaciones de tensidén de defectos como -

grietas e incluso de otros defectos o cavidades , como son un orifi-



tio, que se introducen como necesidades del disefio , y de la exal-
tacidn no solo en las proximidades del defecto sino en todo el cam
po de tensiones ya que el ser una aleacién un agregado policrista-
lino con una distribucidn de defectos, el principioc de superposi-——
cidén, adelanta que todo el campo de tensiones se va a ver altera-
do.

El estudio que se plantea tratdde hallar un procedimiento gene
ral para conocer los estados de tensidn en las proximidades del de-
fecto y zonas alejadas de el, y tratar de justificar un mecanismo
a base del estado de tensidn que exista en la proximidad de un defec

to para explicar el fenomeno de la rotura frégil.

Para ello se parte de la consideracidn de orificios en placas,
Estos orificios pasan de tener una acuidad nula a una acuidad teépg
camente infinita, es decir: grieta a traccidn simple en su direccién,
elipse de sje mayor en la direccidn de la traccién, orificio circu-
lar, elipse con sje menor en la direccién de traccién y grieta nor-
mal a esta direccién., E1 examen de este conjunto de defectos compren
de todos los casos posibles de acuidad nula a infinitos y justifica
por lo tanto la eleccidn de los-mismos . Conviene notar ahora, que
en realidad dos caos extremos: "grietas" y el "orificic circular',-

serdn casos particulares de elipses.

Cierto que sstos casos extremos han sido objeto ya de estudio

y "consideracién aislada" ; especialmente la exaltacifn de tensiones

producidas por un orificio circular y a ellos nos remitiremos para -

comprobar que tanto nuestras cédlculos como nuestro procedimiento ex-
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perimental son correctos despuds de lo cual se generalizarén a
todo tipo de defectos mediante un tratamiento de validez general
para todos ellos, a diferencia de las diferentes soluciones aisla
das que se han bropuesto para el orificio circular y la solucién
de Westergaard como lnica solucifn limite de validez para las ten
siones en el vertice de una grieta, solamente.

Para la confirmacidén experimental de los tratamientos analg
ticos, se usa el método fotoeldstica, por elio se ha hecho una -
revisidn de todos los aspectos y pasos del procedimiento fotoelé§
tico que no aparecen completos en la bibliografia y el autor, --
con dos polaroides de gran campo disefiado y posteriormente se cons
truyd en el Taller ae la Facultad el equipo fotoeldstico gque antg

riormente se ha descrito.

A este equipo fotoeldstico 8o0lo puede ponérsele una objecidn:
la dificultad de conseguir una carga concreta pensada de antemano
ya que el banco de carga funciona mediante una bomba de inyeccidn
de aceite manual capaz hasta 12 ton. Hubiese sido necesario una mag
tobomba en funcionamiento permanente con circuito de retorno, ana-
logo al de las mdquinas para ensayos de traccidn, para conseguir -
un ajuste y regulacidén fina de la carga aplicada,no obstante en la
mayoria de los casos no es necesario esta complicacidn de montaje
y Unicamente se pone de manifiesto esta limitacién en aquellos -
casos como son estados biaxiales rigurosamente equilibrados como es

el caso de los modelos a traccidn biaxial.

Finalmente el equipo de medida de la presidn del aceite que




permite el cdlculo directo de la carga aplicada al modelo, ha si-

do verificado y garantizado para errores inferiores al 0,5% .

Une dificultad que se hubo de superar a base de numerdsos
ensayos, se deriva de la inexistencia en Espafia de léminas para -
modelos fotoeldsticos. De la bibliografia se sabe que siempre y -
recientemente, se hace uso de resinas epoxy pero las, denominacio
" nes comeréiales no se citan o no son iguales a las de las resinas
de venta en nuestro pais. Después de numerosos ensayos se eligie-
ron la resina Araldit-D y el endurecedor HY-956 con los que se
obtenia el méximo poder birrefringents, andlogo este, a la birre-

fringencia de las 1éminas usadas en el extranjero.y de elevadisimo

coste.

La preparacién de ldminas a partir de la resina y endurece-

dor liquidos, exige el empleo de moldes adecuados.

El principal objstivo para la fabricacidén de una lémina , una
vez garantizado un buen poder birrefringente, consiste en fabricar la
iémina "sin tensiones internas", lo cual supuso grandss dificultades
précticas. Estas tensiones internas supanen un reparto irregular de
redes de iséclinas que aesvirtuan por completo cualgquier observacién

programada,

La aparacién de tensiones residuales en la lémina fotoeldstica

es consecusncia de dos factores .

12, Una defectuosa mezcla de la resina y del endurecedor , que
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se reciben como 1fquidos pastosos separados y

22, La liberacidn del calor que se produce en el curado del
pléstico. Esta reaccidn de polimerizacién es fuertemente exotermi
ca y si no se elimina por igual el calor, en toda la masa, apare-
ceran las temibles tensiones internas.

La mezcla de resina y endurecedsr no presenta dificultades,
aungque hay que réalizarla con gran paciencia con un agitador ade-
cuado y cuyo giro ha de ser lo mids rdpido posible pero siempre a
unas reyoluciones por minuto inferiores a la aparicién de burbujas
en la mezcla , que luego forman cavidades esféricas en la lémina

solidificada inutilizdndola por completo.

Para la eliminaci6n del calor, el molde de las ldminas se cons
truyd de un metal buen conductor como el aluminio y durante la soli
dificacién sl molde estd sumergido en un bafio termostatizado que —
mantiene la temperatura constante del agua de refrigeracidén. E1l gra
diente de temperatura ha de ser de unos 52 y la solidificacidn sug
ls hacerse de un dia para otro, a la temperatura constante de 202 C.
Entre el molde de aluminio y la resina que se adhiere. a él, se in-
terpone una 14mina de pldstico, que se separa perfectamente del mo-
delo y resulta conveniente que préviamente se le de una pelfcula ds

aceite de parafina, o producto similar.
Tambien hemos podido "salvar" algunas ldminas con pequefios de

fegtos mediante recocidos de las tensiones internas , en agua calien

te a 50 - 60% C. y durante varios dfas, pero si las tensiones resi—

302

e g e 4 v e e ¢ e .y o g e



ANEF

duales son escasamente aprecialbes serd necesario desecharlas o

aprovechar los recortes sanos de las léminas,

En este t£abajo se ha hecho una revisiﬁn de los diferentes
procedimientos empleados , por diversos autores para el calibra
do , medida de la constante fotoeldstica.

El valor alcanzado por nuestros modelos de 45 Brewsters, es
t4 entre el valor de 30 y S50 esperado para ellos y &8s muy acepta
ble, Tambien en el calibrado se ha procedido al cdlculo previo =
de las cisiones méximas correspondientes a los diez primeros or-
denes de franja . Este trabajo no entrafia dificultades conceptua

les, si bien requiere una gran paciencia y habilidad préctica,

El tamfio de los modelos se ha slegido muy granda,ya que el
equipo dispone de polaroides de gran temrio, 1o que nos permite un

examen del campo de tensiones en zonas alejadas del defecto.

Un aspecto no comentado , del banco de carga del fotoelds-
ticimetro, estriba en la gran precisién con que han de estar rec
tificadas las mordazas de sujeccién de los modelos. E1 contacto.
entre modelo y mordaza se ha hecho naturalmente a través de una
cola de hilano de pocos grados de inclinacién. A pesar de que -
los modelos estdn rectificados y tembidn en sus colas de amarrs,
a veces fud necesario, pulirlas en determinadas zonas para que
la mordaza no introduzca "ninguna * isfclina esplrea . Este re-
paso se efectua hasta que el modelo en carga no presente ningu-

ne "isécroma de mordeza", lo cual exige una habilidad especial
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gdado que las cargas pueden llegar a 12 Ton. y para este nivel de
carga es muy dificil que no aparszca alguna isdcroma proxima a -
la mordaza . De todas formas el defecto a estudiar esté suficien
temente alejado y el principio de Saint-Venant , se cumpls satis

factoriamente , permitiendo observaciones fotoélasticas perfectas.

Pussto gue la mordaza puede tener unos 200mm, los modelos,
Ee eligieron de un espesor de 4 mm, de tal manera que la seccién
recta del modelo es de 800 mm2 y para tensiones de hasta 6 Kg/mm2
» la carga total serd de unos 4,8 Ton., trabajando as{ en la zona
media de los manémetros que es la de méxima.sensibilidad. Finalmen ‘
te los modelos han‘de estar rectificados en toda su superficie y

pulidos, han de ser perfectamente planoparalelos para gue las isd

cromas se aprecien nitidas y con gran contraste.

En el caepftule III, se describe el procedimiento general se
guido para hallar las funciones de tensidn geﬁerales que resuel-

van todos los casos planteados.

El planteamiento genefal que, se sigue hace uso del princi-
Pio de supermposicidn, pero la gran dificultad estriba en llevar-
lo a la préctica y en encontrer las funciones de tensidn adecua-
das que conduzcan a una solucidn. Con frecuencia el tipo de fun-
ciones de tensidn que resultan y el sistema de coordenadas al —
que estan referidas las variables conducen a una dificultad ex-
trema y hasta a la imposibilidad de hallar una solucidn . En es
tos casos,han de buscarse o nuevas funciones de Tensién cue, pue

dan resolver el problema o hacer un.-cambio de variable, de siste
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tha de referencia para llegar a una sclucién , que siempre ha de

procurarse que sea lo mds sencilla posible.

Al abordar la solucién analftica del orificio eliptico, como
caso general, del que se van a derivar todos los demas, se adoptd
un sistema de coordenadas elfptico,

De esta manera se llega a dos funciones de tensidn de varia
ble complsja relativamentes sencillas, que se aplican a continua=
cibén al caso general mas sencillo de un orificio eliptico a trac
cién uniaxial en el contormo , y que quedan precisados al fijar

la geometria de la elfpse y las condiciones de contorna.

Antes de proseguir , se proceds ahora a aplicar las funcip
nes de tensifin generales al caso particular del orificio circu-
lar y deducir la expresidn para las cisiongs méximas y el lugar
geométrico de las que -toman el mismo valor, en diferentas pun
tas del modelo, con obj=toc de comprobarlas experimentalmente —
con las redes de isfcromas obtenidas fotoeldsticamente para di-

ferasntes condiciones de contorno .

Ya comentamos que se han dado varias soluciones "aisladas"
para el orificio circular. En este trabajo se llega, a soluciones
anal{ticas nuevas que han de concluir a las mismas predicciones
.y confirmacidn experimental , pero con la diferencia,de que esta
confirmacién supone aqui mucho mds . Supone la confirmacidn de

\

las funciones generales para todo tipo de defectos a través de -
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‘gsste caso particular y supone que nuestro desarrollo analitico y
nuastro'modus aperandi experimental” son correctos y esto explica
la atencidén que se le presta a este modelo, ya que serd la base
segura de que todo lo que posteriormente se haga serd correcto a-

nalftica y experimentalments.

Dada la simetria del orificio circular serd mds comodo dar -
las tensiones en un sistema de coordenadas polares, especialmen-
te la expresidn de las cisiones para su comprobacién con la red

de isocromas,

En las ecuaciones (36, 37 y 38), se dan las tensiones en tor
no a un orificio circular,vpara una condicidén de contorno a trec
cién uniaxial. Resultan unas ecuaciones diferentes a las conoci-
das, y de una complejidad similar & mds sencillas, y que conducen
exactamente igual a los resultados ya previstos como se verd. La
ecuacién (39-a), da la expresién anefiftica para las redes de iso
cromas, y las ecuaciones (40) y (41), las tensiones principales

en cualgquier punto del modelo, como forma mads sencilla.

En las tablas III, IV, V, VI, VII, VIII, IX y X, se dan los
valores de las cisiones para cada par de valores (r,8) polares,-
correspondientes al lugar geométrico en el que deben aparecer las
isécromas para cada valor del contorno (o); a traccién uniaxial.
Estas soluciones analfticas como todas las de este trabajo, se han
obtenido mediante programaes FORTRAN V en el ordenador UNIVAC 1108
del Centro de Proceso. de datos de Madrid.

- s e oo e L e — A——————————
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' Las figuras 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15 y 16, son las redes de
isocromas construidas con las soluciones analiticas del modelo.-
La confirpacién experimental de estas curvas isdcromas se pfesqg
ta en las figuras 111 a 118. Puede apreciarse que la fidelidad de

reproducién no deja lugar a la menor duda.

A paréir de ahora se da como vdlido el planteamiento analiti
co general hecho, as{ como la calidad excelente, por 1la finura
y simetria de las isdcromas presentadas en las figuras 113 a 118
excepto en las figuras 111 y 112, donde ss ha remarcado con un -
circulo (a) la parte de la isocroma que no tiene aun orden ente-

ro de franja,

En las figuras 1?7, 18, 21, 22, 25, 26, 29 y 30, se da la va-
riacién de las tensiones oy, 8 @ =08 y r = r, (ri 11); o sea -
en un eje normal a la traccidn uniaxial del contorno. En este ca
so, de la simetria del orificio y del campd de tensiones sa sigue
que a. Y c; son tensiones principales (o; =05 » o; = °i)'

Puede apreciarse gue la tensién oy = o,, toma un méximo para

xl
r=16 mm y el valor del maximo siempre es un Qgﬁ en una prime
ra aproximacién, de la tensién de contorno (Ub)iv resultado pre-

dicho:anal{ticamente y confirmado fotoeldsticamente.

Resulta sorprendente que esta particularidad no haya sido re
saltada, ya que tratdndose de agregados policristalinos, el prin

. Cipio de superposicién obliga a considerar que cualgquier defecto
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en esta zona relativamente alejéda del extremo del defecta, pus
de exaltar notablemente la tensién de otro defecto situado pre-
cisamente en esta zona de mdximo y en la direccidn X & z.
Los valores de las tensiones c} = o en la direccidn ;7 é
T yenpuntos (8=0, r=nrf ), (ri2 11 mm), se dan en las
figuras 19, 20, 23, 24, 27, 28, 31, y 32 . En todas ellas se -
aprecia una tensifén méxima a distancia nula del defecto o sea
(6 =02, r=11 mm) y vale Justo 3 veces la ténsién del con-
torno (cb)i. Este resultado es bien conocido y proporciona una
confirmacién més, de que las ecuaciones analiticas usadas y las

redes de isocromas obtenidas fotoeldsticamente son correctas.

l.La fig.33, pone claramente de manifiesto que los valores de
@ = o (y tambien los de o, = Ué)! para el mismo punto alejado
del orificio (ri,Qi), son siempre un mismo factor o, (y o ), -
dado por la solucién analitica, multiplicado por la tensidn unia
xial del contorno o sea ( o, s 0;) = (oa)i f(ri, Qi) para las -

£ - .
direcciones x e ¥ , siendo f(ri’gi) = Oyyq e

Otras particularidadesrde interes no puestas de manifiesto
en la bibliografia , consisten en la prediccién analftica, con
firmada fotoeldsticamente, de quea : (r = 11 mm , @ = 902 ) ,
(parte superior del orificic), seré un estado de compresién ,
cuyo primer invariante es el doble de la tensidn de contorno.-
Es evidente que en esta zona, el estado de compresi6n biaxial,

tenderia a oponerse a la generacién o propagacidn de cualquier
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microdefecto, por lo tanto en una pieza estdtica es una zona de
seguridad a efsctos de disefio a rotura aungue no cabria aquf dis

minuir excesivamente la seccidn del material.

Para (r = 11 mm, @ = 602?), aparece un punto singular. E1 pri
mer invariante del estado de tensidn y todas las tensiones son
‘pulas . En' estas zonas si que cabe rebajar la seccidén a efectos
de disefio en una pieza estatica, sin el menor peligro ni temor
por la presencia de microdefectos y finalmente para (r = 11 mm,
8 = 02), el primer invariante del estado de tensidén del estado
de tensidn toma el valor de 6 veces la tensifn uniaxial del con
torno. Se conoce que este punto (estado de traccifn biaxial ca-
vitario) es el mis peligroso, pues se da la méxima exaltacién,

y en esta regidn es donde estéd mds favorecida la nucleacidn y el

crecimiento de microgrietas.

A continuacidn se considera el caso general de un orificio
eliptico sometido a una traccidn uniaxial (que comprends como -
casos particulares al orificio circular y a la grieta rectilinea)
aue se resuelve con las Funcioneé de tensidén deducidas, ecs. (23)
y (24). Estas ecuaciones estan deducidas para las coordenadas -
elfpticas « y ﬁ en forma compleja vy no ha sido posible hallar
una solucidn directa, por ello ha sido necesario pasar a coords
nadas cartesianas en forma compleja, llegando a las funciones -
de tensién, ecs. (44) y (45) que son réiativamente sencillas.

De nuevo solo se ha encontrado solucidn al problema usando un =
sistema doble cartesieno polar indicado en la Fig.42 , y se pa-

']
sa directamente a hallar la ecuacién de la cisidn méxima que —
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éermitiré representar la red de, isécromas para su confiimacidn
fotoeldstica, resultando ser un polinomio de gradc doce, Para -
c; Yy o; y 7f;y, resultan analogamente expresiones sencillas —
pero bastante largas, que desde luego resuelven anal{ticamente
8l problema.

En las tablas XXVII, XXVIII, XXIX , XXX, XXXI, XXXII, XXXIIT,
XXXIV y XXXV, y sus representaciones en las figs. 43, 44, 45, 46,
47, 48, 49, 50, y 51 y las redes de isécromas fotografiadas ,
Figs. 119 a 126, se presenta la evidencia anali{tica y experimen-
tal mas que suficiente para dejar bien probado que el tratamien-
to matemdtico del modelo es fielmente reproducido por las redes

de isdcromas experimentales .

Andlogam=rte, en las tablas XXXVI, XXXVII,'XXXVIII, XXXIX,

XL, XLI, XLII y en sus representaciones , las figuras 52, 53,
54, 55, 56, 57, 58, se presantan las isdcromas anal{ticas de -
diferentes ordenes de franja a traccidn uniaxial (ob)i' también
pero con una elipse de semieje menor en la direccidn de carga es
menor y-posee a- r= Il mm y O = 02 mayor acuidad. En las figs.
127 a 131, se presentan las fotografias de las isdcromas experi-
mentales que no dejan lugar a duda. Tambien ss examina la elipse
en su posicidn de minima acuidad, con su eje mayor en la direccidn
de la traccidn uniaxial del contorno y en las figs. 132 a 135 se

presentan las redes de isfcromas experimentalss.

El andlisis de la alteracidn del campo de tensiones por un
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orificio elfptico conduce a las siguientes observaciones:

12 La tensidn o, toma un médximo para r = 21 mm y que vale
un 5% de la tensién de contorno aplicada siempre en la direccién

-
x 6 sea a8 =092,

Recuérdese que para el orificio circular, este mdximo para

o, era del 0,4 (Ob)i ,ya r=16mm para 8 =09,

No se ha podido hallar una explicacidn ldgica al hecho de que
L (maxima) a (r = 16 mm , para el orificio) es prescisamente -
g

1

1 e
"3 (%)i y (c&)i mixima para la elipse es (Gs()l =X

x4

i (08)1 ’
siendo M\ el parametro de excentricidad que toma en estos casos

el valor de 2,414 y 1,96 Bara orificio y elipse y cuyos valores
de (1/ 2 ) son 0,414 y 0,51 sensiblemente iguales a los de 0,4

y 0,5 hallados, Para la segunda elipse de mayor acuidad hay una
répida variacidén de este méximo y (o;()i = o lo cual exigiria.que
(1/A) fuera igual a1 = A , y esto solo lo cumple la grieta nor
mal a la traccidn., Si el factor de concentracidn para oy fuera
(1/2), habrla que admitir que solo es valido para orificios cir
culares o elipses de poca excentricidad, Pare elipses de mucha -~
excentricidad, se comportar{a como grietas a efectos de la exal-
tacién de esta tensién, lo cual no puede ser sorprendente si se

comparan las redes de isAcromas de la elipse de gran acuidad -

Figs 129 ¥ 131 con la red de isocromas de una grieta vease - =

3ll
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Figs. 133 y 135 4 0,76 y 0,77 Kg/mm para o en las figs. 129 y =
133, y 0,98 y 0,95 Kg/mm2 pera o en las figs. 131 y 135, que pre

sentan redes prdcticamente iguales.

Las funciones gensrales para las elipses examinadas ('\< 2,414,
orificio circular) dan valeores infinitos para r = 11 mm y 8 = 02,
1o que indica que en este punto la funcidn no estd definida. Se sa
bbe que, en este punto que pertenece a la cara interior del orificio
eliptico en una direccién x normal a este contorno interior libre
de carga tiene que valer necesariamente o, = 0. Por ello en las -
figs. 59, 60, etc., después del mdximo, se hacen tender a cero con
linea.de trazos. Por el contrario,en las figs. para o, = f(r,0) la
solucidén analftica conduce a infinito cuando r = 11 y 8 = 02 C, lo

cual tampoco es correcto, pero indudablemente en este punto la -

exaltacidn es enorme, aunque no infinita.

De nuevo, en las ecuaciones 60 y €1, toda la expresidn matemd
tica calcula el factor de concentracidn de tensién y san del tipo
c,0) =cf(r,8) 6 r) =o. .

En la parte superior del orificio eliptico a traccidn uniaxial,
en r=>by@8= 902, el primer invariante del estado de tensidn en
este punto es igual a la tensién ds contome cambiada de signo, a
diferencia del orificio circular gue valia el doble ds la tensidn
de contorno y también a compresién. Es una zona de suguridad a e-
fectos de desarrollo y propagacidn de microgrietas. Existe un pun-

to del contorno eliptico para el cual se amila el primer invarian-
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te del estado de tensidn que estd a unos 272, pero oy c; , ho

se anulan sino que una es de traccién y otra de compresidn y tam
poco se anula la cisidn gue pas por un méximo entre 8 = 90 vy
8 = 02 , ya que en estos puntos se anula, Finalmente para r = 11
mm , y 8 = 02 , el primer invariante calculado resulta infinito,
si bien ya.hemos comentado que en este punto la funcién analiti-
ca no da cuenta de las verdaderas tensiones o, y c;. Quizas pa-
re obviar este inconveniente y para trabajos sucesivos debiera -
tomarse previamente gl limite de las funciones de tensidn cuando
r-«0 , y bajo estas condiciones con las nuevas funciones de ten
sién lihites, tratar de desarrollar las expresiones para las ten
siones en este punto; dnico para el cual la funcién analitica -

no tiene validez,

En esta regién de r = 11 mm, 8 = 09, es donde se da un es
tado de o; , Muy grande, vy z'xy = c; =0 , en la direccidn
x , pero a 452 de X en este punto existird una cisidn méxima
de %/2 . Estay &, combinadas permitirdn explicar el mecanis

mo de aparicidn de microgrietas en esta regidn del modelo inme-

diata al contorno elfpticao.

Las funciones de tensidén par~ el estudio c“cl campo de ten—-
sione~ producido prr una grieta normal a la traccidn uniaxial =
del contorno se deducen de las funciones generales para la elip
se, sin mas que considerar que eshora b = 0 y el pardmetro de ex

centricidad vale A =1 .
L4



R Las variables elipticas se transforman en polarss, resultan
do las funciones sencillas ecs. (65) y (66) . En funcidn del fac
tor de intensidad de tensién KI , resultan para las tensiones -
tres ecuaciones nuevas (ecs. 69,70, 71) que son relativamente —-
sencillas, que pueden adoptar la forma de las ecs., 75, 76 y 77,
pudiendo decir que posee una forma mas sencilla que el mecanis——
mo de, apdaricidn de microgrietas en esta regifn del modelo inme

diata al contorno eliptico.

Las funciones de tensién para el estudio del campo de tens;g
nes producido por una grieta normal a la traccidn uniaxial del
contorno se deducen de las funciones generales para la elipse)sin
mas que considerar;que ahora b = 0 y el pérametro de excentrici-

dad vale X =1 ,

Las variables elipticas se transférman en polares, resultan
do las funciones sencillas ecs. (65) y (66) . En funcién del -
factor de intensidad de tensidn Kg, resultan para las tensiones
tres ecuaciones nuevas (ecs. 69, 70, 71) gue son relativamente sen
cillas, que pueden adoptar la forma de las ecs. 75, 76 y 77, pu-
diendo decir que poseen-una forma mds sencilla que el Unico trio
similar propuesto por Westergaard., De nuevo se practica el cambio
de varieble x = sen , para hallar la expresidn andlitica de -
las isfcromas y resulta ser un polinomio de grado 8, ecs. 88.
Como siempre las soluciones de todas estas tensiones para dife-—
rentes valores de r y 8, se han programado en FORTRAN V y
los resultados se presentan en las tablas LV, LVI, LVII, LVIII,
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LIX, que se representan como redes de isdécramas andliticas en las
Figs. 79, 80, 81, 82 y 83. Las comprobaciones fotoeldsticas se -
presentan en las Figs. 132 § 135. .

E1l modelo analitico da para o en r=11 am, 8 = 02 un valor
infinito. En este punto no responde a la realidad ya que u; ha de
.ser aqui nécesariamente nula. Los valores de U;v alcanzan valores
muy grandes y para r = 11, rl =0, r, =22 , eparece un valor

infinito tanto para d; como para o; . Estos valores son desde -

luago muy grandes pero no infinitos,

Las tensiones en cualquier punto de la grieta rectilinea ex
cepto en sus vertices, son o = c; =0 é I1 = 0 y el punto sin
gular del orificinar =11 y 0= 30?2 se desplaza a 272 a la -
elipse, perdiendo su singularidad ya que si bien I1 =0, ocu-
rre que O £ g, £ o; # 0 y en la grieta se desplaza al mismo ver
tice , que es la Unica 'zona de méximo psligro, en la que es muy

facil la propagacidn de la grieta.

En el estudio de los estados biaxiales equilibrados se hace
uso de las ecuaciones deducidos para estados uniaxiales y se a-
plica el principio de superposicidén teniendo en cuenta que la ~-
nueva tensién actua a (T/2) respecto a la primera. Las scuacio—
nes (98, 99 y 100) que as{ se deducen para el orificio circu—
lar a traccién biaxial plana y equilibrada no pueden ser mas sen
cillas. A partir de estas ecuaciones se deduce la expresidn pa-
Jra la cisién héxima, que resulta ser 1la de una circunferencia =

en copordenadas polares y por lo tanto resulta dbvia la represen-

tacién de las redes de isécromas obtenidas analf{ticamente,
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y En las tablas LXIV 4 LXIX , se dan los radios de las isécro
mas para varios estados biaxiales (Db ’ cb) y en las Figs. 92
4 97, se representan para compararlos con las Figs. 136 4 139 ,
experimentales. En estas figuras no aparecen isécromas rigurosa-
mente circunferenciales, pero ya se advirti6 la dificultad de ~-
conseguir con nuestro equipo dos cargas aplica al modelo a (IT/2)
y que seaﬁ rigurosamente iguales. A pesar de la imperfeccién de
las circunferencias no se puede poner en duda la validez de-las
expresiones andliticas y por supuesto coincide el nimero de —
isécromas con el previsto analiticamente segin el estado biaxial
aplicado (061 , cai), en los contornos rectos y perpendiculares

de la placa.

Las expresiones analiticas no presentan aquf ninguna invali-
dez puntual. Para r = 8 mm {( radio del orificic) y 6 = D2 , o
es nula por ser principal 9 normal al contorno circular interior.
Esta tensifn crece continuamente hasta que en zonas muy alejadas
y de acuerdo con el prircipio de Saint Venaut, o ferma ~1 valor
del contorno (05)1 . Para c; ,ar=08mm y@8 =02 , se df la -
méxima tensidn exaltada que siempre es el doble de la tensidn del
contorno (U;)méx = 2(0;)i . Este es un hecho sorprendente; ya que
aqui el factor de concentracidn de tensién es 2, mientras que en
un orificio circular a tfaccién uniaxial era 3. La aplicacién de
un estado biaxial equilibrado reduce la exaltacién de 3 a 2, lo
que indica, gue un orificio en una placa y que estd disefiado para
traccidn uniaxial es més peligroso que un arificio (cerrado), prac

A

sticado en un depdéito que contiene un gas a presidén, por ejemplo.
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’ La variacidn de o; al alejarnos del contornobesté de acuerdo
con el principio de Saint-Venant y se reduce a la tensién de con-

torno (cro)i .

Por lo tanto,las ecuaciones 98 y 99, no son otra cosa que una
expresidn del factor de concentracién multiplicadas por una de las
tensianes ae contorno, Pare a; el factor de concentracidn de ten-
sifn sube continuamente de 0 a (c‘o)i y ¥ para c; baja igualmente

de 2 a (oa)i .

El primer invariante del estado de tensifn a lo largo de la
direccién X, permanece constante I, = 2(0'0)i , para cuagquier pun
to, y la suma de los factores de concentracién de tensidn tambien
permanece constante para cualquier punto de la direccién X & -
igual a dos, seglin 1o comentado anteriormente para el significado

de las ecuaciones 98 y 99.

Las isécromas de las Figs., 136 4 139, no revelan la presencia
de ningdn punto singular y de‘la invariancia de los estados de ten
sién en cualquier punto de la placa tomadns en direcciones radia—
les , se dedure que la zona de seguric-d, en la parte sunerior del
orificio a traccidn uniaxial en la que se daba un estado de compre
sién y el punto éingular a8 = 602 , con tensiones nulas, desapa-
recen a traccién biaxial, pero a cambio el estado biaxial reduce -
de 3 § 2 1la exaltacidn en el punto mas psligroso, con lo gue en-
definitiva un estado biaxial equilibrado es menos peligroso que -

uno uniaxial, a efectos de nuclear o propagar grietas. Este hechao,
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bO“duGe_a aplicaciones précticas)cuya explicacidn puede darse ahorq,
tal es el caso de una luna de escaparate de vidrio a la que se le -
practica un orificio circular para reducir la exaltacién de tensio-
nes y detener el peligro del crecimiento de la grieta § la fabrica-
cién de ladrillos (productos cerdmicos muy fragiles), en los que en
su seccién.rectangular de mds drea se le practican orificios circu-
lares distantes para equilibrar al mdximo las exaltaciones. Nétese,
que estos ladrillos trabajan a compresién en estas caras y producen
dos deformaciones eldsticas en las dos direcciones perpendiculares
normales a la compresidn, lo que equivale a una traccién biaxiael en

estas dos direcciones perpendiculares, tal como la practicada en —

nuestro modelo,

De la invariancia del estado de tensién a traccidén biaxial, se
deduce para el modelo con orificio circular que la red de isopacas
es un conjunto de radios perpendiculares a las isdcromas y que se -

extienden a todo el moadela.

Todos los puntos interiores del circulo son igualmente peligro
sos en relacién con la generacién y propagacién de grietas, pero en
un grado de exaltacidn 2/3 menor gque en un orificio circular a trac
cibn uniaxial,; a tenor de todo lo comentado, y por 1o tanto gue u-

na forma nueva de reducir este peligro consiste,en que en todo ori-

)

ficio, actue siempre una tensién biaxial,

. Las expresiones obtenidas aplicando el principio de superposi-

A

£idén a elipses sometidas a estados de tensién biaxiales, no son re-

318

e A T———— —————— e o 4 s e T A T AR TR



ducibles y ressultan excesivamente largas auhque no por esto dejen

de resolver el problema correctamente.

De las Figs. 140.al1l43 , experimenteles, y sspecialmente en
la fig. 143, se ve gue las isfcromas tiendsn a ‘rodear a la elip
se a medida que la carga aumenta en los contornos. Puede adelantar
se por lo tanto una disminuciﬁn de la sxaltacién en la zona de ma-
yor acuidad y un reparta méas uniforme del valor del>primer invarian
te si bien no serd constante en cualquier punto de la placa. Analo-
gamente se pierde seguridad en la zona alta del semieje menor y -
ss gana en el vertice de méxima acuidad del semieje mayor. En el
c; serd nula'y o; alcanzard un valor alto pero menor que & trac
cién uniaxial y de nuevo se mantiene que la biaxialided reparte -
mejor los estados de tensién y reduce el peligro de nucleacién y

crecimiento de microgrietas.

La eplicacidén del principio de superposicién a una grieta so
metida a un estado biaxial equilibrado resulta muy simple, dado -
que el sélido cuando tiene una grieta rectilinea que coincide con
la direccién de la traccidn uniaxial, se comporta como si dicha -

grieta no existiera.

A partir de las ecuaciones 114 y 115, se deduce la expre—
sién de 7, para representar analiticamente las isécrdmas cue
cabe esperar para este modelo con grieta rectilinea normal Yy pa~
ralela a una y otra de las dos tensiones perpendiculares del es-

tado biaxial. Resulta una ecuacién de tercer grado en x siendo -
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x = sen” 8 . En las Tablas LXXIV 4 LXXVI, se calculan los valores
correspondientes a cada isécroma y en las figs. 106 4 108 y Se re
presentan , las isdcromas analiticas qgue tienen que aparecer expe

rimentalmente en el modelo , como puede comprobarse en las figs.

144, a 149 .

De nuevo la dificultad de fijar mediante la bomba manual dos
tensionses de traccidn iguales hace que la fig. 144 no sea riguro-
samente simétrica por que la grieta no es tampoco de uha gran acui
dad ya que las preparadas, con el filo de hojas de a%eitar en el
pldstica rompen a estos estados biaxiales con gran facilidad como
es de esperar, pero. la mitad superior de la fig. 144, proporciona
una imagen de calidad mds que suficiente, al ser comparada con la
fig. 108, ambas obtenidas experimental, y analiticamente para las
mismas cargas biaxiales, las demds sombras cerca del centro de la
grieta en la fig. 144, se deben a peguenios biselamientos produci-
dos al quitar la lémina que se inserta en el pldstico para simular

la grieta y carecen por lo tanto de sentida.

Aunque las isdcromas 1 y 2 de la fig 106, y las 2 y 3 de las
fig. 107 y 108, parecen tener un eje vertical, puede apreciarse -
con mayor detenimiento que el supuesto eje de simetria se incli-~
na en el sentido antihorario, la cual se aprec{a también en las
isfcromas experimentales. Recuerdese que anal{ticamente y para
la representacién de las curvas de las figs. 106,107, y 108, la
ecuacién cdbica para x = sen2 8 , da en coordenadas polares la -

\
interseccién de circulos con las isfcromas y analiticamente se -
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dispone de pocos puntos para hacer una representacidn isdcroma-

tica detalladisima, lo cual por otra parte no serfa necesario.

Westergaard, fué el primero, en 1939, que dif una solucidn
®"aislada" para un modelo con una grieta a traccidn biaxial. Es-
tas ecs. se presentan en la pag. 245 y a partir de ellas se pue
de deducir la expresidn de la cisién méxima y por lo tanto hallar
sus soluciones y hacer una representacién de la red de isbcromas
que cabe esperar fotoeldsticamente, Esta red de isdcromas anali
tica, basada en las ecs. de \lestergaard, se presenta en la fig.
109, y puede verse que ha sido representada con gran nimero de -
valores para poner bien de manifiesto que las isdcromas gue han
de esperarse en los modelos experimentales dsbieran tener en el -
vértice de la grieta un eje de simetria vertical lo cual no es —
cierto ya que el eje, en el supuesto de que sea una recta, forma-
ria con el eje x del modelo unos 1172, segin se puede medir en

las fotografias de las redes de isécromas experimentales.

En sste momento y puesto que las ecs. de Westergaard no -
responden exactamente al campo de tensiones rsal en el modelo, -
se ha hecho una transformacién isometrice de sus ecuaciones. de
las isécromas, en_gontrdndose ahora la ecuacifn analftica de las
isfcromas que se ajustan mds correctamente al modelo. Aunque pa-
rezca extrafio no se ha dado en la bibliogrefia ninguana confirma
cién fotoeldstica de las ecuaciones de Westergaard, y la que se
propone en este trabajo, conduce a que dichas ecuaciones son una

aproximacién l{mite al problema del campo de tensiones que origi
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na una grieta , proponiéndose por nusstra parte’una aproximacién

macidn mucho mas correcta a dicho problema .

Finalmante)la consideracidn de seriss de grietas alineadas,-
como de orificios & de elipses, se hace en base aﬂprincipio de su
perposicién y conceptualmente no afiade nada nuevo a todo lo expues
to. Puede Eomprobarse que las ecuaciones deducidas y la cisidn mé-

xima explican correctamente las redes de isfcromas experimentales,

si bien no admiten reduccidn y resulta demasiado engorroso su mane

Jo.

Finalmente hacer notar que la exaltacidn de tensidn prevista
por las ecuaciones ds Westergaerd, para r = a/2 mm, 8 = 02, con-
ducen a o; = 0; = infinito, es decir, todas estas ecuaciones en
este punto predicen una exaltacién infinita y es el Gnico punto -
del modelo para el que las ecuaciones no predicen las condiciones
reales. Esto ho tiene mayor interds si consideramos que una tensidén
exalta muy grande en un sélido -real, no va a seguir la tendencia
impuesta por estas funciones ya que un s6lido real fragil se rompe
ria mucho antes y un sélido pléstico se deformaria y despues de
un endurecimiento por deformacién plédstica, terminaria tamﬁién —_—
rompiendose, pero en este dltima caso, habria que considerar que
la aparicién de una deformacién pléstica produciria un relajamien
to de la tensién que la haria caer aun en la zona de exaltacidn -~
por debajo de la carga de rotura técnica del material, no producien

dose la rotura.

3
\
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- En el plano de la grieta gque contiene a la direccién ;? exis

te .una u; =T, =60, tanto para estados uniaxiales como biaxia-
les y en ambos casos Ué = c; = 0 ., Pero a 452 de a; = Ui y exis

ten dos cisiones méximas qus valen 01/2 » Segin este estado de -
tensién de traccidn y cisiones a 452 combinadas , los materiales -~
metdlicos que aun considerados frégiles no estdn exsntos de un mi-
nimo grado’de plasticidad,daran lugar a la iniciacidén de grietas
en zigzag, por efecto de las mecionadas cisiones y la tensién -

u; = oi desconhesiva segin la fig. 154.

s f

—  Cendbmnne e e I e——
A 8
l\
4

Fig. 154

Tel es el mecanismo y forma de aparicién de una rotura inicia-
da por exaltacidén de una grieta & defecto de acuidad y poder concen
trador suficiente para el tipo de aleacién que se trate. Este cami-
no tortuoso AB Fig. 154, se ve con frecuencia desvirtuado por las -
propiedades mecinicas del agregado policristalino de que se trate
an la zona localizada , pero a pesar de ello este tipo .de apafi-—

cién de grieta AB se puede observar en el fondo de entallas de pro

323

e m—————— fm e ——_— ¢ s gy —— — "



AN
\_/

betas de resiliencia gue no han roto y son una evidencia del tipo
de estado de tensidn generado por el defecto. En los sdlidos plds
ticos, 1la teoria del campa de lineas de deslizamiento prevee igual

mente deslizamientos que cruzan el eje x a 452,

RAueda finalmente un aspecto importante que explica el proque
un agregado policristalinc lleno de micro grietas no se rompe con

tanta facilidad como pudiera nerecer.

Una grieta posee una capacidad de exaltacidn de tensiones muy
grande en sus vértices, pero alejdndonos de ellos esta capacidad -
a*altadora cae bruscamente, mientras que un orificio circular o
eliptico de diametro o eje mayor iguales a la longitud de grieta,
mantiene en zonas alejadas del defecto una exaltacién mayor. Dicho
de otra manera, que los efectos de pequefias grietas prdximas segdn
el principio de superposicidn no dardn lugar a tensiones exalta—
das en zonas ya algo alejadas de las grietas mientras que orificios
circulares, elipticos, etc. , dan lugar a una alteracién mayor del

campo de tensiones .

En la Fig. 153 se observa que cada grieta se comporta como
si existiera ella sola. Mo ocurriria lo .mismo si el def-cto fuera
un orificio . Todo esto explica el porgue al tener que admitir que
las aleaciones, técnicas estan llanas de defectos y microgrietas -
el deceimiento agudo de la tensidn ya en las proximidades, junto -
con la relajacidn de tensidn si hay deformacién pléstica, nos per-
mite explicar poqbué estas aleaciones son tenaces y resistentes vy

'solo una grieta llega a ser peligros%)cuando alcanza un tamafio su-
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«ficientemente grande lo que inevitablemente ocurre a suficientes
valores de contorno y, en zonas de exaltacidn donde 6 se genera,
6 un defecto preexistente se propaga ininterrumpidamente a expég
sas de la encrgia eldstica acumulada y siempre gue la\grieta en

su crecimiento no encuentre zonas plésticas que relajen esta -

energia y tensidn exaltadora.
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YI.- CONCLUSIONES

1.-

Se puede conseguir un excelente material fotoeléstico con
las resinas epoxy ARALDIT-D , y el endurecedor HY-956 , -
con una constante fotoeldstica de 45 Brewsters. La apari-
cién de tensiones residuales dificilmente puede ser elimi

nada por recacidos en lf{gquidos calientes.

Se deducen dos frnciones de tensifn generales capaces de
resolver analf{ticamente el problema de conocer el campo
ds tensiones producido por defectos intrinsecos 4 de di-

serio de todo tipo de acuidades .

Mediante estas funciones de tensién generales se deduce
ecuaciones para conocer el estado de tensidn en cualguier

punto del modelo y con cualguier tipo de defecto.

La validez de este procedimiento general gueda confirma-
da por el método fotoeldstico usado y por la comparacidn
con soluciones anal{ticas ya conocidas para orificios cir
culares dadas por otros autores que constituyen un caso -

particular del tratamiento general seguido.

En el caso de orificios circulares, se pone de manifies-
to, la exaltacidn de la tensién o, Que pasa por un mé-
ximo del 40% aproximédamente de la tensién de contorno -
a traccidn uniaxial en la direccidén normal a dicha tene—-

sién y bastante alejada del extremo del defecto.
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) 6.- Se sefialan en la discusidn las zonas de cada defecto en

las que estd impcodido todo fendmeno de nucleacién y cre
cimiento de microgrietas y las regiones en las que hay

que esperar dichos mecanismos con caracter peligroso.

7.~ La solucidn general del orificio eliptico se encuentra
don la adopcién de un sistema de coordenadas doble car-

tesiano polar.

8.~ Tanto en elipses como en grietas, las gxpresiones que -
dan el estado de tensidn en el extremo del defecto no -
son validas. E1 dnico tratamiento conocido para una grie
ta igualmente predice tensiones infinitas para el punto

correspondiente al vértice de la grieta.

9.- La splicacién de una nueva tensién de traccién a los mo-
delos , perpendicular a la primera o sea la aplicacién -
de un estado de tensién biaxial equilibrado, reduce la -
exaltacién de tensiones en las zonas mas criticas. En el
circulo se.reduce por ejemplo el factor de concentracidn

en 2/3.

10.- Se propone una transformacidn isométrica para corregir -
las expresiones de Westergaard para el cdlculo ds tensio
nes, en proximidades de grietas sometidas a estados biaxia
les , gue se ajustan mejor,a los estados de tensidn que
revela fotoeldsticamente el modelo en las mismas condicig

nes de carga.
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11.- Del estado de tensién en medios de comportamiento elésti

12.~

co se propone un mecanismo de tensidn para justificar la
forma en que se nuclea una grieta gque conduce a una rotu

ra frigil .

Se encuentra gue el poder exaltador de las microgrietas,
ctie bruscamente al considerar puntos incluso poco aleja-
dos de ellas,‘y que en defectos de disefio como introduc
cidén de orificios mantienen un nivel de tensiones mds -
alto al alejarno del mismo, siempre para la misma dimen

sién caracteristica del defecto.
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