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I.- INTROOUCCION 

"' 1.1. CONSECUENCIAS DE LA EXISTENCIA DE DEFECTOS EN LOS MATEAIALES:;, 

Un material homogeneo e isotropo sa comporta, debido 

a los esfuerzos aplicados en su contorno, segun esta establecido 

en las teor!as de la elasticidad y de la plasticidad, sin embargo, 

cuando en el interior de los solidos existen discontinuidades 6 -

defectos, el comportamiento de los solidos es completamente disti~ 

to. 

La presencia de discontinuidades en los materiales, -

ya sean debidas a necesidades de diseno o por defectos propios - -

del materi ::1.1, ha side y es actualmente objet a re gran preocupaci6n 

y estudio, ya que su presencia modifica el campo de tensiones y -

puede dar luger al temido problema de la rotura fragil, que en ge­

neral acarrea consecuencias imprevisibles y catastroficas, de ah! 

que las investigaciones mas recientes esten encaminadas a determi­

ner el campo de tensiones que produce dichas roturas fragiles, h~ 

biendose llegado a conclusiones importantes, como es el case de 

las tansiones exaltadas, que acompanan al crecimiento de grietas -

y que par s{ solas, ya constituyen una causa capaz de explicar 

el desencadenamiento de la rotura fragil. Par tanto, estas causes 

ser!an completamente conocidas, si se conociesen las expresiones 

que dan el estado de tension en un punta par <r,. , G"y , E~) , o 

bien par u, ' (j z ' en las proximidades del vertice de un defect a 

para cada modele que contenga un tipo de defecto. Ademas a partir 

de estas expresiones seria calculable la expresion correspondien-

? 
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tea la cision maxima asociada (~m), que permite la comprobacion 

experimental de las mismas mediante el usa de una tecnica de ana-

lisis de tensiones c~mo es la FOTrELASTICIDAD, ya que los ~~ntos 

en los que s~ VPrifica que la cisi6n ~~xima es constants, en FOTQ 

ELASTICIDAD constituyen las 11neas·isocromas (lugares geometricos 

de puntas del modelo, en los cuales la diferencia de tensiones 

principales es constants). La cision maxima para estados de tension 

planos esta definida por ~ m = (OJ. - c:r
2

) /2. 

Sin embargo, existen algunos criterios orientativos 

que pueden explicar la rotura fregil, de materiales como el vi- -

drio. Asi Griffith encontro, que la energia elastica acumulada en 

un material se empleaba en aumentar las dimensiones de una grieta 

preexistente hasta una longitud critica, a partir de la cual la -

grieta se propaga bruscamente hasta la rotura, par tanto si E es 

la energia elastica acumulada par un material sometido a tension, 

(dE/dA) es la energia de deformacion elastica par unidad de area 

que se relaja en· el proceso ds rotura y si (d.V/dA) es el trabajo 

de flujo plastico irreversible par unidad de superficie de grie­

ta creada (este trabajo se nutre a expensas de la energia elasti 

ca acumulada por el material), se puede deducir que: 

Si ( dE/dA)' ( dH/dA) la rotura brusca no se produc_! 
, 

ra. 

S i (dE/ dA) ~ ( d.V / dA) la grieta se propagara brusca-

mente autoaliment~ndose con la 

energia acumulada en el mate--

rial. 

B 



Un procedimiento experimental que pretend!a determiner 

ta energia par unidad de superficie en aceros, consists en el ansa­

yo de resiliencia (5),(6),(?),(8),(9),(10),(11),(12), pero ya se ha 

visto que este ensayo mide varios tipos de energ!a a la vez, y que 

el desdoblamiento de la misma conduce a errores significativos. 

Una magnitud que explica el desencadenamiento de la rB 

tura fragil, es el llamado factor de intensidad de tension (K
1

) , 

que da idea de como se distribuyen las tensiones en tome al verti­

ce de una grieta), y la tenacidad de grieta ode rotura (K
10

), que 

as el valor critico del factor de intensidad de tension, es decir -

el valor para el cual la grieta se propaga brLscamente, y este fac­

tor de intensidad de tension es considerado como la tension exalta­

da en el vertice de la grieta (13). 

9 



1.2 .- NUCLEi\CION DE MICROGAIETAS Y EXALTACION DE LA TENSION. 

La nucleacion de microgrietas en los materiales meta 
\ 

licos es debida en general a fenomenos de fatiga (17), que como 

es bien conocido son esfuerzos periodicos que actuan sabre el rna-

terial alternativamente. El origen de estos defectos, tiene lugar 

a escala atomica y se explican con la Teoria de las dislocaciones. 

Sin embargo vamas a ver algunos ejemplos puramente -

macroscdpicos que pueden explicar de una forma satisfactoria los 

mecanismos de nucleacion y propagacion de grietas 6 defectos. 

A).- Cuando exists una interfase a superficie de se­

paracion de dos zonas con diferente grndo de deformacion, tal co­

mo un limite de grana que separa dos regiones en que las orienta-

ciones cristalinas han girado un cierto angulo par deformaci6n 

una de les partes experimenta en una de sus fibras imaoinarins 

una tension de tracci!~n debida a 1::·· cision ( ~), que actue sabre 

ella, y G' ·yo valor visne da('~ nor: 

~ '= E(l - cos Q) 

con lo que al ir rirando una de las pertes respecta a la otre, 

aumenta el valor de la tension en la interfase de los dos granos, 

dnndo lugar a la nucleacion de arietas sabre el limite de los dos 

granos. 

10 



B).- Supongamos ahara que un solido ~ue se deforma, 

absorbe energ{a en dos bandas localizadas de planos de desliza­

miento, que se cruzan, tales como laP y P'(fig.l). Si en una-

I 
I 
I 

~ D 

Fig. 1.- Bandas de deslizamiento que se cruzan,en un mate­

rial sometida a un estado de tension. 

zona de ancho 0 y par unidad de espesor (e), que abarca las zonas de 

deslizamiento, en la que actua una tension de contorno a , existe 

una zona de ancho (d) de interseccion de dichas bandas, que es la que 

soporta una tension elevada, la fuerza externa se expresara par: 

F=CT.D. e 

11 



mientras QUe en (d), sera, para equilibrar la fuerza externa: 

par tanto: 

F = et '. d • e 

0' , D 
a(-) 

d 

que equivale a una tension exaltada en el ancho d, que puede nuclear 

una microgrieta. 

C).- Existe un analisis matematico debido a Inglis que 

da la tension exaltada en el vertice del defecto, (en este caso se 

supuso el ejemplo de una grieta el!ptica) y que viene dada par: 

a , 20' (~) 1/2 , 
donde C, es la semilongitud del defecto, v la tension aplicada al -

contorno y p el radio de curvatura de la grieta el!ptica en su par­

te de mayor acuidad, o sea en su vertice. 

En el primer caso A), analizado, seve que la tension-

exaltada crece al aumentar Q, lleganda al valor maximo para Q = 902 

Del segundo caso B), seve oue cuando las bandas de des 

lizamienta son muy estrechas d<< D, con lo que a'» a. 

12 
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En el tercer case C), ~ 'tiende a infinite, cuando 9 
tiende a cera, ya que para las grietas f es del arden de las di! 

tancias interat6micas. 

Como puede comprobarse en estes caeoe y otros que no 

han side citados 1 la tension exaltada es mucho.mayor que la ten-­

$16n de contorno, y su valor puede hacerse mayor que el de la co­

hesi~n interat6mica y par tanto, edemas de nuclear una microgrie­

ta la puede propagar hasta la rotura,si despues de nucleada mantis -
na en su propagaci6n su capacidad de exaltaci6n. Incluso en un -

material fragil o fragilizado la tensi6n exaltada en un orificio 

circular puede dar lugar a una rotura fragil, si aquella rebasa -

el l!mite el~stico de dicho material, ya qua practicamenta puede 

coincidir con la carga de rotura. 

En 1920, Griffith aportc5 la idea Msica para la com­

prensic5n del problema de la rotura. Su taoria est& basada en con­

aideraciones energ,ticas, sabre la resistencia dalvtdria, en el -

que admits la existencia de microgrietes y a cuyas superficies 1! 
bras se atribuyc5 una energia superficial, puesto que una rotura -

exige un consume de enargia en la creaci6n de nuevas superficies 

de·· fractura. 

La energ!a elastica acumulada en torno a una grieta 

de semilongitud (c), y bajo una tensi6n extarna, esta dada por: 

13 



y si w 
s 

2 2 
W .n-ccr 

E E 

2 
as la energ!a superficial por em de superficie libra de 

grieta creada y considerando un crecimiento de grieta de 0 a 2C, -

la energia absorbida sera: 

2w (2C - 0) • 4w C • W 
a s s 

donde W es la energ!a asociada al crecimiento de la grieta, la -
s 

aplicacion de un balance energetico conduce a : 

1.- Si b. W • W - W > 0 , entonces la energia elast_i 
s E 

ca disponiblit· :por el material es incapaz de hacer crecer la grieta. 

2.- Si /!. W< o, la energia elastica acumulada en eete 

caso, si es suficiente para hacer crecer la grieta y desencadenar 

la rotura fragil. 

3.- Si_.W • 0 , indica la inminencia de la rotura, y 

por tanto esta comenzara cuando: 

sea, 

d(6 w) 
dC 

• 0 

2 c~2 
4w8 - --E--- • 0 

14 
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~e donde: 

rr •" 2w~-c c 

donde cr
0 

ser!a la tens16n de contorno que habr!a que aplicar alma­

terial, para que se desencadene la rotura fragil, en algun defecto -­

preexistente de semilongitud,-C. 

Si adem&s tenemos en cuenta la ecuacion propuesta por -

Inglis, para la tension exaltada, tendremos: 

a• • 2-~ V# 
lo cual nos permitira conocer la tension exaltada en funci6n del mod~ 

lo de elasticidad del material, de la energia superficial w y de 
s 

la acuidad de la grieta 6 defecto. 

Sin embargo, aunque la teor!a de Griffith era valida, p~ 

ra el calculo de la tension teorica de rotura en el vidrio,se via que 

no era valida para predecir la tension de rotura en los metales y sus 

aleaciones, por lo que Orowan ~ Irwin dieron una modificaci6n de la -

ecuaci6n de Griffith, suponiendo que en cualquier pieza metalica exi! 

t{a un cierto grade de deformacion plastica en la proximided del ver­

tice de la grieta, (como as bien conocido, la deformacion plastica as 

la major garant!a para prevenir la rotura fragil). 

15 
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Por tanto ademas de considerar la energia superficial 

de la grieta creada ( w ) , era preciso tener en cuenta la energia -
8 

de deformaci6n plastics (w ), y que la tension que se debe aplicar 
p 

al contorno, debe ser: 

rr • c 

2(w .,_ w )E 
s p 

c 

sa comprobo experimentalmente que w << w , por lo que la ecuaci6n 
s p 

anterior se pueda reducir a esta otra~ 

i• 2w .E 
p 

ac • -~c~-

qua para materiales metalicos y sus aleaciones da majores resultados 

que la ecuaci6n de Griffith, sin ser exacta por supuesto. 

16 
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1.3.- FUNCIONES DE TENSION Y CALCULO DEL ESTADO DE TENSION EN UN 

PUNTO. 

Para estados de tension planes,_ es posible dar funcis 

nes de tension de variable real,para cases sencillos, (1),(2),(3), 

(4), a partir de las cuales sa puedan encontrar expresiones para­

a a 41"' qua dan el estado de tension en un pun to, segtjn: y' X I t.xy' 

.·. a2~ 
cr • 

X a y1 
(a) 

ay • 
~2tJ 
~x2 

(b) 

rxy- ---·-a2f.-
Clxoy 

(c) 

donde ~ , es una funcion de tension que se conoce tambien como -

funci6n de tension de Airy. 

Ahora bien, para que la funcion responds al problema 

particular, es nacesario que cumpla las siguientes condiciones: 

A).- Debar& cumplir las condiciones de compatibilidad: 

c 0 

B) • .,~ La funci on f , debera ser biarmcSnica: 

I 
1? 



• 

cS 

c).- Tendra que cumplir las condiciones de contorno. 

En la soluci6n de los problemas que nos ocupa, parece 

mas conveniente utilizer funciones de tens16n de variable compleja, 

es decir, de una variable de forma (z • x ~ iy), 6 en coordenadas 
iQ ' 

polares (z = r.e ). En este caso, las funciones de tension pueden 

contener uno 6 mas terminos de una serie que contenga potencies po­

sitivas y negatives de z (2), as!: 

m 
A\ • (a ~ ib )z 
'~' m m 

IR !f • (P .a. iq )z 
m m 

(d) 

(e) 

A partir de estas funciones de tension, se obtienen • 

las ecuaciones que dan el estado de tension en un punta, y que vi! 

nen dadas por : 

(f) 

(g) 

(h) 

las ecuaciones (f),{g),(h), se utilizan en el caso de que el mod! 

18 



lo tenga un contorno circular. En case contrario, las ecuaciones -

pueden expresarse en coordenadas cartesianas,y vienen dadas par: 

a a ~e 4>" - Re (z <P" ".a. <I' "') 
X 

o- • 2Re~ ".a. Re(i j"" .a. ¥J ') 
y . 

, -= Im(i ~ ,.,. ... , ") 
xy 

las que se obtienen par una sencilla transformac16n. 

(i) 

( j) 

(k) 

Ahara bien, es facil comprobar que el invariants del 

estado de tensi6n, se obtiene a partir de la ecuaci6n (f) y (q) 6 

de las ecuaciones (i) y (j), yes de la forma: 

cr .a.o- •4Re~" 
X y 

tambien se pueden obtener expresiones del siguiente tipa: 

o-8 - err ~ 21 Z" rQ • 2(i g,n(z) ~ !t' '(zJ] 

a -a .a. 21 - 2[z~".~(z) ~ ft1 "(z)] y x xy 'Y 

219 e . 

donde z , es el complejo conjugado de z, las que conducen a, 

21Q 
o-n - a .a. 2il:n • (a - o- .._ 21r- )e • r £w y x xy 

19 
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A partir de las ecuaciones (m) y (n), sa obtienen feci! 

mente las expresiones para el estado de tension en un pun to, .sin m'a 

que resolver el sistema correspondiente, y de esta forma sa pueden -

obtener las tensiones :· principales y lo que es mas importante la ex­

presion para la cisi6n maxima que esta dada per: 

"C • [((o- _ a )/2}2 • z-2 ] 1/2 
m x Y. xy 

Con todo lo anterior, ya tenemos la l!nea a seguir para 

obtener las soluciones matem,ticas a los distintos modelos objeto de 

eatudio en e~ta memoria. 

20 
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I~.- PAOCEDIMIENTO EXPERIMENTAL Y EQUIPO.-

2.1.- PREPARACION DE MODELOS Y BREVE DESCRIPCION DEL METCDO FOTOELA§. 

TICO.~ 

Be he empleado para la fabricacion de modelos, despues 

de heber probedo varios tipos de resinas, el araldit-D y el endurec! 

dor HV -955 por sus buenas propiedades de estabilidad y birrefringen­

cia1 similares a las de los plasticos que sa emplean en Estados Uni­

dos, Reina Unido y Francia. 

La preperacion requiere toda una serie de precauciones 

sin las cuales no es posible obtener buenos resultados y que vamos 

a resumir a continuacion. 

A.- El molde que se ha empleado as de aluminio, con el 

fin de que la eliminaci6n del calor producido par -

la reacci6n de endurecimiento (que es exotermica),­

entre el araldit y el endurecedor, sea lo major po­

sible' de lo contrario se crearan en el material -

gran cantidad de tensiones residuales que distorsi~ 

nar4n la observaci6n de las isoclines. 

B.- La mezcla del araldit y el enduracedor sa debe~ -­

realizar lentamente y con mucha paciencia, para ev1 

tar la formacion de burbujas, que al solidificar -­

pueden quedar atrapadas en el plastico, distorsionan . -
do en la observacion fotoelastica las l!neas is6c~ 

mas. 
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C.- La mezcla se debera realizar durante largo tiempo con 

el fin de que sea lo mas homogenea posible, de lo co~ 

trario, las inhomogeneidades distorsionaran las l!neas 

ieocromas. 

D.- El molds debe~ de prepararse con un desmoldeante con 

el fin de que el plastico no se pegue al aluminio. En 

la preparacion del molde hemos empleado laminas de -­

cloruro de polivinilo, que dan muy buenos resultados 

a la hora de desmoldear. 

E.- La temperatura de solidificacion se debe de mantener 

alrededor de los 20 grados centigrados, con el fin de 

que no aparezcan en el plastico tensiones residuales 

lo que exige una refrigeraci6n buena y sobretodo uni­

fonne. 

F.- Para los modelos con grieta, sa ha moldeado la mezcla 

con una cuchilla que atraviesa el molds, que ae elim! 

nar8 despues de la solidificacion mediante una elec-­

trolisis, actuando la cuchilla como anode, 'haste que 

se disuelve por complete. La electrolisis lo unico -­

que hace as acelerar el ataque y eliminaci6n de la c~ 

chilla. 

Ee necesario, para la buena extraccion de la 

cuchilla, no dejar solidificar totalmente al pl,stico 
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ea decir, dejarlo un poco blando, de lo contrario ear' 

muy di ficil poder sacarla •. 

\ . 
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2.1.1.- BIRREFRINGENCIA NATUAAL•Y ACCIDENTAL. 

En el siglo XVII eran ya conocidas las propiedades bi­

rrefringentes de ciertas sustancias cristalizadas, debidas a la 

distribuci6n de los atomos en la molecula (27), (32). 

En 1813, Seebeck descubri6 el fen6meno de la birrefrin 

gencia accidental en sustancias transparentes, homogeneas a' isot~ 

pas, cuando sabre ellas actuaba un sistema de fuerzas exteriores 

que distorsionaban la red. 

Brewster, an 1816, comprobo en barras de vidrio carga­

das a flexion, que cuando sabre el material actuan tensiones de 

traccion el material pasa a ser uniaxico positive, mientras que 

si esta sometido a tensiones de comprension pasa a ser uniaxico ne 

gativo. 

Ahora bien, un material sa dice que es birrefringen­

te, cuando produce en los rayos Que inciden sabre el, una doble -

refraccion, as decir, descompone el rayo incidents en des rayos , 

uno llamado rayo ordinaria y otro , que es el rayo extraordinario; 

el primero ·, (ordinaria) , tiene la misma direccion del rayo inciden­

ts, mientras que el segundo (extraordinario) , no • A la salida del 

cristal, ambos rayos sa compondran para dar un haz el{ptico. Si -

este haz se observa entre des polaroides cruzados, resultara que 

se vera luz a traves de los polaroides, 6 extinciones, cuando la 
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·di ferencia de marcha entre los doe rayos, ordinaria y extraordin! 

rio en el cristal, sea multiple de la longitud de onda del rayo -

incidents. 
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·2.1.2.- COMPOSICION DE VIBRACIONES: LUZ ELIPTICA, CIRCULAR Y NATU­

RAL. 

La luz es uno de los componentes del espectro elect~ 

magnetico formada por un gran n6mero de ondas, todas de caracter -

electromagnetico, que tienen·la misma velocidad de propagacion y­

que difieren solamente en su longitud de onda (y por consecuencia 

en su frecuencia), y cuya intersecci6n determine una l!nea comun, 

a la que se denomina direcci6n de propagaci6n de la luz. 

Ahora bien, cuando por algun procedimiento artificial 

ea logra obtener una onda que vibra solemente en un plano, se dice 

que la luz ha sido polarizada. Esta polarizac16n sa consigue cuando 

se utilizan unas laminas de polaroid, formadas per fines cristales 

de per-ioduro de quinina, sulfate de idioquinina ••••• etc, con sus 

ejes 6pticos orientados en la misma direcci6n y unidos por una do­

ble capa de acetate de celulosa a dos celuloides neutros. 

Al conjunto formado por des polaroides parelelos se -

denomina montaje polarisc6pico. 

Las observaciones a traves del montage polarisc6piCQ, 

dependerdn de la orientaci6n de los ejes de trensmisi6n de los dos 

polaroides, as! si: 

A.- Los polaroides estan cruzados, el sistema polari! 

2? 
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c6pico no dejara pasar la luz a su traves. 

B.- 51 los poleroides tienen sus ejes de transmisi6n -

paralelos entonces a trav's del sistema polariscopico pasara toda la · 

luz incidents. 

Sea P el plano de vibraci6n de un tren de ondas escogi­

do al azar que llega al primer polaroide (polarizador) (fig. 2) de-

eje de transmision 
del ono-lizodor 

8 

, 
/ , 

/ 
/ 

absorbida 
/ / / / 

/ / / 

/ / / 
/ / / 

/ / / 
/ / 

eie de tronsmision 
del polorizodor 

Fig.2.- luz transmitida a traves de un sistema polarisc6pico. 
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·forma que el vector P forme un 4ngulo g con al eja de transmision 

del polarizador. Si aste vector amplitud P, lo descomponemos sa-­

gun la direcci~n del eja de transmisi~n del polarizador y segun -

la direccion ortogonal, tendremos las dos componantes siguientes: 

P • P.cos g 
y 

P • P.sen g 
X 

la components Px es absorbida por la lamina polarizadora mientras 

qua la components Py pasard a au trav,s. 

51 sa coloca una segunda lamina polarizadora (anali­

zador), ocurrira que si el analizador tiene su eje de transmision 

paralelo al del polarizador, dejara pasar la vibraci6n P , mien--
. y 

tras que si esta cruzado la absorber& (34), (32). 

En este segundo caso, si.se interpone entre polarize­

dar y analizador, un cuerpo con birrefringencia natural 6 acciden­

tal (debida a tensiones), la intensidad de luz transmitida sera -

parcial. 

• Interesa entonces conocer, como sa componen dos vibra -
ciones cuyos planes de vibraci6n son perpendiculares entre si, y -

qua tienen la misma longitud de onda. 
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Sean las ecuaciones de estas dos vibraciones las si--

guientes: 

y • A.cos wt (a) 

z • B. cos ( wt - f) (p) 

La vibracion resultants, ser& x • y ~ z , cuya ampli­

tud variara con el tiempo y cuyo vector amplitud resultants girar8 

en una alipse. 

Para comprobar lo anterior y el sentido de giro del -

vector amplitud resultants, hagamos lo siguients; en las ecuacionss 

(o), (p), dividamos ambos miembros por las amplitudes maximas, re­

sultara: 

y 
-=coswt 
A 

§ • cos(wt -f) 

(q) 

(r) 

51 multiplicamos la ecuaci6n (q) per cosf, tenemos: 

y . 
A cos 1 • cos wt.cos f (s) 
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z A • cos wt.cos f ... sen wt. sen 'f 

restando las ecuaciones (s} y (t}, obtendremos: 

z y 
- - -cos f • sen wt.sen f A A 

. ( t) 

Elevando al CUadrado esta ultima ecuaci6n y sumando-· 

la con la que. resul ta al mul tiplicar la ecuaci6n ( q) par sen f , y 

elevads ·al cuadrado, resulta finalmente que: 

(u) 

que no es mas que la ecuaci6n de una elipse de ejes 2A y 28. 

El sentido de giro del vector vibraci6n resultants, -

viene dado per el signo del sen f , en la ecuaci6n ( p) : 

( ~: lt • 0 • Bw.sen(wt -f lt-o • Bw.sen(- f) • 

• -Bw.sen f 

Si senf, es negative, el giro es levogiro O~-fS1l' 

51 sen i , as positive, el giro es dextrogiro 21TE 'f>~ 1J 
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La composici6n de vibraciones puede examinarse te­

niendo en cuenta las diferencias de fase, 6 a partir de las di-

ferencias de marcha. 

A.- Si las vibraciones estan en fase i • 2tr n con 

n • 0,1,2 •••• , en este cas_o: 

cos f - cos 2 n n II: 1 y sen f. • sen 211' n e 0 

la ecuaci6n {u), quedar~: 

6 
z 

6 y • A B 

que es la ecuaci6n de una recta. Quiere esto decir que la amp11 

tud resultants vibra en un plano diagonal. 

B.- Las vibraciones estan en oposici6n de fase, en­

tonces ~a (2n ~ 1)~ con n- 0,1,2, •••. 

cos 1· cos (2n ~ l)tr • -1 senf • sen(2n ~ 1)1l • 0 

entonces la ecuaci6n (u), quedar~: 

2 2 
Y ~ z ,a. _gzy 
A2 82 AB 

• 0 6 6 y. A - -z 
B 
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que es analogo al case anterior. 

C.- Si las vibraciones no estan en fase, ni en opo­

sicion de fase entonces: 

f• (2n ~ 1) ~ 
2 

cos.., - 0 

con n • 0,1,2, ••••• 

senf • 1 

En este caso, la ecuacion (u), quedar~: 

que es la ecuacion de una el!pse. 

Existe un segundo caso genral, para el cual las am­

plitudes maximas son iguales, es decir, A • B 

Para este caso la ecuaci6n (u), se puede simplificar 
2 multiplicando ambos miembros de dicha ecuaci6n par A , con lo que 

finalmente obtendriamos: 

2 2 2 2 
y ~ z - 2yz. cos f • A • sen ..., (v) 

con esta ecuaci6n, podemos analizar nuevamente los siguientes ca-

sos: 
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A.- Si las vibraciones estan en fase, f • 2n n con 

n • 0,1,2, •••• entonces, cosi • cos 2nn • 1 i eenf • sen 2n1T • 0 

y por tanto la ecuac16n (v), quedara: 

2 2 
y ~ z - 2yz • o y- z- 0 y. z 

que es la ecuaci6n de una recta. 

B.- Cuando las vibraciones estan en oposici6n de fase, 

entonces: 

i • (2n ~ l)ll' con n • 0,1,2 ••••• 

cosf • cos(2n ~ l)lr • -1 sen'f • sen(2n .a. l)Tr • 0 

la ecuaci6n (v), quedara entonces: 

2 2 
y ~ Z ~ 2yz a 0 6 y .a. z • 0 6 y • -z 

que es la ecuacion de una recta. 

C.- Si las vibraciones no estan en fase ni en oposi­

cion de fase entonces, f • (2n ~ 1) ~ con n • 0,1,2 •••• 

cos i • (cos(2n ... 1) ~) .. 0 senf •sen(2n ~ 1)~ • 1 
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·la ecuaci6n (v), se~ entonces: 

2 I 2 A2 y .. z • 

que as la ecuaci6n de una circunferencia de radio A, y la vibra­

ci6n tendre per tanto una amplitud constants. 

Diremos entonces que la luz es el!ptica, cuando el vee -
tor amplitud al propagarse, gira en una superficie cil!ndrica de --

aecci6n al!ptica, describiendo una trayectoria helicoidal. Cuando -

la superficie cil!ndrica es de secci6n circular, diremos que la luz 

as circular (32). 
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. 2 .1. 3.- EXAM EN CON LUZ BLANCA DE UN MODELO SCJ.fETIDO A UN EST ADO DE 

TENSION. 

Cuando un modale es sometido a un estado da tensi6n, . 

aparece un fenomeno de birrefringencia, que nos va a permitir, -

examinar el modele entre dos polaroides cuando usamos luz blanca. 

Cuando sa usa luz blanca, solo interfieren las vibr~ 

ciones que tienen la misma frecuencia, por tanto, cuando se extin 

gue un color de los que componen esta luz,por el analizador emer­

gera una luz blanca a la que le falta uno de sus colores (rojo, -

naranja, amarillo, verde, azul, anil.y violets), a este color emer -
gents le llamaremos color complementario.(l3). 

En la tabla que a continuaci6n sa presanta, se dan -

los distintos coloras complementarios: 

Blanco - rojo a verda 

. Blanco - naranja • azul 

Blanco - amarillo • violeta 

Blanco - verde • rojo 

Blanco - azul • naranja 

Blanco - violeta • amarillo 

La extinci6n de determinados colores de la luz blan­

~a al atraves~r un modele sometido a tensiones, depends del estado 

de tension que haya en ce.da punta del imodelo, ya que tensiones -
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distintas, producen diferencias de marcha distintas, y por lo ta~ 

to dan lugar a interferencias con extinciones de diferentes colo­

res, con lo que el modele se observe coloreado, con diferentes c~ 

lares en cada zona, segun los estados de tens16n que haya en ellos. 

El fen6meno de la apar1ci6n de una serie de colores 

en un modele, sa discute mediante la expres16n que d~ la intensi-

dad luminosa que emerge del analizador: 

donde: 

E • E0 [ cos2 t- ? sen 2c( .sen 2p .sen
211 ~] (x) 

' At 

E0 - intensidad de la luz blanca incidents. 

E - intensidad de la luz emergente. 

~- 'ngulo del primer eje 6ptico del modele con el­

eje de transmis16n del polarizador. 

~ - 'ngulo del primer eje 6ptico con el eje del trans 

misi6n del analizador. 

t • 0(-(i - angulo que fonnan los ejes de transmisi6n 

del polarizador y analizador. 

El t.Srmino cos2 r , en la ecuacion ( x) , depends solamen 

te del 4ngulo que forman los ejes del polarizador y analizador. En­

tonces, segun que estos ejes est.Sn paralelos (t • 0) 6 cruzados - -
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( t • n /2) ' habra respectivamente paso de luz blanca 6 extincion' 

aparte de los colores que pasen debidos al segundo termino que -

depends de ~ ~ es decir, de las diferentes interferencias de los c.2 

lares de la luz blanca, por ello, a: 

2 
cos r- tarmino blanco 

2 ' sen 1t 1r - tennino coloreado 

Examinemos la ecuaci6n (x), y supongamos que se tr! 

baja: 

A.- Con luz monocrom4tica. 

B.- Con un modele con birrefringencia accidental (de­

bida a tensiones). 

Entonces, sa pueden plantear dos series de observa-

ciones: 

1.- Examen con polaroides cruzados (t • 1T /2). 

2.- Examen con polaroides paralelos ( r • 0) 

2 
1.- Polaroides cruzados: El termino blanco cos r • 0, 

y la ecuaci6n (x), quedar~ entonces: 
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2.- Polaroides paralelos: En este caso ~ -~ 

y par tanto la ecuaci6n (x), quedara: 

[ 2 2 d J E2 • E
0 

1 - sen ~.sen n ~ 

(y) 

r-o 

(z) 

conviene ahara tener presents que el polarizador y analizador, pu! 

den girar simultaneamente, manteniendose en el giro sus ejes cruz! 

doe 6 paralelos. 

En el case 1, ( r a~ /2), se pueden dar los dos cases 

siguientes: 

A#.- 6 20( -= nfi 2 
sen 2« • 0 

la ecuaci6n (y), quedara entonces: 

E
1 

•0 hay extinci6n completa. 

8 '.- 0{ • ( 2n .a. 1) ~ 2«-= (2n .a. 1)~ 2 
6 sen 2lC • 1 

la ecuaci6n (y), nos dare: 
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pero el tBrmino coloreado (sen~ ~) de la ecuaci6n (a1), nos pr,g 

porciona dos posibilidades: 

e
1
.- Con luz monocromatica ( ~ • k~; k • 0,1,2 ••• ), 

y la ecuaci6n (a
1
), quedara: 

E
1 

• 0 (hay extincion total). 

e
2
.- Con luz blanca, se extinguira solamente un color, 

apareciendo un color complementario. 

En la segunda aerie ( f • 0), sa dan los doe casas -

siguientes: 

A.- a( • 2n! 
4 

6 2«3( • n1t 6 
2 

sen 2« • 0 

la ecuecion (z), quedara para este caso perticular: 

E
2 

• E
0 

(hay paso total de luz). 

B.- 01 • (2n .a. 1)!! 
4 

la ecuaci6n (z), dard: 

6 

para de la ecuaci6n (b
1
), se pueden sacar dos condiciones debidas 
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al termino sen2~ t 
)t. 

y por tanto la ecuacion (b
1
), dara: 

E
2 

• E
0 

(hay paso total da luz) 
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2.2.- CALIBRADO Y COSNTANTE FOTOELASTICA 

2. 2 .1.- CALIBRADO: MEDIDA DE LA CONST ANTE FOTOELASTICA. 

El objetivo del calibrado es determiner la constants 
2 

fotoelastica, para lo cual es necesario conocer la tension en Kg/mm 

necesaria para producir un orden de franja unidad, en un modele, as 

decir, para pasar de un arden de franja k • n, a otro de arden 

k • n "" 1, 6 dicho de otra fonna, el ll (oi - cr2) • 27:m , necesario 

para pasar de una isocroma a la siguiente. 

El calibrado a realizer sobre el material fotoelastico 

con el que se construye el modele objeto de estudio, se practica -

aligiendo modelos pare los que hay aoluciones teoricas sencillas y 

axactas, as! se puede conocer la tension en cualquier punta. El ca­

librado permite, adem&s, comparer la sensibilidad fotoelastica de -

diversos materiales, y por lo tanto su adecuabilidad a cada caso -

(32) t (28). 

De los procedimientos mas comunes de calibrado, como: 

- Tre.cci6n pura 

- Flexi.Sn pure. 

- Disco a compresi~n 

- Carga normal (en lamina sami•infinita) 

Solo sa diacuten los doe primeros. 
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Calibrado a tracci6n pure (traccion uniaxil). __________________________ , ____________ __ 

Este metoda hace uso de una prob~ta plano parale~a de 

tracci6n, construida con el material fotoelastico, que se somete -­

en el banco de carga del polariscopic a una fuerza P, por lo que -

la tension es ~l • P/b.e • 

b 

(a ) 

Fig. 3.- Probata plano paralela para el ca 
librado a trecci6n. 
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Puesto que c:T
2 

• 0, y (cr
1 

- o-
2

) • P/be, comparando es­

ta ecuaci6n con la ley de Maxwell - Werthein. 

results. 

c - . kb,\ 
p 

y por tanto, conociendo ~ , podemos conocer la constants fotoel's­

tica relative C que sa mide en Berwsters. 

Con fines pr&cticos, generalmente, se calcula en el C! 

librado el cociente. 

~ 
-- f c.a 

siendo f el llamado •valor de franja per unided de espesor del mo-

Debido a su definicion, el valor de franja F es 

F • f.e 

y cade material fctoelistico tiene su •valor de franja• F. 
\ 
I 
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En consecuencia, conocido P/b.e • (a
1

- a
2
), rasulta 

p k 
(tt-- a:).-.-. k.f. 

1 2 b.e c.e 

Entonces el analizar un modele, objeto de estudio, para 

una is~croma de arden k • 0. , o lo que es igual, para el luger geom! 

trico de los puntas que eparecen en color negro an el modele, exami­

nado con luz circularmente polarizada, (a1 - a2) • 0 , as decir en -

estoa puntas hay una cisi~n • 

~m • • 0 

Para la primers is~croma de color sensible ( violeta-1.!:! 

digo)-(rojo), k • 1 y (~- ~2) • f • 

De esta manera se pueden conocar los valores de (a
1 

- a
2

) 

y par tanto las cisiones en todos los puntas del modelo, ya que k 

puade tamar valores fraccionarios, as decir, para cada isocroma 6 -

curva monocolor, entre dos colores sensibles, al valor de k pasa de 

k • n, a k • n ~ 1 , y en el caso de luz monocromatica se proced! 

r!a a la interpalacion entre dos isocromas de valor k entero. 

Aqu! sa aprecia la ventaja que ofrece la luz blanca -

circulermente polarizada: 

1.- La isocroma de arden cera, k • 0, es de color negro 
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y por lo tanto inconfundible y ripidamente identificable. 

2.- A cada is6croma de arden k entero, la correspon­

ds un •tinte sensible• de la escala de Newton, con lo Que el va-­

lor de k sa conoce facilmente. 

3.- Con luz blanca es posible el trazado de isocromas 

monocolores, corraspondientes a valores fraccionarios de k • 

4.• Tiene el inconveniente ~a qua es necesaria la fo­

tograf{a en color para valores fraccionarios de k, 6 bien mediante 

reprasentaci6n cuidadosa en papal. 

El calibrado a traccion se puede hacer en la practice 

con el polariscopic circular de Tardy. Con el se miden los angulos 

que hay que girar en un mismo sentido los polaroides cruzados, y -

los pares de valores, Kg/mm2 - angulo de extinci6n, sa represantan 

y a partir de la grafica, sa puede medir ·m , y el valor da la fra~ 

ja se obtiene mediante el producto de la pendiente de la recta por 

180Q, es decir. 

f • 180. tag I , y sa tiene F • f.e 

Calibrado a flex16n pure. 

Sa prepars una probata modele (fig. 4) , y se somata al 

momenta fleeter M • P.h 
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Examin&ndola con luz blanca circular, y polaroides -

cruzados aparece una l!nea negra central an la fibra neutra, qua 

es la is6croma de arden cero. 

D 
(b) 

Fig. 4.- Probetas plano parelelas utilizadas para el calibrado a 
flexi6n. 

Puesto que las fibras superiaras del modele estan so­

metidas unicamente a tracci6n, es al ~ 0 y a2 • o, esta tans16n 

de tracci6n vale 

P. h k ,\ 
(0: - rr_) • C1. • -y a - • k.f 1 2 1 I. e C.e 

donde (P.h), es al momenta fleeter; (I), el momenta de inercia, (e), 

as el espesor, siendo (y), una variable en la direccion y en que 

sa encuentra la is6croma de arden k • 1. 

Mediante el polariscopic de Tardy, podamos obtaner una 

recta de calibrado similar a la del calibredo a tracci6n, represan­

tando trscciones y compresiones a uno y otro lado del eje y, an -
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func16n del angulo de extinci6n. El valor de la franja par este m_! 

todo visne dado por 

f • p ih. tagp .18011 y F • f.a 

Medida de la constants fotoel~stica. 
--------------------------- I 

Para la determinaci6n experimental de la constants fo­

toel4stica del material (c), se han utilizado probetas plano paral! 

las, como la presentada en la fig.3. 

Las dimensiones de las probetas utilizadas, son: 

b (Ancho de la probata} e 14,80 mm. 

e (Espesor de la probata) • 5,00 mm. 

En la Tabla I, se presentan las cargas empleadas para 

producir un arden de franja unidad, la tensi6n que est~ actuando -

y el valor de la constants fotoel~stica, as! como el valor de la -

longitud de onda de la luz monocromatica utilizada (amarilla de sg 

dio). 
A p (T c 

5890 19,43 26,25 44,8? 

5890 19,38 26,18 44,99 

5890 19,48 26,21 44,94 

5890 19,36 26,16 45,03 

Tabla I. Valores de la constants fotoelastica 
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En la Tabla I, hemos llamado a: 

~- longitud de onda (R). 

P- Carga aplicada ala probata (Mega-dinas). 

a- Tensi6n aplicada (Mega-d1nas/cm2).' 

C- Constanta.fotoelastica del material (Brewsterd). 

Sa ha tomado como valor de la constants fotoelastica 

el siguiante: 

C • 45 Brewsterd. 
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2.2.2.- CALCULO DE LA CISION MAXIMA COARESPONDIENTE A CADA ORDEN 

DE FRANJA. 

Una vez calculada la constants fotoelastica del ple! 

tico mediante el calibrado con modelos simples (traccion 6 flexi6n), 

se pass a calcular la cisi6n m&xima correspondiente a cada arden 

de franja de cads una de las l!neas isocromas que aparecen en la -

observacion fotoelastica, utilizando para ello la ecuacion funda-­

mental rte la fotoelasticidad a ecuacion de Maxwel-wertheim: 

donde: 

~ - diferencia de marcha 

C - constants fotoelastica del material 

(~ - ~) - diferencia de tensiones principales. 

e - espesor del modele 

51 se tiene en cuenta que la cision maxima viene da­

da por la ecuacion: 

? •(o: -r:r:)/2 
~AI 1 2 

tendremos finalmente que: 

Z"m • ~ f'J:,e 
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Con esta ultima ecuac16n, se han calculado las cisi~ 

nes maximas correspondientas a los diez primeros ordenes de fran­

ja, y QUe se dan en la Tabla Il. 

n d lCi,- u,,» I 2 

1 A 0,155 

2 z~ 0,311 

3 3~ 0,'-166 

4 liA 0,62J 

~ 5A 0,11' 

6 6A o,q3z 

7 7>. ~.or~ 

8 '" 1,242 

q q,\ 1.3~7 

10 10 ;\ 1,5'5a 

Tabla II.- Cisionas maximas correspondientes a cada -

arden de franja. 
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2.3.- EQUIPO EXPERIMENTAL. 

2.3.1.- EQUIPO 

Para el ensayo de los distintos modalos que sa presentan 

en asta memoria, ha sido utilizado un fotoelastic!metro de transmision, 

y por ccnsiguiente el analisis de tensiones ha tanido QUS realizarse -

necesariamente, utilizando materiales plasticos que posean el fen6meno 

de la birrefringencia accidental (debida a tensiones), y cuya prepare­

cion se he presentado en el apsrtado (2.1), donda edemas se especifi-­

can las precauciones que hay que adopter para que en estes materiales 

no aparezcan tensiones residuales. 

El fotoalastic{metro empleado, consta fundamentalmente de 

los elementos siguientes: 

- Fuente de luz blanca 6 monocromatica. 

- Lamina polarizadora. 

- Lamina analizadora. 

- L&mina cuarto de onda. 

- Banco de carga. 

En la fig. 5 , se muestra el con junto del equipo que ha 

aido utilizado. 

La misi6n de cada uno de los elementos de que consta el -

aquipo fotoel,stico, dejando a parte el banco de carga, que ser' come~ 

tedc en el siguiente apartado, esa 
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EQUIPO FOTOELASTICO 

1- Fuente de luz 2- Polarizador 3- Modele fotoelastico 4- Analizador 5- Mordazas 

6- H usi llos de ca(ga 7- Pistones hidraulicos 8- Manometros 9 - Bomba hidraulica 

10- Soportes para equipo fotogrclfico 



Conjunto de montaje y equipo fotoelastico. 



\ 

A).- Lafuente de luz, la cual puede ear usada de­

dos formes distintas, dependiendo del fin perseguido: 

- con luz blanca. 

- con luz monocrcm4tica. 

Con luz blanca, se obtendr!an modelos isocrom~ticos 

coloreados y que no ha side empleada en la realizaci6n del trab! 

jo experimental, ya que de lo contrario necesitariamos el empleo 

de compansadores o tener siempre presentee las longitudes de on­

de de cada uno de los colores, resultando a la larga dificultoso 

y sin ningun interes experimental. 

Con luz monocromatica, se obtienen modelos isocro-­

maticos de l!neas negras, con los cuales sa saba directarnente el 

erda de franja a medida que van apareciendo. 

B).- El analizador y polarizador, que tienen como­

mision producir una extinci6n total a la salida del analizador, 

ya que toda observaci6n fotoelastica para que exista maximo con­

trasts debe realizarse de este modo, de~u{ que ambos permanez-­

can cruzados, as decir, con sus ejes de transmisi6n perpendicul! 

res, tengase en cuenta que el analizador solamente deja pasar las 

componentes de la luz procedente del polarizador que sean paral! 

las a su eje de transmisi6n. 

c).- Las laminas cuarto de onda, que se emplean pe-

ra la obtencion de luz circularmente polarizada, lo que permits 

eliminar del campo de visi6n las l!neas is6clinas (lugares gao-
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m&tricos de puntas del modale en los cuales las direcciones de las 

tenaiones principales son constantas), y permitirnos observar sol! 

mente las lineae is6cromas. El montage de las laminas cuerto de o~ 

da, sa realiza de forma inmediata, sin mas que tener en cuenta que: 

A.- La l&mina cuarto de onda polarizadora, sa montara 

inmediatamente antes del modelo y de forma que el eje de transmi-­

ai6n de dicha l&mina forme con el eje de transmisi6n del polarize­

dar, un angulo de 45D • 

B.- La ldmina cuarto de onda analizadora, se colocar8 

inmediatamenta despues del modele ' inmediatamente antes del anal! 

zador, de forma que el eje de transmision de la lamina cuarto de -

onda este cruzado con el de la primers. 

D).- El analizador, cruzado con al polarizador. 
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2.3.2.- BANCO DE CARGA. 

Entre los elementos que constituyen el fotoelastic!metro 

cabe resaltar muy especialmente, el banco de carga. 

Este banco de carga lo hemos disenado en el Departamento 

de Metalurgia de la Facultad de Ciencias Qu!micas, y constnJ!do en el 

Taller de la misma. 

El banco esta formado par los elementos siguientes: 

Doble estructura de perfil en U, que la confiere una -

gran resistencia mec8nica, tengase en cuenta qua as nacesario en to­

do momenta, no tener problemas de flexiones en la estructura, porque 

ella supondr!a una falta de linealidad en la carga aplicada al modele. 

Las dos estructuras en U, estan separadas par separadores de acero que 

las mantienen parelelas entre si. 

Sistema Hidraulico de aplicaci6n de la carga, constituye 

la pieza clave del banco, y en esencia lo ca.ponen: 

A.- Banba manual de aceite, con valvula que pennite man­

tener la presi6n de aceite constants. 

B.- Dos cilindros de pist6n perforsdo de doce toneladas 

cada uno, que permiten trabajar tanto a treccion como a compresi6n, -

sin mas que girarlos lBOQ. 
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C.- Tres manometros contrastados con escalas crecientes 

para la medida de la carga aplicada. 

D.- Los cilindros pueden deslizar en unos patines (cola 

de milano) a lo largo de la estructura, mediante un tornillo regula­

dar y transmisi6n por cadena que edemas sirve para sujetar dichos c£ 

lindros. 

E.- Los cilindros deslizan a lo largo del marco de carga 

sabre colas de milano, que son solidarias con el. 

F.- Quizas la pieza clave ala hera de aplicaci6n de la 

carga, sean las mordazas que sujetan al modele, y que en la fig. 6 , 

puede verse que estan constituidas por una caja en acero que soportan 

dos colas de milano. Con este sistema de mordaza, fue posible evitar 

la flexion que se producia deb!do al perfil de tensiones parab6lico - • 

que actuaba sobre dichas mordazas. Asi mismo, fue posible eliminar la 

daformacion lateral que sufrian las mordazas, debido esencialmente a 

la forma en cuna que presenta el contorno del modelo. 
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·Fig. 6.- Mordazas para aplicacion de la carga 



2.3.3.- UOOELOS FOTOELASTICOS. 

Una vez obtenidos los plasticos, se precede al mecani­

zado de los mismos con el fin de darles la forma apetecida segun se 

muestra en le fig. 7 , y en la que estan representedos cada uno -

de los modelos objeto de estudio en esta memoria. 

El espesor de 4 mm, se ha mantenido constante en todos 

los modelos ensayados, habiendose elegido este espesor con el unico 

·objeto de reducir lomas posibla la carga que hay que aplicar B C! 

da caso. Por otre parte, el contorno se ha separado del defecto que 

se introduce en cada modele con el fin de que no existan influencias 

del contorno sabre la red isocromatica. 

Antes de ensayar cada uno de los modelos, es necesario 

pulir las superficies lo mejor posible con el fin de que la transp! 

rencia sea optima, de lo contrerio la fotogrefia no sa resolver& sa 

tisfactoriamente, y todo ella manteniendo el modele perfectamente -

plano paralelo. 

Los modelos objeto de estudio son: 

- placa con orificio circular sometida a tracci6n uni­

: axil 

- place con orificia el!ptico sometida a tracci6n uni­

axil 

- placa con grieta sometida a tracci6n uniaxil. 
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Fig. ?.- Modelos fotoelasticos 
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- los tres casas anteriores, perc a tracci6n biaxil 

- placa con des grietas alineadas a trecci6n uniaxil 
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III.- ESTUOIO TEORICO: SOLUCIONES ANALITICAS • 

3.1.- DETERMINACION DE LAS FUNCIONES DE TENSION. 

3.1.1.- LAMINA CON UN ORIFICIO CIRCULAR SOMET! 

OA A TRACCION UNIAXIAL. 

3.1.2.- REPRESENTACION DE LAS LINEAS DE CISION 

MAXIMA. 

3.1.3.- VARIACION DE LAS TENSIONES PAINCIPALES 

A MEDIDA QUE NOS SEPARAMOS DEL CONTOR­

NO CIRCULAR • 

3.1.4.- ESTADO DE TENSION EN PUNTOS QUE ESTAN 

SOBRE El CONTORNO DEL ORIFICIO CIRCULAR 

3.2.- PLACA CON UN ORIFICIO ELIPTICO SOMETIDA A UN -

ESTADO DE TRACCION UNIAXIL. 

3.2.1.- CALCULO DEL ESTADO DE TENSION EN UN -­

PUNTO, PARA UN MOOELO CON OAIFICIO ELI!: 

TICO. 

3.2.2.- REPRESENTACION DE LAS LINEAS DE CISION 

MAXIMA, PARA EL MODELO CON OAIFICIO E­

LIPTICO. 

3.2.3.- VARIACION DE LAS TENSIONES PRINCIPALES 

A MEDIDA QUE NOS SEPARAMOS DEL CONTOR­

NO DEL ORIFICIO ELIPTICO. 

3.2.4.- ESTADOS DE TENSION EN PUNTOS QUE ESTAN 

SOBRE El CONTORNO DEL OAIFICIO ELIPTI­

CO. 



3.3.- PLACA CON UNA GRIETA ORIENTADA TRANSVE~ 

SALMENTE A LA DIRECCION DE APLICACION -

DE LA CAAGA. 

3.3.1.- REPRESENTACION DE LAS LINEAS DE 

LAS LINEAS DE CISION MAXIMA, P~ 

RA UN MOOELO QUE CONTIENE UNA -

GRIETA. 

3.3.2.- VAAIACION DE LAS TENSIONES PAIN 

CIPALES A MEDIDA QUE NOS SEPAAA 

MOS DEL VERTICE DE LA GRIETA. 

3.4.- PLACA CON UN OAIFICIO CIRCULAR, SOMETI­

DA A UN ESTADO DE TENSION BIAXIL. 

3.4.1.- AEPRESENTACION DE LAS LINEAS DE 

CISION MAXIMA. 

3.4.2.- VARIAClON DE LAS TENSIONES PRI~ 

CIPALES A MEDIDA QUE NOS SEPAAA -
MOS DEL CONTORNO DEL ORIFICIO -

CIRCULAR • 

. 3.5.- PLACA CON UN ORIFICIO ELIPTICO, SOMETI­

OA A TRACCION BIAXIAL. 

3.6.- PLACA CON UNA GRIETA Y SOMETIDA A UN E§ 

TADO DE TRACCION BIAXIAL. 

3.6.1.- REPRESENTACIOt~ DE LAS LINEAS DE 

CISION MAXIMA. 

3.6.2.- SOLUCION DE WESTERGAARD PARA EL 

MOOELO DE PLACA CON UNA GRIETA 

SOMETIDA A TENSION BIAXIAL. 
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3.6.3.- TRANSFORMACION ISOMETRICA DE LA ECUA­

CION DE LA ISOCAOMA, ENCONTRADA EN EL 

APART ADO ANTERiffi. 

3.?.- PLACA CON DOS GRIETAS ALINEADAS Y SOMETIDA A 

UN ESTADO DE TRACCION UNIAXIL. 



III.- ESTlDIO TEOOICO: SOLUCIONES ANALITICAS Y RESULTADOS E~ERI 
. ---~ 

MENTALES 

3.1.- DETERMINACION DE LAS FUNCIONES DE TENSION. 

El problema a resolver, es el de hallar las funcio­

nas de tensi6n qua nos permitan encontrar, ecuaciones para el e! 

tado de tension en un punta y para la cision maxima, en una lam! 

na con un orificio el!ptico, que esta sometida a un estado de -­

tensi6n en puntas alejados del orificio. 

El planteamiento del problema sera el siguiente: 

1.- Calcularemos las tensiones en puntas situados -

en un camino el!ptico trazado sabre una lamina sin orificios, y 

las funciones de tensi6n que resuelven este caso. 

2.- Las tensiones obtenidas en el apartado precede~ 

te, cambiadas de signo, se utilizaran como valores de contorno, 

para resolver el problema de una lamina con un orificio el!ptico, 

pero en la que no actuan estados de tensi6n en los contornos ex­

teriores. 

3.- Superponiendo las funcionas de tens16n obtenidqa 

en los apartados precedentes, obtendremos la solucion al problema 

planteado. 
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1.··-Lamina sin orificios sometida a un estado de tension uniforms. 
-------------------------------------------------------

51 tenemos una lamina sometida a un estado de tension 

uniforms(~), aplicado a su contorno (fig.6), y superpuesto a este 

estado de tension hay otro esbado de tension ( ~'), de forma que­

sea de tracci6n en la direccion (y), y de compresion en la dirac­

cion (x) (fig. ?), edemas de actuar una tension cortente positiva 

(r) sabre el contorno de la lamina. 

y 

u 
I 

---
r----

r---U 

~ 

-- X 

-
- r-------

--

I 

FIG. '6 .- Lamina sin orificio, sometida a un estado 
de tension biaxial uniforme sobre su con­
torno exterior. 
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FIG. 7 .- lamina sin orificio, sometida a un estodo 
de tension biaxial uniforme, de traccjon 

en Ia direccion ( Y ), y de com presion en Ia 

direccion ( x), y tensiones cortantes posi­
tives sobre el contorno. 



La superposici6n de estes estados de tensi6n, darian 

para el estado de tensi6n en un punta, las ecuaciones siguientes: 

a • cr- a' 
X 

c:r • a .to a' 
y 

Si pasamos del sistema cartesiano, a un sistema de -

coordenadas el!ptico (fig. B), (este sistema de coordenadas, es­

el mas apropiado para resolver el problema del orificio el!ptico), 

tendremos: 

(1) 

(2) 

X 

FIG. 8 . -Sistema de coordenadas ellptica . 

.... ... - .. -·------~---·-. 
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En la ecuaci6n (2), quedar!a por determinar el valor de 

1 en cualquier punto, para ella consideremos un paqueno segmento -

(TT'), inclinado un engulo g respecto ala normal (~); la longitud -· 

del eegmento aun cuando no importa mucbo, tendremos que asignarle el 

valor del incremento dZ 6 I d Tl. Par tanto la longi tud compleja la -

podr!amos representar per: 

6 

dZ • ( dZ l • a i( 'l ol- g) donde por Z expresamos a la vari! 

bler:compleja de la fonna x .a. iy. 

iQ 
d ~ • I d:f I . e donde por f expresamos a la variable CCJ!!! 

pleja de la fonna 0( ... ¥3 . 

La relaci6n entre estas dos variables seria 

Z • a.cos h J (3) 

donde (a), ser!a el semieje mayor de un camino el!ptico. 

Dividiendo la primers expresion, por la segunda, obten-

dremos: 

der:l vando la expresien ( 3) , tendremos: 

dZ 
---- • a.sen h J dJ 

?2 



y teniendo en cuenta que: 

2 
\ sen h T I • sen h f . sen h J 

abtendriemos como valor de e21,: 

2irJ 
8 l. 

sen h J 
sen h f 

por tanto las ecuaciones (1) y (2), las escribiriamos finalmente: 

sen r 
senj • 

(4) 

(5) 

Da las ecuaciones (4) y (5), se podr!an calcular expre-

aiones para O""o( ' 0"'11 ' -z-o(,4 ' pero prescindiremos de este calculo , 

pasaremos a encontrar las funciones de tensi6n. 

Teniendo en cuenta que: 

(6) 

(?) 

7 = Im(z•'' ... o/ ') illf' , (a) 

?3 



Sumando las ecuaciones (6) y (?), results: 

por tanto: 

' integrando i 

(9) 

Restando ala ecuacion (?), la ecuaci6n (s), tendremos: 

(10) 

Si ala ecuacion (10), se le suna la ecuacicSn (B), mult! 

plicada por 21, obtenemos: 

· lo qua equivale a : 

(11) 

par tanto: 

?4 
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y teniendo en cuenta (9), resulta que: 

~##. 0 

. y como consecuencia: 

' integrando: 

(12) 

pasando las ecuaciones (9) y (12), a coordenadas el!pticas, sin mas 

que tener en cuenta (3), (4) y (5), resultara finalmente que: 

1 
~- 2 cracosh! 

" • ( tr #... i 'Z' ) a cos h r 

(13) 

(14) 

qua son las funciones de tensi6n pare este caso que estamos tratando. 

2. Lamina con un orificio el!ptico que no soporta ning6n estado de -

tensi6n sabre dicho orificio el!ptico. 

Como ya ha•os vista, nos interasa el calculo de los es-
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~ados de tension en la proximidad de un orificio el!ptico en una 1! 
mina que soporta un estado de tens16n sabre el contorno exterior, que 

esta alejado de dicho orificio. 

Calcularemos los estados de tension en puntas que estan 

sabre un camino eliptico trazado sabre una lamina sin orificios. Ca! 

biando de signo estos estados de tension los utilizaremos como vale­

res de contorno para resolver el problema de una lamina que contiene 

un orificio el!ptico cargado, mientras que los contornos exteriores 

est6n exentos de carga. Superponiendo esta solucion a la obtenida -

anteriormente, obtendremos la soluci6n del problema inicial. 

Las tracciones sabre el orificio eliptico, sa obtienen 

sin mas que invertir los signos de las tensiones dadas por (1) y (2): 

(15) 

como: 

'# 1 , • 2a-

"# 1 
T • 2CT 

Resultani 

?6 



tomando los complejos conjugados en ambos miembros, tendremos: 

# # ( # ) -21 ~ ( ( # ) a«. .a. io-p • - cr .a. a - 1 'Z" e • - a- - r:r - . 1 t • 

-21'(] .e (16) 

Ten1endo en cuenta que la comb1naci6n de esfuerzos de la forma: 

(1?) 

express las tracciones ~ y a; que se ejercen en un punta del ~ 

m1no
1
y ccno: 

dZ • a. sen hf. d T 

J dZ • i.e. sen h r dp 

dJ- id~ 

tendremos: 

y~ tambien: 

f • -ia J [CT. sen hT- (a'- 1 t )sen h f] dfj (18) 

Como la integraci6n debar& raalizarse a lo largo de un 

?? 
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camino para el cual ~ tiene un valor constants~,, conviene hacer 

a at,, . • ,\ , y par tanto: 

Efectuando la integracion, tenemos: 

• r• .. zf• .. ~1- - ~ [ a(,\.ei/3 .. x•e-&p ) .. 

(19) 

Como los asfuerzos sa anulan en el infinite, los terminos del segu~ 

do miambro que contenga ap postiva, deber&n asociaree a las funci~ 

nee conjugadas; dejando a parte estos terminos, queda: 

• 
~ • - ~[ ai~-i,t' (a'- U" ),\ e-l,.t] 

y en un punta interior de la l&mina, la funci6n ~ sera funcion de 

la variable compleja r ' por lo que la funcion correcta para ; ' 

sara: 

"' 1 r -l < , 1 2 _ ~ 1 , • - ~ cr. a .a. a - 1 t .A e (20) 

Si ala acuacion (20),1• sumamos la ecuaci6n (13), resu! 

ta: 

"' 1 1 ( # ) \'l - 1 , • 2 a.a.sen hT - ~ o- - it .,.a (21) 
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Q ueda ahara por deteminar la funcion f( , y para este 

caso toms la forma: 

para como: 

d~ dJ d~ ---.-· dZ dZ dJ 

1 drj 
a.sen hT ·q 

luego: 

\'. ! a ( (a• "' 1't )a 'f- . Cl( "t "'Jl) • ( rs• - il' wv~ ~ ) 
2 2 san h ! 

(22) 

Las acuaciones (21) y (22), son las funciones de tension 

para una lamina que contiene un orificio el{ptico exento de astados de 

tension, pero que hay aplicada un estado de tension en su contorno e~ 

temo. 

3. Funciones de tension para una 14mina con un orificio el!ptico some· 
- = 

tida a traccion uniaxil. 

Si sa aplica a una lamina con un orificio el!ptico, una 

tens16n uniaxil de tracc16n oc, , as decir, cr • a' • ~/2 , de tal -

forma que esta tension sea perpendicular al eje mayor de la el!pse, -
I 

las'funciones de tension dadas por las ecuaciones (21) y (22), sere-

ducen a estes otras: 

?9 



donda: 

CTB 
0 

8 

a y b son las semiejes mayor y manor de la elipse. 

(23) 

(24) 

51 b -=. 0, entonces at, • 0 y por tanto ~ • 1 , y las 

ecuacionea (23) y (24), sa traneformart!n en estas otras: 

f • cr a( aT- 3a-l )/8 
0 

'f' • cr a( san h 21 - 2) /4 sen h T 
. 0 

(25) 

(26) 

que serian las funciones de tensi6n correspondientes a una lamina con 

una grieta de longitud 2a, y sometida a traccion uniaxil, estando la 

carga aplicada normalmente a la direccion de la grieta. 

Si a • b, ~ • 2,4 , y las ecuaciones (23) y (24), se­

convierten en estes otras: 

(27) 
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a a 2 ~ -21 
o ( e - 33,18 • a - ?,89) 
8 sen h J (28) 

que serian las funciones de tensi6n correspondientes a una lamina 

con un orificio circular de radio 2a, y sometida a tracci6n uniaxil. 
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3.1.1.- LAMINA CON UN ORIFICIO CIRCULAR SOMETIDA A TAACCION UNIAXIL. ------
En las ecuaciones (27)y (28), se dan las funciones de­

tension correspondientes a este caso particular, y que han sido ded~ 

·cidas de las funciones de tension encontradas para el caso de una la -
mine con un orificio el!ptico y sometida a traccion uniaxil. 

Sin embargo en el apartado (1.3), se ha expuesto el mB­

todo general para el calculo de las funciones de tension, para mode­

los que contengan contornos circulares, as! como el calculo de la c! 

si6n maxima y las expresiones qua dan el estado de tension en un pu~ 

to. 

Aunque este caso esta ya resuelto como caso "aislado• , 

sa ha estudiado en primer luger como caso particular del metoda teO­

rico general que empleamos para todo tipo de defectos, pero lo estu­

diaremos a partir de las funciones de tension encontradas para mode­

los con contornos Circulares, debido a la mayor simplicidad en el -

problema,a pesar de que las ecuaciones (27) y (28), seguiran siendo 

parfectamente validas. 

Las funciones de tensi6n para este case, saran: 

~ 1 ( 2 -1) , • i cr
0 

Z - 2a Z (29) 

w 1 ( 2._ -1 4 -3) 
y • - rt. Z - SL - a Z 2 0 

(30) 
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donde: 

~ y ~ , son las funciones da tens16n 

Z as una variable compleje de la forma x ~ iy 

a as la tens16n aplicada al contorno 
0 

(a)es el radio del orificio circular~ 

Teniendo en cuenta Que el estado de tens16n en un pun­

to referido a un sistema cartesiano (x,y), viene dado por: 

", [ e21Q(z~.",, • w')] :cr • 2Re 'I' - Re 't' or T r 
(31) 

(32) 

(33) 

de las ecuaciones (31), (32) y (33), se deduce inmediatamente que: 

(34) 

- -r (- "'' ') 21Q ·O"'g - o-r .,_ 21 're. 2 z., ~ 'I' .a (35) 

y por otra parte: 
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par tanto el estado de tension en cualquier punto que visne dado 

por a I a 
X y 

y ~.y 1 sa expresa par las ecuaciones: 

(36) 

(37) 

2 -2 [ 1 ( 3 2 -2 ) J l'.y• -a
0
a r 2sen 2Q 4- sen 49 2 a r - 1 (38) 

Sin embargo, las abservacionas fotoelasticas, nos permiten visu! 

lizar las ~!neas de cisi6n maxima, es par lo que nos interesa d! 

terminar la expresi6n correspondiente del esfuerzo cortante max1 

mo 1 que es: 

0"~-- fT 
~ •[( X y )2 ... z--2] 1/2 
m 2 xy 

(39) 

si en la ecuac16n (39), sust~imos las expresiones dadas par (36), · 

(37) y (38), se encuentra para la cisi6n maxima la ecuaci6n siguie~ 

te: 

{
1 4-45 2-2 a4-4 2-2( r ra- era 4 ... a r ( 4 - 3a r ... tt r ) ... a r cos 2Q ( 
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as de gran interes, conocer las expresiones correspondientes a las 

tensiones principales, cuyo calculo es inmediato, para ella no ha­

bria mas qua resolver el sistema de ecuaciones dado por: 
\ 

resultando en definitive que: 

1 ( 2 -2 ) "i • - 2. a 
0 

1 .a. 2a r cos 2Q .a. 'l:m (40) 

1 ( 2 -2 ) a: ... - rr 1 .a. 2a r cos 2Q - ~ 
2 2 a 111 

(41) 

donde ~~· esta dada en la ecuaci6n anterior. 
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3.1.2.- AEPRESENTACION DE LAS LINEAS DE CISION MAXIMA. 
----------·-------

A partir de la ecuaci6n (39), se ha deducido en el apa! 

tado anterior (3.1.1.), la expresion que da la cision maxima, y que 

como puede comprobarse, es funcion de la tension aplicada al cantor-

no, del radio del orificio circular practicado en la placa y del pu~ 

to donde sa desea hallar dicha cision maxima (r, 9). 

Teniendo en cuenta par tanto, que fotoelasticarnente po­

demos determinar de una forma experimental, la validez de dichas e---­

cuaciones, tendremos que representar la forma analitica, dichas lineas 

decision maxima. Para ella, daremos a ~m, los valores que se encuen 

tran en la Tabla II, que corresponds a ordenes enteros de franja e 
ir deduciendo para cada tension aplicada al contorno dichas lineas de 

cisi6n maxima. 

A continuacion, se presentan las tablas de valores ded~ 

cidos para cada tension de cont·orno y al mismo tiempo la represents­

cion de estas l!neas de cisi6n maxima. 

Teniendo en cuenta edemAs, que se han deducido expresi~ 

nes para las tensiones principales (ecs. (40), (41), y que no son muy 

complicadas, se han calculado los estados de tension en puntas que es 

tan sabre el contorno del orificio circular y de 15 en 159 • 
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a.- La tensi6n exaltada par el orificio circular, es 

tres veces mayor, que la tension aplicada el contorno de la placa. 

" 
b.- En el punta de coordenadas r • a , g • SOR, exi! 

te un punta singular, as decir, las tensiones principales (~1 y u
2
), 

son nulas en dicho punta. 

As! mismo, se ha calculado la variaci6n de las tensio­

nes principalee a medida que nos alejamos del orificio circular, s! 

candose una conclusi6n importante: 

- La tensi6n principal 1, tiene el valor de 1a tensi6n 

de contorno, a medida que nos alejamos del orificio circular. 

Par ~ltimo, se hace una representac16n conjunta de la -

variac16n de la tensi6n principal 1, para tensiones eplicadas a le 

placa creciantes, a medida que nos separamos del contorno del orifi­

cio circular. 

8? 



cr. = 0, 44 Kg/mm2 

r,. r = 12 r = 16 s, f), r =20 s. n s. Sa f), 

1 0,155 51,413 cos<-1 cos>~ ?3,6?5 cos> j ?5,412 

2 0,311 34,822 cos~-f ----- ----- ----- -----
3 0,466 13,500 COS<• j ------ ----- ------ -----
4 0,621 cos>! cos (• j ------ ------- ------ ------

'• = 0,44 Kg/mm2 

r = 25 r = 30 r = 35 
n T. IJ, Sa IJ, IJz 8, s, 
1 0,15E cos> j ??,?54 COS> j 82,015 COS> 4 cos<-~ 

2 0 ,31] ----- ------ ------ ------ ----- ------
3 0,46E ------ ------ ------ ------- ...._ ... ____ ------
4 0,62~ ----- ----....- _,... ____ ----- ------- ------

---~----....,.._ .... ,~, -··- ... 

Tabla III 

Como puede comprobarse en el modele isocromatico 1, los 

16bulos senalados dentro del circulo (a), no corresponden a un arden 

de franja entero, es par lo que en el modele isocromatico teorico 1, 

no aparecen dichos l~bulos. 

Se ha de senalar tambien que las l!neas de trazos an -­

las tablas corresponden a reices imaginaries, que no tienen sentido 

f!sico real. 
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cr. = 0, ?2 Kg/m 

T. r = 12 r = 16 r = 20 
n ~I Sa ~. e, ~. e, 
1 0,155 59,537 76,832 cos~• 81,73? COS> t 84,529 

2 0,311 4?,540 COS(•• cos~i 68,81? cos~ J ?0,4?5 

3 0,466 37,619 cos (•J 1?,541 50,661 28,115 52,234 

4 0,621 26,958 cos c·A ------- ------- ----- ------
5 0,??6 11,564 case·• ------ ----- ---- -----
6 0,932 cos>" COSC•t ------ ------ ------ -----

cr. = 0,?2 Kg/mm2 

z;. r = 25 r = 30 r - 35 
n s, Sa f}, Sa s, tJJ 

1 0,155 cas>i cas 4.•1 cas>J cos,., cos>! cos~-' 

2 0,311 cos >t ?1,285 cos >j 72,Zl1tl COS> { ?4,154 

31 0,466 ------- ------- ------- ---- --- -------
4 0,621 ------- ------- ------- ------ ---- --------

5 0,??6 ------- ------ ------ ---- ---- ----
6 0,932 ------ ------ ----- ------ __,_ ___ -----

Tabla IV 
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tensi~n de contorno 
cro =0,44 Kg/mm2 

Fig. 9.- Red de is6cromas 

calculada a partir de la 

ecuacion (39-a) 

----- -----·---- ·-··--- ··-----~-·--------- ----- ------

i' 

tension de contorno 
cro = 0,72 Kg /mm2 

Fig. 10.- Red de 1s6cromas 

calculada a partir de la -

ecuacion (39-a) 



cr. 1,09 Kg/m 
2 

= ,_ r v 12 r = 16 r =20 
n e. e, e. Sa s. s., 
1 0,155 ----- ------ COS> j 89,132 cos >I cos,_' 

2 0,311 64,336 69,613 cos;, J ??,802 cos >t ?9,590 

3 0,466 48,918 cos,_' cos> t 69,211 COS>! ?0,?84 

4 o,621 42,013 cos c-4 COS>! 58,86? 1?,382 60,545 

5 0,??6 35,261 cos~·& ----- ------- . --- -- ----
6 0,932 28,009 COSl•tl ----- ----- - --- ------
7 1,08? 19,351 cos<-t ----- ---- -- -----
8 1,242 1,2?1 COSC• t ----- ----- ------- -----

CTo = 1,09 Kg/mm 
2 

~-
r = 25 r = 30 r = 35 

n IJ, Sa s, s, s, s, 
1 0,155 cos, I cos~-· COS'> I cos~-· COS> i cos~-• 

2 0,311 cos> t 84,?23 cos~ I cos>J COS~! cost-~ 

3 0,466 cos >j ?1,680 cos >i ?2, 900 COS;, 4 ?4,823 

4 0,621 22,0S? 58,?96 26,012 55,?86 30,615 51' 904 

5 0,??6 ------- ------ --- ----- ---- ----
6 0,932 ------- ---- --- ----- --- ---
? 1,08? ------ ----- --- ------ --- ----

Tabla ·v 
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G"'o = 1,36 Kg/mm 

T ... r = 12 r = 14 r = 16 
n 6, e .. '· Sa ,, e, 

------- ------- cos>! cos<·! COS:> t. COS&•( 
1 0,155 

2 0,311 63,2?2 ?0,940 cos>j ?9,510 cos >t ~0,912 

3 0,466 53,531 COS> 1 cos >t ?0,853 cos >t ?4,239 

4 0,621 4?,455 cos:>' cos) l 61,992 cos >I 6?,21? 

5 0,??6 41,9?3 cos >I cos >t 51,556 COS>' 58,?38 

6 0,932 36,546 COSJ! cos> t 36,335 2?,265 43,810 

? 1,08? 30,938 cos~· ----- ------- ---- ---
8 1,242 24,?3? cos >4 ----- ------- .. ....---- -----
9 1,398 1?,055 COS> i ------- ----- ------- ----

cr0 = 1 , 36 Kg/ mm 
2
J 

-r .. r = 20 r = 25 r = 30 
n 8_, f), fJr s .. ,, ,, 

I 
2 0,311 cos> I 83,508 COS) t cos >I cos> I. cos (•t 

3 0,466 cos >j ?6,033 cos >4. ?8,646 cos '>.f. 83,?15 

4 0,621 cos> t 68,902 cos~~ 69,323 cos>~ 69,804 

5 0,??6 1?,493 60,4?0 22,192 58,69? 26,183 15,641 

6 0,932 37,791 43,390 ---- --- ----- ---
,. 

u- ~ 1,36 Kg/mm 

r- r = 35 r = 40 r = 45 
n s, ,, s. ,, 8t '• 
3 0,466 COS>t COS~.f cos~( cos, •• 

4 0,621 cos >1 70,?36 cos >i ?1,892 

5 0,??6 ~,629 51 ,1:?6 ----- ----
92 
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-- -- -·- ---···--------..,--- ----- -- ---~- -----, 

tension de contorno 
cro = 1,09 Kg/mm2 

11.- Red de isocromas 

ca1cu1ada a partir de 1a -

ecuaci6n (39-a) 

;· 
./· 

tensi6n de contorno 
cro = 1,36 Kg I mm2 

Fig. 12.- Red de is6cromas 

calcu1ada a partir de la .. 

~ 

.__,....,.~------~ 



V0 =1 ,64 Kg/mm~ 1 , 
r = 12 r = 14 r = 16 

n 
.,._ 

'· a, 6r 6· •• I'Jt 

1 0,155 ------- ----- cos> 1 COS(•I COS> J cos <·I 

2 0,311 ---...---- --....--- cos) I 82,926 COS> I 83,382 

3 0,466 5?,3?3 82,241 cos> I ?5,218 COS) I ??,642 

4 0,621 51,490 cos <-1 cos )I 68,140 COS) I ?2,102 

5 0,??6 46,639 COS(•I cos) J 60,611 cos> I 66,112 

6 0,932 42,081 cos(-1 cas) 1 51,?94 COS>I 58,936 

? 1,08? 3?,618 COS(. I cos) 1 40,086 21,199 48,349 

8 1,242 33,04? cos~.J cos) I 12,?29 -- -------
9 1,398 28,150 cos ~-1 ------ ------ -- ----
10 1,553 22,694 COS<•J ------ ----- --- ----
11 1,?08 15,954 COS(-J ----- ----- ----- ----
12 1,86[ 3,613 cos~-J ---- ----- ----- --------
13 ~,015 --- ---- ------- ----- -- -----

Tabla VII 
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cro = 1,64 Kg/mm 
2 

l. r = 20 s, r = 25 (J, B, r = 30 91 n B. Sa 

1 0,155 COS>I cos l•l cos >I cos l·l cos,. cos~-' 

2 0,311 COS) I 8?,4?3 COS) I cos £•1 COS>I cos~·• 

3 0,466 cos> I ?9,665 COS> I 84,898 cos •• cos~-· 

4 0,621 COS) I ?3,830 cos, r ?5,611 cos> I ?8,419 

5 0,??6 COS) I 6?,?99 6,?0? 6?,952 ?,301 68,029 

6 0,932 1?,196 60,668 21,861 58,95? 25,?32 56,023 

? 1,08? 30,9?6 49, ?50 ---........ ----- -- ---

ITo = 1,64 Kg/mm 
2 

n rM e, r = 35 1), s, r = 4o s~ s, r = 45 8, 

3 0,466 COS) I cos -'•' cos >I cos l-l COS>I cos~-• 

4 0,621 COS> I 83,5?6 cos> I cos~-t COS> I cos~- I 

5 0,??6 6,6?0 68,461 4,495 69,005 cos> I ?o,1us 

6 0,932 30,184 52,293 3?,88? 45,03? --- ----
Tabla VII 
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··~ 

v. = 1,?8 Kg/mm~f 

'l' .. r = 12 r = 14 r =16 
n B. Bz s, Sa f), Sa 

1 0,155 ---- ----- cos, I cos~-· cos> I cos~-· 

2 0,311 ---- ---- cos >I 84,483 cos> I 84,422 

3 0,466 59,20? 7?,500 cos)' ?6,910 cos >I ?8,944 

4 0,621 53,166 cos~-• cos >I ?0,386 COS>I ?3,8?3 

5 0,??6 48,490 cos l•l COS >I 63,6?2 cos >I 68,558 

6 0,932 44,202 COS(•I COS >I 56,156 cos>l 62,521 

? 1,08? 40,082 COS<•I COS)I 4?,101 ?,899 54,951 

8 1,242 35,949 cos £•1 cos >I 33,94? 32,884 38,898 

9 1,398 31,648 cos c.' ----- ---- --- --
10 1,553 2?,05? COS<•f ---- ------ --- ----
11 1,?08 21,895 COS C• I --- --- -- -----
12 1,860 15,660 COSl•l ---- --- -- ---
13 2,015 4,295 COS(•J ----- ----- -----
14 2,1?0 --- --- --- ---- -- ----

Tabla VIII 
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cr, = 1,?8 Kg/mm2 

.,._ r = 20 r = 25 r = 30 n 9. fh 9, IJa ,, IJ, 

1 0,155 cos >I cos l•l COS )I cos~-' cos )I COS(•I 

2 0,311 cos> I cos t• I cos), cos~-· COS) I cas t-1 

3 0,466 cas >I 81,129 cos, I cas~· I cos> I cos~-· 

4 p,621 cos'> I ?5,652 cos>' ?8,103 cos, I 82,602 

5 0,??6 cos> 1 ?0,245 cos '>I ?1,002 cos >I ?2,000 

6 0,932 11,009 64,229 15,528 63,511 1?,?23 62,2?0 

? 11,08? 22,?22 56,6?9 28,555 53,383 3?,?88 45,041 

u, = 1,?8 Kg/mm2 

n r .. e. r = 35 Ia s. r = 40 Sa ,, r= 45 ,, 
4 0,621 cos) I cos £·1 cos) I COS (• I COS> I cos <·I 

5 0;??6 cos >I ?3,612 cos> r ?5,6?9 cos >I ?9,069 

6 0,932 19,5?3 61,102 21,302 59,?23 22,6?9 58,532 

? 1,08? ---- --- --~-- -- -- -----

! cr, 
If 1,?8 Kg/mm 

2 

n r. r = 50 r = 55 B. It '· It 
5 0,??6 cos.,. 83,50? COS> I COS C•l 

\ 

6 0,932 25,318 56,385 26,?41 55,399 

Table VIII 
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I 

l 

tension de contorno 

cro = 1,64 Kg/ mm2 

Fig. 13.- Red de isocromas 

calculada a partir de la -

ecuaci6n {39-a) 

----------------

tension de contorno 

\ 

/ cro = 1,78 Kg/mm2 

/° Fig. 14.- Red de is6cr_9 i / mas calculada a partir 

\A ,'
5

· 
0
1/ 

3 I I 0 

0 /; o~'\ // 
2 I ito 0 / ) 

- ffo //
0 

/ 

0 't 0 
/ 

o~~t • 0 
/' o\tlJ I 

0
/

0 

·8~ (o/ 
1~~ 0 

13 ° 

de la ecuaci6n (39-a) 

------· --------····- . __ .,......_...,. 



= 1,92 Kg/mm 
2 u, 

r ... r = 12 r = 14 r = 16 
n e. Ba. ,, Sa ,, lr 

1 0,155 ----- ---- ------ ---- ------- ----
2 0,311 --- ---- COS>l 86,118 cos>' 85,398 

3 0,466 61,180 ?3,939 cos>j ?8,390 cos>. 80,0?0 

4 0,621 54,698 cos~· I COS>! ?2,285 cos>' ?5,361 

5 0,??6 50,126 COS(. t COS>J 66,180 cos) I ?0,551 

6 0,932 46,041 COS(· I cos >I 59,56? cos>' 65,2?3 

? 1,08? 42,182 cos l•l cos> I 52,016 cos> I 59,120 

8 1,242 38,3?3 cos.C•I cos>' 42,430 1?,482 50,?01 

9 1,398 34,480 cos~-• COS) I 26,49? ------ ---
10 1,553 30,446 cos 4·1 ----- ----- ----- ---
11 1,?08 26,100 COS(•f --.--- --- -~----- ----
12 1,860 21,29? cos~-· --~--- --- --- ------
13 2,015 15,269 cos I• I ------ ---- --- ---
14 2,1?01 4,802 COSl•1 ----- -- --- ---
15 2,325 --- ---- ----- -- - ---

Tabla IX 
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cr. = 1, 92 Kg/mm 2 

~ ... r = 
20 'l r = 25 r = 30 8t n ,, '· e,. 8, 

1 0,155 cas> 1 cos~-· cos> I cos .C·I cos )I cos (-1 

2 0,311 cos> I cos~-· cos>' cos~-' cos>' cos <·I 

3 0,466 cos) I 82,456 COS> I cos ~-· cos> I cos c-r 

4 0,621 cos> 1 ??,210 COS> I 80,404 cos~ ' cos <-1 

5 0,7?6 cas> 1 ?2,253 cos> I ?3,551 cos~ I ?5,444 

6 0,932 1,358 66,964 9,361 66,916 9,843 66,909 

? 1,08? 16,918 60,851 21,553 59,198 25,31? 56,3?2 

8 1,242 28,061 52,30? 38,859 43,801 --- ------

. 2 
ct, = 1,92 Kg/mm 

7 .. r = 35 Ba e. r = 40 Ba r = 45 s, n 9, B, 

4 0,621 cos)' cos~- I cos) I cos (•I cos) I cos C.• I 

5 0,??6 cos)' ?8,440 COS> I 83,216 cos) I cos~·· 

6 0,932 10,68? 66,?60 10,310 66,8?4 8,?62 6?,451 

? 1,08? 29,559 52,852 36,130 46, ?2? ----

Tabla IX 
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O"o= 2,15 Kg/mm2 1 
z-.. r =12 r = 14 r = 16 

n g, e, IJ, Sa IJ, tJ, 

1 0,155 ---- ----- cos~' cos~ ... cos> I cos~-· 

2 0,311 ---- ------ cos >I COS~·I cos> I 8?,00? 

3 0,466 ------ ------ cos,. 80,495 cos) J 81,642 

4 0,621 57,025 83,531 COS) I ?4,866 cos> 1 ??,370 

5 0,??6 52,4?5 cos~ .. a cos >J 69,482 cos >-I ?3,160 

6 0,932 48,615 COS~·I cos >I 63,8?0 COS >I 68,715 

? 1,687 45,066 COS(• I COS 'PI 5?,798 COS >I 63,848 

8 1,242 41,638 co~-• cos )I 50,810 cos>' 58,115 

9 1,398 38,214 COS(•I cos>' 41,953 18,258 50,240 

10 1,553 34,?62 COS~.J COS>l 28,1?? --- ---
11 1,708 31,185 COS(·I ------ ----- ------ -----
12 1,860 2?,461 COS(•I ------ --- ---- ---
13 2,015 23,298 COS(•I ----- -- --
14 2,1?0 18,4?8 COS<•I -- -- --
15 2,325 12,203 COS(•J ------ --- -- --
16 2,480 ----~- --- ---- --- --- -----

Tabla ·X 
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CJ6 = 2,15 Kg/mm2 

n ?. r = 20 r =25 r = 30 
8, Bz 8, Sa s, 8a. 

1 0,155 cos) I cos~-· cos'> I cos(.., cos)' cos ~-· 

2 0,311 cos> I cos~-· cos> 1 cos~- 1 cos >I cos .c -· 

3 0,466 cos) I 84,486 cos> I COS~·I COS >I cos c-a 

4 0,621 cos>' 79,366 COS> I 84,229 COS)I cos~-• 

5 0,??6 cos )I ?4,916 COS) I ??,0?7 cos>' 81,245 

6 0,932 cos> I 70,403 COS)> I ?1,200 cos>' ?2,263 

? 1,08? ?,8?8 65,54? 12,822 65,156 14,492 64,418 

8 ~,242 18,40? 59,850 23,228 5?,8?3 2?,630 54,398 

9 1,398 28,629 51,817 ------ ---- --- ---

~ = 2,15 Kg/mm2 

7 ... r = 35 r = 40 1), r = 45 n 9. 9_~._ ,, s, ,., 
5 0,?76 cos>' cos~- 1 cos> I cos~-• cos~ I cos~-· 

6 0,_932 COS)> I ?3, 963 COS) I ?6,159 cos> I ?9,809 

? 1,08? 15,643 63,86? 16,4?0 63,249 16,?14 62,968 

8 1 ,~242 33,32? 49,420 --- --- ----
Tabla ·x 
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v. = 2,15 Kg/mm2 

7 ... r = 50 
n '· s .. 
5 0,??6 COS >I cos ~ -· 

6 0,932 COS)I 85,089 

? 1,08? 18,026 62,0?3 

Tabla X 

/ 
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\ 

tension de contorno 
GO = 1,92 Kg/mm2 

Fig. 15.- Red de is6cromes 

ce1cu1ada e partid de la -

ecuacion (39-a) 

-- ----------------------------- ----- -- --- -------. 

tension de contorno 
cro = 2,15 Kg/mm2 

Fig. 16.- Red de is6cromas 

calculada a partir de la -

ecuaci6n (39-a) 

...... -~- . ·- ·- -···· --· 



~.1.3.- VARIACION DE LAS TENSIONES PRINCIPALES A MEDIDA 

QUE NOS SEPARAMOS DEL CONTORNO CIRCULAR. 

O"o = 0,44 

r cr.: ,.~ cr~-= .-, 7., 

11 0 1,320 0 

13 0,134 0,936 0 

15 0,164 0,?49 0 

1? 0,161 0,648 0 

19 0,14? 0,588 0 

22 0,124 0,536 0 

26 0,09? 0,501 0 

30 0,0?? 0,482 0 

Tabla X I 

GO= 0,?2 

__.--

cr.~ "i 7,._, r r,: cr; 

11 0 2,160 0 

13 0,220 1,531 0 

15 0,268 1,226 0 

1? 0,263 1,060 0 

19 0,241 0,962 0 

22 0,202 0,8?8 0 

26 0,159 0,819 0 

30 0,126 0,?88 0 

Tabla XII. 
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0,3 

0,2 

0,1 

r-----

. CTx 

0,3 

0,2 

0,1 

tension de contorno 

CTo =0,44 Kg /mm2 

Fig. 1?.- Variaci6n de la tensi6n 

principal 1, a medida que nos se­

~, paramos del contarno circular. 

' 0" . 0' 0' 
~ 

15 30 45 r 
------------

tension de contorno 

1\o cro=0,72 Kg/mm2 

J' '\\Fig. 18.- Variacion de la tension 

principal 1, a medida que nos se­
o 

~amos del contorno circular. 

\ ,_ 
"''----

15 30 45 _._! __ .J 

---------------~-



2 

1 

. a-y 

2 

1 

\ 

tension de contorno 
O"o : 0,44 Kg I mm 2 

Fig. 19.- Variaci6n de la tension 

principal 2, a medida que nos se­

paramos del contorno circular. 

\ 
"---

15 

o..__ o...._o __ o 

30 45 

tension de contorno 
O"o-= 0,72 Kg /m m2 

r 

Fig. 20.- Variacion de la tension 

principal 2, a medida que nos sep! 

\ ramos del contorno circular. 

0 

\0 

15 

'0 
'~ o--.o-o-o-o 

30 45 r 

-·-· ~---,.··-·~ ---·-· ---------...-.-~--..... ---~ 



CJ0=1,09 

r cr.= cr, crv: cr. I'" 'I 

11 0 3,2?0 0 

13 0,332 2,318 0 

15 0,406 1,856 0 

1? 0,398 ·1,605 0 

19 0,364 1,456 0 

22 0,30? 1,328 0 

26 0,240 1,240 0 

30 0,190 1,1?3 0 

Tabla XII I 

cro = 1,36 

r O"x • CTJ ~., = G'"s ~ . ., 
11 0 4,080 0 

13 0,415 2,893 0 

15 0,50? 2,316 0 

1? 0,49? ·2,002 0 

19 0,455 1,81? 0 

r 

22 0,383 1,658 0 

2f 0,300 1,54? 0 

3C 0,23? 1,488 0 

Tabla XIV. 
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. 0,4 

0,2 

0,5 

0,4 

0,3 

0,2 

0/\. 

j\ 
0 \ 

tension de contorno 

CTo = 1,09 Kg /mm 2 

Fig. 21.- Variacion de la tension 

~ principal 1, a medida que nos se-

15 

0" 

~aramos del contorno circular. 

" 0~ 

30 45 

tension de contorno 
CTo = 1,36 Kg I mm2 

r 

Fig. 22.- Variaci6n de la tension f\ 
o ~ principal 1, a medida que nos se-

o 

~ramos del contorno circular. 

\, 
0 

15 30 45 r 



Uy 

3 

2 

15 

4 

3 

2 

15 

tension de contorno 
t1'o = 1,09 Kg /mm2 

Fig. 23.- Variaci6n de la tension 

principal 2, a medida que nos se-

paramos del contorno circular. 

30 45 r 
--· ... -------··· 

tension de contorno 
CTo = 1,36 Kg I mm2 

.Fig. 24.- Variacion de ls tension 

principal 2, a medida que nos se­

paramos del contorno circular. 

30 45 r 



lro = 1,64 

r cr.= Oi ()"! (1~ &w.y 

11 0 4,920 0 

15 0,611 2,?92 0 

18 0,5?6 2,289 0 

20 0,519 2,113 0 

25 0,384 1,891 0 

30 0,286 1,?95 0 

35 0,219 1,?45 0 

40 0,1?2 1,?16 0 

Tabla X :v 

00= 1,?8 

r cr.: u, <T.,: Cl, r., 
11 0 5,340 0 

15 0,664 3,031 0 

18 0,625 2,485 0 

20 0,563 2,294 0 

25 0,41? 2,052 0 

30 0,311 1,948 0 

35 0,238 1,894 0 

40 0,18? 1,863 0 

Tabla XVI 
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Ux 

0,6 

0,4 

0,2 

0,9 

0,6 

0,3 

o'\ tension de contorno 
0 

0"0 = 1,64 Kg I mm 2 

\ fig. 25.- Variacion de la ten-

\ si6n principal 1, a medida que 

nos separamos del contorno ci! 
0 \ar 

"" 0~ 
15 20 25 30 35 r 

tension de contorno 
uo = 1, 78 Kg/mm2 

~ Fig. 26.- Variaci6n da la tensi6n , 

~ principal 1, a medida que nos se­

~ramos del contorno circular. 

" '0 '0......__ 

15 20 25 30 35 40 r 
- -- ~----

~ 

~ 
r'' ' 



0 

4 

2 

Uy 

6 

4 

2 

tension de contorno 
cro = 1, 6 4 K g I m m 2 

Fig. 2?.- Variaci6n de la tension 

principal 2, a medida que nos se­

paramos del contorno del orificio 

•\ circular. 

' "'0 ........... o---a-o-

15 20 25 

tension de contorno 
cro = 1,78 Kg/mm2 

r 

Fig. 28.- Variacion de la tension 

principal 2, a medida que nos se-. 

paramos del contorno circular. 

\ 
"'---·-0--o-o 

15 20 25 30 35 40 r 



00= 1,92 

r q.: (11 6'.., E. tT, z-., 

11 0 5,?60 0 

15 0,?16 3,269 0 

18 0,674 2,680 0 

20 0,608 _2,474 0 

25 0,450 2,214 0 

30 0,335 2,101 0 

35 0,256 2,043 0 

40 0,201 2,009 0 

Tabla XVII 

CTo = 2,15 

r crv: Oi u., i tr, Txy 

11 0 6,450 0 

15 0,802 3,661 0 

18 0,?55 3,001 0 

20 o,68u 2,??0 0 

25 0,503 2,4?9 0 

30 0,375 2,353 0 

35 0,287 2,288 0 

40 0,225 2,250 0 

Tabla XVIII 
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CTx 

9 

6 

3 

6 

3 

tension de co ntorno 
cro = 1,92 Kg I mm2 

Fig. 29.- Variacion de la tension 

principal 1, a medida que nos se­

paramos del contorno circular 

15 20 25 30 35 40 r 

ol\ tension de contorno 
' \ uo = 2,15 Kg/mm2 

\ Fig. 30.- VariaciOn de le ten-

\ 

sian principal 1, a medida que 

nos separamos del contorno cir -\ular. 

"'0 ' 
30 35 ____ 4~----- ------·-- ---~-



6 
0 

4 

2 

8 

4 

tension de contorno 
CTo = 1,9 2 Kg /mm2 

Fig. 31.- Variaci6n de la tension 

principal 2, a medida que nos se­

paramos del contorno circular. 

tension de contorno 
CTo = 2,15 Kg/mm 2 

r 

Fig. 32.- Variacion de la tension 

principal 2, a medida que nos se­

parernos del contorno circular. 

15 20 25 30 35 40 r ·-----· --· --- --- ~------

- .,. ·- ----.....-----------~ -. ~ 



~-·· 

6 

5 

4 

3 

2 

1 

cr Kg/mm2 
y 

0 

Fig. 33.- Veriaci6n de la tension 

principal 2, para distintos esta­

cios de tensi6n. 

25 30 35 40 r mm 



3.1.4.- ESTADO DE TENSION ~N PUNTOS QUE ESTAN SOBAE EL CON­

TORNO DEL ORIFICIO CIRCULAR• 

cr, = o,44 

g a. uy r • ., 

0 0 1,320 0 

15 0,081 1,122 -0,301 

30 0,220 0,660 -0,381 

45 0,220 0,220 -0,220 

60 0 0 a 

?5 -0,301 -0,622 0,081 

90 -0,44a 0 a 

Tabla XIX 

cr., = a,?2 

Q cr, a-y ~ .. ., 
0 0 2,160 0 

15 0,132 1,835 -a,492 

30 0,360 1,080 -0,624 

45 0,360 0,360 -0,360 

60 a a 0 

?5 -0,492 -0,035 0,132 

90 -0,?20 0 0 

Tabla XX. 
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Txy: -0.220 

CTx=0,220 

CTy:0,660 

Figs. 34 y 35.- Calculo de los estados de tension en puntas 

que estan sobre el contorno del orificio circular. 

X 

O"x=0,132 

.. 



cr, = 1,09 

g r. Uy '""' 
·o 0 3,270 0 

15 0,199 2,180 -0,?44 

30 0,545 1,635 -0,944 

45 0,545 0,545 0,545 

60 0 0 0 

75 -0,744 -0,053 0,199 

90 -1,090 0 0 

Tabla XXI 

a,= 1,36 

Q tr, (jy ~IC, 

:Q 0 4,080 0 

15 0,249 2,720 -0,929 

30 0,680 2,040 -1,178 

45 0,680 0,680 -0,680 

60 0 0 0 

?5 -0,928 -0,067 0,249 

90 -1,360 0 0 

Tabla XXII 

..... -:. 
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Uy=-O,OS%,3 :-0,744 
'•y=0,199 

....---. Uy:O 
U..: 

'rxy=O 

CTx: 0,199 

Figs. 36 y 3?.- Calculo de los estados de tensi6n en puntas 

que estan sabre el contorno del orificio circular 
y 

U~ CTx:-1,360 

Uy:-0,0~6=-0,928 

'rxy =0,249 
Uy:O 

Ux: 
Txy= 0 



G"o= 1,64 

g ~. cr, 'Z • ., 

0 0 4,920 0 

15 0,300 3,280 -1,120 

30 0,820 2,460 -1,420 

45 0,820 0,820 -0,820 

60 0 0 0 

?5 -1,120 -0,080 0,300 

90 -1,640 0 0 

Tabla XXIII 

a, = 1,?8 

g cr. ,., ~., 

0 0 5,340 0 

15 0,326 3,560 -1,216 

30 0,890 2,6?0 -1,542 

45 0,890 0,890 -0,890 

60 0 0 0 

?5 -1,216 -0,08? 0,326 

90 -1,?80 0 0 . . . ~-

Tabla XXIV. 
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·-------~ 

O'"x=0,300 

Figs. 38 y 39.- Calculo de los estados de tension en puntas 

que estan sabre el contorno del orificio circular. 

y 

O'"x =0, 326 



a.= 1,92 

Q ... a-v 7v'l 

0 0 5,?60 0 

15 0,351 3,840 -1,311 

30 0,960 2,880 -1,663 

45 0,960 . o, 960 -0,960 

60 0 0 0 

?5 -1,311 -0,094 0,351 

90 -1,920 0 0 

Tabla XXV.' 

a.= 2,15 

g cr,. a-, T .. y 

0 0 6,450 0 

15 0,393 4,300 -1,468 

30 1,0?5 3,225 -1,862 

45 1,0?5 1,0?5 -1,0?5 

60 0 0 0 

?5 -1,468 -0,105 0,393 

90 -2,150 0 0 

Tabla XXV I 
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--~ 

CTx=0,351 

Figs. 40 y 41.- Calculo de los estados de tension en puntas 

que estan sabre el cantorna del arificia circular. 

CTy:-0,105 

t"xy=0,%93 =·1,468 
CTy=O 

(T,: 

l"xy=O 

=0 

y 

X 

0"'1:4,300 

r--r-.. r.xy = -1,468 

CTx=0,393 



3.2.- PLACA CON UN ORIFICIO ELIPTICO SOMETIDA A UN ESTAOO DE TAAC­

CION UNIAXIL. 

Las ecuaciones (23) y (24), nos dan las funciones de ten­

sion para este caso concreto,y son: 

m 1 \2. - r 
'I' • 4a

0 
a( sen h f - A • 8 ) (23) 

1 82 'i - .A 4 B -2! -( A " A -1) 2 
" • 8 D'"o s( sen h r -) (24) 

donde: 

$ y~, son las funciones de tension. 

y es una variable compleja de la forma oc .a. i!J, siendo 

ex y (A dos coordenadas el::!pticas. 

a es la tension aplicada al contorno. 
0 

A es funcion de la excentricidad del orificio el!ptico 

y Que ya ha sido dada en el apartado (3.1). 

(e)es el semieje mayor de la el::!pse. 

(b)es el semieje manor de la el::!pse. 

Para reducir un poco las ecuaciones (23) y (24), vamos a 

llamar a: 
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par lo que en definitive tendremos: 

2I 2 -2f 
1 e - a!.e - a2..) iJ • -cr a(---•----
8 o sen h ~ 

ai tenemos en cuenta que: 

z-acoshf 

ee deduce inmediatamente que: 

1 2 2 1/2 
san hI • -(Z - a ) 

a 

(42) 

(43) 

que sustibddas en las ecuaciones (16) y (1?) conducen a des nuevas 

axpresiones en funcion de la vartable compleja Z c x ~ iy, y que -

va a permitirnos pasar de coordenadas el!pticas a cartesianas, as!: 

12? 
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( 2 . 2 ) 1/2) • - - . 1 ~ - < 

Z - a .. (z2 _ 
8
2)172 

si llarnamos a : 

par tanto las funciones de tension quedar&n de la forma: 

1 2 2 1/2 f • ~ (a (Z - a ) - a Z) 
4 0 3 1 

(44) 

(45) 
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Calculando ahara el estada de tensi6n en un punta, a partir de las 

ecuaciones (31), (32) y (33), tendremos que encontrar primeramente 

las derivadas primers y segunda de ~ y la derivada primera de~ y 

que vienen dadas por: 

que llevadas a las ecuaciones (44) y (45), y teniendo en cuenta que: 

tr - rr ... 21 r • 2( i. t # # ... y #) 
y x xy 

queda finalmente que: 
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donde hemos llamado: 

Puesto que el sistema doble cartesiano polar,se ha usado 

ya en fotoelasticidad, se eligio aqu{, para buscar solucion a este -­

problema, ya que no se encontr6 solucion con otros sistemas. 

Ahara bien, teniendo en cuenta un sistema doble cartesiano 

polar, tal y como se da en la fig. 42. 

FIG. 42.- Sistema doble cartesiano polar. 

Fig. 42.- Sistema doble cartesiano polar. 

la ecuaci6n anterior queda en definitive: 
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a ~ -
I 21 ..,_ a { r [ 2 -1( Q ... -2( gl.J.Q2) ) 

oe - D" ... " • - I -a3a • e + 
y x xy 2 ( )3 2 

rlr2 

(46) 

1gualando y separando las partes reales e imaginerias de la ecuaci6n 

anterior, results: 

(4?) 

cr 
?- o { r [ 2 ( 3( 1 ) ) ~ • -- / a3a .sen g ' -2 91 7 Q2 ' 

xy 4 { )3 2 
rlr2 

operando en las ecuaciones anteriores, se llaga a 
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(48) 

tr { r ( 2 
8

? 3 t" • ~ -- / (a
3

a - -
2

) sen Q.cos 
2
-(9

1 
.a. 9

2
) 

xy 4 ( )3 2 
. rlr2 

si llamamos a: 

2 a, 
- (a3a ' :2) c a8 

2 (a
3
a -(a,l2)) • a9 

2 
(a

4
r /2) • a

10 
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las ecuaciones (48) y (49), se reducen a estas otras: 

l't.- a. = ~{---r r- ((a cos Q ... a cos 3Q)cos ~(g -1-Q ) -1-
-, 2 ( )3 2 8 . 10 2 1 2 

' rlr2 

~,= ~{- r 1-- {Ca sen Q -1- a sen 3Q)cos ~(Q .t- Q ) -
4 ( )3 2 9 10 2 1 2 

rlr2 

(51) 

teniendo en cuenta que la-cision maxima viene dada par: 

si sustituimos las ecuaciones anteriores en esta ultima ecuacion, 

tendremos: 

Ns 3 
.a. ---

3
/2 (a

8
cos Q .a. a

10
cos 3Q)cos 2(g

1 
.a. g

2
) .a. 

(rlr2) 

~. (a9sen Q ~ a10sen 3Q)sen ~(g1 ~ o2
J] ~ (a~/4)1 (52) 

a partir de esta ec~acion, vamos a encontrar la forma de poder re­

presentarla, ya que tal y como se da en la ecuacion (52), noes f! 

cilmente representable. 
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llamando a: 

la ecuaci6n (52), queda de la forma: 

teniendo en cuenta que: 

cos 3Q = cos Q. (1 - 4x) 

sen 3Q = sen Q. (3 - 4x) 

donde, hemos llamado: 
2 x.• sen Q 

par tanto: 

y llamando a: 

B(aB- a9).al0 • a12 

2 2 
ag - as - 10a10a8 ~ 6a9a10 = al3 

(53) 
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sustituyendo estas expresiones en la ecuaci6n (53·), resulta: 

elevando al cuadrado ambos miembros de la igualdad y ordenando, t~ 

nemos: 

llamando a: 

2 2 
r al2 • al5 

2 
2al28 13r = 8 16 

2 2 
(al3 ~ 28126 14)r =. 6 1? 

2 
26136 14r = alB 

{54) 
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si sustituimos estas expresiones en la ecuaci6n (54), results: 

con el fin de reducir la expresi6n anterior, operando en alguno de 

los terminos, tenemos: 

2 
6

20 3 2 ( a
9
sen Q -1- a sen 3Q) x • a x • a x 10 = - ~- • 25 ~ 26 

donde: 
2 

- 32al0 = a20 

2 
48810 ... 88108 8 ... Ba98 10 = 8 21 
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-8(a9~ 3810) 8 10 = 6 25 

2 
(a9~ 3810) = 6 26 

todo esto puesto en la ecuacion anterior queda: 

llamando a : 

2a25~ a21 = a2? 

2626 .a. 6 22 -= a28 

(ss) 

desarrollando los t~rminos de la ecuaci6n (55') que a continuaci6n 

sa dan, podremos reducir dicha ecuaci6n: 
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(r
2 

- a
2

) = a 
29 

2 2 2 
-4r ( 2r -1- a ) -a

30 
4 

16r • a
31 

2 . 2 2 
-Br (4r - a ) = a

32 
2 

-2a3lr = a33 

2 
8 298 31 - 8 32r = a34 

2 2 
a29a30 - 10a29r = a35 

por otra parte: 

2 
r sen Qcos Q( 2 2 ) 

= ------------ 2a x "' a x ~ Sa 
( )

3 31 36 29 
rlr2 

donde: 

2 2 4 2 2 2 
24r a - 32r = Br (3a - 4r ) = a 

36 

sustituyendo en la ecuaci6n (55), resulta: 

2 1 4 3 2 
28

11r 
all -1- :. : 6( 6 15x "' al6x .a. 8 17x .a. alex .a. 6 19) - 3( 

(rlr2) (rlr2) 

( 2 ) = n
2 

{ 6 5 4 3 
al2x ~al3x ~ al4 2(rlr2)6 a3?x ~ a38x ~ a39x ~ a40x ~ 

2 2 4 3 2 .a. a41x .a. a42x .a. a43 .a. 2r x(l-x)( a~ .a. a
45

x .a. a
46

x .a. 
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(sa) 

operando en la ecuaci6n (sa), se tiene : 

3 n
2 

2 2 n
2 

2 
- a16]x .a. 2 ~a41 .a. 2r (a4?- a48)) - al~ x .a. 2 ~a42 .a. 2r .a48) 

2 

~ 6 18]x .a. (~ 6 43 - 6 19) (5?) 

llamando a: 

2 
~ (e42 ~ 2r2 a48) - alB = e54 

2 
n 
2 6 43 - 6 19 = 6 SS 
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. 2allr = ass 

2 
n 
2 = 6 5? 

si susti tuimos en la ecuacion (.57) , queda: 

teniendo en cuenta que 

y llamando : 

2 2 
4r a = asa 

resultara entonces: 

6 
... 6 29 

Entonces la ecuacion(57), queda: 

- { (a56 al2 .a. a5? a2?)l .a. ( a56 ala"' a5?a28) x .a. (a56al4 .a. 

J 
3 6 5 4 3 2 

... a5? al4) (rlr2) = a49x ... a50 x ' a5lx ... a52x ' a53x ~ 
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(58) 

y llamando a : 

la ecuaci~n (sa) queda de la forma 

(59) 

elevando al cuadrado la eouaci~n anterior, resulta: 
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~onde hemos llamado a: 

y llamando a: 
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si sustiuimos en ·la ecuacidn anterior y operamos, results: 

(59-a) 

este polinomio de grado doce, nos permitir8 representar las l!neas 

de cision maxima. 
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3.2.1.- CALCULO DEL ESTAOO DE TENSION EN UN PUNTO PARA UN MOOELO CON 

OAIFICIO ELIPTICO. 

Teniendo en cuenta la ecuaci6n (so), obtanida anterior­

mente para la diferencia de tensionas y edemas, sabiendo que: 

a .a. ft • 4.Re $1 

X y 

obtenemos un sistema de dos ecuaciones con dos inc6gnitas, que nos -

penni ten obtener las ecuaciones para IT y o- • 
X ·y 

I 
Por tanto, calculando la parte. real de ~ , sa llega a: 

ai resol vemas·- al sistema, se obtiene para el estado de tension en un 

punta las siguientes expresiones, teniendo edemas an cuenta la ecua-

cion (51). 
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- 2ra
3 l - [ cos Q.cos -2

1
(6

1 
~ 9

2
) ~2sen Q.sen -

2
1 

• 
( )

1 2 
rlr2 

cos ~gl ~ 92) ~ sen g sen ~(91 ' 92~ ~ (a6/2) - 2aJ 
(61) 

(S2) 

con lo que queda definido el estado de tensi6n en un punta para una 

placa con un orificio el!ptico y sometida a traccion uniaxil. 
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3.2.2.- REPRESENTACION DE LAS LINEAS DE CISION MAXIMA PARA EL MODELO 

CON ORIFICIO ELIPTICO. 

tensi6n de ,\ = f(( b 4-fb2~ a~) semieje eemieje 
contomo mayor men or 

cr • o,40 A • 1,96 a • 11 b- 8 
0 

z-m r• 11 r• 14 r • 1? 
n 

94. e_~ e. e, 9f e~ 

1 0,155 22 - 61,55 - 66,38 -
2 0,311 1?,?3 - 33,83 15,48 - -
3 0,466 15,32 - 8,21 - - -
4 0,621 13,64 - - - - -
5 0,??6 12,38 - - - - -
6 0,932 11,38 - - - - -
? 1,087 10,5? - - - - -
a 1,242 9,89 - - - - -
9 1,398 9,31 - - - - -

~ 
lO 1,553 8,81 - - - - -

tens!on de con omo .>. = ! ( b ~~ ba. .f. a 1. ) 
semie~e mayo 

semie~e me no 

0" • 0,40 
0 

-" • 1,96 a • 11 b =a 

n ?m r • 20 r • 23 r • 26 e. 91 e, 9z. s, g, 

1 0,155 68,68 - ?0,3? - ?1,9? -
\ 

Tabla XXVII 
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tensi~n de con orno I >. a ~ ( b 4-i b.,_ 4- a& ) semie~e 
matto 

semie~e me no 

(j - 0,40 l\•\1,96 a • 11 b. 8 
0 

t"'m 
r • 29 r• 32 r• 35 

n 8, 92 61. 9~ 9, 9z 

1 0,155 ?3,?0 - ?5,69 -- ?8,12 -

tens£6n de con orno I ~ • ~ ( b 4-~t/4- a' ) semie~e mayo semie~e me no 

CT • 0,40 
0 

~ • 1,96 a• 11 b. 8 

t"m r • 38 r• 41 r • 44 n 8, Ba 9, (J., (J, (Jl 

1 0,155 82,21 - 86,9:2 -
Tabla XXVII 
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G"o= 0,58 ; A= 1,96 ; a = 11 

n rm r = 11 r =£ 14 r = 1? 
8, e1 8, <' .. ~. ~' 

1 0,155 28,77 --- 71,88 --- 75,43 ---

2 0,311 2R,54 --- 48,56 --- 55,37 ---
3 .0,4tSS 17,54 --- 22,94 --- 29,g2 18,37 

4 O,E21 15,82 --- 10,50 --- --- ---
5 o,?7E 14,51 --- 4,31 --- --- ---

6 0,932 13,c14 -- --- --- --- ---
7 1,087 12,5? --- -- --- --- ---

A 1,242 11,84 --- --- --- --- , ---
9 1,398 11,20 --- --- --- --- ---

10 1,553 10,64 --- -- --- --- ---

a0 = o, 5A ; A = 1, 96 ; a = 11 

n rm 
•• 

r = 20 r = 23 r = 268r e, B, s~ B. 
1 0,155 78,22 --- 81,66 --- --- ---
2 0,311 57,42 7,62 58,0? 10,49 sa ,a cr. 12,56 

Tabla XXVIII 
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cr. == 0,58 . A == 1,96 ; a = 11 
' 

n 'rm r = 29 r == 32 r = 35 
e. Sa '· s, '· 8~t 

2 0,311 5?,84 14,29 5?,3? 15,8? 56,84 1 1?,51 

G-. = 0,58 . l = 1,96 ;= a = 11 
' 

rm r = 38 r = 41 r = 44 
n '· ,,. '· 8, '· , 
2 0,311 56,02 18,8? 55,15 20,38 54,16 21,95 

<To == 0' 58 . ~ = 1,96; a=l1 
' 

n t' m &, r = 47
81 &. r = 50 8, 8, r = 53 s, 

2 0,311 53,02 23,61 51,?0 25,40 50,13 2?,l11 

~0 = 0,58 ; ). = 1, 96 ; a = 11 

n ~m ,, r = 56 
&1 8, r = 59 e, 

2 0,311 48,32 29,66 45,56 32,?? 

Tabla XXVIII 
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\ 
1 
1 
0 

\ 
\ 

11 

i 
i 
I 
I 
0 

tension de contorno 
(/'o = 0,40 Kg I mm2 

~ = 1, 960 · ( elipse) 

Fig. 43.- Red de isocromas 

calculada a partir de la -

ecuacion (59-a) 

tension de contorno 
(/'o = 0, 58 Kg I mm2 

~ = 1, 960 ( elipse) 

0/ 
/ 

/ Fig. 44.- Red de isocromas 

Y calculada a partir de la -

I ecuaci6n (59-a) 

i 
i 
~ !) 

0 



cr, = 0,64 . .,. = 1,96 . a = 11 
' ' 

r = 11 r = 14 r = 17 
n t m ,, ,, f, ~~ 

,, ,.,. 
1 0,155 31,96 --- 74,11 --- 77,45 ---

2 0,311 20,58 --- 53,04 --- 59,14 ---
3 0,466 18,13 --- 30,04 --- 39,32 11,8? 

4 0,621 16,41 --- 13,52 --- --- ---
5 0,776 15,08 --- ?,15 -- --- ---
6 0,932 14,01 --- --- --- --- ---
? 1,087 13,13 --- --- --- --- ---
8 1,242 12,38 --- --- --- --- ---
9 1,398 11,73 --- --- --- --- ---

10 1,553 11,16 --- --- --- --- ---

r.= 0,64 . " = 1,96 . a = 11 
' ' 

t' 
r = 20 r = 23 r = 26 

n m 8, s .. s. Bt 8, It 
1 0,155 80,56 --- 85,45 -- --- ---
2 0,311 61,30 --- 52,32 6,43 62,92 7,51 

3 0,466 3g;o2 20,?6 --- --- -- ---

Tabla XXIX 
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~= 0,64 . A = 1, 95 . a = 11 
' ' 

r = 29 r = 32 r = 35 
n ~rl ,, 8a 8, s, &, ~ 

2 0,311 E3,32 8,39 63,65 8,24 63,82 8,11 

<t.= 0,64 . ~ ::::: 1' 96 ; a = 11 
' 

?: M •• 
r = 388, 8, 

r = 41 
8, 

r = 44 
n s, lr 
2 0,311 f4, 251 ?,qg 64,56 ?,61 64,881 7,05 

~. = 0,64 ; A= 1, 96 . a =11 
' 

T m 8, r = 47 ,, ,, r = 50,, B, 
r = 53 

n 

·~ 
2 0,311 65,21 6,31 65,4? 4,12 65,93 3,95 

... 

Tabla XXIX 
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a.= 0,?5; ~ = 1,96 ; a = 11 

n -rm r = 11 r = 14 • r =· 17 ,, 'l 8, ,, '· ~~ 

1 0,155 75,27 --- 77,66 --- 80,?9 ---

2 0,311 21,f:6 --- 59,69 --- 64,79 ---

3 0,456 19,17 --- 4143 -- 49,39 5,37 

4 0,621 17,44 --- 21,83 --- 26,62 21,13 

5 0,776 16,10 --- 11,90 --- --- ---

6 0,932 15,02 --- 6,85 -- -- ---
? 1,08? 14,12 --- 1 --- --- ---
8 1,242 13,35 --- --- -- --- ---
9 1,398 12,68 --- --- -- --- ---

10 1,553 12,og --- --- --- --- ---

v. = 0,?6; ~ = 1,96; a = 11 

r m s, r = 20 r = 23 &, r = 26 
n 

'" Be ,, It· 

1 0,155 85,14 --- --- -- --- ---
2 0,311 67,06 --- 68,59 -- 69,94 ---
3 0,4E6 51,11 12,13 50,88 16,28 49,68 20,13 

Tabla XXX 
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cr. = o, 76; A = 1,96 . a = 11 
' 

r "7 29 r = 32 r = 35 
n r m •• 

,, B, s, e, ~~ 

2 0,311 ?1,33 -- 72,84 --- 74,65 ---
3 0,466 47,33 24,25 43,51 29,52 --- ---

'· = 0, 76 ; .A = 1,96 ; a = 11 

tm r = 38 r = 41 r = 44 
n '· ,, '· 8a I, 8a 
2 ( 0,311 76,57 --- 79,02 -- 82,31 ---

.. 
Tabla XXX 
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\ 

L____ -- --

1 

1 
J 

21 

I 
I 
I 

tension de contorno 
0'0 = 0,64 Kg I mm2 

). = 1, 9 60 ( elipse) 

Fig. 45.- Red de isdcromas 

celculada a partir de la -

acuaci6n (59-a) 

tensi&n de contorno 
O'o = 0, 76 Kg /mm 2 

). = 1, 9 60 ( elipse) 

Fig. 46.- Red de isdcromas 

calculada a partir de la -



cr., = 0,84 . A = 1,96 ; a = 11 
' 

n !".- r = 11 Ba r= 14 r = 1? 
Sa s. 81 B. 81 

1 0,155 30,20 - ?9,54 -- 82,06 ,-
2 0,311 26,40 - 62,10 - 6?,66 -
3 0,456 23,92 - 44,12 - 54,04 --
4 0,621 22,04 - 25,25 - 11,?6 3?,65 

5 0,??6 20,53 - 16,?4 - - -
6 0,932 19,2? - 12,36 --- - -
? 1,08? 18,21 -- 13,36 -- - -
8 1,242 1?,29 - 6,25 - - -
9 1,398 16,48 - 2,61 -- - -

10 1,553 15,?? - - -- - -

G"o = 0,84 . ). = 1,96 . a = 11 
' ' 

r .. r = 20 r= 23 r = 26 
n '· 61 B, e .. St Sr. 

1 0,155 86,28 - - - - -
2 0,311 ?0,04 - ?1,5? - ?3,35 -
3 0,466 8,12 56,49 11,?0 5?,11 14,18 56,99 

4 0,621 38,1? 22,20 - - - -
Tabla XXXI 
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r. = o,a4 . ). = 1,96 ; a = 11 
' 

l" ... r = 29 r = 32 r = 35 
n IJ, ., s .. s, s, 9, s,_ 

2 0,311 ?5,16 - ?~..,.29 - BOT02 -
3 0,466 56,4? 16,30 55,69 18,28 54,69 20,24 

cto = 0,84 . ,\ = 1,96 . a 2 11 l , , 

z-... r = 38 r = 41 r = 44 
n /), 1)., IJ, 8, f), s., 
3 0,466 53,48 1 22,25 52,03 I 24,38 50,26 1 26,?6 

Tabla XXXI 

15? 



r, = o, 98 . A = 1,96 ; a = 11 7 

rm r = 11 r ::: 14 r = 17 
n s, '" s, ~~ ,, 8, 
1 0,155 --- --- 82,54 --- 86,20 ---

2 0,311 23,37 --- 67,54 --- 71,58 ---

3 0,465 20,72 --- 53,96 --- 59,91 ---
{~ 0,621 18,9? --- 39,46 --- 47,73 6,56 

5 0,776 17,62 --- ?.3,94 -- 31,BL1 16,91 

6 0,932 16,53 --- 14,31 --- --- ---
'7 1,087 15,E.J --- 9,52 --- --- ---
8 1,242 14,82 --- 5,!=?5 --- --- ---

9 1,1r.9 14,13 --- 1,27 -- --- ---
10 1,553 13,52 --- --- --- --- ---

G'. = 0·; 98; ,A = 1, 96 ; a = 11 

n "t-n r = 20 r = 23 r = 26 

'· It '· ~. 8. 8, 

2 0,311 74,06 --- 76,44 --- 79,2~ ---
3 0,466 62,01 2,98 63,18 5,41 63,8/ 6,22 

4 0,621 tl9,29 13,38 48,69 18,01 46,7~ 22,63 

Tabla XXXII 
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cr. :: 0,98; ) = 1' 96; a ==11 

r == 29 r = 32 r = 35 
n ~ m s, ~, 8, 8,_ 8, 8, 
2 0,311 83,48 --- --- --- --- ---
3 0,4~6 64,41 6,40 64,90 6,13 65,85 4,30 

4 0,621 42,94 28,3f --- --- --- ---

'· = 0,98; ~ :: 1' 96; a = 11 ' 

n z-m 8, r = 38 Bt r = 41 r = 44 
8, f)'l (J, 8, 

3 0,466 65,85 4,30 66,36 2,05 66,90 ---
Tabla XXXII 
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\ 
0 

I 

I . 

r 

\ 

' i 0 

I 
1 

\ 

' 1 
I 
i 
I 
l 

mas calculada a partir -

de la ecuaci6n (59-a) 

tension de con tor no 
«To = 0, 9 8 Kg I m m 2 

~ = 1,960 (elipse) 

.Fig. 48.- Red de isdcromas 

calculada a partir de la -

ecuaci6n (59-a) 



a. =1, 1s . ~ = 1,96 . a = 11 
' ' 

n r- r = 11 r = 14 r = 17 
m 8, ,., IJ, ,, 8, It 

1 0,155 --- --- 86,72 --- --- ---

2 0,311 24,90 --- 72,20 --- 75,72 ---
3 0,466 21,88 --- 60,91 -- 65,~3 ---
4 0,621 20,09 --- 49,46 -- 56,12 ---
5 0,776 18,74 --- 37,11 -- 45,73 7,88 

6 0,932 17,64 --- 24,12 - 32,14 16,69 

7 1,087 16,72 --- 15,51:3 -- --- ---
8 1,242 15,S'2 --- 10,22 --- --- ---
9 1,398 15,22 --- 7,76 -- --- ---

10 1,553 14,60 --- 4,84 --- --- ---

cr. = 1,18 . A = 1,96 ; a = 11 
' 

n ~m '· 
r = 20 r = 23 r = 26 'l 8, ~~ IJ, It 

2 0,311 78,55 --- 83,12 --- --- ---
3 0,466 68,13 --- 69,76 -- 71,27 ---
4 0,621 58,20 7 58,92 9,75 59,08 11,62 

5 0,775 47,05 14, 9] 45,86 20,27 £1,2' 49 26,40 

Tabla XXXII I 
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~= 1,18 . A = 1,9c . a = 11 
' ' 

r r = 29 r = 32 r = 35 
n m e, IJL s, s, IJ, s, 
3 0,465 ?2,88 -- ?4,c9 --- ?9,4? ---
4 0,621 58,96 13,14 58,6? 14,4? 58,42 15,R9 

cr. = 1, 1s . ). =1,96 . a = 11 
' ' 

n rm 8, r = 38,,_ 8, r = 41 
8t 8, r ::44 

4
, 

3 0,466 ?9,4? --- 83,22 --- --- ---
4 0,621 5?,69 16, 9? 5?,20 18,05 56,55 19,23 

a.= 1,18 I ,\ = 1' 96 ; a = 11 
' 

n r = 47 r= 50 r = 53 
1: m ,, I& 8, ~., 4, 8t 

4 0,621 55,82 20,43 55,01 21,6? 54,11 22,98 

Tabla XXXIII 
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0', = 1,28 ; ~ = 1 '96; a = 11 

rm r = 11 r = 14 r = 17 
n '· 8a {), fia s. ,, 
1 o, 155 --- --- --- --- --- ---

2 0,311 67,40 --- 74,03 -- 77,38 ---
3 0,466 22,42 --- 63,55 --- 6e,1o ---
4 0,621 20,59 --- 53,11 --- 59,20 ---

5 0,776 19,24 --- 42,09 --- 49,94 4,93 

6 0,932 18,13 --- 30,04 --- 39,32 11,8? 

7 1,087 17.20 --- 19,50 --- --- ---

8 1,24?. 16,41 --- 13,58 --- --- ---

9 1,358 15,?0 --- 9,94 --- --- ---

10 1,553 15,08 --- ?,13 --- --- ---

a-,= 1,28 ; A = 1,96 . a = 11 ' 

-r r = 20 r = 23 r = 26 
n m '· It '· ,, 8, lr. 
2 0,311 80,48 --- 85,30 --- --- ---

3 0,466 ?0,45 --- 72,33 -- ?4,24 ---
4 0,621 51,36 3,9? 62,38 6,36 62,98 7,42 

5 0,776 51.,70 11. '73 51,58 15,73 50,46 19,37 

I 

6 0,'932 39,02 ~0,76 --- --- --- ---
Tabla XXXIV 
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cr. == 1,28 I ~ ' = 1,96; a = 11 

'tm r = 29 r = 32 r = 35 
n 8, .... '· Bt 8, 6, 
3 0,466 76,44 --- 79,17 --- --- ---

4 0,621 63,411 7,92 63,74 8,10 F4,12 7' c:s 

5 n,7'7S t:lR, 52 23,14 45, tl.B ?..7,62 --- ---

v~ = 1,28 " -- 1,96 . a = 11 7 

r •• 
r ::: 38 

8t 
r = I!J. lt. r = 44 

n 1"'1 e, 8, Se. 
fl. [1,621 E4,23 7,89 Sll., ?0 7,33 65,03 6,S9 

cr. = 1,28 ; ~ = 1, 96; a = 11 

rm r = 47 r = 50 r - 53 
n 8, ~L 8, fJa 8, ~ 

4 0,621 65,38 5,85 65,75 4,69 --- ---

Tabla XXXIV 
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tension de contorno 
O"o = 1,18 Kg I m m2 

03~ 
oJ \ ~ = 1,9 60 ( elipse) 

1 / 
J Yo Fig. 49.- Red de isOcromas 

{ .J' calculada a partir de la _ 

j I ecuacion (59-a) 

0 5 

1 / /,_.~ I . /0 
0 1 0 0 

0 l 0~ I //0 

I I I / 0 

0 0 /0. 
~·' /./ 

~.·~· .... 

'l 
! 

tensi6n de contorno 
O"o = 1, 2 8 Kg I m m 2 

~ = 1, 96 0 ( elipsa) 

\ / 
01 y Fig. 50.- Red de :lsOcromas 

2 ° / calculada a partir de la -

\ 1 j /).-0 

ecuaci6n {59-a 

\ I I// 
J i I I 6 ° 
\ 0 l i /0\ I 

0 I J I 
0 0 / 

I 

L:_ 
7 ///. -------

1::::::::.~ 0 ~ • 
l=:::&.'\ 0 ~0 



G'. :y 1,34 . A = 1,96 . a = 11 
' 

rm r = 11 r = 14 r = 17 
n IJ, It {J, 'L ,, 8a 

1 0,155 --- --- - -- --- --- ---

2 n,3ll 69,55 --- 75,02 --- 78,29 ---
3 0,466 ?.2,72 --- F34,94 --- 69,31 ---

4 n,s21 20,88 --- 55,01 --- 60,80 ---

5 0,775 19,51 --- 44,64 -- 52,08 2,88 

6 0,932 18.41 --- 33,33 --- 42,41 10,13 

7 1,087 17,48 --- 23,99 --- 28,30 19,69 

8 1,242 16,68 --- 15,31 --- --- ---
9 1,358 15,97 --- 11,25 --- --- ---

10 1,553 15,35 --- 7,28 --- --- ---
~ 

'· = 1,34 ; ). = 1,96 . a =11 
' 

~:n 
r = 20 r ::: 23 r = 26 

n 8, 8, f), ,, '· ~ .. 
2 0,311 81,59 --- 88,42 --- --- ---
3 0,46\3 71,69 --- 73,?2 --- ?5,89 ---

4 0,621 62,99 0,77 E4,17 3,99 64,98 .1,42 

5 0,??6 53,98 10,15 54,21 13,66 53,6Ll 16,60 

6 0,932 43,12 1?,68 40,07 25,12 --- ---

Tabla XXXV 
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0', = 1,34 . ). = 1,95 . a = 11 
' ' 

rm r = 2981. r = 32 r = 35 
n fJ, f), ()I ,, It 

3 0,466 78,53 --- 82,1? --- --- ---
4 0,621 65,56 3,90 66,32 2, 1? 66,69 ---

5 0,?76 52,54 19,40 51,15 22,2? --- ---

cr. = 1,34 ; "' = 1 '96 ; a = 11 

rm r = 38 r = 41 r = 44 
n ,, s, ,, ,.l '· f}.,_ 

4 0,621 6?,38 --- 68,44 --- 69,25 ---

Tabla XXXV 
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3 I 
\ 0 

tension de contorno 
cro = 1, 3 4 K g I m m2 

~ : 1, 960 {elipse) 

0\ . ., 
0' I y--0,..,..0 

0
,

2 
01 

J /o Fig.Sl.- Red de is6cromas 

'\ / / calculada a partir de la 0

\ 0 0 

o J o / ecuacion (59-a) 

\ 0 ! i .,-6 0 

1 ri/·) / 
{ o •s · 

tl I/./ .. I/. 
~~o:8 o/o 

tl"""""" 0 ___.o--o........_ 

-~..-.----.- .. ·-· . ~ .... - ....... ~ ··-··-~-·-----~-,---



2g MODELO ELIPTICO DE MAYffi EXCENTRICIDAD. 

tensi6n de I il.= !.(b ~ V b .. ~ tt)l semieje I semieje 
contorno ~ mayor manor 

a • 0,41 ,\ill 1,38 a· • 11 b - 3,5 
0 

?:m 
r • 11 r • 14 r • 1? 

n e, 8a f), 81. (}, St 

1 0,150 5?,66 - 64,6? - 6?,66 -
2 0,311 18,94 - 34,82 ?,44 32,83 15,96 

3 0,465 ?,32 - - - - -
4 0,621 5,?4 - - - - -
5 0,??6 4,91 - - - - -
5 0,932 4,35 - -- - - -
? 1,08? 3,94 -- - - - -
8 1,242 - -- - - - -
9 1,398 -- - - -- - -

10 1,553 -- - - -- - -

tg~~£g~gel >..= ( b ~ J ~~ al )1. semie~e mayo I semie~e me no 

0: a 
0 

0,41 
). - 1,38 8. 11 b I: 3,5 

n ~m 
r • 20 r• 23 r • 26 

9. e, 9, 81 (J, 9t 

1 0,155 ?0,52 - ?3,23 - ?5,94 -
Tabla XXXVI 
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dtensi~nrnJ e con o "- k(b ~vb~-~ ~) t semie~e mayo I semie~e me no 

o- = 0,41 
0 

.-X c 1,38 B • 11 b 1: 3,5 

n Lm r= 29 r • 32 
8, (Jl f), Bz (), ()2 

1 0,155 ?9,84 - 86,12 -
Tabla XXXVI 

1?0 

··----·-· -··-·· ------------



(1, =0 '52 . 
' ~ = 1,38 ; a = 11 

~m 
r = 11 r - 14 r = 17 

n 8, th 8· fJ. 8. 8, 

1 0,155 65,30 --- 71,17 --- 74,87 ---
2 0,311 34,34 --r- 47,29 5,03 49,95 9,15 

3 0,466 10,06 --- 21,39 13,30 --- ---

4 0,6?1 7,64 --- --- --- --- ---

5 0,776 f,52 --- --- --- --- ---

6 0,932 5,87 --- --- --- --- ---
7 1,087 5,27 --- --- --- --- ---

8 1,242 4,86 --- --- --- --- ---

9 1,3g8 4,52 --- -- --- --- ---
10 1,553 4,25 --- --- --- --- ---

~. = 0,52 ; ,.\ = 1,38 . a = 11 
' 

t~ r = 
20 'l r = 236, r = 26 

n 8t s, s. IJ, 

1 o, 155 78,74 --- 84,78 --- --- ---
2 0,311 50,10 13,54 48,95 17,71 46,73 22,17 

t, = 0,5?. . A = 1,1R . a = 11 ' 

r r = 20 . ../ 
n m s. 81 8, ,, 
2 o·, 111 42,81 27,84 

Tabla XXXVII 1?1 



I 
! 

tension de contorno 
CTo = 0, 4 1 Kg /mm 2 

X = 1, 4 2 7 ( elipse) 

Fig •. 52.- Red de is6cromas 

calculeda a partir de la -

ecuacion {59-a) 

tension de contorno 
CTo = 0, 52 Kg I m m2 

~ :: 1, 4 2 7 ( elipse) 

Fig. 53.- Red de isOcromas 

calculada a partir de la -

ecuacion {59-a) 



~. = 0,76 ; J = 1,38 ; a = 11 

? r = 11 r = 14 a, r ;:::: 17 ,,_ n m (J, 6&. s, f), 

1 o, 1_55 75,27 --- 80,04 --- --- ---

2 0,311 3L1,, 23 --- 62,05 --- 65,34 ---
I 

3 0,466 32,60 --- 46,12 3,43 48,68 9,80 

4 O,E21 11,65 --- 29,72 8,97 --- ---
5 0,776 8,72 --- --- --- --- ---

6 0,93? 7,49 --- --- --- --- ---

7 1,087 n,71 --- --- --- --- ---

8 1,242 5,83 --- --- --- --- ---
9 1,3~8 5,27 --- --- --- --- ---

10 1,553 4,85 --- --- --- --- ---

"' = 0' 76 
I }-: 1,38 . a = 11 
' ' 

n· tm r = 20 B, r = 23 Ba. 8. 
r = 26 ll e. lt. 

·2 0,311 67,53 --- 69,45 --- 71,42 ---

3 0,466 48,52 14,62 46,87 19,41 43,61 25,01 

G', =0,76 . A = 1, 38 ; a = 11 
' 

n ~m 8. 
r = 29 s. ~. 

r = 32 8t ,, r = 
35 'l 

2 0,311 73,26 --- 76,10 --- 79,25 ---

Tabla XXXVIIl 1?3 



(1, = 0,89 ; l = 1,38 ; a = 11 

t: r = 11 r = 14 r = 1? 
n m s. IL B, ~~ 8· Ia 

1 0,155 85,81 --- --- --- --- ---
2 0,311 68,84 --- ?4,20 --- ?8,28 ---
3" 0,466 55,57 --- 63,19 --- 65,52 ---

4 0,621 42,16 --- 52,86 --- 55,89 6,08 

5 0,?76 27,16 -- 42,66 4,55 44,72 11,83 

6 0,932 25,23 --- 32,07 8,06 25,86 24,94 

? 1,08? 10,23 --- --- --- --- ---
8 1,242 8,56 --- --- --- --- ---
9 1,398 7,69 --- --- --- --- ---

10 1,553 ?,11 --- --- --- --- ---

7. = 0,89 . .I = 1,38 . a = 11 
' ' 

n ~rl o. r = 20 8a 6, r = 23 ,,_ r = 2S s, ,, 
2 0,311 83,89 --- --- --- --- ---
3 0,46'3 58,84 --- ?0,98 --- ?3,26 ---
4 0,621 57,00 8,69 57,34 10,68 57,27 12,37 

5 0,?76 43,3? 18,28 38,50 26,61 --- ---

Tabla XXXIX .. 
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~. = 0,89 ; ) = 1,38 . a = 11 , 

'z-m s. r = 29 r = 32 r = 35 
n s, IJ, s, f), 9 .. 
3 0,466 75,31 --- ??,59 --- 84,21 ---
4 O,f.21 56,27 13,91 56,49 15,39 55,87 16, 8'S 

G', = 0,89 ; ,\ = 1,38 . a = 11 
' 

~m ,, r = 38 8, r = 4161 n ~l 

4 0,621 55,13 1?,31 54,25 19,89 

Tabla XXXIX 
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0\ 
\ 

tension de contorno 
O"o = 0, 7 6 Kg I m m2 

~ = 1, 4 2 7 ( elipse) 

Fig. 54.- Red de is6cromas 

~ 

0 

2' 
calculada a partir de la -

I ecuacion (59-a) 

I ~0 
/ 0 

S o/o 

tension de contorno 
CTo = 0, 8 9 Kg I m m2 

). = 1, 4 2 7 ( elipse) 

\ ./ 
0
' o~Fig. 55.- Red de isocromas y 

2 \ I /
0

/o calculada a partir de la -

ecuacion (59-a) 

\1 t;· 0/0--~-
0 I 0 I . ) 

0 l 0 I / 
0 !!]6 /0 //,/ 

0 0 ~0 

7 oVo;""'o 
0 

-· ·------·-·-- --· - ----~-------- ----·-·· 



3g MODELO ELIPTICO, CON SU EJE MAYOR ORIENTADO EN LA DIRECCION DE CAR­

GA. 

tenst6n del A .. .!.. { b -1- V b .. .J. a') I con orne a semie~e mayo I semie~e meno 

C1 = 
0 

0,42 .,\ 1: 3,0?5 t.- 11 .,_ - 8 

n 'lm r • 11 r • 14 r • 1? 
9, 9'1. 8, Bz (), riz 

1 0,155 - 46,00 - 54,92 - 68,90 

2 0,311 - 3?,93 -- - - -
3 0,466 - 33,03 - - - -
4 0,261 - 29,30 - - - -
5 0,??6 -- 26,25 -- - - -
6 0,932 - 23,65 - - - -
? 1,08? - 21,39 - - - -
8 1,242 - 19,3? - -- - -
g, 1,398 - 1?,51 - - - -

]() 1,553 - 15,80 - - - -

ten~ion de ll = con orno l b .J.~ b1. .J. aL ) I semie~e mayo I semie~e me no 

a0 •0,42 ,\ • 3,0?5 b. 11 a • 8 

?m 
r• 20 r• 23 r = 26 n 8, 8t 8, Bz (), 82 

1 0,155 - ?1,55 - ?2,86 - ?4,01 

Tabla XL 

1?? 

-.......--~-~-··-···-··--·-~-.--_...,..........- .. -,..... 



1 ,\ a c b "'vb2. "' a~) 1 
. 

tenst6n de semie~e semie~e con orno mayo mayo 

o- = 0,42 ,\ - 3,0?5 b- 11 a • B 
0 

r • 29 r • 32 r • 34 n Z"m (}, l}z (}, (}l. 1}, IJz 

1 0,155 - ?5,31 - ?6,90 - 81,63 

Tabla XL 

1?8 



IJG= 0,85 Kg/mm 
2 

X 3,075 . = ' 
"'em 

r=11 r= 14 r=17 
n • e. th. e, ez. e, f)~ 

1 0,15!: --- --- --- --- -- ---

2 I]' 31] --- --- --- _ _._ --- 82,1? 

3 n,46E --- 46,11 --- 55,36 --- 69,12 

4 0,621 --- 41,3? --- 42,?3 --- 55,40 

5 0,77f. --- 38,09 --- 31,12 --- 32,95 

6 o, 93c -- 35,44 - 22,87 -- ---
7 1 ,DB'" --- 33,18 -- 17,56 -- ---
8 1 ,24~ --- 31,21 -- 12,26 --- ---
9 1, 39E --- 29,45 ----- --- --- --

... 

10. 1, 55~ -- 27,86 --- --- --- ---

Uo = o,B5 Kg/mm~ ; A = 3,075 

n • Z"m 
r:;=~lJ r=23 r=26 

e. 9z f), 92 f), e1 
3 0,46f -- 71,75 --- 73,08 -- 74,25 

4 0,62 3,83 59,38 11,95 60,19 14,79 60,05 

5. 0; 77t' 30,29 37,58 --- --- --- --. 
Tabla XLI. 

1?9 

.... , ___ ··---··-·· -- -· ·-~-------··--·~ .. ~---·---------
-----~-



o-o = 0,85 Kq/mm2; ) - 3_
1
075 

Cm r:r 29 
1), 

r= 32 
fJz. ' d, r=35 

/}z n • e, (}_j._ 

3 p,466 -- 75,59 --- 77,24 --- ?9,35 

4 . P,621 16,79 59,52 18,49 58,?8 20,08 57,91 

t:lo - 0,85 K9/mm2 ; A 3.0?5 

n • lm f), 
r=38 

f)J_ IJ, 
r=41 

f}z e, r=44 (}z 

3 0,46! 82,27 88,42 -- ------ ---
4 .. J ,621 21,65 56,91 23,26 55,80 24,94 54,54 

Tabla XLI 
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tension de contorno 
. CTo = 0,4 2 Kg/mm2 
~ = 3, 075 (elipse) 

Fig. 56.- Red de isocromas 
calculada a partir de la -
ecuaci6n (59-a) 

-.- --- ---------------- ·- ---~ 

tension de contorno 

CTo = 0, 8 5 Kg I m m 2 

~ = 3, 0 75 ( elipse) 

Fig. 5?.- Red de is6cro­
mas calculada a partir -
de la ecuacion l59-a) 

--· -- -·-·------- -----··----- -· __ ____,..,._----··· ·-·-- ----·--_,..~--~!'!"" 



t'fo =1, 68 Kg/mm 
2 

I ,·I 3,075 ' = 

rm r=:11 r=14 r = 17 n 8, ()1_ e, ()1 0, b'i 
1 0,155 --- -- - --- --- ---
2 0,311 --- -- --- --- -- ---
3 0,466 --- 87,10 -- 81,95 -- 83.96 

4 0,621 --- 52,43 -- 68,30 -- 75,23 

5 0,7?6 .,._._ 45,98 -- 54,84 --- 68,86 

6 0,932 --- 43,31 -- 44,22 -- 62,23 

7 1,087 -- 41,23 -- 3?,33 --- 54,84 

8 1,242 --- 39,49 --- 32,50 -- 45,89 

lJ""o = 1,69 Kg/mm 
2 /\ = 3, 0?5 I 

' 
Lm r= 20 r=23 r= 26 n e, ~l e, Ot (), &,. 

3 b,466 --- 83,96 --- --- --- --
4 0,621 --- ?7,38 --- 81,51 -- 85,55 

5 0,?7E --- 71,51 -- ?2,83 --- ?3,97 

6 p,932 --- 65,51 -- 66,5? 2,29 6?,06 

? 1,08? 5,26 58,89 12,61 59,6? 15,48 59147 

8 1,242 16,72 50,88 22,06 51,01 26.34 ag ?2 

Tabla XLII 
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cr0 = 1,69 Kg/mm2 ; ~ = 3,075 

r= 29 r- 32 t}z r:r35 
n ?:m e! sl. e, e, ~l 

4 ~,621 
85,55 -- --- -- ------

5 P,776 --- 75,26 -- 76,83 --- 78,83 

6 0,932 4,13 67,42 4,20 67,72 -- 68,89 

7 J.,087 17,56 58 ,"85 19,39 58,01 -----
8 0.,242 31,52 45,56 -- --- --- --

vo ::1 69 Ko/mm2· ' ' ' t\ =3,075 

tm r=38 n e, !Jz f), 

5 0,776 --- 81,52 

6 0,932 --- 68,59 

Tabla XLJI 
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-----~ 

tension de contorno 

tTo = 1,68 Kg/mm2 

~ =3,075 (elipse) \ 
sl I 

4 · 01 6
/ 0 / Fig. 58.- Red de is6cromas 

0
\ i / calculada a partir de la -

0 

j 0 ~/ ecuaci6n (59-a) 

3 \ o I o 
0 ~ 8 

o 0 I 1 o 0--0-0~ 2

\ I 1[ I; \ 
)\~~\ j ./ 

0 t~~) I 0/, 
00~0 I / 0 0 

0~0 9 / 

~0 / 

0 _,--o 
0 

_!.-o 

. ·-· -·--------- --------· ----........_._,...... __ .-·--··.- ~ 



3.2.3.- VARIACION DE LAS TENSIONES PRINCIPALES A MEDIDA QUE 

NOS SEPARAMOS DEL CONTOONO DEL ~IFICIO ELIPTICO. 

ern =0,40 

r r1 r2 ax = a2 C'y. Ol 8
10 

11 0 22 ~ 00 •1663,15 

14 3 25 0,13? 1,45? !-2694,02 

18 ? 29 0,186 0,?25 -4453,38 

22 11 33 0,1?5 0,612 ~652,58 

26 15 3? 0,129 0,4?3 -9291,62 

30 19 41 0,111 0,435 :-123?0,5 

34 23 45 0,069 0,423 ~-15889,2 

Table XLIII 

a0 = O,SE 

r r1 r2 ax= cr2 cry = o-1 8 10 

11 0 22 aD 0.0 r-1663,15 

14 3 25 0,199 2,112 1-2694,02 

18 ? 29 0,269 1,051 •4453,38 

22 11 33 0,254 0,888 ~652,58 

26 15 3? 0,186 0,685 -9291,62 

30 19 41 0,161 0,630 -123?0,5 

34 23 45 0,100 0,601 -15889,2 

Tabla XLIV 

\ 
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0,2 

0,1 

0,3 

0,2 

0, I 

Oo = 0,40 Kg /mm1 

~ = 1,96 

30 r 

CJ;. = 0,58 Kg I mm~ 

.1'\ A = 1,96 

I .\ 
I ·"· I ..........._ 

I 
I 
I 

26 30 r 

Figs. 59 y 60.- Variaci6n de la tensi6n principal 1, a medida 

Que nos saperMos dal cantorno aliptico. 

···--------·---·---- ----·~--·__,__..,_...,............--



2 

1 

2 

I 
I 

' • 

14 

I 
1 

a0 = 0,4 

A = I, 96 

18 22 26 30 

C10 = 0,58 

A= 1,96 

"-, . ....._.___. ---

30 

r 

r 

\Figs. 61 y 62.- Variacion de la tensi6n principal 2, a medida 

que nos separamos del contorno el!ptico. 

·------··--------~-



rr •0,64 
0 

r rl r2 a • a: 
X 2 

11 0 22 ()() 

14 3 25 0,220 

18 ? 29 0,29? 

22 11 33 0,280 

26 15 3? 0,206 

30 19 41 o,rn 
34 23 45 0,110 

Tabla XL\1 

a •0,?6 
0 

r rl r2 a • a: 
X 2 

11 0 22 00 

14 3 25 0,261 

18 ? 29 0,353 

22 11 33 0,333 

26 15 3? 0,244 

30 19 41 0,211 

34 23 45 0,131 

Tabla XLVI 

c:r • ·v 0"1 

0(,) 

2,331 

1,160 

0,980 

0,?56 

0,695 

0,663 

a- 1: CTl y 

oO 

2,?68 

1,3?? 

1,164 

0,898 

0,826 

O,?B? 

a10 

~1663,15 

i-2694,02 

~53,38 

-6652,58 

-9291,62 

-123?0,5 

-15889,2 

ala 

-1663,15 

~2694,02 

o-4453,38 

~6652,58 

""9291,62 

-123?0,5( 

~1588~2 

~ y ·• 
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0,3 

0,2 

0,1 

0,4 

0,3 

0,2 

.· 0,1 

I ·~ 
I ~. 
I ~ 
I 
I 

14 18 22 26 30 

·'\ ;· 

0'"
0 

= · 0, 76 

~ = 1, 96 

i \. 

.I "·-------
' I 

14 18 22 26 30 

r 

r 

~igs. 63 y 64.- Variaci6n de la tensi6n principal 1, a medida 
que nos separamos del contorno el!ptico. 



- I 

3 

2 

14 

3 

• 

2 

14 

18 

18 

00 ·= 0,64 

A= 1,96 

22 26 30 

0'0 = 0, 76 

A = It 96 

22 26 30' 

r 

r 

figs. 55 y 66.- Variaci6n de la tensi6n principal 2, a medida 

qua nos separamoa del contorno al!ptico. 



2V MODELO ELIPTICO. 

CT •0,41 
0 

r lJ. r2 a • a 
X 2 o-Y • af 8

10 

11 0 22 00 oO -31?,63 

14 3 25 0,3?2 0,??2 -514,50 

18 ? 29 0,169 0.555 -850,50 

22 11 33 0,093 0,501 -12?0,5 

26 15 3? 0,0?6 0,458 -1??4,5 

30 19 41 0,058 0,441 -2362,5 

34 23 45 0,041 0,43? -3034,5 

Tabla XLVII 

a ·0,52 
0 

r r1 r2 a-cr. 
X 2 a;, a: 0"1 8

10 

11 0 22 00 oO -31?,63 

14 3 25 0,4?2 0,9?9 -514,50 

18 ? 29 0,215 0,?03 -850,50 

22 11 33 0,118 0,636 -1270,5 

26 15 3? 0,096 0,580 -1??4,5 

30 19 41 o,.o?4 0,559 -2362,5 

34 23 45 0,052 0,554 -3034,5 

Tabla XL VIII 
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0,4 

0,3 

0,2 

0,1 

I" 
I \ 
I 
I 
I 
I 

\ I 
I 
I 
I 

CT0 = 0,41 

~ = I, 38 

• 

\ 
0 

"--·-----~--

14 18 22 26 30 r 

Figs. 6? y 68.- Variaci6n de la tension principal 1, a medida 

que nos separamos del contorno el{ptico. 
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Oy 

1,2 

0,8 

0,4 

' ' \ 
O"o = 0,41 Kg I mm! 

• 

\ 
\ 
\ 

"· 

A= 1,38 

"--· 
. "----· ............ ----

0"0 = 0,52 Kg I mm~ 

A = 1,38 

"-· ............. ___ . 

r 

r 

Figs. 69 y ?0.- Var:l.e.ci6n de la tension principal 2, a medida 

que nos separamos del contomo el!ptico. 



a .o, ?6 
0 

r r1 r2 cr = cr: 
X 2 ay • a1 8

10 

11 0 22 0(,) oa -31?,63 

14 3 25 0,690 1,431 -514,50 

18 ? 29 0,314 1,028 -850,50 

22 11 33 0,1?2 0,929 -12?0,50 

26 15 3? 0,141 0,848 -1??4,50 

30 19 41 0,108 0,818 -2352,50 

34 23 45 0,0?6 0,810 -3034,50 
;, 

Tabla XLIX 

a •0,89 
0 

t' r1 r2 0"=0: 
X 2 CT•O: 

y 1 
8 10 

11 0 22 c::x:J oQ -31?,63 

14 3 25 0,808 1,6?6 -514,50 

18 ? 29 0,36? 1,204 -850,50 

22 11 33 0,202 1,088 -12?0,50 

26 15 3? 0,165 0,993 -1774,50 

30 19 41 0,126 0,95? -2362,50 

34 23 45 0,089 0,948 -3034,50 

Tabla L 

194 
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"X 

,, C1o = o, 76 
0,7 I 0 A = 1,38 
0,6 I 

I 
0,5 I 

I 
0,4 I 

I 
0,3 0 

"· 0,2 

0,1· "---• .......__0 

14 18 22 26 30 r 

O'x 

O'o ·= 0,89 

A = I, 38 r, 
I • 
I 

0,7 I 
I 

0,6 I 
I 

0,5 I 
I 
I 
I • 

0,3 \. ·o,2 '-. . ...__.__- . 
0,1 , ·-

14, 18 22 26 30 r 

Figs. ?1 y ?2.- Variacion de la tensi6n principal 1, a medida 

qua nos saparemos del contorno el!ptico. 



11 6 

I, 2 

0,8 

0,4 

Oy 

1,8 

1,6 

1,2 

0,8 

0,4 

I 

' \ • 
CT0 = O, 76 Kg I mm~ 
A = 1,38 

\. 

14 

\ 
\ 
• 

"-· 

18 

................ ---·----

22 26 30 

0'0 = 0,89 Kg/mm~ 

A = I, 38 

14 18 22 26 30 r 

r 

Figs. ?3 y ?4.- Var1eci6n de la tension principal 2, a medida 

que nos separamos del contorno al!ptico. 



·.~ 

3.2.1.- ESTADOS DE TENSION EN PUNTOS QUE ESTAN SOBRE EL CONTORNO DEL 

ORIFICIO ELIPTICO. 

a • 0,40 
0 I 
r r1 r2 g g1 Q2 a C"' ~xy 

5
10 X y 

9,96 5,54 20,24 30 115,E 14,3 0,?88 - 0,832 0,164 -1363,5 

11 0 22 0 0 0 c:>o «:>0 0 -16642 

8,51 9,99 16,9E 60 132,ll 25,8 -1,?06 1,365 0,193 -995,4 

8 13,6 13,6 90 143,5 36,1 -0,233 -0,165 0 -8?9,? 

Tabla LI 

a =0,58 
0 I 
r rl r2 Q Ql g2 a- a Cxy 

8
10 X y 

11 0 22 0 0 0 0.0 ~ 0 -166¥ 

9,9E 5,54 20,2 30 ~15,5 14,2~ 1,143 - 1,20? 0,238 -1363p 

e·,5J 9,99 16,9~ 60 l32,4 25,?E -2,4?3 1,999 0,2?9 -995,4 

8 !13,6 13,6 90 ~43,9 36,0~ -0,338 - 0,239 0 -8?9,? 

Tabla LII 

19? 
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fly =-0,166 

0'1 =-0,233 

y 

1\ • •,~o 

=- 11706 

c- 0,832 

'i;::;;t;;:~ ~ xy = 0 ,164 

a1 = o,7e8 

• a. = CID 

O'o = 0,58 Kg /mm~ 

A = 1,96 r, . -0,239 

--.j~ O'x = -0,338 __._. Cxy = o, 279 

......... _O'x =- 2,473 

C1y c - '· 207 

cr, • a; = • 

Figs. ?5 y ?6.- C81culo de los estados da tension en puntas que 

estan sobre el contorno del orificio el!ptico. 



a0 •0,64 I 
... rl r2 Q Ql 92 a a t"xv 8

10 • X v 

11 0 22 0 0 0 oQ oQ 0 ~1663,2 

9.96 5,54 20,2 30 115,5 14,2S 1,261 -1,332 0,263 -1363,5 

8,51 9,99 16,9~ 60 ~32,4 25,?E --2,?29 2,184 0,308 -995,4 

8 13,6 13,6 90 ~43,9 36,0~ -0,3?4 -0,264 0 . -8?9,? 

Tabla LIII 

D'o a o, ?6 1 
r r1 r2 6 61 g2 a (J" 

t' xy 
8

10 ... X y 

11 0 22 0 0 0 0,.:::, <::>0 0 1-1653,2 

9,96 5,54 20,24 30 115,5 14,2( 1,498 -1,581 0,312 ~1363,5 

8,51 9,99 tl5,95 60 132,4 25, ?f -3,241 2,594 u,36s -995,4 

e 13,6 13,6 90 143,9 36,0: -0,444 -0,313 0 -879,? 

Tabla LIV 

199 
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y 

(jy : 0, 263 : 2, 184 

u 0 • u,v-. 1\V 1 mm. 

).. = 1 

= -3,241 

a-, :-1,332 

CT0 = 0, 76 Kg I mm~ 
A = 1 

fly = - 1,581 

= -0,321 

cr1 = cr1 = co 

X 

X 

Figs. ?? y 78.- Calculo de los estados de tension en puntas que 

esten sabre el contorno del orificio el!ptico. 



3.3.- PLACA CON UNA GRIETA ORIENTADA TRANSVEASALMENTE A LA DIRECCION 

DE APLICACION DE LA CARGA. 

De los tres modelos que se estudian para estado de ten­

si6n uniaxiales con diferentes tipos de defectos, este ultimo tiene . 

la maxima importancia a la hera del estudio de la rotura fragil en -

un material ya que, la concentracion de tensiones en los vertices de 

la grieta es muy alta. 

Las funciones de tensi6n para este case particular, han 

sido calcularlas anteriormente a partir de las funciones de tension -

del modele con orificio el!ptico, considerando el semieje mayor (b) 

como nulo, segun sa dan en las ecuaciones (25) y {26), y que son: 

donde: 

~ • cr a( sen h 2J - 2)/4sen h .f 
0 

~ y ~ , son las funciones de tensi6n • 

(63) 

(54) 

r es una variable compleja de la fonna 0( .... itJ ' sie~ 

do or y p des coordenadas el!pticas. 

~ es la tensi6n aplicada al contorno. 
a 

201 
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a, es le semilongitud de grieta. 

Las ecuaciones (63) y (64), se pueden dar en coordenadas 

polares sin mas que tener en cuenta que: 

Bi 
Z • x "" .iy • re • a. cos h J 

con lo que se llega a las ecuaciones siguientes: 

2 2 1/2 
~ • cr (2(Z - a ) - z)/4 

0 
(65) 

(66) 

teniendo en cuenta que: 

(S?) 

o- ... o- • 4Re ~~ 
X y 

(sa) 

donde: 

202 



si llevamos estas expresiones a las ecueciones (6?) y (68), se encuen­

tra inmediatamente: 

en esta ultima ecuacion, separando las partes real e imaginaria, ten! 

mos: 

0"" - 0"" -y X 

2 
o- { a r (cas( g - _23(91 ... 92)) -

0 ( )3/2 
rlr2 

2 
r - a r (sen( 6 - -2

3
( gl .... g2 )) ... sen(Q ... 

xy 2( )3/2 
rlr2 

203 



2r 1 J a ~ a • a-
0 

[ 7-- cos( Q - -( Q ~ Q ) )- 1 
)( y ( )1 2 2 1 2 

rlr2 

con la prim era y 1a tercera de 1as/ecuaci6nes anteriores, y tambii!n con 

1a segunda de ellas, se deduce inmediatamente, denominando a toda, K
1

: 

donde: 

-o-
0 

(69) 

cr s 
y 

Kir 1 a2 
- .

7
-[cos(Q - -(Q ~ Q )) ~ --sen g • 

( )
1 2 2 1 2 r

1
r
2 ar

1
r

2 

(?0) 

(?1) 

Si en las ecuaciones (69), (?0) y (?1), hacemos: 

204 



quedsri: 

ax • AK
1 

(cos (g - « ) - B.sen Q.sen 3ot) (?2) 

O"'y -= AK1 (cos (g - 0( ) .a. B.sen Q.sen 3ot] (73) 

t" .: AK
1

(B.sen Q.cos 3o( ) (?4) 
xy 

y hacienda: 

C • A.B 

quede en definitive: 

ax • K1 ( A.cos (g - c< } - C.sen Q.sen 3ol] (?5) 

a-y • K1 [ A.cos (g - oe ) 4- C.sen Q.sen 3ac] (?6) 

-z: • K1 .c.een Q.cos 3 o< (??) xy 

205 
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Las ecuaciones (?5), (?6) y (??) nos permiten calcular 

la expresion para la cisi6n maxima, la cual nos permitira confirmar 

los resultados experimentales, y que viene dada par: 

r- • 
m 

( 
0" - o-

y X 

2 

si en esta ultima ecuacion sust~imos las ecuaciones (?5),(?6) y -

(??) obtendremos para la cision maxima, la ecuacion siguiente: 

para que esta ultima ecuacion sea facilmente representable, tend~ 

moa, ~que llegar a una expresion en forma polin6mica: 

Si llamamos a: 

1 ( ( 2 'Z.m ) 2 _ 1.) • 
81 A-2 cr 

-..o r o 

y 
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2 
x • sen 9 

le ecuacion anterior quedara de la forma: 

ax 1 3 
8 _ -· -2~--·e ---7-. sen Q.sen -

2
(9

1 
.J. g

2
) 

1 ( )3 (rlr2)3 2 rlr2 

elevando al cuadrado ambos miembros de la ecuacion (?B), tenemos: 

llamando a: 

la ecuacion anterior quedara. 

(2(2a
1
a2 ~ 1) - l)x 

3 
(rlr2) 

X 

20? 

{?B) 



.~· 

\ 

(3(rcos Q ~ a)
2 

- /x J} 
que puesto en la ecuacion anterior, quedara: 

2 2 
2 2a2x · a 3x x { 2 2 [ 2 2 2 

2a ~ -------- - -------- = - -------- (r - a ) (r - a ) ~ 1 6 3 6 . 
(rlr2) (rlr2) (rlr2) 

(?9) 

llamando a: 

2 2 
r -a = a4 

4 
16r = as 

4 2 2 
-(Br ~ 4r a ) = a

6 
4 2 2 

-(32r - Br a ) = a 
? 

que puestos en la ecuacion (?9), queda: 

(eo) 

operando en la ecuaci6n (eo), se llega a: 
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si llamamos a: 

2 
-(a

4
a

5
- a

7
r ) = a

9 

2 2 2 
-(a

4
a

6
- 10a

4 
r ~ 2a2) = a10 

que llevados ala ecuaci6n (81), se obtiene: 

si desarrollamos ahara el tBrmino (r
1

r
2

)
6

, se llega a: 

que sustitu!da en la ecuacion (82), resulta: 

3 
- a x 

4 

donde hemos llamado: 

24aia~r2a2 = al3 

2 2 4 4 
96a

1
a

4
r a = a

12 

(~1) 

(83} 
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2 6 6 
128a

1 
r a = a

11 

reduciendo terminos en la ecuaci6n (83), resulta: 

(84) 

y si llamamos a: 

3 
-(a .f. a ) = a 

4 13 1? 

la ecuaci6n (84), queda: 

elevando al cuadrado ambos miembros de 1e ecuacion (85), se obtiene: 

2 6 2 2 8 ? 2 6 
a

3
(r

1
r
2

) x = a
8

x ~ 2a
8

a
15

x ~(2a8a16 ~ a
15

)x .f. (2a
17

a
8 

~ 

5 2 4 
~ 2a15a16)x .f. ( 2al?a15 - 2a8al4 ~ a16 )x ~ ( 2a16al?-

si llamamos a: 
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( 281681? - 2814815) = a 22 

2 
(al?- 2814~16) = 8 23 

que llevados ala ecuaci6n(B6), se obtiene: 

.·~ 

(a?) 

si en esta ecuacion (8?), sustitu{mos el valor ya obtenido para---
6 

(r
1

r
2

) , y operamos, se deduce: 

{ea) 

ddnde hemos llamado a: 
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la acuaci6n (ee), que es un pelinomio de grade echo, nos va ape! 

mitir representar las l{neas de cision maxima, teniendo en cuenta 

que, x • sen2 Q 
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.·~ 
3.3.1.- REPRESENTACION DE LAS LINEAS DE CISION MAXIMA PARA UN MODELO 

QUE CONTIENE UNA GRIETA. 

Tensi6n de A • !( b '- y b2 .a. a2) Semilongitud de 
contomo B grieta 

a c 0,41 Kg/mm2 ~. 1 8. 11 
0 

Z'"m 
r c 11 r c 14 r = 1? 

n (}, (}, (}, (Jl {), e~ 

1 0,155 0 5?,31 - 63,89 - 6?,86 

2 0,311 0 21,02 6.12 2?,98 - -

Tension de ~ • ;{ b ~ { b 
2 ~ a 

2
) 

Semi1ongitud de 
contorno ariete 

a0 • 0,41 Kgfmm2 
"' &:: 1 8 &:: 11 

r • 20 r • 23 r • 26 
n 7 ·.-

(), (}, 8, (}, (}, "' '-m 

1 0,155 - ?1,40 - ?5,26 - 80,2:7 

Tensi6n de 
A• !(b .... b2 '- a2) Semi1ongitud de 

contorno a grieta 

tr • 0,41 Kg/mm2 
a .A• 1 a • 11 

n 'Z"m 
r • 29 

9, Bz 

1 0,155 - - I 
Tabla LV 
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.·~ 
(1• = 0,52 Kg/mm2; ). = 1 

r r=11 r=14 r=17 
n m e. 6t B. ,, 8, s, 
1 0,155 0 64,42 -- 71,96 --- ??,5? 

2 0,311 0 31,52 3,82 42,88 8,66 45,92 

3 0,466 0 1?,03 8,05 25,12 -- ---

u. = 0,52 Kg/mm2 ; ). = 1 

tm r=20 r=23 r=26 
n e, fA f), 6a 6, ,1 
1 0,155 --- 8?,60 --- -- -- --

2 0,311 13,83 45,01 19,?8 42,28 29,91 34,72 

Taq1a LVI 
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1 

\ 

\ 
' 1 
1 , 
\ 

0 

' l 
0 

I 
\. 

rens1on ce conrorno 

a;, = 0,4 1 Kg /mm2 

>. a 1 lGrieta) 

Fig. ?9.- Red de isocromas 

calculada a partir de la -

ecuaci6n (88) 

tension de contorno 
cro=0,52 Kg/mm2 
A a 1 (Grieta) 

Fig. 80.- Red de isocromas 
calculada a partir de la -

ecuaci6n (88) . 



- ... ... -~· 40 ...... -. 

cr.= 0,?6 Kg/mm2; -\ .=1 

Cm r=ll r=l4 r=l? 
n ,, ~~ s, 9, s, ,, 
1 0,155 -- 80,3? --- 86,68 --- ---
2 0,311 0 52,83 --- 60,98 --- 64,60 

3 0,466 0 35,1? 4,1? 43,3? 9,56 44,36 

4 0,621 0 13,14 9,85 26,2? -- ---

cr. 2 = 0,?6 Kg/mm ; .\ =1 

tm 
r=20 r=23 r=26 

n 8, 81 '· s, 8, I, 

2 0,3!t! --- 67,49 --- ?0,29 - 73,32 

3 0,466 15,52 42,84 23,31 38,51 --- ---

rr. = 0,?6 Kg/mm2; ). = 1 

r=29 r=32 
n Cm e, lz s, 8z 

2 0,311 --- 76,92 --- 81,92 

Tabla LVII 
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o-. = 0,89 Kq/mm 2 ,\ = 1 ; 

rm e, !7,=11 s, ,, r=14 
Sa 

r=1? 
n s, Sa 

1 0,155 --- 83,21 --- -- --- ---

2 0,311 0 59,4? --- 66,66 --- ?1,02 

3 0,465 0 3?,82 1, 73 46,B3 3,?8 50,65 

4 0,621 0 2?,44 6,1? 36,43 15,69 34,33 

5 !1,??5 0 16,98 13,33 20,07 --- --

~. = 0,89 Kg/mm2; ). = 1 

r=20 r=23 r=26 
n I·~- '· Be 9, s, S, e1 . ffl 

2 0,311 --- 75,41 --- 81,19 --- ---
3 0,465 5,?9 54,03 ?,?3 54,01 9,63 54,45 

Tabla LVIII 

a, 2 = 0,89 Kg/mm ; ,\ :: 1 

~m 
r=29 r= 32 r=35 

n s, 6z 8, s. 8, ,, 
3 0,466 11,53 54,04 --- -- -- --

Tabla LVIII 

21? 



0\ 
\ 

\ 
\ 
l 
I 
0 

0 

\ 
0 

J 

i 
i 
l 
0 

tension de contorno 
. 2 

00 = 0,76 Kg I mm 

A • 1 (Grieta) 

Fig. 81.- Red de is6cromas 

ca1culada a partir de la -

ecuaci6n (88) 

tension de contorno 
CTo = 0, 8 9 Kg I mm2 · 

). • 1 (Gr:Leta) 

Fig. 82.- Red de isocromas 

~calculada a partir de la 
0 y ecuaci6n ( 88) 

/0 

I 
I 
I 
//~~ ./· 

0 0.5 0 0< 

r 1 0/ 
0 6 / 

0---0~ 



.·~ 

tr, =1,18 Kg/mm
2

; A = 1 

r;:11 r=14 r=17 
n ~rn s, 81 s, s,. 8, St 

2 0,311 0 69,86 --- 75,97 --- 84,03 

3 0,466 0 55,02 -- 62,31 --- 66,08 

4 0,621 0 43,98 1,83 50,66 4,01 53,06 

5 0~776 0 32,66 5,21 39,78 12,42 39,48 

6 0,932 0 18,86 8,80 28,73 -- ---

(t0 = 1,18 Kg/mrn2 ; A =1 

tm r=20 r=23 r=26 
8, n f), e., f), e, ~ 

3 0,466 --- 69,25 -- 72,47 --- 76,18 

4 0,621 6,13 53,99 8,20 54,27 10,24 54,38 

5 0,776 25,55 34,24 --- -- - ---

qo = 1,18 Kg/mm2 ; A =1 

'Z'm 
r=29 

n ,, ~~ 
. 

3 0,466 -- 81,22 

4 0,621 12,28 54,56 

Tabla LIX 
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--------- --------···- - -~----------~--, 

2 

1 

tension de contorno 

CTo = 1,18 Kg I m m2 

). • 1( Grieta) 

Fig. 83.- Red de isdcromas 

·"' calculada a partir de la-

\ 

ecuaci6n (BB) 
/0 i . . 0 

f l 0\ 0 I 
o I o 

\ j I /~0, 
0 I/ 6 )

0 

0 t:l 0/0 

o I // 0-'( 0 0;"' 
0 0~ 
0----
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3.3.2.- VARIACION DE LAS TENSIONES PRINCDPALES A MEDIOA 
QUE NOS SEPARAMOS DEL VERTICE DE LA GRIETA· 

a • 0,41 
0 

r r1 r2 0"' fT 'Z" XV )( _y_ 

11 0 22 co ~ 0 

12 1 23 0,616 1,025 0 

14 3 25 0,252 0,663 0 

16 5 2? 0,155 0,565 0 

18 ? 29 0,108 0,518 0 

20 9 31 0,081 0,491 0 

24 13 35 0,051 0,461 0 

28 1? 39 0,036 0,446 0 

32 21 43 0,026 0,43? 0 

Tabla LX 

CT • 0,52 
0 

r rl r2 CT CT rxy X v 

11 0 22 0<. ~ 0 

12 1 23 0,?81 1,301 0 

14 3 25 0,321 0,841 0 

16 5 2? 0,196 0,?16 0 

18 ? 29 0,13? 0,65? 0 

20 9 31 0,103 0,623 0 

24 13 35 0,065 0,585 0 

28 1? 39 0,045 0,565 0 . 
32 21 43 0,034 0,554 0 

· Tabla LXI 
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0,6 

0,4 

0,2 

0,8 

0,6 

0,4 

0,2 

• 

~ 

O"o =0,41 Kg/mm~ 
A = I 

·~ . ........._·-·-
12 14 16 18 20 24 28 32 

0"0 = 0 1 52 Kg/ mm. 

A = I 

r 

2 

r 

Figs. 84 y 85.- Variac16n de la tension principal 1, a medida 

que nos separarnos del vertice de la grieta. 



1,2 

0,8 

0,4 

I ,6 

1,2 

0,8 

0,4 

0'0 = 0,41 

\ A = I 
\ .\ 

• ,, 
---·--­·---·-·-

12 14 16 18 20 24 28 

I 

' • 

\ 
'-..... 

a =0,52 

A = I 

~----·----·-·-

r 

r 
\ 

figs. 86 y 8?.- Variacion de la tension principal 2, a medida 

que nos separamos del vertice de la griata. 



0'" • 
·n 0,?6 

r rl r? crv cry oz:" XV 

11 0 22 ~ ~ 0 

12 1 23 1,142 1,902 0 

14 3 25 0,469 1,229 0 

16 5 2? 0,286 1.046 0 

18 ? 29 0,200 0,960 0 

20 9 31 0,150 0.910 0 

24 13 35 0,095 0,855 0 

28 1? 39 0.066 0.826 0 

32 21 43 0,049 0,809 0 

Tabla LXII 

0'" = 0,89 
0 

r r1 r2 ox av rxy 

11 0 22 ~ c:.o 0 

12 1 23 1,33? 2,22? 0 

14 3 25 0,549 1,439 0 

16 5 2? 0.335 1.225 0 

18 ? 29 0,234 1,124 0 

20 9 31 0,1?6 1,066 0 

24 13 ~ 35 0,111 1.001 0 

28 1? 39 0,0?8 0,968 0 

32 21 43 0,058 0,948 0 ... 

Tabla LXIII 
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I ,2 

0,8 

0,4 

I, 6 

I ,2 

0,8 

0,4 

0'0 = 0,76 Kg /mm~ 

). = 1 

12 14 16 18 20 24 28 32 

a;, :: o, 89 

• 

.,_ 
'· '· -............. ___ -·--·-

12 14 16 18 20 24 28 32 

r 

r 

Figs. 88 y 89.- Variaci6n de la tension principal 1, a medida 

que nos separamos del vertice de la grieta. 



2,0 

I ,5 

1,0 

0,5 

2,0 

1,5 

1,0 

0,5 

I 
I 
• 

0"0 = O, 76 Kg /mm~ 

A = 1 

12 14 16 18 20 24 28 32 

I 
I 
• 

0"'0 = 0,89 Kg /mm~ 

A = 1 

r 

r 
/ 

Fi~s. 90 y 91.- Variacion de la tension principal 2, a medida 

que nos separamos del vertice de la grieta. 



3.4. PLACA CON UN ORIFICIO CIRCULAR, SOMETIDA A UN ESTADO DE TENSION 
' 

BIAXIL. 

Conocidas las expresiones que dan el estado de tension en un 

punta, para una placa con un orificia circular y sometida a un est~ 

do de traccion uniaxil, y que venian dadas par las ecuaciones que a 

continuacion se especifican, y que son: 

2 -2 r1 (3 2 -2 )1 ~= ~a r 2cos 2Q - cos 4Q 
2

a r - 1 ( 89) 

,. 2 -2 [ 3 ( 3 2 -2 ) 1 v
7

= V1 a r 
2

cos 2Q ~ cos 4Q 2a r - 1 (90) 

. 2 -2 t 1 ( 3 2 -2 J] r =-t.a r -sen 2Q ... sen 4Q -a r - 1 
., 2 . 2 

(91) 

Pero para una placa con un orificio circular y sometida a tra~ 

cion biaxil, podemos aplicar el principia de superposicion, consid~ 

rando que actuan dos tensiones uniaxiales independientes y calcular 

el estado de tension en un punta para cada una de ellas. 

Para una de las tensiones consideradas, el estado de tension 

en un punta P (fig. ), viene dado por las ecuaciones (89), (90) y 

(91), pero si consideramos la otra tension, e1 estado de tension en 

el punta P, vendra dado par: 

I 2 -2rl a a.= ~.a r 2cos 2(Q ... 2) - cos 

.... 2 -2rl ., ~ =-6. a r -sen 2(Q .a.-) .a. 
., • 2 2 

sen 

11 3 2 -2 J 4(Q ... -)(-a r - 1) 
2 2 

" 3 2 -2 1 4(Q .a. -)(-a r - 1) 
2 2 

22? 

(92) 

~94) 



yl 
I 
I 
I 
f 
I 

x• 

p 

X -----7 

Fig. 92.- Placa con un orificio circular 
aometida a un estado de tension biaxial 

en su contomo 

0"0 
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.·~ 
las ecuaciones {92), (93) y (94), se pueden reducir a estas otras: 

1 2 -2 [ 1 ( 3 2 -2 ) J G; ,= . o; a r - 2cos 2Q - cos 4Q 2a r - 1 (95) 

r tr 2 -2 [ 1 ( 3 2 -2 )~ 1 n-GJ = vo a r - 2cos 2Q .f. cos 4Q 2a r - 1 'J .J. v o (96) 

I r. 2 -2 l 1 ( 3 2 -2 ) ] ~ =-v,a r - -sen 2Q .J. sen 4Q -a r - 1 
1, 2 2 

(9?) 

sumando ambos efectos, segun el principia de superposicion, tendremos -

lo siguiente: 

a: = cr~ + u1 ,, 

encontrandose para el estado de tension en un punta, para el caso de --

una placa plana con un orificio circular y sometida a traccion uniaxial 

las siguientes ecuaciones: 

2 -2 
(js, = a,- U0 a r cos 2Q (98) 

tr'" 2 -2 r, = "'.f. <r, a r cos 2Q (99) 

r.' 2 -2 t.,,= - "'a r sen 2Q (100) 

a paTtir de estas ecuaciones ya estamos en condiciones de calcular la -

cisi6n maxima y que como sabemos viene dada per la ecuacion: 
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y por tanto calculando: 

( G;L:, G'w1_) 2 = 
2 

2 
,..t 4 -4 cos 2Q 
v1 a r 

l 1 4 -4 2 t,.,T = (To a r sen 2Q 

por lo que finalmente queda: 

(101) 

(102) 

(lo3l 

(104) 

que no es mas que la ecuaci6n de una circunferencia en coordenadas po­

lares, y que per lo tanto las lineas de cision'maxima (isocromas), no 

son mas que circunferencias concentricas con el orificio circular, lo 

que experimentalmente se vera mas adelante. 
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3.4.1. REPAESENTACION DE LAS LINEAS DE CISION MAXIMA. 

I cr .. = 0,~55 --- r = 13,63 
O't= 0,45 r ... = 0,311 --- r = 9,62 

~= 0,63 &.: 0,155 -- r = 16,13 

E• = 0,311 -- r = 11,39 

!'a= 0,466 --- r = 9,30 

E•= 0,621 --- r = 8,06 

... = 0,84 r. = 0,155 -- r = 18,62 

Z..= 0,311 -- r = 13,15 

c.= 0,466 --- r = 10,?4 

E .. = 0,621 -- r = 9,30 

.r.- = a, ??5 -- r = 8j33 

0',= 1,12 2"111= 0,155 -- r = 21,50 

e .. = 0,311 --- r = 15,18 

.... = 0,466 -- r = 12,40 

r.= 0,621 -- r = 10,?4 

r .. = 0,?75 --- r = 9,62 

'-= 0,932 -- r = 8,13 

Oi= 1,28 r .. = 0,155 --- r = 22,99 

!M= 0,311 -- r = 16,23 

r.,= 0,466 --- r = 13,26 

'-= 0,621 --- r = 11,49 

l',.r: 0,??5 --- r = 10,28 

.... = 0,932 -- r = 9,38 

l;..= 1,085 --- r = 8,69 

G.= 1,240 --- r = 8,13 

Tabla LXIV 

Tabla LXV 

Tabla ·LXVI 

Tabla LXVII 

Tabla LXVIII 

231 



•• = 1,42 z-. = 0,155- r = 24,21 
" 

~'"•= 0,311 - r = 1?,09 

.tt..= 0,466 -- r = 13,9? 

r..= 0,621 - r = 12,10 

&.c= 0,??5- r = 10,83 

l'w= 0,932 -- r = 9,8? 

~-= 1,085 -- r = 9,15 

'-= 1,240 -- r = 8,56 

a;.= 1,395 -- r = 8,0? 

Tabla LXIX 
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tension de contorno 

cro = 0, 4 5 Kg I m m 2 

Fig.92.- Red de isocromas 
calculada a partir de la 
ecuaci6n (104). 

tension de contorno 

cro =0,63 Kg/mm2 

Fig.93.- Red de is6cromes 
calculada a partir de la 
ecuacion (104) 



tension de contorno 
CTo = 0,84 Kg/mm2 

Fig.94.- Red de isocromas 
calculada a partir de la 
ecuacion (104) 

tension de contorno 

CTo = 1,12 Kg/mm2 

Fig.95.- Red de is6cromas 
calculada a partir de la 
ecuacion (104). 



l 

I· 
l 
I 

L 

tension de contorno 
CTo = 1,28 Kg/mm2 

Fig.96.- Red de is6cromas 
calculada a partir de la 
ecuacion (104). 

tension de contorno 

CTo = 1,42 Kg I mm2 

Fig.9?.- Red de is6cromas 
calculada a partir de la 
ecuacion (104). 

i 
___ j 



.~ 
3.4.2.- VARIACION DE LAS TENSIONES PRINCIPALES A MEDIDA QUE NOS 

ALEJAMOS DEL CONTORNO DEL ORIFICIO CIRCULAR= 

0"' • 0,45 1 0 

r CT¥ o-v Z'"'xv 

11 0 0,900 0 

12 0,0?2 0,828 0 

14 0,1?2 0,?28 0 

16 0,23? 0,663 0 

20 0,314 0,586 0 

24 0,355 0,545 0 

28 0,381 0,519 0 

32 0,39? 0,503 ' 0 

36 0,408 0,492 0 

Tabla LXX 

a • 0,63 
0 I 
r f7 a 

rxv X v 

11 0 1,260 0 

12 0,101 1,159 0 

14 0,241 1,019 0 

16 0,332 0,928 0 

20 0,439 0,821 0 

24 0,498 0,?62 0 

28 0,532 0,?27 0 

32 0,556 0,?04 0 

36 0,5?1 0,689 0 

Tabla LXXI 
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0,8 

0,5 

0,4 

0,2 

0,8 

0,6 

0,2 

O'"o = 0,45 Kg I r.1m~ 

Fia. 98.-a lariacioodde la tensi6n pr1ncioa a med1 a oue ~os se­
paramos e 'contorno c1rcu~ar. 

12 14 16 18 20 24 28 32 

00 = 0,63 Kg I mm.2 

F~.9i.-1V~riaciog1~e la tension 
B~og8oe!' cgn~Erno a c~~ul~. 5.! 

------·------~--~L_J_I t 

12 t4 16 ~8 20 24 28 32 

.·~ 

r 

r 



o,o. 

0,4 

0,2 

1,4 

1,0 

r, 
•\ 0"0 = 0,45 Kg I mm~ 

·, Fia. 100:±-2Variaci~n de la tension or:rncioa 1 a meoict6 .L!..g\J_e _rros sepa 
• rarnos t1 ccntorno G~. -

'0 ~--..._.._0 
......._._o __ o 

<10 = 0, 63 K 2 I mm? 
Fia. 10l.-

1
variaci6n da.la ten­sion princ pa 2 a meo~aa qve 

nos separamos del contorno c1r~ 
cu~ar -

·--·--·-.-----·-... -· .. -· , ... ....-•.. ---.. .--·-~-···-·..,.··.,,-... .... ..,.·.-c:o-·~--:--···· ·-. R~ 



0" -= 0,84 
0 I 
r a ay l" xy X 

11 0 1,680 0 

12 0,134 1,546 0 

14 0,321 1,359 0 

16 0,443 1,23? 0 

20 0,586 1,094 0 

24 0,664 ~,016 0 

28 0,?10 0,9?0 0 

32 0,?41 0,939 0 

36 0,?62 0,918 0 

Tabla LXXII 

a • 1,12 I 0 

r a fT ~xy X y 

11 0 2,240 0 

12 0,1?9 2,061 0 

14 0,429 1,811 0 

16 0,591 1,649 0 

20 O,?Bl 1,459 0 

24 0,885 1,355 0 

28 0,94? 1,293 0 

32 0,988 1,252 0 

'36 1,015 1,225 0 

Tabla LXXIII 
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0,8 1-

0,6 

0,4 

0,2 

0'0 = 0,84 Kg I mm: 

___..,... 0 -----· 

~· 
/" ., 

I Fia.l02.-a larieci~nidde la tensi6n prlncipa B med a QUB 005 se-
paramoS e 'contorno circular. 

;· 
0 

I 
0 

------------~~~~·--~·~---~·--~·r--~~--~----
11 12 14 16 zo 24 28 r 

..---o 
~0 

/0 
0 

./ 0'0 = I, 12 Kg/mm~ o,s 

ia. l03~-~Variaci6n de la tensi6n r1nc1pa a meaid& oue oos se-
aramos e 'contorno circular. 

0,6 ;· 
• 

I I I 

20 24 28 32 36 r 

i~·'·:' I • 

; 

I 



I ,G· 

I ,./i . 

1,2~ 
1,0~ 
o,a,.. 

I 

2,0 

1,0 

~ 00 = 0,84 Kg I mm~ 
I \ Fig. 104~-~Variacion de la tension c, pr1ncioe a mea~aa gue ooe ee-

' paramos e 'contorno CJ.rcu~ar. 0' 0~ 
~-----o--.__0·--... 

r 

-----~.....!.1--l---L L---1----'- --
11 12 14· 16 20 24 28 32 36 r 

.. - -· - __J 



~.5.- PLACA CON UN OAIFICIO ELIPTICO, SOMETIDA A TRACCION BIAXIAL. 

Las ecueciones (60), (61) y (62), dan el estado de te~ 

sion an un punta para el case de una placa con un orificio eliptico, 

sometida a tracci6n uniaxil. Estes ecuaciones venian dadas por l~e~ 

presiones·~igu!antes: 

cr . ~ {-----r 7 rca cos Q ~18 cos 3Q)cos ~(Q-~ Q ) ~ 
y 4 ( ) 3 2 t 8 10 2 1 2 

rlr2 

~os Q,cos ~(g1 ~ 92) ~ sen Qsen ~ ( Ql ~ 92~ ~ (a6/2) -

- 2a1 / 
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Las ecuaciones enteriores, nos der!an el estado de te~ 

sian en un punta, cuando actuara una de las tensiones sabre el mod! 

lo, pero si consideramos la tension que actua segun la otra direc-­

ci6n el estado de tensi6n en el mismo punta ser!a entonces, si con­

eideramos un nuevo sistema de ejes: 

{105) 

r:l# -
y 
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'<t 

(106) 

~ • ~ {- r 372 ( (a~cos 9 - a:Locos 39)cos ~(6{ -1-9~) 
xy (r'r') t e. -

1 2 

(10?) 

Aplicando el principio de superposicion a estes dos est! 

dos de tension, que anteriormente hemos considerado independientemen­

te, y que es: 

a c a .&- cr' 
xT x y 

7 • t - 'Z"' 
xyT xy xy 

las tensiones 0"' a z- , nos dana e1 estado de tension en 
xT ' yT ' xyT 

un punta, para el caso de estados de tensi6n biaxial Que estamos co~ 

s!derando, y cuyas expresiones matematicas serfan: 

244 



G' = f~{- ___ : __ ~-~a cos Q -1- a cos 3Q)cos ~(Q + Q )+ 
~ 4 ( )3'2~ 8 10 2 1 2 

rlr2 

~(a sen Q +a sen 3G) sen ~(Q +Q )1+ ___ : ___ 
7
_ (C-a'sen Q + 

9 10 2 1 2 :J ( ) 3 2 9· 
rlr2 

. , . ) 3( , ') ( ~ , ) 3( , ~ a
1 

sen 3Q cos - Q
1 

+ Q + a cos Q - a cos 3Q sen -
2 

Q + 
0 2 2 9 10 1 

~ 2ra3 1 1 ~ 
~ Q') + -------7-[cos Q cos -(Q -1- Q) +sen Q sen-(Q +Q'~ 

- 2 (r r )1 2 2 1 2 2 1 2 
, 1 2 

2ra3 1 1 J 
f ( , ') ( , ') -+ -------7- - sen Q cos - e + Q + cos Qsen -2 Q1 + Q2 + 

( , ') 1 2 2 1 2 
r1r2 

(10~) 

rr, f r [C , , ) 3( , ') =-- - -------7- -a sen Q + a sen 3Q cos - Q + Q + 
·4 (r'r')3 2 8 10 2 1 2 

1 2 . 

-1-( a 'cos Q - a' cos 3Q) sen ~( Q' + Q ')1 -1- ___ : ___ 
7
-[( a cos Q + 

9 10 2 1 2~ ( )3 2 8 
rlr2 

3 3 
-1- a

10
cos 3Q)cos 2(9

1 
+ g

2
) -1- (a

9
sen Q + a

10 
sen 3Q)sen 2 ( 

2ra' 
( Q + Q )J -1- -----~-r,:; f-sen Qcos !( Q' + Q ') + cas Qsen ~( Q '+ 

1 2 { 'r')1t2 2 1 2 2 1 
rl 2 

. 2ra3 1 1 ~ 
+ Q ')) -1- -------7- [cos Qcos -( Q + Q ) + sen Qsen -

2
( Q

1
+ a

2
) 

. 2 ( )1 2 2 1 2 
rlr2 

( 109) 

t = ~!(----~--7- {Ca sen Q + a sen 3Q)cos ~(Q + Q ) _ 
.,, 4 ( ) 3 2 9 10 2 1 2 

r1r2 

- (a cos Q ... a cos 3Q)sen ~(Q "' Q )1- ----~--7- rca 'cos Q -
8 10 2 1 2 J ( 'r')3 2~ 9 

. r1 2 
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(a•sen Q ~ a• sen 3Q)sen ~(g•~ g•jl 
8 10 2 1 2 ~ 

( 110) 

donde: 

Canacidas estas expresianes, estamas en condiciones de calcu 

lar la ecuacion C;ue da la cision maxima, pero t~ngase en cuenta -

que cona se ha vista enteriormente, la 2paratosidad de dichas ex-­

presiones es muy grande, y no tendr{a sentido el desarrollo de gra~ 

des ecuaciones, ya que de tadas formas el problema queda resuelta, 

al conocer el estado de tension en cualquier punta. 

Coma puede verse en las ecuaciones anteriores (t R ~ de .,, .,, ' ... .,, 
penden de la tension de contorno, de los semiejes mayor y menor de 

la elipse en un sistema doble cartesiano polar. 
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3.6. PLACA CON UNA GRIETA Y SOMETIDA A UN ESTADO DE TRACCION 

BIAXIAL. 

En el caso del modelo estudiado anteriormente, aue correspo~ 

d!a a una placa plana con una grieta sometida a traccion uniaxial, 

se encontraron las siguientes ecuaciones para el estedo de tension 

en un punta: 

2 
a 

2 

sen Q • 

1 a (Q - -(Q ~ g
2

)) ~ ------sen Q • 
2 1 r

1
r

2 

donde KI es el factor de intensidad de tension y que toma el valor 

1/2 
G"o. a . 

las ecuaciones anteriores dan el estado de tension en un punta cua~ 

do consideramos la tension que actua normalmente a la direccion que 

define la grieta, sin embargo si se consid~ra la tension que act~a­

en la misma direccion que define la grieta, el modele se comporta-­

r!a como si no existiese grieta y par tanto las ecuaciones aue dan 

el estado de tension en un punta seran: 

rr.' = 0 

-
(111) 

24? 
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a' a a 
y 0 

r.' • 0 
xy 

.·~ 
(112) 

(113) 

por tanto, si aplicamos el principia de superposicion, llegamos a: 

Kir 1 
cryT • ---~ ( cos(Q - -(Q-&- g )) 

1/2 2 1 2 
(er r ) 

1 2 

2 
8 

---.sen Q. 

(114) 

(115) 

(116) 

a partir de las ecuaciones (114), {115), y (116), calculamos 1e ex 

presi6ri que da 1a cision maxima: 

cr -a 
( yT xT) • 

2 
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.. 

sumando estes dos expresiones y calculando la raiz cuadrsda, obt! 

nemos la expresi~n de la cisi6n maxima: 

(117) 

QUe tambi~n la podemos escribir, teniendo en cuenta el valor de K1: 

(118) 

que es la expresion final de la cision maxima (is6cromas). 

Sin embargo, vamos a ponar la ecueci6n (118), de for-

ma que sea representable. 

81 llarnamos a: 

2 
x • sen g 

y teniendo en cuenta que: 

( )2 ( 2 2)2 2 2 2 (r2 _ 8 2)2 • r
1

r
2 

• r - a .a. 4r a sen g c ~ 

'2 
.a. 4r a2.x 

y si llamamos a: 

2 2 2 
(r - a ) s a 

1 
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c. 

2 2 
4r a • a

2 

2 4 
r a • a 

3 

si llevamos estes expresionas ala ecuaci6n (118), results: 

I 
~ 

'(2-
II 

operando en 1a ecuaci6n (119), sa obtiene: 

llamando a : 

por tanto la ecuaci6n (120), queda de la forma: 

reduciendo terminos en esta ultima ecuacion, tenemos: 

y si llamamos a: 
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.~ 

an definitive tendremos: 

(121) 

la ecuaci6n (121), nos va a permitir la representacion de las 1{­

neas de cis16n maxima. 
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3.6.1.- REPRESENTACION DE LAS LINEAS DE CISION MAXIMA. 

Grieta a traccidn biaxial. 

0"' • 0,40 Kg/mm2 ; ). - 1 ; a • 11 
c 

n_. ~m 
r 11:1 11 r • 12 ra 14 

8. 8z 9, fJz e, f)1. 

1 0,155 0 28,32 5,89 26,04 - -
2 0,311 0 11,42 - - - -

Tabla LXXIV 

Grieta a tracci6n biaxial. 

a0 • 0,66 Kg/mm2 . A • 1 . a • 11 t ' 
n 

, ra6 r • a r • 11 
?m 8, 8l (J, o~. 9, fJz 

1 0,155 - 4?,49 - 18,09 0 65,22 

2 0,311 - - - - 0 16,02 

Grieta a traccion biaxial. 
; 

cr • 0,66 -Kg/mm 
2 

A • 1 a • 11. ; . 
0 ' 

n ?'m 
r • 12 r• 14 

8, fJz 8, ~l 

1 0,155 9,03 54,86 20,25 45,38 

Tabla LXXV 
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Grieta a traccion biaxial. 

CT. a: 0,85 Kg/mm2 . .-\ -1 . a • 11. 0 ' ' 
n r • 11 r • 12 r • 14 

't:' m e. BL 6, Bz 8, 9,_ 

1 0,155 0 - 4,08 - 10,85 63,52 

2 0,311 0 24,86 9,6? 23,99 - -

Grieta a traccion biaxial. 

CT I:: 0,85 Kg/mm2 ; A • 1 ; a • 11 • 
0 

r • 16 
n ~m 8. 8z. 

1 0,155 19,11 49,9? 

Tabla LXXVI 

253 



. 2 
G;: 0, 40 kg/mm 

It= 1 
Fig. 106.- Representacion 

de la red de isocromas P! 

ra una placa a tension bi! 

xial. 

2 
a;= 0, 66 kg/mm 

/..:1 

Fig.- 10?.- Aepresentacion 

de la red de is6cromas para 

una placa a tension biaxial 

(grieta) 

.~. 
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r ··-··· 

CTo: 0,87 kg/mm 2 

" = 1 
Fig. 108.- Representaci6n 

de la red de isocrcmas P! 

·~ una placa a tensi6n bi! 

., ' xial lgrlata) 

2 . 

... " I 
3 I . . / 

- ___ ,__. .. _,_ ___ .. -~-··-·...-·-

-~ 



3.6.2.- SOLUCION DE WESTERGAARD PARA EL MODELO DE PLACA CON UNA 

GAIETA, SOMETIDA A TENSION BIAXIAL. 

Westergaard en 1939, encontr6 funciones de tensi6n rea­

las y expresiones para el estado de tension en un pwnto para un -

modele da placa con una grieta y sometida a tension biaxial, estes-

ecuacionas son: 

KI g g 3Q 
a - · 'j\ cos - (1 - sen -sen -) 

X ( 2 rTTJ 2 2 2 

a • y 

KI g g 3Q 
~ • ------cos -{ sen -cos --) 
xy ( 2nr)'{ 2 2 2 

donde: 

K
1 

(factor de intensidad de tension)• aye 
0 

a • semilongitud de gri'eta. 

Las tensiones principalas pueden ser obtenidas en funcion 

del estado de tension ax , ay , t;y' en un punta, mediante la e~ 

presion general siguiente: 

cr •cr ._ 
X y 'I" 

2 
( 

cr -a 
X y )2 ... 'Z: 2 

2 xy 

de donde se deduce que: 
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a-} -a • 
1 2 

.K 
I . 

(2 rr r)'IJ sen g j 
KI 

-c • sen Q 
m 2 ( 2 rfl)''~ 

Despajando an la ecuaci6n anterior el valor de r, sa o~ 

tiene: 

Puesto que pare. cada is6croma ( a
1 

- a
2

) • eta., dasigna!! 

do par P el valor ( K
1 

/ oi ~. a-
2

) , la ecuaci6n anterior toma la fO£ 

ma reducida siguiente: 

donde: 

(ecuacion de una isocroma) 

r • distancia desde el vertice da la grieta al punta cons~ 

derado. 

Q c es el angulo que forma el eje ox con el vector de pas~ 

cion del punta considerado, sienda P una constants y 

tenienda validez esta ecuacion en al entarno del vert~ 

ce de la grieta. 

En la table que a continuaci6n se adjunta, saran los valores 

de r y Q , en funci6n de valares constantes de P, con el fin de hacer 

una representacion anal!tica ·del modelo isocromatico que resultaria 

de la ecuacion anterior. 

\ 
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' 

~ 
g sen g 

2 sen · g r(Pc:l) r(P .. 2) r(P-3) r(P=4) 
,-...,_, 

0 0 0 0 0 0 0 

10 0,1?36 0,0302 0,0048 0,0192 0,0432 0,0?68 

20 0,3420 ·o,1l?o 0,0186 0,0?45 0,16?5 0,2979 

30 0,5000 0,2500 0,0398 0,1592 0,3581 0,6366 

40 0,642? 0,4132 0,065? 0,2630 0,5918 1,0522 

50 0,?650 0,5868 0,0934 0,3?36 0,8406 1,4943 

60 0,8660 0,7500 0,1194 0,4??5 1,0?43 1,9099 

?0 0,9396 0,8830 0,1405 0,5523 1,2648 2,2485 

80 0,9848 0,9698 0,1544 0,61?4 1,3898 2,469? 

90 1,0000 1,0000 0,1592 0,6366 1,4324 2,5465 

100 0,9848 0,9698 0,1544 0,61?4 1,3892 2,469? 

110 0,9396 0,8830 0,1405 o;ss21 1,2648 2,2485 

120 0,8660 0,?500 0,1194 0,4??5 1,0?~ .. 1,909? 

130 0,7660 0,5868 0,0934 0,3?36 0,8406 1,4943 

140 0,6427 0,4132 0,0658 0,2630 0,5918 1,0522 

150 0,5000 0,2500 0,0398 0,1592 0,3581 0,6366 

160 0,3420 0,11?0 0,0186 0,0?45 0,16?6 0,29?9 

1?0 0,1?36 0,0302 0,0098 0,0192 0,0432 0,0758 

180 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 

Con los valores obtenidos en la presents tabla, se hace la 

T&Prasentacion gr8fica del modele isocromatico correspondiente , 

y que se da en la figura que se adjunta a continuaci6n, y que como 

puede verse es simetrica respecto al eje oy. 

Esta representacion anal!tica no corresponds exactamenta a -

los modelos isocromaticos que se obtienen experimenta1mente. Las -

l!neas isocromas obtenidas experimentalmenta tienen un eja de si-
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metria que forma un angulo de ll?g con el eja ox. 

P:4 

.~~ . 

. / . ~. 

I \.~ 
( 

P=3 ./J .,.--~. I 
/ "\ .1 

. / \./ . 

\ i P=2 ./I ./ \\ (-~,./ )/ 
. \! ) /. 
~\ ;!?/ 
~ . . ./. 

representacion analltica de Ia 

expresion de las isocromas 
Fig. 109.- Representeci6n anal!tica de la 

expresi6n de las is6cromas sa­
gun las ecs. de Westergard. 

- - ·-------~ 



3.6.3.- TRANSFORMACION ISOMETRICA DE LA ECUACION DE LA ISOCROMA 

ENCONTAADA EN EL APART ADO ANTERim. 

Efectusndo una trensformacion isom~trica qua lleve a coi~ 

cidir el eje oy con el eje Q • ll?Q 1 nbtendremos una transformacion 

que sa ajustar8 mucho mas a las l!neas is6cromas exparimentalas. 

Sea por tanto 1 {u
1 

, u
2

J 1 una base ortonormal en el plano. 

Se trata de calcular las ecuacionee de una simetrfa u que lleve a 

coincidir el eje oy con el eje g • ll?Q • Esto as, calcular las ecu! 

ciones de una simetr!a vectorial ~ respecto de la recta g • l03,5g. 

Si se elige una base ortonormal {v
1 

, v
2

J tal que: 

v • - u .sen l03,5g 2 1 

La simetria buscada ~ dejara invariants v
1 

y cambiara 

en su opuesto a v
2 1 esto es: 

u{v ) ••V 
2 2 

De donde, efectuando operaciones. 
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• 

Lo cual se puede escribir de la forma: 

-u
2

.cos 103,5D 

Resolviendo por Cramer, se obtiene: 

sen 103,SD 

cos 103 1 5D u
1

.sen 103,SD- u
2

.cos.l031 5D 

u(ul) c---------------------------------
1 

- ~1 .cos2 103,5R ~ u2 • sen 103,5t.cos 103,5R • 

2 2 
• u

1
(cos 103,5- sen l03,5D) ~ u

2
(2.sen 103,5R.cos 103,5)e 
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De la misma forma: 

I 
cos 103,5Q 

-san 103,5D u
1

.sen 103,5g- u
2

.cos 103,5R 

u(u2) • ----------------
1 

• u .sen 207g- u .cos 20?D 
1 2 

Sa obtiene: 

u(u
1

) • u .cos 20?9 - u .sen 20?D 
1 2 

u(u
2

) • u .sen 20?Q - u .cos 20?g 
1 2 

Conocida la imagen en ~ de los vectores de la base u
1 

, 

u
2 

, la imagen de un vector cualquiera ~ , se obtendr8 en la forma: 

Se deduce: 
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-~ 
, 

= X • 

deduciendosa: 

Encontrandose finalmente qua: 

o bien en forma matricial: 

cos 20? sen 20? ) 
(xl', x2') • (xl, x2) ( 20? 20? · sen -cos 

Si lo que interesa es conocer las coordenadas (x1 ~ x
2

) de 

un vector cuys imagen en u es el vector~, de coordenadas (x{, x~), 

basta con resolver el sistema de ecuaciones anterior 6 su equivale~ 

te en forma matricial, con lo que sa obtiene: 

y • x'.sen 20?- y'.cos 207 
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La imagen en ~ de las lineae isdcromas deducidas a partir 

de las ecuaciones de Westergaard, se hare entonces de forma inmedi! 

ta, sin mas que poner dicha ecuacion en coordenadas cartesianas, y 

que as: 

Sustituyendo (x,y), por su imagen (x', y') y volviendo a 

pasar a coordenadas polares, se obtiene: 

teniendo en cuenta que: 

x' • r'. cos g' 

# # g' y • r .sen 

sustituyendo en la ecuacion anterior, queda: 

# 1 2( 2 # 2 2 # 2 r • ~ cos Q.sen 207 ~ sen g .cos 207 -

-cos Q'sen Q'.sen 2.20?) 

• --- P een (g - 20?) = --- P 1 - cos (g#_ 207) 1 2 2 # 1 2{ 2 J 
2ft 0 2rt . . . 

·~ 

2S4 



.·~ 
2 

Sustituyendo el valor.del cos , en funcion del coseno 

del angulo doble, 88 tiene: 

2 1 ' cos 2(Q-- 20?) 
cos ( g,- 20?) II: ---~2------

Que sustitu{do a la ecuaci6n anterior, resultare 

r.. 4; P
2 

[ 2 - 1 - cos ( 29 - 2 .20?)] a 

A continuacion se presenta la tabla con valores para r 

y g , en funci6n de valores asignados a P • 
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g' 28~5'1 r-cos (ze~5"'1) r " ( P = 1} r'(P·2J r'(P=3} r'(P-=4} 

*Z7 0 0 0 0 0 0 

3? 20 0,0603 0,0048 0,0192 0,0432 0,0?68 

4? 40 0,2340 0,0186 0,0745 0,16?6 0,2979 

5? 60 0,5000 0,0398 I 0,1592 0,3581 0,6366 

6? eo 0,8264 0,0658 0,2630 0,5918 1,0521 

?? 100 1,1?36 0,0934 0,3?36 0,8406 1,4943 

8? 120 1,5000 0,1194 0,4??5 1,0?43 1,9099 

97 140 1,7660 0,1405 0,5621 1,2548 2,2486 

10? 160 1,939? 0,1544 0,61?4 1,3892 2,469? 

117 180 2,0000 0,1592 0,6366 1,4342 2,5465 

12? 200 1,9397 0,1544 0,6174 1,3892 2,469? 

13? 220 1,?660 0,1405 0,5621 1,2648 2,2486 

14? 240 1,5000 0,1194 0,4??5 1,0?43 1,9099 

15? 260 1,1?36 0,0934 0,3?36 0,8406 1,4943 

167 280 0,8264 0,0658 0,2630 0,5918 1,0521 

17? 300 0,5000 0,0398 0,1592 0,3581 0,6366 

18? 320 0,2340 0,0186 0,0?45 0,16?6 0,29?9 

19? 340 0,0603 0,0048 0,0192 0,0432 0,0?68 

20? 360 o,oooo 0,0000 o,oooo o,oooo 0,0000 

En la fig. que a continuacion sa presents , se dan las 

l!neas isocromas representadas ana1!ticamente a partir de 1a 

ecuacion transformada que hemos obtenido, y teniendo en cuenta 
I 
I 

la tabla que se adjunta. 
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\ 

representacion de Ia ecuacion 

transform ada 
Fig. 110 • .._ :Aepresentacion de la ecuacion 

transformada. 



3.?. PLACA CON DOS GAIETAS ALINEADAS Y SOMETIDA A UN ESTADO DE 

TAACCION UNIAXIL. 

Precedentemente se ha estudiado el caso correspondiente a 
I 

una placa con una grieta sometida a traccion uniaxil, encontr~~ 

dose ecuaciones para cr.' cry,~-~' que dan el estado de tension 

en un punta, lo que nos va a permitir encontrar ecuaciones para 

el estado de tension en un.punto en el caso que estamos estudian 

do en este apartado. En la fig. se puede ver f~cilmente, que -

el estado de tension entre las lineas d y d' sera la suma de -

los estados de tension que producirian cada grieta independient~ 

mente. 

Par tanto, teniendo en cuenta que el estado de tension en -

P producido par una de las grietas, viene dado par: 

Ux r ---~~:_172 [cos (g- ~(g1 ~ g
2

) 
{ar

1 
r

2
) . 

a
2 

3 - fr~r;T sen a sen 2 

• (Ql ~Q2)J- O"e 

3 
sen 

2 

y el estado de tension en el mismo punta P producido par la otra 

grieta, seria entonces: 
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K r"" · 

a X = -----!--7--(cos( Q ""- ~( Q, -1- Q "") 

( ... ')1 2 2 1 2 ar
1

r
2 

(g' ... Q')]- v-. 
1 2 

K r' . I ry = ---------7-- (cos 
( , ') 1 2 ar

1
r
2 

(Q" ... Q')] 
1 2 . 

Superponiendo ambos estados de tension, encontrar{amos las -

ecuaciones buscadas • 

... rJ.a: 

Para este caso particular el principia de superposicion, se-

c; ><r = (j. -1- o-',. 

(jyT = Ul -1- Vy 

{yT = • ..,.J. t'~'t 

Es innecesario en este caso, sumar las expresiones precedentes 

ya que, no es posible reducir las ecuaciones resultantes. Los calcu 

los efectuados demuestran la validez anal!tica del procedimiento P! 

ra explicar correctamenta las redes de is6cromas de dos grietas --

iguales alineadas. 
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IV.- RESULTADOS EXPERIMENTALES. 
\ 

4·.1.- EXAMEN FOTOELASTICO DE UNA PLACA CON MIFICIO 

CIRCULAR. 

4.2.- EXAMEN FOTOELASTICO DE UNA LAMINA CON ~IFICIO 

ELIPTICO 

4.3.- EXAMEN FOTOELASTICO DE UNA LAMINA CON UNA GAlE -
TA TRANSVERSAL A LA DIRECCION DE APLICACION DE 

LA CARGA. 

4.4.- EXAMEN FOTOEI:.ASTICO DE UNA LAMINA CON UN ffiiF! 

CIO CIRCULAR Y SOMETIDA A UN EST ADO DE TENSION 

BIAXIAL. 

4.5.- EXAMEN FOTOELASTICO DE UNA LAMINA CON UN OAIF! 

CIO ELIPTICO, SOMETIDA A UN EST ADO DE TENSION 

BIAXIAL. 

4.6.- EXAMEN FOTOELASTICO DE UNA LAMINA CON UNA GRig 

TA, SBMETIDA A UN ESTADO DE TENSION BIAXIAL. 

4. ?.- EXAMEN FOTOELASTICO DE UNA LAMINA CON DOS GRig 

TAS ALINEADAS Y SOMETIDAS A TENSION UNIAXIAL. 



4.1.- EXAMEN FOTOELASTICO DE UNA PLACA CON ORIFICIO 
CIRCULAR · 

mod .. isocromati~o 1 

fig. 111 

mod. isocromati~o 2 
fig.112 

.... 

carga: 0,44 kg/mm2 

radio: 11 

carga:0,72 kg/mm2 

radio: 11 



mod. isocromatico 3 

fig. 113 

mod. isocromatico.4 
fig.114 

carga :1,09 kg/mm2 

radio =11 

carga:1,39 kg/mm 2 

radio:.11 

-··-----·--------- -------·-····- -.----~-- -·--· ~ 



mod. isocromatico 5 
fig. 115 

mod. isocromatico_6. 
fig.116 

~arga =1,64 kg/mm2 

radio: 11 

2 
carga=1,78 kg/mm 
radio= 11 



mod. isocromatico 7 
fig.117 

mod. isocromatico 8 
fig. 118 

• 

carga=~,92 kg/mm2 

radio=11 

carga= 2,15 kg/mm2 

radio: 11 

.. -- -··-·--·---.- -. ---·------~~- ·-·-:--....... -- -~ 



. - · --·- • ........ ,, """•4r ~u~u 

ELIPTICO=~ 1;. MOOELO ELIPTICO. 

mod. isocromati co 9 
fig.119 . 

mod. isocromatico 10 
fig.120. 

carga:0,42 kg/mm 2 

"= 1,96 

carga:Q,56 kg/mm 2 

. "= 1,96 

- . . ··- ..._......_,......_.--------·- ·-----.. ~ ~-------- _ .. ____ ·-- .... '. 



... 
mod. isocroma t ico 11 

fig~ 121 

mod. isocromatico 12 

fig .122 

carga:0,75 kg/mm2 

!..: 1,96 

carga:0,80 kg/mm 2 

f...:. 1, 96 



mod. isocromatico 13 
fig.123 

mod~ isocromatico 14 

fig.124 

carga:0,97 kg/mm 

"= 1,96 

carga=0,99 kg/mm 
!.: 1,96 

-· ---·· . ~ -~ ·~----- --------·-·---..-.-. 
~ 



mod.· isocromatico 15 

fig. 125 

mod. isocromatico 16 

fig.126 

carga: 1,30 kg/mm 2 

It= 1, 96 

carga:1,32 kg/mm 2 

!t:1,96 

- ...... _..... ... -~ .. ---~---------· - -··- _,. .. ___________ .......... ---~-----··-
. :v. -



mod. isocromatico 17 

fig-127 

mod. isocromatico 18 

fig.126 

carga:0,42 kg/mm 2 

"= 1,43 

carga:Q,51 kg/mm2 

"= 1,43 

~ ..._. __ ............. :·--·-..-. .,._,. ______ _ 

l"""""f" 



mod. isocromatico 19 

fig.129 

d l·socromatico 20 mo . 

fig.130 

carga:0,76 kg/mm2 

I. = 1,4:l 

2 
carga:Q,89 kg/mm 

"= 1,43 



n1od. isocromatico 21 

fig. 131 

carga:Q,98 
I.= 1,43 



mod. isocromatico 24 
fig.132 

mod. isocromatico 25 

fig. 133 

carga :0,56 kg/mm 2 

It = 3,d7 

carga:1,69 kg/mm
2 

" = 3,07 



\•" 

mod. isocromatico 22 
fig.134 

mod. isocromatico 23 

fig.135 

carga:0,44 kg/mm 2 

" = 3,07 

carga:0,87 kg/mm 2 

";: 3,ri7 

--·-·-- --- - -....---- ------·..-·~-.~--1"-."'fY---..-~· ~~-



4.3.- EXAMEN FOTOELASTICO DE UNA LAMINA CON UNA GAIETA ~~~ 
TRANSVERSAL A LA DIRECCION DE APLICACION DE LA CAR3A ~ 

mod. isocromatico 26. 
fig. 136 

mod. isocromatic.-> 2.7 
fig.137 

carga :0.42 kg/mm2 

f..:1 

. 2 
carga:0,77 kg/mm 

"= 1 



mod. isocromatico 28 
fig. 138 

mod. isocro matico 29 
fig.139 

carga:0,75 kg/mm2 

/..:1 

carga:0,95 kg/mm 2 

"= 1 

~· ------ .._..~-~-··-·-···-----·--' ·----~-- ............ ~ 



CIRCULAR Y SOMETIDA A UN ESTADO DE TENSION BIAXIAL= 

mod. isocromatico 30 
fig.140 

mod. isocromatico 31 

fig.141 

carga:0,48 kg/mm 2 

.·t= 8 

carga = 0,61 kg/mm 2 

r:a 

·-· ··----. ~-- ...... ·~· .. -.-··---·~ _ _... .. -.r-··-·· ,., .. r'".,...,.._._,.":' ___ ~··-- ,..,......,... 



mod. isocromatico 32 

fig.142 

mod. isocromatico 33 
fig.143. 

carga:0,82 kg/mm2 

r:a 

carga=1,08 kg/mm 2 

r: a 



___ .. ·--- --.... ·-·--·· fl• --·· ........ ,,..,......., ...,.._. ............ ~·~ ..., ... v, .. ,, ... . 

mod. isocromatico 34 
fig.144 

mod. isocromatico 35 
fig. 145 

carga: 0,28 kg/mm 2 

A :1,69 

2 carga: 0,36 kg/mm 

It= 1,69 



mod. isocromatico 36 
fig. 146 

mod. iscromatico 37 
fig.147 

carga: 0,50 kg/mm2 

1\:1,69 

carga:0,72 kg/mm 2 

"= 1,69 

·····. ··--·····----------~--~ ... .. .. ~ 



mod. isocromatico 38 carga:0,87 kg/mm2 

fig.148 1.. = 1 

mod. isocromatic;o 39 carga = 1,05 kg/mm
2 

fig.149 1..: 1 

·~···-~~ .... ~-- ···-~ --- . ..---.............. .,...~ .... ~-~·~ ........ -....... -··--- ...,. 



mod. iis•ocromatic·o 40 

fig.150 

mod. isocrom.a"tico 41 

fig.151 

carga = 1,37 kg/mm2 

~=1 

9arga: 1,59 kg/mm 2 

~=1 



mod.. isocromatico 42 

fig. 1152 

mod.· isocromatico 43 
fig.153 

carga: 1~95 kg/mm2 

A: 1 

carga :2,13 kg/mm
2 

A: 1 



ALINEADAS Y SIDMETIOAS A TENSION UNIAXIAL. . 

• 

mod. isocromatico 44 

fig. 154 

mod. iisocromatico 45 

fig.155 

carga =0,28 kg/mm2 

/..:1 

_. 
carga: 0,36 kg/mm 2 

"= 1 



------·-----------

mod. isocromatico 46 

fig. 156 

mod. isocromatico 47 
fig.157 

carga :0,41 kg/mm
2 

" : 1 

carga :0,45 kg/mm 2 

": 1 



V .- DISCUSION 
' . 



V.- DISCUSION 

Todos los metales y especialmente los metales y aleaciones que 

se usan con prop6sitos de diseno, se han obtenido previamente en es 

tado liquido. Puede argumentarse que algunos metales se obtienen par 

via humeda, (Lixiviacion, depuracion y ele~trolisis), prro aun as! 

finalrnente ~; funden en lingotes adecuados para las posteriores op~ 

raciones de hechurado, case del Trefilado del cobre. 

Si todo metal o aleacion ha pasado breviamente par el estado 1! 

quido quiere decirse que inevitablemente estara sometido a la condu~ 

ta que le impone el fenomeno de la solidificacion. 

Como es bien sabido, en esta fase previa de la solidificacion el 

metal o aleacion estara sometido a fenomenos de nucleacion y creci-­

miento dando luger a un agregado policristalino en el que al menos -

hay que distinguir un grana y un l!mite de grana, que tiene propied~ 

des mecanicas muy diferentes y esto prescindiendo de otros fenomenos 

como presencia de compuestos, inclusiones, segregaciones, etc., que 

contribuyen todav!a a presenter a un solido recien preparado como -

un conjunto de heterogeneidades que son inherentes,en el mejor de -

los casos,al inevitable paso de liquido a solido. Cierto que las PO! 

teriores operaciones de hechurado pueden mejorar las propiedades me­

canicas de este solido, perc en cualquier caso,la heterogeneidad de 

propiedades persists, sino aumenta; tal es el caso del alargamiento 

del grana, y la aparicion de propiedades direccionales • 

• Una aleacion pues, no es un solido homogeneo al que se le pueden 
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aplicar unas ecuaciones de la Teoria de la Elasticidad o de la Re-

sistencia de Materiales, par cuanto poses numerosos defectos inte~ 

nos inevitables, que desvirtuan los campos de tensiones previstos 

en un diseno y f~cilmente conducen a exaltaciones de tension con -

roturas fragiles, en un caso (especialmente en los aceros de gran 

resistencia), o a deformaciones indeseables que pueden {con materi! 

les mas plasticos ), llegar a comprometer el diseno. 

Todav{a en la historia previa de una aleacion, se pueden acr! 

centar estes defectos, si la aleaci6n, ha experimentado tensiones pr! 

vias, impactos o cargas ciclicas o incluso si en el mecanizado , -

su acabado superficial ha dejado algun defecto o ha experimentado 

algt'tn proceso de corrosion loc~lizado. En unos C("lsos se habra pra­

ducido una generacion con intersecci6n de dislocaciones con apari­

cion de defectos no puntuales que pueden considerarse como submicr~ 

grietas, que posteriormente crecen y sumandose a otros microdefectos) 

como pueden ser los de un mal acabado superficial,por donde un sis­

tema de tensiones ciclico puede generar microgrietas, y en otros la 

falta de homogeneidad puede ser debida a la presencia de un campo -

residual de tensiones per tratamientos termicos defectuosos, o una 

operaci6n de hechurado con deformaciones plasticas en frio e inhomo 

g~neras, etc •• 

Esta crude imagen real de una aleacion nos oblige ha examiner, 

hasta que punta estes defectos son un riesgo sari~, para el buen fL~ 

cionamiento de la r-isma cuando som~tida a diversos estados de tension 

forme parte de un equipo o estructura en servicio. 

29? 
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En la primera parte de esta Tesis se han reconsiderado toda una 

serie de mecanismos exaltadores de las tensiones, que terminan con -

las sencillas teorias de Griffith y Orowan, para la exaltacion par -

grietas que son las mas peligrosas. 

Puede argumentarse que la construccion de cualquier equipo de -

gran rasponsabilidad, va seguida de un examen radiografico 6 gamma­

gr8fico, que asegure que estes grietas
1

sblo pueden ester presentres 

por debajo de un tarnano maximo tolerado. 

Con esto lo que se garantiza es que al poner el equipo en servi 

cio no va a ocurrir una catastrofe, pero lo que no se puede garanti­

zar es lo que le ocurrira a este equipo a lo largo de varios anos de 

funcionamiento. Durante estes anos, las microgrietas o heterogeneid~ 

des siempre presentes, crecen contfnuarnente por defecto de la carga 

a que esta sornetido el equipo y solo revisiones periodicas , que a-

consejen la puesta fuera de servicio del equipo podrian garantizar 

en principia la seguridad del mismo. 

Aun as!, ser!a necesario preveer tiempos de revision suficiente 

mente cortes, dado que es muy dif!cil estimar la velocidad imprevis£ 

ble de creeimiento de estes defectos. 

Un tratamiento racional, consists sin perjuicio de que puedan 

llevarse a cabo las precauciones y revisiones mencionadas ' en hacer 

una estimacion real de las exaltaciones de tension de defectos como -
\ 

grietas e incluso de otros defectos o cavidades , como son un orifi­
~ 
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tio, que sa introducen como necesidades del diseno , y de la exal­

tacion no solo en las proximidades del defecto sino en todo el ca~ 

po de tensiones ya que el ser una aleaci6n un agregado policrista­

lino con una distribuci6n de defectos, el principia de superposi-­

cion, adelanta que todo el campo de tensiones sa va a ver altera-

do. 

El estudio que se plantea trat~de hallar un procedimiento gene 
. -

ral para conocer los estados de tension en las proximidades del de­

facto y zonas alejadas de el, y tratar de justificar un mecanisme 

a base del estado de tension que exista en la proximidad de un defec 

to para explicar el fenomeno de la rotura fregil. 

Para ella se parte de la consideraci6n de orificios.en placas. 

Estes orificios pasan de tener una acuidad nula a una acuidad teo~ 

cementa infinita, es decir: grieta a traccion simple en su direcc16n, 

elipse de eje mayor en la direcci6n de la tracci6n, orificio circu­

lar, elipse con eje manor en la direcci6n de tracci6n y grieta no~ 

mal a esta direcci6n. El examen de este conjunto de defectos compre~ 

de todos los casas posibles de acuidad nula a infinitos y justifica 

par lo tanto la elecci6n de los.,·mismos • Conviene notar ahara, que 

en realidad dos caos extremes: "grietas" y el "ori ficio circular" , -

saran cases particulares de elipses. 

Cierto·que estes casas extremes han sido objeto ya de estudio 

y •consideraci6n aislada" ; especialmente la exaltaci6n de tensiones 

producidas por un orificio circular y a ellos nos remitiremos para -

comprobar que tanto nuestros calculos como nuestro procedimiento ex-
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perimental son correctos despu~s de lo cual se generalizaran a 

todo tipo de defectos mediante un tratamiento de validez general 

para todos ellos, a diferencia de las diferentes soluciones aisl! 
\ 

das que se han propuesto para el orificio circular y la solucion 

de Westergaard como unica solucion limite de validez para las ten 

siones en el vertice de una grieta, solamente. 

Para la confirmacion experimental de los tratamientos anal! 

ticos, se usa el metoda fotoelastico, per ella se ha heche una -

revision de todos los aspectos y pesos del procedimiento fotoela! 

tico que no aparecen completes en la bibliografia y el autor, -­

con des polaroides de gran campo disenado y posteriormente sa con! 

truyo en el Taller de la Facultad el equipo fotoelastico que ant! 

riormente se ha descrito. 

A este equipo fotoelastico solo puede pon~rsele una objecion: 

la dificultad de conseguir una carga concrete pensada de antemano 

ya que el banco de carga funciona mediante una bomba de inyecci6n 

de aceite manual capaz hasta 12 ton. Hubiese sido necesario una m£ 

tobomba en funcionamiento permanents con circuito de retorno, ana­

logo al de las maquinas para ensayos de traccion, para conseguir -

un ajuste y regulacion fine de la carga aplicada,no obstante en la 

mayoria de los casas no es necesario esta complicacion de montaje 

y unicamente sa pone de manifiesto esta limitacion en aquellos -

casas como son estados biaxiales rigurosamente equilibrados como as 

el case de los modelos a traccion biaxial. 

Finalmente el equipo de medida de la presion del aceite que 
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permits el calculo directo de la carga aplicada al modele, ha si­

de verificade y garantizado para erreres inferiores al 0,~ • 

Una dificultad que se hubo de superar a base de numeroses 

ensayos, se deriva de la inexistencia en Espana de laminas para -

modelos fotoelasticos. De la bibliografia se sabe que siempre y -

recientemente, se hace uso de resinas epoxy pero las, denominacio 

nes comerciales no se citan o no son iguales a las de las resinas 

de venta en nu.estro pais. Despu~s de numerosos ensayos se eligie­

ron la resina Araldit-0 y el endurecedor HY-956 con los que se 

obten!a el maximo poder birrefringente, analogo este, a la birre­

fringencia de las laminas usadas en el extranjero.y de elevadlsimo 

coste. 

La preparaci6n de lruninas a partir de la resina y endurece­

dor liquidos, exige el empleo de moldes adecuados. 

El principal objetivo para la fabricaci6n de una lamina , una 

vez garantizado un buen poder birrefringente, consiste en fabricar la 

lamina "sin tensiones internasn, lo cual supuso grandes dificultades 

practices. Estas tensiones internas suponen un reparto irregular de 

redes de isoclines que desvirtuan par complete cualquier observacion 

programada. 

La aparaci6n de tensiones residuales en la lamina fotoelastica 

es consecuencia de des factores • 

12. Una defectuosa mezcla de la resina y del endurecedor , que 
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se reciben como liquidos pastosos separados y 

29. La liberacion del calor que se produce en el curado del 

plastico. Esta reaccion de polimerizaci6n es fuertemente exoterm1 

ca y si no se elimina par igual el calor, en toda la masa, apare­

ceran las temibles tensiones internes. 

La mezcla de resina y endurecedar no presenta dificultades, 

aunqce hay que realizarla con gran paciencia con un agitador ade­

cuado y cuyo giro ha de ser lo mas rapido posible pero siempre a . 

unas revoluciones per minute inferiores a la aparicion de burbujas 

en la mezcla , que luego forman cavidades esfericas en la lamina 

~alidificada inutilizandola par complete. 

Para la eliminacion del calor, el molde de las laminas se con~ 

t~y6 de un metal buen conductor como el aluminio y durante la soli 

dificacion el molde esta sumergido en un bane termostatizado que -­

mantiene la temperatura constants del agua de refrigeracion. El gr~ 

diente de temperatura ha de ser de unos 59 y la solidificaci6n sue 

le hacerse de un d!a para otro, a la temperatura constants de 209 C. 

Entre el molde de aluminio y la resina que se adh:l.ere. a e~, se in­

terpene una lamina de plastico, que se separa perfectamente del mo­

dele y resulta conveniente que previamente se le de una pel!cula de 

aceite de parafina, o producto similar. 

Tam bien hemos . podido "sal var" algunas laminas con pequenos de 

fertos mediante recocidos de las tensiones internas , en agua calie~ 

te a 50 - 6QQ C. y durante varies d{as, para si las tensiones resi-
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duales son escasamente aprecialbes sera necesario desecharlas o 

aprovechar los recortes sanos de las laminas. 

En este trabajo se ha hecho una revision de los diferentes 

procedimientos empleados , par diversos autores para el calib~ 

do , medida de la constants fotoelastica. 

El valor alcanzado por nuestros modelos de 45 Brewsters, a! 

t4 entre el valor de 30 y 50 esperado para ellos y es muy acept! 

ble. Tambien en el calibrado SB he procedido al calculo previa ~ 

de las cisiones maximas correspondientes B los diez primeros or­

denes de franja • Este trabajo no entrana dificultades conceptu! 

les, si bien requiere una gran paciencia y habilidad practice. 

El tamno de los modelos sa ha elegido muy grande)ye que el 

equipo dispone de polaroides de gran tamno, lo que nos permits un 

examen del campo de tensiones en zonas alejadas del defecto. 

Un aspecto no comentado , del banco de carga del fctoelas­

ticimetro, estriba en la gran precision con que han de estar rae 

tificadas las mordazas de sujeccion de los modelos. El contacto. 

entre modele y mordaza se ha heche naturalmente a traves de una 

cola de milano de pecos grados de inclinacion. A pesar de que -

los modelos estan rectificados y tambien en sus colas de amarre, 

a veces fue necesario, pulirlas en determinadas zonas para que 

la mordaza no introduzca "ninguna • isocline espurea • Este re­

paso se efectua hasta que el modele en carga no presents ning.u­

na •isocroma de mordaza", lo cual exige una habilidad especial 
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pado que las cargas pueden llegar a 12 Ton. y para este nivel de 

carga es muy dificil que no aparezca alguna isocroma proxima a -

la mordaza • De todas formas el defecto a estudiar esta suficie~ 

temente alejado y el principio de Saint-Venant , sa cumple sati! 

factoriamente , permitiendo observaciones fotoelasticas perfectas. 

Puesto que la mordaza puede tener unos 200mm, los modelos, 

se eligieron de un espesor de 4 mm, de tal manera que la seccion 
2 2 

recta del modele as de 800 mm y para tensiones de hasta 6 Kg/mm 

, la carga total sera de unos 4,8 Ton., trabajando asi en la zona 

media de los man6metros que as la de maxima sensibilidad. Finalme~ 

te los modelos han de estar rectificados en toda su superficie y 

pulidos, han de ser perfectamente planoparalelos para que las iso 

cromas se aprecien nitidas y con gran contrasts. 

En el capitulo III, se describe el procedimiento general s~ 

guide para hallar las funciones de tension generales que resuel­

van todos los casas planteados. 

El plantearniento general que, se sigue hace usa del princi­

pia de superposici6n, pero la gran dificultad estriba en lleva~ 

lo a la practice y en encontrar las funciones de tension adecua­

das que conduzcan a una solucion. Con frecuencia el tipo de fun­

ciones de tension que resultan y el sistema de coordenadas al -­

que estan referidas las variables conducen a una dificultad ex­

trema Y hasta a la imposibilidad de hallar una soluci6n • En es 

tos casos,han de buscarse o nuevas funciones de Tension que, pu! 

dan resolver el problema o hacer un,·cambio de variable, de siste 
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ma de referencia para llegar a una soluci6n , que siempre ha de 

procurarse que sea lo mas sencille posible. 

Al abordar la soluci6n analities del orificio el!ptico, como 

caso general, del que sa van a derivar todos los demas, se adopto 

un sistema de coordenadas eliptico. 

De esta manera se llega a des funciones de tension de vari~ 

ble compleja relativamente sencillas, que se aplican a continua~ 

ci6n al case general mas sencillo de un orificio eliptico a tra~ 

ci6n uniaxial en el contorno , y que quedan precisados al fijar 

la geometria de la el!pse y las condiciones de contorno. 

Antes de proseguir , se precede ahara a aplicar las funci£ 

nes de tension generales al case particular del orificio circu­

lar y deducir la expresion para las cisiones maximas y el lugar 

geometrico de las que ·t&man el mismo valor, en dife~entes pu~ 

tos de~ modele, con objsto de comprobarlas experimentalmente -­

con las redes de is6cromas obtenidas fotoelasticamente para di­

ferentes condiciones de contorno • 

Ya comentamos que se han dado varies soluciones "aisladas" 

para el orificio circular. En este trabajo se llega, a soluciones 

anal!ticas nuevas que han de concluir a las mismas predicciones 

y confirmaci6n experimental , perc con 1~ diferencia)de que esta 

confirmacion supone aqui mucho mas • Supone la confirmacion de 
\ 

las funciones generales para todo tipo de defectos a traves de -
' 
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• Las figuras 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15 y 16, son las redes de 

isocromes construidas con las soluciones anal!ticas del modelo.-

La confi~aci6n experimental de estas curves isocromas se prase~ 

ta en las figuras 111 a 118. Puede apreciarse que la fidelidad de 

reproduci6n no deja luger a la manor duda. 

I 

A partir de ahara s~ da como valido el planteamiento enal!t1 

co general hecho, asi como la calidad excelente, por la finura 

y simetria de las isocromas presentadas en las figures 113 a 118 

excepto en las figures 111 y 112, donde se ha remarcado con un -

c{rculo (a) la parte de la isocroma que no tiene aun arden ente­

ro de franja. 

En las figuras 1?, 18, 21, 22, 25, 26, 29 y 30, se da la va­

riaci6n de las tensiones OX• a g = 01 y r = r
1 

(r
1 

11); o sea -

en un eje normal a la tracci6n uniaxial del contorno. En este ca 

so, de la simetria del orificio y del c~~po de tensiones se sigue 

que a y o- son tensiones principales ( cr = cr.2 , a- = 01l. 
X y X y 

Puede apreciarse que la tensi6n ~ = ~X' toma un ~aximo para 

r = 16 mm y el valor del maximo siempre es un ~ en una prim! 

re aproximacion, de la tension de contorno (ao)1 , resultado pre­

dicho·: anal!ticamente y confinnado fotoel~sticamente. 

Resulta sorprendente que esta particularidad no haya side r~ 

saltada, ya que tratandose de agregados policristalinos, el pri~ 

.cipio de superposici6n oblige a considerar que cualquier defecto 
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en esta zona relativamente alejada del extrema del defecto, pu~ 

de exalter notablemente la tensi6n de otro defecto situado pre-

1 t t d .L. •i 1 di . " ... " .. 2 c samen e en es a zona e max mo y en a recc1on x o • 

_.,. 
Los valores de las tensiones ~y = ~1 en la direccion y 6 

:f yen puntas (g = 0 , r = r1 ), {rt~ 11 mm), sedan en las 

figures 19, 20, 23, 24, 2?, 28, 31, y 32 • En todas ellas se -­

aprecia una tension max~_ma a distancia nula del defecto 0 sea 

{Q = 09 , r = 11 mm) y vale justa 3 veces la tension del con­

torno (a0 ) 1 • ~ste resultado es bien conocido y proporciona una 

confirmaci6n mas, de que las ecuaciones analiticas usadas y las 

redes de isocromas obtenidas fotoelasticarnente son correctas. 

La fig.33, pone claramente de manifiesto que los valores de 

a-y = a
1 

(y tambien los de ~x = ~), para el mismo punta alejado 

del ori ficio l r. ,Q.), son siempre un mismo factor IJ(! ( y «l ) , -
1 l. 

dado por la solucion analitica, multiplicado por la tension un!a 

xial del contorno o sea ( cr , ~ ) = ( o- ) 1 f( r. , Q. ) para las -
Y X 0 1 1 

direcciones -: e y , siendo f( r 
1 

,g i) = 0{ J
1
1.. • 

Otras particularidades de interes no puestas de manif~esto 

en la bibliografla , consisten en la predicci6n analitica, co~ 

firmada fotoelasticamente, de que a : (r = 11 mm , Q = 909 ) , 

(parte superior del orificio), sera un estado de compresion , 

cuyo primer invariants es el doble de la tension de contorno.­

Es evidente que en esta zona, el estado de compresi6n biaxial, 

tenderia a oponerse a la generacion o propagacion de cualquier 
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•icrodefecto, por lo tanto en una pieza estatica as una zona de 

seguridad a afectos de diseno a rotura aunque no cabria aqu! di! 

minuir excesivamente la seccion del material. 

Para (r = 11 mm, Q = soo), aparece un punta singular. El p~ 

mer invariants del estado de tensi6n y todas las tensiones son 

nulas. En'estas zonas si que cabe rebajar la seccion a efectos 

de diseno en una pieza estatica, sin el manor peligro ni tamar 

por la presencia de microdefectos y finalmente para (r = 11 mm, 

Q = oo), el primer invariante del estado de tension del estado 

de tension toma el valor de 6 veces la tensi6n uniaxial del con 

tome. Se conocc que este punta (estado de tracci6n biaxial ca­

vitario) es el mas peligroso, pues sa da la mexima exaltaci6n, 

y en esta region es donde esta mas favorecida la nucleaci6n y el 

crecimiento de microgrietas. 

A continuacion se considera el case general de un orificio 

eliptico sometido a una traccion uniaxial (que comprende como -

cases particulares al orificio circular y a la grieta rectilinea) 

que sa resuelve con las funciones de tension deducidas, ecs. (23) 

y (24). Estes ecuaciones estan deducidas para las coordenadas­

el!pticas ~ y j3 en fonna compleja y no ha sido posible hallar 

una solucion directa, par ella ha sido necasario pasar a coord! 

nadas cartesianas en forma compleja, llegando a las funciones -

de tension, ecs. (44) y (45) que son relativamente sencillas. 

De nuevo solo se ha encontrado solucion al problema usando un -

sistema doble cartesiano polar indicado en la Fig.42 , ~ se pa­
t 

sa directamente a hallar la ecuaci6n de la cision maxima que --
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, 
permitira representar la red de, is6cromas para su confirmaci6n 

fotoelastica, resultando ser un polinomio de grade dace. Para -

tT y cr y -rxy' resultan analogamente expresiones sencillas -
X y 

pero bastante largas, que desde luego resuelven analiticamente 

el problema. 

En las tablas XXVII, XXVIII, XXIX , XXX, XXXI, XXXII, XXXIII, 

XXXIV y XXXV, y sus representaciones en las figs. 43, 44, 45, 46, 

4?, 48, 49, 50, y 51 y las redes de is6cromas fotografiadas , 

Figs. 119 a 126, se presenta la evidencia analities y experimen­

tal mas que suficiente para dejar bien probado que el tratamien­

to matematico del modele es fielmente reproducido par las redes 

de isocromas experimentales • 

Ana1ogam'J::te, en las tablas XXXVI, XXXVII, XXXVIII, XXXIX, 

XL, XLI, XLII y en sus representaciones , las figures 52, 53, 

54, 55, 56, 5?, 58, se presentan las is6cromas analiticas de -

diferentes ordenes de franja a traccion uniaxial (cr)., tambien 
0 J. 

pero con una elipse de semieje menor en la direccion de carga es 

manor y-:--posee a- rr= Il mm y. Q = 09 mayor acuidad. En las figs. 

127 a 131, se presentan las fotografias de las isocromas experi­

mentales que no dejan lugar a duda. Tambien sa examine la elipse 

en su posicion de minima acuidad, con su eje mayor en la direccion 

de la traccion uniaxial del contorno y en las figs. 132 a 135 sa 

presentan las redes de isocromas experimentales. 

El anatisis de la alteracion del campo de tensiones par un 
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orificio eliptico conduce a las siguientes observaciones: 

lg La tension OX toma un maximo para r~ 21 mm y que vale 

un ~~ de 1a tensi6n de contorno aplicada siempre en la direccion ... 
x 6 sea a Q = 02 • 

Recu~rdese que para el orificio circular, este maximo para 

c; era del 0,4 (a ) . , y a r = 16 mm para Q = 02 • 
X 0 l. 

No se ·ha podido hallar una explicacion logica a1 hecho de que 

cr (maxima) a (r = 16 mm , para el orificio) es precisamente -
Xi . 

1 
cr = - ( cr ) i y (OX) i m~xima para la elipse as 
xi )\ o 

siendo ~ el parametro de excentricided que toma en aston casas . 
e1 valor de 2,414 y 1,96 para orificio y·elipse y cuyos valores 

de (1/ "- ) son 0,414 y 0,51 sensiblemente iguales a los de 0,4 

y 0,5 hallados. Para la segunda elipse de mayor acuidad hay una 

rapida variacion de este maximo y (~) 1 = ~ lo cual exigiria. que 

( 1/ ~ ) fuera igual a 1- = ..\ ' y esto solo lo cumple la grieta nor 

mal a la traccion. Si el factor de concentracion para or fuera 
X 

( 1/ A ) , habrla que admi tir, que solo es valido para ori ficios ci! 

culares o el!pses de poca excentricidad. Para elipses de mucha -

excentricidad, se comportaria como grietas a efectos de la exal­

tacion de esta tension, lo cual no puede ser aorprendente si se 

comparan las redes de isocromas de la elipse de gran acuidad 

Figs 129 ~ 131 con la red de isocromas de una grieta vease - -
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, I 2 figs. 133 y 135 a 0,?6 y 0,?? Kg mm para ~ en las figs. 129 y-
0 

133, y 0,98 y 0,95 Kg/mm2 para ~ en las figs. 131 y 135, que pr~ 
. 0 

sentan redes practicamente iguales. 

Las funciones generales para las elipses examinadas l~( 2,414, 

orificio circular) dan valores infinitos para r = 11 mm y Q = og, 

. lo que indica que en este punta la funcion no esta definida. Se s! 

be que,en este punta que pertenece a la care interior del orificio 

eliptico en una direccion x normal a este contorno interior libra 

de carga tiene que valer necesariamente a = 0. Par ella en las -
X 

figs. 59, 60, etc., despuJs del maximo, 58 hacen tender a cera con 

linea de trazos. Per el contrario)en las figs. para ay = f(r,Q) la 

solucion analitica conduce a infinite cuando r = 11 y Q = 02 C, lo 

cual tarnpoco es correcto, perc indudablemente ·en este punta la -

exaltacion es enorme, aunque no infinita. 

De nuevo, en las ecuaciones 50 y 61, toda la expresi6n matem! 

tica calcula el factor de concentracion de tensi6n y son del tipo 

(~,ay) = ~0f(r,Q) 6 (~,cry) = a
0

• ~ 1, 2• 

En la parte superior del orificio el!ptico a tracci6n uniaxial, 

en r = b y Q = 902, el primer invariante del estado de tension en 

este punta es igual a la tension de contorno cambiada de signa, a 

diferencia del orificio circular que valia el doble de la tension 

de contorno y tambi~n a compresion. Es una zona de suguridad a e­

fectos de desarrollo y propagacion de micrugrietas. Existe un pun­

to del contorno eliptico para el cual se anula el primer invarian-
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te del estado de tension que esta a unos 2?2, pero cr y cr , no 
X y 

se anulan sino que una es de traccion y otra de compresion y t~ 

poco se anula la cision que pas par un maximo entre Q = 90 y 

Q = 09 , ya que en estes puntas se anula. Finalmente para r = 11 

mm , y Q = 02 , el primer invariants calculado results infinite, 

si bien ya.hemos comentado que en este punta la funcion analiti­

es no da cuenta de las verdaderas tensiones ~ y a ~ Quizas pa-
x y 

ra obviar este inconveniente y para trabajos sucesivos debiera -

tornarse previamente el limite de las funciones de tension cuando 

r~O , y bajo estas condiciones con las nuevas funciones de te~ 

si6n limites, tratar de desarrollar las expresiones para las ten 

siones en este punta, unico.para el cual la funcion analitica­

no tiene validez. 

En est a . , de 11 mm, Q = 02, es donde se da un es reg1on r = -
tado de cr , muy grande, y r = cr = 0 ' 

en la direccion 
y xy x .... a 452 

... 
punta existira cision maxima X , pero de x en este una 

de ay/2 . Esta y rry combinadas permitiran explicar el mecanis 

mo de aparicion de microgrietas en esta region del modele inme-

diata al contorno el!ptico. 

Las funciones de tension par~ el estudio rsl campo de ten-­

sione~ producido per una grieta normal a la traccion uniaxial --

del contorno se deducen de las funciones generales para la eli£ 

se, sin mas que considerar que ahara b = 0 y el parametro de e~ 

centricidad vale A = 1 
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• Las variables el!pticas se transforman en polares, resulta~ 

do las funciones sencillas ecs. (65) y (66) • En funcion del fa~ 

tor de intensidad de tension KI , resultan para las tensiones -

tres ecuaciones nuevas (ecs. 69,?0, ?1) que san relativamente-­

sencillas, que pueden adoptar la forma de las ecs. ?5, ?6 y ??, 

pudiendo decir que posee una forma mas sencilla que el mecanis--

mo de, aparicion de microgrietas en esta region del modele inme -
diata al contorno eliptico. 

Las funciones de tension para el estudio del campo de tensi~ 

nes producido por una grieta normal a la traccion uniaxial del 

contorno se deducen.de las funciones generales para la elipse)sin 

mas que considerar, que ahara b = 0 y el parametro de excentrici­

dad vale X = 1 • 

Las variables elipticas se transf6rman en polares, resulta~ 

do las funciones sencillas ecs. (65) y (66) • En funcion del -

factor de intensidad de tension K5 , resultan para las tensiones 

tres ecuaciones nuevas (ecs. 69, ?0, ?1) que son relativamente se~ 

cillas, que pueden adopter la forma de las ecs. ?5, ?6 y ??, pu­

diendo decir que poseen~una fonna mas sencilla que el unico trio 

similar propuesto por Westergaard. De nuevo se prectica el cambia 

de variable x = sen2 g , para hallar la expresion analitica de -

las isocromas y resulta ser un polinomio de grade B, ecs. ea. 
Como Siempre las soluciones de todas estas tensiones para dife--

rentes valores de r y Q, se han programado en FORTRAN V y -

los resultados se presentan en las tablas LV, LVI, LVII, LVIII, 
# . 
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tiX, que se representan como redes de is6cromas analiticas en las 

Figs. ?9, 80, 81, 82 y 83. Las comprobaciones fotoelasticas se -

presentan en las Figs. 132 a 135. 

El modele anal!tico da para o- en r = 11 mm, Q = 02 un valor 
X 

infinite. En este punta no responde a la realidad ya que a ha de 
X 

.ser aqui n~cesariamente nula. Los valores de ~ alcanzan valores 
y· 

muy grandes y para r = 11, r
1 

= 0 , r 2 = 22 , eparece un valor 

infini to tanto para cT como para CT 
X y 

Estes valores son desde -

luego muy grandes pero no infinitos. 

Las tensiones en cualquier punta de la grieta rectillnea e~ 

cepto en sus vertices, son o- = a = 0 8 1
1 

= 0 y el punta si~ 
X y 

gular del orificio a r = 11 y Q ··= 300 sa desplaza a 2?2 a la -

el!pse, perdiendo su singularidad ya que si bien 1
1 

= 0 , 

ITa que 0 ~ a I o- ~ 0 y en la grieta se desplaza al mismo 
X y 

ocu-

ver -
tice ' que es la unica ··zona de maximo psligro, en la que es muy 

facil la propagaci6n de la grieta. 

En el estudio de los estados biaxiales equilibrados se hace 

usa de las ecuaciones deducidos para estados uniaxiales y sa a­

plica el principia de superposici6n teniendo en cuenta que la -­

nueva tension actua a (TT/2) respecto a la primera. Las ecuacio-­

nes (98, 99 y 100) que as! sa deducen para el orificio circu-­

lar a traccion biaxial plana y equilibrada no pueden ser mas sen 

cillas. A partir de estas ecuaciones se deduce la expresi6n pa-

1ra la cisi6n maxima, que resulta ser la de una circunferencia -

en courdenadas polares y par lo tanto resulta obvia la represen­

taci6n de las redes de is6cromas obtenidas enal!ticamente. 
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• En las tables LXIV a LXIX , se dan los radios de las isocr~ 

mas para varies estados biaxiales (a , cr) y en las Figs. 
0 0 

92 

a 97, se representan para compararlos con las Figs. 136 a 139 , 

experimentales. En estes figures no aparecen is6cromas rigurosa­

mente circunferenciales, perc ya se advirti6 la dificultad de -­

conseguir con nuestro equipo dos cargas aplica al modele a ( rr /2) 

y que sea~ rigurosarnente iguales. A pesar de la imperfeccion de 

las circunferencias no sa puede poner en duda la validez de~las 

expresiones analiticas y par supuesto coincide el numero de -­

isocromas con el previsto analiticamente segun el estado biaxial 

aplicado (ooi ' ooi), en los contornos rectos y perpendiculares 

de la placa. 

Las expresiones analiticas no presentan aqui ninguna invali-

dez puntual. Para r = 8 mm ( radio del orificio) y g = 052 , cr 
X 

es nula por ser principal y normal al contorno circular interior. 

Esta tension crece continuamente hasta que en zonas muy alejadas 

y de acuerdo con el principia de Saint Venaut, r:r farma el valor 
X 

del contorno (~0)i • Para c; , a r = 8 mm y Q :02 , se da la -
y 

maxiMa tension exaltRda que Siempre es el doble de la tension del 

contorno ( o- ) L~. = 2( cr ) i . Este es un heche sorprendente, ya que 
y m~ o 

aqui el factor de concentracion de tension es 2, mientras que en 

un orificio circular a tracci6n uniaxial ere 3. La aplicacion de 

un estado biaxial equilibrado reduce la exaltacion de 3 a 2, lo 

que indica, que un orificio en una place y que esta disenado para 

traccion uniaxial es mas peligroso que un arificio (cerrado), pra£ 
\ 

,ticado en un deposito que contiene un gas a presion, por ejemplo. 
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' La variacion de ~y al alejarnos del contorno)esta de acuerdo 

con el principia de Saint-Venant y se reduce a la tension de con­

tome ( a-
0

) 1 • 

Por lo tanto,las ecuaciones 98 y 99, no son otra cosa que una 

expresion del factor de concentraci6n multiplicadas per una de las 

tensiones de contorno. Para ~x el factor de concentracion de ten­

sion sube continuamente de 0 a (cr )
1 1 y para a baja igualmente 

0 y 

de 2 a ( o-). • 
0 l. 

El primer invariante del estado de tension a lo largo de la 

direcci6n 't, permanece canst ante I
1 

= 2( r:r ) • , para cuaquier pu!! 
0 l. 

to, y la suma de los factores de concentracion de tension tambien ... 
permanece constants para cualquier punta de la direccion x ~ 

e-

igual a dos, segun lo comentado anteriormente para el significado 

de las ecuaciones 98 y 99. 

Las isocromas de las Figs. 135 a 139, no revelan la presencia 

de ningtin punta singular y de la invariancia de los estados de te!! 

sian en cualquier punta de la placa tornados en direcciones radia-­

les , se dedu!"'e que la zona de segurir' ..... d, en la parte SU;Jerior del 

orif~.cio a traccion uniaxial en la que se daba un estado de compr! 

sian y el punta singular a Q = 60~ 1 con tensiones nulas, desapa­

recen a traccion biaxial, perc a cambio el estado biaxial reduce -

de 3 a 2 la exaltacion en el punta mas peligroso, con lo que en-.., 

definitive un estado biaxial equilibrado es menos peligroso que -

~no uniaxial, a efectos de nuclear o propagar grietas. Este heche, 
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~onduce a aplicaciones practicas,cuya explicacion puede darse ahor~ 

tal es el case de una luna de escaparate de vidrio a la que se le -

practice un orificio circular para reducir la exaltaci6n de tensio­

nes y detener el peligro del crecimiento de la grieta 6 la fabrics­

cion de ladrillos (productos ceramicos muy fragiles), en los que en 

su secci6n rectangular de mas area se le practican orificios circu­

lares distantes para equilibrar al maximo las exaltaciones. Notese, 

que estes ladrillos trabajan a compresion en estas caras y producen 

des deformaciones elasticas en las dos direcciones perpendiculares 

normales a la compresion, lo que equivale a una traccion biaxial en 

estas dos direcciones perpendiculares, tal como la practicada en 

nuestro modele. 

De la invariancia del estado de tension a traccion biaxial, se 

deduce para el modele con orificio circular que la red de isopacas 

es un conjunto de radios perpendiculares a las isocromas y que se -

extienden a todo el modele. 

Todos los puntas interiores del circulo son igualmente peligr~ 

sos en relacion con la generacion y propagaci6n de grietas,. pero en 

un grade de exaltacion-2/3 manor que en un orificio circular a tra~ 

ci6n uniaxial,; a tenor de todo lo comentado, y por lo tanto que u­

na forma nueva de reducir este peligro consiste)en que en todo ori­

ficio, actue siempre una tension biaxial. 

\ Las expresiones obtenidas aplicando el principia de superposi­

pion a elipses sometidas e estados de tensi6n biaxiales, no son re-
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~ucibles y resultan excesivamente largas aunque no per esto dejan 

de resolver el problema correctamente. 

De las Figs. 140 .al43 , experimenteles, y especialmente en 

la fig. 143, se ve que las is6cromas tienden a ·rodear a la eli2 

se a medida que la carga aumenta en los contornos. Puede adelanta! 

se por lo tanto una disminuci6n de la exaltaci6n en la zona de ma­

yor acuidad y un reparta mas uniforme del valor del primer invarian 

te si bien no sera constants en cualquier punta de la placa. Analo­

gamente se pierde seguridad en la zona alta del semieje manor y -

se gana en el vertice de maxima acuidad del semieje mayor. En el 

a sera nula y ~ alcanzara un valor alto perc manor que a tra£ 
X y 

cion uniaxial y de nuevo se mantiene que la biaxialidad reparte -

major los estados de tensi6n y reduce el peligro de nucleacion y 

crecimiento de microgrietas. 

La aplicacion del principia de superposici6n a una grieta S£ 

metida a un estado biaxial equilibrado rasulta muy simple, dado -

que el s6lido cuando tiene una grieta rectilinea que coincide con 

la direccion de la tracci6n uniaxial, se comporta como si dicha -

grieta no existiera. 

A partir de las ecuaciones 114 y 115, se deduce la expre-­

si6n de ~m para representar analiticamente las is6cr6mas c.ue 

cabe esperar para este modele con grieta rectilinea normal y pa­

ralela a una y otra de las des tensiones perpendiculares del es-
\ 

tado biaxial. Aesulta una ecuaci6n de tercer grade en x siendo -
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2 K = sen Q • En las Tablas LXXIV a LXXVI, se calculan los valores 

correspondientes a cada isocroma y en las figs. 106 a 108 ' 58 r! 

presentan , las isocromas analiticas que tienen que aparecer exp! 

rimentalmente en el modele , como puede cornprobarse en las figs. 

144, a 149 .• 

De nuevo la dificultad de fijar mediante la bomba manual des 

tensiones de traccion iguales hace que la fig. 144 no sea riguro­

samente eimetrica par que la grieta no es tampoco de una gran acui 

dad ya que las preparadas, con el fila de hojas de afeitar en el 

plastico rompen a estes estados biaxiales con gran facilidad como 

es de esperar, perc la mitad superior de la fig. 144, proporciona 

una imagen de calidad mas que suficiente, al ser comparada con la 

fig. 108, ambas obtenidas experimental, y analiticamente para las 

mismas cargas biaxiales, las demas sombras cerca del centro de la 

grieta en 1a fig. 144, se deben a pequenos biselamientos produci­

dos al quitar 1a lamina que se inserta en el p1astico para simular 

la grieta y carecen par lo tanto de sentido. 

Aunque las isocromas 1 y 2 de la fig 106, y las 2 y 3 de las 

fig. 10? y 108, parecen tener un eje vertical, puede apreciarse -

con mayor detenimiento que el ~upuesto eje de simetria se incli­

ne en el sentido antihorario, la cual se aprec!a tambi~n en las 

isocromas experimentales. Recuerdese que analiticamente y para 

1a representacion de las curvas de las figs. 106,10?, y lOB, la 
2 

ecuacion cubica para x = sen Q , da en coardenadas polares la -
\ 

interseccion de circulos con las isocromas y anal!ticamente se -
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dispone de pecos puntas para hacer una representacion isocroma­

tica detallad!sima, lo cual par otra parte no ser!a necesario. 

Westergaard, fue el primero, en 1939, que dio una solucion 

•aislada11 para un modele con una grieta a traccion biaxial. Es­

tes ecs. se presentan en la pag. 245 y a partir de ellas se pu~ 

de deducir' la expresion de la cisi6n maxima y por lo tanto hallar 

sus soluciones y hacer una representacion de la red de is6cromas 

que cabe esperar fotoelasticamente .• Esta red de isocromas anal! 

tica, basada en las ecs. de Westergaard, se presenta en la fig. 

109, y puede verse que ha side representada con gran numero de -

valoras para poner bien de manifiesto que las is6cromas que han 

de esperarse en los modelos experimentales debieran tener en el -

v'rtice de la grieta un eje de simetr!a vertical lo cual no es -­

cierto ya que el eje, en el supuesto de que sea una recta, forma­

ria con el eje x del modele unos 11?2, segUn sa puede medir en 

las fotograf!as de las redes de isocromas experimentales. 

En este momenta y puesto que las ecs. de Westergaard no -

responden exactarnente al campo de tensiones real en el modele, -

se ha heche una transformacion isometrics de sus ecuaciones. de 

las is6cromas, en_pontrandose ahara la ecuaci6n anal!tica de las 

is6cromas que se ajustan.mas correctamenta a1 modele. Aunque pa­

rezca extrano no se ha dado en la bibliografia ninguana confirm~ 

cion fotoelastica de las ecuaciones de Westergaard, y la que se 

propane en este trabajo, conduce a que dichas ecuaciones son una 

aproximaci6n l!mite al problema del campo de tensiones que orig! 
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~a una grieta , proponiendose par nuestra parte,una aproximaci6n 

maci6n mucho m~s correcta a dicho problema • 

Finalmente,la consideracion de series de grietas alineadas,­

como de orificios 6 de elipses, se hace en base a~principio de s~ 

perposicion y conceptualmente no anade nada nuevo a todo lo expue~ 
. 

to. Puede comprobarse que las ecuaciones deducidas y la cision ma-

xima explican correctamente las redes de is6cromas experimentales, 

si bien no admiten reduccion y resulta demasiado engorroso su mane 

jo. 

Finalmente hacer notar que la exaltacion de tension prevista 

por las ecuaciones de Westergaard, para r c a/2 mm, Q = og, con­

ducen a cr = ~ = infinite, es decir, todas estas ecuaciones en 
X . y 

este punta predicen una exaltacion infinita y es el unico punto -

del modelo para el que las ecuaciones no predicen las condiciones 

reales. Esto no tiene mayor inter~s si consideramos que una tension 

exalta muy grande en un solido·real, nova a seguir la tendencia 

impuesta por estas funciones ya que un s6lido real fregil se romp! 

ria mucho antes y un solido plastico se deforma~a y despues de 

un endurecimiento par deformacion plastica, terminarla tambi~n -­

rompiendose, pero en este ultimo caso, habria que considerar que 

la aparicion de una deformacion plastica produciria un relajamie~ 

to de la tension que la haria caer aun en la zona de exaltacion -

por debajo de la carga de rotura t~cnica del material, no producie~ 

dose la rotura. 
\ 
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En el plano de la grfeta que contiene a la direcci6n ~ exi! 

te .-una cry = r 
1 

= eo , tanto para estados uniaxiales como biaxia­

l as y en ambos casas a: = cr = 0 • Pero a 459 de cr = c:
1 

, exis 
2 X Y -

ten dos cisiones maximas que valen 01/2 • Segun este estado de --

tension de traccion y cisiones a 45Q combinadas , los materiales -

metalicos que aun considerados fragiles no estan exentos de un mi­

nima grado'de plasticidad,daran lugar a la iniciacion de grietas 

en zigzag, par efecto de las mecionadas cisiones y la tensi6n -

r:r = ~ desconhesiva segun la fig. 154. 
y 1 

• 

Fig. 154 

Tal es el mecanisme y fonna de aparicion de una rotura inicia­

da par exaltacion de una grieta 6 defecto de acuidad y poder conce~ 

trader suficiente para el tipo de aleaci6n que sa trate. Este cami­

no tortuoso AB Fig. 154, se ve con frecuencia desvirtuado par las -

propiedades mecanicas del agregado"policristalino de que se trate 

.en la zona localizada , para a pesar de ella este tipo .de apari­

cion de grieta AB se puede observer en el fonda de entallas de pr~ 
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betas de resiliencia que no han roto y son una evidencia del tipo • 
de estado de tension generado per el defecto. En los solidos pla~ 

ticos, la teoria del campo de lineas de deslizamiento prevee igua! 

mente deslizamientos que cruzan el eje x a 459. 

Queda finalmente un aspecto importante que explica el proque 

un agregado policristalino lleno de micro grietas no se rompe con 

tanta facilidad como pudiera ~erecer. 

Una grieta posee una capacidad de exaltacion de tensiones muy 

grande en sus vertices, perc alejandonos de ellos esta capacidad -

exaltadora cae brUscamente, mientras que un orificio circular o 

eliptico de diametro o eje mayor iguales a la longitud de grieta, 

mantiene en zonas alejadas del defecto una exaltacion mayor. Dicho 

de otra manera, que los efectos de pequenes grietas proximas segun 

e1 principia de superposicion no daran lugar a tensiones exalta-­

das en zonas ya alga alejadas de las grietas mientras que orificios 

circulares, elipticos, etc. , dan lugar a una alteracion mayor del 

campo de tensiones • 

En la Fig. 153 se observa que cada grieta se comporta como 

si existiera ella sola. t·1o ocurriria ·lo .mismo si el def~Jcto fuera 

• 

un orificio • Todo esto explica el porque a1 tener que admitir qqe 

las aleaciones, tecnicas estan llenas de defectos y microgrietas -

el decaimiento agudo de la tension ya en las proximidades, junto -

con la relajacion de tension si hay deformacion plastics, nos pe~ 

mite explicar po~que estas aleaciones son tenaces y resistentes y 

solo una grieta llega a ser peligrosa;cuando alcanza un tamano su-
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.. 

.ficientemente grande lo que inevitablemente ocurre a suficientes 

valores de contorno y, en zonas de exaltacion donde 6 se genera, 

6 un defecto preexistente se propaga ininterrumpidamente a expe~ 

sas de la energia elastica acumulada y siempre que la grieta en 

su crecimiento no encuentre zonas plasticas que ralajen esta -

energla y tension exaltadora • 
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VI.- CONCLUSIONES 

1.- Se puede conseguir un excelente material fotoelastico con 

las resinas epoxy ARALDIT-0 1 y el endurecedor HY-956 , -

con una constants fotoelastica de 45 Brewsters. La apari­

ci6n de tensiones residuales dificilmente puede ser elim£ 

nada per recocidos en liquidos calientes. 

2.- Se deducen des frnciones de tension generales capaces de 

resolver anal!ticamente el problema de conocer el campo 

de tensiones producido per defectos intr!nsecos 6 de di­

seno de todo tipo de acuidades • 

3.- Mediante estas funciones de tension generales sa deduce 

ecuaciones para conocer el estado de tension en cualquier 

punta del modele y con cualquier tipo de defecto. 

4.- La validez de este procedimiento general queda confirma­

da por el metoda fotoelastico usado y per la comparacion 

con soluciones anal!ticas ya conocidas para orificios ci! 

culares dadas per otros autores que constituyen un case -

particular del tratamiento general seguido. 

5.- En el case de orificios circulares, se pone de manifies­

to, la exaltacion de la tension ox que pasa per un ma­
ximo del ~/o aproxim~damente de la tension de contorno -

a tracci6n uniaxial en la direccion normal a dicha ten--

sian y bastante alejada del extreme del defecto. 
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6.- Se senalan en la discusion las zonas de cada defecto en 

las que esta im,cdido todo fen6meno de nucleacion y cr~ 

cimiento de microgrietas y las regiones en las que hay 

que esperar dichos mecanismos con caracter peligroso. 

?.- La solucion general del orificio el!ptico se encuentra 

don la adopci6n de un sistema de coordenadas doble car­

tesiano polar. 

B.- Tanto en elipses como en grietas, las expresiones que -

dan el estado de tension en el extrema del defecto no -

son v&lidas. El unico tratamiento conocido para una gri! 

ta igualmente predice tensiones infinitas para el punta 

correspondiente al vertice de la grieta. 

9.- La aplicaci6n de una nueva tensi6n de tracci6n a los mo­

delos , perpendicular a la primera o sea la aplicaci6n -

de un estado de tension biaxial equilibrado, reduce la -

exaltacion de tensiones en las zonas mas cr!ticas. En el 

c!rculo se.reduce par ejemplo el factor de concentracion 

en 2/3. 

10.- Se propane una transformaci6n isometrica para corregir -

las expresiones de Westergaard para el calculo de tensi£ 

nesJen proximidades de grietas sometidas a estados biaxi~ 

les , que se ajustan mejor,a los estados de tension que 

revela fotoelasticamente el modele en las mismas condici£ 

nes de carga. 
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~ 11.~ Del estado de tension en medias de comportamiento elast! 

co se propane un mecanisme de tension para justificar la 

forma en que se nuclea una grieta que conduce a una rot~ 

ra fragil • 

12.- Se encuentra que el poder exaltador de las microgrietas, 

c~e bruscamente al -considerar puntas incluso poco aleja­

dos de ellas, y que en defectos de diseno como introdu~ 

cion de or.ificios mantienen un nivel de tensiones mas -

alto al alejarno del mismo, siempre para la misma dimen 

si6n caracteristica del defecto. 
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