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Resumen

La epidemiologia es un campo cientifico interdisciplinar que se encarga del estudio de los
procesos de transmisién de una enfermedad en una poblacién. El interés en este campo cientifico
interdisciplinar surgi6 por la cantidad de personas que fallecian por enfermedades infecciosas y
sigue cobrando mucho interés debido a factores como la globalizacién, la aparicién de nuevas
enfermedades infecciosas, etc. Las Matemaéticas, y en concreto la modelizacién y simulacién,
juegan un papel fundamental en esta disciplina ya que, entre otras cosas, ayuda a tomar medidas
preventivas objetivas para la disminucién de los efectos de una posible epidemia.

En este trabajo vamos a analizar una generalizaciéon del modelo clasico de Kermack-McKendrick
con retransmision retardada que puede dar lugar a ondas periédicas cuando la transmision es
suficientemente alta. La retransmision retardada se debe a la incorporacion en el modelo de la

movilidad de los individuos durante el periodo latente de la enfermedad.

Palabras clave: ondas viajeras, modelo de Kermack-Mckendrick, transmisién retardada, in-
teraccion no local, niimero de reproduccion basico, principio del maximo, teorema del punto

fijo.

Abstract

Epidemiology is an interdisciplinary scientific field that studies the processes related to illness
transmition in a population. The interest in this interdisciplinary scientific field arosed from
the remarkable quantity of deaths due to infectious diseases. Nowadays, it continuous being
important due to globalisation, appearance of new diseases, etc. Mathematics, specifically
modelling and simulation, plays a vital role in this discipline because, among other things, it
helps to take objective preventive measures to reduce the effects that a possible epidemic might
cause.

In this end-of-degree project, we analise the classic model of Kermack-McKendrick with
retarded transmition that can lead to periodic waves when transmition is high enough. The
retarded transmission is due to its incorporation in the individuals mobility model during the

latent period of the disease.

Key words: travelling waves, Kermack-McKendrick model, retarded transmition, nonlocal

interaction, basic reproduction number, maximum principle, fixed point theorem.



Objetivos y plan de trabajo

La modelizacién y la simulacién son herramientas matematicas fundamentales que ayudan a la toma
de decisiones para controlar la propagaciéon de una enfermedad en una poblacién. Sin embargo
no todos los modelos sirven para todas las enfermedades, por lo que hay que adaptar los modelos
matematicos a cada enfermedad.

En este trabajo, basandonos en [I1], nos centramos en el estudio de la existencia de ondas
viajeras periddicas con velocidad ¢ > 0, de un modelo epidemiolégico con retransmisién retardada.
Con este proposito, construiremos unas super- y sub-soluciones adecuadas y aplicaremos el Teorema
del punto fijo de Schauder a un problema cuyo dominio es acotado. Después, utilizando unas
estimaciones apropiadas y haciendo el paso al limite del problema con la ayuda de las funciones test,
demostraremos la existencia de una onda viajera periddica del modelo cuando Ry > 1y ¢ > c¥,
siendo Ry el ntmero de reproduccién bésico del correspondiente sistema cinético ordinario y c*
la velocidad de onda critica. Finalmente, demostraremos la inexistencia de una soluciéon de onda
viajera periddica cuando Ry < 1.

Respecto a la organizacion del trabajo, en el capitulo 1 se centra en la importancia que ha
tenido la epidemilogia a lo largo de la historia y se introducen los conceptos méas importantes para
familiarizarnos con esta disciplina. El capitulo 2 hace énfasis en la importancia de las Matematicas
a lo largo de la historia en esta disciplina y se mencionan los modelos epidemiolégicos més famosos.
A continuacion, en el capitulo 3 se introduce el modelo sobre el que se va a trabajar y se analiza la
existencia de ondas viajeras periédicas del modelo. Después, en el capitulo 4 se realiza una breve
conclusion del trabajo e ideas generales. Al final del trabajo estan incluidos tres apéndices con
detalles técnicos que pueden consultarse de forma opcional. Asi como las referencias a los articulos

y libros consultados durante la realizaciéon de este trabajo.
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1 Introduccion a la epidemiologia

La epidemiologia es un campo cientifico interdisciplinar que se encarga del estudio de los proce-
sos de transmision de una enfermedad en una poblaciéon. Es una disciplina muy importante ya que
permite describir la evolucién y distribuciéon de una enfermedad e implementar medidas para frenar
su propagacion.

La referencia mas antigua acerca de una enfermedad infecciosa se encuentra en el Papiro de
Ebers, que menciona unas fiebres pestilentes que asolaron a la poblaciéon de los margenes del Nilo
alrededor del ano 2000 a.C. Estas enfermedades han preocupado mucho a lo largo de la historia
debido a que acababan con la vida de poblaciones enteras. Tanto es asi, que la aparicién de
plagas a lo largo de la historia ha sido registrada en numerosos libros religiosos (Biblia,
Talmud,...) junto con recomendaciones sanitarias para evitar su propagacion (lavado de manos,
aislamiento,etc.).

En el siglo XX, gracias a los avances médicos se disminuy6 en gran medida la mortalidad
de las enfermedades infecciosas y cobraron mas importancia las enfermedades crénicas como el
cancer o enfermedades cardiovasculares, que suponian la principal causa de mortalidad. Esto causo
que los investigadores dieran por hecho que las enfermedades infecciosas pronto serian erradicadas
y se centraron mas en las enfermedades croénicas.

Evidentemente las enfermedades infecciosas no han sido erradicadas. Es mas, son més dificiles
de controlar debido en gran parte a la globalizacion. También es importante destacar que
surgen brotes de epidemias que ya se tenian controladas y estan apareciendo nuevas enfermedades
debido a factores como el calentamiento global, la degradaciéon del medio ambiente, etc.

Como consecuencia de esto la epidemiologia sigue cobrando un gran interés en la poblacion
y los organismos cientificos, que investigan tanto las causas que originan los brotes epidémicos como
el control de la propagacion de la enfermedad en un hipotético brote.

A continuacién vamos a ver una serie de conceptos basicos referentes a la epidemiologia que seran

necesarios en las siguientes secciones:

e Epidemia: Propagacion activa de una enfermedad infecciosa en un lugar y momento deter-

minado.

e Prevalencia: Es el numero de casos de individuos infectados en una poblacién en un periodo

de tiempo dado.



e Incidencia: Es el namero de casos de individuos infectados en una poblacion por unidad de

tiempo.

e Inmunidad: Estado de resistencia natural o adquirida que poseen algunos organismos frente

a una enfermedad infecciosa.

e Periodo de latencia o de exposicion: Es el tiempo que requiere un individuo infectado
para pasar a ser un individuo infeccioso.
Es importante no confundir el periodo de latencia con el periodo de incubacion, que
es el tiempo que transcurre desde que el individuo fue infectado hasta el momento en el que le

aparecen los primeros sintomas.

e Periodo infeccioso: Es el tiempo en el que el individuo infectado es capaz de transmitir la

enfermedad. Este periodo comienza una vez que termina el periodo de latencia.

e Transmision no local: Transmision de la enfermedad originada por el desplazamiento aleato-
rio de individuos durante el periodo de latencia. Esto origina que la tasa de infecciéon de un
determinado lugar dependa de las infecciones en todas las posiciones posibles en momentos

anteriores.



2 Matematicas en la epidemiologia

Las Matematicas han sido y son muy importantes para el desarrollo de la epidemiologia.
En concreto, la modelizacién y la simulacién se han vuelto unas herramientas fundamentales
para estudiar la propagacion y el control de enfermedades infecciosas. D’Alambert fue el primero
en describir la propagacion de enfermedades infecciosas mediante un modelo matemaético en el siglo
XVIII. Sin embargo, el primer articulo conocido que incluye un modelo explicito para una en-
fermedad infecciosa (viruela) apareci6 en 1760. El documento lo publico Daniel Bernoulli, de
nacionalidad suiza, quien tenia conocimientos médicos y matematicos. En este documento Bernoulli
demostro, entre otras cosas, la efectividad de las vacunas en gente sana.

Sin embargo, no fue hasta el siglo XX cuando empez6 a desarrollarse realmente la modelizacién
deterministica en epidemiologia. En 1906, Hamer formul6 un modelo discreto analizando la epi-
demia de sarampion y fue el primero en observar que la incidencia de una enfermedad esté relacionada
con las densidades de poblacion susceptible y poblaciéon infecciosa. En 1911, Ross desarrollo un
modelo de ecuaciones diferenciales para describir el ciclo completo de la malaria humana. También
destacan Kermack y McKendrick, quienes en 1926 publicaron modelos epidémicos obteniendo
como resultado que la densidad de personas susceptibles debe exceder un valor critico para que la
epidemia ocurra. Este trabajo atrajo escasa atenciéon y so6lo se tomd en cuenta 20 anos més tarde
cuando se dispuso de métodos efectivos de procesos estocésticos.

Después de la Segunda Guerra Mundial resulté necesario mejorar el entendimiento de
los procesos probabilisticos y muchos nuevos avances se efectuaron a partir de procesos es-
tocasticos. El dltimo de ellos se produjo a finales de la década de 1990, cuando se observd que
era fundamental una perspectiva reticular para entender la dindmica de las enfermedades como el

VIH/SIDA.

2.1 Importancia de los modelos matematicos

La forma en que se transmiten las enfermedades de una poblacién a otra es un fenémeno complejo
yva que depende de muchos factores: sociales, econdémicos, ambientales,... y por tanto resulta dificil
comprender la dinamica de la propagaciéon de una enfermedad sin la estructura de un
modelo mateméatico. Un modelo matemético es una herramienta fundamental para la toma de
decisiones para frenar la propagacion de una enfermedad ya que en él se ven de forma clara los

factores que intervienen en la propagacién de ésta. Sin embargo, la toma de decisiones se debe



valorar en su justa medida ya que un modelo matematico es una simplificaciéon extrema de la
realidad, no la realidad. En definitiva, la funcién central de crear y analizar modelos matematicos
es mejorar la comprension de un sistema para prevenir futuras situaciones de enfermedades,
determinar la prevalencia e incidencia y coadyuvar a tomar decisiones objetivas para

controlar o erradicar las enfermedades.

2.2 Clasificacion de modelos epidemiolbgicos

Distinguimos tres tipos de modelos matematicos:

1. Modelos deterministicos. Son modelos matematicos donde las mismas entradas produciran
invariablemente las mismas salidas, no contemplandose la existencia del azar ni el principio
de incertidumbre. Por tanto, estos modelos no reflejan la incertidumbre de la propagacion de
la enfermedad y proporcionan resultados exactos en la prediccion. A continuacién vamos a
hablar de los modelos compartimentales, que suelen ser modelos deterministicos en los que
se considera a los individuos pertenecientes a un compartimento del modelo como un conjunto,
en lugar de ser considerados de manera individual. Cada compartimento viene dado por el

estado en el que se encuentran los individuos. Los mas habituales son:

e Susceptibles (S): Individuos sanos y susceptibles de ser infectados.

e Infectados (E): Individuos infectados en su fase latente, es decir, individuos infectados

que no pueden contagiar a los demés.
e Infecciosos (I): Individuos infectados y que, ademés, pueden contagiar a otros.

e Recuperados (R): Individuos que han sobrevivido a la enfermedad y adquieren inmu-

nidad permanente.

Los modelos compartimentales pueden ser estudiados en poblaciones grandes y facilita el estu-
dio analitico de la epidemia. El nombre de estos modelos se basa en los patrones de flujo entre
los distintos estados por los que pasan los individuos. Algunos de los modelos compartimentales

més sencillos son:

e SIR: Los individuos se recuperan con inmunidad permanente. Son mas apropiados para

enfermedades viricas como el sarampioén o la viruela.



e SIS: La recuperacion no proporciona inmunidad, es decir, los individuos infecciosos pasan
de nuevo a ser susceptibles. Son mas apropiados para enfermedades bacterianas como la
meningitis.

e SIRS: Los individuos se recuperan con inmunidad temporal de manera que vuelven a ser

susceptibles.

e SI: Los individuos no se recuperan.

Destacar que, a pesar de lo simples que son, proporcionan la fundamentaciéon matemética

basica para considerar modelos mas refinados.

Modelos estocasticos. En estos modelos al menos una variable del mismo es tomado como
un dato al azar y las relaciones entre variables se toman por medio de funciones probabilisticas.
Esto hace que los resultados que proporciona el modelo no sean tnicos, por lo que son mas
dificiles de analizar que los de los modelos deterministicos. Destacar también que la simulaciéon

de estos modelos es muy costosa computacionalmente.

Modelos hibridos. Son aquellos que combinan una parte deterministica con otra parte

estocastica.



3 Modelo con retransmision retardada no local

3.1 Obtencion del modelo

Los modelos clasicos epidemiologicos han sido una herramienta fundamental para la predicciéon
cuantitativa de la dindmica poblacional de las epidemias. La gran mayoria de estos modelos no tienen
en cuenta que la distribucion de las poblaciones depende del entorno (asumen que se distribuye de
forma homogénea).

Para comprender mejor el fenémeno de propagacion de la enfermedad parece razonable tener en
cuenta los efectos espaciales en términos de la dindmica del modelo epidemiolégico.

Bajo esta idea y basdndose en el modelo Kermack-McKendrik [14], Kendall [3] consideré el

siguiente sistema integro-diferencial dependiente del espacio:

Gt = =5 50) [ Ity K@)y
%(t,x) :ﬁ-S(t,LL‘) ~/_O;I(t,y)~K(.€C—y)dy—’y-[(t,x)7 (t7x) €R27
o t,0) =10 2),

donde S(t,x),I(t,z), R(t,x) representan el nimero de individuos susceptibles, infecciosos y recu-
perados en el momento t y posiciéon x, respectivamente. Aqui 8 y = son constantes positivas que
denotan la tasa de infeccién y de recuperados, respectivamente. Destacar que la tercera ecuacion
del sistema esté desacoplada de las otras dos ecuaciones.

Al elegir que el nicleo K sea la funcion delta de Dirac, tenemos por definicion que:

oo

oo oo
[t Ke-pdy= [ 1) s -ndy= [ 160 8- ) dy = 1(t.0)
— 00 — 00 — 00

Luego, si incorporamos el movimiento aleatorio de los individuos en el sistema a través del operador

laplaciano, tenemos que:

oS

E(t,x) =dy - AS(t,z) — BS(t,x) - I(t, ),
%(t, x) =do- N (t,x) + 8S(t,x)I(t,x) — vI(t,x),

siendo dy, do > 0 los coeficientes de difusién de los individuos susceptibles e infectados, respectiva-

mente.
Por otra parte, sabemos que la mayoria de las enfermedades infecciosas tiene un periodo de

latencia necesario para que un individuo infectado se vuelva infeccioso. Debido al movimiento
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aleatorio de los individuos durante el periodo de latencia, la tasa de infeccién en una ubicacion

depende en gran medida de las infecciones en todas las posiciones posibles en momentos anteriores.

Por lo tanto, esta movilidad de los individuos durante el periodo de latencia suele dar lugar a los

términos de infeccion no local.

Teniendo en cuenta esto, si el periodo de latencia de una enfermedad es exactamente una con-

stante 7 > 0, sabemos por [11] que el modelo anterior se puede reescribir como:

0S(t, x)
0

= diAS(t,x) — B(t)S(t,x)I(t, x),
oI(t,x)

02) — ()~ 1O, )+
+/ Lt t—m2—y)B{t—7)SEt—7,9)I(t—7,9)dy,
R

siendo

)2
F(tv t— T, — y) —e ftZT vL(s) ds#e_ (4{153— ’

VardrT

donde vy, (t) representa la tasa de eliminacion de los individuos en fase latente.

Sobre este modelo se va a desarrollar el trabajo.

3.2 Existencia de una onda viajera periodica

Definicion 3.1. Decimos que una solucién con la forma especial

(S(t,x),I(t,x)) = (Pp(t,x + ct), ¥(t,x + ct))

es una solucion periodica de onda viajera que conecta (¢_(t),¥_(t)) y (4 (t), %+ (t)) si satisface:

¢t(t7 Z) = dl(bzz(t» Z) - C¢z(t7 Z) - ﬁ(t)¢(t7 Z)lﬁ(t» Z),

¢t(t7 Z) = d2¢zz (ta Z) - Cq/}Z(tv Z) - V(t)i/)(t, Z)+

+ [ (et = i = )it - n)oe — r)ule - mv) dy,
R

con el comportamiento del limite

(¢(t’oo)7w(tvoo)) = (¢+(t)aw+(t)) y (¢(ta _OO),w(tv _OO)) = (¢7(t)7w7(t))7 Vi> 07

(@t +T,2), 9t +T,2) = (6(t,2),¢(t,2)), Vz€R, >0,

11
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siendo ¢ > 0 la velocidad de la onda viajera, z(= x+-ct) la coordenada moévil y los pares (¢_ (), 9_(t))

y (¢+(t), 1+ (t)) dos soluciones T—periodicas del sistema cinético:

ds(t)

—— =—B)SHI(),
] ;l(’ft (3.3)
MO A1) + e OB S~ 7)1 1),

Vamos a considerar las soluciones periddicas no triviales de onda viajera del sistema (3.1)) que

satisfacen las condiciones de contorno asintoticas:
o(t,—00) = Sp >0, ¢(t,00) =85 >0, (t,£oo)=0, (3.4)

uniformemente en ¢ € R, donde las constantes Sy y S°° representan el nimero de personas suscep-
tibles antes y después de la epidemia respectivamente. Es decir, (Sp,0) es el estado estacionario
inicial libre de enfermedad del sistema (3.1)), mientras que (S°°,0) representa otro estado libre de

enfermedad después de la epidemia.

3.2.1 Construccion de sub-soluciones y super-soluciones

Veamos primero el nimero bésico de reproduccion para el sistema (3.3]). Linealizando la segunda

ecuacion del sistema (3.3 en el equilibrio libre de enfermedad (Sp,0) se obtiene:

dI(t)

= 0 I0) + e D7) S (7). (3:5)

Sean Y = C([-7,0l,R) e YT = C([-7,0],R;) y sea Cr C C(R) el conjunto formado por todas las
funciones T—periddicas. Entonces Cr es un espacio de Banach (normado y completo) ordenado.

Siguiendo los pasos que se realizan en [I3], tomamos:
Flt)p = e Fer OBt 1) o(=7), 9 €Y, V(1) =1(0).
Considerando ®(¢,s) = e~ JiAmdr gt > g s € R, definimos el operador lineal en Crp:
[Lo](t) = /O T Ot =) Ft—s)v(l—s+-) ds — /0 T Ot tms) e MO g s ds,
Haciendo el cambio de variable s’ = s + 7 tenemos que:
t—str

[Lv](t):/oo Dt t—s+7)-e Jims DI BG_g) oyt — 5) ds.

Teniendo en cuenta la teoria del numero basico de reproduccion de [13], definimos Ry = (L) como

el ntimero basico de reproduccion del modelo (3.3]), donde (L) es el radio espectral del operador

12



lineal L en Cr.

Haciendo el cambio de variable s = x — y, se tiene que:

/ F(t,t—T;x—y)-I(t—T,y)dy:—/ D(t,t —7;s) - I(t — 7,x — s) ds.
En consecuencia, tenemos que:
| rtt-ra—y te-npdy= [ Tt 1oy

Usando esto, si linealizamos la segunda ecuacion del sistema (3.1]) en el estado estacionario libre de
enfermedad (Sp, 0), obtenemos:

oI(t,x)
ot

:d2-Al(t,x)—’y(t)I(t,m)—l—ﬁ(t—T)-SO-/RF(t,t—T;y)~I(t—7',x—y)dy. (3.6)

Para cualquier p > 0, sustituyendo I(¢,2) = e**n(t) en la ecuacion anterior, tenemos que:
e’/ (1) = dop® - e - n(t) — "y (t) - n(t) + Bt —7) - So - / L(t,t —13y) - "9t — 1) dy.
R
Teniendo en cuenta que:
/ I(t,t—T1y)- e ™dy=e" S y(s)ds ed”“Q,
R
y dividiendo por e**, tenemos que:
0 (8) = [do® = 4(O)] () + e e OO BT B0 1) - S (e - 7). (3.7)

Definimos el semiflujo de solucion I (y)(s) = I(t + s;v;u), Vs € [—7,0], t > 0 para (3.7), donde
I(t; ®; ) es la solucion de (3.7) con los datos iniciales v € Y. Definimos ademas el mapa de

Poincaré:

P,: Yt — YT
v — Ir(7)
Conviene observar que la ecuacion es un caso limite (4 = 0) de la ecuacion . Denotemos
por p(u) al radio espectral de P, y sea py = p(0) el radio del mapa de Poincaré de la ecuacion .
Deducimos de [13, Teorema 2.1] que Ry — 1 tiene el mismo signo que pg — 1. Como en esta seccion

vamos a suponer que Ry > 1, se tiene que p(pu) > po > 1.

1
Sea A(p) = %(M)). Se deduce de [4, Proposicion 2.1] que existe una funciéon T'—periédica positiva

K, (t) tal que n,(t) = XK, (), Yu > 0 es una solucion de la ecuacion (3.7).

13



Definimos ahora la funcion ®(u) = con i € (0,00). Por [12| Lema 3.8]:

Alp)
1
Ju*, " € (0,00) tales que ¢* = O(u*) = ir;fOCI)(,u).

o
Tomando ¢ > ¢*, al ser ® decreciente en valores cercanos a 0 [I2, Lema 3.8], existe 0 < py(c) <

p2(c) < oo tal que @(p1) =cy ®(u) < cpara p € (1, p2). Luego:

log(p(p1))

(0] =c=
(p1) Tin

=c= ANp1) =c- .

Sabemos que, en particular, la funcion 7, (£) = e*#*K, (t) cumple la ecuacion (3.7). Si z = z+ct,
como I(t,x) = e**n(t) es solucion de (3.6)), la funcion definida por:

J(t,2) = 7K, (t) = e e UK, (1) = e MUK, () = e, (1) = I, (t,x),
satisface la ecuacion lineal:

oI, (t, 02, (¢,
w8 gy ECT 0, (15) 4 8- ) S0+ [ Tt —759) Tyt = 70— ) d

Como z = x + ct, utilizando la regla de la cadena, la ecuaciéon anterior es equivalente a:

Je(t,z) =da - J..(t,2) —c- J.(t,z) —(t) - J(t, 2)+
+Soﬂ(t—7)-/RF(Lt—T;y)-J(t—T,z—CT—y)dy.

Definimos como en [I1]:

¢+(t, Z) = So, ¢_(t7 z) = max{07 So(l _ Mleelz)L
¢+(t, Z) = e“lsz (t), ’(/)_(t, Z) = max{()7 eanKM (t) _ M26“62ZKM€2 (t)},

siendo €; y M; > 0,4 = 1,2, constantes que se determinaran més tarde, e, = p1 + €2 con ez €
(0, 2 — p1). Entonces tenemos que pie, € (p1,p2) ¥ ¢* < cey = P(pe,) < ¢y, argumentando como
antes, existe una funcién positiva T'—periédica K, () tal que 7y, (t) = e)‘(ﬂfz)t[(“e2 (t) es una

solucién de la ecuacion (3.7). Ademas, la funcién J<(t, z) = et<2* K|,  (t) satisface:

JP(tz) =do - JE(t2) —cey - It 2) —(t) - (L 2)+
—&-B(t—T)-SO-/I‘(Lt—T;y) J2(t =T,z — T — y) dy.
R

Observacion 3.2. Teniendo en cuenta que My > 0, tenemos que ¢ (t,2) > ¢~ (t,z) > 0.

Observacién 3.3. Teniendo en cuenta que My > 0, tenemos que Y+ (t,2) >~ (¢, z) > 0.
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Los siguientes lemas técnicos demuestran que (¢~ (¢, 2),% 7 (t,2)) y (¢7(,2),9F(t,2)) son, re-

spectivamente, sub- y super-soluciones del sistema (|3.2)):

Lema 3.4. Las funciones ¢} (t,z) y ¥~ (t,z) satisfacen:
¢ (t,2) —di - ¢L,(t2) + ol (t,2) + B(t) - ¢ (t,2) - ¥ (t,2) 2 0.
Demostracion: Como ¢T(¢,2) = So > 0, 1~ (¢,2) > 0 y la funcién 8 es positiva:
¢ (t,2) —di - 9L (t2) + ol (t,2) + B(t) - ¢ (t.2) -0 (t,2) =

=B(t)-So-v~(t,2) > B(t)-So-0=0. g

Lema 3.5. Supongamos que €1 € (0,11) es suficientemente pequerio y My > 1 es suficientemente

grande. Entonces las funciones ¢~ (t,2) y (¢, 2) satisfacen:
¢t_(t’ Z) —dp- QS;z(tv Z) +c- ¢;(t’ Z) + ﬂ(t) ' d)i(t? Z) ! er(ta Z) < O’
para cualquier z # z1 = —i log(My).

Demostracion: e Supongamos que z > ;—11 log(M7). Entonces:

1— Mpe* <1— M - 661(—61)71108:(1\/11) =1-— M- ML =0.

En consecuencia, ¢~ (t,z) = max{0, So(1 — Mye**)} = 0, puesto que la desigualdad del Lema es
evidente.
e Supongamos que z < ;—11 log(M7). Entonces ¢~ (t, z) = max{0, So(1—Mie?)} = So(1— Mie“?).
Luego:

¢, =—€e1-So- My-eFy ¢, = —ei-So- My - e

Asi pues, la desigualdad del Lema es equivalente a probar:
d180M16% S CS()M1€1 - e + ﬁ(t) . GMIZK,“ (t) . So(l — Mleslz) < 0 <—

< dls()MlG% S et — CSOM161 -1 < —ﬁ(t) . eleKul (t) . S()(]. — Mleelz) <
B(t)So(1 — Mie?) K, (t)e*

6612

< SQM161(C — d1€1) >

Como z < z; = —e; "log(M), se tiene que:

B(t)So(1 — Mie“?) K, (t)e?

eelz

< B()So(1 — Mye“) K, (t)e™ =) < B(#)Sp K, (t)e 1 —ev),
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Luego es suficiente demostrar que:
SoMiei(c —dier) > Sof(t) - K, (t)e™ 17 =
= Myey(c— dyer) > B(t) - K, () - e~ 0sM)in—e)
= Miai(c—dia) 2 A1) - K (t) - My 007,

Puesto que 3(t) y K, (t) son funciones positivas T—periodicas, la igualdad es cierta tomando
1 -

M; = — con €; > 0 suficientemente pequeno. O
€1

-1
Observacién 3.6. Se tiene que zy = — log(M7) <0 ya que My > 1.
€1

Lema 3.7. Las funciones ¢ (t,z) y 17 (t,2) satisfacen:

U (6, 2) — da - 0 (0 2) + e (1, 2) + A (1, 2)

—/RF(t,t—T;y)B(t—T) ST (t— T s —y) Ut (E— 72— er — y)dy > 0.
Demostracién: Como ¢* (¢, z) = e"%n,,, (t) = J(t, z), por (3.8), se tiene que:

e (t,2) = dz'l/JZrz(faz)—C'lﬁj(t’2)—’7(75)¢+(t72)+50'/RF(L‘J—T;y)b’(t—T)iﬁJr(t—ﬂZ—CT—y) dy.
Asf pues, tenemos que:

U (6,2) — da - 0 (6 2) + e (1, 2) + A (1 2)

—/RF(t,t B =T (=T — T — g (= Tz — o7 — ) dy =

:So~ﬁ(t—’r)-/R].—‘(tﬂf—T;y)(¢+(t—T,Z—CT—y)—’(/)+(t—T7Z—CT—y)) dy=0. o

Lema 3.8. Sea €5 > 0 suficientemente pequeno tal que eo < min{ey, ug — p1}. Entonces existe una

1 K, (t 1
constante My > 0 suficientemente grande con max |— log ’L%() < ——log(My) tal que
te[0,7] | €2 MK, (t) €1

las funciones ¢~ (t,z) y ¥~ (t,2) satisfacen:
Yy (t2) —da YL (t 2) + e (E2) + (1) - (¢, 2)—
—/F(t,t—f;y) Blt=7) o7 (t—Tz—cT—y) Y (=T 2 —cT—y)dy <0,
R

para cualquier z # zo(t) = é log (%)
Heg
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Demostracion: e Si z > z5(t), entonces 1~ (t,z) = 0. Luego es evidente la desigualdad.

o Siz < z(t) < 2z tenemos que:

¢ (t,z) =S0(1 — Me®?) y Y (t,z) ="K, () — Maet2*K,, | (t).

Si pasamos la integral al miembro derecho de la desigualdad y restamos a ambos miembros el término:

[Tttt =i B =) So- v (- mz - er = )y,
la desigualdad del lema es equivalente a:
i (1 2) — do 0T (t ) + b (8 2) + () - Y (8 2)—
—/Rl“(tvt—T;y) Bl —71)-So- ¢ (t =T,z —cT —y)dy <
< Bt —T)/Rl"(t,t—T;y) [qb_(t—T,z —cT—y)— S’O] Y (t—T1,2 —cT —y)dy.
Desarrollando el miembro izquierdo de la desigualdad :
B (t2) = da 0Lt ) + el (8,2) +A(E) - ¥ (8 2) -
—/F(t,t—r;y) Bt —7)-So- Y~ (t—T,z—cT—y)dy =
=7 (K, () = dopii - Ky (1) + cpy - Koy (8) + (1) - Ky ()=
Bt —71) /RF ) So-e T LK, (t—T)dy| —
My et K () = dap, - Ky (8) + ey Ky (8) + () - K (0
(s /RF(t,t —73y) - Sp - e Hea(eTHY) Ky, (t—71) dy] = .
Utilizando y , tenemos que:
*=0— My -el2? [dop?, - Ky, () = Ceppie, - K, (8) = (1) - Ky, (8)+

+8(t —T) /R T(t,t —Tyy) - So-e teale™ V) K, (t—7)dy—

—dzufz : K;Le2 (t) + cptey - KMEQ (t) +~() - K/AEZ (t)—

—B(t—1 T(t,t—71;y)-So-e per(eTHV) L g0 (t— 7 dy —_—M2'€M522'ﬁt,
Hey
R

siendo H(t) = (c—Cex) ey K., (1) =SoB(t—T) / Lt t=T;y) Ky, (t—7)-e ¥ dy-(ef‘@” -

R
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Para el miembro derecho de la desigualdad 7 tenemos que:
ﬁ(t—r)/RF(t,t—T;y) [¢‘(t—7‘,z—c7‘—y) —SO] Y (t—T,z—cTr—y)dy =
= M SpB(t — 1) /Rr(t’t —Ty) - ec1(z—et—y) | K, (t—7)- et1(z—ct—y) dy+
+Mo M Sy - Bt —7) /RF(t,t —Ty) - ef1(z—em—y) K., (t—17) el (z=cT—y) dy.
Luego para probar la desigualdad y, en consecuencia el Lema, es suficiente demostrar que:

— My -ete2® H(t) < —MSof(t —7) /RF(t,t —75y) e CTTTY LK (t— 1) - e G gy

que es equivalente a:

My -et2* . H(t) > M, SoB(t—) / D(t,t—T;y) eV K, (t—7) GV dy vt €0,T).
R

La desigualdad es cierta utilizando la periodicidad de las funciones §(t), K, (t), I'(t,t — 71,-) ¥

tomando €5 < €7 suficientemente pequeno y Ms suficientemente grande. 0O

1 K, (t) -1
Ob ion 3.9. Puest t) = —1 My < —logM; <0—
servacion uesto que tgféi,}é] zz( ) tg[l(%] L? og (MQK#€2 (t))] o og M1 =

= 23(t) <0 VteR.

3.2.2 Reduccion a un problema de punto fijo

En esta seccién vamos a utilizar la siguiente definicion:

Definicion 3.10. Sean «, 3, [ > 0. Definimos:
CP (R x [-1,]]) ={f e CRx [-1,1)) : f(-,x) € C*R x [-1,1]), f(t,-) € CPR x [-1,1])}.
Siguiendo [11l Section 2.2], definimos z* = max —z5(t), donde z3(t) se define en el Lema

t€[0,T]

Para cualquier [ > 0, fijamos C; = C(R x [1,1],R?). Tomando [ > z* definimos:

(@t + T, 2),(t + T, 2)) = (d(t,2), 9 (t, 2)),

(07 (1, 2), 97 (¢t 2)) < (o(t,2),¥(t,2)) <
< (¢F(t2), 07 (¢ 2), V() €Rx [

(B(t, £1), D(t, £1)) = (¢~ (t, £1), 9~ (t, £1)), VteR
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Para cualquier ((;5,1;) € I';, definimos:

_ h(t teR, |zl <1
M(t’z)_{ Bt,2), tER, 2| <L
¢~ (t,z), teR |z| >
. b(t,z), teR, |z <
le(t’z){w 2), teR, |4
v (t,2), teR,|z] >

Observacion 3.11. Las funciones x;[@], xi[1)] estin bien definidas, son T—periddicas en tiempo t
y cumplen que:
xild)(t,2) < 67 (t,2) y xaldl(t,2) <ot (t2) V(t2) € Rx[-11).
Definimos ademas los operadores:
A6, 41t 2) = a1d(t, 2) — B)P(t, )i (¢, 2),
F2[6.9](t, 2) = atd(t, 2) = ()9 (t, 2)+
+/Rf(t7t — T y)B(t = )xildl(t — 7,2 — et —y)ald](t = 7,2 — e —y) dy,
donde o, o son constantes suficientemente grandes tales que a; > trerﬁ);] B)K,, (et y
Qg > t]gﬁ)%] v(t).
Definimos A;o = d;jp.. — cp, — a;p, i = 1,2. Para cualquier (é,’(])) € I';, consideramos el
siguiente sistema lineal parabolico con condiciones de frontera:
¢1(t,2) — Aig(t, 2) = f1[6, PI(t, 2),
it 2) — gt 2) = fold,9)(t,2),  (t2) € (0, 00) x [~L,1],

t
$(0,2) = ¢o(z), ¥(0,2) = o(2), =z € [-L1],
Ot £1) = Gy (t, £1), ¥(t, £1) = Ga(t, £1), ¢ >0,

(3.11)

donde ¢, 1o € C[-1,1], G1(t,2) = 3¢~ (t,—1)— Zo~(t,—1) v Ga(t,z) = 3¢~ (t, =) — Z¢~ (¢, 1)

para todo (¢,z) € [0,T] x [—{,1].
Veamos que, en efecto, se cumplen las condiciones de frontera. Claramente, se tiene que
Gl(tv *l) =¢" (tv 71) y G2(t7 *l) = 1/7(157 *l)
Veamos ahora que G1(t,1) = ¢~ (¢,1) y Ga(t,1) =¥~ (¢,1).
Sabemos que | > z* = max —z9(t) > —z; > 0 gracias a la Observacion Comol>0yz2 <0

t€(0,T]
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se tiene que | > z; = —i log(My) y, gracias a la primera parte de la demostracion del Lema
se tiene que ¢~ (t,1) = 0. Asf pues:

o Gu(t]) = 50 (1 1) — o (1) =0 =67 (1,])

Por otro lado sabemos que | > z* = n%ax] —2z2(t) > 0 gracias a la Observacion Como ! >0y
te[0,T

zo(t) <0 Vt € R se tiene que | > z3(t) Vt € Ry, gracias a la primera parte de la demostracion del
Lema se tiene que ¥~ (¢,1) = 0. Asi pues:

1 _ L _ _
o Golt,l) = 307 (t,-1) — 50 (1) =0 =¥~ (1,D)
Ademas G; € C12(R x [—1,1]), i = 1,2 son funciones T—periodicas en tiempo t.
Sean Vl(ta Z) = ¢(t7 Z) *Gl(t’ Z)a VrZ(tv Z) = d](ta Z) 7G2(t7 Z) Yy él = AiGi(ta Z) *atGi(ta Z)a i= 17 2.
Entonces el problema (3.11)) se transforma en el siguiente problema lineal parabdlico:

8t‘/i(ta Z) - -Ai‘/i(tv Z) = fz[(ga J}Ktv Z) + él(tv Z)? (t7 Z) € (07 OO) X [717 l]a 1= 17 27
V1(0,2) = do(z) — G1(0, 2), Va(0,2) = 1o(z) — G2(0,2), =z € [-1,1], (3.12)
Vi(t,£l) =0, t>0,i=1,2.
Vamos a considerar como un problema de evolucién en el espacio C([—,1]) definiendo AYp =
A;p donde:

D(A?) =4qpE ﬂ Wl?)f(ihl) : SOMAZQO € C([ilal]% @(il) =0 ) i = 132
p=1

Entonces, por [I1], sabemos que AY : D(A?) ¢ C([-1,1]) — C([~1,1]) genera un semigrupo analitico

fuertemente continuo T;(t);>0 ( se puede consultar en el apéndice [A) tal que

l
ﬂ(t)ap(x) =e /—l Fi(t;x,y)go(y) dy, @€ C([_lvl])’ (taz) € (0,00) X [—l,l},

donde T'; es la funcién de Green correspondiente al operador d;0;, — cd, con condiciones de contorno
dirichlet, i = 1, 2.
En consecuencia, sabemos por [IT] que, el sistema (3.12]) puede ser reescrito como el siguiente sistema

integral:

W(2) = Tilt) (b0 = GrO) () + [ Tie=9) (1

-
=
)
S—
+
(Y
=
—
»
N—
~
—
N
S—
IS
»

S
=
—~
&3
S~—
+
Q
)
O
~—
—
&
IS
»

Valt.2) = Tot) (o = Ga(0) () + [ Toft =) (1o
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donde (¢, z) € (0,00) x [—I,!]. Deshaciendo el cambio de variable, tenemos que:

0(0:2) = Tt) (00— GLO)E) + [ Tale =) (Al T1(6) + Ca(s)) (2) ds + G 8,2)
(3.13)

5(6.2) = T~ Gal0)(e) + [ Talt = ) (Rl + Gals)) () ds + G, 2),
para todo (¢, z) € (0,00) x [—1,1].

Claramente, la solucion del sistema (3.13)) es una solucion suave (se puede consultar en el apéndice

del sistema (3.11]).
Como fi[p, 9] € C(R x [=1,1]), i = 1,2, por [I, Teoremas 5.1.18 y 5.1.19], sabemos que:

¢, € C([0,2T] x [—1,1]) N C?»?? ([e,2T] x [~1,1]) sie € (0,2T) y 6 € (0,1).

Definimos

(¢7(0,Z),1/17(0a2)) S (¢0(Z),¢0(Z)) S
I =2 (4,9) € O ([-1,1],R?) : < (67(0,2),4%(0,2)), 2z€[-LI];

(¢0 (t’ il)v wO(tv :l:l)) = (¢7 (Ov il)a 1;[}7(03 :tl))

que es un conjunto cerrado y convexo cuando esta dotado de la norma suprema habitual.

Lema 3.12. Para cualquier par (¢o, o) € I'} sea ((¢i(t, z; o, o), Yi(t, z; o, Y0)) una solucion del
sistema con valor inicial (¢o,1g). Entonces tenemos que:

¢7(t72) < Qsl(t:Z;d)OvL/)O) < ¢)+(t,2’),

wi(t Z) < ¢l(t7 Z3 ¢Oa 1/)0) < ¢+(t7 Z)y

para todo t >0 y z € [—1,1].

Demostracion: Vamos a dividir la prueba en 4 pasos:

Paso 1: Vamos a probar que ¢;(t, z; o, o) < ¢t (t,2) V(t,2) € (0,00) x [—I,]. Definimos:
t
B(t, 2) = T1(t) (o — G1(0))(2) + /O Ti(t — s) (f1 (6%, 07](s) + Gl(s)) (2)ds + Gi(t,2), t>0.
Como (¢,9) € T) = ¢(t,2) < ¢t (t,2) v P(t,z) >~ (t,2) Y(t, 2) € R x [~1,1]. Luego:

Fil6:B1(t 2) = a1d(t, 2) =B, )L 2) = B(t,2) (a1 = BOV(E2)) < 6(t.2) (a1 = BV (1,2))
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Como ademés a; > rrf(?)%]ﬁ(t)Km(t)e“ll = a1 > B(t)YT(t,2) > B(t)Y~ (t,2). En consecuencia:
telo,

flw;a&](taz) < ¢+(t,2) (al - 5(15)7?7(@2)) = f1[¢+7¢7](taz)’ V(t,Z) € (0700) X [_l’l]

Esto implica que ¢;(t, z; o, %0) < ¢(t, 2; do,%0) VY (t,2) € (0,00) x [~1,1].

Como fi[ot,v~] € C%29([0,T] x [~1,1] para algin 6 € (0,1), sabemos por [I, Teoremas 5.1.18 y
5.1.19] que ¢ es diferenciable con respecto a t en (0,00) x [=1,1]. Ademas ¢(t,-) € W2P((—1,1)) para
algin p > 1y 0;¢, A1 € C29([8,00) x [~1,1]) si § > 0.

Asi, tenemos que ¢ € C([0,00) x [~1,1]) N CY2((0,00) x [~1,1]) y satisface:

&t(ta Z) - Al(yg(ta Z) - fl [¢+7'¢)7](t7 Z)a V(tvz) € (07 OO) X [*la l]v
QE(O,Z) = ¢0(z>7 z € [_lvl]v

o(t, £l) = G1(t, 1) = ¢~ (¢, £l), t € (0,00),

Utilizando el Lema sabemos que ¢1 satisface:

¢t+(t7z) - A1¢+(tvz) = f1[¢+,¢_](t,2)7 V(LZ) € (0700) X [_1’1]7
¢+(O7Z) =5 > ¢O(Z)7 A [_lvl]v
$T(t,£01) = S > ¢~ (t,£1), ¢ € (0,00).

Luego, por el principio de comparacion parabélica se tiene que:
b(t,2) < ot (t,z), V(t2)€(0,00) x [~L,1].
Luego: u(t, 2160, %) < B(t,2) < 6¥(t,2) = ult, 2360, 60) < 67 (4,2), ¥ (t,2) € (0,00) x [L,1].
Paso 2: Veamos ahora que ¢~ (£, 2) < ¢i(t, z; ¢, 0) V(L 2) € (0,00 x [—1,1]. Definimos:
9(t.2) = Ti (060 = Ga(0) () + | Tyt = 3) (Ao 0710 + Gr () () ds + Ga(t2), £ >0
Como (¢,9) €Ty == ¢~ (t,2) < (t,2) y ¥t (t,2) > h(t,2) V(t,2) € R x [~1,1]. Luego:

A6 0(42) = 167 () = BOO™ (L 2DV (1,2) = 67 (%) (a1 = BWOWT(1,2)) <
<o (t,2) (an — B 2)) -

Como ademaés a; > rrfgqu] B K, (t)e'! = ay > B(t)yT(t,2) > B(t)Y(t, 2). En consecuencia:
tefo,

fl [Qbi,er](t?Z) S g?)(t,z) (al - ﬂ(t)i/;(taz)) = fl [&7&]“3 Z)v V(t,z) € (Oa OO) X [7Zal]
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Esto 1mphca que ?(ta Z3 (bOv ¢0) < d)l(tv Z5 ¢03 1/}0) v (tv Z) € (07 OO) X [_l7 l]

De forma anéloga a como hicimos en el paso 1 con la funcién ¢, tenemos que ¢ satisface:

,(t,2) — A1t 2) = filo™ (. 2), V(t2) € (0,00) x [1,1];
¢(0,2) = ¢o(2), z¢€[-11];
o(t, +l) = Gi(t,+l) = ¢~ (t,+1), t>0.

Por el principio de comparaciéon de ecuaciones parabolicas, es facil ver que ¢(t,2) > 0 V(t,2) €

(0,00) x [=1,1]. Por el Lema tenemos que ¢~ satisface:

¢y (t,2) — A9~ (8 2) = filo™,9](E2), V(t 2) € (0,00) x [, z1];
¢~ (0,2) < do(2) = 6(0,2), 2z €[~ z];
(b_ (t7 _l) = Gl(t7 _l) = ?(u _l)7 (b_ (t7 Zl) =0< (b(t? 21)7 t>0,

siendo z; el nimero definido en el Lema [3.5] El problema esté bien definido ya que:

I>2"= max —z(t) > —21 = —l < min 2(t) < 21.
t€[0,7] t€[0,T]

Asi pues, por el principio de comparaciéon parabolica:

¢ (t2) < o(t,2), V(¢ 2) € (0,00) x [, z1].

En la demostracion del Lema [3.5] vimos que: ¢~ (¢,2) =0 V (t,2) € (0,00) x (21, 00),
y acabamos de ver que ¢(t,z) >0 V(t,z) € (0,00) x [~[,1]. Luego se tiene que:

¢ (t,z) < @(t,z), V(t,z) € (0,00) x (21,1].

En consecuencia, tenemos que: ¢~ (t,2) < ¢(t,2), V(t,2) € (0,00) x [~1,1].
Luego: ¢7 (ta Z) < é(t Z) < ¢l(ta Z3 ¢07 7/10) = ¢7 (t7 Z) < (bl(ta 2 QSO; 7vZJO)7 v (t7 Z) € (07 OO) X [_lv l]

Paso 3: Vamos a probar que ¢;(t, 2; ¢o, %0) < 9T (¢, 2) V(t, 2) € (0,00) x [=1,1]. Definimos:
9(t.2) = Ta(O) o = Ga0)(2) + [ Dot =) (Al 071(0) + Ga(s)) () ds + ol 2). 120,

donde R
f2 [¢+a ¢+](ta Z) = 04277/1+(t7 Z) - V(t)1/’+(t7 Z)+

+/ L(t,t—7;9)Bt—T)oT(t — 7,2 —cT — )Y (t — 7,2 — e — y) dy.
R
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Como (¢,9) € T; = xi[¢l(t, 2) < o (t,2) v [Pt 2) < ¢H(t,2) VY(t,z) € R x [1,]]. Luego:
fold, (¢, 2) = Y(t, 2) (o2 — ¥(1))+

+/r(t,t—ny)ﬁ(t—r)xlwt—r,z—cr—y)xl[w]a—r,z—w—y)dys
R

< 9(t, ) (az — () + /RF(Wf — TPt =TTt — Tz —er =y (t— Tz —cT —y)dy.

Como ademés ay > max y(t) = ag > y(t) V¢ € [0,T]. En consecuencia:
t

el0.T]
F2[6,0)(t, 2) < T (8 2) (@2 — () +
+/RF(t,t —my)Bt—T)dT(t—Tz—cr—yWt(t -T2 —cT —y)dy =
= fold, ¥)(t,2) < folot, 0 F](t,2) V(t,2) € (0,00) x [1,1].
Esto implica que ¢;(t, z; o, ¥o) < U(t, 2 ¢0,%0) ¥ (t,2) € (0,00) x [~1,1].
De forma analoga a como hicimos en el paso 1 con la funcién ¢, tenemos que v satisface:

Ui(t, 2) — Axip(t, 2) = f2[¢+,1)[)+](t,2), Y(t,z) € (0,00) x [—1,1],
'JJ(O’Z) = ¢0(Z)= Z € [—l,l],

W(t, £l) = Go(t, £1) =~ (t, £l), t>0.
Utilizando el Lema sabemos que ¢ satisface:

T;Z}j(tvz) - Aﬂﬁ(ﬂz) = f2[¢+a¢+](t,z)a V(t, Z) € (O’OO) X [_lvl}’
(0, 2) = eM* K, (0) 2 ho(2), 2 € [=1,1],
Yt £l) = etlK, (t) > ¢~ (t, £l), t>0.

Luego, por el principio de comparacion parabélica se tiene que:
Ut z) <yt(t,2), V(tz2) € (0,00) x[-1,1].
Luego: ¢(t, 2160, Yo) < ¥(t,2) S v (t,2) = vi(t, % 60,v0) < VF(2), V(1,2) € (0,00) x [L, 1)
Paso 4: Veamos por tltimo que ¥~ (¢, 2) < ¥(t, 2; ¢o, ¥o) V (£,2) € (0,00 x [—1,1]. Definimos:
$(0:2) = Ta(0) (0 = Ga0))(2) + | Tyt = 3) (Flo071() + Calo) (2)ds + Galt.2). £ >0

donde

f2[¢_7¢_](t7z) = 0421/)_ (tv Z) - ’V(t)'@[]_(tvz)"_

—|—/F(t,t—T;y)ﬂ(t—T)qb*(t—T,z—CT—y)df(t—r,z—m’—y)dy.
R
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Como (¢,9) € T = ¢~ (t,2) < xuldl(t,2) v ¥ (t,2) < xald](t,2) V(¢ 2) € R x [-1,1]. Luego:
Falo™ 07 1(t, 2) = ¥~ (8, 2) (a2 — 7(1)+

+/F(t,t—T;y)B(t—T)(b_(t—T,Z—CT—y)’(/J_(t—T,Z—CT—y)dyS
R

<P (8 2) (o — (1) + /Rf(tvt — ) Bt —T)aldl(t — 7,2 — et —y)xald)(t — 7,z — er — y) dy.

Como ademas ag > n[lazf]fy( ) => a2 > ~(t) Vte€[0,T]. En consecuencia:
t

folo™ 07)(t, 2) < D(t, 2) (a2 — y(t)+
+/RF(t,t —my)BE =Tt — 7,2 — e —y)ald|(t — T,z — er — y) dy =>

= f2[¢77w7](ta Z) S f2[¢§a 1/;](25’ Z) V(t, Z) € (07 OO) X [_l7l}
Esto lmphca’ que y(t? 23 ¢0) ¢0) < ¢l(t7 23 ¢07 ¢0) v (t7 Z) € (O’ OO) X [_l7 l]
De forma analoga a como hicimos en el paso 1 con la funcién ¢, tenemos que 1 satisface:
¥, (t,2) — Axp(t, 2) = fa[d™,97](t,2), Y (t,2) € (0,00) x [, 1];

Q(O,Z) = ¢0(2)7 z € [—l,l],
Y(t, £l) = Go(t, £l) =~ (t, ), t>0.

Por el principio de comparacion de ecuaciones parabolicas, es facil ver que 9(t,2) > 0 V(t,2) €

0,00) x [—1,1]. Para cualquier ¢’ > 0, tomamos z5 = 22(t') con 25 definido en el Lema (3.8, Luego:
2

> 2" = max —z(t) > 25 = —1 < min 29(t) < 2.
2 2
te[0,T] t€[0,T]

Asi pues, tenemos que:

¥,(t,2) = As(t,2) = falo™, 07 1(t2), V(8 2) € (0,¢') x [=1, 25);
Q( ) (Z)7 z € [_1722]7
Y(t, =) = Ga(t, =) = ¢~ (¢, =), ¥(t,25) =0, te(0,t).

Por el Lema tenemos que 1~ satisface:

%— (t,Z) - A2¢_ (t,Z) < VZ[QS_:w_](t’Z)v V(t,Z) € (Ovt/) X [—Z,Zé];
77[17(0,2’) < 1/10(2) - %(0,2), S [71’2/2];
Gt 1) = Ga(t, —1) = ¥(t, 1), ¥ (t,25) =0<h(t,2), te(0,t).

Asi pues, por el principio de comparacion parabolica, tenemos que:
w_(taz) Sg(tvz)a \V/(t,Z) € (Oat/) X [_Z,Zé]
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En la demostracion del Lema [3.8] vimos que: 1~ (t,2) =0 V(t,2) € (0,00) x (25, 0),
y acabamos de ver que ¥(t,2) >0 V(t,z) € (0,00) x [=1,1]. Luego se tiene que:

Y7 (tz) <ty z),  V(tz) e (0,00) x (25,1].

En consecuencia, tenemos que: ¢~ (t,2) <1(t,2), V(t,2) € (0,t") x [=1,1].

Al ser ¢ > 0 un nimero arbitrario, se tiene que:

Pt 2) < Y(t2),  V(t2) € (0,00) x [=,1].

En consecuencia, tenemos que:

lbi(taz) < %(taz) < ¢l(t,2;¢0,¢0) = U’f(taz) < ¢l(t,z;¢07¢0)7 V(t,Z) € (0,00) X [7Zal] O

Ahora estamos en condiciones de definir, para cada (¢~>, 1/;) € I'y, la funcion:

Fga Iy — C([-1,1],R)
(¢07¢0) — (¢1(T7';¢07¢0)7¢l(T7'5¢07¢0))
siendo (¢(T, -; ¢, Yo), i(T, -5 ¢o,%0)) la solucion del sistema (3.11)) con valor inicial (¢o, o) € I'j.
Gracias al Lema sabemos que F @, @(FE) C I'j. Ademaés, T} es un espacio métrico completo
con la distancia inducida por la norma suprema. A partir de la ecuacion (3.13):
61T, 5 66, %) = DT, 88, U)oy = e ITH(T)(68(2) = 63(2))| < e T (|6 — 63l oy
ze|—1,

y

||1/J1(T, »d)(lbwé) — (T, ';QS(z)’w(Q))HC[_U] = Ssup }T2(T)(¢(1)(Z) - 1/)3(2’))’ < et ||'¢)é - w(%”c[_l’l] .

ze[—11]
para cualquier (¢}, v8) € I'j, i = 1,2. Dado que o; > 0 = e~®T <1, §=1,2, por lo que podemos
afirmar que la funciéon Fgat I') — T} es contractiva. Por el Teorema del punto fijo de Bannach
(se puede consultar en el apéndice , sabemos que F(Q;JZ}) posee un tnico punto fijo (¢, ¢5) € I
Sea
(@1 (t,2), ¥/ (¢, 2)) = (&7 (£, 25 b, ¥6), ¥i (E, 23 60, %0)), (E,2) € [0,00) x [=1,1],
la solucion del sistema, con valor inicial (¢, ¥§).
Como por Bannach tenemos que (¢; (T, 2), ¢/ (T, 2)) = (¢§(2),¥§(2)) Yz € [=1,1], se puede ver en
[11] que:
(@1 (t+T,2), ¢ (t+T,2)) = (¢ (£,2), ¢/ (£, 2))  V(t2) € R[]
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Luego, gracias al Lema (97 (t,2), 9] (t,2)) € T1. Asi pues, de la ecuacion (3.13) podemos
deducir que (¢;, ;) satisface:

o1 (t,2) =Ta(t — 5) (¢ (s) — G1(s)) (2) + / (f1 (6, 4](0) + 61(9)) (2)df + G (1, 2),
3 (3.14)

Ui (62) = Talt = 5) (57 (5) — Ga(s)) () + [ (l,01(0) +Gal6)) (2) a8 + Gl 2),

para todo (¢, z) € [s,00) x [—I,1].

En resumen, hemos llegado a la conclusion de que para cualquier (q;,d;) € Iy, existe un tunico
(o7,¢]) € T'; para el que se cumple el sistema . Asi pues, tiene sentido definir el operador
F: Ty — Ty con F(,9) = (¢, 4)-

El siguiente Lema, que viene demostrado en [I1], demuestra que el operador F satisface las hipotesis

necesarias para aplicarle el Teorema del punto fijo de Schauder (apéndice .
Lema 3.13. f : I'; — I'; es un operador completamente continuo.

Asi pues, podemos aplicar el Teorema del punto fijo de Schauder (se puede consultar en el
apéndice y concluir que F tiene un punto fijo (¢}, ;) € ;. Ademas, ¢}, € CV22(R x [-1,1])
para algin 0 € (0,1) y (¢;(¢,2),¥;(t,z)) es T—periddica con respecto a t para z € [—I,I]. De
acuerdo con [I, Teoremas 5.1.18 y 5.1.19], (¢}, ;) satisface:

Oy (t,2) = 102201 (t,2) — 0.0 (t,2) — Bt)d[ (¢, 2)¥[ (¢, 2), (t,2) € Rx [-1],
O (t,2) = d20:217 (1, 2) — Oy (T, 2) — y()Yy (¢, 2)+

(3.15)
+ /R D(t,t —7;9)B(t — T)xal@7[(t — 7,2 — e — y)xa[7[(t, 2 — eT —y) dy,

of(t,£l) = ¢~ (t, 1), ¥f(t,£l) =y~ (t,£l), teR.
A continuaciéon vamos a enunciar dos resultados (vienen demostrados en [I1]) que nos dan estima-

ciones que son necesarias para demostrar la existencia de la onda viajera:

Lema 3.14. Sea p > 2. Para cualquier Z > 0, existe una constante positiva C(p, Z) tal que:

167 lwr2 o, 11x - 2,21y S CW: Z) v W7 w2 o, 11x(- 2,2) < Cps ),

siempre que I > max{Z, z*}. Ademds, para cualquier zo € R existe una constante positiva C'(Z) tal
que:

c'(2),

1670252 100, <CD) g 1l yage are,

para algin 6 € (0,1) y I > max{Z + |z0|, z*}.

0,Tx[—2,2]) 0,T|x[-Z,2]) —
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Lema 3.15. Sea (¢;,v¢]) una solucion del sistema . Entonces existe una constante positiva

Cy tal que

1 l T
T/—z/o /]Rl“(tﬂt—T;y)ﬁ(t—T)>(1[<257](16,Z—CT—y)Xl[i/Jl*}(t,z—CT—y)dydtdzgC07

—/ / Y[ (t, 2) dtdz < Cy,
T J-iJo

para cualquier [ > z*.

El siguiente Lema, obtenido de [7], nos va a permitir justificar manipulaciones que se van a hacer

en la demostraciéon de la existencia de la onda viajera:

Lema 3.16. Sea Q C RN un dominio y f € C™(Q) para algin natural m > 1. Entonces, para cada

a €NV con|al <m y cada ¢ € C§*(R), se cumple que:

[ P t@s@yds = 1) [ j@)Dp(a)da.
Asi pues, estamos en condiciones de probar la existencia de la onda viajera:

Teorema 3.17. Si Ry > 1, para cualquier ¢ > c* el sistema @) posee una solucion de onda

viagera T—periddica (¢*,¢¥*) que satisface las condiciones de contorno .

Demostracion: Parte 1: Existencia de la soluciéon de onda viajera T-peri6édica
Consideramos una sucesion creciente {l,, }men con Iy, > 2* y I, — 00 cuando m — 0.
Gracias al Lema y a la periodicidad de (¢; (,-),9[ (t,-)), podemos extraer una subsucesion

de (¢; ,9[ ), denotada por simplicidad como (¢} 17 ) que converge débilmente cuando m — oo:

(@, ¥1,) — (6",9") € C*(R) en Hi (R?), ot TP (B2) y en L2 (R, HD(R)) (3.16)

loc

donde 8 € (0,0) y 6 € (0,1). La T—periodicidad de las funciones ¢;(¢,-), ¥; (¢, -) implica que las
funciones ¢*(t,-), ¥*(t,-) sean T—periodicas. Gracias a las estimaciones dadas por el Lema

si | > 0 es suficientemente grande, podemos encontrar una constante C” > 0 tal que:

6"l 1sa e (R®) +[107] 150, (R®)<C". (3.17)

[0, T)x [—=1,1] [0, T)x [—=1,1]

Para cualquier u,v € C§°(R?), existe un m € N suficientemente grande tal que supp(u), supp(v) C
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R X (=, lm). Entonces, gracias a (3.15)), se tiene que (¢; ,v; ) satisface:

/ u(t, z) - 0y¢f (t,2)dtdz = dy / u(t, z) - 097 (t,2)dtdz—
R?2 )

R2

—c/ u(t, z) - 0.¢; (t,z2)dtdz — / u(t, z) - B(t)o; (t,2); (t,z)dtdz, (t,z) € R x [=1,1],
R?2 R2

/ v(t,z) - Oy (t,2)dtdz = d2/ v(t,z) - 0..9f (t,2)dtdz—
R2

R2

—c/ o(t,z) - 047 (t,2)dtdz — / o(t,z) -y ()Y (L, 2) dtdz+
R2 R2

—l—/ u(t, z) / L(t,t —1;9)B(t —7)xu, 07, |(t = 7,2 — e —y)xu,, [V, 1(t, 2 — e — y) dydtdz.
R? R

No podemos hacer el paso al limite porque la derivada segunda con respecto a z y la derivada con
respecto de t de las funciones ¢; , 1y no sabemos siquiera si convergen. Por lo tanto si utilizamos
el Lema solucionamos este problema ya que "pasamos" las derivadas a las funciones test. Por
tanto, tenemos que:

— [ Owl(t,z)- ¢ (t,2)dtdz = —d; Ou(t, z) - 0.¢; (t,z)dtdz—
R2 R2

—c/ u(t, z) - 0.¢; (t,2)dtdz — / u(t, z) - B(t)o; (t, )7 (t,2)dtdz, (t,z) € R x [=1,1],
R2 R2

— [ Owl(t,2) -y (t,z)dtdz = —dy | 0.v(t,z)-0.9] (t,z2)dtdz—
R? R?

—c/ u(t,z) - 047 (t,2)dtdz — / v(t,z) -y ()Y (L, 2) dtdz+
R2 R2

+/ u(t, z) / L(t,t —1;9)B(t — 7)xu, 07, |(t = 7,2 — e —y)xu,, [V, |(t, 2 — e — y) dydtdz.
R2 R
Por el Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue tenemos que:

/ L(t,t —159)B(t — 7)xu, (07, |(t = 7,2 — e —y)xu,, [V (t, 2 — e — y) dydtdz —
R

— / T(t,t —1;9)B(t — 7)o" (t — 7,2 — e — Y)Y* (¢, 2 — e — y) dydtdz,
R

cuando m tiende a co para cualquier (¢,2) € R. Por (3.16)), para cualquier (u,v) € C§°(R?) tenemos
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que (¢*,1)*) satisface:

Owu(t, z) - ¢*(t, 2) dtdz = dy O.u(t, z) - 0,¢*(t, z) dtdz+
R2 R2

+c/ u(t, z) - 0,¢%(t, z) dtdz +/ u(t, z) - B(t)d*(t, 2)v*(t, z) dtdz, (t,z) € R x [-1,]],
R2 R2

Ov(t,z) - ™ (t, z)dtdz = dsy | 0,v0(t,2) - O.0" (t, z) dtdz+
R? R2

+c/ v(t, z) - 0,00" (t, z) dtdz +/ v(t, z) - y(t)Y* (¢, z) dtdz—
R2 R2

— / v(t, z) / D(t,t —1;9)B(t — 7)o" (t — 7,2 — e — y)* (¢, z — cT — y) dydtdz.
R? R
Pasando las derivadas otra vez a las funciones ¢*, 9¥* tenemos que:

—/ u(t,z) - 0pd*(t, 2) dtdz = —dl/ u(t,z) - 0.0 (t, 2) dtdz+
R2

R2
te / u(t,2) - 9.6 (t, 2) dtdz + / ult, 2) - B (b 200" (¢, 2) dbdz,  (1,2) € R x [=1, 1],
R2 R2
—/ v(t, z) - Opp*(t, z) dtdz = —dg/ v(t, 2) - 00" (¢, z) dtdz+
R2 R2

—|—c/ v(t, z) - 0,0" (¢, z) dtdz —|—/ v(t, z) - y(t)Y* (¢, z) dtdz—
R2 R2

- / v(t, 2) / T(t,t—1;9)B(t —7)p"(t — Ty 2 — e — Y)Y* (t, 2 — e — y) dydtdz.
R2 R

Por lo tanto, (¢*,1*) satisface:
" (1 2) = 10 (1, 2) — 0,67 (1, 2) — BUG" (1, 20" (1, 2),
D (1, 2) = dadsh” (£,2) — O (8, 2) — YU (8, 2)+ (3.18)
—i—/RF(t,t -yt —T1)p"(t — T,z —eT — Y)W (t — 7,2 — e — y) dy,

para casi todo (t,z) € R?. Si consideramos el sistema parabélico con condiciones iniciales

O (t,z) = d10,.11 (L, 2) — c 011 (, 2) — B(E)va (L, 2)va(t, 2),

Owa(t, 2) = do0,, (L, 2) — cOva(t, 2) — y(t)ve(t, 2)+

—|—/F(t,t—T;y)ﬂ(t—T)l/l(t—T,z—CT—y)VQ(t—T,z—CT—y)dy, t>0,zeR,
R

11(0,2) = ¢*(0, 2), 12(0,2) = ¥*(0,2), z €R,
sabemos por [I, Teoremas 5.1.3 y 5.1.4] que (¢*,1*) es la tnica solucion fuerte del sistema. Asi

pues, ¢*,* satisfacen l} para todo (t,z) € R? y ¢*, ¢* € C%’“‘G(R) para algun 6 € (0,1).
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Por la Proposicién [3.15] existe una constante Cy > 0 tal que:

T / / / )B(t —T1)¢*(t, 2 — eT —y)P*(t, 2, e7 — y) dydtdz < Cy, (3.19)

1 00 T
—/ / »*(t,z) dtdz < Cy. (3.20)
T —o0 J0

En lo que sigue vamos a demostrar que ¢* (¢, z),1*(t, ) satisface las condiciones de contorno ([3.4]).

Parte 2: Comportamiento de ¢*(-,z),¢*(,z) cuando z — —oo:

Por la construccion de (¢*,1*) se tiene que:

max{0, So(1 — M%)} = ¢~ (t,2) < ¢*(t,2) < ¢t (t,2) = So,

max{0, e 7K, (t) — Mael 2K, ()} = ¢ (t,2) S ¢ (t,2) S U (t2) = 7K, (1)
Luego ¢*(-,2) — Sp y ¥*(-,2) — 0 cuando z — —o0.

Parte 3: Comportamiento de ¢*(-,z) cuando z — oc:

Definimos la funcion ¥(z) = T Y*(t,z)dt. Tomando ¥ = H[loirqlﬂ]’y(lf), gracias a la segunda
0 telo,

ecuacion de (|3.18)) y a la T'—periodicidad de ¥*, sabemos que ¥ satisface:

—doW,2(t,2) + ¢V, (t, 2) +3U(t,2) =

:7/ / t,t—Ty)B(t —T1)9"(t, 2 — eT — Y)Y (L, 2 — eT — y) dydt— (3.21)

_7/ W (¢, ) dt.

La ecuacion caracteristica —daA? 4 ¢\ + 5 = 0 tiene dos raices A* =

¢t/ + 4dyy
2ds

A~ <0< AT. Tomando j = dy (X*‘ ) v/ c% + 4do7, la solucion de la ecuacion

O [— | o= o

. Claramente

/ / )B(t —T)¢"(t,m — et — y)¢*(t,n — e — y) dydt | dn+
. T

pT ESC [ /O (Y(t) — 49 (t,m) dt+

/ / )B(t — 7)™ (t,m — T —y)P*(t,n —cT —y) dydt] dn.

31



Derivando la funcion con respecto de z tenemos que

A / A [_/0 (Y(t) = %)¥" (t,n) di+

0,¥(z) = p—T
/ / )B(t = T)¢"(t,m — et — y)¢*(t,n — cr — y) dydt | dn+
}\Jr *° '+(27 ) T . *
5T et l /0 (v(t) = 3)™(t, ) dt+
/ / )B(t — 1) (t W—CT—y)¢*(t7n—CT—y)dydt] d
0 Vt€[0,T]. Luego:

Puesto que ¥ = rr[ur%] = ~(t) —
telo

z . T
/ o | / Dt = 739)B(t = 7)6* (6,1 — er — y)u (1, = er — y) dydidn+

5\7
2V (z) <
0.0(:) < “ir
At
N e / / )B(t = 7)o" (b, — e = y)™(t,n — T —y) dydtdn
Haciendo el cambio de variable § = z — 1 tenemos que
z) < T er o (t—T7)p"(t,z — 6 — T — y)Y*(t,z — 0 — e — y) dydtdd+
p
Ao T(t,t —1;9)(t—7)p"(t,z — 6 —eT — )™ (t, 2 — 6 — eT — y) dydtdd
Debido a que A~ < 0 < AT, se tiene que
[N S R . T
PT| |do(AF = A)T | M = A= doT ~ doT’
A A ‘_ P O S S SRR
PT| |do( ANt = AT | M —X= doT X~ 4+ At doT ~ doT

En consecuencia, tenemos que
Bt —T1)d*(t, 2 — 0 — e — Y)W (¢, 2 — § — e7 — y) dydtdd

o< g [ //

Deshaciendo el cambio de variable que hemos hecho antes tenemos que

/// (t,t = 739)B(t = 7)"(t,n — T — y)*(t,n — cT — y) dydtdn

|0, 9 (=
—, es decir, 0,¥ estd uniformemente acotada en

La desigualdad (3.19)) implica que |0,¥(z)| < b
2
R. Asi pues, gracias a la desigualdad (3.20)) y al Lema de Barbalat [2], se tiene que ¥(z) — 0

32




cuando z — oo. Por otra parte, gracias a la desigualdad de Harnack [I5, Lema 2.9|, obtenemos que

¥*(t,z) = 0 cuando z — oo uniformemente en ¢ € R.

Parte 4: Comportamiento de ¢*(-,z) cuando z — cc.
Gracias a las desigualdad (3.17)) y a las desigualdades del tipo Landau [9] (consultar apéndice ,

tenemos que:

1 1
|¢z|L°°([O,T]><(7oo,JV[]) <2 |¢ - SO|£°°([O,T]X(—OO,M]) |¢ZZ|I2/°°([O,T]X(—OO,M]) .

Como lim ¢*(t,z) = S, se tiene que:
Z——00

lim ¢(t,2) =0 uniformemente en ¢t € R.
Z—r—00
. 1 X
Definimos ®(z) = T ¢*(t,z)dt. Claramente ®,(z) — 0 cuando z — —oo. Veamos que
0
®,(2) — 0 cuando z — oco. Integrando desde 0 a T con respecto al tiempo la primera ecuacion

del sistema (3.18]) y utilizando que ¢* (¢, z) es T—peri6dica, tenemos que:

c®,(t,z) =d1D,.(t,2) — —/ B(t) P*(t, z)dt. (3.22)
Es facil ver gracias a esta tltima ecuacién que:
—cz/d1
(e_cz/d1¢>2> =e N (D, —cD,/d) = / B(t) V(¢ z) di.
z
Como — / B(t) Y*(t, z) dt es integrable en R con respecto a z, integrando desde z hasta oo

la ecuacion anterior se tiene que

efcz/dlq,z(z):_d% / o—cv/ds / B(t) WA (t, 2) didy,

que implica que ®,(z) < 0V z € R. Asi pues, ®(00) existe y P(00) < ®(—00) = Sy. Gracias al Lema
de Barbilat [3,12] se tiene que ®,(z) — 0 cuando z — oco. Integrando con respecto a z ambos lados

de la ecuacion ([3.22]) desde —oo a oo tenemos que:

7/ / B(t) V¥ (1, 2) didz = c[B(—o0) — B(00)] = c[So — S,

siendo S := ®(o0) < Sp.
Utilizando los argumentos de [4, Theorem 2.10], se puede probar que ¢* (¢, z) — S uniformemente

ent € R cuando z — oo.
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3.3 Inexistencia de la onda viajera peridédica

En esta seccion vamos a demostrar que no existe ninguna onda viajera periédica cuando Ry < 1.

Teorema 3.18. Sea Ry < 1. Entonces, para cualquier ¢ > 0, el sistema no admite ninguna
solucion de onda viajera no megativa, no trivial y periddica que satisfaga la condicion de contorno

asintotica uniformemente en t € R.

Demostraciéon: Supongamos por reducciéon al absurdo que existe una onda viajera periddica,
no negativa y no trivial (¢(¢, z),¥(t, z)) del sistema con condicion de contorno uniforme-
mente en t € R. Es facil ver que ¢(t,z) < Sy Vz € R, t > 0. En efecto, supongamos por reduccion
al absurdo que existen ty > 0, 29 € R tales que ¢(tg, 20) > Sp. Entonces:

_ 8¢t(t, Z)

0 ot

|(to,20) = d1®22(t0, 20) — cp~(to, z0) — B(to)@(to, 20)Y(to, 20) < O,

que es una contradiccion. Por tanto tenemos que ¢(t,2) < Sy Vi >0, z € R.

En consecuencia tenemos que:
wt(t Z) = d2wzz<t7 Z) - ’Y(t)w(ta Z)+

+/F(t,tfT;y)ﬂ(t*T)é(t*T,szTfy)dj(t*ﬂzfCTfy)dyS
R

< dot)za(t, 2) — e (t, 2) —y(0)v(t, 2) + / Lt t—my)B(t —7)So(t — 7,2 — e —y) dy,
R
para todo t > 0y z € R. Sea ¢ = sup,cr ¥(0,2) < co. Entonces ¥(0,z) < ¢ Vz € R. Por el

principio de comparacién tenemos que:
P(t,z) <w(t;€), t>0,z€R,
siendo w(t;n) una solucion de la ecuacion diferencial ordinaria:
dw(®) _ —()w(t) + e~ S 1O BB ) Spu(t — 1), >0,

dt (3.23)
w(t)=¢, te[-T0].

Gracias a [13, Theorem 2.1], sabemos que el radio py de la funcién de Poincaré de la ecuacion ((3.23))
es menor que 1, lo que implica que w(t,£) — 0 cuando t — co. Como consecuencia, tenemos que

tlim Y(t,z) =0 Vz € R, que contradice la periodicidad de (¢, -). O
— 00
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4 Conclusiones

En este trabajo hemos analizado una generalizacion del modelo clasico de Kermack-McKendrick con
retransmision retardada producida por la movilidad de los individuos durante el periodo latente de
la enfermedad. En concreto, hemos investigado bajo que condiciones se da la existencia de ondas

viajeras periodicas del modelo (3.1]).

Para ello hemos empezado construyendo sub- y super- soluciones del sistema . En esta
construccion hemos obtenido una velocidad de onda critica ¢* > 0 cuyo valor no se ha obtenido
explicitamente, sino como un limite inferior de la velocidad de las ondas viajeras peridédicas. Después,
hemos establecido la existencia de una solucién de onda viajera periddica, que conecta dos estados
estacionarios libres de la enfermedad (anterior y posterior a la epidemia) para el sistema (3.1]), en
el caso de que ¢ > ¢* y Ry > 1 donde Ry es el nimero de reproduccion bésico del sistema cinético
(13.3)). Esta demostracion se ha basado en encontrar una soluciéon de un problema cuyo dominio es
acotado. Después, con la ayuda de las funciones test, se ha demostrado que el limite de esa soluciéon

satisface (13.2)) y, en consecuencia, es una soluciéon de onda viajera periodica.

Finalmente, hemos demostrado por reduccién al absurdo la inexistencia de ondas viajeras per-
i6dicas del modelo ((3.1]) cuando Ry < 1. Para llegar a la contradiccion ha sido fundamental utilizar

el principio del maximo.

Como conclusion final, podemos afirmar con este trabajo que existen ondas viajeras periddicas del
modelo (3.1]) cuando la retransmision es suficientemente alta. Sin embargo, cuando la retransmision

no es lo suficientemente alta, no existen ondas viajeras periddicas del modelo (3.1)).
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A Semigrupos. Solucién suave.

Siguiendo [6], consideramos el sistema:

)+ Au(t) = 70,u(0), V1 >0
’LL(O) = U,

siendo A un operador lineal cerrado en el espacio de Bannach C([-,1]) v f : R x C([-1,1]) —
C([—1,1]) una funcion.

La idea de semigrupo surge de forma natural si queremos estudiar bajo qué condiciones sobre el op-
erador lineal A : D(A) — C([-1,1]) el anterior problema tiene solucion tnica. Para ello suponemos
que

u: [0,00) — C([-1,1]),

es la solucion tnica del problema. Es légico pensar que w tiene una dependencia lineal explicita del

dato inicial ug. Por ello notaremos:
u(t) =T(t)ug Vt>0. (A1)

Luego, para cada tiempo ¢t > 0, T(t): C([-l,1]) — C([-1,1]) representa un operador lineal.
Veamos qué propiedades deberia satisfacer la familia de operadores (T'(t)):>0.

Obviamente, para que la ecuacion tenga sentido se tiene que cumplir:
T(0)v=v Yve C([-,1]) < T(0) = Id. (A.2)
Por otra parte, asumir la unicidad de la solucién conlleva a asumir que:
Tt+s)v=TH)T(s)v=T(s)T(t)v Vt,s>0,VveC(-11]). (A.3)
Ademas, parece razonable pedir que:
t — T'(t)v sea continua de [0, 00) en C([—1,1]). (A.4)
En base a este argumento, tiene sentido la siguiente definicion.

Definicién A.1. Una familia {(T'(¢));>0} de operadores acotados de C([—,!]) sobre C([—I,!]) con-

stituyen un semigrupo si se cumplen las relaciones (A.2), (A.3) y (A.4).
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Una vez que sabemos la definicion de semigrupo, si llamamos BC(R, C([—1,1])) al espacio de

Bannach de todas las funciones continuas y acotadas de R en C([—I,!]) con la norma uniforme
[ullo = sup{flu(®)] : t € R},
gracias a [10, Definition 2.1], la definicion de solucion suave del problema ((A]) es:

Definicién A.2. Decimos que v € BC(R,C([—1,1])) es una solucion suave del problema (A]) si

satisface:

u(t) = T(t)uo + /0 T(t—s)f(s,u(s))ds, Yt>D0.

B Teoremas del punto fijo.

Cuando hablamos del Teorema del punto fijo no nos referimos a un teorema en concreto, sino a toda
una teoria conocida como la Teoria del punto fijo. Esta teoria se centra en especificar las condiciones
bajo las cuales se puede afirmar que una funciéon f sobre un dominio dado tiene un punto fijo. En
este trabajo hemos utilizado dos Teoremas del punto fijo.

En primer lugar vamos a ver el Teorema del punto fijo de Banach, que es un resultado relativo a la

existencia de puntos fijos para aplicaciones contractivas que vamos a definir ahora:

Definiciéon B.1. Se dice que una aplicaciéon f: S C R™ — R™ es contractiva si existe A € [0,1)

tal que d (f(z), f(y)) < Ad(z,y), Vz,yeS.
Asi pues, el Teorema del punto fijo de Banach, obtenido de [5], afirma lo siguiente:

Teorema B.2. Sea S un subconjunto cerrado de R™ y sea f: S — S una aplicacion contractiva.

*

Entonces existe un dnico punto * € S tal que f(z*) = a*.

En segundo lugar vamos a ver el Teorema del punto fijo de Schauder, obtenido de [8], que es un
teorema que explica las condiciones necesarias para que una funcion definida en ciertos subconjuntos

de un espacio normado tenga puntos fijos. Veamos primero la siguiente definicion:

Definicion B.3. Sea X un espacio normado y sea A un subconjunto de X. Se dice que la funcion

f:+ A— X es compacta si f es continua y cumple que f(B) es compacta, siendo B un subconjunto

acotado de A. cualquiera.
Ahora si, el Teorema del punto fijo de Schauder afirma:

Teorema B.4. Sea FE un subconjunto convero, cerrado y acotado de un espacio X. Si f: E — X

es una aplicacion compacta tal que f(E) C E, entonces existe un x € E tal que f(z) = x.
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C Desigualdades.

La desigualdad de tipo Landau se ha obtenido de [9]. Se puede resumir en el siguiente Lema.

Lema C.1. Si f : Rt — R es una funcion dos veces diferenciable y f, f” € L>*(RT), entonces

f' € L®(RT). Ademds, se tiene que:

1/2 1/2
1F s oo < 2R 0 171

stendo

[Allg+ o0 = sup |A(2)].
teR+
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