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INTRODUCCIÓN

El geoide es la superficie equipotencial del campo de la gravedadterrestre que
aproximaal nivel mediodel marextendidoatravésde los continentes.

Estasuperficiefue propuestaporC.F. Gauss(1777-1855)como figura matemáticade
la Tierra.Listing, en 1872, tite el primeroen llamarlageoide.Sudeterminaciónprecisaesuno
de los principalesproblemasgeodésicosdelpasadorecientey de la actualidad.

Suimportanciase justifica por la utilidad que tieneendistintosproblemastanto de la
Geodesiacomo de la Geofisica, comopor ejemplo,paraefectuarla conversiónprecisade
altitudes elipsoidicas, determinadaspor observacionesGPS en altitudes ortométricas,
reducciónde observacionesefectuadassobreel terrenoa un elipsoidede referenciapara su
posteriortratamiento,análisisde datosobtenidosmediantetécnicasespaciales,... Se puede
afirmarqueel geoidese convierteenla principalherramientaparala defmiciónde un sistema
consistentede altitudestopográficastanto en tierra como en mar. Estos hechosjustifican el
interésdel estudiopresentadoenestetrabajosobrela determinacióndel geoidepor distintas
técnicasendiferentesmedios,compatibilidadde métodosy formasóptimasde aplicacion.

Su determinacióngravimétricaestábasadaen la aplicación de la fórmula de Bruns
(1848-1919),introductorde la Geodesiatridimensional,que representala relación entre el
potencialperturbadory laondulacióndel geoide.

T

y

Es decir,se determinaN, ondulacióndelgeoide,a partir de 1, potencialperturbador(TW-U)
y de y, gravedadnormal. ÉstaÚltima seobtienemediantemodelosteóricos,mientrasque la
determinaciónde T selleva acaboa partir de datosgravimétricos.

T sepuedeobtenercomo solucióndel problemadecontornode la GeodesiaFísica.Ha
de ser una fimción armónicafuerade las masas,esto es, verifica la ecuaciónen derivadas
parcialesde tipo elíptico:

52T 52T 52T+ +—=0
~2 5y2 ~2

satisfaciendoa la vez la condiciónde contornodefinidapor la ecuaciónfUndamentalde la
GeodesiaFísica:
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i=§TftkAg
y6h 5n

e.

Si seconociesela superficiede contorno,correspondena un problemade contornode
tipo Hilbert-Robin,puestoque setratade encontrarunafrnción T conociendolos valores de
unacombinaciónlinealentreellay susderivadasradialessobreunasuperficie.

Con lahipótesisde quedichasuperficieesunaesfera,la soluciónde esteproblemade
contorno viene dada por la teoría clásica de J.G. Stokes(1819-1903)que dentro de los
desarrollosrelacionadoscon la teoría del potencial, publicó en 1849 su método parala
determinacióndel geoidea partir de anomalíasde la gravedady proponela expresiónde T
comofunciónintegralde las anomalíasAg:

R
__ AgS(~)da

con S(w)~ función de Stokes.Mí quedaresueltala determinacióngravimétricadel geoideal e’

combinarla fórmulade Stokescon la de Bruns: e
*

R
—JJ~AgS(yí)da
4zr

e’.

Helmert (1843-1917)en su obra “D¡emathetnatischenundphys¡skalischenFheorien
der hoheren Geodasie” introduce el método de nivelación astrogeodésicapara la
determinacióndel geoideapartir de las desviacionesde la vertical. En 1901 dasufórmulade
la gravedadnormal.En 1936 aparecenlos cálculos de un geoidegravimétricode Jeffreyse
Hirvonen(Sevilla, 1999).

Una hipótesis fundamentales que T, potencialanómaloo perturbador,esarmónico
fuera del geoide.Por ello, debeeliminarseel efecto de las masasque se encuentrenpor
encimade éstepor lasreduccionesde la gravedadapropiadas.Deestemodo sepuedenhacer
directamentecomparablesg reducidaal geoide(y no la resultantede observaciónsobrela
superficiefisicade laTierra) y y o gravedadnormalreferidaa la superficiedelelipsoide.

En general,la reducciónde la gravedadconstade dos etapasfundamentales.Por un
lado la eliminación de las masasexterioresal geoideo biensutransportedebajodelnivel del
mar. Como segundaparte se tiene el desplazamientode la estaciónde observacióna la
superficiedelgeoide.

Para llevar a cabo la primera parte de esta reducción, se hace necesario el
conocimientode las densidadesde las masastopográficas.Del establecimientode hipótesis
erróneasal respecto,provienenlas mayoresdificultadesoperativasdel método.

Molodenskiproponeen 1945 un nuevométodoenel que no esnecesariala reducción
de las observacionesal geoide con lo que se consigueevitar los errores debidos a la
suposicióndehipótesiserróneasen lo que a las densidadesde las masasserefiere. Mediante
suaplicaciónseobtieneel teluroideo superficieformadaporpuntosQ en los queel potencial
normal U tiene igual valor que el potencialreal VV en el correspondientepunto P de la
superficie fisica de la Tierra sobre la misma normal elipsóidica.El teluroide no es una
superficie de nivel en sí misma. La distanciavertical del elipsoideal teluroidees la altitud
normalmientrasque laaltitud geométricaesla distanciavertical del elipsoideal terreno.La
diferenciaentreambasaltitudesesla anomalíade la altitud, q. Así, en lugarde calcularN,
ondulacióndel geoide.o diferenciaentre altitudesgeométricay ortométrica,se obtiene q

e’

2 e.
e

*
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anomalíade la altitud, o separaciónentreP y Q. Contando; a partir del elipsoidesetiene el
cuasigeolde.Sigue sin seruna superficiede nivel del campo,pero coincide con el geoideen
las zonas marinasy en el resto ambas superficiesestán muy próximas y relacionadas
analíticamente.En estetrabajousaremosla palabrageoideparareferimos,por extensión,a
ambascantidades.

El primer mapadel geoidemundial fue publicadoen 1948 por Tanni. Se determino
por aplicación de la fórmula de Stokes. Bomford y Graaff-Hunter calculanun geoide
mediantedesviacionesde la vertical. En los años cincuentaa parecen los geoides
astrogeodésicodeBomfordy elgravimétricode Heiskanen(Sevilla, 1999).

Parael cálculodegeoideslocalesseusananomalíasresidualeso resultadode eliminar
de los datosgraviméticostanto la contribucióndel campode la gravedadglobal (dándolesel
carácterlocal) comoel efectode la topograflalocal conlo que se suavizala señalpermitiendo
su interpolaciónmás precisa. La reducciónde este último efecto se hace a partir dc la
información contenidaen los modelosdigitales de terreno.En el primer capítulo de este
trabajo,sepresentaun análisisdelos modelosdigitalesde terrenodisponiblesenEspañay de
posteriorusoen las reduccionesdedatos

.

Por otro lado, la contribución del campo de gravedadglobal se representapor
desarrollosen serie de armónicosesféricoshastaun cieno orden y grado, o modelo de
geopotencial.Este desarrollocorrespondea la parte de baja frecuenciadel campo. Los
coeficientesde los primerosarmónicosson muy precisos,pero segúnaumentael orden, la
precisiónva disminuyendoo bienno esadecuadaparalazonalocal que sepretendaestudiar
dependiendode la cantidadde datosde la misma que han intervenidoen el cálculode los
coeficientes.Por ello, antesde haceruna aplicación local, consideramosque esoportuno,
como en estecasoseha llevado a cabo,hacerun estudiode la combinaciónóptimade datos

,

esdecir, hastapué ordenconvieneusarel modelo de geonotencialy a partir de dóndedebe
completarsecondatoslocalesdeterminadosporobservacion

.

Existendiversasmetodologíasparala resolucióndel problemaquenosocupae incluso
en un enfoquemásgeneral,de la representacióndel campogravífico a partir de un conjunto
de observaciones.

La determinaciónde T paracálculo del geoideo de otrascantidades,tambiénpuede
hacerse por métodos estadísticos (colocación mínimo cuadrática) usando funciones
covarianzade los datos.Esto esposibledadala relaciónfuncional queexisteentrela cantidad
observada(estamostomandocomo tal Ag) y la quesequieredeterminar(T). Estemétodose
ha desarrolladoa partir de los trabajosde Krarup (1969), Moritz (1980) que formularonla
hipótesis estocásticadel campo gravífico modificando la teoría general de mínimos
cuadrados.Tiene la ventajade que esun método útil pararealizarla estimaciónusandono
sólo anomalíasgravímétricassino cualquierotra cantidadrelacionadacon el campo de la
gravedad.Además la distribución de los datos no tiene que responder a esquemas
preestablecidoscomo se hacenecesarioparala mayorpartede los métodosde evaluaciónde
integralesnuméricas.Como desventaja,esun métodoqueconsumemuchotiempo y memoria
de cálculo y cuya aplicación es adecuadasólo a nivel más o menos local. Se tienen
determinacionesde geoidepor este método en Arabelos y Iziavos, 1994, Arabelos et al,
1998,Barzaghiet al, 1993,Benziolini et al, 1989, Gil et al, 1993, Sevillaet al, 1991b, 1991c,
Sevillay RodríguezVelasco,1992,entreotros.

Paraobtenerun resultadode precisiónse ha de disponerdedatosigualmenteprecisos.
Paraasegurarla calidadde los mismos se efectúanprocesosde validación. El método de
colocaciónen sí mismo ofrece la posibilidadde filtrado deobservaciones,por lo quepuede
usarsecon fmes validatorios.Esta aplicacióndel método ha sido usadaanteriormentede
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modo satisfactorio(Sevilla et al, 1991a,Sevilla et al, 1992a,Rodríguez-Velascoy Sevilla,
1992,Sevilla, 1995).

El métodode colocación,tiene en sí mismo otrosproblemasintrínsecosque en esta
memoriase han estudiado.Utiliza funciones covarianzacreadasa partir de los datos que
debenserútiles pararepresentarel campode la gravedaden la zonaen que setrabaje.Como
eslógico, la funcióndecovarianzadeterminadarepresentarápeora los bordesde lazonade la
que provienenlos datos (menosrepresentadosen la misma). Surge puesel problemadel
manejo más adecuadode Ag en las zonascosteras.Será necesariover las propiedades —

generalesde las anomalíastantoen tierracomoenmar,y sobretodo,estudiarlas similitudeso
diferenciasde sus funcionescovarianzaasí como del comportamientode las mismaspara
estimacionesen el marco del métodode la colocación.Este estudio habráde separarseen
distintasseccionessegúnla cantidadque seestime:N, dominadapor las bajasfrecuencias,o
¡Ng, másinfluida por frecuenciasmásaltas.Los resultadosde esteanálisisllevaránapautasde
actuacióndistintasparaunoy otro caso comoseveráen eldesarrollodel trabajo. e,

Paratodos estosestudiosse ha elegido una zonaque englobapartedel este de la
PenínsulaIbérica,oestedel Mar Mediterráneoe islas pertenecientesal Archipiélago Balear
sobrela quesedisponededatosdeanomalíasgravimétricasde distintasfuentes.

En el capítulo2 de estamemoria,se presentaun estudiodel comportamientode las ir

prediccionesde anomalíasporcolocaciónmínimo cuadráticaen zonascosteras.A partir de
e.

esteestudioseha concluidola validaciónde los datos que seusaránposteriormenteen el
a’

cálculo del geoide gravimétrico así como la forma más adecuadasegún los resultados
obtenidos,para llevarla cabo en cuantoa usarcovarianzasde datos de uno u otro tipo se

e,refiere. Como sedesarrollaráposteriormente,paraestetipo de cantidadesresultaserbastante

representativalanaturalezade lazonade la queprovienenlos datos(marinao terrestre).
Conclusionesdistintasse obtienenal estudiarel comportamientode la predicciónde

e’ondulacionesdel geoideenestetipo de áreas.Estalaborsedesarrollaen el capítulo 3 de este
e

trabajo.Laprediccióndel geoideresultaserbastantemásindependientedeltipo de datosque
se use para construir la función covarianza.El efecto de este factor se cuantifica
numéricamenteparala zona.Tambiénseestudiala influenciadeotrosparámetrostalescomo a’

el espaciamientodelos datosy la muestrautilizada, e’

Una alternativaa la colocaciónserála resoluciónnuméricade la integral de Stokes ir

dado que en aproximaciónplana adopta la forma de una convolución integral de dos e’

funciones.Las facilidadesde cálculo de estaúltima en el dominio espectrala partir del
teoremade convolución,hacenposible su evaluaciónpor métodosespectrales.De estos e’

métodos,el más extensamenteutilizado en el cálculo del geoide es la transformadade
Fourier, en sus versionesuni o bidimensional.Si lo que seutiliza no es aproximaciónplana e’

sino esférica,apareceun coseno en la expresión integral que hace que difiera de una e’

convolución.Resultaentoncesconvenientela transformaciónde la integralde modo quesea e’

posible su evaluaciónen el dominio de las frecuencias.Son muy numerososlos trabajos e’

concernientesa cálculo del geoide por aplicaciónde la transformadade Fourier aplicada a’

linealmenteo enaproximacionesesféricas(Siderisy Tzíavos,1988, Zbao, 1989, Schwartzet —

al, 1990, Fosbergy Sideris, 1993, Haagmanset al, 1993, Sevilla, 1995). Tambiénse ha e’

utilizado en su lugar la transformadade Hartley. Mediante ella se han obtenido e’

determinacionesde geoidesobrelaPeninsulaIbérica(Sevilla y Rodríguez-Velasco,1995).La e’

ventajaque presentafrentea la anterior,esque setratade una transformadaenel camporeal
en lugardel complejo.De estemodo,su evaluacióndeberíaconsumirla mitad de tiempo. En e

la realidadestareducciónesnotableaunqueno llega aalcanzaresosvalores(Tziavos,1993). *

e’
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Anteriormente se han enumeradolas ventajas e inconvenientesteóricos de la
aplicacióndel métodode colocaciónparael cálculo de geoide.Paraasegurarla precisióndel
métodosobreel áreade estudioseleccionada,secompararonlos resultadosanterioresconun
2eoidearavimétricoen el que la contribuciónde la gravedadlocal al 2eoidesecalculópor
evaluaciónde la inteeralde Stokesenformade convolución.Los resultadosde esteanálisisse
exponenenel capítulo4.

Los datosdeanomalíasde la gravedaden tierra suelenser numerososy precisos.De
estemodo seobtienenresultadosde N buenos.Enmar,sinembargo,las medidasdegravedad
llevadasa cabodesdebarcossonprecisasen zonasde profundidadespequeñas.Ademásse
tratade una forma de obtenciónde datos muy caray que consumemuchotiempo. Por este
motivo se han ampliadolas formasde recogidade datosque aporteninformaciónsobreel
campode la gravedaden mar de forma indirecta. Entre estasalternativasse encuentrala
altimetríaporsatélites.

La Geodesiaporsatélitescomotal, apareceen 1958 con las cámarasBaker-Nunn.En
1964 se lanzanlos primerossatélitesDqppler Transit por los EstadosUnidos, que quedan
operativosparausocivil en 1967. De 1966 a 1976 selleva a cabola primeragran operación
europeade Geodesiapor Satélites,WEST (WesternEuropeanSatelliteTriangulation),con la
inclusiónde 17 paísesy un totalde 40 estaciones.En los añossesentaseutilizan las cámaras
balísticasen geodesiapor satélite, se perfeccionanlos equiposDoppler y se lanzanmás
satélitesgeodésicos.Poresteapogeode uso,sedesarrollanlas investigacionesde Kaula sobre
satélitesgeodésicos(Sevilla, 1999).

Dentro de los añossetentase comienzana mandarsatélitesaltimétricosque se ha
venidousandobajo distintasmetodologíaspara estudiosdel campode la gravedaddesdeel
Geos-3(1975).Másrecientementetenemoslos trabajosde Shum et al, 1987,Arabeloset al,
1993,Visser et al, 1993,Barzhaghiet al, 1993,Tapley et al, 1994,Arabelosy Tziavos,1996,
Anderseny Knudsen,1999entreotros.

Básicamente,estasmetodologíasseagrupanendos bloques.El primero englobaríaa
las técnicas de estudiodel campogravífico de la Tierra mediantela informaciónsobrelas
perturbacionesde las órbitasde los satélites.Afecta a la partedebajafrecuenciadel mismo.
Unavez determinado(o mejorado)el potencialconesta información,seráposibleel cálculo
del geoide.El segundotipo deestudiosutiliza el hechode quelas medidasdel altímetroson,
una vez corregidasadecuadamente,aproximacionesal geoide mismo. En estetrabajo se
presentaun estudio de tipos de zonasdonde estascorreccionespuedenhacersede fonna
adecuaday por lo tanto es posible la determinaciónde un geoide que podemosllamar
altimétrico, frentea otrasdonde los datosaltimétricosno seránútiles para la determinación
delgeoidesino deotrascantidades.

Las medidasqueproporcionaestatécnicasonen realidadlas altitudesinstantáneasde
la superficie libre del océanosobreun elipsoidede referenciauna vez conocidasde forma
precisalas posicionestantodelsatélitecomodel puntoal que envíalaseñalel altímetro.

Estasaltitudeshande corregirsede la respuestadel océanoy la Tierraa las fuerzasde
marea,de efectosgeofisicosy demásalteracionesque la afectan.Perosobretodo,suprecisión
vienedeterminadaporun factorno estimablea priori, el errororbital radial. Existenmodelos
paraeliminarlo,peroen ellossehaceunaestimaciónde los parámetrosquelo defmenusando
unamatrizdeficientede rango,por lo que hay unapartededicho error queno estarádefmida
por los parámetrosobtenidosdelajuste.

Este es uno de los puntos más importantesa tratar parael uso de la altimetríaen
aplicacioneslocales.Se hacenecesarioun estudiodetalladode tal deficienciaque conducea
ver hastaQuépunto sonadecuadoslos modelosconvencionalesen las aplicacioneslocalesen

5



áreas restrinaidaso de forma muy irregular. El estudio teórico de este problema se
desarrollaráenel capítulo5.

Tambiénsepretendecuantificarel error cometidoal obviaresteanálisispormediode
casosprácticossobrela zonade estudiocuyos resultadosseexponenen el capitulo 6. Esto
nos va a permitir valorar numéricamenteel efecto de estasaplicacionesno óptimas. Por
mediodeestosestudiosprácticossevan a experimentarcriteriosde validaciónunificadosde
datosaltimétricos.De especialinterés seránlos relacionadoscon la posible existenciade
correlaciónentre la superficie del mar y la batimetríadel fondo. En estetrabajo se ha
demostradola existenciade tal correlación y se proporcionancriterios alternativosde
validaciónqueeliminen desnivelesaccidentalesen la superficiereproducidapor las medidas
que no sean reales y no los que se correspondancon accidentesde la batimetría
correspondiente.

Paraconstatarla validez y generalidadde los nuevoscriterios de validación,se hizo
necesariosuestudioenotro tipo dezonamásabierta,con unarespuestahidrológicadistintay
demayorprofundidadde modoque los modelosglobalestantode mareacomo de topografia,
reproduzcanlas generalidadesdel áreade forma másadecuada.Paraello se han llevado a
cabo estudiosparalelosa los de la zona seleccionadaen el Mediterráneo,en el Atlántico
Norte, enuna regiónde 30 en latitudpor 400en longitudque sepresentanenel capítulo7.

Pesea la eliminaciónde los efectosde marea,geofisicos,correcciónde error orbital y
la validaciónde datos, se obtiene una superficie que fluctúa con el tiempo a causade los
cambiostemporalesde las corrientesque dependende factorestalescomo los vientos y la
densidaddel agua.Así, promediandoa lo largode un períodode tiempo adecuadosepuede
eliminar la variaciónestacionalde la superficieinstantáneadel mary seobtienela superficie
mediadel mar duranteel periodode tiempo empleadoen el cálculo.Esta superficieseusa
como superficiede referenciay esprácticamentenuestraestimacióndel geoidemarino: una
equipotencialdel campo de la gravedadque correspondecon el nivel medio del mar. La
obtenciónde estasuperficie mediapara la zona de estudio,bajo diversasmetodologíasde
ajusteslocalessepresentaenel capitulo 6 deestetrabajoy parala zonaelegidadecontraste
enel Atlántico,enel capítulo7.

Peroaúnasíquedaunapartequedifiere delgeoide: la superficietopográficadelmaro
topografiade la superficie media. La diferenciaentreambassuperficiesexiste y se debe,
sobretodo, a los equilibrios dinámicosque aparecenal estar el aguadel mar sometidaa
fuerzasexternas.

En el hemisferioNortey latitudesmediascomo la que nosocupa,los vientosmedios
circulanensentidohorariosobrelas cuencasmarinas.La fuerzade estosvientosse combina
con la fuerzade Coriolis y ambasdanlugaraun flujo de aguaque sedesplazahaciael centro
del giro, peroocupandosólo lapartemássuperficial (unos100 metrosde profundidadlímite)
que es la que estaráafectadapor el viento. Estaprofundidades aproximadamenteigual al
límite hastael que penetrael movimientode las olas, luego las fuerzasque actúansobreella
sonenrealidadunamezclade las propiciadaspor los tresfactores.Esteflujo sedirigehaciael
centrode giro,por lo queenestepuntoseproduceunaacumulaciónde aguaquedalugara un
gradientede presión que por debajo de la capasuperficial no se puede equilibrar por
resistenciade los vientos.

A partir de estepunto ocurrendos cosas:por un lado, hay un lento flujo de retorno
hacialos bordesalejándosedel centrode giro. Esteflujo da lugaraun levantamientode agua
profundaen las zonasexternas.Perola mayorpartede la circulaciónde los océanosseda en
corrientesque fluyen tangencialmentealrededorde las cuencas,ya que de estemodo, el
gradientede presiónseequilibra con la fuerzade Coriolis.

e,
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La densidaddel aguaaumentaproporcionalmentecon la profundidad.En las zonas
dondesehaproducidoel amontonamientodeagua(centrode giro y áreade levantamientoen
los bordes)se tiene que las superficiesde igual densidadse inclinan de forma ascendente,
con lo que sereduceel gradientede presión.A unaprofundidadde 1,5 a 2 kilómetrosestos
efectosseequilibran y hayunasuperficieisobara.La flilta de gradientede presiónhaceque
no existanenella mecanismosparaconducirla corriente.

Dada la profundidadmedia de estasuperficie y de la capasuperficial, los modelos
globalesde topografladel marno sonadecuadosparazonasmarinasno muy profundascomo
es el caso que nos ocupa.En taleszonas, el procesoes local y presentadiferenciascon
respectode los esquemasgeneralesdel orden de decimetros(llipkin, 1 999ay b). AM,Á~
altimetríaporsatéliteproporcionaenrealidadla superficiemediadel mary no estanútil para
determinarel geoidesalvo que sedispongade modelosadecuadospara separarla superficie
topográficadelmar. Cuandono esésteel caso,seconvierteenherramientaparalaestimación
de modeloslocalesadecuadosde tal cantidad.

No todala superficietopográficadel maresel resultadodel equilibrio dinámicoentre
la fuerzadel viento,gradientede presióny fuerzade Coriolis. En el casode cuencasentrelas
queexisterelaciónel modeloesmáscomplejo.Las distintascuencastienenmasasdeaguade
distinta densidadpor lo que si estuviesenaisladasentresí alcanzaríanaltitudes sobre el
elipsoidedistintassiguiendoun esquemabásicode compensaciónisostáticadePratt-Hayford.
Además,si hayconexiónentrecuencasdebeconseguirseel equilibrio entrela evaporacióny
precipitacióny flujos entrantes-salientes.

La zonade estudioelegidaen estamemoria ilustra un ejemplo de estaconexión,al
estarsituadaen el Mar Mediterráneo,cuencaconectadacon el OcéanoAtlántico, con la que
existeun transvasede aguaque ademásseproduceen una regiónpróxima al áreatratada.
Ademástiene unaseriede respuestashidrológicaspeculiares(Lehucheret al, 1997, Hipkin,
1 999a).

En estecasoconcretodel Mar Mediterráneosetieneun excesodeevaporaciónfrente
al régimende precipitacionesy vertido de ríos queharíadescendersunivel medio enunos75
centimetrospor añosi no hubieraun flujo entranteprocedentedel Atlántico.Paraconseguirel
equilibrio, es decir, que se mantengael flujo entrante,se necesitaque el nivel medio del
Mediterráneosea más bajo que el del Atlántico. En principio esto es fácil que ocurra.El
excesode evaporaciónenel Mediterráneohacequeel aguaseamássalinay por lo tantomás
densa.Además a igual profundidad la temperaturamedia del Mar Mediterráneoes más
elevadaque la de la zonaestedel Atlántico. Luego si no hubieseuna conexiónentreambas
cuencasporel Estrechode Gibraltar (deunaprofundidaddeunos360 metros)porequilibrio
isostáticoel Atlántico estaríaunos40 centímetrosmásalto. Estehechohacepensarque al sí
estarconectados,el flujo entrantedel Atlántico hade sermuchomayor que el de salida.Sin
embargosólo lo excedeenun 4%,esdecir, queprácticamenteambossondel mismoorden.El
nivel medio del Atlántico enesazonasehaestimadoporobservacionesenmareógrafoscomo
unos 20 centímetrosmás alto que en el Mediterráneo,aunquemuy fluctuante segúnlas
variacionesestacionalesde la cuenca.

La presenciade la superficietopográficadel mar separandoel resultadoque sepuede
obtenerde las observacionesde la altimetríapor satélitesy el propio geoide,y su distinto
carácteren aguas profundaso no, nos lleva a pensar que el fin geodésicode tales
observacionesseadistinto enunasy otrasáreas.

En aguasprofundas, la obtenciónde ¡Ng es costosay no muy precisa.Será más
adecuadoel cálculo de geoidecon la intervenciónde datosde altimetría.Estosdatosserán
ademásmásprecisosen talesregiones,al serlotambiénlas correccionesaplicadassobreellos,
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por ejemplo la correcciónde mareaque es másexactaque en aguassomeras(Anderseny
Knudsen,1999).

Losmodelosglobalesdela superficietopográficade] marreproducenbiental cantidad
en maresabiertos,por lo que esposiblela separaciónprecisade geoidey superficiemediadel
mar. Sinembargo,en aguaspoco profinidaslas anomalíasgravimétricasson más &ciles de
obtenery resultande mayorprecisión.Así, serámásadecuadola determinaciónde geoide
puramentegravimétrico,mientrasque los datosde altimetríanos seránútiles, junto con el
geoide,paraconseguirla obtenciónde modeloslocalesrealistasde la topografladelmar.

Esteconstituyeel último punto deestetrabajoen el queseanalizala separaciónentre
ambassuperficiesusandofiltros queseleccionenla partede largalongitud de ondafrentea la
de corta. Sepretendehacerestaseparaciónya quela partede cortalongitud de ondapuede
incluir a los erroresen la determinacióndel campogravifico y su influenciatanto sobreel
geoide empleadoen tal segregacióncomo en el cálculo de las efeméridesdel satélite
necesariasparala obtenciónde la altitud del mar. Se estáusandoel hechoya mencionado
anteriormentede que los coeficientesde Jos términos de órdenesbajos del modelo de
geopotencial (y por lo tanto la partede bajafrecuenciadel campode la gravedad),sí están
determinadosde formaprecisa.

Se estudiala convenienciade describir las funciones que actúancomo tales filtros
usandodistintostipos de variablesindependientes.Los parámetrosde los filtros o funciones
usadasparadescribirla superficietopográficaseajustaronpormínimoscuadradostomando
comoobservacioneslas diferenciasobtenidasen la zonade estudioentregeoidegravimétrico
y superficie altimétrica. Todasellas se tomaronde igual peso.El análisisde los modelos
adoptadossellevó a cabomediantelacomparaciónde las varianzasa posterioriobtenidasy el
estudiode los residualesparacadauno de los ajustes.

En primer lugar se usaron como variables independienteslas coordenadasque
describenlaposicióngeográfica,como en los modelosglobales,perode forma ajustadaa la
zona.Las varianzasen todos los casoseranpequeñas.Sin embargo,el análisisde residuales
mostrabaun tipo de ajustesmásadecuadoal introducir un grannúmerode parámetrosen la
función.

Se presentantambiénotro tipo de estudiosen los que las variables elegidaspara
describirla superficieincluyenlas profundidades.Estetipo de modelosresultamásadecuado,
puesto que se obtienenmenoresresidualesincluso con modeloscon un número no muy
grandede parámetros,en cuya resoluciónapareceránpor tanto, matricesmás sencillas.Para
los cálculosse usarondistintosmodelosbatimétricossiendo muy similares los resultados
obtenidos.

Como la mejorade los ajustesestan significativa, seprobarontambiénmodelosque
describiesenla superficietopográficacomo función únicamentede laprofundidad.Es de gran
interés el resultadoobtenido al incluir entre las variables la batimetría, ya que viene a
confirmar la correlaciónenunciadaentre la superficie del mar y los accidentesdel fondo
marino,al menosparaaguaspocoprofundas.Así, sehaceposibleobtenermodeloslocalesde
superficietopográficadel marparaaguassomeras,medianteelusode funcionescrecientesde
las altitudesbatimétricas,por la relaciónexistenteentrecotasbatimétricasextremasy valores
tambiénextremosde separaciónentregeoidedeterminadogravimétricamentey la superficie
mediadelmar obtenidaporajustede datosaltimétricos

.

e,.,
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CAflTUIW 1

MODELO DIGITAL DE TERRENO

DE ESPAÑA

Si se quiere reproducir el campo de gravedad de la Tierra (en particular las
ondulacionesdel geoide)con la mayorprecisiónposible,esnecesariocontar conel máximo
númerode observacionese informacióngeodésicasobrela zona. Con datosde la topografía
enforma de modelodigital de terreno, sepuedeobtenerun campode gravedad“residual”
eliminandolos efectosde las masastopográficas.Estecamposerálocalmentemássuave,por
lo que puederepresentarsepor un númeromenor de datos, lo que resulta especialmente
importante con fines operativos. Este procesode reducción es esencial para obtener
prediccionesde precisión, sobretodo en zonascon topografía rugosa.Dada estanecesidad
de contar con informaciónsobrela topografíalocal, en estecapítulosepresentael proceso
de elaboración de unos modelosadecuadospara proceder a la reducción de efectos
topográficossobre los datos segúnla metodologíade modelo residual de terreno. Estos
modelossehan construidoa partir del MDT200 del IGN y el ETOPOSUdel International
CeoidService<lOeS).

Completaestecapítulo un estudiosobrela compatibilidadsobreuna zonadeprueba
entre los dosmodelos.

1.1. OBTENCION DE UN MODELO DIGITAL DE ESPAÑA

Parapoderteneren cuentala topografíaen los estudiossobreel campode gravedad
y el geoide,esnecesariodisponerde un modelo digital del terreno.De estemodopodríamos
hacerla reducciónde terrenode los datossuavizándojosy posteriormenterestituir e] efecto
topográficosobrela cantidadcalculada.

En este trabajo se utiliza el modelo MDT200, creadopor el Instituto Geografico
Nacionala partir del Mapa Provincial 1:200.000(GarcíaAsensioet al, 1992).Estáformado
por 169matricesde cotasaltimétricasreferidasapuntosencoordenadasUTM cubriendocada
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una de ellas una extensión aproximada de algo más de 30’ x45’ con un espaciado entre puntos
de 200 metrosen las direccionesX e Y. Algunasde las matricesno estabancompletasya que
al generarsepor digitalización de mapasterrestresnacionales,existíanhuecostanto en los
puntos localizadosen el mar como en los que transpasabanlas fronteras del país. En
principio, los primerosestabanrellenoscon cerosy los segundoscon -999., marcasde cota
desconocida.Debido al procesode formación de las matrices,hay un solapamientono
constanteentrelas zonasrepresentadasporellas.

Paracorregir los datosporefectostopográficos,senecesitaqueel modelo de terreno
cubra la zonaa la que correspondencon un cierto margenparaevitar efectosdebidosa la
falta de informaciónen los límites. Dado que las zonasque configuranel MDT200 son muy
pequeñas,el procesoseharíamuy largo. Fue másadecuadogeneraruna nuevaversióndel
modelo que cubriesezonasde mayorextensiónpor unión de las zonasdel original que lo
hagamásmanejablea la hora de trabajarcon zonasmayores,como la que nosocupa.

Partiendode esteesquema,seoriginaronnuevezonascubriendola partecontinental
del paísy tresmás, unaparacadaunade lasmayoresislasde] archipiélagoBalear. Cadauna
de ellas tiene un borde de 15 kilómetros (Tabla 1.1.). Su objetivo será proporcionar
informaciónsobreel relieve en zonascercanasen la reducciónde efectostopográficos.

Paraevitarhuecosen el modelo y disponerde informaciónsobrela batimetría,se usó
otro modelodisponiblesobrela zona,estavezglobal: cl ETOPO5U.Así, el modelogenerado
seforma porunión de las cotasdadasen cl DTM200 del IGN sustituyendolas cotasqueéste
no tiene por aquellosvalores interpoladosdel ETOPO5Uparasus posiciones.

XÑA LSd’ UF &DJALS ti 2’% MI

ZONA ~MIN ~MAX XMIN XMAX DY DX LR NR

zl.cotas 4656000 4919000 -70000 316000 200 200 9655 1316

z2.cotas 4650000 4869000 316000 690000 200 200 9350 1096

z3~cotas 4505800 4821000 690200 1085400 200 200 9885 1577

z4.cotas 4487000 4655800 -38000 374000 200 200 10305 845

z5.cotas 4484000 4649800 374200 690000 200 200 7900 830

z6.cotas 4206000 4486800 41000 434800 200 200 9850 1405

z7.cotas 4206000 4483800 435000 856000 200 200 10530 1390

z8.cotas 3936000 4205800 34000 367000 200 200 8330 1350

z9.cotas 4039000 4205800 367000 764000 200 200 9930 835

Mallorca 4310000 4445000 415000 565000 200 200 3755 676

Menorca 4385000 4460000 545000 635000 200 200 2255 376

Ibiza 4255000 4355000 320000 405000 200 200 2130 501

TABLA 1.1: Zonascon intervalo de 200 metros
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ZQNA~ CON J~4TERVKLO DE lb MI

ZONA ~M1N ~MAX XMIN XMM, DY DX LR NR

zlíOOO 4656000 4918000 -69000 316000 1000 1000 386 263

z21000 4650000 4868000 317000 690000 1000 1000 374 219

z31000 4506000 4829000 691000 1086000 1000 1000 396 315

z41000 4487000 4656000 -38000 374000 1000 1000 413 169

z51000 4484000 4649000 375000 690000 1000 1000 316 166

zólOdO 4206000 4486000 41000 434000 1000 1000 394 281

z71000 4206000 4483000 435000 856000 1000 1000 422 278

z81000 3936000 4205000 34000 367000 1000 1000 334 270

z91000 4039000 4205000 367000 764000 1000 1000 398 167

MalllOO 4310000 4445000 415000 565000 1000 1000 151 135

MelOOO 4385000 4460000 545000 635000 1000 1000 91 76

IbilOOO 4255000 4355000 320000 405000 1000 1000 86 101

TABLA 1.2: Zonascon intervalo de 1000 metros

Además,. para la reducción de la gravimetría por efectos topográficos, se crearon otras
versiones del modelo que fueran útiles a la hora de considerar las zonas más alejadas. Las
matrices de cotas que las constituyen se refieren a una región extendida 100 kilómetros más
en cada margen, y están formadas por valores medios de las cotas deI 200, en un caso, sobre
cada kilómetro (Tabla 1.2.), y en otro, para actuar como modelo de referencia (más suave)
sobre cada 42 kilómetros en la dirección del eje X, y 56 en la del eje Y, que es
aproximadamentelo que correspondea medio gradoen la regiónen la que se trabaja.Esta
elecciónvienedeterminadaporquelos modelosde geopotencialqueseusaránposteriormente
ya contienen algún efecto topográfico que se debe evitar considerar de nuevo (Fosberg y
Tscherning, 1981).

1.2. DESCRIPCIONDEL MDT200 ORIGINAL

El modelo MDT200 del Instituto GeográficoNacional se generóa partir del mapa
1:200.000 por digitalización de curvas de nivel. Como primer paso en su proceso de
elaboración, el Instituto examinó cada una de sus páginas (correspondientes a una dimensión
de 10x1.50) procediendo en primer lugar a una validación geométrica y altimétrica, para luego
recomponerlas curvas de nivel. Tras esto, los datos de cadahoja se separaronen cuatro
gruposde los que se generaronlos respectivosficheroscon el programaSCOP (Stuttgart
ContourProgram).Las dimensionesde las subáreasa las que representanno sonfijas ni éstas
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son disjuntas entre sí puesto que se eligen de forma que cubran el mínimo rectángulo UTM
hasta el kilómetro exacto que contenga a la zona de 30’~45’. Las matrices de cotas se forman
porun procesoindependientede ajustemínimoscuadrados.Paracadaajustesetomanpuntos
de referencia contenidos en las subzonas adyacentes de modo que se asegure la continuidad
de la solución.

El modelo está formado por 196 ficheros de cotas correspondientes a las 196 matrices,
en coordenadas UTM, equidistantes 200 metros entre sí en las direcciones X e Y. También,
como los ficheros contienen sólo a la matriz, se incluyen ficheros con la información sobre
las coordenadas extremas que cubren cada una de las matrices, su longitud y la zona elegida
para la transformación a UTM(que han sido las 29, 30 y 31).

Las zonas en que el modelo no está completo al no disponer de información (bien
batimétrica o sobre las cotas en Portugal y Francia) aparecen señaladas con -999.

1.3. PRECISIÓN DEL MODELO TOPOGRÁFICO

La precisióndel modelocon el que se han hecho las reduccionesde terreno,depende
de la del modelo del ION del que proviene, unos 40-50 metros. Para determinaría, durante
su producción se hizo un primer estudio al examinar las diferencias obtenidas en las alturas
asignadas a puntos que apareciesen en más de una zona. Estas diferencias se mantuvieron en
un orden de 1.4 a 21.2 metros, con un valor medio de 4.8 metros, resultado bastante
satisfactorio teniendo en cuenta que las curvas de nivel que se digitalizaron estaban a
distancias de 100 metros. Se llevó a cabo otro estudio tras finalizar el modelo, examinando
las proyecciones del relieve reproducido en el modelo. Comoeste proceso de validación es
básicamentevisual, sólo escapazde detectarerroresgrandes.Es necesarioentonces,proceder
a una validación más fina. Para ello, el ION estima la precisión exterior del modelo MDT200
usando una comparación directa con otro más detallado, el MDT25 que se encuentra en
proceso de producción. Está siendo confeccionado usando el mapa topográfico nacional
1:25.000.La comparaciónentreambosno ha sido terminadapuestoque el segundomodelo
no está completo. Hasta ahora, sobre una muestra de zonas, el error mínimo cuadrático
alcanza valores por debajo de la tercera parte de la equidistancia existente entre las curvas de
nivel empleadas.

1.4. COMPARACIONLOCAL CONEL ETOPO5U
e,.

Porotro lado, sehanhechoalgunosestudioscomparativoscon otro modelodisponible
de la zona, el ETOPO5U, con el objetivo, más que de determinar la precisión externa del
modelo, de ver la compatibilidad existente entre ellos, es decir, si reproducen la misma
topografía y en la misma localización geográfica. Esto resulta más importante para nuestros
trabajos al haber usado cotasinterpoladasdel ETOPO5Uparaeliminar huecosexistentesen
el modelo 200.

El modelo ETOPOSUestáformado por altitudesmediassobrecadapunto de una
cuadrícula en coordenadas geográficasde 5’x5’. Ambosno son comparablesdirectamente,ya
que el modelo español es más denso y constituido por cotas puntuales y no por medias, que
suavizanla topografía.Así, primero se crearondos modelossobrela zonade estudio,a partir
de ellos que tuvieran características más similares. La zona que cubren es de
523000<X~cl08’7000y 4105000<Yc4’766000,ambasreferidasal huso 30.

12
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LIMITESUTMDELA

ZONA

XMJN XMAX YMIN YMAX

NUMERO TOTAL DE
PUNTOS

PORCENTAJEDE
PUNT. COMPARADOS

PUNT. COMPARADOS 3029 100%

DIF.MAYORES 400 M 186 6.14%

DIF.ENTRE 300-400 153 5.05%

DIF.ENTRE200-300 345 11.39%

DII{ENTRE 100-200 725 23.94%

DIF.BAJO 100 M 1620 53.48%

TABLA ¡.3: Comparaciónde modelostopográficossobrela zonade estudio

5

4
1

FIGURA 1.1: Histogramade d<terenciasobtenidasen la comparación

El primero de los modelos,generadoa partir del modelo MDT200, setomó como
mediasde las cotasen una zonade aproximadamente5’x5’ para la latitud media.

El segundo,seformó apartir del ETOPO5U por interpolaciónen los mismospuntos
de la cuadrículaproducidaanteriormente(porlo tanto,en estainterpolaciónnoseprodujouna
densificacióndel modelo).

Entre ambosse hizo una comparacióndirectade los puntos sobrela Península.Los
resultadosde tal comparaciónsemuestranen la tabla 1.3, el histogramade las diferenciasen
la figura 1.1, y la distribución de los puntos incluidos en cada intervalo de rango de
diferencias,apareceen la figura 1.2.
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FIGURA 1.2: Distribución de los puntoscon djferenciasen las cotas

FIGURA 1.3: Perfil de la costaen los dasmodeloscomparados
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A la vista de tales resultados, lo primero que se aprecia es que hay una aparente
distribuciónde puntoscongrandesdiferenciasen el nordestey noroestede la zona,y el resto
no pareceajustarsea ningunadistribución geográficaaparente.En cuantoal histograma,
podemosver unamayorconcentraciónde diferenciasen el intervalo de O a 100 metros.Estas
diferenciassonalturaen el modelo 200 menosalturaen el ETOPO5U,por lo que se puede
deduciruna pequeñatendenciaa sermayoreslas cotasen elmodeloespañolqueen e] global,
aunqueno excesivamentemarcada.

Las diferenciasgrandesobtenidasen estapnmeracomparacióny la experienciade
validacionesdel ETOPO5Uen otros países(Arabelos,1993; Furstet al, 1993),hizo pensar
que pudieranser debidasno sólo a errores de los datos comparados,sino también a la
existenciade algún tipo de sesgo entre ambos. En estos ejemplos parece existir un
desplazamientodel ETOPOSUdeunos5 minutossólo en longitud.Particularmente,en el caso
de Italia (Furst et al, 1993),el sesgoafectaa la parteterrestre,la que apareceen el estudio.
Por todo ello se decidió hacer un análisis más exhaustivodel ETOPO5Usobre la zona,
principalmentede la posible existenciade tal variación en longitud y como afectaríaa Ja
comparación.

Para ello, bajo la sospechade eseposible sesgode 5’ en longitud del modelo
ETOPO5U,sereprodujola costaen ambos,paraver si su situacióncoincidíay en caso de
que no lo hiciera, existieraun desplazamientomáso menosconstanteentreambas.En la
figura 1.3 se muestrael resultado.La línea continuacorrespondea la costareproducidaen
el modelo MDT200 y la línea con puntosa la cotacerodel ETOPO5U.A la vista de los
resultados,se puedeapreciarque, al menos para la zona de estudio, existeuna aparente
desviaciónde la costaen longitud, mientrasque en latitud reproduceel mismo perfil.

Con todo esto,sehizo una segundacomparación,estavez, entreel modelo generado
a partir del MDT200 y el ETOPO5U desplazadoen 5’ a fin de ver si las diferencias
disminuían como parece ser la tendenciaen las zonas tratadas en los trabajos citados
anteriormente.Los nuevosresultadosaparecenen la tabla 1.4 y figuras 1.4 y 1.5.

ONA PRUEBA DEL MODELO UJIGITAL

LIMITESUTMDELA

ZONA

XMIN XMAX YMIN YMAX

523000 1084000 4105000 4766000

NUMEROTOTAL

DE PUNTOS

5920 PORCENTAJEDE PTOS

COMPARADOS

PUNTOS COMPARADOS

DITF.MAYORES 400 M

DW.ENTRE 300400M

DIF.ENTRE200-300M 173 5,71%

DIF.ENTRE 100-200M 583 19,25%

DIF. BAJO 100 M 2091 69,03%

TABLA 1.4: Comparaciónde modelostras incluir sesgoen el ETOPOSU
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FIGURA 1.4: Histogramade diferenciastras moverel ETOPO5’
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FIGURA 1.5: Distribución de puntoscon diferenciasen cotastras moverel ETOPO
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Segúnlos resultadosobtenidossepuedeapreciaruna disminuciónde las diferencias
lo que equivaldríaa que ambosmodelosreproducenbásicamentela misma topografíapero
ligeramentedesplazada.

Peseaesto,parapoderafirmarqueexisteun corrimientoen coordenadasde uno aotro
modelo, sedeberíancompararglobalmenteo al menosen mászonasparaver si sepresenta
lamismatendencia,puestoquelo queanivel local pareceunatraslaciónpuede,o no aparecer
en otraszonas,o serunatransformaciónmáscomplicada.

El histogramade estaúltimacomparaciónsiguemostrandounaligeratendenciade las
cotasdel modeloespañola sermayoresde las del ETOPOSU.

La permanenciade diferenciasgrandesdistribuidascomo antes,especialmenteen el
nordestey noroestede la zonahacepreguntarsesi sedebena unamala reproducciónde un
accidentegeográficoenparticularo bien aerroresgroseros.Una inspecciónmásdetalladade
los 108 puntos condiferenciasmayoresde 400 metros,muestraquevariasde ellas sedeben
a erroresgroseros.En la figura 1.6 semuestrala distribuciónde los 16 puntoscon diferencias
realmentegrandes incluso despuésde desplazarel modelo ETOPO (del orden de 1000
metros).Se trata claramentede equivocaciones,pero existen.Paramás detallesver Sevilla
y Rodríguez,1994. La topografíareproducidapor el modelo resultanteen la posteriorzona
de estudiopuedeverseen la figura 1.7.

FIGURA 1.6: Distribución de puntos condiferenciasgrandes
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1.5. CONCLUSIONES Y RESULTADOS

En este capítulo se han presentado:

1. Versiones del modelo digital de terreno de España generadas a partir del MDT200
del Instituto GeográficoNacionalconel fin de calcularlas correccionesde terrenonecesarias
paralos estudiosde geoidea efectuaren estamemoriacon unamayor facilidad operativa.

2. Dadoque las zonaspresentadassehancompletadoen aquellospuntosdondeno se
conocíala cotacon el modeloETOPO5U,se ha hechouna comparaciónsobrela zonade
estudioentre los dos modelospara ver hasta qué punto ambos son compatibleso si el
resultadoobtenidoestaríaafectadode una gran falta de homogeneidad.

3. A la vista de los resultadosobtenidossobrela zonade estudio,podemosconcluir
queen ella el ETOPO5Uestáafectadode un sesgode 5 minutosen longitud. Introducciendo
unatraslaciónde tal valor, ambosmodelossehacenmáscompatiblesobteniendoun menor
número de diferencias. Para esta zona podemosafirmar que es mejor completar con
ETOPO5Uuna vez que ésteha sido trasladado5 minutos.
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CAIPifDIO 2

TRATAMIENTO INICIAL DE DATOS
GRAVIMETRICOS

Un primer paso que se tiene que dar antes de calcular un geoide que se quiere
preciso,esasegurarque los datos disponiblesno esténafectadosde errores queperjudiquen
a las futuraspredicciones.Por ello seha de efectuaruna validaciónde los datosoriginales.
De los diversosmétodoscon los que esposiblellevar a cabo estavalidación, seha elegido
el de usar prediccionesde los valores dato por colocación mínimo cuadrática y buscar
diferenciasgrandesentredato y predicciónsegúnun procesoiterativo.

Estemétodoya ha sido usadopreviamenteconfinesvalidatorios(Sevillaet al, 199la
y 199Ib, Sevilla et al, 1992a). Además,nos ha permitido realizar un estudio, también
presentadoen estecapítulo,sobrecómoactúa la colocacióncomométododepredicciónde
anomalíasdegravedad.Dicho estudiosecompletaráen el siguientecapitulo con un trabajo
paralelo, en estecasosobre la predicciónde anomalíasde la altitud.

2.1. CONSIDERACIONES GENERALES. METODO DE COLOCACION

Encabezandola seriede geoidescalculadossobrela zonade estudioparael objetivo
final de compatibilizarlos,se procedióa obtenerun primer geoidegravimétricocalculado
usandola técnicade “eliminación-restitución”y lacolocaciónmínimocuadrática.Estemétodo
ha sido aplicadocon éxito por varios autores(Tscherning,1982, Arabelos, 1989, Sevilla et
al, 1992b,Sevilla y Rodríguez-Velasco,1993). Paraaplicarlo trabajamosen aproximación
esféricasin cometerun error excesivosiempreque se usencantidadesresiduales.

El potencialgravífico de la Tierra sepuedesepararen potencialnormalU, primera
aproximaciónal mismo,y potencialperturbador,T:

W=U’-T (2.1)

Seráposiblela determinacióndel potencialy de lascantidadesrelacionadascon él si
seconoceT, función annónicafuerade las masas.El problemaesque la figura en la que
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talesmasasesténcontenidasno esconocida,ni regular,comotampocolo es la distribución
de talesmasasen su interior. T, entonces,no esdeterminablede formaexacta.Kaula fue el
primeroen intentardeterminarlocomocantidadde un campoaleatorio.

Así, sebuscaT por aproximacionesen un espaciode Hilbert H: el de las funciones
armónicasfuerade una esferallamadaesferade Bjerhamrnar,totalmentecontenidaen el
interior de la Tierra, y regularesen el infinito. Las funcionesque constituyenesteespacio,
por los requisitosparaestaren él, sonanalíticaspor lo que sepuedenrepresentarpor series
de potenciasconvergentesaunqueen principio no puntualmente,de armónicosesféricos
fuertementenormalizados,que sonentoncesun sistemaortonormal completode 1-1:

>5 ‘5

R
sn—O ‘51=1

dondeR esel radio de la aproximaciónesféricadaday r el radio vectorrespectoal centro.
El producto interno con el que el espacioes de Hilbert es el valor medio de los

productosde los valoresde las funcionesf y g sobrela superficiede la esferacy:

‘~flgY=Ijjfgdn (2.3)

y la normacorrespondienteserá:

lIfB=(~ijj+da)¡I2 (2.4)
4n6 —

Nos fijamos ahoraen los funcionaleslinealesde elementosde esteespacio.Deentre
ellos, nos vamosa centraren los acotados,esdecir, los que verifican:

IL(ty=MI$, MeR, \tfeH (2.5)

Todos ellos constituyenel espacioHt dual de H, tambiéncon estructurade espacio
de Hilbert respectode un productointerno definido en función del de H. Cadaelementode
H tiene asociadoun elementode H que lo representa,estoes,que verifica:

L~(f)sl(P),VfeH (2.6)

al que llamamos1, representantedeRiesz.El productode dos funcionalesL1 y L2 sedefine
como el productode sus representantesI~ y 12.

<L1,L)~ =(l~,l~> IILJI=<L,L>, (2.7)

Si en H estánlos funcionales“identidad’ o que verifican:
e,,

L~(J) =ftP),VP (2.8)
e,

su representanteen H, hacede núcleoreproductordel espacio,esdecir, esunafunciónK~ que e,

puedegenerara todo el espaciopuestoque:
K(Q) ~K(P,Q) (2.9)1’ e,

y paratoda f del espacioH:
e,,

ftP)=(K(P,Q)ftQ)> (2.9’) —<

En los espaciosdeHilbertconnúcleoreproductorlos desarrollosrespectode funciones
que forman un sistemaortonormal convergenpuntualmentey no sólo en norma.El núcleo
reproductorvale tambiénpararepresentara los funcionaleslineales:

22



(2.10)L<j) =L%k>=~f,Lk> L1L2K(P,Q)=K(L1 ,L2>

Veamosqué núcleo reproductorelegir paraobtenerla mejorestimación.Si sequiere
predecirel valor de unacantidad1 en un punto P (llamamosIi,) comocombinaciónlineal de
unasobservacionesen u puntos,l~, i=1 .. .n, tenemosexpresionesdel tipo:

n

í=>ja¿ (2.11)

El problemaseráencontrarlos coeficientescc.~ de tal combinaciónmás adecuados
segúnel tipo de predicciónque sequiera. El errorde predicciónes:

‘5

¿—1
y su cuadrado:

>5 >5 >5

4=l~—2B a~4l.+~ > a~.a~k
1~ (2.13)

1=1 ¿=1 k=l

Tomamosla mediaM esféricasobreel áreaconsideradaque da la función covarianza:

M{llkÑCSk M{llkzzC M {4}—c’0 (2.14)

y con todo esto,definimosel errormedio cuadráticodel valor predicho(desviacióntípicade
la predicción)como:

>5 >5 >5

m%= M {E~ m%=C0—2~cyC,,1-~~~~j %~cLPkC,k (2.15)
¡=1 ¡.1 k=l

Queremosquela estimaciónseade mínimoerror mediocuadrático,luegola condición
quehan deverificar los coeficientesesque haganmínima (2.15).Paraello:

aPkc~O,(il...n) (2.16)

k=l

y la solución es:
>5

cLPk—rctc~~ (2.17)
i=1

(CIk” son los elementosde la matriz inversa, no los inversos de CÍk). Llevando estos
coeficientes a la expresión(2.11) tenemosquela predicciónes(Heiskaneny Moritz, 1967>:

>5 >5 >5

i~=r aPklk=E 1? C4<C~1íJ~ (2.18)
k’sl k—I ¡—1

Así, para conseguirla estimacióncon mímimo error medio cuadrático,el núcleo
reproductordebeserla función covarianza,y serdefinidapositiva. Si no esasí, puedehaber
problemasenel último sumandode (2.15) y no habermínimo.Estafunción verifica todaslas
propiedadesmencionadas.Buscamosque seaisótropa,luego tendrála forma:

¿=~

con: rp y r~, radios vectoresde los puntosP y Q respectoal centro de la Tierra.
P~, polinomios de Legendre.
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9.

‘w distanciaesféricaentre ambospuntos.
R, radio de la aproximaciónesféricaenpleada.
a,, varianzasgradode los armónicosde Laplacede grado i.
ComoLO y a~ constantespositivasseverifica la condiciónnecesariay suficientepara

que la covarianzaseadefinidapositivay por lo tanto tengasentidoel problemade mínimos
cuadrados.

En principio, si se quiereaproximar una función respectode un sistema {fJ en el
espacio de Hilbert, lo usual es hacerlo como una combinación de sus elementoscon
coeficientes los productos internos <f,f1> y una serie de requerimientossegún las
característicasque sequiere que verifique laestimación.Con esteplanteamiento,senecesita
quef, funcióna aproximar,seaelementodel mismoespaciode Hilbert del quesonmiembros
los t y así poderobtenertalesproductosinternos.La funciónT aaproximar,no perteneceal
espacioal tenerun dominio de armonicidad distinto (hastalas masas,y no hastala esfera
de Ejerhammar).Un requisito más importante para la colocación y que solucionaeste
problemaesquela estimaciónreproduzcaa las observaciones,estoes,que si seaplicanlos
funcionalescorrespondientes,resultende nuevo los valoresde partida. Así, sedeterminauna
estimaciónT0 comocombinaciónlineal de las funcionesarmónicasL1K(P,Q) de coeficientes
las solucionesde las ecuacionesnormalesdefinidaspor la condición (2.16). Este tipo de
predicciónva a reproducirlas observacionesverificando:

e,’L.(T)=L(T),i= 1,2.... (2.20)

y al habersegeneradousandola función covarianzacomonúcleoreproductor,esóptima en
el sentidode los mínimoscuadrados,tal y como seesperaba(Tscherning,1978).Se puede
aplicaral problemala metodologíade la colocación,siempreque la observaciónsí seadel
espacio. Aunque T no sea elemento, por el teoremade Runge puede aproximarse
arbitrariamentebien por funcionesde H (Krarup, 1969).

Al trabajarcon las cantidadesquenosocupan,seplanteael problemade si la función
covarianzadel potencial creadopor la masa de un cuerpo no esférico puedeser función
isótropacomosesupuso:sehacenecesariosuavizarel campoparamanejarlos conceptosque
aparecenaquí.Así, tambiénquedalo másrepresentadoposiblecon menosdatosy se facilita
la interpolación.Paraconseguirtal suavizado,tomamoslos datos como formadospor tres
partescorrespondientesa tas largas longitudes de onda, a las mediasy a las cortas,y lo
mismo con los resultados.En el procesogeneral que se desarrollaráposteriormentede
eliminación-restitución,previamentea cualquiercálculo, las panesde largas y cortas

longitudesde ondadebensustraersedel dato. Entonces,sólo intervieneen la colocaciónla
parteresidualde las observaciones.A los resultadosobtenidoshabráque restituirlesla parte
correspondientea las componenteseliminadasparatenerla soluciónfinal.

El método de colocaciónes una extensión de la técnica de predicción mínimos
cuadrados.La idea de la fórmula de predicción de anomalíasde Moritz, basadaen la
interpolación,Krarup la formaliza de modo que es útil para determinarT utilizando su
función covarianzaK, no determinablea partir de observacionesdirectas, sino indirectas
usandodespuésleyesde propagaciónde varianzasy covarianzas.Por talesleyesel método
de colocaciónresultaset muy potentepuestoque es capazde combinardistintos tipos de
datos, siempreque todos ellos, cantidadesobservadasy a determinar,se puedanexpresar
como funcionaleslinealesdel potencialanómalo,L1(T). En nuestrocaso, las observaciones
son anomalíasde la gravedady se pretendeestimar ondujaciónde geoide.Seráposiblepor
las relacionesexistentescon el potencial:
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N=T/y Ag=-aT/ar-2T/r (2.21)

dondeN denotala ondulaciónde geoidey y; la gravedadnormal.
El métodoparausodeordenadoresseestablecióen el programaGEOCOL,partedel

paqueteinformáticoGRAVSOFT creadopor CC. Tscherning,P.K. Knudseny R.Forsberg,
usadonumerosasvecesen estetrabajo(Tscheminget al, 1994c).

2.2. DATOS GRAVIMETRICOS

El bancode datosgravimétricosdel que seextrajo la muestrade trabajopresentada,
es el generalde gravimetríade la PenínsulaIbérica (Sevilla, 1994ay 1994b).Estáformado
por 110.948puntos dato, referidosal sistemaIIGSN7I por lo que se refiere a gravedades
medidasy al GRS8O en cuantoa coordenadasy gravedadesteóricas,que provienende
distintas fuentes: el Instituto de Astronomíay Geodesia (IAG), el Instituto Geográfico
Nacional (ION), el Bureau GravimetriqueInternationale (BOJ), el Instituto Portuguésde
Cartografíae Cadastro(IPCC) y la DefensingMappingAgency(DMA, actualmenteNIMA).
Son el resultado de la homogeneización,comparacióny validación de todas ellas. La
distribuciónesbastanteregularaunqueexistenzonasdemayorconcentración.

De este banco general de datos, se eligió una zona que fuera lo suficientemente
representativapara el estudiohecho. Se tomó una con una extensiónde cuatrogradosen
latitud, (desde38’5 a 420), y otros cuatro gradosen longitud (desde-l.5’5 hasta2.50). De
dimensionescasi cuadradas,estazonaofrecela ventajosasituaciónparanuestroestudiode
tenerpartede su territorio en la Penínsulay el restoen un mar cerrado,el Mediterráneo,
ademáscon un archipiélago.Ambas partesde la zona global parecenlo suficientemente
extensascomoparapoderprocedera unaconfrontaciónde los métodosque sevan aemplear
(Ng. 2.1 y 2.2). El mapade las anomalíasairelibre sobrela zonasemuestraen la figura 2.3.
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FIGURA 2.1: Distribución de datos terrestres
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FIGURA 2.2: Distribución de datos marinos e,

Paraaplicarcolocación,los datosno necesitanestardispuestosequidistantescomo
ocurreen los métodosde integraciónnumérica.Sí seránecesarioquela distribuciónseamás
o menosuniformeparaasegurarque la covarianzaelegidarepresenteplenamenteal campo
de la gravedadde la zonay no estéafectadapor ningún tipo de sesgo,consecuenciade una
distribución irregular de datos (Rodríguez-Velascoy Sevilla, 1992). Por estoes necesario
estudiarpreviamentela disposiciónde los datosdisponiblesy procedera un muestreode los
mismossi seconsideranecesario.Esteestudiopuedehacersesimplementede forma gráfica
(Fig. 2.1 y 2.2). A la vistade los resultadosse apreciaque la distribuciónde datosterrestres
es bastanteuniforme y muy densa,mientrasque la de los marinos,con menorcantidadde
puntos,estácruzadapor trayectoriasde barcoscon una mayor concentración.Seráentonces
convenienteefectuarun discretizadode los datos antesde calcularfuncionescovarianzaa fin
de que sedistribuyande un modo similar en toda la zona.

e,’

e
2.3. MODELO DE GEOPOTENCIAL

fls

Paraquitar la partede alta y media longitud de onda de los datos, usamosuna
aproximación de ellos proporcionadapor un modelo de geopotencial. Esto es, dado el
desarrolloen armónicosesféricosdel potencialanómalo,(Heiskaneny Moritz, 1967),

T(r,e2O=S~!y __ (AC,~cosmX+AS sinmX)P (cose) (2.22)

e,
donde:

GM es la constantegeocéntricade gravitación,
a esel semiejemayordel elipsoidede referencia,
r, 6, X, son las coordenadasdel punto de cálculo,

~nm’ funcionesde Legendre,
ACnm, AS0,,,, coeficientesdeannónicosfuertementenormalizados.
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Usamoscomo valor del mismo,el resultadode sustituirun conjuntode coeficientes
(ACom, /XSnm) previamentedeterminadoshastaun cierto grado.Talescoeficientesseestiman
por un ajuste mínimos cuadradosde un grupo de observacionesde distintos tipos. Sus
precisionesvienendadaspor las varianzasgrado,y van decreciendoa medidaque aumentan
ordeny grado.

Los datosque puedenservir parala determinaciónde estoscoeficientesprovienende
tres fuentesde observacióndistintas:

a) ópticas,radar,Doppler GPS, laser ... a satélitesartificiales.
Estetipo de observacionesresultasersensiblea los armónicosde orden
alto del campo, luego permiten la determinación de las bajas
frecuencias.

b) anomalíasaire libre de lagravedadrepresentadasporvalores
mediosde medidasterrestres.La informaciónque contienenes sobre
las altasfrecuenciaso característicaslocalesdelcampo.Comoproblema
nosencontramoscon huecosen la disponibilidadde datos.

c) altimetríapor satélite.Sonadecuadasparala estimaciónde
términosde altay mediafrecuencia.Sirvenparacompletara las del tipo
b), puestoquesólo las tenemosparazonasmarinas,las menoscubiertas
por medidasdel tipo anterior.

En general,los modelosdeterminadosa partir sólo de informaciónde satélitestienen
ordenmenory por lo tanto menoscoeficientespero si incluyen ademásdatosde gravimetría
constande más coeficientespor lo que en generallos modelosmixtos son más precisosal
tenerinformaciónsobrelongitudesde ondamáscortasdel campode la gravedad(Rapp, 1981,
Rapp et al, 1991).

2.3.1. Combinaciónde datosde distinta naturaleza.
Efectosdel grado del modelo de geopotencial

Al combinardistintostipos de datos,lo normal esobteneruna buenaresoluciónen
todaslas longitudesde ondarepresentadas.La contribuciónmayorparala ondulacióndel

-1 0
FIGURA 2.3: Mapa de anomalías4 gravedacla10 miligales
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N.DATOS: 7172 MEDIA D.TIPICA MINIMO MAXIMO RANGO

AIRE LIBRE 8.36 23.03 -64.97 133.50 198.47

A.L - OSU9I A 200 -3.77 21.21 -91.51 101.45 191.68

A.L - 05U91 A 280 -1.90 19.43 -84.19 104.63 188.82

A.L - 05U91 A 330 -1.80 19.32 -75.48 109<82 185.30

A.L - 05U91 A 360 -2.39 18.51 -83.01 109.54 192.55

TABLA 2.1: Aig aire libre terrestresmenosmodeloconsideradohasta distintosgrados

N.DATOS: 7172 MEDIA D.TIPICA MíNIMO MAXIMO RANGO

EFECTODE MRT -3.80 18.45 -60.67 114.07 174.74

REDUCIDA (200) 0.03 15.20 -57.28 41.32 98.60

REDUCIDA (280) 1.90 12.58 -41.96 44.23 86.19

REDUCIDA (330) 2.01 11.51 -38.38 43.72 82.10

REDUCIDA (360) 1.42 11.69 -35.04 42.66 77.70

TABLA 2.2: Aig terrestresreducidasconsiderandomáso menoscoeficientes

DÁflEOS Lfr4JJ~ E~

N.DATOS: 1841 MEDIA D.TIPICA MINIMO MAXIMO RANGO

AIRE LIBRE 10.29 19.26 -32.10 68.38 100.48

A.L - 0SU91 A 200 -3.89 16.17 -40.34 46.82 87.16

A.L - OSU9I A 280 -1.86 16.60 -43.31 47.73 91.04

A.L - OSU9I A 330 -1.76 16.31 -47.86 42.18 90.04

A.L - 05U91 A 360 -1.22 15.20 -41.34 44.97 86.31

N.DATOS: 1841 MEDIA D.TIPICA MINIMO MAXIMO RANGO

REDUCIDA (200) -3.17 10.68 -27.59 28.29 55.88

REDUCIDA (280) -1.15 11.82 -31.23 33.05 64.28

REDUCIDA (330) -1.05 13.38 -35.78 34.15 69.93

REDUCIDA (360) -0.51 12.88 -38.81 37.96 76.77

TABLAS2.3 y 2.4: Aig reducidasconsiderandomáso menoscoeficientesdel modelo
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geoideprovienedel modelode geopotencialy de la gravedadlocal mientrasque el efectode
la topografíaesmáspequeño,aunqueerroressistemáticosen la reducciónde terrenopueden
causarerroresde largalongitud de ondaen las predicciones(Tziavos,1993,Zhao,1989).Los
dos tipos de datosde mayor influenciaposeenuna bandade longitudesde ondacomunes.
Paraunacombinaciónóptima seconsideranposibleserroresy no sesuponeninguno de los
dos tipos de datoslibre de ellos. Fuentesde error sonel truncamientode los desarrollosen
armónicosen un orden finito y que el áreade aplicaciónseatambiénfinita (Zhao, 1989),
aunquemayoresserán los efectosde los errores en los datos. Representaremosla banda
comúnporaquélloscon menorerror. En el casode los modelosde geopotenciallos errores
seencuentranen los órdenesaltos.

Por eso,es lógico plantearsehastaqué punto seráadecuadala utilización de todo el
modelo completocon lo que se incluirán coeficientesde precisióndudosa.Los modelos
empleadosparala reducciónhansido el 1FE88E2 y OSU91A(Basicet al., 1990,Rappet al.,
1991), ambosde orden y grado 360. En general, la precisión serámayor con un número
grandede coeficientes,pero localmente,la informacióncontenidaen ellos sobrelas cortas
longitudesdel campopuedeserimprecisao al menospeorque la contenidaen el propio dato.

Algunosautores,(Siderisand Schwarz, 1986) proponenque esteuso de los modelos
de geopotencialhastael mayorgradode que disponenno esla mejor opción paracombinar
con datosde Aig localesy dan comoalternativael usohastaun gradomásbajo completando
con gravimetríalocal.

A fin de estudiarhastaqué gradoeraconvenienteusarmodelodegeopotencialsehan
hechoalgunaspruebassobrela zonatomandopara ello el modelo OSU91A con todos sus
coeficienteshastaordeny grado360 o bientruncamientosanteriores.Se completaesteestudio
viendo en paraleloel efectode las reduccionesa distintos gradossobredatos marinosy
terrestrespor separadoy juntos. De estaforma sepuedever la representatividaddel modelo
empleadoparalos distintostipos de zonas.

A la vista de las tablas(2.1 a 2.6), lo primero que se concluyees que el modelo
estudiado,OSU9lA, reproducede forma distinta los datos segúnéstos sean terrestreso
marinos.En el primercaso,vemosquecon órdenesgrandesse reproducenbien los datos: las
estadísticasde las anomalíasreducidas(tabla 2.1) muestranque se obtienenmediay rango
menoresconsiderandoel modelo hastaun ordende alrededorde 330, aunquela desviación
típica es menor si se toma hasta360. Dado que el fin último de estareducciónesobtener
anomalíascompetamentereducidas (esto es, eliminando ademásla contribución de la
topografía),estudiamoscuál de las reduccionesproduceanomalíasde menorvariación. Así
se puedever no sólo qué tipo de anomalíasobservadasmenosanomalíasmodelo resultaser
el mássuave,sino lo que esmás importanteparanuestrofin, cuál esel que combinadocon
la adecuadainformacióndela topografíadaun camporesidualmejor.Estosresultadospueden
verse en la tabla2.2. En estecasoseconsiguenmenoresmediay rangotomandoel modelo
hasta360, y la desviaciónaumentaun poco. Por lo tanto, sobrela zona, los datosterrestres
parecensermejorreproducidosporel modelo completo.

Distintasconclusionesseobtienenparadatos marinos,con una buenaestadísticade
los resultadostomandoel modelo hastaun orden medio, alrededorde 200. Al aumentar
bastanteel orden la mediava disminuyendo,pero la desviacióntípica aumentasalvo en el
casode 360. Combinadocon la correccióntopográficala mediamásbajasealcanzaal tomar
hastaorden360, mientrasqueel comportamientoen generalesmejorcon un ordenpequeño.
Paradatos marinosparecemásadecuadoconsiderarmenoscoeficientesdel modelo a favor
de una mayorconcentraciónde datos.Peroparaestaszonasno sedisponede la cantidadde
datosque lo hagaposible,salvo usandoconcentracionesgrandesde puntos en itinerariosde
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barcos,lo que producidasesgosen la representatividadde la zona.Tambiénesun problema
no disponerde un modelobatimétricolo suficientementedensoy preciso.

En el casode considerardatosterrestresy marinosala vez, los resultados(tablas2.5
y 2,6) muestranquees mejorconsiderarreduccionesde todo el modelo,hastagrado360.

Así enesteestudioseve queparadatosterrestresy mixtossobrela zona,seproducen
las mejoresreduccionesal tomarel modelohastaun orden grande,y paramarinosserámejor
truncarlo. Paratomar una decisión operativa,nos enfrentamoscon el problema de cómo
completarla informaciónal tomarmenorgradoen los marinos,y porotro lado,paraproceder
a los estudiosplanteadossobre el comportamiento del métodode colocaciónconuno y otro
tipo de datos, lo mejor sería aplicarlo bajo las mismascondiciones. Por esto y porque
sabemosque los datos terrestresson más precisosque los marinos, se decidió tomar el
modelo completo,aunquepuntualizandoen la conclusiónsobredatos marinosparafuturos
estudiossólo deestetipo de zonas.

Las conclusionesobtenidasestánde acuerdocon las de otros autores(Rapp, 1994),
que aconsejanusarlos modelosde gradoalto completos,aun sabiendoque los coeficientes
puedenno serbuenos.Justificaestoel hechode haberobservadofenómenosde ondulaciones
de los resultadosformandofalsosrizos.Estosefectospuedenserdebidosa fenómenosde tipo
Gibbsdel procesode truncamientoque seexplicaránmásadelanteen el capítulo4.

También,los truncamientosde un modelo debenelegirseen función de la densidad
del conjuntodedatosdondesevana calcularlas cantidadesgravimétricas.Por ejemplo,para
hacerun geoideglobal apartirde un modelode grado360 sobreunacuadrícula30x30, lo más
convenienteestomarun truncamientoen el grado60 (de estemodose verifica la relación

e

L~~Qú IDAT&.2. J’TJi~ TT’§12

N.DATOS: 9013 MEDIA D.TIPICA MíNIMO MAXIMO RANGO

AIRE LIBRE 8.76 22.32 -64.97 133.50 198.47

A.L - 05U91 A 200 -3.79 20.28 -91.51 101.45 192.96

A.L - OSU91 A 280 -1.89 18.88 -84.19 104.63 188.82

A.L - 05U91 A 330 -1.79 18.74 -75.48 109.82 185.30

A.L - 05U91 A 360 -2.15 17.89 -83.01 109.54 192.55

TABLA 2.5: Aig aire libre menosmodeloconsideradohasta distintosgrados

N.DATOS: 9013 MEDIA D.TIPICA MíNIMO MAXIMO RANGO

REDUCIDA (200) -0.62 14.45 -57.28 41.32 98.60

REDUCIDA (280) 1.28 12.49 -41.96 44.23 86.19

REDUCIDA (330) 138 11.98 -38.38 43.72 82.10

REDUCIDA (360) 1.02 11.97 -38.81 42.66 81.47

TABLA 2.6: Aig totalmente reducidas considerando más o menos coeficientes del geopotencial
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resolución=180/N).En nuestrocaso,el conjuntoesdenso,luego no sedebecontarcon un
gradobajo si sequierereproducirtal resolución.

Otro problemaen cuantoa los modelosde geopotenciales cuál de los disponibles
utilizar en nuestrotrabajo.Estacuestiónsedesarrollaráen las seccionessiguientes.

2.4. REDUCCIONDE LOS EFECTOSTOPOGRÁFICOS

La aplicación de la técnica de eliminación-restitución incluyendo los efectos
topográficosya ha sido aplicadaanteriormente(Tscheming, 1985, Fosbergy Tscherning,
1981, Gil et al, 1993). La topografíaafectaa los datosprincipalmentede dos formas:por un
lado, haceque las observacionesbásicas,Aig, no vengandadassobreunasuperficiede nivel,
requerimientoen el casode usarla integralde Stokes.Si, comoesnuestrocaso,lo que seva
a usarescolocación,el objetivoesteneren cuentala topografíade modoque seaconsistente
con el método. Uno de los factoresque va a determinarel tamaño de los sistemasde
ecuacionesa resolveres la variación local del campode gravedad.Nuestrointerésestáen
reducir este número para hacer la aplicación más sencilla. Una de las razonesde estas
variacionesserá la topografíalocal ya que una partede la señal,la que domina las cortas
longitudes de onda, se debe a la atracciónde las masastopográficas.Si eliminamos sus
efectossobrelos datos,tendremosanomalíasmássuaves,con lo quetambiénseconsigueuna
interpolación más precisa. El efecto más inmediato conseguido que corrobora este
suavizamientodel campoes la disminuciónde la desviacióntípica, tanto o más importante
que la de la media,que puedellegardel 25 al 50 % (Tscherning,1978).Estopermitiráusar
menosdatos paraobtenerla mismaprecisión(ver tablas2.7-2.9).

En cualquiercaso, es convenienteusar la reducciónde terreno para eliminar la
correlaciónde las anomalíascon las altitudes. El modo operativo de hacerloconsisteen
obtenerel potencialT~ generadopor un modelo de masasdel terreno.El ‘res residual que
tenemosal eliminar ‘m será armónicosiempreque ésteúltimo lo sea. Sobreestepunto no
tenemosproblemas,puestoque, al corresponderal potencialde un volumen fijo de masas,
debeserarmónico.En principio, el modelo de terrenoelegidopuedesercualquiera,pero se
conseguiráun camporesidualmás suavesi sehausadoun modeloque secorrespondabien
con la topografíaexistenteen la realidad(Fosbergy Tscherning,1981), lo que haceque la
estimaciónobtenidapor colocaciónseamejor.

El métodoparahacerla reducciónde terrenoha de elegirsede modoque dé lugara
un efecto indirecto pequeño(Heiskaneny Moritz, 1967, Tziavos, 1993). Aparece otro
problemamás si, como es nuestrocaso,previamentese ha eliminado la influencia de un
modelode geopotencialqueya incluye informaciónsobrela topografíaglobal.Laeliminación
de las masastopográficasy posteriorcompensaciónisostáticapuede introducir errores de
larga longitud de onda. Una forma de evitar estos problemases usarmodelosque den
informaciónsólo sobrelos efectosde la topografíasobrelongitudesde ondamáscortas que
las ya eliminada.Aquí usamosel métodode correcciónde efectosde la topografíaresidual
(Fosberg,1984). Consisteen corregir,no de la topografíareal, sino de las desviacionesde
estatopografíarespectode unasuperficie media(Fig. 2.4).

Este métodoesespecialmentebuenopara trabajarde forma local. Si se reducenlas
anomalíasporotros métodos,el resultadoestámuy correladocon la altitud. Porotro lado, si
sehaceuna reducciónincluyendocompensaciónisostática,setrabajaglobalmente.Además,
medianteestemétodosepuedenevitarlos problemasoperativosque seproducenal considerar
la esfericidadde la Tierra en las reduccionesclásicasdel terreno.
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Es necesariaentoncesla intervenciónde varios modelos.Por un lado, un modelo
digital del terrenoque,parateneren cuentalas longitudesde ondamás cortasque las ya
eliminadascon el modelode geopotencial,debesermásdensoque éste.Así seconsigueque
lasanomalíasreducidasseanen teoríasimilaresa las anomalíasisostáticasy su compensación
no es necesaria.Como el objetivo eseliminar la partede corta longitud de ondadel campo
gravífico, necesitamosque el modeloseamuy denso,sobretodo en las zonasmáscercanas
al punto dondeseestáefectuandola reducciónya que ahí los efectosson más importantes.

En general los efectosdel terreno se calculan a partir del potencial de prismas
rectangularesde densidadconstante,con fórmulasbastantecomplicadas(Forsberg,1984).

9
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dondex1, x2, y1, y2, z1 y z2 son las coordenadaslímite del prismasobreel queseha extendido
la integracióny p es la densidadconstanteen él.

En laszonasmáslejanas,comosu influenciaesmenor,sepuede,a fin de no ralentizar
demasiadolos cálculos,considerarun modelo más discretizadoy dejarde usar las fórmulas
de los prismasparapasarautilizar aproximacionesa éstasbasadasen desarrollos,muchomás
simples(Mc Millan, 1958). e,

1 1 9’,

T=GPAxAyAzII—. +..ffi4(2Ax
2-‘Ay2 -Az2}x2+( ~ -+2Ay2-Az2)y2 u’

r 24r5
1±(Ax2-’Ay2+2Az2)z2jl# [ax4±j3y4÷...b-...] (2.23)

288r9
Ax=x

2-’x1, Ay=y2—y1, Azz2—z1

Porúltimo, paraincrementaraúnmás la velocidadde los cálculos,la topografíalejana
estárepresentadapor una superficiemediay se hacenaproximacionesal suponerla masa
concentradaen puntos(sin volumen).Estasuperficiede referenciasecreapormediasde las
cotasdel modelodigital de mayorresolución.Debesersuavecomoparaque la topografía

FIGURA 2.4: Esquema general de la reducción de terreno
por modelo residual
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realseaverdaderamenteresidualy parahacerposiblela aplicaciónde la correcciónarmónica
que veremosa continuación.Además,si seelige con una longitud de onda suficientemente
larga, la reducciónsí se puedeaproximarpor la diferenciaentredos reduccionesBouguer.
Primerose elimina la topografíavisible y despuésseañadede nuevola topografíasuavizada

Ag~-2I<IGp(h’-h~~1)-’c (2.24)

dondec es la correcciónclásicade terreno.
Como las oscilaciones de la topografíareal respectodel modelo elegido como

referenciase irán alternadode signo, su efecto llega a anularseal consideraruna cierta
distanciade la zonade cálculo, generalmente2 ó 3 vecesla resoluciónde la superficie de
altitud media. En la prácticasólo seincluirá entoncesla topografíaresidualhastauna cierta
distancia.En nuestrocaso, se han usadolos modelospresentadosen el capítulo 1. El más
densode ellos (200 metros) se ha usadohasta 15 kilómetros del punto de cálculo (zona
cercana),dondese usanlas fórmulasrigurosasde los prismas.El límite que usamospara
seguirconsiderandola topografíaresidualesde 100 kilómetros, valor quemencionanvarios
autores(Barzaghi y Benciolini, 1986, Tscherning,1982).

En cuantoa desventajasde estemétodonos encontramoscon la reduccióndel áreade
armonicidadque produce.Al referir a una superficie media, los puntos pordebajode esta
media,se van a tomarcomoen el interior de las masas,dondeT no esunafunción armónica
(ver fig. 2.5). Ante esteproblema,sepuedemodificar la definición, porejemplo,representar
la topografíade referencia por un desarrolloen varias capassobre el geoide, o bien,
reformularel método en el dominio de las frecuencias(Vermeery Forsberg, 1992). Más
sencillo es introducir la ya mencionadacorrecciónarmónica(Fosbergy Tscherning,1981)
que consisteen tomar en lugar de T a Ti función armónicadentroy fuera de las masasque
en el exteriordeéstascoincidecon T. Así sepuedehacerprolongacióndel potencialexterior
hastapuntos que ahorase encuentranbajo la superficiede referenciay cambiarL(T) por
L(T*). La existenciade tal función se demuestraen el teoremade Runge-Krarup(Moritz,
1980) y en el caso de que los datos estén reducidos de modelo de geopotencialy de
topografía, los resultadosobtenidosusandolas cantidadesdeterminadasa partir de esta
función T* o los datos realesde observacióndifieren en muy poco. Ha sido un problema
ampliamenteestudiadoal sernecesariosu usoal calcularondulacionesdel geoideapartir de
anomalíasde gravedadpor la fórmula de Stokesya que en estecaso, las anomalíasestán
reducidasal nivel cero. Si el objeto de estudioson las propiasanomalíassepuedenreducir
a una superficie de nivel cualquiera.Esta correcciónes aplicablesiempreque la superficie
sea suavey se conozcala densidadde las masas.Si las masaspor encimadel punto ahora
dentro de ellas se condensanen una capa bajo él, las desviacionesde la vertical y
ondulacionesdel geoideprácticamenteno varíanal habertomado la superficie de referencia
suave.ParaAig, sin embargo,se produceun cambiocorrespondienteal valor de una doble
reducciónde capade Bouguercon espesor~

Ag,%<Agp=4HGp(h~~f-hp) (2.25)

Puestoque los efectosde la topografíadependenfuertementede la altitud del punto
de cálculoa travésdel término 2HGp, setiene que tenerun cuidadoespecialcuandose dé
el caso de que la altitud del punto no coincidacon el resultadoal interpolaren el modelo
digital. Esto sucedemuy frecuentementeya que los modelos digitales no alcanzanuna
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resolucióntal que puedanreproducira todos los accidentesde una topografíarugosay se
producendiscrepancias.Ante tal problemase puedeo bien forzar al punto a que estésobre
la topografíainterpolada,o bien se puedemodificaréstalocalmenteparaque coincidacon
el valorasignadoal punto.Dependiendode la cantidadtratadaconvienehacerunau otracosa.

En nuestro caso de reducir anomalíasdato, en tierra, admitimos que las altitudes
asignadasa los puntosde observaciónsoncorrectasy lo que semodificaesel modelo, ya que
como seha visto, varíanmucholos valoresde las anomalíassi éstasquedandentrode las
masas.Al elegir la opción de que el modelo sea el que se adaptea las altitudesdato, este
casono lo vamosa encontrar(fig. 2.6). De estemodo tendremosanomalíasreducidasa la
altitud del punto que entracomo dato. Sin embargo,en mar, dejamostodo a altitud cero (no
en la profundidadasignada).Paratodos estoscálculossehausadoel programaTC (Fosberg,
1984, dentrodel paqueteGRAVSOFT,Tscherninget al., 1994c).

En estecasolos datos terrestressesuavizandisminuyendotanto la mediacomo la
desviacióntípicay el rangode variación al reducir los datos de los dosefectos,sobretodo
al eliminarla topografía.Sin embargo,en los datosmarinos,dondeel efectode las masases
menor,el mayorsuavizamientoseproduceal eliminar el modelo de geopotencial.

En amboscasos,resultaque el modelo OSU9IA damejoresresultadosestadísticos,
ya queproduceun mayor descenso de los tres factores evaluados,y lo que resultamás
representativo,del rangoy de ladesviacióntípica, puestoque sin el estudiode estosfactores
la mediapuedeserengañosasi disminuyeporcompensación,no de valoressuavessino de
similares de distintos signos(ver tablas2.7 a 2.9).

Estainformaciónserefiereal bancode datoscompletosaúnsin validar,costituidopor

e’

— ZONA TNT¿RNA

FIGURA 2.5: Corrección FIGURA 2.6: ModWcación de altitudes del
armónica modelo digital en zonas cercanas.

IDA ©~ IDIE WI~P2I\ MEDIA D.TÍPICA RANGO

ANOMALíAS AIRE LWRE 8.36 23.03 198.47

A.A.L.-IFEEBE2 -1.92 18.52 194.06

A.A.L.-05U91A -2.39 18.51 192.55

A.A.L.-LFE88E2-RTM 1.89 12.43 96.76

A.A.L.-OSU91A-RTM 1.42 11.69 77.70

TABLA 2.7: Estadística de los datos iniciales terrestres
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D~ I&xWJ MEDIA D.TIPICA RANGO

ANOMALIAS AIRE LIBRE 10.29 19.26 100.48

A.A.L.-1FE88E2 -3.82 14.14 78.93

A.A.L.-OSU91A -1.22 15.20 86.31

A.A.L.-1FE88E2-RTM -2.83 14.44 82.15

A.A.L.-OSU91A-RTM -0.51 12.88 76.77

TABLA 2.8: Estadísticade los datos inicialesmarinos

IDAW~ r©E3PKLEb~ MEDIA D.TÍPICA RANGO

ANOMALíAS AIRE LIBRE 8.76 22.32 198.47

A.A.L.-1FE88E2 -2.29 17.75 194.06

A.A.L.-05U9 lA -2.15 17.89 192.55

A.A.L.-1FE88E2-RTM 0.94 12.99 96.92

A.A.L.-05U91A-RTM 1.02 11.97 81.47

TABLA 2.9: Estadísticadel total de datos iniciales

2
FIGURA 2.7: Curvas isoanómalasde datos reducidosa intervalo de JO mgales.

7172 datosterrestresy 1841 datosmarinos,aunqueesfiable puesocurre lo mismo cuando
se consideratoda la gravimetríade la PenínsulaIbérica (Sevilla, 1994ay b).

2.5. FUNCION COVARIANZA

En el métodode colocaciónconsideramosla soluciónT~ buscadacomo un elemento
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del espaciode Hilbert de funcionesarmónicasen el exterior de la esferade Bjerhammar,
regularesen el infinito, que nos vale paraaproximararbitrariamentebien T.

Lanormadetal espaciosedeterminaporun núcleoreproductora serposibleisótropo,
que permite expresionesfinitas. Paralos fines que pretendemos,en especialpara obtener
soluciónnormamínima,la elecciónmásventajosade tal núcleoesla de la función covarianza
del potencialanómalo.Además,si tenemoslacovarianzade T, podremosobtenerlas de otras
cantidadesrelacionadascon él por funcionaleslinealesusandola ley de propagaciónde las
covarianzas.

Paraconocerla funciónde covarianzadeberíamosconocerT que esprecisamentelo
que queremosdeterminary no setienen observacionesdirectasde T. Por estoseusanotras
cantidadesrelacionadascon el potencialparapasarde covarianzade las observaciones- en
nuestrocaso Aig- a covarianzasdel potencialrelacionadocon ellas y recíprocamente.Para
determinarla funcióncovarianzade la observaciónapartir devaloresde los datossecalcula
la covarianzaempíricapor medio de integraciónnuméricao de sumas.

u’

2.5.1. Covarianza empírica

En generalcalculamosla covarianzaentredosmagnitudescualquieray e y’ como el
valor medio del productode sus valoresen paresde puntos a igual distanciaesféricaw:

X
2~, 2,t

C(y)=Iffi j’yy’dacos9d9d?~. (2.26) u’

O u-

con A, tamañodel áreasobrela esferaunidady a, acimut y esuna representaciónisótropa
y homogénea.La integraciónanalítica no es posible en la práctica al disponersólo de
observacionesen puntos discretos. Así, se reemplazanlas integralespor sumas. Cada
observacióny1 es toda la información de que disponemospara una pequeñaárea A,
Calculamosla covarianzacomouna mediaponderadade productosde la forma:

k (2.27)

En el casode que todaslas zonasA1 seande igual área,(2.27)sepuedeescribircomo:

Ckr: (2.28)

con Nk el númerode productosy1y~’ en el intervalo.Estaelecciónde zonasde igual áreahace
que todos los productostenganigual peso.

En la práctica,los resultadosobtenidosno tendrían ningún tipo de isotropía si se
hubiesenconsideradodatos brutos. Sin embargo,esaanisotropíade la que estánafectados
disminuirá al eliminar de ellos los efectosde las masastopográficasy de un campode
referenciade orden alto, siendoel resultante,comoseha visto, un campomucho mássuave.
Calculamos los valores empíricos usando (2.28), para Ja muestra seleccionadamás
homogénea,en cuantoa su distribucióngeográficaserefiere, quela inicial.

El proceso entoncesconsiste en, a partir de cero, calcular los productos entre
observacionesexistentesal ir considerandolas distintas distanciasincrementandolassegún
pasosde longitud fija. Se elige como óptimo aquelque proporcioneun valor de covarianza
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al considerardatosmenos distantesentre sí que el paso elegido, menor que la varianza
poblacionalestimadapero próxima a su valor, y que para su cálculo entrenun númerode
productosno excesivamentediferentepero no demasiadopróximo al númerode datos. En
nuestrazonade aplicacióny con la distribuciónexistentede datos,elegimoscomodistancia
esférica5 minutos. Los valoresobtenidoscon los productosse asignana la mitad de cada
intervalo y a la altitud mediadel áreaque limitan.

Es importantequeenel casode queno existaninigúnpuntoa la distanciaconsiderada
no serelleneel huecocon estimacionesa partir de los cercanos,ya que estoafectaríaa la
calidadde los resultados(Knudsen,1987a).

2.5.2. Ajuste de la función covarianza

Con estos datos se intenta ajustar un modelo de función covarianzapreviamente
determinado.En principio setratade representaruna función de covarianzalocal. Comotal
entendemosalas que secalculanusandodatos a los que se les ha quitado la contribuciónde
un modelode geopotencial.En estecaso,K, funcióncovarianzadelpotencialanómalo,admite
un desarroloen armónicosesféricosdel tipo (Moritz, 1980):

A’ R2 4
n~I rr n=A’#1 rr

donde:
errorde las varianzasgradoasociadasalos coeficientesdel modelo quesirve como

referenciatomadobastaorden y gradoN.
a~: varianzasgradodel potencial.Son constantespositivas.Representanlas varianzas
de los armónicosde Laplacede grado n.
RB: radio de la esferade Bjerhammar,que indicael dominio de armonicidadde 1 a
función.
rr’: distanciasal origen de los puntos P y Q respectivamente.

distanciaesféricaentreP y Q.
P~: polinomiosdeLegendrenormalizados.
Parasuponerválido estemodelo, el campo al que representala función se ha de

comportaren mediafueradel áreade aplicación de forma similar al interior (Goadet al,
1984).Estoconstituyeotrajustificación al hechode quitarel efectode latopografíaalrededor
de los puntos.

Al no disponer de valores de T, y sí de Aig, C, su covarianzaen función de los
polinomiosde Legendrese obtieneporpropagacióna partir de la expresión(2.29).Así, el
modelo empleadoes:

C(P,Q)=~cij..J PJcosv)+E ~ ‘{S$2~~icos~
4o (2.30)

n~N.I

con R: radio medio de la Tierra.
c~=ffn-1 )/RVs

Hay distintosmétodosparadeterminarel valor de las varianzasgrado.Los primeros
intentossedebena Kaula, que determinólos valoresde las 30 primerasvarianzasgradopor
ajuste mínimos cuadradosa partir de covarianzasempíricas,aunqueno fueron del todo
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satisfactorios,al resultaralgunosvaloresnegativos.Antes de continuar,puntualicemosque
en principio sunúmeroesinfinito, mientrasque el númerode datosde observacióncon los
que contamospara su estimaciónsiempre será finito, por lo que existirá una cierta
incertidumbreen su estimación.Si seelige convenientementeel modelo de varianzasgrado
y semultiplican porexpresionespotencialesde razónmenorqueuno, las covarianzasadmiten
unaexpresiónfinita quefacilita su evaluaciónnumérica.En nuestrocaso(Tschemingy Rapp,
1974):

A

(n’W(n—2)(n-’24) (2.31)

Con estaelección,el factor (n-1) desaparecea] aplicar el funcional que proporciona
anomalíade gravedad.El valor 24 de la expresiónanteriorse elige comoconsecuenciadel
tipo de cantidadesque semanejay si setratade datosoriginales o calculadosa partir de un
modelo.Estaelecciónpermitemodelarde formaapropiadalas varianzasgradode ordenbajo,
aunqueralentizaalgo la convergenciacuandoseestimanpor procesositerativos. Un defecto
de estemodeloesquesi bienanalíticamentefunciona,no tieneunainterpretaciónfísicaclara,
lo que puede dar al método carácterde mero algoritmo, perdiendosu sentidoestocástico
(Lauritzen,1973).

A partir de los datosempíricospasamosa estimarel valor de los parámetrosdel
modelo de función covarianzade las anomalíasde la gravedad:

( ~y~+2
N

c(P,Q)ta~.cn~ji7jJ Pn(cosw)+z A‘(n—l) Picosw) (2.32)
n=2 n=N+I (n—2)(n±24)rr

donde A’ Ax 10
4/RB2’

El ajusteconsistesobretodo en estimarlos valoresde la profundidadde la esferade
Bjerhammar,ordende la función y factor de escalade las varianzasgradoerror del modelo
de geópotencialmedianteun procedimientode estimaciónmínimos cuadradositerativo, el
primerodeellos de formano lineal y los otros sí lineal. Deestaforma, la función covarianza
modelo ajustadaque resulteestaráen concordanciacon las observaciones(Benziolini et al.,
1984).En ocasiones,A se dejacomovalor fijo (Lauritzen,1973).

Segúnla muestrade datosdisponiblepuedesermáso menoscomplicadoajustartodos
los parámetrosde una forma bastanteprecisa.Por eso nos basamosen trabajosanteriores
(Rodríguez-Velascoy Sevilla, 1993, Sevilla y Rodríguez-Velasco,1992ay b) en los que se
pretendióestablecerla relaciónque existeentreel valor elegidode algunode los parámetros
y el resultadode las prediccionesen las queinterviene.En panicular,setratóRB (o R-R~),
ya que en estecaso,no sólo esnecesariopara ver hastaqué punto un ajustemás fino del
valor de tal parámetrodarálugara unamejor calidadde la predicción,sino tambiénparaver
el efectode la variaciónde la regiónde convergenciay porlo tanto, la posibilidadde mezclar
prediccionesparadistintas zonas,cadauna calculadaparaun valor de RB distinto, o bien,
comoesel procedimientousualcuandosetrabajacon esquemasde división en zonas,utilizar
para los cálculos la media de los radios obtenidos independientemente pata así asegurar la
convergencia del resultado en el mismo sitio,

Parahaceresteestudio,sehicieron prediccionesen las partescentralesde tres zonas
de 20 x 30 cadauna en Portugalconsiderandoel valor de todos los parámetroslocales(es
decir, los resultantesde ajustar una covarianzalocal), y los mismos salvo el radio de
Bjerhammar,que sesustituyepor el correspondientede ajustarla función covarianzade una
zona más grande que la incluya (todo Portugal>. A este último lo llamamos radio regional.
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De las diferencias obtenidas se puede concluir que siempre que el campo no sea
excesivamenterugoso,la elecciónde la región de convergenciade los desarrollosesmásun
problema teórico que práctico a efectos de resultados.Las diferencias entre ellos son
pequeñas,raravez superanlos 5 centímetrosen el casode ondulacionesdel geoide,y su
distribuciónessimétricarespectodel cero.No seobservangrandesdiferenciassi seselecciona
RB como un promediode valoresgarantizados.Las mayoresdiferenciasno sedistribuyen
segúnningún criterio geográfico.

Hacemosmenciónespecialal último parámetrode los que seajusta,quees un factor
que da una idea de la calidad del modelo respecto del comportamiento real del campo de
gravedaden lazonalocal considerandoel sistemade referenciatambiénlocal. En estetrabajo
sepresentanlos primerosajustesen los quehemosusadoestefactor, que denotamosa, como
uno de los parámetros que intervienen, puesto que en los trabajos citados en Portugal, así
como otros realizados en el Mediterráneo y en el centro de España (Sevilla et al, 1991b y c)
no seincluyeron, suponiendoasíque los coeficientesdel modelo de geopotencial carecían
de error.

El valor final resultantedel ajustede su valor esprácticamentecero en las muestras
consideradas (ver tabla 2.12). Esto no quiere decir que no se tengan en cuenta las varianzas
grado del modelo en la función covarianza,puestoque se ha trabajadocon ellas en las
primeras iteraciones de la aplicación de mínimos cuadrados hasta llegar al resultado del ajuste.
Además,así lo ilustra el hechode que
un mismo conjunto de datos, de tomar
en los coeficientes del geopotencial), a
no están afectados de error, o

los valoresde los parámetrosde ajustedifieren, para
varianzas grado (suponer que a priori existen errores
suponerdesdeel principio del procesode ajusteque

comenzarsiemprelos sumatoriosen N÷l(ver tabla 2.10).

2(0>14k. TIPO DE
AJUSTE

PARák¶ETROODEL. MTUOTIE
RB-RE ORDEN A C(0) RUDO

MAR SIN a -3.5931 217 611270 151.4912 0.676

CON a -2.8825 215 517272 150.9064 1.020

TIERRA A SIN a -2.7789 122 299173 120.9880 0.462

CON a -2.8000 122 299742 120.7331 0.684

TIERRA B SIN a -2.9186 126 289553 112.3486 0.089

CONa -2.9000 123 284511 112.0452 0.558

TODO A SIN a -2.8719 159 369315 128.5923 0.050

CON a -2.3903 150 319473 127.0534 1.240

TODO B SIN a -2.5486 158 338866 126.8229 0.026

CON a -2.4002 155 320470 125.1676 1.290

TABLA 2.10: Parámetrosde ajuste defuncionescovarianzasin y considerando
errores en los coeficientes de geopotencial.
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De todas formas, en generalel factor de escalano sedetermina bien a partir sólo de
valoresde covarianzasdeanomalías,puestoqueestámáscorreladocon R~ (Knudsen,1987a).
En cuantoal ajustedeesteúltimo parámetro,dadoqueel modelono dependede forma lineal
de él, es necesario hacer una linealización previa al ajuste y la mencionada aplicación del
métodode formareiterada(en nuestrocasousamossieteiteraciones).A efectosprácticos,es
mejorno usarel propio RB que no escómodoparael ajustey sustituirlo por el parámetro
profundidaddel radio de Bjerhammar(R-RB). Paraesteprocesohemosusadocomo baseel
programaCOVFIT (Knudsen, 1987a,dentro del paqueteGRAVSOFT, Tscheminget al.,
1 994c).

A la vista de la tabla 2.10., lo primero que se puede concluir es que en la zona dada
y para los órdenes de ajuste que se tienen, las diferencias en los parámetros de ajuste de
funciones covarianza no son demasiadograndes al considerara los coeficientes del
geopotencialafectadoso no de erroressalvoen el casode datosmezcladosen el queel ajuste
de los parámetrossin teneren cuentaal parámetroa esproblemáticoy de bajacalidad.Un
estudiodetenidode talesdiferenciasnoshacever que el ordendel ajusteno varíade uno a
otro ajuste o en todo caso disminuye al tomar varianzas grado. En general C(0) disminuye
al considerar a como un parámetro más al menos sobre la zona de estudio, pero las
diferencias observadas son demasiado pequeñas como para concluir algo. Por otro lado, la
profundidad del radio de Bjerhammar y el valor de A disminuyen en el mar y en los datos
mixtos aunquede formamenosnotable.

Finalmente, nos quedamos con los valores obtenidos al considerar a en el ajuste ya que
se han tomado todos los coeficientes del geopotencial para reducir las anomalías dato,
sabiendo que éstos están afectados de error y ésta es una manera de incluir de algún modo
dichos errores.

u-

2.5.3. Estudio comparativo entre funcionescovarianza u-
de datos terrestres y marinos

e’

Dadala diferenciade densidadesde masasexistentey que la reducciónhechano es
perfecta,el campodegravedaddebeserdistintoen zonasmarinasqueen zonasterrestres.Por
lo tanto, si sepretenderepresentaral campopor la funcióncovarianzade datosde gravedad,
se suponeque las funcionesque representena los dos tipos de camposserán tambiénde
características distintas, así como la de una mezcla de datos de ambos tipos. Este hecho será
importante para la aplicación del método de colocación, donde se usa la función covarianza
comonúcleogeneradorde las prediccionesde cantidadesrelacionadascon el campode la
gravedad,ya que la función puedeno ser lo suficientementerepresentativa.

A fin de estudiarlas diferenciasentrelas característicasde las funcionescovarianza
de los distintos tipos de datos sobre la zona, se construyeronlas funciones covarianza
empíricade datos,sólo de tierra, sólo de ruar y mezclade los dos, y seprocedióa su ajuste
según el modelo presentadoen el apanadoanterior. Por la mayor cantidad de datos
disponibles, la pruebade tierra se ha hecho con dos muestrasde datos distintos con
distribución similar, que llamamoszona A y zonaB (ver apanado2.6.). En cuantoa datos
terrestresy marinosjuntos, las zonasA y B correspondena las zonasA y B de tierra a las
que seañadela muestrade datosmarinos,que paraambasesla misma.

Segúnla figura 2.8, dondesemuestranlas distintascovarianzasempíricasconstruidas
a partir de las muestrasde los datos, pareceque en el caso terrestrese presentanmás
oscilacionesalrededordel valor cero. La covarianzaen el cero esmenorque en el casode
covarianzadedatosmarinos.Enesteúltimo caso,desciendemásrápidamentelo quemuestra

40



DAfl~

1111

t0

•1

DISTANCIA

~0SA

3—

Ial

30-

al—

-r -

‘TI -

bI=TAJ4c[A

‘5 III

FIGURA 2.8: Covarianzasempíricassegúnla naturalezade los datos,

que las cantidades están más descorreladas en cuanto aumenta la distancia. Por este descenso
más suavede la correlaciónen el casoterrestre,el primerceroseencuentramásavanzado.
Tambiénpuedeobservarseestoen la tabla2.11 dondeaparecenlos parámetrosfundamentales
de las covarianzas(Moritz, 1980):varianza,C(O), o valor de la funciónparaargumentocero,
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que hacelas vecesde un cierto factor de escalaparaerroresde interpolación,longitud de
correlación o longitud ~, para la que C(1)=C(0)/2, y que describecomo es la función
covarianzaparadistanciasmedianas,y además,la longitud del primer cero que alcanzala
función. Con esto, queda determinado el comportamiento de la función covarianza respecto
de la interpolación(Schwarzy Lachapelle,1980).Seve que la longitud de correlaciónesmás
pequeña en el caso marino. Otra diferencia fácil de advertir es la menor presencia dc valores
negativosenel casoterrestre.Lo que sí es importantedestacares lasimilitud existenteentre
las covarianzas A y 13 del mismo tipo de datos. Esto indica que representan al campo en la
mismazonacomoya ha sido comentado.La función covarianzano dependeráde la muestra.

201lA. TOTAL N0 MEDIA C(0) VAR. I0CERO
DATOS PUNTOS

LONG.
CORREL

MAR 1841 950 1.25 153.5 153.5 2Y789 9’190

TIERRA A 3586 1021 2.29 122.9 122.9 4W273 l1’769

TIERRAB 3586 1020 1.88 112.4 116.4 40’050 l0’913

TODO A 5427 1558 1.99 128.6 131.7 33’093 lO’199

TODOB 5427 1554 1.79 128.3 128.3 32’112 9’760

TABLA 2.11: Covarianzasempíricasde los distintosconjuntosde datos

ORDEN Rs-RE RUIDO C(O) A a

MAR 215 -2.88 1.02 150.91 517272 106

TIERRA A 122 -2.80 0.68 120.73 299742 0

TIERRA B 123 -2.90 0.56 112.05 284511 0

TODO A 155 -2.39 1.24 127.05 319417 106

TODO 13 150 -2.40 1.29 125.17 320470 10.6
e

esTABLA 2.12: Parámetrosdel ajustede la funcionescovarianzade los distintas tipos de datos
e..

Tambiénencontramosdiferenciasen los parámetrosdel ajustepresentadoen 2.5.2.
como puede verse en la Tabla 2.12. En primer lugar, dada la proporción inversa existente
entre longitud del primer cero y orden, la función covarianza modelo de datos marinos tiene
orden mayor (prácticamente el doble). El valor de A es también significativamente mayor
cuando se considera sólo mar. El factor de escala de las varianzas grado error del modelo se
mantiene en todas cercano a cero en la séptima iteración del ajuste (no así en las primeras).
Resultaen cierto modo lógico al observarlos pequeñosórdenesen los que se ajustanlos
modelosde covarianza,ya que los coeficientesde orden bajo gradoson de mayorprecisión
y afectados de menor error.

Comoconclusión,podemosadvertirquedadaslas diferenciasentreel comportamiento
del campo de gravedaden tierra y en mar reflejadasen las funcionescovarianzaque los

q0
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representan,las combinacionesentreambos puedendar lugar a resultadoserróneos(una
función covarianzapuede no representara la zona que pese a ser cercana,muestra
característicasbastantedistintas).Por otro lado, el procedimientode separarsiempreen mar
y tierra, tampocoestotalmenterecomendableparaobtenerresultadosfiables,puestoque en
los bordes,lacovarianzarepresentacon menorprecisióndadala falta de datosen el entorno.
Una mayor división en zonas terrestres y marinas multiplica los efectos de bordes de áreas.
Por estoen posterioresestudiosseguiremosevaluandolas diferenciasentreprocedimientos
elaborados sólo con datos terrestres, sólo con marinos y con los dos y así evaluar el efecto
en los distintos procesospara la elaboraciónde un geoidegraviméricoy la sensibilidadde
cadauno de ellos a la naturalezade los datos.

2.6. METODO DE VALIDACION.
PREDICCION DE ANOMALIAS GRAVIMETRICAS

Comosehadichoya, convienecomopasoprevioa cualquiertipo decálculo,plantear
algún procedimientoque depurelos datos de posiblesobservacionesafectadasde error que
estropearíanlos resultados.El procesovalidatorio en este caso, se hizo por aplicación
reiterada de la colocación mínimo cuadrática: usamos las estimaciones primeras de las
funcionescovarianzaparapredecirporestemétodoen los mismospuntosde observación,que
siempreque seaposible,no entranen los cálculos.

Las cantidades predichas se comparan con los valores de las anomalías reducidas
(datos). De tal comparación resultan los puntos sospechosos de estar afectados de algún tipo
de error. Paradeterminarloses necesariofijar un nivel de toleranciaparalas diferencias
obtenidas,así comoel númerode reiteraciones convenientespara asegurarque el dato sea
consideradocomo observacióngrosera.En talesreiteraciones,los puntos en donde se han
obtenidodiferenciasgrandesson retiradosde la muestraseleccionadaparagenerarla función
covarianza. De no ser así la covarianza resultante reproduciría el error que afecta a las
observacionesy seríamás difícil detectarlo.De estemodo seusala posibilidadque tiene la
colocaciónde filtrar datos. Para que el método seamás fiable, conviene que los datos a
predecir no entren en los cálculos de las funcionescovarianzacon las que se hace la
predicción.

2.6.1. Aplicación de la colocaciónmínimo cuadrática

Al trabajar con observaciones debe ser tenida en cuenta la existencia de errores en las
mismas.La manerade hacerloesañadirlas varianzasde los datosa los elementosdiagonales
de L~LJK(.,.). Con ello, se minimizael error de observacion.

La norma que se hace mínima es una norma híbrida constituida por la norma del
espacioy el error medio cuadráticode los erroresde observación(Krarup, 1969).

El valor predicho en nuestro caso, por (2.18) viene dado por:

.~=C51(C55 ‘4-C9’Ag (2.33)

donde C00 es la covarianzade la señal,Ca la del ruido, y C01 la de la señaly la observación.
El método de colocaciónda directamenteel error de predicción de la cantidad

estimada,que informade la precisiónintrínsecadel método.
La estimación del error medio cuadrático de una señal 5, viene determinada por:
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do

=C —C (C +C Y’C~ (2.34)
SS SS SS SS rr

En elprocesode elaboracióndel geoidevamosaemplearel métodode colocacióndos
veces:una primeraparadeterminaranomalíasde la gravedadcon fines validatoriosde los
datos, y otra parala predicciónde las propiasondulacionesdel geoide.

2.6.2. Experienciaspreviasdel método
do

La colocaciónse ha utilizado con anterioridadcomo método validatoriotal y como
se ha comentado.Como ejemplo ilustrativo, hagamosmención a los trabajos con la
gravimetríaportuguesa.

El bancode datosquescanalizóconstabade 3859 anomalíasde la gravedadterrestres
condistribuciónirregular.El métodode colocaciónen estecasoeraespecialmenteapropiado
por el carácterde distribución no homogéneade datos. En el caso de la gravimetría
portuguesa,contrariamentea lo que se presentaen estetrabajo, se producíauna mejor
reduccióna nivel regional usandoel modelo de geopotencial1FE88E2,aunqueanalizando
localmente,estatendenciano eraconstante.Otra diferenciaen cuanto a la aplicación del
métodocon el ejemploquenosocupaesque no seredujeronlas anomalíasde los efectosde
la topografíaporno disponerdc un modelo digital de terrenolo suficientementefiable que
cubrieratodo el territorio. Comoresultado,el campode la gravedada modelizarno eratan
suavecomo seríadeseable,ni tampocomuy homogéneo.Esto puedeapreciarseen el estudio
estadísticode las anomalíasasí como en los parámetrosde ajustede las covarianzasquelo
representan(Rodríguez-Velascoy Sevilla, 1992, Sevillaet al, 1992ay 1993).

La zona de estudioes marcadamenterectangular.Esto y el hechode no tener un
campomuy suavellevó a la conclusiónde trabajar,no con todos los datosjuntos, sino en
zonasmenosextensasen las queel campopresentasevariacionesmenosfuertesy puedaestar
representadopor la mismafuncióncovarianza.Seeligió usartreszonasde 30x20 cadaunaen
las que el campode gravedadno eraexcesivamenterugosoy a la vez se teníaunacantidad
de datos suficiente para procedera los cálculos. Se dividió cadauna de ellas en dos
subconjuntosA y B con distribucióny cantidadde datoslo másparecidaposible.

Lascovarianzasempíricassecalcularonaunadistanciaesféricabasede 5’ trasprobar
otrasposiblescon las queseobteníanvariacionesgrandesen el númerode productosmientras
que la desviacióntípicavariabamuy poco y de forma muy uniforme(del orden de 0,1 para
una variación de 0’2 tanto al aumentarla distanciacomo al disminuirla). En cuantoa las
funcionescovarianzaajustadas,en el caso de Portugalse obtienenvarianzasde la señal
mayoresy primer cero anterior que en el ejemplo presente.Los órdenes son por ello
significativamentemayores(Tablas2.13 y 2.14).En estecaso el parámetroa no seincluyó
en el ajuste de las funcionescovarianza.De estemodo se supusoque los coeficientesdel
modelo erancarentesde error. Otra razón parano elegir el modelo 1FE88E2en la prueba
sobre la zona españolafue la carenciade información sobre las varianzasgrado de los
coeficientes.

El criterio elegido en estecasopara hacer la validaciónes de considerarposible
observacióngroseraaquellaque presentediferenciasentrevalor predichoy observadomayor
que 26 miligales. Este valor es mayor que los elegidos en el caso presente, lo cual es lógico
puesto que no se trataba de gravimetría totalmente reducida. Como se ha comentado, no se
incluyó el efectode la topografía.El procesosereiteró tres vecesparacadazona.

e’

e’
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Z©NA NJPUHTOS MEEDIA VAHANZA II0CIERQ COIP>JFJEL

lA 252 -0.74 347.3 4.57 13.26

lB 253 0.67 324.1 4.27 18.00

2A 285 2.79 184.2 5.36 15.34

213 282 3.39 211.4 4.68 14.40

3A 192 4.12 169.8 3.58 11.72

3B 189 5.79 174.3 7.04 12.83

TABLA 2.13: Covarianzasde la gravimetríaportuguesa

ZONA V~SIENAL VJRUDO O~JDEN A IR-E
3

1.A 293.73 0.01 401 109243 -1.68

1.13 289.45 0.04 279 510085 -0.63

2.A 159.49 0.07 328 409632 -1.21

2.13 184.71 0.19 350 375109 -0.71

3.A 159.43 0.10 468 787338 -2.22

3.13 164.21 0.08 450 1001088 -12.00

TABLA 2.14: Portugal. Covarianzasajustadas

RESULTADOS DE LA VALITDACION

:

N
0puntosvalidados:

Datosgroseros:
Datosválidos:

3859
120 ( 3,1%)
3739 (96,9%)

En cuantoala distribucióngeográficade las observacionesgroseras,cabedestacarque
si bien no se puede hablar de alguna tendencia clara, se presentan sobre todo en el norte y
en el sur y no en el centro.

2.6.3. Validación

Comobasede un estudioquesedesarrollarámásdetenidamenteen el siguientepunto,
el procesovalidatorio sehizo de variasformas para ver el distinto comportamientode las
prediccionesobtenidassegúnse haganusandodatosmarinoso terrestresasí comomezclade
ambos.Se esperatal comportamientodistinto a la vista de lo diferentesque resultabansus
funcionescovarianzascomo ya sevió en el apartadoanterior,esdecir, el campodeanomalías
es bastantedistinto de uno a otro caso y, por lo tanto, la función no puedereproducirbien
a las anomalías en toda la zona.
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30

El número de iteracionesdel método y el nivel de toleranciapara las diferencias
obtenidas se determinaron de forma distinta según el tipo de validación ensayada a la vista 3

de los resultadosobtenidos.

4’

Validaciónde datos marinospor separado

Ya se ha comentadoque la forma más eficiente de llevar a cabo la validación es
prediciendosobre puntos que no intervienenen la génesisde la función covarianzani se
toman como datos. Esto no es posible en eJ caso de datos marinos dada la densidad
insuficientecon laque contamosy sepredicesobrelos mismospuntosde la muestraelegida
para evaluar la función covarianza.El númerototal de datos es 1841 y de ellos se han
seleccionado 950 para construir la función covarianza (a 5).

Los resultados obtenidos al comparar anomalías dato con anomalías predichas más
modeloy efectosde la topografíasemuestranen la tabla2.16 y ladistribuciónde los puntos
dondeaparecendiferenciasgrandesen la figura 2.9.

Los puntosque aparecenen estaprimeraaplicacióndel métodono formabanpartede
la muestra seleccionada para elaborar la función covarianza, luego no pueden afectaría de sus
posibleserrores.Porello, si serepiteel proceso,de nuevoseencontraríanlos mismospuntos
como posibles observaciones groseras.

En la figura 2.9, se ve que los puntos que destacan como posibles observaciones
groseras están en las trayectorias de los barcos (mayor concentración de datos). Puede ser que,
por la escasa cantidad de datos, las predicciones dependan mucho de la muestra seleccionada
y setengandiferencias‘en los puntosque no hanentradoen ella. Esto explicaríael que los
supuestoserroresno esténen la muestra.O bien, puedeque sedé algún problemade datum
distinto entre el banco de datos del Mediterráneoy la gravimetría de los barcos. Las
diferenciasobtenidassonbastantepequeñas.En ningún casoalcanzanlos 30 miligales.

La experienciafija el porcentajede datos considerablescomogroserosde un banco
de datos de las caracteristicasde los usad05en estaaplicaciónentre el l y 3% (Arabelos,
1989,Tscheming,1982, Sevillaet al, 1991 a,b y c). Esto, unido a que la precisiónde datos
marinos se estima en unos 6 miligales y que la reducción de efectos topográficos no se ha
hecho con un modelo batimétrico de gran fiabilidad, nos lleva a pensar que en este caso, fijar

>7 --

395

39.0

e.

38 5

- - 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

FIGURA 2.9: Distribución de las posiblesobservacionesgroserasmarinas
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como nivel de toleranciapara las diferencias 10 miligales puede ser excesivo. Por esto
consideraremoscomo observacionesposiblementeafectadasde erroresgroserosa las que
resultencondiferenciasgrandesal compararcon las anomalíasoriginalesfijando el límite de
las diferenciasen 15 miligales. Aparecenpor lo tanto, 30 supuestoserrores,lo que suponeel
1,63%del total.Respectoala calidadde las reduccionesde la topografíaefectuadas,al revisar
los valores de éstasse ve que alcanzanvaloresbastantegrandespara tratarsede efectos
residuales sobre una zona marina. Por ello, se hizo una prueba de validación considerando
como datos de entrada, no las anomalías totalmente reducidas, sino las que les ha sido
eliminado sólo el efecto del modelode geopotencial(aunquea efectosestadístico,el reducir
la topografíasí queproduceun suavizarnientodel campode las anomalías).Con ello sepodrá
ver si las observacionesconsideradascomoposiblementeafectadasde error sontales,o si las
diferenciassepuedendebera un valor malo de la reducciónde la topografía.

OlE MAYORES QUE 20(sirs ci)

“2 “1
LONC rl u o

Oír MAYORES QUE 1 5(sin cl>

1 2

OIT MAYORES QUE lO(sir, it)

—2 —1 O

LONGITUD

FIGURA 2.10: Distribución de las posiblesobservacionesgroserasmarinas
detectadasen la validación sin efectostopográficos.

O

LONGITUD

1 2
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La covarianza obtenida con estas cantidades es una funcion con un dominio de
armonicidadmenor(mayorprofundidaddel radio de Bjerhammar),el primercero se alcanza
antesy porlo tanto, tiene un ordenalgomásgrande.Los valoresde C(0) y de A son bastante
mayoresque si seconsiderananomalíastotalmentereducidas.

Los resultados de esta validación se muestran en la tabla 2.16 así como los comunes
con la validación anterior. La distribución de los puntos con diferencias se muestra en la
figura 2.10. En ella se puede apreciar más la tendencia de las observaciones supuestamente
erróneas a agruparse alrededor de las trayectorias de los barcos.

D:.ATXI ?MJJVIiQ3.
r~ MP

e ¡

SIN TOPOGRAFíA CON TOPOGRAFíA COMUNES

DIF.MAYORES QUE 20
MGALES

33
(1,79%)

10
(0,54%)

8

DIF.MAYORES QUE 15
MGALES

44
(2,39%)

30
(1,63%)

13

DIF.MAYORES QUE 10
MGALES

77
(4,18%)

64
(3,48%)

54

e,

TABLA 2.16: Resultadosde la validación de datos sólo marinos.
e’

Validaciónde datos terrestrespor separado
es

Previamentea continuar el proceso,y aprovechandola ocasión del método de la
validación de datos, se estudió hasta qué punto es justificable el trabajar con la mezcla de
fuentescon que sehabíavenidohaciendo.Paraello lo que sehizo fue validar, usandocomo
puntosdato los de la fuentenúmero2, gravimetríaespañola,los de las otras fuentes(BOl,
DMA, nuevosespañolesy red). El hechode elegir lanúmero2 comodato no sedebió a que
se suponga a priori la más precisa, sino a que es de la que se tiene más información sobre
la forma de compensación de itinerarios y todos aquellos factores que nos den idea de su
gradode precisión.De estemodo sevió hastaqué punto se podíanmezclarlas fuentesy si
el comportamientode ellaspuedeserreproducidode formasimilar por funcionescovarianza
generadaspor otrasdistintaso si porel contrariohabríaalgún tipo de problemasrelacionados
con datums,transformacioneso grandiscrepanciade precisionesqueno aconsejarasu mezcla.

En el tota] de datos terrestres aparecieron 3519 de la gravimetría española y 3653 de
otrasfuentes.De los primerosseextrajo una muestrade puntosa una distanciaaproximada
de 5’ con 1092 puntos. Lo primero que se advirtió es la proximidad de los valores de los
parámetrosde ajustede su funcióncovarianzacon los de las funcionescalculadascon todos

TABLA2.15: Parámetrosde ajustede la función covarianzade anomalíasmarinasmenos
contribucióndel modelode geopotencial
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los datosterrestressin diferenciarfuentes.Los resultadosobtenidosen la validaciónfueron:

Total de datos: 3653 puntos BOJ DMA ION
D¡fs.mayoresque 20 miligales 14 (0,38%) 11 3 0
Dffs.mayoresque 15 miligales 134 (0,93%) 22 10 2
Difs.mayoresque 10 miligales 93 (2,55%) 52 39 2

A la vista de los resultadosse puedeconcluir que dado el pequeñonúmero de
observacionesdetectadascomo groserasen la validación, las fuentesson combinablesa
efectosde precisióny de comportamientode la función covarianza.

Una vez comprobada la posibilidad de mezclar las fuentes de datos dadas, se pasó a
validar el total de datos terrestres. La zona que se quiere validar cuenta con un banco de datos
bastantegrande. Por ello, es posible hacer la validación de forma óptima en cuanto a
aplicación de colocación con este fin: los datos que entran en la predicción no incluyen
aquéllosque sevalidan. Parahaceresto seseparanlos datosen dosbloquesque llamamos
A y B, con un número aproximadamenteigual de puntos y con distribución geográfica
similar. Ya que ambosconjuntos de datos se seleccionansobrela misma zona y que ]a
función covarianza empírica debe ser independiente de la muestra elegida para su cálculo, las
funcionescovarianzade los dosbloqueshande teneruncomportamientosimilar (representan
al campoen la misma zona). Así predecimosvaloresde las anomalíasen B con la función
covarianzacalculadaa partir de los valoresde A y datos de A y viceversa.

Las zonasA y E tienencadauna 3586 puntos y las muestrasextraídasson de 1021
y 1020 puntosrespectivamente.

En la primeraiteración del métodonoseencontraronmuchasposiblesobservaciones
groseras.La mayorpartede ellasseencontrócercade la costa, lo cual puededeberseno a
que la observaciónsea erróneasino a que no se ha contadocon datos suficientesa su
alrededor para hacer la función covarianza. Las diferencias obtenidas son en media muy
pequeñas, salvo dos casos puntuales donde se alcanzan valores de 51 y 46 mgaies, ambos
casoscercadel borde de la zona.

Comparandolos resultadosde estavalidacióncon la efectuadaanteriormenteparaver
la compatibilidad de las fuentes entre sí, se encontraron 105 puntos de las fuentes distintas
de la gravimetríaespañoladondese dierondiferenciasmayoresque 10 miligales. De ellos,
61 aparecieronen la validaciónanterior,lo cual suponeun 58,1% del total.

Como no resultaronmuchasobservacionessupuestamentegroserasy la precisión
asignada a priori a las observaciones es mayor que en datos marinos, para hacer la segunda
iteración del método se eliminaron los puntos con diferencias mayores que 10 miligales entre
valor observadoy predicho.Lasdiferenciasobtenidasen estasegundaaplicaciónsonbastante
menoresque en el casoanterior. Se muestranlos resultadosen la tabla 2.17.

En amboscasos,la distribucióngeográficade los puntosdetectadosesaleatoriay no
pareceindicarque algunade las fuentessea malao problemaslocalescon los datos.

Entre los resultadosde una y otra validación tomandodiferenciasmayoresque 10
miligales, existen 141 puntos comunes,lo que significa un 1,97% deI total de puntos
validadosy el 75,47%de los puntosresultantesen la primeraiteración.Dadoque no supone
un gran número de datos y que el principal objetivo de la validación es eliminar
observacionesafectadasde error pero sobretodo asegurandoque los restantesson de buena
calidad,no seconsiderónecesariorepetir el procesouna terceravez. Si el númerode datos
a eliminar fuesemayor,no sehabríaoptadopor estaeleccióny serepetiríaotra vez mas.
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DATOS ~EFúPÁES~RIE~(7172) l~ITERACION r ITERACION

DIFERENCIAS MAYORES QUE 20 46 puntos (0,64%)

88 puntos (1,23%)

212 puntos (2,96%)

34 puntos (0,47%)

66 puntos (0,92%)

160 puntos (2,23%)

DIFERENCIAS MAYORES QUE 15

DIFERENCIAS MAYORES QUE 10

TABLA 2.17: Resultadosobtenidosen la validación de datos terrestres.

Validación de datos de los dos tipos a la vez

En estaocasiónel númerode datosdisponiblesessuficientementegrandeparahacer
división en zonasA y B aunqueambascuentancon los mismospuntos mannos.Cadauna
de ellas tiene 5427puntosy las muestrasseleccionadassonde 1558 y 1554respectivamente.
Por la distintanaturalezade los datosquelas componen(terrestresy marinos)y sus distintos
comportamientosen cuantoa función covarianzase refiere, la covarianzade datos mixtos
presentauna tendenciaintermediaentre las de uno y otro tipo. Posiblementesea éste el
motivo por el que, al no ajustarsedel todo a la formade funcionescovarianzade datos ni
terrestresni marinos, aparecenmuchos más puntos en la validación como afectadosde
errores.

Entre ellos hay tina clara mayoría de puntos marinosmientrasque la validación de
éstospor separadono condujoa pensarque éstosseanespecialmentede malacalidad.Dado
que hay máspuntos de tierra, puedeserque aparezcanno porqueseanen realidaderróneos
sino porquela covarianzaestémásinfluida por los datosterrestres.Porotro lado, en cuanto
a éstosse refiere,al compararlos resultadosobtenidosvalidandosólo tierra con tierra y los
queaparecenen estavalidación,seencuentrangrandesdiscrepancias:con diferenciasmayores
que 10 miligales aparecen105 puntoscomunesentre las dos validaciones.Esto significa un
1,46% de los datos terrestres,sólo el 49,53% de los detectadosen la primera vuelta de
validaciónen tierra (sólo sereiteranla mitad de los datos).

Como resultadopodemosconcluir que la validaciónpor colocacióntal y como la
hemosensayadoen los ejemplosanteriores,no esunabuenaalternativaen el casode mezcla
de datos terrestresy marinos.En tal caso,el modelo de función covarianzano debeelegirse
como hastaahorasino que funcionaríamejor algún otro, así como la normaque pretende
minimizarseque deberíade seruna normaconstruidade otra manera.A los datos no se les
suponeigual precisiónapriori, luegono seles puedeasignarpesounidad,aunquerepresenten
áreasiguales.Porel tipo de reducciónde efectostopográficosefectuada(modeloresidualde
terreno),los dosconjuntosde datospuedenno ser muy combinablesentresí parapredecir
anomalíasde gravedadpor colocación,pesea que la teoría de correccionesde terreno
residualesasí lo expresa.Pudieraserdistinto si sehubierapracticadocorreccióntopográfica
y reducciónde efectosisostáticos.

Los resultadosde la validaciónensayadasemuestranen las tablas2.18 y 2.19 y una
estadísticade los datosvalidadosen la tabla 2.20. Se refieren a datostotales. No aparecen
diferenciasimportantesentre las llamadaszonaA y zonaE. Finalmente,podemosconcluir
tras todas estaspruebas,que la validación de anomalíasgravimétricascon el método de
colocaciónsedebehacerseparandodatosmarinospor un lado y terrestrespor otro. Dentro
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~DTALDE DATQS (9GB IPUNTO~)

DIFERENCIAS MAYORES QUE 20 MGALES

DIFERENCIAS MAYORES QUE 15 MOALES

DIFERENCIAS MAYORES QUE 10 MGALES

46 PUNTOS (0,51%)

103 PUNTOS (1,14%)

319 PUNTOS (3,54%)

TABLA 2.18: DWerenciasobtenidasen la validaciónde todos los datosjuntos.

T~U~D DE DMFX(’C TOTALES VALIDADOS ELIMINADOS

MAR 1841 1811 30 (1,63%)

TIERRA 7172 7031 141 (1,97%)

TODO JUNTO 9013 8842 171 (1,90%)

TABLA 2.19: Resultadosfinales de la validación.

FIGURA 2.11: Curvas de anomalías validadas.

de esto, se debe mantener (dependiendo de las precisiones de los datos) un nivel de tolerancia
mayorparadatosmarinosque paraterrestres(en nuestrocaso de 10 a 15 miligales).

A la vistade la tabla2.20 sepuedeapreciarquelos valoresdela estadísticaen el caso
marinono difieren muchode antesa despuésde la validación. Sin embargo,en el casode
datosterrestresy de los dos tipos juntos, sepierdencon la validaciónalgunospuntosdonde
sealcanzabanvaloresmínimospor lo que sesuavizala mediay disminuyenla desviación
típica y el rango de variación, aunque de forma muy ligera.
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DATOS MAThTOS
(1811 PUNTOS) LMEDIA

DL MIN MAX RANGO

Ag AIRE LIBRE 10.17 19.26 -32.10 68.38 100.48

A.g MODELO 11.52 12.22 -16.91 56.39 73.30

Ag MENOSMODELO -1.35 15.16 -41.34 44.97 86.3 1

Ag -MOD-TOPOG -0.60 12.92 -38.81 37.96 76.77

(7031 PUNTOS)

MEDIA D.T. MIN MAX }RANGO

Ag AIRE LIBRE 8.27 22.89 48.61 133.50 182.1]

Ag MODELO 10.69 13.87 -22.42 5 1.87 74.29

Ag MENOS MODELO -2.42 18.26 -51.37 109.54 160.91

Ag-MOD-TOPOG 1.37 11.54 -34.43 40.65 75.08

ITA Tfl¿

(8842PUNTOS)

MEDIA D.T. MIN MAX RANGO

AgAIIRELIBRE 8.66 22.21 -48.61 133.50 182.11

Ag MODELO 10.86 13.55 -22.42 56.39 78.81

ág MENOS MODELO -2.20 17.68 -51.37 109.54 160.91

~ág-MOD-TOPOG 0.97 11.86 -38.81 40.65 79.46

TABLA2.20: Análisisestadísticode los puntos validados. e’

r

2.6.4. Comportamiento de la predicción por colocaciónde zXg
es’

A partir de los resultadospresentadosen la secciónanterior, seha desarrolladoun
estudiode la colocaciónmínimos cuadradoscomo método de predicción de anomalíasde
gravedadapartir de la mismacantidadcomodato.Tal y como se hizo a efectosvalidatorios,
se comparóel comportamientode las zonassegúnse trate de marinas,terrestreso mixtas.

Datosmarinos es

Al hacerla predicción de anomalíasde la gravedadmarinasa partir de datos sólo
marinos,seobserva,en primer lugar, que la predicciónestábastanteafectadapor los datos
que entranen la muestraparagenerara la función covarianza.Esto puededeberseno aJ
métodoen sí mismosino a la menordisponibilidadde datosen el mar. En generalse aprecia
unatendenciaaquelas anomalíaspredichasseanligeramentemáspequeñasquelas anomalías
dato aún sin llegar a diferir en grandescantidades.

es
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Datos terrestres

En estecaso,quizápor la cantidadsuperiorde observacionesdisponiblesy la mayor
precisión de las mismas, resultaque reproducenel campo de anomalíascon una mayor
fiabilidad, lográndosediferenciascon las dato muy pequeñassalvo en casospuntuales.Por
el contrario al caso marino, en tales diferencias no se aprecia una tendencia de signo.

Datosmezclados

Tal y comosevió en el estudiode la validación,la aplicaciónde la colocacióncomo
método de predicción de anomalías contando como dato con observaciones de Ag tanto en
tierra como en mar no esun método fiable. Las observacionesde ambostipos, reducidas
como sehahechono dan lugar a buenaspredicciones.No sereproducenlas observaciones
dadascon igual exactituda los dos casosanteriores.El motivo de esto, posiblementeesel
distinto comportamientode las funcionesde covarianzade uno y otro tipo de datosasí como
la no homogeneidadde ambos,tantoen lo queaprecisiónserefiere, comoal haberefectuado
la reducciónde los efectostopográficosconsiderandolos efectosresidualesrespectode una
superficie de referencia media. Pone en evidencia el hecho de que Ag está dominada por las
cortas longitudes de onda del campo de gravedad y por lo tanto está muy relacionada con
datosgravimétricosmedidosy con la informaciónsobrela topografía.

De todo lo dicho anteriormente se deduce que no se deben mezclar tipos de datos para
hacerprediccionesde gravedady serámejorusardatosterrestresparaprediccionesen tierra
y marinosparahacerloen mar.

A continuaciónse presentaun estudioparacuantificar las diferenciaque sepueden
obteneral no hacerloasí. Estimamosla precisióndel métodoen 15-20miligales, límites que
seestablecieronal hacerla validaciónpuestoque se reiterabanla obsevacionesporencima
de estosniveles.

Las pruebasconsistieronen determinartres cuadriculasde anomalíasde gravedad
sobrelos mismospuntos, de 5’ de espaciamiento,medio grado interior a la zonade estudio.
El total de anomalíascalculadasesde 1369. Trasesto,seevaluaronlas diferenciasentreellas,
asícomola distribuciónde la mismasy posiblesrelacionesentresigno,cuantíay localización
o carácterde datos. Se presentana continuaciónlos resultadosobtenidos.

A. Diferenciasobtenidasentreanomalíascalculadascon datos terrestresy marinos

Las diferenciasen estecaso,como es lógico, son las mayoresde las tres pruebas
efectuadas,probandoasí que las anomalíasno son extrapolablesde un tipo de zonaa otra.
Puedenalcanzar(en un caso)los 40 miligales.Unaprimeraobservaciónes que las mayores
diferenciasseencuentranagrupadas.Se alcanzarondiferenciasmayoresque 30 miligales en
21 puntos,la mayoríade ellos en el mar. De estospuntos,en 12 la anomalíacalculadacon
datos de tierra es menor que la calculadacon datos de mar. Todos ellos se encuentranen
tierra (Figura 2.12.) en una zona que en las pruebas siguientes se ve que da problemas. En
el resto, la anomalía calculada con datos terrestres es de menor cuantía, que la que usó datos
marinosy seencuentranen el mar. Se obtuvierondiferenciasmayoresque 20 miligales en
99 puntos y se sigue manteniendo la tendencia de los puntos con mayor anomalía usando
datosde mar de estaren tierra y al contrario en mar (Figura 2.13).

Concluimosque seobtienendiferenciasbastantegrandessi secalculade una u otra
forma de las estudiadas (por encima de la precisión probada del método sobre la zona de
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aplicación).Parecetambiénque si secalculananomalíasde gravedadcon datosfuera de la
zona,los resultadosson másgrandesque su valor.

B. Deferenciasobtenidasentreanomalíascalculadascon datos
terrestresy con el total de datos

En total se obtienenmenospuntos con grandesdiferenciasque en la comparación
anterioraunquela cuantíade éstasno esmenorllegandode nuevoa alcanzar40 miligalesen
el mismo caso que en A.

0W. DE AÑOMALIAS MENORES QUE —30 MOALES OIP’. DE ANOMALíAS MAYORES QUE 30 MOALES

por encimade 30 miligales entre Ag calculadas
terrestresy con datos marinos.

OlE. DE ANOMALIAS MENORES QUE —20 MOALES OIP’. DE MIDMALIAS MAYORES QUE 20 MOALES

Ti?

FIGURA 2.13: Diferenciaspor encimade 20 miligales. Distribución atendiendoa su signo.

e’

e

FIGURA 2.12: Diferencias
con datos

es
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Setienen10 puntoscon diferenciasentreprediccionesmayoresque 30 miligales y en
todos ellos la prediccióncon datos de ambostipos es mayor que la hechasólo con datos
terrestres.Todos ellos seencuentranen tierra y no próximos a la costa(Figura 2.14).

A la vista de tal resultado se podía pensar en la existencia de algún tipo de sesgo entre
predicciones.Al hacermenorel valor de diferenciasestudiadas-20 miligales-, aparecen46
puntos. Obsérveseque sonmuchosmenosque en el caso anterior. Siguen apareciendo3]
puntosen los que la prediccióncon datosmixtos esmayora la obtenidacon datos de tierra
y todos ellos de nuevo seencuentranen el mar. Los 15 restantesen los que la predicción
hechacon datos terrestresesmayor, aparecentanto en tierra comoen mar (Figura 2.15).

DIP’.MAYORES QUE 30 OMS

FiGURA 2.14: Diferenciassuperioresa 30 miligales.

Oir. DE ANOMALIAS MENORES QUE —20 MOALES OIP’. DE ANOMALíAS MAYORES QUE 20 «CALES

—1

FIGURA 2.15: DWerenciasmayores en valor
y distribuciónsegúnsu signo.

—0.5 u 0.5 ¡ .5

—1 0

absolutoque 20 miligales
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Podemosconcluir que hay menospuntos con grandesdiferenciasal compararAg
obtenidascon datosterrestresy con datos mixtos que en el casoanterior,peroéstaspueden
seguiralcanzandovaloresdehasta30-40miligalesen algunasocasiones.Pareceque se sigue
advirtiendola tendenciaapredeciranomalíasgrandescuandoseusandatosfuerade la zona.

C. Diferenciasobtenidasentreanomalíascalculadascon datos marinosy mixtos

En estecasonosva a interesarla partemarinapuestoque ya vimos que los datosde
mar no producenbuenasprediccionesen tierra.

En la comparaciónno seobtienenmuchasdiferenciasy la cuantíade éstasno llega
a los valoresmáximosde los ejemplosanteriores.Sí que aparecenvaloresde 30 miligales.
De los 1369puntoscomparadosestecasoseda en 8 puntos.De ellos6 estánen el mary en
todos ellos la anomalíapredichacon datos marinoses menorque con datosmixtos.

OlE. DE fliOMAijAS MENORES QUE —30 bADALES OlE. DE MAOMALIAS MAI’ORES 0140 30 bADALES

FIGURA 2.16: Distribución de las diferenciassuperiores
a 30 miligales atendiendoa su signo.

DII’. DE ANOMALíAS MENORES QUE “20 MOALES

FIGURA 2.17: Distribución de las diferenciassuperioresa 20 segzlnsu signo.

4

t

e’>

DII’. DE ANOIAAtIAS MAYORES QUE 20 MOALES

—l

es

es
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Seobtienendiferenciasmayoresque 20 miligales en 50 puntos, la mayoríade ellos
seencuentranen el mar y en la mayorpartede ellos vuelve a aparecerla tendenciade
obteneranomalíasmayoresusandomuestrasde datosque no seandel tipo de las predichas-

en estecasoanomalíasmarinas-puestoqueasíencontramosa 34 de los 50 puntosestudiados.
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2.7. CONCLUSIONESY RESULTADOS

En estecapitulosehan presentado:

1. Análisis estadísticode los datos sobrela zonaseleccionadatanto originales como
unavezrealizadaslas reduccionesde lagravedadde un modelode referenciay de los efectos
topográficos.De esteestudiosepuedeconcluir que seproduceen efecto, un suavizamiento
del campode la gravedadtras reducir las observacionesde los efectosmencionados.

e’

2. Estudio sobre la zona y con la densidadde datos dada, del orden óptimo de
truncamiento del modelo de geopotencial a la hora de eliminar sus efectos sobre la
gravimetría. En este punto encontramosdiferenciasentre datos marinos,dondepareceser
convenientehacer un truncamientoen un orden y grado anterior a 360 y suplir si es
neceasariocon gravimetríalocal, y datos terrestres,dondeun orden superiorda lugar a una
estadísticaque reflejael comportamientomás suavedel campo.

e

3. Justificacióndel hechode mezclardistintasfuentesde datosparaampliarel banco
gravimétrico original.

4. Resultadosde una validaciónefectuadausandola colocaciónmínimo cuadrática
siendoeliminadoscomoposibleserroresel 1,90%de los datosvalidados.

5. Estudioparalelosobrelos puntos1, 2 y 4 segúnsetratede datosmarinos,terrestres
o unión de los dos que han intervenido en los procesospresentados.Como principal
conclusiónrespectoa estepunto, tenemosque el comportamiento,tanto estadísticocomo a
efectosde predicción,es muy distinto de uno a otro casoy que la predicciónporcolocación
de anomalíasde gravedada partir de la mismacantidadcomodatode entrada,debehacerse
por separadocon marinosy terrestrescuandose lleve a cabo en zonasquecomo ésta, tenga
una parteel mar y otra en tierra. Estaconclusiónse completacon una estimaciónde los
erroresque sepuedenobtenerde no hacerseasí, que llegan a alcanzarunos30 miligales.

es

e’

es

a’

es

WI

es

a.
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CAPIDEUIJD 3

PREDICClON DE UN GEOIDE
GRAVIMETRICO CON COLOCACION

En estecapítulo seva a presentarun primer resultadode geoidegravimétricosobre
la zona elegida de pruebas, obtenido por el método de colocación mínimo cuadrática.
Prosiguiendoel estudiocomenzadoen el capítuloanterior sobreel distinto comportamiento
de las prediccionesdependiendode la naturalezay origen de los datos,sepresentanalgunos
resultadoscomparativosquenossirvenpara evaluartalesdiferenciasy concluirmetodologías
de combinaciónde datos, sobre todo a efectosde trabajo en zonascosteras.A su vez nos
serviránpara estimarla precisión internade los geoidespresentados.

Dadoque estosresultadosnosvalieron paraefectuarposteriorescomparacionescon
geoides determinadospor distintos métodos, se presentapor último un análisis de la
independenciadel resultado de los datos elegidosasí comode la función covarianza.

3.1. METODO DE COLOCACION APLICADO A LA
DETERMINACIÓN DE UN GEOIDE GRAVIMTRICO

En general,la colocaciónesun buenmétodoparadeterminacionesde geoideslocales.
Estose debe al carácterlocal de la covarianzaque apareceen los cálculos,y que además,no
esposibleincluso en los casosmáshomogéneos,obtenerunaúnica función covarianzaque
puedaservir pararepresentarcon precisiónuna zonaglobal extensa.

La aplicación del método básicamenteno presentadiferenciasrespectode la del
capítuloanteriorparaobtenerestimacionesde anomalíasgravimétricas.Al cambiarde señal
a predecir,varíael modelo de función covarianzaa usar.Tal variaciónviene determinadaal
aplicar la ley de propagaciónde las varianzasy covarianzasen la relaciónentrecantidades
observablesy estimables,en nuestrocaso:

T 8T2N=. -Ag=...m...T (3.1)
y Br

Como ocurríaen el casode prediccionesde anomalías,las funcionesresultantesdel
ajuste a un modelo elegido previamente,pueden no ser adecuadaspara la hacer las
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estimaciones.Esto ocurre,por ejemplo, si faltan datos o si están mal distribuidosy no se
logra representaral campode forma realista.En general,el modelo de función covarianza
usado en estos dos capítulos, es válido para ajustar funciones covarianzade datos
gravimétricossiempreque el campofueradel árealocal secomponeen mediacomo dentro.

Usualmentesepredicegeoidesobrecuadrículasque faciliten su futura interpolación.
Así seestimanvaloresde ondulaciónde geoide(o cuasigeoide)en puntosequidistantespor:

tu

~ (3.2)

con: Ags: observación.
covarianzaentreseñaldelaobservacióny señaladeterminar.Secalcula
por las leyesde propagaciónde varianzasy covarianzas,

CáSSAZS: covarianzade la señalobservación.
covarianzadelmido.Por la reducciónde las observacionesy al no estar
éstascorreladasentresí, tiene la formade a~~I con a<7 varianzadepeso
unidadde las observacionese 1 matriz unidad.

La estimaciónno debe dependerde los puntos dato, tal y como se probaráen
apanadossucesivosal obtenerdiferenciasentre resultadospor debajo de la precisión del
método. Además,puestoque la predicciónpierde calidad sobrelos límites de la zona de
datos, sesuelepredeciren unasubzonainterior.

Es importantela eleccióndel tamañode las zonasde aplicaciónque debeverificar
unosciertos requisitos:su tamañomínimo ha de estarde acuerdocon la resoluciónde los
modelos empleadospara hacer las reduccionesy su tamaño máximo es función del
discretizadode los datos y de la necesidadde obtenervalor de mediacero (condiciones
teóricasde aplicación).

Si la zonaes demasiadogrande,comoya se mencionó,no esconvenienteusaruna
únicafunción covarianzalocal. Se subdivideen zonasmáspequeñas,pero seleccionandoun
único valor de profundidadde radio de Bjerhammary así se fija un único dominio de
annonicidadparatoda la soluciónobtenida(Sevilla y RodríguezVelasco,1992 a y b).

Con esteprocesode aplicaciónde lacolocaciónseobtieneunaestimaciónde la parte
de media-altalongitud de ondade las ondulacionesdel geoide.Siguiendoel esquemageneral
del métodode eliminación-restitución,seañadenluegolas panescorrespondientesa] modelo
de geopotencialy a los efectosde un modelo de terreno,esdecir, aquellascuya influencia
ha sido sustraídade los datosanteriormente.

8

‘u

es
Donde N~ es la parte calculadapor colocación,N~ la contribución del modelo de

es.geopotencialy N1 la de la topografía. es

e”

e’
3.2. PREDICCION DE ONDULACIONES DEL GEOIDE

e’
SOBRE LA ZONA DE PRUEBA

es,

Del mismo modoquesehizo en el capítuloanteriorcon las anomalíasde la gravedad,
se presentaaquí un estudio del comportamientode Jas prediccionesde ondulacionesdel
geoidesegúnsi lo que intervienenson datos terrestreso marinos.
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Completanesteestudiouna seriede pruebassobrela independenciade la predicción
de la muestraseleccionada,incluso tratándosede datosde la misma naturaleza.

La información disponiblesobrelos bordesesmenorpor no estarrepresentadotodo
su alrededor,y la predicciónseráde menorcalidadal usaruna función covarianzaque no
representaal campocompletamente.Porestohicimos predicciónde geoideno sobretoda la
zonade estudio,sino sólo sobreuna interior a ella medio gradoen todas las direcciones.

Se hicieron seis prediccionesdiferentesdel geoideen la zona,de límites de 38~5 a
4l~5 en latitud y de ~]0 a20 en longitud en puntosdispuestosen cuadrículade espaciamiento
5’ en ambasdirecciones.Tales versionesson: un geoide predicho a partir dc datos sólo
marinos,trespredichosapartir de muestrasdistintasde datossólo terrestres,uno de elloscon
espaciamientodistinto, y dos a partirde dos muestrasde datosmezclados.

No es nuevo que la colocación mínimos cuadradosno es un buen método de
extrapolación(Rodríguez-Velascoy Sevilla, 1993),pero nos interesasaberhastaqué punto
la predicciónse desvíade los valoresobtenidoscon datos sobrela zona.

Antesde prodeceraningún estudiosobrelos geoidesestimados,haremosmencióna
una peculiaridadque puede reducir su precisión que es que los datos utilizados no se
distribuían adaptándosea una normal como sería lo más deseable,e incluso, no eran
totalmentesimétricos,requisito alternativo,sino que soncantidadesbastantecentradaspero
con unaciertatendenciaa serpositivas.Esto puedeseñalarque pesea la calidadque parecen
tenerlas reduccionestanto de modelode geopotencialcomode topografíaparala zona,puede
no haberseconsideradoalgún tipo de efectoen la reduccióntotal de los datosproduciendo
algún discretosistematismo.

En la tabla 3.1. se muestranlas estadísticasde la partede geoide predicha por
colocaciónmás la contribucióndel modelo de geopotencial.La partecorrespondientea las
cortas frecuencias,esdecir, a la topografía(N1 en (3.3)), se estudiarámásadelante.

Se puedever el rangode variaciónno excesivamentegrandeque presentantodas las
predicciones<en ningún casollega a alcanzarlos 5 metros),por lo que en general,el geoide
esmuy suaveen la zona, sobretodo,y a la vista de la figura 3.1., en el mar. Las estadísticas
de todas las prediccionessonbastantesimilaresentresi.

Las variacionesde los parámetrosentre los dos geoidescon datos mixtos son
pequeñas:un centímetrode media,lo mismoque apareceen las diferenciasentre los valores
máximosalcanzados.

MEDIA DIIPICA MíNIMO MAXIMO RANGO

Geoidemar 49.983 m 0.906 47.71 m 52.32 m 4.610

Geoidetierral (50 49.953m 0.970 47.66m 52.22 m 4.560

Geoidetierra2 (5’) 49.951 m 0.972 47.71 m 52.23 m 4.520

Geoidetierra3 (5”5) 49.953 m 0.967 47.73 m 52.20 m 4.470

Geoidetodol 49.986m 0.920 47.73 m 52.15 m 4.420

Geoidetodo2 49.978 m 0.921 47.72 m 52.15 m 4.430

TABLA 3.1: Estadísticade las estimacionesde geoideestudiadas.
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FIGURA 3.1: Curvasde geoidea intervalo de 0,5 metros.
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En cuantoa las diferenciasentrelos geoidescalculadoscon datos terrestres,vemos
que no hay variacionesprácticamenteen mediani en desviación,y si varíanlos máximos
valoresalcanzadossiemprepordebajode los 5 centímetros.

Por último, al compararlas estadísticasde todos ellos, seve que el comportamiento
es bastantesimilar si bien la media de los geoidescon datos sólo terrestreses unos 3
centímetrosmásbajaque en los otros casos,tiene mayor desviacióntípica y el geoidecon
datos marinos alcanzamáximos 10 centímetrospor encimade los otros. Estos valores
sirvieroncomoreferenciade los rangosde diferenciasa considerarparaestudiardiferencias
puntualesentrelos geoidesy no sólo en media.

A continuaciónsepresentaun estudiode los geoidescalculadosy las comparaciones
entreellos asícomo las conclusionesque puedendeducirseparaestableceruna metodología
parael problemade mezclade geoidesterrestresy marinos.

3.3. SENSIBILIDAD DE UN GEOIDE GRAVIMETRICO CALCULADO POR
COLOCACION A LA MUESTRA Y A LA FUNCION COVARIANZA

La función covarianzacaracterizaal campode la gravedaden la zonay escapazde
reproducircantidadesrelacionadascon éste.Teóricamente,no debedependerde la muestra
extraída para construir la covarianza empírica ni de las cantidades tomadas como
observaciones.Esto seconseguíacon la descorrelaciónhechaa los datos al reducirlos.Aún
así, puedehaberefectosno tenidosen cuentaen talesreduccioneso bien, el métodopuede
no funcionaren laprácticatal y como se espera.Paradeterminarsi es así y hastaqué punto
sepuedencometererrores,secompararonlos geoideselaboradoscon distintasseleccionesde
datos terrestresy mixtos a un mismo espaciamiento.En ambos casos, las diferencias
alcanzadasfueronpequeñas,mostrandoqueen efecto, los resultadosobtenidosporel método
de colocaciónsonen gran medidaindependientesde la muestra(ver tablas3.2 y 3.3). En ellas
se incluye la comparaciónde geoidescon datos terrestressólo en tierra (717 puntos) con
valoresmenorescomomuestransu media,ligeramenteinferior, desviacióntípicabastantemás
pequeñay menosdiferenciasgrandes.

Media Desviación Mínimo Máximo

Tierra (1369) 0,2cm ¡ 4,1 cm -14cm II cm

Tierra (717) 0,1 cm ¡ 2,6 cm -12 cm 9 cm

Todo (1369) 0,7 cm ¡ 3,3 cm -14 cm 19 cm

TABLA 3.2: Estadísticade las diferenciasobtenidas.

Difs. mayores20 cm Difs. mayores10 cm Difs. mayores5 cm

TIERRA (1369) 0 35 259

TIERRA (717) 0 1 25

TODO (1369) 0 31 131

TABL4 3.3: Cuantificaciónde las diferenciasobtenidas.
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D¡[E.ENTNE CEOrDES EN 1’IERkA &AAV QUE ID CM D’E.ENTRE GEOIDES 175 TIERRA MAC QUE 5 CM

FIGURA 3.2. Diferenciasobtenidasal comparargeoidesterrestres.

Diferenciasmayoresque 10 cms. Diferenciasmayoresque 5 cms.

FIGURA 3.3: Diferenciasobtenidasal comparargeoidesmixtos.
e

es

e

La disminuciónde diferenciasgrandesal tomarsólo tierra indica que posiblemente
éstascorrespondana errores de extrapolación.Están más localizadasque las obtenidasal
compararlos geoidesque venimosa llamar mixtos. Los problemasaparecenalrededorde Ja
isla que hay en la zona y también en algunasregiones puntualessobre la costa. Las
diferenciasentregeoidesmixtos estánen el mar, pero no agrupadastan localmente.

En general,las prediccionessonmuy parecidas,lo que corroborael hechode que la
muestrano determinafuertementea las estimaciones,cuyaprecisión,dadala repetitividadde
los resultados,fijaremospordebajode los 5 centímetros.Al tomarsóJoJa zonaterrestreeste
límite resultainclusoexcesivoya que lo superanúnicamenteel 3% de los datos.
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3.4. SENSIBILIDAD DEL GEOIDE GRAVIMETRICO CALCULADO POR
COLOCACION AL ESPACIAMIENTO DE LA MUESTRA

Al aplicar la colocaciónse ha de resolverun sistemade tantasecuacionescomo
observacionessetiene. El problemade estoesque puedaserdemasiadograndecon lo que
se pierde aplicabilidad del método. Así, es convenienteseleccionarsólo las necesarias
reduciendo así las dimensionesdel sistema. Aquí surge la cuestión de cuántasson las
vnecesarias.Una forma de reducir su númeroes, como ya se vió en e] capítulo anterior,
aplicar técnicasque suavicenel campoparaque puedarepresentarseusandomenosdatos.
Sobrela cuestiónde cuál es la distanciaóptima a la que éstosdebenseleccionarse,existen
algunasreglas(Tscheming,1985)en las quela densidadnecesariade datos paralograr una
ciertaprecisiónen las prediccionesesfunción de la longitud de correlaciónde lacovarianza.

Paraevaluar los efectossobrela predicciónde geoidede estefactor en la zona de
estudio,se compararonlos dos geoidescon datos terrestrescon muestrasseleccionadasa
intervalos,pequeñasvariacionesde la distanciateóricamenteóptima(5’ y 5’5). Como antes,
damosmayorimportanciaa las diferenciasobtenidassobretierrapuestoqueaella pertenecen
los puntos de la muestray la función covarianzacon la que se efectuaronlas predicciones.
De nuevo, la magnitudde las diferenciasobtenidases pequeña,teniendoun máximo de 16
centímetrosen una únicaocasión.El signo de talesdiferenciasesaleatorio,lo que indica la
no existenciade sesgosdependientesdel espaciamientode la muestra.Las zonasen las que
aparecenlas diferenciascoincidenen granmedidacon las obtenidasen las comparacionesdel
apartadoanterior.En la figura 3.4. semuestranlos puntosen los que se obtienendiferencias
mayoresque 10 cms. En la segundacomparaciónson sólo 3, situadossobreel bordede la
zona,porlo que no sonsignificativosmientrasque en la figura 3.5 aparecenlas diferencias
sólo en la parte terrestrey semarcancon círculoslas diferenciasmayoresque 5 centímetros
y con un cuadradola únicadiferenciasuperiora los diez.

MEDIA D.TIPICA MINIMO MAXIMO

Comparación1 (todo) 0,1 cm 4cm -16cm 11 cm

Comparación2 (todo) -0,1 cm 2,5 cm -7 cm 13 cm

Comparación1 (tierra) 0,2 cm 2,6 cm -14 cm 9 cm

Comparación2 (tierra) 0,1 cm 2,1 cm -5,9 cm 7 cm

TABLA 3.4: Estadísticade las diferenciasobtenidasen la comparación.

TOTAL COMP. 1369 Dif. mayores 15 Dif. mayores 10 Dif.mayores 5

Comparación1 (todo) 1 51 213

Comparación(todo) 0 3 46

Comparación1 (tierra) 1 0 20

Comparación2 (tierra) O O 10

TABLA 3.5: DWerenciasobtenidas.

65



.4

DIÑENTRE GEOIDES EN TIERRA MR,’ QUE 10 CM
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DIFENTRE GEOiDES EN TIERRA KAAY QUE 5 CM

FIGURA 3.4: Localización de las mayoresdiferenciasen la comparación.

Su reducidonúmeroy distribuciónaleatorianoshaceconcluir quelasdospredicciones
casi no difieren y quevariacionespequeñasdel espaciamientode los datos,no modifican la
precisióndel método.

9,

es’
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3.5. SENSIBILIDAD DEL GEOIDE GRAVIMETRICO POR
COLOCACION A LA NATURALEZA DE LOS DATOS

En este apartadoseprosigueel estudiocomenzadoen el capítulo anterior sobrela
variación de los resultadosobtenidos por colocación segúnla naturalezade los datos
empleados.En estecaso,la cantidadestudiadaesla ondulacióndel geoide.Previoacualquier
análisis,podemosesperaruna menor influenciaal ser unacantidaddominadapor las largas
longitudesde onda, luego la mayorcontribuciónala estimaciónla va a aportarel modelode
geopotencial.Se presentauna cuantificaciónconcretade las diferenciasobtenidas.

DIFENTRE GEOIDES EN TIERRA hAY CElE 10 CM

O—1

DIFENTRE GEOIDES EN TIERRA hAY QUE 5 CV

—1
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FiGURA 3.5: Diferenciasmayoresque 5 centímetrossobrela zonaterrestre.

3.5.1. Comparación entre geoidescon datos mezcladosy sin mezclar

Al separarcomo en el capítuloanteriorporun lado los datos terrestresy porotro los
marinos,se producenefectosde borde en las predicciones.Si se opta por mezclarlosla
covarianzaresultantetienecaracterísticasdistintasa las que proporcionandatosde diferentes
tipos de zona porseparado,por lo que puedepredecircantidadesdistintas en amboscasos.

En esteapartadosepretendeanalizarla cuantíade las diferencias,su correspondencia
tal y comoseespera,en zonascosteras,y la amplitudde la zonaen la que seextienden.Para
ello, seconstruyengeoidescon las panesterrestrey marinapredichasa partir de datos del
mismotipo, supuestoscon efectosde bordeen la zona.Secompararoncon los dosobtenidos
con distintasmuestrasde datosmezcladosy sus correspondientesfuncionescovarianza.

En la figura 3.6 setienenlos geoidescomparadosy en la figura 3.7 las curvasde nivel
de las diferenciasobtenidascontorneadasa intervalosde 5 centímetros.En ellas se aprecia
que las diferenciasseencuentrandistribuidasalrededorde la costay de las islas de Ibiza y
Formentera.De hecho,las curvasrepresentadasreproducenel perfil del litoral en la zona, y
que éstetambiénaparececomo irregularidaden los geoidesde la figura 3.6. Las diferencias
obtenidasson muy similares de tomarun geoidemixto u otro, lo que resultanormal dadala
similitud entre ambosprobadaen el apartado3.3. Sonmayoresen la parte terrestreque en
la marina,comosepuedever en la exposiciónde las tablas3.6. y 3.7.

MEDIA D.TIPICA MINIMO MAXIMO

OTodo 1 - G.Mar (652) -0,7cm 5 cm -21 cm 18 cm

G.Todo2 - O. Mar (652) -1,9cm 6,2 cm -26 cm 13 cm

1
1

TABLA 3.6: Estadísticade las diferenciasentre resultadoscon datos
mezcladosy con sólo marinos.
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Geoidescomparados.Lasfiguras superioressonde un único tipo de datos
y las inferioresson los calculadosa partir de mezclade datos.

MEDIA D. TINCA MINJIMO MAXIMO

G.todolt-G.tierral -4,1 cm 6,6 cm -27 cm 27 cm

G.todol-G.tierra2 -4 cm 7,2 cm -30 cm 29 cm

G.todol-G.tierra3 -3,9 cm 7 cm -31 cm 29 cm

G.todo2-G.tierral -4,4 cm 6,5 cm -30cm 29 cm

G.todo2-G.tierra2 -4,3 cm 7,2 cm -33 cm 32 cm

G.todo2-G.tierra3 -4,2 cm 7 cm -34cm 27 cm

TABLA 3.7: Estadísticade las d~ferenciasobtenidassólo en tierra.

Dii 20 cms Dii de 10 cms Dif. de 5 cm

NEGAT TOTAL POSIT NEGAT TOTAL POSIT NEGA

GI-Gmar 1 26 9 17 95 37 58

G2-Gmar 10 40 10 30 127 32 95

TABLA 3.8: Clasificación de las diferenciassegúnsu cuantía y signo sólo en la partemarina.
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FIGURA 3.7: Diferencias obtenidas en la comparación, 

En general se puede decir que las diferencias son pequeñas y mayormente de signo 
negativo, aunque las positivas alcanzan valores más altos, luego se tienen valores de geoide 
menores si se calculan con datos mezclados que si sólo se utilizan los del tipo de zona 
correspondiente. La cuantificación detallada del signo y valía de las diferencias se muestra 
en las tablas 3.8 y 3.9. Las diferencias grandes se reproducen en la misma zona y los mismos 
puntos de una comparación a otra. 

Al considerar la zona marina las diferencias son menores que en la terrestre. Las 
mayores de signo negativo se encuentran agrupadas en las mismas zonas en todas las 
comparaciones. Aparecen en la costa, asociados sus mayores valores a Delta del Ebro y Golfo 
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TOTAL Posrr NEGAT TOTAL POSITj NEGAT

DITFS. MAY. QUE 20 CMS DIFS. MAY.QUE 10 CMS

G.todol-G.tierral

G.todol-G.tierra2

G.todol-G.tierra3

7 3 4

‘ 14 9 5

8 5 3

105 24 81

110 29 81

121 29 92

G.todo2-G.tierral

G.todo2-G.tierra2

G.todo2-G.tierra3

7 4 3

15 11 4

13 8 5

107 22 85

110 23 87 ¡

116 21 95

TABLA 3.9: Diferenciasen las comparacionesentregeoidescon datos
mezcladosy geoidescon datos sólo terrestresen tierra.

de Valencia, y en la zona entre las islas de Ibiza y Formentera(posiblementepartedel
territorio de la isla entró en la comparacióny en cualquiercaso,una zonatan poco exterior
no essignificativa). Lasdiferenciaspositivasson menosnumerosas,perocomosemencionó
de valor importante,también agrupadaslocalmentede nuevo en zona de costa.Se podía
apreciaren las figuras2.3 y 2.12 la existenciaen la zonade una mayorconcentraciónde las
curvasde nivel de las anomalíasdato.

3.5.2. Comparación entregeoidescalculadoscon datosde tierra y de mar

En principio, el objetivo de estacomparaciónva a ser distinto de la que ocupó el
apanadoanterior,asícomo su importancia.En el casoprecedente,un bancode datos,el que
llamabamosde datos mezclados, incluía al otro. La importancia operativa de las
comparacionesera estimar las diferenciasobtenidasa fin de fijar un nivel de precisión a
alcanzarcuandose planteael problemade determinargeoidesen zonascosteras:es decir,
hastaquépunto sedifiere si usamosdatossólo de la zona-produciendoefectosde borde al
acabarselos datos-o bien evitar talesefectosincluyendopuntosexteriorespesea que éstos
son de distintanaturalezay puedenmodificar las característicasdel campo.

En esteotro casolo que seplanteaes, aceptandoque el método de colocaciónno da
una buenasolución al problemade extrapolargeoides(Rodríguezy Sevilla, 1993),estimar
hastaqué nivel sepuedediferir en los resultados.Es decir, determinarlos erroresque se

MEDIA D.TIPICA MINJIMO MAXIMO

G.tierra 1 - G.mar -3 cm 0.280 -79 cm 92 cm

G.tierra2 - G.mar -3 cm 0.284 -78 cm 93 cm

G.tierra3 - G.mar -3 cm 0.280 -78 cm 93 cm

TABLA 3.10: Estadísticade las diferenciasobtenidasen la comparación.
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Difs. 1 m Difs. 50 cm Difs.10 cm

Geoidel - Geoidemar 0 109 969

Geoide2- Geoidemar o 124 982

Geoide3- Geoidemar 0 108 994

TABLA 3.11: Diferenciasobtenidasentregeoidescon datos terrestresy marinos

puedenproducircuandosehacenprediccionessin contarcon datosen toda la zona.
En la tabla 3.10 semuestrala estadísticade las diferenciasobtenidas.Se puedever

que sobre todo, los máximos y mínimos obtenidos son bastante superioresa los de
comparaciones anterioresy la desviacióntípica es mayor también indicando que existen
valores másextremos.Al alcanzarvaloresgrandesde ambossignos la media resulta ser
engañosamentebajaparalas cantidadesde que sedispone.

Los resultadosde las diferenciassepresentanen la tabla 3.11. Aparecendiferencias
de 50 centímetrosen muchosmás de la mitad de los 1369 puntoscomparados,por lo que
diferenciasinferioreslas consideramospordebajode la precisiónde la comparación.En los
tres casoslas diferenciasse distribuyen de forma muy similar (ver figura 3.8 y 3.9). De
hecho,aparecensobretodo en los mismospuntoscomoseverá más adelante.

Comoseve en la figura 3.8, las diferenciasmayoresde 50 cmsseagrupanclaramente
(en los tres casos),en dos zonasbien diferenciadas:una en zonaterrestrey otra en el mar.
Comoantes,seintentóver algúncriterio de diferenciacióncomúna los trescasos.Tal criterio
fue de nuevoel signo de las diferenciasobtenidas:las positiyas,es decir, valoresmásaltos
de geoidecalculadocondatosde tierra quecon datos de mar, se obtuvieronen los tres casos
en tierra. El númerode talesdiferenciasesmenorque el de las negativaspero sucuantíaes
mayor, llegandoen algunoscasos-cuatropuntosen concreto-a alcanzarlos 90 centímetros.
Estoscuatropuntosaparecenen las trescomparaciones.Seencuentranmuy próximosal borde
de la zona,por lo quela predicciónpuedeseraún menosfiable, y en el centro de una zona
con diferenciasgrandes(ver figura 3.9).En cuantoalasdiferenciasnegativas,valor de geoide
con puntosdel marmayorque el valor calculadocon terrestres,seobtuvieronenmáspuntos,
aproximadamenteel doble,pero su cuantiaes menor. Todos estospuntosestánlocalizados
en el mar.

A la vistadeesto,sepuedeapreciarqueen los trescasos,seobtienendiferenciasmás
grandesen tierra, pero en menorcantidadde puntos.Las diferenciasnegativassealcanzan

TOTAL POSITIV NEGAT TOTAL POSITIVA NEGAT

DIFS.MAYOR.ES QUE 50 CM DIiFS.MAYORES QUE 10 CM

Geoidel-mar 109 34 75 969 446 523

Geoide2-mar 124 37 87 982 456 526

Geoide3-mar 108 35 73 994 453 541

TABLA 3.12: Clasificación de las diferenciasobtenidasatendiendoa su signo.
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FIGURA 3.8: Distribución dediferenciasmayoresque SOcms.

en el mar, luego con datos marinosseobtienenondulacionesde geoidemayoresen el mar
y más pequeñosen tierra.

Las diferenciaspor encimade 10 centímetrosocupan prácticamentetoda la zona
aunquesi que parecenagruparselocalmenteen áreasmás extensasque en el casoanterior.
Se siguió un estudioparaleloal efectuadocon las diferenciasgrandesatendiendoa su signo.
Las diferenciaspositivasse obtuvieronen un poco menorcantidadque las negativas.Son
medianas-en tomoa 20 centímetros-,y aparecenagrupadasprincipalmenteen dos zonas,una
al norte y otra al sur, totalmenteen tierra, mientrasque la del norte se extiendepor los dos
tipos de zona.Aparecen más diferenciasnegativas(aproximadamenteen un 20% más) y
también agrupadassobre todo en dos regionesademásde algunasdiferenciaspuntuales
próximasa los bordesy por lo tanto no totalmentefiables. Una estáen el norte dentrode
tierra y otra en el mar.

Se procediótras esto a comparar los puntos en los que se obtuvieron diferencias
giñiÉlés para ver hastaque punto cóinc¡dé’ii dé‘tiñó’ á’ótfó e’stúdio.
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FIGURA 3.9: Diferenciasgrandes,mayoresque 90 cms.
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FIGURA 3.10: Distribución de las diferenciasmayoresque JO centímetros.
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Los resultadosfueron:

Diferenciasmayoresque 50 cms.- 97puntoscomunesentre las 3 zonas:
34 positivasy 63 negativas

Diferenciasmayoresque 10 cms.-917 puntoscomunesentre las 3 zonas:
427 positivas y 490 negativas

e

Prácticamente,las diferenciasse obtienensobrelos mismospuntos. Además,lo que
esmás de destacar,en los puntos sobrelos que se obtienenlas diferenciasentregeoidescon
datosterrestresy marinos,los calculadoscon el primertipo de datossonmuy similaresentre
sí (difieren bastantepor debajode 10 centímetros).

Los resultadosobtenidosen las diferenciasmenoresque 10 cms nos indican, como
puedeapreciarsea la vista de la figura 3.10, que si bien pareceque comose apuntabaa la
vistade las diferenciasmayores que 50 cms obtenidas,sí existeunacierta tendenciaa que
con datosmarinosseobtenganondulacionesde geoidemásgrandesen el mar y quizáalgo
máspequeñasen tierra. Tal tendenciano esconstantey ni siquieracontinuasobrela zona.
Es por esto que a partir de estos resultadosse estudió la relación (si existe) entre la
localizaciónde las diferenciasy el valor de éstas.

Diferenciasnegativas. en todos los casosse encuentranagrupadasen dos zonas
principalmente:la zona norte,con diferenciasno muy grandes,entre 10 y 30 centímetrosy
sólo ocasionalmentesealcanzanlos 40 cms,parecidaaunazonade diferenciasnegativasque
resultabaen 3.5.1 (figura 3.7), y la zona sur, en el mar, con diferenciasde mayor cuantía
superandoen muchos casosel medio metro. Dentro del orden de valores, las mayores
diferenciasse distribuyenen el centro de cadaunade las zonas(ver figura 3.11) en la que
los puntos señalandiferenciasen predicciónentre 10 y 30 cms, los asteriscos,las que están
entre30 y 50 cms y los círculos,diferenciassuperioresa 50 cms,muy similar a la zonaque
ya aparecíaen la secciónanterior.

Diferencias vositivas: también se agrupan en todos los ejemplos en dos zonas
diferenciadas y algunos pequeños grupos. Estudiamos las dos zonas más centradas puesto que
las demás son demasiado próximas a los bordes y pueden ser menos representativas. Una de
las dos zonas, en el este, cuenta con diferencias no muy grandes. Sólo en ocasiones se llegan

U 1 ¿

9’

FIGURA 3.11: Diferenciasde cuantía negativa.
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FIGURA 3.12:Diferenciasde cuantíapositiva.

a alcanzar40 cms. La otra, en tierra, tiene diferenciasconsiderablementemayores<sesupera
el medio metroen más deuna treintenade ocasiones).Se siguenagrupandoen el centro de
las zonaslas diferenciasmayores,comoseapreciaen la figura3.12,con la mismasimbología
que la anterior.Estazonacoincidecon otraen laque aparecíandiferenciaspositivas(geoide
mixto mayor que geoidemar) en 3.5.1. (ver figuras 3.12 y 3.7).

En general, no parece que el ma] comportamiento de las predicciones se produzca a
partir de una distanciaespecíficade la costa.Lo que sí se ha podido con estosejemploses
cuantificarel error a cometeral efectuarextrapolacionesconel métodode colocacion.

3.6. CONTRIBUCION DE LAS MASAS TOPOGRAFICASA LAS
ONDULACIONES DEL GEOIDE

Los geoides presentados en este capítulo se elaboraron aplicando el método de
eliminación-restitución. En este apartado vamos a centramos en la contribución al geoide de
la topografíalocal, señaladacomo N~. Ha sido calculadadel mismo modo que fue descrito
en el apanado2.4. Así, quedadebidamenterestituidala aportaciónpreviamenteeliminada.

La ondulacióndel geoideesunacantidaddominadapor las largasy mediaslongitudes
de onda. Es por tanto lógico esperar una contribución pequeña de las masas, esto es, de las
altas frecuencias.

En el caso que nos ocupa, en la tabla 3.13 aparece la estadística de tal aportación, que
como se ve, en media es del orden de centímetros, no llegando a alcanzar los 2 metros su
rango de variación a lo largo de los 30 estudiados.

—1

TABLA 3.13: Estadísticade la contribuciónde la topografíaal geoide.
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MEDIA D.TIPICA ¡ MINIMO MAX RANGO

Geoidemar 49.92 m 1.012 47.71 m 52.98 m 5.27

Geoidetierral 49.96 m 1.086 47.66 m 53.01 m 5.35

Geoidetierra2 49.96 m 1.088 ¡ 47.71 m 53.03 m 5.32

Geoidetierra3 49.96 m 1.083 47.73 m 52.99 m 5.26

Geoidetodol ‘ 49.99 m 1.042 47.73 m 52.95 m 5.22

Geoidetodo2 ¡ 49.99 m 1.043 47.72 m 52.95 m 5.23

TABLA 3.14: Estadísticade los geoidescon contribuciónde las masas.

—0.43 —023 0.12 050 051 125 *2
41.50

4013

40 S

4000

mas

FIGURA 3.13: Contribución de las masasal geoide.

A la vista de la figura 3.13 en la que se muestran las curvas de la cantidad estudiada,
seapreciaque tal y comosepodíaesperar,tanto las mayorescontribucionescomo la mayor
variación de éstas, se distribuyen en la zona terrestre, donde las densidades de las masas son
mucho más grandes que en el mar.

Así podemosdecir que en general la aportaciónde las longitudesde ondacorta al
geoidees muy pequeñadadala naturalezade la señal,y que dentro de estatendencia,se
alcanzanlas mayorescontribucionesen la zonaterrestre.

La tabla3.14 muestrala estadísticade los geoidescompletos,esdecir, considerando
también la contribución de la topografía. Si se compara con la tabla 3.1 en la que no se
considerabatal efecto,se puedeapreciarque dadala pequeñacuantíadeJ mismo,en media
varía poco, del orden de centímetros, pero su inclusión hace aumentar la desviación típica.

Los mínimossemantieneny los máximosaumentanhaciéndoloasítambiénlos rangos
de variación.De todas formas,sesiguen teniendounosgeoidesmuy suaves.

Del mismo modo, si se comparan las figuras 3.1, en donde los geoides representados
no cuentan con la información de la topografía. y la figura 3.14 en la que silo hacen, se ve
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FIGURA 3.14: Curvasde nivel de los geoidescon aportaciónde la topografía.

que no se producen grandes variaciones: prácticamente ninguna en el mar y si varían
ligeramente las formas de las curvas de nivel en el interior.
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3.7. TRANSFORMACION DE GEOIDESELABORADOS
CON DATOS DE DISTINTA NATURALEZA

En muchostextos ha aparecidocon anterioridadel problemade mezclade geoides
localesy ajuste de los mismos. Esto tiene especial interés cuandosepretenderelacionar
geoidesde distintospaísesparaformar un geoidecomún. Se han hechosalgunosintentos
(Tscherning et al, 1986) que consisten básicamenteen utilizar como datos geoides
previamentedeterminadospara calcularun geoide común en una zona más amplia por
colocaciónmínimos cuadrados.Esteprocedimiento,por su característicade reproducirlas
observaciones,permite mantenerla validez de cadauno de los geoidesindependientes
utilizados. Como inconveniente tiene, que si se pretende extender los cálculos sobre zonas
grandes, el volumen de los mismos puede llegar a ser enorme. Existen varias posibilidades
que lo reducen. Por un lado, si los datos usados son altitudes de geoide, normalmente vendrán
distribuidossobreuna malla de puntosequidistantesentresi. Estetipo de datos,da lugar a
matricesde covarianzaque tienenestructurade submatricesque resultanserde Toepliz, lo
que permite la aplicación de algoritmosmás rápidosparala evaluaciónde las fórmulas,lo
que se viene a llamar colocación rápida (‘Fast Collocation’) (Bottoni y Barzaghi,1993).

Otraformade reducirel tiempode evaluaciónde las fórmulasqueaparecenesutilizar
funcionescovarianzafinitas quesehaganceroapartir de unadistanciadada.Tambiénsehan
propuestoexpresionesgeneralesde la colocaciónpero reformuladassustituyendolas sumas
por integrales,a fin de poderseevaluarmediantetécnicasespectralesque sonmásrápidas.
De nuevoestoes posibleya quelos datos, si vienendispuestossobrecuadrículasde puntos
equidistantes,verifican las condicionesgeneralesde aplicacióntalestécnicas(vercapítulo4).

Perolo que nosocupaaqui es un problemadistinto: no queremosgenerarun nuevo
geoide sino ver si es posible establecer una metodología para transformar un resultado en otro
localmente, dentro del problema de compatibilizar geoides terrestres/marinos. Esto es, ajustar
los Valores de uno de los geoidesgeneradoscon datosmixtos en el que no sehan producido
efectos de borde a otro que represente mejor a la zona a considerar por no mezclar datos.

9’

3.7.1. Caso terrestre

En estepunto tratamosde ver posiblesformasde relacionarlos geoidesdeterminados
a partir de datosmezcladoscon geoidesen cuyo cálculoseusaronsólo datos de tierra para
estapartede la zona(que esen la que laúltimapredicciónesmásfiable). Las curvasde nivel
de las diferenciasobtenidasen las comparacionesaparecenen la figura 3.15, contorneadas
a intervalos de 5 centímetros.Se ve claramenteuna mayorconcentraciónde diferenciasen
una zonaa latitud 400 y en general,en la proximidadde la costa.

Comosevió anteriormente,las diferenciasobtenidasal compararlos geoidescon los
que trabajamosahora,tendíana tenerel mismo signo.Las diferenciaspositivasmayoresque
10 centímetrossólo aparecenen una región. Así, nos quedala dudade si existealguna
tendenciaen realidadsobreel signo de las diferencias,o si la precisiónestápordebajode
estosniveles.Probamossi existealgún tipo de sesgoentrelas predicciones,lo queconstituiría
la transformaciónmássencilla.Paraello, así comoparaestimarel valor posiblede tal sesgo,
reproducimoslos perfilesde geoidesde uno y otro tipo paralos puntosde prediccióna lo
largode tresparalelosde latitudes390, 400 y 410 respectivamente.Los resultadosse muestran
en la figura 3.16. La líneavertical señalala longitud a la que seencuentrala costaparacada
unade las latitudestratadas.Tomamossólo la parteizquierdade la gráficaporno considerar
la predicciónen el mar. Con líneade trazocontinuoseñalamosal geoidegeneradocon datos
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FIGURA 3.15: Diferenciasentregeoidescontorneadascon un intervalo de 5 centímetros.

FIGURA 3.16: Perfiles de las diferenciasentregeoidespara distintas latitudes.
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FIGURA 3.17: Localizaciónde las diferenciasmayoresque lO
tras sesgaruna de las predicciones.

centímetros

1

FIGURA 3.18: Perfiles de geoidestras el ajuste.
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terrestres.En dos de estosperfiles pareceque sí existe tal sesgoentrepredicciones,algo
mayor en latitudesbajas,no siendotan claro en el casodel paralelocentral.

Probamosa transformarel geoidequevenimosallamarmixto, en tierra, añadiéndole
un sesgoconstantede 5 centímetrosa la vista lo concluido de los perfiles. Tras repetir la
comparacióncon el geoide terrestre, obtenemosde nuevo diferencias en tierra de 10
centímetros,peroen númeromuchomenorqueen la comparaciónde geodesoriginales (ver
figura 3.17 y compararcon figura 3.9). Los nuevosperfilesaparecenen la figura 3.18. y se
ve que ciertamentemejorael ajustede un geoidesobreel otro en la zonaterrestre.

3.7.2. Casomarino

En este caso no es tan aparentela existenciade algún tipo de sesgo entre las
predicciones.Se ensayaronvarios modelosque pudierancorregirlas diferencias(tabla 3.15)
cuyoscoeficientesse ajustaronpor mínimos cuadradosconsiderandoa todasellas de igual
peso.

Estos modelosdeterminanlas diferenciascomo función de la posición geográfica,
distanciaa a costay al bordede la zonade prediccióny sus potencias.

Si setratade transformacionescontinuas,la superficieresultanteno esnecesariamente
equipotencial,y por lo tanto no puedeserconsideradacomo unaestimaciónde geoide.Al
hacerlo de forma discreta si es posible hacerlo.

Los modelosensayadosseexponena continuación.Tras la aplicaciónde todos ellos
las zonasde diferenciasmásabruptas(alrededorde la isla, Golfo de Valencia y Delta del
Ebro) permanecenreduciéndoselas diferenciasen el resto.

MEDIA D.TIPICA MíNIMO MAXIMO

-1,85 cm 6cm -26cm 18 cm

-3,13 cm 7 cm -28 cm 13 cm

TABLA 3.15: Estadísticade las diferenciasentreG.MIXTO-G.MAR.

a) NT = NT +x1cos 4> + x2d (d distancia a la costaen aproximaciónesférica)

xle,ú,,.~da= 0.46396659941437561 e = O.1522851800059162

X
2~ú,,.~aa = ~3.8482393I9177393.10.2 Cx

2 = 1.l21727951283096.1&~

TABLA 3.16: Parámetrosestimados.

MEDIA D.TIPICA MINIMO MAXIMO

-0,6 cm 6 cm -20,9cm 17,6 cm

-0,62cm 6 cm -25,5cm 14,9 cm

TABLA 3.17: Estadísticade las deferenciasentreG.MIXTO-G.MAR.
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e.

5?

Puestoque las diferencias no aparecen siempre a la misma distancia de la costa, se
pruebanotros modelosno linealesrespectoa d.

5» NT = NT +x1cos 4> + x2d + x3d
2

x1~~,,~=O.9431473160040014 ~ =0.2903646632866289

x2eslimada= 52567404l5774119.IO x2 = 1.305792846184573.1W

x3eswh,ada= 8.4585620132M823.íO E x3 = 4.3O492327634744.lO’~

TABLA 3.18: Parámetrosestimados.

MEDIA D.TIPICA MíNIMO MAXIMO

-0,67cm 6 cm -20,9cm 17,3 cm

-0,62cm 6 cm -25,6cm 15,5 cm

TABLA 3.19: Estadísticade las djerenciasentreG.MIXTO‘-G.MAR.

c) N’T = NT +x
1 + x2d + x3d

2 + x
4d

3

xl~Éimada = 1.012213071313838 e,, = 2.90882359896735.10”’

= -5.666043505079992.10 E x2 = ~.3292846684727l6.lO~

x3estímada= l.443865674Ol6855.l0~ e,<
3 = 4.894390702642894.10-o

= -4.52383364348409l.10-~ E~4 = 3.465296918136l82.l0-’~

TABLA 3.20: Parámetrosestimados.

MEDIA D.TIPICA MíNIMO MAXIMO

-0,66cm 6 cm -20,7cm 17 cm

-0,62cm 6 cm -25,9cm 15 cm

TABLA 3.21: Estadísticade las diferenciasentre G.MIXTO‘-G.MAR.

d) N’T = NT +x1cos4> + x2d + x3db (db distancia al borde de la zona de
predicción en aproximación esférica.

xl estimada= -6.325473197197020 E,~1 =0.8678975238229099

x
2estimada = -4.267l802O242679l.l0-~ Ex

2 = l.047713253057509.l0”’

= 2.04482826408948.1W E,~3 = 6.13710610759867. 1012

TABLA 3.22. Parámetrosestimados.
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MEDIA D.TIPICA MINIMO MAXIMO

0cm 5 cm -21,3 cm 16,9cm

-1,28cm 6cm -25cm 119cm

TABLA 3.23: Estadísticade las c4ferenciasentreG.MíXTO‘-G.MAR.

e) MT = NT +x,cos 4>+ x2d + x3d
2 + ,t

4db + x5db
2

xl esti~da = -0.632838668723727 Ex
1 =0.28621522939864

x2e,tim~ = -2.607l527138825l5.10~ £x2 1.111593832178384.1W

x3es.~aa= -5.794405223636067.UY
5 = 3.646031614439493.i0~

= -1.551306813295827.1(0 Ex
4 = 1.838487644484048.1W

= 5.035825309425760.1(0 e,3 ,= 1.521092619960697.1010

TABLA 3.24: Parámetrosestimados.
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FIGURA 3.19: Curvas de nivel de las djerenciasentregeoidesmixtos “ajustados” y marinos.
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TABLA 3.25: Estadísticade las dferenciasentre G.MJXTO’-G.MAR.

Sepuedenhaceralgunasconsideracionesgeneralessobrelos modelos.Los coeficientes
sonpequeñosasícomosuerror. El tercermodelono parecemuy realistaen el sentidode que
ajustalas diferenciascomoun polinomio de grado3 de la distancia,sin dependerde la latitud
a la queseencuentrancuandopareceque estefactorpuedesersignificativo (los coeficientes
en los modelosque lo incluyenno son nulos).

Al repetir la comparacióncon los geoides ‘ajustados’ segúnlos modelospropuestos,
se obtienen unos resultadosun tanto decepcionantes.Los modeloselegidossirvieron para
disminuir las diferencias en media entre los geoides,pero la desviación tipica, valores
extremosy por lo tanto, el rango de variaciones,sólo tiene disminucionesdel orden del
centímetro.Deestemodo, los parámetrosdel ajuste,al habersido determinadospor mínimos
cuadrados,hacendisminuir las mediasde las diferenciaspero no son útiles paramodelizar
las mayoresque puedenserdebidasa otros tipos de causas.Las nuevasdiferenciasaparecen
dibujadasa intervalosde 2 centímetrosen la figura 3.19.

MEDIA D.TIPICA MíNIMO MAXIMO

-0,05 cm 5 cm -21,6cm 17,8 cm

-1,34 cm 6 cm -25,3 cm 12,8 cm
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3.8. CONCLUSIONES

En este capítulo se han presentado:

1. Seis geoidesgravimétricoscalculadosaplicando la metodologíade eliminación
restitución y colocación mínimos cuadrados sobre la zona de estudio. Los geoides son todos
ellos suaves, con poco rango de variación. No se apreciaron grandes diferencias en la
estadística general de los geoides según el tipo de datos que ha intervenido en el cálculo.

2. Un estudiode la sensibilidadde los geoides(y por lo tantode la precisióninterna)
a distintos factores:

A.- a la muestra de los datos extraída para su cálculo. En este caso se obtuvieron
diferenciasmuy pequeñasen tierra, pordebajode cinco centímetros,y algo mayores
en los geoides generados con datos mezclados aunque prácticamente del mismo orden.
Se pruebacon ello que tal y como se esperaen teoría, la colocaciónda resultados
independientes de la muestra extraída.

B.- al espaciamiento de la muestra. El orden de las diferencias obtenidas es muy
pequeña y las zonas sobre las que se distribuyen coincide con aquellas de las que no
se seleccionarondatos por lo que no segarantizala calidadde la predicción.Por lo
tanto, el método no es sensible a pequeñas variaciones en el espaciamiento de los
datos de la muestra.

a la naturaleza de los datos. Este estudio se hizo por dos motivos. De una parte,
para ver el límite de compatibilidadde los geoidescuando son elaboradosen las
proximidades de la costa al usar datos sólo de la zona (teniéndo así efectos de final
de la zona), o bien completar añadiendo datos de otra naturaleza. A la vista de los
resultados,el límite de la precisiónpodríafijarsealrededorde 10 centímetros.Usando
mezclade datosseobtienegeoidesmáspequeñosen el mary másgrandesen la tierra
que si se usan sólo datos de la zona. De otra, para ver la calidad del método para
extrapolargeoidesa otraszonas.En estecaso,la calidadbajaconsiderablementey las
diferencias son superiores a los 10 centímetros anteriores.

3. Una evaluación de la contribución de la topografía local a la ondulación del geoide.
Se mantieneen valoresmuy pequeños,prácticamenteen el orden de centímetros,y alcanza
su máximo en la zonaterrestre.

4. Transformaciónde geoidespara unificar resultadosentregeoidescalculadoscon
datos de un único tipo y por lo tanto afectadosde efectosde bordeen las costasdebidosal
truncamientode los datos,y geoidesmixtos. Estastransformacionesno actúanigual en áreas
terrestres,dondese consiguenbuenosajustesal usar sesgosen uno de los geoides,que en
marinas,con transformacionesmáscomplicadasque no ajustanbien las zonasde diferencias
irregulares.
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CAWUVUIUO 4

DETERMINACION DEL GEOIDE POR
TECNICAS ESPECTRALES

En los capítulos anteriores se ha usado el método de colocación. Pero en la
determinacióngravimétricadel geoideconvienetratar tambiénlos métodosespectrales,que
usanla similitud de la fórmula de Stokesbajo algunasmodificaciones,con una convolución
integral, lo que haceque seamássencilla su evaluaciónen el dominio espectral.

4.1. TRANSFORMADAS DE FOURIER. CONVOLUCION INTEGRAL

En estecapítulovamosa tratar la aplicaciónde métodosque utilizan transformadas
lineales para la resolución del problema de la GeodesiaFísica que nos ocupa: la
determinacióndel geoide.

Las transformadaslinealesseutilizan comoinstrumentosmatemáticosparalograruna
resoluciónmássencillade ecuacioneso sistemas.En particular,la transformadade Fourier
tienemuchaimportanciaen distintasramasde la Cienciaen las que,ademásde comomero
funcional, adquiereun sentidofísico. Por ejemplo, un frente de ondasy su espectroson
entidadesmediblesy secorrespondencon unaparejade transformadas.

Se define a la transformadade Fourierde unafunción h(x,y) como la integral:

H(u,v)= fi fh(xoúe 2’~’t~”~”’0dxdy =F(h(x,y)) (4.1)

y su inversa:

J4x,y) = j JH(u,v)e2lt¡(matl>Y)dudv=F - ‘(H(u,v)) (4.2)

con u,v frecuenciasespacialesen ciclos por unidad de distanciaen las direccionesx e y
respectivamente.

Segúnestadefinición nosencontramoscon el problemade quehay funcionesque no
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tienen transfonnadaal no serconvergentela expresión(4.1). En principio, las condiciones
paratenertransformadasonqueestédefinidala integralde h(x,y) enel dominiode los reales,
estoes,que seaabsolutamenteconvergentela integral impropia, y queh(x,y) seacontinuao
con discontinuidadesfinitas. En los casosen que estascondicionesno severifican hay otros
criterios que hacenposibletransformarotro buennúmerode funciones.Uno deellos esque
si la funciónque nosocupasecorrespondetotalmentecon un fenómenofísico, seaceptala
existenciade transformada.

El problemasurgepuescuandosetrabajacon funcionesporlas queaproximamosuna
cantidad física pero que no se ajustan del todo a su comportamientosalvo con unos
parámetrosadecuados.Este es el caso de la función senoo la cosenopararepresentara
funcionesarmónicassimples.Estasdos funcionesestrictamenteno tienentransformadade
Fourier ya quesi bien soncontinuas,por su periodicidadno verifican que su integral en el
dominio delos realesseaabsolutamenteconvergente.Comotampococorrespondentotalmente
a un fenómenofísico no sepuedeobviar su existencia(por ejemplosenorepresentaa una
ondaque no varíacon el tiempo). Entoncesse usael conceptode transformadaen el límite.
Parautilizarlo semodifica un pocola función multiplicándolapor un factorexponencialde
la forma e~a~x eligendo a positivo lo suficientementepequeñocomo para que exista la
transformadade las nuevasfunciones.Si hacemostendera a cero el factor exponencial
tenderáa su vez a la unidad,esdecir, las funcionesmodificadassegúnse vayahaciendoa
menor,tiendena la función periódicaoriginal. Cadafunción modificadatiene transformada
puestoque se elegíaa para que así ocurriera. Estas transformadasno tienen porqué ser
convergentesparatodaslas frecuencias.Así segenerael conceptode función generalizada,
que consisteen tomar todas las transformadascomo una entidad. En el límite, la función
periódicay éstaforman un par de transformadasde Fourier.

Tambiénaparecenproblemascon las funcionescon un númeroinfinito de máximos
o mínimosen un intervalofinito, comopuedesersen(1/x) en un intervaloalrededorde cero.
Estasfuncionestienentransformadaporunacondiciónadicionalmássencillaqueesvariación
acotada.Así se posibilita tambiénel cálculo de transformadasde funcionesLipschitzianas
(variación acotadaen función de la variaciónde los orígenes)(Bracewell, 1978).

e
4.1.1. Transformadapare impar

En la teoría de las transformadasde Fourier las propiedadesde simetríason muy
importantes,yaque sabemosqueciertasintegralesseanulansin necesidadde evaluarías.Por
su simetríaclasificamoslas funcionesen pates(simétricasrespectodel eje de ordenadas):

P(x) 1 P(x)=P(—x) (4.3)

e impareso cuasisimétricas(simetríarespectodel origen):

1(x) 1 I( —x) -1(x) (4.4)

La sumade funciónparcon imparengeneralno esdeningunode los dos tipos. Así, e’
e.

cualquierfunción, aunqueno tenganingún tipo de simetría,sepuedesepararen partepar e
e’

impar de forma unívoca,puestoque:
e

f(x)=P/x) +11(x)=12(x) ±P%x) ~ P1 —P2=12—I~

e’

e’.
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luegotienenque serceropuestoque~r P2 ha de serfunción pare I2~ I~ impar. La forma de
obtenerestaspartespare impar espor mediasde la funcióny su valor paraabcisaopuesta,
con supropio signo parael casode obtenerla partepar y cambiándolopara las impares.

1
2 2

Como seestánutilizando abcisasagrupadasporparesde opuestas,la disociaciónen
partespar e impar cambiasi semodifica el origen. Por ejemplo, la función cosenoes par,
pero si semueveel origen sepuedeconvertir en impar.

La transformadade Fourier incluye un producto por exponencialcon exponente
imaginario,estoes,un desarrolloen senoy coseno.Si unafunción es impar, la integral de
su productoconcosenoseanulay si esparocurrelo mismoconel senopor la ortogonalidad
entreambostipos de funciones.Así, si unafunción espar, sutransformadatambiénserápar
y si es impar, la transformadaes impar.En ocasioneslo que se haráesno utilizar toda la
transformadade Fourier sino las transformadascosenoy senode Fourier,definidascomo:

F/u,v)=2frZx~y)sen2ir(ux+vy)dxdy tr.seno
0 (4.6)

F~(u,v)=2ff(x,y)cos2n(ux-’-vy)dxdy tr.coseno
o

que coincidencon la transformadade Fourierensenosy cosenosparalas funcionesquesean
imparesy paresrespectivamente.En ellassemodifican los límites de integracióny seañade
el 2 por simetrías.Puestoque una funciónpuedesepararsede forma unívocaenparte par e
impar su transformadapuedeobtenersecomosumade transformadassenoy coseno:

flX) =P(X)+1(X)

F(u,v)=2fP(x~y)cos2it (4.7)(ux+vy)d.xdy—2ifI(x~y)sen2it (ux÷vy)dxdy
o o

o bien:

F(ftX))=FP(X)÷iFi(X) (4.8)

pero al usarestanotaciónhay que tenerclaro que lo que se señalan,pesea llevar i, son la
partepar e impar de la transformadade Fourier y no la real e imaginaria.

4.1.2. Espectrode potencia

Dada una función y su transformadade Fourier, llamamosespectrode energíao
espectrode potenciaa la normarespectodel productointerno utilizado de la transformada:

H(u,v) 2 o lo que es lo mismo: <H(u,v),H(u,v)>.No hay unarelacióninyectivaentreuna
funcióny suespectro,esdecir, apartir de H(u,v) 2 no esposiblereconstruirh(x,y) aunque
sí dacierta informaciónsobreel tamañoen generalde los coeficientesde la transformada.
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Si h(x,y) esunafunción real,el espectrode potenciaesunafunciónpar y por lo tanto
estarádeterminadasi seconoceparalos valorespositivos(por las simetríasde las funciones
pares).

4.1.3. Convolución

Se define la convoluciónde dos funcionesf y g como el resultadode la expresión:

x(2) = ffftt~(

y la ideaque representaes un producto
de E Verifica las propiedades:

conmutativa:
asociativa:

r-t)dt =fl 1) *g( fl, t=(x,y) (4.9)

e

e

“y.

e

e

9’.
de sus ondas.Podemosdecir que x es un funcional

f*g~g*f
f*(g*h)(f*g)*h

distributivarespectoala adición: f*(g~i~h)=(f*g)+(f*h)
La ideaesque al hacer convolución de dos funciones,el resultado esuna función más

suavecon característicasmezcladasde las funcionesque han intervenido.

9’

4.2. USO DE TECNICAS ESPECTRALES PARA LA
DETERMINACION DE GEOIDES GRAVIMETRICOS

9’

e’

e.

Ladeterminacióngravimétricadel geoide,salvo al usarmétodosestadísticoscomoen
el capítulo anterior, consiste en resolver el problema de contorno mencionadoen la
introducción:determinamosN a partir de 1, potencialanómaloque verificará la ecuaciónde
Laplace(4.10),con la condiciónde contornoen aproximaciónesférica(4.11)

82T ~2T YT
V2T—

~‘ ay2 az2
(4.10)

e’

9’

e

9’.

Uy

~T 2
ar

(4.11)

donde¿Ng sonlasanomalíasde lagravedad.La soluciónen las hipótesisde ¿Ng conocidasobre
el geoidey no presenciade masasfuera del mismo,vienedadapor la integral de Stokes:

T=SffAgSeqOda (4.12)

y por la fórmula de Brunsobtenemosla ondulacióndel geoide(Heiskaneny Moritz, 1967)

e

e

e.

e.

9’

e

e.

Uy

“y

e

9’,

e’

e’

9’

e.
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Ni!? =_R IfAgS(~)da (4.13)

‘Y 4it’y JJa

La resolucióndeestaintegraljustifica el usode la técnicade eliminación-restitución,
tal y como lo hacíamostambién, aunquepor motivos distintos, al aplicar colocación.
Entonces,se pretendíacontarcon un campo homogéneoe isótropo en el que fuera fácil
interpolary representarporunafuncióncovarianzaconstruidacon pocosdatos.En estecaso,
la integraciónen la práctica sólo puedehacersesobre un área limitada, con lo que la
contribuciónde las largaslongitudesde ondano intervendríani tampocoestaríapresenteen
los resultados.Debe calcularsede forma independiente- como se vió, por medio de un
modelo de geopotencial-.

Por otro lado, para evaluar la integral con datos realesde observación,se usan
muestrasfinitas de datos. Puestoque la densidadde éstases limitada, las cortas longitudes
de ondano aparecerán.La aportaciónde taleslongitudesde nuevopuedecalcularsepormedio
de la informacióntopográfica.Además,convieneusarreduccionesde la topografíapuestoque
comoseverámásadelante,senecesitandatosequidistantesparapoderevaluarlas fórmulas
que aparecen.No siempre los datos estándistribuidos de tal forma y se necesitahacer
interpolaciones.El suavizamientode la señalfacilita tal interpolación.

El procesode cálculoconsisteentoncesde nuevoen unaprimerafaseque elimina de
los datos la contribuciónde la topografíay del modelo de geopotencial,la partede cálculo
que consisteen resolverla integral,y finalmente,restituir los efectosen N del modelo del
terrenoy del modelo de geopotencial.

La evaluaciónde la integral que nosocupa,lleva varios problemasañadidos.El más
importantea efectosprácticosesel largo tiempo y la cantidadde memorianecesariospara
hacerlo usandointegraciónnumérica.Históricamente,una forma propuestapara solucionar
esteproblema,es reducir el áreade aplicación modificando la función de Stokes(Jekeli,
1982).El tipo de métodosalos queestaideadió lugar,hacedemasiadograndeel númerode
requisitosa verificar parausarse.Se haprobadoque no danuna precisiónsuperiorque las
técnicasde eliminación- restitución(Sideris, 1994).

Otraalternativa,máscomúnmenteextendidaparaconseguirunaevaluaciónrápidade
la integral, es usar el hecho de que, con ciertas transformaciones,tiene la forma de
convoluciónintegral (4.9).El teoremade convoluciónindicaque,dadaslas transformadade
Fouriero cualquierotro tipo de transformadalineal de un par de funciones,la transformada
de unaconvoluciónesel productode las transformadas:

F(g*h) = F(g).F(h) (4.14)

Así setiene que:

Se puede utilizar para hallar transformadas inversas de funciones sin tener que
descomponerlaslinealmente,y sobretodo,en estecasoque nosocupa:cualquierfórmulaque
puedaponerseen la forma de convolución se evalua más fácilmenteen el dominio de las
frecuencias(por las propiedadesque hacenestoposible,no seconsumetiempo en sumasy
sereemplazanporproductos).Las tranformadas(4.1)y (4.2), sontransformadasseparables,
es decir, consistenen aplicacionessucesivasde transformadasunidimensionales,una para
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cadadimensión.
Las técnicas espectralesestán especialmenterecomendadassi se quieren geoides

grandes(regionaleso continentales)comoel GeoideIbérico (Sevilla, 1994 a y b y 1995).

4.3. EVALUACION PRACTICA DE TRANSFORMADAS

Cuando usamos la transformada de Fourier (o cualquier otra de las mismas
características)en la práctica,debenhacersealgunasaproximacionesque introducenerrores
en los cálculos.

Si sequiereobtenerla transformadade unafuncióndadapuedequeésta estédefinida
en términos de variablesindependientescontinuasy bastaaplicar la fórmula (4.1). Perosi
sólo setieneinformaciónsobrela función paravaloresdiscretosde las variablescomo en el
casode medidasfísicas sobreintervalosregulares,al evaluarla transformadapor integración
numérica los resultadosse tienen también para intervalos discretos. Así, a partir de un
conjuntofinito de valoresseobtieneun conjuntotambiénfinito de valoresde la transformada.
Ambosconjuntossesuponeque correspondenala discretizaciónde dosfuncionescontinuas
a las que aproximan,y así, la teoríade transformadasdiscretasseintenta relacionarcon la
de las continuasenunciadaen la sección4.1.

En principio la formulaciónpermaneceinvariantesustituyéndosela integralporsumas
discretas.La función a transformarsedebeentoncesorganizarcon unosciertos intervalosen
el dominio espacialAx y Ay. Es por esto un requisito en general, para aplicacionesde
transformadas,que los datos esténdispuestosequidistantesentresí, lo que posibilita la
evaluaciónde las fórmulasen formadiscreta.Los resultadossedan sobrela mismacuadrícula
de entrada,con lo quesetieneun recubrimientocompletoy homogéneo.Además,los límites
infinitos sesustituyenporotrosfinitos. Las dosaproximaciones,digitalizacióny truncamiento,
introducenerroresquepuedensermáso menossignificativosdependiendode las propiedades
de la función a transformar.

Los intervalosAx y Ay puedeserque seantan finos que no seden problemassobre
interpolacionesde valoresmedios,peroaún así, los datosno contieneninformaciónsobrelas
componentesde periodosmenoresque 2Ax y 2Ay. Con estoseproducensuavizadosen la
representaciónde la función (problemade “aliasing’). Paraminimizar su efecto, se debe
discretizarla función lo másdensamenteposible,esdecir, sehande elegirAx y Ay talesque
l/2Ax y l/2Ay seanlas frecuenciasmásaltasque aparecenen los datos.El problemaesque
los intervalosseidentificancon el espaciamientoentredatosy no sesuelenpoderelegir. Ante
tal situación,sepuedereducirel efectodel suavizadoeliminandola contribuciónde las altas
frecuenciasque no puedenserregistradasen los datos(en nuestrametodología,aplicandola
reducciónde terrenoa los datos).

Otro problemaasociadoa la evaluaciónde la transformadaes que las sumasde su
expresióndiscretase extiendensólo en una zona de tamañofinito. Pararepresentara una
funcióncontinuade dominio todos los realescon los valoresde la muestra,se asumeque es
periódicay como tal se puededescribir por una secuenciade coeficientesen un dominio
finito. Estasuposiciónde periodicidadintroduceotra distorsión en el espectrode los datos
(fuga de frecuencias ‘leakage9, que puede hacer aparecerfrecuenciasque no estaban
contenidasen los datosoriginales.El problemaaparecepuesal elegir un límite finito parala
evaluaciónde estassumas.

Seleccionarvaloresdeunafunciónsóloparaunaregiónde su dominio, secorresponde
matemáticamentecon multiplicarla por una función cuyo efectoseaése: mostrarlos valores
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sólo enunazona. A estetipo de funcionesse las llamafuncionesventanao windowing’. En
el casoquesehaexpuesto,estaríaasociadoahaberusadocomofunciónventanala rectángulo
H(x)fl(y) que de baseunidady de altura la unidadtiene la forma:

I1(x)IXy)
si 1/2, ~‘kl/2
si jx~=l/2 ó IM=í/2
en el resto

(4.16)

Si se quiere cambiarla extensiónde los datos al dominio de discretización,se modifica
ligeramentela longitud de la basede la función rectángulode modoque se seleccionenlos
valoresde la función h(x,y) tal y como sonpero sólo sobreun rangoT~xTy y se reduceel
resto a cero.

fl(x/T~)H(yIT~) = Iii si LxkTI2, ~ykT~/2
si H=T12 ó IM=T12
en el resto

La función rectánguloforma un par de transformadasde Fourier con senc x que
aparecerámásadelante,y el productode unafunción con ella creadistorsiones.

(4.17)rl(x)fl(y) <-* senc(u) senc(v), senc(u»senltu
7tu

Parareducirel
rectángulo.Estoes,se
suavementea cero en

efecto leackage”,sepuedeusaralgunafunción ventanadistinta de la
multiplicaporalgunafunciónqueactúecomofiltro llevandola función
los bordesde la zona. Con esto seeliminan las discontinuidadesy

(A)

n

FIGURA 4.1: (A) Efectode suavizadoen la señaldebidaal discretizadode la misma.Las
tres funciones tienen igual representacióndiscretizada, por lo que las tres se
interpretaríancomocorrespondientesa la recta.

(B) Efectode truncamientoal quedarfrecuenciasinterrumpidas.

(4.169
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eligiendobien la función, seconsiguequeel espectroresultantesealo másparecidoposible
al real. La aplicaciónde estetipo de funcioneshaceque seproduzcauna ciertapérdidade
potencia(Tziavos,1993).La elecciónde la función ventanadependede los datos,lo que se
quieracalculary la experiencia.En aplicacionesgeodésicasesbastantefrecuenteutilizar la
función:

W(n)=W(M±1—n) fE 5i n=N-i’l M—2N (4.18)~0,5(l-~cos&r(n-l)/N)) si n=l,...N

dondeN esel númerode puntosdato que se quierensuavizaral final de los datosy M el
total de datos.Tambiénse reducee] efectosi se hacela longitud de registrode la muestra
tan largacomo seanecesariopara que p~.wdaregistrarsela longitud de onda mayor de los
datos, o lo que eslo mismo,que no quedenfrecuenciasinterrumpidas.Además,en el caso
de aplicacionesen el campode la gravedad,sepuedeminimizar la informaciónde frecuencia
cortade los datos-en nuestrocaso,lo hacemoseliminandola contribuciónde un modelo de
geopotencialde las anomalíasde gravedad-.Esto haceque desaparezcande los datos las
longitudesde ondapor encimade 180/gradomáximo del modelo.

Así, en general,al hacerla transformadadiscretade unafunción h(x,y) dadaen MxN
valoresdiscretosen una cuadrículade coordenadasx e y las longitudesde ondaseexpresan
como:

x=kAx k=0,1,...M-l (4.19)
y=lAy l=O,l,...N-1 (4.20)

donde Ax y Ay son los intervalos de espaciamientode la cuadrículaa lo largo de las
direccionesx e y. ParaperiodosT~ y T~, los intervalos son:

T T
Ax=<ú, Ay~zQ (4.21)

M N
Uy

con lo que severifica la condiciónde equidistancia.
Del mismomodo, las frecuenciasespacialesasociadasu y y son:

zv=mAu, m = 0,1 M—l v=nAv, it = 0,1 N-~l (4.22)
e

pero serepresentanpor las frecuenciasenterasm y n relacionadascon ellasaunqueno sea
exactamenteel mismoconcepto.Se verifican las relaciones:

Au=I, 1 (4.23)Av=~

“y

TT (4.24)
AxAy= X y

MM

De (4.21) y (4.23)sepuedededucir:
Uy

Uy.

e.

Uy’

e
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t i;
_ (4.25)

TXMM T~NN

El argumentode la exponencialque apareceen la transformada,será:

-2lti(u.x4-vy) = por (4.19,20 y 22):
— 2lti(kmAxAu4nlAyAv) = por (4.25):

mk nl
MN

Así, la expresióndiscretade la transformadaen dos dimensioneses:

,,ak nlM-1 Ni -2n1( + (4.26)
H(m,n)=F(h(k,l))=rAxAy~>7j h(k,l)e V W

k—O 1=0

y la transformadainversa:

,nk nl
M-L N-I 2ni( + (4.27)h(k,l)=F”(H(m,n))=—~ 2H(m,n)e ~“

Ambasse van a caracterizarporlos númerosde ondak,l y m,n. Como antes,tambiénexisten
desarrollosen seriesólo de senoso sólo de cosenosde argumentos(itkm)/M y (irnl)/N, con
los coeficientesde las seriesmultiplicadospordos por razonesde simetrías,comoocurríaal
tomar los desarrollosde (4.6) respectode (4.1). Estosdesarrollossólo coincidiráncon (4.26)
parael casode funcionespareso impares.

En general,la transformadadiscretaes más rápidade evaluarsi M y N se eligen
potenciasde 2 (Tziavos,1993)como sejustificarámás tarde.

Con una muestradiscretade datos,estáclaroquehabráfrecuenciasque no sepuedan
recogerdebidoa los efectosde ‘leakage” y ‘aliasing” y que porlo tantotampocoaparecerán
en los resultadosde la transfomada.Las frecuenciasmásaltasque sepuedenregistraren los
datos sellaman las frecuenciasdeNyquist y según(4.21) y (4.23) son:

M 1
uN 2 2Ax (4.28)

N
y =+__Av=+N2 2Ay

Las frecuenciasmenoresquesepuedenrecogersonfunciónde I~ y T~, y las mayores
queestosvalorescausanefectosde “leackage”. M y N debenelegirsede modo que serecojan
las frecuenciasmásaltasrequeridas.En la prácticaestosvaloressonmásfáciles de controlar
que Ax y Ay peroencualquiercaso,siemprequesetrabajacon cantidadesfinitas, aunqueno
quedenfrecuenciasen los datos sin representar,apareceránefectosde tmncamientoy las
consecuentesdistorsionesen el espectro.Por la equivalenciaexistenteentrela elecciónde un
muestreofinito y la multiplicación por la función ventanarectángulo,la transformadade la
muestraseobtienecomoel resultadode multiplicar porsenc,parejade transformadade la
función rectángulo,lo que haceaparecerla alteracióndel espectro.

Ademássilos datossecorrespondenconmedidasde cantidadesfísicas,seasumeque
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contienenerroresqueestableceránun límite en la precisiónde los cálculosde transformadas.
Estelimite seexpresaen formateóricacomoel espectrode potenciade la componenteerror.
Pero el problema práctico es máscomplejo ya que en ocasionessólo seconocela magnitud
del error y no su espectro,y en otras, sesabede la existenciade error, pero no esposible
separarsus componentesni por lo tanto su magnitud.En estoscasossetrabajaignorandola
presencia de errores pero se sabe que los valores obtenidos en Jos cálculos de las
transformadastienenun límite en cuantoa los decimalesfísicamentesignificativos.

El númerode factoresque debetomarseen los sumatorios,hemosvisto que depende
del númerode datos,peroexistentambiénotrosproblemasasociadosquesurgenen funciones
con discontinuidadesy cambios de forma en la función periódica a representar.Estos
fenómenossedenominandeGibbs.Es claroqueal omitir términosde los sumatoriosseestá
sometiendoa la función aun filtro depasobajo.Si tomamosunafrecuenciafundamentalAu,
porejemplo, y seretienenfrecuenciashastanAu, escomo si semultiplicaseporunafunción
rectángulo[I(u¡2u3, con u~ la frecuenciade corte entrenAu y (n+lftXu. No se producen
cambiossignificativos según donde se tome exactamenteu~, así que se suele tomar en
(n+l/2)Au (Bracewell, 1978). Seleccionarvalores de la función transformadaequivale a
multiplicar el espectropor la función rectánguloH(u/(2n+1)Au). Por sersu transformada
(4.17) y porel teoremade la similitud

H(Lí) *—> a senc(ax) (4.29)
a

estosecorrespondecon la convoluciónde la funciónoriginal con (2n+l)Ausenc[(2n+l)Auxl.
Así, cuandolas seriessesumanparatérminoshastala frecuencianAu, la sumasera:

p(x)*(2n + l)Au senc[(2n + l)Aux) (4.30)

con p(x) la función que se quiere transformar.En los sitios en los que p varíapoco, el
resultadode (4.30) estábastanteen concordanciaconp(x). Los problemasaparecencuando
p varíade forma brusca,principalmenteasociadoscon las discontinuidades.Paraverlo se
puedentomarejemplosde funcionesperiódicaspero discontinuas.Por ejemplouna función
periódicaque seaigual a la función signo (-1 en la partenegativa,O en x=O y 1 en valores
positivos),hastauna ciertadistanciade cero. Lo que ocurra fuera de esterango nosda lo
mismomientrasla función siga siendoperiódica,ya que lo que importaes la discontinuidad,
cercade x=O. El resultadoseráaproximadamente:

(2n-~-1)Au senc[(2n±1)Au x]*sign x (4.31)

La convoluciónde la función senc con la función signo (Bracewell, 1978)da lugar a una
función que oscilaalrededorde -1 en los valoresnegativosde x, con oscilacionesque van
aumentandode amplitud segúnnos vamos acercandoal origen. En x=O vale cero,y luego
subehastaalcanzarun valor máximo mayorque 1 paraa partir de él teneroscilacionesque
van disminuyendoalrededorde 1.

Si se cambianlos factoresde escalade la función senc (lo que seríaequivalentea
cambiarel último término que seconsideraen el sumatorio),comprimiéndoloporun factor
N#2n+1 )Au y estirándolaporun factor N tambiénparaque sigamanteniéndoseel valor 1,
la convolucióncon la funciónsignodarálugara oscilacionesalrededorde los mismosvalores,
1 y -1, que serán másrápidasaunquealcanzandolos mismosvalores.Es decir, se siguen
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obteniendoel mismo máximo y el mismo mínimo, pero más cerca de la discontinuidad.
Otro ejemplo puedeseruna función de la forma: O desde-t a cero y t de ceroa t,

periódicadeperiodo2t, y conunadiscontinuidaden cero.En los extremos-t, O y t ya severá
como sedefinen,pero siempreque sea un valor finito para que seacasicontinuay acepte
transformada.Esta función representaa una ondacuadraday nos planteamoscómo es su
transformaday para qué valoresconverge.Los valoresde los coeficientesde la serie de
Fourier serán:

el término independiente(resultadodel productocon cosenopara n=O) es t.

a=+jicos(SI)dx = t

0 :1=
los coeficientesde los cos(mirx/l) son ceroparam>O.

1 C mitx t mitx’
a =— ¡tcos( )dx = [—sen(

t -, t

-sen0)=0

mit

los coeficientesde los sen(mitx/l) son l/mit(1-cos mit):

1

b=+ftsen(22±)dx— -Á..}cos(mit)—14~ =

mit
....L.(1 -cos(mit))

mit
por lo que vale cero si m espar y 2t/mit sí m esimpar. En los puntosx=O y los de la forma
nt, donde f no es continua, el sumatorio sólo tiene un término, ya que los demás van
multiplicadospor senode mt. La sumaessólo t12, valor medio de los limites de la función
por la izquierda, cero, y por la derecha,t, o viceversa.Se puededefinir a f en los puntos de
discontinuidad como t/2, con lo que la suma de Fourier coincidiría con el valor de la función.
Si sedefinede otraforma,el resultadode la serieseríael mismo, yaque en las integralesno
afectael valor de f en los extremossino en el intervalo en el que seintegra, pero entonces
no setiene la convergenciapuntual de la seriea la función.

En general,el fenómenode Gibbsconsisteen que las sumasparcialesde unaseriede
Fourier tiendena la función, pero en la proximidad de los puntos de discontinuidad,la
convergenciano es suavesino que se pasandel valor que debenalcanzar(un 9% de la
discontinuidad).Cuandounasenesetrunca,seproducenestosexcesosauno y otro lado del
punto de discontinuidady el númerode ellos y su valor no varíasi setoman máso menos
términos, pero si decrecenindefinidamenteen amplitud si aumentael númerode términos
considerados.Así el límite de la suma es el valor de la función y en el punto de la
discontinuidadla sumaaproximaal punto medio del salto (Boyce y Diprima, 1987).

Todo esto eran problemasen cuantoa la transformadadiscreta de una función se
refiere. Pero en nuestro caso, lo que nos ocupaes una convolución. Si se evaluausando
técnicasnuméricas,el resultadoesexactoy correspondea convoluciónlineal. Perosi usamos
las transformadasdiscretas de las funciones que aparecen,éstas se van a considerar
periódicas.Entonces,la convoluciónde ambastambiénva a resultaruna función periódica.
Es decir, al contarconuna longitudfinita paraevaluarlas funcionesque aparecen,sesupone
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la prolongaciónperiódicade las mismas.Los resultadospuedendiferir de cómo seríala
secuenciainfinita real.A esteefectole llamamosconvolucióncíclica, que matemáticamente
sepuedeconsiderarcomouna convoluciónlineal discretizada,y por lo tanto, afectadade un
ciertosuavizadoo ‘aliasing”. Paraun puntocercadelborde,los puntospróximosa los bordes
opuestostendránuna influenciaerróneadebido a la supuestaperiodicidad.

Paraverlo másen detallesupongamosque convolucionamosdos secuencias,una con
M elementos y otra con N. La convolución tendrá M+N-l elementos. En particular, si
tenemossecuenciasde N elementos,la convoluciónno tendrátambiénN elementos.Como
sevió en la primerasección,el resultadode convolucionardosfuncionestienecaracterísticas
un poco mezcladasde las dos funcionesindependientes.Así, para ilustrar el efecto de la
convolución cíclica, vamos a tomar funciones de la forma rectángulo con un valor
constante,esdecir,N valoresde modo que unoscuantosno seancero, porejemplola cuarta
partey el restocompletocon ceros.Cuandosetomaunasecuenciafinita, hemossupuestoque
representaa unafunción definida enel dominio de los realesy que secompletarepitiendo
la secuenciaindefinidamente.De aquívienela justificación de la palabracíclica, ya que se
podríarepresentarsobreun círculo en vezde en formalineal paraindicarestareiteración.Si
se convolucionandos funciones de tipo rectángulouna suavizaa la otra y se obtieneuna
función no nula en máspuntosy que va tomandovaloresmenoresen los extremos(Figura
4.2 y 4.3).

SupongamosqueN, númerode puntosmuestrales,semantieneconstantemientrasque
aumentael número de valores no nulos de las funciones rectángulo, por ejemplo
extendiéndosea más de lamitaddel círculoquerepresentaal periodode la función.Al hacer
la convolución, los valores no nulos también se extiendenmás, pudiendohacer que los
extremossesolapenmodificandolos valoresresultantes,puestoqueN permanececonstante.
El resultadoentonceseserróneoaunquela operaciónbien definidadé esteresultado.

Estefenómenoapareceen la transformadadiscretay su origen estáen tomara las
funcionescomoperiódicas.Deestemodo, en transformadascontinuasde funcionesperiódicas
tambiénaparececonvolucióncíclicacuantificableparadosfuncionesf y g de periodo2it por
la expresión:

Uy

Discretizaciónenforma circular Representaciónlineal
(representaciónde periodicidad) —

e

e’
FIGURA 4.2. Discretizadode unafunción con 3/4 N ceros

e

98 e

e..

e

Uy

e



2~r

h(6)=ff(69g(O-69d6 -

o

(4.32)

La convolucióncíclica de dossecuenciasde N elementosse definecomo:

(4.33)h(n)=~ffn9g(n-n‘+NH(n’-n))
n%O

con H función de Heaviside:

O, si xcO

1, six>O

Como n-n’puedevariar entre-(N-1) y (N-l) setiene que afiadir un término N a n-ntuando
n$n paraquen-n’vayade ceroaN-l. Paraestoesparalo que valeel término NH(n-n) que
senecesitaen los cálculos.Sin embargo,tomarg(n) en sentidocícliconospermiteomitir este
término de las expresiones(Bracewell, 1978).

A efectosprácticos,una forma de evitar los efectosde convolucióncíclicaes tomar
las funcionesrodeadasde cerospara así no tenerefectosperturbadoresen los bordes.Es
decir, en vez de usarla función g original en la convolución,seusag’ definida como:

g’(k)= { si O=kcN
0, si N=kcnN

(4.34)

con n normalmente2, es decir, se duplican las dimensionesdel áreausada.No se puede
utilizar al mismo tiempo que una función ventana(Tziavos,1993),pero los resultadoscon
su uso son superioresen precisión,por lo que esmásconveniente.

Si las funcionesdiscretasque seconvolucionanson de dosdimensiones,tenemosuna
mayorzonadebordeen dondesemanifiestanlos efectoscíclicos.

A
Representaciónlineal

FIGURA 4.3: Efectode la convolucióncomo las de la figura 4.2.

Representacióncíclica
(ilustrando la periodicidad)
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4.4. APLICACION DE METODOS ESPECTRALES
AL CASO DE LA FORMULA DE STOKES.
APROXIMACION PLANA

Paraevaluarla fórmulade Stokescon las expresionesprecedentes,en primerlugarhay
queaproximarla esferalocalmenteporun planotangentey expresarla integralde Stokesen
términos de coordenadasplanas.La función de Stokes tiene entoncesla forma:

1 2 (4.35)
sen~

2
e

En coordenadaspolaresseverifica ‘19=slR, y aproximandosen~I>por ‘P, la expresión
(4.35) tienela forma:

SQP)-= (4.36)
5

sustituyendo(4.36) en (4.13) y por la relaciónR2dc=sdsda,la fórmula de Stokeses:

((LXgR2 CCsdsdcC___cia 1 Ag (4.37)
2ir’yia s 2ityJJcs

e’
con a el áreade integraciónque comprendese[O,smax]y ae[O,2itJ.Si seusancoordenadas
cartesianasse tiene:

“y

sdsda=d,xdy (4.38) e’
e’

e.

s=[(xv —x)2 +(y —y)2]112 (4.39) e.
e

con lo que (4.37) toma la forma de una integral de convolución:

CC Ag dxdy=

e
denotamos1N a la aproximaciónplana de la función núcleode Stokes.

Porel teoremade la convolución,sepuedeevaluarusandolas transformadasdirecta
e.

y la inversa:

1
2ny 2it’y

(denotamoscon mayúsculasa las transformadas).
AG, por construirsea partir de muestrasfinitas de datos,ha de calcularseusandola

transformadadiscreta,con lo que aparecerán,en mayor o menor medida, los problemas
mencionadosen el apartadoanterior:
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,nk nl

Mi N— 1 +

AG(u~,v~)=F{Ag(xk,y,)}=55 Ag(x~,y,)e XT W AxAy (4.42)
k~0 ¡=0

conM y N el númerode puntosen cadadireccióncon los que cuentala muestra.
En cuantoa ‘N’ lo que usamosen realidadno esla propia1N sino otra función:

L(x~—xV+(ygyVF”2 si x~!=x,yp!=y (4.43)

O si x~, =x e y<y

puestoquesino seríaunafunciónsingularen elorigen.Sesalvatal singularidadal considerar
la integraciónde la zonainternade formaseparada.Comotal zonainternaseelige un círculo
tan pequeñoque Ag sepuedaconsiderarconstanteen él. De estemodo, la contribuciónde
la parteinternaa la ondulacióndel geoidesepuedetomarcomo(Heiskaneny Moritz, 1967):

paradatoscuadriculadosa intervalos ¿Xx y Ay.
Aunque éstaes la forma más usual de considerartal singularidad, tambiénhay

métodosquelo quehacenesmodificar la funcióndeStokesparaevitar la singularidad(Zhao,
1989).

La transformadade 1N puedeevaluarsetanto de forma continuacomo discreta.Si se
usala primera,setiene la expresión:

LÑ=jjlIx~Y)e~ 1 1 (4.45)
(u2+v2)’~ q

con q frecuenciaradial (Sideris,1994).Al resultadodeestaexpresiónlo llamamosespectro
analíticamentedefinido. A la vista de la expresiónde la fórmula de Stokes,analíticamente
definida,sepuedever que la convolucióntieneel efectode un filtrado: la función de Stokes
sepuedeconsideraren cierto modo como un filtro de pasobajo, puestoque el espectrode
ág, al usar (4.41), se va a dividir por (u2+v2)’~, con lo que se van a atenuarsus altas
frecuencias.ComoresultadoN va aestar,comoya hemoscitado en algunaocasión,influido
sobretodo por las frecuenciasbajasy mediasdel campo.

Si en lugar del espectroanalíticamentedefinido seutiliza también la transformada
discretatenemos:

M-1 N-I -21c1( ‘11* + fI) (4.46)
LN(um,vn)=F{ljxk,y¡)}=AxAyZ 5 lfl(x,<,yf)e ~ W

o

Hay diferencias en las expresionesanteriores entre usar anomalíaspuntualeso
anomalíasmediasparaevaluarías.Paraconstruirlas mediasintervienela funciónrectángulo.
Su transformada,la función senc en dos dimensiones,nos sirve pararelacionarel espectro
generadoapartir de datostomadoscomopuntualescon el que usadatoscomopromediosde
la zonadondeestán.Se definea tal función como:
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P.MEDIO PRORDE

o

A. INTEGRACIÓN NUMÉRICA

P. MEDIO 9. BORDE

CflRLADO DE CEROS(DOBLE)

P.MED~ 9 BORDE

o

9. MEDIO 9, BORDE

O. ORLADO DE CEROS(Ag)

E. CONVOLUCION CIRCULAR

FIGURA 4.4: Convolucióncircular yfonnasde evitarla con orlado
de cerosen las dos o en una de las funciones

senc(x)—sen (ltx)
itx

que verifica las propiedades:

senc(0»=l, senc(n)rO VnFZ*

fsenc(xw¡x=1

y que tambiénse conocecomo función filtro o interpolador. Si se suponenlos datoscomo
mediassobrelos intervalosAx~Ay semultiplica según(4.17)y (4.29) por:

/xxlxy senc(uAx)senc(vtxy) (4.48)

*

(4.47)
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por (4.22):

¿txxAy senc(mtxulxx)senc(nAvtXy) . (4.49)

por (4.24):

n
¿Xx/áy senc(—)senc(-—) (4.50)

M N

Así, la ondulacióndel geoidesi las anomalíasusadassonanomalíasmediasse puedeexpresar
como:

1 m n —N(xk,y) =.........F - l{sen«)senc()AG(u,v).Ln(u,v)} (4.51)
2ity M N

con ~S7Gespectrode las anomalíasmedias.
En cuanto a la decisión de qué es más conveniente:usar (4.45) o (4.46), nos

encontramoscon problemas.Teóricamente,sí se usael espectrodefinido analíticamente,
(4.45), los problemasasociadosa la transformadadiscretadel apartadoanterior no van a
aparecer.Sin embargo,si se usan transformadasdiscretasde ambasfunciones en las
condicionesóptimas-intervalosde cuadrículalo suficientementepequeños-,los resultadosson
superioresen precisión que al usar los definidos analíticamente,que puedendar lugar a
erroresde inclusounoscuantoscentímetros(Sideris y Li, 1993).Paraexplicaresto,si seusa
el espectrodefinido analíticamentetenemosque N vienedadopor la expresión:

1__F’{AG(um,v)L,ku 1N(x,y»= m~Vnfl+ FAAG(u ,v

21v>’ m ,, U,V)I (4.52)2ity
dondepor la linealidadde (4.40) y (4.41):

T/2T/’2

4= 5 5 1N(ZY)~ 2~’~d,xdy (4.53)
-T/2-T12

y por la simetríade la función de Stokestenemosque:

Lm2~fJIN(x.Y)edxdY (4.54)
T,/2T/2

Si los intervalosde muestreoson lo suficientementepequeñoscomoparaque el efecto de
alisadode la función o “aliasing’ seadespreciable,el primer término, (4.52)correspondea
la convolución discreta y el segundoseráentoncesel error debido al espectrodefinido
analíticamente.Así, el espectrodiscretoda en la prácticaresultadostan superioresa los del
espectrodefinido analíticamenteque en trabajosde comparaciónde geoidesgeneradospor
distintos métodos sobre un área,prediccionescon este último tipo de espectro,se han
desestimado(Arabelosy Tziavos,1994).Al usarlos espectrosdefinidosde formadiscreta,
comosevió en el apartadoanterior,la convoluciónva a sercircularen lugarde lineal. Esto
da lugar a distorsionesen los resultados,puestoque se introducenproblemasen los bordes
por la supuestaperiodicidadde las funcionesal discretizar.Ya sedijo que la formade evitar
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estoesusandoorlas decerosalrededorde las funcionesque intervienenen la convolución.
En el casode la fórmula de Stokes,en la prácticase ve que los mejoresresultadosse
obtienensi seoria sólo a las anomalíasde la gravedady seusacomozonade cálculo toda
completa(incluso la partede ceros),con lo que en la prácticase van a obtenerresultados
análogosa los de integraciónnumérica(Sideris y Li, 1993, Tziavos, 1993). Si se aplica el
método del orlado de ceros en su forma convencional,es decir, a las dos funciones, los
resultadosno serándel todocorrectosen los bordes,ya que sólo se usanpartede los datos
en la evaluación.Los efectosde uno y otro casoseilustran en la figura 4.4 en donde las
panessuperiorescorrespondena ¿Sg y las inferioresa la función dc Stokes(Sideris,1994).

“y

e.’
4.5. APROXIMACION ESFERICA EN LA FORMULA DE STOKES

Anteriormentehemosvisto la aproximaciónplana de la fórmula de Stokes.Por lo
tanto, sólo seráválido si nosmantenemosen las cercaníasdel puntode cálculo.

Algunos autoreshan descritometodologíay formulaciónsobretérminoscorrectores
del efectode tomartal aproximación.Los erroresde largalongitud de ondaaparecensi nos
extendemosavarios cientosdekilometrosencadadirección.Si sehaeliminadola influencia
de las largas longitudes de onda de los datos, la contribución de estas zonas puede
despreciarsey el término conectivoesprácticamentecero.De estemodo, sejustifica el que
en aplicacionessobrezonasno demasiadoextensasactuandobajo la metodologíageneralde
eliminación-restitución,no se tenga en cuenta. El término corrector para el potencial
perturbador,aplicablepor lo tanto para ondulacionesdel geoide y para anomalíasde la
gravedad,es función de la distanciaesféricaal centro del árealocal de aplicación,y viene
dadopor la expresión:

e.
“y

_________ (4.55)
sen(w/2)

Uy

e.
con k=l ó 3, siendo la elección más correctak=3 (Sideris, 1994). Luego el potencial

“y’corregidoserá:

TC(W,U)=CTT(x,y> (4.56)

con a acimutesférico.
Sin embargo,si la zona seextiende más, la aproximaciónplanasí puededar lugar

a erroresgrandes.Así, resultamásconvenienteutilizar la fórmulade Stokesen aproximación
esférica. De tal forma por la equivalenciaentre elementosdiferenciales da=cospdpdX
tendremos:

e.
Rrt e.

NQp~~h=...........jJzXg@P~2.)S(wj~,w ,X)cosipd~dX (4.57)
Uy

e.
que al utilizar anomalíasdadassobreunacuadrículase discretizacomo:

Uy.

e.

Uy

Uy

104



R N-IN«p,‘~k) =~j ~j Ag«p1,X,)cosp1S@pf,X~spJ,X1WpAX (4.58)
4wy j=0 ¡=0

Esta expresión, de momentono tiene la forma de convolución. Para que así seahace
falta suponeralgunasaproximacionescon las que la ondulacióndel geoidesepuedeevaluar
portransformadasdeFourieren unao dosdimensiones.Porejemplo,unapropuestaestomar
cosq~~cos(p=co5

2<p~,.,,o inclusolamásprecisacosppcos<p=cos2<pmsen@pp-<p)/2,dondeel subíndice
m indica mediaenel áreade cálculo.Con esto síque toma la forma de una convolución y
se puedeevaluarusandolas transformadashabitualesen dos dimensiones.En el centrodel
área,estaformulaciónda buenosresultados,pero segúnnosaproximemosa los bordesde la
zona,aumentanlos erroresproducidos. Así, no es posible evaluarN sobre áreasgrandes
(propósito de la transformadaesférica)con precisióny además,esnecesariomucho tiempo
de ejecuciónsi se utiliza el orlado de ceros en toda la zona.Paraminimizar el error de la
aproximación,Fosbergy Sideris (1993)proponensubdividirel áreaen zonasmáspequeñas
equidistantesen latitud que sesolapenentresí (transformadaesféricamultibanda)y en cada
unade ellassetoma latitud constantee igual a la del paralelomedio de la banda.La basede
estemétodo es que la aproximaciónesféricada lugar a resultadosexactosa lo largo del
paralelode latitud media(esdecir, dondela aproximaciónno estal). La solución seobtiene
por interpolaciónlineal de las solucionesobtenidasporcadaunade las bandassolapadasen
las que seencuentrael punto de cálculo.EJ númerode paralelosparasubdividir la zonase
seleccionasegúnla precisiónque sequiera.Aproximarcon variasbandasesnuméricamente
vantajososólo si la zonaes grande.Si no lo es, no se aumentala precisión(Arabelos y
Tziavos, 1994).

Estaaproximacióntiene limitacionesal no poderdarel resultadoexactoen los puntos
que no seencuentrensobreel paralelomedio de la zonao de la banda.Haagmanset al (1993)
proponenun método de solución exactapor medio de evaluacionesde transformadasde
Fourier en una dimensiónbasadoen el hechode que la aproximaciónanteriorda resultados
correctospara algunosde los puntos de cálculo. Se evalúa la integral de Stokesesférica
discretaparaleloa paralelo.Paraello, setoma un paralelode latitud cp

1. En él, la distancia
esférica‘y cambiasólo en función de la diferenciade longitudes,4-X~ y ¿Sgsólo en función
de %. La integral discretade Stokes,si se toman todos los paralelos,queda:

R NI M-I ‘<PM—s is Ag(9],?~)cos91S(9~—wf2~~-X)AMA9 (4.59)4ivy j=0 ¡=0

Los corchetescontienenunaexpresiónque secorrespondecon unaconvolucióndiscretade
una dimensióncon respectoa X y por lo tanto puedeevaluarsepor transformadasde una
dimensión a lo largo de cada paralelo. La mejor ventaja de este método es que da
exactamenteel mismo resultadoque el obtenido por integraciónnumérica.Además,sólo
necesitamanejarcantidadesunidimensionalesahorrandoasí muchotiempo comparadocon
el métodoen dos dimensiones.

4.6. IMPLEMENTACION PRACTICA DE METODOS
ESPECTRALES EN ORDENADORES

La forma de utilizar usualmenteeste tipo de métodosen ordenadoresda lugar a
algunosproblemas.En la mayorpartede los programasque versansobre la materia,se
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definen las transformadasdiscretasdirectae inversapor su númerode onda, por ejemplok
en vez de x~, longitud de onda. Se toman ¿XxAy=1 y áu=áv=1.Así, los resultadosdeben
reescalarsemultiplicándolospor MNAxáy=T,T~,.

Tambiénhay problemassegúndondese definael origen de coordenadas.La forma
normalsuelesuponerloen la esquinainferior izquierdade los datosen ambosdominios. En
casode que sedefinieraen el centrosedebemodificarel resultadosi el programausadono
lo consideraasí. Parahaceresto,se usanpropiedadesde desplazamientosde transformadas
de Fouriercon lo que sedetenninanfactorestalesqueal multiplicar los resultadosobtenidos
porellos secorrigen.

En la ejecuciónde subrutinasrelacionadascon las transformadasdiscretasde Fourier,
paraevitarerroresde “aliasing’ no debetomarseel último puntode los datosde la secuencia.
Se sustituye,dado el carácterperiódico, por el valor primero de la secuenciaen el que
comenzaráel siguienteperiodo.

Por último, aunque no está realmente vinculado a un fenómeno encontrado al
programarel método en ordenadores,como es la forma en que normalmentese hace,
mencionamosla transformadarápida de Fourier. Es un algoritmo que sirve para evaluar
transformadasdiscretasde forma rápidautilizado desde1965. La simplificación en que se
basasepuedever desdedos puntosde vista.

Por un lado, a partir de la definición de la transformadadiscreta,la relaciónentreel
muestreode valoresde unafunción y sus transformadaspuedeescribirsede formamatricial.
Es posiblehaceruna factorializaciónde tal matriz dando lugar a simplificaciones.En las
matricesde la factorializaciónaparecenunaseriede ceros,enconcretocadaunade ellassólo
tendrá dos elementosno nulos por fila (Bracewell, 1978), que reducenel número de
multiplicacionesy sumasa evaluar.Seránecesario hacerentonces2N productospor factor
mientrasque con la matriz original sin factorializareran . El númerode factoresK viene
dadopor la relación2K=N. Así sepuedecuantificar la reduccióndel tiempo empleadopara
evaluarlas transformadasconestealgoritmo: por ejemplo,en una dimensiónde un número
de multiplicacionesproporcional a N2, se pasa a necesitarun número es proporcionala
Nlog

2N (Sideris, 1994),y además,algunasmultiplicacionesson triviales por los unos que
aparecenen las matrices. La posibilidad de aplicar estas reduccionesjustifica que las
secuenciasdebancontarcon un númerode elementospreferiblementepotenciade dos.

Otra formade ver la transformadarápidade Fouriersebasaen que unasecuenciade
N elementosse puedesepararen dos secuenciasmás cortas de N12 elementoscadauna,
metiendolos elementosde posiciónpar en la primeray los de imparen la segunda.Cadauna
de ellas poseeuna transformaday a partir de cadauna se puedeobteneruna secuencia
completandoconcerosintercalados.La transformadaque sedeseaoriginariamentesepuede
obtenerde la suma de las dos transformacionesaplicandoteoremasde la transformada
discretade Fourier(extensióny traslaciónal origenconveniente).Así, la transformaciónde
unasecuenciade N elementosse divide dandolugar a dos transformacionesde la mitad de
elementoscadaunalo que suponeuna reduccióndel tiempo a la mitad.

Ademásde estasdos reduccionesexistenotrasparacantidadesque no seanpotencias
de dos, pero no son tan rápidas,por ejemplo para secuenciascon N divisible entre tres
(Bracewell, 1978). Así, siemprese tiende a trabajar con potenciasde dos, y cuando la
disposicióndedatoso lo haceposible,sesuelencompletarlas secuenciascon ceros,pero al
hacerlo,no seafectaal espectrode potencia,pero sí se producendiferenciasen fase.

En realidad,las subrutinasestandardisponiblessobretransformadasdeFourier,lo que
usanesestatransformadarápida. Al trabajarcon ella, apareceel problemade convohición
circular, ya que sebasaen expresionesdiscretas.
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4.7. TRANSFORMADA DE HARTLEY

Enlos últimos años,la transformadade Fourierha sido muy utilizadaen la resolución
de problemasde la geodesiafísica y enparticular,en el que nosocupade determinaciónde
geoide, puesto que es rápida y da resultadossobre la misma cuadrículaque los datos
empleados,lo que es ventajosopara muchasaplicacionesposteriores.Aún así, no es la
soluciónperfectaen cuantoa ahorrode tiempo serefiere. Las señalescon las que setrabaja
son reales,mientrasque la transformadaescompleja.Estono creaproblemasoperativos,ya
queesposiblecalculartransformadasdiscretasde Fourierinclusode funcionesreales.Lo que
sí ocurre es que al tratarsede una transformadacompleja, las operacionesen las que
interviene,necesitanel doble de tiempo y de memoriaque si setrata de operacionescon
reales.

De estemodo, con las señalescon las que se vienetrabajando,resultamáspráctico
utilizar unatransformadareal. Segúnestaidea,secomienzaa usarla transformadade Hartley,
real,que ademásexpresade una forma mássimétricala relaciónentreunafunción real y su
transformada.Tambiénadmiteformularseporalgoritmosquehacenmásrápidasuevaluación,
yaquesuspropiedades,tantodela transformadaindividualmentecomode su comportamiento
enconvoluciones,sonanálogasalas de la transformadade Fourier(Bracewell, 1978).Es útil
paraaplicarseen la resoluciónde los mismosproblemasquehemosvistoparala transformada
de Fourier.

En dosdimensiones,la transformadade Hartley viene dadapor la expresión:

H(u,v)= {fh(x,y)casux.casvydxdy=H{h(x~yP (4.60)

y su inversa:

h(x,y)=...i.~.ffH(u,v)casux.casvydudv =H ‘{H(u,v)} (4.61)

dondecas A= cosA + senA.
Susexpresionesdiscretasson:

Al-! MA 2it¡nk 2nnl
H(mAu,nAv)=AxAy>3>3 h(kAx,1/xy)cas cas........... (4.62)

k=0 ¡=0 Al N

h(kAxjAy)=J—~>3 H(mAu,nAv)cas2itmkcas2nnl <4.63)TT ,n=O n=0 M N

Estas transformadasson separables:permiten la flexibilidad de conseguir la
transformadade dos dimensionesaplicandodos vecesla transformadaen una dimensión.
Tambiénaparecea menudoen aplicacionesprácticasla versión no separable,en la que el
productocas(2irmkfM).cas(2itnlIN)se reemplazaporcas(2rtmk/M)+cas(2itnlIN).

Al usarestatransformada,que como hemosdicho es real, y por lo tanto tiene un
espectroreal, seahorramuchotiempoo bien sepuedenusarmuchosmásdatosen el mismo
tiempo. La reduccióndel tiempo de ejecucióna] pasarde complejo a real,en teoríaesdel
50%,pero en la prácticavaríadel 20% al 30% (Iziavos, 1993, Sideris, 1994).
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La transformadade Hartley puedeutilizarse,como hemosdicho antes,paraevaluar
la fórmula de Stokes, tanto con espectrosdiscretos como con espectrosanalíticamente
definidos. Es posible utilizarla con orlado de ceros, lo que resulta necesarioya que en
versionesdiscretas de convoluciones, también aparecenlos problemasasociadosa las
convolucionescircularespor interpretarsecomotales.

Paraquesepuedautilizar, la muestrade datosdebetenerunalongitud potenciaentera
de 2 (Tziavos, 1993).

“y

“y

4.8. GEOIDE EN LA PENíNSULA IBERICA

e
El geoidedeterminadoen el capítulo3 secomparócon un geoideelaboradomediante

el usode las técnicasespectralesdescritas,másconcretamente,la transformadade Hartley,
en la PenínsulaIbérica (Sevilla, 1994 a y b, 1995, Sevilla y Rodríguez-Velasco,1995). Con
estascomparaciones,se pretendió,por un lado, estimar las diferenciasatendiendoa los
métodosusados, y por otro, los asociadosa cálculo local (como en el capítuloanterior) o
regional (comoel geoideque nos ocupa).

El geoideutilizado seelaboróbajo la metodologíageneralde eliminación-restitución,
utilizandoe] modelo de geopotencialOSU9lA. Los efectostopográficosseestimaronusando
la segundareducción de Helmert, es decir, las masas se condensaronen una capa
inmediatamentesobre el geoide, ya que las anomalíasresultantesson las que, en teoría
verifican más requisitosdel problemade contornode Stokes.Para ello se usó un modelo
discretizadoa 1000 x 1000 metros,elaboradoa partir del modelo descrito en el primer
capítulo, y ETOPOSUparacompletarlas zonasno cubiertaspor éste. Se utilizaron como
datos gravimétricos,215.241 anomalíasaire libre de la penínsulay alrededores(76114
terrestresy 139127 marinas),todasellas transformadasal sistemaGRSSO y previamente
validadas,que cubrenuna zonade límites -10,5 y 5,5 en longitud y 35 y 45 en latitud.

En los cálculos se usó un espaciodiscretoy se añadieronceros (segúnla técnica
descrita)alrededorde la señalpara evitar los efectosde convolucióncircular.

La predicción se hizo en 80384 puntos. Estas prediccionesse han controlado con
estacionesGPSen la Península,teniendouna estimaciónde su precisiónde 1 ppm (M.J.
Sevilla, 1995).

“y

e

4.9. COMPARACION ENTRE GEOIDE LOCAL POR COLOCACION
Y GEOIDE REGIONAL POR METODOS ESPECTRALES

En esteapartadose presentala comparaciónentreel geoidereferido en la sección
anteriory uno de los geoideslocalesdel capítulo anterior, enconcretoel generadoa partir
de datosterrestresy marinos,esdecir,en condicionesmásanálogas.La comparaciónsehizo
sobrelos puntos de prediccióndel geoidelocal. Paraello se interpolaronlos resultadosdel
geoideregional sobrela zonade comparaciónusandosplinebicúbico.Con estacomparación
se pretendióestudiarla diferenciade resultadosal utilizar distintosmétodosy además,de
hacerprediccioneslocales a regionales.Ya sólo por esteúltimo motivo, esperamosunas
diferenciasde largalongitud de onda.

Lasdiferenciasentregeoidessonen mediamuy pequeñas(Tabla4.1) y las curvasde
nivel de los geoides(Figura 4.5) reproducenperfiles bastantessimilarescon diferenciasen
zona de montaña(Sierra de Jabalambre)y en la esquinainferior derechade la zona, que
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correspondecon la isla de Ibiza (sin contornoen la figura), por lo que constituyeunaregión
conflictiva. Se ve con más detalleen la figura 4.6. que las mayoresdiferenciasentre los
geoidesse encuentranen la zona montañosareferida. La localizaciónsobre la zona más
montañosalleva a pensarque lasdiferenciaspuedendebersesobretodoal tratamientode las
masastopográficas.En un caso,efectode las desviacionesde la topografíareal respectode
unatopografíamediay en el otro segundareduccióndeHelmert.Además,el discretizadode
los modelosconsideradosha sido distinto, y un accidentegeográficocomosobreel que se
localizan las diferencias,de amplitudno muy grande,puedeno ser registradototalmente.
Recuérdeseque la contribución de la topografíaen algunos puntos de esta zona llega a
alcanzarmáximosde 1 metro -valor de las diferenciasmayores-(ver sección3.6). En otras
zonaslos geoidesdifieren muy poco, luego las discrepanciasdebidasal método, al carácter
local/global,datosempleadoso a que en un casosetrate de geoidey en otro en realidadde
cuasigeoide,parecenestarpordebajode los 20-30centímetros.Al ver la localizaciónde las
diferenciasobtenidasseve que mientrasen general,a la vistadel histogramade las mismas
(figura 4.8), parecenestardistribuidasde formabastantesimilar, en la partemontañosason

MEDIA D.T. MIN MAX RG.

G.LOCAL MIXTO 49.995 m 1.042 m 47.73 m 52.96 m 5.23 m

G.REGIONAL 49.981 m 0.876 m 47.90m 52.24 m 4.34 m

DIFS (COL-FHT) 1.4cm 36.3 cm -64cm 1.54 m 2.18 m

TABLA 4.1: Estadísticade los geoidesy de las diferenciassobrela zona.

-0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

52.Om

51.5m

51.0m

50.5m

50.0m

—49.5m

-‘49.Om

~‘485m

-48.Om

FIGURA 4.5: Curvasde nivel del geoidecalculadopor
en la zonade comparación.
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FIGURA 4.6: Curvasde nivel de las djerenciascontorneadasa 20 cms.
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FiGURA 4.7: Localizaciónde las diferenciassegúnsu signoy cuantía:

* mayoresque 50 cms
+ entre 30 y 50 cms

entre 10 y .50 cms

sobre todo positivas, esto es, el geoide calculadousandola correcciónde un modelo de
topografíaresidual,esalgo másalto que el geoideregional del apartadoanterior (ver figura
4.7).En estamismafigura sepuedenapreciaralgunasdiferenciaspuntualesenel mar, Sobre
esterespecto,cabeañadirla gran diferenciaexistenteentrelos datosempleadosen uno y otro
caso(más del doble de datosde la zonaenel geoideregional, al incluir más trayectoriasde
barcosgravimétricos).
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FIGURA 4.8: Histogramade las diferenciasg.colocación- g.Hartley

Como partede las diferenciassepiensaque puedenatribuirsea los distintosmétodos
y modelosempleadosparael cálculo de la contribuciónde la topografía,seprocedióa una
segundacomparación,estavez eliminandolapartedeN de colocacióncorrespondientea las
masastopográficas.Esto lleva a asegurarla hipótesissi las diferenciasdisminuyen,aunque
la comparaciónno tiene sentidofísico en sí misma. Como sepodía pensara la vista de la
figura 4.7, se reduceel númerode diferenciaspositivas,que eran las situadasen la zona
montañosa.La estadísticade las nuevasdiferenciasapareceen la tabla 4.2, y sus curvasde
nivel en la figura 4.9.

MEDIA D.TIPICA MíNIMO MAXIMO

0,5cm 22cm -64cm 81cm

TABL4 4.2: Estadísticade las diferenciassin N0p0g.
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FIGURA 4.9: Diferenciasobtenidasen la nuevacotnparac¿on.
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4.10. RESULTADOS Y CONCLUSIONES

e.
Se ha comparadoun geoide gravimétricodeterminadopor aplicación de métodos

espectralescon los resultadosanterioresobtenidospor colocación.Las diferenciasobtenidas
parecendebersea habertenido en cuenta la topografía de forma distinta y con distinta
densidadde puntos.
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CAINTULO 5

ALTIMETRIA POR SATELITES

La altimetría por satélites es una técnica de medida que produjo un cambio
importantea partir de los años 70 en la provisión, entre otros, de datos geodésicos,al
proporcionardatos marinosdeformaglobaly continua.La superficieoceánicaestácasi en
equilibrio y su desviaciónrespectode una superficie de nivel debeser, en principio, del
ordende 1-2 metros,producida sobre todo por las corrientes,por lo que las medidasde
altimetría dan una superficieequipotencialdel campode gravedadcon estaprecísion.

En estecapítulosehabladel métodode altimetríapor satélitespara elaborargeoides
o bienpara mejorar otros ya existentes,y los problemasteóricosque se encuentranen su
manejo. Por último se estudia la posibilidad de la inversión de datos de altimetría
produciendogravedades.

5.1. PRINCIPIOS DE ALTIMETRíA

En la actualidadlos datos de altimetríapor satélitesson ampliamenteutilizados en
distintoscamposde la geodesiay de otrascienciasafines,enparticularparael fin que nos
ocupaen estetrabajo de determinaciónde la partede larga y media longitud de onda del
campode la gravedady del geoidemarino.La gran ventajade los datos de estemétodoes
su distribuciónglobal aunqueno todos los datos disponiblesseránútiles como se verámás
adelante.Estadistribuciónglobal puedeserútil paracorrelacionardatosreferidosa distintos
sistemaslocales (Groteny Múller, 1991) aunqueen estaaplicaciónnosencontramoscon el
problemade quelas zonasde conexiónentresistemas,las costeras,sonlasquepresentanmás
problemasdedistorsionesy sistematismos-la puestaa puntodel altímetrotardaen ocasiones
unos15 kilómetrostras pasaral mar-, lo que produceun alto nivel de mido en la medida.Los
mareógrafossuelenusarsecomo apoyoparaestaconexiónde sistemasde referencia.
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El observableen altimetríaesel resultadode medircon un relojel tiempotranscurrido
desdeque el radaremiteun pulso, generalmentede radiaciónmicroondas,hastaque vuelve
al receptortras serreflejado por la superficieoceánicaparadeterminarla distanciaentreel
satélitey la superficiereflectora(Shum et al, 1987). Senecesitaun reloj de resoluciónde 3
ps(lps=l0”2 s) paraalcanzarunaprecisióncentimétrica(Rummel, 1992).En realidad,lo que
setienen sonmediasde varios pulsosconsecutivos,ya que las señalesde retomoo ecosde
puntos individualestienencadauno sus propiascaracterísticas.Al tomarmediasde varios
pulsossereducenincertidumbres.PorejemploparaSEASAT sehaciala mediade 50 pulsos
y parael ERS-l, de los recibidosduranteun segundo,paradespuésajustarla forma de una
curva suaveya que no se esperaque sea rugosa.La medidaobtenida,por lo tanto, es la
altitud instantáneadel satélite sobre el mar, y también se utiliza la información que
proporcionala intensidady estructurade los pulsosreflejados.El observableno esentonces
un funcionalpurode T, puestoque involucraa otrascantidadescomola superficietopográfica
estacionariadel mar y la correcciónorbital. Cuentacon la parte de altitud del mar sobreel
elipsoide, tanto estáticacomo variablecon el tiempo. La parteestáticao de largo periodo
consisteen lo que llamamossuperficiemediadel mar, y la partedinámicade la superficie
oceánica son las variaciones de alta frecuenciadebidas a corrientes, mareas y otros
fenómenos.Las observacionesútiles son las que sehan corregidode todos los efectospara
los que sedispongade un modeloadecuado.Así setiene:

h=h
5+h~ +ha +h -i-h#s+r (5.1)

“y

En estafórmulallamamosh a la altitud real a la que seencuentrael satélite,h~ a la
medidainstantánea.Denotamospor h~ a la correcciónpor posicióndel centrode masasdel
satélite,necesariaya que laaltitud se determinasegúnun sistemadefinidopor la posiciónde
tal punto. Paraqueel satéliteestéoperativo,se debenverificar ciertascondicionesen cuanto
a la posiciónde sus elementosserefiere (Catalány Catalán,1996a):por un lado, la antena
del radardebeestarorientadaen la direcciónde la normalal océano,el panelsolar tiene que
estaren la perpendicularal vectorque une Sol y satélite,y tambiénesconvenienteque el
módulo de propulsión esté iluminado duranteel mayor tiempo posible para minimizar la
cantidadde calor interno necesariopara evitar que se congeleel combustible.Todas las
maniobrasnecesariasparaque seden estascondicionesprovocanvariacionesen la posición
del centrode masastanto geocéntricacomorespectoal Sol. A estosele añadeel hechode
que el consumode combustibledurantelas maniobrashacevariar la distribuciónde masas
en el satélitey por lo tanto la posiciónde su centro de masas.

La correcciónpor retrasoen la propagaciónde la señaldebidoa la atmósferaes
que incluye tanto el producidoal pasarpor la ionosferacomoporla troposfera,así como las
condicionesmeteorológicas.En el vacío la altitud sería:

h=iict (5.2)
2

c: velocidadde la luz
U tiempo

peroaparecenotrosproblemas.En la ionosfera,lapresenciade electronesno esdespreciable,
(Bomford, 1980)y ademásno esconstantey varíaconsiderablementede la nocheal díay de
invierno averanodescendiendoporla noche,en veranoy durantelos ciclosde actividadsolar
mínima. El número de electroneslibres produce variacionesen el índice de refracción

114



proporcionalesal cuadradode la frecuenciadel radar (que viene a influir de 0,2 a 20
centímetros).Es por ello aconsejable,en vez de usarcorrecciones,emplearaltímetrosque
emitan en dos frecuenciaspara cancelarlos efectospor compensaciónde términos. La
troposfera,por otro lado, tanto secacomohúmeda,tambiénafectaa la propagaciónde la
señal.El índicede retrasoproducidoes proporcionala la densidadde la atmósfera.En una
primeraaproximación,podemosdecir que estadensidaddesciendeexponencialmentecon la
altitud, pero estono es lo suficientementepreciso.La densidadde la atmósferavienede la
presenciaen ella de gasessecosy de vapor de agua.Mientras que la contribuciónde los
primeros es prácticamenteconstante y se puede guiar por la aproximación anterior,
produciendoerroresde 2,3 metrosen la medida, la cantidadde vapor de aguaes bastante
variablee impredecible.Produceun error de 6 a 40centímetros.Paracalcularel valor de las
correccionessenecesitanregistrosprecisosdepresióny temperatura.Normalmente,la mayor
partede las correccionesvienende modelosadoptadoso bien, son provistaspororganismos,
comoporejemplo,en el casodel SEASAT, el JPL,paralos ERS, la ESA y parael TOPEX-
Poseidón,la NASA y el CNES.

Los fenómenosatmosféricoscomo por ejemplo la lluvia, suponen también un
obstáculoparala propagaciónde la señal.Incluso, puedenprovocarunacompletapérdidade
datos.La lluvia en particular,afectaatenuandolos pulsosasícomoreduciendoy dispersando
su reflexión sobrela superficiedel océano.

Otro efectoatmosféricoque provocaalteracionesen la medidaesla variación de la
presiónatmosféricaque deformala superficie oceánicahastallevarla a un nuevoequilibrio
hidrostático.Las alteracionesdel nivel puedenalcanzar1 centímetropor 1 milibar. Si no se
tiene un registrodepresiónseobtieneindirectamentede la correcciónde troposferaseca.A
la correcciónde esteefectosela llamade barómetroinvertido. Los últimos estudiosmuestran
queestacorrecciónesapropiadaen latitudesmayoresque 200 y que en menoresno funciona
bien. Se puedeomitir la distinción ya que en latitudespequeñasla variaciónde presiónes
débil luego la correcciónno tiene un valor muy grande(Gasparet al., 1994). Unaparte de
la variaciónde la superficiepor la presióndel aire sedebea las mareasatmosféricas,tanto
por fuerzasdemareaen sí mismascomo,sobretodo,por las oscilacionestérmicasproducidas
con las frecuenciasde mareasolar. Al seruna amplificación de los armónicossolares,esta
partede la correcciónsesueleincluir en la correcciónde mareaoceánica.Hayestudiossobre
la cuantificaciónde estosefectosparacampañasrealesen Visseret al, 1993.

En la expresión(5.1) con h,~, se indicaunaaltitud de la superficietopográficamarina
modeloo apriori, que tomamoscomocerosi no sedisponede ningúnmodelo.Normalmente
sedisponede modelosglobalesnuméricosdesarrolladoshastaun ciertoordeny grado,como
en nuestrocaso05U91,completohastaorden y grado10 (Rappet al, 1991),formadoa partir
de datosde altimetríarecopiladosduranteun año, de gravimetríay coeficientesde modelos
previosde geopotencial.

¡ ;senm2ÓP~jsen43 (5.3)
h~~1w=~Y (C;mcosm

2~-4-S )±C~
0

1=1 mn=0

Tiene desviacióntípica 26 centímetroscon precisióninferior en las zonascosteras.
hm es la contribución a la medida de los efectosde marea tanto terrestrecomo

oceánicaque por un lado hacen variar el nivel del mar, y por otro, el fondo marino
produciendolas consiguientesalteraciones.El potencialde mareaesun fenómenodiferencial
en el sentidode que sepuedeexpresarcomodiferenciaentreel potencialsobreun punto y
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FIGURA 5.1: Esquemade la determinacióngeométricade la *

altitud del mar a partir de satélites.
“y’

el centrode la Tierra creadopor las masasde Sol y Luna. La expresiónde estepotencial
admite un desarrollo en armónicosesféricosen el que unos factores dependende las
coordenadasdel punto dondese pretendecalcularel efectoy constantes,lo que se llamanlos
coeficientesgeodésicos,y otros que son función de las coordenadasecuatorialesdel astro
perturbadory por lo tanto del tiempo. Cualquier coeficiente función del tiempo puede
representarsepor un desarrolloen seriede funcionestrigonómetricas:

Y II~cos(w~t-i-w) (5.4)
~1

dondeparacadaj se tiene un constituyentearmónico. son las amplitudes,los argumentos
constande w~, velocidaddel constituyente,y ~ fasesiniciales.

El nivel del mar cambiapor la inercia con la que respondeel aguaa las fuerzasde
marea.En estecambiosepuedendistinguir dospartes:un desplazamientoconstanteo marea
de equilibrio, y un desplazamientoprovocadopor la parteperiódicadel potencialde marea,
que seevalúacon modelosgeneralmenteglobales,de los que se hablaráa continuación,que
estimanlas perturbacionescon un orden de precisiónde 10 a 20 centímetros,siendo este
desplazamiento:

h 1Y H
1cos(w/±9)

1Y ffcos(wf+9$-G) (5.5)
gj

con amplitudy velocidadangularcomoen (5.43, pje6, faseinicial de marcaenGreenwichy
G~ desfasajede la mareaoceánicarespectode la mareade equilibrio en Greenwich.Si no se
disponede modelosse utiliza partedel procesode datosparaeliminarel efecto.Aunqueésta
es la parteprincipal del desplazamientoproducidopormarea,tambiénel fondo marinosufre
deformaciónespor mareaterrestrecon amplitud y desfasajedependientede las constantes
elásticasdel medio. Su valor secalculaen función de parámetrosporejemplodel modelode
Wahry puedealcanzar20-30centímetros(de Toro etal, 1994).A su vez, los desplazamientos

mar

elipsoide
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de aguadan lugar a fenómenosde cargasobreel fondo que producendeformacionesen
sentidocontrarioa las inducidaspor la marea.Su efectosecalculacon modelosde corteza
(0,4 - 4,2 cms). La mareaatmosférica,mencionadaanteriormente,tambiéntiene un efecto
deformadorde signo contrarioa la terrestrey oceánica.Lo ideal seríaeliminarestosefectos
de los datoscon los que seconstruyenlos modelos.

Seconstruyeel modeloal determinarlos valoresde lasamplitudesy desfasajesde las
principalesondasde marea.La precisióndel mismodependede los algoritmosutilizadosen
su construcción,de lo que se adapten las observacionesal modelo, y del número de
constituyentesarmónicosmodelizados.

La mayor partede los modelosglobalesque se utilizan actualmenteson modelos
mixtos,esdecir, son teóricosya queconsistenen resolverlas ecuacioneshidrodinámicasque
tratande representarel comportamientode las masasoceánicasbajo la acciónde las fuerzas
de mareay Coriolis por la rotación, pero tambiénsonempíricosporquelos constituyentes
armónicosse obtienenporanálisisen los queintervienenobservacionesde mareógrafo.Así,
se parte de las ecuacioneshidrodinámicasde Laplace y se introducen términos que
representanal régimen de mareay fricción del fondo oceánico.Se obtiene un sistemade
ecuacionesen diferenciasfinitas (ecuacionesdiscretasde marea oceánica)que se integra
tomandocomocondicionesde contornolos valoresobservadosen mareógrafos.Peroestetipo
de modelosno funcionabien en marescerrados(Arabelos y Tziavos, 1994). Otrosmodelos
(de Toro et al, 1994)construidospara el Mar Mediterráneoen particular, lo que hacenes
considerardatos de mareógrafoañadiendola respuestahidrodinámicacomo condiciónpara
determinarlos argumentosy los desfasajesen todala zonay no sólo en las costas.Tratade
considerarlos problemasañadidosen estetipo de mares,como la presenciade costasde
forma irregular, cadenasde islas y estrechosque afectana la propagaciónde las ondasde
mareay amplificaalgunasde ellas.Otraamplificaciónvienede la existenciade cuencaspoco
profundaspor lo que unapartede la onda de marease refleja en el fondo marino siendo
necesarioun conocimientode la batimetríaasí como de los factoresde amplificación.Para
tenerlo en cuenta,se dividió la zonaen subzonassegúnlas barrerasnaturales.Paraeste
modelocitadono sedispusode datosno costeros,porlo quese validaronlasfuentesde datos
y despuésseajustaronmedianteun procesoiterativo auna superficiesuavizadaen la que se
tenganen cuentala continuidadde lasondasy que la distribuciónespacialde los parámetros
de mareaen mar abierto debe ser uniforme en unos 100-150kilómetros en ausenciase
estrechos.

El movimiento del poío produceperturbacionesde menorcuantíaen la medida.La
rotación del eje de giro de la Tierra tiene un periodode 12 a 14 mesesy originauna fuerza
centrífugaadicionalquecomo las de marea,afectaa la superficieterrestrey marina. El efecto
no se puededistinguir de las mareas,pero el periodoes suficientementelargo como para
considerarque se dan condicionesde equilibrio. Aún así hay modelospara corregir sus
efectosdebidosa Wahr.

Llamamoss en (5.1) a la sumade los distintossesgosque aparecenen las medidas:
sesgoelectromagnético,sesgode la rugosidady sesgodel seguimiento.En el primerode ellos
se puede incluir todo s dado que los otros dos son mucho más pequeños.El sesgo
electromagnético,tambiénllamadoefecto de las olas, esun fenómenomotivado porqueal
incidir la señaldel altímetrosobrela superficiedel océano(que no esplana)parteserefleja
sobrela partesuperiorde la ola y partesobresu concavidad.Así, por la forma geométrica
de la ola, se produceuna reflexión como la de un espejocóncavoque focaliza sobre el
satéliteun mayornúmerode fotonesreflejadosy trasladael centro de reflexión por debajo
de la altura mediade la ola falseandola medida.La cuantíade su efectose puedeconocer
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por fórmulasempíricasque tienenen cuentala velocidaddel viento y la alturasignificativa
de la ola, basadasen distintosmodelos:con los dosfactoreso sólo uno (Molines et al, 1994,
Chelton, 1994),el algoritmodeFu y Glazman(AVISO, 1996),o bien sedeterminaa partir
de diferenciascrossoverpor regresiónlineal o con modelosquerelacionanaltura de la ola
y otros parámetros(Gasparet al, 1994).

r esla contribuciónde los erroresdel modelo matemáticoy de las observaciones.
Unavez corregidala medidadel altímetro,hacefalta disponerde las efeméridesdel

satélitelo másprecisasposible.Así, secalcular5 (ver fig.5. 1), distanciaradial del centrode
la Tierra al satélite.Elegido un elipsoidede referenciasobreel que se definen los puntos
subsatélite,sedeterminanlas distanciasradialesde estospuntos,r~. Con todos estoselementos
se tiene la ecuaciónbásicade la altimetríapor satélite:

¿=r -‘h—r (5.6)
Y e

“y

con altitud geométricade la superficieoceánicasobreel elipsoidede referencia(fig 5.1).
En realidadr1, h y r0+C forman un triángulo en lugar de estaralineadas(figura 5.2).

En el casode que el ángulo que forman seamuy grande(>00.45), el dato no es bueno y
normalmenteviene con una marca. Si no es tan grande,se necesitaaplicar un término
correctivo(Rummel, 1992):

r r —.

C=2(1 —2)e
4sen224> (5.7) “y,

8 r —.

st

entonces:
“y

(5.8) “y..

“y

con e, excentricidady 4>, latitud geocéntrica.C estáentre O y 5 metrospero la fórmula va
perdiendoprecisiónparavaloresdel ánguloentrer

1 y r >0~.3.
En principio esposiblesepararlas componentesque dependendel tiempo de las que

no lo haceno parteestática.Si no sedisponede un modelode geoideque sirvacomoprimera
aproximación para esa parte estática, se puede recurrir a varios procedimientospara
eliminarla. Ademástodos ellos eliminan partedel factorque introducecasi todo el error en
estemétodo,que es la incertidumbreen la determinaciónde la órbita inclusocontandocon
unasefeméridesprecisas:el error orbital radial, que vemosen la secciónsiguiente.

e.

5.2. ERRORORBITAL

En el uso de datosaltiméricosel principal problemacon el que nosencontramoses
que la órbita no estádeterminadacon la precisiónque sería deseable,en particular su
componenteradial. El error orbital radial es la mayor fuente de errores que limita la
precisiónde los resultadosaltimétricos.No sepuededeterminara priori un valor fijo de su
cuantíani su estimaciónestrivial. Paracuantificarun poco podemosdecir que incluso con
un seguimientoprecisoy conel usode un buenmodelode geopotencial,puedellegaravaler
de 30 centímetrosa 2 metros(Rummel,1992),con lo que sesuperacon muchoel nivel de
precisiónesperadode los resultados.Su valorno esconstantecon el tiemponi tampocosegún
seael movimientodel satélite,denortea suro al revés.

“y’
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FIGURA 5.2: Esquemade la disposiciónreal
de los radios vectoresa satélitey a punto.

En generalpodemosdecirque setratadeun errorsistemáticode naturalezasinusoidal.
Paratramosde órbitano demasiadolargos,esde largalongitud de onda,afectandoa laparte
de O a 1 y un poco de 2 ciclos por revolución (Feronet al, 1992, Marsh y Martin, 1982),
mientrasque sucontribucióna lapartede mayoresfrecuenciasesprácticamentedespreciable
(Rummel, 1992).Poresto,sepuedemodelarporcualquierfunciónde largalongitud de onda.
Incluso, comoveremosmásadelante,paraun trazocorto (ajustesen áreaslocales)sepuede
modelarpor ajustede un sesgoy una inclinación paracadaarco de satélite,siendo ésteel
modelo mássimple y másampliamenteusado(Berry et al, 1988, Groten y MÉiller, 1991).A
partir de estemodelo, se han desarrolladootros más complicadosnormalmentede acuerdo
con el tamañode la zonaconsideradaparael ajuste,porejemplo,una curvacuadráticapara
cadaarco (Sharmay Ah, 1993),o modelo comoel descrito,de sesgoe inclinación másun
tercer parámetro,curvatura, representadapor un polinomio de Legendreque en algunas
pruebas(Vermeer,1993)mejora muchoel ajuste,lo que verificá la existenciade unaseñal
de marea oceánicano lineal en los datos, luego este modelo de error orbital resulta
particularmenteadecuadosi no sedisponede un modelo de mareaparacorregir los datos.
Tambiénhay autoresqueusanotras técnicasparaevitar la influenciade los erroresorbitales
sin tenerquemodelarlo,comousandodoblesdiferenciasde valoresmedios(Knudsen,1993).

Existen algunastécnicasaplicablespara eliminar el error orbital radial así como la
parteestáticade los observablesque sepresentanen las siguientessecciones.

5.3. AJUSTE COLINEAL DE DATOS ALTIMETRICOS

En satélites altimétricos hay dos tipos principales de órbitas: polares y
geoestacionarias.Se utiliza una u otra segúnla aplicación del satélite. Algunos satélites
observantodala Tierra en un periodode variosdías mientrasque otroscubrenunasolaparte
varias veces al día. Si lo que se quiere,como en el caso de satélitesaltimétricos,es lo
primero,se suelenelegir órbitaspolares,paraofrecerrecubrimientosglobales.Los satélites
con este tipo de órbitas están en alturas aproximadasde 500-1000 Kms. El satélite va
moviendosede sura norte y al revés.Al combinarsu movimiento orbital con la rotaciónde
la Tierra, el satéliteva cubriendocadavez unazonadistinta a su paso.El tiempo que tarda
en recorrertodala Tierra esa lo que sellamael periodode repetición,que sueledurardías.

119



En realidadel satéliteno pasaexactamentepor los poíosporquesu órbita tieneunapequeña
inclinación,por lo queno esposibleobservarpuntosen latitudesextremas.Lo normalesque
estainclinación setomeen el diseñode la órbitade modo que estésincronizadacon el Sol,
esdecir, que cadavez que el satélitepasepor un punto de la Tierra, seasiemprela misma
hora local. Esto seconsiguefijando la hora solarmediadel pasopor el ecuador.

La órbita sediseñade modo que el periodode repeticiónseatal que con la rotación
de laTierraproyectesobresusuperficieunacuadrícularegular(datosrepetidosa un intervalo
fijo asícomo trazastambiénequidistantes).

El métododeajustecolinealconsistebásicamenteen tomardatosde variosciclos que
produzcanel mismo trazosobrela superficie,tomandocomoel mismotambiénlos queestán
muy proximosentresí; por ejemplo en el procesode datos SEASAT, setomaroncomo el
mismo arcoaquellosquedistenmenosde 3 kilómetrosentresi (Berry et al, 1988),en el caso
de ERS-1 no seadoptaun valor fijo, ya que dependedel análisisde factoresindependientes
en cadacaso (valor de repeticiónde la órbita, oleaje,velocidaddel viento), y en principio
tiene un periodo de repeticiónexacto,a cada501 trazos trazael mismo arco subsatélite.

Hay dosversionesdel método.Se elige un arco de referencia,o bien formadocomo
“y

mediasde los que intervieneno bien uno seleccionadoque tengabastantesdatos y sea
e’

representativo.En estecasohay que tenerespecialcuidadoen la elecciónya que si no es la
“y.

adecuadapuedenapareceraccidentesy variacionesde la superficiedel mar que no existen
“y

en realidad.Los datosdel arco referenciaserestana todos los demásde modoque ahorase
“y.

tienen variacionesresidualesrespectode este arco. La sustraccióndel arco medio o de —
referenciareducemuchola contribucióna la medidade la parte de largalongitud de onda

“y.

sobrelos datos (Barzaghi et al, 1993). Con los valoresresidualesse haceun ajustede un
“y’

posiblemodelode error, porejemplode unasinusoideAcos(wt)+Bsen(ot)con ox 1 ciclo por
revolución (Molineset al, 1994) y otros que sejustificaránen el siguienteapartado. e.

Incluso si no seutiliza ningunafunciónparamodelarel error, la sustracciónde arcos
“y’

colinealeselimina la parte estáticade las observaciones.Al tener el error orbital larga
“y’

longitud de onda, parauna zona pequeña,con esteprocesoya se elimina una parte de su
e.

contribución.Así, los residualesestánen partelibres de erroresorbitalesradiales.También
e.

se habráeliminadodeestemodola partedel error dependientede la posicióngeográfica.Sin
e’

embargo,al habersesustraídojunto con la parteestáticade la observación,no se determina
*

ninguna aproximaciónde su valor puesto que aparecede forma conjunta a la parte no
e

determinadade STM y de geoidepor los modelosutilizados.
w

e.

“y
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FIGURA 5.3: Distribución geográficade trazossubsatélitede satélitecon órbita polar



5.4. AJUSTE CROSSOVERDE DATOS DE ALTIMETRIA

Como se dijo anteriormente,la órbitadel satéliteproyectauna cuadrículasobrela
superficieterrestre.Llamamostrazosascendentesa los producidoscuandoel satélitesemueve
de sur a norte y descendentesen los que lo haceal revés. Así, cadarevolucióncompleta
describeun trazoascendentey otro descendente.Por el tipo de movimientodel satélitey la
rotación de la Tierra, los puntosde cruceentreunosy otros, lo que se conocepor puntos
crossover,describentambiénuna estructuramuy regular: en el ecuadorson equidistantesy
en el resto de la superficiesedistribuyenen paralelos(figura 5.3).

El ajustecrossoveresunatécnicaquepretendeeliminarel errororbital a partirde las
diferenciasentre las medidasobtenidasen puntosen los que secruzanarcosascendentesy
descendentesdel satélite.Se elimina en esadiferenciala parteestáticade las medidasque
intervieneny comoen el métodoanterior,la partede largalongitud deondano constantede
la superficiemarina.

Hay distintasformasde aplicar un ajustecrossoveratendiendoa la extensiónde la
zonasobrela que sehaga.

5.4.1. Ajuste local

Es el tipo de ajustemás frecuente.En estecaso seseleccionaunaregión con forma
de romboque tengaporbordesdos arcosascendentesy dós descendentes(figura 5.4).Esta
elecciónpresentala ventajade que los arcos de uno y otro tipo tienenaproximadamentela
misma longitud por lo que hay un mayornúmerode puntosde cruceentreellos.

Paraconstruirel modelo del ajustese partede la ecuación(5.6). ~, altitud geométrica
de la superficiedel mar sobreel elipsoide de referenciasedescomponeen:

(5.9)

o

o

o
Sn

100 120 140 150

FIGURA 5.4: Zonade aplicaciónde un ajustelocal.
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•0

con N ondulaciónde geoidey H altitud de la superficietopográficadel mar. Así, combinando
(5.6) y (5.9) tenemos:

N+H=~=r—h—r (5.10)e

TambiénH admiteuna descomposiciónen unaparteestacionaria(STM) y otra variablecon
el tiempo:

(5.11)

De estemodo, la diferenciade medidassobreel mismo punto en dos instantesdistintos es
la diferenciaentrelas partesde altitud variablecon el tiempo correspondientes:

Al =rj(t2)-rj(t,)

que por (5.11) y (5.10)setransformaen:

(5.13)

Si envezdedos instantest~ y t2 cualesquierasetomanlos correspondientesa un paso
ascendentey otro descendentesetiene:

Al =Ard-Ar÷Ah~+vÑ

AIZa4r—(ArÓ--Ar±vh)±ATI

(5.14)

(5.15)

donde Ahad es la diferenciadeobservaciones,
Ar8, Ard son los erroresorbitalescorrespondientesal arcoascendentey descendente

respectivamente,

FIGURA 5.5: Anomalíasverdaderay excéctrica.
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esla variaciónde la altitud del mar entrelos dos instantesde medida,
y, esla sumade los erroresen las medidasdel altímetro.
Parajustificarel modelodeerrororbitalutilizado suponemosqueal menoslocalmente,

o lo queesigual, paraintervaloscortos,laórbitadel satélitesepuedetomarcomokepleriana.
Así, la distanciaradial de un puntoP sobreella al centrode la órbita es(Sevilla, 1989):

r= a (E-e cosE) (5.16)

a: semiejemayor de la órbita,
e: excentricidad,
E: anomalíaexcéntrica,o ánguloque formanen el centrode la elipselas direcciones
del perigeoy del puntoPi asociadoa P sobrela circunferenciaprincipal circunscrita
a la elipse.
Si consideramosel movimiento medio n dadopor las leyesde Kepler, que verifica,

al recorrerla órbitaelípticacon velocidadareolarconstante:

2 (5.17)na = (ka)’~

con k=G(m1+rn2), luegotal velocidadmediaes:

ka
3 (5.18)

LlamamosT
0 al instantede pasodel satéliteporel perigeode su órbita. M, anomalía

media,vienedadapor la relación:

M = n(t—T0) (5.19)

y representaal valor de la anomalíaverdaderay (figura5.5)de un satéliteficticio quepartiera
a la vezque el realdel perigeoy cuyavelocidadfueraconstantee igual a n. Se verifica:

E-e senE = M = n(t—T0) (5.20)

ecuaciónde Kepler,que relacionaanomalíamedia,determinableen función del tiempo,con
anomalíaexcéntrica,a partir de la cual sepuedeobtenerr~ por (5.16). Por eso, con esta
ecuaciónse determinael radio vectordel satéliteen su órbitaen función del tiempo.

Si diferenciamosla expresión(5.16) paraobtenerla correcciónradial y se tiene en
cuentaquelas órbitasde satélitesaltimétricostienenexcentricidadesprácticamentecero (son
casi circulares),según(5.20), E sepuedeaproximar porM y:

Ar = Aa4e AM a senM-Aea cosM (5.21)

Se puedetomar:

M = n(t—T0) = n(t-’t0±t0--T0)=
= n(t0—T0)-+n(t—t0) = M0-i-n(t—t0) (5.22)

con:
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M0o=n(t,~~T0) 2it
(5.23)

e’

“y

M0 es la anomalía media en el instante de referencia t0. Sustituyendoestoen (5.21) llegamos “y

a una expresión de & que hace ver su carácter periódico: *0

¿ir — Aa±eAJvla 2it (t—t)sen(M0÷ T (5.24)

2it(t-t)
—U a cos(M0-+- (3_)

T
e.

A] trabajarcon intervalosde másde unarevolución,Aa,AM y Ae sepuedentomarconstantes —

(Rummel, 1992),con lo que si definimos: e.

*0

= 2n (5.25)4t—t0)
7’ “y

e’

con t0 instantede referencia,tenemos: —,

¿ir = Aa±eAMasen(Mi-u)-Aeacos(M4¡)
Aa#e¡XMasenM0cosp+eáMacosMsen1,.

-AeacosMcos¡.x*AeasenMsenM= (5.26)

Aa + [eáMacosM +AeasenM]serqi+
+ [eAMasenM—AeacosM]cosp= x0i-x~senM+x2cosp

que serála expresióna utilizar al trabajarcon segmentoslargos. Si usamossegmentosmás
cortos seutilizan las simplificaciones:

senp— p, cosll — 1 (5.27)

e’

con lo que el modelodel error orbital queda:

¿ir x0’+x1i.¡ (5.28)

modelo lineal ya descritoanteriormente.Si suponemossegmentosmuy cortos:

¿ir = x0 (5.29)

e.
El instantede referenciat0 y por lo tanto ¡.¡ seeligen, en el caso local, de forma que

p seacerocuandoel arcoentraen la zonade ajuste.Luego t0 esel instanteen el que cada
*0

arco intersecacon el que forma límite del área.
e’

Al trabajaren áreaslocales los arcos son de longitudesparecidasy se puedehacer
e”

aproximaciónplanacon lo que la configuraciónsepuedesuponerrectangular(figura 5.6). e
Se verifica por estaestructurarectangularque; e.

*0

Con todo esto,sepuedeplantearel ajustemínimoscuadradosde modelo lineal:
“y

“y’
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It

II

que verifica las hipótesis:

1

A5

4 ¡

¾ lA
3

FIGURA 5.6: Esquemade trazosen aproximaciónplana

As—t=v (5.30)

E(v)=0, E=c~i (5.31)

con: t, vectorde observacionesque en estecaso seránlas diferenciascrossover,
A, matriz de diseñodel sistema,
x, vector de parámetrosdel modelo elegido, bien seade los tres planteadosu otros

incluyendoparámetrosdistintos,como los mencionadosen la secciónanterior
2 ianzaa priori de pesounidad.

O~, var
En cuantoa las dimensionesde los elementosque aparecenen e] problema,vamosa

suponerunadistribuciónregulary sin interrupcionesde a arcosascendentesy d descendentes,
que si setomacon la forma adecuadaseránnúmerosparecidos.La dimensióndel vectorde
observaciones,mxl, seráel número de crucesproducidos,es decir, (ad)x1. La matriz de
coeficientesse divide en dos partes: la referentea los parámetrosque describenel error
orbital en los arcosascendentesy en los descendentes.El númerode parámetrosporarcoes
p. Con esto, x seráde dimensiónnxl=(a4.d)pxly A, mxn.

La matriz A tiene distintasconfiguracionessegúnse utilice el modelode uno, dos o
tres parámetrospara el error orbital (5.26, 5.28 o 5.29). En el primero de los casos la
ecuaciónde observación,con (5.15) y (5.26),para las diferenciasde error orbital es:

¿ir —¿ir =x
0-*x <1 d

a si [senPai 1-ix
2

0cos» . —X
0 X~ senl.Ad.x2cosIId. (A)

La matriz A quedaorganizadaen dos bloques:el primero,con 3a columnas,es la parte
correspondientea los parámetrosque describenel error orbital en tramosascendentes>y el
segundocon 3d columnas,paralos parámetrosde los arcosdescendentes.El númerode filas
esa~d,númerodecrucesentrepuntossubsatélites.La configuraciónde elementosen la matriz
segúne) modelo (A) semuestraen la tabla 5.1.

Si seusantramosmás cortosy por lo tanto el modelo de dosparámetros(5.28), la
expresiónde diferenciasde erroreses:

Ar—¿ir~=x~’÷xíap ~xd (B)

Los dosbloquesde la matriz A tienenahora2a y 2d columnasrespectivamentey el número
de filas siguesiendoe) mismo.Su estructurasemuestraen la tabla5.2.
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3a columnas 3d columnas

subbloque1 1 sen 11a1 cos ¡t, -l -sen~d1~
(d filas)

1 seni
ta cos ?~ —l —sen ji

1 —cos ji

subbloquea 1 sen cosI~~1 -I -sen
1’d cos i-’d

(d filas)
—sen d

1 sen cos -1 ~ -cos~ d

~ABL45?]: Configuraciónde la matrizde coeficientesA parael modelo de tresparámetros.

2a columnas 2d columnas

subbloque1 ~ -1 -~~%
(d filas) -l ji

L ~aa -l ji

subbloque2 1 pa -1 ~%
(d fijas) -l -ik

~ >~a -1 ji

subbloquea 1 ~ -l ji
(d filas) -1-nt

1 —l Pci

TABLA 5.2: Configuraciónde la matrizde coeficientesA para el modelode dosparámetros.

Finalmente,en casode utilizar el modelo de un sólo parámetro,(5.29),el modelo a
tratares:

LAr -LArd X
0 (C)

La matriz reducesu dimensiona a+d columnascon igual númerode filas (tabla 5.3)
Tomamospesounidad de las observacionesal suponerlasde igual precisión.La

soluciónde (5.30)vienedadapor:
(5.32)1 (ATA)íAh

y la matriz de covarianzasa posteriori de los parámetroses:
(5.33)

=d~Q~, Q,= (A
TA<

El ajustetendrámayorredundanciasi setomaun númerode diferenciasque verifique:
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a columnas d columnas

subbloque1
(d filas)

.
...

1

-l
-1

—1

subbloque2
(d filas)

.
...

1

-1
-1

—1

subbloquea
(dfilas)

.
...

1

-1
-1

—1

TABLA 5.3: Configuración de la matrizde coeficientes

= ad > n (a-i-d)p

A para el modelode un parámetro.
(5.34)

es decir,másobservacionesque parámetrosa determinar.

5.4.1.1. Deficiencia de rango

Convienedetenemosen el análisisde r, rangode A, por lo que de interéstienen frente
a la no posibilidadde determinarcompletamenteel error orbital. r verifica rcn, es decir,A es
deficiente de rango, lógico al serobservacionesrelativas las que intervienen(diferenciasde
alturas),luegoinvariantesrespectode algunastransformaciones.Parael modelode un parámetro
(5.29) queda sin determinarh salvo al fijar la altura de un punto al no ser las diferencias
sensiblesa traslaciones.Si seutiliza un modelomáscomplejoconmayornúmerode parámetros,
siguensiendoobservacionesrelativas.Hacefalta imponerconstreñimientosparafijar el datum.

En general,en un ajustecrossoverde p parámetrosporarco,se tieneuna deficienciade
rangode ~9,(Rummel,1992).En esteestudiovamosa demostrarloparael casode modelode uno
(p=l) o dosparámetros(p=2), puestoque nuestrasaplicacionesson locales.

5.4.1.1.1.Modelo de un solo parámetro(p=lV n-r=p2=l

El númerode parámetrosdel ajuste,n, es aquí a+d. Segúnla expresión(5.34), existe
redundanciasi a y d > 2. Además,paralos casosen que mcn, A no esdeficientede rango. Sin
embargo,en todos los casosen que m es mayor o igual a n, se verifica que A no es de rango
completoy ademássu deficienciade rangoes 1, esdecir, p2, comosedemuestraacontinuación.

i) a=2, d=2:
Ésteseríael primercasoen el que la matriz sigue la reglaen cuantoa su deficienciade

rango, aunqueel ajusteen el que intervieneno sedaredundante(m=n). Paraa ó d menoresque
2 no severifica. Segúnla tabla 5.3., A tendríala forma:
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1 0 —1 0

1 0 0 -l

0 1 -I 0

0 1 0 —1

la deficienciade rangoesexactamente1 (la cuartafila es la primeramenoslas otrasdos).
Vamosa demostrarel resultadode formagenéricasiguiendoun procesode inducción

completasobreel númerode arcosascendentes.
u) ¿¡=2, d =2:
Siguiendode nuevola forma general

A

de la tabla 5.5, la matriz tendríala forma:

lo

—Id

10
01.

—Id

Y
01

)

con I~, la matriz identidadd~d.
Las transformacioneslinealesde filas

matriz anterior será igual al de una matriz
primeras,que llamamosB.

(

y columnasmantienenel rango, luegoel de la
resultantede restarlas d últimas filas a las d

1 ~-1.

u

1

o
~-1

:1

—‘a

Y
01

2

1—] =4 (-1V!=0

La matriz B, y por lo tanto A, seríade rangocompletosi r=a+d, El menor d~d del
extremoinferior tiene rangono nulo, luegoel rangode la matriz serámayor o igual que d.

Si seañadeuna fila y una columnaal menoranterior, vemosque su determinanteno
es nulo, de forma independientea qué fila y columnase añada.Vamosa analizarlas dos
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posibilidades:

—1

1

o

—Isi

1

o
o

—Isi

o

= —(—1)~ = (l)~’ !=o

= (¶)d ~ O

Como conclusión,el rangoserámayor o igual a d+1. Pero al añadir cualquierotra fila y
columnaparaobtenerun menorde ordend÷2,el determinantequedasiemprecero. Incluso
sin calcularnada,seve que tiene dos filas iguales.

Concluimosentoncesque en estecaso,el rangode la mariz esd+l, y por lo tanto, B
y tambiénA, no son de rangocompleto,con deficiencia1.

1

1

O

—1

—1

o
o

1

01

— ( í)d+I#( l)~ = O Vd

iii) Para finalizar la inducción, vamos a suponerque se verifica que dadosa arcos
ascendentes,la deficienciade rangode la matrizcorrespondiente,que llamamosA, es 1 para
cualquiervalor de d. Bajo estapremisa,analizamosquéocurresi se añadeun arcoascendente
al ajustecon la matriz que en estecasodenotamoscomoAl
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e’

- a columnas —

r
10

10 0

O1...O

01”.0

00....l

-d columnas -

—la

I1

00
2

“y

Rg A = a+d-1. Si seaumentaen uno el númerode arcosascendentes,la modificación
en la matriz A para obtenerY es añadirunacolumnay d filas si seguimosel modelo de la
tabla 5.3. Así, el nuevo númerode filas es ad+d=(a+l)d, y el de columnasa+l+d. Si
suponemosredundancia,hay más filas que columnas,luegoseríade rango completosi e]
rangofueseel númerode columnas.

En el casode Y, por lo menoshay a+d-l columnasindependientes,las que habíaen
la matrizA. Comoseha añadidounamás,si es linealmentedependientede las otras,el rango
no varíay no severifica la reglaqueintentamosprobar.Si, comoesel caso,la columnaque
se añadeeslinealmenteindependientede las otras, el rangoaumentaen uno y si se verifica
la regla: rg A= a+d (a+l)+d-l. También puedeverse con la forma de la matriz Y y
sumandoa la primeracolumnalas a columnassiguientesy a la (a±2)-ésimalas d-1 restantes.

l0”.0

10..,0

01...0

—Isi

~-1t/

01”.0

00....!

00
Y

-d columnas -

-j

- a+l columnas-
4

2=

e,

e.

-t
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1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

-d columnas—

o ... 0>

-1 ... O

0”.0

—1O

O

—1

O ... -1

—1

1 columnas-
o ... 0-1

o ... 0-1

—1

—l

O ... 0-1

1 .~ 0-1

—l

—1

1 ... 0—1

O .... 1—1 O

O ... 1-1 -l

• 1—1

o í-i o
2

Hay dos columnasproporcionales>la primeray la (a+2)-ésima,y todaslas demásson
linealmenteindependientesal tener los elementosno nulos en posicionesdistintas.Por lo
tanto, el rango de A es (a+1)+d-1 (número de columnas totales menos una), y queda
completala demostraciónpor induccion.

5.4.1.1.2.Modelo de dosnarámetros(v=2): n-r=p2=4
Parademostrarel otro casode interésen estetrabajo,el de dosparámetrospor arco,

también se puede emplearun procedimiento de inducción sobre el número de arcos
ascendentesusados,pero no puedeempezaren a=2, ya que paraestevalor ningún d verifica
la condición(5.34)

i) ¿¡=3v d=6
2d>

(Con
2(d+2)

la igualdad
d>2+d,absurdo.Si
no hay redundancia

de la demostración).En estecasosegúnla tabla 5.2, la

a=3, 3d> 2(3+d) severifica si d>6.
peroesválido parael procedimiento
matriz del ajusteesde la forma:

0-1-O

00

o 00

1 A 0 0-1 -20

0 0 1 dA O O

IA-1 -3D

1 dAO
6 columnas

-1-O o

-1-O

o

-1-20

o

2d columnas
-l -3D

IAO

12A0

IdA

00

O

(5.35)

O
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dondeA es ~.t,4y D, ¡

1k1 de la figura 5.6., que por la estructuralocal tomamossiempre
proporcionales.Al sumarla terceray quintacolumnaala primerael resultadoesproporcional
a la sumade las columnas(2j+l)-ésimasdesdej=3 hastaj
esigual al de unamatriz en dondesesuprimauna de estas
la primera.

igual a 2+d, por lo que el rango
columnas.Porejemploquitamos

1A0

12A0

t14 O

01

01

0-1

0—1

0-1

A 0 0-1
2a 0 0-1

0 1 dA 0 0-1

lA-!

12A—1

1 dA-1

-D

-1-O

-2D

—l -20

e

o
0

-l -D

o
o

-3D.. .. O

-1-3D O

2

AO

2A O

dA 0

01

01

0-1
00

00
A 0 0-1

2a O O O

0 1 dA 0 (1 0

lA-l

1 2A0

1 dA0y

-D

-1-O

o
o

-1 -D

-2D .. .. o
-l-2D ....~. O

-I -2D

-3D .. .. ~ O

-1-3D o

-1 -3D

A la primera columna de estanuevamatriz sela puede sumar 2 por la tercera y 3 por
la quinta. El resultadoesunacolumnaproporcionala la quese obtieneal sumara la séptima
columnalas columnas(2j-i-l)-ésimasmultiplicadaspor0-2)correspondiente,desde] =4 hasta
j=d+2.

w

e

r

Y

1

1

1

1

1

1

“y

*

e

e

*0

“y

*0

*0

e

e.

*

a

e’

e

*

e

*

e.

e

e’
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0—] -D .0AO

2A O

dA 0

00 -20 -1 -D

.00 -dO

2A 1 A O 0—l -20

o

-1 -D

.0

4A 1 2a 000 -40 —1 -20 0

2dA 1 dA O O 0 -2dO

1A-1 -3D

12A0 -60 -1-3D

ld¿t0 -340

Al existir estadependenciaentrecolumnas,el rango
la que sesuprimala primeracolumna(5.35a).

o

o

—1 —3D

de la matriz coincidecon el de otraen

La matriz resultantesepuedemodificar por combinacioneslineales,y por lo tanto,
manteniendoel rango,de la siguienteforma:primeromultiplicamosa todaslas columnasde
posición impar de la matriz (5.35a)porD con lo que llegamosa la matriz (5.35b).El rango
no varíaal cambiarla quinta columnade ésta
desdej=5 hastaj=2d+4 multiplicadaspor
resultantede sumara la primerados veces
suprimir y el rangono varía.

por el
(-1)’. Esta columna es
la tercera(5.35c), luego

resultadode sumartodaslas
igual que la
una de ellas

columnas
columna
se puede

o

o

o

0-1-O

00

00
1 A 0 0-1 -20

1 2a O O O

1 ¿4 0 0 0

1A-1-3D

1 2A0

l~D

0’

-¡—20

1 ¿40

3A

6A

3dA

1’

-1-O

o)
0

(5.35a)

1 —20’

-1 -3D

Y
1-3D

)

133



(
0-D

00

A

00

00-O

00

00

00

AOOD

00

A20

2A2D

4.1420

—0

-. -0-O

-20 .. .. 0

3D

-0-3D

o

o

0-20

o

o
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Cambiamos la cuarta columna por una combinación lineal de la forma: las columnas
(2j)-ésimasdesdej=2 a j=d+1 multiplicadascadauna de ellaspor el correspondientevalor

6-1) menoslas columnas(2j+l)-ésimasmultiplicadastambiénporj-l con límites de j entre
los mismos valores.La columnaresultanteesproporcional,con factor de proporcionalidad
A/D (relaciónentre los ladosde la cuadrículaque forman los puntos crossover) a la que se
obtieneal sumara la primeracolumnala terceracolumnamultiplicada por dos.

Al tenerdoscolumnasproporcionalesse podríasuprimir unade ellas,y las restantes
ya sí sonindependientesy no esposibleencontrarcombinacioneslinealesentreellas.Deeste
modo, podemosafirmarque la matriz última tiene de rango2d+2,númerode sus columnas
independientes.Perocomoseha obtenidoa partir de A por transformacionesqueconservan
el rango, también A es de rango 2d+2. Como el número inicial de columnasera 2d÷6
supuestomenoro igual que el de filas (3d) al tomard mayor igual que 6, la deficienciade
rangoes4=p2,númerode parámetrosal cuadrado.
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u) Suponemosque severifica
a de arcosascendentesy paratodo d.
al ajuste,en realidadlo que añadea

que la deficienciade rangoesp2 paraun cierto valor
Si seaumentaen
la matriz sondos

uno el númerode arcosascendentes
columnasy d filas. Seguimosen el

casode suponerque el númerode columnases igual o menorque el de filas. El rangoes el
númerode columnas(o de filas) linealmenteindependientes.Antesde añadirun arcomásal
ajuste, setiene una matriz con 2(a+d) columnasde las cuales,al dar por supuestoque la
deficienciade rangoes4, 2(a+d)-4son independientes.Por esto,el rangode la matriz actual
serácomopoco estevalor. Perocomosepuedeapreciara la vista de la forma generalde la
matriz, las doscolumnasañadidas,no tienenningún tipo de dependenciacon las otras (las
2a siguientestienen ceros en las posicionesen que están los elementosno nulos de las
nuevas,y las 2d últimas tienen elementosno nulos e independientesen las últimas filas,
dondelas columnasnuevasllevan ceros).Al ser independientes,tendremosque el rangoes
el de la anteriormásdos unidades,esdecir, 2(a+d)-4+2= 2(a+d)-2 = 2[(a+1)+d)-4, luego
quedacompletala induccion.

A representauna aplicación lineal con un espacioorigen V de dimensión(a+d)p,
númerode columnas.El núcleode una aplicación representadapor unamatriz deficientede
rangoesun subespaciocuyadimensiónse obtienecomo la del espacioV al que pertenece
menosel númerode ecuacionescartesianasindependientesque lo describen.El númerode
éstasseráel de filas linealmenteindependientesde la matriz A, es decir, el rango, y por
propiadefinición coincidentecon el númerode columnasindependientes.Así:

dim Núcleo dim V - (n0 de ecuacionesque describenel núcleo)=
= dim Y - (n0de columnas- deficienciade rango)=

=(a+d)p-((a+d)p-p2)=

Luego el núcleode la matriz A no esnulo, sino que esun subespaciode dimensión
p2. Por lo tanto, existenp2 vectoresx~ no nulos e independientesentresí talesqueAx=0. Así,
si a la estimaciónobtenidasele añadeunacombinaciónlineal de vectoresde estesubespacio,
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las diferenciascrossoverno varían.

PI

A(v÷~X31) = (por ser lineal respectoa la suma) = AV+Ar >yc,=
i=1

P
2

Av+~ AX,.x
1=(por ser lineal respecto del producto por escalares) =

p
2

= Av+E kAx. = (por ser x
1 del núcleo de A) = Av+0 = Av

Así, al no ser A de rango completo, no se determinauna parte del error orbital.
Entoncesel método expuestoreduce significativamentelas diferencias,pero no puede
determinarcompletamenteel efectode esteerror. Además,el descritoesel modeloen el caso
más simple. En la realidadseinterrumpenlos datospor la presenciade costas,islas, ... hay
un númerodistinto dedatosporarcoy las dimensionesno siguenun esquematan regular.E]
análisis de la deficiencia de rango esentoncesmás complicado.

Por su importancia,seempleandistintosmétodosy estrategiasde cálculoque hacen
que seobtengasoluciónúnica. Algunos de los másimportantesseexponena continuación.

Unaforma de eliminarel efectode la deficienciade rango esdeterminarel valor de
los p parametrosde p arcosque no seintersequenentresí. En la prácticaestopuedehacerse
eliminandolas columnasde A referidasa estosp parámetrosde los arcoscorrespondientes
o bien, añadiendoal sistemaconstreñimientosque nosden su valor, de la forma Bx=c. Se
eligenp arcosqueaunqueenprincipio son arbitrarios,debenserlargosy no muy curvospara
una mejor determinacióndel datum. Con el modelomásampliamenteutilizado, el de dos
parámetros,(deficienciade rango4), sesuelenfijar dosascendentesy dos descendentes.Al
hacerestoseimpone un comportamientoy seobtienensolucionesen función de los trazos
elegidos.Es decir, la calidadde los resultadosdependede la calidadde los trazosfijados. Si
no seconoceel posicionamientoexacto,con estaimposiciónsefija un datumperola solución
puedeno tenersentidofísico.

Se puedeusartambiéncomo constreñimientoque la sumade las altitudesen cada
serietemporalseacero (Feronet al, 1992),esdecir, imponeruna condicióninternamásque
dar un valor arbitrarioa los parámetrosque en principio no conocemos,pero en estecasolo
que no setiene encuentaes la variación de la superficiedinámicadel mar, Mi.

Tambiénseeligeunasolade las infinitas solucionesobtenidascon un ajustecrossover
deficiente de rangoal tomarla que tienenormamínima,soluciónparticularque verifica:

~3(xifl
2-«xfV=minimo (5.36)

p
con x

0 y x1 coeficientesdel modelo (5.28). Se incluyen ambasfórmulas en el ajuste, al
construirun modelocon la ecuaciónde las diferencias,(5.15), representadaspor (5.26,28 ó
29), a la que seañadela condición de normamínima (5.36)multiplicadapor un factor de
peso o. Si estevalor se toma pequeño,la solución particular se obtiene pero no tiene un
sentidofísico.

Usandoel modelo (5.28) de sesgoe inclinación, la deficienciade rango es4. Esto
viene a decir que por la existenciade núcleode A, subespaciode dimensión4, existeuna
superficiedefinida porcuatroparámetrosqueesinvarianteluego no sepuededeterminarpor
compensaciónde las diferenciascrossover.Esto da lugar a métodosde eliminación de la
deficienciaque actúande forma parecidaal precedente.La ecuaciónbásicaesla sumade la
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expresióna minimizarde las diferenciasmás la diferenciaentresuperficieobservaday otra
establecidamultiplicadapor un factor de escala(un modelo de regresiónlineal entre la
observaday la fijadasustituyeentoncesala expresión(5.36)).Luegosetoma comosolución
única la que resultade ajustarlos valores de los parámetrosminimizando las diferencias
crossovery las desviacionesrespectoa unasuperficiede referencia.Como tal superficie,se
puedeelegir porejemplo,el geoidedel modelo de geopotencialusado.Sehaceentoncesuna
regresiónponderadatrazoa trazoa tal geoide.El problemadeestaelecciónesel mismoque
el del primermétodomencionado:laprecisiónde la soluciónobtenidavienedeterminadapor
la calidad del modelo. Para evitar esto, también se puedenelegir otras superficies de
referencia,por ejemplo, la media de la reproducidapor los propios datos en las distintas
revolucionesdel satélite,que es la queusaremosen estetrabajo. En cuantoal factorde peso
o1~ su efecto vuelve a ser controlar la estabilidadde la solución. Si se toma pequeño,se
consigueminimizar sobretodo las diferenciascrossover.Si setoma demasiadogrande,se
minimizala desviaciónrespectode la superficieelegidaperopuedenpermanecertrasel ajuste
diferenciasen los puntos subsatélitesdemasiadograndes.Se recomiendanvaloresentre 106
y ío’~ y adviertende la ineficacia en ocasionesal emplearel método en zonas de poca
extensión.De cualquiermodo, en estetipo de zonasla deficienciade rangopuedesermenor
al poderno verificarse la redundancia.

“y

e.
5.4.2. Ajuste global de arcos independientes

En el método anterior, por trabajar localmente (tramos cortos), no se ha tenido en
cuentala variaciónde la órbita con el tiempo. Parahacerlosedesarrollanajustescrossover
globalesque en la prácticason algo menosusados,quesurgena partir de los problemasde
las aplicacioneslocales (Rummel, 1992). Los cambiosde la órbita a lo largo del tiempo,
provocantambiénvariacionesen el error orbital de carácterperiódico.Estos ajustespesea
ser de carácterglobal siguen tratando a cada arco independientemente.Suponen una
distribuciónglobal y homogéneade interseccionesde arcos.El modeloesel planteadoen la
ecuación(5.26)con p en estecasocomoreferidaa los crucesporel ecuadorcomo instante
de referencia,por lo que varíade -it/2 a it/2.

211

e.

Se seleccionanpares de arcos ascendentesy descendentesque forman un triángulo
simétricocon el ecuador(Figura 5.7) y poresasimetríase verifica que g1 = - ~. Así:

Ah.. = Ar<-Ar.+s (5.38)IJ 1 J

que por la definición de Ar por (5.26)seconvierteen:

Ah =x,0-vx,1senjÁ, ±x~2cosp.%~—x~0 —x 1sen ji» —x12co5p1~+E (5.39)
EJ

y dadala igualdad“r - ~, se verifica: e,

sen ji. —senw. COSI.Iu= COSW. (5.40)

con lo que (5.39)queda:
“y..
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Ab = (x.0 —x) +(x1, +x1)seni.u+(t2—x2)cosw+s (5.41)

Porestaexpresión,la matrizde coeficientessuelequedarconestructuraen submatrices
de Tóplitz, que haceque la solucióndel sistemade ecuacionesnormalesseasencilla.

También en estecaso queda deficiente de rango. La deficienciade rango es igual al
número de parámetros de un arco, esdecir, a p, y sepuede eliminar fijando un arco (Rummel,
1992). Sereduceentoncesla deficienciade rangoy por lo tantola partedel error orbital que
quedasin determinarpor el método.Esto sedebea que la aplicación local del ajustehacía
aproximaciónplana,y los puntoscrossoversesuponenequidistantesen tiempoy en espacio
(5.35).Al tomarla superficierealde la Tierra (curva) seproduceel descensode la deficiencia
de rango de p

2 a p al no verificarse tal equidistancia(los elementosde la matriz no serían
todosproporcionalesa A y D). De todos modos,de nuevollegaa serjustop sólo en el caso
de disponerde una retículacompletade puntos de cruce,por lo que esteanálisis de rango
correspondeal modelo teórico y en la realidadesbastantemáscomplejo.

Además,seplanteael problemade que al considerarlos trazos independientemante
se producendiscontinuidadesen el cómputode ~.¡ al alcanzarlas latitudesextremas,con las
consiguientesdiscontinuidadesen el modelo. Esto lleva a plantearotros tipos de ajustes
tambiénglobales.

5.4.3. Ajuste global continuo

El análisisde diferenciascrossoverglobal continuotratade eliminarel efectodelerror
orbital, en estecasoestudiandosus causas:principalmenteel conocimientoinsuficientedel
campo de la gravedad.Así, se consideranno los arcos independientementesino toda la
longitud de la órbita y seexpresael error orbital en términosde correccionesACtm y AS~ a
los doeficientesdel desarrolloen armónicosesféricosdel potencial,usandode estemodo las
diferenciascrossovercomo datospara mejorar el campo. Así se está suponiendo,para
construirla relaciónentrediferenciascrossovery variacionesen los coeficientesdel modelo,
que las medidasestánadecuadamentecorregidasde todos los efectos: instrumentales,de
marea y atmosféricos relacionadosen 5.1., por lo que el error en las medidas del altímetro
es función únicamentedel error en la altitud estimadadel satélite,r~. Con estarelaciónse
consiguepaliar el defectodel modelo anterior: el error orbital seexpresarácomo función
continuadel tiempo sobrela longitud completade la órbita.

FIGURA 5.7: Cortes de trazos ascendentes y descendentes relativos al Ecuador.
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Se pretendemodelarel error orbital para un periodo completo de repetición. En
aitimetriasesuelenusarórbitascasi polarescuyostrazossubsatéliteserepitenexactamente.
Para que estoúltimo severifique han de darsealgunascondiciones. Si llamamos T al periodo
de repetición de la órbita y Te a la longitud del díanodal,esdecir, periodode rotaciónde la
Tierra con respectoal plano orbital del satélite,paraque la órbitaseafija y serepitan los
trazos,ambosvaloresestánrelacionados:

~NR,NveZ ¡ NRT=NDT (5.42)
e

Es decir, el satélitecompletaN~ órbitas en N~ díasnodales.
Paradefinir la relaciónentreel error orbital y el campode gravedad,tomamos:
i: inclinación de la órbitadel satélitesobreel ecuador.
or argumentodel perigeo,ángulosobreel planode la órbita del nodo al perigeo.
12: ascensiónrectadel nodo ascendente.
O: tiempo sidéreo.
M: anomalía media=n(t-T0)
Llamamosco0=co+M, a un valor que nos sirve para posicionarel satélite(o satélite

“medio’) en su órbita. Derivandoseobtienela velocidadangularmediacon la que recorre
el satélitesuórbita, n=cb0 (2it/T). Por otro lado definimos We=12~O, ángulohorario del nodo.
Su derivada,d\, da la velocidad con que cambiael ángulo horario del nodo o con que
transcurrenlos díasnodales(2it/TJ. Ambastienenlos signoscambiados.Por(5.42) se tiene:

2n IT~ T __ N0 (5.43)
ó~ 2n/T —- —

El errororbital radial sedescomponeen varias partesy no sedebesólo a erroresen
el modelo de gravedad,aunquesí son la causamayor (Mazzegay Houry, 1989,Rosborough
y Kelecy, 1991).Así, hay unaparte no correladacon la gravedad,Arng, que esfunciónde la
incertidumbreen las condicionesiniciales.Sedescribepordistintosmodelos,comopor(5.21),
con Aa, U y eAM, erroresen los elementosKeplerianosmedios,o bienotros más complejos
teniendoen cuentamuchosfactores(Moore y Rothwell, 1990). Sin perdergeneralidadse
puedeescribircomo:

“y

PERIG.

e

o
FIGURA 5.8

“y

“y

e.

9

FIGURA 5.9.
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&~g=Di(t~t0) +D2(t—t0)senlvf+D3(t—t0)cosM+D4(¿t—t)sen2M+D5(t—t0)cos2M(5.44)

con D1, coeficientesen los que se incluirá la mayor o menor complejidad del modelo
empleado,y t y t0 tiempoe instantede referenciarespectivamente(H.vanGyseny Coleman,
1994).LlamamosAig a la partedel error orbital que sí esfunción de la gravedad,de la que
nosocuparemosun poco másadelante.En total diremosque:

Ar=Ar +Ar (5.45)

Aig en órbitas casi circulares,se expresapor un desarrolloen armónicosesféricos
(H.vanGyseny Coleman, 1994):

Arg(t)=~ (ES (A,»,,~cosv,~#B,,,,,,senNi,,,~,,)) (5.46)
n=O m=O p=O

cori Anmp, Bnmp funcionesde elementosKeplerianos,a, e e i y de erroresen los coeficientes
del modelodegeopotencial,que setomancomoconstantesen análisisde largo periodo.Los
argumentos,paraórbitasde repetición,sonfunción de cb0 y de ~ Los términos<nmp son las
frecuenciasgravitacionalesporestaren los términosdel desarrollode laparterelacionadacon
la gravedad.

W t = (n-2p)Cn0t+mÚ¿ (5.47)

‘un’,

Utilizando la relación(5.43)por la que ~ sepuedeescribiren función de d~, tenemosque

‘1> =(n
-
2p-mNJNR)Cn (5.48)

Luego la frecuenciafundamentalescb
0.

LlamamosAt al intervalo de tiemporepresentadopor (5.42).Si tomamosel valor de

‘y transcurridoestetiempo, teniendoen cuentala definición de los periodostendremos:

T=S T—
2~ -

4’[t4At]=(n—2p)cn(tl-NRZI)+mco(t+N$i)— (5.49)
O)

e

-W(t) +2% [(ti -2p)NR+mND]

Segúnestaexpresión,al repetirlos trazos,las perturbacionesgravitatoriasde la órbita
prácticamentese cancelan,ya que el término 214(n-2p)N~+mN~]es una constantepor un
númeroenterode periodos.En la práctica,resultaserun modelo máscomplejo al teneren
cuentala excentricidadde la órbitay quedaun términode largoperiodo(Moore y Rothwell,
1990) (por esoconvienetomarn como un valor no muy grande).

Los elementosdel desarrollo(5.46) se puedenrelacionarnuméricamentecon los
armónicosdesuperficiepor las relacionesde transformaciónde Kaula (1966):
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[c

(por definición de desarrollo en armónicosesféricos)=
r~~)[aP(sen@)cosmX

bP(sen@)senmk

[bntnsFnmp

coslIJ,.a,,¡,

si ti-ni espar
si n—mes impar

si n-m es par

sí ti —mes impar)

Kaula) = (5.50)

@~ latitud geocéntrica.
X, longitud,
P,.,,,,, funcionesasociadasde Legendrede primeraclase,
Fnmp~ funcionesde inclinación dadaspor Kaula

.

Con estatransformacióncadaarmónicoesféricocon n<nmax
combinación lineal de n frecuenciasorbitales. En este estudio
expresionesdesarrolladasparael casonmax=2. Obtenemos:

rj,=aSF,>,,,,cos(’y) =~

p=0

=4=aF000=a00Pjsen4Ú

(w,,~,=0)

“y.

“y

se puedeescribircomo
vamos a calcular las

“y’

“y’

e.

e..

“y

(n = 1 ,m =0)
p~0

~1=a10(F1~—F101)senco=a1P10(sen4

)

(ti =1,m = 1)

=a1 1(F1 10cos(m0±cú~)±F111cosQn —O)))=a11P11(sen4)cosX

“y>

+0)~ = (n=l,m=1) ‘y110 ~0«~t~v111~. e
p =0

=r71 =b1 1(F110sen(O) +O)) —F1 11sen(O) —O))) =b1 1P11(sen@)senX

e

“y

e,rj0=a20E(F20cos(y20))=
¡‘=0

(n=2,m=0) v2~=2w(,, ~~2010, ‘l’202 =—2O)

~-f0=a20((F2~+F202)cos(2O))+F201 ) tzza20P2jsen4

)

e.

ex

fórmula de[:1:jJ=c~or

aEF
p=0 ““‘Psenl4J

con:

cr11 =a11 2(F11’,cos(v11’,))=
p=O

e.
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p—o
(n=2,m=l) W210=

2O)
0+Ot, W2II

0)~’ V
212 2w~ +2w

=r~=a21((F210sen(2w0+O)~)+F21 1sen(a )—F212sen(2O)0—2O3~))=a21P=1(sent)cosX

2

r?Á =b21SF21’,—cosÓií2Q=
¡‘=0

(n=2,m= 1) ~V21o
2O)

0«tt,W211
0)e’ ~

=r~ =b
21((F210cos(2w»-i-w) —F211cos(co)—F212cos(2w0—W~))=b21P21(sen~)senX

2

¡‘=0

(n=2,m=2)

= 2w»+2w~

¿221 2we

=a24F~0cos(2O)»+2co)+F~1cos(2cn)+F2~cos(2w»—2co~)]=a22P22(sén@)cos2X

2

rf =b22SF22,,sen(w22’,)
¡‘=0

=b24F222sen(2co+2w) +F221sen(2w)—F,~2sen(2w—2w)] =b22P2jsen@)sen2X

Volvemosa llamar A a la matriz que multiplica a los parámetrosque describenel
error orbital. En estetipo de modelo, talesparámetrosson: los D~ de la parteno relacionada
conel campode la gravedad,(5.44),y los a,,»,, b»,,, de lasexpresionesanteriores.Sesimplifica
algo al teneren cuentala relaciónexistenteentrelos ~ En el casodesarrolladoen este
trabajo, habrá cincoparámetros para modelar Arug y ventiunopara&g~ ya quese verifican las
siguientesrelaciones:

$01 =~‘ sen’y201=sen’y~=O

= —141100 ~ cos’y1<>1=cos’y100, sen141101 —senN~¡00

= ~ cosig200=cos~~,sen’y202 -sen’y2~

Denuevoexisteunadeficienciade rangoen lamatriz,en estecasode (nm~+1V, luego
si seelige nwa=

2,la deficienciaes9. Estoquieredecirquela partedeerror orbital quequeda
sin determinartrasel ajusteserá mayor (subespaciode mayor dimensión),si setoma nm,,xmás
grande.Ar~g no afectaa la deficienciade rango.

Queda aún sin determinarla parte del error orbital que se puede expresarcomo
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función sólo de la posición (Rummel, 1992, Visser et al, 1993), ya que es invariante respecto 
a las diferencias crossove~. Es a lo que se llama error orbital correlado geográficamente. 

Los procesos expuestos en esta sección y en la anterior tienen el inconveniente de que 
eliminan también la parte de larga longitud de onda no constante de la superficie del mar. En 
buenas condiciones de aplicación, los resultados obtenidos son similares (Feron et al, 1992).Se 
van a tratar posteriormente en el desarrollo de esta memoria. Por un lado, se va a presentar 
una nueva versión de ajuste colineal promediando arcos con igual peso que resultará adecuado 
para zonas pequeñas de aplicación. Por otro, se va a evaluar el error que introduce la 
aplicación de ajustes c~ossovc~ no adecuada según los modelos de deficiencia de rango 
desarrollados en este trabajo para contrastar la validez práctica y no sólo teorica de estas 
demostraciones. 

5.5. CARACTERÍSTICAS DE SATÉLITES ALTIMÉTRICOS 

55.1. Satélite altimétrico ERS-1 

El ERS-1 fue lanzado por la ESA el 17 de julio de 1991. Utiliza técnicas de 
microondas avanzadas que en principio posibilitan la adquisición de imágenes y medidas en 
cualquier condición de nubosidad. Estas técnicas fueron usadas anteriormente con carácter 
experimental durante un breve periodo de tiempo de la campaña del SEASAT. Este satélite 
también está preparado para medir parámetros relacionados con el estado del mar, vientos en 
la superficie del mismo, circulación oceánica, temperatura superficial, etc. Puede efectuar 
medidas en hielo, contribuyendo al estudio de cambios climáticos. 

El satélite ha pasado por distintas fases operativas que se distinguen entre sí por el 
periodo de repetición que varía en cada una de ellas dependiendo de los objetivos de la 
misma. Por ejemplo, las dos que se utilizan en este trabajo: la fase multidisciplinar, con un 

FIGURA 5.10: esquema del satélite ERS-1. 
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periodode repeticiónde 35 días,y la fasegeodésica,que comenzóen abril de 1994, con un
periodode repeticiónmayorlo quepermitela adquisicióndemedidasdel altímetrode gran
densidad.

El diseño de la órbita, como en otros satélitesaltimétricos,y su instrumentación,
permitenquelacampañaproporcionedatoscon un recubrimientode carácterglobal y con una
repetitividadperiódica.La órbita del ERS-1 es casi polar, con una altura mediade unos
780000metros.Sus parámetroscambiandependiendode la fasede adquisiciónde datosen
la queseencuentreel satélite.Los correspondientesa la épocade la que hemosutilizado los
datossemuestranen la tabla 5.4. A todos los datosadquiridos,el propio satéliteles aplica
un preprocesoy control de calidadprevio. Así, sehaceunacalibracióninternao cálculo de
las las funcionesy parámetrosrelativosal instrumentoy sedeterminaun factordecorrección
para compensarerrores. La duración del ciclo de calibración interna es 150 ms. Se
complementaráconunacalibraciónexternao determinaciónde factoresde correcciónapartir
de la comparacióncon otrasmedidas.Esto ya constituyeuna validación. Ademásde la de
cadausuariode los datos,un control de calidadya lo da e] satélitepor un lado y porotro el
EarthAct ERS- 1 CentralFacility (EECF)en Italia.

Su peso antes del lanzamiento era de 2400 kilogramos y sus dimensiones
l2nu12in~2,5m.Sus parteso unidadesfundamentalesson:

TABLA 5.4: Elementos orbitales del ERS-1

1.- El módulode serviciocon la instrumentaciónprincipal del satélite.
2.- El módulo de propulsióno motores.
3.- Los panelessolares,dos alas de 5,8mx2,4m con 22260 células solaresque
proporcionanmásde 2000 W de energíaeléctrica.
En cuanto a la instrumentaciónque lleva, consiste en un núcleo de sensores

microondasactivossuplementadospor otros aparatosadicionales:
1.- JNSTRUMENTO MICROONDAS: Tiene dos radares y operaen los modos:
- modo imagen: para obtener imágenesde alta resolución en la dirección del

movimientodel satéliteesnecesariouna antenamuy grandeque seríacomplicadollevar en
e] satélite. Por esoel ERS-l utiliza una técnica conocida como radar de aperturasintética
(SAR), cuyo principio es utilizar el movimiento del satélite para combinar las señales
recibidasy transmitidasporuna antenano muy grandeobteniendoel efecto de una mucho
mayor en un periodode tiempo dado.

- modo onda:seobtienenrepresentacionesde 5 km15 1cm a intervalosde 200 kms.
- modo viento: no produceimágenessino que usa el radar que no lleva apertura

sintéticaparadeterminarla velocidaddel viento y su direcciónen la superficie.
El SAR operaenmodoimageno en modoonda.La emisión,en unafrecuenciade 5,3

GHz, pasa las nubes de forma que éstasno interfieran. Utiliza cuatro antenas, tres de ellas
de tamañoslOmAm y 2,5m~3,6m,parael dispersómetroy otraparael SAR.

¿~ límite: 820 NODO: 20»96 E

a: 7159,496Km Hora solar mediaenel

i: 98»543 nodo descendente:10b30

h: 782 Km Periodo: 100 minutos
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2.- ALTÍMETRO: proporciona medidas precisas de la elevación de la superficie del 
mar así como de algunos parámetros relacionados con la climatología. Lo hace transmitiendo 
pulsos de corta duración verticalmente hacia abajo y midiendo el tiempo que su eco tarda en 
volver con un sensor microondas. 

3.- RADIÓMETRO: su principal cometido es medir la temperatura de la superficie del 
mar, de la superficie superior de la nube y el contenido de agua de ésta (vapor o líquido) con 
una precisión absoluta de más de 0,5”K hasta con una nubosidad del 80%. Estas medidas son 
necesarias al calcular el efecto atmosférico aproximado de retardo de la señal. Para obtenerlas, 
el aparato está provisto de cuatro canales de infrarrojo. También obtiene imágenes de las 
temperaturas superficiales con un kilómetro de resolución. 

Cada cubo del retro reflector está hecho 
individuaimente.El rayo reflejado debe salir 
exactamente por su camino de entrada 

FIGURA 5.13: Retro relectores laser del satélite (CDguide to ERS-1) 

FIGURA 5.14: Esquema de las medidas para seguimiento del ERS-1 (CDguide to ERS-1) 
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Además incluye instrumentos que determinan de forma precisa la órbita para 
referenciar las medidas del altímetro. Originariamente se tenían dos instrumentos. El primero, 
un retroreflector laser (LPR), aparato que consta de un sistema de prismas cúbicos construídos 
independientemente para compensar el movimiento del satélite, y que determina la órbita 
intercambiando señales con bases de seguimiento terrestre que miden el tiempo que tardan 
los pulsos laser en ser reflejados por los reflectores del aparato. Con estas medidas se calibran 
los datos del altímetro con precisión de 10 cms y mejora la determinación de la órbita y se 
producen efemérides precisas (se pretenden mejor que 0,5 metros en su componente radial). 
El diámetro del aparato es menor que 20 centímetros y la longitud de onda operativa es de 
350 nm a 800 nm, optimizado para 532 nm. Se tenía otro instrumento, el PRARE, Precise 
Range and Range-Rate Equipment, desarrollado también para determinar las características 
de su órbita y transmitirlas a estaciones de seguimiento. En el caso de este satélite está 
inactivo desde el lanzamiento por un daño debido a radiación. 

Aparte de la instrumentación que lleva el satélite, la misión planeó un seguimiento 
exhaustivo desde la Tierra. La órbita, casi polar y sincronizada con el Sol, hace necesario que 

FIGURA 5.15: Esquema de la localización de las estaciones de seguimiento 
y de distribución del satélite (CDguide to ERS-1) 
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FIGURA 5.16: Configuración de la parte terrestre de la campaña 
del ERS-1 (CDguide to ERS-1) 

este seguimiento se haga desde estaciones en puntos en distintos lugares del mundo y con esto 
se permite la adquisición de datos en tiempo real cuando el satélite es visible. Las estaciones 
que intervienen se clasifican en dos categorías: las incluídas en la ESA y las colaboradoras. 
En las primeras están Kiruna (Suecia), destinada sólo al ERS, Fucino (Italia), Maspalomas 
(España), Gatineau y Prince Albert (Canada) que son multimisiones. Las estaciones 
colaboradoras suelen ser estaciones que pertenecen a países que sí participan en el proyecto. 
El monitorizado y control del satélite se hace, como para el resto de los lanzados por ESA, 
en el ESOC (European Space Operations Centre) en Darmstadt (Alemania). La distribución 
de los datos de la misión se hace a partir de las estaciones. 

El principio de la medida se basa en que el pulso se refleja en una superficie en 
principio lisa. Al avanzar el área iluminada crece rápidamente desde un punto hasta formar 
un disco. Si nada disturba la propagación de las ondas, a partir de ese disco se forma un 
anillo. Como regla geométrica se verifica que el área del anillo es constante según va 
aumentando el diámetro (es decir, se va haciendo más fino) (Figura 5.17.). La señal que se 
refleja y vuelve al satélite, depende del área reflectante y así aumenta rápidamente hasta que 
se forma el anillo, pero luego, según la regla anterior, permanece constante hasta que el anillo 
alcanza el borde del radar, a partir de donde la señal reflejada que se detecta en el satélite 
disminuye. Así, según la cantidad de señal que vuelva al radar se crea lo que se llama la 
curva de fuerza de la señal (Fig 5.17 y 18). Además de este modelo básico, las irregularidades 
en la superficie causan distorsiones en la señal reflejada (AVISO,1996). 

El análisis. del pulso reflejado consta de varias partes: de su retardo, con lo que se 
determina la distancia, y de la forma de la curva de fuerza de la señal, para obtener las 
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condicionesen las que sehacela observación.La inclinación de la curvade fuerzadepende
de la desviacióntípica de las alturasde carasreflectantes(olas), que en superficieoceánica
seesperagaussianao casigaussianay de la reflectividadde la superficie.El nivel de potencia
de la señalreflejadadependede la rugosidad.Si esmuy elevada,por las leyesde reflexión,
el ecode vueltano se propagaúnicamentesobrela vertical perdiéndoseunaparte.Además,
la curva tambiéncambiasegúnel tipo de superficie,lo que afectaráa la precisiónde las

MASA: 96 KGS

FRECUENCIA GENERADOR: 13,6 GHz

BANDA FRECUENCIA:

FRECUENCIA PULSO REPETICION:

LONGITUD PULSO: 20 ~is

PIE (zonailuminada): 16-20KM

DIAMETRO ANTENA:l,2 M

(bandaku) optimizado450 MHz

MODO OCEANO: 330 MHz - 165 MHz

MODO HIELO: 82,5 MHz - 4,25 MHz

1020 Hz

ANCHURA HAZ: 1,30

(dependedel estadodel mar)

TABLA 5.5: Característicastécnicasdel altímetro del ERS-1

A
1~~~

o QQQ

1~
FIGURA 5.17: Principio de medida del altímetro; propagación de la señal en el océano.

(1) Pulsotransmitido
(2) Retraso(relacionadocon la alturadel satélite)
(3) Inclinacióndel bordeprincipal (relacionadocon la
alturade las olas)
(4) Potenciarecibida(relacionadacon la rugosidad)
(5) Inclinación del bordede salida(relacionadocon
dondeapuntael instrumento)

FIGURA 5.18: Principales elementos de la curva de fuerza de la señal de retorno.
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prediccionesdel altímetro.Paraque seadaptemejor a los~cambios,el altímetro del ERS-1
operaen dosmodos;océanoy hieloen los quecambiala frecuencia.Poresto,existeun modo
previoo modoadquisiciónen elqueencuentraladistanciaaproximadaa lasuperficiey luego
elige uno de los dos modos. En la medidaen hielo, el pulso de retomotieneuna formamás
picudaal tratarsede unasuperficiemáslisa quedisipamenosel pulso de retorno.Si setrata
de hielo en el mar sepuedeseguirutilizando el modo océanosabiendoque setratadehielo
porlas característicasde la curvajunto con la latitud en la queseobtiene.Si escontinental,
la variaciónde la superficieesmayory senecesitauna ventanade observaciónmásgrande.

Las característicasinstrumentalesdel altímetrose muestranen la tabla5.5.

5.5.2. SatélitealtimétricoTOPEXfPoseidon

Otro satéliteusadoenestetrabajoesel TOPEX¡Poseidon,lanzadoel 10 de agostode
1992,que llevaabordodosaltímetros.El primerode ellos,el TOPEX,de laNASA, funciona
con dosfrecuencias,en las bandasKu y C, conunametodologíaqueseyaaparecióde forma
experimentalen instrumentacióndel Geosat.Utiliza la doblefrecuenciaparamediry reducir
el efectode la ionosfera.El otro esel Poseidon,del CNES,que trabajaen la bandaKu. Los
dos compartenla misma antena,por lo que no estannuncalos dos operativosal mismo
tiempo. Existe un sesgode unos20 centímetrosentreellos, siendoel Poseidonel que mide
más largo (AVISO, 1996),aunquelas diferenciasdependenmuchodel algoritmoque seuse
para determinar el sesgo electromagnético(Gaspar et al, 1994) y existen distintas
calibraciones.El prot lÁtelite esel que proporcior. el valor dealgunasde lascorrecciones
a la lectura,en oc~ ¿s calculadaspor distintas opciones.Por ejemplo, la corrección
atmosféricarelativaa la ionosferano secalcula igual en cadaaltímetro: el TOPEX, reduce
el efectoutilizandodoblefrecuencia,aunqueen la reunióndeverificaciónde febrerode 1993
sedeterminóqueexistíaun sesgoen la frecuencia,y obtieneunaprecisiónde 2,2centímetros.
El Poseidoncalculala correccióndel efectode la ionosferacon el sistemaDoris, del que se
hablaráen el seguimiento,con una precisiónde 2 centímetros~AV1SO,1996). Para las
correccionesde mareatambiénsedisponede dosposibilidades.El satélitelleva los modelos
de Cartwrighty Ray y de Schwiderski.Como el primero sebasaen datosaltimétricosy el
segundoen datos de mareógrafo,son muy distintos en su concepcióny hay diferencias
instantáneasgrandesentre ellos que hacenque ambos se incluyan entre los factores de
correcciónque portael satélite(Molines et al, 1994).

Su órbita se seleccionó,como en otros satélitesaltimétricos, para tenerun buen
recubrimientotantotemporal (10 días),comoespacial(315 lan de separaciónen el ecuador>,
aunquebastanteinferioral del ERS-1. Peroademássepretendióquetuviera unainclinación
tal que las componentesdiurnasy semidiumasde la marcano seatenuaranparafrecuencias
bajas.Esto haceque no seauna órbitasincronizadacon el Sol y que seannecesariasmás
maniobrasde las normalesparamantenerla órbita, aunquesufrecuenciadependedel flujo
solar; seesperancada40-200díasy sevienea tardarunos20-60minutos.El satéliteno hace
un preprocesode los datos perosí que incluye una seriede señaleso indicadoresde medida
en condicionesanómalasquese hayandetectadoporel radiómetromicroondasdel TOPEX,
como lluvias fuertes,o bien por correspondera un instanteen el que seefectuabaalguna
maniobradel satélite.

El Poseidonutiliza el sistemaDoris de seguimientode dos frecuenciasDoppler, con
receptoresenel satéliteparadetectarlasseñalesde unared de 40-50estaciones.El procesado
de los datos y la determinaciónde la órbita selleva a caboen el CNES.El seguimientodel
TOPEX essimilar al del ERS-1: llevatambiénun retroreflectorlaserque refleja señalesde
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lo-15 estaciones de seguimiento que calibran la posición y determinan su órbita con precisión. 
Además, el TOPEX incluye un receptor y antena GPS situados 4,3 metros sobre él, como 
apoyo a su posicionamiento. La ventaja frente a los otros dos sistemas es que se tiene 
información en tres dimensiones y sin lapsos en el recubrimiento. Es lo que se llama 
seguimiento cinemático. Con estos sistemas se consigue una precisión en la determinación de 
la componente radial de las efemérides de unos 10 centímetros. El proceso de los datos y el 
cálculo y calibración de la órbita se hace en paralelo por distintos organismos: JPL (Jet 
Propulsion Laboratory), CSR (Center for Space Research) y GSFC (Goddard Space Flight 
Center) (Bertiger et al, 1994). 

5.6. COLOCACION MINIMOS CUADRADOS APLICADA A 
LOS DATOS DE ALTIMETRIA POR SATELITES 

Como se vió en la sección 5.4., modelar el error orbital, dada su naturaleza de larga 
longitud de onda, por un sesgo y una inclinación constantes para cada arco, o bien por 
cualquier otro modelo similar, tiene inconvenientes. Por un lado, la pérdida”de información 

FIGURA 5.19: Satélite TOPEWPoseidon (CNES) 
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sobrelos fenómenosdelargalongitud de ondaeliminadosen las diferencias;porotro, laparte
de error orbital quequedasin determinarpor la deficienciade rangode la matriz empleada
enel ajuste.

Según algunosautores(Knudsen, 1987b, Imawaki et al, 1992, Mazzegay Houry,
1989),puederesultarmásútil obtenerla superficiemediadel mar, esdecir, eliminarde los
datos la partede error orbital y de topografíadinámica,por colocaciónmínimoscuadrados.

Al utilizar estemétodo,sealcanzaunaestimaciónlineal y óptimaapartir de datosque
incluyen erroressuponiendoque seconocena priori algunaspropiedadesde la señal y del
mido que intervienen. Se necesitatenerun modelo con el que construir las funciones
covarianzasdeambaspanes,ya que estetipo de funcionesvimosqueaseguranla estabilidad
de los cálculosy la unicidadde solución.La eleccióndeestemodeloesel principalproblema
en la aplicación del método.En los esquemasmássencillos (Knudsen, 1 987b),seconsidera
que unavez eliminadosde los datos de altimetríalos efectosinstrumentalesy atmosféricos,
la superficie resultantesedesvíapoco del geoide,por lo que sepuedenutilizar los modelos
paraestamagnitudvistosencapítulosanteriores.Así setienequelas alturasinstantáneasson
la alturamediaque sequieredeterminarmásunapartevariableconel tiempo:

hQ) =/z(t) 4Ah(t) (5.51)

Las cantidadesque seutilizan comodato son las diferenciascrossover,que son diferencias
entrelas panesque varianconel tiempo:

d1~(t) =h(t~) —h«)=h ÷Ah(t.)—h —A.h(t)=Ah(t1)—Ah(t.) (5.52>

Por colocación (2.33), pero usando en este caso como observaciónlas diferencias,se

determinaAh. A partir de su estimaciónse obtienenlas diferenciascrossoverestimadas:

d1~=Ah(t> —AhQ) (5.53)

Perosi setieneen cuentaqueni los datosni lascantidadesaestimarsonexactamentevalores
de N, los modelosconstruidosa partir de la función covarianzadel potencialno son válidos.
La superficie media del mar que se quiere obtenerincluye erroresde geoidey orbitales
(correladoso no geográficamente>luegono esunacantidadperiódica.Así, comomodelode
función covarianzase puedeelegir una exponencialnegativao bien modelosutilizados en
cienciasatmosféricasque combinanfuncionesexponencialescon trigonométricas(Imawaki
et al, 1992, Mazzegay Houry, 1989)con carácterperiódicopero de muy largalongitud de
onda. Luego el principal problemaviene de la elección de la función covarianzaque
representebien al error orbital, sobretodo porqueal serde tan largalongitud de ondano se
puedehacer una estimaciónlocal. Pero es la única forma en la que merecela pena la
aplicacióndel métodoexpuesto,ya queel númerode incógnitases igual al númerodepuntos
de cruce en donde se tienen diferencias. Las matrices son muy grandesy ademáslos
elementosno nulos estándistribuidosen ellasde una formacomplicaday por toda lamatriz
puestoque las medidasen un mismopunto,por la repetitividadde la órbita, se vuelven a
obtenertras un tiempo. Así, los elementosno nulos asociadosa dospuntos dadosse localizan
lejosde la diagonalde la matriz (lmawakiet al, 1992).Esto constituyetambiénun problema
teórico, puesto que si sólo se trabajalocalmenteno se puedeusaruna estimaciónde la
función covarianzaadecuada.

En estetrabajono sehausadoestemétodo,porqueenzonascosterasesdondemayor
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*

error secometeal identificarmedidasde altimetríacon cantidadesrelacionadasconel campo
de la gravedad, lo que no lo hace adecuadopara nuestro estudio.

“y

“y.

5.7. OTROSUSOSDE ALTIMETRIA EN GEODESIA

5.7.1. Uso de la altimetría por satélitespara la mejora
de geoidesdeterminados por otras técnicas

A partir dealtimetríaseobienealtitud geométricadel mar (5.9), sumade ondulación
de geoide y altitud de la superficie del mar sobreél salvo una serie de correccionese
incertidumbresprincipalmentea causadel error orbital. La partede éste que no puede
corregirseconstade la partesistemáticao condadocon la posición E(r) y de otra aleatoria
a la que tambiénsepuedenañadirlos erroresde medidadel altímetrono corregidos£(t). Así:

(5.54) —

“y

Dadaestarelaciónentreel resultadode las observacionesy N asícomoel hecho de que la
superficiedel mar prácticamentecoincidecon el geoidemarinosalvoporsus perturbaciones
dinámicas,las medidassepuedenusarparamejorargeoidesya existentessobrela zona.La
existenciade datos de altimetría de forma casi continua resultaprovechosoparaeste fin.
Consideramos:

“y

79(r)=N(r) +cg(r) (5.55)

con N, ondulaciónde geoidedisponibley £g(r) error del mismo.
La altitud de lasuperficiemarina,hemosvisto quepuededescomponerse(5.11)en una

parteestacionariaH0 y las fluctuacionesvariablescon el tiempo r~. Por (5.9), (5.11) y (5.55)
tenemos:

“y

~=N(r)-i-e/r) +Hjr)+ri(r,t)+e(r)+e(t) (5.56)
“y’

LlamamosR a la diferenciaentre~ determinadoy el geoidedisponible.Al igual que
las cantidadesque la constituyenadmiteuna separaciónentreaquellasde sus componentes
que son función sólo de la posicióny las que son variablesconel tiempo.

R(r,t)= —NtH(r) +E(r,t) (5.57)

con partedependientede la posición:
“y

H(r)=QrV-H0(r)+E(r> (5.58) “y.

“y

“y

E(r,t) ‘1~ (r,t) ±e(t) (5.59) “y
“y

y de la posicióny del instantede observación:
Con todos estoselementos,sepuedeconstruirun modelo de ajuste,porejemplopor

mínimoscuadradoso porcolocación,paradeterminarmejorasen los geoides(Imawakiet al,
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1992, Mazzegay Houry, 1989).La aplicación prácticade estemétodo sedejaparafuturas
investigaciones.

5.7.2. Detenninación de anomalías de gravedad Ag

Llamamos problema inverso de la altimetría por satélites a la estimación de las
anomalíasde la gravedadutilizando para ello datos de altimetría y la relación entre ellos que
salede suponer que las medidasde altímetro corregidasy promediadasconvenientementenos
dan la ondulacióndel geoide.

Este problemapuede resolverse,por ejemplo por colocacióncomo se expusoen
capítulos previos. Para su aplicación, como se hizo entonces,se usa un conjunto de
coeficientesdepotencialcomoprimeraaproximacióncon lo que seelimina la partede larga
longitud de ondade los datos.

Comoun primerproblemaaparecequeel númerode incógnitases igual al númerode
datos usadopor lo que la aplicación del método no sería viable y se hacenecesariauna
discretización(Knudsen,1987b,Arabeloset al, 1992)con algunospuntosa teneren cuenta.
Se tieneque Ag esunacantidaddominadapor las frecuenciascortas.Así, unmuestreopobre
de datos o una resoluciónescasade los mismos, afectarámucho a la precisiónde los
resultados (Mazzega y Houry, 1989). Dentro de esto, en algunos trabajos hechos
anteriormente,se pruebaque si se densifican demasiadolos datos de altimetríatampoco
mejora el resultadoa partir de un cierto intervalo (Arabelos et al, 1993), dado que la
altimetría no da información sobre longitudes de onda muy cortas. Esta es la principal
limitación del métodoy a lo que se debenla mayorpartede las diferenciasobtenidasal
compararcon los resultadosvaloresde gravedadobservados(Mazzegay Houry, 1989).

Los valoresde covarianzaobtenidosempíricamentea partir de valoresmediosde
productosde datosde altimetría a una misma distanciase ajustanbien a los modelosde
funciones presentadasen el capítulo 2 siempre que se disponga de un recubrimiento
suficientementedenso.

Usandolacolocaciónmínimoscuadradosesposiblepredecirtantoanomalíaspuntuales
como medias. En la práctica, los resultadossuelenser bastantesuperioressi lo que se
predicensonanomalíasmedias(Tscherning,1993).Unaexplicaciónparaestoesque sepierde
informaciónal extraerla muestraque no puederecogersede nuevo.

Si elmodelosustraídoalasobservaciones(y al queportantoestarántambiénreferidas
las Ag resultantes)incluye información sobre la parte del campo de gravedadde corta
longitud de onda, la estimaciónno mejoraráconsiderablementede incluir batimetríaa no
hacerlosegúnseve en experienciaspreviasdel método(Arabelos et al, 1993).

Este métodoesunaforma eficazdemezclary relacionardatos de distintanaturaleza
por la posibilidad que ofrece el uso de correlacióny de covarianzascmzadas,como por
ejemplo, puede ser útil usar datos de mareógrafo,aunqueesto no estáaún ampliamente
estudiado.Tambiénsepuedehacerunalocalizacióndel datumusandoun análisiscombinado
de datos de altimetría,mareógrafoy GPS,utizándoseéstetambiénparacalibrare] altímetro
(Hein et al, 1990).

La principal aplicaciónde estemétodoesla obtenciónde ágen zonasmarinasdonde
no sedisponede observacionesde gravedad.

5.7.3. Determinación de batimetría utilizando datos de altimetría

Puestoqueexisteunafuertecorrelaciónentrela figura del geoidey la batimetría,(las
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variacionesde alta frecuenciade uno estánproducidaspor la segunda)los datosde altimetría
seutilizan para la detecciónde accidentesgeográficosdel fondo marino. Parahaceresto,
existenmétodoscomo modelartalesaccidentescomo formascónicasy determinarsu efecto
sobrela señal (Basuet al, 1991)de modo que seobtieneinformación sobrela posiciónde
los posiblesaccidentesasí como su tamaño,aunqueésteesun problemaindeterminado(no
tiene soluciónúnica) ya que la altitud del geoidey de la superficie topográficamarina,no
estánrelacionadassólo con la profundidaddel fondo, sino también con los cambiosde
densidadde lacorteza.Así, accidentesdel mismotamañoperocondistintadensidadprovocan
distintaperturbaciónenel geoide.Por esto, sesueletrabajarcon modelosque consideranla
densidadconstanteen capas(Barzaghi et al, 1992), complicándolode forma que pueden
existir distintas capascon distintoscontrastesde densidades(Tscheminget al, 1994ay b).

A vecesse trabajacon las perturbacionesde las anomalíasen vez de las de geoide.
Se ha visto que a partir de datos de altimetría se puede obtener Ag con un error
razonablementepequeño.La relaciónentrecampode gravedado de geoidey la batimetría
sesueleanalizarpor funcionesde transferencia,esdecir,funcionesqueen generalproduzcan
la batimetríaa partir de informacióndel geoideo de gravedadque sepuedencalcularen el
dominio espectralo en el espacial.En el dominio espectralesto sehaceconstruyendolos
espectrosde las cantidadesa relacionaren unazonadondeambassonconocidasy determinar
la relaciónentreellos o razónentrelas transfomadasde Fourierde las doscantidades(Basu
y Sakena,1993).En el dominio espacialsecalculanlos coeficientesde la regresiónentrelos
dos campos(Sramek,1992) o las funcionescovarianza(Tscherninget al., 1994ay b), - en
esteúltimo caso,teniendoen cuentalas leyesfísicasde formaqueseimpongaa las funciones
covarianzaserrealistasy consistentes-.El modelo de función de transferenciatantoen uno
comoenotro dominio va a variar segúncl modelo de compensaciónisostáticaque setome.

Esto ocupará investigacionesposterioresa este trabajo puesto que la zona de
aplicaciónno esadecuadaal no disponerde un buenmodelo de superficietopográficadel mar
que’sirva paraseparargeoidedel resultadode altimetría.
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5.8. CONCLUSIONESY RESULTADOS

En estecapítulosehan presentado:

1. Un análisisdesarrolladodel modelo de ajustedel error orbital que seutilizará en

el trabajo, así como otros relacionadosy no aplicablesa la extensiónde la zona.

2. Una justificación teórica de la metodologíausadaen los capítulosposteriores
respectoal ajustecrosovery a la deficienciade rangode la matrizutilizadaen el mismo. El
desarrolloseha llevadoacaboparalos casossusceptiblesde usoen estetrabajo.En estudios
posteriores,seampliaráa los demástipos de modelosde ajuste.

3. Una descripciónde los satélitesaltimétricosoperativosen la actualidady que son
los que han proporcionadolos datosparala elaboraciónde esteestudio.

4. Breveenumeraciónde otros usos de los datos altimétricosen geodesiaasí como
otros métodospara corregirel error orbital basadosen metodologíasdescritraspreviamente
en estamemoria.
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