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Resumen

En este trabajo, se estudia matematicamente el comportamiento en funcion del
tiempo de una frecuencia alélica en individuos diploides de una poblacién de ta-
mano fijo y finito, con generaciones no superpuestas y bajo la unica influencia de
la deriva genética aleatoria. Para ello, se sigue el articulo de referencia [13]. En
primer lugar, se plantea el modelo probabilistico de Wright-Fisher y, a partir de las
caracteristicas del modelo, se deriva una aproximacién de difusién con la ecuacién
en derivadas parciales de Fokker-Planck. A continuacién, se resuelve dicha ecuacion
estudiando existencia y unicidad de una nueva solucion propuesta en dicho articulo.
Finalmente, esta nueva solucién permite analizar algunas propiedades del modelo
inicial de una forma mas sencilla que en el trabajo anteriormente desarrollado por
Kimura en [6].

PALABRAS CLAVE:

Ecuacion de Fokker-Planck — - — Frecuencia alélica —- — Modelo de Wright-Fisher.

Abstract

In this project, the behaviour of an allele frequency through time at diploid
individuals in a finite population of fixed size, with non-overlapping generations
and under the sole influence of the random genetic drift is studied mathematically.
For this purpose, reference article [13] is followed. Firstly, the probabilistic Wright-
Fisher model is set out and, a diffusion approximation with the Fokker-Planck
partial differential equation is derived from the characteristics of the model. Then,
this equation is solved by studying existence and uniqueness of a new solution pro-
posed in that article. Finally, this new solution allows analyzing some properties
of the initial model more simply than in the work developed by Kimura in [6].
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1. Introduccion

El objetivo de este trabajo es analizar desde un punto de vista matematico

cémo afecta a una poblacion la deriva genética. Para entender mejor el contexto
biolégico de este estudio es conveniente, en primer lugar, introducir algunos térmi-
nos relacionados con la Genética.
La Genética es la parte de la biologia que estudia los genes y los mecanismos
que regulan la transmisién de los caracteres hereditarios. De hecho, un gen es un
fragmento de un cromosoma que guarda la informacién relativa a uno de estos ca-
racteres hereditarios. Cada gen posee distintas formas alternativas de presentarse,
a las cuales se las denomina alelos, y ocupan un lugar determinado en el cromoso-
ma: locus. Un individuo, si es diploide, presenta dos juegos de cromosomas en el
nucleo de sus células, por lo que hereda dos alelos por cada gen. Esta herencia esta
sujeta, entre otras cosas, a la deriva genética, la cual se trata de la fuerza evolutiva
que actia, junto a la seleccién natural, cambiando las frecuencias alélicas de las
especies en el tiempo. Esto lleva a un efecto estocdstico que es consecuencia del
muestreo aleatorio en la reproducciéon y de la pérdida de unos alelos por azar y no
por seleccion natural.

El modelo mas basico e importante para la distribucion de los alelos en una po-

blacién es el modelo de Wright-Fisher para la deriva genética, desarrollado implici-
tamente en 1922 por Fisher en [3] y explicitamente en 1931 por Wright en [14].
Aqui, se tratara la version mas simple de este modelo, la cual se centra en la evo-
lucién de las frecuencias relativas de dos alelos en un tnico locus diploide en una
poblacién finita de tamano fijo con generaciones no superpuestas bajo la tinica fuer-
za de la deriva genética aleatoria, sin ninguna otra influencia como, por ejemplo,
las mutaciones. Sin embargo, el modelo puede ser generalizado a multiples alelos,
varios locus, con mutaciones, seleccion, migracion, etc., como se puede ver en el
libro de referencia [2].
Para el caso de dos alelos, por primera vez en 1955, Kimura ([6]) logra encontrar
una solucion exacta para el proceso de difusién aproximado para las densidades de
las frecuencias de los alelos descritas por una ecuaciéon de Fokker-Planck y deducir
las propiedades del proceso estocastico resultante a partir de dicha solucion. Tras
ello, siguié trabajando en el caso de varios alelos, como puede verse en [5] y [4].
Su solucion, sin embargo, no refleja las transiciones que tienen como resultado la
pérdida irreversible de uno de los alelos presentes inicialmente en la poblacion. En
consecuencia, deducir las propiedades del proceso a partir de su soluciéon es mucho
mas complejo.

Por ello, este trabajo tiene como objetivo, por un lado, el estudio y entendi-
miento de una nueva solucién del proceso de difusion, la cual fue planteada en el
articulo [13]: “An introduction to the mathematical structure of the Wright-Fisher
model of population genetics” y, por otro lado, analizar las mejoras que esta solu-
cién ofrece respecto a la planteada por Kimura.

De este modo, el guién que sigue este estudio es muy similar al del trabajo de



Kimura, aunque seguira las ideas llevadas a cabo en [13]. Asi, en primer lugar, se
planteara el modelo de Wright-Fisher y se extraeran de él todas sus caracteristi-
cas. A partir de estas caracteristicas, se planteard un problema de aproximacion
con la ecuacion de tipo Fokker-Planck de la cual se estudiard existencia y unicidad
de solucién. Finalmente, se calcularan las probabilidades de ocurrencia de algunas
propiedades del proceso estocastico subyacente a partir de la nueva solucién.

2. Planteamiento del problema

Esta primera seccién tiene como objetivo transformar las condiciones del con-

texto bioldgico en un problema matematico, el cual se resolvera durante la siguiente
seccién, con el fin de extraer informacién sobre el proceso biolégico.
Para ello, se planteara el modelo de Wright-Fisher, del cual se demostraran algu-
nas propiedades relevantes y, finalmente, se explicard la obtencion de la ecuacion de
Fokker-Planck derivada de dichas propiedades. Todo ello siguiendo los resultados
y guién de desarrollo de [13].

2.1. El modelo de Wright-Fisher

Se considera una poblacién diploide de tamano N en la cual, para cada indivi-
duo, en un locus dado, puede haber cualquiera de los dos alelos A; o Ay. Asi, un
individuo de esta poblacion puede ser, en el locus en cuestién, un homocigoto de
tipo A1 Ay o de tipo A3 Ay o un heterocigoto de tipo A1 Ay 0 A3 Ay (aunque estos dos
ultimos tipos se consideraran como uno solo). La poblacién se reproduce en pasos
de tiempo discreto, de forma que para cada individuo en la generacién n + 1 se
escogen aleatoriamente dos padres de la generacion n, heredando un alelo de cada
uno de ellos. Asi, los alelos de la generacion n 4+ 1 se escogen mediante muestreo
aleatorio con reemplazo de los de la generacion n.

La variable de interés es el numero Y,, de alelos de tipo A; que hay en la poblacién
en tiempo n. Se observa que este nimero toma valores entre 0 y 2V, pues se cuenta
con un total de NV individuos con dos alelos cada uno. Calculando la probabilidad
de transicién del proceso, realmente se calcula la probabilidad de que el alelo A; se
haya elegido un determinado nimero de veces al repetir la eleccién de alelo las veces
necesarias para crear la siguiente generacién. Esto es, cada variable Y,, se distibuye
como una Binomial de parametros 2N y p, donde 2N es la cantidad de veces que
se repite el experimento: una vez por cada eleccion de un alelo de la poblacion, y
p es la probabilidad de éxito, en este caso, de escoger el alelo A;. Como los alelos
de la generacién n + 1 se escogen a partir de los de la generacion n, se deduce que

Y,11|Y, =i ~ Bin(2N, #), pues por la Regla de Laplace, p = 5%. De este modo,

la probabilidad de transicién resulta:

p=rora=iv=0=""(5) (-55)  ®



parat,7 =0,....,2N.

El hecho de que cualquiera de los alelos A; o Ay desaparezca, es decir, que Y,
tome el valor 0 o 2N, respectivamente, ocurrira casi seguro con el paso del tiempo,
como puede verse en la Figura 1, y, una vez se alcance uno de estos estados, se
permanecera asi para todos los tiempos futuros:
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Figura 1: Variacién del ntimero de alelos de tipo A; a lo largo del tiempo en 8
poblaciones simuladas de 1000 individuos e Yy = 1000.

2.2. Propiedades relevantes del modelo

Con el objetivo de que el proceso {Y,},>0 converja a un proceso de difusién
continuo en tiempo y espacio, antes de empezar a estudiar las propiedades de
interés, se reescala el tiempo y el tamano de la poblacion mediante:

n o Yoni

= — X p)
2N’ ET 9N (2)




y, mas adelante, se considerara el limite de N — oo. Este cambio de escala produce
una cadena de Markov discreta X; que toma valores en 0, ﬁ, wwlycont =1
correspondiente al paso de 2N generaciones. Ademas, en el instante inicial se tiene:

()
X = = —,
0 = Do ON
donde Yy = iy es el numero de alelos de tipo A; existentes en la poblacion en
tiempo t = n = 0. Asi, en base a los cdlculos hallados en [7], se tienen las siguientes

propiedades:

1. La esperanza matematica de la variacién del proceso a través de las genera-
ciones es:

E[6X,] = 0.

Demostracidn. Teniendo en cuenta que Y,41|Y, ~ Bin(2N, 32) y que la es-
peranza de una variable aleatoria con distribucién binomial es el producto de

los parametros de dicha distribucién, se obtiene:

E[6X,)=E [Xwﬁ — XX, = x} -5 [XHﬁth —z| 2=

Yo | Y, 1
1 Y, 1 2Nzx
]

Observacién. Durante los cdlculos en (3) se ha demostrado indirectamente
que la cadena {X;}i>0 es una martingala con respecto a la filtracion natural,
pues por ser una cadena de Markov, la variable depende solamente de la
variable correspondiente al instante inmediatamente anterior, y por tanto,
para todo t > 0 se tiene:

E |:Xt+ﬁ|Xt:$ =r — E |:Xt+ﬁ|fti| :E |:Xt+ﬁ|th| :Xt C.S.

Es decir, el niumero esperado de alelos de tipo Ay en cada generacion co-
rresponde con el niumero de alelos de tipo Ay observados en la generacion
immediatamente anterior.

2. El momento de orden 2 de la variacién del proceso a través de las generaciones

” E[(6X,)%] = X, (1 — X,)dt.



Demostracion. Teniendo en cuenta (3):
B[(6X0)%) = B [(Xy . — X0)2IX, = 2| =
- 2
=Var Xt+ﬁ —Xt|Xt:.fC:| +E|:Xt+ﬁ —Xt‘Xt::L' =

— VCLT _Xt""ﬁ _thXt frg xi| —

= Var _Xt+ﬁ|Xt = m} + Var [ X;| Xy = x| —

—2C0ov [XH%,Xt\Xt:g;} =

Yn-{—l
2N

2N

= Var |:Xt+ﬁ‘Xt:l’i| :Vw[ Y, ] (4)

1\?2
= <—) Var[Y,i1|Y, = 2Nz| =

2N
1\? Y, Y,
= (ﬁ) ANoN (“W) =
1
— Xt(l — Xt)2N - Xt(l - Xt)5t,

donde se ha utilizado que Y,11]Y; ~ Bin(2N, 3%) y que la varianza de una
variable aleatoria con distribucion binomial es el resultado de multiplicar los
dos parametros de dicha distribucién (denotados por n',p) y 1 —p . H

3. El momento de orden k, con k > 3, de la variacién del proceso a través de
las generaciones es:

E[(6X,)*] = o(5t).

Demostracion. Desarrollando de forma analoga al momento de orden 2 se
obtiene:

E[(6X)" = E [(XHL - X)X, = x} =

i ( > X[ X J\Xt—x] =

.]:

:i ( ) B (X, X =al.

=L

. | X = x} Para ello,

se utilizara la siguiente férmula para los momentos respecto del origen:

@M (0
T

Ahora, se calculard separadamente el valor de F [

~—

E[X"] =



donde ¢(t) denota la funcién caracteristica de una distribucién. En este caso,
dado que Y,11|Y, ~ Bin(2N, =), se utilizard ¢(t) = (ep + ¢)"', con p y o/
los parametros de la distribuciéon binomial y ¢ =1 — p. Asi:

E|X]  |Xi=a|=E

1 >j ‘Pj)(t) < 1 >j 1 G ity it -1
=—=) —=| =|=—=) =-7|[npe"(e"p+q¢" +
(2N Yo =0

j_l /'

n. . ’ .
km m  mit (it n'—m
+ Wi’ (€"p+q) AP

.j*]- /|
' Fm " ;
”“;2 w—mp? (n’—j)!p]]

donde k,, € N para todo m.

Nétese que cada o = n'-(n"—1)-...-(n’=m+1) es un polinomio ménico

de variable n’ y grado m, por lo que lo denotaremos como P,,(n’). Asi, susti-
tuyendo los parametros de la distribucion por los valores correspondientes a
este caso (n' =2N y p = 22 = 20 — 1), obtenemos:

2N
. 1\’
J _ _
B, =] = (W)

=2/ +o L .
2N

Luego, volviendo al calculo de E[(§X;)*], resulta:
kg XJ N |Xt—x] -

Bl(0X,)") = Z I()aex
S () ela)) -

Bt

7j—1
2Nz + Y ki Pn(2N)a™ + P;(2N)x ]

m=2




Por otro lado, otro de los aspectos importantes del proceso es conocer el com-
portamiento de su momento de orden k centrado en el origen de la generacion
2Nt-ésima:

my(t) = E[X{].

Se tiene que

m (z& + %) = B[ X} | = Bl(x+ 601,

y desarrollando el lado derecho:

1
(t + W) = B[(X; + 0X,)"] =

Ahora, aplicando las siguientes dos propiedades de la esperanza condicionada:

1. E[Y] = E[E[Y|D]]. Ademas, si la o-dlgebra es D = o(X), se tiene que
ElY] = E[E[Y]X]].

2. Si Z es D-medible, es decir, si existe una funcién medible f tal que Z = f(X),
entonces E[Z - Y|D] = Z - E[Y|D].

Se obtiene:

(t + %) = my(t) + 3 (I:)E[X’f "(6X,) ]+ o(0t) =

7

= my(t) + Z (k)E[E[Xfl<5Xt)Z| Xil] + o(6t) =

— )+ (’E)E[xf—iE[@Xm XiJ) + o(6t) =

L MEZD) gy g,y x+

mi(t) + kE[XFE[SX,| X)) + 5

k—1
+ (k E[XFTE[(6X,)"] Xi]] + o(6t) =

7

Il
w

7



k(k

=my(t) + kE[XF 0] + —_1)15[)(5*2 - X, (1 — X,)6t)+

2
3 (f) E[XF - o(6t)] + o(6t) =
() + T D 5y - BIXE) + ofst).

2

Luego, reordenando la expresién y suponiendo un N suficientemente grande como
)
para despreciar el término o(dt), se llega a la siguiente férmula recursiva:

i (t+ %) _ (1 - @&) et + @&s mea(®). (6)

Siguiendo bajo la suposicion de que N es suficientemente grande, es decir, dt — 0,
podemos reemplazar el sistema (6) por el siguiente sistema de ecuaciones diferen-
ciales:

k(k — 1)

mk(t) = —ka(t) + @mk_l(ﬂ, (7)

donde para obtener esta expresiéon se ha reordenado (6) y se ha hecho uso de la
aproximacion
my (t + ﬁ) - mk(t)

ot

En estas ultimas expresiones, el punto denota la derivada con respecto a la variable

t: g (t) = 2,

1y (t) =

2.3. La ecuacién de Fokker-Planck

Ahora, a partir de las propiedades obtenidas, se va a iniciar la busqueda de
un proceso continuo que se aproxime bien al proceso discreto anterior. Es decir, se
busca un proceso de Markov continuo {X;}:>o que tome valores en [0, 1] con las
mismas condiciones que en (3), (4), (5) y (7).

Para la busqueda de este proceso, se va a seguir un desarrollo el cual se apoya en
los libros [2] (Seccién 4.2) y [9](pag 65).

Del mismo modo que las probabilidades de transicién del proceso {Y;,}nen se
denotaban por p;;, se pueden denotar las probabilidades de transicién de n pasos
como pl(g) = P(Y,, = i|Yy = k). Sin embargo, para el objetivo buscado se va a
emplear la siguiente notacion:

p,(g) =u(i; k,n).

Luego se puede escribir

u(jik,n+1) = Zu(u k,n)p;;. (8)

7



Por otro lado, como se llevd a cabo un reescalado del tiempo y del tamano de la
poblacién mediante (2), se considera ahora:
i J k
r=—, T+ 0x = = —.
2N 2N’ PE= 9N

El proceso reescalado es un proceso discreto esencialmente igual al original. Sin
embargo, cuando N — oo el proceso converge a un proceso continuo, el cual se
quiere indentificar y descubrir sus propiedades.
De este modo, se reescribe la expresién (8) como:

1

u(x + 0z p, t + 9t) = /u(z;pk, tu(x + dx; x,dt) da 9)

0
donde, por construccion, u(x + dz; pg, t + dt) es la funcién de densidad de la suma
de las variables aleatorias X; y 0.X;. De hecho, dado que la funcién de densidad

de la suma de dos variables aleatorias independientes es la convolucién de las dos
funciones de densidad de cada variable, es decir,

sy (y) = / (@) - foly — ) de = (fx * f)y) = Uy # £ (),

se deduce que u(x;pg,t) es la funcién de densidad de X; y que u(x + dz;x, 0t) es
la funcién de densidad de §.X;.
Ahora, haciendo el desarrollo de Taylor del integrando de (9) se obtiene:

u(:r;‘pk, Hu(x + dz; x, 0t) = u(z — dx + éx; pi, H)u(x + dx — dz + dx; x, 0t) =

—Z &E 0 (u(:v—|—5x;pk.,t)u(x+5x—|—5x;x+5x,5t)):

= u(m +0x; pr, ) (x 4 dx + dx;x + dx, 6t)—

— S - aﬁ (u(;p + 0z p, t)u(x + dx + dx; x + Iz, (515)) +
X

(6z)? &7 | |
9 92 u(x 4 dx; p, t)u(x + 0x + dx; x + oz, 0t) | +
+ Z (_z?”) . gx" (u(x + 0z p, t)u(x + dx + dx; x + Iz, 515)) ‘



Insertando la anterior expresién en (9) e integrando sobre dx, se tiene:

1

u($+5x;pk,t+5t):/ w(z + 0z pr, t)u(x + dx + dx; x + dx, 5t)—
0

— Sz (% (u(:r; + 0z p, t)u(x + dx + dx; x + dz, (515)) +

2 2
(5;3) : % (u(a; + 0z pr, t)u(x + 0x + dz; o + oz, 5t)> +
X

(—0x)™ O
+ . u(x + oz pr, t)u(z + dx + dx; x + dx, 0t dézx.
Z n! ox™ ( Py B )
n>3
A continuacién, se integrara cada sumando por separado, obteniendo los siguientes
cuatro términos. Para ello, se tendra en cuenta, por un lado, que si no se conoce el
valor de x, x4 dx actiia como una variable en si y no como la suma de dos variables,

y por otro, que u(z + dz + dz;x + dx, 0t) corresponde a la funcién de densidad de
(SXt. ASI/:

1. El primer sumando resulta:

1
/u(m + 0x; pr, t)u(x + dx + dx; x + oz, 6t) dox =
0

1

= u(z + dx; i, t) - /u(x + 0z + dx;x + 0z, 0t) ddx = u(x + dx; py, t).
0

(N J/

-~

=1

2. El segundo término es nulo:

/ —0x - 6%5 (u(:zc + 0z p, t)u(x + dx + dx; ¢ + dz, 575)) déz =

0

1
:—83 u(a:—i—éx;pk,t)-/6x~u(a:+5a:+§x;x+5a:,5t) déz | =
x
0

0
—— o (a4 52 ) - B8 ) 0.

10



3. El tercer sumando queda:

2 2
J 5 (ate+ ot 4 60+ G+ 6,01 ) o=
Xz

1

2
:%% u(a:+6a:;pk,t)'/(5$)2-u(x+5:v+515;33+53375t) dox | =
0
1 62 2
=3 @(u(:ﬁ—k(h;pk,t) - B[(0X3) ]) =
1 02
=5 7.2 | 71— 2)ot - ule + dwspi.t) )

4. Por 1ultimo, el cuarto sumando es:

/Z gy <u(:c+5x;pk,t)u(x+5:c+5x;x+5a:,5t)) dox =
xn

n>3 :

n

= Z ! 3xn(u($+5$5p’f’t)'

n>3
1

: /((5:L')" ~u(z 4+ 0z + dx;x + dx,0t) Aoz | =

'n

B Z n'  Oxn (U(I + 03 i, 1) - E[(5Xt)k]) = o(0t).

Por tanto, la expresién (9) resulta:

2

u(x + 0x; pg, t + 0t) = u(z + dx; i, t) + = (5t % (33(1 — x)u(x + dx; py, t)) + 0(0t).

Finalmente, simplificando la notacién, despreciando los términos de orden pequeno
y teniendo en cuenta la aproximacion

EU(I i —— u(x + 6x; pr, t + 52 — u(zx + ox; py, t),

se tiene que la funcién de densidad wu(z,t) del proceso continuo que se busca es
solucion de la llamada ecuacion de Fokker-Plank:

w(z,t) = === (x(1 — z)u(z,t)). (10)
Aqui, u; denota la derivada parcial de u(z,t) respecto de la variable de tiempo t.

Por tanto, para conocer la funciéon de densidad del proceso continuo, se debe resol-
ver esta ecuacion de Fokker-Planck para este problema.

11



Por otra parte, se conoce que en tiempo t = 0 la frecuencia relativa del alelo
Aj es po, luego a la condicién (10) se le puede vincular una condicién inicial. Para
ello, se hara uso de la funcién Delta de Dirac en pg, la cual se define a través del
producto

1
(f,g) = /f(x)g(m)dx con f,g:[0,1] — R funciones de cuadrado integrable,
0

como
1

(60, 0) = / b0 (£)(z) dz 1= (),

donde ¢ : [0,1] — R es una funcién continua. Esta definicién, se trata de una
definicién formal de d,,; definida de esta forma no es una funcién en si misma, sino
que opera en funciones continuas asignandolas su valor en el punto particular py.
Intuitivamente, esta funciéon concentra todo su valor en x = pg y tiene un valor
nulo en cualquier otro punto. De este modo, para expresar que en tiempo ¢t = 0 la
frecuencia relativa del alelo A; es pg se puede utilizar la siguiente condicién inicial:

u(z,0) = o, (2). (11)

Posteriormente, la frecuencia de este alelo evoluciona estocasticamente de acuerdo
a la ecuacién obtenida anteriormente wu;(z,t) = %aa—;(x(l —x)u(x,t)). Por lo tanto,
para t > 0 ya no se conoce el valor exacto de esta frecuencia relativa, solo su densi-
dad de probabilidad dada por u(x,t). Es decir, para cada z, se sabe la densidad de
probabilidad de valer x que tiene la frecuencia del alelo en tiempo ¢, y esta viene

dada por u(zx,t).

Ademas, por otro lado, debido a esta busqueda de un proceso continuo se tiene
que el momento de orden k se convierte en mg(t) = fol u(x,t)z* dx y, usando la
condicién (7), se obtiene:

1 o d 1
k pum— _— k == — k pu— ¥ pu—
(ug, x )—/0 atu(a:,t)x dz dt/o u(z, t)x® dr = g (t)

_ 1 _ 1
— _M/ u(z, t)z"® dz + M/ w(z, )b do =
2 0 2 0

_ (uj_k(k—l) o k(1) “) -

5 xr + 5 x

(wtea -0 @), vk o
= w57 )55 ), > 0.

Dado que los polinomios son densos en el espacio de funciones de cuadrado inte-
grable en el intervalo unidad (Ver Apéndice A), se tiene que:

(1,9) = (1 o1 = )5 ) (12
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para toda funcién de cuadrado integrable ¢ : [0,1] — R tal que sea dos veces
diferenciable en el intervalo abierto (0, 1).

Considerar las condiciones (10), (11) y (12) conduce al concepto que se busca
de una solucién de la ecuacion de Fokker-Planck asociada al modelo de Wright-
Fisher para conocer la funcién de densidad del proceso. Para definir este concepto,
se necesitara introducir la notacién de los siguientes espacios de funciones:

Definicién 1. Considerando el producto escalar:
(f.9) = | fz)g(z) dv, Vf € H, g€ H,
[0,1]
se define el espacio H como:
H:={f:]0,1] = [0,00] /f es medible y cumple que (f,g) < 0o, Vg € Hy},

donde el espacio Hy es:
Hy = C*([0,1]).

Luego, el concepto de solucion de la ecuacion de Fokker-Planck obtenida es:

Definicién 2. Definiendo el operador diferencial L como:

Lu(z) :== 1—82 1 Ju( (13
u(w) = (o1~ (), )
y su operador adjunto' L* como:
. 1 o?
L ¢(x) == §x(1 — x)@ (), (14)

se dice que u € H es una solucion de la ecuacion de Fokker-Planck asociada al
modelo de Wright-Fisher si

up=Lu en (0,1)x (0,00), (15)
u(z,0) =6y (x) en (0,1), (16)
(uta ¢) = (u7 L*(b)? v¢ S H07 (17>

para toda funcion de cuadrado integrable ¢ : [0,1] — R que sea dos veces diferen-
ciable en el intervalo abierto (0,1).

Este concepto de solucién permitira demostrar la existencia tinica de una solu-

ciéon, de la cual se pueden derivar todas las caracteristicas de interés del proceso de
Wright-Fisher.

1Sea V un espacio vectorial con su producto interno, se define un operador adjunto A* de un
operador lineal A como el operador que cumple

Ve,yeV (x, Ay) = (A", y).

Luego, por (12) y (15) se tiene que L* es el operador adjunto de L.
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3. Existencia y unicidad de soluciones

Esta seccién, la cual explica los resultados y pasos seguidos en [13], trata la
existencia y unicidad de la solucién descrita en la definicién 2. Durante su desa-
rrollo, se aplicard un esquema matemaéatico para la construccion de una solucion
de la ecuacién diferencial en términos de las autofunciones del operador diferencial
involucrado. En este caso, estas autofunciones pueden ser construidas a partir de
una familia de polinomios ortogonales cléasicos: los polinomios de Gegenbauer.

3.1. Resultados auxiliares

Antes de comenzar con la construccién de la solucién, sera conveniente conocer
las caracteristicas mas notables de los polinomios de Gegenbauer. Aunque aqui solo
se vera una pequena introduccion sobre algunas de las propiedades de esta familia
de polinomios, puede consultarse [12] si se quiere profundizar en este tema.

Los polinomios de Gegenbauer o polinomios ultraesféricos constituyen casos espe-
ciales de los polinomios de Jacobi P#(z), cuyas propiedades pueden derivarse de
las llamadas funciones hipergeométricas (véase [8]). Este tipo de polinomios de Ja-
cobi se particulariza por cumplir « = = A — %, con A > —%.

De este modo, en general, los polinomios de Gegenbauer satisfacen la siguiente
relacion de recurrencia:

PY () =1
Pl(/\)(z) =2\z
nPM () =2n+A—12PM(2) = (n+ 22— 2)PY,(2),  n=234..

y resulven la ecuacion diferencial:
(1—22)y"(2) — @A+ 1)zy/ +n(n +2)\)y = 0.

Concretamente, en este caso se tomard o = [ = 1, es decir, A = %, para definir los
polinomios de Gegenbauer Y, (2) que se van a utilizar. De esta forma, los polinomos
Y, (z) se definen mediante la férmula de recurrencia como:

Yo(2) =1
Yi(2) = 3'? 1 (18)
Yo (z) = p 2z(m + §)Ym_1(z) —(m+1)Yn-2(2)]|, m=2,3,4..
Y resuelven la ecuacién diferencial:
(1 — 22" (2) — 429/ (2) + m(m + 3)y(z) = 0. (19)

Una propiedad importante de estos polinomios se recoge en el siguiente lema,
cuya demostracion se basa en la demostracion de la ortogonalidad de otro tipo de

polinomios de Jacobi: los polinomios de Legendre, la cual se puede encontrar en
[11] (Teorema 2.4.1).
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Lema 1. Los polinomios de Gegenbauer {Y,,(2)}5°_, son polinomios ortogonales
en el intervalo [—1,1] con respecto de la funcién de peso w(z) = 1 — 2%; es decir,
para m # n se cumple:

1

/ (1= 22)Y(2)Ya(2)dz = 0. (20)

-1

Demostracion. Por ser Y,,(z) e Y, (z) polinomios de grado m y n, respectivamente,
de la familia de polinomios de Gegenbauer anteriormente definidos, satisfacen las

ecuaciones:
(1= 22)Y,0(2) — 42Y,(2) + m(m + 3)Y;,(2) = 0,

(1= 23)Y)(2) — 42Y)(2) + n(n + 3)Y,(2) = 0.
Multiplicando la primera ecuacién por Y, (2), la segunda por Y,,(z) y restando una
a la otra, se obtine:
(1=22)Y1(2)Ya(2) = 42Y7, (2) Y (2) +m(m+3) Y (2) Ya(2) — (1= 22) Y, (2) Yo (2)+
+42Y(2)Y i (2) = n(n 4+ 3)Y,(2)Yi(2) = 0 =
[m(m +3) = n(n + 3)] Yo (2)Ya(2) = (1 = 2%)Y} (2)Yim(2) — 42, (2)Vin(2) —

= (1= 22)Y1(2)Ya(2) — 421, (2)Ya(2)].

Ahora, se multiplica a ambos lados por la funcién de peso w(z) = 1 — 22 e,

integrando en [—1, 1], se tiene:

m(m +3) — n(n + 3)] / (1= 22V, ()Y, (2)d2 =

-1
1 1

/ (1= 2212Y7(2)Yin (2)dz — / 42(1 — 2! ()Y (2)dom

_ / (1= 222" (2)Ya(2)ds — / 421 — 2 (2)V(2)dz

Integrando por partes la segunda integral, de modo que se toma u = Y,/ (2)Y,,(z) —
du =Y)(2)Y,(2) + Y (2)Y,)(2) y dv = —42(1 — 2%) = v = (1 — 2%)?, y la cuarta
integral tomando u = Y/ (2)Y,(2) — du = Y/ (2)Y.(2) + Y (2)Y!(z) y dv =
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—42(1 — 2?) = v = (1 — 2?)?, se obtine:
m(m + 3) — n(n + 3)] /(1 — 2 Y, (2)Y,(2)dz =

-1
1

/ (1= 22)°Y(2)Yo(2)dz + [(1 = 22)Y(2)Von(2)] L, —

_ / (1= 222V (2)Yin(2)dz — / (1= 222V ()Y (2)dz

-1 -1

— /(1 — 22Y(2)Y,(2)dz — /(1 — 22?Y! (2)Y!(2)dz| = 0.
—1 -1
Luego, como m # n = m(m + 3) # n(n + 3) y, por tanto, el resultado queda
probado. O

De aqui en adelante, se utilizarén los polinomios de Gegenbauer X,,(z) definidos
como:

X () =Y (2),

donde se considera el cambio de variable z =1 — 2z.
En consecuencia, surge el siguiente corolario del Lema 1:

Corolario 1. Los polinomios de Gegenbauer {X,,}>°_, son polinomios ortogonales
en el intervalo [0, 1] con respecto a la funcion de peso w(x) := z(1 — x); es decir,
para m # n se cumple:

/:E(l — )X (2) Xp(x)de = 0. (21)

Demostracion. Basta realizar el cambio de variable z = 1 — 2x en la expresién (20)
para obtener el resultado. O

Una vez introducidos los polinomios que se requeriran para la construccion de
la solucion de la ecuacién diferencial, se veran, a continuacién, ciertos resultados
que seran de utilidad durante el proceso de construccion.

Lema 2. Para todo m > 0, en Hy se tiene
LXm = _)\mea
donde




Demostracion. Dado que X,,,(x) es un polinomio de Gegenbauer, resuelve (19):

2

(1= 2L X (2(2)) — 422 X (@(2)) + mm + 3) Xon(w(2)) = 0.

022 0z
Por otro lado, teniendo en cuenta el cambio de variable z = 1 — 2z, se tiene que
_ 11—z ox(z) _ —1 . ., . )
r(z) = -5%, y, por tanto, =5 = —. Luego, la anterior ecuacién es equivalente a:

Ox

P +m(m+3)X,,(x) =0

(1—-(1- 23;)2)%)%(1;) (%) —4(1 - zx)(%xm(x)

= z(l-— x)a—Xm(x) +2(1 — 21:)((%Xm(:c) +m(m+3)X,,(z) =0

ox?
= z(l- w)aa—;Xm(x) +2(1 — 23:)%Xm(x) +[—2+m(m+3) +2]X,,(z) =0
= % (x(1—2) - Xpn(@) + [(m+ 1) (m+2)]X,n(z) =0
— %% (21— 2) - Xyp(2)) = - F 1)2(7” D x ()
— LX;(z) = = A X
Obteniendo asi el resultado. O

Lema 3. 5i X es un autovector de L correspondiente al autovalor X, entonces wX
es un autovector de L* correspondiente al autovalor .

Demostracion. Suponiendo que X es un autovector de L para el autovalor A, se
tiene que:

1 92
LX = 5o (wX) = —AX.

Multiplicando ambos lados por w se obtiene:

L*(wX) = %w%(w)() — _\(wX).

Concluyendo asi la demostracion. O
Por 1ultimo, se tine el siguiente resultado:
Lema 4. El espectro® del operador L es

Spee(L) = {)\m _ mtDim+ 2)} — A,

2
m>0

y el autovector de L correspondiente a A\, es el polinomio de Gegenbauer X,,(z)
(salvo una constante).

2El espectro de un operador es un conjunto de valores que generaliza el concepto de autovalor
a espacios vectoriales de dimensién infinita.
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Demostracion. Del Lema 2 se tiene que L(X,,) = —AnX,, en Hy, luego A C
Spec(L). Para demostrar el contenido contrario, se probard que si A ¢ A, entonces
A no es autovalor de L.

Para ello, tomando A ¢ A, se asume que existe algin X € Hj tal que LX =
—A\X € Hy. Dado que {X,,}m>0 es una base de Hy, podemos representar X como
X =>">_,dnX,,. Entonces, dada la linealidad del operador L, se tiene:

f: Do (= A X o) = f: A L(X,) = L (i dem) = L(X)=—-)\X =

m=0
= -\ i A X -
m=0

Ahora, para cualquier n > 0, se multiplica esta relaciéon por wX, y se integra en
[0, 1]. De la ortogonalidad en (21) se obtine:

A A (X, wX,) = d A (X, wXy,).

Dado que (X,,wX,) # 0y A\, # A, necesariamente d,, = 0. Como esto ocurrirfa
para cada n > 0, se tiene que X = 0, es decir, A no es un autovalor de L. Asi,
queda probado que Spec(L) = A.

Por otra parte, queda probar que si X es un autovector de L para el autovalor
Am, entonces X = cX,,. Para ello, se toma la representacién X = 3 > d,X, vy,
dada la linealidad del operador L, resulta:

idn(—/\an) = f:dnL(Xn) =L (i ann> = L(X) = —ApX =

=—\n i dpX.
n=0

Ahora, para cualquier £ > 0, se multiplica la anterior expresion por wX y se
integra en [0, 1]. Teniendo en cuenta la ortogonalidad en (21), se obtiene:

dkAk(Xk, U)Xk) = dk)\m<Xk7 UJXk)

Dado que (X, wXy) # 0y, para todo m # k, se tiene \,, # )\, entonces, necesa-
riamente, d = 0 si k # m. Por tanto, X = d,, X,,. O

Ahora, una vez conocidos estos resultados, se puede iniciar el proceso de cons-
truccion de la solucion.

3.2. Construccion de la soluciéon

Durante esta subseccion, se va a construir la solucion de la ecuacién diferencial
propuesta en [13] y a probar su unicidad. En primer lugar, se calculard la solucién
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general de la ecuacién de Fokker-Planck (15) mediante el método de separacién de
variables. Luego, se construirda una solucién dependiendo de parametros y, usando
las condiciones (16) y (17), se determinaran dichos pardmetros. Finalmente, se ve-
rificard la solucién y se comprobara su unicidad.

Paso 1. Cdlculo de la solucion general:
Con el fin de emplear el método de separacién de variables, se asume que ug(z,t) =
X (z)T'(t) es una solucién de la ecuacién de Fokker-Planck (15). Por tanto, se tiene:

(uo); = Lug =T - L(X) T X

ug)y = X - T, T, L(X
(uo); t } L LX)
Dado que el término a la izquierda de la igualdad sélo depende de t y el término
de la derecha sélo depende de x, se deduce que:
noLX)
T x 7
donde A es una constante independiente de ambas variables.
De aqui, se obtiene, por un lado, que L(X) = —AX luego, por lo establecido
en el Lema 4, se deduce que A\ € Spec(L) y, por tanto, X (z) serda cada uno de
los polinomios de Gegenbauer X,,(x) correspondientes a cada A, (salvo por una
constante).
Por otro lado, resolviendo la ecuacion diferencial ordinaria
T(t) = ky, - e ! para cada m > 0.
De esta forma, se obtiene la solucién general de la ecuacién (15) como:

up(z,t) = Z Con X ()€,

m>0

Iy

7 = —A, se tiene que

Paso 2. Construccion de una nueva solucion:
El objetivo de construir una nueva solucién general dependiente de parametros es
poder tener en cuenta las transiciones hasta que uno de los dos tipos de alelos
desaparece en la poblacién, es decir, cuando z = 0 (correspondiente a la perdida
del tipo A;) o x = 1 (correspondiente a la perdida del tipo A,). Por tanto, la
solucién general u € H de (15) es de la forma:

u(@,t) = em(Xn (@) + amodo(2) + am 101 (2))e " + bodo(x) + bidy (x),

m>0

donde dp y 01 son los funcionales Delta de Dirac en 0 y 1, y @m0, @m,1, bo y b1 son
los parametros a determinar.

Paso 3. Determinacion de los pardmetros:
Ahora, haciendo uso de las condiciones (16) y (17), se determinaran los valores
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de los pardmetros. Para ello, en primer lugar, utilizando la condicién (17) para
p=1€ Hy,p=x€ Hyy ¢ =wX, € Hy, da como resultado:

1 0?

(1. 1) = (1, L°(1) = (1, (1 = )55 (1)) =0,

(v,2) = (0, (@) = (o, (1 — )55 (@) =
(ug, wX,) = (u, L (wX,)) = (u, = \wX,) = =\, (u, wX,),

donde en la tltima expresion se ha hecho uso del Lema 3.
De aqui, se deduce:

Si(ut,l):0=>/utdx:%/udxzo:

[0,1] [0,1] (22)

= (u,1) = / u dz no depende de la variable ¢.

[0,1]
Del mismo modo:

. 0 0
Sl(ut,x):0:>/ut-xdx:/§( :a—/u-xda::():
0,1]

[0,1] [0,1] (23)

= (u,x) = / u -z dr no depende de la variable ¢.

[0,1]
Por otro lado:

Si (up, wX,) = —A(u, wX,) = / ug - wX,, do = / %(u ~wX,) dr =

[0,1] [0,1]

= % / u - 'LUXn dx = —)\n(uann) == (u,an) = K(.T) . e*)\nt.

[0,1]

Tomando t = 0 para determinar K (x):

(u(x,0),wX,) = K(z) = (u,wX,) = (u(z,0),wX,) - e (24)
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Por otra parte, con la condicién (16), se obtiene:

(u011) = [ 16, () do =1,

[0,1]
(U(', OO), 1) = / bo(So() + blél() der = bo + bl,
[0,1]
(u,1) = Z Con( X () + @ 000(7) + @101 (7)) 4+ bodo(x) + b6 () do
m>0

=) m /X () Az 4 amo + Ao | e 4 by + by

(u(-,0),2) = / 28,(-) dz = po,

(0,1]

(u(+,00),x) = / xbodo(+) + xb11(+) da = by,
[0.1]

(u, / (Z Con (X () + A 000(T) + A 161 (2))e ™+ bodo () + blél(x)> dx

= Z Cm / X (1) Az + gy | €7 4 by

(u(-, 0), wX,) = / WX, () dz = w(po) Xn (o),
[0,1]
(00X = [ 37 ol = )X, (0 X 0) + (1 = )X, ()0 0) +

[0,1] m>0

Ama7(1 — ) X, (2)01(2)]e M + bz (1 — 2) X, (7) 60 () + b (1 — ) X, ()01 (x) da

=cp / wX, ()X, (2) dz | e = ¢, (X, wX,)e M

0,1]
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Luego, por las condiciones (22), (23) y (24), se tienen las siguientes relaciones:

(u(-,00),1) = by + by = 1,

1) =
(u( ,0),:1?) = (u(,oo),x) = b1 = po,

(u(+,0),1) = (u,1) = Z Cm / X (z) do + apmo + ama et by 4+ by =1,
0,1]

(U<'7 0)71') = ('LL, ‘T) - Z Cm / me(‘T) dx + Am,1 ei)\Mt +b1 = Do,
m20 0,1]

(u, wX,,) = (u(-,0),wX,)e " = c,(X,,, wX,)e " = w(po) Xn(po)e "

Por tanto, los parametros quedan determinados como:

b12p07 60:1—])0,
tma == [ #Xn(w)is oo == [ (1= 2)Xn(a)d
[0,1] [0,1]
o = w(po)Xm(po)
mn (X, wX,,)

Por 1ultimo, para obtener la expresién explicita de la solucién, queda calcular el
valor de los pardmetros @, o, Gm1 y Cm:

(1) amo = —[Oj;](l — 2) X (x)dz = —3.

Demostracion. Dado que se desmostrara por el método de induccion, el pri-
mer paso serd comprobar que la igualdad se cumple para los casos base:
221" 1
m=0 :>Xg($):1éa070:—/(1—x)1dx:—x—|—? :—5
0
[0,1]

m=1 :>X1(x):3—6$:>a170:—/(1—x)(3—6x)dx:
[0,1]
x T

2 371 1
= 3492 62| =—2
S 3}0 2

Una vez verificados los casos base, se supondra como hipotesis de induccién
que la igualdad se cumple para m — 1 y m — 2, y se probard que entonces, la

igualdad también se cumplird para m:
Por (18) se tiene que X, (z) = = [(2 — 4z)(m + 1) Xpno1(z) — (m + 1) X,0(2)],
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(1) ap1=— [ X, (x)dz = (-1)"1L

luego:

1 1

_ /(1 =) Xp(@)de = = [ (1= 2)(2 — 4)(m + 5) X 1(2)da+

[0,1] [0,1]

1
+ p (1—2)(m+1)X,, o(x)dx =
(0,1]
1
_ Mt (2 — 62 + 42?) X, 1 (z)d2+
m
[0,1]

m+1

+ /(1 — ) Xp—o(x)da.

[0,1]
Resolviendo separadamente cada una de las integrales de la anterior expre-
sién:
_ / (2 = 62+ 422) X1 (2)d = — / (2(1 — ) — 4z + 42%) X,y (2)dz =
[0,1] [0,1]

— _9 /(1 — ) X1 (2)dx + / 42(1 — 2) X1 (2) Xo(z)dz,
[0,1] [0,1]

haciendo uso de la hipétesis de induccién y de la ortogonalidad de (21), la
integral queda:

- /(2 — 67 +42°) X, 1 (2)dr = 2 - (—%) +0=—1.

[0,1]

Por otro lado, haciendo directamente uso de la hipétesis de induccién, la otra
integral da como resultado:

1
/(1 — 1) X _o(z)dx = 5
[0,1]

Finalmente, la integral que se tenia por objetivo calcular resulta:

1

m+ 3 m+1 1
(=1 - -.Z i
m (=1 + m 2 2

- / (1 — 2)X(z)dz =

[0,1]

Por tanto, queda probado que la igualdad se cumple para todo m > 0. [

2
[0,1]
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Demostracion. De forma andloga a la demostracion anterior, procediendo
por el método de induccién, el primer paso es comprobar que la igualdad se
verifica para los casos base:

271
1
m=0 =Xy(z)=1=ap;=— / x-1dx = —%] = (—1)15.
0.1 ’
m=1 =X;(z)=3-6z= a1, :—/$(3—6:17)d$:
[0,1]

x? a3 ! 1
= — o —_ - — = —12—.
3.5 +6 3]0 ( )2

Una vez comprobada la igualdad para los casos base, se supondra como
hipétesis de induccién que la igualdad se cumple para m — 1y m — 2, y
se probara entonces, que la igualdad también se cumple para m:

Por (18) se tiene que X,,(z) = £ [(2 — 42)(m + 3) Xp—1(z) — (m + 1) X, _2()],
luego:

_ / 2X,(x)dz =

[0,1]

B (2 —4x)(m + 1)Xm,l(x)dx + % x(m+ 1) X, _o(x)dz =

m 2
[0,1] [0,1]
m+ 1 1
= [ or — )X (@)de + P [ X () da.
m m
[0,1] [0,1]

Calculando cada integral de la expresion anterior por separado:

- /(2:1; —42*) X1 (2)dz = — /(Qx —42® +4r — 42) X, (z)dz =

[0,1] [0,1]
=2 / X, 1 (x)dr — / 4w () Xm_1(2)Xo(z)dz.
[0,1] [0,1]
Utilizando la hipdtesis de induccién y la ortogonalidad de (21), se obtiene:

1
_ /(295 ) X s (a)de = 2 (1) -0 = (1)
[0,1]

Por otro lado, haciendo uso directamente de la hipdtesis de induccion, la otra
integral da como resultado:

/ 2 Xm_o(z)de = (—1)’”%.

[0,1]
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Por tanto, la integral que se tenia por objetivo resolver resulta:

m+ 1 m+ 1 1 1
— Xp(z)de = —2 (=1 4 —— . (=1)"= = (=1)™ 12,
[ aXuapde = "k TSyl (i
[0,1]
Asi, queda probado que la igualdad se cumple para todo m > 0. O

(m+1)(m+2)
(1) (X, wXy,) = TRt d)

Demostracion. Para esta demostracion se hara uso de la siguiente igualdad,
la cual ha sido obtenida de [12](pag. 81 férmula (4.7.15)):

27T(n+3)  Fn+2)!  (n+2)(n+1)

_[(Yn(z))?(l—z?)dz = T OO ) [4}2  (n+d)

Haciendo el cambio de variable correspondiente para obtener X, (z), es decir,

haciendo z = 1 — 2z, se tiene:

Yin(z2) =Y (1 —22) = X, (),
1—22=1—(1-22)=1—1+42 — 42> = 42(1 — 2),

dz = —2dr = dz = —%dz,

y los limites de integracién quedan:

1— » z=—1=z=

z2=1—-2r —= x = 5 — 1_1

Por tanto, se tiene:

1

/(Ym(z))2 (1= 22)ds = —Q/O(Xm(x))2 a(l— 1) - (--) dz =

-1

1
—2-4. /x (1 —2)(Xpn(2))?dz = 8( X, wX,,),
0

de donde se deduce entonces que:

(m+2)(m+1)

(Xom; wXon) = 8(m + 2)
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Finalmente, una vez calculados los coeficientes, se tiene que la solucién de la ecua-
cion resulta:

u(z,t) = Z cmXom(2)e Mt + (1 —po + Z cmam,oeAmt> do(z)+

m>0 m>0

+ (po + Z cmamie”’”t) o1 (x),

m>0

(25)

donde cada X,,(x) es un polinomio de Gegenbauer,

(m+1)(m+2) _
9 ) am,O - _§a
a — (_1)m+11 c — 8w(p0)Xm(p0)(m + %)
ol " (m+ 1)(m + 2)

Am =

Paso 4. Verificacion de la solucion:
Ahora queda probar que la solucién u construida satisface las condiciones (15, 16,
17). En primer lugar, debido a que cuando =z € (0,1), u = ug, se tiene que u
satisface la ecuacién de Fokker-Planck (15):

Lu=1L <Z cme(:E)e—)‘mt> = Z Cm L (X (2))e ™t =

m>0 m>0

= Z X (1) (=Am)e M =u;  en (0,1) x (0, 00).

m>0

Ademas, a partir de la representacion (25) se obtiene:

(1) = cm X (2)dx + o + @y | € +1—po+po =
mz0 \(0,1]

= Z Cm Xp(x)dr — /(1 — )X (z)de — / X, (x)dz | e it
m20 \(0,1] [0,1] 0,1]

+1—po+po=1,

(u,z) = Z Cm / X (2)dT + apmy | €M+ po = (26)

071]

— Z Com / 2 X, (x)dz — / X, (x)dz | e + py = po,

0,1] [0,1]
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w(po) Xn(po)

(u, ’LUXn) = Cn(Xn, U}Xn)ei)\nt = m

= w(po) Xn(po)e ",

de donde se deduce que:

(u(,O) )Z ( po»l)a
(u(+,0),2) = po = (0o, ),
(U(',O),an) - (pO)X ( ) <5P07wX)

Dado que {1, z, {wX,, }n>0} es una base de Hy (por serlo {X,, },>0), tomando ¢ € Hy,
se tiene:

(Xnv wX ) =

¢:co-1+cl-x+Zcm+2me con ¢, € R, Vm > 0.

m>0

(u(-,0),0) = (u(-,0),co- L+ c1 -z + Z Crmi2WX ) =

m>0
m>0
= C0(51?07 1) + 01(5p07 $) + Z Cm+2(5p07 WXm) =
m>0
= (5poa Co - l+c-z+ Z Cm+2me) = (6p07 (b) V(b € HO-
m>0

Es decir, u(-,0) = d,, € H y, por tanto, u satisface la condicién (16).

Finalmente, de (26) se tienen también las siguientes relaciones:

(ug, 1) = / %(u l)dz = 5 /(u -1)dz = %(u, 1) = %(1) =0=(u,L*(1)),

[0,1] [0,1]
0 0 0
(ug, wX,) / a(u wX,)dr = 5 (u-wX,)dr = a(u,an)
[0,1] [0,1]
0

(‘915( w(po) Xn(po)e ™) = (=Ap)w(po) Xn(po)e Mt =
A (u,wX,) = (u, LY (wX,)).
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Dado que {1, z, {wX,},>0} es una base de Hy, para cualquier funcién ¢ € Hy se
sigue que:

¢:co-1+cl-x+Zcm+2me con ¢, € R, Vm > 0.
m2>0
Y como L* es un operador lineal, se tiene:

(ur, ¢) = (Ut,CO'1+Cl-x+Zcm+2me) =

m>0

= co(ug, 1) + 1 (ug, ) + Z Cnaa (U, wX,) =

m>0

= co(u, L*(1)) + c1(u, L*(2)) + Z Crmao(u, L' (wX,,)) =

m>0

= (u7 L*(CO Itz + Z CerZU)Xm)) = (u7 L*(¢>) va € Ho.

m>0

Es decir, u satisface la condicién (17).
Por lo tanto, u es una solucion de la ecuacion de Fokker-Planck asociada al modelo

de Wright-Fisher.

Paso 5. Unicidad de solucion:
Se puede ver de forma sencilla que esta solucion es tunica. En efecto, suponiendo
que uy y ug son dos soluciones de la ecuacion de Fokker-Planck asociada al modelo
de Wright-Fisher, entonces u = u; — us satisface:

up = (u1) — (ug)y = Lug — Lug = Lu  en (0,1) x (0, 00),
u(z,0) = uy(x,0) — uz(x,0) = 6y, () — dpy(z) =0 en (0,1),
(e, @) = ((u1)s, @) — ((u2)e, @) = (w1, L(¢)) — (u2, L(9)) =
(w1 —u2, L*(9)) = (u, L*(¢)), V¢ € Hy.

Por tanto, se tiene:

(u, 1) = (u, L*(1)) =0 = (u,1) = (u(-,0),1) =0,
(ur, 2) = (u, L*(2)) = 0 = (u,2) = (u(-,0),2) =0,
(ur, wXy) = (u, L*(wX,)) = =M (u, wX) = (u, wX,) = (u(-,0), wX,)e " = 0.

Dado que {1,z,{wX,},>0} es una base de Hy, se obtiene que, para toda funcién
¢ € Hy, se cumple (u, ) = 0, de donde se deduce que u = 0, y por tanto, ambas
soluciones son la misma.

En conjunto, se obtiene el siguiente resultado principal:

Teorema 1. La ecuacion de Fokker-Planck asociada al modelo de Wright-Fisher
posee una unica solucion.
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4. Propiedades del proceso

En esta ultima seccién se van a estudiar y calcular, del mismo modo que en
[13], algunas medidas de centralizacién de algunas de las propiedades derivadas
de la evolucién del proceso {X;}i>0, como por ejemplo: el tiempo de absorcién, la
fijacion de un alelo o la coexistencia de ambos, y la heterogeneidad.

Ademas, cabe destacar que, gracias a la solucién obtenida en la seccién anterior,
es posible conseguir de forma explicita las siguientes medidas. A continuacién, se
vera como obtener dichas expresiones:

4.1. Los momentos de orden n centrados en el origen

Para seguir entendiendo cémo funciona la evolucién del proceso, puede ser de
utilidad saber la expresién explicita para calcular los momentos de orden n: m,(t).
Para ello, en primer lugar se demostrara por el método de induccion la siguiente
igualdad:

—1} VYm > 1.

Demostracion. Dado que se trata de una demostracion por el método de induccién,
el primer paso es comprobar los casos base:

m=1 :>X0(x):1:>/$”d:r: ! :(—1)-%-{@_1)—1]

n+1 (n+1)
[0,1]
m2:>X()36:>/”(3 62)dz — — 6
= x)=3—6x 2"(3 — 6x)dz = — =
! n+1 n+2

—3n 5 1 —
(n+1)(n—|—2):(_1) 2 {(n+1)(n+2)

Una vez verificados los casos base, se supondra como hipétesis de induccién que la
igualdad se cumple para m — 2 y m — 3, y se probara que entonces, la igualdad
también se cumplird para m — 1:

Por (18) se tiene que X,,—1(2) = =5 [(2 — 42)(m — 3) Xp—2(x) — mXp—3(2)], lue-
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go:

m_ 1
/ 2" X1 (x)de = 2- p— i / 2" Xpp—o(z)do—
[0,1] [0,1]
m— 1
i [ Xt = [ ot
[0,1] [0,1]

_m—3 ((_1)m_1 [(n—l) (n—m+1) D

(n+1)...(n+m—1)

~2 B (e [t ) -
el G [ e B B
:(_Dmé[1'(2m—11_4$—_12+mﬂz1)_
C(n-1)...(n-m+2) ((2m—1)(n—m+1)(n—l—m)_
(1) (n+m) |
 (4m _m2)f(1n+1) +m(n+n:n—_1i(n+m))} _
B L e o e e e

el {(n—l)...(n—m) _1]

(n+1)...(n+m)

Por tanto, queda probado que la igualdad se cumple ¥m > 1. O

Ahora, teniendo en cuenta dicho resultado, se tiene que el momento de orden n
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= [ 2" [ Cn X (2)e ™t 4 (1 — Po + Z cmamoekmt) do(z)+

0,1] m=0 m=0
-+ (p(] + Z cmam,le’\mt> (51 (I)] dox =
m=0

= Z Cm / 2" X (z)dz | et + <p0 -+ Z cmamJeAmt) =
m=0

0,1]

0,1]

[e.9]

~t 2T U~ X e

donde, para la iltima igualdad, se ha tenido en cuenta que:

4.2. Tiempo de absorcion

Se define tiempo de absorcion como el tiempo que transcurre hasta que en la
poblacién sélo queda un tipo de alelo. Ahora, es interesante calcular entorno a qué
valor estara este tiempo de absorcion.

Sea Vp := {0,1} el dominio que representa una poblacién de un alelo, donde 0
corresponde a la pérdida del alelo Ay, esto es, la fijacién del alelo As, y 1 corresponde
a la situacién contraria. Se denota por

T(po) = mf{t > 0: X; € V| Xo = po}

al primer instante en el que a la poblacién sélo le queda un tipo de alelo, es decir,
cuando ocurre la absorcién. Nétese que T'(pg) es una variable aleatoria continua
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que toma valores en [0,00) con funcién de densidad denotada por ¢(t,py). Como
el conjunto de absorcion Vj es invariante bajo el proceso X;, es decir, si X, € V)
entonces X; € V) para todo t > s, se tiene que:

Utilizando esta igualdad y denotando por Fr(t) a la funcién de distribucién de

T (po), resulta:

OP(X; € Vol Xo = po)
ot

Fr(t) = P(T(po) <t) = P(X; € Vo|Xo =po) = = ¢(t,po).

Por otra parte, dado que:

P(X; € Vol Xo =po) = /u($,p0,t) dx,
Vo

cambiando el orden de la integral y la derivada, se obtiene que:

0
o(t, po) Z/Eu(w,po,t) dz.

Vo

De esta forma, la esperanza para el tiempo de absorcién es:

E[T(po)] = Zt¢(t,p0)dt Zot V/ %u(m, po,t) da | dt =
]

0
/tau(x,t)dt dz =
Vo 0

) 00 L 00 L
- / /ta [Z CmXm(x)e M + (1 —po + Z Conm, 0€ t> do(x)+

Vo \0 m=0 m=0
+ (po + Z cmam716_’\7"t> 01 (x)] dt) do =
m=0
= Z/(—Am)cm(Xm(x) + Am.000(T) + @ 161(2)) /te—wdt dz.
szVO o

Calculando por separado las integrales de la anterior expresion:

2
/ (= An)om X () = o / LX) (2)dz = cp, / %%@(1 )Xo (2))dr =
Vo Vo Vo
2
= cm%%/x(l — )X (z)dz =0,
T
Vo
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/(—)\m)cmamp&)(:ﬁ)dx = —AnCmlm.0,

Vo
/(—)\m)cmaml(ﬁ (x)der = —ApmCmm 1,
Vo
T —teAmt] Ooe’Amt 1 o 1
te Mmtdt = dt = ——e | =
/ ¢ /\m :| 0 + / )\m )\7271 ¢ :| 0 )\En ,
0 0
la esperanza para el tiempo de absorcion resulta:
BIT0)] = = 3 el + ) = = 3 2l + (<1711 =
bo)| = P )\m m\%m,0 m,1) — P )\m m 9 9 -
=1 > 16po(1 — po)(2m + 2)
= E— m — X m Y
2 5™ L T pm 2 )
donde, para la ultima igualdad, se ha tenido en cuenta que:
S 8po(1 — po) Xom(po)(2m + 3)
am (2m + 1)(2m + 2) ’
(2m+1)(2m+2)
Aom = .
2
De forma analoga, el momento de orden 2 es:
E[(T(po))?] = /t2¢(t po)d /t2 /—u x,po,t) dz | dt =
0
[,0
= / t2au(x t)dt | de =
Vo 0
-y / (—A)em(Xom (@) + amodo() + amads(z)) / e ntdt | da.
m= OV 0

Teniendo en cuenta los resultados de las integrales ya calculadas y resolviendo la
nueva integral de la anterior expresion:

T 20— Amt 9 T 1 2

2 Mtdt = B N -
/ ¢ A ] A / Ao A2
0 0



el momento de orden 2 para el tiempo de absorcién resulta:

PTG = =3 Srenlomo + o) = =3 (5 + (1)) =
> 9 > 64po(1 — po)(2 m+§)
:%E%:; G+ p(em 2y o)

donde, para la ultima igualdad, se ha tenido en cuenta que:

8po(1 — po) Xam(po)(2m + 3)

Com = Cm+1)@2m+2)
 (2m+1)(2m +2)
2m — 2 .

4.3. Probabilidad de fijacion y probabilidad de coexistencia

Se ha visto que la absorciéon engloba dos situaciones: la desaparicién del alelo
Ag, es decir, la fijacién del alelo Ay, o por el contrario, la pérdida de A;, es decir,
la fijacién del alelo A;. La pregunta que surge entonces es con qué probabilidad
ocurrird cada una de estas situaciones. A continuacion, se da la respuesta a esta
pregunta.

La probabilidad de fijacion para A, es:

P(X; =0|Xo=po) = /u(ac,t)dx =
{0}

/ Z _Amt + <1 — Po + Z Cmam,()e_)\mt> 50([L‘)+

{0} m= m=0

+ (po + Z cmam,le—Amt> 5y(x)dz =
m=0
oo _1 [ee]

= Z cm)\— / A X (2)d - et 4 / (1 — Dpo + Z cmamvoe_Amt) do(z)dx+

) {0} m=0
" / (p 0D CmamvleAmt> 1 (z)de =

m=0

{0}

- _ 8po(1 — po)(m + 32) _
—1— o Amt —1— Xm )\mt‘
Do + E Con i, 0€ Po— 3 mEO (m 1) (m+2) (po)e

m=0
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Andlogamente, la probabilidad de fijacién para A; es:

P(X, = 1]Xp = po) = /u(x,t)dx _

{1}
Z/Zcmx (w)e " + (1— o+Zcmamoe mt> () +
y "
+ (po + Z cmamﬁle_)‘mt) o1 (x)dx =
m=0
> 1 > 8p0 0)(m + §) 7
_ Amt _ : 1)m+ 2) x At
po + mzzocmam,le +5 mzz CESCED) m(Do)e

En contraposicion, otra cuestion interesante es saber con qué probabilidad se
va a dar la coexistencia de los dos alelos, A; y As:

P(XtG(Oal)‘onpo)Z/ (IEtdﬂS—/Zcm m(z)e ™ miy

(0,1) ©0,1) =0

+ (1 — Po + Z Cmam,Oe/\mt> 50(]7) + (p[) + Z CmamyleAmt> 51 (x)dx =
m=0

m=0
= Z Cm / Xp(z)da - e
m=0(0,1)

Resolviendo la integral de la anterior expresion:

/X d:c_/X dx—/X dx_/(1—x+x)X()d

(0,1) {oyu{1} [0,1]
0 si m es impar

1 si  m es par

Luego, se obtiene que la probabilidad de coexistencia es

P(X, € (0,1)[Xo=po) = > _ come™ ! =

_ i 8po(1 — po)(2m + 2)

Xom(po)e 2mt.
m T Dem T2 e
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Observacidn.

1. Tal y como deberia, las tres probabilidades anteriores suman 1:

P(X; € [0,1]|[ X0 = po) =

= P(X, = 0|Xo = po) + P(X; = 1| Xo = po) + P(X; € (0,1)| X0 = po) =
1 i 8po(1 — po)(m + 3)
24~ (m+1)(m+2)

8po(1 —po)(m + 3) _
m+1 2 X Amt
+po+ 5 Z (m+ (m+ 2 m(po)e "™+

Xm (pO)e_Amt+

=1—=po—

n Z 8170(1 —Po)(2m +3)

X " —Xomt —
m T DEam T3 e

= 8po(1 — po)(2m + 2)
=1-2 (2m + 1)(2m + 2) X

om (po)e™2m 4

5 8p0(1 — po)(2m + 2)

Xop(po)e 2t = 1.
Cm T @mt2) SamPoe

2. Con el paso del tiempo, P(X; = 0|Xo = po) y P(X: = 1|Xo = po) tienden a
1 —po y a pg, respectivamente. Sin embargo, la probabilidad de coexistencia
de los dos alelos tiende a 0 con el paso de las generaciones.

4.4. Heterocigosidad

Dado que la poblacién termina siendo homocigotica, es decir, los individuos
heterocigdticos se extinguen, un aspecto interesante es analizar la rapidez con la
que esto ocurre. Para ello, es necesario el concepto de heterocigosidad (o hetero-
geneidad), el cual se define como la probabilidad de existir heterocigotos para un
locus en particular. Asi, puesto que X; = 1;2]1\\? describe el niimero relativo de alelos
de tipo A; que hay en la poblaciéon en la 2Nt-ésima generacion, la probabilidad
H; de que en un mismo locus cualquier par de alelos sean diferentes entre si viene
dada por:

Ht — 2Xt<1 - Xt),

ya que hay dos casos equiprobables: que el primer alelo sea A; y el segundo A,, o
al contrario.
De hecho, como H; es una transformacién de la variable aleatoria X;, se tiene que
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H; también es una variable aleatoria y, asi, su esperanza resulta:

E[H;| = / 22(1 — z)u(z, t)de = / 22(1 — ) - 1 u(z, t)dz = 2(u, wX,) =
[0,1] [0,1]
72 23 1
= 2(COX0, on)ef/\Ot = 200 / x(l — x)dx . 6*)\0t — 200 |:? _ §:| 67}\0t —_
0
[0,1]

3
_ 20016401& _9. 8w (po) Xo(po)3 1
6 2 6

e" = 2w(po)Xo(po)e ™.

Como Xo(po) =1 y:

E[Hy) = / 2x(1 — x)u(z,0)dx = / 22(1 — x)0p, (z)dz = 2w(py),
[0,1] [0,1]

se obtiene que
E[H;] = E[Hyle™".

Por tanto, se deduce que la heterocigosidad decrece exponencialmente hacia 0 con
el paso de las generaciones.

5. Conclusiones

Uno de los aspectos importantes a destacar de este trabajo es lo significativo
que ha resultado el paso de un proceso discreto a una aproximacion por un proceso
continuo. Esto ha permitido estudiar el comportamiento en funciéon del tiempo de
la frecuencia alélica que se ha considerado, pues de este modo, se ha podido ma-
nejar una funcion continua, la cual representaba la funcion de densidad de dicha
frecuencia.

Durante el estudio de esta frecuencia alélica, se ha tratado la solucion propuesta
en [13], la cual ofrece mejoras respecto de la solucién obtenida por Kimura en [6].
Esencialmente, se trata de la misma solucién en el intervalo (0, 1), sin embargo,
esta nueva solucién refleja las transiciones desde la presencia de ambos alelos a
la pérdida irreversible de uno de ellos. De este modo, mientras que esta solucion
deforma continuamente el estado inicial d,,(z) a pedi(x) + (1 — pp)do(z) a medida
que avanza el tiempo desde 0 hasta oo, en el trabajo de Kimura se asumia que el
estado de absorcion se alcanzaba, pero no se conocia como llegaba el proceso hasta
ese estado.
Obsérvese que esta mejora la aporta el considerar una solucién dependiente de
pardmetros y hallar dichos pardmetros teniendo en cuenta la nueva condicién (17),
tal y como se ha llevado a cabo.
Ademads, una ventaja que ofrece es poder calcular de forma explicita y sencilla las
probabilidades de interés del proceso. Asi, por ejemplo, aunque por ambos métodos
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se llega al mismo resultado, en este trabajo se han calculado los momentos de orden
n mediante su definicién, mientras que, para ello, en la investigacion de Kimura se
resuelve la ecuacién (7), lo cual resulta més complejo.

Por tltimo, nétese que, aunque en este trabajo se ha tratado la evolucion de
la frecuencia relativa de un alelo, no se ha conseguido conocer el valor exacto de
esta frecuencia en funcién del tiempo, sino que se ha conseguido conocer solo su
densidad de probabilidad. Realmente, aunque no se conoce el valor exacto (salvo en
el instante inicial), se ha visto que su funcién de densidad aporta suficiente infor-
macién para entender cémo evoluciona esta frecuencia y obtener las probabilidades
de ciertos sucesos de importancia, como la pérdida de uno de los alelos o el tiempo
de absorcion.
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Apéndice A

Durante el desarrollo de este trabajo se ha hecho uso de la siguiente afirmacion:
“Los polinomios son densos en el espacio de funciones de cuadrado integrable en
el intervalo unidad”. Para demostrar este resultado, son necesarios los siguientes
teoremas auxiliares, cuya demostracion se puede consultar en [1] (pag. 105, teorema
1.12.30) y [10](pag.69, teorema 3.14), respectivamente.

Teorema 2 (Teorema de aproximacion de Weierstrass). Toda funcion continua
en un intervalo compacto K puede ser aproximada uniformemente por polinomios;

es decir, el conjunto de los polinomios de una variable es denso en el espacio de
funciones (C(K),|| - |]oo)-

El anterior teorema indica que, si f es una funcién continua, entonces existe un
polinomio de una varibale ¢(z) tal que, para € > 0, se tiene ||f — q|| < €.

Teorema 3. Sea un espacio topologico X , entonces para cualquier e > 0 y para toda
funcién f € L*(X), existe una funcién continua g € C(X) tal que ||f — gl|2 < €.

Ahora, ya puede verse el resultado (obtenido de [11]) que probard la afirmacién
citada. Para ello, simplemente habra que tomar como K el intervalo unidad.

Teorema 4. Sea K un intervalo compacto, el conjunto de los polinomios es denso
en el espacio de funciones de cuadrado integrable: L*(K).

Demostracién. Dado e >0y f € L?(K), por el Teorema 3, se tiene que existe una
funcién g € C'(K) tal que || f —g||2 < §. Luego, si se prueba que, para un polinomio
q(z) se cumple que
€
Hg - Q| ’2 < 57
se obtendria el resultado aplicando la desigualdad triangular. Por tanto, queda
verificar (27). Se tiene que,

I = all: = ( [ (060) = oty dx);

Luego, ver que se verifica (27) es equivalente a comprobar que se cumple
2

| o) = ato)? o < (28)

Ahora, por el teorema de aproximacién de Weierstrass, por ser K un compacto,
existe un polinomio ¢(z) tal que ||g — ¢||oc < — (donde la norma ||- ||~ es sobre

2¢/IK|
K y |K| denota la medida de K). Por tanto,

(27)

€2 €2

[ (o) =ato)? do < lg—alfe [ do < Kl =5

lo que implica que se cumple (28) y, por tanto, (27). Finalmente, haciendo la
desigualdad triangular se obtiene el resultado:

€ €
I1f—=dlle <If —gll2+lg —dqll2 < st =€
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