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Resumen:

En este trabajo se presenta el formalismo de la mecdnica cudntica en el espacio de fases. En
especial, se ha estudiado el formalismo de Wigner, ya que en él existe una teoria de perturbaciones
equivalente a la de la mecdnica cuantica en el espacio de Hilbert. Posteriormente, se introduce
la métrica de Schwarzschild con la que puede describirse el espacio-tiempo cercano a los agujeros
negros. A partir de esta métrica es posible derivar un potencial efectivo que, junto a la teoria
de perturbaciones antes mencionada, permite obtener resultados para la primera correcién de la
energia de un electrén y un agujero negro ligados.

Abstract:

This work will present the formalism of quantum mechanics in phase space. In particular, the
Wigner formalism will be studied, as it provides a perturbation theory equivalent to that of Hilbert
space quantum mechanics. The Schwarzschild metric, which describes the space-time near black
holes, will then be introduced. From this metric, it is possible to derive an effective potential that,
together with the perturbation theory, will allow us to obtain results for the first correction to the
energy of a bounded state of an electron and a black hole.
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Objetivos y metodologia

Este trabajo tiene dos objetivos principales, por un lado, familiarizarse y comprender el formalis-
mo simpléctico de la mecanica cudntica, y por otro, aplicar estos conceptos a un problema concreto.
Para ello, se ha buscado la manera de entremezclar el formalismo con la métrica de Schwarzschild.
En general, este procedimiento no sera facil, por lo que se usard la teoria de perturbaciones para
encontrar las correcciones a la energia de un sistema ligado formado por un electrén y un agujero
negro descrito por esta métrica. Para este trabajo de fin de grado, se ha seguido una metodologia
de trabajo en grupo. Mediante reuniones semanales, desde principios de curso con el supervisor y
el resto de sus alumnos se han sentado las bases del formalismo simpléctico para, posteriormente
resolver un problema haciendo uso de las herramientas adquiridas.

1. Introduccion

El formalismo simpléctico se remonta a principios del siglo XX. Este formalismo trata en pie
de igualdad la posicién y el momento, y es completamente equivalente al del espacio de Hilbert.
El desarrollo del mismo fue realizado principalmente por cuatro autores: Weyl, Wigner, Moyal y
Groenewold. En el ano 1927, Weyl [1] publicé un articulo en el que introdujo la transformada que
lleva su nombre, que describe como pueden relacionarse funciones en el espacio de fases con opera-
dores en el espacio de Hilbert. Unos afios més tarde, en 1932 Wigner utilizé estos resultados para
lograr formular la mecénica cudntica en el espacio de fases [2]. Finalmente, Moyal [3] y Groenewold
[4], de manera independiente, extendieron el formalismo de Wigner, introduciendo la manera en
la que se multiplican funciones segun las reglas de la mecdnica cuantica. Posteriormente, mediante
el trabajo de otros autores se comprobd que esta no era la tnica manera de definir la mecanica
cuantica en el espacio de fases, y que hay otros formalismos equivalentes que difieren en la regla de
asociacién entre variables y operadores.

El objeto fundamental de estos formalismos son las funciones de pseudoprobabilidad, que son
equivalentes a las funciones de probabilidad de la mecéanica clasica, pero relajando algunos de los
axiomas de Kolmogorov para asi, respetar el principio de incertidumbre. A pesar de que se intro-
ducirdn varias de estas funciones (Sec. 2), la mayor parte del trabajo estara centrada en la teoria
desarrollada por Weyl y Wigner (Sec. 3). Durante la realizacién de este trabajo, se ha podido es-
tudiar también la formulacién de Husimi [5] y su relacién con el espacio de Segal-Bargmann, no
obstante, solo se hard una breve mencién a ella en la seccién 2. Esto se debe a que los principales
calculos del trabajo se realizan en el formalismo de Wigner y, por tanto, se ha optado por explicar
este en profundidad. La principal ventaja que tiene el formalismo de Wigner sobre el de Husimi es
que la teoria de perturbaciones esta desarrollada y solo con esta serd posible obtener la energia a
primer orden de los primeros estados de un electrén y un agujero negro ligados.

Para realizar este calculo se necesitard, ademas, describir el espacio-tiempo del exterior de los
agujeros negros, para lo que se usard la métrica de Schwarzschild. Con esta métrica es posible
obtener una ecuacién radial en analogia al caso newtoniano. Esto permitird deducir un potencial
efectivo que servird para definir el hamiltoniano del electrén y asi, introducirlo en la ecuacion de
Schrodinger (Sec. 5.2). Por tltimo, es importante destacar que el término relativista de este po-
tencial sera tratado como una perturbacion. Por este motivo, se ha incluido una estimacion del
orden de magnitud de la masa del agujero negro, a partir de la cual la correccién relativista puede
considerarse como una perturbacién al potencial newtoniano.

Una vez obtenido este limite, se resolverd la ecuacién de Schrédinger para el potencial newto-



niano conectando este con el potencial arménico (Sec. 5.2). Posteriormente, usando la transformada
de Weyl se ha logrado obtener las funciones de Wigner para estas funciones de onda. Ademds, se
ha resuelto nuevamente el mismo problema sin necesidad de emplear la ecuacién de Schrodinger,
utilizando tinicamente herramientas del formalismo simpléctico. Una vez obtenidas las funciones de
Wigner se han calculado algunas magnitudes y posteriormente, se han comparado con los resultados
de la mecdanica cuantica usual.

2. Formalismo simpléctico

El trabajo comienza, por tanto, definiendo las funciones de pseudoprobalidad. Como ya se ha co-
mentado en la introduccién, existe una gran variedad de estas. Esto se debe a que al ser la mecénica
cuantica una teoria no conmutativa es necesario definir una relacién entre operadores y variables,
y esta puede definirse de distintas formas. No obstante, todas las funciones de pseudoprobabilidad
permiten calcular los valores esperados de los observables cudnticos de la siguiente manera:

77 3(6.5.0)A6. )] = [ [ dadp Ata.p.0F (@.0.0) (21)

donde A es una funcién escalar que se obtiene sustituyendo en la expresion de A los operadores p
y ¢ por variables escalares p y q con una regla de asociaciéon determinada. Sin embargo, no existe
una tunica manera de definir la funciéon F' debido a la no conmutatividad de los operadores. Para
comprender de manera més intuitiva este hecho, se puede recurrir a un ejemplo. Si, por un lado,
se calcula el valor esperado del operador e®d+n?.

Tr [p“ei&j””ﬁ] = // dqdp TP E(q. p,t), (2.2)
y por otro se hace lo mismo para el operador e*4e?:
Tr [ﬁeif(jemﬁ} = // dqdp eI (g, p,t), (2.3)

se puede comprobar que la funcién F' de la ecuacién (2.2) es necesariamente diferente a la funcién F
de la ecuacién (2.3). En consecuencia, se observa claramente que segun la regla de asociacién entre
operadores y variables que se escoja la funcién de pseudoprobabilidad serd distinta. No obstante,
es posible, segiin Cohen [6], definir una clase general de funciones de pseudoprobabilidad de la
siguiente forma:

71 [pfene | = [ [ dadp 1w, p.), (24)

que es equivalente a:
1 A . )
Pl = o [ [ dcanteipre mesinmyeisim, (2.5)

donde cada eleccién de f(&,n) corresponde a una regla de asociacién diferente y por tanto a una
funcién distinta. Con esta expresion, ademas, es posible obtener la funcién de pseudoprobabilidad
de un estado puro p = [¢)(¥|:

42 2
De esta manera, queda claro que dependiendo de la regla de asociaciéon que se elija entre variable

y operadores se obtendran distintas funciones de pseudoprobabilidad. Las méas usadas en fisica
quedan recogidas en la tabla 1.

1 x h h —i in(q'—q) ,—i
Fl(q,p,t) = /dﬁdndq’@b (q’+§777t)¢(Q'* ~n,t)e P (€, n)e M D e e, (2.6)



Funcion Regla ¥
Wigner etq+inp oy oi€G+inp 1
Standard-ordered eainp ¢y i€q+et ™’ e~ thén/2
Kirkwood elatinp (y P pi&d o—ihén/2
Husimi cibatinp — quB*—v*B .y o—v*bo—vbl | —|v[?/2

Tabla 1: Reglas de asociacién para las funciones de pseudoprobabilidad méas usadas en fisica [7].

3. Formalismo de Wigner-Weyl

Segtin lo visto en la seccién anterior, dependiendo de la definicién de la funcién f(£,n) se pueden
obtener distintas funciones de distribucién; no obstante, este trabajo esta centrado en la eleccién
maés sencilla, f(£,n7)=1, que es equivalente a la regla de asociacién de Weyl [1]:

ellatinp . SHEGtinp (3.1)

Con esta eleccion la ecuacion (2.5) se puede escribir como:

1 NUSPIC I
W(Qapvt) = 42/ dfdﬁ Tr [ﬁ(q’ﬁ’t)ezfq-f—mp] e—zfq—znp’ (32)
T
siendo esta la funcién introducida por Wigner [2]. Para estados puros:
1 . h h i
Wianit) = 5 [ dnw'la+ Gnovla— gnte (33)

Con esta funcion es posible calcular el valor esperado de un operador como:

(A) = // dgdp W (q,p,t)A(g, p, ). (3.4)

Sin embargo, para utilizar esta expresion es necesario encontrar la transformada de Weyl de dicho
operador. El caso mas sencillo es el de un operador que dependa tinicamente de Z:

A(#) = /dy e (x4 %| Az - %) - /dy e~ 1 Az — D)s(y) = Az). (3.5)

Es decir, la transformada de Weyl para un operador asi, tendrd la misma expresion cambiando
Unicamente el operador & por la variable x. Para un operador que dependa tunicamente de p se
puede realizar el mismo calculo, pues es posible definir la transformada de Weyl también en la
representacién de momentos [8]. Por tanto, otra de las ventajas de este formalismo sobre el resto
de las formulaciones en el espacio de fases es que la expresion de los operadores hamiltonianos del
tipo H = T(p) + U(&) en este espacio es simplemente H = T(p) 4+ U(x). Por ltimo, la expresién
para un operador general de la transformada de Weyl es:

A=d [A] = (27r1h)2 //// d¢dndqdp A(q’p)ei(i(dft])Jrn(ﬁfp)). (3.6)

Ademas, al tratarse de una funcién inyectiva, admite inversa, por lo que la transformada inversa
de Weyl se define como:

T y hooao ok
Alg.p) =27 [4] = [anemiq+ Saldlg - S, (37)

No obstante, con esta expresién serd dificil obtener la transformada de Weyl de operadores que
dependan de ¢ y p, por tanto, en la practica serd més ttil emplear la expresion introducida en [9]:

nm_i . TN a1 ~m Al
q"p —2nz<l>q g (3.8)

=0




3.1. Ecuacion de autovalores

Una vez introducida la funcién de Wigner y la transformada de Weyl, con las que se puede
encontar los valores esperados de los observables, queda por explicar si para un hamiltoniano dado
es posible obtener directamente la funciéon de Wigner sin necesidad de resolver primero la ecuacion
de Schrodinger. Esto se puede realizar y, de hecho, la dindmica del sistema queda completamente
definida mediante la ecuacién de Moyal, que es una extension del teorema de Liouville de la mecanica
clasica [10]:

of Hxf—fxH
A _J T _(IH 3.9
- = {H. 1)), (39)
donde se ha introducido el producto estrella [4]:
it (5 By —Op0y )
=2 q0p pq' (310)

En la parte derecha de la ecuacién (3.9), ademads, se ha introducido el corchete de Moyal, cuyo
correspondiente operador seria el conmutador de la mecdnica cudntica. Ademés, es posible ver
mediante una expansién en serie en i que se puede recuperar el corchete de Poisson cuando A —
0. En la practica se puede evaluar el producto estrella mediante los Bopp shifts:

1= 1=
A(q,p) *» B(q,p) = A(g + 5U0p, p — 5171&1) - B(q,p). (3.11)

Con esta expresion se puede relacionar la ecuacién de Moyal con la energia, obteniendo una ecuacién
de autovalores semejante a la de Schrodinger que se puede resolver para encontrar la funcién de
Wigner:

H(xz,p)«W(x,p) =W(x,p)x H(x,p) = H(x + %ihé;,p - %iha—;)W(x,p) = EW(x,p). (3.12)

3.2. Teoria de perturbaciones en formalismo de espacio de fases

En el formalismo de Wigner existe, ademds, una teoria de perturbaciones como en el caso de
la mecénica cudntica convencial. Una de las caracteristicas de mayor importancia de la teoria de
perturbaciones en el formalismo de Wigner es el ser autocontenida y, por tanto, no necesita hacer
referencia al formalismo de Hilbert [11].

Partiendo de un hamiltoniano separado entre su parte libre y perturbada:

H = Hy+ \H,, (3.13)
siendo la ecuacién de autovalores:
H(z,p) » W(z,p) = W(z,p) * H(z,p) = En(A\)Whn(z,p), (3.14)
es posible realizar una expansiéon de £y W en potencias de A de la siguiente manera:
E,=E+\E} + N2E2 1 ... (3.15)

Wy, = W2+ AW, + NP W2+ ... (3.16)

Con lo que se obtienen las siguientes ecuaciones para los dos primeros érdenes que son los que
tienen interés para este trabajo:
0 _ 707570
Hox W, = E, W, (3.17)

Ho* W)+ HyxW? = EW,} + ELWy. (3.18)



Ahora, multiplicando (3.18) por W2« por la izquierda,
W2 x Hyx W,r + WO s Hy x W2 = EXWO 5 WOWP0 4+ ESW2 « WP, (3.19)
y simplificdindola utilizando (3.17) la ecuacién se puede escribir como:
Wox Hy W2 = E}W? « WP, (3.20)

Sin embargo, para resolver esta ecuacion, es necesario introducir primero algunas propiedades del
producto estrella y las funciones de Wigner [11]:

1

Wi * Wy = —0pm W, (3.21)

2mh

1
/dxdem(x,p)W;(x,p) = ——0mn. (3.22)
27h
También se necesitara la siguiente relacion entre dos funciones f y g del espacio de fases:

/d$dpf*g = /dmdpg*f = /dxdpfg. (3.23)

Por tanto, si ahora se escribe la ecuacién (3.20) como:
/ dzdpEl W2 « W0 = / dxdpW? « Hy » W2, (3.24)

es posible utilizar las ecuaciones (3.21), (3.22) y (3.23) para obtener la expresién de la correccién
de la energia a primer orden:

El = / dxdpH,W?. (3.25)

4. Agujero Negros y la métrica de Schwarzschild

Tras haber presentado las principales herramientas del formalismo del espacio de fases, se in-
troduce en esta seccién la métrica que se va a utilizar para describir el agujero negro, la métrica
de Schwarzschild. La métrica de Schwarzschild es una de la primeras para las que se encontré solu-
ci6én a las ecuaciones de Einstein [12]. Esta, no solo describe el campo gravitatorio de una estrella
esférica, sino que, también, permite describir agujeros negros estaticos, es decir, aquellos que no
tienen carga eléctrica o momento angular. En general, el iinico pardmetro que distinguira este tipo
de agujeros negros serd la masa. Esta geometria se puede describir con el siguiente elemento de
linea:

-1
ds* = — (1 - 2GM> (cdt)? + <1 - 2GM> (dr)? + r*(d6* + sin*0d¢?), (4.1)

cAr c?r
Y tiene las siguientes propiedades [13]:

= Es independiente del tiempo, luego existe un vector de Killing asociado con la simetria bajo
desplazamientos en el tiempo.

= Tiene simetria esférica, por lo que tambien tiene vectores de Killing asociados a esta simetria,
en concreto, el méas importante estd asociado a la variable ¢. Esto hace que la variable r
tenga una interpretacién muy directa, no es simplemente la distancia al centro, sino que esta
relacionada con el drea de la dos-esfera con r y t fijados.

» Enr = 2GM/c? existe una singularidad coordenada que puede ser solucionada con un cambio
de coordenadas, por ejemplo, a las de Eddington-Finkelstein. No obstante, para este trabajo
no sera necesario.



4.1. Potencial efectivo

Como la métrica de Schwarzschild es independiente del tiempo y tiene simetria esférica, se
pueden utilizar las leyes de conservacion de la energia y del momento angular para facilitar la
derivacién del potencial efectivo [13]. Para ello, se pueden usar los vectores de Killing £ y n para
obtener las cantidades conservadas aprovechando que la métrica es independiente del tiempo y del
angulo ¢. Ademas, durante este calculo se usaran unidades naturales que se reintroduciran al final
del mismo. Las expresiones explicitas de las cantidades conservadas son:

2M\ dt
db
= . = 2¢in? —_— 4.
l=n-u=rsin (G)dT, (4.3)

donde e y [ son la energia y el momento angular conservados por unidad de masa en reposo y u
es la cuadrivelocidad. La conservacion del momento angular implica que la érbita de la particula
ocurrird en un plano de la misma manera que en el caso newtoniano. Por tanto, para el resto de la
discusion podemos elegir un angulo 6 en concreto sin que cambie la fisica, por lo que escogeremos
6 = 7/2 y por tanto u? = 0. Por tltimo, existe una cantidad conservada més, que se deduce de la
normalizacién de la cuadrivelocidad:

u-u= gagutu’ = 1. (4.4)

Particularizando (4.4) para el caso de la geometria de Schwarzschild se obtiene:

(1= e 1 W) (W) + 12 (u?)? = —1, (45)

Que usando (4.2) y (4.3) puede reescribirse como:

oM\ ! oM\ ! far\? 12
—(1-2= 24 (122 = L 4.
(7)) (%) (3) 5 (19

Desarrollando nuevamente la ecuacién:

CAEAeD) @

Si ahora, definimos la constante £ = 62771 y el potencial Vg como:
M P? MI?
Ve =—— 4+ —5 — ——
eff ro 2r2 r3
y en este 1ltimo, se reintroducen las constantes sustituyendo t y 7 por ct y ¢r y M por GM /c?:

Lo _ L[ GM P GMP
off — 22 r 212 c2rd3 )’

9 (4.8)

(4.9)

es posible definir una energia Eny = mc?E para poder tener una ecuacién anéaloga a la radial del
tipo newtoniano, si ademas, se introduce L = [ - m, la ecuacion radial se puede escribir entonces

CcCOMmao: 9 ) )
Ey="2 <d7"> n (— GMm , L7 _GM ) . (4.10)

2 \dr r omr2  2mrs
Con lo que finalmente el potencial queda:

GMm L2 GMIL?
r 2mr2  c2mrd’

Vo = — (4.11)

Siendo este el potencial que se va a emplear en las secciones posteriores para resolver la ecuacién
de Schrédinger de una particula moviendodse en esta métrica.



5. Funcion de onda para el potencial de Schwarzschild

En esta seccién se calcularé la funcién de onda de un electrén bajo la accién del potencial de
Schwarzschild para obtener posteriormente la funcién de Wigner. A pesar de que hay articulos
que resuelven el problema de manera exacta [14] y otros en los que se trata el problema usando
la ecuacién de Klein Gordon [15], en este trabajo se optard por un tratamiento perturbativo [11],
debido a la dificultad para obtener la funcién de Wigner para el problema completo.

5.1. Masa maxima del problema

En primer lugar, en analogia con el atomo de hidrégeno, definiremos un ’radio de Bohr’ gravi-
tatorio: 12 12
CG-m2-M kme
Ahora, para que tenga sentido el tratamiento perturbativo se calculard el orden de magnitud de la
masa a partir de la que es posible tratar el término relativista como una correccién. Esta condicién
se puede expresar como:

(5.1)

Qg

GMm, GM (L?)
(r) c?m (r3)’
Esta estimacién se hard para el primer excitado n = 2 con [ = 1, pues es el estado para el que se
calculara la correccién:

(5.2)

3 2h2
) | (5.3)
(r) = *mg
Utilizando los valores de la tabla 2: 5 )
210a 2h
g - (5.4)
dag c*mz
Como consecuencia la masa tiene como limite superior:
V24ch
M< Y20 M < 1,610 ke, (5.5)

Gme

Para préximas secciones se han calculado los valores para una masa de M = 10'* kg, pero es
muy facil generalizarlo para cualquier valor de M’ que cumpla la condicién para el limite superior.
Utilizando de nuevo los valores de la tabla 2 el radio serd entonces:

101 &
(r) = 3,97 10710 <M,g> m. (5.6)
Se comprueba ademas que el radio de Schwarzschild de esta masa es menor que el promedio de la
posicion:
re=—g- = 1,48 1077 - <1014 o m. (5.7)

La masa que se ha obtenido es muy pequeinia, por lo que que no existe ninguna opcién de que el
célculo sea vélido para agujeros negros estelares. No obstante, segin [16] podrian existir agujeros
negros primordiales como solucién al problema de la materia oscura en un rango de masas entre:

6,65-10"% kg < m < 7,6 -10'® k. (5.8)

Por tanto, la correccion seria valida en este caso. El calculo entonces se realizara para el caso de
un electrén y un agujero negro primordial ligados en el rango de masas 6,65 - 10'3 kg < M’ <
1,6 - 1016 kg.



5.2. Calculo de la funcién de onda de un electrén para el potencial newtoniano

Para calcular la funcién de onda del electrén se parte del potencial efectivo de Schwarzschild
descrito por la ecuacién (4.11), y despreciando la correcién relativista se obtiene el potencial new-
toniano que es el que se utiliza para resolver la ecuacién de Schrédinger:

h? v _ GmeM
2me T

[ —E]-¢y=0. (5.9)
Para resolver esta ecuacion, se multiplica por 4r y se realiza la transformacion de Kustaanheimo-
Stiefel que se explicard mas detalladamente en el anexo A. Con esta transfomacién la ecuacién (5.9)

queda [17]:

2
[;—mvi — 4Bs* — 4GMm,.] ¢ =0, (5.10)
con:
2 i &
j=1 8§j

Una vez obtenida esta ecuacién se puede hacer una equivalencia entre -4FE' y mGQMQ, 4GMm y Nhw,
donde N = nj + n9 + n3 +n4 + 2, con lo que se obtiene:

—2G?M?m?

En = — o

(5.12)

Por otro lado, se puede resolver la ecuacién de Schrodinger de manera semejante a como se resuelve

(202,03
el dtomo de hidrégeno [18]. Con ello se obtiene que el espectro de la energia es E, = %,
asi el espectro de este oscilador es equivalente a la energia del potencial de Newton con 2n = N.

Ahora, resolviendo (5.10) se obtiene que las funciones de onda son:
4 2 2
¢n1n2n3n4 = H Cn; - 6_(a /2)-£j Hnj (Oégj)7 (513)
j=1

con ¢, = (a/y/m2"n!)'/? una constante de normalizacién, H,,(a) los polinomios de Hermite de
orden n y a = (mew/h)"/? = (4/ayN)/2. Sin embargo, en [17], no se tiene en cuenta que estas
funciones de onda todavia no tienen la degeneracion correcta . Esto se debe a que no se ha utilizado
la condicién de ligadura p,, = 0 en la transformacion de los momentos A.7. Por tanto, para que la
funciones de onda sean las correctas se debe tener en cuenta explicitamente la condicién de ligadura
que usando A.7 con p,, = 0 quedara como:

Lig =& P — &P = &3Py — §4P3 = Lag. (5.14)

Esta relacién puede ser explotada utilizando el formalismo del espacio de fases, y como se vera
en la seccion 6.2 esta condicién es equivalente a m; = mo. Esta condicién implica que el atomo
de hidrégeno es equivalente a dos osciladores armdnicos isétropos con el mismo momento angular
m. Con esta condicién la degeneracién es la correcta, habiendo n? estados para cada energia. No
obstante, al no estar bien definido en esta base el niimero cudntico m, en general serd dificil obtener
que estados son los fisicos. Para encontrarlos, habria que expresar las funciones de onda 1, como
combinacién lineal de las funciones de onda de la ecuacién (5.13). Este procedimiento ha sido
generalizado por Chen [19]. Sin embargo, para este trabajo solo se empleardn los dos primeros
estados:

$1,0,0 X 10,0,0,0 (5.15)



a1 +1 X (Y1,01,0 — %0,1,01 £ 100,110 £i1,00,1) (5.16)

Se puede comprobar facilmente que, en caso de no utilizar la ligadura, por un lado existirian
estados con energias distintas al &tomo de hidrégeno, que serian las soluciones con N impar y, por
otro lado, la degeneracién de los estados con la energia correcta seria la de un oscilador armonico

: . —3)!
de 4 dimensiones, (7;,3,) L

6. Calculo de la funcién de Wigner del potencial newtoniano

6.1. Funcién de Wigner en la base de autoestados de la energia

Una vez obtenidas las funciones de onda, es posible obtener su funcién de Wigner, que en el
caso 4-dimensional se puede escribir como [20]:

W(£17 CIEaE ,547]71, cee 7p4 4h4 / / dyl dy4€ (q1y1+ +q4y4)/h

V(& 4y, bt )& — - 8 — ), (6.1)

donde p1,...,ps son los momentos conjugados de &£1,...,&4, es decir, aquellos que satisfacen las
reglas de conmutacién canénicas {&;,pi} = 0;5. Sustituyendo (5.13):

7a2 2
W(ﬁl?'-'7€47p17"'7p4 4h4/ / dyl dy4H‘C ’2 (é yﬂ)

teQJy]/hH:;j(a(é'j + ) Hnj(a(& —y;)). (6.2)

Ahora, se ha de trabajar esta expresién. En primer lugar se tratan los polinomios de Hermite, y
tras sumarles y restarles 8 = ig/ah, definir 2; = a(y —iq/a?h?) y utilizar H,(—z) = (—1)"H,(z),
se pueden reescribir como:

Hyi(a(& + yi)Hnj(a(&G — y5)) = (=1D)"Hpi(z + B; + of)Hnj((z — Bj — agj). (6.3)
Por otro lado, si se multiplica la expresién (6.2) por e , se opera y se sustituye la variable de
integracion por la z que se ha definido anteriormente, la funcién de Wigner queda como:

2&2_,’_52

4
(517 "a£4ap17'-'>p4 674 H(2

)™
ing
/ dzje” S H (25 + B + &) Hnj(zj — B — afj), (6.4)

que usando la expresién definida en [20]:

o0
| a4 Bl - 8- ) = VAL - ), (65)
—0o0
permite escribir finalmente la funcién de Wigner como:
4 2
—p3/2
Wi mams.na (01, P25 3, pa) H Dme 2L, (p3), (6.6)
!Esta férmula se deduce del caso general del nimero de formas de distribuir n objetos indistinguibles en k cajas
(n+k—1)
k—1



donde se ha definido p = [2(a?¢% + ¢?/(a?h?)]"/2. Ademés, como en el caso de las funciones de onda
de las funciones de Wigner tienen la misma ligadura m; = mo. El estado fundamental es entonces:

1
mipt

(2,2, 2, 4
Wo.000 = e~ (P1tpat+r5+p1)/2. (6.7)

Mientras que, para el primer excitado 9 11, es posible definir la funcién de Wigner a partir de la
ecuacién (5.16):
Wai1 o< (Wio1,0 = Wo01 +iWo1,0 +iWi001), (6.8)

que utilizando los valores de la ecuacién (6.6) es igual a:

—1

Wann = 5 grge” WD (L (p}) L (93) — La(p3) L (pf) + iLa(p3) L (p3) +iLa (b)) Ln(p)) .
(6.9)

con el polinomio de Laguerre para n = 1:
Li(z)=—x+1. (6.10)

6.2. Funcion de Wigner, en la base de autoestados de L3 y H.

Por dltimo, se ha calculado la funcién de Wigner en la base de autoestados de L3 y H. Con ello
quedard justificada la condicion de ligadura que se utilizé en las dos secciones anteriores. Ademas,
estas funciones de Wigner si que cumplen explicitamente esta condicién y, por tanto, son funciones
de Wigner validas. Para encontrarlas, se parte desde la ecuacién de autovalores en el espacio de
fases [21]:

H(x,p)*W(z,p) = E-W(z,p), (6.11)

donde el hamiltoniano general del problema sera:

2 2 2
+p2+ A

2m, r 7

H

Siendok = GMmey A = 52% f; . Calcular las soluciones de la ecuacién (6.11) para este hamiltoniano
es demasiado dificil. Por ello, se llevard a cabo el mismo procedimiento que en la seccién 5.2

transformando las coordenadas del problema:

4

1 K A
H= § p?-=_ = 6.13
8rm, — Lo 3 ( )

Pero, de nuevo hay que tener en cuenta la restriccién p,, = 0, descrita por la ecuacién (5.14).
Ademds, utilizando la hipersuperficie del espacio de fases H = E se puede escribir:

4
A
> PP -4k 445 =4, (6.14)
T
=1

1
2me

que despreciando el término perturbativo queda:

1
2me

4
> P-4k =45’E. (6.15)

=1
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Con esta ecuacion ya es posible utilizar el mismo procedimiento que en la seccién 5.2, hacer de

. : 2 , .
nuevo la equivalencia entre -4E y #4%~, 4k y Nhw, dénde N = ny + ng + n3 + ng + 2, y trabajar
con el hamiltoniano efectivo de un oscilador armoénico en 4 dimensiones:

4
1 Mew?
H= P? 4 s2(—<2). 1

Por tanto, la ecuacién de autovalores queda como:

1 4 Mew?
<2m ZF)ZQ + SZ;) * W(:r,p) = (hWN)W(xap>a (617)
€ i=1

y ademas, la ligadura del momento angular genera una ecuacién mas:
(L12 + L34) * W =0. (618)

A partir de esta ecuacién ya se puede deducir la condicién de ligadura en funcién de los niimeros
cuanticos m, ya que esta ecuacion es equivalente a:

mis = Ma4, (6.19)

donde segiin Bayen, Flato y Fronsdal [22], m es un ntimero cudntico que en el caso de un oscilador
armonico bidimensional puede tomar los siguientes valores: m;; = n; +mn;j,n; +n; —2,...,—n; —n;,
luego la condicidn anterior se puede reescribir finalmente en funcién de los nimeros cudnticos
ni,ng,ng,ng [21] como:

ni + no = ng + ng. (6.20)

Ademsds, se puede resolver el sistema de ecuaciones formado por (6.17) y (6.18) en esta base supo-
niendo que la funcién de Wigner es separable:

W = f12(&1,&2,p1,p2) - f34(&3, 64, 3, a). (6.21)

De esta manera quedan dos sistemas de ecuaciones:

2 2
1 Mew?
5 Pit) &= —*fa=Cunf, (6-22)
Me j=1 j=1
Ligx f= M- f. (6.23)
Y:
1 1 1 Mew?
s Pt &0 % fa = Caf, (6.24)
€ j=3 j=3
L3gx f = Msa - f, (6.25)

donde C12 + C34 = Nhw. Estas ecuaciones son completamente andlogas y se pueden escribir de la
siguiente manera:

C.
<Hij + Lij — (f + Mij)> * fij =0, (6.26)
donde el hamiltoniano usando la nomenclatura de la seccién 6.1, se puede escribir como:
1 J J
Hij = 5(((12}1)’1 N Pi+a’hy ). (6.27)
k=i k=i
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Para resolver esta ecuacién, en primer lugar, haremos uso de los Bopp shifts & — & + ih@p y
pD—p— —85 , con lo que se obtendran dos ecuaciones, una para la parte real y otra para la parte
compleja. La segunda puede escribirse como:

L0,
Vo

( + Opj/wme) (Vwmes; F )

9,
(\/rqﬁé?pm/ me)(ywmedi & ﬁ

y restringe, por tanto, la funcién f;; a depender de una sola variable z = %(HU + L;j). Por lo que
la parte real se reduce a una ecuacion diferencial ordinaria:

[%z 22—, - %_L(C” + M;,)f(2) =0, (6.29)

Pi
\/ 6

—L )i =0, (6.28)

usando el cambio f(z) = e */2L(2) se consigue la ecuacién de Laguerre:

Cia | My 1
212 o~ g)IL(2) = 0. (6.30)

[20% 4+ (1 — 2)0. + (

donde Cj; es la constante de un oscilador arménico bidiminesional y M;; = h - m;;. La solucién
de esta ecuacién son los polinomios de Laguerre L,(z) con n=(n;; & m;;)/2. Por tanto, una vez
realizado este cédlculo se obtienen las funciones de Wigner:

1 2(
W, _ —2(Hi2+H3za)
n12,M34,M12,M34 — 7T4ﬁ4€ h

2 2
X L(n12+m12)/2 (h(H12 + L12)> X L(nlg—mlg)/Q <h(H12 - L12)>

2 2
X L(n344mss)/2 (h(H34 + L34)> X L(n34—mss)/2 <h(H34 - L34)> , (6.31)

con m;; = n;j,Nni; — 2,...,—n;;, y cumpliéndose que ni2 = ng4. La funcién de Wigner del estado
fundamental es, por tanto:
1 2
_ —#(H12+Hs34)
Wo,0,0,0 = pye R , (6.32)

que, si se escribe haciendo uso de p = [2(a?€% + ¢%/(a?h?)]Y/2, es el mismo estado que el que se
obtuvo en la seccién 6.1 como era de esperar:

1
mihd
Ademas, de nuevo habra cuatro excitados Wi 111, Wi1,—1,—1, Wi,1,1,-1 Yy Wi1,—1,1. Escribiendo
explicitamente uno de ellos:

Wo0,00 = e~ (PitPETrETeD/2, (6.33)

1 1 2
Wl,l,l,l 4h4 [1 2h2 (Pl + P2) 2(5% + gg) + ﬁ(&lPQ - £2P1)]

21h2 (P§ +Pf) —a®(& +€0) + %(€3P4 —&P)]

x e~ (PEHPtsHA/2  (6.34)

x [1—
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7. Calculo de Magnitudes

En esta seccién, se calculan algunos valores esperados para el estado fundamental y el primer
excitado. Para hacer esto, como consecuencia de haber multiplicado por 4r en la ecuacién de
Schrédinger se debe normalizar la funcién de Wigner con dV = s°ds, en lugar de con dV = s3ds
[23] como se ha hecho en las secciones anteriores?, para que la correspondencia sea exacta.

7.1. Estado fundamental

En primer lugar, se van a hallar el valor esperado de la posicién, la incertidumbre y la energia.
Los valores esperados se pueden comparar con los de la tabla 2 y evidenciar que se obtienen los
mismso resultados que con el formalismo en el espacio de Hilbert. Comenzando entonces con el
estado fundamental:

(202,02, 4
WO,O,O,O xe (/71"‘132"‘%’3""/74)/27 (7'1)
que normalizado quedard como:
80(2 2 2 2 4
_ —(p2+p3+p3+03)/2
WO,O,O,O — h47r2€ (Pl PoTP3 P4)/ , (72)

siendo posible calcular los siguientes valores esperados como:
00 w/2 25 2 B—2m S
(r'*) = / s5+2”ds/ &() / dﬁ/ dv/ dp1...dps Woo00- (7.3)
0 0 2 0 B —oo

Con lo que se ha obtenido:

De esta manera, la posicién del estado fundamental es:

1o (10™ _qp (0™ ?
donde Ar = y/(r2) — (r)?. Por tltimo, para este estado se ha calculado también la correccién a
primer orden de la energia. La correccion de la relatividad general al estado fundamental sera 0,
pues este estado tiene [ = 0. No obstante, existe una correccién cuantica al potencial newtoniano
[24], que para los estados con [ # 0 serd menor que la de la relatividad general, pero que, en el caso
del estado fundamental, se convierte en la correccion dominante. La correccién es por tanto:

_ 121G*Mm.h

NH{ = ————— 7.7
! 307233 (7.7)

y utilizando este hamiltoniano en la expresién (3.25) la correccién queda como:

(1 _ Wo,0,00(&15- 58,1, -, p4)
Ey/ = [d&...d dpy...d . 7.8
2 / 1 54/ 1 D4 €+ 818+ ay7 (7.8)

2Nétese que el factor 4 al ser una constante no afecta.

14



Esta integral es divergente, por lo que se impone un limite inferior € en la variable s, haciendo de
nuevo un cambio de variable queda:

2.2

2 oo /2 2m B—2m 9] —a?s
1 8Sa sen(29) / / / e
B = ..
2 PA2 /e ds /0 5 ; ap 5 dy . dpy ...dps S
6

= 4
x eamnz (PTHPEPEPY) %r[o, 0% = —=T[0,2¢/a,). (7.9)

ag

La funcién T'[0,z] 3, con = tendiendo a 0, es divergente, por lo que se puede estudiar como es
su divergencia. Para observar como tiende a 0 esta funcién es posible hacer un desarrollo en serie

obteniendo: )

o,z = —log(z) — v+ z + % +... (7.10)

con lo que se puede ver que la divergencia para esta correccion es logaritmica. De esta manera es
posible expresar energia a primer orden como:

G2M?m? 127G *Mm.h 1
TS + 30723 @log@e/ag). (7.11)

Ey =

7.2. Primer excitado

En esta seccién se repetirdn los célculos de la seccién anterior para la funcién de Wigner Wa 1 3
que se obtuvo en la seccién 6.1. De nuevo se debe normalizar esta funcién con s°ds para replicar
los resultados de la teoria cuantica clasica. Por tanto, partiendo de:

Wa,i1 o e~ CIEPateited/2 (L (p2) Ly (p3) — Li(p3) La(p?) + iL1 (p3) La(p2) + iLa (p?) La (p3)) 4
(7.12)

la condicién de normalizacion sera:

() w/2 28 2 B—2x 0o
1 :C/ s5ds/ S€n2( )/ dﬂ/ d’)’/ dpy...dpy Waq;. (7.13)
0 0 0 8

—0o0

Obteniendo, por tanto, que la funcién de Wigner sera:

—ia?

Warn = 8mdht

202, 2, 4 . .
(e WHroAeitoD/2 (Ly (03) L (08) — La(3)La () + iLa(03)La () + iLa (0 L () )
(7.14)
De nuevo se calculan la posicién, y la incertidumbre. Para ello, son necesarios los valores esperados
dery r2:

) /2 sen(26 2 B—2m 00
(r') :/ 35+2nd$/ 2( )/ dﬁ/ d’Y/ dpa...dps Wann, (7.15)
0 0 0 B

—00

con lo que se obtiene:

104 k
(r) = 5a, = 3,97-1071° <M,g> m, (7.16)
_10 [(10Ykg
Ar =542 =1,78-1071° < Ve ) m. (7.17)

3Esta funcién es la la funcién gamma incompleta que se define como T'[a, z] = f;o te e tde.
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También se vuelve a calcular la correccién a la energia para este estado:

00 w/2 25 2r B—2m 00 W
Y :/ ds/ 86"2()/ dﬁ/ dfy/ dpy...dps —2b1 (7.18)
0 0 0 8 —c0 S

consiguiendo el siguiente resultado:
EN = = —. (7.19)

En general, las funciones de Wigner obtenidas mediante la transformacién de Kustaanheimo-Stiefel
no tienen el nimero cuantico [ bien definido. No obstante, se ha elegido una funcién de onda que
si cumple con este requisito, puesto que la correcciéon de la relatividad general depende de [. Es
posible comprobar, observando la tabla 2 en el anexo B, que el valor obtenido para esta correccién es
igual que el calculado mediante el formalismo de Schrodinger. Con ello, se evidencia que la funcién
de Wigner, tal como la hemos definido, si tiene el nimero cuantico bien definido. Esto, permite
calcular exactamente la correccién de la relatividad general, usando que L? = h2[(I + 1) con | = 1:

B G2M?*m3  GM2h2 1

Ey = R P 24a2. (7.20)
Numéricamente el valor del primer término de la energia sera:
200203 1N 2
(0) G M*m o —18 M
E57 — T —9,53-10 <1014 ke J, (7.21)
y el de la primera correccién:
GM2r? 1 M \*
BV =2~ _591-1072 J. 7.22
2 cme  24a} ’ 101 kg (7.22)

De hecho, si se observan los valores esperados, se puede comprobar que son iguales a los de la
funcién radial Ry1. Por tanto, se evidencia que utilizando el formalismo del espacio de fases es posible
replicar los resultados de la teoria de perturbaciones usual. En consecuencia, serd posible extender
este procedimiento a otros excitados siempre que encontremos la relacién entre las funciones de
onda en la base de osciladores y las funciones de onda en la base n, [, m.

8. Conclusiones

En este trabajo se ha conseguido obtener varios resultados importantes. En primer lugar, se
introdujeron las principales herramientas del formalismo del espacio de fases. La més importante
de todas son las funciones de pseudoprobabilidad que seran el analogo de las funciones de onda en
este formalismo y que guardan relacion con las funciones de distribucién de la mecanica clasica. A
pesar de haber estudiado también la funciéon de Husimi y el espacio de Segal-Bargmann se ha hecho
especial énfasis en la funcién de Wigner y la transformada de Weyl. Con todas estas herramientas se
ha comprobado que el formalismo simpléctico es equivalente al formalismo en el espacio de Hilbert;
habiendo encontrado una ecuacién de autovalores, el valor esperado de los observables cuanticos,
ademas de una teoria de perturbaciones equivalente.

Una vez sentadas las bases de la mecanica cudntica en el espacio de fases se ha procedido a
estudiar el estado ligado de un electréon y un agujero negro primordial. Para ello, se ha utilizado la
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geometria de Schwarzschild, que es la métrica més simple que permite describir el espacio-tiempo
de un agujero negro. Ademads, se han introducido las principales caracteristicas de esta métrica, y
utilizando las leyes de conservaciéon de la energia y el momento angular se ha derivado, en ana-
logia con la mecanica clasica, un potencial efectivo para un electrén en esta métrica. Por ltimo,
se ha calculado el orden de magnitud a partir del cual el término de la relatividad general se
puede tratar como una correccion al potencial newtoniano. De esta manera, ha sido posible reali-
zar un tratamiento perturbativo y resolver la ecuacion de Schrodinger para el potencial newtoniano.

La resolucién de esta ecuacién es equivalente a la del atomo de hidrégeno; y utilizando coor-
denadas esféricas es posible obtener las funciones de onda ,,. No obstante, en este trabajo no
se ha procedido de esta manera, sino que para resolver la ecuacion se ha empleado la transfor-
macién de Kustaanheimo-Stiefel, que logra conectar el potencial armoénico con un potencial que
depende del inverso de la distancia, como es el columbiano o, en este caso particular, el newtoniano.

Una vez obtenidas estas funciones de onda se han reproducido los calculos del articulo de Nouri
[20], logrando obtener unas funciones de Wigner mediante la transformada de Weyl de las funciones
de onda anteriores. No obstante, en este articulo no se tiene en cuenta la condiciéon de ligadura, lo
que hace que, por ejemplo, el primer excitado que se encuentra no sea el correcto. De esta manera,
se ha logrado actualizar el articulo, obteniendo las funciones de Wigner correctas.

Posteriormente, se ha obtenido la funciéon de Wigner en una base distinta. Para ello, se han re-
producido los célculos de Campos, Martins y Fernandes [21]. Demostrando, por un lado, que al igual
que en el formalismo de Hilbert, se puede obtener las funciones de Wigner en dos bases distintas;
y, por otro lado, que también es posible obtener unas funciones de Wigner sin necesidad de hacer
referencia a la ecuaciéon de Schroédinger, comprobando asi que el formalismo es autocontenido. Es
importante resaltar que se ha logrado encontrar y reproducir las dos formas principales de obtener
funciones de Wigner, la primera mediante la transformada de Weyl, y la segunda planteando una
ecuacién de autovalores andloga a la mecanica cudntica usual.

No obstante, el principal aporte del trabajo se encuentra en la seccion 7. En esta seccidn,
mediante la teoria de perturbaciones del formalismo simpléctico, se ha calculado la posicién y la
incertidumbre de los dos primeros estados, y la correccién a primer orden de la energia de dichos
estados. Ademés, con el fin de comprobar que es posible reproducir los valores de la teoria cudntica
usual, se ha realizado el mismo célculo utilizando el formalismo del espacio de Hilbert; resultados
que quedan recogidos en la tabla 2. Es importante destacar que los valores obtenidos son iguales,
y que es la primera vez que aparece en la literatura este cdlculo en el espacio de fases.
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Apéndice A. Transformacién de Kustaanheimo-Stiefel

La transformacién de Kustaanheimo-Stiefel ha sido utilizada para resolver la ecuacion de Schréndin-
ger, por lo que este anexo se dedicard a comprenderla en més detalle. Esta es una aplicacién que
se puede expresar como:

& —& & &\ (&

o8 &8 & & &2

=7 &G & —& &) |&)] (A1)
S —& &4 & &4

o e 8

Es decir:

r = 2(£183 — §264),

y = 2(&1és + §283),
z=E+E - - (A2)

Otra forma posible de parametrizar esta transformacién es:

&1 = s-cos(d)cos(p),
& = s - cos(d)sen(p)
& = s - sen(d)cos(v),
&4 = s - sen(d)sen(y), (A.3)

)

donde:
s=r/2 26=0, Bx~=d. (A.4)

Con esta parametrizacién ya es posible comprender el significado de la transformacion. Esta define
un mapa sobreyectivo, en el que si un punto ¢ € R** tiene la imagen ¢ € R?*, entonces todos los
puntos & € R** definidos como:

¢ cos(¢) sen(¢) 0 0 &

| _ [—sen(@) cos(@) 0 0 & (45)
& 0 0 cos(¢) —sen(@) | | & |’ |
& 0 0 sen(¢) cos() ) \&

admiten la misma imagen ¢ € R3*. Ademés, el conjunto {Ry : ¢ € (0,27)} genera un grupo de
Lie isomorfo a SO(2) x SO(2). De esta manera, el momento angular asociado a esta rotacién es el
generador de un grupo de Lie U(1). Usando ahora las ecuaciones (A.1) y (A.3) es posible obtener
la aplicacién diferencial:

dx & &4 & —&\ [&
dy | & & & & &2
dz | =72 S & =& &) &) (4.6)
dw S —& —&4 & &4

donde w es una coordenada ficticia tal que dw no es un diferencial total. A partir de esta ecuacion
es posible derivar la transformacién de los momentos que se escribe [21]:

Pz & &4 & &L\ (A
py | 1 & & & & Py
p | 282 |& & & —&| | P (A7)
Pw S & =& &3 Py
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Para que las ecuaciones (A.1) y (A.7) definan una transformacién canénica, los corchetes de Pois-
son deben ser independientes de las coordenadas escogidas. Si los evaluamos en el sistema de 4
coordenadas obtenemos:

{gi-4;} =0, {ai,pj} =065, {apw} =0,

3
dk q;
{pipi} =Y €ijk-gPus  {DiPw} = —5Du. (A-8)
—1 q q
Con lo que es posible comprobar que la transformacién es canénica, si y solo si, p,, = 0.

Apéndice B. Calculo en el formalismo de Schrodinger

La correcién a primer orden de la energia en Hilbert sera:

EY = (| Hi|[v)). (B.1)
Y los valores esperados:
(r) = (D1 [9)) (B.2)

Se recogen en la tabla 2 los principales valores esperados que se necesitaran con el fin de comprobar
que los resultados obtenidos en el formalismo simpléctico coinciden con los resultados en el espacio
de Hilbert.

Estado | Funcién radial | (7) | (72) (%) (73)
Ry 2(%)3/26_T % 3 4F[07 2_2] 12_5
11 5. —% 1

R21 \/—g(m)g/zf e 2 5 30 51 210

Tabla 2: Funciones de onda y valores esperados en el espacio de Hilbert (7 = i)
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