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Código de TFG: FT09
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Resumen:

En este trabajo se presenta el formalismo de la mecánica cuántica en el espacio de fases. En
especial, se ha estudiado el formalismo de Wigner, ya que en él existe una teoŕıa de perturbaciones
equivalente a la de la mecánica cuántica en el espacio de Hilbert. Posteriormente, se introduce
la métrica de Schwarzschild con la que puede describirse el espacio-tiempo cercano a los agujeros
negros. A partir de esta métrica es posible derivar un potencial efectivo que, junto a la teoŕıa
de perturbaciones antes mencionada, permite obtener resultados para la primera correción de la
enerǵıa de un electrón y un agujero negro ligados.

Abstract:

This work will present the formalism of quantum mechanics in phase space. In particular, the
Wigner formalism will be studied, as it provides a perturbation theory equivalent to that of Hilbert
space quantum mechanics. The Schwarzschild metric, which describes the space-time near black
holes, will then be introduced. From this metric, it is possible to derive an effective potential that,
together with the perturbation theory, will allow us to obtain results for the first correction to the
energy of a bounded state of an electron and a black hole.
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6.2. Función de Wigner, en la base de autoestados de L3 y H. . . . . . . . . . . . . . . . 11

7. Cálculo de Magnitudes 14
7.1. Estado fundamental . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
7.2. Primer excitado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

8. Conclusiones 16
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Objetivos y metodoloǵıa

Este trabajo tiene dos objetivos principales, por un lado, familiarizarse y comprender el formalis-
mo simpléctico de la mecánica cuántica, y por otro, aplicar estos conceptos a un problema concreto.
Para ello, se ha buscado la manera de entremezclar el formalismo con la métrica de Schwarzschild.
En general, este procedimiento no será fácil, por lo que se usará la teoŕıa de perturbaciones para
encontrar las correcciones a la enerǵıa de un sistema ligado formado por un electrón y un agujero
negro descrito por esta métrica. Para este trabajo de fin de grado, se ha seguido una metodoloǵıa
de trabajo en grupo. Mediante reuniones semanales, desde principios de curso con el supervisor y
el resto de sus alumnos se han sentado las bases del formalismo simpléctico para, posteriormente
resolver un problema haciendo uso de las herramientas adquiridas.

1. Introducción

El formalismo simpléctico se remonta a principios del siglo XX. Este formalismo trata en pie
de igualdad la posición y el momento, y es completamente equivalente al del espacio de Hilbert.
El desarrollo del mismo fue realizado principalmente por cuatro autores: Weyl, Wigner, Moyal y
Groenewold. En el año 1927, Weyl [1] publicó un art́ıculo en el que introdujo la transformada que
lleva su nombre, que describe como pueden relacionarse funciones en el espacio de fases con opera-
dores en el espacio de Hilbert. Unos años más tarde, en 1932 Wigner utilizó estos resultados para
lograr formular la mecánica cuántica en el espacio de fases [2]. Finalmente, Moyal [3] y Groenewold
[4], de manera independiente, extendieron el formalismo de Wigner, introduciendo la manera en
la que se multiplican funciones según las reglas de la mecánica cuántica. Posteriormente, mediante
el trabajo de otros autores se comprobó que esta no era la única manera de definir la mecánica
cuántica en el espacio de fases, y que hay otros formalismos equivalentes que difieren en la regla de
asociación entre variables y operadores.

El objeto fundamental de estos formalismos son las funciones de pseudoprobabilidad, que son
equivalentes a las funciones de probabilidad de la mecánica clásica, pero relajando algunos de los
axiomas de Kolmogorov para aśı, respetar el principio de incertidumbre. A pesar de que se intro-
ducirán varias de estas funciones (Sec. 2), la mayor parte del trabajo estará centrada en la teoŕıa
desarrollada por Weyl y Wigner (Sec. 3). Durante la realización de este trabajo, se ha podido es-
tudiar también la formulación de Husimi [5] y su relación con el espacio de Segal-Bargmann, no
obstante, solo se hará una breve mención a ella en la sección 2. Esto se debe a que los principales
cálculos del trabajo se realizan en el formalismo de Wigner y, por tanto, se ha optado por explicar
este en profundidad. La principal ventaja que tiene el formalismo de Wigner sobre el de Husimi es
que la teoŕıa de perturbaciones está desarrollada y solo con esta será posible obtener la enerǵıa a
primer orden de los primeros estados de un electrón y un agujero negro ligados.

Para realizar este cálculo se necesitará, además, describir el espacio-tiempo del exterior de los
agujeros negros, para lo que se usará la métrica de Schwarzschild. Con esta métrica es posible
obtener una ecuación radial en analoǵıa al caso newtoniano. Esto permitirá deducir un potencial
efectivo que servirá para definir el hamiltoniano del electrón y aśı, introducirlo en la ecuación de
Schrödinger (Sec. 5.2). Por último, es importante destacar que el término relativista de este po-
tencial será tratado como una perturbación. Por este motivo, se ha incluido una estimación del
orden de magnitud de la masa del agujero negro, a partir de la cual la corrección relativista puede
considerarse como una perturbación al potencial newtoniano.

Una vez obtenido este ĺımite, se resolverá la ecuación de Schrödinger para el potencial newto-
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niano conectando este con el potencial armónico (Sec. 5.2). Posteriormente, usando la transformada
de Weyl se ha logrado obtener las funciones de Wigner para estas funciones de onda. Además, se
ha resuelto nuevamente el mismo problema sin necesidad de emplear la ecuación de Schrödinger,
utilizando únicamente herramientas del formalismo simpléctico. Una vez obtenidas las funciones de
Wigner se han calculado algunas magnitudes y posteriormente, se han comparado con los resultados
de la mecánica cuántica usual.

2. Formalismo simpléctico

El trabajo comienza, por tanto, definiendo las funciones de pseudoprobalidad. Como ya se ha co-
mentado en la introducción, existe una gran variedad de estas. Esto se debe a que al ser la mecánica
cuántica una teoŕıa no conmutativa es necesario definir una relación entre operadores y variables,
y esta puede definirse de distintas formas. No obstante, todas las funciones de pseudoprobabilidad
permiten calcular los valores esperados de los observables cuánticos de la siguiente manera:

Tr
[
ρ̂(q̂, p̂, t)Â(q̂, p̂)

]
=

∫∫
dqdp A(q, p, t)F (q, p, t), (2.1)

donde A es una función escalar que se obtiene sustituyendo en la expresión de Â los operadores p̂
y q̂ por variables escalares p y q con una regla de asociación determinada. Sin embargo, no existe
una única manera de definir la función F debido a la no conmutatividad de los operadores. Para
comprender de manera más intuitiva este hecho, se puede recurrir a un ejemplo. Si, por un lado,
se calcula el valor esperado del operador eiξq̂+iηp̂:

Tr
[
ρ̂eiξq̂+iηp̂

]
=

∫∫
dqdp eiξq+iηpF (q, p, t), (2.2)

y por otro se hace lo mismo para el operador eiξq̂eiηp̂:

Tr
[
ρ̂eiξq̂eiηp̂

]
=

∫∫
dqdp eiξq+iηpF (q, p, t), (2.3)

se puede comprobar que la función F de la ecuación (2.2) es necesariamente diferente a la función F
de la ecuación (2.3). En consecuencia, se observa claramente que según la regla de asociación entre
operadores y variables que se escoja la función de pseudoprobabilidad será distinta. No obstante,
es posible, según Cohen [6], definir una clase general de funciones de pseudoprobabilidad de la
siguiente forma:

Tr
[
ρ̂f(ξ, η)eiξq̂+iηp̂

]
=

∫∫
dqdp eiξq+iηpF (q, p, t), (2.4)

que es equivalente a:

F f =
1

4π2

∫∫
dξdηTr{ρ̂f(ξ, η)eiξq̂+iηp̂}e−iξq−iηp, (2.5)

donde cada elección de f(ξ, η) corresponde a una regla de asociación diferente y por tanto a una
función distinta. Con esta expresión, además, es posible obtener la función de pseudoprobabilidad
de un estado puro ρ = |ψ⟩⟨ψ|:

F f (q, p, t) =
1

4π2

∫
dξdηdq′ψ∗(q′ +

ℏ
2
η, t)ψ(q′ − ℏ

2
η, t)e−iηpf(ξ, η)eiη(q

′−q)e−iηp. (2.6)

De esta manera, queda claro que dependiendo de la regla de asociación que se elija entre variable
y operadores se obtendrán distintas funciones de pseudoprobabilidad. Las más usadas en f́ısica
quedan recogidas en la tabla 1.
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Función Regla f

Wigner eiξq+iηp ↔ eiξq̂+iηp̂ 1

Standard-ordered eiξqiηp ↔ eiξq̂+eiηp̂ e−iℏξη/2

Kirkwood eiξq+iηp ↔ eiηp̂eiξq̂ e−iℏξη/2

Husimi eiξq+iηp = evβ
∗−v∗β ↔ e−v∗b̂e−vb̂† e−|v|2/2

Tabla 1: Reglas de asociación para las funciones de pseudoprobabilidad más usadas en f́ısica [7].

3. Formalismo de Wigner-Weyl

Según lo visto en la sección anterior, dependiendo de la definición de la función f(ξ,η) se pueden
obtener distintas funciones de distribución; no obstante, este trabajo está centrado en la elección
más sencilla, f(ξ,η)=1, que es equivalente a la regla de asociación de Weyl [1]:

eiξq+iηp ↔ eiξq̂+iηp̂. (3.1)

Con esta elección la ecuación (2.5) se puede escribir como:

W (q, p, t) =
1

4π2

∫∫
dξdη Tr

[
ρ̂(q̂, p̂, t)eiξq̂+iηp̂

]
e−iξq−iηp, (3.2)

siendo esta la función introducida por Wigner [2]. Para estados puros:

W (q, p, t) =
1

2π

∫
dη ψ∗(q +

ℏ
2
η, t)ψ(q − ℏ

2
η, t)e−iηp. (3.3)

Con esta función es posible calcular el valor esperado de un operador como:

⟨Â⟩ =
∫∫

dqdp W (q, p, t)A(q, p, t). (3.4)

Sin embargo, para utilizar esta expresión es necesario encontrar la transformada de Weyl de dicho
operador. El caso más sencillo es el de un operador que dependa únicamente de x̂:

Â(x̂) =

∫
dy e

−iyp
ℏ ⟨x+

y

2
| Â |x− y

2
⟩ =

∫
dy e−

−iyp
ℏ A(x− y

2
)δ(y) = A(x). (3.5)

Es decir, la transformada de Weyl para un operador aśı, tendrá la misma expresión cambiando
únicamente el operador x̂ por la variable x. Para un operador que dependa únicamente de p̂ se
puede realizar el mismo cálculo, pues es posible definir la transformada de Weyl también en la
representación de momentos [8]. Por tanto, otra de las ventajas de este formalismo sobre el resto
de las formulaciones en el espacio de fases es que la expresión de los operadores hamiltonianos del
tipo Ĥ = T̂ (p̂) + Û(x̂) en este espacio es simplemente H = T (p) + U(x). Por último, la expresión
para un operador general de la transformada de Weyl es:

Â = Φ [A] =
1

(2πℏ)2

∫∫∫∫
dξdηdqdp A(q, p)ei(ξ(q̂−q)+η(p̂−p)). (3.6)

Además, al tratarse de una función inyectiva, admite inversa, por lo que la transformada inversa
de Weyl se define como:

A(q, p) = Φ−1
[
Â
]
=

∫
dη e−iηp⟨q + ℏ

2
η|Â|q − ℏ

2
η⟩. (3.7)

No obstante, con esta expresión será dificil obtener la transformada de Weyl de operadores que
dependan de q̂ y p̂, por tanto, en la práctica será más útil emplear la expresión introducida en [9]:

qnpm =
1

2n

n∑
l=0

(
n

l

)
q̂n−lp̂mq̂l. (3.8)
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3.1. Ecuación de autovalores

Una vez introducida la función de Wigner y la transformada de Weyl, con las que se puede
encontar los valores esperados de los observables, queda por explicar si para un hamiltoniano dado
es posible obtener directamente la función de Wigner sin necesidad de resolver primero la ecuación
de Schrödinger. Esto se puede realizar y, de hecho, la dinámica del sistema queda completamente
definida mediante la ecuación de Moyal, que es una extensión del teorema de Liouville de la mecánica
clásica [10]:

∂f

∂t
=
H ⋆ f − f ⋆ H

iℏ
= {{H, f}}, (3.9)

donde se ha introducido el producto estrella [4]:

⋆ = e
i ℏ
2

(←
∂q
→
∂p−

←
∂p
→
∂q

)
. (3.10)

En la parte derecha de la ecuación (3.9), además, se ha introducido el corchete de Moyal, cuyo
correspondiente operador seŕıa el conmutador de la mecánica cuántica. Además, es posible ver
mediante una expansión en serie en ℏ que se puede recuperar el corchete de Poisson cuando ℏ →
0. En la práctica se puede evaluar el producto estrella mediante los Bopp shifts:

A(q, p) ⋆ B(q, p) = A(q +
1

2
iℏ

→
∂p, p−

1

2
iℏ

→
∂q) ·B(q, p). (3.11)

Con esta expresión se puede relacionar la ecuación de Moyal con la enerǵıa, obteniendo una ecuación
de autovalores semejante a la de Schrödinger que se puede resolver para encontrar la función de
Wigner:

H(x, p) ⋆ W (x, p) =W (x, p) ⋆ H(x, p) = H(x+
1

2
iℏ

→
∂p, p−

1

2
iℏ

→
∂q)W (x, p) = EW (x, p). (3.12)

3.2. Teoŕıa de perturbaciones en formalismo de espacio de fases

En el formalismo de Wigner existe, además, una teoŕıa de perturbaciones como en el caso de
la mecánica cuántica convencial. Una de las caracteŕısticas de mayor importancia de la teoŕıa de
perturbaciones en el formalismo de Wigner es el ser autocontenida y, por tanto, no necesita hacer
referencia al formalismo de Hilbert [11].

Partiendo de un hamiltoniano separado entre su parte libre y perturbada:

H = H0 + λH1, (3.13)

siendo la ecuación de autovalores:

H(x, p) ⋆ W (x, p) =W (x, p) ⋆ H(x, p) = En(λ)Wn(x, p), (3.14)

es posible realizar una expansión de E y W en potencias de λ de la siguiente manera:

En = E0
n + λE1

n + λ2E2
n + . . . (3.15)

Wn =W 0
n + λW 1

n + λ2W 2
n + . . . (3.16)

Con lo que se obtienen las siguientes ecuaciones para los dos primeros órdenes que son los que
tienen interés para este trabajo:

H0 ⋆ W
0
n = E0

nW
0
n , (3.17)

H0 ⋆ W
1
n +H1 ⋆ W

0
n = E0

nW
1
n + E1

nW
0
n . (3.18)

5



Ahora, multiplicando (3.18) por W 0
n⋆ por la izquierda,

W 0
n ⋆ H0 ⋆ W

1
n +W 0

n ⋆ H1 ⋆ W
0
n = E1

nW
0
n ⋆ W

0
nW

0
n + E0

nW
0
n ⋆ W

0
n , (3.19)

y simplificándola utilizando (3.17) la ecuación se puede escribir como:

W 0
n ⋆ H1 ⋆ W

0
n = E1

nW
0
n ⋆ W

0
n . (3.20)

Sin embargo, para resolver esta ecuación, es necesario introducir primero algunas propiedades del
producto estrella y las funciones de Wigner [11]:

Wm ⋆ Wn =
1

2πℏ
δnmWn, (3.21)∫

dxdpWm(x, p)W ∗
n(x, p) =

1

2πℏ
δmn. (3.22)

También se necesitará la siguiente relación entre dos funciones f y g del espacio de fases:∫
dxdpf ⋆ g =

∫
dxdp g ⋆ f =

∫
dxdpfg. (3.23)

Por tanto, si ahora se escribe la ecuación (3.20) como:∫
dxdpE1

nW
0
n ⋆ W

0
n =

∫
dxdpW 0

n ⋆ H1 ⋆ W
0
n , (3.24)

es posible utilizar las ecuaciones (3.21), (3.22) y (3.23) para obtener la expresión de la corrección
de la enerǵıa a primer orden:

E1
n =

∫
dxdpH1W

0
n . (3.25)

4. Agujero Negros y la métrica de Schwarzschild

Tras haber presentado las principales herramientas del formalismo del espacio de fases, se in-
troduce en esta sección la métrica que se va a utilizar para describir el agujero negro, la métrica
de Schwarzschild. La métrica de Schwarzschild es una de la primeras para las que se encontró solu-
ción a las ecuaciones de Einstein [12]. Esta, no solo describe el campo gravitatorio de una estrella
esférica, sino que, también, permite describir agujeros negros estáticos, es decir, aquellos que no
tienen carga eléctrica o momento angular. En general, el único parámetro que distinguirá este tipo
de agujeros negros será la masa. Esta geometŕıa se puede describir con el siguiente elemento de
ĺınea:

ds2 = −
(
1− 2GM

c2r

)
(cdt)2 +

(
1− 2GM

c2r

)−1

(dr)2 + r2(dθ2 + sin2θdϕ2), (4.1)

Y tiene las siguientes propiedades [13]:

Es independiente del tiempo, luego existe un vector de Killing asociado con la simetŕıa bajo
desplazamientos en el tiempo.

Tiene simetŕıa esférica, por lo que tambien tiene vectores de Killing asociados a esta simetŕıa,
en concreto, el más importante está asociado a la variable ϕ. Esto hace que la variable r
tenga una interpretación muy directa, no es simplemente la distancia al centro, sino que está
relacionada con el área de la dos-esfera con r y t fijados.

En r = 2GM/c2 existe una singularidad coordenada que puede ser solucionada con un cambio
de coordenadas, por ejemplo, a las de Eddington-Finkelstein. No obstante, para este trabajo
no será necesario.
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4.1. Potencial efectivo

Como la métrica de Schwarzschild es independiente del tiempo y tiene simetŕıa esférica, se
pueden utilizar las leyes de conservación de la enerǵıa y del momento angular para facilitar la
derivación del potencial efectivo [13]. Para ello, se pueden usar los vectores de Killing ξ y η para
obtener las cantidades conservadas aprovechando que la métrica es independiente del tiempo y del
ángulo ϕ. Además, durante este cálculo se usarán unidades naturales que se reintroducirán al final
del mismo. Las expresiones expĺıcitas de las cantidades conservadas son:

e = −ξ · u =

(
1− 2M

r

)
dt

dτ
, (4.2)

l = η · u = r2sin2(θ)
dθ

dτ
, (4.3)

donde e y l son la enerǵıa y el momento angular conservados por unidad de masa en reposo y u
es la cuadrivelocidad. La conservación del momento angular implica que la órbita de la part́ıcula
ocurrirá en un plano de la misma manera que en el caso newtoniano. Por tanto, para el resto de la
discusión podemos elegir un ángulo θ en concreto sin que cambie la f́ısica, por lo que escogeremos
θ = π/2 y por tanto uθ = 0. Por último, existe una cantidad conservada más, que se deduce de la
normalización de la cuadrivelocidad:

u · u = gαβu
αuβ = −1. (4.4)

Particularizando (4.4) para el caso de la geometŕıa de Schwarzschild se obtiene:

−
(
1− 2M

r

)
(ut)2 +

(
1− 2M

r

)−1

(ur)2 + r2(uϕ)2 = −1. (4.5)

Que usando (4.2) y (4.3) puede reescribirse como:

−
(
1− 2M

r

)−1

e2 +

(
1− 2M

r

)−1(dr
dτ

)2

+
l2

r2
= −1. (4.6)

Desarrollando nuevamente la ecuación:

e− 1

2
=

1

2

(
dr

dτ

)2

+
1

2

((
1− 2M

r

)(
1 +

l2

r2

)
− 1

)
. (4.7)

Si ahora, definimos la constante E = ϵ2−1
2 y el potencial Veff como:

Veff = −M
r

+
l2

2r2
− Ml2

r3
, (4.8)

y en este último, se reintroducen las constantes sustituyendo t y τ por ct y cτ y M por GM/c2:

Veff =
1

c2

(
−GM

r
+

l2

2r2
− GMl2

c2r3

)
, (4.9)

es posible definir una enerǵıa EN = mc2E para poder tener una ecuación análoga a la radial del
tipo newtoniano, si además, se introduce L = l ·m, la ecuación radial se puede escribir entonces
como:

EN =
m

2

(
dr

dτ

)2

+

(
−GMm

r
+

L2

2mr2
− GMl2

c2mr3

)
. (4.10)

Con lo que finalmente el potencial queda:

Veff = −GMm

r
+

L2

2mr2
− GML2

c2mr3
. (4.11)

Siendo este el potencial que se va a emplear en las secciones posteriores para resolver la ecuación
de Schrödinger de una part́ıcula moviendóse en esta métrica.
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5. Función de onda para el potencial de Schwarzschild

En esta sección se calculará la función de onda de un electrón bajo la acción del potencial de
Schwarzschild para obtener posteriormente la función de Wigner. A pesar de que hay art́ıculos
que resuelven el problema de manera exacta [14] y otros en los que se trata el problema usando
la ecuación de Klein Gordon [15], en este trabajo se optará por un tratamiento perturbativo [11],
debido a la dificultad para obtener la función de Wigner para el problema completo.

5.1. Masa máxima del problema

En primer lugar, en analoǵıa con el átomo de hidrógeno, definiremos un ’radio de Bohr’ gravi-
tatorio:

ag =
ℏ2

G ·m2
e ·M

=
ℏ2

κme
. (5.1)

Ahora, para que tenga sentido el tratamiento perturbativo se calculará el orden de magnitud de la
masa a partir de la que es posible tratar el término relativista como una corrección. Esta condición
se puede expresar como:

GMme

⟨r⟩
≫ GM ⟨L2⟩

c2m ⟨r3⟩
, (5.2)

Esta estimación se hará para el primer excitado n = 2 con l = 1, pues es el estado para el que se
calculará la corrección:

⟨r3⟩
⟨r⟩

≫ 2ℏ2

c2m2
e

. (5.3)

Utilizando los valores de la tabla 2:
210a3g
5ag

≫ 2ℏ2

c2m2
e

. (5.4)

Como consecuencia la masa tiene como ĺımite superior:

M ≪
√
24cℏ
Gme

→M ≪ 1,6 · 1016 kg. (5.5)

Para próximas secciones se han calculado los valores para una masa de M = 1014 kg, pero es
muy fácil generalizarlo para cualquier valor de M’ que cumpla la condición para el ĺımite superior.
Utilizando de nuevo los valores de la tabla 2 el radio será entonces:

⟨r⟩ = 3,97 · 10−10 ·
(
1014 kg

M ′

)
m. (5.6)

Se comprueba además que el radio de Schwarzschild de esta masa es menor que el promedio de la
posición:

rs =
2GM

c2
= 1,48 · 10−13 ·

(
M ′

1014 kg

)
m. (5.7)

La masa que se ha obtenido es muy pequeña, por lo que que no existe ninguna opción de que el
cálculo sea válido para agujeros negros estelares. No obstante, según [16] podŕıan existir agujeros
negros primordiales como solución al problema de la materia oscura en un rango de masas entre:

6,65 · 1013 kg < m < 7,6 · 1018 kg. (5.8)

Por tanto, la corrección seŕıa valida en este caso. El cálculo entonces se realizará para el caso de
un electrón y un agujero negro primordial ligados en el rango de masas 6,65 · 1013 kg < M ′ ≪
1,6 · 1016 kg.
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5.2. Cálculo de la función de onda de un electrón para el potencial newtoniano

Para calcular la función de onda del electrón se parte del potencial efectivo de Schwarzschild
descrito por la ecuación (4.11), y despreciando la correción relativista se obtiene el potencial new-
toniano que es el que se utiliza para resolver la ecuación de Schrödinger:

[
ℏ2

2me
∇2 − GmeM

r
− E] · ψ = 0. (5.9)

Para resolver esta ecuación, se multiplica por 4r y se realiza la transformación de Kustaanheimo-
Stiefel que se explicará más detalladamente en el anexo A. Con esta transfomación la ecuación (5.9)
queda [17]:

[
ℏ2

2m
∇2

4 − 4Es2 − 4GMme] · ψ = 0, (5.10)

con:

∇2
4 =

4∑
j=1

∂2

∂ξ2j
. (5.11)

Una vez obtenida esta ecuación se puede hacer una equivalencia entre -4E y mew2

2 , 4GMm y Nℏw,
donde N = n1 + n2 + n3 + n4 + 2, con lo que se obtiene:

EN =
−2G2M2m3

e

N2ℏ2
. (5.12)

Por otro lado, se puede resolver la ecuación de Schrödinger de manera semejante a como se resuelve

el átomo de hidrógeno [18]. Con ello se obtiene que el espectro de la enerǵıa es En = −G2M2m3
e

2n2ℏ2 ,
aśı el espectro de este oscilador es equivalente a la enerǵıa del potencial de Newton con 2n = N .
Ahora, resolviendo (5.10) se obtiene que las funciones de onda son:

ψn1n2n3n4 =
4∏

j=1

cnj · e
−(α2/2)·ξ2jHnj (αξj), (5.13)

con cn = (α/
√
π2nn!)1/2 una constante de normalización, Hn(αξ) los polinomios de Hermite de

orden n y α = (mew/ℏ)1/2 = (4/agN)1/2. Sin embargo, en [17], no se tiene en cuenta que estas
funciones de onda todav́ıa no tienen la degeneración correcta . Esto se debe a que no se ha utilizado
la condición de ligadura pw = 0 en la transformación de los momentos A.7. Por tanto, para que la
funciones de onda sean las correctas se debe tener en cuenta expĺıcitamente la condición de ligadura
que usando A.7 con pw = 0 quedará como:

L12 = ξ1P2 − ξ2P1 = ξ3P4 − ξ4P3 = L34. (5.14)

Esta relación puede ser explotada utilizando el formalismo del espacio de fases, y como se verá
en la sección 6.2 esta condición es equivalente a m1 = m2. Esta condición implica que el átomo
de hidrógeno es equivalente a dos osciladores armónicos isótropos con el mismo momento angular
m. Con esta condición la degeneración es la correcta, habiendo n2 estados para cada enerǵıa. No
obstante, al no estar bien definido en esta base el número cuántico m, en general será dif́ıcil obtener
que estados son los f́ısicos. Para encontrarlos, habŕıa que expresar las funciones de onda ψnlm como
combinación lineal de las funciones de onda de la ecuación (5.13). Este procedimiento ha sido
generalizado por Chen [19]. Sin embargo, para este trabajo solo se emplearán los dos primeros
estados:

ψ1,0,0 ∝ ψ0,0,0,0 (5.15)
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ψ2,1,±1 ∝ (ψ1,0,1,0 − ψ0,1,0,1 ± iψ0,1,1,0 ± iψ1,0,0,1) (5.16)

Se puede comprobar facilmente que, en caso de no utilizar la ligadura, por un lado existiŕıan
estados con enerǵıas distintas al átomo de hidrógeno, que seŕıan las soluciones con N impar y, por
otro lado, la degeneración de los estados con la enerǵıa correcta seŕıa la de un oscilador armónico
de 4 dimensiones, (n−3)!

n!3!
1.

6. Cálculo de la función de Wigner del potencial newtoniano

6.1. Función de Wigner en la base de autoestados de la enerǵıa

Una vez obtenidas las funciones de onda, es posible obtener su función de Wigner, que en el
caso 4-dimensional se puede escribir como [20]:

W (ξ1, . . . , ξ4, p1, . . . , p4) =
1

π4ℏ4

∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞
dy1 . . . dy4e

2i(q1y1+···+q4y4)/ℏ

ψ∗(ξ1 + y1, . . . , ξ4 + y4)ψ(ξ1 − y1, . . . , ξ4 − y4), (6.1)

donde p1, . . . , p4 son los momentos conjugados de ξ1, . . . , ξ4, es decir, aquellos que satisfacen las
reglas de conmutación canónicas {ξj , pk} = δjk. Sustituyendo (5.13):

W (ξ1, . . . , ξ4, p1, . . . , p4) =
1

π4ℏ4

∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞
dy1 . . . dy4

4∏
j=1

|cj |2 · e−α2·(ξ2j−y2j )

e2iqjyj/ℏH∗
nj(α(ξj + yj))Hnj(α(ξj − yj)). (6.2)

Ahora, se ha de trabajar esta expresión. En primer lugar se tratan los polinomios de Hermite, y
tras sumarles y restarles β = iq/αℏ, definir zj = α(y − iq/α2ℏ2) y utilizar Hn(−x) = (−1)nHn(x),
se pueden reescribir como:

H∗
nj(α(ξj + yj))Hnj(α(ξj − yj)) = (−1)nH∗

nj(zj + βj + αξj)Hnj((zj − βj − αξj). (6.3)

Por otro lado, si se multiplica la expresión (6.2) por eβ
2
j e−β2

j , se opera y se sustituye la variable de
integración por la z que se ha definido anteriormente, la función de Wigner queda como:

W (ξ1, . . . , ξ4, p1, . . . , p4) =
1

π6ℏ4
4∏

j=1

(−1)nj

2njnj !
e−α2ξ2j+β2

j

∫ ∞

−∞
dzje

−z2jH∗
nj(zj + βj + αξj)Hnj(zj − βj − αξj), (6.4)

que usando la expresión definida en [20]:∫ ∞

−∞
dze−z2H∗

n(z + β + αξ)Hn(z − β − αξ) =
√
π2nn!Ln(2(α

2ξ2 − β2)), (6.5)

permite escribir finalmente la función de Wigner como:

Wn1,n2,n3,n4(ρ1, ρ2, ρ3, ρ4) =
1

π4ℏ4
4∏

j=1

(−1)nje−p2j/2Lnj (ρ
2
j ), (6.6)

1Esta fórmula se deduce del caso general del número de formas de distribuir n objetos indistinguibles en k cajas(
n+k−1
k−1

)
.
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donde se ha definido ρ = [2(α2ξ2+q2/(α2ℏ2)]1/2. Además, como en el caso de las funciones de onda
de las funciones de Wigner tienen la misma ligadura m1 = m2. El estado fundamental es entonces:

W0,0,0,0 =
1

π4ℏ4
e−(ρ21+ρ22+ρ23+ρ44)/2. (6.7)

Mientras que, para el primer excitado ψ2,1,1, es posible definir la función de Wigner a partir de la
ecuación (5.16):

W2,1,1 ∝ (W1,0,1,0 −W0,1,0,1 + iW0,1,1,0 + iW1,0,0,1) , (6.8)

que utilizando los valores de la ecuación (6.6) es igual a:

W2,1,1 =
−i

2π4ℏ4
e−(ρ21+ρ22+ρ23+ρ44)/2

(
L1(ρ

2
1)L1(ρ

2
3)− L1(ρ

2
2)L1(ρ

2
4) + iL1(ρ

2
2)L1(ρ

2
3) + iL1(ρ

2
1)L1(ρ

2
4)
)
,

(6.9)
con el polinomio de Laguerre para n = 1:

L1(x) = −x+ 1. (6.10)

6.2. Función de Wigner, en la base de autoestados de L3 y H.

Por último, se ha calculado la función de Wigner en la base de autoestados de L3 y H. Con ello
quedará justificada la condición de ligadura que se utilizó en las dos secciones anteriores. Además,
estas funciones de Wigner śı que cumplen expĺıcitamente esta condición y, por tanto, son funciones
de Wigner válidas. Para encontrarlas, se parte desde la ecuación de autovalores en el espacio de
fases [21]:

H(x, p) ⋆ W (x, p) = E ·W (x, p), (6.11)

donde el hamiltoniano general del problema será:

H =
p2x + p2y + p2z

2me
− κ

r
− λ

r3
. (6.12)

Siendo κ = GMme y λ = GML2

c2mr3
. Calcular las soluciones de la ecuación (6.11) para este hamiltoniano

es demasiado dif́ıcil. Por ello, se llevará a cabo el mismo procedimiento que en la sección 5.2
transformando las coordenadas del problema:

H =
1

8rme

4∑
i=1

P 2
i − κ

r
− λ

r3
. (6.13)

Pero, de nuevo hay que tener en cuenta la restricción pw = 0, descrita por la ecuación (5.14).
Además, utilizando la hipersuperficie del espacio de fases H = E se puede escribir:

1

2me

4∑
i=1

P 2
i − 4κ+ 4

λ

r2
= 4rE, (6.14)

que despreciando el término perturbativo queda:

1

2me

4∑
i=1

P 2
i − 4κ = 4s2E. (6.15)
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Con esta ecuación ya es posible utilizar el mismo procedimiento que en la sección 5.2, hacer de
nuevo la equivalencia entre -4E y mew2

2 , 4κ y Nℏw, dónde N = n1 + n2 + n3 + n4 + 2, y trabajar
con el hamiltoniano efectivo de un oscilador armónico en 4 dimensiones:

H =
1

2me

4∑
i=1

P 2
i + s2(

meω
2

2
). (6.16)

Por tanto, la ecuación de autovalores queda como:(
1

2me

4∑
i=1

P 2
i + s2

meω
2

2

)
⋆ W (x, p) = (ℏωN)W (x, p), (6.17)

y además, la ligadura del momento angular genera una ecuación más:

(L12 ± L34) ⋆ W = 0. (6.18)

A partir de esta ecuación ya se puede deducir la condición de ligadura en función de los números
cuánticos m, ya que esta ecuación es equivalente a:

m12 = m34, (6.19)

donde según Bayen, Flato y Fronsdal [22], m es un número cuántico que en el caso de un oscilador
armónico bidimensional puede tomar los siguientes valores: mij = ni+nj , ni+nj −2, . . . ,−ni−nj ,
luego la condición anterior se puede reescribir finalmente en función de los números cuánticos
n1, n2, n3, n4 [21] como:

n1 + n2 = n3 + n4. (6.20)

Además, se puede resolver el sistema de ecuaciones formado por (6.17) y (6.18) en esta base supo-
niendo que la función de Wigner es separable:

W = f12(ξ1, ξ2, p1, p2) · f34(ξ3, ξ4, p3, p4). (6.21)

De esta manera quedan dos sistemas de ecuaciones:

1

2me

2∑
j=1

Pi +
2∑

j=1

ξ2j
meω

2

2
⋆ f12 = C12f, (6.22)

L12 ⋆ f =M12 · f. (6.23)

Y:
1

2me

4∑
j=3

Pi +
4∑

j=3

ξ2j
meω

2

2
⋆ f34 = C34f, (6.24)

L34 ⋆ f =M34 · f, (6.25)

donde C12 + C34 = Nℏw. Estas ecuaciones son completamente análogas y se pueden escribir de la
siguiente manera: (

Hij ± Lij − (
Cij

ω
±Mij)

)
⋆ fij = 0, (6.26)

donde el hamiltoniano usando la nomenclatura de la sección 6.1, se puede escribir como:

Hij =
1

2
((α2ℏ)−1

j∑
k=i

P 2
k + α2ℏ

j∑
k=i

ξ2k). (6.27)
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Para resolver esta ecuación, en primer lugar, haremos uso de los Bopp shifts ξ → ξ + iℏ
2 ∂p y

p → p− iℏ
2 ∂ξ, con lo que se obtendrán dos ecuaciones, una para la parte real y otra para la parte

compleja. La segunda puede escribirse como:

(
±∂ξi√
ωme

+ ∂pj
√
ωme)(

√
ωmeξj ∓

pi√
ωme

)

− (
∂ξj√
ωme

∓ ∂pi
√
ωme)(

√
ωmeξi ±

pj√
ωme

)fij = 0, (6.28)

y restringe, por tanto, la función fij a depender de una sola variable z = 2
ℏ(Hij ± Lij). Por lo que

la parte real se reduce a una ecuación diferencial ordinaria:

[
1

4
z − z∂2z − ∂z −

1

2ℏ
(
C12

ω
±Mij)]f(z) = 0, (6.29)

usando el cambio f(z) = e−z/2L(z) se consigue la ecuación de Laguerre:

[z∂2z + (1− z)∂z + (
C12

2ωℏ
± Mij

2ℏ
− 1

2
)]L(z) = 0. (6.30)

donde Cij es la constante de un oscilador armónico bidiminesional y Mij = ℏ · mij . La solución
de esta ecuación son los polinomios de Laguerre Ln(z) con n=(nij ±mij)/2. Por tanto, una vez
realizado este cálculo se obtienen las funciones de Wigner:

Wn12,n34,m12,m34 =
1

π4ℏ4
e−

2
ℏ (H12+H34)

× L(n12+m12)/2

(
2

ℏ
(H12 + L12)

)
× L(n12−m12)/2

(
2

ℏ
(H12 − L12)

)
× L(n34+m34)/2

(
2

ℏ
(H34 + L34)

)
× L(n34−m34)/2

(
2

ℏ
(H34 − L34)

)
, (6.31)

con mij = nij , nij − 2, . . . ,−nij , y cumpliéndose que n12 = n34. La función de Wigner del estado
fundamental es, por tanto:

W0,0,0,0 =
1

π4ℏ4
e−

2
ℏ (H12+H34), (6.32)

que, si se escribe haciendo uso de ρ = [2(α2ξ2 + q2/(α2ℏ2)]1/2, es el mismo estado que el que se
obtuvo en la sección 6.1 como era de esperar:

W0,0,0,0 =
1

π4ℏ4
e−(ρ21+ρ22+ρ23+ρ44)/2. (6.33)

Además, de nuevo habrá cuatro excitados W1,1,1,1, W1,1,−1,−1,W1,1,1,−1 y W1,1,−1,1. Escribiendo
expĺıcitamente uno de ellos:

W1,1,1,1 =
1

π4ℏ4
[1− 1

α2ℏ2
(P 2

1 + P 2
2 )− α2(ξ21 + ξ22) +

2

ℏ
(ξ1P2 − ξ2P1)]

× [1− 1

α2ℏ2
(P 2

3 + P 2
4 )− α2(ξ23 + ξ24) +

2

ℏ
(ξ3P4 − ξ4P3)]

× e−(ρ21+ρ22+ρ23+ρ44)/2. (6.34)
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7. Cálculo de Magnitudes

En esta sección, se calculan algunos valores esperados para el estado fundamental y el primer
excitado. Para hacer esto, como consecuencia de haber multiplicado por 4r en la ecuación de
Schrödinger se debe normalizar la función de Wigner con dV = s5ds, en lugar de con dV = s3ds
[23] como se ha hecho en las secciones anteriores2, para que la correspondencia sea exacta.

7.1. Estado fundamental

En primer lugar, se van a hallar el valor esperado de la posición, la incertidumbre y la enerǵıa.
Los valores esperados se pueden comparar con los de la tabla 2 y evidenciar que se obtienen los
mismso resultados que con el formalismo en el espacio de Hilbert. Comenzando entonces con el
estado fundamental:

W0,0,0,0 ∝ e−(ρ21+ρ22+ρ23+ρ44)/2, (7.1)

que normalizado quedará como:

W0,0,0,0 =
8α2

ℏ4π2
e−(ρ21+ρ22+ρ23+ρ44)/2, (7.2)

siendo posible calcular los siguientes valores esperados como:

⟨rn⟩ =
∫ ∞

0
s5+2nds

∫ π/2

0

sen(2δ)

2

∫ 2π

0
dβ

∫ β−2π

β
dγ

∫ ∞

−∞
dp1 . . . dp4 W0,0,0,0. (7.3)

Con lo que se ha obtenido:

⟨r⟩ 3

α2
=

3ag
2
, (7.4)

y:

⟨r2⟩ = 12

α4
= 3a2g. (7.5)

De esta manera, la posición del estado fundamental es:

⟨r⟩ = 1,19 · 10−10

(
1014

M ′

)
m, ∆r = 6,89 · 10−11

(
1014

M ′

)2

m, (7.6)

donde ∆r =
√
⟨r2⟩ − ⟨r⟩2. Por último, para este estado se ha calculado también la corrección a

primer orden de la enerǵıa. La corrección de la relatividad general al estado fundamental será 0,
pues este estado tiene l = 0. No obstante, existe una corrección cuántica al potencial newtoniano
[24], que para los estados con l ̸= 0 será menor que la de la relatividad general, pero que, en el caso
del estado fundamental, se convierte en la corrección dominante. La corrección es por tanto:

λH1 =
127G2Mmeℏ
30π2r3c3

, (7.7)

y utilizando este hamiltoniano en la expresión (3.25) la corrección queda como:

E
(1)
2 =

∫
dξ1 . . . dξ4

∫
dp1 . . . dp4

W0,0,0,0(ξ1, . . . , ξ4, p1, . . . , p4)

(ξ21 + ξ22 + ξ23 + ξ24)
6

. (7.8)

2Nótese que el factor 4 al ser una constante no afecta.
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Esta integral es divergente, por lo que se impone un ĺımite inferior ϵ en la variable s, haciendo de
nuevo un cambio de variable queda:

E
(1)
2 =

8α2

ℏ4π2

∫ ∞

ϵ
ds

∫ π/2

0

sen(2δ)

2

∫ 2π

0
dβ

∫ β−2π

β
dγ

∫ ∞

−∞
dp1 . . . dp4

e−α2s2

s

× e
−1

α2ℏ2 (p
2
1+p22+p23+p24) =

α6

2
Γ[0, α2ϵ] =

4

a3g
Γ[0, 2ϵ/ag]. (7.9)

La función Γ[0, x] 3, con x tendiendo a 0, es divergente, por lo que se puede estudiar como es
su divergencia. Para observar como tiende a 0 esta función es posible hacer un desarrollo en serie
obteniendo:

Γ[0, x] = −log(x)− γ + x+
x2

2
+ . . . (7.10)

con lo que se puede ver que la divergencia para esta corrección es logaŕıtmica. De esta manera es
posible expresar enerǵıa a primer orden como:

E2 = −G
2M2m3

2ℏ2
+

127G2Mmeℏ
30π2c3

1

4a3g
log(2ϵ/ag). (7.11)

7.2. Primer excitado

En esta sección se repetirán los cálculos de la sección anterior para la función de Wigner W2,1,1

que se obtuvo en la sección 6.1. De nuevo se debe normalizar esta función con s5ds para replicar
los resultados de la teoŕıa cuántica clásica. Por tanto, partiendo de:

W2,1,1 ∝ e−(ρ21+ρ22+ρ23+ρ44)/2
(
L1(ρ

2
1)L1(ρ

2
3)− L1(ρ

2
2)L1(ρ

2
4) + iL1(ρ

2
2)L1(ρ

2
3) + iL1(ρ

2
1)L1(ρ

2
4)
)
,

(7.12)
la condición de normalización será:

1 = C

∫ ∞

0
s5ds

∫ π/2

0

sen(2δ)

2

∫ 2π

0
dβ

∫ β−2π

β
dγ

∫ ∞

−∞
dp1 . . . dp4 W2,1,1. (7.13)

Obteniendo, por tanto, que la función de Wigner será:

W2,1,1 =
−iα2

8π4ℏ4
(
e−(ρ21+ρ22+ρ23+ρ44)/2

(
L1(ρ

2
1)L1(ρ

2
3)− L1(ρ

2
2)L1(ρ

2
4) + iL1(ρ

2
2)L1(ρ

2
3) + iL1(ρ

2
1)L1(ρ

2
4)
))
.

(7.14)
De nuevo se calculan la posición, y la incertidumbre. Para ello, son necesarios los valores esperados
de r y r2:

⟨rn⟩ =
∫ ∞

0
s5+2nds

∫ π/2

0

sen(2δ)

2

∫ 2π

0
dβ

∫ β−2π

β
dγ

∫ ∞

−∞
dp2 . . . dp4 W2,1,1, (7.15)

con lo que se obtiene:

⟨r⟩ = 5ag = 3,97 · 10−10

(
1014 kg

M ′

)
m, (7.16)

∆r =
√
5a2g = 1,78 · 10−10

(
1014kg

M ′

)
m. (7.17)

3Esta función es la la función gamma incompleta que se define como Γ[a, x] =
∫∞
x

ta−1e−tdt.
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También se vuelve a calcular la corrección a la enerǵıa para este estado:

E
(1)
2 =

∫ ∞

0
ds

∫ π/2

0

sen(2δ)

2

∫ 2π

0
dβ

∫ β−2π

β
dγ

∫ ∞

−∞
dp1 . . . dp4

W2,1,1

s
, (7.18)

consiguiendo el siguiente resultado:

E
(1)
2 =

α6

24
=

1

24a3g
. (7.19)

En general, las funciones de Wigner obtenidas mediante la transformación de Kustaanheimo-Stiefel
no tienen el número cuántico l bien definido. No obstante, se ha elegido una función de onda que
śı cumple con este requisito, puesto que la corrección de la relatividad general depende de l. Es
posible comprobar, observando la tabla 2 en el anexo B, que el valor obtenido para esta corrección es
igual que el calculado mediante el formalismo de Schrödinger. Con ello, se evidencia que la función
de Wigner, tal como la hemos definido, śı tiene el número cuántico bien definido. Esto, permite
calcular exactamente la corrección de la relatividad general, usando que L2 = ℏ2l(l+ 1) con l = 1:

E2 = −G
2M2m3

8ℏ2
− GM2ℏ2

c2mer3
1

24a3g
. (7.20)

Numéricamente el valor del primer término de la enerǵıa será:

E
(0)
2 − G2M2m3

8ℏ2
= −9,53 · 10−18

(
M ′

1014 kg

)2

J, (7.21)

y el de la primera corrección:

E
(1)
2 = −GM2ℏ2

c2me

1

24a3g
= −5,91 · 10−21

(
M ′

1014 kg

)4

J. (7.22)

De hecho, si se observan los valores esperados, se puede comprobar que son iguales a los de la
función radialR21. Por tanto, se evidencia que utilizando el formalismo del espacio de fases es posible
replicar los resultados de la teoŕıa de perturbaciones usual. En consecuencia, será posible extender
este procedimiento a otros excitados siempre que encontremos la relación entre las funciones de
onda en la base de osciladores y las funciones de onda en la base n, l,m.

8. Conclusiones

En este trabajo se ha conseguido obtener varios resultados importantes. En primer lugar, se
introdujeron las principales herramientas del formalismo del espacio de fases. La más importante
de todas son las funciones de pseudoprobabilidad que serán el análogo de las funciones de onda en
este formalismo y que guardan relación con las funciones de distribución de la mecánica clásica. A
pesar de haber estudiado también la función de Husimi y el espacio de Segal-Bargmann se ha hecho
especial énfasis en la función de Wigner y la transformada de Weyl. Con todas estas herramientas se
ha comprobado que el formalismo simpléctico es equivalente al formalismo en el espacio de Hilbert;
habiendo encontrado una ecuación de autovalores, el valor esperado de los observables cuánticos,
además de una teoŕıa de perturbaciones equivalente.

Una vez sentadas las bases de la mecánica cuántica en el espacio de fases se ha procedido a
estudiar el estado ligado de un electrón y un agujero negro primordial. Para ello, se ha utilizado la
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geometŕıa de Schwarzschild, que es la métrica más simple que permite describir el espacio-tiempo
de un agujero negro. Además, se han introducido las principales caracteŕısticas de esta métrica, y
utilizando las leyes de conservación de la enerǵıa y el momento angular se ha derivado, en ana-
loǵıa con la mecánica clásica, un potencial efectivo para un electrón en esta métrica. Por último,
se ha calculado el orden de magnitud a partir del cual el término de la relatividad general se
puede tratar como una corrección al potencial newtoniano. De esta manera, ha sido posible reali-
zar un tratamiento perturbativo y resolver la ecuación de Schrödinger para el potencial newtoniano.

La resolución de esta ecuación es equivalente a la del átomo de hidrógeno; y utilizando coor-
denadas esféricas es posible obtener las funciones de onda ψnlm. No obstante, en este trabajo no
se ha procedido de esta manera, sino que para resolver la ecuación se ha empleado la transfor-
mación de Kustaanheimo-Stiefel, que logra conectar el potencial armónico con un potencial que
depende del inverso de la distancia, como es el columbiano o, en este caso particular, el newtoniano.

Una vez obtenidas estas funciones de onda se han reproducido los cálculos del art́ıculo de Nouri
[20], logrando obtener unas funciones de Wigner mediante la transformada de Weyl de las funciones
de onda anteriores. No obstante, en este art́ıculo no se tiene en cuenta la condición de ligadura, lo
que hace que, por ejemplo, el primer excitado que se encuentra no sea el correcto. De esta manera,
se ha logrado actualizar el art́ıculo, obteniendo las funciones de Wigner correctas.

Posteriormente, se ha obtenido la función de Wigner en una base distinta. Para ello, se han re-
producido los cálculos de Campos, Martins y Fernandes [21]. Demostrando, por un lado, que al igual
que en el formalismo de Hilbert, se puede obtener las funciones de Wigner en dos bases distintas;
y, por otro lado, que también es posible obtener unas funciones de Wigner sin necesidad de hacer
referencia a la ecuación de Schrödinger, comprobando aśı que el formalismo es autocontenido. Es
importante resaltar que se ha logrado encontrar y reproducir las dos formas principales de obtener
funciones de Wigner, la primera mediante la transformada de Weyl, y la segunda planteando una
ecuación de autovalores análoga a la mecánica cuántica usual.

No obstante, el principal aporte del trabajo se encuentra en la sección 7. En esta sección,
mediante la teoŕıa de perturbaciones del formalismo simpléctico, se ha calculado la posición y la
incertidumbre de los dos primeros estados, y la corrección a primer orden de la enerǵıa de dichos
estados. Además, con el fin de comprobar que es posible reproducir los valores de la teoŕıa cuántica
usual, se ha realizado el mismo cálculo utilizando el formalismo del espacio de Hilbert; resultados
que quedan recogidos en la tabla 2. Es importante destacar que los valores obtenidos son iguales,
y que es la primera vez que aparece en la literatura este cálculo en el espacio de fases.
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Apéndice A. Transformación de Kustaanheimo-Stiefel

La transformación de Kustaanheimo-Stiefel ha sido utilizada para resolver la ecuación de Schröndin-
ger, por lo que este anexo se dedicará a comprenderla en más detalle. Esta es una aplicación que
se puede expresar como: 

x
y
z
0

 = 2


ξ3 −ξ4 ξ1 −ξ2
ξ4 ξ3 ξ2 ξ1
ξ1 ξ2 −ξ3 −ξ4
ξ2 −ξ1 −ξ4 ξ3



ξ1
ξ2
ξ3
ξ4

 . (A.1)

Es decir:

x = 2(ξ1ξ3 − ξ2ξ4),

y = 2(ξ1ξ4 + ξ2ξ3),

z = ξ21 + ξ22 − ξ23 − ξ44 . (A.2)

Otra forma posible de parametrizar esta transformación es:

ξ1 = s · cos(δ)cos(β),
ξ2 = s · cos(δ)sen(β),
ξ3 = s · sen(δ)cos(γ),
ξ4 = s · sen(δ)sen(γ), (A.3)

donde:
s = r1/2, 2δ = θ, β ± γ = ϕ. (A.4)

Con esta parametrización ya es posible comprender el significado de la transformación. Esta define
un mapa sobreyectivo, en el que si un punto ξ ∈ R4∗ tiene la imagen q ∈ R3∗, entonces todos los
puntos ξ′ ∈ R4∗ definidos como:

ξ′1
ξ′2
ξ′3
ξ′4

 =


cos(ϕ) sen(ϕ) 0 0
− sen(ϕ) cos(ϕ) 0 0

0 0 cos(ϕ) − sen(ϕ)
0 0 sen(ϕ) cos(ϕ)



ξ1
ξ2
ξ3
ξ4

 , (A.5)

admiten la misma imagen q ∈ R3∗. Además, el conjunto {Rϕ : ϕ ∈ (0, 2π)} genera un grupo de
Lie isomorfo a SO(2)× SO(2). De esta manera, el momento angular asociado a esta rotación es el
generador de un grupo de Lie U(1). Usando ahora las ecuaciones (A.1) y (A.3) es posible obtener
la aplicación diferencial: 

dx
dy
dz
dw

 = 2


ξ3 −ξ4 ξ1 −ξ2
ξ4 ξ3 ξ2 ξ1
ξ1 ξ2 −ξ3 −ξ4
ξ2 −ξ1 −ξ4 ξ3



ξ1
ξ2
ξ3
ξ4

 , (A.6)

donde w es una coordenada ficticia tal que dw no es un diferencial total. A partir de esta ecuación
es posible derivar la transformación de los momentos que se escribe [21]:

px
py
pz
pw

 =
1

2s2


ξ3 −ξ4 ξ1 −ξ2
ξ4 ξ3 ξ2 ξ1
ξ1 ξ2 −ξ3 −ξ4
ξ2 −ξ1 −ξ4 ξ3



P1

P2

P3

P4

 . (A.7)

18



Para que las ecuaciones (A.1) y (A.7) definan una transformación canónica, los corchetes de Pois-
son deben ser independientes de las coordenadas escogidas. Si los evaluamos en el sistema de 4
coordenadas obtenemos:

{qi, qj} = 0, {qi, pj} = δij , {qi, pw} = 0,

{pi, pj} =
3∑

k=1

ϵijk
qk
q2
pw, {pi, pw} =

qi
q2
pw. (A.8)

Con lo que es posible comprobar que la transformación es canónica, si y solo si, pw = 0.

Apéndice B. Cálculo en el formalismo de Schrödinger

La correción a primer orden de la enerǵıa en Hilbert será:

E(1)
n = ⟨ψ(0)

n |H1 |ψ(0)
n ⟩ . (B.1)

Y los valores esperados:
⟨r⟩ = ⟨ψ(0)

n | rn |ψ(0)
n ⟩ . (B.2)

Se recogen en la tabla 2 los principales valores esperados que se necesitarán con el fin de comprobar
que los resultados obtenidos en el formalismo simpléctico coinciden con los resultados en el espacio
de Hilbert.

Estado Función radial ⟨r̃⟩ ⟨r̃2⟩ ⟨ 1
r̃3
⟩ ⟨r̃3⟩

R10 2( 1
ag
)3/2e−r̃ 3

2 3 4Γ[0, 2ϵag ]
15
2

R21
1√
3
( 1
2ag

)3/2r̃ · e−
r̃
2 5 30 1

24 210

Tabla 2: Funciones de onda y valores esperados en el espacio de Hilbert (r̃ = r
ag
).
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