3. Estadistica descriptiva
unidimensional

3.1. Variables estadisticas

En el capitulo anterior hemos visto como seleccionar los individuos de
la poblacién que forman la muestra, de forma que podamos tener
una gran seguridad de que esta muestra sea representativa. Una vez que
hemos determinado los individuos de la muestra, el siguiente paso es
realizar el experimento sobre estos individuos para recabar informacion.

Para cada uno de los individuos seleccionados en el muestreo obser-
varemos una o varias caracteristicas o variables estadisticas. Por
ejemplo, son variables estadisticas el peso, la altura, el color de ojos,
... Denotaremos las variables estadisticas mediante letras maytsculas
X,Y, Z, ... Lo que se intenta con la estadistica descriptiva es describir
los datos que se han obtenido. En este capitulo estudiaremos el caso en
el que se observa una sola variable, mientras que en el préximo estudia-
remos el caso en el que se observan varias variables.

Las variables estadisticas se clasifican segin sus posibles valores en
varios tipos:

Cualitativas. Son aquellas que no toman valores numéricos. Por
ejemplo, el color de ojos es una caracteristica cualitativa. A su
vez, las variables cualitativas pueden ser de dos tipos:

e Nominales. Aquellas variables que ni siquiera admiten una
ordenaciéon en sus valores. Por ejemplo, el color de ojos es
una caracteristica cualitativa nominal.
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e Ordinales. Son aquellas en las que, a pesar de tomar valores
no numeéricos, sus valores admiten una ordenacién natural.
Por ejemplo, la nota obtenida en una asignatura (suspenso,
aprobado, notable, sobresaliente, matricula de honor) es una
caracteristica cualitativa ordinal.

= Cuantitativas. Son aquellas que se expresan numéricamente. Por
ejemplo, el tiempo que tarda un alumno en hacer un programa
informatico seria una variable cuantitativa. A su vez, las variables
cuantitativas se dividen en dos tipos:

e Discretas. Son aquellas que toman valores numéricos aisla-
dos. Otra forma alternativa de definir este tipo de variables
es como aquellas que se pueden medir con exactitud. Es in-
teresante notar que el conjunto de valores posibles puede ser
finito o infinito. Veamos un par de ejemplos:

o El resultado del lanzamiento de un dado es una variable
discreta que toma un namero finito de valores (1, 2, 3,
4,5, 6).

o El ntmero de veces que hay que lanzar una moneda has-
ta obtener la primera cara es una caracteristica discreta
que toma infinitos valores, pues su nimero no puede aco-
tarse superiormente. Asi, los posibles resultados de esta
variable son 1, 2, 3, ...

e Continuas. Son aquellas que toman cualquier valor dentro
de un intervalo (finito o infinito). Por ejemplo, la altura de los
alumnos de una clase es una variable continua, pues puede
tomar todos los valores en el intervalo [1.40, 2.40]. Otra forma
de ver una variable continua es tener en cuenta que los valores
que se miden nunca son exactos, sino aproximaciones. Asi, la
altura de los alumnos no es discreta, pues aunque se aproxime
la altura a centimetros, la verdadera altura serd cualquier
numero dentro del intervalo.

El siguiente esquema representa la clasificacion de los distintos tipos
de variables.
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L nominales
cualitativas .
ordinales
variables
discretas

cuantitativas )
continuas

Esta clasificacion también atiende, como veremos més adelante, al
tipo de informacion que se puede obtener de los datos.

3.2. Representaciones tabulares

3.2.1. Frecuencias y modalidades

Supongamos ahora que ya hemos realizado el experimento y tenemos
unos datos.

Ejemplo 14.

Se estd estudiando el nimero de crias de una camada de conejos.
Aqui la variable (lo que se va a medir cada vez que se realice el expe-
rimento) es el nimero de crias de cada camada, que es una variable
discreta.

Se observan 35 camadas seleccionados al azar, anotdndose el nimero

de crias en cada camada. Estos resultados son los que aparecen en la
tabla 3.1.

1
1
6

DN DN DO
w w o
N W~ W
W O =~
N DN D
w w o
DN =~
LW O N
NN W
W W =~
=

Tabla 3.1. Resultados obtenidos para el ejemplo 14.

El resultado del experimento i-ésimo lo denotaremos por z;. De esta
manera, r1 = 1,29 = 2, x3 = 0, y asi sucesivamente. En nuestro ejemplo,
tenemos 35 datos, x1, ..., T3s5.

Es interesante notar que los resultados del experimento estan influi-
dos por el azar. Asi, si repetimos el experimento con otras 35 camadas,
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los resultados obtenidos serian distintos (por ejemplo, podria obtenerse
algun valor 5), aunque es de esperar que sean similares, ya que nosotros
esperamos que la muestra sea representativa.

Recordemos que el nimero de veces que se realiza el experimento se
llama tamano de muestra y se denota por n. En nuestro caso, n = 35.

Como se explico en el primer tema, el objetivo de la E. Descriptiva
es obtener informacion sobre el comportamiento del fenémeno aleatorio
a partir de los datos muestrales. En primer lugar vamos a representar
los datos muestrales en una tabla para asi tener una vision mas clara
del comportamiento de la variable.

Fijada nuestra variable, el primer concepto importante es el de mo-
dalidad. Una modalidad es cada uno de los valores distintos que apare-
cen en la muestra. En nuestro ejemplo, las modalidades son 0, 1, 2, 3, 4,
6. Si tenemos k£ modalidades distintas, se denotan también por x4, ..., xx.
Es importante no confundir modalidad y dato; en nuestro ejemplo te-
nemos 6 modalidades x1,...,x5 y 35 datos x1,...,x35. Si tenemos datos
numéricos u ordinales, supondremos siempre que r7 < 3 < ... < x. De
esta manera, la primera modalidad es z; = 0, la segunda es x5 = 1, la
tercera x3 = 2, y asi sucesivamente.

El primer valor 16gico para dar informacion sobre la muestra es con-
tar el nimero de veces que se repite cada modalidad. De esta forma se
da una idea de lo importante (por frecuente) que es cada una de ellas.
El namero de veces que se repite una modalidad x; se llama frecuencia
absoluta y se denota por n;. Notese que la suma de todas las frecuencias
absolutas es n, es decir,

ny+...+np =n.

Ejemplo 15. (Continuacion del ejemplo 14)
En nuestro ejemplo se tienen los resultados de la tabla 3.2.

2

n;

2 3 4
5

1 6
3 10 10 5

Tabla 3.2. Frecuencias absolutas correspondientes al ejemplo 14.
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La frecuencia absoluta no da una informaciéon clara a no ser que se
disponga de todas las frecuencias, pues depende del tamano de muestra.
Asi, la modalidad 2 tiene una frecuencia de 10, lo que hace a 2 una
modalidad muy importante en una muestra de tamano 35, pero seria
un valor poco importante si hubiésemos realizado el experimento 1000
veces. Para evitar este problema se define la frecuencia relativa, que
no es mas que la proporcion de individuos de la muestra que toman
una modalidad concreta. La frecuencia relativa de una modalidad z;
se denota por f; y se calcula dividiendo la correspondiente frecuencia
absoluta entre el tamano de muestra:

n;

fi=2

n

Notese que la suma de todas las frecuencias relativas es 1, pues
n n n
f1+...+fk:—1-|—...-|——k:—:1.
n n n

Ejemplo 16. (Continuacion del ejemplo 14)
En nuestro ejemplo se tienen los resultados de la tabla 3.3

fi
~ 0,057
~ 0,085
~ 0,286
~ 0,286
~ 0,143
~ 0,143

o h W~ o8

B o o | ST S8R i

Tabla 3.3. Frecuencias relativas correspondientes al ejemplo 14.

De esta forma la modalidad 2 tiene una frecuencia relativa de 0.286,
que es una frecuencia alta sin necesidad de conocer el tamarno muestral
o las frecuencias relativas de otras modalidades.

Existen otros dos tipos de frecuencias, conocidas como frecuencias
acumuladas:
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Se llama frecuencia absoluta acumulada para una modalidad
z; a la suma de las frecuencias absolutas de las modalidades con valor
menor o igual a z;. Se denota por N;. Notese que el valor correspondiente
a xy (la modalidad con mayor valor) ha de ser n.

Ejemplo 17. (Continuacion del ejemplo 14)
En nuestro ejemplo se tienen los resultados de la tabla 3.4.

1 2 3 4 6
5 15 25 30 35

N; | 2

Tabla 3.4. Frecuencias absolutas acumuladas correspondientes al ejemplo

14.

Se llama frecuencia relativa acumulada para una modalidad x;
al cociente entre la frecuencia absoluta acumulada y n. Se denota por
F;. Notese que el valor correspondiente a xj (la modalidad con mayor
valor) ha de ser 1.

Ejemplo 18. (Continuacion del ejemplo 14)
En nuestro ejemplo se tienen los resultados de la tabla 3.5.

z |0 1 2 3 4 6
FlZ2 2 L 2 30 3

35 35 35 35 35 35

Tabla 3.5. Frecuencias relativas acumuladas correspondientes al ejemplo 14.

Estas dos tltimas medidas necesitan un orden en los valores de la
variable, por lo que no son validas para variables nominales (pero si para
variables ordinales aunque no tomen valores numeéricos). Estas medidas
nos permiten determinar el nimero de datos o el porcentaje de los mis-
mos que estan por debajo de un valor de la variable fijado, de manera
que dan una medida de lo grande que es un determinado dato en compa-
racion con los otros datos de la muestra. Seran muy ttiles en el calculo
de las medidas de posicidén que veremos mas adelante.
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Estas cuatro medidas se suelen representar en una tabla dando lugar
a lo que se conoce como representacion tabular de los datos o tabla
de frecuencias.

Ejemplo 19. (Continuacion del ejemplo 14)

En nuestro ejemplo se tiene que la tabla de frecuencias correspon-
diente uniendo todas las tablas anteriores seria la que aparece en la tabla
3.6.

0| 2 % 2 %
1| 3 % 5| =
2 (105|153
3 1105|252
4 1 5 % 30 %
6 | 5| |35]2

Tabla 3.6. Tabla de frecuencias correspondiente al ejemplo 14.

Notese que los valores de las frecuencias acumuladas se pueden ob-
tener sumando en diagonal con la columna de las frecuencias. Es decir,

F,=F_1+fi, Ny=N;_1 +n,.

Ast, por ejemplo,

Fy = Fy + f3, Ny = N3+ na.

3.2.2. Agrupamiento en clases

En muchas ocasiones, cuando tratamos con variables cuantitativas,
casi todas las modalidades tienen frecuencia 1. Esto hace que no tenga
sentido construir la tabla de frecuencias, pues el conocimiento de las
modalidades proporcionaria practicamente la misma informacion. Esta
situacion aparece por ejemplo con las variables continuas, en las que
el conjunto de posibles valores de la variable es infinito. Por ejemplo,
si consideramos la variable tiempo de vida una bacteria, y observamos
el tiempo de vida para una muestra de tamano n, es casi seguro que
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obtendremos n valores diferentes. Otra situaciéon en la que es muy po-
sible obtener una proporcién grande de modalidades con frecuencia 1
aparece cuando tenemos una variable discreta que toma muchos valores
y el tamano de muestra es pequeno en comparacion con este nimero.
Por ejemplo, si estamos considerando como variable la nota obtenida en
un examen y necesariamente esta nota es multiplo de 0.25, entonces te-
nemos 41 modalidades distintas como maximo. Si ahora tomamos una
muestra de tamano 50, es de esperar que muchas de las modalidades
tengan frecuencia 1.

Otro problema relacionado con el anterior que puede aparecer es que
al haber muchas modalidades, la tabla de frecuencias no da una idea
clara del funcionamiento de la variable.

Ejemplo 20.
Consideremos la variable X dada por el gasto farmacéutico de una
persona en un mes. Elegidas al azar 50 personas se obtienen los datos

de la tabla 3.7.

13.73 2093 1049 17.82 948 1221 37.51 12.88 15.04
2447  6.62 1086 11.84 81.84 27.61 1211 11.99 13.98
12.39 1230 10.74 11.15 1872 18.92 13.64 34.13 26.30
15.10 22.85 15.89 29.83 1883 12.16 14.89 483 6.11

5.71 978 6.63 17.79 33.26 1849 1287 9.54 10.69
12.09 11.85 11.85 11.85 5.30

Tabla 3.7. Resultados obtenidos para el ejemplo 20.

En este caso, a pesar de que la variable es discreta, tiene muchas
modalidades y la tabla de frecuencias no es tan informativa como en el
caso anterior, tal y como se puede ver en la tabla 3.8.

4.83 | 1 10.02] 1 0.02
5.8 11002 2| 0.04
5.71 11002 3| 0.06
6.11 11002 4 | 008
6.62 | 1 10.02] 5 | 0.10

Sigue en la pagina siguiente
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6.63 | 1 |10.02] 6 | 0.12
948 | 1|1 0.02| 7| 0.14
9.54 11002 8 |0.16
9.7 | 1 1002 9 | 0.18
1049 1 | 0.02] 10| 0.20
10.69| 1| 0.02]| 11| 0.22
10741 1| 0.02) 12 0.24
1086 | 11 0.02] 13| 0.26
11.151 1 |1 0.02) 14| 0.28
11.84 | 1 | 0.02] 15| 0.30
11.85| 3 | 0.06 | 18 | 0.36
11.99 | 1 | 0.02] 19| 0.38
12.09 | 1 | 0.02] 20| 0.40
12.11 1 1 | 0.02) 21| 0.42
12,16 | 1 | 0.02| 22| 0.44
12.211 1 | 0.02] 23| 0.46
12.30 | 1 | 0.02| 24 | 0.48
12.39 | 1] 0.02] 25| 0.50
12.87| 1] 0.02] 26| 0.52
12.88 | 1 | 0.02| 27| 0.54
13.64 | 1| 0.02| 28| 0.56
1373 1 | 0.02| 29 | 0.58
13.98 | 1] 0.02| 30| 0.60
14.89 | 1 | 0.02] 31| 0.62
15041 1| 0.02] 32 0.64
1510 1 | 0.02| 33| 0.66
15.89| 1| 0.02| 34| 0.68
1779 | 11 0.02] 35| 0.70
17.82| 11 0.02| 36| 0.72
18549 1| 0.02) 37| 0.74
1872 1| 0.02| 38| 0.76
1883 1 | 0.02| 39| 0.78
1892 1| 0.02| 40| 0.50
20.93| 1 | 0.02] 41| 0.82
2285 1| 0.02] 42| 0.84

Sigue en la pdagina siguiente

65



66 Estadistica Béasica

24.47 1 1002 43| 0.86
26.30 1 | 0.02] 44| 0.58
2761 1 |0.02] 45| 0.90
29.83 | 1 |0.02) 46| 0.92
33.26 | 1 |0.02| 471 0.94
34.18 | 1 1 0.02] 48| 0.96
3751 11002 49| 0.98
81.84 | 1 |0.02) 50| 1.00

Tabla 3.8. Tabla de frecuencias correspondiente al ejemplo 20 con los datos
sin agrupar.

Para evitar estos problemas se agrupan las distintas modalidades
en intervalos o clases. Estos intervalos son consecutivos y el extremo
superior coincide con el extremo inferior del siguiente. También suelen
tener todos la misma amplitud, aunque en ocasiones esto no es asi,
especialmente si hay regiones amplias con muy pocos datos y regiones
estrechas con muchos datos. Por ejemplo, en datos econdémicos las clases
suelen ser de distinta amplitud. Denotaremos el extremo inferior del
intervalo i-ésimo por a; y el extremo superior por b;. Lo que realmente
se estd haciendo con el agrupamiento en clases es sustituir el valor real
de la variable por la clase en la que esta, de manera que las modalidades
pasan a ser las clases.

Ejemplo 21. (Continuacion del ejemplo 20)
En el ejemplo anterior, podemos considerar 10 clases:

(4,8),(8,12), (12, 16), (16, 20), (20, 24),

(24,28), (28,32), (32, 36), (36, 40), (40, 100).

Ast, el primer individuo de la muestra (13.77) se asigna a la tercera
clase ya que 13.77 estd en el intervalo (12-16), y asi sucesivamente.
Utilizando clases, se obtendria la tabla de frecuencias de la tabla 3.9.

Notese que el objetivo que se perseguia con las tablas de frecuencias,
es decir, el dar una idea del funcionamiento de la variable, se consigue
mejor mediante el agrupamiento en clases que trabajando con los datos
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(ai, b;) n; | fi N; | F;

4—8 60,12 6 (0,12
& —12 13 10,26 | 19 | 0,38
12 — 16 15 10,30 | 34 | 0,68
16 — 20 60,12 | 40 | 0,80

20—-24 | 21004 | 420,82
2428 | 3(0,06| 450,90
2832 | 1]0,02| 460,92
32-36 | 2(0,04| 480,96
36-40 | 1[0,02 |49 0,98
40—100 | 110,02 |50 | 1,00

Tabla 3.9. Tabla de frecuencias correspondiente al ejemplo 20 con los datos
agrupados en clases.

directamente, ya que permite detectar regiones de la recta real que tie-
nen una mayor frecuencia. Asi, parece que hay muchos datos entre 8 y
16; esta informacion es mas dificil de extraer de la tabla con datos sin
agrupar.

Como contrapartida, al agrupar en clases prescindimos del valor real
del dato para quedarnos con el intervalo en el que esta; es decir, no
usaremos el verdadero valor del dato. Al no utilizar ninguna informaciéon
sobre el valor real de los datos que estan en la clase, supondremos que
estos estan repartidos uniformemente en la clase, es decir, que no hay
tendencia a que los datos estén concentrados cerca de alguno de los
extremos del intervalo. Es por ello que al considerar los extremos de
un intervalo, es deseable que los datos contenidos en él se repartan
de la manera més uniforme posible. Resumiendo, al agrupar los datos
en clases se estd perdiendo informaciéon en aras de la simplicidad y
visibilidad.

. Cuantas clases es adecuado considerar? Si tenemos muchas clases,
entonces los intervalos son pequenos y los verdaderos valores de los
datos no se alejan mucho del punto medio del intervalo; sin embargo,
con esto se pierde en cierto sentido la utilidad del agrupamiento en
clases. Por otra parte, si tenemos muy pocas clases se pierde mucha
informacion. Por ello, es importante determinar el niimero de clases que
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se van a tomar; esta es una decisiéon subjetiva y depende del problema
en cuestion, aunque suele funcionar bien un entero cercano a \/n.

3.3. Representaciones graficas

El objetivo de las representaciones graficas es dar una idea del com-
portamiento de la variable mediante una figura. Por ello, nos interesa
esencialmente la forma de la grafica y no la escala de la misma. Existen
muchas representaciones graficas; aqui sélo veremos las més generales
dependiendo del tipo de variable utilizada: diagrama de sectores, dia-
grama de barras e histograma. Estudiaremos también la poligonal de
frecuencias acumuladas, que nos sera de utilidad posteriormente. Fi-
nalmente, cuando estudiemos las medidas de posicién presentaremos el
diagrama de cajas.

3.3.1. Diagrama de sectores

Esta representacion consiste en dividir un circulo en tantos sectores
como modalidades, de forma que a cada modalidad se le asigna un sector
circular de area proporcional a la frecuencia (absoluta o relativa) de la
modalidad.

Como dado un circulo de radio R el area del sector circular de s
grados es

Area = 7TR2£SO = cte - s,

podemos reformular la definicién anterior y asignar a cada modalidad
un sector circular con un ntimero de grados proporcional a la frecuencia.

Notese que debe dividirse completamente el circulo, luego la suma de
los grados de los diferentes sectores ha de ser 360. Por ello, no podemos
fijar nosotros la constante de proporcionalidad, sino que el ntiimero de
grados g; correspondientes a la modalidad x; se obtiene por una regla
de tres:

n — 360 n; X 360
=g=—

n; —— g Ji n
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Comunidad Auténoma | Poblacion (n;) | Porcentaje (100 f;)
Andalucia 8 202 220 18.20
Cataluna 7 364 078 16.34
Comunidad de Madrid 6 271 638 13.92
Comunidad Valenciana 5 029 601 11.16
Galicia 2 784 169 6.18
Castilla y Ledn 2 557 330 5.68
Otras 12 851 042 28.52

Tabla 3.10. Comunidad de residencia en 2008.

El diagrama de sectores puede calcularse para cualquier tipo de va-
riable estadistica, aunque suele aplicarse a variables cualitativas; por
ejemplo, es la representacion habitual de los resultados en las encuestas
de opinion.

Ejemplo 22.

Consideremos por ejemplo la variable X = Comunidad auténoma de
residencia. Los datos de 1 de enero de 2008 proporcionan la informacion
de la tabla 3.10.

En este caso el correspondiente diagrama de sectores viene dado en
la figura 3.1.

3.3.2. Diagrama de barras

Esta representacion se aplica a variables discretas que no estén agru-
padas en clases. Es una representacion en el plano. En el eje de abscisas
se sittian las modalidades de la variable, y sobre cada uno de estos va-
lores se dibuja una barra de altura proporcional a la frecuencia de la
modalidad. Es decir, para la modalidad z;, la altura correspondiente h;
seria

hi = kni7
donde k es una contante de proporcionalidad (que fijamos nosotros).

Ejemplo 23. (Continuacion del ejemplo 14)
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¢

= Andalucia

= Catalufia

= Comunidad de Madrid
= Comunidad Valenciana
= Galicia

= Castillay Ledn

m Otras

Figura 3.1. Diagrama de sectores correspondiente a los datos de la tabla
3.10.

En el ejemplo 1/ el diagrama de barras (con constante de proporcio-
nalidad 1) es el que aparece en la figura 3.2.

3.3.3. Histograma

Esta representacion se aplica a variables agrupadas en clases. Como
en el caso del diagrama de barras, es una representaciéon en el plano.
En el eje de abscisas se sittian las distintas clases, y sobre cada uno de
estos intervalos se dibuja un rectangulo con AREA proporcional a la
frecuencia de la clase. Es decir, para la clase (a;, b;) se tiene que el area
A; del correspondiente rectangulo seria

Ai = kni,

donde k es una constante de proporcionalidad fijada por nosotros. Y
como por otra parte A; = h;(b; — a;), entonces

kni

bi—ai'

hi
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n;

10

0 1 2 3 4 6 i

Figura 3.2. Diagrama de barras correspondiente a los datos del ejemplo 14.

Si todas las clases tienen la misma amplitud, es decir, b;—a; = b; —a;
para cualesquiera ¢ y j, entonces podemos dibujar el histograma dibu-
jando rectangulos con altura proporcional a la frecuencia de clase. Pero
si las amplitudes no son iguales para todos los intervalos, no podemos
hacer esta simplificacion. Esto es lo que ocurre en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 24. (Continuacion del ejemplo 20)

Para el ejemplo 20 el histograma puede verse en la figura 3.3.

Es interesante comprender como se han calculado las alturas de los
rectangulos, especialmente el correspondiente a la clase (40, 100). He-
mos fijado como constante de proporcionalidad 4, de manera que el drea
de cada rectdngulo es cuatro veces su frecuencia. Para los otros interva-
los esto implica que la altura coincide con la frecuencia absoluta puesto
que su amplitud es 4. Para (40, 100), tenemos una frecuencia de 1, con
lo que el drea debe ser 4 x1 = 4, y por otra parte este valor es el producto
de la base (60) por la altura (h). De esta forma h = 4/60 = 0,06.

3.3.4. Poligono de frecuencias acumuladas

Esta representacion se aplica también a variables agrupadas en clase.
No da una idea tan clara como el histograma, pero nos serd muy util
cuando queramos calcular medidas de posicién.

El poligono de frecuencias acumuladas es la grafica de la funcion
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151

13 1

D= DN W

4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 100

Figura 3.3. Histograma correspondiente a los datos del ejemplo 20.

que a cada valor real le asigna la proporciéon (o también el ntimero)
de individuos cuyo valor es menor o igual al considerado, es decir, la
frecuencia acumulada para ese valor.

Veamos como se construye: Como los valores estan agrupados en
clases hemos perdido los verdaderos valores; sin embargo, si es posible
calcular los valores del niimero de datos menores o iguales para los
extremos del intervalo. Por ejemplo, para el ejemplo 20, el ntiimero de
individuos cuyo valor es menor o igual a 8 es 6, el nimero de individuos
cuyo valor es menor o igual a 12 es 19, etc. Notese que estos valores
son los valores de la correspondiente frecuencia absoluta acumulada.
También conocemos con exactitud la funcién para los valores menores
que el extremo inferior del primer intervalo (vale 0) y para el extremo
superior del dltimo intervalo (vale 50). Esto mismo se puede hacer con
las frecuencias relativas acumuladas. Asi, la proporciéon de datos con
valor menor o igual que 8 es 0.12, la proporciéon de datos con valor
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menor o igual que 12 es 0.38, etcétera.

Quedan por determinar los otros valores. Para ello usaremos el he-
cho de que es de esperar que todos los valores dentro de cada clase se
distribuyan de manera uniforme. Y la uniformidad en términos de la
representacion se traduce en una linea recta que una los dos puntos
correspondientes al extremo inferior y al extremo superior. De esta ma-
nera, podemos aproximar el valor de la funcién mediante una secuencia
de segmentos rectilineos.

Ejemplo 25. (Continuacion del ejemplo 20)
En este caso el poligono de frecuencias acumuladas viene dado por

la figura 3.4.

3.4. Medidas de centralizacion

Una vez que tenemos nuestra tabla de frecuencias y la correspon-
diente representacion grafica, nuestro siguiente objetivo es dar un va-
lor representativo de nuestra variable estadistica. Esto vamos a hacerlo
mediante las llamadas medidas de centralizacién o medidas de
tendencia central. Entenderemos por medida de tendencia central un
valor numérico obtenido a partir de los valores de la variable estadisti-
ca que tenga un determinado significado, de modo que de acuerdo con
algn criterio, los datos de la variable estadistica oscilan frente a él.

Existen muchas medidas de tendencia central. Nosotros estudiare-
mos tres: la moda, la media (aritmética) y la mediana.

3.4.1. Lamoda

Se define la moda como aquel valor con mayor frecuencia relativa.
Se denota por mo. Es interesante notar que la moda no tiene que ser
necesariamente tnica.

Ejemplo 26. (Continuacion del ejemplo 1/)
En nuestro ejemplo de las crias de conejo se tiene mo =2 o 3.

La moda no requiere ningin tipo de condicién sobre la variable es-
tadistica. Es decir, puede calcularse para cualquier tipo de variable, sea
cuantitativa o cualitativa.



74 Estadistica Béasica

fi

0.9 1
0.8 1
0.7 1
0.6
0.5 1
0.4 1
0.3 1
0.2 1
0.1

Ixi

| | | | | | | | |
408 12 16 20 24 28 32 36 40 100

Figura 3.4. Poligonal de frecuencias correspondiente al ejemplo 20. En los
puntos de la poligonal aparece la frecuencia absoluta acumulada, que nos da
una de las formas de hacer esta representacion. En el eje de ordenadas se han
utilizado las frecuencias relativas acumuladas, que proporcionan otra manera
de hacer la representacion. Ambas dan lugar a la misma figura.

3.4.2. La media aritmética

Consideremos una variable estadistica cuantitativa X, de la que una
muestra de tamano n ha obtenido los datos x4, ..., x,,. Se define la media
aritmética de la variable X, denotada =, como

n
>
=1

n




Estadistica descriptiva unidimensional 75

Ejemplo 27. (Continuacion del ejemplo 1/)
Para nuestro ejemplo de las crias de conejo se tiene:

__ 1424043+ ..+2+3 103

35 35"

La media representa un valor promedio de la variable estadistica, es
decir, las diferencias por encima y por debajo de la media se compensan.
Matematicamente, esto se escribe

D (2 —7) =0.

i=1

Por su propia definiciéon, la media es un valor comprendido entre el
minimo valor obtenido y el maximo valor obtenido en la muestra. Fi-
nalmente, la media no es necesariamente un valor posible de la variable,
como por ejemplo ocurre en el caso anterior, en que la media es 103/35,
que no es un numero entero.

Supongamos ahora que tenemos la tabla de frecuencias para la va-
riable X. En ese caso, tenemos que X toma las modalidades 1, ..., z)
con frecuencias absolutas n, ..., n;. Como hemos visto al tratar las ta-
blas estadisticas, esto significa que x; aparece n; veces en la muestra,
To aparece no veces en la muestra y asi sucesivamente. Por lo tanto, la
suma de todos los valores de la muestra se puede escribir como

k
E TNy,
=1

y por lo tanto la media se puede escribir como

k
E T;n;
=1

n

Equivalentemente, si las frecuencias relativas son fi, ..., fx, y basan-
donos en que f; = °¢, la media aritmética puede calcularse mediante la
expresion
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k
i=1

Ejemplo 28. (Continuacion del ejemplo 14)
Para nuestro ejemplo de las crias de conejo se tiene:

1 103
T = 35[0-2+1~3+2~10+3~10+4-5+6~5] =3
Supongamos ahora que tenemos los datos agrupados en clases. En-
tonces, las modalidades son intervalos y no valores numéricos. Para po-
der utilizar la féormula anterior, tomaremos un representante de clase;
este representante sera el punto medio del intervalo y se llama la mar-
ca de clase; denotaremos por ¢; la marca de clase del intervalo (a;, b;).
Entonces,

o= a; + bz
' 2
La eleccion de este valor como representante de la clase viene mo-
tivada por el hecho de que se ha supuesto que los datos dentro de una
clase se reparten uniformemente. Asi, si por ejemplo en la clase |0,3] hay
dos datos, se supone que seran aproximadamente 1y 2, 0 0.5 y 2.5; méas
concretamente, esta suposicion hace que al sumarlos nos dara el valor
3, o sea, 2 veces la marca de clase, que es 1.5.
De esta manera, la media para una variable de datos agrupados viene
dada por:

k

g CilYy k
— =1
T = = E szz
n y
=1

Ejemplo 29. (Continuacion del ejemplo 20)
Para el ejemplo de datos agrupados se tienen las marcas de clase de
la tabla 3.11.

Por lo tanto, la media viene dada por:
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a; —b; | 4-8 8-12 | 12-16 | 16-20 | 20-24
& 6 10 14 18 22

a; —b; | 24-28 | 28-32 | 32-36 | 36-40 | 40-100
Ci 26 30 34 38 70

Tabla 3.11. Marcas de clase para la agrupaciéon hecha en el ejemplo 20.

1
T = @[6-6+10-13+...+38-1+70-1] = 15,64.
St no hubiésemos hecho el agrupamiento en clases, el valor de la
media seria

13,73 + 20,93 + .. 11,85 + 5,30
7o Dt e D PO 1656,

que es un valor diferente al que se obtuvo al aplicar la formula cuando
los datos estan agrupados en clases. Esta diferencia es debida a que los
valores en realidad no se reparten uniformemente dentro de los distintos
intervalos, y ese error se traduce en una diferencia entre los dos resul-
tados. Sin embargo, es mucho mds rdapido hallar la media con los datos
agrupados y usando las marcas de clase que utilizando los datos directa-
mente. Esta es una de las razones por las que antes de la aparicion de
los ordenadores se agrupasen los datos en clases en muchas ocasiones.

Veamos ahora algunas propiedades de la media. En general, dada
una constante a € R, se tienen las siguientes propiedades:

= Consideremos la aplicacion f : R — R definida por f(z;) = x; +
a. Si aplicamos esta transformacion a las modalidades de la v.
estadistica X, esto da lugar a una nueva variable, que denotamos
por X + a, en la que a todos los valores de la muestra se les ha
sumado el valor a, tal y como se ve en la tabla 3.12.

Entonces, para la nueva variable X + a se tiene

r+a=1T+a.



78

Estadistica Béasica

X T Ty
X+al|lxi+a ... z,+a

Tabla 3.12. Resultados de la muestra de la variable X + a.

Por ejemplo, supongamos que estamos estudiando los sueldos en
una empresa y nos sale un sueldo medio de 1500 euros mensuales.
Si ahora se decide dar una bonificaciéon extraordinaria a todos los
trabajadores de 100 euros, el sueldo medio pasara a ser de 1600
euros, y no serd necesario volver a realizar las cuentas con los
nuevos ingresos.

Consideremos la aplicacion f : R +— R definida por f(x;) = a -
x;. Si aplicamos esta transformaciéon a las modalidades de la v.
estadistica X, esto da lugar a una nueva variable, que denotamos
por aX, en la que a todos los valores de la muestra se les ha
multiplicado por el valor a, tal y como se ve en la tabla 3.13.

X T Ty
aX |a-x1 ... a-x,

Tabla 3.13. Resultados de la muestra de la variable aX.

Entonces, para la aX se tiene

ar = ax.

Por ejemplo, supongamos nuevamente que estamos estudiando los
sueldos en una empresa y nos sale un sueldo medio de 1500 euros
mensuales. Si ahora pasamos el sueldo a délares y un euro equivale
a 1.1 dolares, entonces el sueldo medio pasara a ser de 1,1 x 1500
dolares, y no seré necesario aplicar esta transformacion a todos
los sueldos para luego volver a calcular la media.

Consideremos la aplicacién g : R — R. Si aplicamos esta trans-
formacion a las modalidades de la v. estadistica X, esto da lugar
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a una nueva variable, que denotamos por Y = ¢(X), en la que
a cada valor z; de la muestra ha sido sustituido por g(x;), tal y
como se muestra en la tabla 3.14.

X T Ty
g(X) | glx) ... glzn)

Tabla 3.14. Resultados de la muestra de la variable Y = g(X).

Entonces, para Y se tiene

k
Y= Zg(xz‘)fz‘-

Es interesante notar que § # ¢(¥). Solo para casos especiales como
los de las dos propiedades anteriores se tendra la igualdad.

Estas propiedades son también validas aunque la variable esté agru-
pada en clases.

3.4.3. La mediana

Como hemos visto anteriormente, la media tiene muy buenas pro-
piedades matemaéticas. Sin embargo, tiene el inconveniente de que esta
muy afectada por valores extremos muy grandes o muy pequenos. Por
ejemplo, si estamos estudiando los sueldos de una empresa que tiene 99
trabajadores que ganan 1 000 euros al mes y el empresario que gana 101
000 euros al mes, la media aritmética nos dice que el sueldo medio es
de 2 000 euros al mes, y este valor no parece muy representativo de lo
que esté sucediendo realmente en la muestra. Esto es lo que ha ocurrido
también con los datos del ejemplo 20, en el que hay un valor que es
mucho mayor que los deméas y arrastra el valor de la media hacia un
valor mas alto. Para evitar esta influencia de los valores extremos de la
muestra definimos la mediana.

Para ello, tenemos que tener en cuenta que intuitivamente, el valor
representativo deberia ser un valor que esté mas o menos en la mitad
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de la muestra si ordenamos los valores. Y el problema que ha ocurrido
con la media en los ejemplos del parrafo anterior es que la media deja
a casi toda la poblacion por debajo del valor de la media. La idea de la
mediana es considerar como valor representativo el valor que esta en el
medio de los valores de la muestra.

Se define la mediana, denotada me, como aquel valor que, supuestos
los valores 1, ..., ¢, (no las modalidades, puede haber valores repetidos)
de la variable ordenados en forma creciente z(;) < ... < x(,) , deja al
menos la mitad de los datos de la muestra por debajo o iguales que me
y al menos la mitad de los datos por encima o iguales que me.

Aunque esta definicién parece un tanto extrana, esté intentando des-
cribir el dato en la posicion central de la muestra. Asi, si todos los datos
son diferentes entre si, y n = 7, entonces la mediana seria el cuarto dato
més pequeno. Este dato dejaria con valor menor o igual a 4 datos (més
de la mitad, que serian 3.5) y con valor mayor o igual a 4 datos. Y seria
el tinico dato que cumpliese las dos condiciones.

Desde un punto de vista practico, la mediana se calcula de manera
diferente para datos agrupados y para datos sin agrupar, dependiendo
en este tltimo caso si tenemos la representacion tabular o solo los datos
de la muestra.

Comencemos con el caso de datos no agrupados y sin disponer de la
representacion tabular. Tenemos entonces la muestra de tamano n dada
por xy, ..., x,. Se calcula la mediana de la siguiente manera:

» En primer lugar, tenemos que ordenar los datos de menor a mayor.
Denotaremos por z(;) el menor valor de la muestra, por x() el
segundo valor méas pequeno, y asi sucesivamente. Entonces x(y)
es el mayor valor de la muestra. Tenemos entonces la muestra
ordenada que viene dada por

1) S x@E) < S T

= Buscamos ahora el dato que esta en la posicion central. Se procede
de la siguiente manera:

e Si n es un ntmero impar, entonces n = 2p — 1 y la mediana
es el dato que en la muestra ordenada esté en la posiciéon p.
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Por ejemplo, si n = 7, entonces 7 = 2 x 4 — 1, por lo que
p =4y la mediana es ).

e Sin es un nimero par, entonces n = 2p y la mediana es cual-
quier valor entre los de los datos que en la muestra ordenada
estédn en las posiciones p y p + 1. Cualquier valor en este in-
tervalo sirve como mediana, aunque muchas veces se toma la
media de estos dos valores. Por ejemplo, si n = 8, entonces
8 = 2 x 4, por lo que p = 4 y la mediana es cualquier valor
en el intervalo [z(4), 2(5)).

Equivalentemente, podemos hallar la mediana siguiendo el proce-
dimiento que se detalla a continuacion. En primer lugar, calcula-
mos el valor n x 0,5.

e Si este valor es entero, la mediana es cualquier valor en el
intervalo [2(;,x0,5); T(nx0,5)+1)-

e Sino es entero, entonces la mediana es el valor del dato en la
posicion del primer entero que supera a n x 0,5, que denota-
remos [n x 0,5]. Por ejemplo, si n = 7, entonces n x 0,5 = 3,5
y [n x0,5] = 4. Asi, me = Z([fnx0,5])-

Esta ultima forma de proceder es la que usaremos para calcular las
medidas de posicion en la proxima secciéon en el caso de disponer
de la muestra pero no de la tabla de frecuencias.

Ejemplo 30. (Continuacion del ejemplo 14)
En nuestro ejemplo de las crias de conejo la muestra ordenada es

0,0,1,1,1,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,3,3, 3,
3,3,3,3,3,3,3,3,4,4,4,4,4,6,6,6,6,6

Como n = 35, se tiene que p = 18 y, por tanto, me = x(1g) = 3.

Veamos ahora como calcular la mediana si tenemos la representacion
tabular de los datos. En primer lugar buscamos las modalidades que de-
jan por debajo o con valor igual al menos el 50 % de los datos. Para
ello, basta observar la columna de las frecuencias relativas acumuladas
y buscar las modalidades cuya frecuencia relativa acumulada sea supe-
rior o igual a 0.5. Equivalentemente, podemos buscar las modalidades
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cuya frecuencia absoluta acumulada sea superior a n/2. Asi, buscamos
valores con frecuencia acumulada grande. Pasamos ahora a la segunda
condicion. Entonces debemos tener en cuenta que la proporciéon de va-
lores mayores o iguales que una modalidad z; viene dada por 1 — F;_q,
es decir, 1 menos la proporciéon de valores menores que z;. Entonces,
tenemos que buscar las modalidades tales que 1 menos la frecuencia re-
lativa acumulada es mayor o igual que 0.5. Equivalentemente, podemos
buscar las modalidades tales que 1 menos la frecuencia absoluta acumu-
lada sea superior a n/2. Asi, buscamos valores con frecuencia acumulada
pequena.
Tenemos ahora dos situaciones:

= Si el valor 0.5 no aparece en la tabla en la columna de las fre-
cuencias relativas acumuladas, entonces los valores con frecuencia
relativa acumulada menores que 0.5 no cumplen la primera condi-
cion y se descartan. Para los valores que si cumplen esta condicién,
el primero de ellos cumple también la segunda. Para los demas,
ninguna de ellos cumple la segunda condiciéon. Asi, la mediana
es la primera modalidad cuya correspondiente frecuencia relativa
acumulada supera el valor 0.5.

= Si el valor 0.5 aparece en la taba en la columna de las frecuencias
relativas acumuladas, entonces los valores con frecuencia relativa
acumulada menores que 0.5 no cumplen la primera condiciéon y
se descartan. Para los valores que si cumplen esta condicién, el
primero de ellos cumple también la segunda. El siguiente valor
también cumple la segunda condicién. Para los demas, ninguno
de ellos cumple la segunda condicién. Ahora bien, cualquier valor
entre esas dos modalidades también cumple las dos condiciones
(ndtese que en ningtn momento se pide que la mediana sea una
modalidad). Asi, la mediana es cualquier valor entre la modalidad
que tiene 0.5 como frecuencia relativa acumulada y el valor de la
siguiente modalidad.

Esto mismo puede hacerse con frecuencias absolutas acumuladas,
cambiando 0.5 por n/2.

Ejemplo 31. (Continuacion del ejemplo 14)
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En nuestro ejemplo ya se habia obtenido la representacion tabular
de los datos, que repetimos en la tabla 3.15.

2 2
0 |2 % 2 %
2 10| |35 | B
3 10 % 25 %
4 |5 = |30 | 5=
6 |5 | =35 |2

Tabla 3.15. Representaciéon tabular correspondiente a los datos del ejemplo
14.

Entonces, puede aplicarse el procedimiento anterior para comprobar
que la mediana ha de ser 3.

En el caso de datos agrupados hemos perdido los valores reales de los
datos, por lo que no puede procederse de la misma manera que con los
datos sin agrupar. Para el célculo de la mediana usaremos el poligono de
frecuencias acumuladas. Como buscamos un valor que deje el 50 % de los
datos por debajo o iguales, una vez dibujado el poligono de frecuencias
acumuladas, se dibuja la recta horizontal

50
="700°

Esta recta tiene que cortar a la poligonal en algiin momento, pues
esta es una grafica continua y las ordenadas pasan de 0 a 1. Una vez
determinado el punto de corte, se mira la abscisa de este punto; esta
abscisa es la mediana. Para determinar este valor usaremos semejanza
de tridngulos.

Y

Ejemplo 32. (Continuacion del ejemplo 20)

En este caso se tiene la grifica de la figura 3.5.

De esta forma, la mediana es un valor en el intervalo 12-16 y viene
dada, aplicando semejanza de tridngulos, por:

BaseTriangGrande  BaseTriangPeq

AlturaTriangGrande — AlturaTriangPeq’
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fi

0.8] 42 0.68

0.71 34 0.50
0.6 1

0.5

041 & 0.38

0.3 1 me

0.2 12 16

] '
4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 100 i

Figura 3.5. Procedimiento paso para hallar la mediana en una distribucién
agrupada en clases.

O equivalentemente,

BaseTriangGrande  AlturaTriangGrande

BaseTriangPeq —  AlturaTriangPeq
En nuestro caso,

0,68 —0,38 0,50 — 0,38
16—12  me— 12

= me = 13.8.

En definitiva, si la mediana esté en el intervalo [a;, a;41] y la frecuen-
cia de esta clase es Fj, la mediana viene dada por

— U E — Fi_l i+1 i)
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Finalmente, al contrario que la media, que siempre necesita variables
cuantitativas, la mediana, asi como las medidas de posicidon que veremos
a continuacion, pueden calcularse para variables ordinales.

3.5. Medidas de posicion

Anéalogamente a la mediana, se pueden definir otras medidas conoci-
das como medidas de posicion. Las medidas de posiciéon son genera-
lizaciones de la mediana que nos sirven para dar un valor que divida la
muestra en dos partes, una parte por encima de dicho valor y otra por
debajo, de manera que el niimero o proporcién de datos en cada parte
verifique unas condiciones determinadas.

3.5.1. Cuartiles, deciles y percentiles

La primera medida de posicidon que veremos son los cuartiles, denota-
dos ¢;,7 = 1,2, 3. Se define el cuartil ¢ como aquel valor que, supuestos
los valores (no las modalidades) de la variable ordenados en forma cre-
ciente, deja al menos el 25 -i% de los datos de la muestra por debajo
o iguales que ese valor y al menos el (100 — 25 - i) % de los datos por
encima o iguales que ese valor. En particular, la mediana coincide con
qz-

La forma de calcular los cuartiles a partir de una muestra es analoga
a la vista para el calculo de la mediana.

En el caso de tener los datos de la muestra, xy, ..., x,, tenemos pri-
meramente que ordenar la muestra, de forma que tenemos

I(l) S l‘(g) S S I(n).

Ahora, se busca el valor n x 0,25,n x 0,5 0 n x 0,75 para ¢, ¢2 o ¢s,
respectivamente.

= Si este valor es entero, el primer cuartil es cualquier valor en el
intervalo [T(nx0,25), T(nx0,25)+1]- Lo mismo se haria para los otros
cuartiles.

= Si no es entero, entonces el primer cuartil es el valor del dato en la
posicion del primer entero que supera a n x 0,25, que denotaremos
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[n x 0,25]. Por ejemplo, si n = 7, entonces n x 0,25 = 1,75 y
[n % 0,5] = 2. Asi, me = ().

En el caso de variables sin agrupar y si disponemos de la tabla de
frecuencias, podemos hallar los cuartiles sustituyendo el valor 0.5 (o
n x 0,5) por los valores 0.25 (q1), 0.5 (¢2) 0 0.75 (g3).

Ejemplo 33. (Continuacion del ejemplo 14)
En este ejemplo ya se habia obtenido la representacion tabular de
los datos. Entonces:

G =2,q0=3,q3 =4

El célculo para variables agrupadas en intervalos es similar al de la
mediana y se calcula a partir del poligono de frecuencias acumuladas
sustltuyendo la recta y = ”100 por y = ”100 (para qq), y = nlOO (para

@) oy = nlOO (para g3).

Ejemplo 34. (Continuacion del ejemplo 20)
En este caso se tienen las grdficas de las figuras 3.6 y 3.7.
Luego,
0,38—-0,12 0,25-0,12
12-8 ¢ —8

= q = 10.
Para hallar g3 se procede de la misma manera.

0,80 — 0,68 0,75 —0,68
20—16 ¢35 —16

g3 = 18,33,

Se define el decil 7, i = 1, ...,9, denotado d;, como aquel valor que,
supuestos los valores de la muestra ordenados de forma creciente, deja
al menos el 10 -7 % de los datos de la muestra por debajo o iguales y al
menos el (100—10-7) % de los datos por encima o iguales. En particular,
la mediana coincide con ds. Al igual que para los cuartiles, su calculo es
similar al de la mediana.

Ejemplo 35. (Continuacion del ejemplo 14)
En este caso se tiene por ejemplo dy = 2,d7 = 3,dg = 6.
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fi

0.9 6

0.8 42 0.38 ]
0-77 34 0.25 1
0.6
0.5

0.4 19 012
0.3 ' q1

0.21 g 12

a
| | | | | | | | |
4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 100 =

Figura 3.6. Ejemplo de calculo del primer cuartil con datos agrupados en
clases.

Finalmente, se define el percentil o cuantil 7,7 = 1, ..., 99, denotado
pi, como aquel valor que, supuestos los valores de la muestra ordenados
en forma creciente, deja al menos el i % de los datos de la muestra por
debajo o iguales y al menos el (100 — i) % de los datos por encima o
iguales. En particular, la mediana coincide con pso. El calculo de los
percentiles sigue las mismas pautas que el célculo de la mediana.

Ejemplo 36. (Continuacion del ejemplo 14)
En este caso se tiene por ejemplo p1s = 2, pgs = 6.

3.5.2. Diagrama de cajas

A partir de las medidas de posicion podemos dibujar una nueva
representacion grafica llamada diagrama de cajas, que esta pensada
principalmente para distribuciones de datos no agrupadas y sin datos
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fi

0.9 6
0.8] 42 0.80

0.71 U 0.75
0.6

0.5 1

041 19 0.68

0.3 1 qs

0.2 16 20

a3
| | | | | | | | |
48 12 16 20 24 28 32 36 40 100 =

Figura 3.7. Ejemplo de céalculo del tercer cuartil con datos agrupados en
clases.

repetidos. Esta representacion hace hincapié en los valores que se alejan
de los valores tipicos de la variable. Veamos como construir esta gréfica.
Tenemos en primer lugar que calcular los tres cuartiles. Los valores de
q1 ¥ q3 determinan los limites de una caja, en cuyo interior se tiene una
linea con el valor de la mediana me. Los valores dentro de la caja son
los valores considerados tipicos para la variable.

De esta caja salen dos lineas (llamadas bigotes) que determinan los
valores que se consideran normales (no tipicos). Los limites de estas
lineas son:

max{ray,q — 1,5- (g3 —¢1)} para la linea inferior,

mMax{rm),qs + 1,5 (¢s —q1)} para la linea inferior.
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Sizaqy < ¢1—1,5-(g3—q1) todavia quedan valores que no estan dentro
de estas lineas. Estos valores se representan de dos formas distintas:

= Los datos entre ¢ —3 - (g3 —q1) y ¢1 — 1,5 - (¢3 — ¢1) se dibujan
con *. Estos son los valores considerados raros (por demasiado
pequenos) para la muestra.

= Los datos menores que ¢; — 3 - (g3 — ¢1) se dibujan con o. Estos
son valores considerados muy raros para la muestra.

Lo mismo se hace con los valores grandes. Asi, si x¢,) > g3 + 1,5 -
(g3 — q1) todavia quedan valores que no estan dentro de estas lineas.
Estos valores se representan de dos formas distintas:

= Los datos entre g3+1,5-(g3—q1) y g3 +3-(g3—q1) se dibujan con .
Estos son los valores considerados raros (por demasiado grandes)
para la muestra.

= Los datos mayores que g3 + 3 - (g3 — ¢1) se dibujan con o. Estos
son valores considerados muy raros para la muestra.

Ejemplo 37. (Continuacion del ejemplo 20)

Para el caso del gasto farmacéutico del ejemplo 20 sin agrupar en
clases se puede ver que me = 12,63, (la media de los valores 25 y 26),
¢ = 10,86, (dato en posicion 13) y q3 = 18,72 (dato en posicion 38).
Luego q3 —q, = 7,86. Entonces el diagrama de cajas seria el que aparece
en la figura 3.8.

3.6. Medidas de dispersion

Las medidas de dispersion son medidas que nos permitiran estudiar
lo diferentes que son los datos de la muestra. Esto nos sirve para darnos
una idea de hasta qué punto las medidas de tendencia central son re-
presentativas o no. Asi, si tenemos dos muestras de tamano 2, una con
los valores 0, 100 y otra con los valores 50, 50, se tendria que su media
coincide; sin embargo, la media en el segundo caso es muy representati-
va pues todos los valores de la muestra coinciden con ella, mientras que
en el primer caso la media es un valor alejado de todos los datos.
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Figura 3.8. Ejemplo de diagrama de cajas para los datos del ejemplo 20 sin
agrupar en clases. Para los valores pequefios, el limite esté en el minimo dato,
mientras que para los valores grandes hay valores raros. Por ello, el bigote
para valores pequenos es mas corto que el de valores grandes. Hay tres datos
que se consideran grandes porque superan el valor g3 + 1,5(¢3 — ¢1) = 30,51,
pero no el valor g3+ 3(¢3 — ¢1) = 42,73 y un valor muy raro (el méximo) que
supera este tltimo valor.

Existen muchas medidas de dispersion y todas ellas siguen esta idea
intuitiva: medir la separaciéon entre los datos o equivalentemente, la
distancia entre los datos y alguna medida de tendencia central. Aqui
estudiaremos las més usuales, que son la varianza y la desviacion tipica.

3.6.1. La varianza

Supongamos que tenemos una muestra de valores xy, ..., x,. La va-
rianza de la muestra, denotada v(xy,...,x,),v 0 v(X), se define como
el valor dado por

Si tenemos una variable estadistica que toma las modalidades x1, ..., T}
con frecuencias absolutas nq,...,n, podemos aplicar el mismo razona-
miento que se hizo para la media y que nos permite calcular la varianza
mas rapidamente. La varianza de la muestra viene entonces dada por

o equivalentemente
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v(X) = Z(ﬂfz —7)°fi

i=1

si usamos las frecuencias relativas.

En el caso de tener la variable agrupada en clases, se sustituyen los
intervalos por las correspondientes marcas de clase. Asi, si tenemos las
marcas de clase ¢q, ..., ¢, con frecuencias absolutas n, ..., ng, la varianza
viene dada por

o equivalentemente

si usamos las frecuencias relativas.

Veamos una explicacién intuitiva que permita justificar la varianza
como medida de dispersion. Empecemos considerando el numerador. En
primer lugar, nétese que esta basado en las diferencias con la media. Si
los datos son poco variables, estaran cerca de la media y por tanto estas
diferencias serdan pequenas, mientras que si los datos son muy variables
estaran lejos de la media y las diferencias serdn grandes. El uso del
cuadrado es necesario para que no se produzcan compensaciones entre
diferencias positivas y negativas. Finalmente, todo se divide entre el
tamano de muestra; la razéon esta en conseguir una medida que no esté
influida por el nimero de datos que tenemos. En otro caso, podria pasar
que se tuviese una muestra poco variable pero de muchos datos y otra
muy variable con pocos datos, ambas con la misma varianza.

La varianza es sin duda la medida de dispersion mas utilizada. Para
su calculo, puede demostrarse que

donde si tenemos la muestra (z1, ..., ,), entonces
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n

D a!

=
g2 =2 ,
n

si tenemos la tabla de frecuencias, entonces

k
§ 2
) i=1 2 : 2
=1

y en el caso de tener la variable agrupada en clases se utiliza la misma
expresion, pero sustituyendo las modalidades por las marcas de clase.
Es decir

Esta expresion para la varianza reduce el ntimero de operaciones
necesarias para calcular la varianza.

Ejemplo 38. (Continuacion de los ejemplos 14 y 20)
En el ejemplo 14:

F_02-2+12~3+22-10+32-10+42-5+62~5 393
- 35 T35

Luego,

393,103

o(X) =52 - (5

= 2 =257
35 ) Y

Para el ejemplo 20:

= 626410 13+ ...+382-1+70%-1  20814,8877
N 50 N 50

= 416,30.

Luego,

v(X) = 416,30 — 15,64* = 171,69.
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Veamos ahora algunas propiedades de la varianza, que son similares
a las vistas para la media.

= Consideremos la aplicacion X + a : {z1, ..., z,} — R definida por
(X + a)(z;) = z; + a. Entonces, para la nueva variable X + a se
tiene

v(X +a) =v(X).

Notese que este resultado es logico, pues esta transformacion tras-
lada los datos, pero mantiene las diferencias.

» Consideremos la aplicacion aX : {zy,...,2,} — R definida por
(aX)(x;) = ax;. Entonces, para la nueva variable a X se tiene

v(aX) = a*v(X).

En este caso se esta estirando la poblacion, por lo que las diferen-
cias cambian y esto se refleja en la varianza.

= Consideremos la aplicacion g(X) : {z1,...,2,} — R definida por
9(X)(x;) = g(z;). Es interesante notar que, al igual que sucedia
con la media, en general v(g(X)) # g(v(X)).

= La varianza vale 0 si y s6lo si todos los valores de la muestra son
iguales.

= Finalmente, nétese que la varianza nunca puede ser negativa, pues
es una suma de cuadrados.

3.6.2. La desviacion tipica

La varianza tiene el problema de que sus unidades son las unidades
de la variable elevadas al cuadrado. Es por ello que aparece el concepto
de desviacion tipica, denotada por d(z1, ..., x,), d(X) o d, que se define
como la raiz cuadrada positiva de la varianza, es decir,
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La desviacion tipica estd medida en las mismas unidades que la va-
riable X.

Ejemplo 39. (Continuacion de los ejemplos 14 y 20)
En el ejemplo 14, d(X) = /2,57 = 1,603. Para el ejemplo 20,
d(X) = 13,10.

Veamos ahora la traduccion de las propiedades que se vieron para la
varianza para el caso de la desviacion tipica.

» Consideremos la aplicacion X + a : {z1,...,z,} — R definida por
(X + a)(z;) = z; + a. Entonces, para la nueva variable X + a se
tiene

d(X +a) =d(X).

» Consideremos la aplicacion aX : {z,...,x,} — R definida por
(aX)(z;) = a - x;. Entonces, para la nueva variable aX se tiene

d(aX) = |a|d(X).
Es interesante notar que el valor de la constante a pasa a |a|.

» La desviacion tipica vale 0 si y solo si todos los valores de la
muestra son iguales.

= La desviacion tipica no puede ser negativa.

3.6.3. El coeficiente de variacion de Pearson

Finalmente, consideremos la situacién en que queremos comparar las
variaciones de dos muestras distintas. En principio, podria pensarse en
comparar las varianzas o las desviaciones tipicas. Sin embargo, ambas
medidas tienen unidades y, por tanto, un cambio de escala llevaria a
conclusiones erréoneas. Para ilustrar esta situacion, consideremos el ca-
so de medir la altura de 15 personas. Supongamos que se ha obtenido
una desviacion tipica de lem. Esto implica que la variable X ha sido
medida en cm. Sin embargo, si hubiésemos medido X en metros, todos
los valores de X aparecerian divididos por 100, con lo que tendriamos
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la variable X /100, y por las propiedades vistas anteriormente, también
la desviacion tipica apareceria dividida por 100 y valdria 0.01m. Si que-
remos utilizar la desviacion tipica para comparar las dispersiones de las
dos variables y obviamos las unidades de medida, se tendria que la varia-
ble X tendria una variaciéon mayor que X/100, mientras que en realidad
la dispersion es la misma, pero medida en unidades diferentes. En este
caso todavia seria posible hacer una transformacion entre las unidades
de medida para asi realizar una comparacion efectiva; sin embargo, en
muchos otros casos, esto no es posible.

Para evitar estos problemas seria muy ttil tener un coeficiente que
no dependiese de unidades (lo que se llama adimensional). Esto es lo
que se consigue mediante el coeficiente de variaciéon de Pearson,
que se define como

Obviamente, este coeficiente no esté definido para variables con me-
dia nula. Asi, una variable se considera mas variable que otra si su
coeficiente de variacién de Pearson es mayor.

Ejemplo 40. (Continuacion de los ejemplos 14 y 20)
: 1,603 _ .
En el ejemplo 14, cv(X) = Sor = 0,545, Para el ejemplo 20,
cv(X) = 248 = 0,838.
Por tanto, los datos estdn mds dispersos en el ejemplo 20.

3.7. Medidas de forma

En las secciones anteriores hemos estudiado las medidas de centra-
lizacion, posicion y dispersion. En esta seccion estudiaremos otros dos
tipos de medidas conocidas como medidas de forma. Como su propio
nombre indica, las medidas de forma nos permitirdn hacernos una idea
de la forma (o la tendencia) que tiene la distribucion de frecuencias.

Clasificaremos las medidas de forma en dos tipos: las medidas de
asimetria y las medidas de curtosis.
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3.7.1. Medidas de asimetria

El objetivo de las medidas de asimetria es medir hasta qué punto los
datos se reparten de forma especular alrededor de un punto (que sera
la media) o si hay una tendencia a que los datos con valor superior a la
media estén mas (o menos) alejados que los datos con valor inferior. En
el primer caso diremos que la distribucion es asimétrica por la derecha
y en el segundo caso que es asimétrica por la izquierda.

a) Simetria b) As. por la derechac) As. por la izquierda

Figura 3.9. Tipos de distribuciones en funcién de su asimetria.

Otra forma un poco més matemética de interpretar la asimetria es
la siguiente: Dada una variable estadistica, la variable sera asimétrica
por la derecha si T > me y serd asimétrica por la izquierda si T < me.

Me, ©

Figura 3.10. Comparaciéon media-mediana en funcién de la asimetria.

Las medidas de asimetria tratan de medir esta tendencia. Al igual
que sucedia con las medidas de centralizacion y de dispersion, existen
muchas medidas de asimetria, aunque todas tratan de reflejar el com-
portamiento anterior. Veremos a continuacién una de ellas.
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El coeficiente de asimetria de Fisher es sin duda la medida de
asimetria mas utilizada. Dada una variable estadistica X, este coeficien-
te se define por

D S D e
0= — T ar . anr

Hemos puesto la definicién en el caso de tener la muestra (primera
formula) o la tabla de frecuencia con datos no agrupados (segunda for-
mula y tercera formula). Para distribuciones agrupadas en datos, susti-
tuimos los valores de las modalidades x; por los correspondientes valores
de las marcas de clase. Es decir,

La idea de esta medida es la siguiente: Si la distribucién es muy
simétrica, es de esperar que las diferencias de los datos con la media
que sean positivas y negativas se compensen; esto se traduciria en

=1

Sin embargo, esto se tiene siempre (es una de las propiedades de la
media). Por ello tenemos que buscar otra manera de representar nues-
tra idea. Si tomamos las diferencias al cuadrado obtenemos una suma
de valores positivos, con lo que no podremos distinguir las diferencias
positivas de las negativas. Asi, pasamos a elevar al cubo, que ya tiene en
cuenta el signo de las diferencias. De esta forma, si hay un dato mucho
mayor que la media pero no hay como contrapartida un valor menor
en esas condiciones, sino que hay varios valores menores pero cercanos
a la media que compensen el dato anterior, entonces tendriamos una
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distribucion asimétrica por la derecha. Al aplicar la formula de la asi-
metria, se tendria una diferencia muy grande de este dato especial con
la media, y cuando se eleva al cubo sera todavia mas grande. Este valor
no se compensa por las varias diferencias pequenas y negativas cuando
se elevan al cubo, con lo que obtendriamos un valor positivo para g1 (X).

El denominador d(X)? es un término que sirve para relativizar el
resultado. Asi, si los datos tienen mucha dispersiéon podria ocurrir que
el numerador fuese grande, no debido a diferencias significativas entre
valores positivos y negativos, sino a que estos valores son grandes y se
estan elevando al cubo. Anélogamente, si los datos estan muy concentra-
dos alrededor de la media, es de esperar que el numerador sea pequeno
aunque haya una tendencia a la asimetria. Finalmente, d(X) se eleva al
cubo para obtener un coeficiente adimensional.

De esta manera, si g;(X) = 0, concluiremos que la distribucion es
simétrica, si g1(X) > 0 la distribuciéon sera asimétrica por la derecha
y si g1(X) < 0 la distribucion seré asimétrica por la izquierda. Cuanto
mayor sea el valor de g;(X) en valor absoluto més pronunciada sera la
asimetria.

Ejemplo 41.

Consideremos la distribucion X cuyos valores son 0, 1, 2 y 10, todos
ellos con frecuencia i. Esta distribucion es claramente asimétrica por la
derecha, pues el valor 10 estd muy alejado de los otros valores de la dis-
tribucion. St hallamos el coeficiente de asimetria de Fisher obtenemos:

13 267 V267

T=—=232 X)=— X)=—=14 X) = 1,545.
T= 3,25, v(X) 16 = d(X) 1 ,08, g1(X) ,545
Ejemplo 42. (Continuacion de los ejemplos 14 y 20)
Si consideramos el ejemplo 1} se obtiene T = % =294d(X) =

V2,57 = 1,603. El numerador vale

6

Z(IZ — E)3ni

i1 —31,36
= = —0,896.
n 35 ’
Luego g1(X) = —0,21, y concluimos que la distribucion es un poco

asimétrica por la izquierda.
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Para el ejemplo 20 tenemos T = 15,64, d(X) = 13,10. El numerador
vale

10

Z(Ci — E)?’ni
= = 3664,92.
n

Luego ¢1(X) = 1,63, y concluimos que la distribucion es bastante
asimétrica por la derecha.

El estudio de la simetria resulta ttil cuando ha de establecerse una
variable que modele unos datos. En muchas ocasiones se presupone un
modelo normal que veremos en el capitulo 6, y esta propiedad no se
corresponde con la realidad en algunos casos. Las medidas de simetria,
junto con las medidas de curtosis que veremos a continuacion, juegan
un papel muy importante para validar este modelo normal.

3.7.2. Medidas de curtosis o apuntamiento

Las medidas de curtosis miden el «aplastamiento» de la distribucion.
En otras palabras, miran si hay tendencia a que todas las modalidades
tengan la misma frecuencia o si, por el contrario, hay una tendencia a
que existan grandes diferencias entre ellas.

El aplastamiento se utiliza casi siempre para comparar los datos de
la muestra con los valores tedricos de una normal estandar que estudia-
remos en el capitulo 6. Por ello, se estudia la curtosis en distribuciones
que son practicamente simétricas y con una sola moda. Si el aplasta-
miento de los datos es similar al de la distribucién normal estandar se
dice que la distribucion es mesocirtica. Si es mas aplastada diremos que
la distribucion es platicirtica y si es méas apuntada que es leptocirtica.

Al igual que sucedia con otras medidas que hemos visto, existen
muchas medidas de curtosis, todas ellas intentando reflejar en un valor
este comportamiento, aunque la conocida como medida de curtosis de
Pearson es con mucho la més utilizada.

Dada una variable estadistica X, el coeficiente de curtosis de
Pearson se define por



100 Estadistica Béasica

Mesoctrtica Leptocirtica Platicurtica

Figura 3.11. Interpretaciéon grafica de las distribuciones segiin su curtosis.

Notese en primer lugar que, al igual que pasaba con el coeficiente de
asimetria de Fisher, este coeficiente es adimensional.

Veamos ahora la idea de esta medida: Si tenemos en mente una
distribucién simétrica con una sola moda, es facil ver que cuanto mayor
sea el apuntamiento, mayor sera la frecuencia de los datos cercanos a
la media. Asi, el valor del numerador serd tanto mas pequemno cuanto
més apuntada sea la distribucién. De la misma manera, el valor de
d(X) se hard mas pequeno cuanto més apuntada sea la distribucion.
Sin embargo, puede demostrarse que el cociente entre el numerador y
d(X)* aumenta y que esto sucede en general.

En una normal estdndar, este cociente vale 3, lo que explica que se
reste 3 en la expresion anterior.

Si la distribucién es mesocurtica, entonces tenemos el mismo apun-
tamiento que la normal estandar y go(X) se anula. Si el apuntamiento
es mayor que el de la normal estandar, go(X) toma un valor positivo y
si el apuntamiento es menor que el de la normal estandar, go(X) toma
un valor negativo. Cuanto mayor sea el valor de go(X), mayor seré el
apuntamiento.

Para variables de las que tenemos la distribucién de frecuencias y no
estan agrupadas en clases se tiene la expresion
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k
z; —T)'ny k
;( ) Z(‘TZ _ x)4fz
X):= o = =1
P oo T
Y para distribuciones agrupadas en clases se tiene que
k
Z(cl —7)*n,; u .
i=1 Z(Cz - [E) fz
X) = n -3== -3

Ejemplo 43.
Consideremos una variable cuya tabla de frecuencias es la de la tabla
3.16.

z; | O 1 2 3 4
fi 102 02 02 02 02

Tabla 3.16. Distribucion del ejemplo 43.

Esta distribucion es simétrica respecto a 2 y es claramente platicir-
tica, pues su diagrama de barras da una figura completamente plana.
Entonces,

k
T=2 Y (z—7)'fi = = uX) =2, d(X)* =4.
=1

Entonces,

concluyendo que efectivamente es una distribucion platicirtica.





