UNIVERSIDAD COMPLUTENSE DE MADRID

FACULTAD DE CIENCIAS ECONOMICAS Y
EMPRESARIALES

Departamento de Economia Cuantitativa

ESTRATEGIAS EFICIENTES EN LOS MERCADOS DE
OPCIONES Y FUTUROS

MEMORIA PARA OPTAR AL GRADO DE DOCTOR
PRESENTADA POR
Juan Garrido Lopez
Bajo la direccion de los doctores

Gregorio Diaz
Laureano Escudero

Madrid, 2012

© Juan Garrido Lopez, 1999



Estrategias Eficientes en los Mercados

de Opciones y Futuros

Tesis Doctoral

Juan Garrido Lépez

Directores: Gregorio Diaz, Laureano Escudero

Departamento de Economia Cuantitativa
Facultad de Ciencias Econémicas y Empresariales

Universidad Complutense de Madrid

1998



A mis padres, a mis hermanos, a mi abuelita y a Ester



Agradecimientos

Deseo expresar mi mas sincero agradecimiento a los Profesores Gregorio Diaz y Laureano
Escudero por su labor de direccion en esta tesis y por la gran confianza que me han mostrado.
También quiero agradecer Jas sugerencias recibidas y el apoyo mostrado por el Profesor Miguel Jerez,
tutor de esta tesis.

Agradezco también a todos fos fectores por Jeer mi trabajo y por sus valiosos comentarios y
sugerencias.

Por otro lado, agradezco profundamente la inestimable ayuda que me han prestado mis amigos
Ricardo Martin y Arthur B. Treadway. Su apoyo y sugerencias han hecho mucho maés facil y levadero
este largo camino.

Quiero, asimismo, expresar mi gratitud al Departamento del Analisis Econdmico de la
Universidad Complutense y al Instituto Complutense de Andlisis Economico (ICAE) por facilitarme
los medios materiales necesarios para llevar a cabo esta investigacién. También quiero agradecer el
interés mostrado por mis compaferos de doctorado y muy especialmente por Luis Nufio con quién he
mantenido largas y deliciosas discusiones.

Fuera del plano profesional, quiero agradecer el constante aliento, el apoyo incondicional y el

interés mostradgo por mi familia y por Ester, sin ellos llegar a este momento habria sido pricticamente

imposibie.

Juan Garrido Lopez



Indice

Indice
1 Introduccién I
2 Resolucién de la ecuacién de Black y Scholes utilizando el método de separacion de variables 12
2.1 Estimacion del error cometido 25
2.2 Convergencia 27
2.3 Calculo de sensibilidades 30
2.3.1 Delta de una opcién 30
2.3.2 Gamma de una opcién 31
2.3.3 Theta de una opcién 32
2.3.4 Vega de una opcion 33
2.3.5 Rho de una opcidn 335
2.4 Ejemplos 37
3 Rendimiento esperado condicionado y varianza condicionada del rendimiento de una opcién 51
3.1 Rendimiento esperado condicionado de una opcidn 53
3.2 Varianza condicionada del precio de mercado de una opcién 58
3.3 Sensibilidades esperadas de una opcion 63
3.3.1 Delta esperada de una opcidn 63
3.3.2 Gamma esperada de una opcion 66
3.3.3 Theta esperada de una opcién 68
3.3.4 Vega esperada de una opcidn 70
3.3.5 Rho esperada de una opcion 72
3.4 Ejemplos 74
4 Calculo de la estrategia eficiente 38
4.1 Problema 1: Estrategia & la Markowitz 92
4.1.1 Ejemplos 93
4.1.2 Comentarios a los resultados del Problema 1 100
4.2 Problema 2: Escenarios sobre la volatilidad estimada por el inversor 107
4.2.1 Ejemplos 108

4.2.2 Comentarios a los resultados del Problema 2 P16



Indice

4.3 Problema 3: Estrategia 4 la Markowitz con restricciones sobre las sensibilidades esperadas de la
estrategia

5 Conclusiones

Apéndice 1: Resolucién de la ecuacion del calor

Apéndice 2: Aspectos basicos de las opciones y futuros

Apéndice 3: Resolucién de Ia ecnacitn de Black y Scholes

Referencias

122

126

128

131

143

145



1 Introduccion

Lo que se pretende en esta memoria es generalizar, al ambito de las opciones europeas sobre
un anico activo subyacente, las ideas sobre seleccion de carteras que aparecen por primera vez en
Markowitz (1952)', es decir, obtener la estrategia, compuesta por opciones europeas sobre un Gnico
subyacente, que minimice ¢l riesgo de obtener una determinada rentabilidad. Para llevar a cabo este
fin se propone un nuevo método de valoracién de opciones, que permite, por una parte, resolver el
problema mencionado, y por otra, valorar de forma exacta algunos tipos de opciones.

Comenzaremos intreduciendo una serie de definiciones basicas (vid. Hull 1997

Un contrato a plazo o forward es un acuerdo privado de compra o venta de un activo en un
momento determinado del futuro por un precio determinado hoy {precio de entrega). Una de las dos
partes del contrato a plazo asume una posicidn larga y acuerda comprar el activo en una fecha
especifica y a un precio determinado. La otra parte asume una posicion corta y acuerda vender el
activo en la misma fecha por el mismo precio. El precio de entrega se suele elegir de tal forma que en
el momento en que se firma el contrato sea cero.

Sea K el precio de entrega, T el dia de vencimiento del contrato y S, el precio de contado del
activo en el instante t < T. El valor ¢l dia de vencimiento o valor terminal de una posicion larga en un
contrato a plazo sobre una unidad de activo es:

S-K
v de una posicién corta:
K-St

En la Figura 1.1 se ilustran los valores terminales de un contrato a plazo.

' Analisis detaltados de muchos de los distintos modelos asociados a la extensa literatura generada por la idea
original de Markowitz pueden encontrarse en Ingersoll (1987) y Zenios (1993).
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Valor terminal Valor terminal
K

(a) (b)

Figura 1.1: Valor terminal de un contrato a plazo. (a) Posicién larga. (b) Posicion corta

Con respecto a las opciones hay que decir que existen basicamente dos tipos: de compra y de
venta (Call y Put). Una opcion de compra da a su poseedor el derecho a comprar un activo (activo
subyacente) a un precio determinado (precio de ejercicio) en una fecha establecida (fecha de
vencimiento). Una opeidn de venta proporciona a su titular el derecho a vender un activo en una fecha
determinada a un precio establecido. El comprador, al adquirir alguno de estos derechos, pagara por
ellos una determinada prima.

Una opcién se denomina europea si solo puede ser ejercitada en la fecha de vencimiento,
mientras que una opcion se denomina americana si puede ser ejercitada en cualquier momento hasta
su fecha de vencimiento incluida.

A menudo es util caracterizar las posiciones en opciones en términos de su valor terminal.
Llamando T al dia de vencimiento, K al precio de ejercicio y S, al precio del activo subyacente en el
instante t, entonces una posicion larga de opciones de compra tendra un valor terminal:

rnax{ST - K,O}
y una posicioén corta:
— max{S; —K,0}.
El valor terminal para una posicion larga en una opcidn de venta serd:
max{K - S, ,0}
¥ para una posicion corta:
—max{K - S,,0}.

La Figura 1.2 ilustra graficamente estos tipos de valores terminales.
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Valor terminal Valor terminal

L -

(a)

S

Valor terminal Valor terminal

[ . 4
&1

(e} (d)
Figura 1.2; Valor terminal de opciones de compra y venta. {a) Posicion larga en una opcion de compra.
(b) Posicion larga en una opcidn de venta. (c) Posicién corta en una opcién de compra.
(d) Posicidn corta en una opeion de venta.

Partiendo de estos tipos basicos de opciones, se puede construir una gran variedad de
estrategias (vid. Cox y Rubinstein (1985), Hull (1997) y Smith (1976)). Por ejemplo, se toma una
posicion larga en opciones de compra y de venta con igual precio de ejercicio e igual fecha de
vencimiento, se obtendria un valor terminal como el que se muestra en la Figura 1.3. A este tipo de
estrategia se la denomina Straddle y es apropiada cuando el inversor espera un movimiento grande del

precio del activo subyacente pero duda del sentido del mismo.

Valor term inal

Figura 1.3: Straddle. Combinacton de una posicién larga en opciones de compra v de venta.
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Muchas de las estrategias que se utilizan con caracter especulativo en los mercados de opciones v
futuros se detallan en el Apéndice 2. Los operadores eligen unas u otras dependiendo de sus
expectativas sobre la volatilidad v el rendimiento del activo subyacente. En las Tablas A.2.1 y A2.2
del Apéndice 2 se muestran las mas usadas dependiendo de dichas expectativas. Hasta donde he
podido comprobar, mediante una bisqueda exhaustiva en la literatura, la formalizacion matematica
del problema de la eleccién de la estrategia eficiente compuesta por opciones europeas, dadas las
expectativas sobre volatilidad v rendimiento del activo subyacente, no ests planteada ni resuelta. Para
poder plantear dicho problema es necesario determinar cuanto debe pagar un inversor por disponer de
una opcion que dentro de T dias le proporcione un determinado valor terminal genérico g(S), En la
literatura, este problema de valoracion, se encuentra resuelto por diferentes métodos en Black y
Scholes (1973), Merton (1973), Wilmot, Dewynne y Howison (1993), Duffie (1988, 1992), Baxter y
Rennie (1996) entre otros, y se puede resumir de la siguiente forma.

Se supone un determinado activo financiero, llamado accidn, cuyo precio, S=S,, sigue el

proceso que evoluciona, atendiendo a consideraciones tanto deterministas como aleatorias, de acuerdo

con la ecuacion diferencial estocastica’:

dS = (log(m) - D, )Sdt +68dB,; $>0 ("
siendo B, un movimiento estandar Browniano, en el ambiente propio de estos procesos estocasticos,
y donde log(m) y G son escalares estrictamente positivos y D, un escalar no negativo que

representan respectivamente el rendimiento esperado, la volatilidad y los dividendos de la accion.

Se puede demostrar que para todo instante actual t y todo precio del activo subyacente S = S,
{v. Apéndice 3) el precio, C, del instrumento financiero (la opcidn) que el dia de ejercicio, T,

garantiza el valor terminal g(S), sigue el proceso:

ac oc 1 a°C

ST =rC—{(r-DY st e

o (r=D,) s 207 a9 @)
C(S, Ty = g(S) (3)

siendo r el tipo de interés libre de riesgo.

* Algunos procesos estocésticos alternativos aparecen en Cox y Ross (1976)
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Teniendo en cuenta la formula de Feynman-Kac, se resuelve la ecuacion en derivadas

parciales (EDP) anterior, dando como resultado:

0
. 2
-o-n (r—_l;csz-Dg){T—{Hcmz -z

C(S g(Se 2 e dz (4)

S, T-tr,o)= s __
V2
e
que es el valor en t de la opcidn financiera que en T tiene un valor terminal g(S) (v. Duffie (1992)).
Para poder plantear, en este contexto, un probiema similar al de Markowitz (1952), hace falta
calcular primero el precio esperado condicionado de una opcion y su varianza. Para ello asumamos las
siguientes hipotesis (Rubinstein (1984)):
1. El inversor y el “mercado” estan de acuerdo en que el tipo de interés libre de riesgo
es constante e igual ar.

IGu’-

2. El inversor v el “mercado” estan de acuerdo en que el rendimiento del subyacente

sigue una distribucion lognormal.

3. Las estimaciones del inversor del rendimiento esperado anualizado y de la

volatilidad instantanea del subyacente son m y &, las estimaciones del mercado son my o,

4. El precio de mercado de una opcion siempre se calcula, utilizando fa férmula
de Black-Scholes para opciones europeas:
CS, T-t;r,0)
Bajo estas condiciones el precio de mercado esperado condicionado para una opcidn al final del
periodo de posesion, h € [0, T], medido como fraccion de afo, sera:

(y-u )?
1 252
o/ 27 h

E{Clt=h}= C(S,e",T-h;r,0)e dy (3)
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y su varianza condicionada:

{yen 2

1 i 2 7’;*
= —- ¥ _h- . 26
V{Clt = h} ST J.(C(Soe T-h:r.6)- E{Clh}) ¢

2

" dy (6)

donde:

R
H:IOg(m)“;dz_Do-

=

Llamando C, = C(S,, T;r,q) al precio hoy del instrumento financiero que garantiza en T el valor

terminal g, el rendimiento esperado anualizado de la estrategia sera:

!
o = E{CJh} ¥
Co

y su varianza anualizada:
€h)

{vid. Rubinstein (1984)).

Surge, entonces, el principal objetivo de esta memoria: hallar 1a combinacidn de opciones. g.

que minimice la varianza condicionada del rendimiento de la estrategia (7). sujeto a conseguir una

determinada rentabilidad, R | (exigida por ¢l inversor) v a que se cumpla una determinada restriccion

presupuestaria, es decir; calcular aquella funcion g (la estrategia) que sea solucidn del problema de

optimizacion funcional:

minVm,_
g
1

m, > (1+R )" (8)
C(5;.T.r,o)=C,
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Teniendo en cuenta las formulas (4), (5) vy (6) el problema que se plantea en la memoria se

expresa como:

5 2 5
~{y-phy” ()"
‘ . S eu(z ¥) ) )
min (S eUJ(/V))e 2 g( )e ZdZB 2c”h dy e 2v°h dy
g 2nh
Sujeta o
“{y-uhy?
~5{T-h) S e n{z.y) 72 )
g( ) 2 dze 26 h dy
G 27‘Eh 2Tth
T —_ '"'—>—'l+Rh
1 — 2
(r- 52 DT -0+ T-1z _Z
Jg(Soe ) e 2dz
Tet) * I 2 22
it (r—-02-Dy)T—D+5 T-tz  —=
siendo:

o(z,y) :(r— ;-62 —DOJ(T— D+ T-tz+y,
R, el rendimiento exigido por el inversor y Cy el capital inicial a invertir. En definitiva, lo que se
pretende en la memoria es calcular la frontera eficiente de una cartera de opciones europeas sobre un
determinado subyacente, donde cada punto de esta representaria una estrategia g a comprar o vender.

La resolucidn de este problema permite formalizar matematicamente el problema de seleccidn

de la estrategia compuesta por opciones europeas, dadas las expectativas del inversor v del "mercado”

sobre la volatilidad v rendimiento del activo subvacente.

Para resolver el problema de optimizacion anterior se desarrolla, en el siguiente capitulo, un
método aproximado de valoracion de opciones europeas resolviendo la ecuacion de Black y Scholes
(1973) por el métedo de separacion de variables (vid. Churchill (1963}, Godunov (1978), Tijonov,

Samarski y Budak (1980) y Weinberger (1992)).
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Para ello se asume una nueva hipotesis:
- El rango de variacién del precio del subyacente esta acotado sobre el intervalo [Sm Sy ], con
S, ~0yS,, >>1,de tal forma que se pueden afiadir dos nuevas condiciones de contorno a fa
ecuacion (3) de la forma:

CES,,0 =1 ()

CSy. 1 =1,(1)

donde, como se prueba en el Capitulo 2, para opciones europeas se tiene que I, () = uﬂef“T*” Y
()= u,e 0" con lo que el nuevo problema a resolver es:
aC o 1 .., 2C
—=rC-(r-D,)S—~-0"8 S, )e B..S, x0T
Core-ps S Lot 00 s ok, bl

C(S, Ty=g(S),SeB,,Su[

C(S, . 0=ue™ " te o, T[

C(Sy,t)=u,e ™™ telo, 1]
cuya solucion se puede expresar como suma infinita de autofunciones propias o de forma aproximada
como el producto escalar (para cada S y para cada t) de los siguientes vectores:

p :[uo u g, 8 "'gN]

Q=[Bs B, @, @, @] (9

C(S, t;r,0)=PQ’
siendo Bo, B1, ¥y &, (n=1,..,N) ciertas funciones que no dependen de g(S) y g, (n=1,..,N) los
coeficientes del desarrollo de Fourier asociados al valor terminal. Para N suficientemente grande las
diferencias obtenidas al calcular el precio de la opcion obtenido segiin (4) o segun (9) son
practicamente despreciables.

Hay que hacer notar que, aunque el método propuesto es aproximado a la hora de valorar

algunas opciones europeas, es exacto a la hora de valorar otras, como por ejemplo las opciones con
doble frontera. En este tipo de opeiones el derecho a ejercitar la opcion aparece (Double-Barrier

Knock-In) o desaparece (Double-Barrier Knock-Out), si el precio del activo subyacente el dia de
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ejercicio se encuentra entre las barreras inferior y superior, que aqui se representan por Sm¥ Sm
respectivamente. Es logico pensar que si, como se hace en la memoria, S, =0yS, >>1 el precio

de una opcion con doble barrera serd muy parecido al precio de una opcidn valorada mediante el

método propuesto por Black v Scholes (1973), pero con la ventaja de estar expresada mediante un

producto escalar en lugar de mediante una integral imgrogia.

Aprovechando la representacion anterior del precio de {a opcidn, en el Capitulo 3 se
transforma el valor esperado condicionado de la opeion (5) y su varianza condicionada (6) en un

producto escalar v en una forma cuadratica respectivamente:
E{Ch}=pPQ’
P=lu,u g g, el
Q=08 & &, 0]
v{Ch} =P(Q-QQJp
de tal suerte que, como se muestra en el Punto 4.1, el sistema integral (8) se transforma en un

problema de programacidn cuadratica con restricciones lineales:
|
- minP(Q- Q' QP
hCy P ( )

Py -(1+R,)Cy 20 (12)
PQ =C,

gue se resolvers, dadas las expectativas del mercado sobre la volatilidad, el tipo de interés libre de
riesgo etc., para distintos valores de m y &, obteniéndose para cada valor de estos parametros una
funcién g(8) eficiente. Hay que hacer notar que los resultados obtenidos al resolver este problema
tienen un gran parecido con las estrategias que utilizan, en situaciones de mercado similares, los
operadores (comparese las Tablas 2 y 3 del Apéndice 2). En la memoria se resuelven otros casos
parecidos al anterior, comparando, de igual modo, las estrategias resultantes con las estrategias mas

usuales utilizadas por los operadores en cada escenario particular.
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[L.a mayoria de los inversores no pueden definir sus expectativas, para una determinada fecha
futura t = h, sobre la volatilidad y rendimiento del subyacente, de una forma tan contundente como la
mostrada en el problema anterior, solo tienen una idea aproximada de la distribucion de éstas. Por
ello podria ser mas (til e interesante plantear el problema anterior modelizando [as expectativas del
inversor mediante escenarios y asignando a cada uno de ellos una determinada probabilidad. Se usard
la siguiente notacion (vid. Zenios (1993), Dembo (1991)):

E:  Conjunto de escenarios posibles sobre la volatilidadent=h, e=1,...,E

1~

w_: Probabilidad asignada al escenario e, e € E; (Zwe = 1}
<

o, : Volatilidad estimada por el inversor en el escenario e-ésimo.

Teniendo en cuenta estas definiciones:

£ ® Ay
A% 2152
& 1C(S,e,T-hir,o)e 7" dy
Z o, 2wh Jes )

sera el vaior esperado ponderado de la estrategia condicionado a t=h sobre los E escenarios y:

L I = tyuh®
Z‘ J(C(soe>','r-h; ro)-E{Ch} e 2% dy
— ‘2mh :

la varianza condicionada del rendimiento de la estrategia ponderada correspondiente. La

formalizacion matematica de este problema se expresa en la memoria de la siguiente manera’:

r Lo D g ety P’
; . w(z - € ’ ) a2 o
min Z j J‘g(SOe ZY)ye 24z - IJ.g ¢ 5 H--—e 2dze % dy | e °? : dy
5 . K R Ge F27T
sujeta a
E | “ {yzuh)?
. 2 2
Z - J.(C(SOeY,T-h;r,c)wE{Ch}) e 2" dy>(1+R,)C,
O'L_ A

e=1 o

2

ey I 5 .
e {r—_ o“-Dg)}T-t+c ;T-tz = -"%-
e Ig(soe 2 e Tdz=C,
[Tl

— o0

¥ Hasta donde ha podido saber el autor este problema tampoco esta planteado ni resuelto.

10
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Para abordar la resolucién del sistema de optimizacion funcional anterior se hara uso de los
resultados obtenidos en los Capitulos 2 y 3 de la memoria. De esta manera, ¢l problema que se trata se

~ s o L. . 4,
transforma en el problema de programacion cuadratica con restricciones lineales’™

E
Lomn Y . ple 00
=1

hCl

E
ZWe PQ. =(1+R, )" C,
e=1

que se resolvera, dadas las expectativas del mercado sobre la volatilidad, el tipo de interés libre de

riesgo etc., para distintos valores de m v los distintos escenarios sobre la volatilidad &, obteniéndose

para cada valor de estos parametros una funcién g(S) eficiente.

Por ultimo, dado que en el Capitulo 3 se expresan las distintas sensibilidades esperadas de una
opcion como producto escalar de dos vectores se puede resolver problemas como el mostrado en el
Punto 4.2, similar al problema comentado inicialmente, pero donde, ademas, se afiaden una serie de
restricciones sobre las distintas sensibilidades esperadas de la opcidn (vid. Dillman y Harding (1985)).

En definitiva, utilizando la metodologia de valoracién exacta de opciones con doble frontera
genérica desarrollada en ¢l Capitulo 2, se formaliza matematicamente ¢l problema de seleccidn de la
estrategia compuesta por opciones europeas, dadas las expectativas sobre el rendimiento y la
volatilidad del activo subyacente. Este problema se ilustra en la memoria mediante tres ¢jemplos. En
el primero se calcula la estrategia en si, en el segundo se moleliza las expectativas del inversor sobre
la volatilidad del subyacente mediante escenarios y en el tercero se afiaden, al problema inicial, una

serie de restricciones sobre las sensibilidades esperadas de la opcidn.

* El subindice 'e' en el vector Q y en la matriz Q significa que deben ser evaluados en la volatilidad
especificada en el escenario e-ésimo.

11



2 Resolucion de la ecuacion de Black y Scholes utilizando el
método de separacion de variables
Como se vio anteriormente, la ecuacion en derivadas parciales que sigue el precio de una

opcion europea es:

aC:rC—(r—DO)San—lfczsz -----T,SZO,te]O,T[
&t s 2 as (1)

C(S, Ty=g(5),520
cuya solucidn se pudo expresar en forma de la integral impropia:
® | : - 22
e~ fT-0 (102D T -O+c /T-tz  --
CS, T-tr,o)= T g(Se 2 Je ?dz.
2w

—an
Sin embargo, a la hora de resolver una serie de problemas similares al que se menciona en el capitulo
introductorio (8) sobre seleccion de carteras, parece conveniente expresarla de forma mas sencilla
desde el punto de vista matematico. Una primera idea consiste en considerar las opciones europeas
usuales como un caso particular de opciones con doble frontera, de tal forma que 1a frontera inferior
esté suficientemente cercana a cero y la frontera superior suficientemente alejada. Al llevar a cabo
este tipo de aproximacion se consigue expresar ¢l precio de la opcion como producto escalar de dos
vectores. Como se demuestra a lo largo de la tesis, esta serd la clave para resolver el sistema (8).

Por tanto, se supone que el rango de variacion del precio del subyacente, S, esta acotado sobre

el intervalo:

[S SM],con S, =0yS, >>1

m?

y se afiaden dos nuevas condiciones de contorno al problema, de 1a misma manera que se hace al
resolver el problema por el método de diferencias finitas (vid. Brennan y Schwartz (1978), Courtadon
(1982), Hull y White (1990)). Al acotar ¢l intervalo de variacion del subyacente se aproxima la
solucion al problema original de Black y Scholes, To que no significa que el nuevo problema a
resolver sea menos realista. De hecho, en muchos paises, como por ejemplo en Espafia, la cotizacion

de un determinado activo subyacente se suspende si sube o baja en un mismo dfa un determinado

12



Resolucién de la ecuacidn de Black ¥ Scholes utilizando el métedo de separacion de variables

tanto por cientod (en el caso espafiol d = 15% ), de tal forma que, si en =0 el precio del subyacente es
Se, dentro de T dias serd como maximo S, (1 + 8T) y como minimo maX{S0 (1 - ST),O} )

Aln en el caso de que por ley se contemplen los anteriores precios maximos y minimos, es
muy improbable que se alcancen, de tal forma que se puede tomar como valor de S_ un nimero
cercano a cero y como valor de S, el correspondiente al limite superior de un intervalo de confianza
al 100(1 — o)% sobre el precio del subyacente. Con todo ello si, como se vio en ¢l capitulo
introductorio, el modelo que sigue el precio del subyacente es:

dS = (log(m) - D, })Sdt + 6 SdB,,
asumiendo la hipétesis de lognormalidad de S (vid. Kon (1984)) y aplicando el lema de Ito (vid. Ito
(1951) y Oksendal (1995)) a log(S), se obtiene que el cambio en el logaritmo del precig del

subyacente entre la fecha actual t y cualquier fecha futura t=T se distribuye como una normal de

media y desviacion estandar:
02
(log(m)—D0 -, J(T -t) yodT -1t

es decir:

log[ zT} ~ N(p(T ~t),6 /T— t)

t

COI

Teniendo en cuenta estos resultados y haciendo corresponder la fecha actual con t=0, el intervalo de

confianza buscado sera:

j.J.T-Za,QO’JT- pT+z, ,’20’\/:1:
S, € S, et e
donde z, esel valor de la normal estandar tal que:

P(z>z,,,)=1 -N(z,,,)= Z’

13



Resolucion de la ecuacién de Black y Scholes utilizando el método de separacién de variables

Para poder desarrollar el precio de una opcion en serie de autofunciones, hace falta conocer

cuanto vale este en los extremos del intervalo [Sm Sy ] , es decir, especificar dos nuevas condiciones

de contorno de la forma:
C(Sm E t) = f] (t)
C(Sy:,t) =15 (1)

Teniendo en cuenta que S, = 0 y que el precio de la opcidn segin Black y Scholes es (11), podemos

aproximar el precio de la opcidn en $=8§,, como:

HT-y | JE
(1302 Do) T-O+0-/Totz -2
CS )= = e, e 2 T g, .
2n
o 1T " z?
R — = g(o )e 2 dz = g(o) eﬁr(T—t) -
27
=uge Y,

Por otra parte, para S,, >>1 y teniendo en cuenta que, en la practica, cualquier instrumento

financiero, con valor terminal g(S), a valorar, esta compuesto por combinaciones de Puts vy Calls, es

decir, que se puede expresar el valor terminal de la opcidén como la suma:
N
g2(S)= E n, max{K, - S,0}+m, max{S - K,,0}
n=|

donde n;y m; son el niimero de opciones Put y Call respectivamente, K; el precio de ejercicio de la
opcion correspondiente, y N el nimero de opciones con distinto precio de ejercicio, entonces, para S

suficientemente alto, se puede aproximar la funcion g(8S) de la forma:

N
8= > m, (5-K,)=ms

N

(12)

m= m,
1

14



Resolucién de la ecuacién de Black y Scholes utilizando el método de separacidn de variables

donde se considera que S>> K. . Si se sustituye, como antes, el valor de g(S) en (11) y se integra se
tiene que el precio de una opcidn en S=Sy, para Sy suficientemente grande, se puede aproximar

mediante 1a formula:

22

o
7I‘(T 71) 1 2 e
e (r— DT -t+a [ T-tz — ——
CSu =" 5 IlnSMc e e Zdz =
fLT

—oo

72

o)
I 2 N L .
mS ~{, o +Dg T -t} T - —Da(T ~
= Mg 2 ? e® "'%e 2dz =mS, e V'Y =
2m

= ule—Do(T—t)

Por tanto, las dos nuevas condiciones de contorno buscadas son':

C(S,-t)=uee ™Y
(13)
C(Sp, ) =u,e 0Ty
Por ejemplo, para una Call con precio de ejercicio K, las condiciones anteriores se expresan de la
forma:
CS, .)=0
CSy-t) = Sye ™

y para una Put con el mismo precio de gjercicio:

C(Sp, ) =Ke ™Y
C(Sy,1)=0

Teniendo en cuenta los comentarios anferiores, se puede plantear el siguiente problema de contorno:

ac ac 1 a*C

T =¢C-(r-D_)ST - —528* L (S, ¢t .S ,T

at r (r 0) 68 26 asz ( )ebm M[xp [
CS.T)=g(5)Se kb, .5, (14)

C(Smﬁ[} = uoe%(T t)’te b’T[

C{Sy,)=ue ™™ teo, 1]

Recuérdese que, esencialmente, u, tiene que ver con el comportamiento de g en el origen, mientras que u, tiene
¢ue ver con su comportamiento en el infinito.

15



Resolucitn de ta ecuacion de Black y Scholes utilizando el método de separacién de variables

Debido a la complejidad de la EDP anterior, se consideran los siguientes cambios de

S
t=T-t,x=log - - 1.
g[sm J

El primero transforma (14) en una ecuacion directa, con la condicién de contorno temporal

variables:

especificada en t=0:

ac ac 1 a’C
-~ =—1‘C+ r"*D S — o — 2S2 AT Sa SS ’T
a'f ( D) 6S 20 asg ( T)e m M[xb [

CS.0)=gSLSeB,.Sul
CS,.D=ue ™", 1, T[
C(S,,t)=u,e™™ 1e ]O,T[

2

El segundo elimina los términos S y S* que acompaian a = y o respectivamente,

de tal forma que se llaman:

2 L
2
*I b=r-D,-a’
L::]Qg,S_M_

m

se obtiene el problema mixto de contorno y valor inicial:

oC_ L 0C . ac
6T~a sz+b é;( hrc,(X,T)Eb,L{X b?T[

Cx.0)=g(S e ), xe o,1]
CO,t)=u,e ", 1€ ]OT[

CL,1)=u,e™ 1e ]O,T[

(15)

16



Resolucién de la ecuacién de Black y Scholes utilizando el método de separacion de variables

La estructura lineal del problema anterior permite desdoblarlo en problemas mas sencillos de tal

forma que la solucidn de la ecuacién (11) puede obtenerse como la suma de las soluciones de tres
problemas, cada uno de los cuales con dos condiciones de contorno homogéneas. En definitiva, la

solucidn a (15) puede obtenerse resolviendo los problemas auxiliares:

A) B)
%?=a’2j§+b%“rc —?j—:azgjf-w—b@FrC
C(x.0) = g(S, &%) C(x,0) =0

C0,1)=0 C0,t)=u,e™

C(L.7) =0 C(L,1) =0

C)

aC 5, 8°C . aC
“a‘[ =a aka_+b8;_rc

C(x,0)=0
C(0,7)=0

C(L,Ty=ue 0.

Se comienza resolviendo un problema similar al A) para, mas tarde, transformar los

problemas B) y C) en problemas con condiciones de contorno similares a las del A).

Sea la ecuacion parabélica en derivadas parciales:
oC
T o
C(x,0) =G(x),x e L[
C0,t)=0,1e ](),T[
C(L,0)=0,1¢ o, T]

2
2 0°C +b ZS “*I'C,(X,T)E]O,L[X b,T[

(16)

17



Resolucién de Ia ecuacién de Black y Scholes utilizando el método de separacién de variables

z
Hagamos®™:

Entonces el cambio de incognitas:
C(x, 1) =e""""v(x,1)
leva a:

ov

, 0%y
a‘; =4a &é-,(X,T)e b,L[X b’T[

v(x.0)=e ™ G(x), x e ]O,L[
v(0,t)=0,1e 0, 1]
vil,T})=0,1¢ ]O,T[

que es la conocida ecuacidn de transferencia de ¢ sobre una barra de longitud L, y cuya solucion

puede calcularse facilmente por el método de separacion de vartables (v. Apéndice 1) y es:

I . a2
- 2 Z -[E'L ] T.omt, . nm
X, 1) = =G - ¢ sin —& sin —— dé =
v(X,T) I@ (E)L nLi n X g

0 n=|

a7

nEa

@ 2
= 22 Gne{L]Tsinnnx
L — L

donde:

L

G, = Je_ag G(2) sin%é dé

0

son los coeficientes de Fourier del dato inicial. Por tanto, se tiene:

nna

2
C(x,1) = e“’”‘“-]z: Z G, ei( i‘i] T sinll—nx = ZGHCDH(X,T)

n=| n=1

* Notese que c=ulr, Dy, 6}y n=n(r. Dy, o).

18



Resolucién de la ecuacion de Black y Scholes utilizando el método de separacion de variables

para:

(nznzaz ]
- 5 =M THOX
L

¢ (x,1)= %e sin%x (18)

donde recordemos que:

T=T-t

x~log( S}
= s |

G()=g(S,e%)

Sustituyendo en {17) la funcidn:

se obtiene que la solucidn del problema A) es:

va{x, 1) = %Zﬂ: g, e{T] T sinPiEx

n=]
para lOS coeﬁcientes:

L

g, = J.B“‘g g(8,e%) Sinn{—é dg,

0

3

de donde, recuperando la incdgnita que nos ocupa, se obtiene

o

2 el
1 2 ax+nt E h !ﬁ ' E k
CA(XHT): Le k gn c [ I j SlnI}fEX: gnq)n (X,T).

n=] u=]

Para resolver el problema B):

oC _ ,8'C . ac
~ =a" —-+b- -1
o ox” ox

C(x,0)=0,x € ]0, L[
CO, 1) =ue ™, re 1]
CoL,t)=0,te o, 1]

C,(x,1)e ]O,L[x b.1]

(19)

* Recordemos que las variables naturales de) modelo son t=T-t y §=5,.".
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Resolucién de ka ecuacion de Black y Scholes utilizando el método de separacion de variables

argumentamos de forma que:

Cix,1)=w(x,1)+ U{x, 1) 2m
donde U(x,1) se elige de modo que transforme ias condiciones de contorno del problema B en
condiciones homagéneas; para ello consideremos la funcion:

Ux,t)=H,0x)u,e™
que sera solucién particular de [a EDP:

U :
A a2 Ej+b -ap——rU
n ox” ax

si:
a*Hj; +bH, = 0.
Notese que U(0,1)=U(L,1)=0 se verifica, si se impone:
H (=1
H,(L)=0

con lo que se llega a la funcion:

b
Hy(x)=B, +Bje &

X

1
B, = - .L_b_
1-g @
BrO::l—Bo.

En estas condiciones, una representacion de C, solucién de (19) en la forma (20), requiere que

w satisfaga:

MW _ g2 o'W +bawnrw
ot ox* Ox
W(X,O) :_HO(X)UU
w(0,1)=0

w(lL,1)=0



Resolucion de [a ecuacién de Black y Scholes utilizando ¢l método de separacion de variables

que tiene la misma estructura que (16), de tal forma que su solucion es;

WX, T)=U, ZHO" D (x,7)
n=|

donde los coeficientes son:

L h
—E -
Hﬂn :_.[eaé BO +BE)C a® Sin'{?édéz_ - L
0

concluyéndose:
C,(x,1)=nu, E H,, @, & ty+ue "H,(x).
n=1

El problema C) se resuelve de forma similar al B). Ahora, pretendemos representar cualquier solucién

de:
2
a@f =a2—g—};§-+b%§ -rC,(x, 1) e 0. L b.1]
C(x,0)=0,xe o, L] 21)
C0,0=07<p,T(
CL,o)=u,e ™ tel,T[
en la forma;

Cix,1)=w(x, 1)+ U(x, 1) (22)
con U(x, 1) de modo que transforme las condiciones de contorno en condiciones homogéneas. Asi,
para que:

U(x,t) = H,(x)u,e”™" (23)
sea solucion de la EDP:

ouU  ,8'U oU
—=a +b —-—-rU 24
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Resolucidn de la ecuacion de Black y Scholes utilizando el método de separacion de variables

se requiere;

a’Hy+bH, —(r—-D,)H, =0

que, para las condiciones:
H(0)=0
H,(L)=!

deducidas de nuestro proposito U(0,7)=U(L,t)=0, ilevan a:

Do-r

H,(x)=B,e* +Ble *’

X

1
By=— 5o
L2t

e —¢ @

r —
B] - ‘__B] .
Entonces, la funcidn w debe verificar el problema:

ow L, 3w ow
S -=a — o +b— 1w
ot - ox

wi{x,0) = -H, (x)u,
w(0,1) =0
w(lL,1)=0

que de nuevo tiene la misma estructura que (16), siendo, por tanto, su solucidn:

ol

w(x,7)=u, Z H, @, (x1)

de coeficientes:

H, =-J.e*°‘i Beb +Ble ' smnggde;:
4]
nm n
Teal (1]
e U

22



Resolucién de fa ecuacién de Black y Scholes utilizando el método de separacion de variables

y concluyendo:
Ce(x, )=, E H,, @, (x, 1) +ue " H (x).
n=]

Con todo lo anterior la solucion al problema (14} es, por tanto:
C(x,1)=C,(x, D+ Cp(x, 1)+ C(X,7) =

= (25)
_ Z(g“ ru H, +uH, ), (x,0) +u,e "H, (%) + u,e ", (x)

u=l
corn.

TQT—t,x=log[S§-).

m
Como se vera en el Capitulo 4, resulta conveniente emplear la notacion:

|
B.=- o j=0,1
T el _ a@i-D2a-jL

H;(x)=B;e™ +(1-j-B)e® ", j=0,

nm. ;L ~n+l
— 1-2
L€ ( i),

. j=0,1 (26)

i )’
(LJ +(a-j)’

B (x.1)= ZHjn O, (x,1) + (e ™ + (- Pe ™ )H, (), j=0,1 @7)
n=1

para la que podemos expresar el precic de una opcidén como:
C(x,1)= E g,D (1) +u B, (x1) +u,B (x, 1) (28)
n=|

sobre las variables auxiliares:

TZT*t,X=10g(SS j
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Resolucion de la ecuacion de Black y Scholes utilizando el método de separacién de variables

Ello es util, pues si se toman los N primeros términos de la serie, se puede expresar el valor de dicho
precio en cada (x.1), como el producto escalar de los vectores:
P:[U(} u g g "'gN]vPEERNJr2
Q(X:T):Q:[ﬁo B]CD](Dz---CDN],Q(_:ﬂT{N*z (29)
C(x,71)=PQ',Ce .

Con esto se logra separar, por una parte, todo lo referente al instrumento financiero a valorar,
vector P, y, por otra, todo lo referente a la valoracién en si, vector Q. En el Capitulo 5 se vera con mas
detalle la utilidad de esta representacion a la hora de calcular la estrategia eficiente, que no sera mas
que calcular e} vector P {la estrategia) que cumple unos determinados requisitos de varianza y
esperanza. Por Gltimo, una aplicacién inmediata de este método consiste en la valoracion de opciones
con frontera (vid. Cho (1997)), sin mas que interpretar S,, y Sy como los precios del subyacente a
partir de los cuales la opcion vale una determinada cantidad. Podriamos valorar opciones del tipo
down-and-in, down-and-out, up-and-in y up-and-out, donde el derecho a ejercitar la opcién aparece
“in” o desaparece “out” por encima “up” o por debajo “down” del precio actual del subyacente. Por

ejemplo, para valorar una opcion Call del tipo down-and-out con la barrera en S = S inicamente se
debe hacer S| =S, , es decir, utilizar las condiciones de contorno:
' C(Sp.t) =0
' " C(Sy,t) = S,e Do
G, T) =g(S)
y calcular los coeficientes de Fourier apropiados para la opcidn Call particular.
El método de separacion de variables proporciona excelentes resultados no solo en la

valoracion de todos estos tipos de opciones, sino también al aplicarlo a la valoracién de opciones con

dos fronteras generales (Double-Barrier Knock-Out, Double-Barrier Knock-in), donde las condiciones

de contorno son del tipo:
C(Sup,t) =1, (1)

C(S goun» 1) = £5 (1),
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2.1 Estimacién del error cometido

2.1 Estimacién del error cometido

Existen dos fuentes de error que pueden influir significativamente en los resultados obtenidos
al utilizar (6) o al utilizar (28) en la valoracién de opciones. Por una parte, la introduccion de las dos
nuevas condiciones de contorno (13) y, por otra, la aproximacion de una serie ilimitada por la suma de
sus N primeros términos. Respecto de las condiciones de contorno, hay que decir que no influyen

—r(T—t}

demasiado en el valor de la opcion, debido a que la primera, C(S,,,t) = u,e , estd implicita en

(6), contal de que S, = 0. La segunda aproxima una condicién en el infinito, lo que significa que la

influencia de dicho extremo sobre la solucion es practicamente insignificante.
El error cometido al aproximar la suma infinita (25) por la suma de sus N primeros términos
se puede estimar mediante ¢l siguiente procedimiento.

Como se ha seiialado, el precio exacto de la opcidn se puede expresar en la forma:

N
Clx,1)= Z(g“ +uHy, +uH,, )@, (x, 1) +uge "H(x) +u,e PO H, (x) +
n=i

x

+ Z(gn + uOHOn + ulHln)(Dn (X,"C)

n=N+1

donde el altimo sumando representa el error cometido. Por tanto:

w0 i

Error(N)| = Z(gn +uH,, +uH, )P (x,1)
n=N+1

Ahora bien:

.o
i

Error(N) =IZ:(grI +u,H,, +u,HIn)<Dn(x,t) =
n=N+1
5 J o n2:2,2 |
_ aX T | T2 . onm
= L—e k iZ(gn +u H, +uH, Je ! smi X
in=N+I
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2.1 Estimaci6n del error cometido

v, dado que la funcién seno siempre esta acotada entre 1 y -1, entonces:

. n2ala?
iError(N)‘ < E g™ Z(gn' +uHy + 1 Hy, De v
n=N+{

De la propia detinicion de los coeficientes de Fourier se tiene que |g,| <M ¥n,M R . Entonces:

5 o 7n2nzaz . l w leﬁzaz
Error(N) SI g E (I\/I+?u0HO,,l )e & +| E uH,, e 2
n=N+l in=N+1
@ 2p2,2 o n2n2a?
2 CX+1T (M H ) ___12_7‘[(1 H a LZ oE
<Le +‘u[J OC‘ e C+ uH, e
N n=N+1
= £2p2,2 S 2n%a? o n2alal
_ 2 X+t - ]}mt ‘ Y ‘ Y
=L e M e d +[u| | Hyle do+| Y wH,e U
N N n=N+1
Analizando estos tres sumandos, se introduce la notacion:
@ €2I232
_Gimat L (a1
E(N)y=le ¥ dg= |1~ ERF N (30)
2a /nt L
N
w r2e2,2 w Qj’f £2,2,2
R &=
E,(N) 'ﬂHOC e ¥ d= J' L_______?e ?gr =
N N+ &n
L (31)
Leﬂ TCO

stendo ERF la funcién errory Ei laintegral exponencial:
2 2
ERF(x) =— J.e“ du
NES
0

Ei(x) = Ie— du
u
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2.2 Convergencia

y:

|
nna? | ) IET _I)n alnla? J
T -uLl L ERRY 7
E (N) |H,n\e =g ‘ [, — 3 e l

nrw
=N+l [n=N+1 (1_(1)-’- +( J |
| L ‘

Entonces, dado que la serie del segundo miembro de la ultima igualdad satisface las condiciones del

Teorema de Leibniz para series con signo variable, el resto de la serie anterior no sobrepasa por su

valor absoluto al primero de los términos omitidos:

(N+])21'|:2e12

-al N l
BT e Vo (32)

L (-a) + ((Nzl)n)

En virtud de (30) (31) y (32) se concluye que el error cometido al aproximar la suma infinita por la

suma de sus N primeros términos se puede aproximar por’:
|Error(N) < e (ME,(N) +ugE, (N) +u, [E;(N))

2.2 Convergencia
En la resolucion de (11) por el método de separacion de variables, se descompuso el sistema

en tres problemas de la forma genérica:

ov o'v
E—E = 3.2 85{;’ (X:T) € ]O:L[X b’T[

v(x,0)=f(x),xe 0, 1] (33)

v(0,1)=0,te ]O,T[

v(L,1)=0,1 0, T]
Como se menciond anteriormente, el problema de contorno (33), es equivalente a la ecuacion que
describe un proceso de transferencia de calor en una barra de longitud L y coeficiente de
conductividad a*, en donde inicialmente existe una distribucién de temperaturas f(x) y en cuyos

extremos se mantiene, durante todo el proceso, la temperatura a cero grados. 1.as propiedades de

* Notese que Error(N), E;(N}, E2(N) v E;(N) tienden hacia cero conforme N tiende hacia infinito.
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2.2 Convergencia

convergencia, unicidad de la solucion, etc. de dicha ecuacion se estudian en numerosos libros de
Fisica Matematica como Churchill (1963), Mijailov (1978), Weinberger (1992) etc. Por ello, no nos
extenderemos demasiado en dichas demostraciones.

Dado que se puede expresar el precio de una opcion como:
C(x,1) = E (g, +uH,y, +uH )@, (x,7) +uge "Hy (x) +ue " H, (x),
n=l1

la convergencia hacia el precio vendra determinada por la convergencia de las series:

o0

Zgncbn(x,r) 34

n=|

Z H_in O, (x,1),]=0,L (35

n=l

En el primer caso se tiene que:

w - 12022

2 T2t nm
E g, @n(x,t):iea“m g.e U sin- X,
n=] n=}

De su propia definicion se sigue que los coeficientes de Fourier, g, estaran uniformemente acotados,

mas concretamente se verifica:

L

c= J.EeoLﬁ g(8,.e%)

0

dg

2,/ <c,vn.

Por tanto, la serie (34) tiene cada uno de sus términos acotados en valor absoluto por el

correspondiente término de:

Eista serie converge para todo t >0 y uniformemente en X [0, L] yTe [O,T]. En el segundo caso,

se tiene que probar la convergencia de las series:

Z H, ®,(x,1),j=0,L
n=1
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2.2 Convergencia

Teniendo en cuenta (26), entonces:

° M—ajmt o

2 a(x-jL)+nt = T .
E H, ©,(x,1)=- fmg L. e Y osin U xj=0.]
n=I ‘ B n=1 rmr + (C‘L _ _])2
L

y dado que los términos en seno estan acotados conforme n— oo, se puede demostrar la convergencia

2
o . .
de (35), demostrando que la serie Z converge. Utilizando la desiguaildad de Schwarz se
n=1 n
obtiene:
o ) 0 2 ®
¢ _[T_T_ < - 1 ein4tz
n 2
n
n=I n=I n=I

donde cada una de las series que aparecen en el lado derecho de la desigualdad convergen.

También hay que hacer notar que la suma parcial de una serie de Fourier para una funcién
periddica determinada, f, solo se aproxima a ésta uniformemente sobre un intervalo que no contenga
puntos donde f sea discontinua. La naturaleza de dicha desviacidn es conocida en la literatura como

efecto Gibbs. Por ello es de esperar que, aunque la estrategia a valorar, g(S), sea continua en el

intervalo [Sm .Swm ], en los extremos la convergencia sea mucho peor que en el resto del intervalo,

apareciendo en ellos los picos caracteristicos de dicho efecto,
Por dltimo, hay que tener en cuenta que debido a que las autofunciones asociadas al problema,

tienen términos de la forma:

. 0T
e™ sin —-x
L

para:

x =log S

m
se puede tener problemas de convergencia para valores de alfa positivos y altos, ya que dicho término
no se amortiguaria. Aan asi, para valores de 1 suficientemente grandes, y conforme N tiende a
infinito, cualquier término de las autofunciones asociadas se hace despreciables con respecto a los

primeros.
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2.3 Calculo de sensibilidades

2.3 Calculo de sensibilidades

La mayoria de los operadores intentan hacer su cartera inmune a pequeiios cambios en los
parametros fundamentales de la opeidn en pequeiios intervalos de tiempo (vid. Fong y Vasicek
(1984), Bookstaber y Langsam (1988), Dillman y Harding (1985)).

Parece interesante expresar dichas sensibilidades en forma de producto escalar, como se vera en ¢l

Capitulo 4, ¢ introducirlas como restricciones en el problema del calculo de la estrategia eficiente.

Para llevar a cabo esta tarea es necesario calcular una serie de tediosas derivadas que se emplearan en
los proximos capitulos.
Nos fijaremos fundamentalmente en cinco: Delta, Gamma, Theta, Vega y Rho, cuyas

definiciones matematicas somn:

2
R
oS o5°
@:a_c‘ A:g(;
&t oG
-
or

2.3.1 Delta de una opcion

La Delta de una opcidn se define comeo la derivada parcial de su precio con respecto al precio

del activo subvacente, es decir:

En definitiva, la Delta mide la sensibilidad del precio de la opcidn ante cambios en el precio del
activo subyacente. En general, se piensa que el precio del activo subyacente va a subir se querra una
opcion o conjunto de opciones con Delta positiva. si se piensa que va a bajar, se querra que sea
negativa. Y si no se esta seguro, se querra una Delta igual a cero (posicion Delta neutral).

Conforme el precio del activo subyacente se mueve y el tiempo transcurre, la Delta de la
posicion cambia. Por tanto, para continuar manteniendo una determinada Delta objetivo, se hace

preciso revisar constantemente la posicion, comprando o vendiendo opciones, de tal forma que la
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2.3 Calculo de sensibilidades

Delta global de la posicidn sea la deseada. Por esta razdn, merece la pena expresar en forma de
producto escalar la Delta de una opcidn, de tal forma que pueda ser introducida como restriccidn en
problemas de seleccidn de carteras como los planteados en el capitulo introductorio. Por tanto,

tenicndo en cuenta la representacion (28):

0D, ox OBy Ox O, O _

£ < T Yo ] -
ox 08 ox OS ox 08

n=|

A=

oD 15} 3,
:1 noa I_l_-i_l']‘()_s_ﬂ+ I-[}]
S - Ox ox ox
donde para j=0,1:
{n2n2 2
o, 2 o "J”“"[nn nm . nm ]
=t —COS— X + OsIn—X (36)
ox L L L L
B, N, 0D OH(x)
I — H. *n - ~Dogt _ NyaIT 3 X
=D e e T 67
n=I
OH j(x) i : - Qan
"”ai" =B je” +(1—j—B;)(20 - jyet?*x, (38)
De esta forma se puede expresar la Delta como el producto escalar siguiente:
P:[uo U, 8,8, "'gN]
op, OB, oD, oD oP,, |1
QA gl: BO, El hinl i SOl s N Bl (39)
Ox Ox 0Ox 0k ox |S

A=PQ),
2.3.2 Gamma de una opcion

La Gamma de upa opcion se define como la derivada parcial de la Delta con respecto al

precio del activo subyacente:

2
L@ c’
88?

es decir, es la sensibilidad de la Delta ante cambios en el precio del activo subyacente. Lo que indica

es la velocidad con que habra que hacer los ajustes en la composicién de la cartera para mantener [a
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2.3 Cilculo de sensibilidades

Delta objetive. De nuevo, para poder introducirla como restriccion en problemas similares al (8) del
capitulo introductorio, hace falta expresarla como producto escalar de dos vectores.

Derivando dos veces (28):

| i aZ(I)n a(I)n 526 aB aQB aB
r:SQ Zgn[ﬁxz - a};'“]-l-uo( axzq-—--—é};- +u, a;,zl,_ é}):

donde, teniendo en cuenta los resultados obtenidos en el calculo de la Delta y para j=0,1, se tiene que:

222
) _[9_ ELL,W]HW 2.2
0 c]zn =-2—-6 v [Q(XECOSPEX-&-[OLZ _n ? ]sinET—cxj (40}
ox” L L L L L
aZBj Y a2(1}1'1 - =Dyt ™o TT aij(X‘)
=Y T e ™ e a-ge ) (40

Ox — 0x X

82H  (x) . -

8;2 =B,j%e™ +(1-j— B }2a - j)*e 0> (42)

y, por tanto, se puede expresar la Gamma de una opcién como el producto de los vectores:

P:[uo u g g "'gN]

0. = Qqu_aﬁo 6251_831 52@%}@ GRONEC N
Tl e ax la ax )l et xS

I =PQ; (43)
2.3.3 Theta de una opcion

La Theta de una opcidn se define como menos la derivada parcial de su precio con respecto al

tiempo hasta el dia de ejercicio, es decir:

O=-"".
8T

Aunque ¢l precio del activo subyacente no cambie, el mero hecho de que el tiempo pase influye, de
manera decisiva, en que la posicidn produzca beneficios o pérdidas. Dado que ni la Delta ni la
Gamma captan la influencia del tiempo, el operador necesita esta tercera medida para caracterizar de

forma adecuada su posicion.
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2.3 Calculo de sensibilidades

Para poder introducirla como restriccién lineal en un problema como el (8) se hace preciso expresarla

como producto escalar de dos vectores. Derivando con respecto de T la ecuacion (28) se tiene:

oD, oh, ot op, O
0= Zgn aT u, 130 — U, _ﬁ]'_r =

ot 6T ° ot oT ot AT
— 5D & 8
=_ g, t-u, BO —1, _B‘
- ot o ot
donde;
11271:232
o, __E(mn2n2a2 “nle 159 ”}msin_”‘x (44)
o L
_ y que, para j=0,1:
|
| i 22 S = (Dge P 4 (1 e H () +5)

r De nuevo se puede expresar la Theta como producto escalar de 1os vectores:

P:[uo u g gz"'gN]

8B, OB, 6D, 3D, oD,
- = —- — -— - T e 46
Qe |:8r ot &t ot on (o)

®=PQ,
2.3.4 Vega de una opcion
Hasta ahora se ha asumido implicitamente que la volatilidad del activo subyacente es
constante. En la practica, la volatilidad varia. Esto significa que el valor de una opcion tiende a
cambiar debido a los cambios en la volatilidad al igual que debido a los cambios en el precio del
activo subyacente y el paso del tiempo. Por tanto, es conveniente tener una medida que cuantifique
dicho efecto.

La Vega de una opion se define como la derivada parcial de su precio con respecto a la

volatilidad:
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2.3 Calculo de sensibilidades

Teniendo en cuenta (28):

= ® o
A=Z{a§i‘¢)“+gna ! ~i-uc,rI?)O-Jrul—‘?—ﬁl
oG oG oo

- 0o
donde:
L
og o -t . nm
=07 e g(S. et) sin—=¢E d
o o J.é g(S,c") sin—=2 dg
Q
a(I) 22
——”:Cbn({n 7; -O'—QJT-FQ—.XJ
o L oo oG
Con.
P
on _(r-Dy) -at D)0
P e _
oo r—D,
_.__—2 B
o o}
y para j=0,1:
oB; N[ OH, oD OH (x)
1 I’I(D +H. S - —Dyet oI J
i Z[ o, e - e T
n=l|
Mg (1 =2)™" el L L Aa—)) oot
oo L e nix? n2n? 2 (0o
CR)) T {(oc— D) )
L
oH . (x) &B;, . . .
T A I P SN ¢7.1 By b : 20—])x oo
s A (e gt )+(1~J»B_t)2xe(mJJ

oo
GBj 2L(2j n._l)eL(li—l)(ZocM_i) Ba

oo (eu“ell(zj'—lxza—j)f b’
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2.3 Calculo de sensibilidades

se puede expresar la Vega como ¢l producto de los vectores:
P:[uo U g, 8: "'gN]

P, =|P %, 0g, Oy
‘ 0c Oo oo

P, OB, 0D, 0D, ach} "

Q:{GG 0c 0o Oc oG
Q. =[QBs B @, @, @, ]
A=P,Q}

2.3.5 Rho de una opcion

La Rho de una opcidn se define como la derivada parcial de su precio con respecto al tipo de

iterés libre de riesgo:

p = ar '
Mide la sensibilidad del valor de una cartera ante cambios en el tipo de interés libre de riesgo. La
magnitud de esta sensibilidad suele ser pequefia y no es tan utilizada por los operadores como la
Delta, la Gamma, la Theta o la Vega. Para poder introduciria como restriccion lineal en un problema
como el (8) se hace preciso expresarla como producto escalar de dos vectores. Para ello se deriva con

respecto de r la ecuacion (28):

o

p:Z(agﬂq;n +g. ob, +u, P + U, gl
o &r o or

n=l1

donde:

L

an oo —ak 3 . nNnr

£ . 2 S Med

o J'ae (5,6 sin £
0

= -1
or
8_70t_~1
o o
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2.3 Calculo de sensibilidades

y para j=0,1:
o, zﬁ oM, 8, \, .. b, e )
= L Lo 0 (- - o L+ (g-DreT TH (x
n=]
OHy _nm( -2 ey L 2Ae-D 0o
or - L o . []27'1;2 2,2 2 or
(a -+ 5 [m—j)z + 9{; }
dH.(x} 6B, . : o
e P L (2o—])x —i_BR? (2o—jyx Y
o a (e e )+(1 j-Bj)2xe o
OB; 2L(2j-1e"H ) oy
o (eLj _eL(Ejrl){za-wj))z or
De la misma forma que antes, se tiene que:
P:[un U, g, 8; '"gN]
p :[p ag’., ngag,\,}
! or o or
o | OB OB, 00, 0, 0P, (48)
r or or Or or

Q, =[QB, B, @, @, @]
p=PQ;
En definitiva, fo que se ha conseguido en este capitulo es, por una parte, expresar en forma de

producto escalar de dos vectores tanto el precio de una opcidn europea como sus sensibilidades mas

importantes. Esta aproximacidn permitira en capitulos posteriores resolver una serie de problemas de

seleccian de carteras como los apuntados en el capitulo introductorio. Por otra parte, se desarrolla la

metodologia necesaria para poder valorar de forma exacta opciones con doble frontera. A

continuacién se muestran una serie de ejemplos que pone de manifiesto la bondad de la aproximacion
realizada. Con ellos se pretende mostrar graficamente la similitud de los resultados al valorar por ¢l

método de separacion de variables y por el método de Black y Scholes’.

* Noétese que este hecho es fundamental a la hora de resolver el problema (8)
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2.4 Ejemplos

2.4 Ejemplos

Calculando los coeficientes del desarrollo en autofunciones g,---g,; para una Call con precio
de ejercicio K=40, T=120/360, o =3, r=log(1.05),S , =1, S, =300, u=0, u,=300,
N=20 se obtienen los siguientes resultados:

100 —
80 +

60 +

40 1

20 +

1 31 a1 91 121

Figura 2.1
Comparacion entre el valer de una Call evaluada por el método de

Black y Scholes y por el método de separacién de variables, N=20

Con N=20 la solucién aproximada oscila en torno a la solucién propuesta por Black y Scholes (1973),

pero para N suficientemente grande las dos son practicamente la misma. Por ejemplo para N=50:

100 T
go |
60 1
a0 +

20 +

Figura2.?2
Comparacion entre el valor de una Call evaluada por el método de

Black y Scholes y por el método de separacion de variables, N=50



2.4 Ejemplos

Para una Put con precio de gjercicio K=40, T=120/360, c=.3, r=log(1.05),S , =1, S, = 300 u=K,

u,=0, N=10 se obtienen los siguientes resultados:

e ADTOX
= = B.§

Figura 2.3
Comparacidn entre el valor de una Put evaluada por el método de

Black y Scholes y por el método de separacion de variables, N=10

Con N=10 la solucion aproximada oscila muy poco en torno a la solucién propuesta por Black y

Scholes (1973). Para N=25

40 T

C20 + ——~= APFOX
= ~ B-S

Figura 2 4
Comparacion entre el valor de una Put evaluada por el método de

Black y Scholes y por el método de separacién de variables, N=25

¢ La velocidad de convergencia a la solucién original de Black y Scholes, es mayor para las opciones Put

que para las Call, debido a que las primeras estan acotadas cuando ¢l precio del subyacente tiende a infinito.

38



2.4 Ejemplos

Calculando los coeficientes del desarrollo en autofunciones g,---g,, para una Call con precio de
gjercicio K=40, T=1, 0=.3, r=log(1.05),8_, =1, S,; = 300 up=0, u;=300, N=30 se obtienen los

siguientes resultados para la Delta de la opcion:

0.8 +

0.6 +

0.4 +

0.2 +

10 25 40 55 70

Figura 2.5
Comparacion entre ¢l valor de la Delta de una Call evaluada por el método de

Black y Scholes y por el método de separacién de variables, N=30

Con N=30 la solucién aproximada oscila muy poco en torno a la solucién propuesta por Black y

Scholes (1973). Para N suficientemente grande las dos son practicamente la misma. Por ejemplo, para

N=50:

0.8 +

0.6

0.4 +

0.2 +~

Figura 2.6
Comparacion entre el valor de la Delta de una Call evaluada por ¢l método de

Black y Scholes y por el método de separacion de variables, N=50

39



2.4 Ejemplos

Para la Gamma de la opcién Call anterior se obtiene para N=30:

01 T

0.05 +

-0.05

Figura 2.7

Comparacion entre el valor de la Gamma de una Call evaluada por el método de

Black y Scholes y por el método de separacion de variables, N=30

Con N=30 la solucidn aproximada oscila bastante’ en torno a la solucién propuesta por Black
p prop p Y

Scholes (1973). Para N suficientemente grande, las dos son practicamente la misma. Por ejemplo para
N=50:

0.04

nos |

co.02 t

0.01 +

10 25 40 55 70

Figura 2.8
Comparacion entre el valor de la Gamma de una Call evaluada por el método de

Black y Scholes y por el método de separacién de variables, N=50

7 Este comportamiento se puede explicar si se tiene en cuenta que {a Gamma de una Call, el dia de ejercicio, es
una Delta de Dirac y, por tanto, es légico pensar que la convergencia sea mas lenta.
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2.4 Ejemplos

Para la Theta de la opcidn anterior s¢ obtienen los siguientes resultados:

0.8 T
0 . T T —r
P 40 55 70
-0,8 +
Aprox
c-16 1+ - - BS
2.4 +
.32 4 /
.

Figura 2.9
Comparacién entre el valor de la Theta de una Call evaluada por el método de

Black y Schoies y por el método de separacion de variables, N=30

Con N=30 la solucion aproximada oscila muy poco en torno a la solucion propuesta por Black y

Scholes (1973). Para N=50 las dos son practicamente la misma:

3.2 +

Figura 2.10

Comparacion entre el valor de la Theta de una Call evaluada por el método de

Black y Scholes y por el método de separacion de variables, N=50
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2.4 Ejemplos

Para la Vega de la opcion anterior se obtienen los siguientes resultados:

Figura 2.1

Comparacion entre el valor de la Vega de una Call evaluada por el método de

Black v Scholes ¥ por el método de separacion de variables, N=30

Con N=30 la solucion aproximada oscila bastante en torno a la solucion propuesta por Black y
Scholes (1973). Para N suficientemente grande las dos son practicamente {a misma. Por ejemplo, para

N=50:

9.6
8.8

-

7.2
6.4

5-6
4.8 - = B-
c B-s
3.2
—
70

£

2.4
1.6
0.8

0.8 25 40 55

5

Figura 2.12
Comparacion entre el valor de la Vega de una Call evaluada por el métode de

Black y Scholes y por el métedo de separacién de variables, N=50
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2.4 Ejemplos

Para {a Rho de la opcion anterior se obtienen los siguientes resultados:

18 +
16 +
14 +
12 +
10

AN O N & @ ®
\ P

Figura 2.13

Comparacién entre el valor de la Rhio de una Call evaluada por el método de

Black y Scholes y por el método de separacién de variables, N=30

Con N=30 la solucion aproximada oscila bastante en torno a la solucién propuesta por Black y
Scholes (1973). Para N suficientemente grande las dos son practicamente la misma. Por gjemplo, para

N=350):

14 T
12 4

10 +

Figura 2.4
Comparacién entre el valor de la Rho de una Call evaluada por el método de

Black y Scholes y por el método de separacion de variables, N=50
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2.4 Ejemplos

Tabla 2.1

Precio de una Call calculado a partir del método de separacion de variables
(5=40, r=log(1.05), Dy=log(1.02), $;,=0.1, S\=900, us=0, u,;=900, N=100)

1080
G K Tz_;é% T=% :m
35 5.17 (1.45¢-3) 5.52 (1.36¢-5) 93 (6.5¢-15)

) 40 1.27 (7.6¢-3) 2.02 (4.5¢-5) 6.69 (5.57¢-15)
45 0.10 (1.0¢-1) 0.45 (2.0e-4) 4.69 (6.6¢-15)
35 6.05 (6e-12) 7.42 (3.6e-16) 15.45 (1.8¢-4)
5 40 3.04 (1.6e-11) 473 (9.4¢-16) 13.73 (2.35¢-4)
45 13 (3.le-11) 2.88 (3.4¢-15) 12.25 (2.9¢-4)
35 7.94 (2.2¢-15) 10.53 (1.5¢-9) 2332 (1.2¢-2)
9 40 5.38 (5.9¢-15) 8.30 (2.2¢-9) 2229 (1.4e-2)
45 3.55 (7.5¢-15) 6.52 (3.2¢-9) 21.36 (1.6e-2)

Nota: ry ¢ estin expresados en términos anuales. Entre paréntesis aparece el error relativo expresado en tanto por uno. Para calcular el valor exacto del precio de la opcidn,
se utilizaron los articulos de Black y Scholes (1973) y Hull (1997).
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2.4 Ejemplos

Tabla 2.2

Precio de una Put calculado a partir del método de separacion de variables
(5=40, r=log(1.05), Do=log(1.02), §,=0.1, Sp=900, uy=K, u,;=0, N=100)

o K :556% T:% Tzléqé%o
35 0.04 ([.1e-2) 0.22 (4.2¢-6) 1.84 (4.8¢-16)
2 40 1.11 (1.3¢-3) 1.64 (4.2¢-6) 3.55 (6.2e-16)
435 4.89 (7.3e-5) 4.99 (6.8e-7) 5.87 (7.5e-16)
35 0.93 (4.1e-12) 3.7 (3.6e-15) 7.99 (4.2¢-13)
5 40 2.88 (3.9¢-12) 435 (2.8e-15) 10.59 (2.4e-13)
45 6.11 (4.2e-13) 7.42 (1.2e-15) 13.42 (1.7e-14)
35 2.82(9.8e-15) 5.23 (3.0e-15) 15.59 (3.7e-6)
9 40 5.22 (1.7e-16) 7.92 (3.4e-16) 18.84 (8.9e-6)
45 8.35 (1.3e-15) 11.06 (2.4e-15) 22.19 (1.4e-5)

Nota:ry o estan expresados en términos anuales. Entre paréntesis aparece el error relativo expresado en tanto por uno. Para calcular el valor exacto del precio de la opcidn,
se utilizaron los articulos de Black v Scholes (1973) y Hull (1997).
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2.4 Ejemplos

Tabla 2.3

Delta de una Call calculado a partir del método de separacion de variables
(S=40, r=log(1.05}, D=0, S,=0.1, S\=200, ug=0, u;=900, N=180)

35 97 (3.1e-5) 91 (9.7e-12) 84 (3.6e-14)

2 40 55 (6.2¢-5) 58 (1.7e-11) 72 (3.7e-14)
45 | 07 (5.2¢-4) 2] (5.5e-11) 6 (4.2e-14)

35 80 (5.5¢-16) 75 (0.0) 78 (5.6e-4)

5 40 55 (1.6e-15) 58 (1.7¢-15) 73 (6.8e-4)
45 31(1.1e-15) 42 (1.3e-15) 68 (8.2e-4)

35 72 (1.1e-15) 71 (7.7e-9) 85 (1.8e-2)

9 40 57 (5.8¢-16) 61 (1.0e-8) 83 (2.1e-2)
45 44 (2.5e-16) 53 (1.4e-8) 81 (2.4e-2)

Nota: 1y & estan expresados en términos anuales. Entre paréntesis aparece el error relativo expresado en tanto por uno. Para calcular el valor exacto del precio de la opcidn,
se utilizaron los articulos de Black v Scheles (1973) y Hull (1997).

46



2.4 Ejemplos

Tabla 2.4

Gamma de una Call calculado a partir del método de separacion de variables
(5=40. r=log(1.05), Dg=0, S,=0.1, Sp=900, ug=0, u,;=900, N=180)

35 02 (3.4e-2) 03 (2.3e-9) 02 (1.3¢-8)

2 40 13 (5.5¢-3) .08 (9.9¢-10) 02 (9.8¢-9)
45 05 (1.5e-2) 06 (1.4e-9) 03 (8.4e-9)

35 04 (8.7¢-5) 03 (1.2e-4) 01 (7.8¢-2)

5 40 05 (6.2e-5) 03 (9.7e-5) 01 (7.0e-2)
45 05 (6.9¢-5) BOTes | 01 (6.4e-2)

35 03 (1.6e-4) 02 (2.5e-4)’ 01 (5.0e-1)

9 40 03 (1 4e-4) 02 (2.2¢-4) 01 (4.7e-1)
45 03 (1.4e-4) 02 (2.1e-4) 01 (4.5e-1)

Nota: ry o estdn expresados en términos anuales. Entre paréntesis aparece el error relativo expresado en tanto por uno. Para calcular el valor exacto del precio de la opcidn,
se utilizaron los articulos de Black y Scholes (1973) y Hull (1997).
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2.4 Ejemplos

Tabla 2.5

Theta de una Call calculado a partir del método de separacién de variables
(S=40, r=log(1.05}, De=0, Su=0.1, Sy=900. ux=0, u,=%00, N=180)

50 120 1080
o K == = ==
| 360 360 360
35 232 (44c-4) 2.60 (8.4e-11) 166 (7.7e-14)
2 40 2526 (2.3¢-4) 373 (6.8¢-11) 1178 (6.5¢-14)
45 -1.63 (8.2e-4) -2.35(1.2e-10) -1.77 (7.0e-14)
35 1875 (2.2¢-15) 6.63 (1.26-15) 241 (3.4e-3)
5 40 J11.54 (9.2¢-16) 2766 (1.1e-16) 22,60 (3.6¢-3)
45 29.97 (1.6¢-15) 7.43 (3.6e-16) 22.73 (3.9¢-3)
35 -17.24(0.0) “11.56 (8.4¢-8) -3.23 (6.7e-2)
9 40 -19.79 (5 4c-16) 112,71 (8.8¢-8) 3.48 (7.2¢-2)
45 | -19.69 (13¢-15) 113,11 (9.6¢-8) 137 (7.6¢-2)

Nota: Ty ¢ estan expresados en términos anuales. Entre paréntesis aparece el error relativo expresado en tanto por uno. Para calcular el valor exacto del precio de la opcion,
se utilizaron los articulos de Black v Scholes (1973) v Hull (i997}.

48



2.4 Ejemplos

Tabla 2.6

Vega de una Call calculado a partir del método de separacion de variables
(5=40, r=log(1.05), Dy=0, S=0.1, Sx=300, us=0, u,;=300, N=180)

50 120 1080

K T:—i T: 2 T:_

© 360 360 360
35 94 (1.4e-3) 3.68 (3.4e-4) 17.08 (2.8¢-5)
2 40 5.93 (5.4e-3) 9.05 (2.3e-3) 23.15 (1.9¢-4)
45 2.10 (1.2e-2) 6.61 (5.3¢-3) 26.77 (6.1e-4)
35 4.16 (1.3¢-5) 7.39 (4.6¢-6) 24.14 (1.6e-1)
5 40 5.90 (1.4e-4) 9.03 (5.8e-5) 2691 (1.7e-1)
45 5.24 (3.3e-4) 9.02 (1.4e-4) 29.13 (1.7e-1)
35 5.01 (1.2e-6) 795 (3.2e-3) 2113 (2.1e-1)
9 40 5.84 (1.3e-5) 8.86 (3.3e-3) 22.98 (2.2¢-1)
| 45 5.87 (3.2¢-5) 9.23 (3.6¢-3) 24.62 (2.2¢-1)

Nota: ry o estan expresados en términos anuales. Entre paréntesis aparece el error relativo expresado en tanto por uno. Para calcular el valor exacto del precio de la opcion,
se utilizaron los articulos de Black y Scholes (1973) v Hull (1997).
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24 Ejemplos

Tabla 2.7

Rho de una Call calculado a partir del método de separacidn de variables
(5=40, r=log(1.05), D=0, S5,,=0.1, S$=300. u;=0, u;=300, N=180)

50 120 1080
T e— T=— — —
N K 360 360 360
35 267 (5.80-4) 1024 (2.56-4) 6687 (1c-5)
2 40 2.81 (2.3¢-2) 6.95 (6.06-3) 62.02 (1.9¢-4)
45 34 (134e-1) 2.50 (2.8¢-2) 54.06 (6.1e-4)
35 3.60 (7.9¢-5) 7.42 (2.3e-5) 43.21 (4.4¢-2)
5 40 2.63 (1.6e-3) 6.10 (4.4e-4) 43.12 (5.1e-2)
45 1.51 (5.8¢-3) 4.57 (1.4e-3) 42.53 (5.8¢-2)
35 2.89 (1.5¢-5) 587 (5.3e-4) 25 60 (2.9¢-2)
9 40 2.43 (2.9¢-4) 5.38 (5.9¢-4) 26.40 (3.3¢-2)
45 1.92 (8.9¢-4) 4.79 (6.3e-4) 27.03 (3.8¢-2)

Nota: ry o estan expresados en términos anuales. Entre paréntesis aparece el error relativo expresado en tanto por uno. Para calcular el valor exacto del precio de la opcidn,
se utilizaron los articulos de Black v Scholes (1973) v Huli {1997).
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3 Rendimiento esperado condicionado y varianza condicionada

del rendimiento de una opcion

Una vez que se ha expresado el precio de una opcién como producto escalar de dos vectores,
para cada S y para cada t, parece interesante expresar de la misma manera el rendimiento esperado de
una opcion (vid. Rubinstein (1984)), asi como utilizar el mismo método para transformar la varianza

en una forma cuadratica; todo ello en aras de poder calcular, de una forma facil, qué instrumento

financiero (vector P). minimiza la varianza del rendimiento de una opcion condicionada a una fecha

futura v sujeta a una serie de restricciones sobre la rentabilidad exigida por el inversor, el presupuesto

del inversor, v sobre las distintas sensibilidades de la opcién, etc. Se comienza asumiendo un

determinado modelo para el precio del activo subyacente (Kon (1984)), asi como una serie de
hipotesis necesarias para el calculo del vaior esperado y se finalizara expresando como producto
escalar de dos vectores, tanto el precio esperado como las distintas sensibilidades esperadas de la
opcion, y expresando como una forma cuadratica la varianza del rendimiento de esta.

Como se vio en el capitulo anterior, el modelo que se asume para ¢l cambio en el logaritmo
del precio del subyacente entre la fecha actual, t, y cualquier fecha futura, h, es:

log[ 2h J ~N(ut-1,6 h-t)

t

2

c
p = log(m) — 7 - D,

siendo S el precio en t del subyacente,

m el rendimiento esperado anualizado del subyacente estimado por el inversor,
o la volatilidad instantanea estimada por el inversor,

D, Tasa de pago de dividendos continua.
Por tanto:

S ocSley
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Rendimiento esperado condicionado y varianza condicionada de una epeién

donde ¥ es una variable aleatoria que se distribuye como la normal:
Y~N(uh - t),6 'h 1)
Asumamos las siguientes hip6tesis (vid. Rubinstein (1984)):
I. El inversor y el “mercado™ estdn de acuerdo en que el tipo de interés libre de riesgo
es constante e igual ar.
2. El inversor y el “mercado” estan de acuerdo en que el rendimiento del subyacente
sigue una distribucién lognormal.
3. Las estimaciones del inversor del rendimiento esperado anualizado y de la

volatilidad instantdnea del subyacente son m y o ; las estimaciones del mercado son my .

4. El precio de mercado de una opcién siempre se calcula utilizando la formula
de Black-Scholes para opciones Europeas:
CS, T-t;1,0)

Estas hipdtesis aislan una Unica fuente de discordancia entre el inversor y el “mercado” sobre el
precio de una opcidn. En la practica puede haber otras fuentes de discrepancia
como tasas de interés, dividendos, la propia formula, etc., pero las diferencias en la volatilidad
estimada son las mas importantes.

Se habla aqui del mercado, como si tuviese “inteligencia” propia (vid. Rubinstein {1984)).
Esto es consecuencia del tipo de inferencias que se pueden hacer de los precios de mercado de un
determinado activo financiero. Por ejemplo, si se conoce el precio de mercado de una determinada
opcidn, se podria despejar de la formula de Black-Scholes la volatilidad, dados los demas parametros.
Esta informaria de la opinioén del mercado sobre dicha desviacidn tipica.

Las hipotesis anteriores también encierran implicitamente una hipétesis sobre 12 naturaleza de

la ineficiencia en el mercado.
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3.1 Rendimiento esperado condicionado de una opcion

Si se cree que un activo esta infra o sobrepreciado, para medir su rendimiento esperado sobre
un determinado intervalo temporal, hace falta alguna hipotesis sobre la velocidad con que dicha
diferencia de precios desaparece. En el caso de una opeidén que esta mal valorada con respecto a su
activo subyacente, se sabe que cualquier infra o sobrevaloracion debe desaparecer completamente el
dia de ejercicio para que no existan oportunidades de arbitraje. Todos los modelos de valoracion de
opciones y todos los estimadores de volatilidad estan de acuerdo sobre el valor de una opcién relativa
al del subyacente el dia de ejercicio. Una posibilidad es medir esta diferencia de precios por el valor
absoluto de 1a resta entre el valor y el precio y suponer que €sta disminuye como una funcién lineal
del tiempo hasta el dia de ¢jercicio. Un supuesto mas fundamental puede ser derivado de las variables
que afectan el precio de una opcién. Aqui se asume que la fuente de infra o sobre valoracién tiene que
ver con las diferencias en la estimacion de la volatilidad del subyacente y que tanto el inversor como

el mercado persisten en sus opiniones sobre la volatilidad hasta el dia de ejercicio de la opcidn.

3.1 Rendimiento esperado condicionado de una opcién
Bajo las condiciones expuestas en el epigrafe anterior, ¢l precio de mercado esperado para un

instrumento financiero con valor terminal g(8), al final del periodo de posesion del instrumento,

h < T medido como fraccidn de afio, sera (vid. Rubinstein {1984)):

E{Clh}= E{C(S,,T-hro)}=

“y-p by
o) P

l . 6_2]
=——— [C(S,e?, T-hro)e " dy (49)
o./2th

donde:

p = log(mm) —;52 -D,
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3.1 Rendimiento esperado condicionado de una opeidn

Hay que notar que, en el calculo de la esperanza anterior, el precio de la opcidn debe
evaluarse en la volatilidad estimada por el “mercado” & (volatilidad implicita), para poder obtener,
dadas las expectativas de volatilidad y rendimiento del subyacente ( G, p ), el precio de mercado

esperado condicionado a la fecha futura =h.

Teniendo en cuenta (6), se puede expresar (49) como:

A(y-ph)?

72

e e ci- e DT o T T 2,
E{Clh}:‘e‘i :h Ijg(soey (r-,o oXT -h+o Ye 2 dze 26°h dy. (50
o2m |

—a0 -0

Lo que interesa para el desarrollo posterior de la investigacion, es expresar (50) como
producto escalar de dos vectores de la misma forma que se expresa en el capitulo anterior el precio de
una opcion.

Utilizando la representacion (28), la integral doble anterior se convierte en una suma de
integrales simples, resolubles por los métodos tradicionales de integracion.

El precio de una opcion en $=8,, se puede expresar como:
N
C(S,.T-hr,o) = E g, D, (X, D)+u,f, (X, D+yup (X,7)
n=1

donde tanto @ como B; se evaltian en':

1=T-h

X = log{gh—] = log[ SG—]Jr Y

/

y en la volatilidad implicita & . Entonces’:

-y-ph)?

o N p—
I 2 : o2
E{C'h}z 6 tzn-H J.{ gn®n+u0BD +U]BJ e 2e7h dy:
/ TS

' Notese que ahora X e ¥ son variables aleatorias.

2 . . . . .y
Por las razones expuestas en el capitulo primero se considera que el precio de 1a opcién es cero fuera del
intervalo [Sm, Su ]
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3.1 Rendimiento esperado condicionado de una opcioén

~ty-uhy? -y-u)?

N &3 “y — -
l Z 26%h 1 267 h
EE R —— D e dy +- ——=— |B,e dy +
G.j27h 4~ ,f * s 2 ,[ ’ d

~(y-nhy?

=Zgn®n(x,t)+u0 B,(x,t)+u, B,(x,1)

n=l

donde:
{y-p h)i
2 1 252 1
D, =— D, e dy =
a.2nh J.
-Gy-ub)*
w 2.2 § e
12 *['H‘L;“az"‘}”“[“’g[siM. o (S, o
= - == | € sin) -~ logy -~ |+y|je ~ . 51
o omh JL A O g ey
Utilizando las propiedades de la funcién exponencial, la identidad de Euler:
(52)

e® =cos O +isinH

y con ayuda de la integral:

(53}

(54)

Ie—(ax2+bx+c]dx _ r‘lijit_r e(b2*4ﬂc)f4a ERF{bﬁT 2_?,}{}
l a 2'--}"3
s¢ obtiene gue:
5M
. n2n2 2 dzh 2 Zap { nn 2 E ilogrsgﬁ
®, =imi~ (Sﬁ} e e el “JERF{W(Y;OL)F
m ‘
Ilogssrg—
con:
oy b —yehlp+pa?)
W(y,p)~1 L 20-1— Mi‘s FZT;
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3.1 Rendimiento esperado condicionado de una opcién

Tentendo en cuenta el resultado anterior es facil ver que:

“(y-py?
B — 1 . jBJe 28°h dyq
' s 2mh
y-ph)?
—Dpt _rr 2a%h _
ZH O, +(je " +(-3e HH; le dy =
o} 21th
—p o D=l
N
= E H,d, + (e +(1-je™™HA,
n=]
donde (i)n se define en (51) y:
fy-uty?
n = B IH-e 25 dy =
' sfomh
~(y-hy* -y~
oo | S() R — B o ] 4 SO e
B. J{log 20, +yj 3 1-i—R. (2a-j) log 2% +y] 2
- _;_ e [SmJ e 257h dy - ,:,]‘r;,;i J-e ﬂ\ (Sm) e 2d”h dy.
g 27mh g i2n

Utilizando las propiedades de la funcién exponencial y el resultado (53), se obtiene gue:

=2

oooC _1_31_(_3_0) e J[M & ]ERF(RS{W(Y;J')})*

J 2 8,
S .
‘logg (55)
(1—_]— ) S Zo-j h{Zo~ 1){}”(20 1} ] | %
- [soj e ERF(Re{W(y;ZOL—j)}]J
) ltog>m
S0

Por tanto se puede expresar el precio esperado de mercado de una opcidn, condicionado a una

determinada fecha futura t=h y a un estado inicial Sy, como:

E{Clh}: Zgnd)n (X,T) + uo BD(X; T) + ul B] (X,T)
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3.1 Rendimiento esperado condicionade de una opcion

o bien como producto escalar de dos vectores (para cada S y para cada t):
E{Chh}=PQ’
P:[u()ulgl gz"'gN] (36)
Q=[, B & &, 0]
Por tanto, se puede separar, al igual que con ¢l precio de la opcién, por una parte todo lo que
concierne al instrumento financiero a valorar {vector P) y, por otra, todo lo concerniente a la
valoracion en si.

El rendimiento esperado anualizado de la opcion sera pues la fraccion:

mC=

E{C/h : PQ)’ :
donde Cy es el precio de mercado hoy (t=0) del instrumento financiero a valorar:
C, =C(5,.Tir,0).

También hay que notar que la tasa de crecimiento [ no aparece en la solucion de la ecuacion
de Black-Scholes (6). Aunque el valor de una opcidn depende de la desviacién tipica del rendimiento
del precio del subyacente, no depende de su tasa de crecimiento. Sin embargo, no ocurre lo mismo
con el valor esperado de mercado de la opcion, como se aprecia en los resultados anteriores.

Por otra, parte el precio de una opcidn y su valor esperado descontado sdlo coincidiran en el
casoenque W =T y O =G, esta es una de las razones por las cuales no es correcto interpretar la
Delta de una opcién como la probabilidad de que esta expire “in the money™, ya que para calcular esta
probabilidad se debe hallar el valor esperado de Ia funcion [(S-K) donde I/ es la funcion de

Heaviside, que necesariamente contendria al parametro |, mientras que la Delta, como se apuntd

anteriormente, no lo contiene.
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3.2 Varianza condicionada del precio de mercado de una opcién

3.2 Varianza condicionada del precio de mercado de una opeion.

En esta seccion se expresa la varianza condicionada a una fecha futura t=h del precio de
mercado de una opcidn como una forma cuadratica. Esto permitird, en el Capitulo 5, plantear
diversos problemas del cilculo de la estrategia de minima varianza sujeta a una serie de

restricciones. La varianza del precio buscada se puede expresar como:

-(v-phy?

ol _

~ Hees,et. T-mno)-E{ch e ™ ay
th |

-

| —

ViCh}=

G/

N

o como es habitual:
v{chn} = E{C?in - ({ch})
donde utilizando (6) se obtiene por una parte que:

-(y-p hjg

. g T 7 y+(r_%-52.D0)(T~h)+omZ 2 252 h
(E{cih}) - (S e Je tdze 7T dy

EZnﬁ

¥ por otra:
w 3 benw?
-2 ]'(T - h) 1 2 . o 22 _ .
32 ¢ Y- ~a2-Dg)T-lj+0 ‘Tohz -2 12
6(2n)2 ‘h o %

S1lo que se pretende es calcular qué instrumento financiero, con valor terminal g(S), minimiza
la varianza sujeta a una serie de restricciones sobre rentabilidad, presupuestarias, etc. Las
férmulas anteriores no parecen estar expresadas de la forma mas sencilla. Sin embargo, si se

utiliza la expresion del precio de una opcion (29) y de su valor esperado (56), las formulas
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3.2 Varianza condicionada del precio de mercado de una opcion

anteriores se pueden representar simplemente como la formas cuadraticas siguientes:
2 ~ A
(E{Cln}) =PQ QP
donde:

I Bg BOBI Bod)l "'Boch
BIBD B% Blci)l "'Bl(i)N
QFQ: (j)lBO d)lBl (i)lz “'(i)l(i)N .

0.8, DB, B0, - 0]
Queda por caleular E{C*[h} . Ahora bien:

C* = PQ'QP’ = PQP’
para.

BT BB Be®y - Be®y |
BiBo BT By By
Q=Q0Q-= Of, D, (D12 D Py |

_(DNBO Onpy PO, - (Di
Entonces la esperanza buscada es:
E{C?|h} = E{PQ'QP"} = E{PQP'} = PE{Q}P’ = POP’

con:
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3.2 Varianza condicionada del precio de mercado de una opcién

donde E{f} quiere decir:
“(y-phy?
Bt} = Effnf= Joy jf(y)e T dy (57)

o 2

Por tanto, mediante esta formulacién, se puede expresar la varianza condicionada del precio de

mercado de una opcién como la forma cuadratica:

ViCh}=P(Q-QQ)p"

~

La matriz (fl - Q'Q) tiene dos propiedades que seran de gran utilidad en el Capitulo 5;
es simétrica y definida positiva. La primera se demuestra trivialmente, dado que, si las matrices
: Y Q’Q son simétricas, la matriz (é - Q’Q) también [o serd. Para demostrar la segunda,
basta con observar que una varianza es siempre positiva:
v{Ch} > 0= P(fg - Q’Q]P’ >0, VP
y se concluye que la matriz (f) - Q'Q) es definida positiva.

Para calcular cada uno de los elementos de €2, basta con calcular los siguientes valores

esperados, para j,§" = 0,1:

EP;B; )
E{B_iq)n }
E{®,®, |

Teniendo en cuenta, como antes, que tanto @, como P i deben ir evaluados en:
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3.2 Yarianza condicionada del precio de mercado de una opcién

y en la volatilidad implicita G, entonces:

N N N
By j= ZZHjnHJkE{d)nq)k}+(j e (1 —j')e_")ZHJHE{Hj,d)n}
n=l k=i n=l
N
FGe ™+ (1= Y HEfH 0, ]
n=l

F(je D0+ (1= e )i ™ (- N )EH H, }

Utilizando la identidad de Euler y (53), se llega a que:

Jou M.
E{q)"q:k}:AIm{I(y;k —n)~1(y:k +H)Hm:ss,ﬁ %)

So

donde:

2.2
i ; (n2+k2)—2n}:

2o [
A:;(SSOJ R

m

h
—777(—p2ﬂ254+[}2(u+2an2 )271;2]_2 )+[U'

I(y;p)= i—e“g&z ERF(W(y;2a))
9 = 2105 20+ bl 4+ 2052
L| Fs, ™
De la misma manera se¢ tiene que:
So Y ol S, 1 -
E{H @, - B{S J Bl @, b+ (1- ] —cj)[sij B e ) (s
m i

donde, para calcular E{eijDn }y E{e(za_‘i}y(bn } se utiliza que:

a _[[l?x2a2_1J 6211[( +A)2+2u+Ap ('m]z}-'ﬁ’ Jlog?;l
_1 S 3 N [T+——] (o - H| 1 :
Ele™', f=Im ..L[ 0} g\ L ’ < ) ERAW(yaA) (60)
Jag%é!

nmw S
0= "|log—>+h ).
L(ogSer (L+oT )}
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3.2 Varianza condicionada del precio de mercado de una gpeidn

El término E{H J—H 2 } se calcula trivialmente teniendo en cuenta (60), de tal forma que:

i
E{HjHj, }: B, B{%_} E{eU*i’)Y}+
m

S j+2a-]
+B,(1-j-B j.{é-‘)] E{e(-i+2”—i’)>’}+

Sm jr2a-j _ _
+B; (l—j—BJ{SO J E{e(J’+2a—J)y}+
m
daj-
+(1 -j- BjX] - _Bj,{..s_Q__J E{e(4u—j—j’)y}
Sm

y, por ultimo, dados los resultados anteriores (58) y (59), el valor de E{Bjcl)n }se calcula segin:

N
B0, )= ZH_ikE{CDnCDkH (™™ + (1 - e ™)E{H @, |.
k=1

En definitiva se logra expresar la varianza del precio de la opcion condicionada a una
determinada fecha futura como la forma cuadratica:
Vich}=P-Q Q. (61
De nuevo se ha separado la parte concerniente al instrumento financiero a valorar
{vector P) y la concerniente a la valoracion en si. Esta separacion, tanto en el precio de la

opcion como en su valor esperado y varianza, serd crucial a la hora de calcular la estrategia de

minima varianza que garantice un determinado rendimiento.
Por 1ltimo, hay que tener en cuenta que, si se llamaC, = C(S,, T;r, o) al precio hoy

de la opcidn con valor terminal g(S), entonces la varianza anualizada del rendimiento de una

opcion condicionada a una fecha futura t=h, se puede expresar como la fraccion:

_PQ-QQF
hca

me
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3.3 Sensibilidades esperadas de una opcion

3.3 Sensibilidades esperadas de una opcion

Al igual que con el precio esperado de una opcion, se puede expresar la Delta, Gamma,
Theta, Vega y Rho esperadas como producto escalar de dos vectores, de tal suerte que se
podran utilizar en el capitulo siguiente como restricciones lineales en un programa de
minimizacién cuadratica de la varianza.

Asumiendo las hipdtesis descritas al comienzo de este capitulo sobre el rendimiento def
precio del subyacente, se puede calcular las esperanzas anteriores sin mas que integrar sobre la
distribucion de dicho rendimiento.

3.3.1 Delta esperada de una opcién

Como se vio en el capitulo anterior, se puede expresar la Delta de una opcién como la

siguiente suma:

N
1 oD op B
A: o + — Q.{_ i]
S E_l Bn 5 U, ax W 5 (62)

donde las derivadas parciales que componen la suma anterior se describen en las formulas (36),

(37) y (38). Integrando (62) sobre la distribucién del rendimiento del subyacente se tiene que

~(y~ph)2

N
A 1 1 o op OB, | 267
A= — - Lt tu, Cvu, e T dy =
J.Soe*' Bra T TN A Y

'()"Uh)z -{y’-ph)z

N - @
1 Z : o . _
= - T gn J. 71 - 1 e 25211 dy -+ lﬂ] - ,];__ . 6[3_0 e 202[[ dy -}
G j21h L S.e’ o o /2nh JS,e” Ox

S
g {2rh S.e’ ox

—o
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3.3 Sensibilidades esperadas de una opcién

G s . .
donde tanto ax“ , B ¢, como a; deben ir evaluadas en la volatilidad implicita (estimada

ox

por el mercado), v en:

1=T-h

X = log(%‘ ) = 10g(—§-9 J+ Y.
m m

Resolviendo las integrales anteriores, se puede expresar la Delta de mercado esperada como la

suma siguiente:

N
AL_Zgnd)n,x +uOBO,x +ulBl,x
n=|

donde, teniendo en cuenta (57):

“(y-uh)?

1 6D 1 G )
d) X = E{ b n } = ¥ e 28°h d
" S & | o /2nh Jse¥ ox Y
[L‘EF.Z.?E‘ J, Ay W2
26 LZ n o0

S, ) :
= h(i] je(“‘””(—nﬂcosS + ccsiné}) e 20 dy
S,Loy2nh \S,_ L

-0

S
9= £1-T-I--[log LR y}

con’
Ll Fs,

Utilizando la identidad de Euler y la integral (53) se obtiene que:

_ [121-:232_ « 1.2 3 (cz—]} - 2
R R

n,x ZSGL Sm
log%M
[T Rele” ERF{W (y:a}} + o Im{e ERF{W(y; a}}j D
log%L
0

donde:

_ S nm
9" =|c*h(e — 1)+ log—2 + hj—.
( (o= 1) +log o+ ph | —

I
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3.3 Sensibilidades esperadas de una opcidn

De la misma forma se puede calcular Bj,x ,(G=0.1):

-(y-uh)z
0 Elaﬁ 17 _1_63 2sh dy—
TS ) s o et
(y-nty*
1 1 ab . —Dnt . 1t aHl zuzh
= = e H - 24+ge " +(1-1e — = le dy=
6.i2nh J‘Suey Zl in Ay Q (-1 )5){ Y
b “h) -y
Z = _nr 25%h dy+ (Je __0 (1 J)e ") ] 5H iy 2524 dy=
G th S o3 2nh S ef X
N
B 2 H.iﬂ(bn,x +(] e +(1-je " )H_i,x
1=}
donde:
{r-uh)
oH; oH. >
Hix E 1 _1__ i L o J"e 2a“h dy:
l S 6‘x o 2nh Jsge O
“(y-uh)?
= o 2(1‘j — -
T — | B +{1-1-B)2o - L e d
o) ;."27-{1-1 J.Soey j-][ Sm } ( ] i ( J)( Sm Y

—oC

y utilizando las mismas técnicas de integracion que en los casos anteriores se abtiene que:

=2

VNBJJI S, ] h(J‘l){w(j-l)—z-} ] By
H,, = 28, (S Je ERF{Re{W(y;j- D}

. m

l_ 2 2u.jh20t_]l)p.+(20tjl)2
s Ssz( ) ( 5 J e [ JERF{Re{W(y 20— j— 1)}

Por tanto, se puede expresar la Delta esperada de una opcion como el producto escalar (para
cada x y para cada 1) de los vectores:

P =[u0 U g 82“'8N]

QA = [BO,x Bl,x cblg( (i)Z,x "'ch,x] (63)

A

A =PQ).
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3.3 Sensibilidades esperadas de una opcidn

3.3.2 Gamma esperada de una opcién

Como se demostro anteriormente, la Gamma de una opcidn se puede expresar como:

N 2 2 2
17' — 1’) Zg" a,,q)“ — a®9. +u0 a pp_ _ 8[30 + u] a Bl — 5BI
S* x’ ax ox’ o ox ax* x

n=l

N
- Sl? Zg“(q)ﬂ,ﬂ _(Dn,x)-i_uﬂ(ﬁﬂ,xx _BO,X)+UI( 1,xx _Bl,x)

n=l|
donde cada uno de los términos de la suma anterior se define mediante (36), (37), (40) y (41).
Utilizando el operador E{ } definido en (57) la Gamma esperada es |a suma de

esperanzas siguiente:

= Zgn [ Rl ,_ "—’-’f-] + uoE{BO Xxsz BO " J+ ulE(?_la’.‘xS;BLX J

Teniendo en cuenta que tanto @, ,y B, como cualquiera de sus derivadas deben ir

evaluadas en la volatilidad implicita (estimada por el mercado), v en:

t=T-h

S So
X=logl > |=1o +Y
| g(sm] g[sm]

y resolviendo las integrales anteriores se puede expresar la Gamma esperada como:

N

f: gn (d)n_xx _(i)n,x)+u0( 0,xx _BU,K)+u1( 1,xx _B],x)

(Dn XX -0 1 | 1 az(D oD E2
(i)n,xx _d)n,x =E{ . ____1'1,__’4}: - —;_ JA 2 Zy[ _2',1 __éx[l € eh dy (64)
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3.3 Sensibilidades esperadas de una opcién

Restando (36) de (40), se obtiene que:

2272

5 | nf= a"*TIJT o

Q_LIZ _oD, =%e [ L (—S—0~] e“”((2uwl)ﬁcos$ +(0(.2 —0L—
ax? ax L S L

2.2
nn sinB]

mn

con.

_nm SC._‘
3= L [logsm +y].

Sustituyendo este altimo resultado en (64), utilizando la identidad de Euler y la integral (53), se

obtiene que:
- Eznzai_ 4 o 1| (w2 lo-2)  (om :
(i)nxx_cbnx: 52:17 [ o n} §O_ 62 l[( ” 262“[LJJ
’ - S,L S
‘logﬁM
nn i 2 nzﬂz i - %o
Qo-'Y Rele” ERF{W(y;a}}+| o — ot - e Im{e® ERF{W(y; o)} |
S
log =1t
So

donde:

m

9= [62h(a ~2)+ !ogSSO + ph) nr

De la misma manera se puede calcular Bj,xx - Bj’x (j=0,1):

200:: O -® H.. -H
f,Xx n,x - ~Dyt SN oo TT s XX X
Bj,xx - Bj,x = Hjn E{—— gz } + (Je 0 + (1 - J)e )E{ 31X Sz L}
n=l

donde la primera esperanza se calculo en el paso anterior y la segunda se resuelve utilizando

técnicas similares a las anteriormente descritas:

-+

2
E HZ,XX ﬁHZ,X _ CZZ(Z“'I) S{) z h{Z—Z)[p+{22) 5 }
e R 5 S e )
S S

m

52
L 1=2-C, )20 -2)2u -z (8, V" s }
——— 2T B — R e ~ .

St S J
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3.3 Sensibilidades esperadas de una opeion

Por tanto se expresa la Gamma esperada como:
P=[un up g 2 "‘gN]
Qr =[ ox ~Box Prax ~Biy @ — Dy Py _(i)N,x] (65)
I =PQr.
3.3.3 Theta esperada de una opcion
Como se demostro en el Capitulo 2, se puede expresar la Theta de una opcion como:
@__ign 9Py _y, Po_y B (66)

ot

n=|
donde las derivadas parciales que componen la suma anterior se describen en las formulas (44),

y (45). Integrando (66) sobre la distribucion del rendimiento del subyacente, se tiene que:

-(){-Lth)z
0 52
- Z +u1 b, e’ hdy=
G- 2nh 61
(y ph) (v uh)?
Zgn J. 2520 L u(] J.aBU 26%h dy-
G. 27th 0.;2nh ot
. (y uh)
| b J.Qﬁ—\ 2 gy
o, 2nh ot
! -
| oD, P,

donde tanto ==, - *-, como —— deben ir evaluadas en la volatilidad implicita (estimada
o & plictta

por el mercado), y en:
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3.3 Sensibilidades esperadas de una opcién

Resolviendo las integrales anteriores se puede expresar la Delta de mercado esperada como la

suma siguiente:

N
@ - Zgn(bn,t + uUBD,t +ulBI,r
n=|

donde, teniendo en cuenta (57):

. y-n B)? " yn b2
- o 1 oD 2 . 22
(D“=E{ “}=_ j e hdymAJ.em’smSe2 hdy
i o c.2nh J o
con:
[“2“232 J
2, 2,2 nit
2{l’l Tiz a _ nJe 12 .
Ls./2nh S

L S

m

9= n—ﬂ(log~s—°+ YJ

utilizando la identidad de Euler y la integral (53), se obtiene que:

nznza2 a 1.2 2 . nm 2 log?;
1]27123.2 1 [—7—-—”} SU 26 h[a +2;j—_ip{L) ] o
b, = f2o e g |¢ Im{e ERF{W(y;OL}ﬂ
log SI:)!
donde:
8= ézhocﬁ—logr?—o— + ph o
S, L

Por altimo (para j=0,1):

Bl X oD o _

= ZHJn d)n,'c - (jI)OeADO-r + (1 - j)rein)HJ‘-
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3.3 Sensibilidades esperadas de una opcién

Por tanto, se puede expresar la Theta de la opcion como el producto:

P:[un u g8, "'gN]

QG) :[Bo,x Bl,t (bl,'[ (1)2,1 "‘d)N;r] (67)
6 =PQ;,
3.3.4 Vega esperada de una opcion
La Vega de una opcidn se puede expresar como:
[ 2. o0 3B, OB
= i — " ltuy- = U 68
AZ[ao n T8 5 TV s T 5o (68)

n=1

Tomando esperanzas en (68), se obtiene que la Vega esperada de una opcion es:

N2 P, Py Py | _
Am;(a E{(Dn}+gnE{ P H%—UOE{ o }+ulE{ 60}_

(83

oD ,6
_—_Z[ Eu (i)“ +gn®nc)+uoBoc +ulBlc
oG ' ! ,

n=]

donde Cbn se define en (54) y los demas términos se calculan, utilizando métodos de

integracion similares a los anteriormente descritos. Teniendo esto en cuenta, es facil calcular el

valor esperado de

8o
22 g
O = —[n T; G —211)1 O, L log(§i]ﬁ>n +Efy®,}
’ L oo oG S,
donde:
Hog oM
LI (y-phy? lczh[QQ—n2ﬁ+2%}+f0’ (l S
1-—(0g——+y }H+ l1—¥f—-"-—f ] b
Ely®, }=Alm{-2ce " *m w6’ _Be’ Y7 ERFW(y; Ot)}j (69)
llogssig

con:



3.3 Sensibilidades esperadas de una opcidén

B= 2nh(u+(l S+ )T J

9’:[( : +p)1+log§°)T

Por tltimo {para j=0,1):

0 = (H o b (el
B E{ a'l} Z( gcjﬁE{®n}+HJ—nE{5;—H+ue DUty (1 - jpe )E{ a(;}
n=}

donde todos sus términos se han determinado anteriormente excepto el altimo valor esperado:

oM\ OB, _ - B
x _ L QRo-jx _i_N. it (2o—j)x
P{ o } A PR B DER P Sy

X:Iog(gh] log(sS ]+Y
m 14

Este se calcula, teniendo en cuenta que:

log oM

A ) U R )l "o
Blyer )o@ R et DT gt EREReW AN 0

' I Sm

log -
30

donde para calcular éste uitimo resultado se utiliza de nuevo la identidad de Euler y la integral
(53).
Por tanto, se puede expresar la Vega esperada de una opcidn como el producto:
P={ugu g 8 8y]
r, <[ B ]

do Oc oo
Q=[Be, B, @, @, ] (n
Q,=[Qp, B & b, b,]
A=p,Q,
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3.3 Sensibilidades esperadas de una opcién

3.3.5 Rho esperada de una opcion

La Rho esperada de una opcion se calcula de forma muy similar a la Vega esperada, sin

mas que tener en cuenta que si, la expresion:

= og, oD, ap op
":Z(ar‘bn *en af]*“o a TN vy

entonces, tomando esperanzas en {72), se obtiene que la Rho esperada de la opcidn es:

— J oD 0 0 0 1
,5:2[-% E{CD“}+gnE{ &“}JJruOE{ gr}+u]E{ 6%}:

n=]

wlf
= Z( grnd)n +gnd)n,r}+u08{),r +u18],r

n=1

donde Cf)n s¢ define en (54):

. M . o (so),
O =—1® +—logl —|® +ElyP
n,r 86 n ar g S 1 {y n}

m

y E{y D, } se define en (69). Por ultimo, teniendo en cuenta que:

cH. | JB. . , dot ‘
N G X _ o (2a-jx : Co-x
E{ 2 }— 5 E{eJ g'*) }+(1—J_Cj)26r E{xe ! } (73)

S S
X=log " |=log L|+¥
é(sm] g[sm]

y los resultados desarrollados anteriormente, se determinan los términos de (73), los términos

donde:

de

o1 o o b _ .
BJJ = E{ arJ } - Z[ é}:] d)n + H}'nE{arn}) + (Je Do + (1 _J)e—nE{ar'l} + (_] - I)TeiﬁHj .

n=I[
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3.3 Sensibilidades esperadas de una opeién

Segin se desprende de los resultados anteriores, podemos expresar la Rho esperada

como el producto escalar (para cada x y para cada t) de los vectores siguientes:

Q:[BO,rBl,r (Dl,r o
Qp :‘[QBO Bl cbz (i):' ch]
p=P,Q;

P=[u0 uy g gz"'gN]

{P o, o, .._@g_w}
cr

or or

Dy, ]

(74)

En resumidas cuentas, lo que se ha conseguido en este capitulo es expresar, en forma de

producto escalar (para cada X v para cada t) de dos vectores, tanto el precio esgerado de una

opcion como las distintas sensibilidades esperadas de ésta. También se expresa como una forma

cuadratica la varianza del precio de la opcion. De esta manera s¢ tiene todos los ingredientes

necesarios para plantear v resolver, de forma sencilla, el problema de minimizacion de la

varianza con_determinadas restricciones sobre el rendimiento esperado etc., que se planted en ¢l

capitule introductorio. A modo de resumen se tiene:

Tabla 3.1

Resumen de resultados

Hoy Valor esperado

Precio C=PQ' (29) C=PQ' (56)
Delta A=PQ, (39) - A=PQ} (63)
Gamma [=PQ; (43) =P, (65
Theta ®=PQ, (46) 6&=PQ, (67)
Vega A=P,Q\ (47 A=P.Q\ (7D
Rho p=P Q. (48) p=P,Q, (74)
Varianza v{Ch) = p(f; QfQ)P' (61)
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3.4 Ejemplos

3.4 Ejemplos
A continuacion se muestran una serie de ejemplos que ponen de manifiesto la bondad
de la aproximacion realizada. Calculando los coeficientes del desarrollo en autofunciones
g, gy para una Call con precio de ejercicio K=70, T=1, h=120/360, 6 =3, 6 =6,D, = 0,
r=log(1.05), S,, =1, S, = 900, u;=0, u,; =900, m=1.1 y N=20 se obtienen los siguientes
resultados:
T

60 +

20 +

Figura 3.1
Comparacion entre el precio esperado de una Call evaluada por el método de
Black-Scholes y por el método de separacién de variables, N=20
Para N=50, practicamente no existe diferencia:
80 ¢

60 1+

c40 +

10 40 70 100 130

Figura 3.2
Comparacién entre el precio esperado de una Call evaluada por el método de

Black-Scholes y por el método de separacién de variables, N=50
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3.4 Ejemplos

Para una Put con precio de ejercicio K=70, T=1, h=120/360, 6 =3, ¢ =.6,D, =0,
r=log(1.05), S, =1, S, = 900, us=K, u; =0, m=1.1 y N=20 se obtienen los siguientes

resultados:

Aprox.
= = B-§

s

Figura 3.3
Comparacion entre el precio esperado de una Put evaluada por el método de

Black-Scholes y por el método de separacién de variables, N=20

Para N=50:

10 40 70 160 130

Figura 3.4
Comparacion entre el precio esperado de una Put evaluada por ¢l método de

Black-Scholes y por el método de separacion de variables, N=50
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3.4 Ejemplos

Calculando los coeficientes del desarrollo en autofunciones g,--- g, para una Call con precio
de ejercicio K=40, T=1, ¢ =.3, r=log(1 05),8,, =1, Sy =300 up=0, v, =1000, N=20 se

obtienen los siguientes resultados para la Delta esperada de la opcion:

1.2
0.9
0.6
<
0.3
0 T T
1 40 70 100 130
-0.3
S
Figura 3.5

Comparacién entre el valor de la Delta esperada de una Call evaluada por e} método de

Black-Scholes y por el método de separacion de variables, N=20

Para N=30:

1.2

0.9

0.3

Figura 3.6

Comparacion entre el vator de la Delta esperada de una Calt evaluada por el método de

Black-Scholes y por el método de separacion de variables, N=50
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3.4 Ejemplos

Para la Gamma esperada de la opcion Call anterior se obtiene para N=20:

0.018 T

0.012 1

C 0.006

Figura 3.7

Comparacion entre el valor de [a Gamma esperada de una Call evaluada por el método de

Black-Scholes y por el método de separacion de variables, N=20

Con N=30 la solucidén aproximada oscila en torno a la solucién propuesta por Black-Scholes.

Para N suficientemente grande las dos son practicamente la misma, por ejemplo para

N=50:

a.018 1

g.012 1

0.006 +

10 40 70 100 130

Figura 3.8
Comparacion entre el valor de la Gamma esperada de una Call evaluada por el méiodo de

Black-Scholes y por el método de separacién de variables, N=50
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3.4 Ejemplos

Para [a Theta esperada de la opcion anterior se obtienen los siguientes resultados:

Figura 3.9
Comparacion entre ef valor de la Theta esperada de una Call evaluada por el método de

Black-Scholes y por el método de separacién de variables, N=20

Para N=50:

Figura 3.10

Comparacion entre el valor de la Theta esperada de una opcién evaluada por el método de

Black-Scholes y por el método de separacién de variables, N=50
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3.4 Ejemplos

Para la Vega esperada de la opcion con N=20:

Figura 3.11

Comparacion entre el valor de la Vega esperada de una opcién evaluada por el método de

Black-Scholes y por el método de separacion de variables, N=50

La solucion parece oscilar un poco con respecto a la solucion original. Para N=50 la solucion es

practicamente la misma:

Figura 3.12

Comparacion entre el valor de la Vega esperada de una opcion evaluada por el método de

Black-Scholes y por el método de separacién de variables, N=50
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3.4 Ejemplos

Para la Rho esperada, con N=20, s¢ obtiene que:

50 T

Figura 3.13

Comparacion entre el valor de la Rho esperada de una opcién evaluada por el método de

Black-Scholes y por el método de separacion de variables, N=350

Para N=50:

50 —

a0 4

0 +

20 +

10 +

10 40 70 100 130
Figura 3.14

Comparacién entre el valor de la Rho esperada de una opcion evaluada por el método de

Black-Scholes y por el método de separacion de variables, N=50
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3.4 Ejempios

Tabla 3.2
Precio actual (C), Rendimiento esperado (ER) v velatitidad (Vol) para una Call, calculados a partir del método de separacion de variables
(m=1.1, 0=0.3, $=40, r=log(1.05), T=120/360, S,=0.1, Sp=900, u;=0, u,;=900, N=80)

h, Periodo de Posesion (Dias)

l 1 15 | 60 120 1|
| o K| C ER | Vol ER | Vol. | ER | Vol ER |  wvol |
35| 598(3.8¢-4) | 0.58(3.4e-3) | 1.74(1.5e2) | 0.57(d.0e-3) | 1.75 (9.6e-3) | 0.55 (4.0e-3) | 1.80(3.0e-3) | 0.53(3.0e-3) | 1.86(2.2e-1))

25 40| 2.62(5.0e4) | 1.79(3.6e-3) | 2.60 (2.6e3) | 1.72(8.0e-4) | 2.73().5e-2) | 1.55(2.2e-3) | 3.01(9.5e-4) | 1.38(2.2¢-3) [ 3.35(5.0e-1)
45 | 086(3.6e-3) [ 684(23¢-2) | 3.71(62e2) i 635(23e2) | 4.15(26e2) ( 514(19¢-2) | 541 (2.0e-2) | 4.11(13e-2) {7.00 (1.7¢0)

351 6.25(8.5e-6) | 0.34(2.0e-4) | 1.59(2.0e-4) | 034 (2.0e-4) | 1.62(2.0e-4) | 034 (2.0e-4) | 1.68 (2.0e-4) | 0.34 (1.8e-4) | 1.78(3.1e-2)

30 40| 3.07(1.1e-5) | 0.48(3.8e4) | 2.24 (3.6e-4) | 0.48(3.8¢-4) | 2.31(3.2e-4) | 0.48 (3.6e-4) | 2.54(9.5e-5) | 0.48 (3.3e-4) | 2.85(8.8¢-2)
45 | 125(59e-5) | 0.66(8.6e-4) | 2.97 (7.4e-4) | 0.66 (8.4e-4) | 3.16 (5.3e-4) | 0.65 (7.8e-4) | 3.80 (9.de-4) | 0.65 (6.9e-4) 4.74(3.9e-1)T

35| 656(Lle-Ty | 0.15(1.5e-5) | 147 (2.1e-6) | 0.15(2.1e-5) | 149 (32e-6) [ 0.15(6.7e-5) | 157 (14e-5) | 0.16 (3.9e-4) | 1.69(1.le-3)

35 40| 3.53(1.SeT) | 0.01 (4led) | 1.95(3.4e-6) | -0.01 (4.7e-4) | 1.98(5.1e-6) | -0.01 (1.0e3) | 2.18 (6.8e-6) | -0.02 (4.1¢-3) | 2.48(1.4e-2)
45 | 1.67(6.0e-7) | -0.24 (3.4e-5) [ 2.48 (6.4e-6) | -0.25 (4.6e-5) | 2.57 (8.3e-6) | -0.27 (1.4e-d) | 2.92 (5.1e-5) | -0.30 (7.9¢-4) | 3.55(13e-1)

Nota: r,m, G,, 0y, el rendimienio esperadoe y la volatilidad estdn expresados en términos anuales. E! rendimiento esperado no esta expresade en tanto por ciento asi (.55

significa 55%. Entre paréntesis apavece el error relativo expresado en fanto por uno. Para calcular el valor exacto del precio, rendimiento esperado y de la volatilidad, se

utilizaron Rubinstein (1984} v Cox y Rubinstein (1985).
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3.4 Ejemplos

Precio actual (C), Rendimiento esperado (ER) y volatilidad (Vol) para una Put, calculados a partir del método de separacion de variab

Tabla 3.3

(m=1.1, 5=0.3, $=40, r=1og(1.05), T=120/360, $,=0.1, S\=900, u;=K, u,=0, N=80)

€5

[ | h, Periodo de Posesion (Dias) ]
I ! I 15 | 60 | 120
c K| C | ER Vol. | FR | Vol | ER | Vol | FR [ Vol
35 A1 (1.0e-3) 3.17 (1.9e-2) 39(7.1e4) 2.96 (1.5e-2) [ 432 (8.3e-4) 2.44 (8.0e-3) 547 (1.8e-3) 1.98 (3.0e—3)ﬁ 6.78(2.1e-1)
25 40 1.97 (3.9¢-4) 50 (1.4e-2) 2.6 (6.2e-4) A48 (1.1e-2) 2.64 (7 3e-4) 44 {6.5¢-3) 2.76 {9.5¢-4) A0 (3.45e-4) | 2.91(1.1e-1)
45 5.14 (1.6e-4) .03 (7.5e-2) 1.72 (5.7e-4) .03 (5.8e-2) 1.71 (4.7e-4) 03 (2.9¢-2) 1.69 (3.3e-4) .03 (1. 5e-2) 1.68(4.8¢-2)
T
35 69 (1.4e-5) -.34 (1.3e-5) 2.99 (1.3e-5) -34 (1.4e-5) 3.11 (3.5e-6) -.34 (1.8e-5) 348 (1.1e-4) -34 (2.1e-3) | 4.09(2.1e-1)
30 40| 2.43(6.5e-6) 224 (12e-5) | 212 (1.2e5) | -24(1.1e-5) | 2.14(1.7e-5) | -25(9.6e-6) | 2.22(6.4e-5) | -25(3.1e-3) | 2.36(1.1e-1)
45 5.53 (3.3e-6) 17 (1.4e-5) | 1.50(1.2e-5) | -17(1.3e-5) | 1.50 (1.3e-5) | -.17(1.2e-5) | 1.52(24e-5) i -17(4.9e-5) ¢ 1.56(5.0e-2)
35 1.00 (1.2¢-7) _71(7.0e7) | 241 (10e-7) | -72(8.8e-7) | 243 (8.3e-8) | -74(2.1e-6) | 2.52(72e-6) | -78(32e-4) | 2.82(2.0e-1)
35 40| 2.88(6.1¢-8) -49(9.5¢-7) | 1.78(14e-7) | -49(1.2e-6) | 1.8(2.6e-7) | -52(34e-6) | 1.85(4.4e-6) | -55(8.6e-4) | 1.99(1.le-1)
45 5.95 (3.7¢-8) 230 (13e-6) | 132(1.5e-7) | -30 (1.6e6) | 133 (2.5e-7) | -.32(4.6e-6) | 1.37(2.0e-6) | -33(4.0e-5) [ 1.4(5.0e-2)

Nota: r,m, &, . el rendimiento esperado y la volatilidad estan expresados en términos anuales. El rendimiento esperado no estd expresado en tanto por ciento asi 0.55

significa $5%. Entre paréntesis aparece el etror relativo expresado en tanto por uno. Para calcular el valor exacto del precio, rendimiento esperado y de la volatilidad, se

utilizaren Rubinstein (1984) v Cox y Rubinstein (1985).
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3.4 Ejemplos

Delta esperada de una Call, calculada a partir del método de separacion de variables
(m=1.1, 0 =0.3. $=40, r=log(1.05), T=120/360, S,=0.1, $,4=900, u=0, u,=900, N=80)

Tabla 3.4

15 60 120

° K " 360 " 360 " 360
35 86 (1.0e-4) 83 (2.8¢-5) .82 (8.4e-6)
25 40 57 (1.8e-4) 55 (4.8e-5) 54 (1.4¢-5)
45 27 (4.4e-4) 27(1.1e-4) 28 (3.2¢-5)
35 83 (2.2¢-6) 82 (2.3e-6) 81 (2.3e-6)
3 40 57 (3.7e-6) .56 (3.9¢-6) 54 (3.9e-6)
45 31 (8.2e-6) 29 (8.7e-6) 28 (8.9¢-6)
35 80 (3.6e-8) .80 (1.8e-7) 81 (7.4e-7)
33 40 57 (6.0e-8) 56 (2.9¢-7) 54 (1.2e-6)
45 34 (1.2¢-7) 31 (6.4e-7) 29 (2.8e-6)

Nota: ry ¢ estan expresados en términos anuales, Entre paréntesis aparece el error relativo expresado en fante por uno. Para calcular el valor exacto de la Delta esperada de
la opcion, se utilizaron Rubinstein (1984) y Cox vy Rubinstein (1985),
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3.4 Ejemplos

Tabla 3.5
Gamma esperada de una Call, calculada a partir del método de separacion de variables
(m=1.1, 6 =0.3, $=40, r=log(1.05), T=120/360, S,=0.1, S;=900, us=0, u;=900, N=80)

5 60 120

o K 360 360 T
35 04 (3.2¢-5) .04 (2.0e-4) 04 (9.8e-5)
25 40 07 (8.5¢-5) 06 (1.7¢-4) 06 (8.7e-5)
45 05 (2.0e-5) 05 (2.3e-4) 04 (13e-4)
35 .04 (2.3e-6) 04 (1.2e-5) 04 (2.2e-5)
3 40 06 (7.8¢-7) 06 (1.2¢-5) 06 (2.1¢-5)
45 05 (2.6¢-6) 05 (1.5¢-5) 04 (2.9¢-5)
35 04 (8.9¢-8) 04 (7.5¢-T) 04 (6.2¢-6)
35 40 05 (1.7¢-8) 05 (9.0e-7) 06 (6.3¢-6)
45 05 (9.8¢-8) 05 (8.9¢-7) 04 (8.4¢-6)

Nota:ry o estan expresados en términos anuales. Entre paréntesis aparece el error relativo expresado en tanto por uno. Para calcylar el valor exacto de la Gamma esperada

de la opcidn, se utilizaron Rubinstein (1984) y Cox y Rubinstein (1985).
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Tabla 3.6

Theta esperada de una Call, calculada a partir del método de separacion de variables
(m=1.1, ¢ =0.3, $=40, r=log(1.05), T=120/360, S;=0.1, Sy=900, ug=0, u,=900, N=80)

15 60 120
- K h=—" h=—— h=——
360 360 360
35 3.24 (1.2e-4) -3.18 (6.2¢-5) 2313 (2.7€-5)
25 40 -4.31 (6.0e-5) “4.12 (4.4e-5) -3.98 (2.1¢-5)
45 332 (1.73¢-4) _3.34 (8.1e-5) 13.35 (3.4e-5)
35 -3.94 (5.6e-6) -3.91 (9.4¢-6) -3.88 (1.3e-5)
3 40 -5.06 (3.0e-6) -5.11 (6.4¢-6) -5.16 (9.2¢-6)
45 -4.24 (7.2e-6) 438 (1.2e-5) -4.49 (1.5¢-5)
35 -4.66 (1.4e-7) -4.73 (1.0e-6) -4.76 (5.4¢-6)
35 40 -5.81 (8.6¢-8) -6.14 (7.0e-7) 6.48 (3.7¢-6)
45 -5.15 (1.8e-7) -5.47 (1.3¢-6) -5.79 (6.2e-6)

3.4 Ejemplos

Nota:ry ¢ estan expresados en términos anuales. Entre paréntesis aparece el error relativo expresado en tanto por uno. Para calcular el valor exacto de la Theta esperada de
la opcién, se utilizaron Rubinstein (1984) y Cox y Rubinstein (1985).
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3.4 Ejemplos

Tabla 3.7

Vega esperada de una Call, calculada a partir del método de separacion de variables

(m=1.1, =03, $=40, r=log(1.05), T=120/360, $,=0.1. Sy=900, ug=0, u;=900, N=80)

15 60 120

360 360 360
35 431 (4.7e-4) 2.40 (4.2¢-4) 78 (7.9¢-4)
25 40 7.73 (1.2e-3) 4.13 (2.0e-3) 1.30 (5.7e-3)
45 6.59 (2.8¢-3) 3.72 (4.6e-3) 1.22 (1.3e-2)
35 5.09 (6.4e-5) 2.95(1.1e-4) 0.93 (3.3¢-4)
3 40 7.95 (5.2e-4) 4.56 (9.1¢-4) 1.53 (2.7e-3)
45 7.18 (1.2e-3) 422 (2.1e-3) 1.44 (6.4e-3)
35 5.67 (2.5e-5) 3.26 (4.3e-5) 1.08 (1.3e-4)
35 40 8.08 (2.8e-4) 4.90 (4.8e-4) 1.73 (1.4e-3)
45 7.59 (6.6e-4) 4.63 (1.1e-3) 1.64 (3.4¢-3)

Nota: ry o estdn expresados en términos anuales. Entre paréntesis aparece el error relativo expresado en tanto por uno. Para calcular el valar exacto de la Vega esperada de la
opecidn, se utilizaron Rubinstein (1984) y Cox y Rubinstein (1985).
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3.4 Ejemplos

Rho esperada de una Call, ca
(m=1.1, ¢=0.3, S=40, r=log(1

Tabla 3.8

Iculada a partir del método de separacion de variables
05), T=120/360, S,=0.1, S,=900, us=0, u;=900, N=80)

1} 60 120
G K i = h=——"
360 360 360
35 834 (3.Je-4) 4.73 (4.0e-4) 1.57 (9.4e-4)
25 40 5.97 (3.8¢-3) 3.49 (5.8e-3) 1.19 (1.6e-2)
45 2.95 (1.3e-2) 1.88 (2.3e-2) 68 (6.2¢-2)
35 7.90 (1.]e-4) 4.60 (1.9¢-4) 1.56 (5.8¢-4)
3 40 5.84 (2.1e-3) 3.44 (3.7¢-3) 1.18 (1.1e-2)
45 3.29 (8.1e-3) 1.97 (1.4e-2) 69 (4.1e-2)
35 7.52 (6.8e-5) 4.46 (1.1e-4) 1.54 (3.1e-4)
35 40 5.72 (] 4e-3) 3.39 (2.5e-3) 1.17 (7.6e-3)
45 3.55 (5.0e-3) 2.06 (9.2¢-3) 70 (2.9¢-2)

Nota: ry o estin expresados en términos anuales. Entre paréntesis aparece el error relativo expresado en tanto por uno. Para calcular el valor exacto de la Rho esperada de la
opcidn, se utilizaron Rubinstein (1984} y Cox y Rubinstein (1985}
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4 Calculo de la estrategia eficiente

Existen cuatro parametros fundamentales que determinan la eleccion de una de las miltiples
estrategias especulativas, compuestas por opciones, que un inversor puede utilizar: el rendimiento

esperado del activo subyacente (m), el tipo de interés libre de riesgo (r), la volatilidad estimada por el
inversor (¢) y la volatilidad implicita o estimada por el "mercado” (G). El problema de seleccion entre

una determinada combinacion de opciones u otra, depende fundamentalmente de si el rendimiento
esperado del activo subyacente es mayor, menor o igual que el tipo de interés libre de riesgo y de si la
volatilidad estimada por el inversor s mayor menor o igual que la volatilidad implicita. En las Tablas
A.2.1 y A2.2 del Apéndice 2 se especifican cuales son las estrategias mas usadas en estas
circunstancias. En lo que conozco, la formalizacion matematica del problema de la eleccion de la
estrategia, compuesta por opciones europeas, dadas las expectativas del inversor y del mercado sobre
la volatilidad y rendimiento del activo subyacente, no esta planteado ni resuelto. En esta memoria se
aborda de la siguiente manera.

Como se vio anteriormente, el precio de un determinado activo financiero que ent =T tiene

un valor terminal g(S) es:

L 2
-i(T-1) (r——;—cz-DD)(th)Jrc Ttz -F

C(S, T-tr,0) = —— |a(Se Je 2 d.
127
Su valor esperado condicionado a t=h:
w (y-uh)?
1 52
E{C}h}: e |C(8eY, T -hyr,0)e 27 dy
G /2nh
y Su varianza:
3 y-uh)?
1 g
V{C‘h}: e J.(C(Soey,T -h;r,o) - E{C‘h})ze 257 dy
G 2mh

— o0

donde:

1
n= log(m)—ic’2 -D,.
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Célcudo de 1a estrategia eficiente

Llamando:

C, =C(S,.T:r,c)

al precio hoy del instrumento financiero con valor terminal g, ¢l rendimiento esperado anualizado de
la estrategia sera:

1

|
Vi, = Vidh}
hC)

y su varianza anualizada:

Lo que se pretende hallar es aquella combinacion de opciones que minimice ia varianza del
rendimiento de la estrategia, sujeto a conseguir una determinada rentabilidad y a una determinada

restriccidn presupuestaria, es decir, calcular aguella funcidn g que sea solucion al problema:

-

minVm,_
8(8)

1
m, = (1+R,)" (75)

C(S,,Tir,o)=C,

siendo Ry, el rendimiento exigido por el inversor y Cy el capital inicial a invertir, o bien, teniendo en

cuenta las férmulas anteriores el problema se expresa como:

2
. -y -phy? -y -uhy?
_ i S e ) z 2 2
min J.(S e"’(”))e 2 g( U ) 2dze *° " dy e °" dy
g (o} 27th
sujeta a
“(y-ul)?
H(T-h) w(z.y) T, " i Doxr-yro T, 2]
g(S e ) 252n { 0XI-t tz 2
2 dze dv 2 (1+R S.e e 2d
G2nh_[_[c2nh y 2 ( n) |88, ) z
g -0 | (r—%«:IZ«DD)(Tft)HS-;"-'_I‘_;tz 2t
5 g(S,e Je 2dz=2C,
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Caleulo de la estrategia eficiente

siendo:
cn(z,y)::(rf 302 —D(,](T~t)+0-;'T—t z+y.

En definitiva, se quiere calcular la frontera eficiente de una cartera de opciones sobre un determinado
subyacente, donde cada punto de esta representaria una estrategia g(S) a comprar o vender. De igual
manera se podria plantear el problema de maximizacion del rendimiento sujeto a que la varianza del
rendimiento de la opcion tome un determinado valor y a que se cumpla la restriccion presupuestaria,

es decir:

maxm
a(s)

Vm <V,
C(S,,T;ro)=C,

donde Vj, es la varianza objetivo del inversor, o bien problemas del tipo:

minVm,_ -Am,

]

C(s,.T;r,0)=C,
siendo A un indicador de la importancia relativa que tiene para el inversor el riesgo con respecto al
rendimiento. Cualquiera de estos tres problemas dara soluciones muy similares. Por ello nos
centraremos fundamentalmente en el primero (73), considerando también alguna restriccién mas sobre
las sensibilidades.

Para resolver el madelo (75), se debe suponer que el inversor tiene estimaciones sobre la

volatilidad (&) y sobre el rendimiento esperado del subyacente (M) y que es capaz de obtener las

estimaciones del “mercado” sobre la volatilidad (vid. Rubinstein (1984)) asi como el tipo de interés
libre de riesgo r, el precio de mercado del subyacente Sy y todos los pardmetros necesarios para la
valoracion de opciones. Una vez obtenidos estos pardmetros se podria abordar el problema (75) por
medio de téenicas abstractas de optimizacion sobre funcionales ¢n espacios de dimension ilimitada
(L%). Sin embargo, aqui se aborda directamente, haciendo uso de los resultados obtenidos
anteriormente ¥ gue se resumen en la tabla 3.1 del capitulo anterior, de tal suerte que el sistema

integral (75) se transforma en un problema de programacién cuadratica, en un espacio de dimensioén
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Calculo de la estrategia eficiente

limitada, consistente en calcular qué condiciones de contorno (vector P) minimizan la varianza del
rendimiento sujeta a una serie de restricciones. Teniendo en cuenta dicha tabla, se resuelve
primeramente el problema més sencillo, con dos Unicas restricciones, para mas adelante afiadirle otras
sobre las sensibilidades de la opcion.

Por ultimo, cabe apuntar que, dado que el problema a resolver tiene restricciones lineales y el
Hessiano de la funcidn objetivo es definido positivo, la solucién que se encuentre sera un minimo
global. Para la resolucién de este tipo de programas cuadraticos existen multiples programas
disponibles. En este trabajo se utiliza el programa Matlab 5 y en concreto el procedimiento de
programacion cuadratica gp.m, todos los demas procedimientos adicionales, necesarios para el calculo
de precios, valores esperados, varianza etc. también se realizaron con dicho programa’.

A continuacidn se presentan una serie de ejemplos de estrategias eficientes. En todos ellos Ia

volatilidad “estimada” por el mercado es ¢ =3, el precio en t = 0 del subyacente es S, = 6000, el
tipo de interés libre de riesgo r = log(1.05), la fecha de ejercicio T =1 afio, el periodo de posesion del
instrumento h =1 afio, el intervalo de precios a estudiar es S, =10, S, =100000, la cantidad de
dinero disponible Cy = 1, el rendimiento exigido por el inversor Ry, = 0.1 y el nimero de términos del

desarrollo de Fourier N=20. Cada una de las figuras consta de dos graficos: la estrategia éptima
cuando quedan T afios para vencimiento (linea punteada) y la estrategia dptima cuando quedan T-h
afios para vencimiento (linea continua). Ademas se especifica el sentimiento del inversor sobre la

volatilidad y el rendimiento futuro del subyacente, la estrategia a priori’, asi como la desviacion tipica

anualizada de la estrategia optima, . =

' También se hizo uso de algunos algoritmos publicados en Teukolsky, Vetterling, Flannery y Press (1992).
“La que usualmente utilizan los traders en situaciones de mercado similares {v. Tabla A.2.1, Apéndice 2).
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4.1 Estrategia 2 la Markowitz

4.1 Problema 1: Estrategia 4 la Markowitz
Teniendo en cuenta lo dicho anteriormente, el primer problema que se resuelve es el de
minimizacion de la varianza del rendimiento de la estrategia, compuesta por opciones europeas, sujeto

a que el inversor dispone de C, ptas. y exige un rendimiento del Ry, por uno, es decir:

“ly-uhy? 2 yan?
o | o 2 w0 S — —_
_ _Z_ S em(z ¥) 52 52
min J.g(SOe“’(Z’Y))e 2 dz — g( ) 2dze hidy e " dy
g G- 27ch
sujeta a
{y uh)
—r(T h} 6{z,y} B o “ (r—--l—rsz-D WT-t)+g Ttz 2t
g(S € ) 2 c.c'zh 0 -
— : dze dy 2 (1+ R S .e e 2dz
027ch J.,[ G27th y =t n) |80 )
o TT-0 . (!’—lcz-Do)(T—t)+0’”Fl:*tz —ﬁ
T Ig(S o€ ° ‘ ye 2dz =C,.
2w

—oo

Utilizando los resultados obtenidos en los Capitulos 2 y 3, se puede expresar el problema de

optimizacién funcional anterior como el probiema rogr id At fod

lineales siguiente:

1 oA

}}C% n‘gnP(Q—Q Q)P

P -(1+R, ) Cy 20 (76)
PQ =C,

donde Q, Qy Q se calculan mediante los procedimientos programados en Matlab. Una vez obtenido

el vector optimo P, ¢l precio de la opcion en t se recupera dando valores a S en la ecuacion:

C(S,T-h;r,0) =PQ'.
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4.1 Estrategia a la Markowitz

4.1.1 Ejemplos

1.- Sentimiento del inversor sobre la volatilidad: ¢ =29
Sentimiento del inversor sobre el rendimiento: ™M =.95.
Estrategia a priori: Vender Call.

Estrategia eficiente cuando quedan T y T-h afios para vencimiento:

1.6 1

qg09 +

06 T

0.3 T T T T T T t
1000 2500 4000 5500 7000 8500 10000 11500
s

Figura 4.1: &= .14 (Linea continua: T afios para vto., linea discontinua: T-h afios para vto.)
2.- Sentimiento del inversor sobre la volatilidad: & =.29 .
Sentimiento del inversor sobre el rendimiento: M= 1.
Estrategia a priori: Mezcla entre vender Call y vender Straddle.

Estrategia eficiente cuando quedan T y T-h afios para vencimiento:

T

s500 10000 11500

1 - . - I
a msﬁi 2500 4000 5500 Foeq,

-0.5 ~

Figura 4.2: o= .29 (Linea continua: T afios para vto., linea discontinua: T-h afios para vto.)
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4.1 Estrategia a la Markowitz

3 .- Sentimiento del inversor sobre la volatilidad: ¢ =.29.
Sentimiento del inversor sobre el rendimiento: T = 1.05.
Estrategia a priori: Vender Straddle.

Estrategia eficiente cuando quedan T y T-h afios para vencimiento:

e

- . .
5500 7000 8504 g0 11500

Figura 4.3: o = .98 (Linea continua: T afios para vto., linea discontinua: T-h afios para vto,)

4.- Sentimiento del inversor sobre la volatilidad: © =.29 .
Sentimiento del inversor sobre el rendimiento: m = 1.1.
Estrategia a priori: Vender Put.

Estrategia eficiente cuando quedan T y T-h afios para vencimiento:

5500 7000 8500 1000C 11500

Figura 4.4: ¢ = .27 (Linea continua: T afios para vto., linea discontinua: T-h afios para vto.)
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4.1 Estrategia 4 la Markowitz

5.- Sentimiento del

Sentimiento del

inversor sobre la volatilidad: ¢ =.29.

inversor sobre el rendimiento: m =113,

Estrategia a priori: Vender Put.

Estrategia eficiente cuando quedan T y T-h afios para vencimiento:

Figura4.5: ¢ =.14

6.- Sentimiento del i

T

" 5500 7000 8500 10000 11500

~F000

(Linea continua: T afios para vto., linea discontinua: T-h afios para vto.)

nversor sobre la volatilidad: & =.3,

Sentimiento del inversor sobre el rendimiento: ™ =.95.

Estrategia a priori: Vender futuros.

Estrategia eficiente cuando quedan T y T-h afios para vencimiento:

1.7

1.4 1.7

g1

1

0
0.8 ~

0.5 i

—_—

4000

00

T

pe 2500 5500 7000 10000 11500

Figura 4.6: G = .14 (Linea continua: T afios para vto., linea discontinua: T-h afios para vto.)
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4.1 Estrategia 4 1a Markowitz

7 - Sentimiento del inversor sobre la volatilidad: ¢ =.3.
Sentimiento del inversor sobre el rendimiento: M =1.
Estrategia a priori: Vender futuros o vender Call.

Estrategia eficiente cuando quedan T y T-h afios para vencimiento:

25 T

10p0 2500 4000 5500 m_aﬂson 10000 11500

Figura 4.7: 6 - = .30 (Linea continua: T afios para vto., linea discontinua: T-h afios para vto.)

8.- Sentimiento del inversor sobre la volatilidad: ¢ =.3.
Sentimiento del inversor sobre ¢l rendimiento: m = LOS.,
Estrategia a priori: No hay estrategia, intentar arbitraje.
Estrategia eficiente cuando quedan T y T-h afios para vencimiento:
E! problema de optimizacion {76) no tiene solucion factible y por tanto no existe, para
este caso particular, una estrategia eficiente. En estas circunstancias un inversor s¢lo

podria recurrir a las estrategias clasicas de arbitraje.
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4.1 Estrategia a la Markowitz

9 - Sentimiento del inversor sobre la volatilidad: o =.3.
Sentimiento del inversor sobre el rendimiento: T = 1.1.
Estrategia a priori: Comprar futuros o vender Put.

Estrategia eficiente cuando quedan Ty T-h afios para vencimiento:

—

""-5.:500 7000 8500 10000 11500

Figura 4.9: o = .32 (Linea continua: T afios para vio., Jinea discontinua: T-h afios para vto.)
10.- Sentimiento del inversor sobre la volatilidad: 6 =.3.

Sentimiento del inversor sobre el rendimiento; M= 115,

Estrategia a priori: Comprar futuros o vender Put.

Estrategia eficiente cuando quedan T y T-h afios para vencimiento:

8500 10080 11500

Figura 4.10: ¢ = .16 (Linea continua: T aflos para vto., linea discontinua: T-h afios para vto.)
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4.1 Estrategia & ta Markowitz

11~ Sentimiento del inversor sobre {a volatilidad: o =.31.
Sentimiento del inversor sobre el rendimiento: I =95,
Estrategia a priori: vender Call Spread o comprar Put.

Estrategia eficiente cuando quedan T y T-h afios para vencimiento:

i .
1000 2500 4000 5500 ‘NOD_. 8500 10000 11500

-..,"m

0.7

Figura 4.11: & - = .15 (Linea continua: T afios para vto., linea discontinua: T-h afios para vto.)
12.- Sentimiento del inversor sobre la volatilidad: ¢ =.31.

Sentimiento de! inversor sobre el rendimiento: M =1,

Estrategia a priori: vender Call Spread o comprar Put.

Estrategia eficiente cuando quedan Ty T-h afios para vencimiento:

1000 2500 4000 5500 Moooo 11500

S LLLTPTT NP

s

Figura 4.12: 0 = .29 (Linea continua: T afios para vto., linea discontinua: T-h aflos para vto.)
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4.1 Estrategia 4 fa Markowitz

13.- Sentimiento del inversor sobre la volatilidad: & =.31.
Sentimiento del inversor sobre el rendimiento: m = 1.05.
Estrategia a priori: Comprar Straddle.

Estrategia eficiente cuando quedan T y T-h afios para vencimiento:

gbo 2500 4000 TSsoo—ro0w~ 8530 10000 11500
5

Figura 4.13: ¢ = 1.1 (Linea continua: T afios para vto., linea discontinua: T-h afios para vto.)

14.- Sentimiento del inversor sobre la volatilidad: ¢ =.31.
Sentimiento del inversor sobre €l rendimiento: T =11.
Estrategia a priori: Mezcla entre comprar Straddle y comprar Call.

Estrategia eficiente cuando quedan T y T-h afios para vencimiento:

21 7
18 +

1.5

12 4

q
S Tl

0.8 +

T T T T
7000 8500 10000 11500

0.3 +

Figurad.14: ¢ = .35 (Linea continua: T afios para vto., linea discontinua: T-h afios para vto.)
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4.1 Estrategia & la Markowitz

15.- Sentimiento del inversor sobre la volatilidad: ¢ =.31.
Sentimiento del inversor sobre el rendimiento: ™ = 1.15.
Estrategia a priori: Comprar Call o Call Spread.

Estrategia eficiente cuando quedan T y T-h afios para vencimiento:

B E——

1000 2500 40007

“¥Zpo 7000 8500. 10000 11500

Figura4.15: ¢ = .18 (Linea continua: T afios para vto., linea discontinua: T-h afios para vio.)
4.1.2 Comentarios a los resultados del Problema 1

Parece existir una cierta correspondencia entre los resultados obtenidos a] resolver el

programa cuadratico (76) y entre las estrategias que usualmente utilizan [os traders en situaciones

similares (este hecho se pone claramente de manifiesto si se comparan las tablas A.2.2y A.2.3 del
apéndice 2). Se aprecia cierta continuidad en el espacio de las estrategias de tal forma que ,conforme
las estimaciones del inversor sobre el rendimiento del subyacente van tomando valores mas altos,
manteniendo constante la volatilidad estimada, es decir, como se observa en las Figuras 1a25,6a 10y
11 a 15, la estrategia eficiente pasa de ser vender Call a vender Put, vender futuros a vender Put y
comprar Call a comprar Put respectivamente (v. Figuras 4.18 a 4.23) de una forma suave,
transformandose de la primera a la segunda de manera paulatina y sin cambios bruscos, excepto en ¢l
Caso 8 en el que no existe una estrategia factible y hay un punto de discontinuidad.

También hay que poner de manifiesto que un aumento en Cy no modifica la desviacion tipica
de la estrategia G ., aunque se aumente el riesgo de perder mas dinero con la operacion, y solo afecta
a la escala de la figura. Asi, por ejemplo, si Cqes 2 en vez de 1, las estrategias resultantes simplemente
aparecen multiplicadas por un factor 2 sin cambiar su forma relativa. Esta (!tima afirmacién esta

justificada por la propia estructura de las restricciones que implican que el vector 6ptimo P sea
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4.1 Estrategia i la Markowitz

proporcional a la cantidad inicial de dinero invertida Cy Por ejemplo, si en el Caso 3 se multiplicase

por 2 la inversién inicial, se obtendrian los siguientes resultados:

5500 7000

Figura 4.16: Variacion de la estrategia eficiente conforme varfa ta inversion inicial. (Linea continua C=1, linea
discontinua C=2),

Lo que naturalmente modifica la desviacion tipica de la estrategia o, son los cambios en el

rendimiento exigido por el inversor R, Dado que una opcién se puede replicar combinando acciones

con una determinada cantidad del activo sin riesgo, la relacion entre o v R, debe ser lineal. Por

ejemplo, si en el Caso 13 se aumentase R;, paulatinamente, s¢ obtendria la frontera eficiente en el

plano (R, ,G ) (v. Figuras 24 a 26), donde cada punto de esta frontera vendria a representar una

estrategia a comprar o vender. Cada inversor se situara en un punto u otro de la frontera, dependiendo

de su funcion de utilidad, grado de aversidn al riesgo, etc. Un caso a tener en cuenta cuando se varia
- - . h .

Ryes aquel en el cual el rendimiento exigido por el inversor es tal que (1 + Rh) <e™. Siempre que

se cumpla esta condicidn e independientemente del escenario en el que nos encontremos, la solucién a

priori es comprar el activo sin riesgo que garantice CO g ptas. en t = h. La estrategia eficiente

resultante de resolver (76), bajo cualquier escenario en el caso que nos ocupa, es:
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4.1 Estrategia 3 la Markowitz

1.08 T

1.04 +

0,96 —r————— T T T T

T
1000 2500 4000 5500 7000 8500 10000 11500
)

Figura 4.17: Estrategia eficiente en el caso en que ei rendimiento
exigido por el inversor sea menor o igual al tipo libre de riesgo. (Linea continua: T afios para vto., linea
discontinua: T-h afios para vto.)

Un hecho que ilama poderosamente la atencion es la suavidad que presentan las estrategias
eficientes obtenidas al resolver el problema (76) (v. Tabla A.2.3) en contraste con los picos
caracteristicos de las estrategias usuales en escenarios similares (v. Tabla A.2.2). Este efecto, es
debido, fundamentalmente, a que, en el mercado, solo estan disponibles una serie de opciones
limitada a un conjunto finito de precios de ejercicio y aqui nos interesamos por una estrategia

genérica g(S) sin ningun tipo de restriccion.

Figura 4.18: Estrategias eficientes en el caso de que & =.29,0 = 3,06 < < 1.6,r = log(1.05)
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4.1 Estrategia 4 la Markowitz

13 14

1.2

09 1

08

07

11000}
10000
9000
8000 .
5000
4000
3000 —- —— e

9(s)

19: Contornos de la Figura 4.18

Figura 4.

15000

<1.6,r = log(1.05)

=m

Figura 4.20: Estrategias eficientes en el caso de que & =.3,6 = 3,0.6
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4.1 Estrategia 4 la Markowitz

Figura 4.21: Contornos de la Figura 4.20

156 <

Figura 4.22: Estrategias eficientes en el casode que 6 = 31,6 =3,092m <1.2,r = log(1.03)
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4.1 Estrategia & la Markowitz

15p

10+

as}

1S

1.15

11

1.05

o
Lo

Figura 4.23: Contornos de la Figura 4,22

100

50 4

a(S)

0

-50 )
15000

Figura 4.24: Variacion de la estrategia con el rendimiento exigido por el inversor para el caso en el que

<15

h

1.05,r =log(1.05),1 <R
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4.1 Estrategia 2 la Markowitz

150, - P —— m
11000
10000
9000 T T e e— e _
8000
7000+
I S 8000
iy SC00F |
— 4000-
3000
20005“'. . .
] S 10000l
105 11 145 12 125 13 135 14 145 15 11 115
R
Figura 4.25: Contornos de la Figura 4.24
1.1
1.1
1.00p
1.081F
1.07F
Rh 106} B
osk 4
1.04F o
1.3} .
Ho2y ofz 0.4 ufs ofa 1 1.2

a

Figura 4.26: Frontera eficiente en el caso @ = 31,0 =3, =1.05,r = log(1.05),1 < Rh <1.5
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4.2 Escenarios sobre la volatilidad estimada por el inversor

4.2 Problema 2; Escenarios sobre la volatilidad estimada por el inversor
La mayoria de los mversores no pueden definir sus expectativas, para una determinada fecha

futura t = h, sobre la volatilidad y rendimiento def subyacente, de una forma tan contundente como la
mostrada en el problema anterior, solo tienen una idea aproximada de la distribucion de éstas. Por
ello podria ser mas util e interesante plantear el problema anterior modelizando las expectativas del
inversor mediante escenarios y asignando a cada uno de ellos una determinada probabilidad. Se usara
la siguiente notacion (vid. Zenios {1993), Dembo (1991)):

£ Conjunto de escenarios posibles sobre la volatilidad ent=h, e=1,... E

w_: Probabilidad asignada al escenario e, e & £ (Zwe = 1)

e

G,.: Volatilidad estimada por el inversor en el escenario e-ésimo.

Teniendo en cuenta estas definiciones:

. . " (3 uh)’
Z - e o le(S,e?, T-hiro)e 2o dy
o, /2nh

sera el valor esperado ponderado de la estrategia condicionado a t=h sobre los E escenarios y:

¢
£ ” )

Z:i}znﬂ I(C(S e'.T-hir,0)~B{Ch} e > gy

-0
la varianza condicionada del rendimiento de la estrategia ponderada correspondiente. Por tanto, el

problema del calculo de la estrategia eficiente en estas circunstancias se puede expresar

matematicamente de la siguiente forma;

- 2 5
" olz,y zz_‘_':g.'.”!l}f, -(y-ub)”
mm E l.( [Q(Snc“’(z Ne T dz — J[ Jrgi(f_‘? _ T T dpe 207 ay | ¢ 2% dy

sijeta a

L=l

-(y-uhy?

E
l 2 2
P (S ,T-h', . — B 1 2G;h “~
E o j( (Sye r, o) {C‘h;) e dy > (1+ R ,)C,

e
=1 .

2

-KT-1) ! 2 T z
e (r-—o“-Dp¥T~D4c/T~tz "
— 5 J.g(S 2 )e 2 dz = CD
;4T

-2
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4.2 Escenarios sobre Ia volatilidad estimada por el inversor

Para abordar la resolucion de este problema de optimizacion funcional se hara uso de los
resultados obtenidos en los Capitulos 2 y 3 de la memoria. De esta manera, ¢l problema que se trata se

transforma en el problema de programacién cuadratica con restricciones [ineales:
h

E
| Z ‘0 P
- C;_ mPn] 4 W, P(Qe 'QeQe)P

E
ZW" PG 2(1+R,) C,
e=|

PQ' =C,

donde el subindice ¢’ en el vector Q y en la matriz Q significa que deben ser evaluados en la

volatilidad especificada en el escenario e-€simo.
4.2.1 Ejemplos
Para los proximos ejemplos, se construyen los escenarios mediante arboles binomiales, de tal

forma que el valor de la volatilidad en un determinado nodo ascendente o descendente se calcula,

sumando o restando respectivamente un determinado tanto por ciento de la volatilidad del nodo inicial
‘ al valor de su nodo padre. Se asumird que la cantidad a sumar o restar es igual al [ = 3% de una

determinada volatilidad inicial que se especifica en cada figura; también se considera que la

probabilidad de movimientos ascendentes y descendentes es igual a 0.5 y que el niimero de nodos

finales es igual a 25. Todos los demas pardmetros son iguales a los del Problema 1, con lo que las

estrategias en los escenarios medios se corresponderd con los resultados obtenidos en éste.
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4.2 Fscenarios sobre la volatilidad estimada por el inversor

1.- Escenarios (volatilidad inicial: o =.29):

2.2

0.08 013 0.19 024 0.2¢ 034 0.39 045 0.8
Volatilidad

Sentimiento del inversor sobre el rendimiento: ™ =.95.
Estrategia a priori: Vender Call /Comprar Put con mas peso hacia vender Call, dado que ¢l
escenario medio estaen ¢ =.29.

Estrategia eficiente cuando quedan T y T-h afios para vencimiento:
1.8

1.8

1.2
9

—_—
.9 100006 14500
: 0.8 A

Figura4.27: ¢ = .14 (Linea continua: T afios para vto., linea discontinua: T-h afios para vto.)
2.- Sentimiento del inversor sobre el rendimiento: m=1.
Estrategia a priori: Vender Call /Comprar Put con mas peso hacia vender Call, dado que el
escenario medio estien ¢ =.29.

Estrategia eficiente cuando quedan T y T-h afios para vencimiento:

3

7000-T2p8500 10000 11500

S

Figura 4.28: 0, = .29 (Linea continua: T afios para vto,, linea discontinua: T-h afios para vto.)
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4.2 Escenarios sobre la volatilidad estimada por el inversor

3.- Sentimiento del inversor sobre ¢l rendimiento: i = 1.05.
Estrategia a priori: Vender Straddle / Comprar Straddle.

Estrategia eficiente cuando quedan T y T-h afios para vencimiento:

10

goko 250:\9@/ 5500 7000 BEOO~40000 11500

-2

Figura 4.29: . = .86 (Linea continua: T afios para vto., linea discontinua: T-h afios para vto.)
4.- Sentimiento del inversor sobre ¢l rendimiento: M= 1.
Estrategia a priori: Mezcla entre vender Put/ vender Straddle y
comprar Call/ comprar Straddle,

Estrategia eficiente cuando quedan Ty T-h afios para vencimiento:

8500 10000 11500

Figura 4.30: &' = .28 (Linea continua: T afios para vto., linea discontinua: T-h afios para vto.)

110



4.2 Escenarios sobre la volatilidad estimada por el inversor

5.- Sentimiento del inversor sobre el rendimiento: =115,
Estrategia a priori: Mezcla entre vender Put/ vender Straddle y
comprar Call/ comprar Straddle.

Estrategia eficiente cuando quedan T y T-h afios para vencimiento:

T T

Zo8500 7000 8500 10000 11500

Figura4.31: o =.15 (Linea continua: T afios para vto., linea discontinua: T-h afios para vto.)

6.- Escenarios (volatilidad inicial: ¢ =.3):

015

0.05

0.08 0.14 g.18 0.25% 0.3 0.38 0.41 0.46 0.52
Volatilidad

Sentimiento del inversor sobre ei rendimiento; ™ =.95.
Estrategia a priori; Tune! vendido.

Estrategia eficiente cuando quedan T y T-h afios para vencimiento:

1.8 T

1.5 T~

—T T T

10008 11500

09000 2500 4000 5500 740U 1500

06 T

03 -+
s

Figura 4.32: 0, =.14 (Linea continua: T afios para vto., linea discontinua: T-h afios para vto.)
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4.2 Escenarios sobre la volatilidad estimada por el inversor

7.- Sentimiento del inversor sobre el rendimiento: M =1.
Estrategia a priori: Tanel vendido.

Estrategia eficiente cuando quedan T y T-h afios para vencimiento:

a5

1000 2500 4000 5500 7000° wggg_,....m.snn-
0.5

——— —

Figura 4.33: 0 =.29 (Linea continua: T afios para vto., linea discontinua: T-h afios para vto.)

8.- Sentimiento del inversor sobre el rendimiento: ™ = 1.05.
Estrategia a priori: Comprar/Vender Straddle.

Estrategia eficiente cuando quedan Ty T-h afios para vencimiento:

10

o 5500 7000

Figura 4.34: o = 1.14 (Linea continua: T afios para vto., linea discontinua: T-h afios para vio.)
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4.2 Escenarios sobre la volatilidad estimada por el inversor

9.- Sentimiento del inversor sobre la volatilidad: ¢ =.3.
Sentimiento del inversor sobre el rendimiento: M= 1.1.
Estrategia a priori: Mezcla entre vender Put/ vender Straddle y

comprar Call/ comprar Straddle.

Estrategia eficiente cuando quedan T y T-h afios para vencimiento:

35 T

Figura4.35: o = .31(Linea continua: T afios para vto., linea discontinua: T-h afios para vto.)

10.- Sentimiento del inversor sobre el rendimiento: M= 115,
Estrategia a priori: Mezcla entre vender Put/ Straddle y comprar Call/ Straddle

Estrategia eficiente cuando quedan T y T-h afios para vencimiento:

]

Figura 4.36: & - = 16 (Linea continua: T afios para vto., linea discontinua: T-h afios para vto.)
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4.2 Escenarios sobre la volatilidad estimada por el inversor

11.- Escenarios (volatilidad inicial: ¢ =.31):

e.2

0.4ae Q.14 0.2 025 o2 0.37 0.42 ©.48 0.53

Volatilidad

Sentimiento del inversor sobre el rendimiento: ™M =.95.
Estrategia a priori: Tinel vendido (Vender Call /Comprar Put) con més peso hacia
comprar Put, dado que el escenario medio estd en & =.31.

Estrategia eficiente cuando quedan T y T-h afios para vencimiento:

1.8 (
18 o
12+ e

9 —_— I T T —_—
0.5 0n0 2500 4000 5500 riian--w_m 10000 11500

e

0.6 -
0.3 l

8

Figura 4.37: ¢ =.15 (Linea continua: T afios para vto., linea discontinua: T-h afios para vto.)
12.- Sentimiento del inversor sobre el rendimiento: m =1,
Estrategia a priori: Tinel vendido (Vender Call /Comprar Put) con mds peso hacia
comprar Put, dado que el escenario medio estd en ¢ =.31.

Estrategia eficiente cuando quedan Ty T-h afios para vencimiento:

10p0 2500 4060 5500

Figura 4.38: & = .28 (Linea continua: T afios para vto., linea discontinua: T-h afios para vto.)
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4.2 Escenarios sobre la volatilidad estimada por el inversor

13.- Sentimiento del inversor sobre el rendimiento: i = 1.05.
Estrategia a priori: Comprar Straddle /Vender Straddle.

Estrategia eficiente cuando quedan T y T-h afios para vencimiento:

T e s iats =

gane 2500 4000 5500 7000 8500 10000 11500
$

Figura 4.39: G =.75(Linea continua: T afios para vto., linea discontinua: T-h afios para vto.)
14.- Sentimiento del inversor sobre el rendimiento: m = 1.1.
Estrategia a priori: Mezcla entre vender Put/ vender Straddle y
comprar Call/ comprar Straddle.

Estrategia eficiente cuando quedan Ty T-h afios para vencimiento:

3 -WW/MM
408078500 7000 8500 10000 11500

Figura 4.40: ¢ . = .33 (Linea continua: T afios para vto., linea discontinua: T-h afios para vto.)
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4.2 Escenarios sobre 1a volatilidad estimada por el inversor

15 - Sentimiento del inversor sobre el rendimiento: ™ = 1.15.
Estrategia a priori: Mezcla entre vender Put/ vender Straddle y
comprar Call/ comprar Straddle.

Estrategia eficiente cuando quedan Ty T-h afios para vencimiento:

- T T —— T T
"'-.._ﬁﬂMOD 7000 8500 10000 11800

Figura4.41: ¢ =.17 (Linea continua: T afios para vio., linea discontinua: T-h aflos para vto.)

4.2.2 Comentarios a los resultados del Problema 2

En estos ejemplos también parece existir una determinada continuidad en el espacio de las
estrategias eficientes, incluso mas fuerte que en el Problema 1, dado que aqui no existe ningan punto
de discontinuidad y las estrategias obtenidas al variar un poco la media de la distribucion son muy
similares (v, Figuras 4.48 a 4.53). Por otra parte, definir la estrategia a priori es bastante mas dificil

aue en el problema anterior v depende significativamente de la distribucién de probabilidades de los

escenarios (en nuestro caso, de su media y desviacion tipica)3.

Intuitivamente parece claro y, se puede comprobar matematicamente que, conforme dicha
distribucion se acerca a la distribucion degenerada, la estrategia obtenida debe acercarse cada vez mas
a la calculada en el Problema 1. Por ejemplo, conforme disminuye la cantidad a sumar o restar, 1, en
cada paso del arbol de escenarios correspondiente al Caso 9, manteniendo la media constante,

deberiamos ir acercandonos a los resultados obtenidos en el mismo caso del Problema 1, es decir:

? Conforme “complicamos” el Problema 1, afiadiendo nuevas restricciones, modelizando las expectativas sobre
volatilidad mediante escenarios, etc., se hace mas evidente la utilidad préctica del métedo de calculo de la
estrategia eficiente desarrollado en la tesis.
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4.2 Escenarios sobre 1a volatilidad estimada por el inversor

0z —
1
015 3
274+
2l
ot 21 \
\
gis i
§
15 Y
0.06 _ \
12
opl ™ B
1 9500 400G.FEE00 700D 8500 10000 11500
0 08 ‘___-y
0ot 0B 016 02 03 0¥ 04 08 0% 03
8
violailidad

Figura 4.42: (a) Escenarios sobre la volatilidad (1 = 4% 0.3), (b) Estrategia eficiente bajo los escenarios

mostrados en el grafico(a) (linea continua} y bajo una volatilidad o=0.3.

02
3.3
3
015 27
24
o1 24
918 emert
005 | 12 /M"_..-—l—"‘
o3 2 mya/soo 700 8500 10000 11500
0 L1} L
008 014 019 025 03 0.35 041 046 o8 03 !
Volatilided s
Figura 4.43: (a) Escenarios sobre la volatilidad (I = 3% 0.3), (b) Estrategia eficiente bajo los escenarios
mostrados en (a) (linea continua) y bajo una volatilidad g=0.3.
02
33
0.15 3
27
4
24
01 \

]

18
“__)y,;»-u"’
0.06 1 S P
0 r%j\ W 3500 1o<m 11500
0B 019 023 0%

03 034 0% 041 044
Volatliced

Figura 4.44: (a) Escenarios sobre l1a volatilidad (I = 2% 0.3), (b) Estrategia eficiente bajo los escenarios

mostrados en (a) (linea continua) y bajo una volatilidad 6=0.3.
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4.2 Escenarios sobre la volatilidad estimada por el inversor

0.2 —_———
2

_,,__‘.—v-"""

015 15 WL e
\ /’,.-/
1 —_— e
w04 - 4 2500 ES00 7000 BS00 10000 11500
905} /
005 . o o

0
023 02 0% 0= 03 Q3 03 03B Q¥

Vodilidad
Figura 4.45: (a) Escenarios sobre la volatilidad (I = 1% 0.3), (b) Estrategia eficiente bajo los escenarios

mostrados en (a) (linea continua) y bajo una volatilidad =0.3.

0.2

g
e
e

T

- — .

700G 8500 40000 ME00

0.1§

w 01
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0% 07 028 02 a3 03 ax 03 0
Voldliidad

Figura 4.46: (a) Escenarios sobre la volatilidad (T = 0.5% 0.3), (b) Estrategia eficiente bajo los escenarios

mostrados en (a) (linea continua) y bajo una volatilidad =0.3.
w,—-———-—

015

0.05

0 4
Q208 02046 0264 02062 03 03018 03005 03054 020712

Volailidear
Figura 4.47: (a) Escenarios sobre la volatilidad (1 = 0.1% 0.3), (b) Estrategia eficiente bajo los escenarios

mostrados en {(a) (linea continua) y bajo una volatilidad o=0.3.
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4.2 Escenarios sebre la volatilidad estimada por 2] inversor

20

Figura 4.48: Estrategias eficientes en el caso de que la volatilidad inicial de los escenarios sea & = .29,

c=.3,09<m<12yr=1log(1.05)

20
15

10

%3,

09 0.85 1 1.05

Figura 4.49: Contornos de la Figura 4.48
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4.2 Escenarios sobre la volatilidad estimada por el inversor

30~

20
10

9(S)

Figura 4.50; Estrategias eficientes en el caso de que la volatilidad inicial de los escenarios sea & = 3,

3,089 <m<1.2yr=1log(1.05).
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Figura 4.51: Contornos de la Figura 4.50
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4.2 Escenarios sobre la volatilidad estimada por el inversor

T

' %ﬁ%‘.‘;ﬁ..‘—:-mg,_g
g T o
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e Sa e

Figura 4.52: Estrategias eficientes en el caso de que la volatilidad inicial de los escenarios sea @ =.3),
o=23.09<m<12yr=log(1.05).
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Figura 4.53: Contornos de la Figura 4.52
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4.3 Estrategia 4 la Markowitz con restricciones sobre las sensibilidades

4.3 Problema 3: Estrategia 4 la Markowitz con restricciones sobre las sensibilidades
esperadas de la estrategia

En los dos problemas resueltos anteriormente, el inversor estaba especialmente interesado en
la minimizacion del riesgo de no conseguir una determinada rentabilidad. Sin embargo, existen otros
tipos de contingencias, inherentes a la cartera de opciones, que posiblemente le gustaria controlar ain
a costa de aumentar el riesgo de no conseguir el objetivo de rentabilidad. Por dichas contingencias nos
referimos a las posibles variaciones del precio de la cartera debido a variaciones del precio del
subyacente, el paso del tiempo, etc. En resumidas cuentas, es deseable poder fijar las diferentes
sensibilidades de la cartera (vid. Dillman y Harding (1985)). Para ello se podria plantear un problema
de minimizacion de la varianza del rendimiento de la estrategia sujeto a que el inversor dispone de Cy
ptas., exige un rendimiento del Ry, por uno e impone objetivos sobre las sensibilidades de la estrategia
esperadas en t = h, las sensibilidades en t = 0 0 en ambas fechas. Teniendo en cuenta los resultados
resumidos en la Tabla 3.1 se podria plantear una gran variedad de problemas distintos, cada uno de
ellos con diferentes restricciones sobre el rendimiento exigido, la restriccion presupuestaria y las
sensibilidades de la estrategia. Por ello, se desarrolla uno de los casos en profundidad a modo de
ejemplo. Supongamos que la volatilidad “estimada” por el mercado es o =.3, la volatilidad

“estimada” por el inversor es G =31, el precio en t = 0 del subyacente es S, = 60, el tipo de interés

libre de riesgo r = log(1.05), el rendimiento esperado del subyacente m = 1.05, la fecha de ejercicio

T =1 afios, el periodo de posesion del instrumento h =1 afio, el intervalo de precios a estudiar es
S, =1, S, =10", la cantidad de dinero disponible C, = 1, el rendimiento exigido por el inversor

Ry =0.08 y el nimero de términos del desarrollo de Fourier N=26, el inversor resuelve inicialmente

un problema del tipo Markowitz, es decir:

h——éj min P(Q Q’Q)P'
PQ'-(1 +R,)C, >0
PQ =C,

122



4.3 Estrategia 4 la Markowitz con restricciones sobre las sensibilidades

obteniendo como resultado la estrategia en t = h:

75 95 15 135 155 15 185 215

Figura 4.54: Estrategia a la Markowitz (6 =.31,0 = .3, r=1log(1.05), m =1.05)
Utilizando las formulas descritas en el Capitulo 3 se obtiene que la Delta, [a Gamma y la Theta

esperadas para dicha estrategia son respectivamente:

A=-7.8302¢-003C,

~

I'= 1.240%9¢-003 C,

~

® =-8.8240e - 002C,
y la desviacion tipica anualizada del rendimiento de la estrategia:
G. =022
Supongamos que el inversor quiere que la Delta y la Gamma esperadas sean un veinte por

ciento mayores, y la Theta esperada un veinte por ciento menor de tal forma que sus objetivos sobre

dichas sensibilidades sean:

A, =-7.8302¢-003C, (1-.2)
[, =1.2409¢-003C, (1+.2)
®, =-8.8240e-002C, (1+.2)

1
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4.3 Estrategia & la Markowitz con restricciones sobre las sensibilidades

Entonces el nuevo problema a resolver sera:
1 '
- —min P(Q - Q’Q)P
h Cé P

PQ -(1+R,)C, =20

PQ'=C, (17)
PQ, =4,
PQ; =T,
PQ, =0,

y la estrategia eficiente que cumple las restricciones sobre las sensibilidades:

6.9 1

= w 5inrastricciones

55 ———Gon restricciones
iy
4.9 4

g9 W

Figura 4.54: Linea discontinua: estrategia 4 la Markowitz. Linea continua: estrategia a la Markowitz can

restricciones sobre las sensibilidades esperadas de la opcidn.

donde la desviacion tipica anualizada de la nueva estrategia es ahorac . =.24.

El primer comentario que se debe hacer es que cualquiera que sean los nuevos objetivos sobre
las sensibilidades, repercutiran al alza sobre la desviacion tipica del rendimiento de la estrategia. En el
ejemplo, éste aumento es aproximadamente del 9%. Esto es debido a que, de alguna manera, estamos
imponiendo una determinada forma a la estrategia y por tanto deja de ser eficiente en el sentido de
minimizacién de la varianza sin restricciones sobre las sensibilidades. Por ello parece natural utilizar
las restricciones anteriormente descritas en un marco dinamico, donde constantemente se deba

reajustar la cartera segin la Delta, Gamma, etc.
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4.3 Estrategia 3 la Markowitz con restricciones sobre las sensibilidades

Por otra parte, tanto la Vega como la Rho de la estrategia no se ajustan a la estructura del
Problema 3 y no se pueden utilizar como restricciones, debido a que los coeficientes de Fourier a

estimar en estas sensibilidades aparecen mezclados con sus derivadas con respecto al pardametro alfa.
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5 Conclusiones

Las principales aportaciones de esta tesis a la literatura existente en el campo de las opciones
y futuros se pueden resumir en los siguientes puntos.

1.- Asumiendo las hipétesis originales del articulo fundamental de Black y Scholes (1973} y
acotando el rango de variacién del precio del subyacente a un intervalo finito, se desarroila un nuevo

método de valoracion de opciones con las signientes caracteristicas:

a) En aquellos paises donde el rango de variacién del subyacente esté acotado por

ley, el nuevo método de valoracion resulta mas realista.

b) Proporciona un método adecuado para valorar de forma exacta las opciones con

doble barrera.

¢) Expresa el precio de una opcidn, que en el modelo de Black y Scholes esta
representado mediante una integral impropia, en forma de serie, de tal manera que su
manipulacion matematica (derivacion, integracion) resulta mas sencilia.

d) Dicho precio se puede expresar, de forma aproximada, como producto escalar de
dos vectores (para cada S y para cada t). El primero comprende todo 1o concerniente
a la estrategia a valorar y el segundo todo lo concerniente a la valoracion en si.

e) Teniendo en cuenta los puntos c) v d), se pueden expresar de la misma forma el

precio esperado y las distintas sensibilidades del precio de la opcion y de su valor

esperado condicionado, asi como mediante una forma cuadratica la varianza

condicionada de la opeidn.

2.- El nuevo método de valoracién junto con las nuevas expresiones del precio esperado, la
varianza, etc., permite generalizar, al Ambito de las opciones europeas sobre un Gnico activo
subyacente, las ideas sobre seleccion de carteras aparecidas originalmente en Markowitz (1952). Es

decir, permite formalizar matematicamente el problema de la eleccién de la estrategia eficiente

compuesta por opciones europeas, dadas las expectativas sobre volatilidad v rendimiento del activo

subvacente que hasta donde he podido comprobar, mediante una buisqueda exhaustiva en la literatura,
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Conclusiones

no esta planteado ni resuelto. En definitiva, permite resolver una serie de problemas en los que se

calculan, dadas las expectativas del inversor y del mercado sobre la volatilidad y rendimiento del
subyacente, la estrategia financiera, compuesta por opciones europeas sobre un Gnico subyacente, que
minimiza la varianza condicionada del rendimiento de la estrategia, sujeta al cumplimiento de una
serie de restricciones. Los problemas de este tipo que se resuelven en la tesis son los siguientes:

a) Calculo de la estrategia financiera que minimiza la varianza de su rendimiento
sujeta a que el inversor dispone de una determinada cantidad de dinero y exige un rendimiento de un
determinado tanto por ciento.

b) Célculo de la estrategia financiera que minimiza la varianza de su rendimiento
sujeta a que ¢l inversor dispone de una determinada cantidad de dinero y exige un rendimiento de un
determinado tanto por ciento, modelizando las expectativas del inversor sobre la volatilidad mediante
gscenarios.

c) Calculo de la estrategia financiera que minimiza la varianza de su rendimiento
sujeta a que el inversor dispone de una determinada cantidad de dinero y exige un rendimiento de un
determinado tanto por ciento e impone objetivos sobre las sensibilidades de la estrategia esperadas en
un determinado instante de tiempo.

Hay que destacar que las soluciones tedricas obtenidas al resolver estos problemas, estin en
concordancia con las estrategias que usualmente utilizan los traders en situaciones de mercado
similares.

Aparte de algunas extensiones inmediatas como la resolucién de problemas similares a los
expuestos en el Punto 2 (con distintas restricciones, otro tipo de funcién objetivo, etc.), aparecen dos
cuestiones fundamentales a investigar en el futuro:

1.- Célculo de la estrategia eficiente formada por opciones sobre distintos subyacentes.

2.- Generalizacion de este trabajo y del punto anterior permitiendo que las opciones puedan

Ser americanas.
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Apéndice 1: Resolucion de la ecuacion del calor

En ef Capitulo 2, pagina 17, se vio que para resolver la ecuacion de Black y Schotles por €l

método de separacion de variables, es necesario resolver la ecuacion:

%\t] = kle; ,(x,0) e ]O,L[XEB+ (k>0)
v(x,0) = f(x),x € J0,L] (A.LD)

v, =v({L,t) =0,t >0
Esta ecuacion es famosa en los libros de fisica y representa el modelo de variacion de la temperatura
(v) segin la posicién (x) y el tiempo (t) en una varilla de longitud L, cuyos extremos se mantienen
durante todo el tiempo a temperatura constante 0 y cuya distribucion injcial de temperaturas en la
barra es f{x). La ecuacion (A.1.1) esta resuelta en numerosos libros de fisica matematica (v. Churchill
(1963), Tijonov y Samarski (1980), Tijonov, Samarski y Budak (1980), Weinberger (1992), etc.) y a
continuacion se detalla su resolucion segin el libro de Churchill (1963).

Primeramente buscaremos una serie de funciones que satisfagan la ecuacion diferencial:

@zkazv

% EX_E (A.1.2}
y las condiciones homogéneas v(0,1) = v(L,7) = 0,y que todas esas funciones tengan la forma
especial:

vix, ) =X(x)T{t),0<x<L,t =0 (A.1.3)
La sustitucion de (A.1.3) en (A.]1.2) produce:

T (A.1.4
X kT 4
El lado izquierdo de la ecuacidn (A.1.4) es una funcidén solo de x, mientras que ef segundo

miembro solo depende de t. Si t se mantiene constante en el lado derecho, entonces el primer

n

miembro, —;{— . debe permanecer constante aunque X varie. Andlogamente, si X s¢ mantiene constante

]

en el lado izquierdo, ﬁ permanecera constante en ¢l segundo cuando t varie. En consecuencia, la
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Apéndice 1: Resolucién de la ecuacién del calor

igualdad solamente podra ser vélida si cada una de las dos expresiones es la misma constante, que por

razones de comodidad designaremos por —A . De esta manera, la ecuacion (A.1.4) se convierte en:

X" T
X kI
la cual consta de las dos ecuaciones:
X"+ 31X=0
y:
T +2kT=0
Concentrémonos primeramente en X(x). Las condiciones homogéneas en los puntos extremos
determinan:

v(0,1) = X(0)T(t) =0, v(L,t) = X(L)T(t) = 0. (A.1.5)
Si T(t) es una funcidn no trivial entonces la ecuacion (A.1.5) solo se verifica si X(0) = X(L)=0,

por lo tanto X(x) debe satisfacer el problema de valores de contorno, también conocido por problema

de Sturm-Liouville:

X"+ AX=0
(A.1.6)
X(M=X(L)=0

que tiene una solucion no trivial si y solo si A es uno de los valores propios:

A =-——— n=123....

n L'Z
y que la funcion propia asociada con A | es:
. hmx
X, (x)=sin—7/, n=123,...
L
el razonamiento que apoya estas dos tltimas ecuaciones es el siguiente:
-8i 2 =0, entonces la ecuacién (A.1.6) implica que X(x)=0.

-Si A=-a’ <0, X(x)=Acoshax + B sinh ax, y entonces las condiciones

X(0)=X(L)=0 implican A=B=0.
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Apéndice 1: Resolucién de la ecuacién del calor

- SiA=a’»0, X(x)=A cosox + B sinox,y las condiciones X(0) = X(L)=0

nn , "
implican A =0y que o = _f , para algiin entero positivo n.

2,2

. - on'm
Entonces la ecuacion T' + A k T =0, puede reescribirse como T, + -

kKT, =0.

Una solucion no trivial de la ecuacion anterior es:

n2rl

T (t)=e ©

ket

¥ por tanto:

2.2
_Uu_ kt

v, (x,t)=e L2 sin%x, n=1,2,3,...

Mediante el principio de superposicion se llega a que la solucion a la ecuacion (A.1.1) es del tipo:

z_2
o0 nTrx
,AI?. kt . nx
v(x,1) = c.e sin X
L
n=!

Falta solamente aplicar la condicion v(x,0) = f(X) , que implica:
= nm
v(x,0) = » ¢ sin—zx = f(x)
2 e

pero esta es una serie de Fourier en senos de f(x) sobre el intervalo [0, L] una vez se escoja:

L
2 . nm
¢, =— H{(x)sin—x
L L
0
Notese, por ultimo, que el estado asintotico es:

limv(x,t) =0

independientemente de la distribucién inicial de temperaturas.
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Apéndice 2: Aspectos basicos de las opciones y futuros
A.2.1 Definiciones preliminares
a} Contrato forward:

Contrato que obliga al comprador a comprar una cantidad determinada del activo de
referencia en una fecha (T) v a un precio (K) especificado en el contrato. El vendedor del forward esta
obligado a vender en las condiciones establecidas contractualmente por las partes intervinientes.

Los ingresos netos en funcién del precio del activo de referencia (S) en t = T serén:

-Comprador: g(8)=8$-K
-Vendedor: -g(8)
b) Opcién de compra (Call):

Es un contrato que proporciona a su poseedor (el comprador) el derecho (no la obligacion) a
comprar un nimero determinado de acciones (activo subyacente), a un precio establecido (K), en
cualquier momento antes de una fecha determinada (T), o bien Gnicamente en esa fecha. El namero de
acciones, la descripcion de las mismas (clase y empresa), el precio de la ejecucion del contrato y la
fecha hasta que el contrato tiene validez son las caracteristicas fundamentales del contrato.

El comprador tiene la alternativa de ejercer o no su derecho, mientras que el vendedor esta
obligado a satisfacer el requerimiento del comprador.

Los ingresos netos en funcion del precio del activo subyacente en t = T, seran:

-Comprador: g(8) = max{S — K,O}
-Vendedor: -g(8)
¢) Opcién de venta (Put):

Es un contrato que proporciona a su poseedor (el comprador) el derecho (no la obligacion) a
vender un nimero determinado de acciones (activo subyacente), a un precio establecido, en cualquier
momento antes de una fecha determinada, o bien Gnicamente en esa fecha. El comprador de la opcién

de venta tiene la alternativa de ejercer o no su derecho (vender), mientras que el vendedor esta

obligado a satisfacer el requerimiento del comprador.
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Apéndice 2: Aspectos bdsicos de las opciones y futuros

Los ingresos netos en funcién del precio del activo subyacente en t =T, seran:
-Comprador: g(S) = max{K - S,O}
-Vendedor: -g(8)
A.2.2 Clases de opciones
Se Puede establecer distintas clasificaciones de las opciones segin los diferentes aspectos
relativos a su operativa que se toman en consideracion.
A.2.2.1 Segiin su naturaleza
a) Opcion de compra o “Call”
b) Opcidn de venta o “Put”
A.2.2.2 Segun el periodo de ejercicio de la opcion
a) Opcion europea: Se denomina asi a la opcion que solo puede ejercitarse al vencimiento
del correspondiente contrato.
b) Opeidn americana: Se denomina asi a la opeidn que se puede ejercitar en cualquier
momento de la duracion del contrato.
A.2.2.3 Segun la relacion entre el precio de ejercicio y del subyacente
a) At the money: Adquieren esta denominacion cuando el precio de ejercicio es igual al
precio de mercado del subyacente.
b) Out of the money: Se les denomina asi cuando el precio de ejercicio es superior en la Call e inferior
en la Put con respecto al precio de mercado del activo subyacente.
¢) In the money: Esta situacion tiene lugar cuando el precio de gjercicio es inferior en la Call y
superior en la Put con respecto al precio de mercado del activo subyacente.
Aunque existen otros tipos de clasificaciones también importantes, no se mencionan por no
ser necesarias para la comprension de esta tesis,
A.2.3 Factores qque determinan el precio de una opcién
Las seis variables fundamentales gue determinan el precio de una opcién son:
1. Precio det activo al que se refiere la opcidn (8)

2. Precio de ejercicio de la opcidn (K}
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Apéndice 2: Aspectos basicos de las opeiones y futuros

3. Volatilidad del rendimiento del activo subyacente (<)
4. Tipo de interés libre de riesgo (r)

5. Dividendos del activo subyacente durante la vida de la opeion (D, )

6. Tiempo hasta la tltima fecha de ejercicio de la opcién (T)
Como se¢ demuestra en el capitulo introductorio, el precio de una opcion europea que el dia de
ejercicio garantiza una funcion de pagos g(S) es:

o - Lo2. +o Tz —;?—
(S, T; r,c):e,5 J‘ G S T
AT

—w
A.2.4 Estrategias basicas compuestas por opciones y futuros

Combinado futuros, opciones Call y opciones Put, se puede conseguir cualquier tipo de
funcion de pagos g(8) el dia de gjercicio de la opcion. Algunas de las funciones de pagos més usuales
se recogen en esta seccion. Se mostraran desde el punto de vista del comprador’, especificando como
se construyen y cual seria el ingreso neto el dia de ejercicio. Al final del apéndice se muestra un
cuadro resumen que indica cuando comprar ¢ vender dichas opciones.
1. Nombre de la estrategia: Call

Como se construye: Comprar una Call

Ingresos netos el dia de gjercicio:

§(8) l'

'Si el comprador tiene una funcidn de pagos el dia de ejercicio g(S), el vendedor tendrd una funcién de pagos
igual a -g(S)
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Apéndice 2: Aspectos basicos de 1as opciones y futuros

2. Nombre de la estrategia: Put
Como se construye: Comprar una Put

Ingresos netos el dia de ejercicio:

8{s)

3. Nombre de la estrategia: Futuro
Como se construye: Comprar un futuro o comprar Call y vender Put con el mismo precio de
gjercicio.

Ingresos netos el dia de ejercicio:

g5y
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Apéndice 2: Aspectos bisicos de las opciones y futuros

4. Nombre de la estrategia: Call Spread
Como se construye: Comprar Call, vender Call con precio de ejercicio mayor.

Ingresos netos el dia de ejercicio:

a(s)

5. Nombre de la estrategia: Put Spread
Como se construye: Comprar Put, vender Put con precio de ejercicio menor.

Ingresos netos el dia de ejercicio:

(8}

6. Nombre de la estrategia: Guts
Como se construye: Comprar Call, comprar Put con precio de ejercicio mayor.

Ingresos netos ¢l dia de ejercicio:

9{5]
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Apéndice 2: Aspectos basicos de las opciones y futuros

7. Nombre de la estrategia: Two by one ratio Call Spread
Como se construye: Vender Call, comprar dos Calls con precio de ejercicio mayor.

Ingresos netos ¢l dia de ejercicio:

9({s)

T T T

[
i 8
-

8. Nombre de la estrategia: Two by one ratio Put Spread

Como se construye: Vender Call, comprar dos Calls con precio de ejercicio mayor.

Ingresos netos el dia de ejercicio:

g5}

9. Nombre de la estrategia: Butterfly
Como se construye: Comprar Put (o Call), vender dos Puts (o Calls) con precio de ejercicio mayor,
comprar Put (o Call) con precio de ejercicio igual al mayor de todos.

Ingresos netos el dia de gjercicio:

gis) L
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10. Nombre de la estrategia: Straddle
Como se construye: Comprar Put, comprar Call con igual precio de ejercicio.

Ingresos netos el dia de ejercicio:

als)

1. Nombre de la estrategia: Strangle
Como se construye: Comprar Put, comprar Call con precio de ejercicio mayor.

Ingresos netos el dia de ejercicio:

| {\ /
a T r —
8

12. Nombre de la estrategia: Iron Butterfly

Como se construye: Comprar Straddie, vender Strangle.

Ingresos netos ¢l dia de ejercicio:

| \/ | h/\
o - . o ——n g
. . —_ . "
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Apéndice 2: Aspectos basicos de las opciones y futuros

13. Nombre de la estrategia: Combo
Como se construye: Vender Call, comprar Put con precio de ejercicio menor.

Ingresos netos el dia de ejercicio:

§{s]

14. Nombre de la estrategia: Ladder

Como se construye: Comprar Call, vender Call con precio de ejercicio mayor, vender Call con
precio de ejercicio alin mayor.

Ingresos netos el dia de ejercicio:

FEER)

15. Nombre de la estrategia: Condor
Como se construye: Compra Put (o Call), vender Put (o Call) con precio de ejercicio mayor,
comprar Put (0 Call) a precio de ejercicio todavia mayor.

Ingresos netos el dia de ejercicio:

als)
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16. Nombre de la estrategia: Calendar Spread
Como se construye: Vender Put (o Call), comprar Put (o Call} con mayor tiempo de maduracién
(esta 0ltima serd vendida cuando expire la primera).

Ingresos netos el dia de ejercicio:

FRED]

17. Nombre de la estrategia: Diagonal Calendar Spread
Como se construye: Vender Put (o Call), comprar Put (o Call) con mayor tiempo de maduracion y
precio de ejercicio diferente (esta altima serd vendida cuando expire la primera).
Ingresos netos el dia de gjercicio: Similar al anterior.

18. Nombre de la estrategia: Straddle Calendar Spread
Como se construye: Vender Straddle, comprar Straddle con mayor tiempo de maduracidn (este
ultimo sera vendido cuando expire el primero).

Ingresos netos el dia de ejercicio:
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Apéndice 2: Aspectos basicos de las opciones ¥ futuros

Tabla A.2.17
Rendimiento
Alcista Neutra Bajista

C. Call, C. 2x1 Ratio Call Spread, C. C. Straddle, C. Strangle, C. Put, V. Call Spread: (V. ITM Call,

Call Spread: (C. ATM Call, V. OTM V. ATM Put/Call Butterfly, C. ATM Call), C. Put Spread:(V. OTM

Call}, V. Put Spread: (C. ATM Put, V. | V. ATM Iron Butterfly, Put, C. ATM Pur), V. OTM Call

Alcista ITM Put), V. ITM Call Butterfly, V. V. ATM Put/Call Condor, Butterfly, V. ITM Put Butterfly, V.

OTM Put Butterfly, V. ITM Call C. ATM Calendar Spread, OTM Call Condor, V. ITM Put Condor,

Condor, V. OTM Put Condor, C. ATM Straddle Calendar Spread, V. Put Ladder.

V. Call Ladder. C. Guts.

C. Subyacente, C. Call, V. Put Arbitraje. V. Subyacente, V. Call, C. Put

C. Call Spread: (C. ITM Call, V. OTM V. Call Spread: (V. ITM Call, C. OTM
Volatilidad Neutra Call), V. Put Spread: (C. OTM Put, V. Call), C. Put Spread: (V. OTM Put, C.

ITM Put), C. OTM Call Butterfly, C. ITM Put), C. ITM Call Butterfly, C.

ITM Put Butterfly, C. OTM Call OTM Put Butterfly, C. I'TM Call

Condor, C. ITM Put Condor, V. Combo Condor, V. OTM Put Condor,C.

Combo
V. Put, V. 2x1 Ratio Put Spread, C. V. Straddle, V. Strangle, V. Call, V. 2x1 Ratio Call Spread, V.
Call Spread: (C. {TM Call, V. ATM C. ATM Put/Call Butterfly, Call Spread: (V. ATM Calf, C. OTM
Bajista Call), V. Put Spread: (C. OTM Put, V. | C. ATM iron Butterfly, Call), C. Put Spread: ( V. ATM Put, C.

ATM Pur), C. OTM Call Butterfly, C. C. ATM Put/Call Condor, ITM Put), C. ITM Call Butterfly, C.

ITM Fut Butterfly, C. OTM Call V. ATM Calendar Spread, OTM Put Butterfly, C. I[TM Call

Condor, C. ITM Put Condor, V. ATM Straddle Calendar Spread, Condor, C. OTM Put Condor, C. Call

C. Put Ladder. V. Guts. Ladder

Estrategias basicas compuestas por opciones y futuros dependiendo de las expectativas sobre el rendimiento y la volatilidad del rendimiento del subyacente
(C: Comprar, V: Vender, ATM: At the money, ITM: In the money, OTM: Out of the money)
Fuente: LIFFE strategiser, {LIFFE Administration and Management).

2 - -
En negrita aparecenilas mas usuales.
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Apéndice 2: Aspectos basicos de las opcienes y futuros

Tabla A2.2

Rendimiento

Alcista Neutra Bajista

Alcista

Volatilidad Neutra

Bajista

Estrategias basicas compuestas por opciones y futuros dependiendo de las expectativas sobre el rendimiento y la volatilidad del rendimiento del subyacente
{marcadas en negrita en la tabla A.2.1 del apéndice 2)
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Tabla A.2.3

Rendimiento

Alcista

Neutra

Bajista

Alcista

Volatilidad

Neutra

Bajista

:
K mn/—_Aﬁl' S0 TOGD A0 1D00CC
2 i
f

a Il
a1

;
4T

.

e T

. T

0.3 =~
e e e

Resumen de las estrategias obtenidas al resolver el problema “Estrategias a la Markowitz” (Cap. 4).
(Comparese con la Tabla A.2.2)
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Apéndice 3: Resolucion de la ecuacion de Black y Scholes

Con la intencion de que Ia tesis sea autocontenida, se procede a resolver la ecuacién de
valoracion de opciones propuesta por Black y Scholes en 1973.

Supongamos un determinado activo financiero. llamado accidn, cuyo precio, S, sigue el

proceso que evoluciona atendiendo a consideraciones tanto deterministas como aleatorias de acuerdo

con la ecuacidn diferencial estocastica:

ds, = (log(m) ~D,)S,dt+5S,dB,; S,>0
siendo B, un movimiento estindar Browniano, en el ambiente propio de estos procesos estocésticos,
y donde log(m) y ¢ son escalares estrictamente positivos y D, un escalar no negativo que

representan respectivamente el rendimiento esperado, la volatilidad y los dividendos de la accién.

Junto al anterior se considera otro tipo de activo, llamado bono, cuyo precio {wt 12 O}
evoluciona exclusivamente de manera determinista a partir de la ecuacion diferencial:
dy, =y rdt
es decir:
W, =y, e, 120
Sea (a(t), b(t)) un vector cuya primera componente indica el mimero de acciones y la
segunda ¢l nimero de bonos respectivamente de una determinada gartera en el instante t, t € [O,T],
determinando la cartera:
CS,,t)y=a(t)S, + bty .

De no haber extraccidn de fondos, la naturaleza de los coeficientes hace que la variacion de la cartera

en el intervalo ty t+h sea:

a(t)(SHh - St )+ b(t)(lyw—h -y, )-'

para h suficientemente pequefio, que conduce a la expresion diferencial:

dC(S,,t) =a()dS, + b(t)dy,, te [0,T]
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Apéndice 3: Resolucién de la ecuacién de Black y Scholes

conocida en la literatura como la propiedad de autofinanciacidén acumulativa (v. Duffie (1992)).

Claramente, nos interesamos por ¢l proceso {C(S1 d):ite [O,T]} con valor terminal
CS,, T =g(S,).donde g: R, -> R es una funcién continua, que represente el precio de g(S,)
en cualquier instante de tiempo t [O,T] y de tal forma que pueda ser replicado en todo momento

por la cartera de acciones y bonos (a(t), b(t)). Aplicando el lema de [to tenemos que:
dC(S,,t) = (Cl(St ,t)+ (log(m)- D, )StCS(St,t)-f-—%GES[zCSS (S, ,t)Jdt +68S,C,(S,,1)dB,.

A la vista de la propiedad de autofinanciacion se tiene:
dC(S,,t) =a(t)dS, +b(Ody, = (a(t)(logm) — D, )8, + b(t)y, Xt + S, dB,

con lo que la propiedad de descomposicion tinica de los procesos de Ito (v. Seccién 5C Duffie (1992))

lleva a:
a(t)=C,(S..1)
de donde:
C(S,,1) =C4(5,,1)S, + b(thy,,
es decir:

b(t) — C(Stﬂt) _CS (Stat) St ;

Wy

obteniéndose la ecuacion en derivadas parciales;

ac aCc 1 o°C
==rC~-(r-D))S—-—=0c8* ==
ot (1=Dy)S =598 %

C(S,T) =g(S), S0

Teniendo en cuenta la férmula de Feynman-Kac se resvelve la EDP anterior, dando como resultado:

o

2

(T -1) 1 5 z

e (t—=ag“-DgXT-D+c -/ T-tz

CS,, T-tr,o0)= ) J.g(S o€ Je *dz
2z

— o0

que determina el precio de una opcidén con valor terminal genérico g(S).
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