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1 Introducción
Lo quese pretendeen estamemoriaes generalizar,al ámbitode las opcioneseuropeassobre

un único activosubyacente,las ideassobreselecciónde carterasqueaparecenpor primeravez en

N4arkowitz (1952)1, es decir,obtenerlaestrategia,compuestapor opcioneseuropeassobreun único

subyacente,queminirnice el riesgode obtenerunadeterminadarentabilidad.Parallevar a caboeste

fin se proponeun nuevométodode valoraciónde opciones,quepermite,por tina parte,resolverel

problemamencionado,y porotra,valorarde forma exactaalgunostipos de opciones.

Comenzaremosintroduciendounaseriede definicionesbásicas(vid. Hulí 1997):

Un contratoaplazoo forwardes un acuerdoprivadode comprao ventade un activoen un

momentodcterminadodel futuro porun precio determinadohoy (preciode entrega).Una de las dos

partesdel contratoa plazoasumeunaposición largay acuerdacomprarel activoen unafecha

específicay a un preciodeterminado.La otra parteasumeunaposicióncortay acuerdavenderel

activoen lamismafechaporel mismoprecio. El preciode entregase sueleelegir de tal forma queen

el momentoen quese firma el contratoseacero.

Sea K el preciode entrega,Tel día de vencimientodel contratoy S1 el preciode contadodel

activo en el instantet =T. El valor el día de vencimientoo valor terminalde unaposición largaen un

contratoa plazosobretinaunidadde activoes:

ST-K

y de unaposicióncorta:

K-ST.

En laFigura 1.1 se ilustran los valoresterminalesde un contratoa píazo.

Análisis detalladosde muchosde los distintosmodelosasociadosa la extensaliteraturageneradapor la idea
orírínal de Markowitz puedenencontrarse en Ingersoll (1987)y Zenios (1993).



1 Introducción

Valor terinmal Valor

K
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Figura 1.1: Valor terminal de un contrato a plazo. (a) Posición larga. (b) Posición corta

Con respectoa las opcioneshay quedecirqueexistenbásicamentedostipos: de compray de

venta(Cali y Pufl. Unaopción decompradaasu poseedorel derechoacomprarun activo(activo

subyacente)a un preciodeterminado(preciode ejercicio)en unafechaestablecida(fechade

vencimiento).Una opción de ventaproporcionaa su titular el derechoa venderun activo en unafecha

determinadaa un precioestablecido.El comprador,al adquiriralgunode estosderechos,pagarápor

ellos tina determinadaprima.

Una opciónse denominaeuropeasi solo puedeserejercitadaen la fechade vencimiento,

mientrasqueunaopción sedenominaamericanasi puedeserejercitadaen cualquiermomentohasta

su fechade vencimientoincluida.

A menudoes útil caracterizarlas posicionesen opcionesen términosde suvalor terminal.

LlamandoTal día de vencimiento, K alpreciode ejercicioy S~ al preciodel activosubyacenteen el

instantet, entoncesuna posiciónlargade opcionesde compratendráun valor terminal:

maxtST —K,O}

y una posición corta:

—maxfS1 —K,O}.

El valor terminal para una posición larga en una opción de venta será:

max{K—S1,0}

y para una posición corta:

—max{K—ST,O}.

La Figura 1.2 ilustra gráficamente estos tipos de valores terminales.
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1 Introducción

Valor (srm [¡(al Valor jonia ja al

Valor

(CI <d)

Figura 1.2: Valor terminalde opcionesde compray venta. (a) Posiciónlargaenunaopciónde compra.

(b) Posición larga en una opción de venta. (c) Posición coda en una opción de compra.

(d) Posicióncortaen unaopciónde venta.

Partiendode estostipos básicosde opciones,se puedeconstruirunagranvariedadde

estrategias(vid. Coxy Rubinstein(1985), Hulí (1997)ySmith (1976)).Por ejemplo,setoma una

posición largaen opcionesde compray de ventacon igual preciode ejercicio eigual fechade

vencimiento,se obtendríaun valor terminalcornoel quese muestra en la Figura 1.3. A estetipo de

estrategiase la denominaStraddley es apropiadacuandoel inversoresperaun movimiento grandedel

preciodel activosubyacenteperodudadel sentidodel mismo.

Valor

Figura 1.3: Straddle.Combinaciónde unaposición largaen opcionesde compray de venta.

(a)

Valor lcrm mal
1<
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¡ Introducció,t

Muchasde las estrategiasque se utilizami concarácterespeculativoen los mercadosde opcionesy

futurosse detallanen el Apéndice2. Losoperadoreseligenunasu otrasdependiendodesus

expectativassobrelavolatilidady el rendimientodel activosubyacente.En las TablasA.2.l y A.2.2

dcl Apéndice2 se muestranlas másusadasdependiendode dichasexpectativas.Hastadondehe

podidocomimprobar,medianteunabúsquedaexhaustivaen la literatura,la formnalizaciónmatemática

del problemade la elecciónde laestrategiaeficientecompuestapor opcioneseuropeas,dadaslas

expectativassobrevolatilidady rendimientodel activosubyacente,no estáplanteadani resuelta.Para

poderplanteardicho problemnaes necesariodeterminarcuantodebepagarun inversorpordisponerde

tina opciónquedentro de T días le proporcioneun determinadovalor terminal genéricog(S). En la

literatura,esteproblemade valoración,se encuentraresueltopordiferentesmétodosen Blacky

Seholes(1973),Merton (1973), Wilmot, DewynneyHowison(1993), liuffie (1988, 1992),Baxtery

Rennie(1996)entreotros,y se puederesumirde la siguienteforma.

Sesuponetín determinadoactivo financiero,llamadoacción,cuyo precio, S~S1,sigueel

procesoqueevoluciona,atendiendoa consideracionestanto deterministascornoaleatorias,de acuerdo

con la ecuacióndiferencial estocástiea2:

dS<log(m)—9
0)Sdt+aSdB1; S>O (1)

siendo B~ un movimiento estándarBrowniano,en el ambientepropiode estosprocesosestocásticos,

y donde log(m) y a son escalares estrictamente positivos y D0 un escalarno negativoque

representanrespectivamenteel rendimientoesperado,la volatilidad y los dividendosde ¡a acción.

Sepuededemostrarqueparatodo instamiteactualt y todo precio del activo subyacente5

(y. Apéndice3) el precio,C, del instrumentofinanciero(la opción)queel día deejercicio,T,

garantizael valor termina] g(S), sigueel proceso:

¿XI? 3C 1
Dt 65 2 ~ (2)

C(S,T)=g(S) (3)

siendoreí tipo de interéslibre de riesgo.

2 Algunos procesosestocásticosalternativosaparecenenCox y Ross(1976)
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1 Introducción

Teniendoen cuentala fórmulade Feynman-Kac,se resuelvela ecuaciónen derivadas

parciales(EDP) anterior,dandocomoresultado:

cr
11) ~ 1 2 A

C(S,T— t.r,a) = Ig(S ¿2 -OOXT—t)*ia T—tz) e2dz (4)
2ru 3

0

quees el valor en t de la opción financieraqueen T tieneun valor terminalg(S) (y. Duffme (1992)).

Parapoderplantear,en estecontexto,un problemasimilar al de Markowitz (1952),hace falta

calcLílar primeroel precioesperadocondicionadode unaopción y su varianza.Paraello asumamoslas

siguienteshipótesis(Rubinstein(1984)):

1. El inversory el “mercado”estánde acuerdoen queel tipo de interéslibre deriesgo

esconstantee igual a r.

2. El inversory el “mercado”estánde acuerdoen queel rendimientodel subyacente

sigueunadistribución lognormal

.

3. Las estimacionesdel inversordel rendimientoesperadoanualizadoy de la

volatilidad instantáneadel subyacenteson Iii y a,las estimacionesdel mercadoson m y ci.

4. El preciode mercadode unaopciónsiempresecalcula,utilizando la fórmula

de Black-Scholesparaopcioneseuropeas:

C(S,T - t; r, ci)

Bajo estascondicionesel preciode mercadoesperadocondicionadoparaunaopciónal final del

periodo de posesión,he ¡0,1?], medido como fracción de año, será:

-(Y-JI 11)2

E{C~t h} = &h JC(SúeY~T-h;r~te 2E2 dy (5)

5



1 Introducción

y su varianza condicionada:

-(~-~~

1 r._______ 2~ h

V{CV ¡4 ~ 2~ h JI<C(S0eN ,T - h;r~o) — E{C~h}) e dy (6)

donde:

1
jir=Iog(hi)—--ti

2 —D
0.‘y

LlamandoC0 C(S0,T;r4)al preciohoy del instrumentofinancieroquegarantizaen Tel valor

terminal g, el rendimientoesperadoanualizadode la estrategiasera:

— (E{C~h}>jE
C~ )

y su varianzaanualizada:

V{Cjh}

hC~

(vid. Rubinstein(1984)).

Surge,entonces,el principal objetivode estamemoria:hallar la combinacióndeopciones,a

,

gime minirnice la varianzacondicionadadel rendimientode la estrategia(7), suietoaconseguiruna

determinadarentabilidad,Rh ,(exigidapor el inversor)y a Quesecumplaunadeterminadarestricción

presunuestaria,esdecir; calcularaquellafunción g (la estrategia)queseasolucióndel problemade

optimizaciónfuncional

:

minVm

g

C(S0,T,r,a)—

6



1 Introducción

Teniendoen cuentalas fórmulas(4), (5) y (6) el problemaqueseplanteaen la memoriase

expresacorno:

2

mm Ú,(z,y) )e2 dzg j{{~(Soe — j•}WSOJIY))5d
ti 27rh

sujeta ti

cl

cl
2

0t dy

2

) 2Ú
2hdy

r(T -,

h> fJ~§SositYÚe~i 2c2h dy

a 27rh ~ 2ith dze

Ii ~ Aj g(S
0e(r— c-D0)(T—t)-rcv )e 2 dz

2

z

)e
2dz=C

0
2it J~(S oe(r<c2Do)<Tt)+c ;T—tz

siendo:

o4z~Y)jjr—~ —Dú}T—t)±a T—t z+y,

Rí, el rendimientoexigido por el inversory C0 elcapital inicial a invertir. En definitiva, lo quese

pretendeen la memoriaes calcularla fronteraeficientede unacarteradeopcioneseuropeassobreun

determinadosubyacente,dondecadapuntode estarepresentaríaunaestrategiag a comnpraro vender.

La resoluciónde esteproblemapermiteformalizarmatemáticamenteel problemade selección

de laestrategiacompuestapor opcioneseuropeas,dadaslas expectativasdel inversory del “mercado

”

sobrela volatilidad y rendimientodel activo subyacente

.

Pararesolverel problemade optimizaciónanteriorsedesarrolla,en el siguientecapitulo,un

métodoaproximadode valoraciónde opcioneseuropeasresolviendola ecuaciónde Black y Seholes

(1973) porel métodode separaciónde variables(vid. Churchill (1963),Godunov(1978),Tíjonov,

Samarskiy Budak (1980)y Weinberger(1992)).

7



1 Introducción

Paraello se asumeunanuevahipótesis:

- El rangode variacióndel preciodel subyacenteestáacotadosobreel intervaLo[Sa ‘
5M ],con

O y 5M » 1, de tal formaquesepuedenañadirdos nuevascondicionesde contornoa la

ecuación(3) de la forma:

C(S,~,t) = f
1(t)

C(SM,t) =

donde,como se pruebaen el Capitulo2, para opcioneseuropeasse tienequef1(t) u0er<T<>y

f, (t) u1e-L)0<f-’>, con lo queel nuevoproblemaaresolveres:

5
2C¿lIC ¿)C 2

- =rC —(r--D)S——-— —>3
5t 55 2

C(S,T)=g(S),Sc Ñ~,~M[
t) = u 0e~r(F.~<) te 19, i[

C(SNI,t)zrule —

0o (T— o ,te]0,T[

cuyasoluciónse puedeexpresarcomo sumainfinita de autofuncionespropiaso de formaaproximada

como el productoescalar(paracada5 y paracadat) de los siguientesvectores:

P xxx [u
0 ul gl ~ gNl

(9)

C(S, t; r, ci) = PQ’

siendo13o, j
3m, y ~ (nrl N) ciertasfuncionesqueno dependende g(S)yg

0(n=l ,...,N) los

coeficientesdel desarrollode Fourierasociadosal valor terminal.ParaN suficientementegrandelas

diferenciasobtenidasalcalcularel preciode laopciónobtenidosegún(4) o según(9) son

prácticamentedespreciables.

Hay quehacernotarque,aunqueel métodopropuestoesaproximadoa la horade valorar

algunasopcioneseuropeas,es exactoa la horade valorarotras,como por ejemplo las opcionescon

doblefrontera.En este tipo de opcioneselderechoa ejercitarla opciónaparece(Double-Barrier

Knock-In) o desaparece(Double-BarrierKnock-Out), si el preciodel activo subyacenteel díade

8



1 Introducción

ejercicio se encuentraentrelas barrerasinferior y superior,queaquíse representanpor 5,,, y 5M

respectivamente.Es lógico pensarque si, como sehaceen la memoria, S,,, O y 5M » 1 el precio

de unaopcióncon doble barreraserámuy parecidoal preciode unaopciónvaloradamedianteel

método propuestopor Black y Seholes(1973\ perocon la ventajade estarexpresadamedianteun

productoescalaren lugarde medianteunaintegral imnprooia

.

Aprovechandola representaciónanteriordel preciode (aopción,en el Capítulo3 se

transformael valor esperadocondicionadode la opción (5) y suvarianzacondicionada(6) en un

productoescalary en unaforma cuadráticarespectivamente:

E{CÍh} = PO’

P = [u
0 u1 g1

o—h~0~~m ~2~bN]

V{CIh} =

de tal suerteque,como se mnuestraen el Punto4.1, el sistemaintegral (8) se transformaen un

problemadeprogramacióncuadráticacon restriccioneslineales:

mninP(CI-0’Ot’

PO’- (i + Rh ) Q =0 (12)
PQ’ 1=

que se resolverá,dadaslas expectativasdel mercadosobrela volatilidad, el tipo de interéslibre de

riesgo etc.,paradistintosvaloresde iii y ~, obteniéndoseparacadavalor de estosparámetrosuna

función g(S) eficiente.Hayquehacernotarquelos resultadosobtenidosal resolveresteproblema

trníien un gran parecidocon las estrategiasqueutilizan, en situacionesdemercadosimilares,los

operadores(compáreselas Tablas2 y 3 del Apéndice2). En la memoriase resuelvenotros casos

parecidosal anterior, comparando,de igual modo, lasestrategiasresultantescon las estrategiasmás

usualesutilizadaspor los operadoresen cadaescenarioparticular.

9



1 Introducción

La mayoríade los inversoresno puedendefinir susexpectativas,paraunadeterminadafecha

futura t = h, sobrela volatilidad y rendimientodel subyacente,de unaformatan contundentecomo la

mostradaen el problemaanterior,sólo tienenuna ideaaproximadade la distribuciónde éstas.Por

ello podríasermásútil e interesanteplantearel problemaanteriormodelizandolas expectativasdel

inversormedianteescenariosy asignandoa cadauno de ellosunadeterminadaprobabilidad.Se usará

la siguientenotación(vid. Zenios(1993),Dembo(1991)):

E: Conjuntode escenariosposiblessobrela volatilidad en t = h, e = 1,...,E

W~: Probabilidadasignadaal escenarioe, e c E;

ci~: Volatilidad estimadapor el inversoren el escenarioe-ésimo.

Teniendoen cuentaestasdefiniciones:

E
IC(Se~T-h; r,ci)e 2c~h dy

e=l e 7th J’0,
seráel valor esperadoponderadode la estrategiacondicionadoa t=h sobrelosE escenariosy:

2E CC -(y -lth)

E 2h f(C(SoeY ,T - h; r, ci) — E{C
1h})

2 e 24h
cl CC

la varianzacondicionadadel rendimientode la estrategiaponderadacorrespondiente.La

formalizaciónmatemáticade esteproblemaseexpresaemi la memnoriade la siguientemanera3:

1 CC ~~o,(zy)z2 -(y-uh) 2 2

in¡nEJ{{~(Súe¡n<ZY>)e2dz — JJ~@~Áe 2dze 2G~ dy e 2c~ dy

sujeta a

¿ci JkC(sÚeY,T~h;r,ci)~E{Ch})2e 2~2; dy=(l±R~)C
0

e=l

¿2
i-tz )e

2dz =

J~(S
t)

Hastadondeha podidosaberel autoresteproblematampocoestáplanteadoni resuelto.

lo



1 Introducción

Paraabordarla resolucióndel sistemade optimizaciónfuncionalanteriorse haráuso de los

resultadosobtenidosen los Capítulos2 y 3 de lamemoria.De estamanera,el problemnaquesetratase

transformaen el problemadeprogramacióncuadráticacon restriccioneslineales4:

E
1

hC~ ~ ~
c=l

ZWC PQ~ =(1±Rh)1C
0

e =1

PQ’zÉC

quese resolverá,dadaslas expectativasdel mnercadosobrela volatilidad,el tipo de interéslibre de

riesgoetc., paradistintosvaloresde ffl y los distintosescenariossobrelavolatilidad tic, obteniéndose

paracadavalorde estosparámetrosunafunción g(S)eficiente.

Por último, dado queen el Capitulo3 se expresanlas distintassensibilidadesesperadasde una

opcióncomoproductoescalarde dasvectoresse puederesolverproblemascomoel mostradoen el

Punto4.2, similar al problemacomentadoinicialmente,perodonde,además,se afladenunaseriede

restriccionessobrelas distintassensibilidadesesperadasde laopción(vid. Dilíman y Harding (1985)).

En definitiva, utilizando la metodologíade valoraciónexactade opcionescondoblefrontera

genéricadesarrolladaen cl Capítulo2, se forínalizamatemáticamenteel problemade selecciónde la

estrategiacompuestapor opcioneseuropeas,dadaslas expectativassobreel rendimientoy la

volatilidad del activo subyacente.Esteproblemase ilustra en lamemoriamediantetresejemplos.En

el primerose calculala estrategiaen sí, en el segundose mnoleliza las expectativasdel inversorsobre

la volatilidad del subyacentemedianteescenariosy en el tercerose afladen,al problemnainicial, una

seriede restriccionessobrelas sensibilidadesesperadasde la opción.

El subindice‘e’ en el vector Q yenla matriz Ó significaquedebenserevaluadosen la volatilidad
especificadaen el escenarmoe-esmmo.

11



2 Resoluciónde la ecuaciónde Black y Scholesutilizando el

método de separaciónde variables
Comose vio anteriormente,la ecuaciónen derivadasparcialesquesigueel precio de una

opcióneuropeaes:

¿lIC DC 1 225
2CzzzrC—(r--D

0)S —--a S ---—- 5>0 tc}9,T[ (11)
5S 2

C(S,T) = g(S),5=0

cuyasoluciónse pudo expresaren forma de la integral impropia:

erc1<t) f~se r 12 -D0)(T—t)+cs•IT—tz
C(S, 1— t. r, ci) = — 2 )e

2dz.

CC

Sin embargo,a la horade resolverunaseriedeproblemassimilaresal quese mencionaen el capítulo

introductorio(8) sobreselecciónde carteras,parececonvenienteexpresarlade forma mássencilla

desdeel punto de vistamatemático.Unaprimeraideaconsisteen considerarlas opcioneseuropeas

usualescomoun casoparticularde opcionescondoblefrontera,de tal formna quela fronterainferior

estésuficientementecercanaaceroy la fronterasuperiorsuficientementealejada.Al llevar a cabo

estetipo de aproximaciónse consigueexpresarel preciode laopcióncomo productoescalarde dos

vectores.Como se demuestraa lo largo de la tesis,estaserálaclavepararesolverel sistema(8).

Portanto, se suponequeel rangode variacióndel preciodel subyacente,5, estáacotadosobre

el intervalo:

[SI,,,SM],con 5m ~0~5M »~

y se añadendos nuevascondicionesde contornoal problema,de la mismamaneraquese haceal

resolverel problemaporel métodode diferenciasfinitas (vid. Brennany Schwartz(1978),Courtadon

(1982), Hulí y White (1990)). Al acotarel intervalo de variacióndel subyacentese aproximala

soluciónal problemaoriginal de Black y Seholes,lo queno significaqueel nuevoproblemaa

resolverseamenosrealista.Dehecho,en muchospaises,comoporejemploen España,la cotización

de un determinadoactivosubyacentese suspendesi subeo bajaen un mismodíaun determinado

12



Resolucióndela ecuacióndeRlacky Seholesutilizandoel métodode separacióndevariables

tanto por ciento¿ (en el casoespaflol6 = 15%),de tal forma que, si ent=0 el preciodel subyacentees

5o, dentrode T díasserácomomáximo S~ (1 + aT) y comomínimomax{So (1 - BT),O}

Aún en elcasode quepor ley se contemplenlos anteriorespreciosmáximosy mínimos,es

mtmy imnprobablequese alcancen,de tal formaquese puedetomarcomovalor de S’~ un número

cercanoa ceroy comovalor de 5M el correspondienteal límite superiorde un intervalode confianza

al 100(1 — ct)% sobreel preciodel subyacente.Con todoello si, comose vio en el capitulo

introductorio,elmodeloquesigueel preciodel subyacentees:

dS — (log(m) — D
0 ) 5 dt + a 5dB1,

asumiendola hipótesisde lognormalidaddeS(vid. Kon (1984))y aplicandoel lemade Ito (vid. Ito

(1951)y Oksendal(1995))a Iog(S),se obtienequeel cambioenel logaritmodel preciodel

subyacenteentrela fechaactual t y cualquierfechafuturawT sedistribuyecomounanormalde

mediay desviaciónestándar:

«1o~(m)—Dú ej y ci

es decir:

con:

2

= log(m) — —

2

teniendoen cuentaestosresultadosy haciendocorresponderla fechaactualcontO, el intervalo de

confianzabuscadoserá:

[s, e~Bz«¡26~
1F ~ e~T±z«¡2cVT]

dondez
012 es el valor de lanormalestándartal que:

a
P(z>z«12)=1—N(z~12)= --

2

13



Resolución de ¡a ecuación de Black y Scholes utilizando el método de separacióadevariables

Parapoderdesarrollarel preciodeunaopciónen seriede autofunciones,hacefalta conocer

cuántovale este en los extremosdel intervalo [Sc~5M ~, es decir,especificardos nuevascondiciones

de contornode la forma:

C(Sm,t)=fm(t){
C(SM,O=f=(t)4

Teniendoen cuentaque 5rn O y queel preciode laopción segúnBlack y Scholeses (11), podemos

aproximnarel preciode la opciónen 55,,, como:

er(T t) g 2 DT ~ =1

C(S ~ , 1) = Jg(S~ e 2
0>(t)+c )e 2 dz

CC

2

t) f~(o)e
2dz = g(O) er(Tt) —

—a)

=u
0e —ffT—í)

Porotra parte,para SM » 1 y teniendoen cuentaque,en lapráctica,cualquierinstrumento

financiero,con valor termninal g(S),a valorar,estácompuestopor combinacionesde Putsy Calís, es

decir, quesepuedeexpresarel valor terminaldela opcióncomola suma:

N

~(S)=~n max{K —S,O}-f-m1 niax{S—K,O}

n=1

donden~ym~ son el númerode opcionesPuty Cali respectivamente,1<. el preciode ejerciciode la

opcióncorrespondiente,y N el númerode opcionescondistinto preciode ejercicio,entonces,para5

suficientementealto, sepuedeaproximarla función g(S) de la forma:

g(S)zz~m (S-Ky~mS

(12)

m4m

14



Resolución de la ecuaciónde BlatA y Seholesutilizando el método de separaciónde variables

dondeseconsideraque S» Kl. Si se sustituye,comoantes,el valor de g(S)en(Ii) y se integrase

tienequeel precio de unaopción en 5~5M, para5M suficientementegrande,sepuedeaproximar

muediantela fórmula:

C(S M ,t) =
e «~tí JrnSM

e
(r~ic2~Do )l¿T —t)+rs II—ti

CC

CC

= mS M <+D$1 —t) le tíze

.1
00

u e—D
0(1- t)

Portanto, las dos nuevascondicionesde contornobuscadasson

C(S~,,t) uoer(Tt) 1
C(SM ,t) uíeDc(

1t) 4
Porejemplo,paraunaCali con preciode ejercicioK, las condicionesanterioresseexpresande la

forma:

C(S,~,t) = O

SMeIJO(T0}C(SM,t) =

y paraunaPutcon el mismo preciode ejercicio:

t) — K&r(Tt){

Teniendoen cuentalos comentariosanteriores,sepuedeplantearel siguienteproblemade contorno:

6C clIC
= rC—(r--D<j)S—

as

— 1 ,
-a 5 — -

2

(14)C(S,T) = g(S),Se~ 5.54

C(S,,t)zou<e -(IT t(

C(S,<
1 ,t) = U]e~~<<ií>,t c

‘Recimérdeseque,esencialmente,u0 tieneque verconel comportamientode genel origen, mientrasque u1 tiene
que vercon su comportamientoen el infinito.

A
e 2 dz

2

2 dz =mS Nl c D 0(Tht)

(13)
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Resolución de la ecuaciónde Black y Scholesutilizando eí método de separacióndevariables

Debido a la complejidad de la EDPanterior, se consideran los siguientes cambios de

variables:

t = T — t, x =iogI(C~S~-jj.

El primero transforma (¡4) en una ecuación directa, con la condición de contorno temporal

especificada en

aC
Ot

-- *¿lis 2 es2

= u
0e’ , t e 10, T(

El segundoelimina lostérminos5 y queacompañana

de tal foríi~a que se llanian:

¿~C
y respectivamente,

12
a

2
2

U = r — — a2

L logSA~
sin

se obtiene el problema mixto de contorno y valor inicial:

5C _ ,52c ¿XI?
a---- --±b --

3x2 Dx
—rC,(x,t)ejfrL[x }3,T(

C(x,O)=g(5~~X), xe]O,Ljj

C(O,t)=u
0efl te

= u1eooT , t e}9,T¡j

(15)
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Resolución de la ecuaciónde Black y Seholesutilizando el método de separaciónde variables

La estructuralineal del problemaanteriorpermitedesdoblarloen problemasmássencillosde tal

forma que la solución de la ecuación (II) puede obtenerse como la suma de las soluciones de tres

problemas, cada uno de los cuales con dos condiciones de contorno homogéneas. En definitiva, la

solución a (15) puede obtenerse resolviendo los problemas auxiliares:

A) B)

¿lIC _ 25
2C OC

__ +b
Ox

C(x,O) g(S,,ex)

C(0,x) = O

C(L,r) = O

OC _

2&C

Dr 8>0

C(x,O) O

C(O,r) = u0ert

C(L,t) = O

(3)

OC

C(x,O) = O

C(O,-r)=O

C(L,t)

202(3 OC=a
Ox

2 Dx

Se comienza resolviendo un problema similar al A) para, más tarde, transformar los

problemas 8) y C) en problemas con condiciones de contorno similares a las del A).

Sea la ecuación parabólica en derivadas parciales:

DC __>82C DC
±b- —rC,(x,x)e]O,L[xj}9,T[

Dr Ox> Ox

C(x,O) = 6(x), x 610,L[

-re

C(L,z)=O,-re}9,TL

OCU
Dx

(16)

17



Resoluciónde la ecuaciónde Blaek y Seholesutilizando el método de separaciónde variables

Hagamos:

b
cí=—

2a

Entonces el cambio de incógnitas:

C(x, r) xxx e<Íx+H¶ v(x, ~r)

lleva a:

Dv _ 2D>v

O-u a
]O,L[x }3,T[

v(x,O) = eax6(x),x eP,LL

xxx e

v(L,-r)=O, re IO,TI

que es la conocida ecuación de transferencia de calor sobre una barra de longitud L, y cuya solución

puede calcularse fácilmente por el método de separación de variables (y. Apéndice 1) y es:

2(mi-a
¡ -r flqT

L sin ----— x
L

sin 7; mr

(17)

sin—¿G(~) L

son los coeficientes de Fourier del dato inicial. Por tanto, se tiene:

nr
e sin—x

2 Nóteseque a=a(r, D0, a) y p=r4r, D% o).

v(x,Qx= JeU~GkI,p ~e4É?)>¶

o

O, e
II =

donde:

C(x, u) =
2

L É O

18



Resolución de la ecuaciónde Black y Scholesutilizando el método de separaciónde variables

para:

2
—e
L

—-njjt+rix . nr
sin— x

L

donde recordemos que:

x=1og~8 j

Sustituyendoen (17) la funcmon:

G(~) = g(S~e%

se obtiene que la solución del problema A) es:

VA(x,t)=
-r

e
nr

sin—~-- x
L

para los coeficientes:

= [e~ g(S~e~)sin—~ d~,
L

o

de donde, recuperando la incógnita que nos ocupa, se obtiene
3:

~A (x,’r) = LE
n—1

2

e x
L

LI = ¡

PararesolverelproblemaB):

OC ,OC OC
-- xxza --, ±b =-rC,(xyr)e]O,LLXH,TI
Dr Ox Ox

C(x,0) =0, xc ]O,L¡ (19)

C(O,) =
Ir

,t ~

C(L,) = O,z e

Recordemosque las variables naturales del modelo son t~T-z y S=SMex.

(18)
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Resoluciónde la ecuaciónde Black y Scholesutilizando el método de separaciónde variables

argumentamos de forína que:

C(x, ~r)= w(x, ~r)+ U(x, r) (20)

donde U(x,r) se elige de modo que transforme las condiciones de contorno del problema Ben

condiciones homnogéneas; para ello consideremos la función:

U(x,t) = H0 (x)u0e~

que será solución particular de la RiP:

01=1 2 OU
—=a
Dr

¿lii

Ox
-rU

sí:

a>H~ +bH’0 =0.

Nótese que U(0,r)=U(L,rfto se verifica, si se imnpone:

H0(O)=1

HJL)=O

con lo que se llega a la función:

= b
2’

110(x)zxxB0±B0e a

1
B0xx’- Lb

2
1—e a

Bb =1—B0.

En estascondiciones,unarepresentaciónde (3, solución de (19) en la forma (20), requiere que

w satisfaga:

0w

Ox o)
+ b 0w

Ox
— r w

w(x,O) = —H0 (x)u0

w(0,’r) = O

w(L,’r) = O

20



Resoluciónde la ecuaciónde Black y Seliolesutilizando el método de separaciónde variables

que tiene la misma estructura que (16), de tal forma que su solución es:

w(x, r) = u0 E
donde los coeficientes son:

=~Lj.

(x, r)

h¿j

B0±Bbe
nl’

sin--
L

ni,

Ji

CU> 2

concí tíyéndose:

(x, r) = u0E
“3

(x, ~r)+ u0e>H0 (x).

El problema (3) se resuelve de forma similar al B). Ahora, pretendemos representar cualquier solución

de:

OC _ 20(3 OC
+ b

Ox> Ox

C(x,O) 0, x & jo, L[

(3(0,:) 0, tE jo, T[

C(L,x)

— rC,(x,t)c]0,L[x 4J,T[

(21)

re ]o, T[

C(x, Q = w(x, x) + U(x, r) (22)

con U(x,’r) de modo que transforme las condiciones de contorno en condiciones homogéneas. Así,

para que:

U(x,t) = Hí(x)uieDc (23)

sea solución de la EDP:

OU

5v
2

+ b — r u
Ox

(24)

en la forma:
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Resoluciónde la ecuaciónde Black y Scholesutilizando el método de separacióndevariables

se rcqusere:

a>H7+bH —(r-—D0)H1 =0

que, para las condiciones:

H(O) O

H (L) =1

deducidasde nuestro propósito U(0,r)U(L,rftO, llevana:

D0-r
x

H1(x)~BíeX -bBle a>

= eL —e

B =—B1.

Entonces,la función w debeverificar el problema:

0w _ >8>w

O-u Ox>

0w

Ox

w(x,0) = —J-I~ (x)u0

w(O,-t) =0

w(L,) = O

que de nuevo tiene la misma estructura que (16), siendo, por tanto, su solución:

w(x,’r) u ~J4 cD,(x,r)

de coeficientes:

1=

1-lín

fejjBie~

D

÷Be

mt czL ~1~n
e ~~—t}

L

c
2.

+ (1—

22



Resoluciónde la ecuacióndeBlack y Scholesutilizando el método de separaciónde variables

y concluyendo:

Cc(x,O=uZHmnc~ (x,fl±uie>)OHi(x).

Con todo lo anteriorla soluciónal problema(14)es, portanto:

C(x,’r)=CÁ(x,Ú-i- C~(x,Ú+ C~(x,) =

(25)
+u0Ho,, +u1H1,)c0 (x,r) +u0erH0(x) + uí&

00tH
1(x)

—I

con:

‘z zxxT — t, x =

Comnose veráen el Capítulo4, resultaconvenienteemplearla notación:

1
e>L — e(

2Jlx>c<i~i •j = 0,1

-i-(1—j—B~ )e(2~])X, =

¿nf ~ 2

I3~ (x, ~r)= ‘1¾(x, ‘u) + (jeDÚ * (1— j)er

nl

para la que podemos expresar el precio de una opción como:

C(xyfl= ~gcD,Áix,Ú+u
0P0(x,’r) ±u1fl1(x,z)

sobrelas variablesauxiliares:

‘u = T — t, x = log¿
s

s >~nl ,.

(26)

(27)

(28)
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Resoluciónde la ecuaciónde Black y Schoiesutilizando U método de separaciónde variables

Ello es útil, pues si se toman losN primeros téríninos de la serie, se puede expresar el valorde dicho

precioen cada x u , comoel productoescalarde los vectores:

[u u1 g1 g> ~g~jP e9~ N+2

(29)

C(x, r) = PQ’, Ce 9?.

Con estose logra separar,porunaparte,todo lo referenteal instrumentofinancieroavalorar,

vectorP, y, por otra, todo lo referente a la valoración en si, vector Q. En el Capitulo 5 se verácon más

detallela utilidad de estarepresentacióna lahorade calcularla estrategiaeficiente,queno serámás

quecalcularel vector9 (la estratenia)quecumpleunosdeterminadosrequisitosde varianzay

esperanza.Por último, unaaplicacióninmediatade estemétodoconsisteen la valoraciónde opciones

con frontera(vid. Cho(1997)),sin másqueinterpretar
5n y S~ como los precios del subyacente a

partirde loscualeslaopciónvale unadeteríninadacantidad.Podríamnosvaloraropcionesdel tipo

doxvn-and-in,down-and-out,up-and-iny up-and-out,dondeelderechoaejercitarla opciónaparece

o desaparece“out” porencima“up” o por debajo“down” del precioactual del subyacente.Por

ejemplo,paravalorarunaopciónCali del tipo down-and-outcon la barreraen S = 5D únicaínentese

debehacer ~11,= 5í) , es decir,utilizar lascondicionesde contorno:

C(SD,t) = O

C(SM,t) = SMe 1
C(S,T) = g(S)

y calcular los coeficientes de Fourier apropiados para la opción CalI particular.

El métodode separaciónde variablesproporcionaexcelentesresultadosno sóloen la

valoraciónde todosestostipos de opciones,sino tambiénal aplicarloa lavaloracióndeopcionescon

dos fronterasgenerales(Double-BarrierKnock-Out,Double-BarrierKnock-in), dondelas condiciones

de contornoson de¡ tipo:

C(SUP , t) = fi (t) 1
C(SdOWfl,t) =

24



2.1 Estimación del error cometido

2.1 Estimacióndel error cometido

Existendosftmentesde errorquepuedeninfluir significativamenteen losresultadosobtenidos

al utilizar (6)o al utilizar (28)en la valoraciónde opciones.Por unaparte,la introducciónde las dos

nuevascondicionesde contorno(13) y, por otra, laaproximaciónde unaserieilimitada por la sumade

susN primerostérminos. Respectode las condicionesde contorno,hayquedecirqueno influyen

demasiadoen el valor de la opción,debidoaquelaprimera,C(S~,t)— u eC(1í),estáimplícita en

(6), con tal deque S~ 0. La segundaaproximaunacondiciónen el infinito, lo que significaque la

influenciade dicho extremosobrela soluciónes prácticamenteinsignificante.

El error cometidoal aproximarlasumainfinita (25) por la sumade susN primerostérminos

se puedeestimnarmedianteel siguienteprocedimiento.

Comose ha señalado,el precioexactode la opciónse puedeexpresaren la forma:

N

C(x,x)= ~(g
1 +u0H0, + u1Hí1Y1t1(x,Ú+u0e”Hjx) + uíeDoyHí(x)+

±u0H00±uíHíj~»I<,(x,~c)

n=N+l

dondeel último sumandorepresentael errorcometido.Portanto:

CC

Error(N) = +u0H0~ +u1H1~ftI~(x,’r).

-N 1

Ahora bien:

F o N) 3(g5 ±u0H0~+uíH1~)t(xz) =

N

2 . ni,
e ~‘(g~+u0H +uH ¿e L> sin-—- x

L L
N
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2.1 Estimación del error cometido

y, dadoque la función senosiempreestáacotadaentre1 y -1, entonces:

Error(N) =~- eax+nz ~(g,~-m- u0H0¿+ u1H1~ )e 1?

De la propiadefinición de loscoeficientesde Fouriersetieneque gj =M Vn,M c9?~

Error(N) = (M + u0H0~ )e

2 ec~ IeLdt
+fljjlM+ u0H0~ ~

L ½

2
ljM•j•eL2dl;

L
+ u0

222n,ra CC

I~2 +~ZuiHíne

n=N-¡-1

Z H

2102 S
fl ita

ti>

e L2j

222

e L
2 d~-~- tuIHmn e

1’4 n—N+1

Analizandoestostressumandos,se introducela notación:

N
2awr 1ÑER= L

00

EJN)= JHo~íe

N

Le

222¡ Ira
-t

00 4 2 2
-. a

¶L e L>

(31)

22a ra

siendoLRF la función errory Ei la integral exponencial

:

ERF(x) = 2 Je2du

o

Ei(x) = fe>’ du

Entonces:

222

niTa ¡¶j.

(30)
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2.2 Convergencia

y:

t (-Qjj

L A -tE(N =HíjúeL=e (1— + —-a- e

Entonces,dadoque laseriedel segundomiembrode la última igualdadsatisfacelas condicionesdel

Teoremade Leibniz paraseriesconsignovariable,el restode la serieanteriorno sobrepasaporsu

valor absolutoal primerode lostérminosomitidos:

—aL (N-.fl> ,22a>rre N-H -— --t (32)

(i— cx)> +- L

En virtud de (30) (31) y (32) se concluyequeel errorcometidoal aproximarlasumainfinita por la

4sumade susN primerostérminosse puedeaproximarpor

Error(N)’. ~ 2 Ux*~1~(¿M E1(N)+ u0~E>(N)±[u1~E3(N))
‘L

2.2Convergencia

En la resoluciónde (11) por el métodode separaciónde variables,se descompusoel sistema

en tresproblemasde la fonnagenérica:

25¼0v _ _ - -—-,(x,Úc}3,LLxJO,Tr
Sr Ox>

v(x,O) = f(x), xc jO, LL (33)

v(O, ‘u) = O, te ]o,

v(L,’u)=O,rejO,T[

Como se mencionóanteriormente,el problemade contorno(33), es equivalentea laecuaciónque

describeun procesode transferenciade caloren unabarrade longitud L y coeficientede

conductividada>, en dondeinicialmenteexisteunadistribuciónde temperaturasf(x) y en cuyos

extremosse mantiene,durantetodo el proceso,la temperaturaacerogrados. Laspropiedadesde

NótesequeError(N), E1(N), E>(N) y E>(N) tiendenhaciaceroconformeNtiendehacia infinito.
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2.2 Convergencia

convergencia,unicidadde la solución,etc. dedichaecuaciónse estudianen numerososlibros de

Física MatemáticacomoChurchill (1963),Mijáilov (1978),Weinberger(1992)etc. Por ello, no nos

extenderemosdemasiadoen dichasdemostraciones.

Dado quese puedeexpresarel preciode unaopcióncomo:

C(x,-r) = + u0H0~ + u1H1~)It~ (x,’u) ±uoe-aH0(x)+ umeDOHm(x),

II =

laconvergenciahacia el preciovendrádeterminadapor laconvergenciade las series:

(34)
n =1

E H~ cD1(x,~,j=O,1. (35)
ji =1

En el primercasose tieneque:
222

CC fl it-a
2 2 YE g~ P~(x,¶)=~~eUx+l e L

1 n=I

De su propia definícion se siguequelos coeficientesde Fourier,g,, estaránuniformementeacotados,

mas concretamnentese verifica:

c= f~e”~ g(S,~e
4)d~

o

g~ =c,Vn.

Portanto, la serie(34) tienecadaunode susténninosacotadosen valorabsolutopor el

correspondientetérminode:
222nata

2c e~X±n<S e

L
rt=1

Estaserieconvergeparatodo ‘u > O y uniformementeen x E Lo, LI y ‘u & [o,TI. En el segundocaso,

se tienequeprobarla convergenciade las series:

E Hm ‘1D~(x,~,j=O,1.

n=1
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2.2 Convergencia

Teniendoen cuenta(26), entonces:
fl2T 2 2 2

)-~n s~, (1— 2j)1~m u iraNS L (n&~ LH¡~ W, (x,’r<- - — + (a — -e 13 sin x,j=O,1

j,=m ~L)

y dado que los términosen senoestánacotadosconforme n —> cz, se puededemostrarlaconvergencia

~—, e
de (35), demostrandoquela serie converge.Utilizandola desigualdadde Schwarzse

nl n

obtiene:

a) 2

xe< «En>) «Le 2)
nl

dondecadaunade las seriesqueaparecenen el ladoderechode la desigualdadconvergen.

Tambiénhayquehacernotarquelasumaparcialde unaseriede Fourierparaunafunción

periódicadeterminada,f, solo se aproximaa éstauniformementesobreun intervaloqueno contenga

puntosdondef seadiscontinua.La naturalezade dichadesviaciónes conocidaen la literaturacomo

efecto(Ii ibés. Por ello es de esperarque,aunquelaestrategiaavalorar,g(S),seacontinuaenel

intervalo ~S
59SMJ, en los extremoslaconvergenciaseamuchopeorqueen el restodel intervalo,

apareciendoen ellos lospicos característicosde dicho efecto.

Por último, hayqueteneren cuentaquedebidoaquelas autofuncionesasociadasal problema,

tienentérminosde la forma:
ni,

e sin—- x
L

para:

x = io~~j ~-— ji

se puedetenerproblemasde convergenciaparavaloresde alfa positivosy altos,ya quedicho térínino

mio se amortiguaría.Aún así,paravaloresde ‘u suficientementegrandes,y conformeN tiendea

infinito, cualquiertérminode las autofuncionesasociadasse hacedespreciablesconrespectoa los

primeros.
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2.3 Cálculo de sensibilidades

2.3 Cálculo de sensibilidades

La mayoríade losoperadoresintentanhacersu carterainmunea pequeñoscambiosen los

parámetrosfundamentalesde la opciónen pequeñosintervalosde tiempo(vid. Fongy Vasicek

(1984), Bookstabery Langsam(1988), Dilíman y Harding(1985)).

Pareceinteresanteexpresardichassensibilidadesenformade productoescalar,comoseveráen el

Capítulo4, e introducirlascomorestriccionesen el problemadel cálculode laestrategiaeficiente

.

Parallevar a caboestatareaes necesariocalcularunaseriede tediosasderivadasquese emplearánen

los próximoscapítulos.

Nosfijaremosfundamentalmenteen cinco: Delta, Gamma,Theta,Vegay Rho, cuyas

definicionesmatemáticasson:

5(3 52(3

A=—

OC SCe~— A=—
St Oci

OC

Sr

2.3.1 Delta de unaopción

La Deltade unaopciónse definecomola derivadaparcialde suprecioconrespectoal precio

del activosubyacente,es decir:

OC
A

Os

En definitiva, la Deltamide la sensibilidaddel preciode la opciónantecambiosen el preciodel

activosubyacente.En general,se piensaqueel preciodel activosubyacentevaa subir se querráuna

opcióno conjuntode opcionesconDeltapositiva,si sepiensaquevaa bajar,se querráquesea

negativa.Y si no se estáseguro,se querráunaDelta igual acero(posiciónDeltaneutral).

Conformeel preciodel activosubyacentese muevey el tiempotranscurre,la Deltade la

posicióncambia.Portanto,paracontinuarmnanteniendounadeterminadaDeltaobjetivo,se hace

precisorevisarconstantementela posición,comprandoo vendiendoopciones,de tal forma quela
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2.3 Cálculo de sensibilidades

Deltaglobal de la posiciónseala deseada.Poresta razón,merecela penaexpresaren forma de

productoescalarlaDeltade unaopción, de tal forma quepuedaserintroducidacomo restricciónen

problemasde seleccióndecarterascomolos planteadosen elcapítulo introductorio. Portanto,

tcnicndoen cuentala representación(28):

N op, Ox ~I~mOx

Ot ~ +u0--—--—-t-u1 -

OxOS OxOS OxOS

OcD~5j30 uí~í]
Ox

dondeparajO,l:

OLt- _ 2 [ji>n2a> . ni,
___ ——e cos

2x + cxsrn—xl (36)
Ox L L L 2

oí~ N O~ OH.(x)Z 2 + (je’~~ + (1— j)e-r) .1 (37)

OH (x) 2

Ox B~jeJX + (1— j — B
1 )(2a — j)e(~])X. (38)

De estaforma se puedeexpresarlaDeltacomoel productoescalarsiguiente:

Pzxx¡juQu]g1g>...g~]

‘<A L Ox Ox Ox Ox Ox j s (39)

A=PQI

2.3.2 Gammade unaopción

La Gammade unaopciónse definecomola derivadaparcialdela Deltaconrespectoal

preciodel activosubyacente:

= O>C

OS>

es decir,es lasensibilidadde laDeltaantecambiosen el preciodel activosubyacente.Lo queindica

es la velocidadconquehabráquehacerlosajustesen la composiciónde lacarteraparamantenerla
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2.3 Cálculo de sensibilidades

Deltaobjetivo.De nuevo,parapoder introducirlacomorestricciónen problemassimilaresal (8) del

capítulointroductorio,hace falta expresarlacomoproductoescalarde dos vectores.

Derivandodos veces(28):

y ¿~ ¿O’» O’»j¿~oO~cj¿OtiOWjj

donde,teniendoen cuentalos resultadosobtenidosen elcálculo de la Deltay paraj0,1,se tieneque:

0>’» 2

Ox2 L ~Li¿
2ct~~—cos ~ x + — L>,JL) (40)

o2~. 2

2 ~‘V’H O (t>~ +(je~>ot +(1—j)e”) O>H (>0 (41)Ox Ox Ox
¡001

0
2H/x) -

= n~2jX .‘i \2(2c—ñx
2 n~je + i~i — — — J)e’~’ (42)

Ox

y, portanto, se puedeexpresarlaGammade unaovcióncomoel productode losvectores:

P xxx [u
0u1 g1 g> . .g~I

E = PQ’~ (43)

2.3.3 Theta dc una opción

La Theta de una opción sedefine como menosla derivada parcialde suprecioconrespectoal

tiempohastael día de ejercicio, es decir:

oc:
ST

Aunqueel preciodel activo subyacenteno cambie,el merohechode queel tiempopaseinfluye, de

maneradecisiva,en que laposición produzcabeneficioso pérdidas.Dadoqueni laDeltani la

Gammacaptanla influenciadel tiempo,el operadornecesitaestaterceramedidaparacaracterizarde

forma adecuadasu posición.
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2.3Cálculo de sensibilidades

Parapoderintroducirlacomorestricciónlineal en un problemacomoel (8) se haceprecisoexpresarla

comoproductoescalarde dos vectores.Derivandoconrespectode T la ecuación(28) setiene:

Of3~ Sr Ol3~ O-ue=—Yg ~ ~‘u —u0— — —u1-- —~ DrOT O’uOT OTOT
n

~g, “-—u0 --- —u1 Dro: sp,

doudc:

O’» 1(n>~>a> —2 e< 9bH+cxx sin-~»’-x (44)

Dr LYL
2 Y L

y que,paraj=4t1:

a)
0(31 _ NT’ O’»

Sr Hin - ~Ii — (jDoeDÚ + (1— jfter¶)H¡(x) (45)ST
nial

De nuevose puedeexpresarla Thetacomoproductoescalarde losvectores:

P=[u
0u1g1g>...g~J

Q[013() ~I3l O(t)i Sr»> (46)

e=PQ~

2.3.4 Vegade unaopción

Hastaahorase ha asumidoimplícitamentequelavolatilidad del activosubyacentees

constante.En la práctica,la volatilidad varia.Estosignificaqueel valorde unaopcióntiendea

cambiardebidoa los cambiosen la volatilidad al igual quedebidoa los cambiosen el preciodel

activosubyacentey el pasodel tiempo. Por tanto, es convenientetenerunamedidaque cuantifmque

dicho efecto.

La Vegade unaopciónse definecomoladerivadaparcialde su precioconrespectoa la

volatilidad:

OC

Da
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2.3 Cálculo de sensibilidades

Teniendo en cuenta(28):

A=tL~h’»~

Og _

Oc ScJ½

St
Oc -tU-Ii

et-’4 g(S~e%

2>

ni,

___ o.

ni,
sin—~ d~

L

Opji Ocx ji
Oc Oc

Sr

Oc

(r—D
0)

2 ‘~

3

ci

Sa r-D
0

—=2 a>
Oc

y parajo.1:

OH~~

Oc

nrt(1 — 2j)_____—Ljct

L

1” + (jeDú

-- h +
22

(cx==j)>±fl ~
2

L

OH~(x)
Oc

2(cx—j) Ocx

j)2±IW) Oc

OHjjx)

Oc

OB

Oc
(e — e(=t-~Á)X)+

OB 2L(2j —

Oci (eíú — ~ )2

(1— j — B1) 2

Ocx

Sc

~“ji+

donde:

0(30
u0 Sc 5(3~

Oc

con:

3ci

0(3>

Oc
12=1

OH~~

Oc

Ocx
Sc
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2.3 Cálculo de sensibilidades

se puedeexpresarla Vegacomoel productode los vectores:

P=ru0u1glg§gN}

1= [~0g1 Sg> Og~
A [ OciSa Oci j

Q [oit O(3~ O’»~ a’»> ~<‘½1 (47)

L So Ocr Ocr Oci Oci j

Q=[Q(3(3’»CIQ...’»j

A = ~AQÁ

2.3.5 Rho deunaopción

La Rho deunaopciónse definecomoladerivadaparcialde su preciocon respectoal tipo de

interéslibre de riesgo:

SC

Mide la sensibilidaddel valor de unacarteraantecambiosen el tipo de interéslibre de riesgo.La

magnitudde estasensibilidadsueleserpequeñay no es tan utilizadapor losoperadorescomola

Delta, laGamma,laThetao laVega.Parapoderintroducirlacomo restricciónlineal en un problema

comoel (8) se haceprecisoexpresarlacomoproductoescalarde dos vectores.Paraello sederivacon

respectode r laecuación(28):

~ -s-g, -5j ji+ue ÉPO ±u1

domí de:

L

Sg,, _ Ocx C ni,
___ — —~ ¡ ~ e”~ g(S0e ) sin—Á d~3 L

o

St ‘»riIj$’u±~x)

Op -1

Sr

Ocx —1

Sr ci’
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2.3 Cálculo de sensibilidades

y parajCZO,l

SR> =t~IOHin~ ±H1~ Sr - Sr
Sr Sr 9=’»~~ ji + (jeDÚ + (1— j)e=r¶) 5H1(x) (j — lfter¶H>(x)

n=1

OH ~ _ n>t(l — 2j) Lj 2 _ 2(ct 11i)
cr L _ii*I — t> + ~;-jij

L> ((a r

OI-11(x) OB1 (eix (2u—j)x\ ~ Ocx

Sr Sr —e1+ k—j—j)xe Sr

OB1 _ 2L(2j — 1)el-(2»)(=~t)Ocx

Dr ~eLJ— eL(>tí)(>ai))2 5v

De la mismaformaqueantes,setieneque:

tI g g>gN]

Sg Sg> _ Og~ 1
~ L Sr Sr Sri

O¡3 OC) 5’»>
5’»N 1 (48)

LOr Sr Sr Sr Sr j

QPnLQkD¡C)l~V>.C)NI

P =

En definitiva, lo quese ha conseguidoen estecapituloes, por unaparte,expresaren forma de

productoescalarde dos vectorestantoel precio de una opción europeacomosussensibilidadesmás

importantes.Estaaproximaciónpermitirá en capítulosposterioresresolverunaseriede problemasde

seleccióndecarterascomo los apuntadosen elcapítulo introductorio.Porotra parte,sedesarrollala

metodologíanecesariaparapodervalorardeformaexactaopcionescondoblefrontera.A

continuaciónse muestranunaseriede ejemplosquepone de manifiestola bondadde laaproximación

realizada.Con ellosse pretendemostrargráficamentela similitud de losresultadosal valorarporel

métodode separaciónde variablesy porel métodode Blacky Scholes5.

Nótesequeestehechoes fundamentala la hora deresolverel problema(8)
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2.4 Ejemplos

2.4 Ejemplos

Calculandolos coeficientesdel desarrolloen autofuncionesg1 g>~ paraunaCalI con precio

de ejercicio K=a40, T=120/360,ci =3, r=1og(1.05),S~~=.1, SM = 300, uo=0, u1300,

N=20 se obtienenlos siguientesresultados:

100

80

60

40

20

Figura2.1

Comparaciónentreel valorde unaCalI evaluadapor el métodode

Black y Scholesy por el métodode separaciónde variables,N20

ConN=20 lasolución aproximadaoscilaen tornoa la soluciónpropuestapor Black y Scholes(1973),

peroparaN suficientementegrandelas dos son prácticamentela misma. PorejemploparaN50:

e

100

80

Sm

40

20

Figura 2.2

Comparación entreel valorde unaCali evaluadapor el métodode

l3lack y Scholesy por el método de separación de variables, N50

Ap
- - 0-3

31 61 91 121

31 61 91 121
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2.4 Ejemplos

ParaunaPut conpreciode ejercicio K=40,T<20/360,c=.3, r=log(l.05),S~=1, SM 300 u0=K,

u1=0,N=l0 se obtienenlos siguientesresultados:

40

6 20

o

s

Figura 2.3

Comparaciónentreel valordeunaPut evaluadaporel métodode

Black y Scholesy por el método de separación de variables, N0010

ConN=1 O la soluciónaproximadaoscilamuy pocoen tomo a lasoluciónpropuestapor Blacky

Scholes(1973).ParaN=25 6

40

6 20

0

s

Figura 2.4

Comparación entreel valorde unaPut evaluadapor el métodode

Black y Scholesy por el método de separaciónde variables, N25

La velocidadde convergenciaa la soluciónoriginal de Black y Scholes,es mayorpara las opcionesPut
para las Cali. debido a que las primeras estánacotadascuando el precio del subyacentetiende a infinito.

31 61 91 121

Aprox

— — B.s

31 61 91 121

6

que
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2.4 Ejemplos

Calculandolos coeficientesdel desarrolloen autofunciones g1 g~ paraunaCali con preciode

ejercicio K=40, T=l, 0=3, r=log(1.05),S~=1,
5M = 300 uo=0, u

1=300,N30 seobtienenlos

siguientesresultadosparalaDeltadela opción:

0.8

0.6

o
0.4

0.2

Figura 2.5

Comparación entreel valorde la Delta de unaCali evaluadapor el método de

l3lack y Scholesy por el métodode separaciónde variables,N=30

Con N=30 la soluciónaproximadaoscilamuy pocoen torno a lasoluciónpropuestapor Black y

Scholes(1973). ParaN suficientementegrandelas dos son prácticamentela Inisma.Porejemplo,para

N =50:

0.8

0.6

o

0.4

0.2

Figura 2.6

Comparación entre el valor de la Delta de una Cali evaluadapor el método de

Black y Scholesy por el método de separaciónde variables, N=50

Aprox

— — S.S

lo 25 40 55 70

10 25 40 55 70
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2.4 Ejemplos

Parala Gammade la opciónCali anteriorse obtieneparaN30:

0.1

0.05

Figura 2.7

Comparación entreel valordela Gammade unaCali evaluadapor el métodode

3]ack y Seholesy por el método de separaciónde variables,N=30

ConN=30 la soluciónaproximadaoscilabastante>en torno a la soluciónpropuestapor Blacky

Scholes(1973).ParaNsuficientementegrande,las dos son prácticamentelamisma.Por ejemplopara

N~50:

0.04

0.03

0 0.02

0-01

Figura2.8

Comparaciónentreel valorde la Gammade unaCalI evaluadaporel métodode

Hlack y Scholesy por el métodode separacióndevariables,N’50

Estecomportamientose puede explicar si setiene en cuentaque la Gammade unaCalI, el día deejercicio, es
una Deltade l)irac y, por tanto, es lógico pensar que la convergenciaseamás lenta.

AProx

— - S.S

25 -40 55 70

10 25 40 55 70
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2.4 Ejemplos

Para la Theta de la opción anterior seobtienen los siguientesresultados:

0.8 --

o

-0.8

e

o 40 55

.1-e --

70

Aprox
- — S.S

-24 -.

-3.2

.4

Figura2.9

Comparación entre el valor de la Theta de una Cali evaluadapor el método de

Black y Scholesy por el método de separaciónde variables, N’=30

Con N30 la soluciónaproximada oscila mnuy poco en torno a la solución propuesta por Black y

Scholes(1973).ParaN50 las dos sonprácticamente la misma:

-0.8

-2.4

-3-2

.4

Figura 2.10

Comnparación entre el valor de la Theta de una CalI evaluadapor el método de

Black y Scholesy porei métododeseparaciónde variables,N50

-40 55 70

.Aprox
— - S.S
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2.4 Ejemplos

Para la Vega de la opción anterior seobtienen los siguientesresultados:

10

e

-2

.4

Figura 2.11

Comparación entre el valor de la Vegade una CalI evaluadapor el métodode

Blacky Scholesy por el métodode separaciónde variables,N30

Con N30 la soluciónaproximadaoscilabastanteen torno a la soluciónpropuestapor Blacky

Scho[es (¡973). ParaN suficientementegrandeLas dos son prácticamentelamisma.Porejemplo, para

N50:

9.6

8.0

8

7.2
8.4

5.6

4-8
e

3.2

2.4

1-6

0.8

-0.8

$

Figura 2.12

Comparación entre el valor de la Vega de una CalI evaluadapor elmétodo de

Black y Scholesy por el método de separaciónde variables, N50

40 55 70

Aprox

— — 0-5

25 40 55 20
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2.4 Ejemplos

Parala Rho de la opciónanteriorseobtienenlossiguientesresultados:

18

16

14

-Ii

10
1~

O

4

2

o
-2

.4

5

Figura2.13

Comparaciónentreel valor de la Rhode unaCali evaluadapor el métodode

Black y Scholesy por el métodode separaciónde variables,N0030

Con N~30 la soluciónaproximadaoscilabastanteen torno a lasoluciónpropuestaporBlacky

Scholes(1973). ParaNsuficientementegrande las dos son prácticamentela misma. Por ejemplo,para

N5 0:

14

12

10

8

CG

4

-2

5

Figura 2.14

Comparaciónentreel valorde la Rho de una CalI evaluadapor el métodode

Black y Scholesy porel métodode separaciónde variables,N0050

40 55 70

-—Aprox

- — S.S

25 40 55 70
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3 Rendimiento esperadocondicionadoy varianza condicionada

del rendimiento de una opción

Unavezquesehaexpresadoel preciodeunaopción comoproductoescalarde dosvectores,

paracada5 y paracadat, pareceinteresanteexpresarde la mismamanerael rendimientoesperadode

tina opción (vid. Rubinstein(1984)),asícomo utilizar el mismo métodoparatransformarla varianza

en unaformacuadrática;todoello en arasde podercalcular,de unaformafácil. puéinstrumento

financiero(vectorPV minimizala varianzadel rendimientode unaopcióncondicionadaaunafecha

futura y suietaa unaseriede restriccionessobrela rentabilidadexigidapor el inversor,el presupuesto

del inversor,y sobrelas distintassensibilidadesde la opción,etc. Se commenzaasumiendoun

determninadomodelo parael preciodel activo subyacente(Kon (1984)),así como unaseriede

hipótesisnecesariasparael cálculodel valoresperadoy se finalizaráexpresandocomoproducto

escalarde dosvectores,tantoel precioesperadocomo las distintassensibilidadesesperadasde la

opción,y expresandocomo unaformacuadráticala varianzadel rendimientode esta.

Como sevio enelcapituloanterior,el modeloquese asumeparael cambioen el logaritmo

del preciodel subyacenteentrela fechaactual,t, y cualquierfechafutura, h, es:

-2a
= logQti) — ----- —

siendo S~ el precioen t del subyacente,

m el rendimientoesperadoanualizadodel subyacenteestimadoporel inversor,

~ la volatilidad instantáneaestimadapor el inversor

D0 Tasade pagode dividendoscontinua.

Por tanto:

5h~ S
1e

7

51



Rendimiento esíierado condicionado y varianza condicionada de una opción

dondeYestina variablealeatoriaquese distribuye comola normal:

Asumamoslassiguienteshipótesis(vid. Rubinstein(1984)):

1. El inversory el “mercado”estánde acuerdoen queel tipo de interéslibre de riesgo

es constantee igualar.

2. El inversory el “mercado” estánde acuerdoen queel rendimientodel subyacente

sigueunadistribución lognormal.

3. Las estimacionesdel inversordel rendimientoesperadoanualizadoy de la

volatilidad instantáneadel subyacenteson iii y a; lasestimacionesdelmercadoson m y a.

4. El preciode mercadode unaopciónsiemprese calculautilizando la fórmula

de Black—ScholesparaopcionesEuropeas:

C(S,T — t; r, a)

Estashipótesisaíslanunaúnicafuentede discordanciaentreel inversory el “mercado”sobreel

preciode unaopción.En la prácticapuedehaberotrasfuentesde discrepancia

comotasasde interés,dividendos,lapropia fórmula,etc., perolas diferenciasen lavolatilidad

estimadason las másimportantes.

Se hablaaquídel mercado,comosi tuviese“inteligencia” propia (vid. Rubínstein(1984)).

Estoes consecuenciadel tipo de inferenciasquese puedenhacerde los preciosde mercadode un

determinadoactivofinanciero.Por ejemplo,si se conoceel preciode mercadodeunadeterminada

opción,se podría despejarde la fórmulade Black—Scholeslavolatilidad,dadoslos demásparámetros.

Esta informaríade la opinióndel mercadosobredichadesviacióntípica.

LashipótesisanteriorestambiénencierranimplícitamenteunahipótesissobreJa naturalezade

la ineficienciaen el mercado.
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3.1 Rendimiento esperado condicionado de una opción

Si se creequeun activo estamfrao sobrepreciado,paramedirsu rendimientoesperadosobre

un determinadointervalo temporal,hace faltaalgunahipótesissobrela velocidadconquedicha

diferenciade preciosdesaparece.En el casode unaopciónqueestámal valoradaconrespectoa su

activosubyacente,se sabequecualquiermfra o sobrevaloracióndebedesaparecercompletamenteel

día de ejercicioparaqueno existanoportunidadesde arbitraje.Todos losmodelosde valoraciónde

opcionesy todoslos estimadoresde volatilidad estánde acuerdosobreel valor de unaopciónrelativa

al del subyacenteel día de ejercicio.Unaposibilidades medir estadiferenciade preciospor el valor

absolutode la restaentreel valor y el precioy suponerqueéstadisminuyecomounafunción lineal

del tiempohastael día de ejercicio. Un supuestomásfundamentalpuedeserderivadode las variables

queafectanel precio de unaopción. Aquí se asumequela fuentede mfrao sobrevaloracióntieneque

ver con las diferenciasen laestimaciónde la volatilidad del subyacentey quetanto el inversorcomo

el mercadopersistenen susopinionessobrelavolatilidad hastael día de ejerciciode laopción.

3.1 Rendimiento esperadocondicionadode una opción

Bajo las condicionesexpuestasen el epígrafeanterior,el preciode mercadoesperadoparaun

instrumentofinancieroconvalor terminalg(S),al final delperiodode posesióndel instrumento,

h <T medidocomofracción de año,será(vid. Rubinstein(1984)):

E{C h}= E{C(S h,T - h; r,

-(y-ji U)
2

IC(Se~T—hrcÚe

d 2irh Jo,’’ dy (49)

donde:

19
= logQii) ——-~ —

2
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3.1 Rendimiento esperado condicionado de una opción

Hay quenotarque,enel cálculode laesperanzaanterior,el preciode la opcióndebe

evaluarseen La volatilidad estimadaporel “mercado” a (volatilidad implícita), parapoderobtener,

dadaslas expectativasde volatilidad y rendimientodel subyacente( é, ji ), el preciode mercado

esperadocondicionadoa la fechafutura t=h.

Teniendoen cuenta(6), se puedeexpresar(49)como:

-5

-(y —ji h)
‘o ‘o 2 --

r(T Ii) (3> 2 T—hz Zh J f~(s0e~~2 —D0)(T—h)-4-a - )e
2dze 2cr2h dy. (50)

— ‘o - ‘o

Lo queinteresaparael desarrolloposteriorde la investigación,es expresar(50) como

productoescalarde dos vectoresde la mismaforma quese expresaenel capituloanteriorel preciode

unaopción.

Utilizando la representación(28), la integraldobleanteriorse convierteen unasuma de

integralessimples,resolublespor losmétodostradicionalesde integración.

El preciode tinaopciónen S~Sh se puedeexpresarcomo:

C(Sh,T—h;r,a)= (X,-t) + u
0¡30(X,t) + u431 (X,t)

u-’

dondetanto como se evalúanen

x íog~sj íog~j ~- ~ + y

2y en lavolatilidad implícita a. Entonces

-<y-ji tú2

“1 dyE{C~h}= — -m—u0f30±u,l3~3e 2o¾~ 27uh

NótesequeahoraXeYson variablesaleatorias

2 Por las razonesexpuestasen el capítuloprimerose consideraqueel precio de la opciónes cerofuera del

intervalo tS~~1 ,SM].
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3.1 Rendimiento esperadocondicionadodeuna opción

-(y4th§

o :2rh E
¡¡-1 ~

Oh Jl3íe 2d~h

2021, dy +
O /2jth

dy =

N

donde:
-6>-ji j,>2

1
ti

~ 2rh J
ji

dy

j +~jJje
c ~ith JL jtiavijt+et(íoe(~SQ

-(y-ji

~~21,

—09

Utilizando las propiedadesde [afunción exponencial,la identidadde Euler:

e”3 z=cosO+isinO

y conayudadeJa integral:

ir (b
2—4ac)¡4a 1

= e ERK
a L (53)

}

se obtieneque:

lm{i’CS=)
¡¡

«2+2aQt(fl?jj ~í
ee

log

«í¡ú2¡-íog(§P)+jiíajj {W(y; cr)}
(54)

l~~rn }

con:

W(y;p)tzi>?ZL ja
-1-

a 2h

Ii
e dy +

dy. (51)

(52)

b + 2ax

2a
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3.1 Rendimientoesperadocondicionadodeuna opción

Teniendoen cuentael resultadoanterioresfácil ver que:

-(y-ph>
2

ce

a 2~th fi
1e ~21,

—09

-j{ZH tjn na

ZJ~~ +(j&
n--1

+ (je
0~”

+ (1 — j)ert

+ (1— i)e-<t)Hijje

)Ñ
1

sedefineen (51)y:

09

-(y-ph)

2

V- Le 2Ú21¡
-_ ,.—.¡1 I~)
EJ Z7tfl J

—09

_ ¡i~ío~(sO

a 2~th
09

-(y-ph)2

2~2l¡

e dy+
1-j--B~

~ 2rth

ce
(2~—i~log~

‘. ¡u>

—09

Utilizando las propiedadesde la función exponencialy el resultado(53), seobtieneque:

lv-

IehiIj+J1 km?(Re{w(y;
jñ) —

lI~d2o~o~cij —(i —y
j) })

log—~so (55)

Iog09

so

Portanto sepuedeexpresarel precioesperadode mercadode unaopción,condicionadoauna

determinada fecha futura t% y a un estadoinicia! So, como:

E{ChFZZ

Dl

dy

dy —

donde cI%

dy =

-(y-ph)2

2ú2 h
dy.
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3.1 Rendimientoesperadocondicionadode unaopción

o bien comoproductoescalarde dos vectores(paracada5 y paracadat):

E{C’~h} =

Pz4u0ujg1g2-.g~]

Portanto,se puedeseparar,al igual queconel preciode la opción,porunapartetodo lo que

concierneal instrumentofinancieroavalorar(vectorP) y, por otra,todolo concernientea la

valoraciónen sí.

El íendimientoesperadoanualizadode laopciónserápuesla fracción:

m~ =c~tlhlIr CPQ’)

dondeC0 esel preciode mercadohoy(t=O) del instrumentofinancieroa valorar:

Tambiénhay quenotarque la tasade crecimientog no apareceen la soluciónde laecuación

de Black-Scholes(6). Aunqueel valorde unaopcióndependede ladesviacióntípicadel rendimiento

del preciodel subyacente,no dependede su tasade crecimiento.Sin embargo,no ocurre lo mismo

conel valoresperadodemercadode la opción,como se apreciaen los resultadosanteriores.

Porotra,parteel preciode unaopcióny suvalor esperadodescontadosólo coincidiránen el

casoen que i.i = r y ~ = a ; estaes unade las razonespor las cualesno es correctointerpretarla

Deltade unaopción comola probabilidadde queestaexpire“in the money”, yaqueparacalcularesta

probabilidadse debehallarel valor esperadode la función U(S-K) dondeUesla función de

1-leaviside,quenecesariamentecontendríaal parámetro¡d, mientrasquelaDelta,comose apuntó

anteriormente,no lo contiene.

(56)
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3.2 Varianza condicionada del precio de mercado de una opción

3.2Varianza condicionadadel precio de mercadode una opción.

En estasecciónse expresalavarianzacondicionadaaunafechafutura t=h del preciode

mercadode unaopcióncomounaforma cuadrática.Estopermitirá,enel Capítulo5, plantear

diversosproblemasdel cálculode laestrategiade mínimavarianzasujetaaunaseriede

restricciones.La varianzadel preciobuscadase puedeexpresarcomo:

--y

V{CJh}— 1 J(C(SoeY,T~h;r,a)~E{C~h})2e =Vh dy
a 2nh

‘o

o corno es habitual:

V{C~h} = E{Cflh} —(E{c~h})2

dondeutilizando (6) se obtieneporunaparteque:

-(Y-k ~ 21 2[r(T-Ai) y+(r -D
0)(T--h)+e T-hz—--— J= 5 f~(Súe 2 )e

2dze 2~2 1, dy

y porotra:

-(y-ji
- e 2r(T h) y~-e 1 2 —— 2

E{Cflh}= (2 ~ j{J~(Sóe ~ ‘r~hZ)ID~ 2 dy.

Si lo quese pretendees calcularqué instrumentofinanciero,convalor terminalg(S), minuniza

la varianzasujetaa unaseriede restriccionessobrerentabilidad,presupuestarias,etc. Las

fórmulasanterioresno parecenestarexpresadasde la forma mássencilla.Sin embargo,si se

utiliza la expresióndel preciode unaopción (29)y de suvaloresperado(56), las fórmulas
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3.2 Varianza condicionada del precio de mercado de una opción

anterioresse puedenrepresentarsimplementecomo la formascuadráticassiguientes:

(E{c~h})2 P~‘ÓP’

donde:

~2 í%i31 i30~V1

- tt

tNI3o tNI3I tNtl N

Quedapor calcular E{C2 h} - Ahorabien:

= PQ’QP’ = PQP’

para:

PIPO
c¾p0 r1131

$NPO

POct

í~
PO«N

PItN

~

WNPI ~N~l

Entonceslaesperanzabuscadaes:

E{Cflh} = E{PQ’QP’} = E{PQP’} = PE{O}P’ = POR

- E{13~} E{p0j31}

E{PP0} E{P~}
E{~II3I} E{~1p1}

E{DNPO} E{DNPI}

O=Q’Q

con:

E{PO~N}

E{PIDN}

E{~}

E{~}

E{~NGí}
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3.2 Varianza condicionada del preciodemercadode unaopción

dondeE{f} quieredecir:

Por tanto,medianteestaformulación,se puedeexpresarlavarianzacondicionadadel preciode

mercadodeunaopcióncomola forma cuadrática:

V{Ch}= P(Ó —

La matriz (ñ Q’Q) tienedos propiedadesqueseránde gran utilidad en el Capítulo5;

es simétricay definidapositiva. La primerase demuestratrivialmente,dadoque,si las matrices

~y~ son simétricas,lamatriz Q‘Q) tambiénlo será. Parademostrarlasegunda,

bastacon observarqueunavarianzaes siemprepositiva:

V{Cjh} >0 =~ — Q’Q)P’> 0, VP

y se concluyequela matriz (ñ QQ) es definidapositiva.

Paracalcularcadauno de loselementosde O bastaconcalcularlos siguientesvalores

esperados,para j, j’ = 0,1:

E{I3~P~. 1
E{PjD~$

E{dI<4k}

Teniendoen cuenta,comoantes,que tanto ‘$, como debenir evaluadosen:

t=T—h

x = jj=iogl(SO )±y

E{f}= E{fh}=

ce
-(y -u

1

a 2~h S ~ e

26>2

—09

dy (57)
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3.2 Varianza condicionada del precio de mercado de una opción

y en lavolatilidad implícita a, entonces:

B{P1P1~}=ZZH~ H E {c~~ ~k } + (jeDot

n=1 kl

±(je
00T+(l ~q?~4

~=1

+ (jeDO + (1 ~~~j)e<¶gj’eDOt+ (1 ~ }.

Utilizando la identidadde Eulery (53), se llegaa que:

E{~I ~ }—A Im{J(y;k — n)— J(y;k + jogM
~»jog

5~1

donde:
(2=

‘2’

A = 1 K I he —~ it a

2+k2<-y
- hí 2’4 -5 ceo2 222’~

ERF(W(y;2a))
4

a’ = Pj$jjio~
SO

+
Sn’

De la mismamanerase tieneque:

E{H/VJ, }= BJ~o )‘E~iYdID }±(1 — j — Ci$~ji) E{e(2U])Y4~ 1

donde,paracalcularE{e>YcI, Jy E{e(2a2>Yc
0 se utiliza que:

(22 ) ~2rí( *=~;~~j!~j$e- ~1

E{eÁ ~‘L04 r ím{ií k5So) eYL=
1J~~ <ct+A)2 + logsM

¡ (60)

0% ~log 5

N

±Q~j9crDzFIJflE{H it

(58)

(59)
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3.2 Varianza condicionada del precio de mercado de una opción

El término E{H~H~- secalculatrivialmenteteniendoen cuenta(60), detal forma que:

y, porúltimo, dados

E{e (j±2ce—j’)y

E {~ (j+2rx—j)y 4+

B~ BJL So) E{e(~~’~~ 1~

±B~(1<~BY{So j J+2a-j’

+ (i — j — B1 >1 —5— B~- Ijs )4a~ E~e(4”É>)Y }

los resultadosanteriores(58)y (59), el valor deE{P/1D~}se calculasegún:

N

E{P ~ }:x ZHkE~»nLk } + (je”~~ + (1— j)ert)E{H~D, 4.
k=1

En definitiva se lograexpresarlavarianzadel preciode la opcióncondicionadaa una

determinadafechafuturacomola formacuadrática:

V{C~I4 = —

De nuevose ha separadolaparteconcernienteal instrumentofinancieroa valorar

(vectorP) y la concernientea la valoraciónen sí. Estaseparación,tanto en el preciode la

opcióncomoen su valor esperadoy varianza,serácrucial a lahorade calcularlaestrategiade

mínimavarianzaquegaranticeun determinadorendimiento.

Por último, hayqueteneren cuentaque,sisellamaC0 = C(S0,T; r, a) al preciohoy

de la opciónconvalor terminalg(S), entoncesla varianzaanualizadadel rendimientode una

opcióncondicionadaa unafechafutura t=h, se puedeexpresarcomoLa fracción:

hC~

(61)
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3.3 Sensibilidades esperadasdeuna opción

3.3 Sensibilidadesesperadasde una opción

Al igual queconel precioesperadode unaopción,se puedeexpresarla Delta,Gamma,

Theta,Vegay Rho esperadascomoproductoescalardedos vectores,detal suertequese

podránutilizar en el capítulosiguientecomorestriccioneslinealesen un programade

mínimizacióncuadráticadelavarianza.

Asumiendolas hipótesisdescritasal comienzode estecapítulosobreel rendimientodel

preciodel subyacente,sepuedecalcularlas esperanzasanterioressinmásqueintegrar sobrela

distribucióndedicho rendimiento.

3.3.1 Deltaesperadade una opción

Como sevio en el capítuloanterior,se puedeexpresarla Deltade unaopcióncomola

siguientesuma:

+110~~ —+u1 (62)aPO
óx

dondelasderivadasparcialesquecomponenla sumaanteriorse describenen las fórmulas(36),

(37) y (38). Integrando(62)sobreladistribucióndel rendimientodel subyacentesetieneque

—(y j.L ,> 2

~ fS~e’ «~~n ap, í_ 2e~j¡
o 2~th - ---±u0 ~ j dy

-Ó jil¡§
N ‘o ‘o — -

a ~ IS0eY dy+ ~ S2Q ~I~O ~ dy+

iii —‘o

+ a 2zrh fS0e~ 2ck dy
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33 Sensibilidades esperadas de una opción

dondetanto
Ox ‘ ~éx como

debenir evaluadasen la
Ox

volatilidad implícita (estimada

porel mercado),y en:

-u =T—h

x = ío~~~) = iog( o ) + ~

Resolviendolas integralesanteriores,se puedeexpresarlaDeltademercadoesperadacomola

sumasiguiente:

Z g4~

+u0I%~ ±u1j
3

1~

ii=j

donde,teniendoen cuenta(57):

t,x=

3qj~

Ox
} 1

09

Ssoley
-09

2e[L2)

S0L~ 2rh

So)”

¡u Se

-- e
Ox

2 1, dy

-(y-ji

Uy ¿y— cos9
+ ctsins9e 2é

2 1,
dy

con:

+ y).

Utilizando la identidadde Eulery la integral (53) se obtieneque:

-1
— 2SQLe

(222

fl Ira —

iÁ

Re{e¡O’ERF{W(y;a}}±aIm{eiOERF{W

j

0~lM

(Y; cí}j so
jo~¾L

5

59! —

(nr
Y L

donde:

+ 111=)~r
tu
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3.3 Sensibilidades esperadas de una opción

De lamismaforma se puedecalcular = 0,1):

--5

09

iOPli ÉL
5 Ox{ oJ2-rrh JS0e~

DR 2
Cl 261,-e dy

Ox
-09

-(y-jiS>

2

1

2jthJSoejZ’~&(EJ

ce

r 1 Dc» 2e2h
¡ e

~ J S
0e~ Ox

—09

dy+- -- -

09

S l 5H~-e
S0e~ Ox

-ce

+(jeDOt ±(1~j)er
t)f1

09

t=B{ 1

~1

o 2rrh Lot-y
-09

OH~
e

Ox

Ja ±(1—i—Bi)(2ct—i{

S
0e~

¡u

)2a~i je 26¾dy

y utilizando las mismastécnicasdeintegraciónqueen loscasosanterioresse obtieneque:

—B3j (s~
2S~ Yk ji

(1—j—B1)(2a—j) SO

- _ ti ¡2S0 — _ _

~e+(j—1)~-~ERF{Re{W(y; j — 1)4J

h(2a—i—1fx+(2ce—J~I)t iIERF{Re{W(y;2cx — j —1)».

Por tanto,se puedeexpresarlaDeltaesperadade unaopcióncomoel productoescalar(para

cadax y paracadat) de los vectores:

P=[u0u1g1g2-gj

O = [<3O,x <31.x ~ ~2c

i=PQX.

(63)

I,~

OH)
— <le
Ox)

22e

1

a 2nh

dy =

1’4

EH

¡Sí

N

¡‘-‘1

--5

Ii dy

donde:
(y-ji 5)2

2o 2 Li dy=

1

o

09 1’

-09

S0e~

5 ¡SS
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3.3 Sensibilidades esperadas de una opción

3.32Gamma esperadade una opción

Comose demostróanteriormente,la Gammade unaopción sepuede expresarcomo:

Oc»

Ox
ji ±110

O~I3

Ox2

Ozji+ulc

Ox2

—c» ~,< )+ 110 &o,xx — Po,.)+ 11j ~ — P.~

dondecadauno de los términosde la sumaanteriorsedefinemediante(36), (37), (40) y (41).

Utilizando el operadorE{ } definido en (57) laGammaesperadaes la sumade

esperanzassiguiente:

N

II 1

c»
1,XX

s2
¡SrL) -r-u P O,xx — Po,x

s2 ji±uIELkxxí!3!x
ji.

Teniendoen cuentaquetanto cLi,, 3
0y I3~ comocualquierade susderivadasdebenir

evaluadasen la volatilidad implícita (estimadapor el mercado),y en:

t=T—h

x = ío~(j~ ji = log[j~SO ji + i~

y resolviendolas integralesanterioresse puedeexpresarla Gammaesperadacomo:

1»
— t,, )±u0 ~ — ~ )÷u1 — <3j,x )

donde:

Fc»
— = E

3 IS,XX fl,Xni’ ~

}

09

1

O 2~th L

i

S~e2YYOx2
09

II ti n

0<

-(y-ji1,)2

ji e
Oc»n
Ox

2d2h dy
(64)
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3.3 Sensibilidades esperadas de una opción

Restando(36) de (40), seobtieneque:

02c», ¿Mt _

o>) Ox

2 [22a2) í>~ 1—e ~ eH(2cx
L kS~) k

1-11-U
1)—cos9+

L ti
2

a —a— n2rr2) a)

con:

9 = -~(iog$ + yjf

Sustituyendoesteúltimo resultadoen (64), utilizando la identidaddeEulery la integral (53), se

obtieneque:

-1
di ¡1, —t ni’ =

(222
~ it a~ ---~i~ C~’ji el (í2)2+=(~tjijflj ~}

mt Re{eOERF{W

L
(y; 44+tia2

22nrt-a- -~ ji
Im {e OERF{W(Y;añj

lOg-—

5
¡SS

De la mismamanerase puedecalcular I2>,~ —

ci -cin,xx ji,x } (je00¶ + (1- j)e~

dondela primeraesperanzasecalculóen el pasoanteriory lasegundase resuelveutilizando

técnicassimilaresa las anteriormentedescritas:

—H

si -4+

(1 —z---- C~ )(2a — z)(2ct
+ ___- —-—-1

-

) icí—z h(2a~z~2>K+(2u~z~2)c j

I (2ct

donde:

~4v
(i

09

15=1

E{ {
-H

}
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3.3 Sensibilidades esperadas de una opción

Portanto se expresala Gammaesperadacomo:

P=[ufulglg2.--gNJ

Op = L<3oxx 1
3o,x <31,xx - <3l,x ‘W,xx — ~1,x - dbNxx — tN,x] (65)

3.3.3Thetaesperadade unaopción

Comose demostróen el Capitulo2, sepuedeexpresarla Thetade unaopcióncomo:

o»
oc»

n

Dr

8P
0 013

(66)

dondelas derivadasparcialesquecomponenla sumaanteriorsedescribenen las fórmulas(44),

y (45). Integrando(66) sobrela distribucióndel rendimientodel subyacente,setieneque:

—1

~ 2irh JIS

Oc»”

a-U +11v 5J3~
Dr

±11~~?$je 2ú¾ dy =

EJ

n -cl

jet 261,

Cc

udy--
EJ 2~h

-(y-ji

SOI3~ 20=1,
e

Dr

-(y-jih)

nl

~ 2i-th SOI3~ e

Dr
-0

he
2

dy

oc»15 ~I3~ 5P1
dondetanto , -‘ como

Dr Ox Dr
debenir evaluadasen la volatilidadimplícita (estimada

por el mercado),y en:

X=log~~h )= ío~fjj+~

dy -
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3.3 Sensibilidades esperadas de una opción

Resolviendolas integralesanterioresse puedeexpresarlaDeltade mercadoesperadacomola

sumasiguiente:

N

Ó
rl

+u01
3

0,+U1<31

donde,teniendoen cuenta(57):

-(y-ji 11)2

ci¡¡.r
1

¡ne
~ 2~th JO-u

b

2

dYzzAfe”Y sin&e

Cs~)L~ 2zth

9 =iii~iog5i+ y)

utilizando la identidadde Eulery la integral(53), se obtieneque:

22

d~n,t

(222
¡Srta

‘~ 1Ti) -e
L

sso

~ Jm{e

donde:

9, = + log

Por último (paraj0,l):

13}ZH
— (jD

0&DCT + (1 — j)re<
t )E{H~ 4=

— (jD
0e~~ + (1 — j)rerr )1=>.

nl

con:

-(y-ji 11)2

1,
dy

ERiF{W(y-

+~thjit.

<3i..
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3.3 Sensibilidades esperadas de una opción

Portanto, se puedeexpresarla Thetade laopción comoel producto:

P=[u0u1g1g2--gj

O = [<3o,<3jt ~lr ~2r -

3.3.4 Vegaesperadade unaopción

La Vegade unaopciónse puedeexpresarcomo:

A=Zti~ c»~ Dc»”
±g15 ) +

OuO-O-& +111 5P1

154

Tomandoesperanzasen (68), se obtienequela Vegaesperadade unaopciónes:
09

-‘ Og~

Zti Da

Dc» -i-u0E{- -U-
<ji O[31

Da j Da-J

4i15 +~15t j±uúbú¡5+u1j
3

10

Da

donde c»2 se defineen (54)y los demástérminosse calculan,utilizandométodosde

integraciónsimilaresalos anteriormentedescritos.Teniendoestoen cuenta,es fácil calcularel

Oc»
valoresperadode

Da

Dcx
15+¡O2~

Da KW
±iE{yc»iji

donde:

¡ log-——

E{Yt}=AIm{ — 2ce L 5~ +yre- ~

ah1” —-t -——

— Bek L
2 ó~) ERF{W(y;

coir

— a2iJtck~jia

(67)

(68)

D¡3~ ~ _Da }

n2n=a-

= —ti
-rc»

{(69)

Ilog~~rn
3

E 4
e

70



3.3 Sensibilidades esperadas de una opción

B= 2-lthti
mt

i-’+6 ---±a»L )

~!ti(~2 ±4

Por último (paraj=0,l):

P}zc 01-1-
Di
Da

+ H115E{~%-} ji + (j¿ÚOT

dondetodossustérminossehandeterminadoanteriormenteexceptoel último valor esperado:

1’. _ OB1 E~e~

J Dc
— e(=~

3>X}+ (1 — j — 11)2

x = íog(ji’ j = ío~~j)+ i~

Estese calcula,teniendoen cuentaque:

log—-

(A& + j)ERF{Re{W(y; A)» (70)

Iog

dondeparacalcularésteúltimo resultadose utiliza de nuevola identidadde Eulery la integral

(53).

Por tanto, sepuedeexpresarlaVegaesperadade unaopcióncomoel producto:

u1 glg2gNj

5g> 0g2

~A =[~ OEJ Da

~—[<3OS <3~<’ eFler c»20 di) Ni

QÁ 10000~

DgNl
Oc j

..d:bN]

(71)

<3i,c + (1— j)err

bu-

Loa

D~i-}

Oc

E{y eA Y 4 =
— t h e

(y— ji

11 >2Ay—-
2 líe h~e (A

2
O -40ji)

2
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3.3 Sensibilidades esperadas deunaopción

3.3.5Rho esperadade una opción

La RPm esperadade unaopciónse calculade forma muy similarala Vegaesperada,sin

másqueteneren cuentaquesi, laexpresión:

~=tC
n=l

Dg

Dr”
+g15 0%) + ~0 013v

D131
+ u1 -~ (72)

entonces,tomandoesperanzasen(72), se obtienequela Rho esperadade la opciónes:

ZC¿~r E{ciD
_ {O~}013Q } + u, E

Dr

dondeci, se defineen (54):

ci
nr Oc cii,

y E{y c»1 4 sedefineen(69). Por último, teniendoen cuentaque:

OB
~ E{e

— e~2~>»}+ (1—] — E

donde:

X=log( ~

k S
-1= 10g1’Só
) yS~)

y losresultadosdesarrolladosanteriormente,se determinanlos términosde (73), lostérminos

de

OH315
+ HJRB{Y~33-V)+ (jJDÚ + (1— j)~ftE.~i4 } + (j — 1fte~fl-

LDJ) tOr

}ji+ uoE{

e(=U
3)x} (73)

¡3
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3.3 Sensibilidades esperadas de una opción

Segúnsedesprendede los resultadosanteriores,podemosexpresarla Rho esperada

comoel productoescalar(paracadax y paracadat) de los vectoressiguientes:

P=~uOu1glg2---gNj

Dg, Dg2 Dg~j

O=[borbj,r ~» c»=,r c»]

1~ =

En resumidascuentas,lo quese haconseguidoen estecapituloes expresar,en formade

productoescalar(paracadaxv paracadaO dedos vectores,tantoel precioesperadode una

opcióncomolas distintassensibilidadesesteradasde ésta.Tambiénse expresacomounafonna

cuadráticalavarianzadel preciode laopción. De estamanerase tienetodoslos ingredientes

necesariosparaplanteary resolver,de forma sencilla,elproblemade minimizaciónde la

varianzacondeterminadasrestriccionessobreel rendimientoesperadoetc., quese planteóen el

capitulo introductorio.A modo de resumense tiene:

Tabla3.1

Resumende resultados
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3.4 Ejemplos

3.4Ejemplos

A continuaciónse muestranunaseriede ejemplosqueponendemanifiestola bondad

de la aproximaciónrealizada.Calculandolos coeficientesdel desarrolloen autofunciones

gigN paraunaCalíconpreciodeejercicioK=70,T~1,hr=l20/360,ce3,~ =6, D0=O,

rlog(l.05), S~, =1, SM = 900, u0 =0, u1 ‘=900 , m=l~1yN20 se obtienenlos siguientes

resultados:

80

60

C 40

20

Figura3.1

Comparaciónentreel precioesperadode unaCalI evaluadapor el métodode

Black-Scholesy por el métodode separaciónde variables,NCc20

ParaN=50,prácticamenteno existediferencia:

80

60

0 40

20

Figura3.2

Comparación entre el precio esperado de una Cali evaluada por el método de

Black-Scholesy porel métodode separaciónde variables,N=50

Aprox

— - S.S

lo 40 100 130

Aprox.

- — 0-8

10 40 70 100 -fao
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3.4 Ejemplos

ParaunaPutconpreciode ejercicioK=70, T=1, b=120/360,e‘=3, ~ =.6 , = 0,

r=log(l.05), ~ =1, SM = 900, u0=K,uí%,ml.1 y N20 se obtienenlos siguientes

resultados:

80

40

O

20

o

Figura3.3

Comparaciónentreel precioesperadode unaPutevaluadapor el métodode

Black-Scholesy por el métododeseparaciónde variables,N=20

ParaN50:

so

40

20

Figura3.4

Comparaciónentreel precioesperadodeunaPut evaluadapor el métodode

Black-Scholesy por el métodode separacióndevariables,N’=50

10 40 70 100 130

10 40 70 100 130
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3.4 Ejemplos

Calculandolos coeficientesdel desarrolloenautofuncionesg; g~ paraunaCalI conprecio

de ejercicioK’=40, T’=1, e=3, r”’log(l .05),S,~ =1~ 5M ~300 uo’=0, u
1 ‘1000, N20 se

obtienenlos siguientesresultadosparala Deltaesperadade la opción:

1.2

0.9

0.8

c

0.3

o

-0.3

Figura3.5

Comparaciónentreel valordela Deltaesperadadeuna Cali evaluadaporel métodode

Black-Scholesy porelmétodode separaciónde variables,N’=20

ParaN=5O:

1.2

0.9

0.6

0.3

10

Figura3.6

Comparaciónentreel valorde la Deltaesperadade unaCalI evaluadapor el métodode

Rlack-Scholesy por el métodode separaciónde variables,N50

— — S.S

40 70 100 130

5

Aprox.

— — B-S

40 70 100 130
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34 Ejemplos

Parala Gammaesperadade la opciónCalI anteriorse obtieneparaN~2O:

0018

0.012

C 0.006

0

-0.006

5

Figura37

Comparaciónentreel valorde la Gammaesperadade unaCali evaluadapor el métodode

Black-Scholesy por el métododeseparacióndevariables,N=20

ConN’1O la soluciónaproximadaoscilaen tornoa la soluciónpropuestaporBlack-Scholes.

ParaN suficientementegrandelasdos son prácticamentela misma,porejemplopara

NSO:

0.0 18

0.0 12

c

0006

s

Figura3.8

Comparaciónentreel valor de la GammaesperadadeunaCali evaluadaporel métodode

Black-Scholesy porel métodode separaciónde variables,N=50

Aprox.

— — E-O

40 70 100 130

10 40 70 100 130
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3.4 Ejemplos

ParalaThetaesperadade laopción anteriorse obtienen[ossiguientesresultados:

o

—1

o -2

.3

.4

-8

Figura3.9

Comparaciónentreel valorde la Thetaesperadade unaCali evaluadapor elmétodode

B]ack-Schoiesy porel métodode separaciónde variables,N’=20

ParaNrSO:

-1

-2

o
-3

.4

-5

Figura3.10

Comparaciónentreel valorde la Thetaesperadade unaopciónevaluadaporel métodode

Black-Scholesy porel métodode separaciónde variables,N’=50

70 100

— - S.S

5

70 loo 130

— Aprox.

- — 6-8
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3.4 Ejemplos

ParalaVegaesperadade la opciónconN20:

le

12

e

.4

Figura3.11

Comparaciónentreel valordela Vega esperadadeunaopciónevaluadaporel métodode

Black-Scholesy porel métododeseparaciónde variables,N=50

La soluciónpareceoscilarun pococonrespectoa la soluciónoriginal.ParaN50 lasoluciónes

prácticamentela misma:

16

12

CS

Figura312

Comparaciónentreel valor de la Vegaesperadadeunaopciónevaluadapor elmétodode

Black-Scholesy porel métodode separaciónde variables,NSO

LIS

40 70 100 130

lo 40 70 100 130
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3.4 Ejemplos

Parala Rho esperada,conN20, se obtieneque:

50

40

30

C 20

10

o

-10

Figura3.13

Comparaciónentreel valor de la Rho esperadade unaopciónevaluadaporel métodode

Black-Scholesy por el métododeseparacióndevariables,N’=50

ParaN~5O:

50

40

30

20

10

Figura3.14

Comparaciónentreel valordela Rho esperadadeunaopciónevaluadapor el métodode

Black-Scholesy porel métodode separaciónde variables,N50

Aprox.

- — B-S

40 70 100 130

a

Aprox.

- - S.S

10 40 70 100 130
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4 Cálculo de la estrategiaeficiente

Existencuatroparámetrosfundamentalesquedeterminanla eleccióndeunade las múltiples

estrategiasespeculativas,compuestasporopciones,que un inversorpuedeutilizar: el rendimiento

esperadodel activosubyacente(m),el tipo de interéslibre de riesgo(r), lavolatilidad estimadapor el

inversor(a)y lavolatilidad implícita o estimadapor el ‘mercado”(a). El problemade selecciónentre

unadeterminadacombinaciónde opcionesu otra, dependefundamentalmentede síel rendimiento

esperadodel activosubyacentees mayor,menoro igual queel tipo de interéslibre de riesgoy de si la

volatilidad estimadapor el inversores mayormenoro igual quela volatilidad implícita. En las Tablas

A.2. 1 y A.2.2 del Apéndice2 seespecificancualessonlas estrategiasmas usadasen estas

circunstancias.En lo queconozco,la formalizaciónmatemáticadel problemade la elecciónde la

estrategia,compuestapor opcioneseuropeas,dadaslas expectativasdel inversory del mercadosobre

la volatilidad y rendimientodel activo subyacente,no estáplanteadoni resuelto.En estamemoriase

abordade la siguientemanera.

Como se vio anteriormente,elpreciode un determinadoactivo financieroqueen t T tiene

un valor terminalg(S)es:

e r(T—t) r (r~~’~o2.Do)(T~t)±a IT—Li — Z

C(S, T—t,r,a)= J g(Se 2 )e 2 dz.

o,

Su valor esperadocondicionadoat=h:
-(y-ji li)2‘o

E{Ch}= 1 IC(Se

a 2ith JO ~,T~h;r,a)e 2~2h dy
y su varianza:

-(y-ji
UN

V{C h}= --—--~t~ f(C(StieY~T -h;r,a) — E{C’h}fe 2Oh dy

donde:
12

~t=log(m)—--a —D
2
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Cálculo de la estraÉegiaeficiente

Llamando:
C0= C(S0,T;r,a)

al preciohoy del instrumentofinancieroconvalor terminalg, el rendimientoesperadoanualizadode

laestrategiaserá:

m<

y su varianzaanualizada:

Vm V{C~h}hC~

Lo quese pretendehallar es aquellacombinaciónde opcionesqueminimice lavarianza del

rendimientode la estrategia,sujetoa conseguirunadeterminadarentabilidady aunadeterminada

restricciónpresupuestaria,esdecir, calcularaquellafunción g queseasoluciónal problema:

minVm
g(S)

me=(]+Rh)h (75)

C(S0,T;r,a) CO

siendoRí, el rendimientoexigido porel inversory Coel capital inicial a invertir, o bien,teniendoen

cuentalas fórmulasanterioresel problemase expresacomo:

2 (yjihjj
2

2 2

mi,, Jg(SoeÚIzY¾e 2 dz — ff&(Soew(zfle~~~1= dze 22 h dy e 2&h dy2g a 2itho, o,

sujeta a

y jI 2

1 , •——-

12 (r—~Q-DoXT—t).e T—tz Z2o2h

122 f~~(soe<rdMÑ) dY=(1+R
1Df~Súje-~ —e dze )e

2dza —o, o, -
- o,

e — rif — (r!02D)(Tt)+c,ÍTS Z

2r jg(S

0e~
0 )e 2dz

- o,
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Cálculo de la estrategia eficiente

siendo:

1~2 —Djj(T—t)+a ~T—t z+~{

En definitiva, sequierecalcularla fronteraeficientede unacarterade opcionessobreun determinado

subyacente,dondecadapunto deestarepresentaríaunaestrategiag(S)a compraro vender. De igual

manerase podríaplantearel problemade maximizacióndel rendimientosujetoa quela varianzadel

rendimientode la opcióntomeun determinadovalor y a quesc cumplala restricciónpresupuestaria,

es decir:
maxm

g(S)

C(S~
1,T;r,a)=C0{

Vm ~=V~

dondeVh es la varianzaobjetivo del inversor,o bienproblemasdel tipo:

g<S) 1>

C(S0,T;r,a)=c0J

siendo ?. un indicadordela importanciarelativaquetieneparael inversorel riesgoconrespectoal

rendimiento.Cualquierade estostresproblemasdarásolucionesmuy similares.Porello nos

centraremosfundamentalmenteen el primero (75), considerandotambiénalgunarestricciónmássobre

las sensibilidades.

Pararesolverel modelo(75), se debesuponerqueel inversortieneestimacionessobrela

volatilidad (a) y sobreel rendimientoesperadodel subyacente(1W) y queescapazdeobtenerlas

estimacionesdel “mercado”sobrela volatilidad(vid. Rubinstein(1984>)así comoel tipo de interés

libre de riesgor, el preciode mercadodel subyacenteSo y todoslosparámetrosnecesariospara la

valoraciónde opciones. Una vezobtenidosestosparámetrosse podríaabordarel problema(75) por

mediode técnicasabstractasde optimizaciónsobrefuncionalesen espaciosdedimensiónilimitada

(L
2). Sin embargo,aquíse abordadirectamente,haciendouso de los resultadosobtenidos

anteriormentey quese resumenen la tabla3.1 del capituloanterior,de tal suertequeel sistema

integral(75) se transformaen un problemadeproaramacióncuadrática,en un espaciode dimensión
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Cálculo de la estrategia eficiente

limitada, consistenteen calcularquécondicionesde contorno(vectorP) minimizanla varianzadel

rendimientosujetaa unaseriederestricciones.Teniendoencuentadichatabla,se resuelve

primeramenteel problemamássencillo,condos únicasrestricciones,paramásadelanteañadirleotras

sobrelas sensibilidadesde laopción.

Porúltimo, cabeapuntarque,dadoqueel problemaaresolver tienerestriccioneslinealesy el

Hessianode la función objetivo es definidopositivo, lasolución quese encuentreseráun mínimo

global. Parala resolucióndeestetipo de programascuadráticosexistenmúltiplesprogramas

disponibles.En estetrabajose utiliza el programaMatlab 5 y en concretoel procedimientode

programacióncuadráticaqp.m, todoslos demásprocedimientosadicionales,necesariosparaelcálculo

de precios,valoresesperados,varianzaetc. tambiénse realizaroncondichoprograma

A continuaciónse presentanunaseriede ejemplosde estrategiaseficientes.En todosellos la

volatilidad “estimada”por el mercadoes a =.3,el precioen t O del subyacentees S~ =
6000,el

tipo de interéslibre de riesgor = log(l.05), la fechadeejercicio T = 1 año,el periodode posesióndel

instrumentoh = 1 año,el intervalo de preciosa estudiares = 10, SM = 100000,la cantidadde

dinerodisponibleC
0 = 1, el rendimientoexigido por el inversorRí, = 0.1 y el númerode términosdel

desarrollodeFourierN=20. Cadaunade las figurasconstadedos gráficos: Ja estrategiaóptima

cuandoquedan1 añosparavencimiento(líneapunteada)y laestrategiaóptimacuandoquedanT-h

añosparavencimiento(líneacontinua).Ademásse especificael sentimientodel inversorsobrela

volatilidad y el rendimientofuturo del subyacente,la estrategiaapriori , asi comola desviacióntípica

1 _______

anualizadadela estrategiaóptima,a~ h

Tambiénse hizo usodealgunosalgoritmospublicadosenTeukolsky, Vetterling,Flanneryy Press(1992).
La queusualmenteutilizan los tradersensituacionesde mercadosimilares(y. TablaAl. 1, Apéndice2).
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4.1 Estrategiaá la Markowitz

4.1 Problema 1: Estrategia á la Markowitz

Teniendoen cuentalo dicho anteriormente,el primer problemaquese resuelvees el de

mínimizaciónde la varianzadel rendimientode la estrategia,compuestaporopcioneseuropeas,sujeto

a queel inversordisponedeC0ptas.y exigeun rendimientodel Rh por uno, es decir:

1- -(y-jih)

2 -.~ 2
~»1 2 2

~ z
0ei2

m~n J~ jg(s oeo(z~Y))e 2 dz — 2nh dze 2~
2h dy

o, CC .9

-(y-ji li)2

h
e dy

sujeta a

o,

=(l+Rh) f~(soe

z

)e 2dz=C
0

-(y-ji li)
2

r(Th) ff~(Soeí»(Z¿~})~§~d ,~27 dy -o,

eC?0 f~(se (rilo 2D
0)(Tt)+o.IT~tz2

CC

Utilizando losresultadosobtenidosen losCapítulos2 y 3, se puedeexpresarel problemade

optimizaciónfuncional anteriorcomoel problemade proaramacióncuadráticaconrestricciones

linealessiguiente:

(r—--c -OoXT—t)+o ‘T—tz -z

2 dz

1 minP(<>-O’O)P’

hCg 1’

PO¡~(í~~RjhC0 =0

PQ’=

(76)

dondeQ, Q y O secalculanmediantelosprocedimientosprogramadosen Matlab. Unavez obtenido

el vectoróptimoP, elprecio dela opciónen tserecuperadandovaloresa S en laecuación:

C(S,T—h;r,a)= PQ’.
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4.1 Estrategia ~ la Markowitz

4.1.1 Ejemplos

Sentimientodel inversorsobrelavolatilidad: d =29.

Sentimientodel inversorsobreel rendimiento: 1W =.95.

Estrategiaa priori: VenderCalI.

Estrategiaeficientecuandoquedan1 y T-hañosparavencimiento:

1.5

1.2

§ 0.9

0.6

0.3

1000 2500 4000 5500 7000 8500 10000 11500

5

Figura4.1: a ~ .14 (Líneacontinua:T añosparavto., linea discontinua:T-h añosparavto.)

2.- Sentimientodel inversorsobrelavolatilidad: d =29.

Sentimientodel inversorsobreel rendimiento: 1W = 1 -

Estrategiaapriori: MezclaentrevenderCalI y venderStraddle.

EstrategiaeficientecuandoquedanT y T-h añosparavencimiento:

2-

1< ~ 2500 4000 5500 ¡080.. 500 10000 11500

-0.6 -

5

Figura4.2: a~= .29 (Líneacontinua:T añospara vto., líneadiscontinua:T-h añosparavto.)
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4.1 Estrategia á la Markowitz

3.- Sentimientodel inversorsobrelavolatilidad: ~ =.29.

Sentimientodel inversorsobreel rendimiento: Iii = 1.05.

Estrategiaapriori: VenderStraddle.

Estrategiaeficientecuandoquedan1 y T-h añosparavencimiento:

—1

q
.3

-5

.7

5

Figura4.3: ac = .98(Líneacontinua:T añosparavto., línea discontinua:T-h añosparavto.)

4.- Sentimientodel inversorsobrelavolatilidad: a =.29.

Sentimientodel inversorsobreel rendimiento: Iii = 1.1

Estrategiaa priori: VenderPut.

Estrategiaeficientecuandoquedan1 y T-h añosparavencimiento:

o

g

.3

.4

-6

Figura4.4: ac = .27 (Líneacontinua:T añosparavto., líneadiscontinua:T-h añosparavto.)

7000

5500 7000 8500 10000 11500
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4.1 Estrategiaá la Markowitz

5.- Sentimientodel inversorsobrela volatilidad: d =29.

Sentimientodel inversorsobreel rendimiento: ITÍ = 1.15.

Estrategiaa priori: VenderPut.

EstrategiaeficientecuandoquedanT y T-h añosparavencimiento:

o

§ -1

-2

-3

-4

$

Figura45: ac = .14 (Líneacontinua:T añosparavto., línea discontinua:T-h añosparavto.)

6.- Sentimientodel inversorsobrelavolatilidad: d =.3.

Sentimientodel inversorsobreel rendimiento: 1W =.95.

Estrategiaa priori: Venderfuturos.

Estrategiaeficientecuandoquedan1 y T-hañosparavencimiento:

1.7 --

1.4 -

91.1 -

lo

0.8 -

0.6

JO 2500 4000 5500 7000 00 10000 11500

Figura46: a~ = .14 (Líneacontinua:T añosparavto., líneadiscontinua:T-h añosparavto.)

5500 7000 8500 10000 11500
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4.1 Estrategiaá la Markowitz

7.- Sentimientodel inversorsobrela volatilidad: ~

Sentimientodel inversorsobreel rendimiento: 1W = 1.

Estrategiaapriori: Venderfuturos o venderCalI.

EstrategiaeficientecuandoquedanT y T-h añosparavencimiento:

2.5

2

1.5

0.5

s

Figura47: ac = .30 (Líneacontinua:T añosparavto., línea discontinna:T-h añosparavto.)

8.- Sentimientodel inversorsobrela volatilidad: a =.3 -

Sentimientodel inversorsobreel rendimiento: ffl = 1.05.

Estrategiaa priori: No hayestrategia,intentararbitraje.

EstrategiaeficientecuandoquedanT y T-h añosparavencimiento:

El problemadeoptimización(76)no tienesoluciónfactibley portantono existe,para

estecasoparticular,unaestrategiaeficiente.En estascircunstanciasun inversorsólo

podría recurrira las estrategiasclásicasdearbitraje.

2500 4000 5500
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4.1 Estrategia~ la Markowitz

9.- Sentimientodel inversorsobrelavolatilidad: ~ zz3 -

Sentimientodel inversorsobreel rendimiento: 1W = 1.1.

Estrategiaa priori: Comprarfuturoso venderPut.

EstrategiaeficientecuandoquedanT y T-b añosparavencimiento:

2-

0(00 2500 -40 5500 7000 8500 10000 11500

go--

—1 -

-2 -

$

Figura 43?: ~c 22 (Líneacontinua:1 añosparavto-, líneadiscontinua:T-b añosparavto.)

10.- Sentimientodel inversor sobrela volatilidad: ~ =3.

Sentimientodel inversorsobreel rendimiento: 1W = 1.15.

Estrategiaa priori: Comprarfuturoso venderPut.

EstrategiaeficientecuandoquedanT y T-h añosparavencimiento:

2

1.5

0.5

gO

-0.5

-1

‘1.5

-2

$

Figura4.10: ac .16(Líneacontinua:T añosparavto., líneadiscontinua:T-h añosparavto.)

5500 7000 8500 10000 11500
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4.1 Estrategia A la Markowitz

11.- Sentimientodel inversorsobrelavolatilidad: ~ =.3 1.

Sentimientodel inversorsobreel rendimiento: 1Wzz=.95.

Estrategiaa priori: venderCali Spreado comprarPut.

EstrategiaeficientecuandoquedanT y T-h añosparavencimiento:

1.6

1.3

10 0 2500 4000 5500 ‘7000 8500 10000 15500

0.7

5

Figura 4.11: c~ = .15 (Línea continua: T años para vto., linea discontinua: T-h años para vto.)

12.- Sentimiento del inversor sobre la volatilidad: ó =.31.

Sentimiento del inversor sobre el rendimiento: 1W = 1.

Estrategia a priori: vender Cali Spread o comprar Put.

Estrategia eficiente cuando quedan T y T-h años para vencimiento:

3.

2.6 --

2 --

1.6 -- -.

1—

10)0 2500 4000 5500 7 0 10000 11500

0.5

$

Figura 4.12: a~ .29 (Línea continua: T años para vto., línea discontinua: Y-lo años para vto.)
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4.1 EstrategiaA la Markowitz

13.- Sentimientodel inversorsobrela volatilidad: at.31.

Sentimientodel inversorsobreel rendimiento: 1W = 1.05.

Estrategiaa priori: ComprarStraddle.

EstrategiaeficientecuandoquedanT y T-h añosparavencimiento:

10

fi

9

4

$

Figura4.13: = 1.1 (Líneacontinua:T añosparavto-, líneadiscontinua:T-h añosparavto.)

14.- Sentimientodel inversorsobrelavolatilidad: a=31.

Sentimientodel inversorsobreel rendimiento: 1ff = 1.1.

Estrategiaa priori: MezclaentrecomprarStraddley comprarCalI.

EstrategiaeficientecuandoquedanT y T-h añosparavencimiento:

Figura4.14: a~ 35 (Líneacontinua:T añosparavto., líneadiscontinua:T-h añosparavto.)

8500 10000 11500

2.1

1.8

1-5

1.2

o-e

0.3

7000 6500 10000 11500
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4.1 Estrategia A la Markowitz

15.- Sentimientodel inversorsobrelavolatilidad: ~ =.31.

Sentimientodel inversorsobreel rendimiento:1ff 1.15.

Estrategiaa priori: ComprarCalI o Cal! Spread.

EstrategiaeficientecuandoquedanT y T-h añosparavencimiento:

1$

1.4

1.2

10 0 2500 400 ‘Éso, 7000 8500 10000 11500

9 0.8

0.5

0.4

0.2

o
5

Figura415: ac .18 (Líneacontinua:T añosparavto., líneadiscontinua:T-h añosparavto.)

4.1.2 Comentariosa losresultadosdel Problema1

Pareceexistir unaciertacorrespondenciaentrelosresultadosobtenidosal resolverel

programacuadrático(76) y entrelas estrategiasqueusualmenteutilizan los tradersensituaciones

similares(estehechose poneclaramentede manifiestosi se comparanlas tablasA.2.2 y A.2.3 del

apéndice2). Se apreciacierta continuidaden el espaciode las estrategiasdetal formaque ,conforme

lasestiluacionesdel inversorsobreel rendimientodel subyacentevantomandovaloresmásaltos,

manteniendoconstantelavolatilidad estimada,es decir,comose observaen las Figuras 1 a 5,6 a 10 y

11 a 15, laestrategiaeficientepasade servenderCalI avenderPut, venderfuturosa venderPut y

comprarCali acomprarPutrespectivamente(y. Figuras4.18 a 4.23)de unaforma suave,

transformándosede la primeraa la segundade manera paulatinay sin cambiosbruscos,exceptoen el

Caso8 en el queno existeunaestrategiafactibley hay un puntode discontinuidad.

Tambiénhayque ponerde manifiestoqueun aumentoen Ql no modifica ladesviacióntípica

de laestrategiaa ns~ aunquese aumenteel riesgode perdermásdinero con la operación,y sólo afecta

a la escaladela figura. Así, porejemplo,si C0 es 2 en vez de l,Jasestrategiasresultantessimplemente

aparecenmultiplicadasporun factor2 sincambiarsuforma relativa.Estaúltima afirmaciónestá

justificadapor lapropiaestructuradelas restriccionesqueimplican queelvectoróptimo P sea
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4.1 Estrategiaá la Markowitz

proporcionala la cantidadinicial de dinero invertida Co Por ejemplo,si en el Caso3 se multiplicase

por 2 la inversióninicial, se obtendríanlos siguientesresultados:

‘2

.4

-6 -

-8

--lO -

8

Figura4.16: Variaciónde la estrategiaeficienteconformevarialainversióninicial. (LíneacontinuaC01, Enea

discontinuaC0”2).

Lo quenaturalmentemodifica ladesviacióntípicade laestrategiaa3, sonlos cambiosen el

rendimientoexigido porel inversorRL1. Dadoqueunaopciónse puedereplicarcombinandoacciones

conunadeterminadacantidaddel activosinriesgo,larelaciónentrec& y Rhdebeserlineal. Por

ejemplo,si en cl Caso13 se aumentaseRhpaulatinamente,seobtendríala fronteraeficienteen el

plano (R11 , a~) (y. Figuras24 a 26), dondecadapuntodeestafronteravendríaarepresentaruna

estrategiaacompraro vender.Cadainversorse situaráen un punto u otrode la frontera,dependiendo

de su función de utilidad, gradode aversiónal riesgo,etc. Un casoa tenerencuentacuandosevaria

R1 es aquelen el cual el rendimientoexigido porel inversores tal que (i + R1 )h =erh. Siempreque

se cumplaestacondicióne independientementedel escenarioen el quenos encontremos,la solucióna

priori es comprarelactivo sin riesgoquegaranticeC0 el ptas.en t = Ii. La estrategiaeficiente

resultantede resolver(76), bajocualquierescenarioen el casoquenos ocupa,es:

5500 7000 8500

— co=1

- 00—2
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4.1 Estrategiaá la Markowitz

‘.08 --

1.04 -

9

-1-

086 -

1000 2500 4000 5500 7000 8500 10000 11500

$

Figura4.17: Estrategiaeficienteen el casoen queel rendimiento

exigido por el inversorseamenoro igual al tipo libre de riesgo.(Líneacontinua:T añosparavto., línea

discontinua:T-h añosparavto)

Un hechoquellamapoderosamentela atenciónes lasuavidadquepresentanlas estrategias

eficientesobtenidasal resolverel problema(76) (y. TablaA.2.3) en contrastecon los picos

característicosde las estrategiasusualesen escenariossimilares(y. TablaA.2.2). Esteefecto,es

debido,fundamentalmente,a que,en el mercado,solo estándisponiblesunaseriede opciones

limitadaa un conjuntofinito de preciosdeejercicioy aquínosinteresamospor unaestrategia

genéricag(S)sin ningúntipo derestriccion.
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4.1 EstrategiaA la Markowitz
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4.1 Estrategiaála Markowitz
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4.1 EstrategiaA la Markowitz
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4.1 EstrategiaA la Markowitz
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4.2 Escenarios sobre la volatilidad estimada por el inversor

4.2 Problema2: Escenariossobrelavolatilidad estimadapor el inversor

La mayoríade los inversoresno puedendefinir susexpectativas,paraunadeterminadafecha

futura t h, sobrelavolatilidad y rendimientodel subyacente,de unaformatan contundentecomo la

mostradaen el problemaanterior,sólo tienenunaideaaproximadade ladistribuciónde éstas. Por

ello podríasermásútil e interesanteplantearelproblemaanteriormodelizandolas expectativasdel

inversormedianteescenariosy asignandoacadauno de ellosunadeterminadaprobabilidad.Se usará

la siguientenotación(vid. Zenios(1993),Dembo(1991)):

E: Conjuntodeescenariosposiblessobrela volatilidad en t = ti, e= 1,...,E

w0: Probabilidadasignadaal escenarioe, e~E; (zw~ = ij~J
~: Volatilidad estimadapor el inversoren el escenarioe-ésimo.

Teniendoen cuentaestasdefiniciones:
E Un -(y-jih__

—‘ W 24b

~ JC(SoeY~T- h; r,a)e dy
e=l e

seráel valor esperadoponderadodeJa estrategiacondicionadoa t4 sobrelosE escenariosy:

E ‘o

Z~v?t~~ J(c(soeYrT-h;rca)—E{c~h}Xe
cM - Ce

lavarianzacondicionadadel rendimientode laestrategiaponderadacorrespondiente.Por tanto,el

problemadel cálculodela estrategiaeficienteen estascircunstanciasse puedeexpresar

matemáticamentede la siguienteforma:

ri. g(S0e’a<~>) 2 (y -A’)
2 2 (y -jI,) 2

mm ‘> — 1 1- 2 dze 24 dy e 24 dyJ~Jg(Soeo<4Ú)e2dz

__ ____ _ 1g Jd’~2ith‘o - CC

sujeta a

E’- f(C(soeY~T-h;r~a)—E{c’~h}Ye1;Á
c—í ~ h e dy=(l-s-R

1,)C0cr 2zt o,

~> 0e~~ ~ OO)<TL)+C.¡TLZ)
2dz =

o,
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4.2 Escenarios sobre la volatilidad estimadaporel inversor

Paraabordarla resoluciónde esteproblemade optimizaciónfuncionalse haráuso de los

resultadosobtenidosen los Capítulos2 y 3 de lamemoria.De estamanera,el problemaquesetratase

transformaen elproblemade programacióncuadráticaconrestriccioneslineales:

E

1 -minEw~ P(r=0Q~0e)P’

hC~ “
el

ZWC PO~ =(1-~-R1,~C0

PQ’ = CO

dondeelsubíndice‘e’ en el vector Q y en la matriz C2 significaquedebenserevaluadosen la

volatilidad especificadaen el escenarioe-ésimo

4.2.1 Ejemplos

Paralos próximosejemplos,seconstruyenlosescenariosmedianteárbolesbinomiales,de tal

forma queel valor de la volatilidaden un determinadonodo ascendenteo descendentese calcula,

sumandoo restandorespectivamenteun determinadotanto por cientodela volatilidad del nodo inicial

al valorde su nodo padre. Seasumiráquelacantidada sumaro restares igual al 1 = 3%de una

determinadavolatilidad inicial que se especificaen cadafigura; tambiénse consideraquela

probabilidadde movimientosascendentesy descendenteses igual a 0.5 y queelnúmerode nodos

finaleses igual a25. Todos losdemásparámetrosson igualesa losdel Problema1, con lo quelas

estrategiasen los escenariosmediosse corresponderácon los resultadosobtenidosen éste.
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4.2 Escenarios sobre la volatilidad estimada por el inversor

a’t1
-iIIIb-t~

AlIIIIIIh

1.- Escenarios(volatilidad inicial: ~

0.2

0.15

w 0.1

0.05

o
0.03 0,13 019 024 0.29 034 0.30 045 0,5

VoL> t¡ lid a

Sentimientodel inversorsobreel rendimiento:1W z,95.

Estrategiaa priori: VenderCali ¡ComprarPutconmáspesohaciavenderCali, dadoqueel

escenariomedioestáen & =.29-

Estrategiaeficientecuandoquedan1 y T-h añosparavencimiento:
1.8

1 .6

1-2

9

0.6

0.3

Figura4.27: a ~ .14 (Líneacontinua:T añosparavto., línea discontinua:T-h añosparavto.)

2.- Sentimientodel inversorsobreel rendimiento: 1W = 1.

Estrategiaa priori: VenderCalI ¡ComprarPutconmás pesohaciavenderCalI, dadoqueel

escenariomedioestáen ~ =.29.

Estrategiaeficientecuandoquedan1 y 14 añosparavencimiento:

2.5

2

91.6

0.8

5

Figura428: ac = 29 (Línea continua:T afiosparavto,, línea discontinua:T-b añospara vto.)
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4.2 Escenarios sobre la volatilidad estimada por el inversor

3.- Sentimientodel inversorsobreel rendimiento: Th= 1.05.

Estrategiaa priori: VenderStraddle¡ ComprarStraddle.

Esti-ategiaeficientecuandoquedanT y T-h añosparavencimiento:

-lo

8

fi

94

2

-2

$

Figura4.29: a~ 86 (Líneacontinua:T añosparavto., lfnea discontinua:T-h añosparavto.)

4.- Sentimientodel inversorsobreel rendimiento:1W = 1.1.

Estrategiaa priori: MezclaentrevenderPutI venderStraddley

comprarCall/ comprarStraddle.

EstrategiaeficientecuandoquedanT y T-hañosparavencimiento:

3

2.6

2

91.6

0.6

5

Figura430: o-~ = .28 (Líneacontinua:T añosparavto., linea discontinna:T-h añosparavto.)
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4.2 Escenarios sobre la volatilidad estimada por el inversor

5.- Sentimientodel inversorsobreel rendimiento: 1W = 1.15.

Estrategiaapriori: MezclaentrevenderPut¡venderStraddley

comprarCalI! comprarStraddle.

EstrategiaeficientecuandoquedanT y T-h añosparavencimiento:

1 .6

1.4

1-2

gí

0.8

0.6

0-4

5

Figura4.31: a .15 (Líneacontinua:T añosparavto., línea discontinua:T-h añosparavto.)

6.- Escenarios(volatilidad inicial: ~
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Sentimientodel inversorsobreel rendimiento: 1W =95.

Estrategiaa priori: Túnel vendido.

EstrategiaeficientecuandoquedanT y T-h añosparavencimiento:
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Figura4.32: a0 ‘o 14 (Líneacontinua:T añosparavto., línea discontinua:T-h añosparavto.)
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4.2 Escenarios sobre la volatilidad estimada por el inversor

7.- Sentimientodel inversor sobreel rendimiento: 1W = 1.

Estrategiaa priori: Túnel vendido.

EstrategiaeficientecuandoquedanT y T-hañosparavencimiento:

2.5 --

3-

26-

2 --

9
1.1 -—

a oc 2500 4000 5500 7000 00 1Cp $500.

0.8 --

o.

$

Figura 4.33: ac .29 (Línea continua: T años para vto., línea discontinna: T-h años para vto.)

8.- Sentimiento del inversor sobre el rendimiento: 1W = 1.05.

Estrategia a priori: Comprar/Vender Straddle.

Estrategia eficiente cuando quedan T y T-h años para vencimiento:

0090 2500 ~

-2 -

$

Figura 4.34: a c 1.14 (Línea continua: T años para vto., línea discontinúa: T-h años para vto.)
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4.2 Escenarios sobre la volatilidad estimada por el inversor

9.- Sentimientodel inversorsobrela volatilidad: ~ =.3.

Sentimientodel inversorsobreel rendimiento: 1W= 1.1 -

Estrategiaa priori: MezclaentrevenderPut/ venderStraddley

comprarCall¡ comprarStraddle.

EstrategiaeficientecuandoquedanT y Y-Ii añosparavencimiento:

3-8 -
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Figura 435: G< .3 l(Linea continua: T años para vto., línea discontinna: T-h años para vto.)

10.- Sentimiento del inversor sobre el rendimiento: 1W = 1.15.

Estrategia a priori: Mezcla entre vender Put/ Straddle y comprar CalI! Straddle

Estrategia eficiente cuando quedan T y T-h años para vencimiento:

1.8 -
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Figura 4.36: a
0 = 16 (Línea continua: Y años para vto., línea discontinua: T-h años para vto.)
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4.2 Escenarios sobre la volatilidad estimada por el inversor
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11.- Escenarios(volatilidad inicial: 3 =.31):
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0r9 0r4 52 525 r2i ~37 042 048 052

0.> o ¡a r¡¡¡dad

Sentimientodel inversorsobreel rendimiento: 1W =95.

Estrategiaapriori: Yúnel vendido(VenderCalI ¡ComprarPut) conmáspesohacia

comprarPut,dadoqueelescenariomedioestáen a =.3 1.

EstrategiaeficientecuandoquedanT y Y-h añosparavencimiento:
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Figura4.37: a0 = 15 (Líneacontinua:T añosparavto., línea discontinua:Y-h añosparavto.)

12.- Sentimientodel inversorsobreel rendimiento:ji = 1.

Estrategiaa priori: Túnel vendido(VenderCali ¡ComprarPut) conmáspesohacia

comprarPut,dadoqueel escenariomedioestáen 3 =.3 1.

EstrategiaeficientecuandoquedanT y Y-Ii añosparavencimiento:
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Figura4.38: a0 = 28 (Líneacontinua:T añosparavto., líneadiscontin-na:T-h añosparavto.)
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4.2 Escenarios sobre la volatilidad estimada por el inversor

13.- Sentimientodel inversorsobreel rendimiento:1W 1.05.

Estrategiaa priori: ComprarStraddle¡VenderStraddle.

EstrategiaeficientecuandoquedanY y T-h añosparavencimiento:

lo
9

8

y
$

gs
4

o
5

Figura4.39: a0 = .75(Líneacontinua:Y añosparavto., líneadiscontinua:T-h añosparavto.)

14.- Sentimientodel inversorsobreel rendimiento: 1ff = 1.1.

Estrategiaa priori: MezclaentrevenderPut/venderStraddley

comprarCali! comprarStraddle.

EstrategiaeficientecuandoquedanY y T-hañosparavencimiento:
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9
1.6
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Figura4.40: a0 = .33 (Líneacontinua:1 añosparavto., línea discontinua:Y-h añosparavto.)
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4.2 Escenarios sobre la volatilidad estimada por el inversor

15.- Sentimientodel inversor sobreel rendimiento: ji = 1.15.

Estrategiaapriori: MezclaentrevenderPut/ venderStraddley

comprarCalI! comprarStraddle.

EstrategiaeficientecuandoquedanT y Y-li añosparavencimiento:

1.8

1.6

1.4

1.2

0~8

0~6

0.4
$

Figura4.41: CT~ 17 (Líneacontinua:T añosparavto., líneadiscontinua:T-h añosparavto.)

4.2.2 Comentariosalos resultadosdel Problema2

En estosejemplostambiénpareceexistir unadeterminadacontinuidadenel espaciode las

estrategiaseficientes,inclusomás fuertequeen el Problema1, dadoqueaquíno existeningúnpunto

de discontinuidady las estrategiasobtenidasalvariar un poco la mediadela distribuciónson muy

similares(y. Figuras4.48 a 4.53). Por otraparte,definir la estrategiaapriori es bastantemásdifícil

queenel oroblemaanteriory dependesignificativamentede ladistribuciónde probabilidadesde los

escenarios(en nuestrocaso,de sumediay desviacióntípica)3.

Intuitivamenteparececlaroy, se puedecomprobarmatemáticamenteque,conformedicha

distribuciónse acercaa ladistribucióndegenerada,la estrategiaobtenidadebeacercarsecadavez más

a lacalculadaen el Problema1. Por ejemplo,conformedisminuyelacantidadasumaro restar,1, en

cadapasodel árbolde escenarioscorrespondienteal Caso9, manteniendolamediaconstante,

deberíamosir acercándonosa los resultadosobtenidosen el mismocasodel Problema1, es decir:

Conforme“complicamos”el Problema1, añadiendonuevasrestricciones,modelizandolasexpectativassobre
volatilidad medianteescenarios,etc., sehacemásevidentela utilidadprácticadel métododecálculode la
estrategiaeficientedesarrolladoen la tesis.
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4.2 Escenarios sobre la volatilidad estimada por el inversor
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4.2 Escenarios sobrela volatilidadestimadapor el inversor
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4.2 Escenariossobre la volatilidad estimadapor el inversor
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4.2 Escenariossobrela volatilidad estimada por el inversor
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Figura4.50: Estrategiaseficientesen el casode quela volatilidad inicial de los escenariosseaÉy .3,

o = 3 09< m =1.2yr=log(L05).
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4.2 Escenarios sobre lavolatilidad estimadaporel inversor
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Figura 4.52: Estrategiaseficientesenel casodeque la volatilidad inicial de los escenariossea~

c=3.09=msl2yr=log(105).
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Figura4.53: Contornosde la Figura4.52
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4.3 Estrategia á la Markowitz con restricciones sobre las sensibilidades

4.3 Problema 3: Estrategia á la Markowitz con restriccionessobre lassensibilidades

esperadasde la estrategia

En los dosproblemasresueltosanteriormente,el inversorestabaespecialmenteinteresadoen

la minimizacióndel riesgode no conseguirunadeterminadarentabilidad.Sin embargo,existenotros

tipos decontinaencias,inherentesa la carterade opciones,queposiblementele gustaríacontrolaraún

acostade aumentarel riesgodeno conseguirel objetivode rentabilidad.Pordichascontingenciasnos

referimosa las posiblesvariacionesdel preciode la caderadebidoavariacionesdel preciodel

subyacente,el pasodel tiempo,etc. En resumidascuentas,es deseablepoderfijar las diferentes

sensibilidadesde la cadera(vid. Dilíman y Harding(1985)). Paraello sepodríaplantearun problema

deruinimización dela varianzadel rendimientode la estrategiasujetoa queel inversordisponede Co

ptas.,exigeun rendimientodel Rh por unoe imponeobjetivossobrelas sensibilidadesde laestrategia

esperadasen t ti, las sensibilidadesen t O o en ambasfechas.Teniendoencuentalos resultados

resumidosen la Tabla3.1 sepodríaplantearunagranvariedadde problemasdistintos,cadaunode

elloscondiferentesrestriccionessobreel rendimientoexigido, la restricciónpresupuestariay las

sensibilidadesdela estrategia.Por ello, se desarrollaunode los casosen profundidadamodo de

ejemplo.Supongamosquela volatilidad “estimada”por el mercadoes a ~-3, la volatilidad

“estimada”porel inversores ~ =.31,el precioen t O del subyacentees = 60, el tipo de interés

libre de riesgor log(1.05),el rendimientoesperadodel subyacente1W = 1.05, la fechade ejercicio

T = 1 años,el periodode posesióndel instrumentoti = 1 año,el intervalo de preciosa estudiares

S~ =1 , SM = 10>2, la cantidadde dinero disponibleCo = 1, el rendimientoexigido por el inversor

= 0.08y el númerode términosdel desarrollode FourierN26, el inversorresuelveinicialmente

un problemadel tipo Markowitz, es decir:

1 minP(Ó-®jI~’
hC~ 1’

~0’-Ú±RJCo=0

PQ’ =
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4.3 Estrategia ~ la Markowitz con restricciones sobre las sensibilidades

obteniendocomoresultadola estrategiaen t =

6-8

6-8

4-8

9 3-6

2.9

1.6

0.9

Figura454: Estrategia ála Markowitz(~ =31,a .3, r log(l05),ni = 1.05)

Utilizando las fórmulasdescritasenel Capítulo3 seobtienequela Delta, la Gammay la Theta

esperadasparadichaestrategiason respectivamente:

A=-7.8302e-003C0

F= 1.2409e-.003C0

e= -8.8240e- 002C0

y ladesviacióntípica anualizadadel rendimiento de la estrategia:

a0 = 0.22

Supongamosqueel inversorquierequelaDeltay laGammaesperadasseanun veintepor

ciento mayores,y la Thetaesperadaun veintepor cientomenorde tal formaquesusobjetivossobre

dichassensibilidadessean:

~h =-7.8302e-003C0(1-.2)

1 —I 2409e-003C0(1±.2)

Ó —-8 8240e- 002C0(1 + .2)

15 35 55 75 95 115 135 155 175 195 215
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4.3 Estrategia A la Markowitz con restricciones sobre las sensibiJidades

Entoncesel nuevoproblemaa resolversera:

hC~

P~’-(1±Rb)cO=0

PQ’=C, (77)

PÉYA =A1,

PQ =f,

~Q:~=Óh

y laestrategiaeficientequecumplelas restriccionessobrelas sensibilidades:

6.9

6-9

4-9 1

91»

2.9

-‘.9 —

0.9
15 35 55 75 §5 115 135 155 175 105 215

$

Figura4.54: Líneadiscontinua:estrategiaá la Markowitz, Líneacontinua:estrategiaá la Markowitzcon

restriccionessobre las sensibilidadesesperadasde la opción.

dondeladesviacióntípica anualizadade la nuevaestrategiaes ahoraa0 .24.

El primercomentarioque se debehaceres quecualquieraqueseanlosnuevosobjetivossobre

lassensibilidades,repercutiránal alzasobrela desviacióntípicadel rendimientode laestrategia.En el

ejemplo, ésteaumentoes aproximadamentedel 9%. Estoes debidoa que,de algunamanera,estamos

imponiendounadeterminadaformaa laestrategiay portantodejade sereficienteen el sentidode

mini¡nizaciónde lavarianzasin restriccionessobrelas sensibilidades.Por ello parecenaturalutilizar

las restriccionesanteriormentedescritasen un marcodinámico,dondeconstantementesedeba

reajustarlacarterasegúnlaDelta,Gamma,etc.
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4.3 Estrategia ~ la Markowitz con restricciones sobre las sensibilidades

Por otraparte,tanto laVegacomolaRho de laestrategiano se ajustana la estructuradel

Problema3 y no se puedenutilizar comorestricciones,debidoa quelos coeficientesde Fouriera

estimaren estassensibilidadesaparecenmezcladosconsusderivadasconrespectoal parámetroalfa.
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5 Conclusiones

Lasprincipalesaportacionesdeestatesisa la literaturaexistenteenel campode lasopciones

y futurosse puedenresumiren los siguientespuntos.

Asumiendolas hipótesisoriginalesdel artículofundamentalde Hlack y Scholes(1973)y

acotandoel rangode variacióndel preciodel subyacentea un intervalo finito, sedesarrollaun nuevo

métodode valoraciónde opcionescon las siguientescaracterísticas:

a) En aquellospaísesdondeel rangode variacióndelsubyacenteestéacotadopor

ley, el nuevométodode valoraciónresultamásrealista.

b) Proporcionaun métodoadecuadoparavalorarde formaexactalas opcionescon

doblebarrera.

c) Expresael preciode unaopción,queenel modelode Blacky Seholesestá

representadomedianteunaintegralimpropia,en forma de serie,detal maneraquesu

manipulaciónmatemática(derivación,integración)resultamássencilla.

d) Dicho preciose puedeexpresar,de forma aproximada,comoproductoescalarde

dos vectores(paracada5 y paracadat). El primerocomprendetodo lo concerniente

a la estrategiaa valorary el segundotodo lo concernientea lavaloraciónen si.

e)Yeniendoen cuentalos puntosc) y d), se puedenexpresarde lamismaformael

precioesperadoy las distintassensibilidadesdel preciode la opcióny de su valor

esperadocondicionado,así comomedianteunaforma cuadráticala varianza

condicionadade la opción.

2.- El nuevométodode valoraciónjunto con lasnuevasexpresionesdel precioesperado,la

varianza,etc.,permitegeneralizar,al ámbitode las opcioneseuropeassobreun únicoactivo

subyacente,las ideassobreseleccióndecarterasaparecidasoriginalmenteen Markowitz (1952).Es

decir,permiteformalizarmatemáticamenteelproblemade la elecciónde la estrategiaeficiente

compuestapor opcioneseuropeas,dadaslasexpectativassobrevolatilidady rendimientodel activo

subyacenteQue hastadondehe podidocomprobar.medianteunabúsQuedaexhaustivaen la literatura

.
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Conclusiones

no estaplanteadoni resuelto.En definitiva, permiteresolverunaseriede problemasen losquese

calculan,dadaslas expectativasdel inversory del mercadosobrela volatilidady rendimientodel

subyacente,la estrategiafinanciera,compuestapor opcioneseuropeassobreun único subyacente,que

minimiza lavarianzacondicionadadel rendimientode laestrategia,sujetaal cumplimiento de una

seriede restricciones.Los problemasde estetipo quese resuelvenen la tesisson los siguientes:

a)Cálculodela estrategiafinancieraqueminimiza lavarianzadesu rendimiento

sujetaa queel inversordisponede unadeterminadacantidadde dinero y exigeun rendimientode un

determinadotanto por ciento.

b) Cálculo de la estrategiafinancieraqueminimizala varianzade surendimiento

sujetaa queel inversordisponede unadeterminadacantidadde dinero y exigeun rendimientode un

determinadotanto porciento,modelizandolasexpectativasdel inversorsobrelavolatilidad mediante

escenarios

.

c) Cálculode la estrategiafinancieraqueminimiza lavarianzadesu rendimiento

sujetaa queel inversordisponede unadeterminadacantidadde dinero y exigeun rendimientode un

determinadotanto por cientoe imponeobjetivossobrelas sensibilidadesde laestrategiaesperadasen

un determinadoinstantedetiempo.

Hay quedestacarquelas solucionesteóricasobtenidasal resolverestosproblemas,estánen

concordanciacon las estrategiasqueusualmenteutilizan los tradersen situacionesde mercado

similares.

Aparte de algunasextensionesinmediatascomola resoluciónde problemassimilaresa los

expuestosen el Punto2 (con distintasrestricciones,otrotipo de función objetivo,etc.),aparecendos

cuestionesfundamentalesa investigaren el futuro:

1 .- Cálculode la estrategiaeficiente formadapor opcionessobredistintossubyacentes.

2.- Generalizaciónde estetrabajoy del puntoanteriorpermitiendoquelas opcionespuedan

seramericanas.
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Apéndice 1: Resoluciónde la ecuacióndel calor

En el Capítulo2, página17, se vio quepararesolverlaecuaciónde Blacky Scholesporel

métodode separaciónde variables,es necesarioresolverla ecuación:

Dv _ 52v
— _ — k—-

5 ,(x,t) e 43,L[x 9I~ (k >0)
st

v(x,0) = f(x), x e >O,14 (Ahí)

v(0,t) = v(L,t) = 0,t >0

Estaecuaciónes famosaen los libros defísicay representael modelode variaciónde la temperatura

(y) segúnlaposición(x) y el tiempo(t) en unavarilla de longitud L, cuyosextremosse mantienen

durantetodo el tiempoa temperaturaconstanteO y cuyadistribucióninicial de temperaturasen la

barraes f(x). La ecuación(A.l .1) estaresueltaen numerososlibros defisicamatemática(y. Churchill

(1963).Yíjonov y Samarski(1980),Yijonov, Samarskiy Budak(1980),Weinberger(1992),etc.) y a

continuaciónse detallasuresoluciónsegúnel libro de Churchill (1963).

Primeramentebuscaremosunaseriedefuncionesquesatisfaganla ecuacióndiferencial:

Dv 5
2v

(A.l.2)~
y las condicioneshomogéneasv(O,t) = v(L,t) = O,y quetodasesasfuncionestenganla forma

especial:

v(x,t)=X(x)T(t),0=x=L,t=O. (A.l3)

La sustituciónde (A.1.3) en (A.l.2) produce:

X” 17’

X kT 44.1.4)

El ladoizquierdode laecuación(A. 1.4) es unafúnción solo dex, mientrasqueel segundo

miembro solo dependede t. Si t se mantieneconstanteen el ladoderecho,entoncesel primer

miembro, —~, debepermanecerconstanteaunquex varíe.Análogamente,si x semantieneconstante

17’
en el lado izquierdo, — permaneceráconstanteen el segundocuandot varíe.En consecuencia,la
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Apéndice 1: Resolución de la ecuación del calor

igualdadsolamentepodráserválidasi cadaunade las dos expresioneses la mismaconstante,quepor

razonesde comodidaddesignaremospor —2.. De estamanera,la ecuación(A.l.4) se convierteen:

xfl 1’

X kT

la cualconstade las dosecuacíones:

x” -i-XX=O

y:

T’±XkT=O

Concentrémonosprimeramenteen X(x). Lascondicioneshomogéneasen los puntosextremos

determinan:

v(O,t) = X(O)T(t) = O, v(L,t) X(L)T(t) O. (A.1.5)

Si T(t) es unafunción no trivial entoncesla ecuación(Al .5) solo se verifica si X(O) X(L) = O,

por lo tanto X(x) debesatisfacerel problemade valoresde contorno,tambiénconocidoporproblema

de Sturm-Liouville

:

x’,+-,Vx=O

(~ái.6)
X(O) = X(L) = O

que tieneunasoluciónno trivial si y solo si 2. es unode losvalorespropios

:

22nr
= , n~l,2,3,...

y que la función propiaasociadacon 2. es:

mix
X0(x)=sin , n=l,2,3,...

L

el razonamientoqueapoyaestasdos últimasecuacioneses el siguiente:

- Si 2. = O, entoncesla ecuación(A. 1.6) implica que X(x) O.

- 2. = —c~ 2 < ~, X(x) = A coshax + B sinh cix, y entonceslas condiciones

X(O) = X(L) = O implican A B = 0.
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Apéndice1: Resolución de la ecuación del calor

- Si 2. = a
2 >- 0. X(x) = A cosctx + B sinax. y lascondicionesX(0) = X(L) = O

mt
implican A =0 y que a —, paraalgún enteropositivo n.

Entoncesla ecuaciónT’ + 2. k 1 = O, puedereescribirsecomo
22nit

+ kT~zO.

Una soluciónno trivial de la ecuaciónanteriores:

— —~ kt

T
0(t)=e 1

y por tanto:

y 1(x,t) = e

22
bit

flltsin—x n = 1,2,3,...

Medianteel principio desuperposiciónse llega a quela solucióna la ecuación(A. 1.1) es del tipo:

v(x,t) Icite

“9-,’

kt

sin mr
x

L

Falta solamenteaplicarla condiciónv(x,O) = f(x) , que implica:

. mrv(x,O) = ¿c~sin—x = f(x)
L

peroestaes unaseriede Fourieren senosde f(x) sobreel intervalo [0, L] unavez se escoja:

c~ =— j. f(x) ~
L

Nótese,por último, queel estadoasintóticoes:

limv(x,t) = O

independientementede la distribucióninicial de temperaturas.
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Apéndice 2: Aspectosbásicosde las opcionesy futuros
A.1 Definicionespreliminares

a) Contratoforward:

Contratoqueobliga al compradora comprarunacantidaddeterminadadel activode

referenciaen unafecha(Y) y a un precio(K) especificadoen el contrato.El vendedordel forward esta

obligadoa venderen las condicionesestablecidascontractualmentepor laspartesintervinientes.

Los ingresosnetosenfunción del preciodel activo de referencia(5) en t= Y serán:

-Comprador:g(S) 5 - K

-Vendedor: -g(S)

b) Opción de compra(Cali):

Es un contratoqueproporcionaasuposeedor<el comprador)el derecho(no laobligación) a

comprarun númerodeterminadode acciones(activo subyacente),a un precioestablecido(K), en

cualquiermomentoantesdeunafechadeterminada(T), o bienúnicamenteen esafecha.El númerode

acciones,la descripciónde lasmismas(clasey empresa),el preciode laejecucióndel contratoy la

fechahastaqueel contratotienevalidezsonlas caracteristicasfundamentalesdel contrato.

El compradortiene la alternativade ejercero no su derecho,mientrasqueel vendedorestá

obligadoasatisfacerel requerimientodel comprador.

Los ingresosnetosen función del preciodel activosubyacenteen t = T, serán:

-Comprador:g(S)= max{S — K,OJ

-Vendedor:-g(S)

c) Opción de venta(Put):

Esun contratoqueproporcionaa suposeedor(el comprador)el derecho(no la obligación)a

venderun númerodeterminadode acciones(activosubyacente),a un precioestablecido,en cualquier

momentoantesde unafechadeterminada,o bien únicamenteen esafecha.El compradordelaopción

de ventatienela alternativadeejercero no su derecho(vender),mientrasqueel vendedorestá

obligadoa satisfacerel requerimientodel comprador.
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Apéndice 2: Aspectos básicos de las opciones y futuros

Los ingresosnetosen funcióndel preciodel activosubyacenteen t = 1, serán:

-Comprador:g(S)= max{K — S,O}

-Vendedor: -g(S)

A.2 Clasesde opciones

Se Puedeestablecerdistintasclasificacionesde las opcionessegúnlosdiferentesaspectos

relativosa su operativaquese toman en consideración.

A.2.2.1 Segúnsunaturaleza

a) Opciónde comprao “Cali”

b) Opciónde ventao “Put”

A.2.2.2 Segúnel periodode ejerciciode la opción

a) Opción europea:Sedenominaasí a laopciónquesolo puedeejercitarsealvencimiento

del correspondientecontrato.

b) Opciónamericana:Se denominaasí a laopciónquese puedeejercitarencualquier

momentode la duracióndel contrato.

A.2.2.3 Segúnla relación entre el precio deejercicioy del subyacente

a) At the money: Adquierenestadenominacióncuandoelpreciode ejercicio es igual al

preciode mercadodel subyacente.

b) Out of the money: Se lesdenominaasí cuandoel preciode ejercicio

en la Putconrespectoal preciode mercadodel activosubyacente.

e) lii the money:Estasituacióntiene lugar cuandoel preciode ejercicioes inferior en laCali y

superioren la Putconrespectoalpreciode mercadodel activosubyacente.

Aunqueexistenotros tiposde clasificacionestambiénimportantes,no semencionanpor no

sernecesariasparala comprensiónde estatesis.

A.2.3 Factoresquedeterminanel preciode unaopción

Las seisvariablesfundamentalesquedeterminanelpreciode unaopciónson:

1. Preciodel activo al quese refiere la opción (S)

2. Preciode ejerciciode la opción (K)

es superioren laCali e inferior
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Apéndice 2: Aspectos básicos de las opciones y futuros

3. Volatilidad del rendimientodel activosubyacente(a)

4. Tipo de interéslibre de riesgo(r)

5. Dividendosdel activosubyacentedurantelavida de la opción(D0)

6. Tiempo hastala última fechade ejerciciode laopción(Y)

Comose demuestraen elcapitulointroductorio,el preciode unaopcióneuropeaque eldía de

ejerciciogarantizaunafunción de pagosg(S)es:

2dzC(S, 1; r, a) = ~ J~(Se o) •YZ)e~

A.2.4Estrategias básicascompuestaspor opcionesy futuros

Combinadofuturos,opcionesCalI y opcionesPut, sepuedeconseguircualquiertipo de

funciónde pagosg(S)el día de ejercicio de la opción.Algunasde las funcionesdepagosmásusuales

se recogenen estasección.Se mostrarándesdeel punto de vistadel comprador’,especificandocomo

seconstruyeny cual seríael ingresonetoel díadeejercicio.Al final del apéndicesemuestraun

cuadroresumenqueindica cuandocompraro venderdichasopciones.

- Nombre de la estrategia:Cali

Comoseconstruye:ComprarunaCalI

Ingresosnetosel día deejercicio:

g(S>

‘Si el compradortiene una función depagosel díadeejerciciog(S), el vendedortendráuna funciónde pagos
igual a-g(S)
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Apéndice2: Aspectosbásicosdelas opcionesy futuros

2. Nombrede la estrategia:Put

Comose construye:ComprarunaPut

Ingresosnetosel día deejercicio:

vis>

3. Nombrede la estrategia:Futuro

Comose construye:Comprar un futuro o comprarCalI yvenderPutconel mismopreciode

ejercicio.

Ingresosnetosel díade ejercicio:

o

-1<

$

K

K
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Apéndice 2: Aspectos básicos de las opcionesy futuros

4. Nombrede la estrategia:CalI Spread

Comoseconstruye:ComprarCalI, venderCalI con preciode ejerciciomayor.

Ingresosnetosel díade ejercicio:

O(s)

-K

$

5. Nombrede la estrategia:Put Spread

Comoseconstruye:ComprarPut, venderPutconpreciode ejerciciomenor.

Ingresosnetosel día de ejercicio:

-K

6. Nombrede la estrategia:Guts

Comose construye:ComprarCali, comprarPutconpreciodeejerciciomayor.

Ingresosnetosel día de ejercicio:
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Apéndice 2: Aspectos básicos de las opciones y futuros

7. Nombrede la estrategia:Twoby oneratio CalI Spread

Como se construye:VenderCalI, comprardos Calísconpreciode ejerciciomayor.

Ingresosnetosel día de ejercicio:

g(S~

s

8. Nombrede laestrategia:Two by oneratio PutSpread

Comose construye:VenderCali, comprardos Calísconpreciode ejerciciomayor.

Ingresosnetosel dia de ejercicio:

gis

9. Nombrede la estrategia:Butterfly

Comose construye:ComprarPut (o Cali), venderdosPuts(o Calís)conpreciodeejerciciomayor,

comprarPut(o CalI) conpreciodeejercicioigual al mayor de todos.

Ingresosnetosel dia de ejercicio:
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Apéndice2: Aspectosbásicosde lasopcionesy futuros

lO. Nombrede la estrategia:Straddle

Comose construye:ComprarPut, comprarCalI con igual preciode ejercicio.

Ingresosnetosel día deejercicio:

<si

o

II - Nombrede laestrategia:Strangle

Comoseconstruye:ComprarPut, comprarCalI conpreciode ejercicio mayor.

Ingresosnetosel día deejercicio:

o

12. Nombredela estrategia:Iron Butterfly

Comose construye:ComprarStraddle,venderStrangle.

Ingresosnetosel día de ejercicio:

oro,
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Apéndice2: Aspectosbásicosde lasopcionesy futuros

13. Nombrede la estrategia:Combo

Como se construye:VenderCali, comprarPutconpreciode ejercicio menor

Ingresosnetosel día de ejercicio:

g<Oi

14. Nombrede laestrategia:Ladder

Comose construye:ComprarCalI, venderCalI conpreciode ejerciciomayor,venderCali con

preciode ejercicioaúnmayor.

Ingresosnetosel díade ejercicio:

ob

15. Nombrede laestrategia:Condor

Comose construye:CompraPut (o CalI), venderPut(o CalI) conpreciode ejercicio mayor,

comprarPut (o Cali) a preciodeejerciciotodavíamayor.

Ingresosnetosel díade ejercicio:

O(S)
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Apéndice 2: Aspectosbásicosde las opciones y futuros

16. Nombrede la estrategia:CalendarSpread

Comose construye:VenderPut (o CalI), comprarPut(o CalI) conmayortiempode maduración

(estaúltimaserávendidacuandoexpirela primera).

Ingresosnetosel dia de ejercicio:

ob>

17. Nombrede la estrategia:DiagonalCalendarSpread

Comose construye:VenderPut (o Cali), comprarPut (o CalI) conmayortiempode maduracióny

preciode ejerciciodiferente(estaúltima serávendidacuandoexpirelaprimera).

Ingresosnetosel díade ejercicio: Similar al anterior.

1 8. Nombrede la estrategia:StraddíeCalendarSpread

Comose construye:VenderStraddle,comprarStraddlecon mayortiempode maduración(este

último serávendidocuandoexpireel primero).

Ingresosnetosel día de ejercicio:

g(O>
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Apéndice 3: Resoluciónde la ecuaciónde Black y Seholes
Con la intencióndequela tesisseaautocontenida,seprocedea resolverla ecuaciónde

valoraciónde opcionespropuestaporBlack y Seholesen 1973.

Supongamosun determinadoactivo financiero,llamadoacción,cuyo precio, 5, sigueel

procesoqueevolucionaatendiendoaconsideracionestanto deterministascomo aleatoriasdeacuerdo

con laecuacióndiferencialestocástica:

dS~ =(log(m)—D0) s dt±aS,dB; S~ >0

siendo B~ un movimientoestándarBrowniano,enel ambientepropio deestosprocesosestocásticos,

y donde log(m) y a son escalaresestrictamentepositivosy D0 un escalarno negativoque

representanrespectivamenteel rendimientoesperado,la volatilidady los dividendosde la acción.

Juntoal anteriorseconsideraotro tipo deactivo, llamadobono cuyoprecio {x~ : t =0}

evolucionaexclusivamentedemaneradeterministaa partirde la ecuacióndiferencial:

dw< =w,rdt

es decir:

~i¼=v0e~ t>O

Sea(a(t),b(t»unvectorcuyaprimeracomponenteindicael númerode accionesy la

segundaelnúmerode bonosrespectivamentede unadeterminadacaderaen el instantet, t ejjO,Tj,

determinandola cartera:

C(S50t)=a(t)S,-i-b(t)w5 -

De no haberextracciónde fondos,lanaturalezade los coeficienteshaceque lavariaciónde la cadera

en el intervalo t y t-f-h sea:

a(t)(SVh—S5)+b(t)(w<±1,—w<1t

parah suficientementepequeño,queconducea la expresióndiferencial:

dC(S<,t) = a(t)dS + b(t)dxji,, t c [o,T]
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Apéndice3: Resoluciónde la ecuacióa de Black y Scholes

conocidaen la literaturacomola propiedadde autofinanciaciónacumulativa(y. Duffie (1992)).

Claramente,nos interesamosporel proceso{C(SI ,t) : te [ojj} convalor terminal

C(S0,T)=g(S0),donde g : R+ —> Resunafuncióncontinua,querepresenteel preciode g(S0)

en cualquierinstantede tiempo t e[O,T] y de tal formaquepuedaserreplicadoentodomomento

por la carterade accionesy bonos(a(t), b(t)). Aplicandoel lemade Ito tenemosque:

dC(85,t)= (C<(s~,t)+ 1, 2C(StfldtsCíst\dB

y (log(m)—D)S<C5(S~~t)±rjcrS1sS~I~i)-I-a<SkS~/~.

A la vistade la propiedaddeautofinanciaciónse tiene:

dC(S5, t) = a(t)dS5+ b(t)dw~ = (a(t)(log(m)— D0}S~ + b(t)w~)dt + aS~dB1

con lo quela propiedadde descomposiciónúnicade los procesosde Ito (y. SecciónSC Duffie (1992))

lleva a:

a(t)=C5(S<,t)

de donde:

C(S<,t)= C5(S5,t)S1±b(t)w5,

esdecir:

xl”

obteniéndosela ecuaciónen derivadasparciales:

DC C(D)SDC!252
5C

st 55 2 5S~

C(S,T) = g(S), 5 =O

Yeniendoen cuentala fórmulade Feynman-Kacse resuelvela ED?anterior,dandocomoresultado:

C(S 0,1 — t,r,a) = e 2ii {g<s í2~DoxT~t)+5

quedeterminael preciode unaopciónconvalor terminalgenéricog(S).
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