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Resumen

En este trabajo se analiza una cuestién clave res-
pecto de la relacion que debe existir entre ope-
radores de una misma familia de operadores de
agregacion (FAOXAq}, a fin de comprender
que ellos deben definir adecuadamente un todo
consistenteSe extienden algunas de las ideas de
estabilidad de una FAO con un enfoque mas ge-
neral, definiéendose formalmente las nociones de
i—Ly j—Restabilidad estrictpara familias de
operadores de agregacion, e introduciendo la no-
cion de estabilidad estricta de orderFinalmen-

te, se muestra una aplicacion de las condiciones
de estabilidad estricta al problema de pérdida de
datos en un proceso de agregacién de informa-
cion, utilizdndose las familias de la media pon-
deraday de la media ponderada cuasi-aritmética.

Palabras Clave:Operadores de agregacion, es-
tabilidad, datos perdidos, self-identity, conjuntos
borrosos.

INTRODUCCION

Usualmente, umperador de agregaciofl, 6, 3, 7, 8, 10]
se define como una funcidn red) tal que si se tienen
elementosx,..., %, en [0,1], Ay produce un valor agre-
gadoAn(xg, ...,%n) en [0,1] (ver [5]). Esta definicion pue-
de ser extendida a una familia de operadores para cuah pesar de los posibles cambios de cardinalidad. En par-
quiern en vez de un operador simple paramdetermi-
nado. Esto lleva a la definicién estandar [5, 12] de fana
milia de operadores de agragaciqifrAO) como un con-
junto {A, : [0,1]" — [0,1],n € N}, entregando las instruc-
ciones de como agregar una colecciémagementos. Es-
ta secuencia de funciones de agregaginncn también
es llamada por algunos autores [12, 6] cdimaciones de

agregacion extendida@E AF). En este trabajo se estudian

dos diferentes pero relacionadas probleméticas en relacion
a lasfunciones de agregacion extendidafamilias de ope-
radores de agregacian

En primer lugar, debemos destacar que en la practica, a
menudo algunos datos pueden perderse, eliminarse o in-
corporarse a un conjunto de datos que se debe agregar, y
cada vez que un cambio de cardinalidad ocurre, un nue-
vo operador de agregaciég, tiene que ser utilizado para
agregar la nueva coleccion deelementos. Sin embargo,

es importante hacer hincapié que no necesariamente exis-
te una relacion entreA, y Am en una familia de ope-
radores de agregacion, tal como se define en [5]. En es-
te contexto, parece natural incorporar algunas propiedades
gue mantengan leonsistenciddgica entre operadores de
una mismaFAO frente a cambios de cardinalidad, para lo
cual se necesita ser capaz de definir una familia de opera-
dores de agregacion en términos de su consistencia légica.
En otras palabras, los operadores que componen una fa-
milia tienen que estar de alguna manera relacionados de
modo que el proceso de agregacion siga siendo el mismo
ante posibles cambios en la dimension del conjunto de da-
tos. Por lo tanto, parece ser apropiado estudiar propiedades
gue le den sentido a la secuendig Az, A4, ..., ya que de

otra forma soélo se tiene un conjunto de operadores desco-
nectados. Bajo este objetivo, en [15, 16, 11] se presentan
las nociones destabilidady consistencidbasadas en la
robustez de un proceso de agregacién. En este sentido, la
nocién deestabilidadpara una familia de operadores de
agregacion esta inspirada en el conceptaastinuidad
aunque nuestro enfoque se centra en la cardinalidad de los
datos en lugar de en los datos en si, permitiendo asegurar
cierta robustez en el resultado del proceso de agregacion

ticular, seaAn(Xy,...,X)) un valor agregado desde el con-
junto de datos n-dimensiona,...,X,. Supongamos que

un nuevo elementw,.; sera agregado. S, 1 €S un va-

lor que se encuentra cerca del valor agregado dado por
An(Xg,-..,%n), entonces el resultado de la agregacion de
estosn+ 1 elementos no debiera diferir significativamente
al resultado de la agregacion de loslementos. Siguien-
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do con la idea de estabilidad para cualquier herramientae manera mas general y en conexién con la consistencia
matematica, sixn+1— An(X1,...,%n)| €S pequefia, entonces de un proceso de agregacion. Es importante notar que la
|Ant1(X1, ..., Xn Xnt1) — An(X1, ..., Xn)| debiera ser peque- recursividad garantiza un tipo de consistencia defuk@

fia también. Es importante tener en cuenta que si la familig A, }, en tanto cada funcioA, es construida tomando en

An no es simétrica, es decir, existempara el cual el ope- cuenta las funciones previdg_;. De esta manera, la si-
rador de agregacioA, no es simétrica, entonces la posi- tuacion en la cual diferentes operadofgsin una relacién

cion de los nuevos elementos es relevante para el resultadmtre si, no pueden ser recursivos. Otras propiedades que
final del proceso de agregacion. A partir de esta observaestablecen algunas condiciones entre diferentes miembros
cion, en [15, 16, 11] se presentan algunas definiciones dde una misma familia son las diescomponibilidadver
estabilidadque extienden la nocion deel f — identity de- [5, 6] para mas detalle) bisimetra(ver [5, 6] para mas
finida en [18]. detalle) entre otros.

Por otro lado, un problema que no ha recibido demasiad# pesar que estas propiedades pueden ser consideradas co-
atencién es como obtener una agregacion cuando algunaso modelamiento de un tipo de consistencia en una fami-
de las variables que seran agregadas no tienen informacioha de operadores de agregacion, éstas se centran mas en
Si el operador de agregacidg tiene una definicion clara la construcciéon de un operador de agregacion de dimen-
para el caso en el cual la dimensidn es menor, entoncesidn n a partir de operadores de agregaciéon de dimensio-
este problema se puede solucionar facilmente, aunquees mas bajas, que es una idea particular de consistencia.
no siempre es una tarea trivial. En este articulo se trat#or otro lado, en la bisqueda de la idea de consistencia
el problema de datos perdidos para algunas familias dele una familia de operadores de agregacién basados en la
operadores de agregacién conocidas, basandose en dfinicion desel f—identitydada por Yager en [18], la no-
consistencia de las familias de agregacion a través de laién deestabilidad estrictade una FAO fue definida en
nocion de estabilidad. [15, 16, 11] en tres grados diferentes. Ademas, en [6], la

propiedad de Yager y su propiedad dual fueron analizadas

y estudiadas a fin de determinar una familia consistente de

pesos para diferentes familias de operadores de agregacién
2 CONSISTENCIA DE FAMILIAS DE ponderados.

OPERADORES DE AGREGACION La idea es simple: en una familia de operadores de agrega-

cion,An y An1 deben estar estrechamente relacionados, en
Tal como se ha sefialado en la introduccion, tamilia el sentido que si un nuevo elemento va a ser incorporado,
de operadores de agregaciés un conjunto de operadores y este nuevo elemento corresponde a la agregacion de los
{An:[0,2]" — [0,1],n € N}, que proporciona instruccio- fjtems anteriores, entonces el resultado de la agregacion de
nes sobre como agregar colecciones de elementos de cuastosn+ 1 elementos debe ser cercana a la agregacion de
quier dimensiém. En [12] se muestra que los operadores|os n anteriores. En otras palabras, si el operador de agre-
de una familia pueden estar relacionados por medio de ugacionA,, 1 se diferencia demasiado @ég, producira una
grupo de propiedades. Por ejemplo, continuidad, simetria familia inestable{An }nex.
otras propiedades conocidas que usualmente se definen pa- . :
ra una funcion de agregacid, y que puede ser definida Tgn[eqdo en cuenta que Ia_s FAOs no son n'e?cesarlamente
en general para una familia de operadores de agregacio |’metr.|c_a_s,, en [16] se .anallzar(.)n dos posibilidades ;obre
imponiendo que éstas propiedades tienen que ser satisfe= def_|r_1|C|on de estabilidad estricta (L- o left y R- o right
chas para todm. Sin embargo, este tipo de propiedadeseStab'“dad)'
no garantizan una coherencia en el proceso de agregacioRefinition 2.1. ([15, 16]) Sea{A, : [0,1]" — [0,1],n € N}
en tanto no establecen ninguna restriccién que conecten lagha familia de operadores de agregacion. Entonces, dire-
diferentes funciones de agregacion. mos que:

A pesar que pocas propiedades han sido estudiadas o defi- . . .
nidas para un&AO en general (ver [16] para mas detalle), 1. {An}n €s una familia R-estrictamente esta_ble Sl
es posible encontrar en la literatura algunas propiedades de V{X”}”GN. en(0.1), y¥n = 3, An_1(Xq, -, X-1) COIN-
operadores de agregacion que pueden ser entendidas como cide con:

propiedades de L_Jpa familia como un todo, en tanto estable- An(X0, v X1, A1 (X1, oo Xn_1))-

cen alguna relacion entre los diferentes operadores.

Un concepto que establece una relacion entre operado-2. {An}n es una familia L-estrictamente estable si
res de diferente dimension en una FAO es la nocién de  V{Xn}nen €n[0,1], yVn > 3, Aqp_1(Xg,...,Xn—1) COIN-
recursividad La recursividad es introducida en [7] en el cide con:

contexto de operadores de agregadiWA A partir de

[7], en[1, 8, 10, 4] es estudiada la recursividad de una FAO An(An-1(X1, -, Xn-1), X1, -+ Xn-1)-
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A pesar que las definiciones anteriores pueden ser relgresentan algunas definiciones de estabilidad estricta para
jadas desde un punto de vista asintotico y probabilisticdAOs no simétricas las cuales dependen de la estructura
(ver [16]), este trabajo se enfoca en las condiciones dealel conjunto de datos a ser agregado.

estabilidad estricta expuestas.

4 ESTAB. ESTRICTA DE ORDEN k.
3 i—Lyj—RESTABILIDAD.

Los tres niveles de estabilidad presentados en [16,e55] (
Las definiciones anteriores suponen que el nuevo elementiicta, asintoticay casi seguraestablecen restricciones ha-
se incorpora en la primera o en la Ultima posicién, supueseia la existencia de una relacién entre los miembros de una
to puede ser relajado, en tanto dicho elemento puede sé¢tAO {An}n, & fin de garantizar algin nivel de consistencia
incorporado en cualquier posicién del conjunto de datosy robustez del proceso de agregacion. Sin embargo, estas
El concepto dg-L estabilidad estricta fue introducido en condiciones se centran en la relacion entre dos elementos
[2], en el cual se impone que el nuevo elemento se ubicaonsecutivos, i.eA, Yy A, 1. La nocién de estabilidad es-
en laj-ésima posicién. Anadlogamente, es posible definir latricta puede ser extendida imponiendo condiciones sobre la
i-R estabilidad estricta ubicando el elemento en la posiciérrelacion entre los operadores de agregagipy Am cuan-
i-ésima desde la derecha. De este mismo modo, pueden séo [m— n| = k. En este contexto, se presenta el concepto
definidas las nociones del y i-R estabilidad estricta en de estabilidad estricta de ord&rcon respecto a la posi-

términos asintéticos y probabilisticos. ciénry,...,r. Como en el caso de estabilidad estricta de
Definition 3.1. Sea{An: [0,1]" — [0,1],n € N} una fami- orden 1, se asume gues un vecton-dimensional que se-
lia de operadores de agregacion, diremos que: ra agregado por un operad&. Supongamos ahora que

elementos son adicionadog,das cuales coinciden con la
agregaciom\,(x). Entonces, la agregacion del veator k-
dimensional resultante al incorporar el val@(x) en la
posicionry,...,rg coincide comAy(x). En nuestra opinidn,
para introducir este nuevo concepto es necesario especifi-
An(X, oo X An 1(X1eo, Xn1), -+ X0 1) car la siguiente notacion:
o ) . Dadon € N y dada la secuencia deposiciones,...,rg

2. {An}n es una familia j-L-estrictamente estat_)le Sl conry < ra... <re <n+k se denota POE" .

v{xn}neN en [07 1}! yvn 2 3! Anfl(X]_,.n,Xn,]_) caoin- f i0 T

) uncion
cide con:

1. {An}n es una familia i-R-estrictamente estable s

V{Xn}nen €n[0,1], y Vn >3, Ay_1(X1,...,Xn_1) COiN-
cide con:

& e 110,117 [0,1] — [0, 2]
An(Xl, ...,Xj_l,An_l(X]_, ...,Xn_]_),Xj e ,Xn_l). ek
en la cual, para ur € [0,1]" dado ya € [0,1], el vector
Notar que las nociones geL y i-R estabilidad estricta defi- X se transforma en un vect{®), 1]™** adicionando el valor
nidas anteriormente son equivalentes (para cualquigo @ €n la posiciomy,...,rg < n+k. Por ejemplo, sea =
i) cuando la FAO es simétrica. Pero en general, es muy di{x1, - --,Xs) en[0,1]°, entoncesP,g(x,a) es el vector en
ficil que una FAO no simétrica satisfaga mas de una condi{0, 1]° que resulta de incluir el valar enx en la posicion
cion de manera simultanea (ver [16] para mas detalle). Erl, 3y 8, i.e.&{'55(x, a) = (0, X1, A, X2, X3,X4, X5, O, X6).

nuestra opinién, las condiciones de estabilidad estricta quEJna vez ha sido introducida la notacién. vemos la ecuacion
en general son satisfechas por las FAOs no simétricas, de- '

ben tener en cuenta la estructura del conjunto de datos qu%souadaalgl—L estabilidad estricta puede ser reformulada

sera agregado (ademas de la forma en la que esta familia &9mo:

definida). Ans1(E](x,a)) = An(X) cona = An(x) para xe [0,1]".
Similarmente, las FAOs simétricas imponen de manera

implicita que la estructura del conjunto de datos no tieneEsto es posible introducirlo mediante la siguiente defini-
un efecto en el resultado del proceso de agregacion, egion:

decir, el orden en la cual la informacién es agregada no

es relevante, mientras que para las familias de operadoresefinition 4.1. Sea{A: [0,1]" — [0,1],n € N} una fami-

de agregacion no simétricas, se asume que el conjuntpa de operadores de agregacion. Entoncgs,}n s una

de datos tiene una estructura inherente, y por tantofamiliary,...,rc-L-estrictamente estable para un valor da-
la posicion de los elementos del conjunto de datos eglor, < ... <rsiVn>r,—kyvxe (0,2

relevante. En este sentido, la estabilidad estricta debe tener
en cuenta que el conjunto de datos presenta una estructura N
(ver [17, 13] para més detalle). En el capitulo siguiente, se Anik (&L ez, (X Aa(X))) = An(X)
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Del mismo modo se establecen algunas condiciones entre e {Maxy(X1,...,%n) = Max{xy,...,Xn}Vn € N},
los miembros de una FAO cuando ellos difieren en un
elemento (i.eA, y An.1). La definicidn anterior establece
la relacién entre los elementos de una FAO cuando ellos {Gn(X1,...,%) = (npzlxi)nVn e N},

difieren enk su cardinalidad (i.eA, Y Anik), tomando

en cuenta la informacion agregada (i.e. la estructura del ® {Hn(¢,...,%) = 5—=-=Vn € N}

conjunto de datos). En las siguientes subsecciones, se

analizan las consecuencias y los vinculos entre familiason familias estrictamente estable de cualquier orden.
estrictamente estables de diferentes drdenes, diferenciando

entre los casos simétricos y no simétricos.

o {Aa(X1,...,%n) = Jiz1n %Vn € N},

Dem. Todas estas familias son estrictamente estables
(ver [16] para mas detalle), y en base a la Proposicion 1

) ) también son familias estrictamente estables de dkden
4.1 Elcaso simétrico.

De manera similar ocurre con gL estabilidad estricta, Se observa que una familia estrictamente estable de orden
cuando und&AO es simétrica (i.e. todos sus miembros son k en general no es estrictamente estable de orden 1 cuando
operadores simétricos), la posicion. .., r, no es relevan- k<. En la siguiente proposicion se establece un resultado
te en la definicion de la estabilidad estricta de orklddn para los casos en que esta implicacién es verdadera.
parametro muy importante es el nUméyen tanto repre-  Proposition 4.2. Sea{ A}, una familia simétrica estricta-
senta el orden de la estabilidad impuesta, que puede sgfiente estable de orden k, y seg k {A,} es una familia

definidavn > 2 y ¥x € [0,1]" como: estrictamente estable de orden | skimk para un entero
m.
n —
Anik (&8 1,04k An(X))) = An(X) Dem. Sea{A,}, una FAO simétrica estrictamente estable

L ., ) ., . de ordernk, seam un entero positivo y see= mk Dado
La siguiente proposicion analiza la relacion que existe ensy o 0,1]", se tiene que:

tre los diferentes 6rdenes de las familias estrictamente es-
tables.

Proposition 4.1. Sea{ As }n una familia simétrica estricta-
mente estable. Entoncg#\,} es una familia estrictamente
estable de orden k para cualquiezk?2.

—_—
An+| Xla"'7xnaAH(X)7"'7An(X) :An(x)

Dem. Sea{An}n una FAO simétrica estrictamente estable, COmo{An}n es una familia estrictamente estable de orden
y seak > 2. Ademas, seaun elemento df0, 1]". Entonces, ki entonces se cumple que:
tomando en cuenta qyé\, }» es una familia estrictamente k times

i . —_—
estable, se tiene que: An(X) = Anik (X An(X), ..., An(X)), que es igual a:

An(X) = Ant1(X%An(X)) = An2(X An(X), Ans1(X, An))
= AnJrZ(XvAn(X)aAﬂ(X)) = 'Aﬂ+k(X7An(X)a e aAn(X))a

An(X) = Anik (&nia..nik(%, An(X))), la expresion dada en
2k times
—_—
. y . (1) coincide corAn. 2k(X, An(X), ..., An(X)). Por lo tanto, en
Se observa que la situacion opuesta no es necesariamenigios casos se tiene una estabilidad estricta de &rgee
verdadera. SefAn }n una FAO definida como: implica una estabilidad estricta de ordéa Siguiendo con
esta secuencia, se concluye que:

se concluye la demostracion.

[ Max{xq,...,Xa} sin=2m
An(X17...,Xn)—{ Min{x.,..., X} sin=2m+1 mk times
An(X) = Anemk(% An(X), - .., An(X)), y entonces el resultado
Es facil de ver qugAn}n es una familia estrictamente es- €S demostrado.
table de orden 2, pero (como se muestra en [¥8})}, no
es una familia estrictamente estable de orden 1.

Corolario 1 Las FAOs

4.2 El caso no simétrico.

Para concluir este capitulo, se presenta un resultado que
o {Minp(Xq,...,%) = Min{xa,...,%n}¥Vn e N}, establece algunas condiciones entre diferentes 6rdenes de
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FAOs estrictamente estables no simétricas. Recordemos una vez mas que nuestro objetivo no es de-
cidir como es el vector de pesog' = (W], w4, wg,w}),

sino que garantizar una cierta estabilidad o consistencia
en el proceso de agregacion con diferentes cardinalida-
des. Por ejemplo, sera poco coherente para eleyie
Dem. Sea{An}n una FAO j-L estrictamente estable pa- (0.1,0.1,0.1,0.7) cuando los datos sobre las cuatro evalua-
ra todo j € {ry,...,rc}. Seax € [0,1]" un vector n- ciones mencionadas estan disponibles, pero también elegir
dimensional, com > r—k. Como{An}, esr; —L una fa- w? = (0,8,0.2,0) cuando la primera evaluacion tiene un

milia estrictamente estable, entonces se cumple lo siguierialor perdido, ya que la importancia relativa de las prue-
te: bas es claramente diferente de una situacion a otra. Desde

An(X) = Any1 (&7 (X An(X))) el punto de vista de la coherencia, esta evaluacion no sera
estable.

Proposition 4.3. Sea{An}n una j-L una FAO estricta-
mente establerj € {ry,...,rg}. Entonces{A,} es una
ri,ro,...,re familia estrictamente estable.

Pero comdAn }n es una familias-L estrictamente estable,

o X ) En primer lugar, centremos nuestra atencién en la fami-
la expresion aterior es igual a:

lia de la agregacién de medias ponderadas. Esta familia
{Wh,n € N}, se define a través de un vector de pegbs

n+1 n n
Ans2 (frz (frl(X,An(X))>An+1(5r1(X,An(X))))) ) (Wnl? ann) c [0, 1}n en la cual se tiene qu%(xl’ ~--7Xn) —
. n n
la cual es igual a: Y WX, dondey W' =1y (Xq,...,%n) € [0,1]" ¥n. Enla
i=1 i=1
Ani2 (Ern;rl (frnl (x,A,(x)),An(x))) 7 FAO dadaporla mgdia ponderada, los pesos asociadps alos
elementos que serdn agregados representarplartancia
gue a su vez coincide con: de cada uno de los elementos en el proceso de agregacion.
Por esta razén, la media ponderada es seguramente uno de
Ani2 (&, (% An(X))) . los operadores de agregacion mas relevantes y usados en

muchas areas diferentes (por ejemplo, en estadisticas, en

Siguiendo un razonamiento similar, es posible de-l0s problemas de representacion del conocimiento, en I6gi-
mostrar de manera iterativa qu&(x) coincide con €@ difusa, decisiones de multicriterio, en toma de decisio-

Ak (&N 1 (%, An(X))), con lo que se concluye la demos- N€S, etc), y uno de los problemas mas estudiados en todas

tracion. estas areas es como determinar estas importamgiasos

_ _ ) La estabilidad de esta familia se ha estudiado desde un pun-
Se observa que la situacion opuesta no es necesariamentqe vista en [16]. Sin embargo, como se observa mas ade-
verdadera. Por ejemplo, la familfan} definida anterior-  |ante este estudio puede no ser directamente aplicable al

mente como el maximo pama= 2my el minimo para  proplema de valores perdidos en los problemas de agrega-
n=2m+-1 es una familia estrictamente estable de orden Z;g,.

para cualquier posicidn, < r», pero no es una FA®; o _
r, estrictamete estable. El problema de datos perdidos aparece cuando un elemen-

to especifico d& = (xq,...,X%n), Xi, €S un valor faltante. En
el ejemplo anterior esa = 4, la informacién es agregada
: a través dey(xg,...,Xs) = Yi_14W'X;, y la importancia
5 GENERACION DE P_ESC_),S CON DATOS de los cuatro (criterios s?e hgestabllecido a través del vector
PERDIDOS: Una aplicacion de la 4—dimensionaW® = (w8, w4, wé,wi) = (0.1,0.1,0.1,0.7).
Estabilidad. Ahora, considere una alternatixaue presenta los valores
dex = (sin informacin0.3,1,1). ¢ Cual debera ser el ope-
Se introduce un ejemplo para ilustrar una interesante aplirador de agregaciofy a utilizar?

cacion del concepto de estab|l|q§ld. Qon5|dere un curso dgi decidimos utilizar la funcion de agregacion de medias
pregrado en el cual la evaluacion final se calcula como; onderadas pama— 3 (i.e. As — W), el problema es de-
o . . . =3 (i.e. Az =Wg),
igojo pa(;a las evalyg;mnes pa|1rC|aJes (3f.evTIuaC|o|nes derminarel vector de pesos. Una posibilidad es imponer
e e s <UeW e Safagan s condicions do siaid e
) P . - >uponga que ricta. Sin embargo, se observa que las diferentes condicio-
te realiza todas las evaluaciones excepto la primera, ya qu

se matricul6 tarde en la asignatura. ¢ Cémo se debe calc ﬁ_es de estabilidad estricta, R, i —L or j —R para diferen-
9 - ¢ s posicionasy j) entregan diferentes posibilidades y so-

lar su evaluacion final de una manera justa y coherente o) ciones para el vectar®. Entonces, ¢,qué restricciones de

A ? - . .
r_especto al resto de sus companeros de clase?. Esto CONtabilidad se debe elegir?. Teniendo en cuenta que el 1
tituye un problema de datos perdidos, y para nosotros una

. . esimo valorx; es el que falta, parece razonable imponer la
solucién razonable es volver a ponderar la formula, por lo - o : :
condicién de estabilidad estricta(o equivalentemente, el
que los pesos de los elementos ponderados se aumentan

proporcionalmente.
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4—R o0 1-L), es decir, 5.1 Generalizando a un conjunto de datos perdidos.

Wi (E3(x1, X2, X3, Wa(X1, X2, X3))) = A fin de concluir el estudio de operadores de agregacion
frente a valores perdidos desde el punto de vista de la esta-
bilidad, a continuacion se intenta extender los analisis an-
teriores a la situacién en la cual existen mas de un valor
para cualquiery, X3 Y X4 €n|0, 1] perdido. Suponga que se tienen valores perdidos en las po-

siciones < s. Entonces se tiene:
Respecto del ejemplo anterior, estas condiciones se satisfa-

cen siy solo siv® = (§,3,4). Se observa que este vector X= (x,.... %1, perdidgx 1,..., %1, perdidaxs;1,....n).

mantiene las proporciones relativas entre los pesos origissiderado la ecuacion de- s—L estabilidad estricta, es
nales para los valores no perdidos en las posiciones 2, 3 ?505|ble construir el operador de agregaokin, desde,

4. para um dado. Retomando el ejemplo de la evaluacién del
En el mismo ejemplo, la primera posicion de la alternativacurso de pregrado para las cuatro pruebas. Se considera un
x = (no evaluadg0.3,1,1) es una valor perdido. Pero estudiante que no tiene informacion en la segunday tercera
¢como debera ser la agregacion si el valor que falta ocup@valuacion por inasistencia causada por enfermedad. Si se
la segunda posicién?. En general, la posicién en la que apaiecide utilizar la media ponderada como funcion de agre-
recen los datos son relevantes para las FAOs no simétricagacion paran = 2 (i.e. A = W), el problema en cuestion

si existe alguna informacidn= (xy,...,%,) que tiene que  consiste en determinar el vector de pesostlg w* (que

ser agregada y se tiene un valor perdigiopara encontrar ~ corresponde a las evaluaciones con informacién). Enton-
las relaciones que deben existir entre las funciones dé€es, parece ser razonable imponer la condicion &1
agregacior, y A1, se debe imponer la-L estabilidad ~ estabilidad estricta a fin de encontrar los pesos asociados
estricta o equivalentemente (a— (j + 1))-R estabilidad  al operador de agregaci® i.e, para cualquiex;, x; en
estricta en toda la familia. A continuacion se presenta und0, 1]:

propuesta que entrega las condiciones suficientes para

asegurarj—L estabilidad estricta de la familidWh}n. Wi (X1, Wa (X1, X2), Wo (X1, X2), X2) = Wh(X1,X2)

Otra demostracion de esta afirmacion se encuentra en [2]

y también en [9], en los que se entregan conclusione$or convencién notacional, se denota par al valor
similares cuando se tiene que resolver los problemas dgque ocupa la primera variable y pag al valor de la

Wi (Wa (X2, X3, Xa), X2, X3, Xa) = W5 (X2, X3, X4)

datos perdidos ante la familia de medias ponderada. cuarta variable, por lo que el vector asociadoxes
(x1, perdida perdidaxy). Entonces, la condicion anterior
Proposition 5.1. Seaw = (W4, .., w?) € [0,1]",n€ N, una se satisface si y sélo $i? = (8, 8) Se observa que este

secuencia de pesos de una familia de medlas ponderada vsector mantiene las proporciones relativas entre los pesos

originales para los valores no perdidos de las posiciones 1
{Wh}nen tal que Z w' = 1 se satisface/n > 2. Entonces, y 4,

la familia {Wn}neN es una familia }-L-estrictamente esta-  como se muestra mas adelante para la estabilidad estricta

ble si y solo si la secuencia de pesos satisface: de orden 1, se analizan las condiciones que la familia de pe-
sos debiera satisfacer para garantizar la estabilidad esticta
wWi=(1-w)-(wp') para k=1,..,j-1 de orden 2 de la FAO de medias ponderadas. Sera posible
W, = (1-w))- (vvﬂ‘l) para k=j,...,n—1 establecer la relacion que debe existir entre pesos de dife-
rentes dimensiones a fin de construir un proceso de agrega-
vn e N. cién consistente bajo el problema de existencia de valores
perdidos en mas de una variable.
Dem. Proposition 5.2. SeaW = (), ...,wf)) € [0,1]",ne N una

Es importante notar que para una FAO de medias pondeSe€cuencia de pesos de una familia de medias ponderadas

radas genéricgWn}nen, la propiedad dg—L estabilidad w1y, que verifica Z w! = 1 ¥n > 2. Entonces, la
estricta puede ser re-escritay, ... X,-1 € [0,1] como:
familia {Wh}nen €S una fam|l|a { — ro—L estrictamente

j-1 y L estable si y sdlo si la secuencia de pesos satisface:
W' — (1 —whHw' )% + z whw')x =0
i; W2 = (1w w2y W) =11

I
{ Wi - W22 ()= ryr 1
+ _ +2 12 | i | —
A partir de la ecuacién anterior se concluye que la propo- Wi = (L-wi™ —wi™) - (wf) =120
sicion se cumple.

vn>rp,—2eN.
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Dem.Notar que para una FAO de medias ponderadas genédores de agregacion mas conocidas (por ejemplo el pro-
rica{Wh}nen con pesos, ne N, la propiedad de; —rp-L ductorio {P}nen), NO pueden ser transformadas o exten-

estabilidad estricta puede ser re-escrita como: didas directamente. Por ejemplo &ix) = 5%, entonces
. A = [0,5], pero no es posible garantizar que para todo
fi— n i
neN, P(f(xy),...,f(Xn)) =i, f (%) pertenece al in-
0= ,ZixiW*Z—(l—\ﬂfﬁfz—w?;z%(wf))+... tervalo[(;]g]( 1), fn)) = MLy f(x) p
i= T
1 En el resultado que se muestra a continuacién es analizada
e la propiedad de estabilidad estricta de diferentes 6rdenes
oY 6 (W - (LW wEE) - (ul) + . - .
<1 para transformaciones de FAO originales. Particularmente,
n se muestra que la estabilidad estricta de okdenmantiene
+ 3 % (W2 — (1—wp2—wir2) - (W) | con la transformacion.

i=|’2
Proposition 5.4. Sea{th}nen Y {M?‘“}neN una familia
A partir de la ecuacién anterior se concluye que la proposi-d_e, operadores de agregacion %1 su extension o "’_‘Qrega‘
ci6n se satisface. cion transformada. Entonce$M;" }ncn €s una familia
ri,...,rkj—L estrictamente estable siy sOlo{gh}nen €S
Proposition 5.3. Sea W = (W0,...,wd) € [0,1]",n€ N una una familian,...,rcj—L estrictamente estable en el domi-

secuencia de pesos de la familia de medias ponderadagi0 de A.
n
{Wh}nen tal que 3 W' = 1 se satisface/n > 2. Entonces, Dem.: Tomando en cuenta que:

i=
la familia {Wh}nen €S una familia g,...,r—L estricta-

mente estable siy solo si la secuencia de pesos satisface: Mk (5&_._“()(7 M?‘(x)))
W_n+fk =(1- i Wn+k) (W) puede ser re-escrito como:
i+f — Iy i/
v=1
para f = 0,' . 'ak y IZ rfa"'arf-‘rl - 17 donde b = 1y f71 (%+k (Err]_,...,rk(f(x)v%(x))>) )

lk+1 = N+ 1por conveniencia notacional. la condicion de estabilidad estricta, ...,rj—L para la

FAO {M{"},cn puede ser formulada como:

f 1 (@hok (&N f(x), (X)) = FH(@(f(x)).
A fin de extender las propiedades anteriores a una clase (@i e T (X)- 6 ") (n(16)

mas general de FAO, a continuacion se analiza la estabilicomof es una funcion inyectiva y continua, una condicién
dad estricta de ordenpara transformaciones de una FAO ge gatisface si y s6lo $igh}n es una familia estictamente

original, para lo cual primero se introduce las siguientesggigple e, con lo cual se concluye la demostracion.
notaciones y definiciones.

Dem. Similar a la demostracion de la Proposicion 6.

Deﬁm?on 5.1. Sea f:_ Eg’ 1] Z A un; funC|o? |n_3|/_ect(|jva Corolario 2 La FAO dada por la media ponderada cuasi-
y continua, y sea{¢h - A=A NE } una amiia @€ 4ritmética es una familip—L estrictamente estable si y s6-

operadores de agregacion definida en el dominio A. Enton—IO si la secuencia de sus pesos satistee N:
ces, la familia de operadores de agregacion transformada '

{M} oy es definida como:
Wl =(1-wh)- (W Y)  para k=1,...,j-1
¢ _ -1 k j k 9 )
Mf (Xl,,Xn)*f (%(f(xl),,f(xn))) { \NI|2+1:(1_VVT)(VVI|271) para k:]77n_1
Se observa que sf es la funcion identidad, entonces ] ] ]
la familia transformada coincide con la familia original. Corolario 3 La FAO dada por la media ponderada cuasi-
Si {@h}nen €s la media o la media ponderada, enton-aritmética es una familiey, ....rcj—L estrictamente esta-

cesM{ es llamada media cuasi-aritmética o media cuasi-DIe S1Y solo i la secuencia de sus pesos satisface:
aritmética ponderada. Las funciones dadas por la media
cuasi-aritmética son muy importantes en muchos andlisis
de agregacion. Algunas de las familias cuasi-aritméticas i+f
mas comocidas son: la media geométrica ( cualrap=

log(x)), la media arménica (cuanddx) =1/x) y lame- para f=0,....k y i=r¢,...,ri;1—1,donderp =1y
dia de la potencia (cuanddx) = xP), entre otras. Es im- r¢.; = n+ 1 por convencién notacional.

portante remarcar que algunas de las familias de opera-
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6 COMENTARIOS FINALES

En este trabajo se presentan anteriores desarrollos de los
autores, todos relativos a la relacion que debe existir entre
los miembros de una familia de operadores de agregacion,
a fin de comprender que ellos deben definir adecuadamente

un todoconsistenteEn particular, se aplican las nociones
basicas de L y R estabilidad estricta de una familia de [9] 3. pujmovic. The Problem of Missing Data in LSP

operadores de agregacién presentadas en [16, 11, 15], pero

con un enfoque mas general que ha llevado a la definicion
de lai—Ly j—R estabilidad estricta. Ademas, se introduce
la nocidn de estabilidad estricta del ordeljue constituye

una nueva extension de dichos conceptos, en tanto permi{é0]

relacionar los operadores de diferentes cardinalidades de

manera arbitraria. Por otra parte, todas estos concept
se han analizado con mayor detalle a partir de la familia

dada por la media ponderada y por la media ponderada

cuasi-aritmética. Finalmente, se presenta una interesante
aplicacién de estos conceptos de estabilidad estricta y sus
condiciones o restricciones, a fin de hacer frente a logp2]
problemas de datos perdidos en el contexto de operadores

de agregacion.

[13]
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