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INTRODUCCION 
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INTRODUCCION. 

R. Kirby y L. Siebenmann demostraron ln existencia de variedades 

topol6~icas cerradas no lineales a pedazos de dimensi6n mayor o 

igual_que cincoll8J.Esto quiere decir que esas variedades no son 

topol6gicamente equivalentes a un complejo simplicial en el que 

el halo de cnda vertice sea una esfera. Pero se ignora si tod3 

variedad topolo;~ica es homeomorfa a un complejo simplicial [29J". 

La existencia de una Z-esfera homol6gica tridimensional M con 

invttriante de Rohlin 12· .y tal que M # H borde a una varied ad ac!clice. 

probaria que toda variedad topol6gica de dimensi6n mayor o igual 

que cinco es homeomorfa a un complejo simplicialt91!. 

El I~variante de Roblin esta definido pars z2-esferas homo16~icas 

Mt2?Jpi M es la frontera de una variedad tetradimensional w4 tal 

que H1(W4 , z2 ) = 0 y la formo cuadratica de intersecci6n en 

·n2 (w
4 )/Tor es par, el inve.riante de Roblin de H: ~A-M es 

o-w~,.· 
JA M = - ~ ( m6d 1) • 

donde cr w4 es la sir;natura de la forma cuadratica.t51·. 

El invuriante J.A. es independiente de la variedad w4 debido al 

teorema de Rohlin,f27J. Es tambien un invariante de H-cobordismo. 

Una z2-esfera homol6~ica M sim&trica (es decir, con un ?utohomeo­

morfismo que invierte la ori~ntacion)e invariante de Roblin 1/2 ,, 
darla la soluci6n al problema de triangulaci6n de variedades 

topo16~icas de dimensi6n mayor o _igual que cinco, ya que esta 
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varied'ad M verificar~a Mil. M Jill· f -M "=;)t<M-B~) xI] y evidentemente 

·(M- B3)x.I.es ac!clica. Esto·explica el !nteres de obtener el 

invariante de Roblin de variedades siml!tricas, entre las que se 

~n~uentran los recubriqores c!clicos y dihedrales con grupo.D2P 

de.esferas homol6gicas tridimensionales s~m~tricas, ramificedas 

sobre un nudo anfiqueiral. 

No se piorde generalidad al estudiar el invariante de Rohlin 

de esferas homol6gicas simetricas cuyo·autohomeomorfismo que 

invierte la orientaci6n es peri6dico, debido a que en toda variedad 

hfperb6lica todo autohomeomorfismo es'isot6pico a una isometria 

de la varieda4 (2oJ.r34J y las isometr!as de variedades hiperb6licas 

son peri61icastl91,Y a que la clase ·de variedades hi?erb6licas es 

muy amplia como se deduce de los resultados de \1. Thurston, C32J. 

J. s. Birman I2],W. C. Hsiang y P. Pao£131, yD. Galewski y 

R. Stern tlOJ,separadamente, han probado ~1 Teorema lt 

Teorema 1 

Sea M una 1fesfera homol6gica tridimensional con un 

autodifec~o~fismo de periodo 2 (una involuci6n) que invierte la 

orientaci6n. Entonces jJ'M = o. 
El Teorema fundamental de esta T~sis es el Teorema 3: 

Teorema 3 

Sea M una Z-esfera homol6~ica tridimensional con un 

autodifeomorfismo peri6dico de per!odo mayor que 2, que invierte la 

orientaci6n. 'Entonces J1 M = 0. 

Un Corolario (Corolario 3) de ello es la anulnci6n del inv•:·riante JA­

de esferas homol60icas/hiperb6licas simetric~s. 

Resultado posterior deL. Siebemmann,[30l,es la anulaci6n del inva-' 

riante de R~hlin de esferas homol6gica"o primas simetricas suficien-
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temente larr,as. La demostraci6n utiliza el Corolario 3, un Teorema 

de ~~. Neumann f35l sobre la anul~ci6n del invariante de Roblin de 

variedades de Seifert sim~tricas y el becho de que las varicdades 

suficientemente lar~as admiten una familia de toros que descompone 

la variP-dnd en piezas hiperb6licas y en piezas de ·seifert. 

Los resultados y demostraciones ori~inales de esta Tesis son los 

Teoremas 2 y ~ el Lema 1 y lOs Corolarios 1,2 y 3. 

Expreso mi agradecimiento a A. J. Casson (Trinity College, 

Cambrld~e) y ami director de Tesis J. M. Montesinos. 

Quiero recordar aqui con carifio a mi hermana Isabel, quien he 

mecano~raf!ado esta Tesis. 
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CAPITULO 1. 

1. Definiciones y Resultados Previos. 

2. ~ntos Fijos de Difeomorfismos en Variedades Paracompactas. 
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l.~DEFINICIONES Y RESULTADOS PREVIOS. 

Se dice que una vnrfedad Mn es una z2-esfera homo16gica si tiene 

los mismos·grupos de homolor,!a con coeficientes z2 que la esfAra 

eucl!dea sn. 

Veamos una definicion equivalente cuando M3es orientable y conexa: 

En este caso, el Teorema de Dualidad de Poincar~ dice que 

· H1 (r-13 ,z2 ) ~ H2(t1J3 ,z2 ), po~ lo qt~e entonces una condici6n necesaria 

y suficiente para que M3 sea una ~2-esfera homol6~ica es H1(M3 ,z2 ) 

. Se dice que una variedad Mn es ac!clica si tiene los mismos r;rupon 

de homolo~{a con ~oeficiJntes ent~ros que una bola eucl{dea Bn. 

Un nudo en una z2:-esfera homolor:ica· es un par (l1,K), s1~ K~ H. 

El nuda est~ determinado por la clase de isotop!a global d~ la 

aplicaci6n s1c.. fvi que es un homeomorfismo sobre su imagen• 

Un nudo (N,K) se llama +(-) anfiqueiral si existe un homeomorfism 

h de M que invierte la orientaci6n tal que (M, K) ed equivalente a 

(-M, h(K)) (~·a (-M,·-h(K))~ 
3 'X . 

Los ejemplos m~s usuales de nudos anfiqueiralPS se dan ens ~R/u~ 

cuando se considera como h la simetria respecto a una esfP.ra s2~R2u~ 
(corrientemente llamada la simetr!a ~especto a un espejo). Uno de 

estoa. nudos es el nudo ocho: 

Fig. 1 

D.ado un nudo en una z2-esfer?- homo16gica t1, si K es nulhom6lo,.,.o 

en M, existe una superficie orientable y conexa_-F sumergida en H 

tal que K =()F. A esta superficie se le llama Suoerficie de Seifc:rt 
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del nude K. t6l , [261, [111. 

La orientabilidad de una esfera homologies y de la Superficie 

de Seifert de un nudo en ella permite orientar coherente y 

continuamente las fibras de un fibrado entorno·re~ular de F, 

homeomorfo a F X I. Esta orientaci6n de las fibras da la nosibilidad 

"de des~lazamiento de las curves de F en·el senti~o positivo o en 

el sentido negativo de orientaci6n de las fibras, obteni~ndose 

as! curvas cerredas que na intersecan F. Dada una curva simple 

cerrada c en F, llamamos c.+ a la obtenida de.splazando c en el 

sentido positivo y c-;a la obtenida desplazando c en el sentido 

negativo. 
'. 

Una Matriz.de Seifert· A= (a1~) .de un nude K viene determineda 

por una Superficie· de Seifert F del nudo K y una base { [ckJl k ttl ••• 2fl, 

de H1 (F).·,' Podemos suponer que las ck~on curv.as simples cerradas 
. • -1- . . 

y eritonces aij= lk (ci , cj) , (n6mero de ifttersecci6n de una 

superficie de Seifert de:c1
1 con cj). 

Las distintas matrices de Seifert corresnondientes a un pudo K 

s~n S-equivalentes. t24J,t33l,rlll, 

Dada A, una matriz de Seifert del nud6 K, se define la 5icnatura 

del nude K : oK como la signature de la matriz A ' A' (A' indica 

traspuesta de A). La Signatura del nudo es un invariante del nudo, 

independiente de la 8uperficie de Seifert ele~ida. I26J. 

La literature sobre signatures es abundante. tlll. 

Un cambio de orientaci6n de la varicdad ~~ da lur;ar a un cambio 

de oriBntaci6n de las fibras del entorno reeular de F y a un 

cambio de sicno en los nu~eros de enlace. Como consecuencie si A 

es una mntriz de Seifert de un nude (M, K), -A' es una matriz de 

Seifert del nude (-M, K). 
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Un cambio de orientacion de K da lugar a un·cambio de ori~ntacion 

de F y por tanto a un cambio de orientaci6n de las fibres de un 

entorno regular de F, por lo que dada una base {f C~·} k £ n, ... 2g} 

de H1(F), c1~ se transforms en c1--y reclprocamente. Como consecuenci3 

si A es una matriz de Seifert del nudo (N,K), A' es una matriz de 

Seifert del nudo G~,-K). 

La Anulacion de la Signature de un Nudo Anfigueiral se sip.;Ue-ide-_l~s 

consideraciones anteriorP.s que muestran que si A es una matriz de 

Seifert de un nudo ~ (6 -) anfiqueiralt -A'(6 -A) es otra matriz 

de Seifert de K; entonces a K =cJ (A .a. A*) • f!(-A- A') prueba oK=O. 

De gran importancia en esta Tesis van a ser las variedades 

recubridorP,s cielicos ramificados. Sus definiciones y propiedades 

pueden verse pQr ejemplo eni28l,Illl, [151. 

Nos limitanos aqui a recordar que el Recubridor 01clico de m hojes 

de una variedad Hn ramific:!dO sobre una subvariedad Ln-2 de Mn tal 

que H1(r-tn- Ln-2 ):> z y [ Ln-2 1= 0 EHn_2(r-!nt C)f':n) se obti§ne considerand 

una subvariedad escisora Fn-l de Ln-2 en Ntt t ~Fn-ll = r Ln-2 1 ) 

y pegando en orden clclico m copias de Mn cortadas a lo largo de Fn-l 

Los grupos de homolor,ia de tales recubridores cuando Nn es una 

esfera homolo~ica tridimensional se encuentran calculados en[lll. 

Tambi~n son de importancia en esta Tesis las Formas Cuedr~ticas 

de las variedades de dimensi6n par, orientables. 

Sea M una variedad orienta~&~ de dimensi6n 2m; dos r~presentanres 

de elementos de Hm(M) pueden colocarse en posici6n ~eneral en M, 

de forma que sus intersecciones sean s6lo puntos.Dos sistemas de 

referencia de estos representantes en uno de los puntos de intersecci 

determinan una·orientaci6n de H. Siesta orientaci6n coincide con 13 

dada en M, asociamos a este punto un signo positivo , en caso 
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eontrario le asociamos un si~no negativo. El numero de si3nos ~ 

menos el numero de signos - as{ obtenidos es el numero de intersecci6n 

de estos dos elementos de HmM rep~esentados. Es facil comprobar 

que este numero es aditivo y distributivo respecto al producto 

por un entero. Por ello define una forma euadr~tica Q en H (H) . m 

con valores en Z que se llama Forma Cu.adr&tica de la variedad.; M. 

La signature de dsta forma cuadr~tica se llama signature de 

la variedad. 

Se'dice que la forma cuadratica Q de la variedad es par si para 

cads elemento (x)E H 01) se verifica Q ~ XJ , t x J) £ 2Z. . m 
Hemos dicbo en la Introducci6n, al definir el Invariant~ de Roblin, 

que ~ste era un invariante de H-·Cobordismo • Un U-Cobordismo entre 

dos variedades Mni y Mn2 es una variedad wn~l tal que 

() wn+l= Mn i wMn 2 y las inclusiones ilt M:--'"'-' \•/n+l son ~ 

equivalencies de bomotop!a. 
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En este capitulo describimos algunas de las propiedades 

conocidas del conjunto de puntos fijos de un autodifeomorfismo 

peri6dico h en una variedad paracompacta M. Estas propiedades se 

utilizar~n en la demostraci6n del Teorems 3. 

Pronosici6n 1.-

El conjunto de puntas fijos de un autoditeo­

morfismo peri6dico h~e una variP.dad M, Fix h, es una subvariedad 

de 1\1. · 

Demostraci6n 

Por ser M paracompacta existe una m~trica 

Riem~niena en ella para la cual h es una isometrla. La aplicaci6n 

exponencial exp da entonces cartes de entornos del origen en Rn 

en . entornos de cada punto. Ademas, si 't:h es la aplicaci6n 

inducida por hen ~My v un vector del entorrio del origen 

correspondiente a una carta, se verifies 

exp ( 'C h ( v) ) = h ( exp ( v)) • 
n n 

De la iguald~d h =1, se deduce (~h) = 1, es decir, 

('t h - 1) ('c·hn-l.a, 'thn-2.a. •• • .a. 1) a 1. 

Para cada punto p la restricci6n de uph al subespacio propio 

LP de ~PM corresp~ndiente al vulor propio 1 (puede ser trivial) 

es la identidad. Evidentemente, la aplicocion exponential da una 

carta de ln intersecci6n del entorno del ori~en que da la carts 

alr-ededor de p y Lp en Fix b. Por ello Fix h es unn subvariednd 

de N. c. q. d. 

Gi M es cerruda ln construcci6n de lns cartes muestra que Fix h 

es tambien cerrada. 
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Si M es tridimensional y cerrada y h ~ 1, dim(Fix h) ~ 2 y 

Fix h es cerradai por ello Fix h queda completemAnte determinada 

nor su dimensi6n, caraeter!stiea y numero de componentes conexas. 

Estas propiedades vienen determinadas por la conservaci6n o 

inversi6n de la orientaci6n de M por h: 

Pronosici6n 2.-

La dimension de l:! subvariedad de puntos fijos 

de un autohomeomorfismo .ueriodico h de una variedad tridimensional M 

es -1 6 1 si h conserve la orientaei6n y 0 6 2 si h invierte la 

orientaci6n• 

Demostraci6n 

Es qonocido que toda variedad tridimensional 

admite una triangulaci6n combinatoria,. [221 • Si_·h es simplicial 

y p es un punto fijo de ht la estrella simplicial del nunto p 

es una bola B3 tal que h(B3) = B3 ya que simplices se transforman 

en simplices y el punto p es fijo. 

Es conocido que si h no es simplicial, h puede aproximarse 

_ tanto como se quiera por una aplicaci6n l~neal a nedazos homot6pica 

a h con el mismo conjunto de puntas fijos y las mismas propiedades 

"locales [141 • Por elio podemos suponer·que h es.simplicial y que 

existe esta bola n3 tal que h(B3) = B3.y h(aB3) = ~B3. Los auto­

homeomorfismos peri6dicos de s2 est~n cla~ificados salvo conjugaci6n. 

err. [25J • Son rotaciones, simetr!as o aplicaciones antipodales, 

siendo entonces el conjunto de puntas fijos del autohomeomorfismo 

dos puntos, una circunferencia y el vacio r0spectivamente. 

Debido a que h es. simplicial los -correspondientcs conjuntos de 

puntas fijos de h en B; son un se~mento, un circulo o &nicamente 

el punto d:1do p. Bs evidente que eh el primer caso h conserva la 
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orientacibn mientras que en el segundo y tercer_ casos h invierte 

la ori~ntaci6n, quedl3ndo as:f. demostrada la Proposicion 2. 

Pronosici6n 3 .-

·La variedad de nuntos fijos de un autodifeo­

morfismo neriodico h de unn z2- esfera homo16r-ica tridimensional 

es vecin o vorias s1 si h consrrva la orientaci6n y dos puntos 6 

unn s2 si h inviP.rte la orientaci6n. 

Demostracion : 

Puesto que la caracter!stica clasifica las 

variedades cerradas y conexas de dimension menor que tres, vamoq 

a determiner la caracteristica de Fix h por medio del Teorema del 

Indice de Lefschetz-Hopf, lo cual junto con las Proposiciones 1 y 

2· prueba la Proposici6n 3. 

Definimos el !ndice de una aplicacion h definida en un abierto 

V de Rn con valores en Rn y Fix h compacto (segun (41.) considerando 

la aplicaci6n 
1-h (V, V-Fix h) ~ (Rn, Rn-0) 

1-h (X)= X - h(x). 

Establecemos el !ndice de h ¢ ·'Ih como el gre.do de 1--h, es decir 

el numero que da 

(l-h)* (OFix h) = 1h 0o 

donde OF es el p;cnerador de Hn(V, V-F) y 0
0 

es el ~enerador de 

ITn(Rn, Rn- 0). 
,,. 

El indice se puede definir tambien para una aplicacion h:U---7~> Y 

donde U es un E. N. R. e Y es un espacio tono16~ico ~i Fix h es 

compncto : la aolicaci6n h admite una factorizaci6n h = ~~ donde 

U -~ V ..13-:). Y y V es abir·rto de algun esp:;.cio euclideo Rn, el indice 

Ih se define entonces como el indice I de L1 anlicaci(ln 
aB 

s=-(U) ~ 'IC Rn. Se demuestro. que r 11 es indcpendientc de 
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la-factorizaci6n de h. 

El Teorema del Indiee de Lefschrtz-Hopf eotableeet4J: 

un E.: N.:- R., K un subconjunto compacta de Y y h 

aplicac:i6ri. Entonees 

i) El conjunto de puntos fijos de h es compacto. 

Sea Y 

Y -• KeY una 

ii) La aplicaci6n (hiK): H (K,Q) ~ H(K,Q) tiene ranpo finito. . , 
iii) El valor del indice Ih es 

i i j 
Ih = i~o (-1) fol l (htg).,. ( y i) lj 

donde 1ft la aplicaci6n lineal 

inducida por h en los grupos de homolor.ia. 

Vemos entonees que si K = Y es una esf.era homol6gica el indice 

Ih puede·ser cero o dos segun sea 1a dimensi6n de K y seg6n h 

conserve o invierta. la orientaci6n. Por otro lndo Ih= I 
hiFix h 

y por ser ht,ile h=l, Ihl . = x (Fix h), (caracteristica de Fix h). 
F1.X h 

La Proposici6n 3 se sigue ahora trivialrnente del n&rrafo 

a~tArior cuando la dimensi6n de M es tresry h no es la identidad. 

Propo.sici6n 4 : 
Sea M una Z ~ -esfera ~omo16F:ien tridim~m.siom~l 

z..ll_ un 4yeomorfismo peri6dico de M. El con,junto "!"ix h 
, 

es V':'Cl.O 0 

es~~ formado por·dos puntos, un~ eurvo simple cerrada o un~ esfer~ 

drdinaria [311 • 

La dP.mostraci6n de la Proposicion 4 para un homeomorfisrno ~eriodico 

de S~ se encuentra en [3U y es muy complicada. 

Damas aqui el esquema de la demostraei6n que sieue Floyd en [71 

cuando h es un homeomorfismo de periodo primo de una Z;~-esfera. 

bomol6cica. Luego vemos como este resultado puede aplicarse a un 

autodifeomorfismo h cuando el periodo de h es eualquicra. 

; ' 
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Sea X una Zp-esfera homol6gica con una Zp acci6n. Sea X/Zp 

el espacio cociente y q la aplicaci6n cociente. Denotamos por A 

el haz U H0 (q-1 (y), Z ), donde y EX/Zp· y denotamos por AF la y p . 

restricci6n de A a F. 

La sucesion espectral de Leray I7J, muestra que 

HP(X,Zp) = H?(X/Zp,A). 

Sea p el endomorfismo 1-g de. A donde B es un e;enerndor de Z
0 

y -pel endomorfismo l+g.f..~.+r.;P-1 =(1-~)-1 , entonces [7J,lem~ 3.1 

prueba que A/ p A = p.A. = X/G ·x Zp y que A/ p A = P A. 

Por ello las sucesiones 

0 pA 

0-----..- PA 

----------~ A --------~ 

----------~ A --------~ 

p A $ AF-----.,.. ... 0 

p A tJ AF.-----t~ 0 

son exactas y tambien lo son las sucesiones de cohornologia' 

---. H0(X/Z~, 'PA) 

__... Hn(X/Zp, pA) 

--• H0(X/Z~A) __ _..,. Hn(X/Z
0

, rf'.) H~(X/ZpAF)~: 

Hn(X/ZpA) • H0(X/Z~, p\) Hn(X/ZpAF)_:. 

es decir, las sucesiones 

--. H0 (X/Zp, p.t~.) 

__..,... H0 (X/Z -A) - p' I""' 

De las sucesiones exactas : 

__.,.. H0
( X , zp) 

_.... H0 (x,zP) 

se deduce : 

~· 

[nJ dim Un(X/V,p,pt.)-1-dim Hn(F,Zp) ~dim Hn-1-l(.X/Zp~ pA)-1-dim Hn(X,Zp) 

tn'l dim Hn(X/Zp,-pA)-1-dim Hn(FJ Zp) ~dim Hn.S.~(X/Zp' pA),.~dim Hn(X,·ZP) 

Surnando las sucesiones Ini y las {n-1-1!1 a partir de un i, 

obtenemos : 



15) 

Por ser rJ.. el ha; constante (X/Zp x Zp)X/Z -F , 
> p 

Hn(X/Zp.p.A) = ~n(X/Zp- F; Zp) 

lo que permite escribir la expresi6n anterior de la forma : 

Si X es una Zpesfera homol6~ica m-dimensional, estos sumatorios 

son finitos. 

Cogiendo n<Ot obtenemos 

1 z0dim n1 CF,ZP)-E 1! 0aim Hi(x,zP)· 

desigualdad que muestra que F ha de ser una Zpesfera homo16~ica 

r-dimensional para algun r. 

Consideremos ahora un difeomorfismo peri6dico h con periodo 

n no primo de una z2esfera homo16~ica tridimensional X. El Teorema 

del Indice de Lefschetz-Hopf dice que por ser Fix h una subvariedad 

de X, Fix h est& formado por S0 , s2 ,,varias s1 o es vacio, pero 

teniendo en cuenta qua n ~ n'p par~ alF,Un primo p y que 

Fix h c Fix h0
' , siendo b0

' de per!odo primo, la Teoria de Smith 

dice que si Fix h es unidimension~l Fix h puede ser s61o una ·s1 • 

Con esto bemos demostrado la Proposic~6n 4 cunndo b es un euto­

difeomorfismo peri6dico de una z. -esf~ra homo16r;ica tridimension:·c.l r·!. 

I'· • 
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CAPITULO 2. 

1. Teorema 2. 

2. Teorema 3. 
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Este Capitulo esta formedo por los resultados oriv,inales de 

esta Tesis. 

1. TEOR'Fl1A 2 

Teorema 2.-

Sea M una z2-esfera homol6r.ica tridimensional 

orientable ;y sea L un enlace -anfigueiral homolop;o a cero en ~:. 

Sea L(m) un recubridor c!cli~o de m hojas de M ramificado sobre L~ 

Si L(m) es una z2-esfera homo16~ica, entonces ~L(m) = m~X. 

Demostraci6n.-

Construimos un bordismo entre L(m) y la union 

disjunta de m ~opias de -M. ESte bordismo v~rifica 

i) H1{F(m); z2) • O. 

ii)La forma cuadr&tica de intersecci6n de H2(F(m))/Tor es par de 

signature nula : cr (F(m)) • 0. 

Entonces el resultado se sigue de la igualdad 

~L(m) -..-m1-'-M =j.J-(f>F(m)) cD"'(F(m)) • O. 

La construccion de F(m) es la siguiente : Por ser L nulhom61or,o 

en M existe una superficie orientable F sumergida en M tal que L= a F. 

Gonsideramos F c M ~ r-1 x 0 C f.t X I y empujamos, utilizando el collar 

frontera, F en f1 XI a F' de rorma que etF' • F'O i)(i'-i )(I). 

Mediante una sucesi6n de Mayer-V!etoris encontramos 

H1 (H >c I - F' ,Z)/Tor =Z lo cual indica que existe un recubridor ciclico 

de m hojns de r~ xI ramificado sobre F', corresnondiente al nucleo 

del homomorfismo n 1 (t-1 >c J .... F') _... H1 (M xr-F' ,Z)/Tor 

Llamamos F(m) a este recubridor que evidentement8 verifica 
11\. 

i) F(m) = L(m) U - M. 
s 

Podemos describir P(m) como lo hace Kauffman cuando M es una's3{15J: 



18) 

La variedad F x.t J,l/a c MX I es una variedad escisora [371 

de F x{l/2}Ue>Fx(O,l/2) ~ F', por lo que F(m) se obti0ne cortnndo 

M xi a lo largo de F x.[b,l/21 c MX I y pegando m copias ae M X I 

cortadas, en orden ciclic~. 

Consideremos el fibrado normal N(F) de F en M. Tenemos 

N(F)~ F x (.-1/2 ,112 J •. Teniendo en· cuenta que si.identificamos 

Fx to,l/;!_}xO con Fx[ 0,-1/21><0 en Mx 0 por la.re~aci6n 

((x,t),O)IV((x,-t),O) obtenemos de nuevo M xi, habiendose tra.ns­

formado F "(0, 1/2]x C y F' x ~-1/2p)x 0 en una variPdad. is6topa en 

fdxl a Fx LO,l/2J encontramos que F(m).puede-obtenerse considerando 

m copias de M xI e identificando en orden ~ciclico F'x (O,l/2)x0 

en una copia c.on F x · t-1/2_, qx 0 en la copia siguiente. 

Pare hallar los grupos de homologia de F(m) observamos _que. 

F(m~l) puede obtenerse de F(m) y una copia de M xi, cortando F(m) 

a lo largo de F )(I -1/2,1/2 J una vez y pegando convenientemente la 

nueva copia de IV?<' I. 

A~! obtenern·os una, sucesi6n de Mayer-Vietoris 

de donde por indueci6n obte~emos H1 (F(m).z2 ) = 0. 
m-I 

H2(F(m)~z2)~·· H1 (F,Z2~ . 1 

- Por s~r F orientable,la ultima igualdad implica 
. m-1 

·H2 (F(m))/Tor ~. H1(F)~ 1 
donde el isomorfismo viene dado por la a~licaci6n borde. Hall8mos 

la forma cuadr6tica Q de intersecci6n en H2 (F(rn))/Tor por medio de 

este isomorfisrno 

Llamemos Fe a la Superficie de Seif"rt de un 1a~o c en r1 y . 
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Fci' c 1 a las eopias de Fe' e, en la i-esima eopia de M xO«:J'1 xrc.F(m). 

Llameaos +, +
2
••• +m-la las inyeeeiones ~:Hi(F)~ H2(F(m)) 

definidas por +i tel = Fe iuF e i.&.l. En.tonces el isomorfismo borde 
m-1 

es • ~ y la forma cuadr~tica Q viene dada por 
1 "'i 

[ 1 r •J (F·cfu F .. i.&.l) • +i e • tj• e • ~ 

j 
( F U F j.&.l) 

c• c• 

'<F! x1/2' x'V2) u (~1 X 1'2 X [ 0 t l'2)) u_ ( c1 ... 1 ~ .:.y2 '(>, 1'2) ) \J (F~-~-: -'V2 ~ f.2) 

.<F~. )( .f4 )U (e • jx [o, 1'4] )_U(e • j.S.lx (o, 'V4)) u (Fg~1 x 'VLt-) 

(c1 x 
: j 

12> .F0• .a. ( i.a.l j . ~ c · x - 'V2) • F c , .S. 

(c1
x Y2).{-Fjtl . 1.&.1 . j.S.1 ) .a. ( -.e x - 'V2) • (-F , ) = e . c 

{ lk(c 

-lli (e ~1'2 ,c •) si i = j-1-1-. 

~ 1/2 t c • ) ' lk ( c )( - 'V2 t 0 ' ) si i j. 

-lk(e x -1'2 ,e •) si i.S.l = j. 

Un dibujo ilustrativo aunque no exacto ·debido a la disminuci6n 

, de dimensi6n es : 

c. 

-=-i- ~ ~ -c,-· ' - -M -,/f. - t -~- - Fe f'c c' ~. 

-M v:' t- -
_ ... ~ 

f,, F Fe' 

Fig. 2 
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Haciendo i=j, c=c' obtenemos tircl • \~c 1 

lo que muestra que la forma cuadratica es par. 

2lk(cx 1/2,c ) 

Si( rckJ} ka{l, ••• 2g} es una base de H1(F), donde g es el 

genero de F, { t1 r ck J} k {l 2 } 
£ ' ••• g 

i E{l, ••• m-1} 

es una ba~e de H2 (F(m))/Tor 

y las expresiones obtenidas anteriormente dan la matriz B de la 

forma cuadratica Q : 

A4-A' -A 
-A' 0 

B = 0 0 

0 ••••••••••···~·-A 
0 •••••••• -A' A~ A' 

donde A es la matriz de Seifert de L asociada mediante F y 

{[0k)}k~ti. ••• 2g}, 

La matriz B da una presentaci6n de H1(L(m)) tlll , por ello 

I Bl= orden H1 (L(m)), es decir, si L(m) es u~a z2~esfera homo16~ica 

Q es no sinGular. 

Veamos ahora que l::J signatura de Q es nula. 

Si el enlace L es -anfiqueiral respecto a un autohomeomorfismo 

h de M que invi~rte la orientaci6n, el autohomeomorfismo h se 

eleva a un autohomeomorfismo h de r.(m) que invierte la orientaci6n. 

PeGando dos copias de F(m) a lo largo de ~us frcrteras ~~r ~edio 

de la identifice.cion x"' h(x) para cada x £ -M y x"' h(x), para 

cada X£ L(m) obtenemos el recubridor ciclico de m hcidas de 

M x I 'ftH x I = M xs1 rami fie ado sobre F' \_A F' por ser el enlace 

-anfiqueiral. (Zsta Qltima condici6n no es necesaria si M es una 

Z-esfrra homol6~ica). 



Por ser F y h(F) doe superficies de Sefert de L, existe una 

variedad tridimensional an. M x I y por tanto en M x s1 con borde 

F~h(F) [111 .Por esta raz6n existe en Mx s1 una variedad tridimen­

sional a3 con borde F'WF' •. Empujem~s, utilizando el .collar frontera 

de M ~sl en M x n2 
i G~ a G'3 de forma que G' 30 e>Ot xn2) = aa•3. 

Entonces una sucesi6n de Mayer-Vietoris da H1 (M xD2 - G'3,z)/Tor Z, 
2 I 

es decir, existe el recubridor ciclico de m hojas de r1 x D , 

ramificado sobre G'3, cuya rrontera es el recubridor ciclico de m hojas 

de M x s1 , ramificado sobre ()G'3, es decir F(m)~ F(m) • La forma 

cuadr~tica de F~m)~F(m) es Q • Q y por ello es no singular; esto, 

junto con. la proniedad de F(m)UF(m) de ser un borde da la enulaci6n 
h 

de la signatura de Q • Q y por tanto la de Q y la de ~(m) tl8J • 

Nota.-

La demostraci6n de que cr(F(m) \lF(m)) = 0 se sigue de 

que ker i* : H2( () "15)/Tor ... H2 (\·15)/Tor t:ifene dimension la 

mi tad de la dimension de H2( () w5)/Tor ~ eucesi6n exact a de ( ~t·T5 ;t-r5). 

lo cual bace que la forma cuadratica Q se anule en un subespecio 

1 de H2 ( (') w5)/Tor de dimensi6n la mitad de la del espacio total. Un 

ejercicio de algebra lineal muestra entonces que la signature de Q 

es nula ya que Q es no singular. 

El ~-invariante de una z2-esfera homol6~ica 

tridinensional recubridor ciclico de un~ z2-esfrra homol6~ica 

orientable de )-C--invariente nulo, ramificado sobre un".nudo anfiqueiral 

es.nulo. 

COROLIIRIO 2.-

El tt-invariante de una z2-esfera bomologica 



tridimP.nsional recubridor ciclico de orden.par o recubridor regular 
' dihedral de p;rupo n2.P i:23j , de una z2-esfern homol6:;ica orientable 

ramificado sobra un nudo anfiqueiral es nulo. 

El interes .de las va.riedades enunciadas en estos Corolarios 

estriba en que son simetricas,.definici6n que dimos en la·Introduccion 

donde explicamos la irnportancia de estas variedades en relaci6n 

con el problema de triancula~i6n de variedades de dimensi6n mayor 

o igual que cinco. '. 

ClfBUOTECA 
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2 •. TEOREMA 3. 

Teorerna 3.-

Sea M una Z-esfera homo16~ica orientable y sen h 

un autodifeomormismo de M que invierte 1a orientaci6n de M tal que 

hn .. 1, n > 2. Entonees el invariante }A. de M es nulo. 

Demostraci6n.-

Como la identidad conserve la orientaci6n 

hn = 1 implies n = 2k para algU.n k E N~ 

Si k es impar, hk es otro autodifeomorfismo de M que invierte 

la orientaci6n eon per{odo 2 ~ entonces el ~-invariante de M es 

nulo debido al Teorema 1. 

Si k es par, podemos escribir n = 2rm, donde r > 1 y m es ir.1par; 

entonces hm es otro autodifeomorfismo de M que invierte la oriPnte­

ei6n de perfodo 2r, r > 1. 

Debido a estes eonsideraeiones el Teorema 3 es una eonsecuencie 

del siguiente lema mas general : 

Lema 1.-

Sea M una z2-esfera homol6gica orientable y sea h un 

un autodifeomorfismo de M que invierte la orientaci6n, tal que 

h~ = 1, r ) 1. Sea N el espacio de 6rbi tas de M por la acci6n de h2 

y sea p : M ~ N la proyecci6n ean6nica. Entonces : 

i) La proyecci6n p es una eubierta e{cliea de 2r-l hojas ramificada 

sobre la imagen del conjunto de puntos fijos K de h : p(K). 

ii).El cspacio cociente N es una z2-esfera homo16gica. Si M es una 

Z-esfera homologies N tambi6n lo es. 

iii)El conjunto de ramificaci6n de p es un nudo -anfiqueiral. 

iv) Si p(K) es nulhom6lor-;o en N, el inva.riante )4de M es cero_. 

; ' 



Demostrnci6n del Lema.-

i) La proposici6n 1 del capitulo anterior dice que el conjunto 

de puntas fijos de h2 es una subvariedod de M. 

Por ser M una z2,;..esfera homoloe;ica y conservar h2· la orientaci6n 

de M, las proposiciones 1,2 y 3 del Capitulo anterior implican 

que el conjunto de puntos fijos de h2 es un nudo K. 

Estas consideraciones prueban i) por conservar h2· la o~ieLta6i~~ 
Y ser de per!odo 2r-l 

ii) Probamos primero que p induce un homomorfismo suprayectivo P* 

desde el grupo fundamental de M al grupo fundamental de N 

Sea aE:N- p(K). Sea (I,i)~~i{,u) una aplicaci6n qu1: represent:=t 
,..; 

un elemento r wJ £n(H, u) y I _w_. M una elevaci6n de ,wa 1'-1 y 

sean w (0) = u 
' 

w (1) = ul. Sea ~- arco que conecta u con 
0 

un punto v de p(K) I "" en M -1 y 
o' ). 1 arcos con extremes p :~ .. v· ! u0 _, u1 

respectivamente que se proyectan homeom6rficamente sobre >. • 
..., - ...... t 

Entonces el camino >. 
0

• w ·A 1 basado en v se proyecta sobre 

h AiwJ £ n 1 (N,v), donde hA n1 (N,u)--, 1 CN,v) es el isomorfismo 

asociado can6nicamente. [36J P• 382 • Esto prueba la suprayectivida 

de p,., • 

Entonces el diagrama conmutativ~ 

prueba que N es una z2-esfera homol6gica en general, y que si 

M es ademas una Z-esfera hornolo~ica, N tambien lo es. 

iii) Para probar que p(K) es -anfiqueiral., volvamos a la h dada 

al principia del l~ma. La proposici6n 2 del Capitulo anterior 

dice que el conjunto de puntos fijos de h es una s2 o una S0
, 

por tanto no vacio, por invertir h la.oriAntaci6n de M. 
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Si el conjunto de puntos !ijos de h es s2 , por ser 

{ x 1 h2(x) • x J:>{ xI h(x) = x } 

se deduce tambi~n de las Propoqiciones 2 y 3 que h2 = 1, por ello, 

este no es el caso considerado en el lema. En nuestro caso el 

conjunto de puntos fijos de h es s0 • 

El conjunto de puntos fijos de h2 es por tanto un nudo 

X = { x lh2(x) = x}. Evidentemente K es conservado por h, cuyos 

puntos fijos S0 est~n contenidos en K ; la proposici6n 2 dice 

entonces·que h invierte la orientaci6n de K, es decir que K es un 

nudo -anfiqueiral en M. 

E1 autodifeomorfismo h de M se proyecta a ht un autodifeomorfismo 

de N que invierte la orientaci6n de per!odo 2, y al ser K un 

nudo -anfiqueiral por h en M, p(K) es un nudo -anfiqueiral ,or 

!! en N; quedando probado iii). 

iv) La anulaci6n del ~nvariante~ de M se sigue directamente 

del Corolario 2 del Teorema 2, de i) y del Teorema 1 ya que N 

tiene una involuci6n h que invierte la oricntaci6n, por lo ·Q.ua JAN=O 

NOTA.-

La·demostraci6n del Teorema 3 no requiere el Teorema 1 

ni la totalidad del Lema 1 .: 

Si M es una esfera homo16~ica, 

N tambi~n lo es y entonces p(K) es siempre nulhom61ogo en N, 

y el invariante ,_... de N es cero o un medio. Cfr (121 

OOROLARIO 3.-

Toda Z-es!P.ra homologies hi~~rbolica sim~trica 

tientt invariante }'A- nulo. 

En erecto, toda variedad hiperb6lica es una variedad Riemaniana 

con tensor de Ricci negativo, por ello,tl91,toda isometria de un~ 

variedad hiperbolica es peri6dica. Al ser todo autohomeomorfismo 
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de unn variedad hioerbolica isotopico a una isometria de la 

variedad I20J, t34J, el Corolario 3 se ~igue f'cilm~nte ~e los 

Teoremas 1 y 3. 

I. 
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APENDICE. 
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AFF..NDICE. 

Posibilidad de Existencia de Infinitn.s Esf~ras Ilomol6Gicas 

Simetricn.s con Invariante de Rohlin 1/2. 

Sea M3una variedad simetrica • Sea h el autohomeomorfismo de M 

que invierte la orientaci6n y p un punto invnriante nor h ; entonces 

existe un entorno B3 de? invariante por h.Sea K un nudo en B3, 

t>odemos isotopar K en B3 basta que pase por p y K n h(K) sea una 

bola B1 , entorno de p en K; utilizando esta bola realizamos la suma 

conexa de K y h(K) y asi obtenemos un. nudo anfiqueiral 

en cualquier variedad simetrica. 

Si M 3 es una esfera homol6f!ica y A es una matriz de Seifert del 

nudo K, una nresentaci6n del primer gru~o de homolo~ia del recubridor 

ciclico de m hojas de M rami fie ado sobre K fl h(K) vi~ne dada tlll por 

la matriz 

B = m 

At A' -A 

-A' 

'-------..v-,----1 

m-1 

-A-A' A.' •••• 

A ..... 
..._ _ __,v,..---~ 

m-1 

Si det(Bm) = ±1, este recubridor es una esfera homo16Rica. La 

expresi6n det(Bm) = n A( w) flll donde A es el Polinomio de 

Alexander de K#h(K) y el productorio esta extendido a las raices 

m-~simas de la unidad y la it;ualdad 1::. (K II h(K) = IJ. (K). A (h(K)) 
.. 

muestran que si ~~(K) 1 el recubridor en cuesti6n es en efccto 

una esfera homologica. 
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Si existe una esfP.ra homo16~iea sim~triea eon invariante ,. 

1/2, los reeubridores c!clieos de orden impar construidos segUn el 

proceso arriba indicado eon un nudo K.tal que A (K) =~1 son una 

infinitud de esferas homol6~icas sim~tricas cuyo invariante ~' 

segun el Teorema 2, es 1/2~ 

• 

; ' 
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