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INTRODUCCION,

R. Kirby y L. Siebenmann demostraron la existencia de variedades
topolégicns cerradas no lineales a pedazos de dimensibn mayor o
igual que cinco,l18].Esto quiere decir que esas variedades no son
topolégicamenfe equivalentes a un complejo simplicial en el que
el halo de cada vértice sea una esfera., Pero se ignora si toda
variedad topoldijica es homeomorfa a un complejo simplicial K297,

La existencia de una Z-esfera homolépgica tridimensional M con
invariante de Rohlin ¥2'.y tal que M#HM bordea una variedad aciclica
probaria que toda variedad topolégica de dimensibédn mayor o izual

que cinco es homeomorfa a un complejo simpliciall97!,

El Iavariente de Rohlin esti definide pars Ze—esferas homoldricas
ME27158i M es la frontera de una variedad tetradimensional w“ tal
que Hl(w“, Z5) = 0 y la forma cuddritica de interseccién en

'Hz(w#)/Tor es par, el invariante de.Rohlin de M: uM es
L3

pMe - S (mbd 1).
donde ¢ W' es la signatura de la forma cuadritica.5T.
E). invariante )Les independiente de la variedad wadebido al
teorema de Rohlin, [27). Es también un invariante de H-cobordismo.
Una Z,~esfera homolérica M simétrica (es decir, con un autohmeo-
morfismo que invierte la oriontacién}e invariante de Rohlin 1/2
darfa la solucién al problema de triéngulacién de variedades

topolbdgicas de dimensidn mayor o igual que cinco, ya que esta
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variedad M>verifigar£a MEM = MFM ;D[fM-B§) xI7]y evidentemente
™ - B5)x.I'ea acfclica. Esto explica el {nterés de obtener el
invarisnte de Rohlin de variedades simétricas, entre las que se
encuentran los recubridores ciclicds y dihedrales con grupo'D2p

de esferas homoldgicas tridimensionales simétrices, ramificedas
~sobre un nudo anfiqueirsl.

No se pierde generalidad al estudiar el invariante de Rohlin
de esferas homolégicas simétricas cuyO'autohomeomorfismo que
invierte 1a orientacifn es periddico, debido a que en toda veriedad
hiﬁerbélica todo autohomeomorfismo es;isotépico a una isometria
de 1la varieded (201,341 y las isometrfas de variedades hiperbdlicas
son perifdicas{197,y a que la clase de variedades hiperbblicas es
muy amplia como se deduce de los resultados de W. Thurston, [%21.

J. S. Birmen [2],VW. C. Hsiang y P. Pao[131, y D. Galewski y
R. Stern [10ﬁ,separadamente, han probado el Teorema 1t

‘Teorema 1 :

Sea M una %Eesfera homol&gica tridimensional con un
.autodifecmorfismo de perfodo 2 (una involucidén) que invierte la
orientacién. Entonces pM = 0. '
" El1 Teorema fundamental de esta Tesis es el Teorema‘B:

Teorema 3 :

. Sea M una Z-esfera homolbszica tridimensionél con un
autodifeomorfismo periddico de periodo moyor que 2, que iAvierte la
orientacién. Entonces pM = O. '

' Un Corolario (Corolario 3) de ello es la anulacibén del inv:iriante g
de esferas homolégicas/hiperbélicas simétricas.,

Resultado posterior de L. Siebgmmann,[}o],es la anulsciédn del inva-:

_riante de Rohlin de esferas homoldgicas primas simétricas suficien-
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temente largas. La demostracién utilize el Corolario 3, un Teoréma
de Y. Neumann [35] sobre la asnulacién del invariante de Rohlin de
variedades de Seifert simétricas y el hecho de que las variedades
suficientemente larmas edmiten una familia de toros que descomovone
la variedad en piezas hiperbbdlicas y en piezas de'Seiferﬁ.

Los resultados y demostraciones oripinales de esta Tesis son los
Teoremas 2 y 3, el Lema 1 y loés Corolarios 1,2 y 3.

Expreso mi agradecimiento a A, J. Casson (Trinity College,
Cambridge) y a mi director de Tesis J. M. Montesinos.

Quiero recordar aqui con carifio a mi hermana Isabel, quien ha

mecanorraffado esta Tesis.
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CAPITULO 1,

1. Definiciones y Resultados Previos.

2. Puntos Fijos de Difeomorfismos en Variedesdes Paracompactas.
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1, DEFINICIONES Y RESULTADOS PREVIOS.

.

Sé dice que una variedad M es una Zy-esfera homoldgica si tiene

los mismos grupos de homologia con coeficientes 22 que la esfera
euclidea S”.

Veamos una definicibén equivalente cuando Mies orientable y conexa:
En este caso, el Teorema de Dualidad de Poincaré dicé que .
'Hl(MB,Za) 25H2(M3,Z2), pof lo qﬁe entonces una condicibn neceszria
y suficiente para que M7 sea una Za-esfera homolérica es Hl(MB,Zz) =

' Se dice que una variedad M es acfclica si tiene los mismos fTrUupos
de homoloyria con COeficizﬁtes enteros que una bola euclidea B".

Un nudo en ima,Z'E_-eSfera homoldrica es un par (M,K), sly Ke M.
El nudo estid determinado por la clase de isotopia global de la
aplicacién Slh-M que es un homeomorfismo sobre su imagen.

Un nudo (M,K) se llama _+(~-) anfiqueiral si existe un homeomorflsm'

h de M que invierte la orientaci6n tal que (M, K) ed equivalen+e a
( ”’ h(K)) (6 ‘a ("Mg ‘h(K)) . .
Los ejemplos méas usuales de nudos anfiqueirales se dan en SB—RE\)w

2

‘cuando se considera como h la simetria resvecto a una esfera S —R U e

(corrientemente 1lamada la simetrfa respecto a un espejo). Uno de

estof nudos es el nudo ocho:

Dado un nudo en una Za-esrera homdlégica M, si K es nulhombéloro

en M, existe una superficie orientable y conexa 'F sumergida en M

tal que K = 9F. A esta superficie se le llama Superficie de Seifsrt

.
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del nudo XK. 161, 1261, Il1ll.
La orientabilidad de una esfera homoldgica y de la Superficie
de Seifert de un nudo en ella permite orientar coherente y
continuamente las fibras de un fibrado entornoc- repn ular de P,
homeomorfo a FxI. Esta orientacibdn de las fibras da la posibilidad
‘de desplazamiento de las curvas de F en el sentido positivo o en
el sentido negativo de orientascibén de las fibras, obteniéndose
as{ curvas cerradas que no intersecan F. pada una curva simple
’ ;cerrada c en F,llamamos‘cf’a la obtenida desplazando ¢ en el
sentidé positivo ¥y ¢ :a la obtenida desplazando ¢ en el sentido
neéativo. ‘ v

'Una Matriz'de Seifert A = (aij)‘de un nudo X viene determinada

por yna Superficie de Seifert F del nudo K y una base { mkI} K eﬂ...2§.

de Hl(F) Podemos sunonef éue ies'ckson curvas simples cerradas
CLy entonces 84" ix (014, cj) ,» (nimero de interseccidn de una

superflcle de Seifert de_ci* con °j)' X

Las distintas matrices de Seifert corresvondientes a un nudo K
son S-equivalentes. [241,[331,[111,

' Dada A, una matriz de Selfert del nudo K, se define 1la Slgnatura -
del nudo K : 0X como la 51gnatura de 1la matriz A + A' (A' indica
tragpuesta de A). Ia Signatura del nudo es un invariante del nudo,
independiente de la Superficie de Seifert elegida. [267.

" La literatura sobre signaturas es abundante. [11l.

Un cambio de orientacibén de la variedad M da lugar a un cambio
de orientacidn de las fibrés del entorno regular de F y a un
cambio de signo en los niimeros de enlace. Como consecuencie si A A
es una matriz de Seifert de un nude (M, K), -A' es una matriz de

Seifert del nudo (-M, K).
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Un cambio de orientacidn de K da lugar a un-cambio de orientacién
de F y por tanto a un cambio de orientacién de lag fibrss de un
entorno regular de ¥, por lo que dada una base UTcﬁ;}k ell,y...28)
de Hl(F), ci* se transforma en ci°-y reciprocamente. Como consecuencio
" 81 A es una m2triz de Seifert del nudo (M,K), A' es una matriz de
Seifert del nudo Gi¥%,-K). v

La Anulacibdn de lz Signatura de un Nudo Anfiqueiral se sigVeide lus

consideraciones anteriores que muestran que si A es una matriz de
Seifert de un nudo + (& -) anfiqueiral, -A'(6 -A) es otra mztriz
de Seifert de K entonces GK =0 (A 4 A') = 9(~A - A') prueba o K=O.
De gran importancia en esta Tesis van a ser las variedades
recubridores ciclicos ramificados. Sus definiciones y prOpiedédes

pueden verse por ejemplo en[281,1111, (151,

Nos limitamos aquif a recordar que el Recubridor Gfclico de m hojzs

de una variedad M™ ramificzdo sobre una subvariedad L -2

n-2

de M" tal
que Hy (- 17°2)> 2 5 1 17"2)= 0 €H,_,(:", 9¥") se obtisne considerand
una subvariedsd escisora F'1l de LM% enrfttaFn"ll =17 27)

y pegando en orden ciclico m copias de H" cortadas a lo largo de Gt
Los grupos de homologia de tales recubridores cusndo E" es una

esfera homolégica tridimensional se_encuentran calculados en 11l .

También son de importancia en esta Tesis las Formas Cusdrfiticss

de las variedades de dimensién par, orientables.

Sea M una variedad orientala~ de dimensidén 2m; dos representantes
de elementos de Hm(M) pueden colocarse en posicién general en M,
de forma que sus intersecciones sean sblo puntos.Dos sistemas de
referencia de estos representantes en uno de 10; puntos de intersecci
determinan una orientacibn de M. 8i esta orientacidn coincide con lz

dada en M, asociamos a este punto un signo positivo , en caso
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contrario le asociamos un signo negativo. ELl nimero de signos +
menos el nimero de signos - as{ obtenidos es el namero de interseccién
de estos dos elementos de H M representados. Es ficil comprobar
que este niimero es aditivo y distributivo respecto al producto
por un entero. Por ello define una forma cuadritica Q en Hm(M)
con valores en 2 que se llama Forma Cuadrética de la variedadi M,

La signatura de d4sta forma cuadritica se llama signatura de
1la veriedad.
~ Be'dice que la forma cuadrética Q de la variedad es par si para
cada elemento [xJe H (M) se verifica Q ( x3 ,[x1)e22Z.

Hemos dicho en la Introduccibén, al definir el Invarisnte de Rohlin,
que éste era un invariante de H-Cobordismo . Un H-Cobordismo entre
dos variedades Mni y an es una variedad wntl tal que

awn4-1=

o ynil
» Y son

M i las inclusion i, @ Mn
l!—J 5> ¥ las usiones i, : My

equivalencias de homotopia.
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2. PUNTOS FIJOS DE DIFECMORFISMOS

IEN VARIEDADZS PARACOMPACTAS.

En este capitulo describimos algunas de las propiedades
conocidas del conjunto de puntos fijos de un autodifeomorfismo
periédico h en una variedad paracompacta M. Zstas propiedades se
utilizardn en la demostracibdn del Teorema 3.

Provosicibn 1.~

El conjunto de puntos fijos de un autodifeo-

morfismo peribédico h de una varieded M, Fix h, es unz subvariedad

de M." '

Demostracién :
Por ser M paracompacta existe una métrica
Riemaniezna en ella para la cual h es una isometria. La aplicacibn
exponencial exp da entonces cartas de entornos del origen en R"
en . entornos de cada punto. Ademis, si Th es la aplicacién
inducida por h en TM y v un vector del entorno del origen
correspondiente a una carta, se verifica
‘ exp(Tt h(v)) = h(exp(v)).
De la igualdad h®=1, se deduce (¥ h) = 1, es decir,
(vh-1) (s legn™2,..0 1) = 1.

Para cada punto p la restriccibn de uph al subespacio propio
Lp de tpM correqundiente al valor propio 1 (puede ser trivial)
es la identidad. Evidentemente, la aplicacién exponen¢isl da una
carta de la interseccibn del entorno del oriren que da la carta
alrededor de p y Lp en Fix h. Por ello Fix h es una subvariedad
de M, c. gq. d.

Gi M es cerrada la construccidn de las cartas muestra que Fix h

es también cerrada.



11)

8i M es tridimensionzl y cerrada y h £ 1, dim(Fix h) € 2 y
Fix h es cerraday por ello Fix h queda completemenie determinada
por su dimensién, caracter{stica y nimeroc de componentes conexas.
Estas propiedades vienen determinadas por la conservacidn o
inversién de la'orientacién de M ﬁor h?

Provosicibn 2.~

La dimensidn de 12 subvariedad de puntos fijos

de un autohomeomorfismo periddico h de una variedad tridimensional M

es «1 6§ 1 si h conserva 1a orientacidn y 0 § 2 si h invierte la
lgggggtaciﬁn; -
Demostracién :

‘ Es conocido que toda variedad tridimensional
admite una triangulaciédn combinatoria.f22] . Si-h es simplicial
Y P es un punto fijo de h, la estrella simplicial del punto p
es una bola B3 tal que h(BB) = B3 ya que simplices se transforman
en simplices y el punto p es fijo.

Es conocido que si h no es simplicial, h puede aproximarse
~tanto como se quiefa por una aplicacién lineal a pedazos homotbpica
a h con el mismo conjunto de puntos fijos ¥y las mismas propiédddes
“locales [141 . Por ella podemos suponer'qﬁe h es. simplicial y que
existe esta bola B tal que h(B?) = BBYy n(3B%) = 3B>. Los auto-

2 estén clasificados selvo conjugacibn.

Lomeomorfismos peribédicos de S
'Cfr, (251 ., Son rotaciones, simetrias o aplicaciones antipodales,
siendo.entqnces el conjunto de puntos fijos del autohomeomorfismo
doé puntés; una ciréunferencia y el vacfo respectivamente. ‘
'Debido a'que h es.'simplicial los corresﬁondientos conjuntos de
puntos fijos de h en 33 son un seémento, un circulo o dnicamente

el punto dado p. Bs evidente que en el primer caso h conserva ls
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orientacibén mientras que en el sepundo y tercer casos h invierte
la orisntacidn, quedando asf demostrada la Proposicibn 2.

Proncsicibn 3 .-

La variedad de puntos fijos de un autodifeo-

morfismo veribdico h de ung Z,- esfera homolbricn tridimensional

es veeia o varias Sl si h consrrva la orientacidn y dos puntos &

una S° si h invierte la orientacién.

Demostraciébn : .

Puesto que la caracteristica clasifica las

variedades cerradas y conexas de dimensién menor que tres, vamos
a determinar la caracteristica de Fix h por madio del Teorema del
Indice de Lefschetz-Hopf, lo cual junto con las Proposiciones 1 y
2 prueba la Proposicién 3.

Definimos el indice de una aplicacién h definida en un abierto
vV de R® con valores en R® y Fix h compactoe (segin {41.) considerando

la aplicacibn "
1-h : (V, V-Fix h) —> (R", R"-0)

1-h (%)= x - h(x). »
Establecemos el indice de h «-Iy como el grado de 1-h, es decir
el nimero que da -
(1-h), (Opjx n) = In %
donde Op es el generador de Hn(V. V-F) ¥ 0, es el generador de
n (R", R"- 0). \

El {ndice se puede definir también para una aplicacién h:U———>fY
donde U es un Z. N. R. e Y es un espzcio tovolédgico si Fix h es
compacto : la splicacién h admite uns factorizacibén h = Ba donde
US VB5Y y V es abirrto de algin espzcio euclideo R™; el indice
I, se define entonces como el indice %xB de 12 aplicacidn

g(u) —%» Ve R". Se demuestra due I, es independiente de
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la -factorizacibn de h.

El Teorema del Indice de Lefsch-tz-Hopf establece [4]:

Sea Y
un E.:N-.rR.; K un subconjunto comp;lcto de Yyh: Y —» kCY una
aplicacién. Entonces -

i) &1 conjﬁnto de puntos fijos de h es compacto.
ii) La aplicacién (h'KL: H (K,Q) — H(K,Q) tiene ranso finito.
iii) El valor del indice I, es .
I, = ik DY Ayl (atp, (w D

donde 1{% son una base de Hi(K;Q) ¥y (h'K)* la aplicacién linezl
inducida por h en los grupos de homoloszfia.

Vemos entonces que si K = Y es una esfera homoldégica el fndice
Ih puede ser cero o dos segin sea la dimensién de K y segin h
conserve o invierta la orientacibn. Por otro lado I

=1
h h'Fi:\c h

¥y por ser h‘Fix h=1, Ihl =y (Fix h), (caracteristice de Pix h).

Fix h
La Proposicibén 3 se sigue eshora trivialmente del nirrafo

anterior cuando la dimen§i6n de M es tres,y'h no es la identidad.

Proposicibn &4 :
’ . Sea M una Z--esfera homoldsica tridimensional

¥ h un gifeomorfismo periddico de M. El conjunto Tix h es v-cio o
estd formado por dos fiuntos, unz eurva simple cerrada o una esfere

drdinaria [3131,

La demostrecibn de la Probosicién 4 para un homeomorfismo periddico
de S? se encuentra eﬂ [3ﬂ y es muy complicada.

Damos aqui el esquema de la demostracibén que sipue Floyd en [71
cuando h es uh homeomorfismo de periodo primo de una Zg-esfera
homoldgica. Luego vemos como este resultado puszde aplicarse a un

autodifeomorfismo h cuando el periodo de h es cualquicra.
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Sea X una Zp—esfera homolbgica con una Zp accibn, Séa X/Zp
el espacio cociente y q la aplicacién cociente. Denotamos por A
el haz g Ho(q"l(y), Zp), donde y'eX/Zp y denotamos por A, la
restriccibén de A a F.

La sucesién espectrzal de Leray I7]1, muestra que

HP(X,zp) = H‘-’(X/zp,A).

Sea p el endomorfismo 1-g de<A donde g es un generador de Zn
¥ pel endomorfismo L4gt ..ot gp"l =(1-é)'1, entonces [?],lem% 3.1
prueba que A/p A = BA = X/G 'x Zp y que A/ BPA =pA,

Por ello las sucesiones

0 = pi - A - pAeAF—-—-——~—>o

0 - A » A - BAQAF——————-——VO

son exactas y también lo son las sucesiones de cohomologia:
— H“(x/zl;,aﬁ.) — H“(X/sz) — Hn(X/Zp, AR ﬁ?(;:/szF)-_» 3
—= BN 2 ph) e H(X/BpA) e H(X/Z, 000 H(/2 A )=
es decir, las sucesiones '
H"(x/z. yBL) ———e 1T(X, Z, ) ——— (X /2,9 pl)aH“(F,L, ) -
o Hn(k/&p,pA) —_ " (x,zp) —_— (X/zp,-bq)w (r,Zp) -
De las su0651ones exactas : )
— 17X, z) n()r/z ,DA)eHn(F z2,) ——= AT VLR LY!
— HN(X,Z ) —_— Hn(X/a ,pt‘l)QHn(r,Z ) - H""'l("/ié s ph

A)
se deduce : . v

] dim BP(2/%,p1)4din H(F,2 ) < din Hn'l'l(X/Z . pAYIdim HT(H,2
n'] dim H“(X/z ,pA)Hdim HY(F, 7 )@dlm H“"l( /z ,ph)4dim HO(X,2

)
) -

ol

p

Sumando las sucesiones I[ni y las n$l'l a partir de un i,

obtenemos :

P , PO : i 7 ) ¢ I 4ai iry o
dim H (A/Zp,pA)l-n gidlm H (F,?p) " idlm H (X,up)



15)

Por ser oA el haz constante (x/zp’§zp)X/Zp-F ’
n n .
H (X/qupA) = H (X/Zp ¥y Zp)
lo que permite escribir la expresién anterior de la forma :

n . ) AP 1,5 . i
dim H (X/pr F’Zp)4nAeidlm H (F,Zp) < n‘zidlm H (X,Zp)

8i X es una Zﬁeafera homolégica m-dimensional, estos sumatorios
son finitos.,

Cogiendo n<0, obtenemos :

¢ ¥ odin Hi(F,sz o otim mh(x,Z5)

desigualdad que muestra que F ha de ser una ZBesfera homolbeica
r-dimensional para slgin r.

Consideremos ahora un difeomorfismo periddico h con periodo
n no primo de una Zzesfera homolbgica tridimensional X. El Teorema
del Indice de Lefschetz-Hopf dice que por ser fix h una subveriedad
de X, Fix h estd formado por 8°, Sa,;varias sl o es vacio, pero
teniendo en cueﬁta que n = n'p para algﬁnlprimo P ¥ Que
Fix hc¢ Fix hn', siendo h? de perfodo primo, la Teoria de Smith
- dice que si Fix h es unidimensional Fix h puede ser s8lo unabsl.
Con esto hemos demostrado la Proposicifn 4 cusndo h es un euto-

difeomorfismo peribdico de una 2 ~esfera homoldsica tridimension=1 M.
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CAPITULO 2,

l. Teorema 2.

2. Teorema 3.
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Este Capitulo esti formedo por los resultados originales de
esta Tesis.

1. TEOREMA 2

-

Teorema 2.-

Sea M una Z.-esfera homolfrica tridimensional

orientable y sea L. un enlace -anfiqueiral homdlogo a cero en M.

Sea L(m) un recubridor ciclico de m hojas de M ramificado sobre L.

Si I.{m) es una ZE-eéfera homolérica, entonces pAL(m) = mpaM,

Demostracién.-

' Construimos un bordismo entre L{(m) y la unién
disjunta de m ¢opias de -M. Este bordismo verifica
i) Hy(F(m); 2,) = O.
ii)I.,a forma cuadritica de interseccién de H2(F(m))/'l‘or es par de
signatura nula : ¢ (F(m)) = O.

Entonces el resultado se sigue de la igueldad

ML(m) ~mpaM = su(dF(m)) = o (F(m)) = 0.

La construccidn de P(m) es la siguiente : Por ser L nulhomblo;o
en M existe una superficie orientable P sumergida en M tal que L=JF,
Consideramos FCM&MXOCMXI y empujamos, utilizando el collar
frontera, F en MXI a P' de forma qtixe P = F'AD(MXI).

Mediante una sucesidn de Mayer-Vietoris encontramos
Hl(r-‘lx I - F',Z)/Tor =Z 1o cual indica que existe un racubridor cfclico
de m hojas de Mx1I ramificado sobre F', corresnondiente 2l nicleo
del homomorfismo = 1(Mx I« F') —» Hl(M xI-F' Z)/Tor —Z,.
Llamamos F(m) a este recubridor que evidentemente verifica

d F(m) = L(m)i;l - M.

Podemos describir P(m) como lo hzce Kesuffman cuando M es una '83(15]:
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La variedad FxI ),1/3 € M* I es una variedad escisora [371
de F x{1/30dF x{0,1/2]) = F', por lo que F(m) se obtiene cortando
M xI a lo largo de Fx[0,1/23cMx I y pegando m copias de M* I
cortadas, en orden ciclico.

Consideremos el fibrado normal N(F) de_F en M. Tenemos
N(F)2 F x [—'1/2,1’/2]‘ . Teqiendo en cuenta que siidentificamos
Fx t0,1/2]xo con FQI‘O,—1/2]XO en Mx O por la relacién
'((x,f),o)ﬂl((x,—t),O) obtenemos de nueve M xI, habiéndose trans-
formado F x{0,1/8)xC y Fx[-1/2,()x O en una varirdad isbtope en
xI a F&‘©,1/2J encontramos que F(m)'puede‘obtenerse considerando
m copias de M x 1 e identificando en orden'ciclvico ® 0,1/2)x0 _
en una copia con Fx [-1/2,0% 0 en 1la copiz siguiente.

Pare hallar los grupés de hbmologia de F(m) observamos que
F(mil) puede obtenerse de F(m) y una copia de M xI, cortando F(m)
a lo lafgo de F I -1/2,1/21 una vez y pegando convenientemente la
nueva copia de MTI. ,' . _ v

kit obtenemos una sucesién de Mayer-Vietoris :

0 — > H,(F(n),2,) ~ > Hy(F(mil),z) —=

Hl(?xlvze) _‘> H.&;(F(m)izz) —_— HQ(F'(HIJ'l).Zé) : _____:;>0

de donde por induccién obienemos Hl(F(m),Z ) = 0.

gZ(F(m),-ZZ)J;i H,(F,2,), '

. Pot ser F 'orientable,laﬁltima igusldad implica
i . .m=1 .
‘Hy(F(m))/Tor ~ & H (F).
2 1 1
donde el isomorfismo viene dado por la aplicacidn borde. Hallamos
la forma cuadritica @ de interseccidn en H2(F(m))/Tor por medio de
este isomorfismo :

Llamemos Fc 2 la Superficie de Seif-rt de un a¥o c en M y



19)

F 1, ¢l a las copias de F, ¢, en 1a 1-sima copia de M xO cH xICF(m).
Llamemos q," 4,000 émo1® las inyecciones ﬁ:Hi(F)L— Hy(F(m))
definides por ¢;lel = P, iUF in, Entonces el isomorfismo borde

m-1 !
es : ¢ ¥ la forma- cuadrética Q viene dada por ’

3
P BT O I U o TG LTS EEN

L@ gy 12U <124 [0,V (HHx 12 DYV Ly x2)

(Fox )V e fo,vi]) UCe % Lo, 1)) u @3, va)
(cix vé>.r4 AT O !

(el ¥2). (-Fd*l Y & (- c“1, -¥2). (- FJ‘l) -

A -1k (e XV2,c') i i - ji1.
- 1k(c x¥2,c') + 1k(c x-¥2,6') si 1= 3.
-1k(c x~¥2,c') ' si 141 = j.

Un dibujo ilustrativo asunque no exmcto debido a la disminucién

, de dimensibn es :

e + \2
- M —_— - . +— -
F(.' F Fo

Fig, 2
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Haciendo i-j, c=c' obtenemos ¢;lcl . §lc I = 21k(ex ¥2,¢ )
lo que muestra que la forma cuadritica es par.
81 { 41} ke(l op) ©s una base de HI(F) , donde g es el
gree

género de F, { ¢ O T} g e{l,...2¢ }
i g{l,...ﬂl—l}

es una base de H2(F(m))/Tor

¥ las expresiones obtenidas anteriormente dan la matriz B de la

forma cuadritica Q :

) 3
AdAY -8 o .
-A' ' 0
B= | O 0
o e Iy |
O sesess.o=A' A} A

donde A es la matriz de Seifert de L asociada mediante F y

(1% k ef...2g ).

La matriz B da una presentacién de Hl(L(m)).tlll, por ello
{ BY= orden Hl(L(m)), es decir, si L(m) es ura Zp-esfera homolégica
Q es no’singular. ‘

Veamos ahora que la signatura de Q es nula,

S8i el enlace L es -anfiqueiral reSpect6 a un autohomeomorfismo
h de M que invierte la orientacibn, el autohomeomorfismo h se
eleva a un autohomeomorfismo h de L(m) que invierte la orientzcién.

Peggando dos copias de F(m) a lo largo de sus frerteras .sr 1adio
dé la identificacidn xa h(x) para cada xe-M y x~fﬁ(x), para
cads x¢ L(m) obtenemos el recubridor ciclico de m hajas de
Mx I‘{li-'lx I=™M xSl ramificado sobre F'YIF' por ser el enlace
-anfiqueiral. (Zsta @1timsz condicidn no es necesaria si M es una

Z-esf-ra homolésica).



Por ser F y h(¥) dos superficies de Sefert de I, existe una
variedad tridimensional en.Mx I y por tanto en M xSl con borde
F\ih(F) [111 Por esta razén existe en Mx S' una variedad tridimen-
sional G con borde F'k’F'.-Ehpujemés, utilizando el collar frontera
de M :gSl en MxDa, 6> a 6'7 ge forma que 6'3{\ 2(M xD2) -26'2,
Entonces una sucesidn de Mayer-Vietoris da Hl(M xD° - G‘B,Z)/Tor = 2,
es decir, existe el recubridor cfclico de m hojas de M xD2, .
remificado sobre G'3, cuya frontera es el recubridor ciclico de m hojas
de M xsl, ramificado sobre DGJB, es decir F(m)g F(m) . La formz
cuadritica de th)ﬁ)F(m) es Q & Q y por ello es no singular; esto,
junto con 1la proviedad de F(m)UF(m) de ser un borde da la enulacién
de 12 signatura de Q@ & Q ¥y porﬁganto la de Q y 1la de F(m) 1181 .
Nota.-
La demostracién de que ¢ (F(m) gF(m)) = O se sigue de
que ker i, : HZ( a‘ds)/Tor —— He(‘vl5)/Tor tiene dimensidn la
mitad de la dimensién de H,( d4?)/Tor (sucesién exacta de (395 5y,
lo cual hace que la forma cuadritica Qfse anule en un subespzcio
de H2( bws)/Tor de dimensién la mitad de la del espacio total. Un
ejercicio de Blgebra lineal muestra entonces que la signatura de Q

es nula ya que Q es no singular.

COROLARTO 1.-

El pm-inveriante de una Z,-esfera homolémica
tridinensional recubridor cfclico de una Zy-esfera homolésica
orientable de p-invariente nulo, ramificado sobre un-nudo anfiqueiral
es nulo. ‘

COROLARIO 2.~

El p-invariante de una Z,-esfera homoldgica
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tridimensional recubridor ciclico de orden par o recubridor regular
‘homolbrica orientable

dihedral de grupo ng 23] s de una Z,-esfera
ramificado sobre un nudo anfiqueiral es nulo.

El interés de las variedades enunciadas en estos Corolarios
dimos en la.Introduccidn’

estriba en que son simétricas,.definicibn que
donde explicamos la importancia de estas variedades en relacién

con el problema de triangulacibn de variedades de dimensidn mayor

N

o igual que cinco.

uhivEg

BIBLIOTECA
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2, TEOREMA 3.
Teorema 3.~

Sea M una Z-esfers homoldpica orientable y sea h

un sutodifeomormismo de M que invierte la orientscién de M tal que

n" =1, n»2. Entonces el invariasnte Mde M es nulo.

Demostracidn.-

Como la identidad conserva la orientacién
n" = 1 implica n = 2k para algin keN.

5i k es impar, n¥ es otro autodifeomorfismo de M que invierte
la orientacibn con periodo 2 ; entonces el M-invariante dé M es
nulo debido al Teorema 1. .

51 k es par, podemos escribir n = 2rm, donde r>»1 y m es impar;
entonces h™ es otro autodifeomoifismo de M que invierte la oriente-
cibn de perfodo 2T, r>1.

Debido a estas consideraciones el Teorema 3 es una consecuencie
del siguiente lema més general : '

Lema 1.~

8ea M una Zz-esfera homolégica orientable y sea h un
un autodifeomorfismo de M que invierte la orientacién, tal que
h2r= 1, r>1. Sea N el espacio de érbitas de M por la accibn de h2
y sea p : M > N la proyecciédn canbnica. Fntonces :
i) La proyeccién p es una cubierta cfclica de ar-1 hojas ramificada
sobre la imagen del conjunto de puntos fijos K de h : p(K).
ii).El cspacio cociente N es una Z2-esfera homolbgica. Si M és una
Z-esfera homolbgica N también lo es. _
1i11)E1 conjunto de ramificacién de p es un nudo -enfiqueirsl.

iv) Si p(K) es nulhomdlogo en N, el invariante pade M es cero.



Demostracibn del Lema.-

i) La proposicidén 1 del capitulo anterior dice que el conjunto
de puntos fijos de h2 es una subvariedad de M,

Por ser M una Z,~esfera homolépica y conservar h2'1a orientacibn
de M, las proposiciones 1,2 y 3 del Capitulo anterior implican
que el conjunto de puntos fijos de h2 es un nudo K.

Estas consideraciones pruebsn i) por comservar h2'1a orientaéitn
y ser de perfodo or-1

ii) Probamos primero que p induce un homomorfismo suprayectivo Pa
desde el grupo fundamental de M al grupo fundamental de N :

Sea uelN - p(K). Sea (I,i)—ga (J,n) una aplicacibn qur representa
un elemento I wl en(li,u) y I -ji> 4 una elevacién de .wa My

sean & (0) =u o Q1) = Uy. Sea ¥ arco que conecta u con

[s} 2]
un punto v de p(K) y X 0! 2 1 arcos en M con extremos p"}v‘y Uyally
respectivamente que se proyectan homeombé4rficamente sobre ) .

as ~ -4
Entonces el camino 2 ot W A 1 basado en v se proyecta sobre

h A[”] €W l(N,v), donde hx : ﬂl(N,u)-*-"l(N,v) es el isomorfismo
asociado czndnicamente. [36]1 p., 382 . Esto prueba la suprayectivida
de p, .
Entonces el diagrama conmutativo
1 (M) ——— H(M,2) ———— (M%) 25 = Hy(M,2))
1 1 I
" () ———— H (N,2) ————— = H,(N,2) ©Z, = H(i,2,)

prueda que N es una Z2-esfera homoldgica en general, y que si
M es ademis una Z-esfera homoldgica, N también lo es.

iii) Para probar que p(K) es -~anfiqueiral, volvamos a la h dada
al principio del lema. La proposicidén 2 del Capitulo anterior

dice que el conjunto de puntos fijos de h es una 82 0 una So,
por tanto no vacio, por invertir h las orientacidn de M.
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Si el conjunto de puntos fijos de h es 32' por ser
(x| h%(x) = x){ x| h(x) = x )
se deduce también de las Propoqicioneé 2y 3 que h2 = 1, por ello,
este no es el caso considerado en el lema. En nuestro caso el
conjunto de puntos fijos de h es s%,

El conjunto de puntos fijos de h2 es por tanto un nudo
E=({x |h2(x) = X } « Evidentemente K es conservado por h, cuyos
puntos fijos S° estfin contenidos en K 3 la proposicibdn 2 dice
entonces que h invisrte la orientecibén de K, es decir que K es un
nudo‘-anfiqueiral en M. .

El aufodifeomorfismo h de M se proyecta a h, un autodifeomorfismo
de N que invierte la orientacién de perfodo 2, y al ser K un
nudo -anfiqueiral por h en M, p(K) es un nudo -anfiqueiral nor
h en N, quedando probado iii). '

iv) Le anulacién del invariante p de M se sigue directemente
del Corolsrio é del Teorema 2, de i) y del Teorema ) ya que N
tiene una involucién h que invierte la orientacién, por lo -qua mN=0

NOTA.-

La demostracidn del Teorema 3 no requiere el Teorema 1
ni la totalidad del Lemal :
Si M es una esfera homoldrica,
N tembién lo es y entohces p(K) es siempre nulhomdloso en N,
y el invariante p de N es cero o un medio. Cfr (21 .

OOROLARIO 3,-

Tode Z-esfera homolégice hiverbblica simétrica
tiend invariante ja nulo.

En efecto, toda variedad hiperbdlica es una variedéd Riemaﬁiana
con tensor de Ricci negativo, por ello, [19]1,toda isometria de uﬁa

variedad hiperbdlica es periddica. Al ser todo autohomeomorfismo
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de una variedad hiperbdlica isotdpico a una isometria de la

variedad [20, [34), el Corolario 3 se Sigué fhicilmente de los

Teoremas 1 y 3.
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APENDICE,
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AI'ENDICZ.

Posibilidad de Existencia de Infinitas Esferas Ilomoldricas

Simétricas con Invariante de Rohlin 1/2.

Sea Mauna variedad simétrica . Sea h el autohomeomorfismo de M
que invierte la orientacidn y p un punto invariante por h ; entonces
existe un entorno B3 de p invariante por h.Sea K un nudo en B3,
podemos isotopar K en BB.hasta que pase por p ¥y KNh(¥K) sea una
bola Bl, entorno de p en K; utilizando esta bola realizamos la suma
conexa de K y h(K) y asi{ obtenemos un nudo anfiqueiral
en cualquier variedad simétrica.

Si M2 es una esfera homoldgica y A es una matriz de Seifert del
nudo K, una presentacién del primer grupo de homolosfia del recubridor
e¢fclico de m hojas de M ramificado sobre K gh(X) viene dada I11J por

la matriz
At AY <A

—h!

n “A=h' A'e...

A LICRCI

m-1 m-1

Si det(Bm) = +1, este recubridor es una esfera homoldgica. Lz
expresién  det(B ) = I AC w) 1111 donde 5 es el Polinomio de
Alexander de K #h(XK) y el productorio esti estsndido a las raices
m-ésimas de la unidad y la igualdad A (K # h(K) =4 (K). a (h(X))
muestran que si +3(K) = 1 el recubridor en cuestidn es en efrecto

una esfera homoldgica.
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Si existe una esfera homolépica simétrica con invariante p&
1/2, los recubridores cfclicos de orden impar construidos segin el
procesoc arriba indiéado con un nudo K tal que A (K) =%*1 son una
infinitud de esferas homoldr~icas simétricas cuyo invariante pa,

seglin el Teorema 2, es 1/2.
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