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Resumen

La funcién de Takagi es un ejemplo clasico de una funcién continua no
derivable en ningin punto de su dominio. A lo largo del tiempo, numerosos
autores han estudiado sus extraordinarias propiedades redescubriendo ésta
en diversos campos de la matematica como la teoria de nimeros o la teoria
de la probabilidad. En este trabajo estudiamos la funcién de Takagi des-
de diferentes aproximaciones. En primer lugar, adoptamos una perspectiva
funcional considerando la funciéon de Takagi como solucién de un sistema
de ecuaciones funcionales. En segundo lugar, consideramos una perspectiva
analitica utilizando diversas técnicas del andlisis no diferencial. Y en tercer
lugar, estudiamos las propiedades cualitativas de su grafo. Este andlisis en
profundidad nos permitird tomar conciencia de estas sorprendentes carac-
teristicas.

Finalmente, realizamos un recorrido por la generalizaciones mas rele-
vantes de la funciéon de Takagi desde las més clasicas hasta la mas actual,
introducida en 2018. Estas generalizaciones tienen por objetivo extender las
cualidades intrinsecas de la funcién de Takagi a una familia mas amplia de
funciones. Como novedad, obtendremos resultados que generalizan los ya
conocidos utilizando técnicas del célculo subdiferencial.

Palabras clave: funcién de Takagi, subdiferencial Fréchet, clase de Ta-
kagi, funciones de Takagi-Van der Waerden, conjuntos de nivel, funcién sin-
gular de Lebesgue, convexidad aproximada, dimensién de Hausdorff y calculo
fraccionario.






Abstract

The Takagi function is a classical example of a continuous nowhere dif-
ferentiable function. Over time many mathematicians have researched its
extraordinary properties rediscovering the Takagi function in a surprising
number of different mathematical contexts such as probability theory or
number theory. In this work we present the Takagi function from different
approaches. Firstly, we carry out a functional study which considers it as
the solution of a system of functional equations. Secondly, we study the
Takagi function from an analytical approach by using different techniques
of nonsmooth analysis. And thirdly, we examine the qualitative properties
of its graph. This in-depth analysis will make us aware of these amazing
properties.

Finally, we make a tour through the most important generalizations of
the Takagi function from the most classic generalization to the most current
one introduced in 2018. The aim of these generalizations is to extend the
intrinsic properties of the Takagi function to a wider family of functions.
As a novelty, we will obtain more general results to those already known by
using a nonsmooth approach.

Keywords: Takagi function, Fréchet subdifferential, Takagi class, Takagi
Van der Waerden functions, level sets, Lebesgue’s singular function, appro-
ximate midconvexity, Hausdorff dimension and fractional derivaties.
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Prefacio

La funcién de Takagi fue introducida en 1903 por T. Takagi [99] y cons-
tituye probablemente el ejemplo mas sencillo de una funcién continua no
derivable en ningtin punto de su dominio. En cuanto a su contexto histérico,
la funcién de Takagi surge en una época en la que numerosos matematicos
como K. Weierstrass [105], H. A. Schwarz [90], D. Hilbert [50] y S. Banach
[11] entre otros, construyeron ejemplos de funciones continuas no derivables
en ningun punto, desterrando por completo la falsa creencia de principios
del siglo XIX segin la cual una funcién continua debia ser derivable salvo
en un conjunto finito de puntos.

La funcién de Takagi permanecié inadvertida a lo largo de las primeras
décadas del siglo XX siendo redescubierta en varias ocasiones por diversos
autores como G. de Rham [82], B. van der Waerden [103] o T. H. Hilde-
brandt [51] entre otros. Con el paso de los afos, la funcién de Takagi ha ido
apareciendo paulatinamente en diversos campos de la matematica como la
teoria de probabilidad, la teoria de ntimeros o el andlisis real originando una
gran variedad de estudios sobre sus sorprendentes propiedades.

A partir de mediados del siglo XX surgieron diversas generalizaciones
de la funcion de Takagi entre las que destacamos la familia de funciones de
Takagi-Van der Waerden [100], la clase de Takagi [18] y las funciones de
T. Sekiguchi e Y. Shiota [92] entre otras. Estas generalizaciones tienen por
objetivo extender las propiedades analiticas, graficas y funcionales de la fun-
cion de Takagi a una familia mas amplia de funciones. Por esta razén, ligado
a la aparicion de estas generalizaciones surgen trabajos sobre la derivabili-
dad, las ecuaciones funcionales y la dimensién de Hausdorff del grafo de las
funciones pertenecientes a dichas generalizaciones. Entre otros, destacamos
los trabajos de N. Kono [64], Y. Baba [9] y M. Hata y M. Yamaguti [13].

Llegados a este punto, parece logico aceptar la relevancia de la funcion
de Takagi a lo largo de la matematica del siglo XX y de principios del siglo
XXI. Este hecho, junto a otras razones, constituye un motivo de peso por el
que se ha realizado este trabajo. A continuacién, presentamos brevemente
los objetivos de este trabajo.

— Recopilacion bibliografica de los trabajos existentes sobre la funcién de



Takagi y sus generalizaciones obteniendo un conocimiento profundo de
las mismas asi como de las técnicas empleadas en dichos trabajos que
permita obtener resultados generales sobre sus propiedades intrinsecas.
Para ello, hemos realizado una metodologia inductiva partiendo de una
investigacién bibliografica previa.

— Abordar el estudio de la funcién de Takagi adoptando diferentes apro-
ximaciones. En primer lugar, realizaremos un enfoque funcional en el
que consideraremos la funcién de Takagi como la tnica solucién aco-
tada de un sistema de ecuaciones funcionales. Posteriormente, adopta-
remos un enfoque analitico en el que presentaremos los resultados co-
nocidos sobre la derivabilidad de la funciéon de Takagi, sus coeficientes
de Fourier, su derivabilidad en sentido de Holder asi como introducire-
mos resultados recientes sobre la funcién de Takagi utilizando técnicas
del célculo subdiferencial. Finalmente, presentaremos las propiedades
cualitativas del grafo de la funcién de Takagi asi como los estudios
recientes sobre sus conjuntos de nivel locales.

— Estudiar las generalizaciones méas relevantes de la funcién de Takagi
estableciendo las propiedades comunes entre las mismas y concluir
resultados mas generales de los ya conocidos.

Una vez establecidos los objetivos que se pretenden conseguir, comenza-
mos con un primer capitulo que adquiere un caracter introductorio natural.
Establecemos la notaciéon que emplearemos a lo largo del trabajo asi como un
breve marco conceptual que constituye el punto de partida de este estudio.

El segundo capitulo tiene por objetivo abordar el enfoque funcional que
se ha comentado anteriormente, caracterizando la funciéon de Takagi como
la tinica solucién acotada de un sistema de ecuaciones funcionales y como la
Unica solucién continua de un sistema de infinitas ecuaciones en diferencias.
Ademas, presentamos la relacién existente entre la funcién de Takagi y la
funcién singular de Lebesgue.

El tercer capitulo considera la funcion de Takagi desde un punto de vista
analitico. Debido a su no derivabilidad en ningin punto, utilizando técnicas
del nonsmooth analysis estudiamos la subdiferencial y la superdiferencial de
la funcién de Takagi. Posteriormente, estudiamos su continuidad en sentido
de Holder, su serie de Fourier, su derivabilidad aproximada en ningin punto
y su papel en la teoria de la convexidad aproximada.

Continuamos el estudio de la funcién de Takagi con un cuarto capitulo
en el que caracterizamos el conjunto de maximos absolutos, la dimension
de Hausdorff asi como los conjuntos de nivel locales. Ademas, desarrollamos
un algoritmo teérico que he implementado en Maple, cuyo cddigo puede
verse en el apéndice B, que permite calcular de manera exacta el valor de la
funcién de Takagi en los niimeros racionales.



En el quinto capitulo presentamos las funciones de Takagi-Van der Waer-
den, la funcién de Takagi generalizada y una generalizacion de las funciones
de Takagi-Van der Waerden asi como sus propiedades mas relevantes.

El sexto capitulo esta dedicado a presentar la clase de Takagi y la reciente
clase de Takagi generalizada introducida en 2018 por J. Ferrera y J. Gomez
Gil [11]. Muchos de los resultados que presentaremos sobre la clase de Takagi
seran obtenidos como caso particular de la clase de Takagi generalizada. Sin
embargo, la presencia de los primeros se justifica por su relevancia histérica
asi como por dar a conocer las diversas técnicas que se han empleado en la
obtencién de los mismos. Ademds, presentaremos los resultados obtenidos
por el autor de este trabajo en colaboracion con los profesores J. Ferrera y
J. Gémez Gil en [12].

Finalmente, introducimos un apéndice A que pretende establecer el mar-
co tedrico necesario para relacionar la nocién de derivada fraccionaria y la
continuidad en sentido de Holder. Como se ha comentado anteriormente, el
apéndice B contiene el cédigo desarrollado en Maple para graficar la fun-
cion de Takagi asi como el algoritmo para calcular su valor en los nimeros
racionales. El apéndice C tiene como objetivo exponer el algoritmo imple-
mentado en Matlab para computar la dimensién de box-counting del grafo
de una funcioén.

Jesus Llorente
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CAPITULO 1

La funcidn de Takagi y sus representaciones

“Je me détourne avec effroi et
horreur de cette plaie lamentable des
fonctions continues qui nént point de
dérivées”

Charles Hermite (1822-1901)

A principios del siglo XIX, una vez establecidos rigurosamente los con-
ceptos de continuidad y derivabilidad de una funcién, la creencia generali-
zada imperante en la comunidad matematica era que una funcién continua
debia ser derivable salvo quizds en un ntimero finito de puntos. El 18 de julio
de 1872, K. Weierstrass [105] present6 en la Real Academia de Ciencias de
Berlin un ejemplo de una funcién continua no derivable en ningin punto,

W(x) = iak Cos (bkﬂx> , z€R
k=0

siendo 0 < a@ < 1 y b un ndmero entero par tales que ab > 1+ 37/2. La
funcion de Weierstrass fue la primera funcién no derivable en ningtin punto
en ser publicada, concretamente en 1875, constituyendo la prueba definitiva
de aquella falsa creencia. A partir de la funciéon de Weierstrass, numerosos
matematicos como H. A. Schwarz [90], U. Dini [27], D. Hilbert [50], T. Takagi
[99], B. van der Waerden [103] y S. Banach [11] entre otros, construyeron
ejemplos de funciones continuas no derivables en ningtin punto. Sin embargo,
la funcién de Takagi es probablemente el ejemplo més sencillo de una funcién
continua no derivable en ningin punto de su dominio. En notacién moderna,



2 La funciéon de Takagi y sus representaciones

la funcién de Takagi, denotada por T, se define como
1
T(e)=3 5:6(2"), z€0,1] (L1)
n=0

siendo ¢ la funcién distancia al entero més cercano. Es importante destacar
que la definicién original dada por T. Takagi en [99] es completamente di-
ferente a la presentada anteriormente. Probablemente, este hecho junto con
el aislamiento politico, social, geografico y econdémico de Japén a principios
del siglo XX debido a al sistema sakoku constituyan la razén que justifique
el paso inadvertido de la funcién de Takagi durante varias décadas en el
mundo occidental.

A lo largo del siglo XX, la funcién de Takagi ha sido redescubierta por
numerosos autores como B. van der Waerden [103], R. T. Lyche [72], G.
de Rham [32] y T. H. Hildebrandt [51] entre otros. Ademads, la funcién de
Takagi es especialmente rica ya que posee sorprendentes propiedades desde
diferentes perspectivas. Por esta razén, ha sido estudiada por un extenso
grupo de matematicos dando lugar a una gran cantidad de generalizaciones
con el objetivo de extender sus interesantes propiedades a una familia mas
amplia de funciones.

Este trabajo tiene por objetivo estudiar, en primer lugar, la funcién de
Takagi adoptando un enfoque analitico, funcional y grafico exponiendo re-
sultados tanto cldsicos como actuales. Cabe destacar que también es posible
realizar un estudio de la misma desde la perspectiva de la teoria de nameros
y la combinatoria. Y en segundo lugar, estudiar las generalizaciones més re-
levantes de la funcién de Takagi haciendo un recorrido desde las més clésicas
hasta la mas actual, denominada clase de Takagi generalizada.

1.1 Construccion de la funcién de Takagi

Esta seccion tiene como objetivo establecer la notacion que emplearemos
a lo largo de este trabajo asi como esclarecer el origen de la no derivabilidad
en ningin punto de la funcién de Takagi.

Para cada z € [0, 1] consideramos su expresién binaria dada por

mzzgk(w), ek (x) € {0,1}

2k
k=1

Si no hay lugar a confusién, denotaremos simplemente ¢ en lugar de ¢ ().
Ademsds, denotamos por

D:{;G[O,l]:nE]N,kGZ}

el conjunto de los nimeros diddicos en el intervalo [0, 1].
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La expresién binaria de 2 € [0, 1] es tdnica salvo en el conjunto de los
numeros diadicos. En este caso, existen dos posibles representaciones: o bien
terminada en infinitos ceros, o bien terminada en infinitos unos. Salvo men-
cién explicita, adoptaremos la representacién binaria terminada en infinitos
ceros.

Para cada z € [0, 1] definimos

I, (z) = Zak, On(x)=n—1I,(x), 0n(x)=0,x)—1I, ()
k=1

La funcién 6, (x) recibe el nombre de funcion diferencia de digito entre los
n primeros digitos del desarrollo binario de =x.
A continuacién, denotamos por

k
Dn:{we[o,l]:kez}

el conjunto de los nimeros diadicos de orden n pertenecientes al intervalo
[0,1]. Observemos que Dy, C Dy 1y D = J,, Dy. Esta notaciéon nos permite
expresar la funcién de Takagi como

T(z)=7 gn(2)
n=0

siendo g, (z) = d (x, D,,) la distancia de z al conjunto D,,.
Denominamos intervalo diddico de orden n al intervalo

|k E+1
e PO T
siendo k € {0,...,2" — 1}.
Proposicion 1.1. Para cada n, se verifica:

(1) La funcion gy es 1-Lipschitz en [0, 1] y afin en el intervalo diddico Iy, p4 1.

(2) La funcion gy es derivable en el interior de cada intervalo diddico Iy, p11
con derwada 1 si k es par y derivada —1 si k itmpar.

(3) La funcidn g, satisface que g, (z) < 2= para todo = € [0,1].

Definimos la funcion de Takagi de nivel n como
G (x) :Zgn(x), x € [0,1]
k=0

Proposicién 1.2. Para cada n, se verifica:
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(1) La funcion G, es (n + 1)-Lipschitz en [0,1] y afin en el intervalo diddico
Ik,n+1 .

(2) La funcion Gy, es derivable en el interior de cada intervalo diddico Iy, 541
con derivada entera dada por

Gy (z+y2- D)) — G, (2)
y27(n+1)

G, (x) = — Gt (2)  (12)

para todo x € Int (I n11) ey > 0 tal que x4+ y2~ "D € Ty

La expresién (1.2) se verifica para las derivadas laterales de los extremos
del intervalo diddico I} 41 si consideramos la expresién binaria terminada
en infinitos ceros para el extremo k2~ ("1 y la expresién binaria terminada
en infinitos unos para (k + 1)2- (1),

Es inmediato ver que T (1) = T'(0) = 0 y que si # € D,, entonces
T (z) = Gp_1 ().

Proposicién 1.3. La funcion de Takagi es uniformemente continua en [0, 1]

)
T (x) = lim G, (z)

n—oo

Demostracion. El criterio de Weierstrass nos garantiza la convergencia uni-
forme de la serie Y7 g en [0, 1], y en consecuencia, la funcién de Takagi
es continua en [0, 1]. O

Es posible extender la funcién de Takagi a una funcién 1-periédica en R
definida como

siendo [z] la parte entera de x.

Por la simetria de la funcién ¢ obtenemos el siguiente resultado.
Proposicién 1.4. La funcion de Takagi satisface la ecuacion de simetria

Tx)=T1—-z), z€][0,]1] (1.3)

1

y por tanto, su grdfica es simétrica con respecto a la recta x = 5-
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Figura 1.1: Funcién de Takagi en [0, 1].

1.1.1 Sistema dinamico discreto

Comenzamos definiendo la funcién v : [0, 1] — [0, 1] por

¥ (x) =26 (x)
En la literatura, la funcién v es conocida como tent map o funcion tienda.

Proposicién 1.5. La iteracion n-ésima de la aplicacion ¢ viene dada por
U (@) = 20 (2" 1)

Demostracion. Procedemos por induccion sobre n. El caso base n = 1 es
trivial. Supongamos cierta dicha expresion para todo k < n y probémosla
para n + 1. De esta manera,

G () = (6 () = 26 (210 ()
— 26/(2"¢ (2)) = 26 (2"a)
O

Corolario 1.6. La funcion de Takagi admite una representacion mediante
el sistema dindmico discreto x,+1 = Y™ (x) dada por

= 1
T(r) =Y 5rt" (@)
n=1
Para finalizar este apartado, observamos que la funcién 1 es cadtica en

[0,1] en el sentido de Li y Yorke (véase [26, Capitulo 15]) ya que posee
puntos de periodo tres. Ademads, esta funcion es topolégicamente transitiva
en el intervalo [0, 1]. Por tanto, 1 es una funcién caética en dicho intervalo
en el sentido de Devaney (véase [107, Seccién 30]).
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1.1.2 Funciones de Rademacher

En esta seccion presentamos una representacion de la funcién de Takagi
en términos de las clasicas funciones de Rademacher.

Definicion 1.7. Se define la n-ésima funcion de Rademacher, y se denota
por r,, como

2n—1
(@) =Y (=1)xp, (), z€l0,1]

k=0
donde X7, , es la funcién caracteristica en el intervalo diddico Iy .

Proposiciéon 1.8. La funcion de Takagi se expresa como
& T
T(a:):Z/ v (B)dt, € [0,1]
n=1 0

. . k2
Demostracion. Para cada n, observemos que si k es par entonces fo Ty () dt =
0. Por tanto, si x € Iy ,, entonces

. o .
/ rn (1) di = / T () dt+ / roin (£) dt =
0 0 2k

T
k : 2k+1

_ T — 5m Sll’§2n+1
k+1 . 2k+1
Zin—$ Slx>2ni1

En conclusién, [i rn41 (t) dt = g, () para todo n y z € [0,1]. O

Noétese que la funcién de Radamacher r, es la derivada de la funcién
gn—1 en el interior del intervalo diddico Iy .

Las funciones de Rademacher (ry,), constituyen un sistema ortonormal
de L ([0,1]). Una introduccién mas detallada de las funciones de Radema-
cher puede verse en [21].

1.2 Definicion original de Takagi

En su articulo A simple example of the continuos function without deri-

vative [99], T. Takagi define para = € [0, 1] con expresién binaria
X €
x:Z2—Z:0.515253..., en € {0,1}
n=1

la funcion

f@)=> (1 —en)m+enm, (1.4)
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donde 7, = Y p2, ;—ﬁ y T, = 2,},1 — 7. Podemos formular la expresién (1.4)
como

PN ECAC L ECAIAC R

n=1
Ademas, es posible escribir

enOn(z)+(1—en)ln(@)={j:1<j<n—1c¢; #en}

Proposicién 1.9. La definicion original de la funcion de Takagi (1.4) es
equivalente a la definicidon moderna

T =Y 2%¢(2%), ze0,1]
n=0

Demostracion. En primer lugar, tenemos que

n o9 c
n.._ n—Fk k
=) et Y o
k=1 k=n+1
y en Consecuencia,

¢(2"x) =¢ ( i 2lfkn> = i enti (1= 5n+1);(1 — Entk) Entl

k=n+1 k=1

Por tanto,

¢(2"x) _ = Enth (1 —eny1) + (1 = engr) Enta
on - Z on-tk

k=1
y sustituyendo en la definicién moderna de la funcién de Takagi obtenemos
que

SIS
Entk (1 - 5n+1) + (1 - 5n+kz) En+1
=33 1o
n=0 k=1

Se comprueba facilmente que

i i Entk (1 —ent1) + (1 —€nyr) Eny1

+k
n=0 k=1 2n
_ i {j:1<j<m—1lcg;#en}l
_ -
m=1
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A lo largo del siglo XX numerosos matematicos como T. H. Hildebrandt
[51], F. S. Cater [22], P. Billingsley [15], G. de Rham [$2] y D. Tall [100] entre
otros autores, han demostrado la derivabilidad en ningtin punto de la funcién
de Takagi. Sin embargo, la mayoria de estas pruebas estdan basadas en ar-
gumentaciones similares. A continuacién, presentamos en notacién moderna
la demostracion de la no derivabilidad en ningin punto dada originalmente
por T. Takagi en [99].

Teorema 1.10. La funcion de Takagi no es derivable en ningin punto de

[0,1].

Demostracion. Consideremos la definicién original de la funciéon de Takagi
dada por (1.5). Sea x € [0,1] cuya expresién binaria es = > | 52 con
en € {0,1}.

s Sieg, =0 entonces

fle+27") - f (=)
2—n

A, = =Op (v) — I, (2) — 2" 70

= Sigp,_1 =0ye, =1 entonces

fle+27") - f(x)
2—n

A, = = Oy (z) — I, (x)

En consecuencia, si g, =0y €,41 = 0 entonces A, — A, =127 o
mientras que si g, = 0y £,41 = 1 entonces A, 41 — A, = 2" 17, .

Si f es derivable en = entonces |A,11 — Ay,| — 0 cuando n — oo. Por
tanto, parae = % existe ng € IN tal que, si n > ng entonces A, 11 — Ay < %.
Por tanto,

— Sieg, =0y ept1 = 0 entonces 2"+1Tn+2 > %. En consecuencia, e,42 =
Ents = 1.

— Sieg, =0y ept1 = 1 entonces 2”+1Tn+2 < %. En consecuencia, €42 =
En+3 = 0.

obteniendo asi una contradiccion. O

1.3 La funcién de Takagi y la hipétesis de Riemann

En esta seccién presentamos la relacion existente entre la funcién de Ta-
kagi y la hipdtesis de Riemann mediante las fracciones de Farey. La funcién
zeta de Riemann, denotada por ¢ : C\ {1} — C, se define como
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Esta funcién fue desarrollada por B. Riemann en [$4] con el objetivo de en-
contrar una estimacion del cardinal del conjunto de niimeros primos menores
o iguales que un nimero dado. La funcién zeta de Riemann es convergente en
los niimeros complejos con parte real estrictamente mayor que 1. Riemann
demostr6 que la funcién (¢ (z) puede extenderse a una funcién meromorfa
en el plano complejo con un polo simple en z = 1 obteniendo la ecuacion
funcional

C(z) =21 (1-2)T(1 —z)sin%z, z#1

donde I' es la funcién Gamma. Esta ecuacién nos permite deducir que
¢ (—2n) = 0 para todo n € IN. El conjunto de los nimeros enteros nega-
tivos pares recibe el nombre de ceros triviales de la funcion (. Riemann
conjeturé que la parte real de todo cero no trivial de la funcién ¢ es 1/2.
Un estudio en profundidad de la hipétesis de Riemann puede consultarse en

[44]-

Definicion 1.11. Las fracciones de Farey de nivel n, denotadas por F,, se
definen como

Fn = {5 € [071] :paqEIN7an7mCd(p7Q):1}

En 2006, R. Balasubramanian, S. Kanemitsu y M. Yoshimoto [10] pro-
baron que la hipétesis de Riemann es equivalente a la siguiente afirmacion:
para todo € > 0 se verifica

1
Z T(r)— 3 |Fnl =0 <n%+5) cuando n — 0o
reFn

Observacion 1.12. En la expresién anterior se evaltia la funcion de Takagi
en numeros racionales. Por esta razén, y debido a la importancia de la
equivalencia anterior, en la secciéon 4.4 del capitulo cuarto desarrollamos
un algoritmo tedrico que permite calcular de manera exacta el valor de la
funcion de Takagi en cualquier ntimero racional. Este algoritmo ha sido
implementado en Maple (véase Apéndice B).






CAPITULO 2

Ecuaciones funcionales

En este capitulo estudiamos la funcién de Takagi adoptando un enfoque
funcional. En primer lugar, presentamos ésta como la tinica solucién acotada
de un conjunto de ecuaciones funcionales haciendo un recorrido desde el
primer trabajo realizado en esta perspectiva funcional debido a H. Kairies,
W. Darsow y M. Frank [57], hasta los trabajos mds recientes debidos a L.
Sadowski [35] y M. Kriippel [65].

En segundo lugar, presentamos el trabajo realizado por M. Hata y M.
Yamaguti [18] que caracteriza a la funcién de Takagi como la dnica solucién
continua de un problema de contorno discreto. Finalmente, introducimos la
funcién singular de Lebesgue y exponemos su sorprendente relacion con la
funcion de Takagi.

2.1 Sistema de ecuaciones funcionales

Comenzamos esta seccion presentando la funcién de Takagi como la tdnica
solucion acotada de un sistema de cuatro ecuaciones funcionales.

Proposicién 2.1. La funcion de Takagi satisface en [0,1] las siguientes
ecuaciones funcionales:
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T(x)—T(g)—T(m;rl>=—; (3)

2T<$;1>—T(m):—x+1 (4)

Demostracion. Expresando la funcion de Takagi como

r=2y g (25) =2 (5) o (5)] =2 (5) -

obtenemos (1). En segundo lugar, escribiendo

r(5) = () # a0 (5) —e (5 +7(5) e )

T 1

=7 (3) w43
obtenemos (2). Finalmente, observemos que (3) = (1) — (2) y (4) =2-(2) —
(1). O

Proposicién 2.2. Si F : [0,1] — R satisface dos de las ecuaciones (1), (2),
(3), (4), entonces F' satisface las dos restantes.

Demostracion. Segun la observacion realizada en la demostracién de la pro-

posicién 2.1, basta advertir que (4) = (1) —2-(3). O

Proposicién 2.3. Si F : [0,1] — R satisface dos de las ecuaciones (1), (2),
(3), (4), entonces F =T en D.

Demostracion. Iterando la ecuacién (1), obtenemos que

F(w):—w—F?F(g):—x+2[—g+2F<£)} -

T
:...:—mx—l—QmF(Q—m)

para todo m € N y x € [0, 1]. Utilizando la ecuacién (3), se tiene

T 1 2z 1
F(z) = —mx 4 2™ |:F<2m+2>+2m_2:|

Denotando &, (z) := 5% + 3, escribimos

1 1
F(&m (2)) = Q—mF(x)+2im(m—2)+§, meN, ze0,1]. (%)
A continuacién, consideramos una k-tupla de enteros positivos (ai, ag, . . ., ax)

con a, > 2 y definimos

a:£a1o£azo"'ogak (1)

Observamos que



2.1 Sistema de ecuaciones funcionales 13

= Si k =1, entonces

_1 1
a—§+271
= Si k> 2, entonces
a=&q (§a20”'o£ak (1))
1 Lay0--0&y, (1)
a7 201
1 1 €az 0+ 0&q, (1)
- 5 + 91+a1 + 9a1+az
1 1 1 1 1

=+ .-

92 T 921+a1 T 921+ai+az T 2l4ai+-tap_1 + 2a1+:+ak

Ademas, la aplicacion (aj,as,...,a;) — a es una biyeccién entre las k-
tuplas de enteros positivos con ar > 2 y los numeros diadicos a € (%, 1) con
exactamente k + 1 unos. Iterando la ecuacién () para k > 2, escribimos

F(a) = F (§a; (§az 0 0 &ay, (1))

:Q%F(éazO"~o€ak(1))+£a20"'o£ak (1)

:2%1 [QLF(&LSO'“O&% (1))4'5&30..2.«102@’6 £ (a2—2)+ﬂ +
—|—<a—;) (a1 —2)+ =
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y, dado que F' (1) = 0, obtenemos que

F(a) = (a1 + -+ a — 2k) (a—1)+1+

2) "2
171
+5|gar (@2t +ap =2k +1)+
1
+W(GS+"‘+ak—2k+3)+"'+
1 1
ey (@ 0k = 5) s (- 8) |

Por tanto, los valores de F' en los ntimeros diddicos del intervalo (%, 1]

estdn completamente determinados. Como consecuencia de la expresién ob-
tenida para a, de la ecuacién (2), de que F'(0) = 0y F (%) = %, dichos
valores también estan totalmente determinados en el intervalo [O, %] En
consecuencia, F' =T en los nimeros diddicos del intervalo [0, 1]. O

Observemos que el resultado anterior implica que toda funcién continua
que satisface dos de las ecuaciones (1),(2),(3),(4) entonces necesariamente
es la funcion de Takagi. Sin embargo, podemos afirmar mas.

Teorema 2.4 (H. Kairies, W. Darsow y M. Frank [57]). La funcion de Taka-
gi es la unica funcion acotada que satisface dos de las ecuaciones funcionales
(1),(2),(3),(4) en el intervalo [0, 1].

Demostracion. Sea B([0,1]) el espacio de Banach de las funciones reales
acotadas en [0, 1] dotado de la norma del supremo. Definimos la aplicacién

S :B([0,1]) — B(]0,1]) por

o x + 1y (Qm) si
S@W@%—{1_§+;F@x_n si

para F' € B([0,1]). Por las ecuaciones (1) y (4), tenemos que S(T) = T.
Como la aplicacién S es contractiva, el teorema del punto fijo de Banach
nos garantiza la existencia de un unico punto fijo para dicha aplicacién. [

= O
IAIA

1
2
1

IA A

T
T

La derivabilidad en ningiin punto de la funciéon de Takagi puede obtenerse
a través de las cuatro ecuaciones funcionales anteriores. La demostracién de
este resultado puede verse en [57, Teorema 2.1].

Proposicién 2.5. La funcion de Takagi es la tunica funcion acotada que
satisface en [0,1] la ecuacion funcional

T (2x) = 2T (x) — 2¢ (x) (5)
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Demostracion. Reescribiendo las ecuaciones (1) y (4) como:

T (2z) = 2T (x) — 2=,

o= O
INA
S
IN
—_ DN

TQ2x—1)=2T(z)—2(1 —x),

IN
8
IN

y combinando ambas obtenemos (5). A continuacién, sea F' : [0,1] — R una
funcién acotada que satisface (5). Iterando dicha ecuacién obtenemos que

F0)=6() + 3 (20) =6 (0) + 3 |57 (1) + 920 = ..

212
"1 1
-3 5o @) + g (27)
n=0

para todo m. Haciendo m — oo, tenemos que

F(z):Z%mz%), 0<z<1

n=0
]

La siguiente proposicién es un resultado reciente, en concreto del afio
2017.

Proposicién 2.6 (L. Sadowski [38]). La funcion de Takagi es la inica fun-
cion acotada que satisface la ecuacion de simetria (1.3) y una de las ecua-
ciones (1), (4) en el intervalo [0, 1].

Demostracion. Sea F : [0,1] — R una funcién acotada que satisface la
ecuacién de simetria (1.3). Si F' cumple (1), considerando = = 0 en dicha
ecuacién y en la ecuacién de simetria concluimos que F' (0) = F' (1) = 0. Si
F cumple (4), considerando = = 1 en dicha ecuacién y = 0 en la ecuacién
de simetria obtenemos que F' (0) = F' (1) = 0.

A continuacién, extendemos F' a una funciéon 1-periddica en R definida
por

F(2) = F (2 — [2])

Ademas, para cada z € R escribimos x =n+tconn € Zyt € [0,1). Por
la ecuacion de simetria

F(-2)=F(-n—t)=F1-t)=F({#)=F (n+1t) = F ()

Finalmente, probamos que F verifica la ecuacién (5) y, por la proposicién
2.5, F =T en dicho intervalo.
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Supongamos que F verifica (1). Six € [O, %] entonces se verifica (5). Por
otra parte, si x € [%, 1], entonces
2F (z) =2F(1—2z)=F(2(1—-2)+2(1—2) =
F(—2z)+2¢(x) = F (2z) + 2¢ (x)

Por otro lado, supongamos que F verifica (4). Si x € [%, 1], entonces
20 —1+1
9F (z) = 2F (”“’2+> = F(2z—1)+2(1—2)=F (22) + 2¢ ()

Sixe [0, %] entonces 1 —x € [%, 1], y por el caso anterior, tenemos que

0F (z) =2F(1—2) = F(2(1 —2)) +26(1 — z) =
=F(—2z)+2¢(z) = F(2x) + 2¢ (x)

O]

A continuacién, presentamos una generalizacién de las ecuaciones (1) y
(4). Sea k € IN con representacién binaria k = > 1", £,2""! donde &, €
{0,1} para todo n =1,...,m. Definimos la funcién I : N — IN por

I(k)=Y en (2.1)
Observemos que I (2k) = I (k) y que I (2k+1) = I (k) + 1 para todo
k € IN.

Proposicién 2.7 (M. Kriippel [65]). Seann € N y k € {0,1,...,2" — 1}.
La funcion de Takagi satisface en [0,1] la ecuacion funcional

T(’?‘”) :T(i) +n;](k)x+21nT(x) (6)

Demostracion. Sea n = 1, si k = 0 la ecuacién (6) es (1) ysi k =1 la
ecuacién (6) es (4). Sea z € [0,1] y supongamos (6) cierta para n > 1. Por
una parte, aplicando (6) a 3, y utilizando (1), tenemos que

2k +x 2k n — 21 (2k) x 1
& ( on+1 ) =T <2n+1> T ot Tt gart T 2n+1T(37)

z+1
2

T<2k+x—|—1> :T(k>+n—2l(2k) (x+1)+1—x+ 1 T(@)

Por otra parte, aplicando (6) a y utilizando (4), tenemos

on+1 on on+1 on+1 ' on+1
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En particular, para = = 0 se tiene

2% + 1 E\ n-2I(2k 1
T< on+1 ) =T (27,,) T ot T ognrt

De esta forma, escribimos

P (21T AT\ n 1201 1
on+1 - on+1 on+1

Proposicién 2.8 (M. Kriippel [65]). Seann e N y ke {1,...,2" —1}. La
funcién de Takagi satisface en [0,1] la ecuacion funcional

T<k2_f> :T<;)+WH;T(@ (7)

Demostracion. Particularizando (6) en k — 1y 1 — x tenemos que

T(k_x> —T(k_1)+"_212£k_1) (-2 4+ T@) (22

2n 2n 2n

para todo z € [0,1]. Si 2 = 0 entonces

T(;):T<k2n1>+n2127(ﬁ1)

Asi, reescribimos (2.2) obteniendo (7). O

Corolario 2.9. Seann € N y k € {1,...,2" — 1}. La funcién de Takagi
satisface en [0, 1] la ecuacion funcional

T(k:;;a:)_T<k2—nx>:n—I(k;n—_II(k:—l)x -

Observacion 2.10. Sin = k = 1 entonces la ecuacién (8) es la ecuacién de
simetria (1.3).

Finalmente, presentamos una ecuacion funcional para las funciones de
Takagi de nivel n.

Proposicién 2.11. Sean n € N y k € {0,1,...,2" —1}. La funcion de
Takagi de nivel n, denotada por G, satisface en [0, 1] la ecuacion funcional

k+ o k n+1— 21 (k)
Gn (2n+1> = Gn <2n+1> + ont1 x (2.3)
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Demostracion. Sea n € IN. La funcién G,, es lineal en el intervalo diddico

kE+zx k

para cierta pendiente a € Z. Como T(Qn%) = G, (zn%) y T(an%ll) =
Gn, (2’3%11), particularizando la ecuacién (6) en x = 1 tenemos que

k+1 k n+1—2I (k)
Gn (2n+1> —Gn <2n+1> T

obteniendo asi (2.3). O

Ijn1, ¥ POT tanto,

2.2 Sistema de ecuaciones en diferencias

Consideremos el espacio de Banach C ([0,1]) formado por las funciones
reales continuas en el intervalo [0, 1] dotado con la norma del supremo y su
base de Schauder (véase [21]) dada por

So(x)=2, Si(zr)=1-—2, =z€]0,1]
Sen (x) = {2¢ (2"x), sizely,

0, en otro caso

paran € Ny k € {0,...,2" — 1}. El grafo de la funcién Sj , es un tridngu-
lo isésceles de altura uno cuya base estd conformada por el intervalo Iy .
Utilizando la funcién v descrita en la seccion 1.1.1, expresamos

Sk,n (37) = @DnH (:E) Xk,n (l‘) ) T e [07 1] (24)

donde Xy, ,, denota la funcién caracteristica en el intervalo Iy, ,,.
Toda funcién f € C ([0, 1]) se escribe de manera unica a través de dicha
base de Schauder como

oo 2"—1

f(z)=ay+ a1z + Z Z ak,nskm ()

n=0 k=0

donde

ap = f(0), a1 =f(1)—f(0)

ak,n=f<22k,ill) —% [f <2k;> +f</-e2+n1>]

paran € Ny k € {0,...,2" — 1}. Aplicando este resultado a la funcién de
Takagi junto con la unicidad de los coeficientes de Schauder obtenemos el
siguiente teorema.
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Teorema 2.12 (M. Hata y M. Yamaguti [18]). La funcion de Takagi es la
unica solucion continua del sistema de ecuaciones en diferencias

2k +1 1 k E+1 1
() 2l @) ()] =m0

para todon € N y k € {0,...,2" — 1}, con condiciones de contorno de tipo
Dirichlet f(0) = f (1) = 0.

Demostracion. La continuidad de la funcién de Takagi en el intervalo [0, 1]
junto con T (0) = T (1) = 0 permiten expresar dicha funcién en la base de
Schauder introducida anteriormente como

Por la unicidad de los coeficientes de la base de Schauder, tenemos que
1
Aken = on+1

para todo k € {0,...,2" — 1}. En conclusién,

%41\ L[ [k k1 1
() s () (57 - e

paran € Ny k € {0,...,2" — 1}. La ecuacién (2.5) y las condiciones de
contorno determinan univocamente el valor de la funcién en el conjunto D,
obteniendo asi la unicidad de la solucién continua. O

Dada f € C([0,1]), se define el laplaciano discreto de f por

St =21 (Gt )+ 1 () + 7 (57) (26)

para todon € Ny k € {0,...,2" — 1}.

Corolario 2.13. La funcion de Takagi es la unica solucion continua del
problema de contorno discreto

1
_Ak,nf = 27
para todon € N y k € {0,...,2" — 1}, con condiciones de contorno de tipo

Dirichlet f(0) = f (1) =0.
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2.3 La funcién singular de Lebesgue y la funcién de Takagi

En 1957 G. de Rham obtuvo en [33] el siguiente resultado: dado o € R
tal que 0 < a < 1 existe una tunica solucién continua, denotada por L, del
sistema de ecuaciones funcionales

{La (x) = aLq (22), ?Sx S% 27)
Lo(z)=(1—-a)Loa(2r—1)+a, 5<2<1

Claramente, si a = %, entonces L, () = x para todo z € [0,1]. Si a # %,
la solucién L, de (2.7) recibe el nombre de funcion singular de Lebesgue,
también conocida como funcion singular de De Rham.

Funcion singular de Lebesgue
= o o o ©o o o
(¥4} =S n (=] | oo w0

<
ma

01}

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.8 1
X

Figura 2.1: Funcién singular de Lebesgue, o = 0.3.

Proposicién 2.14. Sea 0 < a < 1. La funcion L, es la inica solucion
continua del sistema de ecuaciones en diferencias

f(%):(l—a)f<;>+af (’“;1> (2.8)

para todon € N y k € {0,...,2" — 1}, con condiciones de contorno de tipo
Dirichlet f(0) =0y f(1) = 1.

Demostracién. En primer lugar, utilizando (2.7) tenemos que L, (1) =1y
L, (0) = 0. A continuacién, procedemos por induccién sobre n. Sin = 1,
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entonces k € {0,1}, y utilizando (2.7), tenemos que

o® =L, G) = (1 —a)Lq(0) 4 aL, <;> =a?

20— a? =L, <i> =(1-a)L, <;> +aly (1) =20 — a?

Supongamos cierto (2.8) para n—1. En primer lugar, si k € {O, Lt 1},

entonces 2%, % y 3’21‘11 pertenecen al intervalo [0 1}. Utilizando (2.7) te-

)
nemos que
k k k+1 k+1
Lol —=)=aly| —— ), La il = al, + ,
n 2n71 mn 2n71
2k +1 2k +1
b (B ) =ote (%5)

y aplicando la hipétesis de induccién obtenemos (2.8). En segundo lugar,

sik e {2”_1, v, 2™ — 1}, entonces 2%, % y %’Zﬂ pertenecen al intervalo

[3,1]. Utilizando (2.7) tenemos que
k k—2nt
k+1 k—2r141
La< on >:(1—O()La(2n_1)+C¥
Aplicando de nuevo (2.7) y la hipétesis de induccién obtenemos que
2k +1 2(k—27"1) +1
La<2n+1>=(1—a)La< ( on ) >+Oé:
k—2n—1 k—2m1+41
k k+1
ol (8)-f oo ()
2m AL
k k+1
=(1—-a)Lls | — Lo | —
1=t () ot (57)

La ecuacién (2.8) y las condiciones de contorno determinan univocamente el
valor de la funcién en el conjunto D, obteniendo asi la unicidad de solucién

continua. ]
Proposicién 2.15. La funcion singular de Lebesque Ly, en [0, 1] se escribe
de manera unica a través de la base de Schauder definida en 2.2 como

co 2"—1

Lo(@)=z+> Y <a - ;) a0 (1 — ) g () (2.9)

n=0 k=0
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Demostracion. En primer lugar, ag = L, (0) =0, a1 = Lo (1) = Ly (0) =1
y apo = o — 5. Por la ecuacién (2.8),

1 k+1 k .
ak:,n:<a_2> |:La< on >_La<2n):|’ nelN,k=0,...,2" -1

Si k=2l conl € IN, entonces

1 2041 l
n=(0=3) |1 (%) e (7).
1 l [+1 l
D) - () ()1 o)
Sik=2l+1conl €N, entonces
1 l+1 2041
owan=(0=3) [t (35) -2 (%57)
1 l+1 [ l+1
~(o=3) [t (5) -0t (55) —ore (55

=(1-a)an

En consecuencia, ay, = (o — 3) a1k (1 — a)I(k) para todon €e Ny k €
{0,...,2n —1}. 0

Observemos que, para cada = € [0, 1], la serie de las derivadas con res-
pecto al pardmetro a de la expresion (2.9) es uniformemente convergente,
y en consecuencia, la funcién singular de Lebesgue es C! con respecto al
parametro a.

Proposicién 2.16. La funcion singular de Lebesgue es estrictamente cre-
ciente en [0, 1].

Demostracion. Segin hemos visto en la demostracién de la proposicién 2.15,

k+1 k
L <;> — L, <2n> =T (1-a)!® >0 (2.10)
paran € Ny ke {0,...,2" — 1}. O

Proposicién 2.17. La funcion singular de Lebesgue es derivable en casi
todo punto de (0,1) con derivada nula.

Demostracion. Por la proposicién 2.16, la funcién singular de Lebesgue es
derivable en casi todo punto de (0,1). Supongamos que L, es derivable en
zp € (0,1) tal que L, (z0) # 0. Para cada n € IN existe k, € {0,...,2" — 1}
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"+1 . Si denotamos por 6, = o~ 1(kn) (1 — a)I(k”) enton-

Lo (%) = La (88) _ 0,
2-n "

Como L, (z9) # 0, se comprueba facilmente que lim,_,o 2"0,, # 0. En
consecuencia,

tal que 22 <z <
ces

on+lg
lim =t —q (2.11)
Sin embargo,
on+lg n—I(knt1) (1 — o) (Fnt1)
ntl _ 9% (1-a) € {20,2 (1 — a)}
210, an—1kn) (1 — a)l(kn)
Como « # 3, obtenemos una contradiccién con (4.6). O

Las dos propiedades anteriores de la funcién singular de Lebesgue fueron
estudiadas en primer lugar por R. Salem en [389]. Una vez introducida la
funcién singular de Lebesgue asi como sus caracteristicas més relevantes,
finalizamos esta seccién estudiando la relacion existente entre la funcién de
Takagi y la funcién singular de Lebesgue.

Proposicién 2.18 (M. Hata y M. Yamaguti [18]). Para cada x € [0,1] se

verifica que
0L,
foJe

Demostracion. Seann € Ny k € {0,...,2" —1}. Sea h € R tal que a+h €
(0,1). Por la proposicién 2.14,

Loon (B5) ~ Lo (B8) _ | [L () - L ()

) @ =T (@)

A +

k+1 k
+La+h< on >_La+h <2n>

Utilizando la igualdad (2.10), haciendo h — 0 y particularizando en o =
tenemos que

(5] () -
[(‘ > 2i>+<aa€yaa:

Lasn (4) - Ln (42)
h

+ «

1
2

1

2n

()
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Como la funcién singular de Lebesgue es C!' con respecto al parametro «,

concluimos que la funcién 1 ( 2L
2 oo

‘a_ 1) es una solucién continua del sistema
=3

de ecuaciones en diferencias (2.5) cuya unica solucién continua es la funcién
de Takagi. En consecuencia, para cada = € [0, 1] se verifica

0L,
Oo




CAPITULO 3

Estudio analitico de la funcién de Takagi

La funcion de Takagi es, probablemente, el ejemplo maés sencillo de una
funcién no derivable en ningin punto de [0, 1]. Sin embargo, admite cier-
to grado de derivabilidad. El término nonsmooth analysis hace referencia
a extender las técnicas del calculo diferencial en ausencia de diferenciabi-
lidad. Por esta razon, el estudio de la funciéon de Takagi desde un punto
de vista analitico debe comenzarse estudiando su subdiferencial y su su-
perdiferencial. En la siguiente seccion, estudiamos las derivadas laterales
de la funcién de Takagi asi como la derivabilidad en sentido de Zygmund
en [0,1]. En la cuarta seccién, establecemos la continuidad en sentido de
Holder de la funcién de Takagi para 0 < o« < 1 obteniendo a través de la
teoria desarrollada en el apéndice A la existencia y continuidad de derivadas
fraccionarias de orden 0 < 8 < 1. A continuacién, estudiamos la funcién
de Takagi desde la perspectiva de la derivabilidad aproximada y obtenemos
que dicha funcién no satisface la propiedad de Lusin de clase C*! en [0, 1].
Posteriormente, presentamos el rol de la funcién de Takagi en la teoria de
la convexidad aproximada asi como la nocién de funcién Lipschitz convexa
de orden 6 probando que la funciéon de Takagi satisface esta condiciéon para
0 (h) = hln(1/h). Finalmente, estudiamos la serie de Fourier de la funcién
de Takagi.

3.1 Subdiferencial de la funcién de Takagi

El concepto de subdiferencial y sus diferentes nociones constituyen una
de las tematicas centrales del nonsmooth analysis. A continuacion, presen-
tamos una breve introduccién a algunos conceptos del nonsmooth analysis
que pueden verse en mayor profundidad en [37] o en [24].
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Definicién 3.1. Sean f : R — R una funcién semicontinua inferiormente y
2o € R. La subdiferencial Fréchet de f en zy, denotada por df (2p), se define
como

Of (20) = §E]R:h’minff(zo+h) — J (%) = &h >0
h—0 |h|

En términos de las derivadas de Dini, podemos caracterizar la subdife-

rencial Fréchet de una funcién f : R — R en un punto zp como 9f (29) =

[D™f (20)dy.f (20)] N R donde

D~ f (20) = limsup flzoth) —f (ZO),d+f (20) = liminf I o+ h) = f(z)
h—0— h h—0+ h

Ciertamente, la subdiferencial Fréchet de una funcion f : R — R en un
punto zp puede ser vacia, esto ocurre si, pero no sélo si, dy f (z0) < D™ f (20).
En un nivel mas restrictivo que la subdiferencial Fréchet se encuentra la
subdiferencial proximal.

Definicion 3.2. Sean f : R — R una funcién semicontinua inferiormente
y 2o € R. La subdiferencial proximal de f en zy, denotada por dpf (zp),
se define como el conjunto de puntos £ € R que verifican la desigualdad
proximal: existen §,c0 > 0 tales que

f(z0+h) > f(20) + &b — o |’
para todo h € R con |h| < 0.

Una generalizacién inmediata de la subdiferencial proximal es la subdi-
ferencial a-Holder.

Definicion 3.3. Sean f : R — R una funcién semicontinua inferiormente,
z0 € Ry a € N tal que o > 1. La subdiferencial a-Hélder de f en 2z,
denotada por 9, f (20), se define como el conjunto de puntos £ € R que
verifican la siguiente desigualdad: existen d,0 > 0 tales que

flzo+h) = f(20) + & — o |h*
para todo h € R con |h| < 6.

Es inmediato ver que On, f (20) C Oay f (20) C Of (20) para todo 1 <
a; < .

Finalmente, a partir de la subdiferencial Fréchet es posible definir la
subdiferencial limiting.

Definicién 3.4. Sean f : R — R una funcién continua y zg € R. La
subdiferencial limiting de f en zy, denotada por I, f (z9), se define como

orf (z0) = {h’?];n & &n € Of (2,) donde 11'71111 Zp = zo}
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Claramente, 0f (29) C Orf (20)-

En 2011, P. Gora y R. J. Stern [15] probaron que la funcién de Takagi
tiene subdiferencial IR en los niimeros diddicos y vacia en el complementario.
Posteriormente, J. Ferrera y J. Gémez Gil [38] introdujeron una generali-
zacion de la funciéon de Takagi obteniendo un resultado mas general para
espacios de Hilbert, y en particular, para la funcion de Takagi utilizando
técnicas mas sencillas. En la seccién 5.2 del capitulo quinto presentamos la
generalizacién introducida por J. Ferrera y J. Gomez Gil [38] y demostramos
el resultado de P. Gora y R. J. Stern [15] comentado anteriormente en un
contexto mas general.

La funcion de Takagi, desde el punto de vista subdiferencial, constituye
un caso extremo para funciones de variable real. En primer lugar, debido a
que el conjunto de puntos donde la subdiferencial es no vacia es un conjunto
denso, y en segundo lugar, debido a que la subdiferencial tiene cardinal
mayor que uno en un conjunto a lo sumo numerable.

Teorema 3.5 (P. Goray R. J. Stern [15]). Para o > 1, la funcién de Takagi
satisface que 0, T (20) = R si 20 € D y 0,T (20) = 0 en otro caso.

Corolario 3.6. Si zp € D entonces 9T (z9) = R.

Corolario 3.7. Para todo zy € [0, 1] se verifica que 0T (z0) = R.

3.2 Superdiferencial de la funcién de Takagi

Comenzamos esta seccién estableciendo la notacién asi como los resul-
tados previos que emplearemos.

Definicion 3.8. Sean f : R — R una funcién semicontinua superiormente
y 20 € R. La superdiferencial de f en 2y, denotada por 97 f (z), se define
como

8+f(z(]):{§6R:lfmsupf(zo—i_h)_f('zo)_gh SO}

h—0 ‘h|

En términos de las derivadas de Dini, podemos caracterizar la super-
diferencial de una funcién f : R — R en un punto zg como 97 f (z9) =
[DT f(20),d—f (20)] "R donde

D* £ (20) = limsup LT =G0 g p iy e L B0 E ) =/ (20)
h—0+ h h—0~ h

Al igual que la subdiferencial, la superdiferencial de una funcién f: R — R
en un punto zp puede ser vacia, en concreto si, pero no sélo si, d_f (z9) <
Dt f (z0). Ademds, es facil ver que si 0f (z9) # 0y 0T f (20) # () entonces f
es derivable en zy. Este resultado asi como otros similares pueden verse en

[37]-
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En [39], J. Ferrera y J. Gémez Gil estudiaron en detalle la superdiferen-
cial de la funcién de Takagi.

Por la seccién anterior, si zg € D entonces 07T (29) = ). Por esta razén,
estudiamos el caso zg € D.

Proposiciéon 3.9. Si zp ¢ D, entonces

d_T (20) < liminf G}, (29) + 1
DVT (29) > limsup G, (20) — 1

Demostracion. Si zg € D, para todo n existen z,,y, € D, tales que 2y €
(Tn,Yn) ¥ (Tn,yn) N Dy = 0. Sea ¢, = % € Dyy1. De esta manera,
Yntl = Yny Tntl = Cn SL 20 > Cn Y Tntl = Tny Yntl = Cn S1 20 < Cp.
Por consiguiente, para k < n, o bien (zy,yn) C (2, cx) C (g, yx), 0 bien
(zﬂvyﬂ) - (Ckayk) - (:Ekvyk)

Para cada n definimos z} = 2z, — 2. Como gy es una funcién par y
periédica de periodo 27 tenemos que gy, () = gi (20) para todo k > n — 1.
Por tanto,

T(x) =T (20)= Y k(@) — gk (20)

k<n—1

para todo n.

Si xp—1 < x,, entonces z} € (Tp—1,2n) C (Tn-1,Yn-1) ¥ g_1 (20) = —1.
Asi, para k < n — 1, o bien z}, 29 € (zp,cx), o bien =}, 29 € (ck,yr). Por
tanto,

gk (3,) = gk (20) = g, (20) (2}, — 20)
para todo £ < n — 1 y, entonces

Tn) =T(0) _ =6 () + 1 (3.1)

*
Ty, — 20

Debido a que g}, (20)| = 1 para todo k, la sucesién {G}, (z0)},, no converge
y limsup,, G}, (20) — liminf,, G}, (z9) > 1 si uno de ellos es finito. Adem4s,
existe una subsucesién {n;}, tal que

lfm inf G, (20) = H]l‘m G, -1 (20)

Como zy € D, la sucesién {x,}, posee infinitos elementos distintos, y por
tanto, podemos escoger (nj)j satisfaciendo z,,; 1 < x,; para todo j. Utili-
zando (3.1) obtenemos que

o T(x},.) — T (20) o )
d_T (z0) < lim ! = liminf G, (20) + 1

J T, — 20
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Finalmente, como T es una funcién par y gi (—z0) = —gx (20) para todo
k, tenemos que

DYT (2) = —d_T (—2) > —liminf G}, (—2p) — 1 = limsup G/, (z0) — 1

O]

Corolario 3.10. Sea zp ¢ D. Si uno de los limites limsup, G}, (z0) o
liminf,, G} (z0) es infinito, o si ambos son finitos y

limsup G, (z9) — lim inf G}, (z0) > 2
n n

entonces 01T (z9) = 0.

Demostracion. En primer lugar, silimsup,, G}, (29) = +00 o liminf,, G}, (z9) =
—oo entonces 0T (z9) = 0.

Si ambos limites son finitos y limsup,, G}, (z9) — liminf,, G}, (z9) > 2
entonces

DYT (29) — d_T (20) > limsup G/, (z0) — liminf G}, (20) — 2 > 0

y por tanto, 07T (z) = 0. O

Estudiamos el caso en que el lim sup,, G}, (29) y liminf,, G/, (z0) son nime-
ros finitos, en particular deben ser niimeros enteros y

limsup G, (z0) — liminf G, (20) € {1, 2}

Proposicion 3.11. Si zg € R, entonces

1
gn (20) + gnt1 (20) < DYESY (3.2)

para todo n. Ademds, si zo € D, entonces gn (20) + gn+1 (20) = 2= (nt1) iy
solo si gy, (20) + gn1 (20) = 0.

Demostracion. En primer lugar, escribimos

9n (20) + gnt1 (20) =
_ Enyl €k | En+2 €k
— ) Y G Rt Y S

k>n+2 k>n+3
1 €k
= g1 (Entl — Enti€nte +ent2) = 2 (Ent1 + Eny2 — 1) > ok
k>n+3

Observamos que €,4+1 — €pt1Ent+2 + Enta = 0 8i y s6lo si ep41 = epq2 = 0.

En este caso,
€k 1
gn (20) + gnt1 (20) = 2 Z ok < ot

k>n+3
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siendo esta desigualdad estricta si 29 € D. En otro caso, €p4+1 — €n+16n+2 +
€n+2 = 1 obteniendo la desigualdad (3.2) y, si z0 € D, gn (20) + gn+1 (20) =
2-("+1) i v s6lo si epyq + Engo = 1. O

Proposicién 3.12. Sea zp ¢ D. Silimsup, G, (20) y liminf, G}, (z0) son
finitos y
lim sup G, (z0) — lim inf G}, (20) € {1,2}
n n

entonces
d_T (z) = liminf G}, (20) + 1
n
DT (2) = limsup G}, (20) — 1
n

Demostracidn. En primer lugar, denotamos por S = limsup,, G}, (20), I =
liminf, G}, (z0) ¥ por {@n},, {Un},, {cn}, las sucesiones descritas en la
demostracién de la proposicién 3.9.

Sea ng € IN tal que G}, (20) = I 'y I < G}, (20) < S para todo n > ng—1.
Esto implica que g;,, (20) = —1 y que

g;m+2k (20) + 9;0+2k+1 (20) =0
para todo k. Por la proposicion 3.11,

1
%m+%(zw-F%m+%+1(%)ZZQQIﬂ;I

para todo k. Sea z* € (xy,, ), y por la proposicién 3.11, obtenemos que

Ino+2k (20) + Gno+2k+1 (20) — (Gno+2k (T°) + Gnor2k+1 (7)) >0

concluyendo que

> g (z0) —gj(a*) = (3.3)

F>no+2k

= Zgno+2k (20) + gng+2k6+1 (20) = (Gno+2k (%) + Gnot2k+1 (7)) >0
k>p

para todo p € IN.

Como z* € (xy,, ), existe n > ng tal que z,_1 < z* < x,. Esto implica
que ¢,,_; (20) = —1, y por tanto, G),_5 (20) = G),_1 (20) +1 > I + 1. Por
consiguiente,

T(z*) =T (20) _

1
T — 2o — Yn-2 (ZU) + T — 2

> g (@) — g5 (20)

jzn—1

Y 40— )

z —_
0 j>n—1

>I+1+
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(1) Silimsup,, G, (20) —liminf, G} (z0) = 1 entonces G!,_, (20) = I+1,y
por tanto, n = ng + 2p + 1 para cierto p. Ademds, por 3.3, obtenemos

que
T (z*) = T (20)

; >1+1
r — 20

(2) Silimsup, G, (20) —liminf, G), (z0) =2y G},_5(20) = I + 1 entonces
n = ng + 2p + 1 para cierto p, y por 3.3, obtenemos que
T () = T (20)

; >I+1
r — 20

(3) Silimsup, G, (20) — liminf, G), (z0) =2y G},_5 (20) = I + 2 entonces
n = ng + 2p para cierto p. Como |gn—1 (20) — gn—1 (z*)| < |20 — z¥|,
por la expresion 3.3 obtenemos que

T(x") =T (20) _

r* — 29 2o — x*

gn—1(20) = gn—1 (") .
=I+24+ 2 %_;i +) gi(20) —g (@) =T+1

Esto prueba que d_T (z9) = liminf, G} (29) + 1. Por tltimo, la relacién
DTT (29) = limsup,, G, (20) — 1 se obtiene de manera inmediata a partir de
la igualdad DVT (29) = —d_T (—=zp). O

Finalmente, recopilando los resultados obtenidos anteriormente caracte-
rizamos la superdiferencial de la funcion de Takagi.

Teorema 3.13 (J. Ferrera y J. Gémez Gil [39]). Sea zp € R y escribimos
20 =q+ > o1 en27" para cierto g € Z y ey, € {0,1} para todo n.

(1) Si 29 € D entonces 07T (z9) = 0.

(2) Sizg & D y existe m tal que €, + €41 = 1 para todo n > m entonces

m—2§:%+{uu, St Emi1 =0

0T (20) = =l

m—22€k+[—1,0], 80 Ema1 = 1
k=1

(3) Sizo & D no verifica (2) y existe m tal que epiok + Emi2k+1 = 1 para

todo k entonces
8+T (Z()) = {m — ngk}
k=1
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(4) Si zg & D no verifica (2) ni (3) entonces 07T (29) = 0.

Noétese que si zg € D, la condicién (2) es quivalente a limsup,, G/, (20) —
liminf, G}, (20) = 1 mientras que la condicién (3) equivale a que

lim sup G}, (z0) — lim inf G, (29) = 2

3.3 Derivadas laterales y derivabilidad en sentido de Zygmund

Comenzamos esta seccion estudiando las derivadas laterales de la funcién
de Takagi. El siguiente resultado es una consecuencia inmediata del corolario
3.6 y la caracterizacion de la subdiferencial en términos de las derivadas de
Dini.

Proposicién 3.14. Si zg € D, entonces T'" (29) = +oo y T' (29) = —cc.

Teorema 3.15 (F. S. Cater [22]). La funcion de Takagi no tiene derivada
lateral finita en ningin punto de [0, 1].

Demostracién. Supongamos que existe L € R tal que 7't (29) = L para
cierto zg € [0, 1]. Por el proposicién 3.14, zg ¢ D. Para cada n, sean u,, =
k27" y v, = (k+1)27" tales que (k—1)27" < zg < k2™, para cierto
k € Z. A continuacién, definimos {r,}, y {sn}, como

T (up) — T (20) = (L+7m0) (un —20), T (vn)—T(20) = (L+ spn) (vy — 20)
Por tanto,

T (vn) — T (up) = (L + spn) (v, — 20) — (L 4+ 13) (un — 20) =

= 27+3n(vn—zo)—rn(un—zo)
Asi, tenemos que

2" (T (vp) = T (up)) = L+ 2"s, (v — 20) — 2"y (un — 20)
Como 0 < up — 20 <2 "y 0 < v, —2p <2 se verifica que

2" (T (vn) = T (un)) — L| < 2[sn| + [rn|

Debido a que lim,, r, = lim,, s,, = 0 tenemos que

h'?IIn 2" (T (vn) — T (un)) =L

Sin embargo,

n—1 n—1
2" (T (Un) =T (un)) = Z 2" (gk (Un) — 9k (un)) = Zg;:_ (un)
k=0 k=0

obteniendo asf una contradiccién ya que la serie > 72 g;j (up) no converge.
O
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En [109], A. Zygmund introduce el concepto de funcién smooth, hoy
conocido como derivabilidad en sentido de Zygmund.

Definiciéon 3.16. Una funcién f : R — R es derivable en sentido de Zyg-
mund en zg € R si

lm f(z0+h)+ f(z0—h)—2f (20)
h—0 h

=0

Es inmediato ver que si f : R — R es derivable en 2y entonces f es
derivable en sentido de Zygmund en dicho punto. Ademsds, si las derivadas
laterales de f en zg son finitas y f es derivable en sentido de Zygmund en
dicho punto es facil ver que f es derivable en zy ya que, en ese caso, ambas
derivadas laterales deben coincidir. El concepto de derivabilidad en sentido
de Zygmund asi como otros resultados relacionados pueden verse en detalle
en [101].

Proposiciéon 3.17. Si zg € D, entonces T no es derivable en sentido de
Zygmund en zp.

Demostracion. Sea zg € D y supongamos que T es derivable en sentido
Zygmund en zy. Entonces,

lim T(zo+h)=T(20) T(20—h)—T(20)
h—0 h —h

=0

En particular, 7" (29) = T"~ (z0), obteniendo una contradiccién con la pro-
posicion 3.14. O

3.4 Continuidad en sentido de Holder

Al no ser derivable en ningin punto, la funcién de Takagi no es Lipchitz
en [0, 1]. Sin embargo, verifica una propiedad mas débil.

Definiciéon 3.18. Decimos que una funcién f : R — R es continua en
sentido de Holder en [0,1] para 0 < o < 1 si existe una constante C, tal
que

[f(z) = f ()] < Calz—y|
para todo z,y € [0, 1].

Teorema 3.19 (A. Shidfar y K. Sabetfakhri [94]). La funcion de Takagi es
continua en sentido de Hélder en [0,1] para todo 0 < o < 1.

Demostracion. Sea o € R con 0 < a < 1. Consideremos z € [0,1] yt € R
tales que 0 < [t| < 1y o+t € [0,1]. Por tanto, existe n € Z* tal que
2-(n+1) < |t| < 27", y en consecuencia,

n—1
D gk (@ +1) = gr ()| < nft] < n27 "0 |y
k=0
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Como |gy (z +t) — gk (z)] < 27*+Y para todo k, tenemos que
(o]
D gk (x+1) — gr (w)] <277 < 20t) < 2]
k=n

Sumando ambas desigualdades obtenemos que

> lgk @+ 1) = gi (2)] < (24 n27" 07 ) o
k=0

Es claro que existe una constante C,, tal que 2 + n2~"(1-%) < ¢, para todo
n € ZT, y por consiguiente,

T (x +t)— T ()] < Cy [t|*

para todo z € [0,1] y t € R tales que x + ¢t € [0,1]. Finalmente, por el
teorema 1.10, la funcién de Takagi no es derivable en ningin punto de [0, 1],
y en consecuencia, 1" no es Holder continua de orden « > 1. O

Si una funcién es continua en sentido de Hélder para a € (0,1), la
dimensién de Hausdorff de su grafo es a lo sumo 2 — «. Este resultado asi
como otros similares pueden verse en [108, Teorema 1.3] o [34].

Corolario 3.20. El grafo de la funcion de Takagi, como subconjunto del
plano, tiene dimension de Hausdorff uno.

Demostracion. Por el teorema 3.19, concluimos que la dimensiéon de Haus-
dorff del grafo de la funciéon de Takagi es menor o igual que 1. Como la
funcién de Takagi es continua, la dimensién de Hausdorff de su grafo es
mayor o igual que uno, concluyendo que dicha dimension es igual a uno. [J

Definicién 3.21. Sean f € L; ([0,1]) y 8 € R tal que 8 > 0. Definimos la
integral fraccionaria de Riemann-Liouville de orden (§ de la funcién f como

)= [
D@ = i [ @0 Faya

donde T" es la funcién Gamma.

Definicién 3.22. Sean f € Ly ([0,1]) y 8 € R tal que 8 > 0. Definimos
la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de orden  de la funcién f
como

Dﬁf(a:) — DI D—(W—B)f(x)

donde [f] es el menor entero mayor o igual que 5y D es el operador de
derivacién.

Utilizando la teoria desarrollada en el apéndice A, en concreto por el
corolario A.11, obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.23. Para todo 0 < B < 1, la derivada fraccionaria de Riemann-
Liouville de orden 3 de la funcién de Takagi, denotada por DPT, existe y
es continua en [0, 1].
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3.5 Derivabilidad aproximada en ningin punto

En [10], J. Ferrera y J. Gémez Gil probaron que la funcién de Takagi no
es aproximadamente derivable en ningin punto de [0, 1]. Con el objetivo de
presentar este resultado introducimos los siguientes conceptos.

Definicion 3.24. Sean f: R — Ry zp € R. Decimos que I € R es el limite
aproximado de f en zy, denotado por

ap lim f(z) =1,

Z—20
si para cada € > 0 se verifica

o LGo=r 1) 0 {1f U > €})

r—0t 2r

=0

donde L es la medida de Lebesgue.

Definiciéon 3.25. Sean f : R — R y 2y € R. Decimos que f es apro-
ximadamente derivable en zy si existe una aplicacién lineal, denotada por
ap (20) 1 R — R, tal que

ap 1 |2 = (0) = fay (z0) (2 = =0)|

Z—20 |Z — Zo|

=0

La aplicacién fg, (20) recibe el nombre de derivada aprozimada de f en z.

Las nociones expuestas anteriormente pueden verse en profundidad en
[32]. A partir de la definiciones 3.24 y 3.25 se demuestra sin dificultad el
siguiente resultado.

Lema 3.26. Sea f: R — R una funcion aprozimadamente derivable en un
punto zg € R con derivada aprorimada fc’m (z0). Entonces, para todo nimero
real o > fg,, (20) tenemos que

L (Z/ € (20— 1,20+ 1)\ {20} s LU=LE0) > a)
lim =0

r—0t 2r

Andlogamente, para todo nimero real B < f(’zp (z0) tenemos que

ﬁ(ye(Zo—T,ZOJr?")\{Zo}iWSﬂ)
lim =0
r—0+ 2r

Si zg € D entonces para todo n existen x,,y, € D, tales que zy €
(ZEmyn) y (:Enayn) ND, = (. Para k < n tenemos que (mnayn) C (:L'ka yk) y

gk (%) — g (20) = g, (20) (=" — 20) (3.4)

para todo x* € [xy, Yn).
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Proposicién 3.27. Sea zo € D. Si g}, (20) = 1, entonces

. o T (y) -T (ZO) / 2 1
£<y-0<|zo—y|<2n»y_z()SGn—l(ZO)+5 22n+5
Andlogamente, si g}, (z0) = —1, entonces
—n T'(y) = T (20) ! 2
£<y30<120—y’<2n7y_20ZGn—l(ZO)_5 22n+5

Demostracién. Si g/, (z) = 1 entonces y, — zo > 2~ "D, Ademds, si 0 <
t < 2-(*5) entonces

, 1 1
In+k (Yn —t) < min onTs’ kTl

para todo k. Utilizando (3.4) tenemos que
T (yn —t) — T (20) < Gn-1(yn — 1) — Gn-1(20) + ng (yn — 1) <
k=n

5 1
< Gromi (20) (yn =t = 20) + g5 + D gt =
k>4

6
= Gp_1 (20) (yn —t — 20) + onts
Debido a que yy, — 2o — t > 27 (1) —9=(+5) — 15. 2=("+5) concluimos que

T(yn_t) _T(ZO)
Yn —t — 20

2
< Gy (20) + 5

El caso ¢/, (z0) = —1 es andlogo. O

Proposicién 3.28. Sea zg ¢ D. Si uno de los limites I = liminf,, G}, (20) o
S = limsup,, G}, (20) es finito, entonces T no es aproximadamente derivable
en zp.

Demostracion. Supongamos que [ es finito y T es aproximadamente deri-
vable en zp con derivada aproximada Ty, (20). Por tanto, existen ng € IN
tal que G, (20) > I para todo n > ng y una subsucesién {ny}, tal que
G, —1 (20) = I para todo k. Por la proposicién 3.27,

Yy—=zo -

£(y:0<|zo—y|<r,w<[+%>

lim sup 2
r—0t+ 2r
— T(y)—T
e
> 1mksup 5 i1 2
1
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/

Anédlogamente, como Gy, 5 (20) = I + 1, tenemos que

E(y:0<|zo—y|<r,wzl+l—%>

lim sup >
r—0+ 2r
_ T(y)—T
e L (y 10 < |z —y| < 27 7@;_30(20) > Gy, o (20) — %)
el L p 2 -
1
> %6 >0

Por el lema 3.26,

2 2

llegando asi a una contradiccién. O
Proposiciéon 3.29. Sea zg ¢ D. Si

I =liminf G}, (z0), S =limsup Gy, (z0)
n

son infinitos, entonces T mo es aprorimadamente derivable en z.

Demostracion. Si I = S el resultado es obvio. Por tanto, supongamos que
I = —00,5 =+00yque T es aproximadamente derivable en zy con derivada
aproximada Ty, (20). Por consiguiente, existe una subsucesién {ny}, estric-
tamente creciente tal que g;, . (20) = —1 para todo k y G}, (20) — +00
cuando k tiende a oo.

Por el lema 3.26, dados a > Ty, (20) y € = o existe § > 0 tal que

E(ye(zo—r,zo—i—r)\{zo}:]wZa)<312r (3.5)

para 0 <r < 4. Si G}, 4 (20) > a+ 1y 27" <4, utilizando la proposicién
3.27, tenemos que

e LW =T (20) 2
£<y10<‘2’0_y‘<2nk7y_202 me-1(20) = ¢ | 2
> b lowm
— oni+5 32
obteniendo asi una contradiccién con (3.5). O

De esta manera, aunando los resultados obtenidos anteriormente tenemos
el siguiente resultado.

Teorema 3.30 (J. Ferrera y J. Gémez Gil [10]). Si zo € D, entonces la
funcion de Takagi no es aproximadamente derivable en zg.
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Finalmente, estudiamos el caso zy € D.

Teorema 3.31 (J. Ferrera y J. Gémez Gil [10]). Si z9 € D, entonces la
funcion de Takagi no es aproximadamente derivable en zg.

Demostracion. Si zg € D entonces existe ng tal que 2o € Dy, y 20 € Dpy+1-
Sea n € IN tal que n > 2ng. Si |h| < 2-("*+1 entonces gi (2 + h) = |h| para
todo k tal que ng < k < n. Por tanto,

n

T(ao 4 h) =T ()2 3 on ot B) — g (o) + 3 g0+ h) >
k=1 k=nog+1

> —ng |h] + (n —no) [h| = (n — 2no) |A|
Este hecho implica que

_ 1 T(y) =T (2)
L’(y.0<\z0—y\<2n+1, v — 7

Por el lema 3.26, la funcién de Takagi no es aproximadamente derivable en
20- ]

1
>n— 2n0> > 12_”

La derivabilidad aproximada estd estrechamente relacionada con la pro-
piedad de Lusin de clase C!. En [7], Teorema 1], F. C. Liu y W. S. Tai
probaron que una funcién f : R — R tiene la propiedad de Lusin de clase
C! en R siy sélo si f es aproximadamente derivable en casi todo punto de

R.

Definicion 3.32. Sea f : R — R una funcién. Decimos que f tiene la
propiedad de Lusin de clase C' en R si para todo € > 0 existe una funcién
ge : R — R de clase C! tal que

LAz eR: f(z)#g:(2)}) <e

Corolario 3.33. La funcion de Takagi no tiene la propiedad de Lusin de
clase C' en [0,1].

3.6 Convexidad aproximada y convexidad Lipschitz

Esta seccién se divide en dos partes. La primera parte tiene como ob-
jetivo poner de manifiesto el papel de la funcién de Takagi en la teoria de
la convexidad aproximada. En segundo lugar, presentamos el concepto de
funcién Lipschitz convexa de orden 6 y probamos que la funciéon de Takagi
satisface dicha propiedad para 6 (h) = hln(1/h).

Definicién 3.34. Decimos que una funcién f : R — R es (g, p)-mid conveza

: f<w;y><f@ﬂ;f@)

Si p = 1 entonces decimos que f es e-Jensen conveza.

+elz—yl?, Vr,y € R
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En 2004, A. Hazy y Z. Pales probaron en [19, Teorema 4] la siguiente
generalizacién de los resultados obtenidos por Ng y Nikodem en [79] y por
Bernstein y Doetsch en [13].

Teorema 3.35 (A. Hazy y Z. Péles [19]). Si f : R — R es una funcion
e-Jensen convexa localmente acotada superiormente, entonces

flr+ (1 =t)y) <tf(@)+A-0)f(y)+2T @) |ly—z[  (3.6)
para todo z,y € R, t € [0, 1].

Los autores de esta generalizacién no fueron capaces de determinar la
optimalidad del coeficiente T (t) en la desigualdad anterior. Esta cuestién
se reducia a probar si la funciéon de Takagi era %—Jensen convexa, ya que en
este caso tendriamos la identidad en (3.6) para z = 1 e y = 0. Este problema
fue resuelto afirmativamente por Z. Boros en [17] basindose en numerosos
calculos y desigualdades. Sin embargo, a raiz del trabajo de J. Tabor y J.
Tabor [98], J. Maké obtuvo en [73] una prueba maés sencilla que presentamos
a continuacion.

En primer lugar, definimos las funciones ¥, 0 : R — R por

o0 n. 2 n.
\I!(a:):2z¢(jn ), @(x):élzqs(;n)
n=0 n=0

y la funcién ® : R — R como la extensién 1-periddica de la funciéon x —
4¢ (z) (1 — ¢ (x)) para x € [0,1].

Las proposiciones que presentamos a continuacién tienen por objetivo
demostrar que la tres funciones anteriores coinciden.

Proposiciéon 3.36. La funcion ¥ : R — R es la dnica solucidn acotada de
la ecuacion funcional

1
F(x)=2¢(x)+ ZF (2z), zeR (3.7)
Demostracion. Sea B (R) el espacio de Banach de las funciones reales aco-

tadas en R dotado de la norma del supremo. Definimos la aplicacién S :
B(R) — B(R) por

S(F) (z) = 26 (x) + iF (22)

Observamos que S (¥) = ¥. Como la aplicacién S es contractiva, el teorema
del punto fijo de Banach nos garantiza la existencia de un unico punto fijo
para dicha aplicacion. O

De forma andloga, se obtiene el siguiente resultado.
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Proposicién 3.37. La funcion © : R — R es la dnica solucion acotada de
la ecuacion funcional

F(z) = 4¢* (z) + %F (2z), z€R (3.8)
Como la funcién ® es acotada y satisface las ecuaciones funcionales (3.7)
y (3.8), el siguiente corolario es inmediato.
Corolario 3.38. Para todo x € R, se verifica que
O (z) =0 (x) =V (z)
Proposicién 3.39. La funcion ® : R — R es (1,2)-mid conveza.

Demostracion. Sea f: R — R una funcién 1-periédica tal que f (z) = —z

para x € [—%, %] En primer lugar, probamos que

f(x;y>_f(x);f(y)Si(y—w)Qv nyeR (39

(%ry)_f(m);f(y) c [_

En efecto, como Im (f) C [—i, 0] tenemos que f
para todo x,y € R. Si |y — x| > 1 entonces se verifica (3.9). Si |y — z|
11

basta considerar x € [—5, 5] v 0 <y —x < 1. Distinguimos tres casos:
11

- Siye€ [—575] entonces

T 2 —.%'2
(3 b=t

- Siye€ [%,%] y xTer € [O, %] entonces

(551 a5

- Siye€ [%,%] y mTer € [%,1] entonces

P DN TR e,

4

En segundo lugar, como ® (z) = 4f (m — %) +1 obtenemos que ® (L;y) -
w < (y— )2 Si z,y € R entonces existe k € Z tal que z —y — 2k €

[—1, 1]. Por tanto,

¢)<x+y> P+ 2(y)

2 2

:q)<(x_k)+<y+k)>_@(x—k)+@(y+k)
2 2

<=0 - pE =1 (T3] <lo -y



3.6 Convexidad aproximada y convexidad Lipschitz 41

Proposiciéon 3.40. Para todo x € R,

OT (a) = W () + % 3 v (22:@
n=1

Demostracion. Escribimos el término de la derecha como 2 >"77 ) ax¢ (2"“1:)
De esta manera, basta probar que a; = 2% En primer lugar, ag = 1. Para
k > 1 tenemos que

1 11 1 1 1 1 1
WEE Ty T T T TR TR
O
Teorema 3.41 (J. Maké [73]). La funcion de Takagi es 3-Jensen conveza.

Demostracion. Sean z,y € R. Utilizando los resultados anteriores,

El concepto de funcién Lipschitz convexa de orden 6 fue introducido
por R. D. Mauldin y S. C. Williams en [77] con el objetivo de estudiar
la dimension de Hausdorff del grafo de las funciones que satisface dicha
propiedad.

Definicién 3.42. Para una funcién 6 : [0,1] — R, decimos que f : [0,1] —
R es Lipschitz convexa de orden 0 si existe M > 0 tal que

A (2,y,0)] == |f (x+0y) = (6f (x +y) + (1 =0) f (x))| < M6 (y)
para todo z,y € [0,1] tales que 0 <z <x+y <1y d€|0,1].

Proposicion 3.43. La funcion de Takagi es Lipschitz convexa de orden
0(y) =yIn(1/y).
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Demostracion. Considerando p € IN, escribimos

p—1 00
T() =3 2in¢ 22)+ Y Qingz) (2"2), ze 0]
n=0 n=p

Sean z,y € [0,1] tales que 0 <z <z +y <1y € [0,1]. Entonces,

1A (z,y,0)| = |T (z + dy) — (0T (z +y) + (1 = 6) T'(z))|

(T +6Yy) — gn (%) = 6 [gn ( +y) — gn ()]

(z +6Yy) = gn (%) = 6 [gn (z +y) — gn ()]

o0

1
(@ +0y) — gn (x) = 6 [gn (z + y) — gn (2)] +2Zﬁ
n=p
Como g, es 1-Lipschitz para todo n,
1 1
A (z,y,0)] < 20yp+2— =20yp+2—, peN (3.10)

2p op’

Si elegimos p € N tal que 2~ @) < ¢ < 27P entonces p < (1/y) . Sustitu-
yendo en la expresién (3.10), tenemos que

1
Al < Zgm (1) +2

En consecuencia, existe una constante M > 0 tal que

A (2,9,8)] < M-yl (1)
)

3.7 Serie de Fourier

A cada funciéon f € L' (0,7), que se puede suponer prolongada a una
funcién periddica de periodo 7 sobre R, se le asocian las series de Fourier,
compleja y real,

00
f~ 2: Cn€27rma:/7'

n=—oo
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cuyos coeficientes de Fourier vienen dados por

1 (/7 :
Cn = / f(z) e 2™l g, n ez
0

-
Y Gp = Cp+ Cop, by =i (cn, — c_p).

Proposicion 3.44. La serie de Fourier real asociada a la funcion ¢ es

¢(x):1f3 Z %;mx)’ reR

4 72 n
n €N
n impar
En su forma compleja,
1 1 o0 e27rm'x
b)=:-— S S zeR
4 72 n?
n = —oo,
n impar

Demostracion. Como ¢ es una funcién real tenemos que ¢,, = ¢_,, para todo
n. De esta manera,

1
CO:/O qb(a:)dx:i

y por tanto, ag = % Integrando por partes, calculamos

1 1

3 O 4mni’
pelTniT
0 —1

1
4mni 2m2n2)
—1

! 2mnix Amni?
ﬁ (I—-x2)e =

5 1

n par

n impar

n par

1 .
Irni  2x2pZy v umpar

Sumando ambas integrales, obtenemos que

0 n par
Cp = Cop =

Wg—ég n impar

El criterio de Dini nos garantiza la convergencia puntual de la serie de Fou-
rier. O

Proposicion 3.45. Los coeficientes de Fourier de la funcion de Takagi
vienen dados por

7=,

(—n) = T (n) !

o2 (2k + 1)

~)

n=202k+1), necZ " pcN

y la correspondiente serie de Fourier coincide con la funcion.
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Demostracion. Utilizando la notacion anterior, los coeficientes de Fourier de
¢ (2™z) son
cn si2™n

om

0 en otro caso

para m € Z". En consecuencia,
= 1
T(n)zzﬁcg, nez

En primer lugar, T (0) = 2¢p = % Como T es una funcién par tenemos que
T (—n) =T (n) para todo n € IN. De esta manera, para n = 2P (2k + 1)

. L 1 -1
Tn) =D guerm@k) = 5 (2k +1)?

m=0
La continuidad en sentido de Holder en [0, 1] de la funcién de Takagi para

0 < a < 1 nos garantiza la convergencia puntual de la serie de Fourier. [J

Proposicién 3.46. Sean {f(n) ‘n e Z} los coeficientes de Fourier de la

funcion de Takagi. La serie de potencias
1 SN
F(z)= 3T (0) + ZlT(n) M, zeC (3.11)
n=

converge absolutamente en el disco unidad cerrado definiendo una funcién
continua en dicho disco y analitica en su interior. Ademds, F' no es analitica
en la frontera del disco unidad y verifica

F () = %(T 0) +iT* (0)), 0€0,1]

donde T* () = 2230:1f(n) sin (276n), 0 € [0,1] recibe el nombre de fun-
cton de Takagi conjungada.
Demostracion. Debido a que
o o oo oo

- 1 - 1 1 1 17 3
S| = g+ |T | =5+ XX s et e
o 2 = 2 o e 2P (2k + 1)* 72 2 w8 4
la serie de potencias (3.11) es absolutamente convergente y uniformemente
convergente en el disco unidad cerrado definiendo una funcién continua en

dicho disco y analitica en su interior.
Como la funcién de Takagi es par, se tiene

F (ezme> +F (6_2m6> = 2R (F (e%ie)) =T(9), 6¢e]0,1]
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Ademas,

F (€2m‘0> - F (e_%i€> =2 io: T (n)sin (276n) =
n=1
— %G (F (627”’9)) —iT*(0), 6€l0,1]
Por tanto, la funcién F' en la frontera del disco unidad viene dada por
P () = %(T(G) LT (0)), 0€0,1]

La derivabilidad en ningtin punto de la funcién de Takagi nos permite con-
cluir que F' no es analitica en la frontera del disco unidad. O

La funcién de Takagi conjugada es una funcién impar 1—periédica. Utili-
zando la herramienta Maple he computado la grafica de la funcién conjugada
de Takagi a través de su desarrollo de Fourier (véase B.2).

0.2

0.14

0.8 1

Figura 3.1: Funcién de Takagi conjugada en [0, 1].






CAPITULO 4

Grafo de la funcion de Takagi

Este capitulo tiene por objetivo presentar la funcién de Takagi adoptan-
do un enfoque desde las propiedades cualitativas de su grafo. Comenzamos
estudiando el caricter auto-afin del grafo de la funcién de Takagi.

In(x) =Y er On(@)=n—1I,(z), 6 (z)=0(z)— I ()
k=1

para todo ny x € [0,1].

Proposicién 4.1. Seann € N y zo € D,, \ {1}. Entonces,

T (20+ 55 ) = T (20) + 37 [T (%) + 6 (20) 9 (4.1)
para todo y € [0, 1].

Demostracion. Seann € N, zg € D, \ {1} e y € [0,1]. Por la ecuacién (1.2),

Y5, (20)

Gt (0+ ) = Gt (20) = z

2n

Por otra parte,

()G (o )+ S () - e () -
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Como T (z9) = Gp-1 (20), tenemos que

7 (20+ L) =T (z0) + o [1'(5) + o (20)]

O

A continuacién, consideremos zg € D. Decimos que zy es un ntmero
diadico equilibrado de indice n € Z* si zg € Doy, v 82, (20) = 0.

Corolario 4.2. Sean n € Z+ y zy un nimero diddico equilibrado de indice
n. Entonces,

Y 1
T (20 + 597 ) = T (20) + 37T W)
para todo y € [0,1].

Observemos que el corolario 4.2 afirma que si zg es un nimero diddico
equilibrado de indice n, entonces el grafo de la funciéon de Takagi en el
intervalo diddico Iy 2, es una reproduccién a escala 1 : 22% del grafo de la
funcién de Takagi en el intervalo [0, 1] desplazada verticalmente T (zp).

Como ya vimos en la seccién 3.4, al ser una funcién continua en el sentido
de Hoélder para todo 0 < a < 1, el grafo de la funcién de Takagi en [0, 1]
tiene dimension de Hausdorff uno.

La primera seccion de este capitulo esta dedicada a determinar el valor
maximo de la funcién de Takagi asi como la estructura del conjunto de pun-
tos donde se alcanza dicho méximo. Andlogamente, estudiamos los extremos
relativos de la funcién de Takagi. En la seccion tercera, introducimos la no-
cién de conjunto de nivel y estudiamos sus propiedades desde la perspectiva
de los conjuntos de nivel locales introducidos por J. C. Lagarias y Z. Mad-
dock [69]. Finalmente, desarrollamos un algoritmo tedrico para calcular el
valor de la funcién de Takagi en los nimeros racionales. Ademaés, he reali-
zado una implementacién de dicho algoritmo en Maple cuyo cédigo puede
verse en el apéndice B.

4.1 Valor maximo de la funcién de Takagi

El primer autor en estudiar el maximo absoluto de la funcién de Takagi

asi como las propiedades del conjunto de puntos donde se alcanza fue J. P.
Kahane.

Teorema 4.3 (J. P. Kahane [51]). El valor mdzimo de la funcion de Takagi

en el intervalo [0,1] es % Ademds, el conjunto de puntos donde se alcanza

dicho mdximo es el conjunto
= a
2 : k
M:{HZ': Mak€{1,2}}
k=1

siendo min M = % y max M = %
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Demostracion. Se comprueba facilmente que

Z% z € [0,1]

n=0
Observemos que
2z, six e [0, ﬂ
Gi@=91  size[Ld] (12)
2 — 2z, siwe[% 1}

I

En consecuencia,

1 oo

<3 Z
y, T (z) = 2 siy sélosi Gy (4"z) = § para todo n € N. Por (4.2), Gy (4"z) =
% para todo n € IN si y sélo si

> a
k
:ZEa ak€{172}

k=1

Como Y 2,4~ k= % concluimos que min M = % y max M = % O

El siguiente resultado sobre la dimension de Hausdorff del conjunto M
fue obtenido por Y. Baba en [9]. Sin embargo, hemos realizado una demos-
tracién alternativa, que presentamos a continuacion, utilizando conceptos de
la teoria de conjuntos autosemejantes.

Definicion 4.4. Decimos que las funciones Si,...,S5, : R — R son seme-
jantes si existen 0 < r; < 1 tales que

ISi (x) = Si(y)| =rilr—y|, zyeR

para todo ¢ = 1,...,m. La constante r; recibe el nombre de razén de seme-
janza de S;. Si m > 2, decimos que {S1,...,Sn} es un sistema iterativo de
funciones.

Proposicién 4.5. Si {Si,...,Sn,} es un sistema iterativo de funciones en-
tonces existe un unico conjunto compacto no vacio F C R tal que

En este caso, el conjunto F' recibe el nombre de atractor o conjunto autose-
mejante.



50 Grafo de la funcion de Takagi

Definicién 4.6. Sean {S1,..., Sy} un sistema iterativo de funciones y F' C
R su atractor. Se define la dimension de autosemejanza de F' como la tinica
solucién s de la ecuacién

s __
E r, = 1
i=1
Definicién 4.7. Sea {Si,...,S,,} un sistema iterativo de funciones. Deci-
mos que las funciones 51, ..., Sy, satisfacen la condicion de conjunto abierto

de Moran si existe un conjunto U C R tal que
m
Usiw)cu
i=1

y Si(U)Nn S; (U) para todo i # j.

En general, la dimensién de Hausdorff y la dimensién de autosemejanza
de un atractor F' C R no coinciden. Sin embargo, la condicién de conjunto
abierto de Moran nos garantiza su igualdad.

Teorema 4.8. Sea {S1,...,Snm} un sistema iterativo de funciones satisfa-
ctendo la condicion de conjunto abierto de Moran y sea F' C R su atractor.
Entonces, la dimension de Hausdorff y la dimension de autosemejanza de
F' coinciden.

Estos conceptos asi como otros resultados similares pueden verse en pro-
fundidad en [34, Capitulo 9] y en [28, Secciones 6.4 y 6.5].

Proposicion 4.9. El conjunto M es autosemejante con dimension de au-
. . ., . 1
tosemejanza y dimension de Hausdorff igual a 5.

Demostracion. En primer lugar, expresamos M como
1 1< ay 1 1N ag
M = {4+4Z4k:ak S {1,2}}U{2—|—4Z4k:ak € {1,2}
k=1 k=1
A continuacién, definimos

1 1 1 1
Sl(x)zz+1$, SQ(:E):§+Z:B, reR

y observemos que ambas funciones son semejantes con razon de semejanza
igual a i. Ademas, M es compacto vy,

M =51 (M) U S (M)

Por tanto, el conjunto M es autosemejante. La dimensién de autosemejanza
es la solucién s de la ecuacién

()~ -
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Por consiguiente, la dimensién de autosemejanza es s = % En segundo
lugar, las funciones Sy, 5o satisfacen la condiciéon de conjunto abierto de
Moran para el conjunto U = (0, 1) ya que

S (0,1) = <i;> S5 (0,1) = (;Z)

Por el teorema 4.8, la dimension de Hausdorff y la dimensién de autoseme-
janza coinciden. O

Corolario 4.10. El conjunto M es totalmente disconezo, diseminado y
tiene medida de Lebesgue cero.

Proposiciéon 4.11. El conjunto M es un conjunto perfecto.

Demostracion. En efecto, probemos que M no tiene puntos aislados. Sea
x € M cuya representacién es x = ) ;| % con ay € {1,2}. Consideremos
la sucesién

_ 3 — 2a,
Ty =T+ 1
Observemos que {z,}, . C M y que lim, z,, = x. En consecuencia, x no
es un punto aislado. ]

4.2 Extremos relativos

El conjunto de extremos relativos de la funcion de Takagi fue estudiado
por J. P. Kahane [54]. Con posterioridad, M. Kriippel [65] profundizé en el
trabajo realizado por J. P. Kahane obteniendo los resultados que presenta-
mos en esta seccién.

Al no ser derivable en ningin punto, la funcién de Takagi no es mondtona
en ningun subintervalo de [0, 1].

Proposicion 4.12. El conjunto de minimos locales de la funcion de Takagi
es el conjunto D. Ademds, dichos minimos son estrictos.

Demostracion. Sea x € D. Por la proposicion 3.14, tenemos que

lim T(x+h)—T(x) e
h—0 |h

Por tanto, x es un minimo local estricto de T'. Si z € D es tal que € Iy 541,

entonces r = t% +(1-—1) 2’“,;&11 para cierto t € (0,1). Como

k k k+1 k+1
?(gm) = gm) 7 (5) = (5)

tenemos que

T (z) > Gy (z) = tGy <2f+1> + (1 -t)Gn <Zn++11>
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concluimos que 7' (z) > min {7 (k2="*+V) T ((k + 1) 2=™+Y)}. En conse-
cuencia, 1" no tiene un minimo local propio en . O

Seann € Ny k € {0,...,2" — 1}, denotaremos por My, ,, al conjunto de
méximos absolutos de la funcién T restringida al intervalo Iy ,,.

Teorema 4.13 (M. Kriippel [65]). Sean € N y k € {0,...,2" —1}. El con-
Junto My, , es un conjunto perfecto, diseminado y tiene medida de Lebesgue
cero. Ademds,

4

=)+ e si2I (k) >n
T (kinl) + 47171,(,6)% si2I (k) <n

max T (z) = {

JEGI}Cm

Demostracion. Seann € Ny k € {0,...,2" — 1}. Por la proposicién 2.11,

k k —2I(k
Gn—l ( ;w) = Gn—l <2n> + nzn()x, x € [0, 1]

La funcién G,—1 es lineal en el intervalo Iy, con pendiente p = n — 21 (k).
Segun los resultados obtenidos en la seccién 4.1, la funcién T alcanza su
méximo en el intervalo I, ,, en un conjunto perfecto diseminado de medida de
Lebesgue cero. Por tanto, En primer lugar, consideremos p = 0. Utilizando
la ecuacién (6),

T<k;x>:T<§J%¥;T@% ze[0,1]

En este caso,

kY 12
x T(2) =T — )+ =
Zix T(x) <2n> Ton3

En segundo lugar, consideremos p < 0. La funcién G,,_1 es estrictamente
decreciente en el intervalo Iy ,,. Ademds, la funcién G,,_1 | es decreciente en
el intervalo I, ,,, y en particular, constante en el intervalo Iz\PIk,n+\p| C i .
En este caso, tenemos que

Gr14pp| (z) = Gna (%) siz € IZ|P‘k,n+|p|
Gro14pp| () < Gn-a (2%) sl € Irp \ Lotvlkntpp)

Por tanto, el mdximo de T en el intervalo I, se encuentra en el intervalo
Lyipigs ypp)- Utilizando la ecuacién (6),

2Pk + 2 k 1
T <2n+|p =T <2n> o L @)y @€ 0]

Como n + |p| = 21 (k), tenemos que

, k 1 2
Jodx T(z) =T (2) + w3
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Finalmente, consideremos p > 0. La funciéon G,,_ es estrictamente creciente
en el intervalo Iy ,. Ademads, la funciéon G, —i4, es creciente en el intervalo
It n, y en particular, constante en el intervalo Iopy1)—1,n4p C Iin- En este
caso, tenemos que

anler (SC) =Gp1 (%) six € I2P(k+1)—1,n+p
Grot14p (#) < Gnoy (BEY) si@ € In \ Tor(rt1)—104p

En consecuencia, el maximo de T en el intervalo I, se encuentra en el
intervalo Iop(j41)—1,n4p- Utilizando la ecuacién (7),

T(Wl)‘”> :T<k+1>+1T(x), v e [0,1]

on+p on+p n

Como n+p =2(n—I(k)), tenemos que

. (k1 12
z%;zﬁTWT( o )unmg

O
Corolario 4.14. Seann € N y k € {0,...,2" —1}. El conjunto My, es

de primera categoria (union numerable de conjuntos diseminados).

4.3 Conjuntos de nivel

El estudio de los conjuntos de nivel de la funciéon de Takagi nace apro-
xidamente en el ano 2005 con el trabajo de D. E. Knuth [62]. Para cada
Yy € [O, %] el conjunto

L(y) ={z€0,1]: T (z) =y}

recibe el nombre de conjunto de nivel en la ordenada y.

——

0 02 04 0.6 0.8 1

Figura 4.1: Conjunto de nivel en la ordenada y = 0.6.
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En la seccién 4.1 hemos probado que el conjunto de nivel L (%) es un
conjunto Cantor de dimensiéon de Hausdorff % El estudio de los conjuntos
de nivel de la funcién de Takagi puede realizarse desde el eje de abscisas o
desde el eje de ordenadas. Debido a que los trabajos maés recientes enfocan
dicho estudio desde el eje de abscisas, los resultados que presentamos a lo
largo de esta seccion adoptan dicho enfoque.

En un primer momento, los conjuntos de nivel de la funcion de Takagi
fueron estudiados desde el eje de ordenadas. En este sentido, los dos resul-
tados més relevantes son los siguientes.

Teorema 4.15 (Z. Buczolich [20]). El conjunto de nivel L (y) es finito en
casi todo punto de [0, %]
Teorema 4.16 (P. C. Allaart [1]). Para cada n, eziste un conjunto no
numerable de ordenadas y tales que |L (y)| = 2n.

En 2012, J. C. Lagarias y Z. Maddock enfocaron el estudio de los conjun-
tos de nivel de la funcién de Takagi desde el eje de abscisas. En este sentido,
presentamos los siguientes resultados.

Proposicién 4.17. Sea x € [0, 1] con expresion binaria x =y ;2 5k. En-
tonces,

T@=3-5 [Z (-1 5”253”)] 43
n=1

Demostracion. En primer lugar,

ent10n11 () + (1 = €nt1) Inta (2) = (=1)7"*" b ()

|3
DN | =

En efecto, basta observar que si ,41 = 0 entonces 2 — 36, (z) = I, (z) =

Ini1 (%), y sienq1 = 1 entonces 2 + 36, (z) = Oy (z) = Opgq (z). A conti-
nuacién, utilizando la definicién original de la funcién de Takagi (1.5) obte-

nemos la expresién (4.3). O

La expresién (4.3) para la funcién de Takagi fue introducida por J. C.
Lagarias y Z. Maddock en [09, Seccién 2| con el objetivo de obtener el
siguiente resultado.

Lema 4.18. Sean z,y € [0,1]. Si |6, (x)| = |0n (y)| para todo n, entonces
T(x)=T(y)

Demostracion. Consideremos z,y € [0,1]. Sead = {n € N: 4, (z) =0} y
enumeramos sus elementos 0 = ng < ny < ng < ---. Si el conjunto U es
finito con |U| = p entonces anadimos a dicho conjunto el punto n, = +o0. Si
existe n € IN\ U entonces existe k tal que ny < n < ngi1y on (x) = =6, (y).
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Por tanto, €; (x) = 1 — ¢; (y) para todo ny < j < ngyq. Como oy, (z) =
Onysq (y) = 0, tenemos que

Nk41 Nk+1
i (_1)57l+1(z) 6” (x), = i: (_1)5n+1(y) 5” (y)

Jj=ng+1 j=nr+1
Por (4.3), concluimos que T' (z) =T (y). O
El lema anterior motiva las siguientes definiciones.

Definicién 4.19. Sea x € [0, 1]. Se denomina conjunto balanceado asociado
a x,y se denota por Z (z), al conjunto

Z(x)={neN:6,(z)=0}U{+o0}
Ademds, enumeramos sus elementos como 0 = & < £ < &5 < ---.
Observemos que, para = € [0,1], si n € Z (z) entonces n es par.

Definicién 4.20. Sean z € [0,1] con expresién binaria z = > 77, 5% y
k > 0. Se denomina k-ésimo bloque asociado a x,y se denota por By (x), al
conjunto

By (x) ={e; e N: & < j <&}
A continuacién, definimos las siguientes relaciones de equivalencia.

Definicién 4.21. Sean xp,z1 € [0,1], np € ZN[0,|Z(zo)| —1) y n1 €
ZN|0,|Z (z1)] — 1). Decimos que los bloques By, (x0) y Bp, (1) son equi-
valentes, denotado por

By, (z0) ~ By, (21)

. TO _ T y) T . . . . .
s 60 =& Y §por1 = &nyaq ¥ se verifica una de las siguientes afirmaciones:

» By, (l’o) = By, (.1‘1)

» By, (x0) = By, (z1) donde el operador — es la operacién complemento
de bits.

Definicién 4.22. Sean zg,x; € [0, 1]. Decimos que xo y x1 son equivalentes,
denotado por xg ~ x1, si se cumplen las dos siguientes afirmaciones:

w Z(z9) = Z (21).
» By (xg) ~ By (z1) para todo k > 0.

Las definiciones introducidas anteriormente nos permiten estudiar los
conjuntos de nivel de la funcién de Takagi desde la nocién de conjunto de
nivel local.
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Definicién 4.23. Sea zp € [0,1]. Se define el conjunto de nivel asociado a
zo, y se denota por L!°¢, como el conjunto

xo?

Léooc ={x€[0,1]: x ~ zo}

Observacion 4.24. Si x € [0,1] entonces x ~ 1 — z. Ademés,

Liee| = 212,

A continuacién, exponemos algunas propiedades fundamentales de los
conjuntos de nivel locales. En primer lugar, por su definicién como clases
de equivalencia, dados dos conjuntos de nivel, o bien coinciden, o bien son
disjuntos.

Proposicion 4.25. Los conjuntos de nivel locales son cerrados.

Demostracion. Consideremos xo € [0,1]. Si Lﬁ%c es finito el resultado es
inmediato. Por esta razén, suponemos que L¢ es infinito. Sea {zy},cz+ C
Léooc una sucesion de Cauchy tal que lim,, z,, = z*. Para cada k € N existe
no (k) € IN tal que By (z5,) = By () para todo m > n > ng (k). Como los

conjuntos Z (z,,) coinciden para todo n € IN, entonces
By (x*) = By, (zy,) para todo n > ng (k) (4.4)

En consecuencia, By, (z*) ~ By (z9) para todo k € IN. Por la relacién (4.4),
los primeros k elementos de Z (z*) coinciden con los primeros k elementos de
Z (zy,) para todo n > ng (k). Haciendo k — oo tenemos que Z (zg) = Z (z).
En consecuencia, x* € Lé:"oc. O

Proposicién 4.26. Sean xg,z1 € [0,1]. Si xg ~ z1 entonces T (r1) =
T(l’o).

Demostracion. Sean xg,z1 € [0, 1] tal que xy ~ z1. En primer lugar, supon-
gamos que existe un tinico kg € IN tal que By, (71) = By, (7o) y B (z1) =
By (z0) para todo k # ko. En este caso, 1 es la reflexiéon de zo respecto al
centro del intervalo diddico de longitud 2%0 que contiene a xg. Por la ecua-
cién de simetria (1.3) y la ecuacién de autosemejanza (4.1), tenemos que
T (xg) =T (z1).

En el caso general, mediante la complementacion de los digitos de los
bloques de z( obtenemos una sucesién {&,},cz+ C LI tal que T (&,) =
T (z9) para todo n € Z* y lim, &, = 1. Por la continuidad de la funcién
de Takagi, T (z1) = lim,, T (&,) = T (x0). O

A continuacién, denotamos por Q¥ el conjunto de todos los minimos
de los conjuntos de nivel locales. De esta manera, el siguiente resultado es
consecuencia de los dos lemas anteriores.

Corolario 4.27. Siy € [0, %] entonces
Ly = U ¥ (4.5)

wEQLy
T(z) =y
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Observacion 4.28. Sea xy € [0,1]. Si el conjunto Z (z) es finito entonces
leooc es finito y esta constituido por todos los posibles puntos que se obtienen
mediante la complementacién y no complementacion de los bloques de x.
Si el conjunto Z (z) es infinito entonces L es un conjunto de Cantor ( no
numerable, compacto, perfecto, totalmente disconexo y diseminado).

En virtud de la observacién anterior, obtenemos los siguientes resultados.

Corolario 4.29. Sea x € [0,1]. El conjunto de nivel local L' es no nume-
rable o finito.

Corolario 4.30. Sea y € [O, %} Si el conjunto de nivel L(y) es numera-
ble entonces es una union disjunta numerable de conjuntos de nivel locales
finitos.

Cada numero real del intervalo [0, 1] puede ser interpretado en términos
de caminatas al azar o random walks realizadas por el movimiento de una
“particula” en el plano situada inicialmente en el origen: consideremos = €
(0,1) con expresién binaria x = 372 | €427 y denotemos por s la posicién
de la “particula” en el instante £ € IN. En el instante inicial sg = 0, y en
cada instante k la particula realiza un paso en la direccién positiva (+1) si
er = 0, o un paso en la direccién negativa (—1) si e, = 1. Concretamente,
en el instante k la posicién de la particula en la caminata viene dada por

k
Sk:SOZ(—l)Ej, kelN
j=1

Utilizando la terminologia de las caminatas al azar, diremos que la particula
retorna al origen en el instante k € Z* si sp = 0. En este sentido, cada
punto x € [0, 1] describe un tnica caminata (adoptando la expresién binaria
terminada en infinitos ceros para los nimeros diddicos).

1.51

0.5

0 T T T T 1
1 2 3 4 5 6 7
-0.54

Figura 4.2: Caminata en el instante séptimo para x = 0.011000101.

Considerando la medida de Lebesgue en [0, 1], la eleccién aleatoria de
un punto del intervalo [0,1] con distribucién uniforme es equivalente, en
términos de probabilidad, a la eleccién de una caminata al azar con pasos
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equiprobables. Este resultado puede verse en [16, Seccién 3]. La propiedad
fundamental de una caminata al azar en dimensién uno con pasos equipro-
bables es que, con probabilidad uno, retorna al origen en infinitos instantes
de tiempo. Ademés, con probabilidad uno, el nimero de veces que una ca-
minata al azar retorna al origen en los n primeros instantes es o (n) cuando
n — 00. Este resultado asi como un desarrollo en profundidad de la teoria
de caminatas al azar puede verse en [30, Capitulo 12].

Observacion 4.31. Dado x € [0, 1], el conjunto Z (x) puede ser interpretado
como el conjunto de instantes donde la caminata asociada a x retorna al
origen.

Lema 4.32. Sea z € [0,1]. Si el nimero de retornos al origen en los pri-
meros n instantes de tiempo de la caminata asociada a x es o(n) cuando
n — oo entonces dimy L'¢ = 0.

Demostracion. Sea = € [0,1] y consideremos el conjunto Z (z) denotando
sus elementos por (&7) p- En primer lugar, la hipéGtesis sobre la caminata
asociada a x implica

lim L =0 (4.6)

En segundo lugar, para cada k podemos recubrir L!°¢ por 2* intervalos de
longitud 27¢ | denotando este recubrimiento por C;. Como consecuencia de
(4.6), para 6 >0

If i 0 — kg0 —
k;n;oz:dlam([) 2727%k =0
I1eCy,

Por tanto, dimy L!°¢ = 0. O

Teorema 4.33 (J. C. Lagarias y Z. Maddock [69]). El conjunto de nivel
local Léoc es un conjunto de Cantor con dimension de Hausdorff cero en casi
todo punto z € [0, 1].

Demostracion. Por la observacion 4.31 tenemos que, con probabilidad uno,
el conjunto Z (z) es infinito, y por tanto, con probabilidad uno, el conjunto
de nivel local L!°° es un conjunto de Cantor. En términos de la medida de
Lebesgue, el conjunto de nivel local L es un conjunto de Cantor en casi
todo punto de [0, 1]. El lema 4.32 implica que dimg L¢ = 0. O

Corolario 4.34. El conjunto de nivel L (T (z)) es no numerable en casi
todo punto = € [0, 1].
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4.3.1 Conjuntos de nivel locales en los nimeros racionales

Teorema 4.35 (J. C. Lagarias y Z. Maddock [69]). Sea x € Q. Las siguien-
tes afirmaciones son equivalentes.

(1) El conjunto de nivel local L°¢ tiene dimension de Hausdorff positiva.
(2) El conjunto de nivel local L' es no numerable.

(3) La expresion binaria de x tiene una parte periddica pura con el mismo
numero de ceros y unos, y una parte preperiodica con el mismo niumero
de ceros y unos.

Demostracion. En primer lugar, es inmediato ver que (1) implica (2). En
segundo lugar, probemos que (2) implica (3). Sea = € Q y consideremos el
conjunto Z (z). En este caso, observemos que la condicién (3) es equivalente
a que el conjunto Z () sea infinito. Por la observacién 4.24, L!°° es no
numerable si y sélo si el cardinal de Z () es infinito.

En tercer lugar, probemos que (3) implica (1). Por la invarianza geométri-
ca de la dimensién de Hausdorff podemos suponer sin pérdida de generalidad
que z es periédico puro, es decir, z = 0. (¢7 ...&,)™ siendo r la longitud de
la parte periédica. Supongamos que dichos r digitos dan lugar a k bloques
siendo 0 < k < 5 y sean qi, ..., qor todos los posibles nimeros diadicos ob-
tenidos mediante la complementacién y no complementacién de los bloques
de g1 = 0.61...6,. A continuacién, definimos

x
wp(:c):qp—i—?, ]9:1,...,2/’“7 z€R

y observemos que dichas funciones son semejantes con razoén de semejanza
igual a 27". Ademads, L?C es compacto y,

2k
Léoc _ U wp (L;oc>
p=1

Por tanto, el conjunto L!¢ es autosemenjante. La dimensién de autoseme-
janza se define como la solucién s de la ecuacion

1 S
ok <> =1
T

En consecuencia, la dimensién de autosemenjanza es s = % Como las
funciones 1, ...,1%qr satisfacen la condiciéon de conjunto abierto de Mo-
ran para el conjunto U = (0,1), por [34, Teorema 9.3], la dimensién de

Hausdorff de L!°¢ coincide con la dimensién de autosemejanza. Por tanto,
dimy Ll¢ = & > 0. O
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El siguiente resultado es una consecuencia inmediata de la demostracion
del teorema anterior.

Corolario 4.36. Sea x € Q satisfaciendo una de las afirmaciones del teo-

rema 4.35. Entonces,

k
dimH Léoc = —

siendo 1 la longitud de la parte periodica de x y k el numero de elementos
de Z (x) pertenecientes a dicha parte periddica.

Corolario 4.37. Si z € D entonces L' es finito.

4.4 La funcién de Takagi en los nimeros racionales

En esta seccién mostramos el desarrollo tedrico del algoritmo presentado
por D. E. Knuth en [62] para calcular de manera exacta el valor de la funcién
de Takagi en los niimeros racionales.

Teorema 4.38 (D. E. Knuth [62]). Six € Q, entonces T (z) € Q.

Demostracion. Como T (0) =T (1) = 0, consideramos = = g para p, ¢ € IN,
p<gqymed(p,gq) =1

En primer lugar, supongamos que g es par. Por tanto, expresamos q =
2™M¢ para ciertos m, ¢’ € IN siendo ¢’ un niimero impar. Ademds, observamos

que
s <p> _ min{p,q—p}
q q
Sean
@0=q po=min{p,q—p}
qj—1 ,
¢ =5~ pj=min{pj 1,6 —pja}

para j = 1,--- ,m. Utilizando la ecuacién de simetria (1.3), obtenemos que

q q
Iterando m veces la ecuacién (5) calculamos
1 1
q 2 \a ¢ 2 \a q

11 1
:|:T<2.pl>+¢(pl):|+po:T<pQ>+pl+po
2|2 qQ q1 q 4 \q q q

e (m — 2 veces )



4.4 La funcion de Takagi en los niimeros racionales 61

En consecuencia, si denotamos por p’ = p,,, tenemos que

D 1 p, 1m71
T\=|==-T|- |+~ Dj
<Q> 2m (cﬂ) q ;0 ’

Por consiguiente, sin pérdida de generalidad, podemos suponer g impar. Sean
po =min{p,q — p}
pj =min{2p;_1,q — 2pj-1}, JEN

y, por la ecuacién de simetria (1.3), obtenemos que

j 1 2p, 1 , ,
T(pj) :T(m)+%:T<pj+l)+% j€Z+
q 2 q q 2 q q

Como consecuencia de las definiciones anteriores, tenemos que p; = +2p; 11
méd ¢, luego p; = £2/py méd ¢ para j € ZT. Como ¢ es impar, por el
teorema de Euler

290 =1 méd q

siendo ¢ la funcién indicatriz de Euler. Por consiguiente, p,,) =po mdd g,

y por tanto,
()13
q q

En consecuencia, iterando ¢ (¢q) veces la ecuacién (5)

e(g)-1
poY_ 1 (Pe@) L 1
T<Q>_2‘P(Q)T< q >+q 2% 2"
J:
Finalmente,
» 1 p(g) -1 .
T(P) = 9e(@) =i, . 4.7

O]

Observemos que el teorema de Euler nos garantiza la existencia de un
entero positivo [ tal que p; = py mdd ¢. Si denotamos por

k:min{le]N: 9ol = +1 médq}
entonces k < ¢ (q).

Lema 4.39. Sea ord, (2) el menor nimero entero positivo n tal que 2" =1
méd ¢q, entonces

J— sordy (2), sig|2’ +1 para cierto jo € N
ord,, (2), en otro caso
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Demostracion. Observemos que el resultado se verifica de manera inmediata
si ¢ =3 ya que ordg(2) =2, (22 =1 (méd 3)) y 2! = —1 (méd 3) implican
necesariamente k = 1.

Sin pérdida de generalidad, suponemos ¢ > 3. Por tanto, 2 < ky 3 <

ordy(2). En primer lugar, si para ningtin j € IN se satisface que 2/ = —1
(méd gq), entonces 2F =1 (méd q) y, por tanto, k = ord,(2).
En segundo lugar, si existe jo € IN tal que 2% = —1 (méd q) entonces

k < jo. El algoritmo de la divisiéon nos garantiza la existencia de enteros m
y r con 0 < r < k tales que jo = mk + r.

Si 28 = 1 (méd q) entonces —1 = 20 = 2" (méd q), obteniendo una
contradiccién ya que 7 < k. Por tanto, necesariamente 28 = —1 (méd q).
Esto implica que k < ordg(2) y 22k =1 (méd q), y por consiguiente, tenemos
que ordy(2)|2k. Si ordy(2) no es par entonces ordy(2)|k, obteniendo una
contradiccién ya que k < ordy(2). Finalmente, ord,(2) es par y %‘1(2) divide
a k, y por tanto, k = %‘1(2). ]

El lema 4.39 nos permite concluir que se precisan inicamente k iteracio-
nes de la ecuacién funcional (5) para expresar T' (g) en términos de dicho
nudmero racional. De esta forma,

D 1 k—1
T(Z) =) 2Mp;
<Q) q(2F—1) 2 !

J=0

He implementado un algoritmo en Maple que nos permite computar el valor
de la funcién de Takagi en los niimeros racionales. Este algoritmo se muestra
en detalle en el apéndice B. Los siguientes valores de la funcién de Takagi
han sido computados utilizando dicho algoritmo:

T () - B JORE
T () - B JORE"

T (L) __ 254896236364957388633462 T (L) __ 101366897985272772807008
203/ T 6447604371278022265099605 605/ — 6447604371278022265099605



CAPITULO 5

Generalizaciones de la funcion de Takagi

Este capitulo tiene como objetivo presentar las generalizaciones mas re-
levantes de la funcion de Takagi asi como estudiar sus caracteristicas fun-
damentales. Las diferentes generalizaciones buscan extender las propiedades
de la funcién de Takagi. Por esta razén, en algunos casos obtendremos resul-
tados andlogos a los presentados en los capitulos anteriores para la funcién
de Takagi.

5.1 Funciones de Takagi-Van der Waerden

Una primera generalizacién de la funcién de Takagi es la familia de fun-
ciones F, : [0,1] — R definida por

oo
1

Fr@)=) 2o0m), reNr>2
n=0

denominada functones de Takagi-Van der Waerden. Esta clase de funciones
fue introducida por H. Whitney en [106]. La funcién F» es la funcién de
Takagi y Fio es la funcién de Van der Waerden definida en [103].

Para cada entero » > 2, F,. es una funcién continua no derivable en
ningun punto de [0, 1]. Actualmente, no se ha conseguido determinar el con-
junto de puntos donde F; tiene derivada infinita. En [95], A. Shidfar y K.
Sabetfakhri probaron que F;. es Holder continua para 0 < o < 1. Ademas,
para z € [0, 1] se verifica
F.(x 4+ h) — F, (z) Fr(a:+h)—Fr(x)<1

—1 < liminf T < limsup 1 =
h—0 hlog, T h—s0 hlog, Tl
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En consecuencia, F, no es derivable en sentido Zygmund en ningiin punto
de [0, 1]. Posteriormente, J. B. Brown y G. Kozlowski demostraron en [19]
que F, no coincide con ninguna funcién C' en ningin conjunto de medida
positiva. Por tanto, F, no tiene la propiedad de Lusin de clase C! y no es
aproximadamente derivable en casi todo punto. Como caso particular de su
estudio, J. Ferrera y J. Gémez Gil probaron en [38] que si x € R es de la
forma Tﬁn paran € ZT y k € {0,...,r"} entonces OF, (r) = R mientras que
la subdiferencial es vacia en otro caso.

En la seccién 5.3 de este capitulo presentamos una generalizacion de
las funciones de Takagi-Van der Waerden en el que obtendremos como caso
particular las propiedades analiticas mencionadas anteriormente.

Sea r € IN tal que r > 2. Para cada n, definimos

G (x)=) gi(x), ze[0,]]
k=0

donde gj, (z) = rikgb (r*z) y x € [0,1]. El criterio de Weierstrass nos garantiza
la convergencia uniforme de la serie concluyendo la continuidad de la funcién
F, en [0,1]. Finalmente, podemos extender F, a una funcién continua 1-
periddica en R definida por

5.1.1 Ecuaciones funcionales

En esta seccién generalizamos para las funciones de Takagi-Van der
Waerden algunas de las ecuaciones funcionales presentadas en la seccién
2.1 del capitulo dos para la funcién de Takagi clésica.

Proposicion 5.1. Sea r € N tal que r > 2. La funcion F,. es la unica
funcidn acotada que satisface en [0,1] la ecuacion funcional

F.(rz) =7rF, (z) —r¢ () (5.1)

Demostracion. Sean r € IN tal que r > 2y z € [0,1]. En primer lugar,

()| =

G, (rx)=r %(ﬁ (ra) + Tizcj) (rPz) + -+
=7 (G (@) — 6 (@)

Haciendo n — +o00 obtenemos (5.1). En segundo lugar, sea H : [0,1] - R
una funcién acotada que satisface (5.1). Aplicando (5.1), obtenemos que

Tn+1

H (rkx) H (rkilx) 10} (rkilx)
rk=1 T k-1

r
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para todo k. Sumando desde k = 1 hasta n

H(r"z) =H (z) — > rikgﬁ (r’%)

rn

=
Il
o

Como H es acotada, haciendo n — 400 en ambos lados de la igualdad
obtenemos que H (z) = F, (x). O

Observemos que para r = 2, la ecuacién (5.1) es la ecuacién (5) introdu-
cida en 2.1.

Proposiciéon 5.2. Sea v € N tal que r > 2. La funcion F, satisface las
ecuaciones funcionales

=
~—~
8
~—
I

. 1
Gl (I') + 7“72Fr (7"2$) y
F.(1-x),

IN
8
IN
—_
=
Nt

=
—~
8
S~—
Il
INA
8
IN
—_
=
=

Demostracion. Utilizando (5.1) obtenemos que

F, (7‘2:5) =rF, (rz) —r¢ (rz) = r’F, (z) — r’¢ () — r¢ (rx) =
=2 (F, (x) - G} (2)

para todo z € [0,1]. La ecuacién (5.3) es inmediata debido a la simetria de
la funcién ¢. O

5.1.2 Valor maximo

En esta seccién generalizamos para las funciones de Takagi-Van der
Waerden los resultados obtenidos en la seccién 4.1 del capitulo cuarto para
la funcién de Takagi clésica.

Para cada r € IN tal que » > 2 definimos

MT:m[?;’)i]FT(x)v E?“:{‘TE[O’”:FT(SU):MT}
ze|0,

Proposicién 5.3. Sir es impar entonces B, = {%} y M, = 5.

Demostracion. En primer lugar, como r es impar
o0

o0 [e.o]
1 1 1 11 1 r 1
Fr@):ZM(T"@SZM(”z): 7"”2:27"1:FT<2)
n=0 n=0

n=0

para todo z € [0, 1]. Como ¢ (%) = % entonces F, = {%} y M, = F, (%)

r
2r—2" o
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Proposicién 5.4. Sir es par, entonces

r r+ 2 B r2
2r+2"2r+2

To2r2 -2

Demostracion. En primer lugar, como r es par tenemos que G (z) = % para
r—1 r41
0

todo x € [7, 7] Por la periodicidad de la funcién F, y utilizando (5.2)
obtenemos que

T T 1 r3
F, — ) =G — 7F7’ -
" <2r+2> ! <2r+2) Tz (27’+2>
1 1 3 s —r 1 1 T
= -4+ F - T i (A
2 "2 T(2r+2 27‘—1—2) 2 "2 ’"(2r+2>
En consecuencia, por la ecuacién de simetria (5.3)
r+ 2 r 2
F P :F =
" <2r+2> " <2r+2> 2r2 — 2
Sea x € E, tal que z < % Por (5.1), M, > F, (rz) = rM, — rz. Por tanto,

IZr_erZT_lFr r _ T
r T 2r +2 2r 42

s s . . £« . r r42
La ecuacién de simetria (5.3) nos permite obtener que E, C [72r+2’ —2T+2}.

En segundo lugar, si x € E, entonces

1 1
M, = F, (‘T) = qud (I)+T72FT (T‘2[L‘) < +ﬁMT

DO | =

Por tanto, M, < 55— = F; (% +2> En consecuencia,

2 2
Mo—F (" Vg (It T
2r 4+ 2 2r 4+ 2 or2 — 2

Proposicién 5.5. Supongamos r par. Entonces,

(1) Six € E, entonces r’z — [r’z]| € E,.

(2) Sixe [2_7“1,?;1] y F, (rQQ:) = M, entonces x € E,.

Demostracion. En primer lugar, si x € E, entonces
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Por tanto, F; (rzx) = M,.
En segundo lugar, por la ecuacién (5.2),

Definicion 5.6. Para cada nimero entero par r > 2 definimos el conjunto

r?—r T‘2+T‘—2}

r=skeN: <k<
V{e 5 Sk< 5

Proposicion 5.7. Supongamos r par. Sean x € E, y k € IN. Entonces,
4k ¢ B, siy sélo si k € V.

r2

Demostracién. En primer lugar, por la proposicién 5.4, si ZEE € FE, entonces
) ) 2

r <x+k<r+2
2r+2 = 2 T 2r42

Como 52+ < z < I*2  entonces

¥z = 2’
r? T <k<r3+2r2 r+2
2r4+2 2r+27 "7 2r4+2  2r+42
. 2_ 2 7 , . 9 5 7
obteniendo "5 < k < “H=2  Recfprocamente, si "5~ < k < =2
como z € [==, ZH], tenemos que

r—1<x+k<r+1

2r T r2 T 2r
Ademids, F, (7"2 x:;k) = M,. Por la proposicién 5.5, concluimos que "'“j;k €
E.. O
Sean
2 2
rY—r re+r—2
o= , =—F
2 b 2

T r+2
2r+427 2r42

El desarrollo en base r2 de los extremos del intervalo [
por

} viene dado

2r 4+ 2 n:l(r2
r+2 =1
2r+2:6z(r2)n:066 =05
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Proposicién 5.8. Supongamos r par. Sea x € [0,1] cuyo desarrollo en
base 12 viene dado por x = 0.x1x2... %y, .... Entonces, x € E, si y sdlo si
a <x; < B para todo j > 1.

Demostracion. En primer lugar, supongamos ¢ = 0.z1x9x3 ... € E,.. Si exis-
te k € IN tal que xy, & [, 5] entonces, aplicando k—1 veces la proposicién 5.5,

tenemos que 0.zpxg11 ... € E,. Este hecho contradice que E, C [o.a, Oﬂ} .

En segundo lugar, supongamos que a < z; < 8 para todo j > 1. Como
0.¢,0.8 € E,, si x1,29,...,&, € [a, B] entonces, aplicando n veces la pro-
posicién 5.5, tenemos que 0.z1x3...z,& € E,. v 0.x122 . .. xnﬂ € E,. Por la
continuidad de la funcién F;., 0.2129...%, ... € E,. O

En [9], Y. Baba prueba el teorema 5.10 calculando la dimensién de
Minkowski-Bouligand (o dimensién de box counting) de E,. Sin embargo,
he realizado una demostracion alternativa basada en la autosemejanza del
conjunto FE, y la condiciéon de conjunto abierto de Moran. Este resultado,
asi como otros similares, pueden verse en [34, Capitulo 9] o [285].

Corolario 5.9. Supongamos r par. El conjunto E, es autosemenjante con

dimension de autosemejanza %

Demostracion. Como r es par, se verifica que |V,| = r. Ademads, observemos
que E, es un conjunto compacto. Por la proposicién 5.8,

. wy 2 7T+2p 1
E,. = szwkew :U _ 2; Twg €V

k=1 p=0
Definimos )
¢ —1r+2p 1
Sp(fﬁ):T‘Fﬁl’, xE[O,l]
para p € {0,...,r — 1}. El conjunto E, satisface la ecuacién de autoseme-
janza

r—1
E =S (B
p=0

La dimensién de autosemejanza es la solucion de la ecuacién

1 S
() =1

Por tanto, la dimensién de autosemejanza es % O

Teorema 5.10. Supongamos r par. La dimension de Hausdorff y la dimen-
sion de autosemejanza de E, es igual a %
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Demostracion. Las funciones Sy, . .., S,_1 satisfacen la condicién de conjun-
to abierto de Moran para el conjunto U = (0, 1). En efecto, denotando

2 2
e —r+2p r*—r+2p+2
Wp_wp(U)_< 272 ) 22 >7 pE{O,...,T‘—l}
observamos que W;NW; =0sii # jy W, C U paratodop € {0,...,r — 1}.
Por tanto, la dimensién de autosemejanza y la dimensién de Hausdorff de
FE,. coinciden. ]

Corolario 5.11. Supongamos r par. El conjunto E, es totalmente discone-
xo.

5.1.3 Continuidad en sentido de Holder

Como la funciones de Takagi-Van der Waerden no son derivables en
ningin punto, dichas funciones no son continuas en sentido de Holder para
a>1.

Proposicion 5.12. Sea r € N tal que r > 2. La funcion F,. es continua en
sentido de Holder en [0,1] para todo 0 < o < 1.

Demostracion. Supongamos r € INtalquer > 2y a € Rtal que 0 < o < 1.
Sean x[0,1] y ¢t € R tales que 0 < [t| < 1y x4+t € [0,1]. En consecuencia,

existe n tal que r~ (1) < |t| <7~ y por tanto,
n—1
D ol @+ 1) = g ()] < nft] < e g
k=0

Como |g, (x +t) — g5, (x)] < %,c para todo k, tenemos que
- 1
Do lgk (@ +t) = gk (@)] < 7"*(”71)71 <72t <2 t”
r_
k=n
Sumando ambas desigualdades obtenemos que

> 1ok (@ 4+ 1) = gi (@)] < (72 4 nrm 070 ) g
k=0

Es claro que existe una constante K, tal que r2+nr~"(1=®) < K para todo
n € Z™T, y por consiguiente,

T (z+1) =T (z)] < Ka |t

para todo x € [0,1] y t € R tales que z + ¢t € [0, 1]. O
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Corolario 5.13. Sea r € N tal que r > 2. El grafo de la funcion F;., como
subconjunto del plano, tiene dimension de Hausdorff uno.

Utilizando la teoria desarrollada en el apéndice A, en concreto por el
corolario A.11, obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 5.14. Sea r € IN tal que r > 2. Para todo 0 < g < 1, la derivada
fraccionaria de Riemann-Liouville de orden B de la funcion F,., denotada
por DPFE,, existe y es continua en [0, 1].

5.2 La funcién de Takagi generalizada

En esta seccién presentamos la generalizacién de la funciéon de Takagi
introducida por J. Ferrera y J. Gémez Gil [35] en 2017.

Sean D un subconjunto denso y numerable de [0,1] y {ay},, € l1 una
sucesién decreciente de nimeros positivos. Ademds, denotamos por D =
{D,},, una sucesién creciente de subconjuntos finitos de D tales que

(0@
D= U D,
n=1

y se verifica que
[0,1] C U (x — an, T+ ap)
z€Dy,

para todo n. En ese caso, decimos que D es una descomposicién de D.
Observemos que dicha descomposicion siempre existe.

Para cada descomposicion D = {D,}, de D, se define la funcién de
Takagi generalizada Tp : [0,1] — R asociada a la descomposicién D de D
por

Tp(x) = g (z) = lim G, («)
k=1

siendo g () = d (z, Dy) la distancia de = al conjunto Dy y Gy, = g1+ -+ -+
gn. Por el criterio de Weierstrass, las funciones definidas anteriormente son
continuas en [0, 1].

Cabe destacar que las funciones de Takagi generalizadas incluyen las
funciones de Takagi-Van der Waerden presentadas en la secciéon anterior. En
efecto, basta definir

k
T

para todo n.
A continuacién, caracterizamos la subdiferencial de las funciones de Ta-
kagi generalizadas. Para ello, introducimos la siguiente definicién.
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Definiciéon 5.15. Sean f : R — R una funcién y zg € R. Se define la
derivada direccional de f en zp, y se denota df (z0) : R — R, por

0f (20) (wo) = liminf L2010 = F (z0)

t}0,w—wo t

(5.4)

En concreto, el limite (5.4) denota

t —
I nf f (20 + tw) — [ (20)
n o<t< L, t
w e (wo — %,wo + %)

La nocién de derivada direccional nos permite caracterizar la subdiferencial
de la funcién en un punto.

Proposiciéon 5.16. Sean f : R — R una funcion semicontinua inferior-
mente y 2o € R. Entonces,

Of (z0) ={€ € R: &wp < df (20) (wo) para todo wy € R}

El concepto de derivada direccional de una funcién asi como un estudio
de la subdiferencial a través de dicho concepto puede verse en profundidad
en [37, Seccién 4.2].

Teorema 5.17 (J. Ferrera y J. Gémez Gil [33]). Si zg € D, entonces la
funcién Tp (z) — £z posee un minimo local en zy para todo £ € R. En parti-
cular,

BaTD (Z()) = R
para o > 1.

Demostracion. Sizg € D entonces existe ng tal que zg & Dy, v 20 € D,, para
n > ng. Para cada £ € R, sea n tal que n > 2 (ng + 1) + [£|. Si consideramos
|h| < 2,1% entonces gi (z0 + h) = |h| para todo k, ng < k < n. De esta
manera,

Tp (20 +h) —Tp (20) — ER >

no

> (g (20 +h) — gk (20)) + D g (z0+h) = [¢][n] >
k=0 k>ng

> = |h] (no + 1) + [h[ (n —no) — [€] |h] = [A]

En consecuencia, la funcién Tp (z) — £z posee un minimo local en zg y, por
consiguiente, 9,7 (z9) = R para todo a > 1. O

Corolario 5.18. Si zp € D, entonces 0Tp (z9) = R.

Corolario 5.19. Para todo zy € R, se verifica que OrTp (z9) = R.
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Teorema 5.20 (J. Ferrera y J. Goémez Gil [38]). Si 290 € D, entonces
OTp (z0) = 0.

Demostracion. Si zg € D, consideramos la sucesién {x,}, tal que gy (20) =
|zn, — z0|. Para cada n, definimos

L,={k<n:xzp <z}, Ry={k<n:zp>z}
Si limy, |L,,| = lim,, |R,| = +00, consideramos la subsucesién {:L‘nj }j -

(20, +00) tal que Tnj+1 < 20- De esta manera, tenemos que

_ V-T
dTp (z0) (1) = lim inf Tp (20 +1) = Tp (20) < lim inf b (x ]) D (20)

tl0 t J L

— 20

G (xnj) — G, (20 < hmlnfz |$n’ xk‘ [k = 2ol <

< lim inf
J Tn; — 20 ;20

< liminf (|Ln,| — |Rn,|)
j

y, analogamente

—1)— Tp (xp, - T
dTp (z0) (1) = liminf 720 =0 =TD(20) g D (@n;+1) =T (20)
t0 t j |~’Unj+1 — 2|
< h’mjinf(\anH\ — |Ln11])

Si¢ € 0Tp (zp) entonces, por [37, Proposicién 4.11], necesariamente tendriamos
que £ < dTp(z) (1) y =& < dTp(20) (—1). Por tanto, sumando ambas de-
sigualdades

0<dIp (2’0) (1) +dIp (Z(]) (—1) <
< h’mjinf (‘L”j‘ - }R"]‘D —i—limjinf (‘R”ﬁl‘ - ‘L"]‘HD <
= h’mjinf (’L"j’ - }an’ + |an+1‘ - ’LﬂjHD ==
ya que ‘an+1| = ‘an‘ y }Lnﬁl‘ = ‘Lnj| + 1, obteniendo asi una contra-
diccidn.
Por tanto, uno de los dos limites debe ser finito. Si lim,, |L,| < +oo
entonces

T —
dTp (20) (1) < hm inf (zn) = Tp (20) < lim inf (Zn) = G (20) <
‘37 - Zo| n ‘37 - Zo|
< hmlnfz [ = 2] = 2k = 20l = —00
k=0 [ = 20l
De manera similar, si lim,, |R,| < +o0c entonces dTp (zp) (—1) = —oo. Ambas

situaciones implican que 9Tp (zp) = 0. O
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En [38, Seccién 2], J. Ferrera y J. Gémez Gil definieron la funcién de
Takagi generalizada en un espacio de Hilbert real separable obteniendo el
siguiente resultado.

Teorema 5.21 (J. Ferrera y J. Gémez Gil [38]). Si D es un subconjunto
denso numerable de la bola unidad abierta de una espacio de Hilbert real
separable, H, entonces existe una descomposicion D de D tal que la funcion
de Takagi generalizada asociada a dicha descomposicion satisface que

ITp (z0) = H para todo zy € D

y OTp (20) = 0 en otro caso.

5.3 Funciones de Takagi-Van der Waerden generalizadas

La familia de las funciones de Takagi-Van der Waerden generalizadas,
denotada por TWG, estd constituida por todas las funciones f : [0,1] — R
de la forma

Fe) =3 o)
n=0

donde ¢ € R tal que ¢ > 1y b € IN tal que b > c. Esta generalizacién fue
introducida por K. G. Spurrier en [97]. En particular, para b = ¢ obtene-
mos las funciones de Takagi-Van der Waerden presentadas anteriormente.
Ademids, considerando los parametros by ¢ tales que ¢ > 1y b > 4c¢ obtene-
mos la familia de funciones no derivables en ningin punto introducida por
K. Knopp en [(1].

Sea f € TWG. Si denotamos por g, (x) = Cingb (b"x), entonces

F@) =Y gal@), wel0,1]
n=0

Como ¢ > 1y |gn(z)] < 5, el criterio de Weierstrass nos garantiza la
convergencia uniforme de la serie, y en consecuencia, la continuidad de la
funcién f. Ademds, podemos extender f a una funcién continua 1-periédica
en R definida por

fl)=f(z—[z])

La siguiente proposicién es una consecuencia inmediata a partir del teo-
rema 6.35 que presentaremos en el capitulo sexto. Por esta razén, omitire-
mos su demostracién. Ademads, observemos que dicho resultado justifica la
condiciéon b > ¢ que define la familia de funciones 7WG en pos de su no
derivabilidad en ningtin punto.
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Proposiciéon 5.22. Sean b € N, c € R tales que ¢ > 1 y b < c. La funcion
f:10,1] = R definida por

oo 1 .
@)=Y 2ow)
n=0
es Lipschitz en [0,1] y derivable en [0,1] salvo en el conjunto

{212” € [0,1] :ne]N,keZ}

En las hipétesis de la proposiciéon anterior, por el teorema de Radema-
cher, f es derivable en casi todo punto de [0,1]. Sin embargo, para cier-
tos pardmetros b € Ny ¢ € R tales ¢ > 1y b < ¢, la funcién f (z) =
S o ¢ (b"x) es derivable en todo punto de [0, 1]. Prueba de ello, presen-
tamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.23. Sean f : [0,1] — R definida por f (z) =Y 0%, ¢ (2"2) y
h:[0,1] — R definida por h (x) = 2z — 22?. Entonces f = h en [0, 1].

Demostracion. Por el criterio de Weierstrass, la funcién f es continua en

el intervalo [0,1]. Sean n € Z* y k € {0,...,2" — 1}. La funcién g, (z) =

ﬁ (Qjm) es afin en el intervalo [2%, %] para todo entero j < n. Por tanto,

2k +1 1 k k+1
ATl A CACTY AT

para todo entero j < n. En consecuencia,

PN L (RN (R (k1) 11 2
on+1 9 on on = 9n on+1 T oyn T yn+l

y
2k +1 1 k E+1
(o) 2 (0 () 1 (55)) -
AR +4k+2  AR*+4k+1 2
7 92nt1 T 92nfl gnil
Por tanto, f y h coinciden en los nimeros diddicos del intervalo [0,1]. [

El siguiente teorema establece la derivabilidad en ningtin punto de las
funciones de Takagi-Van der Waerden generalizadas. Este resultado fue ob-
tenido por K. Spurrier [97] y es consencuencia inmediata de las proposiciones
6.33 y 6.37 que presentaremos en el capitulo sexto, por lo que omiteremos
su demostracién.

Teorema 5.24 (K. Spurrier [97]). Si f € TWG, entonces f no es derivable
en ningun punto de [0, 1].
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5.3.1 Continuidad en sentido de Holder

En la seccién 5.1.3, probamos que las funciones de Takagi-van der Waer-
den son continuas en sentido de Hélder para todo 0 < a0 < 1.

Teorema 5.25. Sea f € TWG tal que b > c. Entonces, f es Hélder continua

de orden a en [0,1] si y sdlo si 0 < a < iggg‘

Demostracion. Comenzamos probando que f es continua en sentido de Holder
en [0, 1] para todo 0 < a < logc .Seanz € [0,1] yt € Rtalesque 0 < [t] <1
yx+te[0,1]. En consecuenma, existe n tal que b=+ < |t < b~ y por
tanto,

n—1
S gk (e 4+ 1) — g <Z<) n(i=) o
k=0

c b
— e _ p—n(l—a) «
el () e

Como |gi (x +t) — gr ()| < & para todo k, tenemos que

o0
Dolgr(@+t) =g (@) < A | < e
Sumando ambas desigualdades obtenemos que

; lgi. (z + 1) — gx ()] < <C2 +- ‘ - Ki")" _ b—n(l—a>]> e

Como b > 1, entonces lim,, o b~ n(l-a) — q, Ademas, como 0 < o <
b
(&

log c
logb?

(o7
entonces < 1, y en consecuencia, lim,, .~ (b?) < 1. Por tanto, existe

una constante K, tal que ¢? + = [(%)n — b*”(lfa)} < K, para todo n, y
por consiguiente,

T (z+1) = T(z)] < Ko |t
para todo z € [0,1] y t € R tales que x + ¢ € [0, 1].

Finalmente, probamos que si a > logz entonces f no es continua en
sentido de Hoélder en [0, 1]. Por el teorema 5.24, f no es derivable en ningiin
punto de [0, 1], y por tanto, f no es continua en sentido de Holder en [0, 1]
para o > 1.

logc

Sean a € R tal que Tos
b < 3 para todo k € {0,...,n — 1}. Por tanto,

(3)-rof-r(3)-En(3)-E22

k=0

e N )
Cb—c c pr(l—a) bn

<a<1lyneN Comob > 2, tenemos que
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Si f es continua en sentido de Holder para o entonces

v c b n_ 1
b —c I\ e pr(i—a)

logc
logb?

Ademsés, como b > 2, lim,_,oo b1 = (. En consecuencia,
" c b " 1 B
nl—>nc§o b—c c o pn(l—a) | o0

Utilizando la teoria desarrollada en el apéndice A, en particular por el
corolario A.11, obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 5.26. Sea f € TWG. Para todo 0 < < }22;, la derivada

fraccionaria de Riemann-Liouville de orden 8 de la funcion f, denotada por
DPf, existe y es continua en [0,1].

. . , o\ T
es finito. Sin embargo, como « > tenemos que lim,, (%) = 4o00.

O]

5.3.2 Dimensién de Hausdorff y dimensién de box-counting

El concepto de dimensién constituye la tematica central de la geometria
fractal. Existen multiples definiciones de la nocién de dimensién que dan
lugar a un conjunto de dimensiones frecuentemente interrelacionadas. La
dimension de box-counting, también conocida como dimensiéon de Minkows-
ki-Bouligand , fue introducida en los afios treinta y es ampliamente utilizada
debido a su sencillez de célculo.

Sean § > 0 y F' C R2. La coleccién de cubos

{[m15, (m1 + 1) (5] X [mgé, (mg + 1) 5] t!myi,mo € Z}

se denomina malla de orden § de R2. Definimos N (F) como el niimero de
cubos de la malla de orden § que intersecan con F.

Definicién 5.27. Sea F C R2. Definimos la dimension de box counting

inferior y superior como

log Ns (F' — log N5 (F
dimp F' = lim inf La(), dimpF' = lim sup L(S()
5—0 —logéd 50 —logd
Si ambos limites coinciden, definimos la dimension de box counting de F,
denotada por dimpg F', como el valor comin de ambos limites.

En la definicién anterior basta considerar el limite cuando ¢ tiende a
cero a través de cualquier sucesién decreciente {d,}, .y tal que 6, = c”
para 0 < ¢ < 1. En cuanto a la dimensién de Hausdorff de F', denotada por
dimg F,

dimpg F < dimgF < dimpF

El siguiente resultado puede verse en [34, Proposicién 11.1].
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Proposicién 5.28. Sean f : [0,1] — R una funcion continua. Para cada
0<d<1, seam= [%] el menor entero mayor o igual que % y denotemos
por

Rjs= sup  |f(t)— f(z)
x,t€[§6,(j41)d]

para todo j € Z.. Entonces,

m

-1
1

> Rjs<Ns; <2m+
=0

|
| =

m—1
> Ris
3=0

La breve introduccién realizada a la dimensién de box counting asi como
otros conceptos de dimensién se encuentran detallados en [34].

Consideremos f € TWG y sea F su grafo en [0, 1]. Debido a la continui-
dad Holder de f de orden 0 < a < iggg, junto con el corolario 11.2 de [34],
obtenemos que

__ 1
1 < dimy F < dimpF < dimpF < 2 — %
og

Lema 5.29. Sea f € TWG. Sine N y k€ {0,...,20" — 1} entonces

k+1 k 1, (b)Y .
f<2b”>_f<2b">_2b”;i<c>’ s1 b es par

0
k41 k 1 [, (b , ¢ (b\" , ,
f<2b”)f<2b”):2b" JZ;:I:<C> ic—l(c) , sib esimpar
Demostracion. Para cada n y k € {0,...,20" — 1}, sean u = %yv =
ktl

oy - Para todo entero 0 < j < n la funcién g; () = c% (Vz) es afin en

el intervalo [u,v] con pendiente igual, o bien a (g)], o bien a — (g)J. En

consecuencia, para todo entero 0 < j < n, tenemos que

g9;(w) —gi (W) _ <b>j

v—Uu C

Supongamos que b es par. Consideremos j = n. Si k es par entonces

9n (V) = gn (1) _ 3 =0 <b>”

C

1

vV—Uu 5

Anédlogamente, si k es impar entonces

9n (v) = g () :_(b>“

v—Uu
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A continuacién, consideremos j > n. Como b es par, tenemos que g; (v) =

g; (u) = 0. Por tanto,
f(U—u an < >

J=0
Supongamos que b es impar. Consideremos j > n. Si k es par entonces

g () —gj(w) 350 _b"

_ 1T
v—u S c

Analogamente, si k es impar entonces

9 (0) —gj(w) _ V"

v—u c

Por tanto, como ¢ > 1 tenemos que

1100 S0 () -5 () s (O

Los siguientes resultados determinan la dimensiéon de box counting de f
bajo ciertas asunciones sobre los parametros.

Proposicién 5.30. Sea f € TWG tal que b es par y b > 2c. Si F es el
grafo de f en [0,1], entonces 2 — EEZ <dimpF.

2‘% y m, = 2b". Por el lema 5.29, tenemos que

n J
s 2|1 () =1 (3| = 2+ () |2

Jj=0

O -SRG p-2
- 20™ - 2hn

Demostracion. Sean d,, =

>0

para todo k € {0,...,m, — 1}. Por la proposicién 5.28,

20" —1 413 2n—1

cn 2bn cn
=0

En consecuencia,

log 21’2“ - (b—2c) 5 log ¢
— log ﬁ N logb

dimgF' > lim inf
n—oo
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Proposiciéon 5.31. Sea f € TWG tal que b es impar yb > 2c—1. Si F es
el grafo de f en [0, 1], entonces 2 — iggg < dimpF.

Demostracion. Sean §, = ﬁ y my, = 2b". Por el lema 5.29, para todo
ke€{0,...,m, — 1} tenemos que

k+1 k 1 2= N ¢ /b\"
2 el — || = == +(-) + - >
ma2 |1 () =1 ()| =22 (0 =25 () |2
n n-l J n—1 _
o Lol (bYy BY'| Lot (b—2e41)
20" |ec—1 \c = \¢ - 26 -
Por la proposicion 5.28,
26 —1
. bl (b—2c+1) 2p*t
Noy 220" ) — =" == —(b—2c+1)
7=0
En consecuencia,
log 222 (b—2c+1
dimpF > liminf —2 ¢ ( i ctl) _, loge
n—00 —log 5w log b
O

El siguiente teorema resume los resultados obtenidos a lo largo de esta
seccion.

Teorema 5.32. Sea f € TWG. Si F es el grafo de f en [0,1], entonces

—_— 1
1SdimHFsmBngimBFg2_%
og

Ademds, si b es par tal que b > 2¢, o bien si b es impar tal que b > 2¢ — 1,
entonces

]
dimp F =2 — 8¢

logb

No he encontrado en la literatura resultados que caractericen comple-
tamente la dimensién de box counting del grafo de f € TWG para todos
los valores posibles de b y c. Por esta razén, he disenado un algoritmo de
box counting en Matlab que recibe como entrada la grafica de una funcién
f € TWG y calcula la dimensién de box counting de su grafo con una
aproximacion bastante razonable. La siguiente tabla muestra los resultados
obtenidos para diferentes valores de los pardametros no contemplados en el
teorema 5.32.
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| b | dimpF | 2— &¢

1.1045 1.2075
1.1087 | 1.1386
1.1151 1.2262
1.0659 1.1017
1.1358 1.2260
10 | 1.0857 1.2218

0| | O UV =~

SO T [ x| W O

El codigo de Matlab del algoritmo de box counting asi como la justifi-
cacién de la estimacién razonable de la dimension de box counting pueden
verse en el apéndice C.



CAPITULO 6

La clase de Takagi

Este capitulo estd dedicado a presentar la generalizacion de la funcién
de Takagi, conocida como la clase de Takagi, introducida en 1984 por M.
Hata y M. Yamaguti [18] asi como a exponer la generalizacién de la clase de
Takagi definida por J. Ferrera y J. Gémez Gil [11] en 2018.

6.1 La clase de Takagi

La clase de Takagi, denotada por Cr, estd constituida por todas las
funciones f : [0,1] — R de la forma

f@) = way” (x)
n=1

donde w = (wy,),, € l1. Por el criterio de Weierstrass, las funciones asi defi-
nidas son continuas en [0, 1]. Cabe destacar que la clase de Takagi contiene
un gran numero de funciones que ya habian aparecido en la literatura. En
concreto, A. S. Besicovitch y H. D. Ursell [14] habian estudiado con ante-
rioridad una clase de funciones que es un subconjunto de la clase de Takagi
obteniendo que la dimensién de Hausdorff de su grafo es estrictamente ma-
yor que uno. En este sentido, la clase de Takagi contiene funciones que son
fractales.

Comenzamos esta seccién probando que la clase de Takagi es un espa-
cio de Banach isomorfo a [;. A continuacién, generalizamos los resultados
obtenidos en las secciones 2.2 y 2.3 del capitulo segundo para la funcién
de Takagi cldsica. En un segundo apartado, presentamos el estudio realiza-
do por N. Koéno [64] sobre la derivabilidad de las funciones de la clase de
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Takagi en términos de la sucesién de pesos w. Finalmente, concluimos la
seccién estudiando la serie de Fourier de las funciones de la clase de Taka-
gi, generalizando asi los resultado obtenidos en la seccién 3.7 del capitulo
tercero.

Consideramos el espacio de Banach C([0,1]) formado por las funcio-
nes reales continuas en el intervalo [0, 1] dotado con la norma del supre-
mo. Utilizando la teorfa desarrollada en la seccién 2.2, si f € C([0,1]) y
f(0) = f (1) = 0 entonces, utilizando la base de Schauder [21], f se expresa
de manera tnica en el intervalo [0, 1] como

So(x)==z, Si(z)=1-uz,
Sk (2) = 0" (@) Xk (@), € ZT, k€0, 2"~ 1}

como

co 2"—1

Zzakn Skn )’ 5[?6[0,1]

n=0 k=0
donde

2k +1 1 k k+1
akn (f) :f<2n+1> 3 [f (2n> +f< on )]

para todon € IN, k € {0,...,2" — 1} y siendo X, la funcién caracteristica

en el intervalo diddico I, ,,. Si no hay lugar a confusién, denotaremos simple-
mente ay, en lugar de ay, (f). A continuacién, definimos el subespacio V
como el subespacio de las funciones f de C ([0, 1]) tales que f(0) = f(1) =0

y
Ak,n (f) = Qjn (f)

para todon e Ny k,j € {0,...,2" —1}.
Nétese que si f € V entonces

o0
=> by (z), z€[0,1]
n=1
para cierta sucesion (by,),,.
Proposicion 6.1. La clase de Takagi Ct estd contenida en V.
Demostracion. Sea f € Cy. La continuidad de la funciéon f en el intervalo

[0,1] junto con f (0) = f (1) = 0 permiten expresar dicha funcién en la base
de Schauder anterior como

oo 2"—1

Zzakn Skn )

n=0 k=0
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Si z € [0, 1] entonces

[e') [e'e) 2m—1
) =S i (1) = 3 (z S <x>) (1) =

oo 2"—1
=2 2 wnhiSen (@)

n=0 k=0

Por la unicidad de los coeficientes de la base de Schauder, se verifica
Ak.n (f) = Wnp+1

para todo k € {0,...,2" — 1}. Por consiguiente, f € V. O
Proposicién 6.2. V es un subespacio cerrado de C ([0, 1]).
Demostracion. Sea (gj)je]N C V tal que g; — g cuando j — oo. Entonces,

akn (95) = akn (9) cuando j — o0

Por unicidad del limite, se verifica que ag, (9) = a;, (g) para todo k,l €
{0,...,2n —1}. O

Lema 6.3. Si la serie
f(x)= anwn(m), wy, € R
n=1

converge puntualmente en [0, 1], entonces w € l;.

Demostracion. Sean
Y ={w = (w1,wz,ws,...): wj € {0,1} para todo j € N}

dotado de la métrica

o0

1
d(w,w):ZQ—n\wn—@n|, w, W E X

n=1

y 0 : ¥ — ¥ la aplicacién desplazamiento definida por o ((wy, we, ws,...)) =
(w2, w3, ...). Denotamos por I(0) = [0,3], (1) =[3,1]] y H:R—> Rla
funcién de Heaviside definida por

H () 1 sixz>0
€Tr) =
0 siz<O
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La funcién ¢ y la aplicacién desplazamiento ¢ son conjugadas, la funcion
itinerario S : [0,1] — ¥ definida por S (zg) = (s1, 2, S3, .. .) donde

. :{0, si " () € 1(0)

, neNlN
1, siy™(zg) € I(1)

es un homeomorfismo tal que Soty = oo S. En consecuencia, ¢ es cadtica en
[0,1] (este resultado asi como otros similares pueden verse en [26] o [L07]).
Definimos wy = (H (wy,)),,, entonces existe un tinico punto x¢g = S~ (wyp)
tal que ¥" (x¢) € I (H (wy,)) para todo n.

En primer lugar, por la transitividad topolégica de ¢ en [0, 1], dado
6o > 0 suficientemente pequeno existe un conjunto

Ngz{nG]N:‘z/)”(xo)—;'<5o}

tal que |i — j| > 3 para todo ¢ # j € Ny. En consecuencia,

1
wpY" (o) > 5 Wn
para todo n € Ny, y

1

para todo n € N; = IN'\ Ny. Por consiguiente,

1 3 2
D lwal < 5 [f (o) = 5 f (3)}
neNy
En segundo lugar, sea x1 € [0, 1] tal que
» " (21) € I (H (wy)) para todo n € Np.

= Si " (x1),9" (1) € I(0) entonces "2 (x1) € I(1) para todo
n € IN.

Por tanto, el conjunto w-limite de z1, denotado por w (z1), no contiene el
punto z = % Como w (x1) es cerrado, existe 07 > 0 tal que W" (x1) — %‘ >0
para todo n € IN. En consecuencia,

1

para todo n € Ny, y por tanto,

PIE st -31(3)]

En conclusion, w € [;. O
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Proposicion 6.4. El operador S : 11 — V definido por
S((wa)) =Y wat (@), ze0,1]
n=1

es un isomorfismo.

Demostracion. Por el lema 6.3, el operador S : [y — V es una biyeccién lineal
continua entre ambos espacios de Banach. Por el teorema del isomorfismo de
Banach, S~! es un operador continuo en V, y por tanto, S es un isomorfismo.

O

Corolario 6.5. La clase de Taokagi C1 es un espacio de Banach isomorfo a
l.

6.1.1 Sistema de ecuaciones en diferencias

En términos del laplaciano discreto definido en (2.6), el siguiente resul-
tado es inmediato.

Proposiciéon 6.6. Si f € Cr, entonces f es la inica solucion continua del
sistema de ecuaciones en diferencias

—Apng = 2Wnp41 (6.1)

para n € N y k € {0,...,2" — 1}, con condiciones de contorno de tipo
Dirichlet g (0) =g (1) = 0.

Observemos que el resultado anterior es una generalizacion del corolario
2.13.

Proposiciéon 6.7. Si f € Cy, entonces [ es la unica solucion débil de la
ecuacion de Poisson

00 2" —1 .
n j J
Ag=> 2w, > (—1)J5<$_27L>
n=1 j=1

con condiciones de contorno de tipo Dirichlet g (0) = g (1) = 0, donde J es
la funcidon delta de Dirac.

Demostracion. Sean f € Cry g € C%([0,1]) de soporte compacto. Multipli-
cando por la funcién test g e integrando por partes en el primer miembro,
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obtenemos que

! " = !
/Of <x>g<x>dw=;wn/o G () g () ds —

2" —1 Jj+1

[eS) 1 ) / ) ol , /
=—;wn/0 <w><x>g<x>dx:—;wnjzo/ﬁl WY (@) o () do =

00 2n—1
= E 2",
n=1

; (1) g <2]n>

Andlogamente para el segundo miembro, utilizando la propiedad de la fun-
cién delta de Dirac, fol g(x)d (xz— p)dx = g(B) para 8 € R, tenemos que

) 2"n—1 1 .

n+1 1y _J —
22 wnZ( 1) /0 g(:[;)5<:c 2n>d:1c
n=1 7=1
2n—1

o0 .
j J
-t 3 17 ()
n=1 j=1
El teorema de Lax-Milgram [31, Teorema 6.2.1] nos garantiza la unicidad de
la solucién. O

Finalizamos esta seccién presentando una generalizacion de la proposi-
ci6n 2.18 para la clase de Takagi. En 1943, R. Salem [39, Seccién 3] obtuvo
el siguiente resultado:

Proposicién 6.8. Sea v = (vp),cn C (0,1). Si

ST (5

n=1j=1

1
Vj—2’> < 400

entonces existe un unica solucion continua estrictamente creciente, denotada
por Sy, del sistema de ecuaciones en diferencias

2k + 1 k k41
S, <2n+1> = (1 — Vn+1) S, <2n> + Vn+1Sl, ( on > (6.2)

para todo n € N,k € {0,...,2" — 1}, con condiciones de contorno de tipo
Dirichlet S, (0) =0y S, (1) = 1.

Notese que el problema de contorno discreto anterior es una generaliza-
cién del sistema de ecuaciones en diferencias (2.8) introducido en la propo-
sicién 2.14.

Para cada f € Cr existe una sucesion de funciones derivables (6, («))
definidas en (0, 1) con las siguientes propiedades:

n
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(1) Existen nimeros reales r > 0y 0 < § < § tales quesia € (3 —r, % + 1)
entonces ‘9n (o) — %‘ < ¢ para todo n € IN.

(2) 6, (3) = & para todo n € IN.

(3) 0, (3) = 2" 'wy, para todo n € IN.

En consecuencia, si a € (% -, % + r) entonces existe una unica solucién
continua estrictamente creciente, denotada por S, del sistema de ecuaciones

en diferencias

S (%) = (1= 041 () Sa <2";> + i1 () Sa (’“;) (6.3)

paran € Ny k € {0,...,2" — 1}, con condiciones de contorno de tipo
Dirichlet S, (0) = 0y Sq4 (1) = 1. Nétese que la solucién S, de (6.3) depende
de la funcion f a través de la sucesion de pesos w € [1 que la define.

A través de su desarrollo en la base de Schauder descrita anteriormente,
es inmediato ver que la solucién S, de (6.3) es C'* con respecto al pardmetro
.

Proposicién 6.9. Para cada z € [0,1], si f € Cr entonces

25,
Oa

donde Sy, es la unica solucion continua de (6.3) para la sucesion de funciones
(0r),, asociada a f.

)(w)zf(w)

a=

Demostracion. Sean h € R tal que a + h € (% —r,%—i—r), nelNyke

{0,...,2™ — 1}. Utilizando (6.3),
Sa+h (%) = Sa (3&%11) — len-i-l (a + h) Sa-‘rh ( n) - en—i-l (a) Sa (2’31)]

h
_ Sasn (g7) = Sa(gn) | [9n+1 (@ + 1) Sasn (%57) = Ons1 () Sa (kg*nl)]

:*‘

h h

Haciendo h — 0 y particularizando en o = % tenemos que
2k: 2k +1 1 , 1 k
(3] () e ()5 (2)-
k
9”“( )( ) (a’ )(2)+
k +1
n+1 % 'rl+1 Do on =
9% \(kY, N
Oa a=1 2n . Wn+l

a=

a:%
+1

1
2
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En consecuencia, la funcién % ‘a_ 1 ) es una solucién continua del proble-
2

ma de contorno discreto (6.1) cuya tnica solucién continua es la funcién f.

Por tanto, para cada x € [0, 1], tenemos que

oL
oo

6.1.2 Derivabilidad. Teorema de Kono

Esta seccion esta dedicada a presentar el teorema de Kono sobre la de-
rivabilidad de las funciones de la clase de Takagi en términos de la sucesion
de pesos w.

Los resultados que exponemos son casos particulares de la clase de Ta-
kagi generalizada que introduciremos en la siguiente seccién, sin embargo,
la relevancia histérica del teorema de Kono justifica la existencia de esta
seccion.

Para x € [0, 1] con expresién binaria x = 7 5k definimos la sucesién
de funciones (R,,),, como

R, (z) =1—2¢,(z),z €[0,1]
para todo n € Z*.

Lema 6.10. La iteracion n-ésima de la aplicacion ¢ viene dada por

n 1 n—1 — Rk(l‘)
Yt (a) =5~ 2 Rn(x)kgl 5 €01, neN

Demostracidn. Six = 1, el resultado es inmediato. Sean n € Z1 y x € [0,1)
con expresién binaria x = o SF. Entonces,

o0

1 1= Ro(@Bi(z) 1, 1—2e,)(1—2
5_27112 (;kk():2_2 12( E;}E €k)

k=n+1 k=n+1
1 1l 1 noosn(l—sk)—i-ek(l—sn)i
=527 )0 A2y oF =
k=n-+1 k=n



6.1 La clase de Takagi 89

A continuacién, consideremos z € [0,1] y h€ Rtalque h >0y x+h €
[0, 1]. Denotamos por

o0 oo /
x—z2—k, x+h—22—k, e, €{0,1}, k€ N (6.4)
k=1 k=1
[ méx{keN:e=¢€|,....ep =€)},
Fo = 0, si{keN:ey=¢],....ep=¢.} =10 (65)

y sea p € IN tal que 2=t < h < 27P. Las siguientes propiedades son
inmediatas:

(1) 0< ko <p.
(2) erpt1 =0y e =1
(3) Siko+2<pentoncese;, =0yep=1paraky+2<k<p

Utilizando el lema 6.10, tenemos

¢n(x+h)_¢n(x):2n—1 Z Rn(:II)Rk($)—R;k(.fv—i-h)Rk(q;—i—h)

k=n+1
Siguiendo la notacién anterior, obtenemos el siguiente resultado.

Proposicién 6.11. Sea f € Cyr. Consideremos x y x + h como en (6.4).
Entonces, f (x+h) — f(z) = A(x) + B(z) + C () donde

ko
A(z)=nh Z 2"w, Ry, (x)
n=1

X 1—¢l —ep SN
Ba)=| > 2+ > 2Mw, Ry (x)
k=p+1 n=ko+1
= w1 ~= Ry (z)Ry(x)— R, (x+h)Ry(x+h)
C(z) = Z w, 2" Z oF
n=p+1 k=n-+1

Demostracion. Sean =y x + h como en (6.4). Entonces,

ko ko 00 o
A@) =h> w2 Ry (2) = 3 wa2'Ry (z) Y H_F
n=1 n=1

9k
k=n+1

ko fe’e)
— h
=Y w2 R @) Y B
n=1 k=n-+1
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V4 o0 /
n 1—€k—E
B(x) = E wp2" Ry, (x) E —r LA -

n=ko+1 k=p+1
p
n o= —l4ep+e)
= 2w ) ——
n=ko+1 k=p+1

= Zp: w, 2! i Rn (2) Ry, () — ng(a: +h) Ry, (x + h)

n=ko+1 k=p+1

En consecuencia, A (z) + B (z) +C (z) = f (z + h) — f (2).

Corolario 6.12. Si (2"wy,), € co entonces C (z) = o (h).

Teorema 6.13 (N. Kono [64]). Sea f € Cr. Si (2"wy,),, € la entonces f es
absolutamente continua en [0, 1] con derivada

f(x) = Z 2"wn Ry (2)
n=1

en casi todo punto de [0, 1]

Demostracion. Como 2™w,, € lo, la serie 22021 2wy, R, converge en Lo. Por
[59, Teorema 2.9], la serie Y 7, 2"w, R, converge en casi todo punto de
[0,1] . En consecuencia,

lim Z 2"w, Ry, () =0 c.t.p. z €[0,1]

Por la proposicién 6.11, tenemos que

o LR = @)
h—0+t h

Z 2"w, Ry, (x)  ct.p. xz €[0,1]
n=1

Andlogamente, obtenemos el mismo resultado para la derivada lateral por la
izquierda. Por tanto, f' () = > -7 ; 2"wy, R, (x) en casi todo punto z € [0, 1].
Finalmente, ) 7, 2"w,R,, converge en Ly, y por tanto, en L. Si z € [0,1]

entonces

/xf’ (t)dt = lim Zann/ar O dt = war" (z) = f (2)
0 m— 00 ot 0 ot

y, por tanto, f es absolutamente continua en [0, 1]. O
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Teorema 6.14 (N. Koéno [64]). Sea f € Cr. St (2"wy,),, € co pero (2"wy,),, &
ly entonces f no es derivable en casi todo punto de [0,1], pero es derivable
en un subconjunto no numerable de [0,1] y el rango de f" es R.

Demostracion. Denotemos por I el conjunto de los ntimeros irracionales.
Sean z € I N [0, 1] con expresién binaria x =Y 2 1,2 "y

(o]
h= Y Ry(z)27"
n=m-+1
para m € IN. Por tanto,
UL = 1-—¢
n —<n

x+ hp = 27 + Z on

n=1 n=m+1

En consecuencia,
fx+hm) —f(z)=hny Z 2"wp Ry, (x)
n=1

Como (2"wy,), & lo y existe M > 0 tal que 2" |w,| < M para todo n,
Sm () = > 07 2wy R, (x) satisface la ley del logaritmo iterado de Kol-
mogorov (véase [63]), es decir, si denotamos por By, = > ", (2"w,)? para
m € IN entonces

. Sm (%)

lim sup =

m—oo /2B, loglog B,
en casi todo punto x € I N [0, 1], y por tanto, f no es derivable en casi todo
punto de [0,1]. Sin embargo, para cierto = € [0, 1], Sp, (x) puede converger
condicionalmente a un nimero finito & € R. En este caso, B(x) =o(h) y
C (z) = o(h) ya que kg tiende a infinito cuando h — 0. Por tanto,

ko

lim flzth) - f) = lim Z 2"wp Ry, (x) = «

h—0+ f ko—o0
n—

Observese que, para dicho x, ky también tiende a infinito cuando h — 0~.
En conclusién, f/ (z) = «, y por el teorema de reordenamiento de Riemann,
el rango de f’ es R. O

Teorema 6.15 (N. Koéno [64]). Sea f € Cr. Si (2"wy,),, & co entonces f no
es derivable en ningin punto de [0, 1].

Demostracion. Sean z € [0,1] con expresién binaria & = > >7 1 &,27" y
hm =3 o’ i1 B (2) 27" para m € IN. Por tanto, & + hy, = > 0 €,27" +
Y mema1 (1 —=€0) 27", ¥ en consecuencia,

fx+hm) —f(z)=hny Z 2"wp Ry, (x)
n=1
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Como (2"wy,),, & co, la serie Y o7 | 2"w, R, (x) no es convergente. Por tanto,
f no es derivable en ningtin punto de [0, 1]. O

6.1.3 Serie de Fourier

En esta seccion generalizamos para la clase de Takagi los coeficientes de
Fourier obtenido para la funciéon de Takagi clasica en 3.7.

Proposiciéon 6.16. Sea f € Cr. Los coeficientes de Fourier de la funcion f
vienen dados por

1oo
m=1

n = —Wp+1 +

—n)=f(n)=——2"  n=2202k+1),neZ,peN

Flom =) = s (2k +1) p

Demostracion. Por la proposicion 3.44, los coeficientes de la serie de Fourier
compleja de ¢ vienen dados por

1 0 n par

Co = Za Cnp = Cp = .
—3,2 N impar

s
En consecuencia, los coeficientes de Fourier de ¢ (2™x) son
cn 82™n
2m
0 en otro caso

para m € Z™. Por la convergencia uniforme,

f(x)zzwm"(/}m —QZwm+1¢ om q; _QZwm+1 Z cm 2mnix

n=—oo
— Z Z 2wm+lcm 27Tnzx reR
n=—o00 m=0
Por consiguiente,
oo
= Z 2wmicy, n ez
En primer lugar, f(0) = 2co Y o 1 Wm = %Z%D:l Wm- Como f es una

funcién par tenemos que f( n) = f( ) para todo n € Z*. De esta manera,
para n = 2P (2k + 1)

p

7 —Wpt1
n) = Wypyt1 Cop—m =P
Fn) =" wmi1comm(ani1 2kt 1)

m=0
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La serie de Fourier es absolutamente convergente pero no podemos ga-
rantizar la convergencia al valor de la funcién f salvo si la sucesién de pesos
2™Mw, € l9, en ese caso converge al valor de la funcién f en casi todo pun-
to. 0

Corolario 6.17. Si f € Cr entonces fol f@)de =15 wp,

6.2 La clase de Takagi generalizada

En esta seccién presentamos una generalizacion de la clase de Takagi
introducida por J. Ferrera y J. Gémez Gil [11] en 2018. Esta nueva gene-
ralizacion posibilita el estudio de una gran variedad funciones desde una
perspectiva general y abstracta asi cémo una emergente linea de investiga-
cion en la que este trabajo podria continuarse.

Sea D un subconjunto denso y numerable de [0,1] tal que 0,1 € D.
Ademas, denotamos por D = {D,},, una sucesién creciente de subconjuntos
finitos de D tales que

(o.9)
D=|]JDn
n=1

y D1 = {0, 1}. En este caso, decimos que D es una descomposicién de D.
Para cada n, sea F,, la familia de componentes conexas de [0,1] \ D,, y
sea

F= 7
n=1

Consideraremos ademas que las descomposiciones D de D tienen la propie-
dad de que existen 0 < p < 1y (o), € li satisfaciendo que 20,11 < o,
para todo n, tales que

pan < L (1) < ap

para todo n e I, € F,.

Observemos que descomposiciones de este tipo siempre existen para p <
1, independientemente del conjunto D que estemos considerando.

Para cada descomposicion D = {D,}, de D y cada sucesiéon de pesos
w = (wy), C R satisfaciendo que (anwy), € i, se define la funcién de
Takagi con pesos, denotada Tp 4, : [0,1] — R, por

siendo gy, (x) = d (z, Dy) la distancia de x al conjunto Dy y G,, = wig1+-- -+
wngn- La familia de las funciones asi definidas recibe el nombre de clase de
Takagi generalizada. Si no hay lugar a confusién, denotaremos simplemente
T en lugar de Tp . Por el criterio de Weierstrass, las funciones definidas
anteriormente son continuas.
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Cabe destacar que la clase de Takagi generalizada contiene a todas las ge-
neralizaciones de la funcién de Takagi presentadas anteriormente. En efecto,
para w =1y D el conjunto de los nimeros diddicos en [0, 1] con la descom-
posicion D = {D,},,, D, = {277% €10,1] : k € Z}, obtenemos la funcién de
Takagi clésica estudiada en la primera parte de este trabajo.

Si consideramos w =1, r > 2y D = {rﬁn €0,1]:neNk e Z} con la
descomposicién D,, = {kr"il €[0,1] : k € Z} obtenemos la familia de las
funciones de Takagi-Van der Waerden.

En cuanto a la familia de funciones de Takagi-Van der Waerden genera-
lizadas, basta considerar el conjunto D = {kb=" € [0,1] : n € N, k € Z} con

la, descomposicion
k

y la sucesion de pesos w,, = (g)n
Ademss, la clase de Takagi generalizada incluye el conjunto de todas las
funciones de la forma
1
f r = Z Tinqs (TZ )
n=0 "
siendo r = (r,) C Z" tal que r, divide a r,+1 para todo n. En este caso,
Dn:{rn’il c [0,1]:k€Z},an:Tn%lyp:1.
Finalmente, si D es el conjunto de los nimeros diddicos en [0, 1] con la

descomposicion descrita anteriormente y «,, = Qn%l, entonces obtenemos la
clase de Takagi presentada anteriormente.

Anélogamente a la proposicién 6.3, J. Ferrera y J. Gémez Gil probaron
en [11] que la clase de Takagi generalizada es un espacio de Banach isomorfo
a ll.

En esta seccién presentamos los resultados obtenidos por el autor de este
trabajo en colaboracién con los profesores J. Ferrera y J. Gémez Gil en [12]
asi como los resultados obtenidos por J. Ferrera y J. Gémez Gil en [11].

Comenzamos estableciendo algunos resultados del analisis real que em-
plearemos a lo largo de este capitulo.

Definicién 6.18. Un conjunto de funciones reales { fn}ﬁ:l definidas en [0, 1]
es un conjunto de funciones independientes si para cada familia de intervalos
reales Iy, --- , Iy se verifica la siguiente condicién:

N
LUz €01} fu(@) €Lyn=1,...,N) =[] L{z €[0,1]: fu (2) € L.}

n=1

Ademas, una sucesién (fy,), de funciones reales definidas en [0, 1] es un
sistema de funciones independientes (S. 1. F.) si el conjunto {fn}gzl es un
conjunto de funciones independientes para todo N € Z™.
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Dada una descomposicién D = {D,},, denotamos por D, el conjunto
de los puntos medios entre dos puntos consecutivos de D,,, es decir,

5n:{a_2’_b:(a,b)€]:n}

y sea
(o]
5= b,
n=1
Observemos que la descomposicion natural de los numeros diddicos en
[0,1] satisface D,, C Dy, 41 para todo n € Z*. Cuando una descomposicién
satisface tal propiedad, la correspondiente funcién de Takagi generalizada se

comporta analogamente como la funcién clésica de Takagi. Esto se debe a
la siguiente proposicion.

Proposicién 6.19. 5i ]5” C Dy41 para todo n € Z7 entonces la sucesion
(giF), esun S. I F. en [0,1].

Demostracion. En primer lugar, denotamos por

Dp={0=a} <ah <---<ap =1}

y sean ¢ = % parai=1,...,k, — 1. De esta manera, tenemos que
-1
(9n) ({1}) =21, ) U U [af, 1.k, —1)
y que )
(g7ll+) ({_1}) = [61117 ZES) U---u [Czn—h xzn)
Por tanto,

L(fr e 056 (1) = 1)) = £ (e € 0.1): g (0) = 1) = &

para todo n € Z*.
Por otro lado, si 1,...,enx € {—1,1} entonces

N
{re01] g () =enn=1....N} = () Ju
n=1

salvo un numero finito de puntos, siendo J; = [O, %) sigif (@) =1y J1 =
[%, 1) si 9/1+ (x) = —1. Una vez definidos J; D - -+ D J,_1, se define J,, como
el conjunto de puntos z € J,_1 tales que g." (x) = &,. En consecuencia,
Jn es unién finita de intervalos pertenecientes a JF, 11 ya que 15n C Dy

Ademés, L (J,) = 3£ (Jn—1). Por consiguiente,
L{ze0,1]:g,) (x)=en,n=1,...,N})=L(Jy) =
1 N

:TN:Hc({xe[O,l]:gﬁ(x)ZEn})

=1
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La demostracién del siguiente resultado puede verse en [59, Teorema 2.7].

Lema 6.20. Sea (1), un S. 1. F. en [0,1] tal que

1
[all =1, llnllo < M, / b () dz = 0 (6.6)

para todo n € 7. Entonces, existe una constante C > 0 tal que
1
c({ecnn:ip@izgieL}) =0 (6.7)

para todo polinomio P = 25:1 anp para ai,...,ay € R.
Utilizando el lema anterior obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 6.21 (J. Ferrera y J. Gémez Gil [11]). Sea (¢y), un S. I. F.
en [0,1] satisfaciendo las condiciones (6.6). Si existe un conjunto medible
E C [0,1] de medida positiva tal que la serie ), antb, converge en medida
en E, entonces (ap),, € la (R).

Demostracion. Sean C > 0 satisfaciendo la desigualdad (6.7) y 0 < r < 1
tal que 1 —r < % Como L (E) > 0, existe un intervalo J C [0, 1] tal que
L(JNE)>rL(J).Si (an), &2 (R) entonces existe una sucesion creciente
de nimeros naturales (my), tal que

ME41

Y oal>kE, k=12,

n=myg+1

Por el lema 6.20, tenemos que

Mg4+1 k
L rxeJ: Z anwn(x)>§
n=mpg+1

En consecuencia, obtenemos que

Mp4+1

k C
L{qzeJnE:| ) antn (2)] > 50 | 2C—LI\NE) > 5
n:mk—i-l
para todo k = 1,2,.... Sin embargo, este hecho contradice la convergencia
en medida de ), a,t, en el conjunto E. ]

A lo largo de las secciones de este capitulo estudiamos la derivabilidad
de las funciones de la clase de Takagi generalizada a través de la sucesion
de pesos w. En primer lugar, observemos que si w = 1 obtenemos la funciéon
de Takagi generalizada que presentamos en la seccion 5.2, donde probamos
que si x € D entonces 9Ty, (z) =R y si x € D entonces 9T, (z) = 0.
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6.2.1 Convergencia a cero de la sucesién de pesos

Comenzamos esta seccién estableciendo la notacién que seguiremos en
nuestro estudio. Si 0 < h < pa entonces existe n (h) € IN tal que

1
Qp(h)+1 < ;h < Qip(n)

Para ¢ € D, sean x,, Yn, Un, Uy € Dy, tales que u, < z, < T < Yp < Up, ¥
(Un, p)N Dy, = (4, Yyn) N Dy, = (Y, vn) N Dy, = 0. Ademds, sean ¢, ¢, ¢l los
puntos medios de los intervalos (uy, ), (Zn, Yn) € (Yn, Un) Tespectivamente.

Para 0 < h < pa; introducimos la siguiente notacion:

No(h)={n<n(h):z,x+h € [zy,c,]|, 0 bien z,x + h € [cp,yn]}
Ni(h)={n<n(h):cp<z<y,<z+h<d)
No(h)={n<n(h):ax,<x<cp<z+h<y,}

Observemos que los conjuntos anteriores son disjuntos dos a dos y que
No(h) UNy(h) UNa(h) = {1,--- ,n(h) —1}. Ademds, si n € Ny (h) y
n < n(h)—1entonces n+1 € Ny (h) ya que yn+1 = yn. En consecuencia, si
denotamos por m* = min N (h) entonces Ny (h) = {m*,...,n(h) —1}. Co-
mo gp, (x + h)—gn () =2 (x — ym+)+h y g, (x) = —1 para todo n € Ny (h),
tenemos que

n(h)—1
Y (gn(@+h) = go(@)wn=[2(ym —2) =] Y wag, (x)
neNy(h) n=m*

Analogamente, si h < 0 definimos

Ni(h)={n<n(h):d,<z+h<z,<z<cp}
No(h) ={n<n(h):z,x+he€ [rncy, obien z,x + h € [cn, yn|}
No(h)={n<n(h):x,<x+h<c, <z <yn}

Los conjuntos anteriores satisfacen las mismas propiedades que sus corres-
pondientes en el caso h > 0, y ademads, es inmediato ver que para cada h, o
bien Ni (h) es vacio, o bien Nj (—h) es vacio.

El objetivo que perseguimos es caracterizar la derivabilidad de la funcion
Ty en términos de la convergencia de la serie Y, wng),, ya que es el principal
candidato a derivada. En esta seccién realizamos este andlisis considerando
la dicotomia entre w € ¢y frente a w & ¢g. En primer lugar, comenzamos
exponiendo el caso w € ¢y.

Las dos siguientes proposiciones que presentamos a continuaciéon nos
permiten obtener condiciones que garantizan la convergencia de la serie a
partir de la derivabilidad de la funcién T,.
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Proposiciéon 6.22. Sea x ¢ D U D. Si T, es derivable en x entonces toda
sucesion (hy),, € co tal que n(h,) =n + 1 para todo n, satisface que

. Gn(z+hy) — Gy (2)
T (z) =1
(z) fm ™

Demostracién. Sea z ¢ D U D. Como T, es derivable en 2 y w € ¢ (R),
para cada € > 0 existen g > 0 y ng € IN tales que si 0 < |h| < &y entonces

T (@ +h) =T (&) = T ()] < < |n

y si n > ng entonces |wy| < e. Como (hy,),, € co, existe ny > ng tal que

’T’ (2) — Gn (x4 hy) — Gy (2) <
b,
T (x+ hy) =T (x) , gk (x + hy) — gk ()
g’ » —T(x)—kz I Wk | <
k>n
<et+ 29l g Jwg| < 1+2 €
- z

- ‘hn’ k>n k= P

para todo n > ny O

Proposicién 6.23. Sea z ¢ D U D. Supongamos que existe una sucesion
(hn),, € co tal que n(hy,) =n+1 para todo n, y

k€ Nj (hn) n
j=1,2

St T,y es deriwable en x entonces la serie Y, wng'n (x) es convergente y
oo
T' (x) = ) wag, (v)
n=1

Demostracion. Sea x & D U D. Para cada £ > 0 existe ng € IN tal que si
n > ng entonces

Z <gk ($+h23—gk @) ~ Gk (:E)) wg| <€

k € Nj (hn)
ji=1,2

Por tanto, si n > ng entonces

Gn (x4 hy) — Gy (2) , B
Gl 2B 26

b,
keENy (hn)UNQ(]’Ln)
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En consecuencia, tenemos que

n I,
Por la proposicién 6.22, la serie ) wyg), (z) es convergente y 1" (z) =

La siguiente proposicién nos permite inferir la derivabilidad de la funcién
T, a partir de la convergencia de la serie.

Proposicién 6.24. Sea x ¢ DUD. Si la serie >, Wngh (x) es convergente
entonces Ty, es derivable en x con derivada Ty, (x) =Y, wng, (x) si y sélo

) fm wy (g” Chs h})l —n (@) _ (x)) =0.

Demostracion. Como la serie Y wng), (z) es convergente, para cada & > 0
existe ng € IN tal que si m > n > ng entonces

<e

m
> wigh ()
k=n

Sea § > 0 tal que 6 < pay, y 0 < min{d (z,{xn,yn,cn}):1<n<ng}
Ademas, para 0 < |h| < § se verifica que {1,...,n0} C Ny (h). En conse-
cuencia,

Ty (x+h) =T () = h Y wng), (z) -
n=1

— Y wa(gn(@+h) —ga(x) — hd, (@)] =

neNy (h)UN2(h)

=| 3" (gn(@+h) — gu (&) — hg, (@) wn| <
n>n(h)

IA

Bl |way| + D cnlwal + 11| Y gl (x) wa| < 26 |h] + 2ecp)41 <
n>n(h) n>n(h)

1
§2<1—|—> |h| e
p

Por otra parte, considerando m* = min Ny (h) si N1 (h) 0y m* =n (h)—1
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si N1 (h) = 0, tenemos que

T w, I (z 4+ h) — gn (x) — hg, (v)

h
neNy(h)
n(h)—1
IS n (@ +h) — gn () = hgy (2)| _
n=m* ! h
n(h)—1 n(h)
_ | 2(yme hx) h —1 Z wygy, (z)] < 2 Z wngn (z)| < 2¢

En conclusioén,

—9n

n

lim T'(x+h)-T(z) Z

h—0 h

LR Ry

n€Na(h)

wng;z (l’)

Nk

n=1

obteniendo asi el resultado. O

Corolario 6.25. Sea x ¢ DUD. Si {|Ny (k)| : |h| > 0} es acotado, entonces
Ty es derivable en x si y sdlo si la serie Y wng), (z) es convergente. En

este caso, Ty, (x) = >, wng,, ().
Demostracién. Sean © ¢ DU D y M > 0 tal que | Ny (k)| < M para todo
h # 0. Supongamos que la serie > wyg), (x) es convergente. Entonces,

> wn<gn($+h}1_gn(x)_g;(x)) <2 ) Jw| <

nENa(h) ne€Nsz(h)

<2M méx |w,| —0
neNs(h) h—0

y por la proposiciéon 6.24 obtenemos el resultado.

Reciprocamente, supongamos que T, es derivable en x. Sea (hy),, € co
tal que 42 < % |hn| < i1y N1 (hy) = 0 para todo n. Observemos que
en este caso n (hy) = n + 1 para todo n. Por tanto,

3 o <9k (erh}:LZ — gk (%) _ g (x)) _

k‘GNj (hn),j=1,2

_ Z wi, (gk (Hf—i-h;;z — 0k (iU) _g;C (.7))) <2 Z |wn| <

k’ENQ (hn)

<2M méx |wp] ——0
kENa(hn) n—oo
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y por la proposiciéon 6.23 obtenemos el resultado. ]

El siguiente teorema establece una condicién sobre la descomposicién D
de D que nos permite garantizar que | Ny (h)| es acotado para todo h # 0.

Teorema 6.26 (J. Ferrera y J. Gémez Gil [11]). Sean z & DU D, w € ¢
y supongamos que para la descomposicion D de D existen ng € IN y § > 0
tales que st m > ng entonces

maxd (¢, D) < P

k<n _2+6an

Bajo estas hipdtesis, T, es derivable en x si y sdlo si la serie Y, wpg;, ()
es convergente. En este caso, Ty, (x) =Y wng,, (x).

Demostracion. Sin pérdida de generalidad supongamos ng = 1. Sean m > 1
tal que ﬁ <6y 0<h<pan. Sike Ny(h)entonces x < ¢ < x + h.
Ademads, si k < n (h)—m entonces para todon € Ntalque k <n < n(h)—m
existe z, € D,, tal que |z, — ¢| < ﬁa.

Si z, < x, entonces

P 1 1
x+h<ck+h§xn+mozn+pan(h)an—l—p —_—t —a, <

<zy+ gan <cn
y por tanto, n € No(h).
Si y, < z, entonces

z=(x+h)—h2=ck—paym =

_r >
Zn — 2+504n = POn(h) Z

> ! + 1 > P >

ZYn — P 2+ ' om On Z Yn 2an_cn
y por tanto, n € Ny (h) U Ny (h). En consecuencia, |[Na(h)| < m. Por el
corolario 6.25 obtenemos el resultado. El caso h < 0 es analogo. O

Observemos que una descomposicion D de D satisfaciendo 15” C Dpi1
para todo n verifica la condicién que el teorema 6.26 impone sobre la des-
composicién del conjunto D. En particular, la clase de Takagi se encuentra
bajo las hipdtesis de dicho teorema.

Cabe destacar que la condicién impuesta sobre la descomposiciéon por el
teorema 6.26 es bastante general en el sentido de que dado un conjunto denso
y numerable siempre es posible construir una descomposicién que verifique
dicha condicion.
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Proposicién 6.27. Sean D un subconjunto denso y numerable de [0,1]
tal que 0,1 € D y A > 2. Entonces, existen una sucesion (o), Y una
descomposicion D de D satisfaciendo

24 I]?éx d(ck, Dp) < oy, (6.8)
<n

para cada n.

Demostracion. Consideramos D; = {0,1} y a; = 1. Supongamos que la

condicién se verifica para n. Para cada intervalo I = (a, b) € F,,, denotamos
mn

por ()i

a=cp<c1 < - <Cm, <Cm,+1=2>
el conjunto de puntos medios en (a,b) de todos los intervalos pertenecientes
a Fi para k < n. Denotamos por

Br = o (Cit1 —ci)

%Bn

y por B, =min{f;: I € F,}. Sea a1 = min{ 5L T} y elegimos

On+1 On+1
ZiEIﬁ(Ci— ;A ,Ci + ;A)HD
paracadat =1,...,my,+1. Claramente, z;11 —2; > an+1. En cada intervalo

(2, zi+1) seleccionamos el conjunto de puntos de D, denotado por
i i i i
Zi—?"0<7"1<"'<74ji<7"ji+1—2i+1,

tales que
Qnt1

) 7
< 7']'+1 - Tj < Qp41

Finalmente, definimos

Mn
i i
DppiNI= U {Zi,rl,...,rji}
=0

O]

En términos generales, independientemente de la descomposicion del con-
junto D, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 6.28 (J. Ferrera y J. Gémez Gil [11]). Sea 2 € DUD. Para cada
n, sea c, el punto medio de J, tal que x € J, € F,. Si existe un entero

ko > 1 tal que

L =
lim inf g >0

n an+k0
entonces, Ty, es derivable en x si y sdlo si la serie Y, wng,, (x) es conver-

gente. En este caso,

T, (@) =) wag) (2)
n=1
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Demostracion. Sea M > 0 tal que |x — ¢,,| > May, 1, para todo n. Ademas,

sea m > 1 tal que 2,,%,“) < M. Para cada h tal que 0 < h < pay,+1 tenemos

que si n < n (h) —m entonces n & No (h). En efecto, si x < ¢, entonces

en— x> Map g, > SQntky = Ongm = Qn(p) > h

om—k

obteniendo una contradiccién con la definicién del conjunto Ny (h). En con-
secuencia, | N3 (h)] < m — 1. El caso h < 0 es andlogo. Por el corolario 6.25
obtenemos el resultado. O

En [11], J. Ferrera y J. Gémez Gil presentaron varios ejemplos que ponen
de manifiesto la imposibilidad de obtener resultados analogos a los teoremas
6.28 y 6.26 para la subdiferencial.

Proposicion 6.29. Supongamos wy, > 0 para todo n. St x € D entonces

0Ty (z) C {Z Wngy, (7) }
n=1

En particular, d1 Ty (z) < D™Ty, (x).

Demostracion. Sea x ¢ D. Consideremos (z, yn) € Fy, tal que x € (2, yn).
Observemos que la sucesién (x,), converge a x. Ademads, para cada n se
verifica que gy (zn) — gi (z) < g}, () (2, — 2) para todo k < n. En conse-
cuencia,

Ty (xn) — Ty (-73) = Gn—l (xn) — Ty (!T) < Gn—l (xn) - Gn—l (i) <
<G (@) (20— )
Por consiguiente,

Tw (xn) — Ty (x)

Ty — T

D™ T, (z) > limsup > limsup Gl (z) >
n n

> limsup G, ()
n

Por otra parte, la sucesién (y,),, converge a x. Analogamente, para cada n
se verifica que gi, (yn) — gr (z) < g;" (z) (yn — x) para todo k < n. Por tanto,

Ty (yn) — Ty (l‘) =Gna (yn) — Ty (Cl?) < Gn-a1 (yn) —Gpa1 ($) <
< Gyl () (yn — @)

En consecuencia,

Tw n) Tw
d+ Ty (z) < liminf () (z)
n UYn — T

< ll/II;lIiIlf G (x)

< h’n&linf Gt (z) <
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Finalmente, hemos obtenido que

d+Ty (x) < h'nzinf G~ (x) <limsupG,_, (z) < D™ T, ()

En conclusién, si 9Ty, (z) # ) entonces lim, G7f (x) = lim,, G, (x), lo que
implica que € D y 0T, (z) = {>_,, wng,, (x)}. O

Por la demostracién de la proposicién 6.29, deducimos que 9T}, () = 0
siz € D olaserie Y, wyg), (z) diverge.

Finalizamos esta seccién estudiando la subdiferencial de las funciones de
la clase de Takagi generalizada en los x € DU D.

Recordemos que para z € DUD se verifica que g, (z),g, (z) € {-1,1}
para todo k. Esto implica que G (z) y G (z) existen y son finitas para
todo n. B

Sea z € D\ D. Entonces, existe ng € IN tal que € D,, y © & D, si
n < ng. A continuacién, expresamos 1, como

Ty (2) = Grg—1 ( Z Wngn (2) 1= Gpo—1(2) + Tw (2)

n=ng
La funcién Gp,—1 es derivable en x y

no—1

no 1 E wngn

Proposicion 6.30. Supongamos que la_descomposicion D satisface que
a1 < 52 para cada n. Six € D\ D y sea ng definido como antes,
entonces 0Ty, (x) # 0 si y sdlo si

n
a = liminf wy >
it 3 =0
k=no

En este caso,
no—1

= Z wigy (x) + [~a, a]
k=1

Demostracion. Para cadan > no denotamos por b, = min{y € Dy, : v < y}.
Observemos que |z — ¢,| > £3% > ay,41 para todo n > ng siendo ¢, € D el
punto medio entre x y b,. De esta manera,

7 T, )~ T, i .
dyTy (z) = liminf — (z+1t) w (%) = liminf M <
t—0+ t t—0+

T ( n—1
< hmnlnf ﬁ = hm inf Z Wy, = hm inf Z W = a

k=ng k=ng
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Reciprocamente, si € > 0, sea n; > ng tal que si n > n; entonces |wy,| < €

Zwk>a—a

Siant1 <t<a,yn>n; entonces

Tw(ert)*Tw(x)_Tw(l'th) _ io:w gk(ert) _
[ - / - R -

k=ngo

l’+t :B+t
E wk+wn E wk )>
k=ng k=n+1

[ee]
gk (x + 1)
>a—€—¢— BT > 202
a—e—¢ Z |wg| ; >a— 2 —2¢
k=n+1

obteniendo que d4 T}, (z) > a—4e. Haciendo & — 0 tenemos que d, 1}, (z) =
a.

Andlogamente, si elegimos a,, = {y € D, : y < x} en lugar de b, enton-
ces

DTy (z) = —a
ya que .
—D_Tw (x) = lirg(i)rﬁf Tw(z=s) (Z_ )
Por consiguiente, [D_Tw (x) Ld T (x)| = [—a,a] siempre que a > 0. O

En cuanto a la derivabilidad, presentamos el siguiente resultado.

Proposicion 6.31. Supongamos que la_descomposicion D satisface que
any1 < paT” para cada n. Six € D\ D y sea ng definido como antes,

entonces Ty, es derivable en x si y sélo si ), ~, w, =0. En este caso,

no—1

= Z wrgy, (x)
k=1

Demostracion. Es inmediato ver que la condicién es necesaria. Reciproca-
mente, observemos que |z — ¢,| > 252 a" siendo ¢, € l~?n el punto medio mas
cercano. Utilizando el mismo tipo de argumentos que en la demostracién del
teorema 6.28 concluimos que |Ny (h)| < 1 para todo h # 0.

Es inmediato ver que

T”r Z W, wf (x) = — Z Wy,

n>ng n>ng

Por tanto, T}, es derivable en z y iﬂ) (x) =0 O
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Finalmente, observemos que si x € D N D entonces necesariamente x €
Dy, implica k < ng. Por tanto, el siguiente resultado es inmediato.

Proposicién 6.32. Si z € DN D, entonces 0T, (z) £ 0 si y slo si

a= h’mninf En: wy, > Z Wi,

k=ng CEGEk

En este caso,

Ty (x) = Z wigy, () + Z Wy — a,a — Z Wi

I€5k7k<no IEEk CEEEk

Cabe destacar que el caso x € D\ D da lugar a una casuistica muy
variada que no presentaremos en este trabajo.
Finalmente, exponemos los siguientes resultados para w ¢ cy.

Teorema 6.33 (J. Ferrera, J. Gémez Gil y J. Llorente [12]). Supongamos
w & cy Yy wy >0 para todo n. Six & D, entonces

Ty () =10

Demostracion. Si x ¢ D, utilizando el mismo argumento realizado en la
demostracién de la proposicion 6.29 obtenemos que

d+Ty () < h'nr%inf G~ () <limsupG,_, (z) < D™ T, ()

Como w ¢ ¢y, la serie Y wypg,, (x) no es convergente, y por consiguiente,
d+Ty () < D™Ty (x) concluyendo que 9T, (z) = 0. O

Proposicién 6.34. Supongamos w & co tal que w, > 0 para todo n. Si
x € D\ D entonces

Ty () =10

Demostracion. Si x € D \ D entonces existe n tal que z € (Tn,yn) € Fn
y & = ¢,. Por tanto, g/, (£) = 1, y en consecuencia, liminf, G/~ (z) <
lim sup,, G}~ () Por la demostracién de la proposicién 6.33, tenemos que
d+T, (x) < D™ T, (x) concluyendo que 9T, (x) = 0. O

6.2.2 Convergencia absoluta de la sucesién de pesos

Si w € 1 entonces la funcién T, es Lipschitz con constante de Lipschitz
|w||,. Por el teorema de Rademacher, T, es derivable en casi todo punto de
[0,1]. Ademsds, T, tiene derivadas laterales finitas en todo punto de [0, 1].
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En consecuencia, podemos caracterizar la subdiferencial de la funcién T, en
términos de sus derivadas laterales. Es inmediato ver que

Ty (x) C [=[lwlly s [Jwl]],]

para todo z € [0, 1].
Para cada z € [0, 1] definimos los siguientes conjuntos:

NS ={neN: (xn,yn) € Fn,® € (TnyYn) , gn () = lyn — 2|}
N, ={neN: (xn,yn) € Fn,x € (Tn,Yn) , gn () = |2n — 2|}
Si no hay lugar a confusién, utilizaremos la notacién Nt (respectivamente
N7) en lugar de N (respectivamente N ).
Observemos que N+ NN~ pueder ser no vacio, en particular si x € D,
entonces Nt NN~ # (). Ademds, x € D si y sélo si NTUN es finito.
Recordemos que si € D existe ng € IN tal que z € Dy, y * € D, si
n < ng.
Noétese que para = € [0,1], sin € N~ entonces g}, (z) =1ysin e NT
entonces g/t (z) = —1.

Teorema 6.35 (J. Ferrera, J. Gémez Gil y J. Llorente [12]). Supongamos
w €l y sea z € [0,1].

(1) Sia ¢ DU D entonces Ty, es derivable en x con derivada

()= wa— Y wy

neN— neN~+

(2) Siz e DND yN-UN*T ={1,...,ng— 1} entonces 0T}, (z) £ 0 si y
solo si

En este caso,
Ty, (x) = Z Wy — Z wy, + [—a, a]
neN— neN+
Ademas, si a =0 entonces Ty, es derivable en x con derivada

T, () = Z Wy — Z Wy,

neN— neN+

Demostracion. Six ¢ DU D entonces

T, (z) = Z W, — Z wyp =Ty, ()

neN— neN+
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Por otra parte, siz € DND y N~ UNT = {1,...,no — 1} entonces

T @)= D> wa— Y. wa— > wat Y wp

neN—\N+ neNH\N-— neN+tNN-— n>no
“Y e Y Y wr Yw
neN— neN+ neN+TNN— n>no

T{U_ (x) = Z Wy, — Z wy, + Z Wy, — Z W,

neN—\N+ neNH\N— neN+NN— n>no
SDIRED SRR SRR Set
neN— neN+ neN+NN-— n>ng

Por tanto, si a = Zn>n0 Wn = D peN+AN— Wn > 0 entonces

Ty (z) = Z Wy, — Z wy, + [—a, a

neN— neN~+
Si a = 0 entonces
Ty(@)= D wa— ) wn
neN— neN+
mientras que 9T, (z) = si a < 0. O

Observemos que para los casos = € D\D tal que N"UN* = {1, .. mo — 1}
y * € D\ D el razonamiento es andlogo. En concreto, para x € D \ D,

0Ty (x) D siysdlosia=7 r\+on- Wn <0 yaque

neN— neN+t
T{U*():an—an—i-a
neN— neN+t

siendo Ty, derivable en x si a = 0. El caso x € D\ D tal que NTUNT =
{1,...,n9 — 1} es similar.

El teorema 6.35 permite concluir que Ty, es derivable en [0, 1] excepto en
un conjunto numerable.

Observacion 6.36. En cuanto a la familia de funciones de Takagi-Van der

. . ., n
Waerden generalizadas, si b < ¢ entonces la sucesién de pesos w, = (%)

estd en [y, y por tanto, dichas funciones son Lipschitz. Por el teorema 6.35,
son derivables en [0, 1] salvo en el conjunto

k
{WG[O,I].TLE]NJ{:EZ}
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Finalizamos esta seccion, estudiando el caso w € [1 tal que w, > 0 para
todo n.

Teorema 6.37 (J. Ferrera, J. Gémez Gil y J. Llorente [12]). Supongamos
w & 1y tal que wy, > 0 para todo n. Six € D entonces la funcion T, (z) — &z
posee un minimo local en x para todo & € R. En particular,

0Ty () =R
para o > 1.

Demostracion. Si z € D entonces existe ng € IN tal que v € Dy, y « € D,
si n < ng. Para cada £ € R, sea m € IN tal que

no—1

m
Z Wy, > Z Wnp, + ’f‘
n=1

n=ng

Si consideramos |h| < £5™ entonces gy, (x + h) = |h| para todo ng < k < m.
De esta manera,

no—1
Ty (z+h) =Ty () —Eh > > wy (g (x+h) — g () +
k=1
+ Y wrgk (z+h) — [¢][h] >
k=ngo
no—1 m
> — |l > wi+ B> wn — €] k] =0
k=1 n=ngo

En consecuencia, la funcién T, (z) — £z posee un minimo local en z y, por
consiguiente, 9,1 () = R para todo a > 1. O

Corolario 6.38. Supongamos w € Iy tal que w, > 0 para todo n. Si x € D
entonces 0T, (x) = R.

Corolario 6.39. Supongamos w & l1 tal que w, > 0 para todo n. Entonces,
0Ty () = R para todo x € [0,1].

El siguiente ejemplo establece que no es posible obtener un resultado
analogo al teorema 6.37 para pesos arbitrarios no necesariamente mayores
o iguales que cero. Sea Tp una funcién pertenciente a la clase de Takagi
generalizada. A continuacién, definimos

f(x)=-Tp(z), x€]0,1]
y sea x € D. Como 07 f (z) = —9(—f) (z) = —9Tp (x) = R, lo que implica
necesariamente df (z) = 0.

Observacion 6.40. Respecto a la derivabilidad en ningin punto de las funcio-
nes de Takagi-Van der Waerden generalizadas, si b > ¢ entonces la sucesion
de pesos w € ¢, y por los teoremas 6.37 y 6.33, obtenemos su no derivabi-
lidad en ningtin punto de [0, 1].
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6.2.3 Convergencia cuadratica de la sucesién de pesos

En esta secciéon no es preciso exigir la existencia de 0 < p < 1 tal que
poy, < L(I) para todo I € F,.

Teorema 6.41 (J. Ferrera y J. Gémez Gil [11]). Supongamos que la des-
composicion D satisface que Dy, C Dyp4q para todo n. Siw € lo entonces la
serie y . wng,, es convergente en casi todo punto de (0,1).

Demostracién. Denotamos por 1, = git para todo n. Sea (an,b,) € Fn, si

Cp = % entonces
bn Cn bn bn
/ rn:/ rn+/ ryp =0, / r,%:bn—an
an an Cn an
Sean m > n. Si Dy, N (apn,cp) = {t1,...,tp} siendo a, =ty < t; < ... <

tp < tpy1 = ¢, entonces

Cn P rtix1
/ 'nTm = Z/ rm =0
an =01

Anslogamente, fci" TnTm = 0, y por tanto, fol TnTm = 0.
En conclusién, (ry,), es un S. L. F. ortonormal en L?(0,1). Por consi-

guiente, la serie ) wy,g,, es convergente en casi todo punto de (0,1) (véase
[59, Teorema 2.9]). O

A continuacién, asociamos a cada descomposicion D de D otra descom-
posiciéon que denotaremos por D*. Construimos de manera inductiva la su-
cesién de conjuntos D7 C [0,1] para todo n.

i=Di, Dj=DpUDiuU---UD;

Observemos que Dy, = D; U Dy 1 U 5,*1 para todo n, y por tanto, la

descomposicion D* satisface que D}, C D; ,; para todo n.
Para cada n, sea F,; el conjunto de todas las componentes convexas de
[0,1]\ D}. Si x &€ Dy, sea I, (x) € F, tal que = € I, (x). Denotaremos por

n

A, = U I.(¢c), B,= UAk
¢€Dp_1\Dn k=2

para todo n > 2.

Lema 6.42. Para todo n > 2,

(1) DX _,\ D, C B,.

(2) D} \ B, =D, \ By,.
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Demostracion. Para n = 2 el resultado es inmediato. Supongamos cierto
dicho resultado para n > 2.

Sean 2 € DX\ Dpy1 y (a,b) € FF tal que z es su punto medio. Si
a ¢ D,, por hipodtesis de induccién, a € B,, y por tanto, existen k < n
y ¢ € Dp_1 \ Dy tal que a € I;(c). Como D, C D7 entonces (a,b) C
Ij (¢), y en consecuencia, x € A, C B,,. Andlogamente, si b ¢ D,, entonces
r € By. Finalmente, si a,b € D), entonces x € l~)n, y por consiguiente,
x € Dy \ Dpy1 C Apy1 C Bpya.

Por otro lado, como Dy, .1 = Dy, UDp 11U (f);‘L \ Dn+1), por la hipétesis

de induccién tenemos que

D:z-i—l \ By C (Dn+1 \ Bn+1) U (D:z \ Bn+1) C Dpt1 \Bn+1

Denotamos g} (x) = d (z, D}) para todo n y x € [0, 1].

Proposicién 6.43. Si la serie En22 ’ﬁn_l \ Dy,

ces los conjuntos

{a: : Z wng, () es convergente} , {:c : Z wngt (z) es convergente}
n n

difieren en un conjunto de medida nula.

oy es convergente, enton-

Demostracion. Por el lema 6.42, tenemos que
{JeF,:INB,=0}={J e F;:J" NB, =0}

para todo n. Por consiguiente, si J = (a,b) € F, y J N B, = 0 entonces
gn (z) = d(x,{a,b}) = ¢} () para todo x € J. En consecuencia, g;; = g
en (0,1) \ B,. Ademds, observemos que (0,1) \ B,, es un conjunto abierto
para todo n. En consecuencia, 3, wygl, () = 3, wng (x) para todo z €
(0, 1) \ Un>2By = (0, 1) \ Up>24n5.

Repitiendo este proceso comenzando en Dy para k > 1 en lugar de D,
obtenemos que para todo z € (0,1) \ Up>k4+14n, ¥y por tanto, para todo
z € (0,1)\ Nk Up>k41 An, la serie >, wyg;, () es convergente si y sélo si la
serie 3w,k () es convergente.

Como L (4,) < ‘571—1 \ Dn) «,, para todo n, obtenemos que para todo
E>1

Qn

n>k+1 n>k+1
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y en Consecuencia,

N U 4 =0

k>1n>k+1
O

El siguiente teorema es consecuencia inmediata de la proposiciéon 6.43 y
del teorema 6.41.

Teorema 6.44 (J. Ferreray J. Gémez Gil [11]). Sila serie }_, -, ’lND _

es convergente y w € la, entonces la serie Y, wyg), es convergente en casi
todo punto de (0,1).

Lema 6.45. Si I € F,, y m > n entonces

I+ 1+
gn 9m

_m

Demostracion. Sea c el punto medio de I. Si ¢ € D,, entonces la integral es
cero. En otro caso, sea J € F,, tal que ¢ € J. Entonces,

‘/gn gt ‘/gﬁgﬁ+

Proposicién 6.46. Si la serie ), -, ‘Dn_l \ Dn‘ oy, |lwp—1| es convergente

L(J) < anm

O

y w € ly, entonces la serie Y., wygl, es convergente en L* ([0,1]).

Demostracion. Si m > n, por el lema 6.45, entonces

‘ / g gm| < ‘ / gl g

IeFn
y por consiguiente,

< ‘ﬁn \ Dn—i—l’ (0770}

M 1 M
> / Gn G | < ‘Dn\Dn-i—l‘ Y am <

M
- 1 ~
< ’Dn AN Dn—i—l’ E om—n—1 Op+1 <2 ’Dn \ Dn—l—l‘ On41
m=n+1

En consecuencia, para M > N tenemos que

1 M
/0 (Z wwﬁ) Zw +2Z Z /wnwmgq’fgiﬁ_
n=N

n=N m=n+1

M
<Y w4l Z | D\ Dt | @1
n=N n=N
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En conclusién, la serie > wpglt es convergente en L ([0,1]), y por tanto,
la serie Y, wyg), converges in L?([0,1]) ya que ambas series coinciden en
casi todo punto. ]

Observemos que la convergencia de la serie

> ’f)n—l \ Dn

n>2

(679 ’wn—1’

es una condicién mas débil que la convergencia de la serie

> ‘En—l \ Dn

n>2

Qp

Sin embargo, es una condicién suficiente para garantizar la derivabilidad en
casi todo punto si w € Is.

Teorema 6.47 (J. Ferrera y J. Gémez Gil [11]). Si la serie

> |Pa-i\ Da

n>2

79 |wn—1’
es convergente y w € la, entonces la funcion Ty, es absolutamente continua
en [0,1].

Demostracion. Como L2 ([0,1]) € L ([0,1]) y la inclusién entre ambos es-
pacios de Banach es continua, por la proposicién 6.46, la serie F (x) =
> wngh (z) es convergente en L' ([0,1]). Ademds,

/ F(s)ds:h;l\ffn/ angg (s)ds:h;{[nan/ g, (s)ds =T, (z)
0 0 n=1 n=1

0

para todo z € [0,1]. En conclusién, T, es absolutamente continua en [0, 1].
O

Corolario 6.48. Si la serie Zn>2 }f?n,l \ Dn‘ an es convergente y w € lo,

entonces T, es absolutamente continua en [0,1] y Ty (z) = >, wng), (z) en
casi todo punto.

Si w & lo, presentamos el siguiente resultado.

Proposicién 6.49. Supongamos que la descomposicion D de D satisface

que la serie y . <o }En,l \ Dn‘ oy es convergente. Siw € lo entonces

L <{:L’ : ang; (z) es convergente }) =0.
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Demostracion. Sea E = {x: Y, wy,g), (z) es convergente}. Por la proposi-
cién 6.43, tenemos que

L <E A {x : ang;‘l/ (z) es convergente}) =0
n

Por tanto, la serie ) wng;;/ es convergente en casi todo punto de F, y
en consecuencia, es convergente en medida en E. Por el teorema 6.21, si
L (E) > 0 entonces w € la. O

Si la descomposicion D de D satisface que existe 0 < p < 1 tal que
pan < I < ay

para todo n y para todo I € F,, entonces obtenemos los siguientes corolarios.
Este primer corolario es consecuencia inmediata de la proposicion y del
teorema 6.26.

Corolario 6.50. Supongamos que para la descomposicion D de D existen
ng € IN y & > 0 tales que si n > ng entonces

) P
d D, < ——
e Dn) < 5750

Ademds, supongamos que para cada intervalo acotado I la serie

Z‘ﬁn_lﬂI\Dn an

n>2

es convergente. Si w & ly entonces el conjunto de puntos donde Ty, es deri-
vable tiene medida nula.

Este segundo corolario es consecuencia inmediata a partir del corolario
6.50 y del teorema 6.47.

Corolario 6.51. Supongamos que la descomposicion D de D satisface que
existe p > 0 tal que pay, < L(I) < a, para todo n e I € F,. Ademds,
satisface que ﬁn C Dypy1 para todo n. Entonces, st w € la, T,, es derivable
en casi todo punto, mientras que el conjunto de puntos de derivabilidad de
Ty tiene medida nula si w & lo.

Observemos que el corolario 6.51 es una generalizacion para la clase de
Takagi generalizada de los teoremas 6.13 y 6.14 debidos a N. Kono presen-
tados anteriormente.



APENDICE A

Calculo fraccionario

El término célculo fraccionario hace referencia a la teoria de operadores
que describen procesos de derivacién e integracion de érdenes arbitrarios. Al
mismo tiempo, esta teoria es la generalizacién de los operadores de derivacion
e integracién clasicos. En cuanto a las funciones no derivables en ningin
punto de [0, 1], el célculo fraccionario nos permite obtener una medida del
grado de derivabilidad de estas funciones.

La n-ésima integral de una funcién f : [0, 1] — R se define recursivamente
como

D™"f (x) = /0m D" f(t)ydt, nelN (A1)

donde .
D (x) = /0 £ (t)dt

A. L. Cauchy reescribié (A.1) como

D () = — )!/Ox(m—t)"lf(t)dt, nelN

(n—1

que recibe el nombre de Formula de Cauchy de la Integral Iterada. Esta
expresién puede generalizarse dando lugar a la siguientes definiciones.

Definicién A.1. Sean f € L1 ([0,1]) y 8 € R tal que 8 > 0. Definimos la
integral fraccionaria de Riemann-Liouville de orden (5 de la funcién f como

DS (2) = F(lﬁ) /0 @tV f () de

donde I es la funcion Gamma.
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Definicién A.2. Sean f € Ly ([0,1]) y 8 € R tal que 8 > 0. Definimos
la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de orden [ de la funcion f
como

DPf(z) = DIAT | D=UBI=8) £ ()

donde [F] es el menor entero mayor o igual que 8 y D es el operador de
derivacion.

En realidad, no existe un tnico célculo fraccionario, sino varias defi-
niciones con diferentes propiedades. Cada uno de los céalculos exige unas
condiciones a las funciones para poder ser aplicado. Un teoria general asi
como aplicaciones del calculo fraccionario puede verse en [78], [37] o [80].

En [17, Teorema 19], G. H. Hardy y J. E. Littlewood probaron que si
f R — R es una funcién 27 periédica Holder continua de orden 0 < o < 1

tal que
2

f@)dt=0
0
entonces D?f existe y es continua en [0,27] para todo 0 < f < a. Sin
embargo, este resultado no puede aplicarse a la funcién de Takagi ni a la
familia de funciones TWG. Por esta razén, en [97] se demuestra ad hoc
el teorema A.4 que establece la relacion, entre la continuidad Hoélder y la
derivada fraccionaria, necesaria para estudiar la familia de funciones TWG
desde la perspectiva del cédlculo fraccionario.
La demostracién del siguiente lema es inmediata.

Lema A.3. Sea a > 0. Si f:[0,1] = R es Hélder continua de orden o en
[0,1] entonces la extension de f, denotada f*:(—o0,1] — R, definida por

vy Jf(@), 0<2z<1
e

es Holder continua de orden a en (—o0, 1].

Teorema A.4. Sean 0 < B < a <1y f:[0,1] = R una funcién Hélder
continua de orden « en [0,1] tal que f(0) = 0. Si f*: (—o0,1] = R es la
extension de f definida por

f*(x):{f(x), 0<z<1

0, <0

entonces DP f* () existe y es continua en [0,1].

Demostracion. Sean 0 < < a < 1y (), cn Una sucesiéon de nimeros
reales positivos convergente a cero. Definimos

fon@ =g [ S O@=07d cepilnen
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Afirmacion A.5. La sucesion ( s n) N converge uniformemente en [0, 1].
7/ ne

Demostracion. Sea n > 0. Existen M > 0 tal que |f* (t)| < M para todo
1
(n(lfﬁ)F(1*5)> -7
2M

t € (—o00,1] y ng € IN tal que si n > ng entonces &, <
Sean n,m € IN tales que n > m > ng, entonces

i (@) = fi g (@) = 'Fﬁ)/x
1 \ME)'TT M)
“ra-g| 1-8 1-5

T—enp

Croe-Ta s

Em

para todo x € [0, 1]. Por el criterio de Cauchy, la sucesién ( i s n) converge
n

uniformemente en [0, 1]. O
En consecuencia, definimos f7 g : [0,1] = R como
fik—ﬁ( )_ lim fl Bmn» $E[0,1]

y utilizaremos la notacién
fl ﬁ( 1_ /f I’—t ﬁdt7 OUG[OaH

Por otro lado, paran € N y x € [0, 1] tenemos que

T =) fi g = f*(x—cn)en® — 3 / " gy

Ademas, si z € (0, 1] entonces

ra-a f1 —Bn 5/ — )] (:c—t)fﬁ*ldt—k
v)a P — e P [f (@) — T (2 — )]

Por el lema A.3, existe Cy > 0 tal que |f* (z) — f* ()] < Cqy |z — t|* para
todo z,t € (—o0, 1].
Para cada z € [0, 1], definimos

ho (2) =, 7 [f* () = [ (& —en)], 2€[0,1],neN

Afirmacion A.6. La sucesion (hy,),cy converge uniformemente a cero en
[0, 1].
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Demostracion. Sean n > 0. Existe ng € IN tal que si n > ng entonces

1
En < (%) *~% Por tanto, si n > ng entonces

En
para todo z € [0, 1]. O

Para cada x € [0,1], definimos

T—En
m@= [ @O e @) e
0
Afirmacion A.7. La sucesion (gn), e converge uniformemente en [0, 1].
Demostracion. Sea n > 0. Existe ng € IN tal que si n > ng entonces ¢, <

@

1
)aiﬁ. Sean n,m € IN tales que n > m > ng, entonces

lgn () — gm ()| =

[ @-swe-n dt\ <

Em

o —

CO‘B ((an)afﬁ + (Em)afﬁ) <

para todo x € [0, 1]. Por el criterio de Cauchy, la sucesién (gy), converge
uniformemente en [0, 1]. O

. .7 ’ .
En consecuencia, la sucesion ( i s n) converge uniformemente en (0, 1].
b
n

Por tanto, si « € (0, 1] definimos

F(z)= lm fi' s,

n—oo

y utilizaremos la notacién

F@ =g 0 U@ F Ol -0 @)

para todo = € [0,1]. Como fl*l_ﬁn(O) = 0 para todo n € IN, definimos

F (0) = 0. Por tanto, la sucesién < ff/_ 3 n) converge uniformemente a F' en
/n

[0, 1].

Afirmacion A.8. La funcién F' es continua en [0, 1].
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Demostracion. Como f* es continua en [0, 1], por la convergencia uniforme,
1
F es continua en (0,1]. Sean n > 0y 6 = (%&Ea_ﬂ)) 7 Sizelo01]

tal que |z| < § entonces

F@) < phg [ =0 e 7 @) - )

(1=8) Jo ra-zs
BCa a—f Ca a—f _ OéCa a—p
Sa-pra-p” TTa-p" Tl-pra-p’
En consecuencia, F es continua en [0, 1]. O

Por la convergencia uniforme, tenemos que fi s (x) = F (z) para todo
€ (0,1). Como DF f* = fflﬁ, concluimos que DPf* (z) existe para todo
z e (0,1).
Afirmacion A.9. f{‘l_ﬁ (0)=0

Demostracion. Sea n > 0. Como F' es continua en x = 0, existe § > 0 tal
que si x € [0,1] con |z| < 0 entonces |F (z)| < n. Sea = € [0,1] tal que
|z| < J, entonces

fip (@) = fi_5(0)

x

/OIF(t)dt' <

1
o

Afirmacion A.10. ffLB (1) =F (1)

Demostracion. Sea nn > 0. Como F' es continua en x = 1, existe § > 0 tal
que si z € [0,1] con |x — 1| < § entonces |F (z) — F (1) < n. Sea z € [0,1]
tal que |x — 1| < J, entonces

f1*7/3 (1) — fikf/g (z)

1—=x

[ r@-raja<y

- F(1)

1
1—=x

/IF(t)th(l) <

1

<
—1—x

O

En conclusién, D?f* (z) = ff/_ﬁ (x) = F (x) para todo x € [0, 1]. Por
tanto, D f* (z) existe en [0, 1]. O

Corolario A.11. Sean 0 < f<a <1y f:[0,1] = R una funcion Hélder
continua de orden a en [0, 1] tal que f(0) = 0, entonces DPf (x) existe y es
continua en [0, 1].
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En las hipétesis del corolario A.11, si la condicién f (0) = 0 no se verifica
entonces el resultado no es cierto. En concreto, la funcién constante, h (t) = ¢

para ¢ € R, es Holder continua de orden o > 0. Sin embargo, D3h (t) = N

[&]
t’
y en consecuencia, no estd definida para t = 0 excepto si ¢ = 0.



APENDICE B

La funcidn de Takagi en Maple

Este apéndice estd dedicado a mostrar el c6digo de Maple que he desa-
rrollado a lo largo de este trabajo.

B.1 La funcién de Takagi en los nimeros racionales.

He disenado el siguiente algoritmo en Maple con el objetivo de computar
el valor de la funcién de Takagi en los niimeros racionales. Esta basado en
el desarrollo tedrico realizado en la demostracion de la proposicién 4.38 de
la seccién 4.4.

La realizacién de un algoritmo eficiente capaz de trabajar con grandes
numeros en tiempos de ejecucion bajos y sin necesidad de excesivos recur-
sos hardware estd basicamente determinado por el cémputo de la expresion
ord, (2). Esto se debe al enorme coste algoritmico que supone dicho cémputo
para grandes valores de q.

La teoria de grupos constituye la herramienta fundamental que nos per-
mitird desarrollar un algoritmo que trabaje con tiempos de ejecucion razo-
nable para grandes valores de ¢. De esta forma, consideramos ¢ > 1 ntimero
natural impar y el grupo multiplicativo

Zy ={a+qZ:mcd(a,q) = 1}

El cardcter impar de g nos garantiza que 2 = 2+ qZ € Z,. Por consiguiente,
el ord, (2) es el orden del subgrupo ciclico H generado por 2, es decir, H =<
2 >. Ademds, Z; es un grupo abeliano finito cuyo orden viene dado por la
funcién indicatriz de Euler ¢ (q).
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Proposicién B.1 (Férmula de Lagrange). Sean G un grupo finito y H
un subrgrupo de G. Entonces,

ord(G) = ord (H) [G : H|
donde [G : H| denota el indice de H en G.

La féormula de Lagrange afirma que el orden de H es un divisor del orden
de Z;. Esto nos permite reducir drasticamente el coste computacional del
célculo del ordy (2) ya que “sélo” deberemos utilizar los divisores de ¢ (q)
como casos de prueba. Para ello, utilizamos la funcion divisors de Maple.

Es importante subrayar que el coste algoritmico del computo del valor
¢ (q) para grandes valores de ¢ es elevado, por esta razon, distinguimos el
caso en el que ¢ es primo, ya que, en este caso, ¢ (¢) = ¢ — 1, evitando asi
hacer una llamada a la rutina phi de Maple.

Con el objetivo de comprender de una manera visual el funcionamiento
del algoritmo, hemos empleado la misma notacién para las variables que la
usada en la seccién 4.4.

TakagiRacionales := proc (num, denom)
# Reducimos a fraccion irreducible
mcd := igcd(num,denom) ;

p := iquo (num,mcd) ;

g := iqguo (denom,mcd) ;
g_prima := qg;
sumandol := 0;

m := 0;

#HfH A H S

# Caso: g PAR #
#HeFHH A FHAS

if mod(g,2) = 0 then

g_prima a;
m := 0;

while mod (g_prima, 2) = 0 do
g_prima := iguo(g_prima,?2);
m := m+l;

od;

#Computamos los p_j
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p_0 := min(p, g-p);
a0 := q;
p_J := array(l .. m);
g_j := array(l .. m);
q_j[1l] := iquo(q_0,2);
p_J[1l] := min(p_0, g J[1l]-p_0);
for i from 2 to m do
g_jli] := iquo(g_jli-11,2);
p_Jli] := min(p_jli-11,q Jjlil-p_Jl[i-11);
od;
sumatoriol := p_0;
for j from 1 to m-1 do
sumatoriol := sumatoriol + p_Jjl[jl;
od;
sumandol := iguo (sumatoriol,q);
fi;
R R L L L L E
# Caso g IMPAR #
RS EEEEEEEEEE
sumatorio2 := 0;

if g prima <> 1 then
# Computamos el orden de 2

with (numtheory) ;
if isprime (g _prima) = true then
num_elems := g _prima-1;
else
num_elems := phi (g _prima);
end if
ordenes_posibles := divisors (num_elems);
num_divisores := tau(num_elems);
encontrado:= false;
i :=1;
while encontrado = false do
orden := ordenes_posibles[i];
if mod (2" (orden), g_prima) = 1 then
encontrado := true;
else
i = i+1;
end if;
od;

# Computamos el valor k
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79

80 orden_de_dos := orden;

81 if mod(orden_de_dos, 2) = 0 then

82 aux := iquo (orden_de_dos,2);

83 if mod(2"7aux, g _prima) = g_prima-1 then

84 k := aux;

85 else

86 k := orden_de_dos;

87 end if;

88 else

89 k := orden_de_dos;

90 end 1if;

91

92 # Calculamos los nuevos p_J

93

94 p_0_aux := min(p, g-p);

95 if k <> 1 then

96 p_Jj_aux := array(l .. k-1);

97 p_Jj_aux[1l] := min(2xp_0_aux, g-2+p_0_aux);

98 for i from 2 to k-1 do

99 p_j_aux[i] := min(2*p_Jj_aux[i-11],
g-2*p_j_aux[i-1]1);

100 od;

101 fi;

102 sumatorio2 := 2 kxp_0_aux;

103 for j from 1 to k-1 do

104 exponente := k-3;

105 sumatorio2 := sumatorio2 +
2 "exponentexp_Jj_aux[]jl;

106 od;

107 fi;

108

109 #Computamos el valor de la funcidén de Takagi

110

111 valorTakagi := (1/2°m)*(1/q)*(1/(2"k-1))+sumatorio2 +
sumandol;

112

113 return valorTakagi;

114 end;

B.2 Serie de Fourier

A través de sus series de Fourier hemos computado en Maple la funcion
de Takagi 7'y la funcién de Takagi conjugada 7™ (véase 3.7). El calculo
simbdlico de Maple junto con su herramienta evalf nos permite conseguir
una precisién de viente digitos decimales en nuestros calculos y el computo
de dos mil sumandos en la serie de Fourier.
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coeficientesFourierTakagi := proc (n)
if n = 0 then

value := 1/2;
else

p = 0;

num := n;

while mod (num, 2) = 0 do

num := iqguo (num, 2);
p := ptl;

od;
end if;
value := -1/ (evalf (Pi, 10) "2+2"p*num”2)
return value;
end:
funcionTakagi := proc (theta)
sum := 0;
for n to 2000 do

sum := sum +
coeficientesFourierTakagi (n) revalf (cos (2«Pixthetaxn), 20);
od;
value := 1/2 + 2+*sum;
return value;
end:
funcionTakagiConjugada := proc (theta)
sum := 0;
for n to 2000 do

sum := sum +
coeficientesFourierTakagi (n) xevalf (sin (2+xPi*xthetaxn), 20);

od;

value := 2#%sum;

return value;
end:






APENDICE C

Algoritmo de Box-Counting en Matlab

El algoritmo de box counting recibe como entrada la grafica de una fun-
cién f € TWG en formato .jpg de dimensiones 512 x 512 x 3 generada por
el comando plot("TWG'(4,3,z),z = 0..1) de Maple donde la funcién TW@G,
cuyo cédigo en Maple presentamos a continuacién, calcula los valores de la
funcién f en [0, 1]. Utilizamos una precisién de 1000 cifras decimales ya que
una adecuada precisién en el calculo de la grafica disminuye considerable-
mente el error en la estimaciéon de la dimensién de box counting.

TWG := proc (b, c, x)
z := 0;

y = 0;

val := 0;

for n from 0 to 10000 do

y = b nxx— (b n*x);
if 1/2 <= y then
val := 1l-y;
else
val := y;
end if;
z := z+evalf(val/c"n, 1000);
end do;

return z
end proc:

El algoritmo recibe la imagen y la convierte en una imagen binaria de dimen-
siones 512 x 512. A continuacién, realiza un total de log, 512 = 9 mallados
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de 6rdenes 2% paran € {1,...,9}. Para cada n € {1,...,9} calcula el valor
Ns,, (F) definido en 5.3.2. Debido a la aproximacién

1
logy N5, (F') ~ log, ¢+ dimp F - logy 5

siendo ¢ una constante positiva, representamos n frente a logy Nj, (F') obte-
niendo la recta de regresion con el comando de Matlab polyfit. La dimension
de box counting es la pendiente de la recta de regresién y el coeficiente de
correlacion nos permite estimar el error cometido. En las ejecuciones del
algoritmo, el coeficiente de correlacién es cercano a 1 lo que justifica la es-
timacion razonable de la dimension de box counting.

imagen = imread(‘c4b5.jpg’);
imagenbinaria = im2bw (imagen) ;
tamImagen = size (imagenbinaria);
longitud = min (tamImagen(l), tamImagen(2));
iteraciones = log2 (longitud);
boxCounting = zeros (l,iteraciones);
for n = l:iteraciones
m = 2”7 (iteraciones—n);
celdas = (longitud/m);
mallado = mat2cell (imagenbinaria, m * ones(l,celdas),
m * ones (1l,celdas));

malladoArray = reshape(mallado, 1, numel (mallado));
N_delta = 0;
for j=l:numel (malladoArray)
if isequal (malladoArray{j},ones(m,m)) == 0
N_delta = N_delta + 1;
end
end
boxCounting(n) = N_delta;
end
figure(l);
y = 1l:(iteraciones-1);
X l:iteraciones-1;

for j = l:iteraciones-1
v (j) = log2(boxCounting(3j));
end
plot(x,y, "*");
RR = polyfit (x,vy,1);
dimension = RR(1l);

hold on;

plot (x, RR(1l)*x+RR(2), 'g’);

matrizCC = corrcoef (x,Vy);

CC = matrizCC(2,1);

text (5,3, sprintf (' Coef. Cor. = %£’,CC));

text (5,4, sprintf ('Dim. B.C. = %f’,dimension));
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Figura C.1: Ejecucién del algoritmo para b = 5, ¢ = 4.
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