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Resumen

La función de Takagi es un ejemplo clásico de una función continua no
derivable en ningún punto de su dominio. A lo largo del tiempo, numerosos
autores han estudiado sus extraordinarias propiedades redescubriendo ésta
en diversos campos de la matemática como la teoŕıa de números o la teoŕıa
de la probabilidad. En este trabajo estudiamos la función de Takagi des-
de diferentes aproximaciones. En primer lugar, adoptamos una perspectiva
funcional considerando la función de Takagi como solución de un sistema
de ecuaciones funcionales. En segundo lugar, consideramos una perspectiva
anaĺıtica utilizando diversas técnicas del análisis no diferencial. Y en tercer
lugar, estudiamos las propiedades cualitativas de su grafo. Este análisis en
profundidad nos permitirá tomar conciencia de estas sorprendentes carac-
teŕısticas.

Finalmente, realizamos un recorrido por la generalizaciones más rele-
vantes de la función de Takagi desde las más clásicas hasta la más actual,
introducida en 2018. Estas generalizaciones tienen por objetivo extender las
cualidades intŕınsecas de la función de Takagi a una familia más amplia de
funciones. Como novedad, obtendremos resultados que generalizan los ya
conocidos utilizando técnicas del cálculo subdiferencial.

Palabras clave: función de Takagi, subdiferencial Fréchet, clase de Ta-
kagi, funciones de Takagi-Van der Waerden, conjuntos de nivel, función sin-
gular de Lebesgue, convexidad aproximada, dimensión de Hausdorff y cálculo
fraccionario.





Abstract

The Takagi function is a classical example of a continuous nowhere dif-
ferentiable function. Over time many mathematicians have researched its
extraordinary properties rediscovering the Takagi function in a surprising
number of different mathematical contexts such as probability theory or
number theory. In this work we present the Takagi function from different
approaches. Firstly, we carry out a functional study which considers it as
the solution of a system of functional equations. Secondly, we study the
Takagi function from an analytical approach by using different techniques
of nonsmooth analysis. And thirdly, we examine the qualitative properties
of its graph. This in-depth analysis will make us aware of these amazing
properties.

Finally, we make a tour through the most important generalizations of
the Takagi function from the most classic generalization to the most current
one introduced in 2018. The aim of these generalizations is to extend the
intrinsic properties of the Takagi function to a wider family of functions.
As a novelty, we will obtain more general results to those already known by
using a nonsmooth approach.

Keywords: Takagi function, Fréchet subdifferential, Takagi class, Takagi-
Van der Waerden functions, level sets, Lebesgue’s singular function, appro-
ximate midconvexity, Hausdorff dimension and fractional derivaties.
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4.1. Valor máximo de la función de Takagi . . . . . . . . . . . . . 48

4.2. Extremos relativos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

4.3. Conjuntos de nivel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
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Prefacio

La función de Takagi fue introducida en 1903 por T. Takagi [99] y cons-
tituye probablemente el ejemplo más sencillo de una función continua no
derivable en ningún punto de su dominio. En cuanto a su contexto histórico,
la función de Takagi surge en una época en la que numerosos matemáticos
como K. Weierstrass [105], H. A. Schwarz [90], D. Hilbert [50] y S. Banach
[11] entre otros, construyeron ejemplos de funciones continuas no derivables
en ningún punto, desterrando por completo la falsa creencia de principios
del siglo XIX según la cual una función continua deb́ıa ser derivable salvo
en un conjunto finito de puntos.

La función de Takagi permaneció inadvertida a lo largo de las primeras
décadas del siglo XX siendo redescubierta en varias ocasiones por diversos
autores como G. de Rham [82], B. van der Waerden [103] o T. H. Hilde-
brandt [51] entre otros. Con el paso de los años, la función de Takagi ha ido
apareciendo paulatinamente en diversos campos de la matemática como la
teoŕıa de probabilidad, la teoŕıa de números o el análisis real originando una
gran variedad de estudios sobre sus sorprendentes propiedades.

A partir de mediados del siglo XX surgieron diversas generalizaciones
de la función de Takagi entre las que destacamos la familia de funciones de
Takagi-Van der Waerden [106], la clase de Takagi [48] y las funciones de
T. Sekiguchi e Y. Shiota [92] entre otras. Estas generalizaciones tienen por
objetivo extender las propiedades anaĺıticas, gráficas y funcionales de la fun-
ción de Takagi a una familia más amplia de funciones. Por esta razón, ligado
a la aparición de estas generalizaciones surgen trabajos sobre la derivabili-
dad, las ecuaciones funcionales y la dimensión de Hausdorff del grafo de las
funciones pertenecientes a dichas generalizaciones. Entre otros, destacamos
los trabajos de N. Kôno [64], Y. Baba [9] y M. Hata y M. Yamaguti [48].

Llegados a este punto, parece lógico aceptar la relevancia de la función
de Takagi a lo largo de la matemática del siglo XX y de principios del siglo
XXI. Este hecho, junto a otras razones, constituye un motivo de peso por el
que se ha realizado este trabajo. A continuación, presentamos brevemente
los objetivos de este trabajo.

– Recopilación bibliográfica de los trabajos existentes sobre la función de



Takagi y sus generalizaciones obteniendo un conocimiento profundo de
las mismas aśı como de las técnicas empleadas en dichos trabajos que
permita obtener resultados generales sobre sus propiedades intŕınsecas.
Para ello, hemos realizado una metodoloǵıa inductiva partiendo de una
investigación bibliográfica previa.

– Abordar el estudio de la función de Takagi adoptando diferentes apro-
ximaciones. En primer lugar, realizaremos un enfoque funcional en el
que consideraremos la función de Takagi como la única solución aco-
tada de un sistema de ecuaciones funcionales. Posteriormente, adopta-
remos un enfoque anaĺıtico en el que presentaremos los resultados co-
nocidos sobre la derivabilidad de la función de Takagi, sus coeficientes
de Fourier, su derivabilidad en sentido de Hölder aśı como introducire-
mos resultados recientes sobre la función de Takagi utilizando técnicas
del cálculo subdiferencial. Finalmente, presentaremos las propiedades
cualitativas del grafo de la función de Takagi aśı como los estudios
recientes sobre sus conjuntos de nivel locales.

– Estudiar las generalizaciones más relevantes de la función de Takagi
estableciendo las propiedades comunes entre las mismas y concluir
resultados más generales de los ya conocidos.

Una vez establecidos los objetivos que se pretenden conseguir, comenza-
mos con un primer caṕıtulo que adquiere un carácter introductorio natural.
Establecemos la notación que emplearemos a lo largo del trabajo aśı como un
breve marco conceptual que constituye el punto de partida de este estudio.

El segundo caṕıtulo tiene por objetivo abordar el enfoque funcional que
se ha comentado anteriormente, caracterizando la función de Takagi como
la única solución acotada de un sistema de ecuaciones funcionales y como la
única solución continua de un sistema de infinitas ecuaciones en diferencias.
Además, presentamos la relación existente entre la función de Takagi y la
función singular de Lebesgue.

El tercer caṕıtulo considera la función de Takagi desde un punto de vista
anaĺıtico. Debido a su no derivabilidad en ningún punto, utilizando técnicas
del nonsmooth analysis estudiamos la subdiferencial y la superdiferencial de
la función de Takagi. Posteriormente, estudiamos su continuidad en sentido
de Hölder, su serie de Fourier, su derivabilidad aproximada en ningún punto
y su papel en la teoŕıa de la convexidad aproximada.

Continuamos el estudio de la función de Takagi con un cuarto caṕıtulo
en el que caracterizamos el conjunto de máximos absolutos, la dimensión
de Hausdorff aśı como los conjuntos de nivel locales. Además, desarrollamos
un algoritmo teórico que he implementado en Maple, cuyo código puede
verse en el apéndice B, que permite calcular de manera exacta el valor de la
función de Takagi en los números racionales.



En el quinto caṕıtulo presentamos las funciones de Takagi-Van der Waer-
den, la función de Takagi generalizada y una generalización de las funciones
de Takagi-Van der Waerden aśı como sus propiedades más relevantes.

El sexto caṕıtulo está dedicado a presentar la clase de Takagi y la reciente
clase de Takagi generalizada introducida en 2018 por J. Ferrera y J. Gómez
Gil [41]. Muchos de los resultados que presentaremos sobre la clase de Takagi
serán obtenidos como caso particular de la clase de Takagi generalizada. Sin
embargo, la presencia de los primeros se justifica por su relevancia histórica
aśı como por dar a conocer las diversas técnicas que se han empleado en la
obtención de los mismos. Además, presentaremos los resultados obtenidos
por el autor de este trabajo en colaboración con los profesores J. Ferrera y
J. Gómez Gil en [42].

Finalmente, introducimos un apéndice A que pretende establecer el mar-
co teórico necesario para relacionar la noción de derivada fraccionaria y la
continuidad en sentido de Hölder. Como se ha comentado anteriormente, el
apéndice B contiene el código desarrollado en Maple para graficar la fun-
ción de Takagi aśı como el algoritmo para calcular su valor en los números
racionales. El apéndice C tiene como objetivo exponer el algoritmo imple-
mentado en Matlab para computar la dimensión de box-counting del grafo
de una función.

Jesús Llorente
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pensar en lo rápido que pasa el tiempo. Sin embargo, al volver la vista atrás,
los recuerdos son las experiencias que uno ha vivido y que le van permitiendo
“quemar” las etapas de la vida. En este sentido, este máster constituye un
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CAṔITULO 1

La función de Takagi y sus representaciones

“Je me détourne avec effroi et
horreur de cette plaie lamentable des
fonctions continues qui nónt point de
dérivées”

Charles Hermite (1822-1901)

A principios del siglo XIX, una vez establecidos rigurosamente los con-
ceptos de continuidad y derivabilidad de una función, la creencia generali-
zada imperante en la comunidad matemática era que una función continua
deb́ıa ser derivable salvo quizás en un número finito de puntos. El 18 de julio
de 1872, K. Weierstrass [105] presentó en la Real Academia de Ciencias de
Berĺın un ejemplo de una función continua no derivable en ningún punto,

W (x) =

∞∑
k=0

ak cos
(
bkπx

)
, x ∈ R

siendo 0 < a < 1 y b un número entero par tales que ab > 1 + 3π/2. La
función de Weierstrass fue la primera función no derivable en ningún punto
en ser publicada, concretamente en 1875, constituyendo la prueba definitiva
de aquella falsa creencia. A partir de la función de Weierstrass, numerosos
matemáticos como H. A. Schwarz [90], U. Dini [27], D. Hilbert [50], T. Takagi
[99], B. van der Waerden [103] y S. Banach [11] entre otros, construyeron
ejemplos de funciones continuas no derivables en ningún punto. Sin embargo,
la función de Takagi es probablemente el ejemplo más sencillo de una función
continua no derivable en ningún punto de su dominio. En notación moderna,



2 La función de Takagi y sus representaciones

la función de Takagi, denotada por T , se define como

T (x) =

∞∑
n=0

1

2n
φ (2nx) , x ∈ [0, 1] (1.1)

siendo φ la función distancia al entero más cercano. Es importante destacar
que la definición original dada por T. Takagi en [99] es completamente di-
ferente a la presentada anteriormente. Probablemente, este hecho junto con
el aislamiento poĺıtico, social, geográfico y económico de Japón a principios
del siglo XX debido a al sistema sakoku constituyan la razón que justifique
el paso inadvertido de la función de Takagi durante varias décadas en el
mundo occidental.

A lo largo del siglo XX, la función de Takagi ha sido redescubierta por
numerosos autores como B. van der Waerden [103], R. T. Lyche [72], G.
de Rham [82] y T. H. Hildebrandt [51] entre otros. Además, la función de
Takagi es especialmente rica ya que posee sorprendentes propiedades desde
diferentes perspectivas. Por esta razón, ha sido estudiada por un extenso
grupo de matemáticos dando lugar a una gran cantidad de generalizaciones
con el objetivo de extender sus interesantes propiedades a una familia más
amplia de funciones.

Este trabajo tiene por objetivo estudiar, en primer lugar, la función de
Takagi adoptando un enfoque anaĺıtico, funcional y gráfico exponiendo re-
sultados tanto clásicos como actuales. Cabe destacar que también es posible
realizar un estudio de la misma desde la perspectiva de la teoŕıa de números
y la combinatoria. Y en segundo lugar, estudiar las generalizaciones más re-
levantes de la función de Takagi haciendo un recorrido desde las más clásicas
hasta la más actual, denominada clase de Takagi generalizada.

1.1 Construcción de la función de Takagi

Esta sección tiene como objetivo establecer la notación que emplearemos
a lo largo de este trabajo aśı como esclarecer el origen de la no derivabilidad
en ningún punto de la función de Takagi.

Para cada x ∈ [0, 1] consideramos su expresión binaria dada por

x =

∞∑
k=1

εk (x)

2k
, εk (x) ∈ {0, 1}

Si no hay lugar a confusión, denotaremos simplemente εk en lugar de εk (x).
Además, denotamos por

D =

{
k

2n
∈ [0, 1] : n ∈ N, k ∈ Z

}
el conjunto de los números diádicos en el intervalo [0, 1].
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La expresión binaria de x ∈ [0, 1] es única salvo en el conjunto de los
números diádicos. En este caso, existen dos posibles representaciones: o bien
terminada en infinitos ceros, o bien terminada en infinitos unos. Salvo men-
ción expĺıcita, adoptaremos la representación binaria terminada en infinitos
ceros.

Para cada x ∈ [0, 1] definimos

In (x) =

n∑
k=1

εk, On (x) = n− In (x) , δn (x) = On (x)− In (x)

La función δn (x) recibe el nombre de función diferencia de d́ıgito entre los
n primeros d́ıgitos del desarrollo binario de x.

A continuación, denotamos por

Dn =

{
k

2n
∈ [0, 1] : k ∈ Z

}
el conjunto de los números diádicos de orden n pertenecientes al intervalo
[0, 1]. Observemos que Dn ⊂ Dn+1 y D =

⋃
nDn. Esta notación nos permite

expresar la función de Takagi como

T (x) =

∞∑
n=0

gn (x)

siendo gn (x) = d (x,Dn) la distancia de x al conjunto Dn.
Denominamos intervalo diádico de orden n al intervalo

Ik,n =

[
k

2n
,
k + 1

2n

]
siendo k ∈ {0, . . . , 2n − 1}.

Proposición 1.1. Para cada n, se verifica:

(1) La función gn es 1-Lipschitz en [0, 1] y af́ın en el intervalo diádico Ik,n+1.

(2) La función gn es derivable en el interior de cada intervalo diádico Ik,n+1

con derivada 1 si k es par y derivada −1 si k impar.

(3) La función gn satisface que gn (x) ≤ 2−(n+1) para todo x ∈ [0, 1].

Definimos la función de Takagi de nivel n como

Gn (x) =

n∑
k=0

gn (x) , x ∈ [0, 1]

Proposición 1.2. Para cada n, se verifica:
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(1) La función Gn es (n+ 1)-Lipschitz en [0, 1] y af́ın en el intervalo diádico
Ik,n+1.

(2) La función Gn es derivable en el interior de cada intervalo diádico Ik,n+1

con derivada entera dada por

G′n (x) =
Gn
(
x+ y2−(n+1)

)
−Gn (x)

y2−(n+1)
= δn+1 (x) (1.2)

para todo x ∈ Int (Ik,n+1) e y > 0 tal que x+ y2−(n+1) ∈ Ik,n+1.

La expresión (1.2) se verifica para las derivadas laterales de los extremos
del intervalo diádico Ik,n+1 si consideramos la expresión binaria terminada
en infinitos ceros para el extremo k2−(n+1) y la expresión binaria terminada
en infinitos unos para (k + 1)2−(n+1).

Es inmediato ver que T (1) = T (0) = 0 y que si x ∈ Dn, entonces
T (x) = Gn−1 (x).

Proposición 1.3. La función de Takagi es uniformemente continua en [0, 1]
y

T (x) = ĺım
n→∞

Gn (x)

Demostración. El criterio de Weierstrass nos garantiza la convergencia uni-
forme de la serie

∑∞
n=0 gn en [0, 1], y en consecuencia, la función de Takagi

es continua en [0, 1].

Es posible extender la función de Takagi a una función 1-periódica en R
definida como

T (x) = T (x− [x]) , x ∈ R

siendo [x] la parte entera de x.

Por la simetŕıa de la función φ obtenemos el siguiente resultado.

Proposición 1.4. La función de Takagi satisface la ecuación de simetŕıa

T (x) = T (1− x) , x ∈ [0, 1] (1.3)

y por tanto, su gráfica es simétrica con respecto a la recta x = 1
2 .
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Figura 1.1: Función de Takagi en [0, 1].

1.1.1 Sistema dinámico discreto

Comenzamos definiendo la función ψ : [0, 1]→ [0, 1] por

ψ (x) = 2φ (x)

En la literatura, la función ψ es conocida como tent map o función tienda.

Proposición 1.5. La iteración n-ésima de la aplicación ψ viene dada por

ψn (x) = 2φ
(
2n−1x

)
Demostración. Procedemos por inducción sobre n. El caso base n = 1 es
trivial. Supongamos cierta dicha expresión para todo k ≤ n y probémosla
para n+ 1. De esta manera,

ψn+1 (x) = ψn (ψ (x)) = 2φ
(
2n−1ψ (x)

)
= 2φ (2nφ (x)) = 2φ (2nx)

Corolario 1.6. La función de Takagi admite una representación mediante
el sistema dinámico discreto xn+1 = ψn (x) dada por

T (x) =
∞∑
n=1

1

2n
ψn (x)

Para finalizar este apartado, observamos que la función ψ es caótica en
[0, 1] en el sentido de Li y Yorke (véase [26, Caṕıtulo 15]) ya que posee
puntos de periodo tres. Además, esta función es topológicamente transitiva
en el intervalo [0, 1]. Por tanto, ψ es una función caótica en dicho intervalo
en el sentido de Devaney (véase [107, Sección 30]).
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1.1.2 Funciones de Rademacher

En esta sección presentamos una representación de la función de Takagi
en términos de las clásicas funciones de Rademacher.

Definición 1.7. Se define la n-ésima función de Rademacher, y se denota
por rn, como

rn (x) =
2n−1∑
k=0

(−1)k χIk,n (x) , x ∈ [0, 1]

donde χIk,n es la función caracteŕıstica en el intervalo diádico Ik,n.

Proposición 1.8. La función de Takagi se expresa como

T (x) =
∞∑
n=1

∫ x

0
rn (t) dt, x ∈ [0, 1]

Demostración. Para cada n, observemos que si k es par entonces
∫ k2−n

0 rn (t) dt =
0. Por tanto, si x ∈ Ik,n, entonces∫ x

0
rn+1 (t) dt =

∫ 2k
2n+1

0
rn+1 (t) dt+

∫ x

2k
2n+1

rn+1 (t) dt =

=

{
x− k

2n si x ≤ 2k+1
2n+1

k+1
2n − x si x > 2k+1

2n+1

En conclusión,
∫ x

0 rn+1 (t) dt = gn (x) para todo n y x ∈ [0, 1].

Nótese que la función de Radamacher rn es la derivada de la función
gn−1 en el interior del intervalo diádico Ik,n.

Las funciones de Rademacher (rn)n constituyen un sistema ortonormal
de L2 ([0, 1]). Una introducción más detallada de las funciones de Radema-
cher puede verse en [21].

1.2 Definición original de Takagi

En su art́ıculo A simple example of the continuos function without deri-
vative [99], T. Takagi define para x ∈ [0, 1] con expresión binaria

x =
∞∑
n=1

εn
2n

= 0.ε1ε2ε3 . . . , εn ∈ {0, 1}

la función

f (x) =
∞∑
n=1

(1− εn) τn + εnτ
′
n (1.4)
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donde τn =
∑∞

k=n
εk
2k

y τ ′n = 1
2n−1 − τn. Podemos formular la expresión (1.4)

como

f (x) =
∞∑
n=1

εnOn (x) + (1− εn) In (x)

2n
(1.5)

Además, es posible escribir

εnOn (x) + (1− εn) In (x) = |{j : 1 ≤ j ≤ n− 1, εj 6= εn}|

Proposición 1.9. La definición original de la función de Takagi (1.4) es
equivalente a la definición moderna

T (x) =
∞∑
n=0

1

2n
φ (2nx) , x ∈ [0, 1]

Demostración. En primer lugar, tenemos que

2nx =
n∑
k=1

2n−kεk +
∞∑

k=n+1

εk
2k−n

y en consecuencia,

φ (2nx) = φ

( ∞∑
k=n+1

εk
2k−n

)
=

∞∑
k=1

εn+k (1− εn+1) + (1− εn+k) εn+1

2k

Por tanto,

φ (2nx)

2n
=

∞∑
k=1

εn+k (1− εn+1) + (1− εn+k) εn+1

2n+k

y sustituyendo en la definición moderna de la función de Takagi obtenemos
que

T (x) =
∞∑
n=0

∞∑
k=1

εn+k (1− εn+1) + (1− εn+k) εn+1

2n+k
(1.6)

Se comprueba fácilmente que

∞∑
n=0

∞∑
k=1

εn+k (1− εn+1) + (1− εn+k) εn+1

2n+k
=

=
∞∑
m=1

|{j : 1 ≤ j ≤ m− 1, εj 6= εm}|
2m
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A lo largo del siglo XX numerosos matemáticos como T. H. Hildebrandt
[51], F. S. Cater [22], P. Billingsley [15], G. de Rham [82] y D. Tall [100] entre
otros autores, han demostrado la derivabilidad en ningún punto de la función
de Takagi. Sin embargo, la mayoŕıa de estas pruebas están basadas en ar-
gumentaciones similares. A continuación, presentamos en notación moderna
la demostración de la no derivabilidad en ningún punto dada originalmente
por T. Takagi en [99].

Teorema 1.10. La función de Takagi no es derivable en ningún punto de
[0, 1].

Demostración. Consideremos la definición original de la función de Takagi
dada por (1.5). Sea x ∈ [0, 1] cuya expresión binaria es x =

∑∞
n=1

εn
2n con

εn ∈ {0, 1}.

Si εn = 0 entonces

∆n :=
f (x+ 2−n)− f (x)

2−n
= On (x)− In (x)− 2n+1τn+1

Si εn−1 = 0 y εn = 1 entonces

∆n :=
f (x+ 2−n)− f (x)

2−n
= On (x)− In (x)

En consecuencia, si εn = 0 y εn+1 = 0 entonces ∆n+1 −∆n = 1− 2n+1τn+2,
mientras que si εn = 0 y εn+1 = 1 entonces ∆n+1 −∆n = 2n+1τn+2.

Si f es derivable en x entonces |∆n+1 −∆n| → 0 cuando n → ∞. Por
tanto, para ε = 1

8 existe n0 ∈ N tal que, si n ≥ n0 entonces |∆n+1 −∆n| < 1
8 .

Por tanto,

– Si εn = 0 y εn+1 = 0 entonces 2n+1τn+2 >
7
8 . En consecuencia, εn+2 =

εn+3 = 1.

– Si εn = 0 y εn+1 = 1 entonces 2n+1τn+2 <
1
8 . En consecuencia, εn+2 =

εn+3 = 0.

obteniendo aśı una contradicción.

1.3 La función de Takagi y la hipótesis de Riemann

En esta sección presentamos la relación existente entre la función de Ta-
kagi y la hipótesis de Riemann mediante las fracciones de Farey. La función
zeta de Riemann, denotada por ζ : C \ {1} → C, se define como

ζ (z) =

∞∑
n=1

1

nz
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Esta función fue desarrollada por B. Riemann en [84] con el objetivo de en-
contrar una estimación del cardinal del conjunto de números primos menores
o iguales que un número dado. La función zeta de Riemann es convergente en
los números complejos con parte real estrictamente mayor que 1. Riemann
demostró que la función ζ (z) puede extenderse a una función meromorfa
en el plano complejo con un polo simple en z = 1 obteniendo la ecuación
funcional

ζ (z) = 2zπz−1ζ (1− z) Γ (1− z) sin
πz

2
, z 6= 1

donde Γ es la función Gamma. Esta ecuación nos permite deducir que
ζ (−2n) = 0 para todo n ∈ N. El conjunto de los números enteros nega-
tivos pares recibe el nombre de ceros triviales de la función ζ. Riemann
conjeturó que la parte real de todo cero no trivial de la función ζ es 1/2.
Un estudio en profundidad de la hipótesis de Riemann puede consultarse en
[44].

Definición 1.11. Las fracciones de Farey de nivel n, denotadas por Fn, se
definen como

Fn =

{
p

q
∈ [0, 1] : p, q ∈ N, q ≤ n,mcd (p, q) = 1

}
En 2006, R. Balasubramanian, S. Kanemitsu y M. Yoshimoto [10] pro-

baron que la hipótesis de Riemann es equivalente a la siguiente afirmación:
para todo ε > 0 se verifica∑

r∈Fn

T (r)− 1

2
|Fn| = 0

(
n

1
2

+ε
)

cuando n→∞

Observación 1.12. En la expresión anterior se evalúa la función de Takagi
en números racionales. Por esta razón, y debido a la importancia de la
equivalencia anterior, en la sección 4.4 del caṕıtulo cuarto desarrollamos
un algoritmo teórico que permite calcular de manera exacta el valor de la
función de Takagi en cualquier número racional. Este algoritmo ha sido
implementado en Maple (véase Apéndice B).





CAṔITULO 2

Ecuaciones funcionales

En este caṕıtulo estudiamos la función de Takagi adoptando un enfoque
funcional. En primer lugar, presentamos ésta como la única solución acotada
de un conjunto de ecuaciones funcionales haciendo un recorrido desde el
primer trabajo realizado en esta perspectiva funcional debido a H. Kairies,
W. Darsow y M. Frank [57], hasta los trabajos más recientes debidos a L.
Sadowski [88] y M. Krüppel [65].

En segundo lugar, presentamos el trabajo realizado por M. Hata y M.
Yamaguti [48] que caracteriza a la función de Takagi como la única solución
continua de un problema de contorno discreto. Finalmente, introducimos la
función singular de Lebesgue y exponemos su sorprendente relación con la
función de Takagi.

2.1 Sistema de ecuaciones funcionales

Comenzamos esta sección presentando la función de Takagi como la única
solución acotada de un sistema de cuatro ecuaciones funcionales.

Proposición 2.1. La función de Takagi satisface en [0, 1] las siguientes
ecuaciones funcionales:

T (x)− 2T
(x

2

)
= −x (1)

T

(
x+ 1

2

)
− T

(x
2

)
= −x+

1

2
(2)
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T (x)− T
(x

2

)
− T

(
x+ 1

2

)
= −1

2
(3)

2T

(
x+ 1

2

)
− T (x) = −x+ 1 (4)

Demostración. Expresando la función de Takagi como

T (x) = 2
∞∑
n=1

1

2n
φ
(

2n
x

2

)
= 2

[
T
(x

2

)
− φ

(x
2

)]
= 2T

(x
2

)
− x

obtenemos (1). En segundo lugar, escribiendo

T

(
x+ 1

2

)
= φ

(
x+ 1

2

)
+

∞∑
n=1

1

2n
φ
(

2n
x

2

)
= φ

(
x+ 1

2

)
+ T

(x
2

)
− φ

(x
2

)
=T

(x
2

)
− x+

1

2

obtenemos (2). Finalmente, observemos que (3) = (1)− (2) y (4) = 2 · (2)−
(1).

Proposición 2.2. Si F : [0, 1]→ R satisface dos de las ecuaciones (1), (2),
(3), (4), entonces F satisface las dos restantes.

Demostración. Según la observación realizada en la demostración de la pro-
posición 2.1, basta advertir que (4) = (1)− 2 · (3).

Proposición 2.3. Si F : [0, 1]→ R satisface dos de las ecuaciones (1), (2),
(3), (4), entonces F = T en D.

Demostración. Iterando la ecuación (1), obtenemos que

F (x) = −x+ 2F
(x

2

)
= −x+ 2

[
−x

2
+ 2F

(x
4

)]
=

= . . . = −mx+ 2mF
( x

2m

)
para todo m ∈ N y x ∈ [0, 1]. Utilizando la ecuación (3), se tiene

F (x) = −mx+ 2m
[
F

(
x

2m
+

1

2

)
+

2x

2m
− 1

2

]
Denotando ξm (x) := x

2m + 1
2 , escribimos

F (ξm (x)) =
1

2m
F (x) +

x

2m
(m− 2) +

1

2
, m ∈ N, x ∈ [0, 1] . (∗)

A continuación, consideramos una k-tupla de enteros positivos (a1, a2, . . . , ak)
con ak ≥ 2 y definimos

a = ξa1 ◦ ξa2 ◦ · · · ◦ ξak (1)

Observamos que
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Si k = 1, entonces

a =
1

2
+

1

2a1

Si k ≥ 2, entonces

a = ξa1 (ξa2 ◦ · · · ◦ ξak (1))

=
1

2
+
ξa2 ◦ · · · ◦ ξak (1)

2a1

=
1

2
+

1

21+a1
+
ξa3 ◦ · · · ◦ ξak (1)

2a1+a2

= . . .

=
1

2
+

1

21+a1
+

1

21+a1+a2
+ · · ·+ 1

21+a1+···+ak−1
+

1

2a1+···+ak

Además, la aplicación (a1, a2, . . . , ak) 7→ a es una biyección entre las k-
tuplas de enteros positivos con ak ≥ 2 y los números diádicos a ∈

(
1
2 , 1
)

con
exactamente k + 1 unos. Iterando la ecuación (∗) para k ≥ 2, escribimos

F (a) = F (ξa1 (ξa2 ◦ · · · ◦ ξak (1)))

=
1

2a1
F (ξa2 ◦ · · · ◦ ξak (1)) +

ξa2 ◦ · · · ◦ ξak (1)

2a1
(a1 − 2) +

1

2

=
1

2a1
F (ξa2 ◦ · · · ◦ ξak (1)) +

(
a− 1

2

)
(a1 − 2) +

1

2

=
1

2a1

[
1

2a2
F (ξa3 ◦ · · · ◦ ξak (1)) +

ξa3 ◦ · · · ◦ ξak (1)

2a2
(a2 − 2) +

1

2

]
+

+

(
a− 1

2

)
(a1 − 2) +

1

2

=
1

2a1+a2
F (ξa3 ◦ · · · ◦ ξak (1)) + (a2 − 2)

(
a− 1

2

)
− (a2 − 2)

1

21+a1
+

+
1

21+a1
+

(
a− 1

2

)
(a1 − 2) +

1

2

=
1

2a1+a2
F (ξa3 ◦ · · · ◦ ξak (1)) +

(
a− 1

2

)
(a1 + a2 − 4)−

− 1

21+a1
(a2 − 3) +

1

2
= · · ·
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y, dado que F (1) = 0, obtenemos que

F (a) = (a1 + · · ·+ ak − 2k)

(
a− 1

2

)
+

1

2
+

+
1

2

[ 1

2a1
(a2 + · · ·+ ak − 2k + 1) +

+
1

2a1+a2
(a3 + · · ·+ ak − 2k + 3) + · · ·+

+
1

2a1+···+ak−2
(ak−1 + ak − 5) +

1

2a1+···+ak−1
(ak − 3)

]

Por tanto, los valores de F en los números diádicos del intervalo
(

1
2 , 1
]

están completamente determinados. Como consecuencia de la expresión ob-
tenida para a, de la ecuación (2), de que F (0) = 0 y F

(
1
2

)
= 1

2 , dichos
valores también están totalmente determinados en el intervalo

[
0, 1

2

]
. En

consecuencia, F = T en los números diádicos del intervalo [0, 1].

Observemos que el resultado anterior implica que toda función continua
que satisface dos de las ecuaciones (1),(2),(3),(4) entonces necesariamente
es la función de Takagi. Sin embargo, podemos afirmar más.

Teorema 2.4 (H. Kairies, W. Darsow y M. Frank [57]). La función de Taka-
gi es la única función acotada que satisface dos de las ecuaciones funcionales
(1),(2),(3),(4) en el intervalo [0, 1].

Demostración. Sea B ([0, 1]) el espacio de Banach de las funciones reales
acotadas en [0, 1] dotado de la norma del supremo. Definimos la aplicación
S : B ([0, 1])→ B ([0, 1]) por

S (F ) (x) :=

{
x+ 1

2F (2x) si 0 ≤ x ≤ 1
2

1− x+ 1
2F (2x− 1) si 1

2 ≤ x ≤ 1

para F ∈ B ([0, 1]). Por las ecuaciones (1) y (4), tenemos que S (T ) = T .
Como la aplicación S es contractiva, el teorema del punto fijo de Banach
nos garantiza la existencia de un único punto fijo para dicha aplicación.

La derivabilidad en ningún punto de la función de Takagi puede obtenerse
a través de las cuatro ecuaciones funcionales anteriores. La demostración de
este resultado puede verse en [57, Teorema 2.1].

Proposición 2.5. La función de Takagi es la única función acotada que
satisface en [0, 1] la ecuación funcional

T (2x) = 2T (x)− 2φ (x) (5)
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Demostración. Reescribiendo las ecuaciones (1) y (4) como:

T (2x) = 2T (x)− 2x, 0 ≤ x ≤ 1

2

T (2x− 1) = 2T (x)− 2 (1− x) ,
1

2
≤ x ≤ 1

y combinando ambas obtenemos (5). A continuación, sea F : [0, 1]→ R una
función acotada que satisface (5). Iterando dicha ecuación obtenemos que

F (x) = φ (x) +
1

2
F (2x) = φ (x) +

1

2

[
1

2
F (4x) + φ (2x)

]
= . . .

=

m∑
n=0

1

2n
φ (2nx) +

1

2m+1
F
(
2m+1x

)
para todo m. Haciendo m→∞, tenemos que

F (x) =
∞∑
n=0

1

2n
φ (2nx) , 0 ≤ x ≤ 1

La siguiente proposición es un resultado reciente, en concreto del año
2017.

Proposición 2.6 (L. Sadowski [88]). La función de Takagi es la única fun-
ción acotada que satisface la ecuación de simetŕıa (1.3) y una de las ecua-
ciones (1), (4) en el intervalo [0, 1].

Demostración. Sea F : [0, 1] → R una función acotada que satisface la
ecuación de simetŕıa (1.3). Si F cumple (1), considerando x = 0 en dicha
ecuación y en la ecuación de simetŕıa concluimos que F (0) = F (1) = 0. Si
F cumple (4), considerando x = 1 en dicha ecuación y x = 0 en la ecuación
de simetŕıa obtenemos que F (0) = F (1) = 0.

A continuación, extendemos F a una función 1-periódica en R definida
por

F (x) = F (x− [x])

Además, para cada x ∈ R escribimos x = n + t con n ∈ Z y t ∈ [0, 1). Por
la ecuación de simetŕıa

F (−x) = F (−n− t) = F (1− t) = F (t) = F (n+ t) = F (x)

Finalmente, probamos que F verifica la ecuación (5) y, por la proposición
2.5, F = T en dicho intervalo.



16 Ecuaciones funcionales

Supongamos que F verifica (1). Si x ∈
[
0, 1

2

]
entonces se verifica (5). Por

otra parte, si x ∈
[

1
2 , 1
]
, entonces

2F (x) = 2F (1− x) = F (2 (1− x)) + 2 (1− x) =

= F (−2x) + 2φ (x) = F (2x) + 2φ (x)

Por otro lado, supongamos que F verifica (4). Si x ∈
[

1
2 , 1
]
, entonces

2F (x) = 2F

(
2x− 1 + 1

2

)
= F (2x− 1) + 2 (1− x) = F (2x) + 2φ (x)

Si x ∈
[
0, 1

2

]
entonces 1− x ∈

[
1
2 , 1
]
, y por el caso anterior, tenemos que

2F (x) = 2F (1− x) = F (2 (1− x)) + 2φ (1− x) =

= F (−2x) + 2φ (x) = F (2x) + 2φ (x)

A continuación, presentamos una generalización de las ecuaciones (1) y
(4). Sea k ∈ N con representación binaria k =

∑m
n=1 εn2n−1 donde εn ∈

{0, 1} para todo n = 1, . . . ,m. Definimos la función I : N→ N por

I (k) =
m∑
n=1

εn (2.1)

Observemos que I (2k) = I (k) y que I (2k + 1) = I (k) + 1 para todo
k ∈ N.

Proposición 2.7 (M. Krüppel [65]). Sean n ∈ N y k ∈ {0, 1, . . . , 2n − 1}.
La función de Takagi satisface en [0, 1] la ecuación funcional

T

(
k + x

2n

)
= T

(
k

2n

)
+
n− 2I (k)

2n
x+

1

2n
T (x) (6)

Demostración. Sea n = 1, si k = 0 la ecuación (6) es (1) y si k = 1 la
ecuación (6) es (4). Sea x ∈ [0, 1] y supongamos (6) cierta para n ≥ 1. Por
una parte, aplicando (6) a x

2 , y utilizando (1), tenemos que

T

(
2k + x

2n+1

)
= T

(
2k

2n+1

)
+
n− 2I (2k)

2n+1
x+

x

2n+1
+

1

2n+1
T (x)

Por otra parte, aplicando (6) a x+1
2 , y utilizando (4), tenemos

T

(
2k + x+ 1

2n+1

)
= T

(
k

2n

)
+
n− 2I (2k)

2n+1
(x+ 1) +

1− x
2n+1

+
1

2n+1
T (x)



2.1 Sistema de ecuaciones funcionales 17

En particular, para x = 0 se tiene

T

(
2k + 1

2n+1

)
= T

(
k

2n

)
+
n− 2I (2k)

2n+1
+

1

2n+1

De esta forma, escribimos

T

(
2k + 1 + x

2n+1

)
= T

(
2k + 1

2n+1

)
+
n+ 1− 2I (2k + 1)

2n+1
x+

1

2n+1
T (x)

Proposición 2.8 (M. Krüppel [65]). Sean n ∈ N y k ∈ {1, . . . , 2n − 1}. La
función de Takagi satisface en [0, 1] la ecuación funcional

T

(
k − x

2n

)
= T

(
k

2n

)
+

2I (k − 1)− n
2n

x+
1

2n
T (x) (7)

Demostración. Particularizando (6) en k − 1 y 1− x tenemos que

T

(
k − x

2n

)
= T

(
k − 1

2n

)
+
n− 2I (k − 1)

2n
(1− x) +

1

2n
T (x) (2.2)

para todo x ∈ [0, 1]. Si x = 0 entonces

T

(
k

2n

)
= T

(
k − 1

2n

)
+
n− 2I (k − 1)

2n

Aśı, reescribimos (2.2) obteniendo (7).

Corolario 2.9. Sean n ∈ N y k ∈ {1, . . . , 2n − 1}. La función de Takagi
satisface en [0, 1] la ecuación funcional

T

(
k + x

2n

)
− T

(
k − x

2n

)
=
n− I (k)− I (k − 1)

2n−1
x (8)

Observación 2.10. Si n = k = 1 entonces la ecuación (8) es la ecuación de
simetŕıa (1.3).

Finalmente, presentamos una ecuación funcional para las funciones de
Takagi de nivel n.

Proposición 2.11. Sean n ∈ N y k ∈ {0, 1, . . . , 2n − 1}. La función de
Takagi de nivel n, denotada por Gn, satisface en [0, 1] la ecuación funcional

Gn

(
k + x

2n+1

)
= Gn

(
k

2n+1

)
+
n+ 1− 2I (k)

2n+1
x (2.3)
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Demostración. Sea n ∈ N. La función Gn es lineal en el intervalo diádico
Ik,n+1, y por tanto,

Gn

(
k + x

2n+1

)
= Gn

(
k

2n+1

)
+ ax

para cierta pendiente a ∈ Z. Como T
(

k
2n+1

)
= Gn

(
k

2n+1

)
y T

(
k+1
2n+1

)
=

Gn
(
k+1
2n+1

)
, particularizando la ecuación (6) en x = 1 tenemos que

Gn

(
k + 1

2n+1

)
−Gn

(
k

2n+1

)
=
n+ 1− 2I (k)

2n+1

obteniendo aśı (2.3).

2.2 Sistema de ecuaciones en diferencias

Consideremos el espacio de Banach C ([0, 1]) formado por las funciones
reales continuas en el intervalo [0, 1] dotado con la norma del supremo y su
base de Schauder (véase [21]) dada por

S0 (x) = x, S1 (x) = 1− x, x ∈ [0, 1]

Sk,n (x) =

{
2φ (2nx) , si x ∈ Ik,n
0, en otro caso

para n ∈ N y k ∈ {0, . . . , 2n − 1}. El grafo de la función Sk,n es un triángu-
lo isósceles de altura uno cuya base está conformada por el intervalo Ik,n.
Utilizando la función ψ descrita en la sección 1.1.1, expresamos

Sk,n (x) = ψn+1 (x)χk,n (x) , x ∈ [0, 1] (2.4)

donde χk,n denota la función caracteŕıstica en el intervalo Ik,n.
Toda función f ∈ C ([0, 1]) se escribe de manera única a través de dicha

base de Schauder como

f (x) = a0 + a1x+
∞∑
n=0

2n−1∑
k=0

ak,nSk,n (x)

donde

a0 = f (0) , a1 = f (1)− f (0)

ak,n = f

(
2k + 1

2n+1

)
− 1

2

[
f

(
k

2n

)
+ f

(
k + 1

2n

)]
para n ∈ N y k ∈ {0, . . . , 2n − 1}. Aplicando este resultado a la función de
Takagi junto con la unicidad de los coeficientes de Schauder obtenemos el
siguiente teorema.
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Teorema 2.12 (M. Hata y M. Yamaguti [48]). La función de Takagi es la
única solución continua del sistema de ecuaciones en diferencias

f

(
2k + 1

2n+1

)
− 1

2

[
f

(
k

2n

)
+ f

(
k + 1

2n

)]
=

1

2n+1
, (2.5)

para todo n ∈ N y k ∈ {0, . . . , 2n − 1}, con condiciones de contorno de tipo
Dirichlet f (0) = f (1) = 0.

Demostración. La continuidad de la función de Takagi en el intervalo [0, 1]
junto con T (0) = T (1) = 0 permiten expresar dicha función en la base de
Schauder introducida anteriormente como

T (x) =

∞∑
n=0

2n−1∑
k=0

ak,nSk,n (x)

Utilizando la ecuación (2.4),

T (x) =
∞∑
n=1

1

2n
ψn(x) =

∞∑
n=0

(
2n−1∑
k=0

1

2n+1
χk,n(x)

)
ψn+1(x) =

=

∞∑
n=0

2n−1∑
k=0

1

2n+1
Sk,n(x)

Por la unicidad de los coeficientes de la base de Schauder, tenemos que

ak,n =
1

2n+1

para todo k ∈ {0, . . . , 2n − 1}. En conclusión,

T

(
2k + 1

2n+1

)
− 1

2

[
T

(
k

2n

)
+ T

(
k + 1

2n

)]
=

1

2n+1

para n ∈ N y k ∈ {0, . . . , 2n − 1}. La ecuación (2.5) y las condiciones de
contorno determinan uńıvocamente el valor de la función en el conjunto D,
obteniendo aśı la unicidad de la solución continua.

Dada f ∈ C ([0, 1]), se define el laplaciano discreto de f por

∆k,nf = −2f

(
2k + 1

2n+1

)
+ f

(
k

2n

)
+ f

(
k + 1

2n

)
(2.6)

para todo n ∈ N y k ∈ {0, . . . , 2n − 1}.

Corolario 2.13. La función de Takagi es la única solución continua del
problema de contorno discreto

−∆k,nf =
1

2n

para todo n ∈ N y k ∈ {0, . . . , 2n − 1}, con condiciones de contorno de tipo
Dirichlet f (0) = f (1) = 0.
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2.3 La función singular de Lebesgue y la función de Takagi

En 1957 G. de Rham obtuvo en [83] el siguiente resultado: dado α ∈ R
tal que 0 < α < 1 existe una única solución continua, denotada por Lα, del
sistema de ecuaciones funcionales{

Lα (x) = αLα (2x) , 0 ≤ x ≤ 1
2

Lα (x) = (1− α)Lα (2x− 1) + α, 1
2 ≤ x ≤ 1

(2.7)

Claramente, si α = 1
2 , entonces Lα (x) = x para todo x ∈ [0, 1]. Si α 6= 1

2 ,
la solución Lα de (2.7) recibe el nombre de función singular de Lebesgue,
también conocida como función singular de De Rham.

Figura 2.1: Función singular de Lebesgue, α = 0.3.

Proposición 2.14. Sea 0 < α < 1. La función Lα es la única solución
continua del sistema de ecuaciones en diferencias

f

(
2k + 1

2n+1

)
= (1− α) f

(
k

2n

)
+ αf

(
k + 1

2n

)
, (2.8)

para todo n ∈ N y k ∈ {0, . . . , 2n − 1}, con condiciones de contorno de tipo
Dirichlet f (0) = 0 y f (1) = 1.

Demostración. En primer lugar, utilizando (2.7) tenemos que Lα (1) = 1 y
Lα (0) = 0. A continuación, procedemos por inducción sobre n. Si n = 1,
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entonces k ∈ {0, 1}, y utilizando (2.7), tenemos que

α2 = Lα

(
1

4

)
= (1− α)Lα (0) + αLα

(
1

2

)
= α2

2α− α2 = Lα

(
3

4

)
= (1− α)Lα

(
1

2

)
+ αLα (1) = 2α− α2

Supongamos cierto (2.8) para n−1. En primer lugar, si k ∈
{

0, . . . , 2n−1 − 1
}

,

entonces k
2n , k+1

2n y 2k+1
2n+1 pertenecen al intervalo

[
0, 1

2

]
. Utilizando (2.7) te-

nemos que

Lα

(
k

2n

)
= αLα

(
k

2n−1

)
, Lα

(
k + 1

2n

)
= αLα

(
k + 1

2n−1

)
,

Lα

(
2k + 1

2n+1

)
= αLα

(
2k + 1

2n

)
y aplicando la hipótesis de inducción obtenemos (2.8). En segundo lugar,
si k ∈

{
2n−1, . . . , 2n − 1

}
, entonces k

2n , k+1
2n y 2k+1

2n+1 pertenecen al intervalo[
1
2 , 1
]
. Utilizando (2.7) tenemos que

Lα

(
k

2n

)
= (1− α)Lα

(
k − 2n−1

2n−1

)
+ α

Lα

(
k + 1

2n

)
= (1− α)Lα

(
k − 2n−1 + 1

2n−1

)
+ α

Aplicando de nuevo (2.7) y la hipótesis de inducción obtenemos que

Lα

(
2k + 1

2n+1

)
= (1− α)Lα

(
2
(
k − 2n−1

)
+ 1

2n

)
+ α =

= (1− α)

[
(1− α)Lα

(
k − 2n−1

2n−1

)
+ αLα

(
k − 2n−1 + 1

2n−1

)]
+ α

= (1− α)

[
Lα

(
k

2n

)
− α

]
+ α

[
Lα

(
k + 1

2n

)
− α

]
+ α

= (1− α)Lα

(
k

2n

)
+ αLα

(
k + 1

2n

)
La ecuación (2.8) y las condiciones de contorno determinan uńıvocamente el
valor de la función en el conjunto D, obteniendo aśı la unicidad de solución
continua.

Proposición 2.15. La función singular de Lebesgue Lα en [0, 1] se escribe
de manera única a través de la base de Schauder definida en 2.2 como

Lα (x) = x+

∞∑
n=0

2n−1∑
k=0

(
α− 1

2

)
αn−I(k) (1− α)I(k) Sk,n (x) (2.9)
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Demostración. En primer lugar, a0 = Lα (0) = 0, a1 = Lα (1) − Lα (0) = 1
y a0,0 = α− 1

2 . Por la ecuación (2.8),

ak,n =

(
α− 1

2

)[
Lα

(
k + 1

2n

)
− Lα

(
k

2n

)]
, n ∈ N, k = 0, . . . , 2n − 1

Si k = 2l con l ∈ N, entonces

a2l,n =

(
α− 1

2

)[
Lα

(
2l + 1

2n

)
− Lα

(
l

2n−1

)]
=

(
α− 1

2

)[
(1− α)Lα

(
l

2n−1

)
+ αLα

(
l + 1

2n−1

)
− Lα

(
l

2n−1

)]
= αal,n−1

Si k = 2l + 1 con l ∈ N, entonces

a2l+1,n =

(
α− 1

2

)[
Lα

(
l + 1

2n−1

)
− Lα

(
2l + 1

2n

)]
=

(
α− 1

2

)[
Lα

(
l + 1

2n−1

)
− (1− α)Lα

(
l

2n−1

)
− αLα

(
l + 1

2n−1

)]
= (1− α) al,n−1

En consecuencia, ak,n =
(
α− 1

2

)
αn−I(k) (1− α)I(k) para todo n ∈ N y k ∈

{0, . . . , 2n − 1}.

Observemos que, para cada x ∈ [0, 1], la serie de las derivadas con res-
pecto al parámetro α de la expresión (2.9) es uniformemente convergente,
y en consecuencia, la función singular de Lebesgue es C1 con respecto al
parámetro α.

Proposición 2.16. La función singular de Lebesgue es estrictamente cre-
ciente en [0, 1].

Demostración. Según hemos visto en la demostración de la proposición 2.15,

Lα

(
k + 1

2n

)
− Lα

(
k

2n

)
= αn−I(k) (1− α)I(k) > 0 (2.10)

para n ∈ N y k ∈ {0, . . . , 2n − 1}.

Proposición 2.17. La función singular de Lebesgue es derivable en casi
todo punto de (0, 1) con derivada nula.

Demostración. Por la proposición 2.16, la función singular de Lebesgue es
derivable en casi todo punto de (0, 1). Supongamos que Lα es derivable en
z0 ∈ (0, 1) tal que L′α (z0) 6= 0. Para cada n ∈ N existe kn ∈ {0, . . . , 2n − 1}
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tal que kn
2n ≤ z0 <

kn+1
2n . Si denotamos por θn = αn−I(kn) (1− α)I(kn) enton-

ces
Lα
(
kn+1

2n

)
− Lα

(
kn
2n

)
2−n

= 2nθn

Como L′α (z0) 6= 0, se comprueba fácilmente que ĺımn→∞ 2nθn 6= 0. En
consecuencia,

ĺım
n→∞

2n+1θn+1

2nθn
= 1 (2.11)

Sin embargo,

2n+1θn+1

2nθn
= 2

αn−I(kn+1) (1− α)I(kn+1)

αn−I(kn) (1− α)I(kn)
∈ {2α, 2 (1− α)}

Como α 6= 1
2 , obtenemos una contradicción con (4.6).

Las dos propiedades anteriores de la función singular de Lebesgue fueron
estudiadas en primer lugar por R. Salem en [89]. Una vez introducida la
función singular de Lebesgue aśı como sus caracteŕısticas más relevantes,
finalizamos esta sección estudiando la relación existente entre la función de
Takagi y la función singular de Lebesgue.

Proposición 2.18 (M. Hata y M. Yamaguti [48]). Para cada x ∈ [0, 1] se
verifica que (

∂Lα
∂α

∣∣∣∣
α= 1

2

)
(x) = 2T (x)

Demostración. Sean n ∈ N y k ∈ {0, . . . , 2n − 1}. Sea h ∈ R tal que α+h ∈
(0, 1). Por la proposición 2.14,

Lα+h

(
2k+1
2n+1

)
− Lα

(
2k+1
2n+1

)
h

= (1− α)

[
Lα+h

(
k

2n

)
− Lα

(
k

2n

)
h

]
+

+ α

[
Lα+h

(
k+1
2n

)
− Lα

(
k+1
2n

)
h

]
+ Lα+h

(
k + 1

2n

)
− Lα+h

(
k

2n

)
Utilizando la igualdad (2.10), haciendo h → 0 y particularizando en α = 1

2
tenemos que(

∂Lα
∂α

∣∣∣∣
α= 1

2

)(
2k + 1

2n+1

)
=

1

2

[(
∂Lα
∂α

∣∣∣∣
α= 1

2

)(
k

2n

)
+

(
∂Lα
∂α

∣∣∣∣
α= 1

2

)(
k + 1

2n

)]
+

1

2n
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Como la función singular de Lebesgue es C1 con respecto al parámetro α,

concluimos que la función 1
2

(
∂Lα
∂α

∣∣
α= 1

2

)
es una solución continua del sistema

de ecuaciones en diferencias (2.5) cuya única solución continua es la función
de Takagi. En consecuencia, para cada x ∈ [0, 1] se verifica(

∂Lα
∂α

∣∣∣∣
α= 1

2

)
(x) = 2T (x)



CAṔITULO 3

Estudio anaĺıtico de la función de Takagi

La función de Takagi es, probablemente, el ejemplo más sencillo de una
función no derivable en ningún punto de [0, 1]. Sin embargo, admite cier-
to grado de derivabilidad. El término nonsmooth analysis hace referencia
a extender las técnicas del cálculo diferencial en ausencia de diferenciabi-
lidad. Por esta razón, el estudio de la función de Takagi desde un punto
de vista anaĺıtico debe comenzarse estudiando su subdiferencial y su su-
perdiferencial. En la siguiente sección, estudiamos las derivadas laterales
de la función de Takagi aśı como la derivabilidad en sentido de Zygmund
en [0, 1]. En la cuarta sección, establecemos la continuidad en sentido de
Hölder de la función de Takagi para 0 < α < 1 obteniendo a través de la
teoŕıa desarrollada en el apéndice A la existencia y continuidad de derivadas
fraccionarias de orden 0 < β < 1. A continuación, estudiamos la función
de Takagi desde la perspectiva de la derivabilidad aproximada y obtenemos
que dicha función no satisface la propiedad de Lusin de clase C1 en [0, 1].
Posteriormente, presentamos el rol de la función de Takagi en la teoŕıa de
la convexidad aproximada aśı como la noción de función Lipschitz convexa
de orden θ probando que la función de Takagi satisface esta condición para
θ (h) = h ln (1/h). Finalmente, estudiamos la serie de Fourier de la función
de Takagi.

3.1 Subdiferencial de la función de Takagi

El concepto de subdiferencial y sus diferentes nociones constituyen una
de las temáticas centrales del nonsmooth analysis. A continuación, presen-
tamos una breve introducción a algunos conceptos del nonsmooth analysis
que pueden verse en mayor profundidad en [37] o en [24].
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Definición 3.1. Sean f : R→ R una función semicontinua inferiormente y
z0 ∈ R. La subdiferencial Fréchet de f en z0, denotada por ∂f (z0), se define
como

∂f (z0) =

{
ξ ∈ R : ĺım inf

h→0

f (z0 + h)− f (z0)− ξh
|h|

≥ 0

}
En términos de las derivadas de Dini, podemos caracterizar la subdife-

rencial Fréchet de una función f : R → R en un punto z0 como ∂f (z0) =
[D−f (z0) , d+f (z0)] ∩R donde

D−f (z0) = ĺım sup
h→0−

f (z0 + h)− f (z0)

h
, d+f (z0) = ĺım inf

h→0+

f (z0 + h)− f (z0)

h

Ciertamente, la subdiferencial Fréchet de una función f : R → R en un
punto z0 puede ser vaćıa, esto ocurre si, pero no sólo si, d+f (z0) < D−f (z0).
En un nivel más restrictivo que la subdiferencial Fréchet se encuentra la
subdiferencial proximal.

Definición 3.2. Sean f : R → R una función semicontinua inferiormente
y z0 ∈ R. La subdiferencial proximal de f en z0, denotada por ∂P f (z0),
se define como el conjunto de puntos ξ ∈ R que verifican la desigualdad
proximal: existen δ, σ > 0 tales que

f (z0 + h) ≥ f (z0) + ξh− σ |h|2

para todo h ∈ R con |h| < δ.

Una generalización inmediata de la subdiferencial proximal es la subdi-
ferencial α-Hölder.

Definición 3.3. Sean f : R → R una función semicontinua inferiormente,
z0 ∈ R y α ∈ N tal que α > 1. La subdiferencial α-Hölder de f en z0,
denotada por ∂αf (z0), se define como el conjunto de puntos ξ ∈ R que
verifican la siguiente desigualdad: existen δ, σ > 0 tales que

f (z0 + h) ≥ f (z0) + ξh− σ |h|α

para todo h ∈ R con |h| < δ.

Es inmediato ver que ∂α2f (z0) ⊂ ∂α1f (z0) ⊂ ∂f (z0) para todo 1 <
α1 < α2.

Finalmente, a partir de la subdiferencial Fréchet es posible definir la
subdiferencial limiting.

Definición 3.4. Sean f : R → R una función continua y z0 ∈ R. La
subdiferencial limiting de f en z0, denotada por ∂Lf (z0), se define como

∂Lf (z0) =
{

ĺım
n
ξn : ξn ∈ ∂f (zn) donde ĺım

n
zn = z0

}



3.2 Superdiferencial de la función de Takagi 27

Claramente, ∂f (z0) ⊂ ∂Lf (z0).
En 2011, P. Gora y R. J. Stern [45] probaron que la función de Takagi

tiene subdiferencial R en los números diádicos y vaćıa en el complementario.
Posteriormente, J. Ferrera y J. Gómez Gil [38] introdujeron una generali-
zación de la función de Takagi obteniendo un resultado más general para
espacios de Hilbert, y en particular, para la función de Takagi utilizando
técnicas más sencillas. En la sección 5.2 del caṕıtulo quinto presentamos la
generalización introducida por J. Ferrera y J. Gómez Gil [38] y demostramos
el resultado de P. Gora y R. J. Stern [45] comentado anteriormente en un
contexto más general.

La función de Takagi, desde el punto de vista subdiferencial, constituye
un caso extremo para funciones de variable real. En primer lugar, debido a
que el conjunto de puntos donde la subdiferencial es no vaćıa es un conjunto
denso, y en segundo lugar, debido a que la subdiferencial tiene cardinal
mayor que uno en un conjunto a lo sumo numerable.

Teorema 3.5 (P. Gora y R. J. Stern [45]). Para α > 1, la función de Takagi
satisface que ∂αT (z0) = R si z0 ∈ D y ∂αT (z0) = ∅ en otro caso.

Corolario 3.6. Si z0 ∈ D entonces ∂T (z0) = R.

Corolario 3.7. Para todo z0 ∈ [0, 1] se verifica que ∂LT (z0) = R.

3.2 Superdiferencial de la función de Takagi

Comenzamos esta sección estableciendo la notación aśı como los resul-
tados previos que emplearemos.

Definición 3.8. Sean f : R → R una función semicontinua superiormente
y z0 ∈ R. La superdiferencial de f en z0, denotada por ∂+f (z0), se define
como

∂+f (z0) =

{
ξ ∈ R : ĺım sup

h→0

f (z0 + h)− f (z0)− ξh
|h|

≤ 0

}
En términos de las derivadas de Dini, podemos caracterizar la super-

diferencial de una función f : R → R en un punto z0 como ∂+f (z0) =
[D+f (z0) , d−f (z0)] ∩R donde

D+f (z0) = ĺım sup
h→0+

f (z0 + h)− f (z0)

h
, d−f (z0) = ĺım inf

h→0−

f (z0 + h)− f (z0)

h

Al igual que la subdiferencial, la superdiferencial de una función f : R→ R

en un punto z0 puede ser vaćıa, en concreto si, pero no sólo si, d−f (z0) <
D+f (z0). Además, es fácil ver que si ∂f (z0) 6= ∅ y ∂+f (z0) 6= ∅ entonces f
es derivable en z0. Este resultado aśı como otros similares pueden verse en
[37].
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En [39], J. Ferrera y J. Gómez Gil estudiaron en detalle la superdiferen-
cial de la función de Takagi.

Por la sección anterior, si z0 ∈ D entonces ∂+T (z0) = ∅. Por esta razón,
estudiamos el caso z0 6∈ D.

Proposición 3.9. Si z0 6∈ D, entonces

d−T (z0) ≤ ĺım inf
n

G′n (z0) + 1

D+T (z0) ≥ ĺım sup
n

G′n (z0)− 1

Demostración. Si z0 6∈ D, para todo n existen xn, yn ∈ Dn tales que z0 ∈
(xn, yn) y (xn, yn) ∩ Dn = ∅. Sea cn = xn+yn

2 ∈ Dn+1. De esta manera,
yn+1 = yn, xn+1 = cn si z0 > cn y xn+1 = xn, yn+1 = cn si z0 < cn.
Por consiguiente, para k < n, o bien (xn, yn) ⊂ (xk, ck) ⊂ (xk, yk), o bien
(xn, yn) ⊂ (ck, yk) ⊂ (xk, yk).

Para cada n definimos x∗n = 2xn − z0. Como gk es una función par y
periódica de periodo 2−k tenemos que gk (x∗n) = gk (z0) para todo k ≥ n−1.
Por tanto,

T (x∗n)− T (z0) =
∑

k<n−1

gk (x∗n)− gk (z0)

para todo n.

Si xn−1 < xn entonces x∗n ∈ (xn−1, xn) ⊂ (xn−1, yn−1) y g′n−1 (z0) = −1.
Aśı, para k < n − 1, o bien x∗n, z0 ∈ (xk, ck), o bien x∗n, z0 ∈ (ck, yk). Por
tanto,

gk (x∗n)− gk (z0) = g′k (z0) (x∗n − z0)

para todo k < n− 1 y, entonces

T (x∗n)− T (z0)

x∗n − z0
= G′n−2 (z0) = G′n−1 (z0) + 1 (3.1)

Debido a que |g′k (z0)| = 1 para todo k, la sucesión {G′n (z0)}n no converge
y ĺım supnG

′
n (z0) − ĺım infnG

′
n (z0) ≥ 1 si uno de ellos es finito. Además,

existe una subsucesión {nj}j tal que

ĺım inf
n

G′n (z0) = ĺım
j
G′nj−1 (z0)

Como z0 6∈ D, la sucesión {xn}n posee infinitos elementos distintos, y por
tanto, podemos escoger (nj)j satisfaciendo xnj−1 < xnj para todo j. Utili-
zando (3.1) obtenemos que

d−T (z0) ≤ ĺım
j

T (x∗nj )− T (z0)

x∗nj − z0
= ĺım inf

n
G′n (z0) + 1
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Finalmente, como T es una función par y gk (−z0) = −gk (z0) para todo
k, tenemos que

D+T (z0) = −d−T (−z0) ≥ − ĺım inf
n

G′n (−z0)− 1 = ĺım sup
n

G′n (z0)− 1

Corolario 3.10. Sea z0 6∈ D. Si uno de los ĺımites ĺım supnG
′
n (z0) o

ĺım infnG
′
n (z0) es infinito, o si ambos son finitos y

ĺım sup
n

G′n (z0)− ĺım inf
n

G′n (z0) > 2

entonces ∂+T (z0) = ∅.

Demostración. En primer lugar, si ĺım supnG
′
n (z0) = +∞ o ĺım infnG

′
n (z0) =

−∞ entonces ∂+T (z0) = ∅.
Si ambos ĺımites son finitos y ĺım supnG

′
n (z0) − ĺım infnG

′
n (z0) > 2

entonces

D+T (z0)− d−T (z0) ≥ ĺım sup
n

G′n (z0)− ĺım inf
n

G′n (z0)− 2 > 0

y por tanto, ∂+T (z0) = ∅.

Estudiamos el caso en que el ĺım supnG
′
n (z0) y ĺım infnG

′
n (z0) son núme-

ros finitos, en particular deben ser números enteros y

ĺım sup
n

G′n (z0)− ĺım inf
n

G′n (z0) ∈ {1, 2}

Proposición 3.11. Si z0 ∈ R, entonces

gn (z0) + gn+1 (z0) ≤ 1

2n+1
(3.2)

para todo n. Además, si z0 6∈ D, entonces gn (z0) + gn+1 (z0) = 2−(n+1) si y
sólo si g′n (z0) + g′n+1 (z0) = 0.

Demostración. En primer lugar, escribimos

gn (z0) + gn+1 (z0) =

=
εn+1

2n+1
+ (1− 2εn+1)

∑
k≥n+2

εk
2k

+
εn+2

2n+2
+ (1− 2εn+2)

∑
k≥n+3

εk
2k

=

=
1

2n+1
(εn+1 − εn+1εn+2 + εn+2)− 2 (εn+1 + εn+2 − 1)

∑
k≥n+3

εk
2k

Observamos que εn+1 − εn+1εn+2 + εn+2 = 0 si y sólo si εn+1 = εn+2 = 0.
En este caso,

gn (z0) + gn+1 (z0) = 2
∑

k≥n+3

εk
2k
≤ 1

2n+1
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siendo esta desigualdad estricta si z0 6∈ D. En otro caso, εn+1 − εn+1εn+2 +
εn+2 = 1 obteniendo la desigualdad (3.2) y, si z0 6∈ D, gn (z0) + gn+1 (z0) =
2−(n+1) si y sólo si εn+1 + εn+2 = 1.

Proposición 3.12. Sea z0 6∈ D. Si ĺım supnG
′
n (z0) y ĺım infnG

′
n (z0) son

finitos y
ĺım sup

n
G′n (z0)− ĺım inf

n
G′n (z0) ∈ {1, 2}

entonces

d−T (z0) = ĺım inf
n

G′n (z0) + 1

D+T (z0) = ĺım sup
n

G′n (z0)− 1

Demostración. En primer lugar, denotamos por S = ĺım supnG
′
n (z0), I =

ĺım infnG
′
n (z0) y por {xn}n, {yn}n, {cn}n las sucesiones descritas en la

demostración de la proposición 3.9.
Sea n0 ∈ N tal que G′n0

(z0) = I y I ≤ G′n (z0) ≤ S para todo n ≥ n0−1.
Esto implica que g′n0

(z0) = −1 y que

g′n0+2k (z0) + g′n0+2k+1 (z0) = 0

para todo k. Por la proposición 3.11,

gn0+2k (z0) + gn0+2k+1 (z0) =
1

2n0+2k+1

para todo k. Sea x∗ ∈ (xn0 , x), y por la proposición 3.11, obtenemos que

gn0+2k (z0) + gn0+2k+1 (z0)− (gn0+2k (x∗) + gn0+2k+1 (x∗)) ≥ 0

concluyendo que∑
j≥n0+2k

gj (z0)− gj (x∗) = (3.3)

=
∑
k≥p

gn0+2k (z0) + gn0+2k+1 (z0)− (gn0+2k (x∗) + gn0+2k+1 (x∗)) ≥ 0

para todo p ∈ N.
Como x∗ ∈ (xn0 , x), existe n > n0 tal que xn−1 < x∗ ≤ xn. Esto implica

que g′n−1 (z0) = −1, y por tanto, G′n−2 (z0) = G′n−1 (z0) + 1 ≥ I + 1. Por
consiguiente,

T (x∗)− T (z0)

x∗ − z0
= G′n−2 (z0) +

1

x∗ − z0

∑
j≥n−1

gj (x∗)− gj (z0)

≥ I + 1 +
1

z0 − x∗
∑
j≥n−1

gj (z0)− gj (x∗)
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(1) Si ĺım supnG
′
n (z0)− ĺım infnG

′
n (z0) = 1 entonces G′n−2 (z0) = I+1, y

por tanto, n = n0 + 2p+ 1 para cierto p. Además, por 3.3, obtenemos
que

T (x∗)− T (z0)

x∗ − z0
≥ I + 1

(2) Si ĺım supnG
′
n (z0)− ĺım infnG

′
n (z0) = 2 y G′n−2 (z0) = I + 1 entonces

n = n0 + 2p+ 1 para cierto p, y por 3.3, obtenemos que

T (x∗)− T (z0)

x∗ − z0
≥ I + 1

(3) Si ĺım supnG
′
n (z0)− ĺım infnG

′
n (z0) = 2 y G′n−2 (z0) = I + 2 entonces

n = n0 + 2p para cierto p. Como |gn−1 (z0)− gn−1 (x∗)| ≤ |z0 − x∗|,
por la expresión 3.3 obtenemos que

T (x∗)− T (z0)

x∗ − z0
= I + 2 +

1

z0 − x∗
∑
j≥n−1

gj (z0)− gj (x∗) =

= I + 2 +
gn−1 (z0)− gn−1 (x∗)

z0 − x∗
+
∑
j≥n

gj (z0)− gj (x∗) ≥ I + 1

Esto prueba que d−T (z0) = ĺım infnG
′
n (z0) + 1. Por último, la relación

D+T (z0) = ĺım supnG
′
n (z0)− 1 se obtiene de manera inmediata a partir de

la igualdad D+T (z0) = −d−T (−z0).

Finalmente, recopilando los resultados obtenidos anteriormente caracte-
rizamos la superdiferencial de la función de Takagi.

Teorema 3.13 (J. Ferrera y J. Gómez Gil [39]). Sea z0 ∈ R y escribimos
z0 = q +

∑∞
n=1 εn2−n para cierto q ∈ Z y εn ∈ {0, 1} para todo n.

(1) Si z0 ∈ D entonces ∂+T (z0) = ∅.

(2) Si z0 6∈ D y existe m tal que εn + εn+1 = 1 para todo n > m entonces

∂+T (z0) =


m− 2

m∑
k=1

εk + [0, 1] , si εm+1 = 0

m− 2

m∑
k=1

εk + [−1, 0] , si εm+1 = 1

(3) Si z0 6∈ D no verifica (2) y existe m tal que εm+2k + εm+2k+1 = 1 para
todo k entonces

∂+T (z0) =

{
m− 2

m∑
k=1

εk

}



32 Estudio anaĺıtico de la función de Takagi

(4) Si z0 6∈ D no verifica (2) ni (3) entonces ∂+T (z0) = ∅.

Nótese que si z0 6∈ D, la condición (2) es quivalente a ĺım supnG
′
n (z0)−

ĺım infnG
′
n (z0) = 1 mientras que la condición (3) equivale a que

ĺım sup
n

G′n (z0)− ĺım inf
n

G′n (z0) = 2

.

3.3 Derivadas laterales y derivabilidad en sentido de Zygmund

Comenzamos esta sección estudiando las derivadas laterales de la función
de Takagi. El siguiente resultado es una consecuencia inmediata del corolario
3.6 y la caracterización de la subdiferencial en términos de las derivadas de
Dini.

Proposición 3.14. Si z0 ∈ D, entonces T ′+ (z0) = +∞ y T ′− (z0) = −∞.

Teorema 3.15 (F. S. Cater [22]). La función de Takagi no tiene derivada
lateral finita en ningún punto de [0, 1].

Demostración. Supongamos que existe L ∈ R tal que T ′+ (z0) = L para
cierto z0 ∈ [0, 1]. Por el proposición 3.14, z0 6∈ D. Para cada n, sean un =
k2−n y vn = (k + 1) 2−n tales que (k − 1) 2−n ≤ z0 < k2−n, para cierto
k ∈ Z. A continuación, definimos {rn}n y {sn}n como

T (un)− T (z0) = (L+ rn) (un − z0) , T (vn)− T (z0) = (L+ sn) (vn − z0)

Por tanto,

T (vn)− T (un) = (L+ sn) (vn − z0)− (L+ rn) (un − z0) =

=
L

2n
+ sn (vn − z0)− rn (un − z0)

Aśı, tenemos que

2n (T (vn)− T (un)) = L+ 2nsn (vn − z0)− 2nrn (un − z0)

Como 0 < un − z0 < 2−n y 0 < vn − z0 < 21−n se verifica que

|2n (T (vn)− T (un))− L| ≤ 2 |sn|+ |rn|

Debido a que ĺımn rn = ĺımn sn = 0 tenemos que

ĺım
n

2n (T (vn)− T (un)) = L

Sin embargo,

2n (T (vn)− T (un)) =
n−1∑
k=0

2n (gk (vn)− gk (un)) =
n−1∑
k=0

g′+k (un)

obteniendo aśı una contradicción ya que la serie
∑∞

k=0 g
′+
k (un) no converge.
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En [109], A. Zygmund introduce el concepto de función smooth, hoy
conocido como derivabilidad en sentido de Zygmund.

Definición 3.16. Una función f : R → R es derivable en sentido de Zyg-
mund en z0 ∈ R si

ĺım
h→0

f (z0 + h) + f (z0 − h)− 2f (z0)

h
= 0

Es inmediato ver que si f : R → R es derivable en z0 entonces f es
derivable en sentido de Zygmund en dicho punto. Además, si las derivadas
laterales de f en z0 son finitas y f es derivable en sentido de Zygmund en
dicho punto es fácil ver que f es derivable en z0 ya que, en ese caso, ambas
derivadas laterales deben coincidir. El concepto de derivabilidad en sentido
de Zygmund aśı como otros resultados relacionados pueden verse en detalle
en [101].

Proposición 3.17. Si z0 ∈ D, entonces T no es derivable en sentido de
Zygmund en z0.

Demostración. Sea z0 ∈ D y supongamos que T es derivable en sentido
Zygmund en z0. Entonces,

ĺım
h→0

T (x0 + h)− T (z0)

h
− T (z0 − h)− T (z0)

−h
= 0

En particular, T ′+ (z0) = T ′− (z0), obteniendo una contradicción con la pro-
posición 3.14.

3.4 Continuidad en sentido de Hölder

Al no ser derivable en ningún punto, la función de Takagi no es Lipchitz
en [0, 1]. Sin embargo, verifica una propiedad más débil.

Definición 3.18. Decimos que una función f : R → R es continua en
sentido de Hölder en [0, 1] para 0 < α < 1 si existe una constante Cα tal
que

|f (x)− f (y)| ≤ Cα |x− y|α

para todo x, y ∈ [0, 1].

Teorema 3.19 (A. Shidfar y K. Sabetfakhri [94]). La función de Takagi es
continua en sentido de Hölder en [0, 1] para todo 0 < α < 1.

Demostración. Sea α ∈ R con 0 < α < 1. Consideremos x ∈ [0, 1] y t ∈ R
tales que 0 < |t| ≤ 1 y x + t ∈ [0, 1]. Por tanto, existe n ∈ Z+ tal que
2−(n+1) < |t| ≤ 2−n, y en consecuencia,

n−1∑
k=0

|gk (x+ t)− gk (x)| ≤ n |t| ≤ n2−n(1−α) |t|α
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Como |gk (x+ t)− gk (x)| ≤ 2−(k+1) para todo k, tenemos que

∞∑
k=n

|gk (x+ t)− gk (x)| ≤ 2−n ≤ 2 |t| ≤ 2 |t|α

Sumando ambas desigualdades obtenemos que
∞∑
k=0

|gk (x+ t)− gk (x)| ≤
(

2 + n2−n(1−α)
)
|t|α

Es claro que existe una constante Cα tal que 2 + n2−n(1−α) ≤ Cα para todo
n ∈ Z+, y por consiguiente,

|T (x+ t)− T (x)| ≤ Cα |t|α

para todo x ∈ [0, 1] y t ∈ R tales que x + t ∈ [0, 1]. Finalmente, por el
teorema 1.10, la función de Takagi no es derivable en ningún punto de [0, 1],
y en consecuencia, T no es Hölder continua de orden α ≥ 1.

Si una función es continua en sentido de Hölder para α ∈ (0, 1), la
dimensión de Hausdorff de su grafo es a lo sumo 2 − α. Este resultado aśı
como otros similares pueden verse en [108, Teorema 1.3] o [34].

Corolario 3.20. El grafo de la función de Takagi, como subconjunto del
plano, tiene dimensión de Hausdorff uno.

Demostración. Por el teorema 3.19, concluimos que la dimensión de Haus-
dorff del grafo de la función de Takagi es menor o igual que 1. Como la
función de Takagi es continua, la dimensión de Hausdorff de su grafo es
mayor o igual que uno, concluyendo que dicha dimensión es igual a uno.

Definición 3.21. Sean f ∈ L1 ([0, 1]) y β ∈ R tal que β > 0. Definimos la
integral fraccionaria de Riemann-Liouville de orden β de la función f como

D−βf (x) =
1

Γ (β)

∫ x

0
(x− t)β−1 f (t) dt

donde Γ es la función Gamma.

Definición 3.22. Sean f ∈ L1 ([0, 1]) y β ∈ R tal que β > 0. Definimos
la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de orden β de la función f
como

Dβf (x) = Ddβe
[
D−(dβe−β)f (x)

]
donde dβe es el menor entero mayor o igual que β y D es el operador de
derivación.

Utilizando la teoŕıa desarrollada en el apéndice A, en concreto por el
corolario A.11, obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.23. Para todo 0 < β < 1, la derivada fraccionaria de Riemann-
Liouville de orden β de la función de Takagi, denotada por DβT , existe y
es continua en [0, 1].
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3.5 Derivabilidad aproximada en ningún punto

En [40], J. Ferrera y J. Gómez Gil probaron que la función de Takagi no
es aproximadamente derivable en ningún punto de [0, 1]. Con el objetivo de
presentar este resultado introducimos los siguientes conceptos.

Definición 3.24. Sean f : R→ R y z0 ∈ R. Decimos que l ∈ R es el ĺımite
aproximado de f en z0, denotado por

ap ĺım
z→z0

f (z) = l,

si para cada ε > 0 se verifica

ĺım
r→0+

L ((z0 − r, z0 + r) ∩ {|f − l| ≥ ε})
2r

= 0

donde L es la medida de Lebesgue.

Definición 3.25. Sean f : R → R y z0 ∈ R. Decimos que f es apro-
ximadamente derivable en z0 si existe una aplicación lineal, denotada por
f ′ap (z0) : R→ R, tal que

ap ĺım
z→z0

∣∣f (z)− f (z0)− f ′ap (z0) (z − z0)
∣∣

|z − z0|
= 0

La aplicación f ′ap (z0) recibe el nombre de derivada aproximada de f en z0.

Las nociones expuestas anteriormente pueden verse en profundidad en
[32]. A partir de la definiciones 3.24 y 3.25 se demuestra sin dificultad el
siguiente resultado.

Lema 3.26. Sea f : R→ R una función aproximadamente derivable en un
punto z0 ∈ R con derivada aproximada f ′ap (z0). Entonces, para todo número
real α > f ′ap (z0) tenemos que

ĺım
r→0+

L
(
y ∈ (z0 − r, z0 + r) \ {z0} : f(y)−f(z0)

y−z0 ≥ α
)

2r
= 0

Análogamente, para todo número real β < f ′ap (z0) tenemos que

ĺım
r→0+

L
(
y ∈ (z0 − r, z0 + r) \ {z0} : f(y)−f(z0)

y−z0 ≤ β
)

2r
= 0

Si z0 6∈ D entonces para todo n existen xn, yn ∈ Dn tales que z0 ∈
(xn, yn) y (xn, yn) ∩Dn = ∅. Para k < n tenemos que (xn, yn) ⊂ (xk, yk) y

gk (x∗)− gk (z0) = g′k (z0) (x∗ − z0) (3.4)

para todo x∗ ∈ [xn, yn].
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Proposición 3.27. Sea z0 6∈ D. Si g′n (z0) = 1, entonces

L
(
y : 0 < |z0 − y| < 2−n,

T (y)− T (z0)

y − z0
≤ G′n−1 (z0) +

2

5

)
≥ 1

2n+5

Análogamente, si g′n (z0) = −1, entonces

L
(
y : 0 < |z0 − y| < 2−n,

T (y)− T (z0)

y − z0
≥ G′n−1 (z0)− 2

5

)
≥ 1

2n+5

Demostración. Si g′n (z0) = 1 entonces yn − z0 > 2−(n+1). Además, si 0 <
t < 2−(n+5) entonces

gn+k (yn − t) ≤ mı́n

{
1

2n+5
,

1

2n+k+1

}
para todo k. Utilizando (3.4) tenemos que

T (yn − t)− T (z0) ≤ Gn−1 (yn − t)−Gn−1 (z0) +
∞∑
k=n

gk (yn − t) ≤

≤ G′n−1 (z0) (yn − t− z0) +
5

2n+5
+
∑
k>4

1

2n+k+1
=

= G′n−1 (z0) (yn − t− z0) +
6

2n+5

Debido a que yn − z0 − t ≥ 2−(n+1) − 2−(n+5) = 15 · 2−(n+5) concluimos que

T (yn − t)− T (z0)

yn − t− z0
≤ G′n−1 (z0) +

2

5

El caso g′n (z0) = −1 es análogo.

Proposición 3.28. Sea z0 6∈ D. Si uno de los ĺımites I = ĺım infnG
′
n (z0) o

S = ĺım supnG
′
n (z0) es finito, entonces T no es aproximadamente derivable

en z0.

Demostración. Supongamos que I es finito y T es aproximadamente deri-
vable en z0 con derivada aproximada T ′ap (z0). Por tanto, existen n0 ∈ N
tal que G′n (z0) ≥ I para todo n ≥ n0 y una subsucesión {nk}k tal que
G′nk−1 (z0) = I para todo k. Por la proposición 3.27,

ĺım sup
r→0+

L
(
y : 0 < |z0 − y| < r, T (y)−T (z0)

y−z0 ≤ I + 2
5

)
2r

≥

≥ ĺım sup
k

L
(
y : 0 < |z0 − y| < 2−nk , T (y)−T (z0)

y−z0 ≤ G′nk−1 (z0) + 2
5

)
2−nk+1

≥

≥ 1

26
> 0
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Análogamente, como G′nk−2 (z0) = I + 1, tenemos que

ĺım sup
r→0+

L
(
y : 0 < |z0 − y| < r, T (y)−T (z0)

y−z0 ≥ I + 1− 2
5

)
2r

≥

≥ ĺım sup
k

L
(
y : 0 < |z0 − y| < 2−nk+1, T (y)−T (z0)

y−z0 ≥ G′nk−2 (z0)− 2
5

)
2r

≥

≥ 1

26
> 0

Por el lema 3.26,

T ′ap (z0) ≤ I +
2

5
< I + 1− 2

5
≤ T ′ap (z0)

llegando aśı a una contradicción.

Proposición 3.29. Sea z0 6∈ D. Si

I = ĺım inf
n

G′n (z0) , S = ĺım sup
n

G′n (z0)

son infinitos, entonces T no es aproximadamente derivable en z0.

Demostración. Si I = S el resultado es obvio. Por tanto, supongamos que
I = −∞, S = +∞ y que T es aproximadamente derivable en z0 con derivada
aproximada T ′ap (z0). Por consiguiente, existe una subsucesión {nk}k estric-
tamente creciente tal que g′nk+1 (z0) = −1 para todo k y G′nk (z0) → +∞
cuando k tiende a ∞.

Por el lema 3.26, dados α > T ′ap (z0) y ε = 1
64 existe δ > 0 tal que

L
(
y ∈ (z0 − r, z0 + r) \ {z0} :

T (y)− T (z0)

y − z0
≥ α

)
<

1

32
r (3.5)

para 0 < r < δ. Si G′nk−1 (z0) > α+ 1 y 2−nk < δ, utilizando la proposición
3.27, tenemos que

L
(
y : 0 < |z0 − y| < 2−nk ,

T (y)− T (z0)

y − z0
≥ G′nk−1 (z0)− 2

5

)
≥

≥ 1

2nk+5
=

1

32
2−nk

obteniendo aśı una contradicción con (3.5).

De esta manera, aunando los resultados obtenidos anteriormente tenemos
el siguiente resultado.

Teorema 3.30 (J. Ferrera y J. Gómez Gil [40]). Si z0 6∈ D, entonces la
función de Takagi no es aproximadamente derivable en z0.
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Finalmente, estudiamos el caso z0 ∈ D.

Teorema 3.31 (J. Ferrera y J. Gómez Gil [40]). Si z0 ∈ D, entonces la
función de Takagi no es aproximadamente derivable en z0.

Demostración. Si z0 ∈ D entonces existe n0 tal que z0 6∈ Dn0 y z0 ∈ Dn0+1.
Sea n ∈ N tal que n > 2n0. Si |h| < 2−(n+1) entonces gk (z0 + h) = |h| para
todo k tal que n0 < k ≤ n. Por tanto,

T (z0 + h)− T (z0) ≥
n0∑
k=1

(gk (z0 + h)− gk (z0)) +

n∑
k=n0+1

gk (z0 + h) ≥

≥ −n0 |h|+ (n− n0) |h| = (n− 2n0) |h|

Este hecho implica que

L
(
y : 0 < |z0 − y| <

1

2n+1
,
T (y)− T (z0)

y − z0
≥ n− 2n0

)
≥ 1

4
2−n

Por el lema 3.26, la función de Takagi no es aproximadamente derivable en
z0.

La derivabilidad aproximada está estrechamente relacionada con la pro-
piedad de Lusin de clase C1. En [71, Teorema 1], F. C. Liu y W. S. Tai
probaron que una función f : R → R tiene la propiedad de Lusin de clase
C1 en R si y sólo si f es aproximadamente derivable en casi todo punto de
R.

Definición 3.32. Sea f : R → R una función. Decimos que f tiene la
propiedad de Lusin de clase C1 en R si para todo ε > 0 existe una función
gε : R→ R de clase C1 tal que

L ({x ∈ R : f (x) 6= gε (x)}) ≤ ε

Corolario 3.33. La función de Takagi no tiene la propiedad de Lusin de
clase C1 en [0, 1].

3.6 Convexidad aproximada y convexidad Lipschitz

Esta sección se divide en dos partes. La primera parte tiene como ob-
jetivo poner de manifiesto el papel de la función de Takagi en la teoŕıa de
la convexidad aproximada. En segundo lugar, presentamos el concepto de
función Lipschitz convexa de orden θ y probamos que la función de Takagi
satisface dicha propiedad para θ (h) = h ln (1/h).

Definición 3.34. Decimos que una función f : R→ R es (ε, p)-mid convexa
si

f

(
x+ y

2

)
≤ f (x) + f (y)

2
+ ε |x− y|p , ∀x, y ∈ R

Si p = 1 entonces decimos que f es ε-Jensen convexa.
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En 2004, A. Házy y Z. Páles probaron en [49, Teorema 4] la siguiente
generalización de los resultados obtenidos por Ng y Nikodem en [79] y por
Bernstein y Doetsch en [13].

Teorema 3.35 (A. Házy y Z. Páles [49]). Si f : R → R es una función
ε-Jensen convexa localmente acotada superiormente, entonces

f (tx+ (1− t) y) ≤ tf (x) + (1− t) f (y) + 2εT (t) |y − x| (3.6)

para todo x, y ∈ R, t ∈ [0, 1].

Los autores de esta generalización no fueron capaces de determinar la
optimalidad del coeficiente T (t) en la desigualdad anterior. Esta cuestión
se redućıa a probar si la función de Takagi era 1

2 -Jensen convexa, ya que en
este caso tendŕıamos la identidad en (3.6) para x = 1 e y = 0. Este problema
fue resuelto afirmativamente por Z. Boros en [17] basándose en numerosos
cálculos y desigualdades. Sin embargo, a ráız del trabajo de J. Tabor y J.
Tabor [98], J. Makó obtuvo en [73] una prueba más sencilla que presentamos
a continuación.

En primer lugar, definimos las funciones Ψ,Θ : R→ R por

Ψ (x) = 2

∞∑
n=0

φ (2nx)

4n
, Θ (x) = 4

∞∑
n=0

φ2 (2nx)

2n

y la función Φ : R → R como la extensión 1-periódica de la función x 7→
4φ (x) (1− φ (x)) para x ∈ [0, 1].

Las proposiciones que presentamos a continuación tienen por objetivo
demostrar que la tres funciones anteriores coinciden.

Proposición 3.36. La función Ψ : R→ R es la única solución acotada de
la ecuación funcional

F (x) = 2φ (x) +
1

4
F (2x) , x ∈ R (3.7)

Demostración. Sea B (R) el espacio de Banach de las funciones reales aco-
tadas en R dotado de la norma del supremo. Definimos la aplicación S :
B (R)→ B (R) por

S (F ) (x) = 2φ (x) +
1

4
F (2x)

Observamos que S (Ψ) = Ψ. Como la aplicación S es contractiva, el teorema
del punto fijo de Banach nos garantiza la existencia de un único punto fijo
para dicha aplicación.

De forma análoga, se obtiene el siguiente resultado.
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Proposición 3.37. La función Θ : R→ R es la única solución acotada de
la ecuación funcional

F (x) = 4φ2 (x) +
1

2
F (2x) , x ∈ R (3.8)

Como la función Φ es acotada y satisface las ecuaciones funcionales (3.7)
y (3.8), el siguiente corolario es inmediato.

Corolario 3.38. Para todo x ∈ R, se verifica que

Φ (x) = Θ (x) = Ψ (x)

Proposición 3.39. La función Φ : R→ R es (1, 2)-mid convexa.

Demostración. Sea f : R→ R una función 1-periódica tal que f (x) = −x2

para x ∈
[
−1

2 ,
1
2

]
. En primer lugar, probamos que

f

(
x+ y

2

)
− f (x) + f (y)

2
≤ 1

4
(y − x)2 , x, y ∈ R (3.9)

En efecto, como Im (f) ⊂
[
−1

4 , 0
]

tenemos que f
(x+y

2

)
− f(x)+f(y)

2 ∈
[
−1

4 ,
1
4

]
para todo x, y ∈ R. Si |y − x| ≥ 1 entonces se verifica (3.9). Si |y − x| < 1
basta considerar x ∈

[
−1

2 ,
1
2

]
y 0 ≤ y − x < 1. Distinguimos tres casos:

– Si y ∈
[
−1

2 ,
1
2

]
entonces

−
(
x+ y

2

)2

+
1

2

(
x2 + y2

)
=

(y − x)2

4

– Si y ∈
[

1
2 ,

3
2

]
y x+y

2 ∈
[
0, 1

2

]
entonces

−
(
x+ y

2

)2

+
1

2

(
x2 + (y − 1)2

)
≤ (y − x)2

4

– Si y ∈
[

1
2 ,

3
2

]
y x+y

2 ∈
[

1
2 , 1
]

entonces

−
(
x+ y

2
− 1

)2

+
1

2

(
x2 + (y − 1)2

)
≤ (y − x)2

4

En segundo lugar, como Φ (x) = 4f
(
x− 1

2

)
+1 obtenemos que Φ

(x+y
2

)
−

Φ(x)+Φ(y)
2 ≤ (y − x)2. Si x, y ∈ R entonces existe k ∈ Z tal que x− y− 2k ∈

[−1, 1]. Por tanto,

Φ

(
x+ y

2

)
− Φ (x) + Φ (y)

2
=

= Φ

(
(x− k) + (y + k)

2

)
− Φ (x− k) + Φ (y + k)

2

≤ [(x− k)− (y + k)]2 = 4φ2

(
x− y

2

)
≤ |x− y|2
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Proposición 3.40. Para todo x ∈ R,

2T (x) = Ψ (x) +
1

2

∞∑
n=1

Ψ (2nx)

2n

Demostración. Escribimos el término de la derecha como 2
∑∞

k=0 akφ
(
2kx
)
.

De esta manera, basta probar que ak = 1
2k

. En primer lugar, a0 = 1. Para
k ≥ 1 tenemos que

ak =
1

4k
+

1

2

[
1

2

1

4k−1
+

1

22

1

4k−2
+ · · ·+ 1

2k

]
=

1

2k

Teorema 3.41 (J. Makó [73]). La función de Takagi es 1
2 -Jensen convexa.

Demostración. Sean x, y ∈ R. Utilizando los resultados anteriores,

2T

(
x+ y

2

)
− 1

2
[2T (x) + 2T (y)] = Ψ

(
x+ y

2

)
− 1

2
[Ψ (x) + Ψ (y)] +

+
1

2

∞∑
n=1

1

2n

(
Ψ

(
2n
x+ y

2

)
− 1

2
[Ψ (2nx) + Ψ (2ny)]

)
≤

≤ 4φ2

(
x− y

2

)
+

1

2

∞∑
n=1

1

2n
4φ2

(
2n
x− y

2

)
=

1

2
Θ

(
x− y

2

)
+ 2φ2

(
x− y

2

)
= 2φ

(
x− y

2

)[
1− φ

(
x− y

2

)]
+ 2φ2

(
x− y

2

)
= 2φ

(
x− y

2

)
≤ |x− y|

El concepto de función Lipschitz convexa de orden θ fue introducido
por R. D. Mauldin y S. C. Williams en [77] con el objetivo de estudiar
la dimensión de Hausdorff del grafo de las funciones que satisface dicha
propiedad.

Definición 3.42. Para una función θ : [0, 1]→ R, decimos que f : [0, 1]→
R es Lipschitz convexa de orden θ si existe M > 0 tal que

|∆ (x, y, δ)| := |f (x+ δy)− (δf (x+ y) + (1− δ) f (x))| ≤Mθ (y)

para todo x, y ∈ [0, 1] tales que 0 ≤ x < x+ y ≤ 1 y δ ∈ [0, 1].

Proposición 3.43. La función de Takagi es Lipschitz convexa de orden
θ (y) = y ln (1/y).
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Demostración. Considerando p ∈ N, escribimos

T (x) =

p−1∑
n=0

1

2n
φ (2nx) +

∞∑
n=p

1

2n
φ (2nx) , x ∈ [0, 1]

Sean x, y ∈ [0, 1] tales que 0 ≤ x < x+ y ≤ 1 y δ ∈ [0, 1]. Entonces,

|∆ (x, y, δ)| = |T (x+ δy)− (δT (x+ y) + (1− δ)T (x))|

≤

∣∣∣∣∣
p−1∑
n=0

gn (x+ δy)− gn (x)− δ [gn (x+ y)− gn (x)]

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣
∞∑
n=p

gn (x+ δy)− gn (x)− δ [gn (x+ y)− gn (x)]

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣
p−1∑
n=0

gn (x+ δy)− gn (x)− δ [gn (x+ y)− gn (x)]

∣∣∣∣∣+ 2

∞∑
n=p

1

2n+1

Como gn es 1-Lipschitz para todo n,

|∆ (x, y, δ)| ≤ 2δyp+ 2
1

2p
= 2δyp+ 2

1

2p
, p ∈ N (3.10)

Si elegimos p ∈ N tal que 2−(p+1) ≤ y ≤ 2−p entonces p ≤ ln(1/y)
ln 2 . Sustitu-

yendo en la expresión (3.10), tenemos que

|∆ (x, y, δ)| ≤ 2

ln 2
y ln

(
1

y

)
+ 2y

En consecuencia, existe una constante M > 0 tal que

|∆ (x, y, δ)| ≤M · y ln

(
1

y

)

3.7 Serie de Fourier

A cada función f ∈ L1 (0, τ), que se puede suponer prolongada a una
función periódica de periodo τ sobre R, se le asocian las series de Fourier,
compleja y real,

f ∼
∞∑

n=−∞
cne

2πnix/τ

y

f ∼ a0

2
+
∞∑
n=1

[
an cos

(
2πnx

τ

)
+ bn sen

(
2πnx

τ

)]
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cuyos coeficientes de Fourier vienen dados por

cn =
1

τ

∫ τ

0
f (x) e−2πnix/τdx, n ∈ Z

y an = cn + c−n, bn = i (cn − c−n).

Proposición 3.44. La serie de Fourier real asociada a la función φ es

φ (x) =
1

4
− 2

π2

∑
n ∈ N,
n impar

cos (2πnx)

n2
, x ∈ R

En su forma compleja,

φ (x) =
1

4
− 1

π2

∞∑
n = −∞,
n impar

e2πnix

n2
, x ∈ R

Demostración. Como φ es una función real tenemos que cn = c−n para todo
n. De esta manera,

c0 =

∫ 1

0
φ (x) dx =

1

4

y por tanto, a0 = 1
2 . Integrando por partes, calculamos

∫ 1
2

0
xe2πnix =


1

4πni , n par

−1
4πni −

1
2π2n2 , n impar∫ 1

1
2

(1− x) e2πnix =


−1

4πni , n par

1
4πni −

1
2π2n2 , n impar

Sumando ambas integrales, obtenemos que

cn = c−n =


0 n par

−1
π2n2 n impar

El criterio de Dini nos garantiza la convergencia puntual de la serie de Fou-
rier.

Proposición 3.45. Los coeficientes de Fourier de la función de Takagi
vienen dados por

T̂ (0) =
1

2

T̂ (−n) = T̂ (n) =
−1

2pπ2 (2k + 1)2 , n = 2p (2k + 1) , n ∈ Z+, p ∈ N

y la correspondiente serie de Fourier coincide con la función.
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Demostración. Utilizando la notación anterior, los coeficientes de Fourier de
φ (2mx) son

cmn =


c n

2m
si 2m|n

0 en otro caso

para m ∈ Z+. En consecuencia,

T̂ (n) =

∞∑
m=0

1

2m
cmn , n ∈ Z

En primer lugar, T̂ (0) = 2c0 = 1
2 . Como T es una función par tenemos que

T̂ (−n) = T̂ (n) para todo n ∈ N. De esta manera, para n = 2p (2k + 1)

T̂ (n) =

p∑
m=0

1

2m
c2p−m(2k+1) =

1

2p
−1

π2 (2k + 1)2

La continuidad en sentido de Hölder en [0, 1] de la función de Takagi para
0 < α < 1 nos garantiza la convergencia puntual de la serie de Fourier.

Proposición 3.46. Sean
{
T̂ (n) : n ∈ Z

}
los coeficientes de Fourier de la

función de Takagi. La serie de potencias

F (z) =
1

2
T̂ (0) +

∞∑
n=1

T̂ (n) zn, z ∈ C (3.11)

converge absolutamente en el disco unidad cerrado definiendo una función
continua en dicho disco y anaĺıtica en su interior. Además, F no es anaĺıtica
en la frontera del disco unidad y verifica

F
(
e2πiθ

)
=

1

2
(T (θ) + iT ∗ (θ)) , θ ∈ [0, 1]

donde T ∗ (θ) = 2
∑∞

n=1 T̂ (n) sin (2πθn), θ ∈ [0, 1] recibe el nombre de fun-
ción de Takagi conjungada.

Demostración. Debido a que

∞∑
n=0

∣∣∣T̂ (n)
∣∣∣ =

1

2
+

∞∑
n=1

∣∣∣T̂ (n)
∣∣∣ =

1

2
+

∞∑
p=0

∞∑
k=0

1

2p (2k + 1)2 π2
=

1

2
+2

1

π2

π2

8
=

3

4

la serie de potencias (3.11) es absolutamente convergente y uniformemente
convergente en el disco unidad cerrado definiendo una función continua en
dicho disco y anaĺıtica en su interior.

Como la función de Takagi es par, se tiene

F
(
e2πiθ

)
+ F

(
e−2πiθ

)
= 2<

(
F
(
e2πiθ

))
= T (θ) , θ ∈ [0, 1]
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Además,

F
(
e2πiθ

)
− F

(
e−2πiθ

)
= 2i

∞∑
n=1

T̂ (n) sin (2πθn) =

= 2i=
(
F
(
e2πiθ

))
= iT ∗ (θ) , θ ∈ [0, 1]

Por tanto, la función F en la frontera del disco unidad viene dada por

F
(
e2πiθ

)
=

1

2
(T (θ) + iT ∗ (θ)) , θ ∈ [0, 1]

La derivabilidad en ningún punto de la función de Takagi nos permite con-
cluir que F no es anaĺıtica en la frontera del disco unidad.

La función de Takagi conjugada es una función impar 1−periódica. Utili-
zando la herramienta Maple he computado la gráfica de la función conjugada
de Takagi a través de su desarrollo de Fourier (véase B.2).

Figura 3.1: Función de Takagi conjugada en [0, 1].





CAṔITULO 4

Grafo de la función de Takagi

Este caṕıtulo tiene por objetivo presentar la función de Takagi adoptan-
do un enfoque desde las propiedades cualitativas de su grafo. Comenzamos
estudiando el carácter auto-af́ın del grafo de la función de Takagi.

In (x) =

n∑
k=1

εk, On (x) = n− In (x) , δn (x) = On (x)− In (x)

para todo n y x ∈ [0, 1].

Proposición 4.1. Sean n ∈ N y z0 ∈ Dn \ {1}. Entonces,

T
(
z0 +

y

2n

)
= T (z0) +

1

2n
[T (y) + δn (z0) y] (4.1)

para todo y ∈ [0, 1].

Demostración. Sean n ∈ N, z0 ∈ Dn \ {1} e y ∈ [0, 1]. Por la ecuación (1.2),

Gn−1

(
z0 +

y

2n

)
−Gn−1 (z0) =

y

2n
δn (z0)

Por otra parte,

T
(
z0 +

y

2n

)
= Gn−1

(
z0 +

y

2n

)
+

∞∑
k=n

1

2k
φ
(

2k
y

2n

)
=

1

2n

∞∑
k=0

1

2k
φ
(

2ky
)

=

= Gn−1

(
z0 +

y

2n

)
+

1

2n
T (y)
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Como T (z0) = Gn−1 (z0), tenemos que

T
(
z0 +

y

2n

)
= T (z0) +

1

2n
[T (y) + yδn (z0)]

A continuación, consideremos z0 ∈ D. Decimos que z0 es un número
diádico equilibrado de ı́ndice n ∈ Z+ si z0 ∈ D2n y δ2n (z0) = 0.

Corolario 4.2. Sean n ∈ Z+ y z0 un número diádico equilibrado de ı́ndice
n. Entonces,

T
(
z0 +

y

22n

)
= T (z0) +

1

22n
T (y)

para todo y ∈ [0, 1].

Observemos que el corolario 4.2 afirma que si z0 es un número diádico
equilibrado de ı́ndice n, entonces el grafo de la función de Takagi en el
intervalo diádico Ik,2n es una reproducción a escala 1 : 1

22n del grafo de la
función de Takagi en el intervalo [0, 1] desplazada verticalmente T (z0).

Como ya vimos en la sección 3.4, al ser una función continua en el sentido
de Hölder para todo 0 < α < 1, el grafo de la función de Takagi en [0, 1]
tiene dimensión de Hausdorff uno.

La primera sección de este caṕıtulo está dedicada a determinar el valor
máximo de la función de Takagi aśı como la estructura del conjunto de pun-
tos donde se alcanza dicho máximo. Análogamente, estudiamos los extremos
relativos de la función de Takagi. En la sección tercera, introducimos la no-
ción de conjunto de nivel y estudiamos sus propiedades desde la perspectiva
de los conjuntos de nivel locales introducidos por J. C. Lagarias y Z. Mad-
dock [69]. Finalmente, desarrollamos un algoritmo teórico para calcular el
valor de la función de Takagi en los números racionales. Además, he reali-
zado una implementación de dicho algoritmo en Maple cuyo código puede
verse en el apéndice B.

4.1 Valor máximo de la función de Takagi

El primer autor en estudiar el máximo absoluto de la función de Takagi
aśı como las propiedades del conjunto de puntos donde se alcanza fue J. P.
Kahane.

Teorema 4.3 (J. P. Kahane [54]). El valor máximo de la función de Takagi
en el intervalo [0, 1] es 2

3 . Además, el conjunto de puntos donde se alcanza
dicho máximo es el conjunto

M =

{
x =

∞∑
k=1

ak
4k

: ak ∈ {1, 2}

}

siendo mı́nM = 1
3 y máxM = 2

3 .
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Demostración. Se comprueba fácilmente que

T (x) =
∞∑
n=0

1

4n
G1 (4nx) , x ∈ [0, 1]

Observemos que

G1 (x) =


2x, si x ∈

[
0, 1

4

]
1
2 , si x ∈

[
1
4 ,

3
4

]
2− 2x, si x ∈

[
3
4 , 1
] (4.2)

En consecuencia,

T (x) ≤ 1

2

∞∑
n=0

1

4n
=

2

3

y, T (x) = 2
3 si y sólo si G1 (4nx) = 1

2 para todo n ∈ N. Por (4.2), G1 (4nx) =
1
2 para todo n ∈ N si y sólo si

x =

∞∑
k=1

ak
4k
, ak ∈ {1, 2}

Como
∑∞

k=1 4−k = 1
3 , concluimos que mı́nM = 1

3 y máxM = 2
3 .

El siguiente resultado sobre la dimensión de Hausdorff del conjunto M
fue obtenido por Y. Baba en [9]. Sin embargo, hemos realizado una demos-
tración alternativa, que presentamos a continuación, utilizando conceptos de
la teoŕıa de conjuntos autosemejantes.

Definición 4.4. Decimos que las funciones S1, . . . , Sm : R → R son seme-
jantes si existen 0 < ri < 1 tales que

|Si (x)− Si (y)| = ri |x− y| , x, y ∈ R

para todo i = 1, . . . ,m. La constante ri recibe el nombre de razón de seme-
janza de Si. Si m ≥ 2, decimos que {S1, . . . , Sm} es un sistema iterativo de
funciones.

Proposición 4.5. Si {S1, . . . , Sm} es un sistema iterativo de funciones en-
tonces existe un único conjunto compacto no vaćıo F ⊂ R tal que

F =

m⋃
i=1

Si (F )

En este caso, el conjunto F recibe el nombre de atractor o conjunto autose-
mejante.
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Definición 4.6. Sean {S1, . . . , Sm} un sistema iterativo de funciones y F ⊂
R su atractor. Se define la dimensión de autosemejanza de F como la única
solución s de la ecuación

m∑
i=1

rsi = 1

Definición 4.7. Sea {S1, . . . , Sm} un sistema iterativo de funciones. Deci-
mos que las funciones S1, . . . , Sm satisfacen la condición de conjunto abierto
de Moran si existe un conjunto U ⊂ R tal que

m⋃
i=1

Si (U) ⊂ U

y Si (U) ∩ Sj (U) para todo i 6= j.

En general, la dimensión de Hausdorff y la dimensión de autosemejanza
de un atractor F ⊂ R no coinciden. Sin embargo, la condición de conjunto
abierto de Moran nos garantiza su igualdad.

Teorema 4.8. Sea {S1, . . . , Sm} un sistema iterativo de funciones satisfa-
ciendo la condición de conjunto abierto de Moran y sea F ⊂ R su atractor.
Entonces, la dimensión de Hausdorff y la dimensión de autosemejanza de
F coinciden.

Estos conceptos aśı como otros resultados similares pueden verse en pro-
fundidad en [34, Caṕıtulo 9] y en [28, Secciones 6.4 y 6.5].

Proposición 4.9. El conjunto M es autosemejante con dimensión de au-
tosemejanza y dimensión de Hausdorff igual a 1

2 .

Demostración. En primer lugar, expresamos M como

M =

{
1

4
+

1

4

∞∑
k=1

ak
4k

: ak ∈ {1, 2}

}
∪

{
1

2
+

1

4

∞∑
k=1

ak
4k

: ak ∈ {1, 2}

}
A continuación, definimos

S1 (x) =
1

4
+

1

4
x, S2 (x) =

1

2
+

1

4
x, x ∈ R

y observemos que ambas funciones son semejantes con razón de semejanza
igual a 1

4 . Además, M es compacto y,

M = S1 (M) ∪ S2 (M)

Por tanto, el conjuntoM es autosemejante. La dimensión de autosemejanza
es la solución s de la ecuación(

1

4

)s
+

(
1

4

)s
= 1
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Por consiguiente, la dimensión de autosemejanza es s = 1
2 . En segundo

lugar, las funciones S1, S2 satisfacen la condición de conjunto abierto de
Moran para el conjunto U = (0, 1) ya que

S1 (0, 1) =

(
1

4
,
1

2

)
, S2 (0, 1) =

(
1

2
,
3

4

)
Por el teorema 4.8, la dimensión de Hausdorff y la dimensión de autoseme-
janza coinciden.

Corolario 4.10. El conjunto M es totalmente disconexo, diseminado y
tiene medida de Lebesgue cero.

Proposición 4.11. El conjunto M es un conjunto perfecto.

Demostración. En efecto, probemos que M no tiene puntos aislados. Sea
x ∈ M cuya representación es x =

∑∞
k=1

ak
4k

con ak ∈ {1, 2}. Consideremos
la sucesión

xn = x+
3− 2an

4n

Observemos que {xn}n∈N ⊂ M y que ĺımn xn = x. En consecuencia, x no
es un punto aislado.

4.2 Extremos relativos

El conjunto de extremos relativos de la función de Takagi fue estudiado
por J. P. Kahane [54]. Con posterioridad, M. Krüppel [65] profundizó en el
trabajo realizado por J. P. Kahane obteniendo los resultados que presenta-
mos en esta sección.

Al no ser derivable en ningún punto, la función de Takagi no es monótona
en ningún subintervalo de [0, 1].

Proposición 4.12. El conjunto de mı́nimos locales de la función de Takagi
es el conjunto D. Además, dichos mı́nimos son estrictos.

Demostración. Sea x ∈ D. Por la proposición 3.14, tenemos que

ĺım
h→0

T (x+ h)− T (x)

|h|
= +∞

Por tanto, x es un mı́nimo local estricto de T . Si x 6∈ D es tal que x ∈ Ik,n+1,
entonces x = t k

2n+1 + (1− t) k+1
2n+1 para cierto t ∈ (0, 1). Como

T

(
k

2n+1

)
= Gn

(
k

2n+1

)
, T

(
k + 1

2n+1

)
= Gn

(
k + 1

2n+1

)
tenemos que

T (x) > Gn (x) = tGn

(
k

2n+1

)
+ (1− t)Gn

(
k + 1

2n+1

)
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concluimos que T (x) > mı́n
{
T
(
k2−(n+1)

)
, T
(
(k + 1) 2−(n+1)

)}
. En conse-

cuencia, T no tiene un mı́nimo local propio en x.

Sean n ∈ N y k ∈ {0, . . . , 2n − 1}, denotaremos porMk,n al conjunto de
máximos absolutos de la función T restringida al intervalo Ik,n.

Teorema 4.13 (M. Krüppel [65]). Sea n ∈ N y k ∈ {0, . . . , 2n − 1}. El con-
junto Mk,n es un conjunto perfecto, diseminado y tiene medida de Lebesgue
cero. Además,

máx
x∈Ik,n

T (x) =

{
T
(
k

2n

)
+ 1

4I(k)
2
3 si 2I (k) ≥ n

T
(
k+1
2n

)
+ 1

4n−I(k)
2
3 si 2I (k) < n

Demostración. Sean n ∈ N y k ∈ {0, . . . , 2n − 1}. Por la proposición 2.11,

Gn−1

(
k + x

2n

)
= Gn−1

(
k

2n

)
+
n− 2I (k)

2n
x, x ∈ [0, 1]

La función Gn−1 es lineal en el intervalo Ik,n con pendiente p = n− 2I (k).
Según los resultados obtenidos en la sección 4.1, la función T alcanza su
máximo en el intervalo Ik,n en un conjunto perfecto diseminado de medida de
Lebesgue cero. Por tanto, En primer lugar, consideremos p = 0. Utilizando
la ecuación (6),

T

(
k + x

2n

)
= T

(
k

2n

)
+

1

2n
T (x) , x ∈ [0, 1]

En este caso,

máx
x∈Ik,n

T (x) = T

(
k

2n

)
+

1

2n
2

3

En segundo lugar, consideremos p < 0. La función Gn−1 es estrictamente
decreciente en el intervalo Ik,n. Además, la función Gn−1+|p| es decreciente en
el intervalo Ik,n, y en particular, constante en el intervalo I2|p|k,n+|p| ⊂ Ik,n.
En este caso, tenemos que{

Gn−1+|p| (x) = Gn−1

(
k

2n

)
si x ∈ I2|p|k,n+|p|

Gn−1+|p| (x) < Gn−1

(
k

2n

)
si x ∈ Ik,n \ I2|p|k,n+|p|

Por tanto, el máximo de T en el intervalo Ik,n se encuentra en el intervalo
I2|p|k,n+|p|.Utilizando la ecuación (6),

T

(
2|p|k + x

2n+|p|

)
= T

(
k

2n

)
+

1

2n+|p|T (x) , x ∈ [0, 1]

Como n+ |p| = 2I (k), tenemos que

máx
x∈Ik,n

T (x) = T

(
k

2n

)
+

1

4I(k)

2

3
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Finalmente, consideremos p > 0. La función Gn−1 es estrictamente creciente
en el intervalo Ik,n. Además, la función Gn−1+p es creciente en el intervalo
Ik,n, y en particular, constante en el intervalo I2p(k+1)−1,n+p ⊂ Ik,n. En este
caso, tenemos que{

Gn−1+p (x) = Gn−1

(
k+1
2n

)
si x ∈ I2p(k+1)−1,n+p

Gn−1+p (x) < Gn−1

(
k+1
2n

)
si x ∈ Ik,n \ I2p(k+1)−1,n+p

En consecuencia, el máximo de T en el intervalo Ik,n se encuentra en el
intervalo I2p(k+1)−1,n+p. Utilizando la ecuación (7),

T

(
2p(k + 1)− x

2n+p

)
= T

(
k + 1

2n+p

)
+

1

2n
T (x) , x ∈ [0, 1]

Como n+ p = 2 (n− I (k)), tenemos que

máx
x∈Ik,n

T (x) = T

(
k + 1

2n

)
+

1

4n−I(k)

2

3

Corolario 4.14. Sean n ∈ N y k ∈ {0, . . . , 2n − 1}. El conjunto Mk,n es
de primera categoŕıa (unión numerable de conjuntos diseminados).

4.3 Conjuntos de nivel

El estudio de los conjuntos de nivel de la función de Takagi nace apro-
xidamente en el año 2005 con el trabajo de D. E. Knuth [62]. Para cada
y ∈

[
0, 2

3

]
el conjunto

L (y) = {x ∈ [0, 1] : T (x) = y}

recibe el nombre de conjunto de nivel en la ordenada y.

Figura 4.1: Conjunto de nivel en la ordenada y = 0.6.
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En la sección 4.1 hemos probado que el conjunto de nivel L
(

2
3

)
es un

conjunto Cantor de dimensión de Hausdorff 1
2 . El estudio de los conjuntos

de nivel de la función de Takagi puede realizarse desde el eje de abscisas o
desde el eje de ordenadas. Debido a que los trabajos más recientes enfocan
dicho estudio desde el eje de abscisas, los resultados que presentamos a lo
largo de esta sección adoptan dicho enfoque.

En un primer momento, los conjuntos de nivel de la función de Takagi
fueron estudiados desde el eje de ordenadas. En este sentido, los dos resul-
tados más relevantes son los siguientes.

Teorema 4.15 (Z. Buczolich [20]). El conjunto de nivel L (y) es finito en
casi todo punto de

[
0, 2

3

]
Teorema 4.16 (P. C. Allaart [1]). Para cada n, existe un conjunto no
numerable de ordenadas y tales que |L (y)| = 2n.

En 2012, J. C. Lagarias y Z. Maddock enfocaron el estudio de los conjun-
tos de nivel de la función de Takagi desde el eje de abscisas. En este sentido,
presentamos los siguientes resultados.

Proposición 4.17. Sea x ∈ [0, 1] con expresión binaria x =
∑∞

k=1
εk
2k

. En-
tonces,

T (x) =
1

2
− 1

4

[ ∞∑
n=1

(−1)εn+1
δn (x)

2n

]
(4.3)

Demostración. En primer lugar,

εn+1On+1 (x) + (1− εn+1) In+1 (x) =
n

2
− 1

2
(−1)εn+1 δn (x)

En efecto, basta observar que si εn+1 = 0 entonces n
2 −

1
2δn (x) = In (x) =

In+1 (x), y si εn+1 = 1 entonces n
2 + 1

2δn (x) = On (x) = On+1 (x). A conti-
nuación, utilizando la definición original de la función de Takagi (1.5) obte-
nemos la expresión (4.3).

La expresión (4.3) para la función de Takagi fue introducida por J. C.
Lagarias y Z. Maddock en [69, Sección 2] con el objetivo de obtener el
siguiente resultado.

Lema 4.18. Sean x, y ∈ [0, 1]. Si |δn (x)| = |δn (y)| para todo n, entonces
T (x) = T (y).

Demostración. Consideremos x, y ∈ [0, 1]. Sea U = {n ∈ N : δn (x) = 0} y
enumeramos sus elementos 0 = n0 < n1 < n2 < · · · . Si el conjunto U es
finito con |U| = p entonces añadimos a dicho conjunto el punto np = +∞. Si
existe n ∈ N\U entonces existe k tal que nk < n < nk+1 y δn (x) = −δn (y).
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Por tanto, εj (x) = 1 − εj (y) para todo nk < j ≤ nk+1. Como δnk+1
(x) =

δnk+1
(y) = 0, tenemos que

nk+1∑
j=nk+1

(−1)εn+1(x) δn (x)

2n
=

nk+1∑
j=nk+1

(−1)εn+1(y) δn (y)

2n

Por (4.3), concluimos que T (x) = T (y).

El lema anterior motiva las siguientes definiciones.

Definición 4.19. Sea x ∈ [0, 1]. Se denomina conjunto balanceado asociado
a x, y se denota por Z (x), al conjunto

Z (x) = {n ∈ N : δn (x) = 0} ∪ {+∞}

Además, enumeramos sus elementos como 0 = ξx0 < ξx1 < ξx2 < · · · .

Observemos que, para x ∈ [0, 1], si n ∈ Z (x) entonces n es par.

Definición 4.20. Sean x ∈ [0, 1] con expresión binaria x =
∑∞

n=1
εn
2n y

k ≥ 0. Se denomina k-ésimo bloque asociado a x, y se denota por Bk (x), al
conjunto

Bk (x) =
{
εj ∈ N : ξxk < j < ξxk+1

}
A continuación, definimos las siguientes relaciones de equivalencia.

Definición 4.21. Sean x0, x1 ∈ [0, 1], n0 ∈ Z ∩ [0, |Z (x0)| − 1) y n1 ∈
Z ∩ [0, |Z (x1)| − 1). Decimos que los bloques Bn0 (x0) y Bn1 (x1) son equi-
valentes, denotado por

Bn0 (x0) ∼ Bn1 (x1)

si ξx0
n0

= ξx1
n1

y ξx0
n0+1 = ξx1

n1+1 y se verifica una de las siguientes afirmaciones:

Bn0 (x0) = Bn1 (x1).

Bn0 (x0) = Bn1 (x1) donde el operador − es la operación complemento
de bits.

Definición 4.22. Sean x0, x1 ∈ [0, 1]. Decimos que x0 y x1 son equivalentes,
denotado por x0 ∼ x1, si se cumplen las dos siguientes afirmaciones:

Z (x0) ≡ Z (x1).

Bk (x0) ∼ Bk (x1) para todo k ≥ 0.

Las definiciones introducidas anteriormente nos permiten estudiar los
conjuntos de nivel de la función de Takagi desde la noción de conjunto de
nivel local.
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Definición 4.23. Sea x0 ∈ [0, 1]. Se define el conjunto de nivel asociado a
x0, y se denota por Llocx0

, como el conjunto

Llocx0
= {x ∈ [0, 1] : x ∼ x0}

Observación 4.24. Si x ∈ [0, 1] entonces x ∼ 1− x. Además,
∣∣Llocx ∣∣ = 2|Z(x)|.

A continuación, exponemos algunas propiedades fundamentales de los
conjuntos de nivel locales. En primer lugar, por su definición como clases
de equivalencia, dados dos conjuntos de nivel, o bien coinciden, o bien son
disjuntos.

Proposición 4.25. Los conjuntos de nivel locales son cerrados.

Demostración. Consideremos x0 ∈ [0, 1]. Si Llocx0
es finito el resultado es

inmediato. Por esta razón, suponemos que Llocx0
es infinito. Sea {xn}n∈Z+ ⊂

Llocx0
una sucesión de Cauchy tal que ĺımn xn = x∗. Para cada k ∈ N existe

n0 (k) ∈ N tal que Bk (xn) = Bk (xm) para todo m > n ≥ n0 (k). Como los
conjuntos Z (xn) coinciden para todo n ∈ N, entonces

Bk (x∗) = Bk (xn) para todo n ≥ n0 (k) (4.4)

En consecuencia, Bk (x∗) ∼ Bk (x0) para todo k ∈ N. Por la relación (4.4),
los primeros k elementos de Z (x∗) coinciden con los primeros k elementos de
Z (xn) para todo n ≥ n0 (k). Haciendo k →∞ tenemos que Z (x0) = Z (x∗).
En consecuencia, x∗ ∈ Llocx0

.

Proposición 4.26. Sean x0, x1 ∈ [0, 1]. Si x0 ∼ x1 entonces T (x1) =
T (x0).

Demostración. Sean x0, x1 ∈ [0, 1] tal que x0 ∼ x1. En primer lugar, supon-
gamos que existe un único k0 ∈ N tal que Bk0 (x1) = B̄k0 (x0) y Bk (x1) =
B̄k (x0) para todo k 6= k0. En este caso, x1 es la reflexión de x0 respecto al
centro del intervalo diádico de longitud 1

2k0
que contiene a x0. Por la ecua-

ción de simetŕıa (1.3) y la ecuación de autosemejanza (4.1), tenemos que
T (x0) = T (x1).

En el caso general, mediante la complementación de los d́ıgitos de los
bloques de x0 obtenemos una sucesión {ξn}n∈Z+ ⊂ Llocx0

tal que T (ξn) =
T (x0) para todo n ∈ Z+ y ĺımn ξn = x1. Por la continuidad de la función
de Takagi, T (x1) = ĺımn T (ξn) = T (x0).

A continuación, denotamos por ΩL el conjunto de todos los mı́nimos
de los conjuntos de nivel locales. De esta manera, el siguiente resultado es
consecuencia de los dos lemas anteriores.

Corolario 4.27. Si y ∈
[
0, 2

3

]
entonces

L (y) =
⋃

x ∈ ΩL,
T (x) = y

Llocx (4.5)
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Observación 4.28. Sea x0 ∈ [0, 1]. Si el conjunto Z (x0) es finito entonces
Llocx0

es finito y está constituido por todos los posibles puntos que se obtienen
mediante la complementación y no complementación de los bloques de x0.
Si el conjunto Z (x0) es infinito entonces Llocx0

es un conjunto de Cantor ( no
numerable, compacto, perfecto, totalmente disconexo y diseminado).

En virtud de la observación anterior, obtenemos los siguientes resultados.

Corolario 4.29. Sea x ∈ [0, 1]. El conjunto de nivel local Llocx es no nume-
rable o finito.

Corolario 4.30. Sea y ∈
[
0, 2

3

]
. Si el conjunto de nivel L(y) es numera-

ble entonces es una unión disjunta numerable de conjuntos de nivel locales
finitos.

Cada número real del intervalo [0, 1] puede ser interpretado en términos
de caminatas al azar o random walks realizadas por el movimiento de una
“part́ıcula” en el plano situada inicialmente en el origen: consideremos x ∈
(0, 1) con expresión binaria x =

∑∞
k=1 εk2

−k y denotemos por sk la posición
de la “part́ıcula” en el instante k ∈ N. En el instante inicial s0 = 0, y en
cada instante k la part́ıcula realiza un paso en la dirección positiva (+1) si
εk = 0, o un paso en la dirección negativa (−1) si εk = 1. Concretamente,
en el instante k la posición de la part́ıcula en la caminata viene dada por

sk = s0

k∑
j=1

(−1)εj , k ∈ N

Utilizando la terminoloǵıa de las caminatas al azar, diremos que la part́ıcula
retorna al origen en el instante k ∈ Z+ si sk = 0. En este sentido, cada
punto x ∈ [0, 1] describe un única caminata (adoptando la expresión binaria
terminada en infinitos ceros para los números diádicos).

Figura 4.2: Caminata en el instante séptimo para x = 0.011000101.

Considerando la medida de Lebesgue en [0, 1], la elección aleatoria de
un punto del intervalo [0, 1] con distribución uniforme es equivalente, en
términos de probabilidad, a la elección de una caminata al azar con pasos



58 Grafo de la función de Takagi

equiprobables. Este resultado puede verse en [16, Sección 3]. La propiedad
fundamental de una caminata al azar en dimensión uno con pasos equipro-
bables es que, con probabilidad uno, retorna al origen en infinitos instantes
de tiempo. Además, con probabilidad uno, el número de veces que una ca-
minata al azar retorna al origen en los n primeros instantes es o (n) cuando
n → ∞. Este resultado aśı como un desarrollo en profundidad de la teoŕıa
de caminatas al azar puede verse en [36, Caṕıtulo 12].

Observación 4.31. Dado x ∈ [0, 1], el conjunto Z (x) puede ser interpretado
como el conjunto de instantes donde la caminata asociada a x retorna al
origen.

Lema 4.32. Sea x ∈ [0, 1]. Si el número de retornos al origen en los pri-
meros n instantes de tiempo de la caminata asociada a x es o (n) cuando
n→∞ entonces dimH L

loc
x = 0.

Demostración. Sea x ∈ [0, 1] y consideremos el conjunto Z (x) denotando
sus elementos por (ξxk )k. En primer lugar, la hipótesis sobre la caminata
asociada a x implica

ĺım
k→∞

k

ξxk
= 0 (4.6)

En segundo lugar, para cada k podemos recubrir Llocx por 2k intervalos de
longitud 2−ξ

x
k , denotando este recubrimiento por Ck. Como consecuencia de

(4.6), para δ > 0

ĺım
k→∞

∑
I∈Ck

diam (I)δ = 2k2−δξ
x
k = 0

Por tanto, dimH L
loc
x = 0.

Teorema 4.33 (J. C. Lagarias y Z. Maddock [69]). El conjunto de nivel
local Llocx es un conjunto de Cantor con dimensión de Hausdorff cero en casi
todo punto x ∈ [0, 1].

Demostración. Por la observación 4.31 tenemos que, con probabilidad uno,
el conjunto Z (x) es infinito, y por tanto, con probabilidad uno, el conjunto
de nivel local Llocx es un conjunto de Cantor. En términos de la medida de
Lebesgue, el conjunto de nivel local Llocx es un conjunto de Cantor en casi
todo punto de [0, 1]. El lema 4.32 implica que dimH L

loc
x = 0.

Corolario 4.34. El conjunto de nivel L (T (x)) es no numerable en casi
todo punto x ∈ [0, 1].
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4.3.1 Conjuntos de nivel locales en los números racionales

Teorema 4.35 (J. C. Lagarias y Z. Maddock [69]). Sea x ∈ Q. Las siguien-
tes afirmaciones son equivalentes.

(1) El conjunto de nivel local Llocx tiene dimensión de Hausdorff positiva.

(2) El conjunto de nivel local Llocx es no numerable.

(3) La expresión binaria de x tiene una parte periódica pura con el mismo
número de ceros y unos, y una parte preperiódica con el mismo número
de ceros y unos.

Demostración. En primer lugar, es inmediato ver que (1) implica (2). En
segundo lugar, probemos que (2) implica (3). Sea x ∈ Q y consideremos el
conjunto Z (x). En este caso, observemos que la condición (3) es equivalente
a que el conjunto Z (x) sea infinito. Por la observación 4.24, Llocx es no
numerable si y sólo si el cardinal de Z (x) es infinito.

En tercer lugar, probemos que (3) implica (1). Por la invarianza geométri-
ca de la dimensión de Hausdorff podemos suponer sin pérdida de generalidad
que x es periódico puro, es decir, x = 0. (ε1 . . . εr)

∞ siendo r la longitud de
la parte periódica. Supongamos que dichos r d́ıgitos dan lugar a k bloques
siendo 0 ≤ k ≤ r

2 y sean q1, . . . , q2k todos los posibles números diádicos ob-
tenidos mediante la complementación y no complementación de los bloques
de q1 = 0.ε1 . . . εr. A continuación, definimos

ψp (x) = qp +
x

2r
, p = 1, . . . , 2k, x ∈ R

y observemos que dichas funciones son semejantes con razón de semejanza
igual a 2−r. Además, Llocx es compacto y,

Llocx =
2k⋃
p=1

ψp

(
Llocx

)
Por tanto, el conjunto Llocx es autosemenjante. La dimensión de autoseme-
janza se define como la solución s de la ecuación

2k
(

1

r

)s
= 1

En consecuencia, la dimensión de autosemenjanza es s = k
r . Como las

funciones ψ1, . . . , ψ2k satisfacen la condición de conjunto abierto de Mo-
ran para el conjunto U = (0, 1), por [34, Teorema 9.3], la dimensión de
Hausdorff de Llocx coincide con la dimensión de autosemejanza. Por tanto,
dimH L

loc
x = k

r > 0.
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El siguiente resultado es una consecuencia inmediata de la demostración
del teorema anterior.

Corolario 4.36. Sea x ∈ Q satisfaciendo una de las afirmaciones del teo-
rema 4.35. Entonces,

dimH L
loc
x =

k

r
siendo r la longitud de la parte periódica de x y k el número de elementos
de Z (x) pertenecientes a dicha parte periódica.

Corolario 4.37. Si x ∈ D entonces Llocx es finito.

4.4 La función de Takagi en los números racionales

En esta sección mostramos el desarrollo teórico del algoritmo presentado
por D. E. Knuth en [62] para calcular de manera exacta el valor de la función
de Takagi en los números racionales.

Teorema 4.38 (D. E. Knuth [62]). Si x ∈ Q, entonces T (x) ∈ Q.

Demostración. Como T (0) = T (1) = 0, consideramos x = p
q para p, q ∈ N,

p < q y mcd (p, q) = 1.
En primer lugar, supongamos que q es par. Por tanto, expresamos q =

2mq′ para ciertos m, q′ ∈ N siendo q′ un número impar. Además, observamos
que

φ

(
p

q

)
=

mı́n {p, q − p}
q

Sean

q0 = q p0 = mı́n {p, q − p}

qj =
qj−1

2
pj = mı́n {pj−1, qj − pj−1}

para j = 1, · · · ,m. Utilizando la ecuación de simetŕıa (1.3), obtenemos que

T

(
p

q

)
= T

(
p− q
q

)
Iterando m veces la ecuación (5) calculamos

T

(
p0

q

)
=

1

2
T

(
p0

q1

)
+
p0

q
=

1

2
T

(
p1

q1

)
+
p0

q

=
1

2

[
1

2
T

(
2 · p1

q1

)
+ φ

(
p1

q1

)]
+
p0

q
=

1

4
T

(
p2

q2

)
+
p1

q
+
p0

q

= · · · · · · · · · · · · (m− 2 veces )

=
1

2m
T

(
pm
q′

)
+

1

q

m−1∑
j=0

pj
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En consecuencia, si denotamos por p′ = pm, tenemos que

T

(
p

q

)
=

1

2m
T

(
p′

q′

)
+

1

q

m−1∑
j=0

pj

Por consiguiente, sin pérdida de generalidad, podemos suponer q impar. Sean

p0 = mı́n {p, q − p}
pj = mı́n {2pj−1, q − 2pj−1} , j ∈ N

y, por la ecuación de simetŕıa (1.3), obtenemos que

T

(
pj
q

)
=

1

2
T

(
2pj
q

)
+
pj
q

=
1

2
T

(
pj+1

q

)
+
pj
q

j ∈ Z+

Como consecuencia de las definiciones anteriores, tenemos que pj ≡ ±2pj+1

mód q, luego pj ≡ ±2jp0 mód q para j ∈ Z+. Como q es impar, por el
teorema de Euler

2ϕ(q) ≡ 1 mód q

siendo ϕ la función indicatriz de Euler. Por consiguiente, pϕ(q) ≡ p0 mód q,
y por tanto,

T

(
pϕ(q)

q

)
= T

(
p0

q

)
En consecuencia, iterando ϕ (q) veces la ecuación (5)

T

(
p0

q

)
=

1

2ϕ(q)
T

(
pϕ(q)

q

)
+

1

q

ϕ(q)−1∑
j=0

1

2j
pj

Finalmente,

T

(
p

q

)
=

1

q
(
2ϕ(q) − 1

) ϕ(q)−1∑
j=0

2ϕ(q)−jpj (4.7)

Observemos que el teorema de Euler nos garantiza la existencia de un
entero positivo l tal que pl ≡ p0 mód q. Si denotamos por

k = mı́n
{
l ∈ N : 2l ≡ ±1 mód q

}
entonces k ≤ ϕ (q).

Lema 4.39. Sea ordq (2) el menor número entero positivo n tal que 2n ≡ 1
mód q, entonces

k =

{
1
2ordq (2) , si q|2j0 + 1 para cierto j0 ∈ N
ordp (2) , en otro caso
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Demostración. Observemos que el resultado se verifica de manera inmediata
si q = 3 ya que ord3(2) = 2,

(
22 ≡ 1 (mód 3)

)
y 21 ≡ −1 (mód 3) implican

necesariamente k = 1.
Sin pérdida de generalidad, suponemos q > 3. Por tanto, 2 ≤ k y 3 ≤

ordq(2). En primer lugar, si para ningún j ∈ N se satisface que 2j ≡ −1
(mód q), entonces 2k ≡ 1 (mód q) y, por tanto, k = ordq(2).

En segundo lugar, si existe j0 ∈ N tal que 2j0 ≡ −1 (mód q) entonces
k ≤ j0. El algoritmo de la división nos garantiza la existencia de enteros m
y r con 0 ≤ r < k tales que j0 = mk + r.

Si 2k ≡ 1 (mód q) entonces −1 ≡ 2j0 ≡ 2r (mód q), obteniendo una
contradicción ya que r < k. Por tanto, necesariamente 2k ≡ −1 (mód q).
Esto implica que k < ordq(2) y 22k ≡ 1 (mód q), y por consiguiente, tenemos
que ordq(2)|2k. Si ordq(2) no es par entonces ordq(2)|k, obteniendo una

contradicción ya que k < ordq(2). Finalmente, ordq(2) es par y
ordq(2)

2 divide

a k, y por tanto, k =
ordq(2)

2 .

El lema 4.39 nos permite concluir que se precisan únicamente k iteracio-

nes de la ecuación funcional (5) para expresar T
(
p
q

)
en términos de dicho

número racional. De esta forma,

T

(
p

q

)
=

1

q (2k − 1)

k−1∑
j=0

2k−jpj

He implementado un algoritmo en Maple que nos permite computar el valor
de la función de Takagi en los números racionales. Este algoritmo se muestra
en detalle en el apéndice B. Los siguientes valores de la función de Takagi
han sido computados utilizando dicho algoritmo:

T
(

1
13

)
= 256

819 T
(

23
31

)
= 520

961

T
(

17
54

)
= 17477

27594 T
(

33
72

)
= 21

32

T
(

1
203

)
= 254896236364957388633462

6447604371278022265099605 T
(

1
605

)
= 101366897985272772807008

6447604371278022265099605



CAṔITULO 5

Generalizaciones de la función de Takagi

Este caṕıtulo tiene como objetivo presentar las generalizaciones más re-
levantes de la función de Takagi aśı como estudiar sus caracteŕısticas fun-
damentales. Las diferentes generalizaciones buscan extender las propiedades
de la función de Takagi. Por esta razón, en algunos casos obtendremos resul-
tados análogos a los presentados en los caṕıtulos anteriores para la función
de Takagi.

5.1 Funciones de Takagi-Van der Waerden

Una primera generalización de la función de Takagi es la familia de fun-
ciones Fr : [0, 1]→ R definida por

Fr (x) =

∞∑
n=0

1

rn
φ (rnx) , r ∈ N, r ≥ 2

denominada funciones de Takagi-Van der Waerden. Esta clase de funciones
fue introducida por H. Whitney en [106]. La función F2 es la función de
Takagi y F10 es la función de Van der Waerden definida en [103].

Para cada entero r ≥ 2, Fr es una función continua no derivable en
ningún punto de [0, 1]. Actualmente, no se ha conseguido determinar el con-
junto de puntos donde Fr tiene derivada infinita. En [95], A. Shidfar y K.
Sabetfakhri probaron que Fr es Hölder continua para 0 < α < 1. Además,
para x ∈ [0, 1] se verifica

−1 ≤ ĺım inf
h→0

Fr (x+ h)− Fr (x)

h logr
1
|h|

≤ ĺım sup
h→0

Fr (x+ h)− Fr (x)

h logr
1
|h|

≤ 1
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En consecuencia, Fr no es derivable en sentido Zygmund en ningún punto
de [0, 1]. Posteriormente, J. B. Brown y G. Kozlowski demostraron en [19]
que Fr no coincide con ninguna función C1 en ningún conjunto de medida
positiva. Por tanto, Fr no tiene la propiedad de Lusin de clase C1 y no es
aproximadamente derivable en casi todo punto. Como caso particular de su
estudio, J. Ferrera y J. Gómez Gil probaron en [38] que si x ∈ R es de la
forma k

rn para n ∈ Z+ y k ∈ {0, . . . , rn} entonces ∂Fr (x) = R mientras que
la subdiferencial es vaćıa en otro caso.

En la sección 5.3 de este caṕıtulo presentamos una generalización de
las funciones de Takagi-Van der Waerden en el que obtendremos como caso
particular las propiedades anaĺıticas mencionadas anteriormente.

Sea r ∈ N tal que r ≥ 2. Para cada n, definimos

Grn (x) =
n∑
k=0

grk (x) , x ∈ [0, 1]

donde grk (x) = 1
rk
φ
(
rkx
)

y x ∈ [0, 1]. El criterio de Weierstrass nos garantiza
la convergencia uniforme de la serie concluyendo la continuidad de la función
Fr en [0, 1]. Finalmente, podemos extender Fr a una función continua 1-
periódica en R definida por

Fr (x) = Fr (x− [x])

5.1.1 Ecuaciones funcionales

En esta sección generalizamos para las funciones de Takagi-Van der
Waerden algunas de las ecuaciones funcionales presentadas en la sección
2.1 del caṕıtulo dos para la función de Takagi clásica.

Proposición 5.1. Sea r ∈ N tal que r ≥ 2. La función Fr es la única
función acotada que satisface en [0, 1] la ecuación funcional

Fr (rx) = rFr (x)− rφ (x) (5.1)

Demostración. Sean r ∈ N tal que r ≥ 2 y x ∈ [0, 1]. En primer lugar,

Grn (rx) = r

[
1

r
φ (rx) +

1

r2
φ
(
r2x
)

+ · · ·+ 1

rn+1
φ
(
rn+1x

)]
=

= r
(
Grn+1 (x)− φ (x)

)
Haciendo n → +∞ obtenemos (5.1). En segundo lugar, sea H : [0, 1] → R

una función acotada que satisface (5.1). Aplicando (5.1), obtenemos que

H
(
rkx
)

rk
=
H
(
rk−1x

)
rk−1

−
φ
(
rk−1x

)
rk−1
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para todo k. Sumando desde k = 1 hasta n

H (rnx)

rn
= H (x)−

n−1∑
k=0

1

rk
φ
(
rkx
)

Como H es acotada, haciendo n → +∞ en ambos lados de la igualdad
obtenemos que H (x) = Fr (x).

Observemos que para r = 2, la ecuación (5.1) es la ecuación (5) introdu-
cida en 2.1.

Proposición 5.2. Sea r ∈ N tal que r ≥ 2. La función Fr satisface las
ecuaciones funcionales

Fr (x) = Gr1 (x) +
1

r2
Fr
(
r2x
)
, 0 ≤ x ≤ 1 (5.2)

Fr (x) = Fr (1− x) , 0 ≤ x ≤ 1 (5.3)

Demostración. Utilizando (5.1) obtenemos que

Fr
(
r2x
)

= rFr (rx)− rφ (rx) = r2Fr (x)− r2φ (x)− rφ (rx) =

= r2 (Fr (x)−Gr1 (x))

para todo x ∈ [0, 1]. La ecuación (5.3) es inmediata debido a la simetŕıa de
la función φ.

5.1.2 Valor máximo

En esta sección generalizamos para las funciones de Takagi-Van der
Waerden los resultados obtenidos en la sección 4.1 del caṕıtulo cuarto para
la función de Takagi clásica.

Para cada r ∈ N tal que r ≥ 2 definimos

Mr = máx
x∈[0,1]

Fr (x) , Er = {x ∈ [0, 1] : Fr (x) = Mr}

Proposición 5.3. Si r es impar entonces Er =
{

1
2

}
y Mr = r

2r−2 .

Demostración. En primer lugar, como r es impar

Fr (x) =

∞∑
n=0

1

rn
φ (rnx) ≤

∞∑
n=0

1

rn
φ

(
rn

1

2

)
=

∞∑
n=0

1

rn
1

2
=

1

2

r

r − 1
= Fr

(
1

2

)

para todo x ∈ [0, 1]. Como φ
(

1
2

)
= 1

2 entonces Er =
{

1
2

}
y Mr = Fr

(
1
2

)
=

r
2r−2 .
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Proposición 5.4. Si r es par, entonces

Er ⊂
[

r

2r + 2
,
r + 2

2r + 2

]
, Mr =

r2

2r2 − 2

Demostración. En primer lugar, como r es par tenemos que Gr1 (x) = 1
2 para

todo x ∈
[
r−1
2r ,

r+1
2r

]
. Por la periodicidad de la función Fr y utilizando (5.2)

obtenemos que

Fr

(
r

2r + 2

)
= Gr1

(
r

2r + 2

)
+

1

r2
Fr

(
r3

2r + 2

)
=

1

2
+

1

r2
Fr

(
r3

2r + 2
− r3 − r

2r + 2

)
=

1

2
+

1

r2
Fr

(
r

2r + 2

)
En consecuencia, por la ecuación de simetŕıa (5.3)

Fr

(
r + 2

2r + 2

)
= Fr

(
r

2r + 2

)
=

r2

2r2 − 2

Sea x ∈ Er tal que x ≤ 1
2 . Por (5.1), Mr ≥ Fr (rx) = rMr − rx. Por tanto,

x ≥ r − 1

r
Mr ≥

r − 1

r
Fr

(
r

2r + 2

)
=

r

2r + 2

La ecuación de simetŕıa (5.3) nos permite obtener que Er ⊂
[

r
2r+2 ,

r+2
2r+2

]
.

En segundo lugar, si x ∈ Er entonces

Mr = Fr (x) = Gr1 (x) +
1

r2
Fr
(
r2x
)
≤ 1

2
+

1

r2
Mr

Por tanto, Mr ≤ r2

2r2−2
= Fr

(
r

2r+2

)
. En consecuencia,

Mr = Fr

(
r

2r + 2

)
= Fr

(
r + 2

2r + 2

)
=

r2

2r2 − 2

Proposición 5.5. Supongamos r par. Entonces,

(1) Si x ∈ Er entonces r2x−
[
r2x
]
∈ Er.

(2) Si x ∈
[
r−1
2r ,

r+1
2r

]
y Fr

(
r2x
)

= Mr entonces x ∈ Er.

Demostración. En primer lugar, si x ∈ Er entonces

Mr =
r2

2r2 − 2
= Fr (x) =

1

2
+

1

r2
Fr
(
r2x
)
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Por tanto, Fr
(
r2x
)

= Mr.
En segundo lugar, por la ecuación (5.2),

Fr (x) =
1

2
+

1

r2
Fr
(
r2x
)

=
1

2
+

1

r2

r2

2r2 − 2
=

r2

2r2 − 2
= Mr

Definición 5.6. Para cada número entero par r ≥ 2 definimos el conjunto

Vr =

{
k ∈ N :

r2 − r
2
≤ k ≤ r2 + r − 2

2

}
Proposición 5.7. Supongamos r par. Sean x ∈ Er y k ∈ N. Entonces,
x+k
r2 ∈ Er si y sólo si k ∈ Vr.

Demostración. En primer lugar, por la proposición 5.4, si x+k
r2 ∈ Er entonces

r

2r + 2
≤ x+ k

r2
≤ r + 2

2r + 2

Como r
2r+2 ≤ x ≤

r+2
2r+2 , entonces

r3

2r + 2
− r

2r + 2
≤ k ≤ r3 + 2r2

2r + 2
− r + 2

2r + 2

obteniendo r2−r
2 ≤ k ≤ r2+r−2

2 . Rećıprocamente, si r2−r
2 ≤ k ≤ r2+r−2

2 ,
como x ∈

[
r−1
2r ,

r+1
2r

]
, tenemos que

r − 1

2r
≤ x+ k

r2
≤ r + 1

2r

Además, Fr
(
r2 x+k

r2

)
= Mr. Por la proposición 5.5, concluimos que x+k

r2 ∈
Er.

Sean

α =
r2 − r

2
, β =

r2 + r − 2

2

El desarrollo en base r2 de los extremos del intervalo
[

r
2r+2 ,

r+2
2r+2

]
viene dado

por

r

2r + 2
= α

∞∑
n=1

1

(r2)n
= 0.αα . . . = 0.α̇

r + 2

2r + 2
= β

∞∑
n=1

1

(r2)n
= 0.ββ . . . = 0.β̇
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Proposición 5.8. Supongamos r par. Sea x ∈ [0, 1] cuyo desarrollo en
base r2 viene dado por x = 0.x1x2 . . . xn . . .. Entonces, x ∈ Er si y sólo si
α ≤ xj ≤ β para todo j ≥ 1.

Demostración. En primer lugar, supongamos x = 0.x1x2x3 . . . ∈ Er. Si exis-
te k ∈ N tal que xk 6∈ [α, β] entonces, aplicando k−1 veces la proposición 5.5,

tenemos que 0.xkxk+1 . . . ∈ Er. Este hecho contradice que Er ⊂
[
0.α̇, 0.β̇

]
.

En segundo lugar, supongamos que α ≤ xj ≤ β para todo j ≥ 1. Como
0.α̇, 0.β̇ ∈ Er, si x1, x2, . . . , xn ∈ [α, β] entonces, aplicando n veces la pro-
posición 5.5, tenemos que 0.x1x2 . . . xnα̇ ∈ Er y 0.x1x2 . . . xnβ̇ ∈ Er. Por la
continuidad de la función Fr, 0.x1x2 . . . xn . . . ∈ Er.

En [9], Y. Baba prueba el teorema 5.10 calculando la dimensión de
Minkowski-Bouligand (o dimensión de box counting) de Er. Sin embargo,
he realizado una demostración alternativa basada en la autosemejanza del
conjunto Er y la condición de conjunto abierto de Moran. Este resultado,
aśı como otros similares, pueden verse en [34, Caṕıtulo 9] o [28].

Corolario 5.9. Supongamos r par. El conjunto Er es autosemenjante con
dimensión de autosemejanza 1

2 .

Demostración. Como r es par, se verifica que |Vr| = r. Además, observemos
que Er es un conjunto compacto. Por la proposición 5.8,

Er =

{ ∞∑
k=1

wk

(r2)k
: wk ∈ Vr

}
=

r−1⋃
p=0

{
r2 − r + 2p

2r2
+

1

r2

∞∑
k=1

wk

(r2)k
: wk ∈ Vr

}

Definimos

Sp (x) =
r2 − r + 2p

2r2
+

1

r2
x, x ∈ [0, 1]

para p ∈ {0, . . . , r − 1}. El conjunto Er satisface la ecuación de autoseme-
janza

Er =

r−1⋃
p=0

Sp (Er)

La dimensión de autosemejanza es la solución de la ecuación

r

(
1

r2

)s
= 1

Por tanto, la dimensión de autosemejanza es 1
2 .

Teorema 5.10. Supongamos r par. La dimensión de Hausdorff y la dimen-
sión de autosemejanza de Er es igual a 1

2 .
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Demostración. Las funciones S0, . . . , Sr−1 satisfacen la condición de conjun-
to abierto de Moran para el conjunto U = (0, 1). En efecto, denotando

Wp = ψp (U) =

(
r2 − r + 2p

2r2
,
r2 − r + 2p+ 2

2r2

)
, p ∈ {0, . . . , r − 1}

observamos que Wi∩Wj = ∅ si i 6= j y Wp ⊂ U para todo p ∈ {0, . . . , r − 1}.
Por tanto, la dimensión de autosemejanza y la dimensión de Hausdorff de
Er coinciden.

Corolario 5.11. Supongamos r par. El conjunto Er es totalmente discone-
xo.

5.1.3 Continuidad en sentido de Hölder

Como la funciones de Takagi-Van der Waerden no son derivables en
ningún punto, dichas funciones no son continuas en sentido de Hölder para
α ≥ 1.

Proposición 5.12. Sea r ∈ N tal que r ≥ 2. La función Fr es continua en
sentido de Hölder en [0, 1] para todo 0 < α < 1.

Demostración. Supongamos r ∈ N tal que r ≥ 2 y α ∈ R tal que 0 < α < 1.
Sean x [0, 1] y t ∈ R tales que 0 < |t| ≤ 1 y x + t ∈ [0, 1]. En consecuencia,
existe n tal que r−(n+1) < |t| ≤ r−n, y por tanto,

n−1∑
k=0

|grk (x+ t)− grk (x)| ≤ n |t| ≤ nr−n(1−α) |t|α

Como |grk (x+ t)− grk (x)| ≤ 1
rk

para todo k, tenemos que

∞∑
k=n

|grk (x+ t)− grk (x)| ≤ r−(n−1) 1

r − 1
≤ r2 |t| ≤ r2 |t|α

Sumando ambas desigualdades obtenemos que

∞∑
k=0

|grk (x+ t)− grk (x)| ≤
(
r2 + nr−n(1−α)

)
|t|α

Es claro que existe una constante Kα tal que r2 +nr−n(1−α) ≤ Kα para todo
n ∈ Z+, y por consiguiente,

|T (x+ t)− T (x)| ≤ Kα |t|α

para todo x ∈ [0, 1] y t ∈ R tales que x+ t ∈ [0, 1].
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Corolario 5.13. Sea r ∈ N tal que r ≥ 2. El grafo de la función Fr, como
subconjunto del plano, tiene dimensión de Hausdorff uno.

Utilizando la teoŕıa desarrollada en el apéndice A, en concreto por el
corolario A.11, obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 5.14. Sea r ∈ N tal que r ≥ 2. Para todo 0 < β < 1, la derivada
fraccionaria de Riemann-Liouville de orden β de la función Fr, denotada
por DβFr, existe y es continua en [0, 1].

5.2 La función de Takagi generalizada

En esta sección presentamos la generalización de la función de Takagi
introducida por J. Ferrera y J. Gómez Gil [38] en 2017.

Sean D un subconjunto denso y numerable de [0, 1] y {αn}n ∈ l1 una
sucesión decreciente de números positivos. Además, denotamos por D =
{Dn}n una sucesión creciente de subconjuntos finitos de D tales que

D =

∞⋃
n=1

Dn

y se verifica que

[0, 1] ⊂
⋃
x∈Dn

(x− αn, x+ αn)

para todo n. En ese caso, decimos que D es una descomposición de D.
Observemos que dicha descomposición siempre existe.

Para cada descomposición D = {Dn}n de D, se define la función de
Takagi generalizada TD : [0, 1] → R asociada a la descomposición D de D
por

TD (x) =
∞∑
k=1

gk (x) = ĺım
n
Gn (x)

siendo gk (x) = d (x,Dk) la distancia de x al conjunto Dk y Gn = g1 + · · ·+
gn. Por el criterio de Weierstrass, las funciones definidas anteriormente son
continuas en [0, 1].

Cabe destacar que las funciones de Takagi generalizadas incluyen las
funciones de Takagi-Van der Waerden presentadas en la sección anterior. En
efecto, basta definir

Dn =

{
k

rn−1
∈ [0, 1] : k ∈ Z

}
para todo n.

A continuación, caracterizamos la subdiferencial de las funciones de Ta-
kagi generalizadas. Para ello, introducimos la siguiente definición.
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Definición 5.15. Sean f : R → R una función y z0 ∈ R. Se define la
derivada direccional de f en z0, y se denota df (z0) : R→ R, por

df (z0) (w0) = ĺım inf
t↓0,w→w0

f (z0 + tw)− f (z0)

t
(5.4)

En concreto, el ĺımite (5.4) denota

ĺım
n

 ı́nf
0 < t < 1

n
,

w ∈
(
w0 − 1

n
, w0 + 1

n

)
f (z0 + tw)− f (z0)

t


La noción de derivada direccional nos permite caracterizar la subdiferencial
de la función en un punto.

Proposición 5.16. Sean f : R → R una función semicontinua inferior-
mente y z0 ∈ R. Entonces,

∂f (z0) = {ξ ∈ R : ξw0 ≤ df (z0) (w0) para todo w0 ∈ R}

El concepto de derivada direccional de una función aśı como un estudio
de la subdiferencial a través de dicho concepto puede verse en profundidad
en [37, Sección 4.2].

Teorema 5.17 (J. Ferrera y J. Gómez Gil [38]). Si z0 ∈ D, entonces la
función TD (z)− ξz posee un mı́nimo local en z0 para todo ξ ∈ R. En parti-
cular,

∂αTD (z0) = R

para α > 1.

Demostración. Si z0 ∈ D entonces existe n0 tal que z0 6∈ Dn0 y z0 ∈ Dn para
n > n0. Para cada ξ ∈ R, sea n tal que n > 2 (n0 + 1) + |ξ|. Si consideramos
|h| < 1

2n+1 entonces gk (z0 + h) = |h| para todo k, n0 < k ≤ n. De esta
manera,

TD (z0 + h)− TD (z0)− ξh ≥

≥
n0∑
k=0

(gk (z0 + h)− gk (z0)) +
n∑

k>n0

gk (z0 + h)− |ξ| |h| ≥

≥ − |h| (n0 + 1) + |h| (n− n0)− |ξ| |h| ≥ |h|

En consecuencia, la función TD (z)− ξz posee un mı́nimo local en z0 y, por
consiguiente, ∂αT (z0) = R para todo α > 1.

Corolario 5.18. Si z0 ∈ D, entonces ∂TD (z0) = R.

Corolario 5.19. Para todo z0 ∈ R, se verifica que ∂LTD (z0) = R.
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Teorema 5.20 (J. Ferrera y J. Gómez Gil [38]). Si z0 6∈ D, entonces
∂TD (z0) = ∅.

Demostración. Si z0 6∈ D, consideramos la sucesión {xn}n tal que gn (z0) =
|xn − z0|. Para cada n, definimos

Ln = {k ≤ n : xk < z0} , Rn = {k ≤ n : xk > z0}

Si ĺımn |Ln| = ĺımn |Rn| = +∞, consideramos la subsucesión
{
xnj
}
j
⊂

(z0,+∞) tal que xnj+1 < z0. De esta manera, tenemos que

dTD (z0) (1) = ĺım inf
t↓0

TD (z0 + t)− TD (z0)

t
≤ ĺım inf

j

TD
(
xnj
)
− TD (z0)

xnj − z0
≤

≤ ĺım inf
j

Gnj
(
xnj
)
−Gnj (z0)

xnj − z0
≤ ĺım inf

j

nj∑
k=0

∣∣xnj − xk∣∣− |xk − z0|
xnj − z0

≤

≤ ĺım inf
j

(∣∣Lnj ∣∣− ∣∣Rnj ∣∣)
y, análogamente

dTD (z0) (−1) = ĺım inf
t↓0

TD (z0 − t)− TD (z0)

t
≤ ĺım inf

j

TD
(
xnj+1

)
− TD (z0)∣∣xnj+1 − z0

∣∣
≤ ĺım inf

j

(∣∣Rnj+1

∣∣− ∣∣Lnj+1

∣∣)
Si ξ ∈ ∂TD (z0) entonces, por [37, Proposición 4.11], necesariamente tendŕıamos
que ξ ≤ dTD (z0) (1) y −ξ ≤ dTD (z0) (−1). Por tanto, sumando ambas de-
sigualdades

0 ≤ dTD (z0) (1) + dTD (z0) (−1) ≤
≤ ĺım inf

j

(∣∣Lnj ∣∣− ∣∣Rnj ∣∣)+ ĺım inf
j

(∣∣Rnj+1

∣∣− ∣∣Lnj+1

∣∣) ≤
≤ ĺım inf

j

(∣∣Lnj ∣∣− ∣∣Rnj ∣∣+
∣∣Rnj+1

∣∣− ∣∣Lnj+1

∣∣) = −1

ya que
∣∣Rnj+1

∣∣ =
∣∣Rnj ∣∣ y

∣∣Lnj+1

∣∣ =
∣∣Lnj ∣∣ + 1, obteniendo aśı una contra-

dicción.
Por tanto, uno de los dos ĺımites debe ser finito. Si ĺımn |Ln| < +∞

entonces

dTD (z0) (1) ≤ ĺım inf
n

TD (xn)− TD (z0)

|xn − z0|
≤ ĺım inf

n

Gn (xn)−Gn (z0)

|xn − z0|
≤

≤ ĺım inf
n

n∑
k=0

|xn − xk| − |xk − z0|
|xn − z0|

= −∞

De manera similar, si ĺımn |Rn| < +∞ entonces dTD (z0) (−1) = −∞. Ambas
situaciones implican que ∂TD (z0) = ∅.
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En [38, Sección 2], J. Ferrera y J. Gómez Gil definieron la función de
Takagi generalizada en un espacio de Hilbert real separable obteniendo el
siguiente resultado.

Teorema 5.21 (J. Ferrera y J. Gómez Gil [38]). Si D es un subconjunto
denso numerable de la bola unidad abierta de una espacio de Hilbert real
separable, H, entonces existe una descomposición D de D tal que la función
de Takagi generalizada asociada a dicha descomposición satisface que

∂TD (z0) = H para todo z0 ∈ D

y ∂TD (z0) = ∅ en otro caso.

5.3 Funciones de Takagi-Van der Waerden generalizadas

La familia de las funciones de Takagi-Van der Waerden generalizadas,
denotada por T WG, está constituida por todas las funciones f : [0, 1] → R

de la forma

f (x) =
∞∑
n=0

1

cn
φ (bnx)

donde c ∈ R tal que c > 1 y b ∈ N tal que b ≥ c. Esta generalización fue
introducida por K. G. Spurrier en [97]. En particular, para b = c obtene-
mos las funciones de Takagi-Van der Waerden presentadas anteriormente.
Además, considerando los parámetros b y c tales que c > 1 y b ≥ 4c obtene-
mos la familia de funciones no derivables en ningún punto introducida por
K. Knopp en [61].

Sea f ∈ T WG. Si denotamos por gn (x) = 1
cnφ (bnx), entonces

f (x) =

∞∑
n=0

gn (x) , x ∈ [0, 1]

Como c > 1 y |gn (x)| ≤ 1
2cn , el criterio de Weierstrass nos garantiza la

convergencia uniforme de la serie, y en consecuencia, la continuidad de la
función f . Además, podemos extender f a una función continua 1-periódica
en R definida por

f (x) = f (x− [x])

La siguiente proposición es una consecuencia inmediata a partir del teo-
rema 6.35 que presentaremos en el caṕıtulo sexto. Por esta razón, omitire-
mos su demostración. Además, observemos que dicho resultado justifica la
condición b ≥ c que define la familia de funciones T WG en pos de su no
derivabilidad en ningún punto.
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Proposición 5.22. Sean b ∈ N, c ∈ R tales que c > 1 y b < c. La función
f : [0, 1]→ R definida por

f (x) =

∞∑
n=0

1

cn
φ (bnx)

es Lipschitz en [0, 1] y derivable en [0, 1] salvo en el conjunto{
k

2bn
∈ [0, 1] : n ∈ N, k ∈ Z

}
En las hipótesis de la proposición anterior, por el teorema de Radema-

cher, f es derivable en casi todo punto de [0, 1]. Sin embargo, para cier-
tos parámetros b ∈ N y c ∈ R tales c > 1 y b < c, la función f (x) =∑∞

n=0
1
cnφ (bnx) es derivable en todo punto de [0, 1]. Prueba de ello, presen-

tamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.23. Sean f : [0, 1]→ R definida por f (x) =
∑∞

n=0
1

4nφ (2nx) y
h : [0, 1]→ R definida por h (x) = 2x− 2x2. Entonces f = h en [0, 1].

Demostración. Por el criterio de Weierstrass, la función f es continua en
el intervalo [0, 1]. Sean n ∈ Z+ y k ∈ {0, . . . , 2n − 1}. La función gj (x) =
1
4j
φ
(
2jx
)

es af́ın en el intervalo
[
k

2n ,
k+1
2n

]
para todo entero j < n. Por tanto,

gj

(
2k + 1

2n+1

)
=

1

2

(
gj

(
k

2n

)
+ gj

(
k + 1

2n

))
para todo entero j < n. En consecuencia,

f

(
2k + 1

2n+1

)
− 1

2

(
f

(
k

2n

)
+ f

(
k + 1

2n

))
= gn

(
2k + 1

2n+1

)
=

1

2

1

4n
=

2

4n+1

y

h

(
2k + 1

2n+1

)
− 1

2

(
h

(
k

2n

)
+ h

(
k + 1

2n

))
=

=
4k2 + 4k + 2

22n+1
− 4k2 + 4k + 1

22n+1
=

2

4n+1

Por tanto, f y h coinciden en los números diádicos del intervalo [0, 1].

El siguiente teorema establece la derivabilidad en ningún punto de las
funciones de Takagi-Van der Waerden generalizadas. Este resultado fue ob-
tenido por K. Spurrier [97] y es consencuencia inmediata de las proposiciones
6.33 y 6.37 que presentaremos en el caṕıtulo sexto, por lo que omiteremos
su demostración.

Teorema 5.24 (K. Spurrier [97]). Si f ∈ T WG, entonces f no es derivable
en ningún punto de [0, 1].
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5.3.1 Continuidad en sentido de Hölder

En la sección 5.1.3, probamos que las funciones de Takagi-van der Waer-
den son continuas en sentido de Hölder para todo 0 < α < 1.

Teorema 5.25. Sea f ∈ T WG tal que b > c. Entonces, f es Hölder continua
de orden α en [0, 1] si y sólo si 0 < α ≤ log c

log b .

Demostración. Comenzamos probando que f es continua en sentido de Hölder
en [0, 1] para todo 0 < α ≤ log c

log b . Sean x ∈ [0, 1] y t ∈ R tales que 0 < |t| ≤ 1

y x+ t ∈ [0, 1]. En consecuencia, existe n tal que b−(n+1) < |t| ≤ b−n, y por
tanto,

n−1∑
k=0

|gk (x+ t)− gk (x)| ≤
n−1∑
k=0

(
b

c

)k
b−n(1−α) |t|α =

=
c

b− c

[(
bα

c

)n
− b−n(1−α)

]
|t|α

Como |gk (x+ t)− gk (x)| ≤ 1
ck

para todo k, tenemos que

∞∑
k=n

|gk (x+ t)− gk (x)| ≤ c2 |t| ≤ c2 |t|α

Sumando ambas desigualdades obtenemos que

∞∑
k=0

|gk (x+ t)− gk (x)| ≤
(
c2 +

c

b− c

[(
bα

c

)n
− b−n(1−α)

])
|t|α

Como b > 1, entonces ĺımn→∞ b
−n(1−α) = 0. Además, como 0 < α ≤ log c

log b ,

entonces bα

c ≤ 1, y en consecuencia, ĺımn→∞
(
bα

c

)n ≤ 1. Por tanto, existe

una constante Kα tal que c2 + c
b−c

[(
bα

c

)n − b−n(1−α)
]
≤ Kα para todo n, y

por consiguiente,
|T (x+ t)− T (x)| ≤ Kα |t|α

para todo x ∈ [0, 1] y t ∈ R tales que x+ t ∈ [0, 1].
Finalmente, probamos que si α > log c

log b entonces f no es continua en
sentido de Hölder en [0, 1]. Por el teorema 5.24, f no es derivable en ningún
punto de [0, 1], y por tanto, f no es continua en sentido de Hölder en [0, 1]
para α ≥ 1.

Sean α ∈ R tal que log c
log b < α < 1 y n ∈ N. Como b ≥ 2, tenemos que

bk

bn ≤
1
2 para todo k ∈ {0, . . . , n− 1}. Por tanto,∣∣∣∣f ( 1

bn

)
− f (0)

∣∣∣∣ = f

(
1

bn

)
=

n−1∑
k=0

gk

(
1

bn

)
=

n−1∑
k=0

1

ck

bk

bn

=
c

b− c

[(
bα

c

)n
− 1

bn(1−α)

](
1

bn

)α



76 Generalizaciones de la función de Takagi

Si f es continua en sentido de Hölder para α entonces

ĺım
n→∞

c

b− c

[(
bα

c

)n
− 1

bn(1−α)

]
es finito. Sin embargo, como α > log c

log b , tenemos que ĺımn→∞
(
bα

c

)n
= +∞.

Además, como b ≥ 2, ĺımn→∞ b
−n(1−α) = 0. En consecuencia,

ĺım
n→∞

c

b− c

[(
bα

c

)n
− 1

bn(1−α)

]
= +∞

Utilizando la teoŕıa desarrollada en el apéndice A, en particular por el
corolario A.11, obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 5.26. Sea f ∈ T WG. Para todo 0 < β < log c
log b , la derivada

fraccionaria de Riemann-Liouville de orden β de la función f , denotada por
Dβf , existe y es continua en [0, 1].

5.3.2 Dimensión de Hausdorff y dimensión de box-counting

El concepto de dimensión constituye la temática central de la geometŕıa
fractal. Existen múltiples definiciones de la noción de dimensión que dan
lugar a un conjunto de dimensiones frecuentemente interrelacionadas. La
dimensión de box-counting, también conocida como dimensión de Minkows-
ki–Bouligand , fue introducida en los años treinta y es ampliamente utilizada
debido a su sencillez de cálculo.

Sean δ > 0 y F ⊂ R2. La colección de cubos

{[m1δ, (m1 + 1) δ]× [m2δ, (m2 + 1) δ] : m1,m2 ∈ Z}

se denomina malla de orden δ de R2. Definimos Nδ (F ) como el número de
cubos de la malla de orden δ que intersecan con F .

Definición 5.27. Sea F ⊂ R2. Definimos la dimensión de box counting
inferior y superior como

dimBF = ĺım inf
δ→0

logNδ (F )

− log δ
, dimBF = ĺım sup

δ→0

logNδ (F )

− log δ

Si ambos ĺımites coinciden, definimos la dimensión de box counting de F ,
denotada por dimB F , como el valor común de ambos ĺımites.

En la definición anterior basta considerar el ĺımite cuando δ tiende a
cero a través de cualquier sucesión decreciente {δn}n∈N tal que δn = cn

para 0 < c < 1. En cuanto a la dimensión de Hausdorff de F , denotada por
dimH F ,

dimH F ≤ dimBF ≤ dimBF

El siguiente resultado puede verse en [34, Proposición 11.1].
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Proposición 5.28. Sean f : [0, 1] → R una función continua. Para cada
0 < δ < 1, sea m = d1

δ e el menor entero mayor o igual que 1
δ y denotemos

por

Rj,δ = sup
x,t∈[jδ,(j+1)δ]

|f (t)− f (x)|

para todo j ∈ Z. Entonces,

1

δ

m−1∑
j=0

Rj,δ ≤ Nδ ≤ 2m+
1

δ

m−1∑
j=0

Rj,δ

La breve introducción realizada a la dimensión de box counting aśı como
otros conceptos de dimensión se encuentran detallados en [34].

Consideremos f ∈ T WG y sea F su grafo en [0, 1]. Debido a la continui-
dad Hölder de f de orden 0 < α < log c

log b , junto con el corolario 11.2 de [34],
obtenemos que

1 ≤ dimH F ≤ dimBF ≤ dimBF ≤ 2− log c

log b

Lema 5.29. Sea f ∈ T WG. Si n ∈ N y k ∈ {0, . . . , 2bn − 1} entonces

f

(
k + 1

2bn

)
− f

(
k

2bn

)
=

1

2bn

n∑
j=0

±
(
b

c

)j
, si b es par

f

(
k + 1

2bn

)
− f

(
k

2bn

)
=

1

2bn

 n∑
j=0

±
(
b

c

)j
± c

c− 1

(
b

c

)n , si b es impar

Demostración. Para cada n y k ∈ {0, . . . , 2bn − 1}, sean u = k
2bn y v =

k+1
2bn . Para todo entero 0 ≤ j < n la función gj (x) = 1

cj
φ
(
bjx
)

es af́ın en

el intervalo [u, v] con pendiente igual, o bien a
(
b
c

)j
, o bien a −

(
b
c

)j
. En

consecuencia, para todo entero 0 ≤ j < n, tenemos que

gj (v)− gj (u)

v − u
= ±

(
b

c

)j
Supongamos que b es par. Consideremos j = n. Si k es par entonces

gn (v)− gn (u)

v − u
=

1
2cn − 0

1
2bn

=

(
b

c

)n
Análogamente, si k es impar entonces

gn (v)− gn (u)

v − u
= −

(
b

c

)n
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A continuación, consideremos j > n. Como b es par, tenemos que gj (v) =
gj (u) = 0. Por tanto,

f (v)− f (u)

v − u
=

n∑
j=0

±
(
b

c

)j
Supongamos que b es impar. Consideremos j ≥ n. Si k es par entonces

gj (v)− gj (u)

v − u
=

1
2cj
− 0
1

2bn
=
bn

cj

Análogamente, si k es impar entonces

gj (v)− gj (u)

v − u
= −b

n

cj

Por tanto, como c > 1 tenemos que

f (v)− f (u)

v − u
=

n−1∑
j=0

±
(
b

c

)j
± bn

∞∑
j=n

(
1

c

)j
=

n−1∑
j=0

±
(
b

c

)j
± c

c− 1

(
b

c

)n

Los siguientes resultados determinan la dimensión de box counting de f
bajo ciertas asunciones sobre los parámetros.

Proposición 5.30. Sea f ∈ T WG tal que b es par y b ≥ 2c. Si F es el
grafo de f en [0, 1], entonces 2− log c

log b ≤ dimBF .

Demostración. Sean δn = 1
2bn y mn = 2bn. Por el lema 5.29, tenemos que

Rk,δn ≥
∣∣∣∣f (k + 1

2bn

)
− f

(
k

2bn

)∣∣∣∣ =
1

2bn

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=0

±
(
b

c

)j∣∣∣∣∣∣ ≥
≥
(
b
c

)n −∑n−1
j=0

(
b
c

)j
2bn

≥ bn−1

cn
(b− 2c)

2bn
≥ 0

para todo k ∈ {0, . . . ,mn − 1}. Por la proposición 5.28,

Nδn ≥ 2bn
2bn−1∑
j=0

bn−1

cn
(b− 2c)

2bn
=

2b2n−1

cn
(b− 2c)

En consecuencia,

dimBF ≥ ĺım inf
n→∞

log 2b2n−1

cn (b− 2c)

− log 1
2bn

= 2− log c

log b
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Proposición 5.31. Sea f ∈ T WG tal que b es impar y b ≥ 2c− 1. Si F es
el grafo de f en [0, 1], entonces 2− log c

log b ≤ dimBF .

Demostración. Sean δn = 1
2bn y mn = 2bn. Por el lema 5.29, para todo

k ∈ {0, . . . ,mn − 1} tenemos que

Rk,δn ≥
∣∣∣∣f (k + 1

2bn

)
− f

(
k

2bn

)∣∣∣∣ =
1

2bn

∣∣∣∣∣∣
n−1∑
j=0

±
(
b

c

)j
± c

c− 1

(
b

c

)n∣∣∣∣∣∣ ≥
≥ 1

2bn

 c

c− 1

(
b

c

)n
−
n−1∑
j=0

(
b

c

)j ≥ bn−1

cn
(b− 2c+ 1)

2bn
≥ 0

Por la proposición 5.28,

Nδn ≥ 2bn
2bn−1∑
j=0

bn−1

cn
(b− 2c+ 1)

2bn
=

2b2n−1

cn
(b− 2c+ 1)

En consecuencia,

dimBF ≥ ĺım inf
n→∞

log 2b2n−1

cn (b− 2c+ 1)

− log 1
2bn

= 2− log c

log b

El siguiente teorema resume los resultados obtenidos a lo largo de esta
sección.

Teorema 5.32. Sea f ∈ T WG. Si F es el grafo de f en [0, 1], entonces

1 ≤ dimH F ≤ dimBF ≤ dimBF ≤ 2− log c

log b

Además, si b es par tal que b ≥ 2c, o bien si b es impar tal que b ≥ 2c− 1,
entonces

dimB F = 2− log c

log b

No he encontrado en la literatura resultados que caractericen comple-
tamente la dimensión de box counting del grafo de f ∈ T WG para todos
los valores posibles de b y c. Por esta razón, he diseñado un algoritmo de
box counting en Matlab que recibe como entrada la gráfica de una función
f ∈ T WG y calcula la dimensión de box counting de su grafo con una
aproximación bastante razonable. La siguiente tabla muestra los resultados
obtenidos para diferentes valores de los parámetros no contemplados en el
teorema 5.32.
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c b dimB F 2− log c
log b

3 4 1.1045 1.2075

4 5 1.1087 1.1386

4 6 1.1151 1.2262

5 6 1.0659 1.1017

5 8 1.1358 1.2260

6 10 1.0857 1.2218

El código de Matlab del algoritmo de box counting aśı como la justifi-
cación de la estimación razonable de la dimensión de box counting pueden
verse en el apéndice C.



CAṔITULO 6

La clase de Takagi

Este caṕıtulo está dedicado a presentar la generalización de la función
de Takagi, conocida como la clase de Takagi, introducida en 1984 por M.
Hata y M. Yamaguti [48] aśı como a exponer la generalización de la clase de
Takagi definida por J. Ferrera y J. Gómez Gil [41] en 2018.

6.1 La clase de Takagi

La clase de Takagi, denotada por CT , está constituida por todas las
funciones f : [0, 1]→ R de la forma

f (x) =
∞∑
n=1

wnψ
n (x)

donde w = (wn)n ∈ l1. Por el criterio de Weierstrass, las funciones aśı defi-
nidas son continuas en [0, 1]. Cabe destacar que la clase de Takagi contiene
un gran número de funciones que ya hab́ıan aparecido en la literatura. En
concreto, A. S. Besicovitch y H. D. Ursell [14] hab́ıan estudiado con ante-
rioridad una clase de funciones que es un subconjunto de la clase de Takagi
obteniendo que la dimensión de Hausdorff de su grafo es estrictamente ma-
yor que uno. En este sentido, la clase de Takagi contiene funciones que son
fractales.

Comenzamos esta sección probando que la clase de Takagi es un espa-
cio de Banach isomorfo a l1. A continuación, generalizamos los resultados
obtenidos en las secciones 2.2 y 2.3 del caṕıtulo segundo para la función
de Takagi clásica. En un segundo apartado, presentamos el estudio realiza-
do por N. Kôno [64] sobre la derivabilidad de las funciones de la clase de



82 La clase de Takagi

Takagi en términos de la sucesión de pesos w. Finalmente, concluimos la
sección estudiando la serie de Fourier de las funciones de la clase de Taka-
gi, generalizando aśı los resultado obtenidos en la sección 3.7 del caṕıtulo
tercero.

Consideramos el espacio de Banach C ([0, 1]) formado por las funcio-
nes reales continuas en el intervalo [0, 1] dotado con la norma del supre-
mo. Utilizando la teoŕıa desarrollada en la sección 2.2, si f ∈ C ([0, 1]) y
f (0) = f (1) = 0 entonces, utilizando la base de Schauder [21], f se expresa
de manera única en el intervalo [0, 1] como

S0 (x) = x, S1 (x) = 1− x,
Sk,n (x) = ψn+1 (x)χk,n (x) , n ∈ Z+, k ∈ {0, . . . , 2n − 1}

como

f (x) =

∞∑
n=0

2n−1∑
k=0

ak,n (f)Sk,n (x) , x ∈ [0, 1]

donde

ak,n (f) = f

(
2k + 1

2n+1

)
− 1

2

[
f

(
k

2n

)
+ f

(
k + 1

2n

)]
para todo n ∈ N, k ∈ {0, . . . , 2n − 1} y siendo χk,n la función caracteŕıstica
en el intervalo diádico Ik,n. Si no hay lugar a confusión, denotaremos simple-
mente ak,n en lugar de ak,n (f). A continuación, definimos el subespacio V
como el subespacio de las funciones f de C ([0, 1]) tales que f (0) = f (1) = 0
y

ak,n (f) = aj,n (f)

para todo n ∈ N y k, j ∈ {0, . . . , 2n − 1}.
Nótese que si f ∈ V entonces

f (x) =

∞∑
n=1

bnψ
n (x) , x ∈ [0, 1]

para cierta sucesión (bn)n.

Proposición 6.1. La clase de Takagi CT está contenida en V.

Demostración. Sea f ∈ CT . La continuidad de la función f en el intervalo
[0, 1] junto con f (0) = f (1) = 0 permiten expresar dicha función en la base
de Schauder anterior como

f (x) =

∞∑
n=0

2n−1∑
k=0

ak,n (f)Sk,n (x)
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Si x ∈ [0, 1] entonces

f (x) =
∞∑
n=1

wnψ
n (x) =

∞∑
n=0

(
2n−1∑
k=0

wn+1χk,n (x)

)
ψn+1 (x) =

=
∞∑
n=0

2n−1∑
k=0

wn+1Sk,n (x)

Por la unicidad de los coeficientes de la base de Schauder, se verifica

ak,n (f) = wn+1

para todo k ∈ {0, . . . , 2n − 1}. Por consiguiente, f ∈ V.

Proposición 6.2. V es un subespacio cerrado de C ([0, 1]).

Demostración. Sea (gj)j∈N ⊂ V tal que gj → g cuando j →∞. Entonces,

ak,n (gj)→ ak,n (g) cuando j →∞

Por unicidad del ĺımite, se verifica que ak,n (g) = al,n (g) para todo k, l ∈
{0, . . . , 2n − 1}.

Lema 6.3. Si la serie

f (x) =

∞∑
n=1

wnψ
n (x) , wn ∈ R

converge puntualmente en [0, 1], entonces w ∈ l1.

Demostración. Sean

Σ = {w = (w1, w2, w3, . . .) : wj ∈ {0, 1} para todo j ∈ N}

dotado de la métrica

d (w,w) =

∞∑
n=1

1

2n
|wn − wn| , w, w ∈ Σ

y σ : Σ→ Σ la aplicación desplazamiento definida por σ ((w1, w2, w3, . . .)) =
(w2, w3, . . .). Denotamos por I (0) =

[
0, 1

2

]
, I (1) =

[
1
2 , 1
]

y H : R → R la
función de Heaviside definida por

H (x) =

{
1 si x ≥ 0

0 si x < 0
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La función ψ y la aplicación desplazamiento σ son conjugadas, la función
itinerario S : [0, 1]→ Σ definida por S (x0) = (s1, s2, s3, . . .) donde

sn =

{
0, si ψn (x0) ∈ I (0)

1, si ψn (x0) ∈ I (1)
, n ∈ N

es un homeomorfismo tal que S ◦ψ = σ◦S. En consecuencia, ψ es caótica en
[0, 1] (este resultado aśı como otros similares pueden verse en [26] o [107]).
Definimos w0 = (H (wn))n, entonces existe un único punto x0 = S−1 (w0)
tal que ψn (x0) ∈ I (H (wn)) para todo n.

En primer lugar, por la transitividad topológica de ψ en [0, 1], dado
δ0 > 0 suficientemente pequeño existe un conjunto

N0 =

{
n ∈ N :

∣∣∣∣ψn (x0)− 1

2

∣∣∣∣ < δ0

}
tal que |i− j| ≥ 3 para todo i 6= j ∈ N0. En consecuencia,

wnψ
n (x0) ≥ 1

2
wn

para todo n ∈ N0, y

wnψ
n (x0) ≥ δ0 |wn|+

1

2
wn

para todo n ∈ N1 ≡ N \N0. Por consiguiente,∑
n∈N1

|wn| ≤
1

δ0

[
f (x0)− 3

4
f

(
2

3

)]
En segundo lugar, sea x1 ∈ [0, 1] tal que

ψn (x1) ∈ I (H (wn)) para todo n ∈ N0.

Si ψn (x1) , ψn+1 (x1) ∈ I (0) entonces ψn+2 (x1) ∈ I (1) para todo
n ∈ N.

Por tanto, el conjunto ω-ĺımite de x1, denotado por ω (x1), no contiene el
punto x = 1

2 . Como ω (x1) es cerrado, existe δ1 > 0 tal que
∣∣ψn (x1)− 1

2

∣∣ ≥ δ1

para todo n ∈ N. En consecuencia,

wnψ
n (x1) ≥ δ1 |wn|+

1

2
wn

para todo n ∈ N0, y por tanto,∑
n∈N0

|wn| ≤
1

δ1

[
f (x1)− 3

4
f

(
2

3

)]
En conclusión, w ∈ l1.
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Proposición 6.4. El operador S : l1 → V definido por

S ((wn)n) =
∞∑
n=1

wnψ
n (x) , x ∈ [0, 1]

es un isomorfismo.

Demostración. Por el lema 6.3, el operador S : l1 → V es una biyección lineal
continua entre ambos espacios de Banach. Por el teorema del isomorfismo de
Banach, S−1 es un operador continuo en V, y por tanto, S es un isomorfismo.

Corolario 6.5. La clase de Takagi CT es un espacio de Banach isomorfo a
l1.

6.1.1 Sistema de ecuaciones en diferencias

En términos del laplaciano discreto definido en (2.6), el siguiente resul-
tado es inmediato.

Proposición 6.6. Si f ∈ CT , entonces f es la única solución continua del
sistema de ecuaciones en diferencias

−∆k,ng = 2wn+1 (6.1)

para n ∈ N y k ∈ {0, . . . , 2n − 1}, con condiciones de contorno de tipo
Dirichlet g (0) = g (1) = 0.

Observemos que el resultado anterior es una generalización del corolario
2.13.

Proposición 6.7. Si f ∈ CT , entonces f es la única solución débil de la
ecuación de Poisson

∆g =

∞∑
n=1

2n+1wn

2n−1∑
j=1

(−1)j δ

(
x− j

2n

)

con condiciones de contorno de tipo Dirichlet g (0) = g (1) = 0, donde δ es
la función delta de Dirac.

Demostración. Sean f ∈ CT y g ∈ C2 ([0, 1]) de soporte compacto. Multipli-
cando por la función test g e integrando por partes en el primer miembro,
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obtenemos que∫ 1

0
f ′′ (x) g (x) dx =

∞∑
n=1

wn

∫ 1

0
ψn (x) g (x) dx =

= −
∞∑
n=1

wn

∫ 1

0
(ψn)′ (x) g′ (x) dx = −

∞∑
n=1

wn

2n−1∑
j=0

∫ j+1
2n

j
2n

(ψn)′ (x) g′ (x) dx =

=
∞∑
n=1

2n+1wn

2n−1∑
j=1

(−1)j g

(
j

2n

)
Análogamente para el segundo miembro, utilizando la propiedad de la fun-
ción delta de Dirac,

∫ 1
0 g (x) δ (x− β) dx = g (β) para β ∈ R, tenemos que

∞∑
n=1

2n+1wn

2n−1∑
j=1

(−1)j
∫ 1

0
g (x) δ

(
x− j

2n

)
dx =

=
∞∑
n=1

2n+1wn

2n−1∑
j=1

(−1)j g

(
j

2n

)
El teorema de Lax-Milgram [31, Teorema 6.2.1] nos garantiza la unicidad de
la solución.

Finalizamos esta sección presentando una generalización de la proposi-
ción 2.18 para la clase de Takagi. En 1943, R. Salem [89, Sección 3] obtuvo
el siguiente resultado:

Proposición 6.8. Sea ν = (νn)n∈N ⊂ (0, 1). Si

∞∑
n=1

∞∏
j=1

(
1

2
+

∣∣∣∣νj − 1

2

∣∣∣∣) < +∞

entonces existe un única solución continua estrictamente creciente, denotada
por Sν , del sistema de ecuaciones en diferencias

Sν

(
2k + 1

2n+1

)
= (1− νn+1)Sν

(
k

2n

)
+ νn+1Sν

(
k + 1

2n

)
(6.2)

para todo n ∈ N, k ∈ {0, . . . , 2n − 1}, con condiciones de contorno de tipo
Dirichlet Sν (0) = 0 y Sν (1) = 1.

Nótese que el problema de contorno discreto anterior es una generaliza-
ción del sistema de ecuaciones en diferencias (2.8) introducido en la propo-
sición 2.14.

Para cada f ∈ CT existe una sucesión de funciones derivables (θn (α))n
definidas en (0, 1) con las siguientes propiedades:
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(1) Existen números reales r > 0 y 0 < δ < 1
2 tales que si α ∈

(
1
2 − r,

1
2 + r

)
entonces

∣∣θn (α)− 1
2

∣∣ < δ para todo n ∈ N.

(2) θn
(

1
2

)
= 1

2 para todo n ∈ N.

(3) θ′n
(

1
2

)
= 2n−1wn para todo n ∈ N.

En consecuencia, si α ∈
(

1
2 − r,

1
2 + r

)
entonces existe una única solución

continua estrictamente creciente, denotada por Sα, del sistema de ecuaciones
en diferencias

Sα

(
2k + 1

2n+1

)
= (1− θn+1 (α))Sα

(
k

2n

)
+ θn+1 (α)Sα

(
k + 1

2n

)
(6.3)

para n ∈ N y k ∈ {0, . . . , 2n − 1}, con condiciones de contorno de tipo
Dirichlet Sα (0) = 0 y Sα (1) = 1. Nótese que la solución Sα de (6.3) depende
de la función f a través de la sucesión de pesos w ∈ l1 que la define.

A través de su desarrollo en la base de Schauder descrita anteriormente,
es inmediato ver que la solución Sα de (6.3) es C1 con respecto al parámetro
α.

Proposición 6.9. Para cada x ∈ [0, 1], si f ∈ CT entonces(
∂Sα
∂α

∣∣∣∣
α= 1

2

)
(x) = f (x)

donde Sα es la única solución continua de (6.3) para la sucesión de funciones
(θn)n asociada a f .

Demostración. Sean h ∈ R tal que α + h ∈
(

1
2 − r,

1
2 + r

)
, n ∈ N y k ∈

{0, . . . , 2n − 1}. Utilizando (6.3),

Sα+h

(
2k+1
2n+1

)
− Sα

(
2k+1
2n+1

)
h

= −

[
θn+1 (α+ h)Sα+h

(
k

2n

)
− θn+1 (α)Sα

(
k

2n

)
h

]

+
Sα+h

(
k

2n

)
− Sα

(
k

2n

)
h

+

[
θn+1 (α+ h)Sα+h

(
k+1
2n

)
− θn+1 (α)Sα

(
k+1
2n

)
h

]
Haciendo h→ 0 y particularizando en α = 1

2 tenemos que(
∂Sα
∂α

∣∣∣∣
α= 1

2

)(
2k + 1

2n+1

)
= −θ′n+1

(
1

2

)
S 1

2

(
k

2n

)
−

− θn+1

(
1

2

)(
∂Sα
∂α

∣∣∣∣
α= 1

2

)(
k

2n

)
+

(
∂Sα
∂α

∣∣∣∣
α= 1

2

)(
k

2n

)
+

+ θ′n+1

(
1

2

)
S 1

2

(
k + 1

2n

)
+ θn+1

(
1

2

)(
∂Sα
∂α

∣∣∣∣
α= 1

2

)(
k + 1

2n

)
=

=
1

2

[(
∂Sα
∂α

∣∣∣∣
α= 1

2

)(
k

2n

)
+

(
∂Sα
∂α

∣∣∣∣
α= 1

2

)(
k + 1

2n

)]
+ wn+1
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En consecuencia, la función
(
∂Sα
∂α

∣∣
α= 1

2

)
es una solución continua del proble-

ma de contorno discreto (6.1) cuya única solución continua es la función f .
Por tanto, para cada x ∈ [0, 1], tenemos que(

∂Lα
∂α

∣∣∣∣
α= 1

2

)
(x) = f (x)

6.1.2 Derivabilidad. Teorema de Kôno

Esta sección esta dedicada a presentar el teorema de Kôno sobre la de-
rivabilidad de las funciones de la clase de Takagi en términos de la sucesión
de pesos w.

Los resultados que exponemos son casos particulares de la clase de Ta-
kagi generalizada que introduciremos en la siguiente sección, sin embargo,
la relevancia histórica del teorema de Kôno justifica la existencia de esta
sección.

Para x ∈ [0, 1] con expresión binaria x =
∑∞

k=1
εk
2k

definimos la sucesión
de funciones (Rn)n como

Rn (x) = 1− 2εn (x) , x ∈ [0, 1]

para todo n ∈ Z+.

Lema 6.10. La iteración n-ésima de la aplicación ψ viene dada por

ψn (x) =
1

2
− 2n−1Rn (x)

∞∑
k=n+1

Rk (x)

2k
, x ∈ [0, 1] , n ∈ N

Demostración. Si x = 1, el resultado es inmediato. Sean n ∈ Z+ y x ∈ [0, 1)
con expresión binaria x =

∑∞
k=1

εk
2k

. Entonces,

1

2
− 2n−1

∞∑
k=n+1

Rn (x)Rk (x)

2k
=

1

2
− 2n−1

∞∑
k=n+1

(1− 2εn) (1− 2εk)

2k
=

=
1

2
− 2n−1

∑
k=n+1

1

2k
+ 2n

∞∑
k=n

εn (1− εk) + εk (1− εn)

2k
=

= 2φ
(
2n−1x

)
= ψn (x)
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A continuación, consideremos x ∈ [0, 1] y h ∈ R tal que h > 0 y x+ h ∈
[0, 1]. Denotamos por

x =
∞∑
k=1

εk
2k
, x+ h =

∞∑
k=1

ε′k
2k
, εk, ε

′
k ∈ {0, 1} , k ∈ N (6.4)

k0 =

{
máx {k ∈ N : ε1 = ε′1, . . . , εk = ε′k} ,
0, si {k ∈ N : ε1 = ε′1, . . . , εk = ε′k} = ∅ (6.5)

y sea p ∈ N tal que 2−(p+1) < h ≤ 2−p. Las siguientes propiedades son
inmediatas:

(1) 0 ≤ k0 ≤ p.

(2) εk0+1 = 0 y ε′k0+1 = 1.

(3) Si k0 + 2 ≤ p entonces ε′k = 0 y εk = 1 para k0 + 2 ≤ k ≤ p

Utilizando el lema 6.10, tenemos

ψn (x+ h)− ψn (x) = 2n−1
∞∑

k=n+1

Rn (x)Rk (x)−Rn (x+ h)Rk (x+ h)

2k

Siguiendo la notación anterior, obtenemos el siguiente resultado.

Proposición 6.11. Sea f ∈ CT . Consideremos x y x + h como en (6.4).
Entonces, f (x+ h)− f (x) = A (x) +B (x) + C (x) donde

A (x) = h

k0∑
n=1

2nwnRn (x)

B (x) =

 ∞∑
k=p+1

1− ε′k − εk
2k

 p∑
n=k0+1

2nwnRn (x)

C (x) =
∞∑

n=p+1

wn2n−1
∞∑

k=n+1

Rn (x)Rk (x)−Rn (x+ h)Rk (x+ h)

2k

Demostración. Sean x y x+ h como en (6.4). Entonces,

A (x) = h

k0∑
n=1

wn2nRn (x) =

k0∑
n=1

wn2nRn (x)
∞∑

k=n+1

ε′k − εk
2k

=

k0∑
n=1

wn2n−1Rn (x)

∞∑
k=n+1

Rk (x)−Rk (x+ h)

2k
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y

B (x) =

p∑
n=k0+1

wn2nRn (x)

 ∞∑
k=p+1

1− εk − ε′k
2k

 =

=

p∑
n=k0+1

wn2n
∞∑

k=p+1

−1 + εk + ε′k
2k

=

p∑
n=k0+1

wn2n−1
∞∑

k=p+1

Rn (x)Rk (x)−Rn (x+ h)Rk (x+ h)

2k

En consecuencia, A (x) +B (x) + C (x) = f (x+ h)− f (x).

Corolario 6.12. Si (2nwn)n ∈ c0 entonces C (x) = o (h).

Teorema 6.13 (N. Kôno [64]). Sea f ∈ CT . Si (2nwn)n ∈ l2 entonces f es
absolutamente continua en [0, 1] con derivada

f ′ (x) =
∑
n=1

2nwnRn (x)

en casi todo punto de [0, 1]

Demostración. Como 2nwn ∈ l2, la serie
∑∞

n=1 2nwnRn converge en L2. Por
[59, Teorema 2.9], la serie

∑∞
n=1 2nwnRn converge en casi todo punto de

[0, 1] . En consecuencia,

ĺım
h→0+

p∑
n=k0+1

2nwnRn (x) = 0 c.t.p. x ∈ [0, 1]

Por la proposición 6.11, tenemos que

ĺım
h→0+

f (x+ h)− f (x)

h
=

∞∑
n=1

2nwnRn (x) c.t.p. x ∈ [0, 1]

Análogamente, obtenemos el mismo resultado para la derivada lateral por la
izquierda. Por tanto, f ′ (x) =

∑∞
n=1 2nwnRn (x) en casi todo punto x ∈ [0, 1].

Finalmente,
∑∞

n=1 2nwnRn converge en L2, y por tanto, en L1. Si x ∈ [0, 1]
entonces∫ x

0
f ′ (t) dt = ĺım

m→∞

m∑
n=1

2nwn

∫ x

0
Rn (t) dt =

∞∑
n=1

wnψ
n (x) = f (x)

y, por tanto, f es absolutamente continua en [0, 1].
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Teorema 6.14 (N. Kôno [64]). Sea f ∈ CT . Si (2nwn)n ∈ c0 pero (2nwn)n 6∈
l2 entonces f no es derivable en casi todo punto de [0, 1], pero es derivable
en un subconjunto no numerable de [0, 1] y el rango de f ′ es R.

Demostración. Denotemos por I el conjunto de los números irracionales.
Sean x ∈ I ∩ [0, 1] con expresión binaria x =

∑∞
n=1 εn2−n y

hm =
∞∑

n=m+1

Rn (x) 2−n

para m ∈ N. Por tanto,

x+ hm =

m∑
n=1

εn
2n

+

∞∑
n=m+1

1− εn
2n

En consecuencia,

f (x+ hm)− f (x) = hm

m∑
n=1

2nwnRn (x)

Como (2nwn)n 6∈ l2 y existe M > 0 tal que 2n |wn| ≤ M para todo n,
Sm (x) =

∑∞
n=1 2nwnRn (x) satisface la ley del logaritmo iterado de Kol-

mogorov (véase [63]), es decir, si denotamos por Bm =
∑m

n=1 (2nwn)2 para
m ∈ N entonces

ĺım sup
m→∞

Sm (x)√
2Bm log logBm

= 1

en casi todo punto x ∈ I ∩ [0, 1], y por tanto, f no es derivable en casi todo
punto de [0, 1]. Sin embargo, para cierto x ∈ [0, 1], Sm (x) puede converger
condicionalmente a un número finito α ∈ R. En este caso, B (x) = o (h) y
C (x) = o (h) ya que k0 tiende a infinito cuando h→ 0+. Por tanto,

ĺım
h→0+

f (x+ h)− f (x)

f
= ĺım

k0→∞

k0∑
n=1

2nwnRn (x) = α

Observese que, para dicho x, k0 también tiende a infinito cuando h → 0−.
En conclusión, f ′ (x) = α, y por el teorema de reordenamiento de Riemann,
el rango de f ′ es R.

Teorema 6.15 (N. Kôno [64]). Sea f ∈ CT . Si (2nwn)n 6∈ c0 entonces f no
es derivable en ningún punto de [0, 1].

Demostración. Sean x ∈ [0, 1] con expresión binaria x =
∑∞

n=1 εn2−n y
hm =

∑∞
n=m+1Rn (x) 2−n para m ∈ N. Por tanto, x+ hm =

∑m
n=1 εn2−n +∑∞

n=m+1 (1− εn) 2−n, y en consecuencia,

f (x+ hm)− f (x) = hm

m∑
n=1

2nwnRn (x)
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Como (2nwn)n 6∈ c0, la serie
∑∞

n=1 2nwnRn (x) no es convergente. Por tanto,
f no es derivable en ningún punto de [0, 1].

6.1.3 Serie de Fourier

En esta sección generalizamos para la clase de Takagi los coeficientes de
Fourier obtenido para la función de Takagi clásica en 3.7.

Proposición 6.16. Sea f ∈ CT . Los coeficientes de Fourier de la función f
vienen dados por

f̂ (0) =
1

2

∞∑
m=1

wm

f̂ (−n) = f̂ (n) =
−wp+1

π2 (2k + 1)2 , n = 2p (2k + 1) , n ∈ Z+, p ∈ N

Demostración. Por la proposición 3.44, los coeficientes de la serie de Fourier
compleja de φ vienen dados por

c0 =
1

4
, cn = c−n =


0 n par

−1
π2n2 n impar

En consecuencia, los coeficientes de Fourier de φ (2mx) son

cmn =


c n

2m
si 2m|n

0 en otro caso

para m ∈ Z+. Por la convergencia uniforme,

f (x) =

∞∑
m=1

wmψ
m (x) = 2

∞∑
m=0

wm+1φ (2mx) = 2

∞∑
m=0

wm+1

∞∑
n=−∞

cmn e
2πnix

=
∞∑

n=−∞

∞∑
m=0

2wm+1c
m
n e

2πnix, x ∈ R

Por consiguiente,

f̂ (n) =
∞∑
m=0

2wm+1c
m
n , n ∈ Z

En primer lugar, f̂ (0) = 2c0
∑∞

m=1wm = 1
2

∑∞
m=1wm. Como f es una

función par tenemos que f̂ (−n) = f̂ (n) para todo n ∈ Z+. De esta manera,
para n = 2p (2k + 1)

f̂ (n) =

p∑
m=0

wm+1c2p−m(2k+1) =
−wp+1

π2 (2k + 1)2
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La serie de Fourier es absolutamente convergente pero no podemos ga-
rantizar la convergencia al valor de la función f salvo si la sucesión de pesos
2nwn ∈ l2, en ese caso converge al valor de la función f en casi todo pun-
to.

Corolario 6.17. Si f ∈ CT entonces
∫ 1

0 f (x) dx = 1
2

∑∞
m=1wm

6.2 La clase de Takagi generalizada

En esta sección presentamos una generalización de la clase de Takagi
introducida por J. Ferrera y J. Gómez Gil [41] en 2018. Esta nueva gene-
ralización posibilita el estudio de una gran variedad funciones desde una
perspectiva general y abstracta aśı cómo una emergente ĺınea de investiga-
ción en la que este trabajo podŕıa continuarse.

Sea D un subconjunto denso y numerable de [0, 1] tal que 0, 1 ∈ D.
Además, denotamos por D = {Dn}n una sucesión creciente de subconjuntos
finitos de D tales que

D =

∞⋃
n=1

Dn

y D1 = {0, 1}. En este caso, decimos que D es una descomposición de D.
Para cada n, sea Fn la familia de componentes conexas de [0, 1] \Dn y

sea

F =
∞⋃
n=1

Fn

Consideraremos además que las descomposiciones D de D tienen la propie-
dad de que existen 0 < ρ ≤ 1 y (αn)n ∈ l1 satisfaciendo que 2αn+1 ≤ αn
para todo n, tales que

ραn ≤ L (In) ≤ αn
para todo n e In ∈ Fn.

Observemos que descomposiciones de este tipo siempre existen para ρ <
1, independientemente del conjunto D que estemos considerando.

Para cada descomposición D = {Dn}n de D y cada sucesión de pesos
w = (wn)n ⊂ R satisfaciendo que (αnwn)n ∈ l1, se define la función de
Takagi con pesos, denotada TD,w : [0, 1]→ R, por

TD,w (x) =

∞∑
k=1

wkgk (x) = ĺım
n
Gn (x)

siendo gk (x) = d (x,Dk) la distancia de x al conjunto Dk y Gn = w1g1+· · ·+
wngn. La familia de las funciones aśı definidas recibe el nombre de clase de
Takagi generalizada. Si no hay lugar a confusión, denotaremos simplemente
Tw en lugar de TD,w. Por el criterio de Weierstrass, las funciones definidas
anteriormente son continuas.
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Cabe destacar que la clase de Takagi generalizada contiene a todas las ge-
neralizaciones de la función de Takagi presentadas anteriormente. En efecto,
para w = 111 y D el conjunto de los números diádicos en [0, 1] con la descom-
posición D = {Dn}n, Dn =

{
k

2n−1 ∈ [0, 1] : k ∈ Z
}

, obtenemos la función de
Takagi clásica estudiada en la primera parte de este trabajo.

Si consideramos w = 111, r ≥ 2 y D =
{
k
rn ∈ [0, 1] : n ∈ N, k ∈ Z

}
con la

descomposición Dn =
{
krn−1 ∈ [0, 1] : k ∈ Z

}
obtenemos la familia de las

funciones de Takagi-Van der Waerden.

En cuanto a la familia de funciones de Takagi-Van der Waerden genera-
lizadas, basta considerar el conjunto D = {kb−n ∈ [0, 1] : n ∈ N, k ∈ Z} con
la descomposición

Dn =

{
k

bn−1
∈ [0, 1] : k ∈ Z

}
y la sucesión de pesos wn =

(
b
c

)n
.

Además, la clase de Takagi generalizada incluye el conjunto de todas las
funciones de la forma

frrr =

∞∑
n=0

1

rnn
φ (rnn)

siendo rrr = (rn) ⊂ Z+ tal que rn divide a rn+1 para todo n. En este caso,

Dn =
{

k
rn−1
n
∈ [0, 1] : k ∈ Z

}
, αn = 1

rn−1
n

y ρ = 1.

Finalmente, si D es el conjunto de los números diádicos en [0, 1] con la
descomposición descrita anteriormente y αn = 1

2n−1 , entonces obtenemos la
clase de Takagi presentada anteriormente.

Análogamente a la proposición 6.3, J. Ferrera y J. Gómez Gil probaron
en [41] que la clase de Takagi generalizada es un espacio de Banach isomorfo
a l1.

En esta sección presentamos los resultados obtenidos por el autor de este
trabajo en colaboración con los profesores J. Ferrera y J. Gómez Gil en [42]
aśı como los resultados obtenidos por J. Ferrera y J. Gómez Gil en [41].

Comenzamos estableciendo algunos resultados del análisis real que em-
plearemos a lo largo de este caṕıtulo.

Definición 6.18. Un conjunto de funciones reales {fn}Nn=1 definidas en [0, 1]
es un conjunto de funciones independientes si para cada familia de intervalos
reales I1, · · · , IN se verifica la siguiente condición:

L ({x ∈ [0, 1]} : fn (x) ∈ In, n = 1, . . . , N) =

N∏
n=1

L{x ∈ [0, 1] : fn (x) ∈ In}

Además, una sucesión (fn)n de funciones reales definidas en [0, 1] es un

sistema de funciones independientes (S. I. F.) si el conjunto {fn}Nn=1 es un
conjunto de funciones independientes para todo N ∈ Z+.
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Dada una descomposición D = {Dn}n, denotamos por D̃n el conjunto
de los puntos medios entre dos puntos consecutivos de Dn, es decir,

D̃n =

{
a+ b

2
: (a, b) ∈ Fn

}
y sea

D̃ =

∞⋃
n=1

D̃n

Observemos que la descomposición natural de los números diádicos en
[0, 1] satisface D̃n ⊂ Dn+1 para todo n ∈ Z+. Cuando una descomposición
satisface tal propiedad, la correspondiente función de Takagi generalizada se
comporta análogamente como la función clásica de Takagi. Esto se debe a
la siguiente proposición.

Proposición 6.19. Si D̃n ⊂ Dn+1 para todo n ∈ Z+ entonces la sucesión
(g′+n )n es un S. I. F. en [0, 1].

Demostración. En primer lugar, denotamos por

Dn =
{

0 = xn1 < xn2 < · · · < xnkn = 1
}

y sean cni =
xni +xni+1

2 para i = 1, . . . , kn − 1. De esta manera, tenemos que(
g′+n
)−1

({1}) = [xn1 , c
n
1 ) ∪ · · · ∪

[
xnkn−1, c

n
kn−1

)
y que (

g′+n
)−1

({−1}) = [cn1 , x
n
2 ) ∪ · · · ∪

[
cnkn−1, x

n
kn

)
Por tanto,

L
({
x ∈ [0, 1] : g′+n (x) = 1

})
= L

({
x ∈ [0, 1] : g′+n (x) = −1

})
=

1

2

para todo n ∈ Z+.
Por otro lado, si ε1, . . . , εN ∈ {−1, 1} entonces

{
x ∈ [0, 1] : g′+n (x) = εn, n = 1, . . . , N

}
=

N⋂
n=1

Jn

salvo un número finito de puntos, siendo J1 =
[
0, 1

2

)
si g′+1 (x) = 1 y J1 =[

1
2 , 1
)

si g′+1 (x) = −1. Una vez definidos J1 ⊃ · · · ⊃ Jn−1, se define Jn como
el conjunto de puntos x ∈ Jn−1 tales que g′+n (x) = εn. En consecuencia,
Jn es unión finita de intervalos pertenecientes a Fn+1 ya que D̃n ⊂ Dn+1.
Además, L (Jn) = 1

2L (Jn−1). Por consiguiente,

L
({
x ∈ [0, 1] : g′+n (x) = εn, n = 1, . . . , N

})
= L (JN ) =

=
1

2N
=

N∏
n=1

L
({
x ∈ [0, 1] : g′+n (x) = εn

})
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La demostración del siguiente resultado puede verse en [59, Teorema 2.7].

Lema 6.20. Sea (ψn)n un S. I. F. en [0, 1] tal que

‖ψn‖2 = 1, ‖ψn‖∞ ≤M,

∫ 1

0
ψn (x) dx = 0 (6.6)

para todo n ∈ Z+. Entonces, existe una constante C > 0 tal que

L
({

x ∈ [0, 1] : |P (x)| ≥ 1

2
‖P‖2

})
≥ C (6.7)

para todo polinomio P =
∑N

n=1 anψn para a1, . . . , aN ∈ R.

Utilizando el lema anterior obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 6.21 (J. Ferrera y J. Gómez Gil [41]). Sea (ψn)n un S. I. F.
en [0, 1] satisfaciendo las condiciones (6.6). Si existe un conjunto medible
E ⊂ [0, 1] de medida positiva tal que la serie

∑
n anψn converge en medida

en E, entonces (an)n ∈ l2 (R).

Demostración. Sean C > 0 satisfaciendo la desigualdad (6.7) y 0 < r < 1
tal que 1 − r ≤ C

2 . Como L (E) > 0, existe un intervalo J ⊂ [0, 1] tal que
L (J ∩ E) > rL (J). Si (an)n 6∈ l2 (R) entonces existe una sucesión creciente
de números naturales (mk)k tal que

mk+1∑
n=mk+1

a2
n > k2, k = 1, 2, . . .

Por el lema 6.20, tenemos que

L

x ∈ J :

∣∣∣∣∣∣
mk+1∑

n=mk+1

anψn (x)

∣∣∣∣∣∣ > k

2


 ≥ C, k = 1, 2, . . .

En consecuencia, obtenemos que

L

x ∈ J ∩ E :

∣∣∣∣∣∣
mk+1∑

n=mk+1

anψn (x)

∣∣∣∣∣∣ > k

2


 ≥ C − L (J \ E) ≥ C

2

para todo k = 1, 2, . . .. Sin embargo, este hecho contradice la convergencia
en medida de

∑
n anψn en el conjunto E.

A lo largo de las secciones de este caṕıtulo estudiamos la derivabilidad
de las funciones de la clase de Takagi generalizada a través de la sucesión
de pesos w. En primer lugar, observemos que si w = 111 obtenemos la función
de Takagi generalizada que presentamos en la sección 5.2, donde probamos
que si x ∈ D entonces ∂Tw (x) = R y si x 6∈ D entonces ∂Tw (x) = ∅.
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6.2.1 Convergencia a cero de la sucesión de pesos

Comenzamos esta sección estableciendo la notación que seguiremos en
nuestro estudio. Si 0 < h < ρα1 entonces existe n (h) ∈ N tal que

αn(h)+1 ≤
1

ρ
h < αn(h)

Para x 6∈ D, sean xn, yn, un, vn ∈ Dn tales que un < xn < x < yn < vn, y
(un, xn)∩Dn = (xn, yn)∩Dn = (yn, vn)∩Dn = ∅. Además, sean c′n, cn, c

′′
n los

puntos medios de los intervalos (un, xn), (xn, yn) e (yn, vn) respectivamente.
Para 0 < h < ρα1 introducimos la siguiente notación:

N0 (h) = {n < n (h) : x, x+ h ∈ [xn, cn] , o bien x, x+ h ∈ [cn, yn]}
N1 (h) =

{
n < n (h) : cn < x < yn < x+ h ≤ c′′n

}
N2 (h) = {n < n (h) : xn < x < cn < x+ h ≤ yn}

Observemos que los conjuntos anteriores son disjuntos dos a dos y que
N0 (h) ∪ N1 (h) ∪ N2 (h) = {1, · · · , n (h)− 1}. Además, si n ∈ N1 (h) y
n < n (h)− 1 entonces n+ 1 ∈ N1 (h) ya que yn+1 = yn. En consecuencia, si
denotamos por m∗ = mı́nN1 (h) entonces N1 (h) = {m∗, . . . , n (h)− 1}. Co-
mo gn (x+ h)−gn (x) = 2 (x− ym∗)+h y g′n (x) = −1 para todo n ∈ N1 (h),
tenemos que

∑
n∈N1(h)

(gn (x+ h)− gn (x))wn = [2 (ym∗ − x)− h]

n(h)−1∑
n=m∗

wng
′
n (x)

Análogamente, si h < 0 definimos

N1 (h) =
{
n < n (h) : c′n ≤ x+ h < xn < x < cn

}
N0 (h) = {n < n (h) : x, x+ h ∈ [xn, cn] , o bien x, x+ h ∈ [cn, yn]}
N2 (h) = {n < n (h) : xn ≤ x+ h < cn < x < yn}

Los conjuntos anteriores satisfacen las mismas propiedades que sus corres-
pondientes en el caso h > 0, y además, es inmediato ver que para cada h, o
bien N1 (h) es vaćıo, o bien N1 (−h) es vaćıo.

El objetivo que perseguimos es caracterizar la derivabilidad de la función
Tw en términos de la convergencia de la serie

∑
nwng

′
n, ya que es el principal

candidato a derivada. En esta sección realizamos este análisis considerando
la dicotomı́a entre w ∈ c0 frente a w 6∈ c0. En primer lugar, comenzamos
exponiendo el caso w ∈ c0.

Las dos siguientes proposiciones que presentamos a continuación nos
permiten obtener condiciones que garantizan la convergencia de la serie a
partir de la derivabilidad de la función Tw.
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Proposición 6.22. Sea x 6∈ D ∪ D̃. Si Tw es derivable en x entonces toda
sucesión (hn)n ∈ c0 tal que n (hn) = n+ 1 para todo n, satisface que

T ′ (x) = ĺım
n

Gn (x+ hn)−Gn (x)

hn

Demostración. Sea x 6∈ D ∪ D̃. Como Tw es derivable en x y w ∈ c0 (R),
para cada ε > 0 existen δ0 > 0 y n0 ∈ N tales que si 0 < |h| < δ0 entonces∣∣T (x+ h)− T (x)− hT ′ (x)

∣∣ ≤ ε |h|
y si n ≥ n0 entonces |wn| < ε. Como (hn)n ∈ c0, existe n1 ≥ n0 tal que∣∣∣∣T ′ (x)− Gn (x+ hn)−Gn (x)

hn

∣∣∣∣ ≤
≤
∣∣∣∣T (x+ hn)− T (x)

hn
− T ′ (x)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∑
k>n

gk (x+ hn)− gk (x)

hn
wk

∣∣∣∣∣ ≤
≤ ε+ 2

αn+1

|hn|
máx
k>n
|wk| ≤

(
1 +

2

ρ

)
ε

para todo n ≥ n1

Proposición 6.23. Sea x 6∈ D ∪ D̃. Supongamos que existe una sucesión
(hn)n ∈ c0 tal que n (hn) = n+ 1 para todo n, y

ĺım
n

∑
k ∈ Nj (hn)
j = 1, 2

(
gk (x+ hn)− gk (x)

hn
− g′k (x)

)
wk = 0

Si Tw es derivable en x entonces la serie
∑

nwng
′n (x) es convergente y

T ′ (x) =
∞∑
n=1

wng
′
n (x)

Demostración. Sea x 6∈ D ∪ D̃. Para cada ε > 0 existe n0 ∈ N tal que si
n ≥ n0 entonces∣∣∣∣∣∣∣∣

∑
k ∈ Nj (hn)
j = 1, 2

(
gk (x+ hn)− gk (x)

hn
− g′k (x)

)
wk

∣∣∣∣∣∣∣∣ < ε

Por tanto, si n > n0 entonces∣∣∣∣Gn (x+ hn)−Gn (x)

hn
−G′n (x)

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
∑

k∈N1(hn)∪N2(hn)

(
gk (x+ hn)− gk (x)

hn
− g′k (x)

)
wk

∣∣∣∣∣∣ < ε
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En consecuencia, tenemos que

ĺım
n

(
Gn (x+ hn)−Gn (x)

hn
−G′n (x)

)
= 0

Por la proposición 6.22, la serie
∑

nwng
′
n (x) es convergente y T ′ (x) =∑

nwng
′
n (x).

La siguiente proposición nos permite inferir la derivabilidad de la función
Tw a partir de la convergencia de la serie.

Proposición 6.24. Sea x 6∈ D ∪ D̃. Si la serie
∑

nwng
′
n (x) es convergente

entonces Tw es derivable en x con derivada T ′w (x) =
∑

nwng
′
n (x) si y sólo

si

ĺım
h→0

∑
n∈N2(h)

wn

(
gn (x+ h)− gn (x)

h
− g′n (x)

)
= 0.

Demostración. Como la serie
∑

nwng
′
n (x) es convergente, para cada ε > 0

existe n0 ∈ N tal que si m ≥ n ≥ n0 entonces∣∣∣∣∣
m∑
k=n

wkg
′
k (x)

∣∣∣∣∣ ≤ ε
Sea δ > 0 tal que δ < ραn0 y δ < mı́n {d (x, {xn, yn, cn}) : 1 ≤ n ≤ n0}
Además, para 0 < |h| < δ se verifica que {1, . . . , n0} ⊂ N0 (h). En conse-
cuencia,∣∣∣∣∣Tw (x+ h)− Tw (x)− h

∞∑
n=1

wng
′
n (x)−

−
∑

n∈N1(h)∪N2(h)

wn
(
gn (x+ h)− gn (x)− hg′n (x)

)∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
∑

n≥n(h)

(
gn (x+ h)− gn (x)− hg′n (x)

)
wn

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ |h|

∣∣wn(h)

∣∣+
∑

n>n(h)

αn |wn|+ |h|

∣∣∣∣∣∣
∑

n≥n(h)

g′n (x)wn

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2ε |h|+ 2εαn(h)+1 ≤

≤ 2

(
1 +

1

ρ

)
|h| ε

Por otra parte, considerando m∗ = mı́nN1 (h) si N1 (h) 6= ∅ y m∗ = n (h)−1
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si N1 (h) = ∅, tenemos que∣∣∣∣∣∣
∑

n∈N1(h)

wn
gn (x+ h)− gn (x)− hg′n (x)

h

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
n(h)−1∑
n=m∗

wn
gn (x+ h)− gn (x)− hg′n (x)

h

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣ [2 (ym∗ − x)− h]

h
− 1

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
n(h)−1∑
n=m∗

wng
′
n (x)

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2

∣∣∣∣∣∣
n(h)∑
n=m∗

wng
′
n (x)

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2ε

En conclusión,

ĺım
h→0

T (x+ h)− T (x)

h
−

∑
n∈N2(h)

wn

(
gn (x+ h)− gn (x)

h
− g′n (x)

) =

=
∞∑
n=1

wng
′
n (x)

obteniendo aśı el resultado.

Corolario 6.25. Sea x 6∈ D∪D̃. Si {|N2 (h)| : |h| > 0} es acotado, entonces
Tw es derivable en x si y sólo si la serie

∑
nwng

′
n (x) es convergente. En

este caso, T ′w (x) =
∑

nwng
′
n (x).

Demostración. Sean x 6∈ D ∪ D̃ y M > 0 tal que |N2 (h)| ≤ M para todo
h 6= 0. Supongamos que la serie

∑
nwng

′
n (x) es convergente. Entonces,∣∣∣∣∣∣

∑
n∈N2(h)

wn

(
gn (x+ h)− gn (x)

h
− g′n (x)

)∣∣∣∣∣∣ ≤ 2
∑

n∈N2(h)

|wn| ≤

≤ 2M máx
n∈N2(h)

|wn| −−−→
h→0

0

y por la proposición 6.24 obtenemos el resultado.
Rećıprocamente, supongamos que Tw es derivable en x. Sea (hn)n ∈ c0

tal que αn+2 <
1
ρ |hn| < αn+1 y N1 (hn) = ∅ para todo n. Observemos que

en este caso n (hn) = n+ 1 para todo n. Por tanto,∣∣∣∣∣∣
∑

k∈Nj(hn), j=1,2

wk

(
gk (x+ hn)− gk (x)

hn
− g′k (x)

)∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
∑

k∈N2(hn)

wk

(
gk (x+ hn)− gk (x)

hn
− g′k (x)

)∣∣∣∣∣∣ ≤ 2
∑

k∈N2(hn)

|wn| ≤

≤ 2M máx
k∈N2(hn)

|wn| −−−→
n→∞

0
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y por la proposición 6.23 obtenemos el resultado.

El siguiente teorema establece una condición sobre la descomposición D
de D que nos permite garantizar que |N2 (h)| es acotado para todo h 6= 0.

Teorema 6.26 (J. Ferrera y J. Gómez Gil [41]). Sean x 6∈ D ∪ D̃, w ∈ c0

y supongamos que para la descomposición D de D existen n0 ∈ N y δ > 0
tales que si n ≥ n0 entonces

máx
k<n

d (ck, Dn) ≤ ρ

2 + δ
αn

Bajo estas hipótesis, Tw es derivable en x si y sólo si la serie
∑

nwng
′
n (x)

es convergente. En este caso, T ′w (x) =
∑

nwng
′
n (x).

Demostración. Sin pérdida de generalidad supongamos n0 = 1. Sean m ≥ 1
tal que 2

2m−1−1
< δ y 0 < h < ραm. Si k ∈ N2 (h) entonces x < ck < x+ h.

Además, si k < n (h)−m entonces para todo n ∈ N tal que k < n ≤ n (h)−m
existe zn ∈ Dn tal que |zn − ck| ≤ ρ

2+δα.

Si zn ≤ xn entonces

x+ h < ck + h ≤ xn +
ρ

2 + δ
αn + ραn(h) ≤ xn + ρ

(
1

2 + δ
+

1

2m

)
αn ≤

≤ xn +
ρ

2
αn ≤ cn

y por tanto, n ∈ N0(h).

Si yn ≤ zn entonces

x = (x+ h)− h ≥ ck − ραn(h) ≥ zn −
ρ

2 + δ
αn − ραn(h) ≥

≥ yn − ρ
(

1

2 + δ
+

1

2m

)
αn ≥ yn −

ρ

2
αn ≥ cn

y por tanto, n ∈ N0 (h) ∪ N1 (h). En consecuencia, |N2(h)| ≤ m. Por el
corolario 6.25 obtenemos el resultado. El caso h < 0 es análogo.

Observemos que una descomposición D de D satisfaciendo D̃n ⊂ Dn+1

para todo n verifica la condición que el teorema 6.26 impone sobre la des-
composición del conjunto D. En particular, la clase de Takagi se encuentra
bajo las hipótesis de dicho teorema.

Cabe destacar que la condición impuesta sobre la descomposición por el
teorema 6.26 es bastante general en el sentido de que dado un conjunto denso
y numerable siempre es posible construir una descomposición que verifique
dicha condición.
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Proposición 6.27. Sean D un subconjunto denso y numerable de [0, 1]
tal que 0, 1 ∈ D y A ≥ 2. Entonces, existen una sucesión (αn)n y una
descomposición D de D satisfaciendo

2Amáx
k<n

d (ck, Dn) ≤ αn (6.8)

para cada n.

Demostración. Consideramos D1 = {0, 1} y α1 = 1. Supongamos que la
condición se verifica para n. Para cada intervalo I = (a, b) ∈ Fn, denotamos
por (ci)

mn
i=1

a = c0 < c1 < · · · < cmn < cmn+1 = b

el conjunto de puntos medios en (a, b) de todos los intervalos pertenecientes
a Fk para k ≤ n. Denotamos por

βI = mı́n
0≤i≤mn

(ci+1 − ci)

y por βn = mı́n {βI : I ∈ Fn}. Sea αn+1 = mı́n
{
αn
2 ,

βn
4

}
y elegimos

zi ∈ I ∩
(
ci −

αn+1

2A
, ci +

αn+1

2A

)
∩D

para cada i = 1, . . . ,mn+1. Claramente, zi+1−zi > αn+1. En cada intervalo
(zi, zi+1) seleccionamos el conjunto de puntos de D, denotado por

zi = ri0 < ri1 < · · · < riji < riji+1 = zi+1,

tales que
αn+1

2
≤ rij+1 − rij ≤ αn+1

Finalmente, definimos

Dn+1 ∩ I =

mn⋃
i=0

{
zi, r

i
1, . . . , r

i
ji

}

En términos generales, independientemente de la descomposición del con-
junto D, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 6.28 (J. Ferrera y J. Gómez Gil [41]). Sea x 6∈ D∪ D̃. Para cada
n, sea cn el punto medio de Jn tal que x ∈ Jn ∈ Fn. Si existe un entero
k0 ≥ 1 tal que

ĺım inf
n

|x− cn|
αn+k0

> 0

entonces, Tw es derivable en x si y sólo si la serie
∑

nwng
′
n (x) es conver-

gente. En este caso,

T ′w (x) =

∞∑
n=1

wng
′
n (x)
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Demostración. Sea M > 0 tal que |x− cn| > Mαn+k0 para todo n. Además,
sea m ≥ 1 tal que 1

2m−k0
< M . Para cada h tal que 0 < h < ραm+1 tenemos

que si n < n (h)−m entonces n 6∈ N2 (h). En efecto, si x < cn entonces

cn − x > Mαn+k0 >
1

2m−k0
αn+k0 ≥ αn+m ≥ αn(h) > h

obteniendo una contradicción con la definición del conjunto N2 (h). En con-
secuencia, |N2 (h)| ≤ m− 1. El caso h < 0 es análogo. Por el corolario 6.25
obtenemos el resultado.

En [41], J. Ferrera y J. Gómez Gil presentaron varios ejemplos que ponen
de manifiesto la imposibilidad de obtener resultados análogos a los teoremas
6.28 y 6.26 para la subdiferencial.

Proposición 6.29. Supongamos wn ≥ 0 para todo n. Si x 6∈ D entonces

∂Tw (x) ⊂

{ ∞∑
n=1

wng
′
n (x)

}

En particular, d+Tw (x) ≤ D−Tw (x).

Demostración. Sea x 6∈ D. Consideremos (xn, yn) ∈ Fn tal que x ∈ (xn, yn).
Observemos que la sucesión (xn)n converge a x. Además, para cada n se
verifica que gk (xn) − gk (x) ≤ g′k (x) (xn − x) para todo k ≤ n. En conse-
cuencia,

Tw (xn)− Tw (x) = Gn−1 (xn)− Tw (x) ≤ Gn−1 (xn)−Gn−1 (x) ≤
≤ G′−n−1 (x) (xn − x)

Por consiguiente,

D−Tw (x) ≥ ĺım sup
n

Tw (xn)− Tw (x)

xn − x
≥ ĺım sup

n
G′−n−1 (x) ≥

≥ ĺım sup
n

G′+n−1 (x)

Por otra parte, la sucesión (yn)n converge a x. Análogamente, para cada n
se verifica que gk (yn)−gk (x) ≤ g′+k (x) (yn − x) para todo k ≤ n. Por tanto,

Tw (yn)− Tw (x) = Gn−1 (yn)− Tw (x) ≤ Gn−1 (yn)−Gn−1 (x) ≤
≤ G′+n−1 (x) (yn − x)

En consecuencia,

d+Tw (x) ≤ ĺım inf
n

Tw (yn)− Tw (x)

yn − x
≤ ĺım inf

n
G′+n−1 (x) ≤

≤ ĺım inf
n

G′−n−1 (x)
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Finalmente, hemos obtenido que

d+Tw (x) ≤ ĺım inf
n

G′−n−1 (x) ≤ ĺım sup
n

G′−n−1 (x) ≤ D−Tw (x)

En conclusión, si ∂Tw (x) 6= ∅ entonces ĺımnG
′+
n (x) = ĺımnG

′−
n (x), lo que

implica que x 6∈ D̃ y ∂Tw (x) = {
∑

nwng
′
n (x)}.

Por la demostración de la proposición 6.29, deducimos que ∂Tw (x) = ∅
si x ∈ D̃ o la serie

∑
nwng

′
n (x) diverge.

Finalizamos esta sección estudiando la subdiferencial de las funciones de
la clase de Takagi generalizada en los x ∈ D̃ ∪D.

Recordemos que para x ∈ D̃∪D se verifica que g′+k (x) , g′−k (x) ∈ {−1, 1}
para todo k. Esto implica que G′+n (x) y G′−n (x) existen y son finitas para
todo n.

Sea x ∈ D \ D̃. Entonces, existe n0 ∈ N tal que x ∈ Dn0 y x 6∈ Dn si
n < n0. A continuación, expresamos Tw como

Tw (z) = Gn0−1 (z) +
∞∑

n=n0

wngn (z) := Gn0−1 (z) + qTw (z)

La función Gn0−1 es derivable en x y

G′n0−1 (x) =

n0−1∑
n=1

wng
′
n (x)

Proposición 6.30. Supongamos que la descomposición D satisface que
αn+1 ≤ ραn

2 para cada n. Si x ∈ D \ D̃ y sea n0 definido como antes,
entonces ∂Tw (x) 6= ∅ si y sólo si

a = ĺım inf
n

n∑
k=n0

wk ≥ 0

En este caso,

∂Tw (x) =

n0−1∑
k=1

wkg
′
k (x) + [−a, a]

Demostración. Para cada n ≥ n0 denotamos por bn = mı́n {y ∈ Dn : x < y}.
Observemos que |x− cn| ≥ ραn

2 ≥ αn+1 para todo n ≥ n0 siendo cn ∈ D̃n el
punto medio entre x y bn. De esta manera,

d+
qTw (x) = ĺım inf

t→0+

qTw (x+ t)− qTw (x)

t
= ĺım inf

t→0+

qTw (x+ t)

t
≤

≤ ĺım inf
n

qTw (bn)

bn − x
= ĺım inf

n

n∑
k=n0

wk
gk (bn)

bn − x
= ĺım inf

n

n−1∑
k=n0

wk = a
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Rećıprocamente, si ε > 0, sea n1 > n0 tal que si n ≥ n1 entonces |wn| < ε
y

n∑
k=n0

wk > a− ε

Si αn+1 ≤ t < αn y n > n1 entonces

qTw (x+ t)− qTw (x)

t
=

qTw (x+ t)

t
=

∞∑
k=n0

wk
gk (x+ t)

t
=

=
n−1∑
k=n0

wk + wn
gn (x+ t)

t
+

∞∑
k=n+1

wk
gk (x+ t)

t
>

> a− ε− ε−
∞∑

k=n+1

|wk|
gk (x+ t)

t
≥ a− 2ε− 2ε

obteniendo que d+
qTw (x) ≥ a−4ε. Haciendo ε→ 0 tenemos que d+

qTw (x) =
a.

Análogamente, si elegimos an = {y ∈ Dn : y < x} en lugar de bn, enton-
ces

D− qTw (x) = −a

ya que

−D− qTw (x) = ĺım inf
s→0+

qTw (x− s)
s

Por consiguiente,
[
D− qTw (x) , d+

qTw (x)
]

= [−a, a] siempre que a ≥ 0.

En cuanto a la derivabilidad, presentamos el siguiente resultado.

Proposición 6.31. Supongamos que la descomposición D satisface que
αn+1 ≤ ραn

2 para cada n. Si x ∈ D \ D̃ y sea n0 definido como antes,
entonces Tw es derivable en x si y sólo si

∑
n≥n0

wn = 0. En este caso,

T ′w (x) =

n0−1∑
k=1

wkg
′
k (x)

Demostración. Es inmediato ver que la condición es necesaria. Rećıproca-
mente, observemos que |x− cn| > ραn

2 siendo cn ∈ D̃n el punto medio más
cercano. Utilizando el mismo tipo de argumentos que en la demostración del
teorema 6.28 concluimos que |N2 (h)| ≤ 1 para todo h 6= 0.

Es inmediato ver que

qT ′+w (x) =
∑
n≥n0

wn, qT ′−w (x) = −
∑
n≥n0

wn

Por tanto, qTw es derivable en x y qT ′w (x) = 0
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Finalmente, observemos que si x ∈ D̃ ∩D entonces necesariamente x ∈
D̃k implica k < n0. Por tanto, el siguiente resultado es inmediato.

Proposición 6.32. Si x ∈ D̃ ∩D, entonces ∂Tw (x) 6= ∅ si y sólo si

a = ĺım inf
n

n∑
k=n0

wk ≥
∑
x∈D̃k

wk

En este caso,

∂Tw (x) =
∑

x 6∈D̃k,k<n0

wkg
′
k (x) +

∑
x∈D̃k

wk − a, a−
∑
x∈D̃k

wk


Cabe destacar que el caso x ∈ D̃ \ D da lugar a una casúıstica muy

variada que no presentaremos en este trabajo.

Finalmente, exponemos los siguientes resultados para w 6∈ c0.

Teorema 6.33 (J. Ferrera, J. Gómez Gil y J. Llorente [42]). Supongamos
w 6∈ c0 y wn ≥ 0 para todo n. Si x 6∈ D, entonces

∂Tw (x) = ∅

Demostración. Si x 6∈ D, utilizando el mismo argumento realizado en la
demostración de la proposición 6.29 obtenemos que

d+Tw (x) ≤ ĺım inf
n

G′−n−1 (x) ≤ ĺım sup
n

G′−n−1 (x) ≤ D−Tw (x)

Como w 6∈ c0, la serie
∑

nwng
′−
n (x) no es convergente, y por consiguiente,

d+Tw (x) < D−Tw (x) concluyendo que ∂Tw (x) = ∅.

Proposición 6.34. Supongamos w 6∈ c0 tal que wn ≥ 0 para todo n. Si
x ∈ D̃ \D entonces

∂Tw (x) = ∅

Demostración. Si x ∈ D̃ \ D entonces existe n tal que x ∈ (xn, yn) ∈ Fn
y x = cn. Por tanto, g′−n (x) = 1, y en consecuencia, ĺım infnG

′−
n (x) <

ĺım supnG
′−
n (x) Por la demostración de la proposición 6.33, tenemos que

d+Tw (x) < D−Tw (x) concluyendo que ∂Tw (x) = ∅.

6.2.2 Convergencia absoluta de la sucesión de pesos

Si w ∈ l1 entonces la función Tw es Lipschitz con constante de Lipschitz
‖w‖1. Por el teorema de Rademacher, Tw es derivable en casi todo punto de
[0, 1]. Además, Tw tiene derivadas laterales finitas en todo punto de [0, 1].
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En consecuencia, podemos caracterizar la subdiferencial de la función Tw en
términos de sus derivadas laterales. Es inmediato ver que

∂Tw (x) ⊂ [−‖w‖1 , ‖w‖1]

para todo x ∈ [0, 1].
Para cada x ∈ [0, 1] definimos los siguientes conjuntos:

N+
x = {n ∈ N : (xn, yn) ∈ Fn, x ∈ (xn, yn) , gn (x) = |yn − x|}
N−x = {n ∈ N : (xn, yn) ∈ Fn, x ∈ (xn, yn) , gn (x) = |xn − x|}

Si no hay lugar a confusión, utilizaremos la notación N+ (respectivamente
N−) en lugar de N+

x (respectivamente N−x ).
Observemos que N+ ∩ N− pueder ser no vaćıo, en particular si x ∈ D̃n

entonces N+ ∩N− 6= ∅. Además, x ∈ D si y sólo si N+ ∪N− es finito.
Recordemos que si x ∈ D existe n0 ∈ N tal que x ∈ Dn0 y x 6∈ Dn si

n < n0.
Nótese que para x ∈ [0, 1], si n ∈ N− entonces g′−n (x) = 1 y si n ∈ N+

entonces g′+n (x) = −1.

Teorema 6.35 (J. Ferrera, J. Gómez Gil y J. Llorente [42]). Supongamos
w ∈ l1 y sea x ∈ [0, 1].

(1) Si x 6∈ D ∪ D̃ entonces Tw es derivable en x con derivada

T ′w (x) =
∑
n∈N−

wn −
∑
n∈N+

wn

(2) Si x ∈ D̃ ∩D y N− ∪ N+ = {1, . . . , n0 − 1} entonces ∂Tw (x) 6= ∅ si y
sólo si

a =
∑
n≥n0

wn −
∑

n∈N+∩N−
wn ≥ 0

En este caso,

∂Tw (x) =
∑
n∈N−

wn −
∑
n∈N+

wn + [−a, a]

Además, si a = 0 entonces Tw es derivable en x con derivada

T ′w (x) =
∑
n∈N−

wn −
∑
n∈N+

wn

Demostración. Si x 6∈ D ∪ D̃ entonces

T ′+w (x) =
∑
n∈N−

wn −
∑
n∈N+

wn = T ′−w (x)
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Por otra parte, si x ∈ D̃ ∩D y N− ∪N+ = {1, . . . , n0 − 1} entonces

T ′+w (x) =
∑

n∈N−\N+

wn −
∑

n∈N+\N−
wn −

∑
n∈N+∩N−

wn +
∑
n≥n0

wn

=
∑
n∈N−

wn −
∑
n∈N+

wn −
∑

n∈N+∩N−
wn +

∑
n≥n0

wn

T ′−w (x) =
∑

n∈N−\N+

wn −
∑

n∈N+\N−
wn +

∑
n∈N+∩N−

wn −
∑
n≥n0

wn

=
∑
n∈N−

wn −
∑
n∈N+

wn +
∑

n∈N+∩N−
wn −

∑
n≥n0

wn

Por tanto, si a =
∑

n≥n0
wn −

∑
n∈N+∩N− wn > 0 entonces

∂Tw (x) =
∑
n∈N−

wn −
∑
n∈N+

wn + [−a, a]

Si a = 0 entonces
T ′w (x) =

∑
n∈N−

wn −
∑
n∈N+

wn

mientras que ∂Tw (x) = si a < 0.

Observemos que para los casos x ∈ D\D̃ tal queN−∪N+ = {1, . . . , n0 − 1}
y x ∈ D̃ \ D el razonamiento es análogo. En concreto, para x ∈ D̃ \ D,
∂Tw (x) 6= ∅ si y sólo si a =

∑
n∈N+∩N− wn < 0 ya que

T ′+w (x) =
∑
n∈N−

wn −
∑
n∈N+

wn − a

T ′−w (x) =
∑
n∈N−

wn −
∑
n∈N+

wn + a

siendo Tw derivable en x si a = 0. El caso x ∈ D \ D̃ tal que N− ∪ N+ =
{1, . . . , n0 − 1} es similar.

El teorema 6.35 permite concluir que Tw es derivable en [0, 1] excepto en
un conjunto numerable.

Observación 6.36. En cuanto a la familia de funciones de Takagi-Van der
Waerden generalizadas, si b < c entonces la sucesión de pesos wn =

(
b
c

)n
está en l1, y por tanto, dichas funciones son Lipschitz. Por el teorema 6.35,
son derivables en [0, 1] salvo en el conjunto{

k

2bn
∈ [0, 1] : n ∈ N, k ∈ Z

}
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Finalizamos esta sección, estudiando el caso w 6∈ l1 tal que wn ≥ 0 para
todo n.

Teorema 6.37 (J. Ferrera, J. Gómez Gil y J. Llorente [42]). Supongamos
w 6∈ l1 tal que wn ≥ 0 para todo n. Si x ∈ D entonces la función Tw (z)− ξz
posee un mı́nimo local en x para todo ξ ∈ R. En particular,

∂αTw (x) = R

para α > 1.

Demostración. Si x ∈ D entonces existe n0 ∈ N tal que x ∈ Dn0 y x 6∈ Dn

si n < n0. Para cada ξ ∈ R, sea m ∈ N tal que

m∑
n=n0

wn >

n0−1∑
n=1

wn + |ξ|

Si consideramos |h| < ραm
2 entonces gk (x+ h) = |h| para todo n0 ≤ k ≤ m.

De esta manera,

Tw (x+ h)− Tw (x)− ξh ≥
n0−1∑
k=1

wk (gk (x+ h)− gk (x)) +

+
m∑

k=n0

wkgk (x+ h)− |ξ| |h| ≥

≥ − |h|
n0−1∑
k=1

wk + |h|
m∑

n=n0

wn − |ξ| |h| ≥ 0

En consecuencia, la función Tw (z) − ξz posee un mı́nimo local en x y, por
consiguiente, ∂αT (x) = R para todo α > 1.

Corolario 6.38. Supongamos w 6∈ l1 tal que wn ≥ 0 para todo n. Si x ∈ D
entonces ∂Tw (x) = R.

Corolario 6.39. Supongamos w 6∈ l1 tal que wn ≥ 0 para todo n. Entonces,
∂LTw (x) = R para todo x ∈ [0, 1].

El siguiente ejemplo establece que no es posible obtener un resultado
análogo al teorema 6.37 para pesos arbitrarios no necesariamente mayores
o iguales que cero. Sea TD una función pertenciente a la clase de Takagi
generalizada. A continuación, definimos

f (x) = −TD (x) , x ∈ [0, 1]

y sea x ∈ D. Como ∂+f (x) = −∂(−f) (x) = −∂TD (x) = R, lo que implica
necesariamente ∂f (x) = ∅.
Observación 6.40. Respecto a la derivabilidad en ningún punto de las funcio-
nes de Takagi-Van der Waerden generalizadas, si b ≥ c entonces la sucesión
de pesos w 6∈ c0, y por los teoremas 6.37 y 6.33, obtenemos su no derivabi-
lidad en ningún punto de [0, 1].
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6.2.3 Convergencia cuadrática de la sucesión de pesos

En esta sección no es preciso exigir la existencia de 0 < ρ ≤ 1 tal que
ραn ≤ L (I) para todo I ∈ Fn.

Teorema 6.41 (J. Ferrera y J. Gómez Gil [41]). Supongamos que la des-
composición D satisface que D̃n ⊂ Dn+1 para todo n. Si w ∈ l2 entonces la
serie

∑
nwng

′
n es convergente en casi todo punto de (0, 1).

Demostración. Denotamos por rn = g′+n para todo n. Sea (an, bn) ∈ Fn, si
cn = an+bn

2 entonces∫ bn

an

rn =

∫ cn

an

rn +

∫ bn

cn

rn = 0,

∫ bn

an

r2
n = bn − an

Sean m > n. Si Dm ∩ (an, cn) = {t1, . . . , tp} siendo an = t0 < t1 < . . . <
tp < tp+1 = cn entonces∫ cn

an

rnrm =

p∑
j=0

∫ tj+1

tj

rm = 0

Análogamente,
∫ bn
cn
rnrm = 0, y por tanto,

∫ 1
0 rnrm = 0.

En conclusión, (rn)n es un S. I. F. ortonormal en L2 (0, 1). Por consi-
guiente, la serie

∑
nwng

′
n es convergente en casi todo punto de (0, 1) (véase

[59, Teorema 2.9]).

A continuación, asociamos a cada descomposición D de D otra descom-
posición que denotaremos por D∗. Construimos de manera inductiva la su-
cesión de conjuntos D∗n ⊂ [0, 1] para todo n.

D∗1 = D1, D∗n+1 = Dn+1 ∪ D̃∗1 ∪ · · · ∪ D̃∗n

Observemos que D∗n+1 = D∗n ∪ Dn+1 ∪ D̃∗n para todo n, y por tanto, la

descomposición D∗ satisface que D̃∗n ⊂ D∗n+1 para todo n.
Para cada n, sea F∗n el conjunto de todas las componentes convexas de

[0, 1] \D∗n. Si x 6∈ Dn, sea In (x) ∈ Fn tal que x ∈ In (x). Denotaremos por

An =
⋃

c∈D̃n−1\Dn

In (c) , Bn =
n⋃
k=2

Ak

para todo n ≥ 2.

Lema 6.42. Para todo n ≥ 2,

(1) D̃∗n−1 \Dn ⊂ Bn.

(2) D∗n \Bn = Dn \Bn.
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Demostración. Para n = 2 el resultado es inmediato. Supongamos cierto
dicho resultado para n ≥ 2.

Sean x ∈ D̃∗n \ Dn+1 y (a, b) ∈ F∗n tal que x es su punto medio. Si
a 6∈ Dn, por hipótesis de inducción, a ∈ Bn, y por tanto, existen k ≤ n
y c ∈ D̃k−1 \ Dk tal que a ∈ Ik (c). Como Dk ⊂ D∗n entonces (a, b) ⊂
Ik (c), y en consecuencia, x ∈ Ak ⊂ Bn. Análogamente, si b 6∈ Dn entonces
x ∈ Bn. Finalmente, si a, b ∈ Dn entonces x ∈ D̃n, y por consiguiente,
x ∈ D̃n \Dn+1 ⊂ An+1 ⊂ Bn+1.

Por otro lado, como D∗n+1 = D∗n ∪Dn+1 ∪
(
D̃∗n \Dn+1

)
, por la hipótesis

de inducción tenemos que

D∗n+1 \Bn+1 ⊂ (Dn+1 \Bn+1) ∪ (D∗n \Bn+1) ⊂ Dn+1 \Bn+1

Denotamos g∗n (x) = d (x,D∗n) para todo n y x ∈ [0, 1].

Proposición 6.43. Si la serie
∑

n≥2

∣∣∣D̃n−1 \Dn

∣∣∣αn es convergente, enton-

ces los conjuntos{
x :
∑
n

wng
′
n (x) es convergente

}
,

{
x :
∑
n

wng
∗′
n (x) es convergente

}

difieren en un conjunto de medida nula.

Demostración. Por el lema 6.42, tenemos que

{J ∈ Fn : J ∩Bn = ∅} = {J∗ ∈ F∗n : J∗ ∩Bn = ∅}

para todo n. Por consiguiente, si J = (a, b) ∈ Fn y J ∩ Bn = ∅ entonces
gn (x) = d (x, {a, b}) = g∗n (x) para todo x ∈ J . En consecuencia, g∗n = gn
en (0, 1) \ Bn. Además, observemos que (0, 1) \ Bn es un conjunto abierto
para todo n. En consecuencia,

∑
nwng

′
n (x) =

∑
nwng

∗′
n (x) para todo x ∈

(0, 1) \ ∪n≥2Bn = (0, 1) \ ∪n≥2An.

Repitiendo este proceso comenzando en Dk para k > 1 en lugar de D1

obtenemos que para todo x ∈ (0, 1) \ ∪n≥k+1An, y por tanto, para todo
x ∈ (0, 1) \ ∩k ∪n≥k+1 An, la serie

∑
nwng

′
n (x) es convergente si y sólo si la

serie
∑

nwng
∗′
n (x) es convergente.

Como L (An) ≤
∣∣∣D̃n−1 \Dn

∣∣∣αn para todo n, obtenemos que para todo

k ≥ 1

L

 ⋃
n≥k+1

An

 ≤ ∑
n≥k+1

∣∣∣D̃n−1 \Dn

∣∣∣αn
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y en consecuencia,

L

⋂
k≥1

⋃
n≥k+1

An

 = 0

El siguiente teorema es consecuencia inmediata de la proposición 6.43 y
del teorema 6.41.

Teorema 6.44 (J. Ferrera y J. Gómez Gil [41]). Si la serie
∑

n≥2

∣∣∣D̃n−1 \Dn

∣∣∣αn
es convergente y w ∈ l2, entonces la serie

∑
nwng

′
n es convergente en casi

todo punto de (0, 1).

Lema 6.45. Si I ∈ Fn y m > n entonces∣∣∣∣∫
I
g′+n g

′+
m

∣∣∣∣ ≤ αm
Demostración. Sea c el punto medio de I. Si c ∈ Dm entonces la integral es
cero. En otro caso, sea J ∈ Fm tal que c ∈ J . Entonces,∣∣∣∣∫

I
g′+n g

′+
m

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
J
g′+n g

′+
m,+

∣∣∣∣ ≤ L (J) ≤ αm

Proposición 6.46. Si la serie
∑

n≥2

∣∣∣D̃n−1 \Dn

∣∣∣αn |wn−1| es convergente

y w ∈ l2, entonces la serie
∑

nwng
′
n es convergente en L2 ([0, 1]).

Demostración. Si m > n, por el lema 6.45, entonces∣∣∣∣∫ 1

0
g′+n g

′+
m

∣∣∣∣ ≤ ∑
I∈Fn

∣∣∣∣∫
I
g′+n g

′+
m

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣D̃n \Dn+1

∣∣∣αm
y por consiguiente,

M∑
m=n+1

∣∣∣∣∫ 1

0
g′+n g

′+
m

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣D̃n \Dn+1

∣∣∣ M∑
m=n+1

αm ≤

≤
∣∣∣D̃n rDn+1

∣∣∣ M∑
m=n+1

1

2m−n−1
αn+1 ≤ 2

∣∣∣D̃n \Dn+1

∣∣∣αn+1

En consecuencia, para M > N tenemos que∫ 1

0

(
M∑
n=N

wng
′+
n

)2

=
M∑
n=N

w2
n + 2

M∑
n=N

M∑
m=n+1

∫ 1

0
wnwmg

′+
n g
′+
m ≤

≤
M∑
n=N

w2
n + 4 ‖w‖∞

M∑
n=N

∣∣∣D̃n \Dn+1

∣∣∣αn+1 |wn|
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En conclusión, la serie
∑

nwng
′+
n es convergente en L2 ([0, 1]), y por tanto,

la serie
∑

nwng
′
n converges in L2 ([0, 1]) ya que ambas series coinciden en

casi todo punto.

Observemos que la convergencia de la serie∑
n≥2

∣∣∣D̃n−1 \Dn

∣∣∣αn |wn−1|

es una condición más débil que la convergencia de la serie∑
n≥2

∣∣∣D̃n−1 \Dn

∣∣∣αn
Sin embargo, es una condición suficiente para garantizar la derivabilidad en
casi todo punto si w ∈ l2.

Teorema 6.47 (J. Ferrera y J. Gómez Gil [41]). Si la serie∑
n≥2

∣∣∣D̃n−1 \Dn

∣∣∣αn |wn−1|

es convergente y w ∈ l2, entonces la función Tw es absolutamente continua
en [0, 1].

Demostración. Como L2 ([0, 1]) ⊂ L1 ([0, 1]) y la inclusión entre ambos es-
pacios de Banach es continua, por la proposición 6.46, la serie F (x) =∑

nwng
′
n (x) es convergente en L1 ([0, 1]). Además,

∫ x

0
F (s) ds = ĺım

N

∫ x

0

N∑
n=1

wng
′
n (s) ds = ĺım

N

N∑
n=1

wn

∫ x

0
g′n (s) ds = Tw (x)

para todo x ∈ [0, 1]. En conclusión, Tw es absolutamente continua en [0, 1].

Corolario 6.48. Si la serie
∑

n≥2

∣∣∣D̃n−1 \Dn

∣∣∣αn es convergente y w ∈ l2,

entonces Tw es absolutamente continua en [0, 1] y T ′w (x) =
∑

nwng
′
n (x) en

casi todo punto.

Si w 6∈ l2, presentamos el siguiente resultado.

Proposición 6.49. Supongamos que la descomposición D de D satisface

que la serie
∑

n≥2

∣∣∣D̃n−1 \Dn

∣∣∣αn es convergente. Si w 6∈ l2 entonces

L

({
x :
∑
n

wng
′
n (x) es convergente

})
= 0.
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Demostración. Sea E = {x :
∑

nwng
′
n (x) es convergente}. Por la proposi-

ción 6.43, tenemos que

L

(
E M

{
x :
∑
n

wng
∗′
n (x) es convergente

})
= 0

Por tanto, la serie
∑

nwng
∗′
n es convergente en casi todo punto de E, y

en consecuencia, es convergente en medida en E. Por el teorema 6.21, si
L (E) > 0 entonces w ∈ l2.

Si la descomposición D de D satisface que existe 0 < ρ ≤ 1 tal que

ραn ≤ I ≤ αn

para todo n y para todo I ∈ Fn, entonces obtenemos los siguientes corolarios.
Este primer corolario es consecuencia inmediata de la proposición y del

teorema 6.26.

Corolario 6.50. Supongamos que para la descomposición D de D existen
n0 ∈ N y δ > 0 tales que si n ≥ n0 entonces

máx
k<n

d (ck, Dn) ≤ ρ

2 + δ
αn

Además, supongamos que para cada intervalo acotado I la serie∑
n≥2

∣∣∣D̃n−1 ∩ I \Dn

∣∣∣αn
es convergente. Si w 6∈ l2 entonces el conjunto de puntos donde Tw es deri-
vable tiene medida nula.

Este segundo corolario es consecuencia inmediata a partir del corolario
6.50 y del teorema 6.47.

Corolario 6.51. Supongamos que la descomposición D de D satisface que
existe ρ > 0 tal que ραn ≤ L (I) ≤ αn para todo n e I ∈ Fn. Además,
satisface que D̃n ⊂ Dn+1 para todo n. Entonces, si w ∈ l2, Tw es derivable
en casi todo punto, mientras que el conjunto de puntos de derivabilidad de
Tw tiene medida nula si w 6∈ l2.

Observemos que el corolario 6.51 es una generalización para la clase de
Takagi generalizada de los teoremas 6.13 y 6.14 debidos a N. Kôno presen-
tados anteriormente.



APÉNDICE A

Cálculo fraccionario

El término cálculo fraccionario hace referencia a la teoŕıa de operadores
que describen procesos de derivación e integración de órdenes arbitrarios. Al
mismo tiempo, esta teoŕıa es la generalización de los operadores de derivación
e integración clásicos. En cuanto a las funciones no derivables en ningún
punto de [0, 1], el cálculo fraccionario nos permite obtener una medida del
grado de derivabilidad de estas funciones.

La n-ésima integral de una función f : [0, 1]→ R se define recursivamente
como

D−nf (x) =

∫ x

0
D−n+1f (t) dt, n ∈ N (A.1)

donde

D−1f (x) =

∫ x

0
f (t) dt

A. L. Cauchy reescribió (A.1) como

D−nf (x) =
1

(n− 1)!

∫ x

0
(x− t)n−1 f (t) dt, n ∈ N

que recibe el nombre de Fórmula de Cauchy de la Integral Iterada. Esta
expresión puede generalizarse dando lugar a la siguientes definiciones.

Definición A.1. Sean f ∈ L1 ([0, 1]) y β ∈ R tal que β > 0. Definimos la
integral fraccionaria de Riemann-Liouville de orden β de la función f como

D−βf (x) =
1

Γ (β)

∫ x

0
(x− t)β−1 f (t) dt

donde Γ es la función Gamma.
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Definición A.2. Sean f ∈ L1 ([0, 1]) y β ∈ R tal que β > 0. Definimos
la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de orden β de la función f
como

Dβf (x) = Ddβe
[
D−(dβe−β)f (x)

]
donde dβe es el menor entero mayor o igual que β y D es el operador de
derivación.

En realidad, no existe un único cálculo fraccionario, sino varias defi-
niciones con diferentes propiedades. Cada uno de los cálculos exige unas
condiciones a las funciones para poder ser aplicado. Un teoŕıa general aśı
como aplicaciones del cálculo fraccionario puede verse en [78], [87] o [80].

En [47, Teorema 19], G. H. Hardy y J. E. Littlewood probaron que si
f : R→ R es una función 2π periódica Hölder continua de orden 0 < α ≤ 1
tal que ∫ 2π

0
f (t) dt = 0

entonces Dβf existe y es continua en [0, 2π] para todo 0 < β < α. Sin
embargo, este resultado no puede aplicarse a la función de Takagi ni a la
familia de funciones T WG. Por esta razón, en [97] se demuestra ad hoc
el teorema A.4 que establece la relación, entre la continuidad Hölder y la
derivada fraccionaria, necesaria para estudiar la familia de funciones T WG
desde la perspectiva del cálculo fraccionario.

La demostración del siguiente lema es inmediata.

Lema A.3. Sea α ≥ 0. Si f : [0, 1]→ R es Hölder continua de orden α en
[0, 1] entonces la extensión de f , denotada f∗ : (−∞, 1]→ R, definida por

f∗ (x) =

{
f (x) , 0 < x ≤ 1

f (0) , x ≤ 0

es Hölder continua de orden α en (−∞, 1].

Teorema A.4. Sean 0 < β < α ≤ 1 y f : [0, 1] → R una función Hölder
continua de orden α en [0, 1] tal que f (0) = 0. Si f∗ : (−∞, 1] → R es la
extensión de f definida por

f∗ (x) =

{
f (x) , 0 < x ≤ 1

0, x ≤ 0

entonces Dβf∗ (x) existe y es continua en [0, 1].

Demostración. Sean 0 < β < α ≤ 1 y (εn)n∈N una sucesión de números
reales positivos convergente a cero. Definimos

f∗1−β,n (x) =
1

Γ (1− β)

∫ x−εn

0
f∗ (t) (x− t)−β dt, x ∈ [0, 1] , n ∈ N
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Afirmación A.5. La sucesión
(
f∗1−β,n

)
n∈N

converge uniformemente en [0, 1].

Demostración. Sea η > 0. Existen M > 0 tal que |f∗ (t)| ≤ M para todo

t ∈ (−∞, 1] y n0 ∈ N tal que si n > n0 entonces εn <
(
η(1−β)Γ(1−β)

2M

) 1
1−β

.

Sean n,m ∈ N tales que n > m > n0, entonces

∣∣f∗1−β,n (x)− f∗1−β,m (x)
∣∣ =

∣∣∣∣ 1

Γ (1− β)

∫ x−εn

x−εm
f∗ (t) (x− t)−β dt

∣∣∣∣ ≤
≤ 1

Γ (1− β)

∣∣∣∣∣M (εn)1−β

1− β
− M (εm)1−β

1− β

∣∣∣∣∣ < η

2
+
η

2
= η

para todo x ∈ [0, 1]. Por el criterio de Cauchy, la sucesión
(
f∗1−β,n

)
n

converge

uniformemente en [0, 1].

En consecuencia, definimos f∗1−β : [0, 1]→ R como

f∗1−β (x) = ĺım
n→∞

f∗1−β,n, x ∈ [0, 1]

y utilizaremos la notación

f∗1−β (x) =
1

Γ (1− β)

∫ x

0
f∗ (t) (x− t)−β dt, x ∈ [0, 1]

Por otro lado, para n ∈ N y x ∈ [0, 1] tenemos que

Γ (1− β) f∗
′

1−β,εn = f∗ (x− εn) ε−βn − β
∫ x−εn

0
f∗ (t) (x− t)−β−1 dt

Además, si x ∈ (0, 1] entonces

Γ (1− β) f∗
′

1−β,n = β

∫ x−εn

0
[f∗ (x)− f∗ (t)] (x− t)−β−1 dt+

+ f∗ (x)x−β − ε−βn [f∗ (x)− f∗ (x− εn)]

Por el lema A.3, existe Cα > 0 tal que |f∗ (x)− f∗ (t)| ≤ Cα |x− t|α para
todo x, t ∈ (−∞, 1].

Para cada x ∈ [0, 1], definimos

hn (x) = ε−βn [f∗ (x)− f∗ (x− εn)] , x ∈ [0, 1] , n ∈ N

Afirmación A.6. La sucesión (hn)n∈N converge uniformemente a cero en
[0, 1].
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Demostración. Sean η > 0. Existe n0 ∈ N tal que si n > n0 entonces

εn <
(

η
Cα

) 1
α−β

. Por tanto, si n > n0 entonces

|hn (x)− 0| =
∣∣∣∣f∗ (x)− f∗ (x− εn)

εβn

∣∣∣∣ ≤ Cαεα−βn < η

para todo x ∈ [0, 1].

Para cada x ∈ [0, 1], definimos

gn (x) =

∫ x−εn

0
[f∗ (x)− f∗ (t)] (x− t)−β−1 dt+ f∗ (x)x−β, n ∈ N

Afirmación A.7. La sucesión (gn)n∈N converge uniformemente en [0, 1].

Demostración. Sea η > 0. Existe n0 ∈ N tal que si n > n0 entonces εn <(
η(α−β)

2Cα

) 1
α−β

. Sean n,m ∈ N tales que n > m > n0, entonces

|gn (x)− gm (x)| =
∣∣∣∣∫ x−εn

x−εm
[f∗ (x)− f∗ (t)] (x− t)−β−1 dt

∣∣∣∣ ≤
≤
∣∣∣∣∫ x−εn

x−εm
Cα (x− t)α−β−1 dt

∣∣∣∣ ≤ Cα
α− β

(
(εn)α−β + (εm)α−β

)
<

<
η

2
+
η

2
= η

para todo x ∈ [0, 1]. Por el criterio de Cauchy, la sucesión (gn)n converge
uniformemente en [0, 1].

En consecuencia, la sucesión
(
f∗
′

1−β,n

)
n

converge uniformemente en (0, 1].

Por tanto, si x ∈ (0, 1] definimos

F (x) = ĺım
n→∞

f∗
′

1−β,n

y utilizaremos la notación

F (x) =
1

Γ (1− β)

[
β

∫ x

0
[f∗ (x)− f∗ (t)] (x− t)−β−1 dt+ f∗ (x)x−β

]
para todo x ∈ [0, 1]. Como f∗

′
1−β,n (0) = 0 para todo n ∈ N, definimos

F (0) = 0. Por tanto, la sucesión
(
f∗
′

1−β,n

)
n

converge uniformemente a F en

[0, 1].

Afirmación A.8. La función F es continua en [0, 1].
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Demostración. Como f∗ es continua en [0, 1], por la convergencia uniforme,

F es continua en (0, 1]. Sean η > 0 y δ =
(
ηΓ(1−β)(α−β)

αCα

) 1
α−β

. Si x ∈ [0, 1]

tal que |x| < δ entonces

|F (x)| ≤ βCα
Γ (1− β)

∫ x

0
(x− t)α−β−1 dt+

1

Γ (1− β)
|f∗ (x)− f∗ (0)|x−β

≤ βCα
(α− β) Γ (1− β)

xα−β +
Cα

Γ (1− β)
xα−β =

αCα
(α− β) Γ (1− β)

xα−β < η

En consecuencia, F es continua en [0, 1].

Por la convergencia uniforme, tenemos que f∗
′

1−β (x) = F (x) para todo

x ∈ (0, 1). Como Dβf∗ = f∗
′

1−β, concluimos que Dβf∗ (x) existe para todo
x ∈ (0, 1).

Afirmación A.9. f∗
′

1−β (0) = 0

Demostración. Sea η > 0. Como F es continua en x = 0, existe δ > 0 tal
que si x ∈ [0, 1] con |x| < δ entonces |F (x)| < η. Sea x ∈ [0, 1] tal que
|x| < δ, entonces∣∣∣∣∣f∗1−β (x)− f∗1−β (0)

x

∣∣∣∣∣ =
1

x

∣∣∣∣∫ x

0
F (t) dt

∣∣∣∣ < η

Afirmación A.10. f∗
′

1−β (1) = F (1)

Demostración. Sea η > 0. Como F es continua en x = 1, existe δ > 0 tal
que si x ∈ [0, 1] con |x− 1| < δ entonces |F (x)− F (1)| < η. Sea x ∈ [0, 1]
tal que |x− 1| < δ, entonces∣∣∣∣∣f∗1−β (1)− f∗1−β (x)

1− x
− F (1)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1

1− x

∫ 1

x
F (t) dt− F (1)

∣∣∣∣ ≤
≤ 1

1− x

∫ 1

x
|F (t)− F (1)| dt < η

En conclusión, Dβf∗ (x) = f∗
′

1−β (x) = F (x) para todo x ∈ [0, 1]. Por

tanto, Dβf∗ (x) existe en [0, 1].

Corolario A.11. Sean 0 < β < α ≤ 1 y f : [0, 1]→ R una función Hölder
continua de orden α en [0, 1] tal que f (0) = 0, entonces Dβf (x) existe y es
continua en [0, 1].
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En las hipótesis del corolario A.11, si la condición f (0) = 0 no se verifica
entonces el resultado no es cierto. En concreto, la función constante, h (t) = c

para c ∈ R, es Hölder continua de orden α ≥ 0. Sin embargo, D
1
2h (t) = c√

πt
,

y en consecuencia, no está definida para t = 0 excepto si c = 0.



APÉNDICE B

La función de Takagi en Maple

Este apéndice está dedicado a mostrar el código de Maple que he desa-
rrollado a lo largo de este trabajo.

B.1 La función de Takagi en los números racionales.

He diseñado el siguiente algoritmo en Maple con el objetivo de computar
el valor de la función de Takagi en los números racionales. Está basado en
el desarrollo teórico realizado en la demostración de la proposición 4.38 de
la sección 4.4.

La realización de un algoritmo eficiente capaz de trabajar con grandes
números en tiempos de ejecución bajos y sin necesidad de excesivos recur-
sos hardware está básicamente determinado por el cómputo de la expresión
ordq (2). Esto se debe al enorme coste algoŕıtmico que supone dicho cómputo
para grandes valores de q.

La teoŕıa de grupos constituye la herramienta fundamental que nos per-
mitirá desarrollar un algoritmo que trabaje con tiempos de ejecución razo-
nable para grandes valores de q. De esta forma, consideramos q > 1 número
natural impar y el grupo multiplicativo

Z∗q = {a+ qZ : mcd (a, q) = 1}

El carácter impar de q nos garantiza que 2 ≡ 2 + qZ ∈ Z∗q . Por consiguiente,
el ordq (2) es el orden del subgrupo ćıclico H generado por 2, es decir, H =<
2 >. Además, Z∗q es un grupo abeliano finito cuyo orden viene dado por la
función indicatriz de Euler ϕ (q).
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Proposición B.1 (Fórmula de Lagrange). Sean G un grupo finito y H
un subrgrupo de G. Entonces,

ord (G) = ord (H) [G : H]

donde [G : H] denota el ı́ndice de H en G.

La fórmula de Lagrange afirma que el orden de H es un divisor del orden
de Z∗q . Esto nos permite reducir drásticamente el coste computacional del
cálculo del ordq (2) ya que “sólo” deberemos utilizar los divisores de ϕ (q)
como casos de prueba. Para ello, utilizamos la función divisors de Maple.

Es importante subrayar que el coste algoŕıtmico del cómputo del valor
ϕ (q) para grandes valores de q es elevado, por esta razón, distinguimos el
caso en el que q es primo, ya que, en este caso, ϕ (q) = q − 1, evitando aśı
hacer una llamada a la rutina phi de Maple.

Con el objetivo de comprender de una manera visual el funcionamiento
del algoritmo, hemos empleado la misma notación para las variables que la
usada en la sección 4.4.

1 TakagiRacionales := proc(num, denom)
2

3 # Reducimos a fraccion irreducible
4

5 mcd := igcd(num,denom);
6

7 p := iquo(num,mcd);
8

9 q := iquo(denom,mcd);
10

11 q_prima := q;
12 sumando1 := 0;
13 m := 0;
14

15 ###############
16 # Caso: q PAR #
17 ###############
18

19 if mod(q,2) = 0 then
20 q_prima := q;
21 m := 0;
22

23 while mod (q_prima, 2) = 0 do
24 q_prima := iquo(q_prima,2);
25 m := m+1;
26 od;
27

28 #Computamos los p_j
29
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30 p_0 := min(p, q-p);
31 q_0 := q;
32 p_j := array(1 .. m);
33 q_j := array(1 .. m);
34 q_j[1] := iquo(q_0,2);
35 p_j[1] := min(p_0, q_j[1]-p_0);
36 for i from 2 to m do
37 q_j[i] := iquo(q_j[i-1],2);
38 p_j[i] := min(p_j[i-1],q_j[i]-p_j[i-1]);
39 od;
40 sumatorio1 := p_0;
41 for j from 1 to m-1 do
42 sumatorio1 := sumatorio1 + p_j[j];
43 od;
44 sumando1 := iquo(sumatorio1,q);
45 fi;
46

47

48

49 ################
50 # Caso q IMPAR #
51 ################
52

53 sumatorio2 := 0;
54

55 if q_prima <> 1 then
56

57 # Computamos el orden de 2
58

59 with(numtheory);
60 if isprime(q_prima) = true then
61 num_elems := q_prima-1;
62 else
63 num_elems := phi(q_prima);
64 end if
65 ordenes_posibles := divisors(num_elems);
66 num_divisores := tau(num_elems);
67 encontrado:= false;
68 i := 1;
69 while encontrado = false do
70 orden := ordenes_posibles[i];
71 if mod(2ˆ(orden), q_prima) = 1 then
72 encontrado := true;
73 else
74 i := i+1;
75 end if;
76 od;
77

78 # Computamos el valor k
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79

80 orden_de_dos := orden;
81 if mod(orden_de_dos, 2) = 0 then
82 aux := iquo(orden_de_dos,2);
83 if mod(2ˆaux, q_prima) = q_prima-1 then
84 k := aux;
85 else
86 k := orden_de_dos;
87 end if;
88 else
89 k := orden_de_dos;
90 end if;
91

92 # Calculamos los nuevos p_j
93

94 p_0_aux := min(p, q-p);
95 if k <> 1 then
96 p_j_aux := array(1 .. k-1);
97 p_j_aux[1] := min(2*p_0_aux, q-2*p_0_aux);
98 for i from 2 to k-1 do
99 p_j_aux[i] := min(2*p_j_aux[i-1],

q-2*p_j_aux[i-1]);
100 od;
101 fi;
102 sumatorio2 := 2ˆk*p_0_aux;
103 for j from 1 to k-1 do
104 exponente := k-j;
105 sumatorio2 := sumatorio2 +

2ˆexponente*p_j_aux[j];
106 od;
107 fi;
108

109 #Computamos el valor de la función de Takagi
110

111 valorTakagi := (1/2ˆm)*(1/q)*(1/(2ˆk-1))*sumatorio2 +
sumando1;

112

113 return valorTakagi;
114 end;

B.2 Serie de Fourier

A través de sus series de Fourier hemos computado en Maple la función
de Takagi T y la función de Takagi conjugada T ∗ (véase 3.7). El calculo
simbólico de Maple junto con su herramienta evalf nos permite conseguir
una precisión de viente d́ıgitos decimales en nuestros cálculos y el cómputo
de dos mil sumandos en la serie de Fourier.
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1 coeficientesFourierTakagi := proc (n)
2

3 if n = 0 then
4 value := 1/2;
5 else
6 p := 0;
7 num := n;
8 while mod (num, 2) = 0 do
9 num := iquo(num, 2);

10 p := p+1;
11 od;
12 end if;
13

14 value := -1/(evalf(Pi, 10)ˆ2*2ˆp*numˆ2)
15

16 return value;
17 end:
18

19 funcionTakagi := proc (theta)
20 sum := 0;
21 for n to 2000 do
22 sum := sum +

coeficientesFourierTakagi(n)*evalf(cos(2*Pi*theta*n), 20);
23 od;
24

25 value := 1/2 + 2*sum;
26

27 return value;
28 end:
29

30 funcionTakagiConjugada := proc (theta)
31 sum := 0;
32 for n to 2000 do
33 sum := sum +

coeficientesFourierTakagi(n)*evalf(sin(2*Pi*theta*n), 20);
34 od;
35

36 value := 2*sum;
37

38 return value;
39 end:





APÉNDICE C

Algoritmo de Box-Counting en Matlab

El algoritmo de box counting recibe como entrada la gráfica de una fun-
ción f ∈ T WG en formato .jpg de dimensiones 512× 512× 3 generada por
el comando plot(′TWG′(4, 3, x), x = 0..1) de Maple donde la función TWG,
cuyo código en Maple presentamos a continuación, calcula los valores de la
función f en [0, 1]. Utilizamos una precisión de 1000 cifras decimales ya que
una adecuada precisión en el cálculo de la gráfica disminuye considerable-
mente el error en la estimación de la dimensión de box counting.

1 TWG := proc (b, c, x)
2 z := 0;
3 y := 0;
4 val := 0;
5

6 for n from 0 to 10000 do
7 y := bˆn*x-floor(bˆn*x);
8 if 1/2 <= y then
9 val := 1-y;

10 else
11 val := y;
12 end if;
13 z := z+evalf(val/cˆn, 1000);
14 end do;
15

16 return z
17 end proc:

El algoritmo recibe la imagen y la convierte en una imagen binaria de dimen-
siones 512× 512. A continuación, realiza un total de log2 512 = 9 mallados
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de órdenes 1
2n para n ∈ {1, . . . , 9}. Para cada n ∈ {1, . . . , 9} calcula el valor

Nδn (F ) definido en 5.3.2. Debido a la aproximación

log2Nδn (F ) ' log2 c+ dimB F · log2

1

δ

siendo c una constante positiva, representamos n frente a log2Nδn (F ) obte-
niendo la recta de regresión con el comando de Matlab polyfit. La dimensión
de box counting es la pendiente de la recta de regresión y el coeficiente de
correlación nos permite estimar el error cometido. En las ejecuciones del
algoritmo, el coeficiente de correlación es cercano a 1 lo que justifica la es-
timación razonable de la dimensión de box counting.

1 imagen = imread(‘c4b5.jpg’);
2 imagenbinaria = im2bw(imagen);
3 tamImagen = size(imagenbinaria);
4 longitud = min(tamImagen(1), tamImagen(2));
5 iteraciones = log2(longitud);
6 boxCounting = zeros(1,iteraciones);
7 for n = 1:iteraciones
8 m = 2ˆ(iteraciones-n);
9 celdas = (longitud/m);

10 mallado = mat2cell(imagenbinaria, m * ones(1,celdas),
m * ones(1,celdas));

11 malladoArray = reshape(mallado, 1, numel(mallado));
12 N_delta = 0;
13 for j=1:numel(malladoArray)
14 if isequal(malladoArray{j},ones(m,m)) == 0
15 N_delta = N_delta + 1;
16 end
17 end
18 boxCounting(n) = N_delta;
19 end
20 figure(1);
21 y = 1:(iteraciones-1);
22 x = 1:iteraciones-1;
23 for j = 1:iteraciones-1
24 y(j) = log2(boxCounting(j));
25 end
26 plot(x,y, ’*’);
27 RR = polyfit (x,y,1);
28 dimension = RR(1);
29 hold on;
30 plot (x, RR(1)*x+RR(2), ’g’);
31 matrizCC = corrcoef(x,y);
32 CC = matrizCC(2,1);
33 text(5,3,sprintf(’Coef. Cor. = %f’,CC));
34 text(5,4,sprintf(’Dim. B.C. = %f’,dimension));
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Figura C.1: Ejecución del algoritmo para b = 5, c = 4.
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[49] Házy, A. y Páles, Zs. On approximately midconvex functions. Bull.
London Math. Soc. (2004), Vol. 36, nº 3, 339-350.
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