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Introducción

Desde su formulación por Albert Einstein, hace prácticamente un siglo, la teorı́a
de la relatividad general ha explicado la interacción gravitatoria de una forma al-
tamente satisfactoria. Actualmente no existe ninguna evidencia experimental que
contradiga la validez de esta teorı́a, y, de hecho, los más recientes experimentos
realizados para ponerla a prueba han servido para corroborarla. La teorı́a de la re-
latividad general explica la interacción gravitatoria de una forma geométrica. Ası́,
el espaciotiempo donde vivimos, y sobre el cual se propagan los campos materiales,
es un objeto dinámico y se curva debido a la presencia de materia y energı́a. Éste, a
su vez, dicta a esta materia y a esta energı́a como propagarse en él, a saber, siguien-
do en caı́da libre las geodésicas del espaciotiempo. La forma en cómo los campos
alteran el espaciotiempo y a su vez éste influye en la propagación de las partı́culas
está dada por las renombradas ecuaciones de Einstein. No obstante, la teorı́a de la
relatividad general presenta una serie de problemas que hacen pensar que no es
una teorı́a fundamental, sino que más bien es una teorı́a efectiva proveniente de
otra fundamental. Por una parte, cabe resaltar la incompatibilidad de ésta con las
teorı́as cuánticas que describen toda la materia que nos rodea y el resto de inter-
acciones. Como ya se ha mencionado, las ecuaciones de Einstein relacionan a un
nivel clásico cómo se curva el espaciotiempo con el contenido material del mismo.
No obstante, este contenido material debe describirse de forma cuántica mientras
que el espaciotiempo se describe de forma clásica. Este problema, aunque ha tra-
tado de resolverse mediante otro tipo de procedimientos, sugiere que es necesaria
una descripción cuántica de la relatividad general. Por otra parte, la teorı́a de la
relatividad general nos muestra su propia incompletitud asegurando la existencia
de singularidades, donde la propia teorı́a pierde su validez y por lo tanto su capa-
cidad de predicción. Las singularidades son lugares del espaciotiempo donde la
curvatura u otras cantidades fı́sicas divergen. Su presencia en la teorı́a esta garanti-
zada por los Teoremas de Singularidad desarrollados principalmente por Hawking
y Penrose [1]. No obstante, las regiones espaciotemporales donde tienen lugar estas
singularidades son precisamente aquéllas en las que es esperable que los efectos
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INTRODUCCIÓN

cuánticos tengan gran importancia. Por lo tanto, es razonable pensar que estas sin-
gularidades van a desaparecer al introducir una teorı́a cuántica de la gravedad.

Actualmente, la gravedad cuántica de lazos [2–5] es uno de los candidatos más
prometedores a ser una teorı́a cuántica de la gravedad completa. La gravedad cuán-
tica de lazos es una teorı́a no perturbativa, es decir, no parte de una linealización
de la teorı́a clásica. Además, es independiente de estructuras métricas de fondo [5].
Su objetivo es obtener una teorı́a cuántica para la gravedad einsteiniana en cuatro di-
mensiones. Por lo tanto, ésta conserva aún la perspectiva geométrica de la gravita-
ción, donde ahora cantidades geométricas como el área y el volumen están descritas
cuánticamente. La gravedad cuántica de lazos canónica sigue el programa de cuan-
tización desarrollado por Dirac para sistemas sujetos a ligaduras [6]. La relatividad
general, en su formulación hamiltoniana, es un sistema completamente ligado, a
saber, su densidad hamiltoniana está compuesta únicamente por ligaduras [7]. El
conjunto de estas ligaduras está formado por tres ligaduras, denominadas ligadu-
ras de momento, que generan las transformaciones de difeomorfismos espaciales,
y la ligadura hamiltoniana, que genera las transformaciones de reparametrizacio-
nes temporales on shell, es decir, cuando el resto de ligaduras y las ecuaciones del
movimiento se verifican. Al cuantizar el sistema, el álgebra formada por las va-
riables clásicas iniciales es representada mediante operadores sobre un espacio de
Hilbert [8].En este primer paso se ignora la existencia de ligaduras. Posteriormen-
te, se procede a la construcción de los operadores que representan a las ligaduras
clásicas. Cabe resaltar que, en general, la construcción de dichos operadores no es
única sino que se dispone de cierta libertad (o ambigüedad) a la hora de elegir una
ordenación de factores. De acuerdo con el programa de cuantización de Dirac, los
estados fı́sicos de la teorı́a son aquellos estados que son aniquilados por el conjun-
to de operadores que representan a las ligaduras. Finalmente, el espacio formado
por los estados fı́sicos generalmente ha de ser convertido en un espacio de Hilbert
dotándolo de un producto interno.

La gravedad cuántica de lazos canónica parte de la formulación hamiltoniana
de la relatividad general en términos de las denominadas variables de Ashtekar–
Barbero [9], las cuales están compuestas por una trı́ada densitizada, a partir de la
cual se puede definir la métrica espacial, y una conexión gauge. El uso de estas va-
riables para describir la relatividad general es análogo al uso del campo eléctrico
y el potencial vector, respectivamente, en la descripción de la interacción electro-
magnética. La utilización de estas variables en vez de las habituales dadas por las
componentes de la métrica espacial (y sus momentos conjugados) hace que, por
una parte, se simplifique considerablemente la forma que adoptan las ligaduras, y
por otra que se introduzca en la teorı́a un nuevo conjunto de ligaduras, denomi-
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INTRODUCCIÓN

nadas ligaduras de Gauss. Las variables básicas para la cuantización en gravedad
cuántica de lazos están dadas por holonomı́as de la conexión a lo largo de caminos,
o más concretamente por funciones de dichas holonomı́as denominadas funciones
cilı́ndricas, y por flujos de la trı́ada densitizada a través de superficies.

A pesar de que la gravedad cuántica de lazos ha conseguido muchos avances
hacia la culminación de una teorı́a cuántica de la gravedad einsteniana, como la
construcción de operadores geométricos bien definidos o la obtención de una repre-
sentación cuántica única, el programa de cuantización no ha podido ser completado
debido principalmente a que no se ha podido resolver de forma satisfactoria la li-
gadura hamiltoniana, y, por lo tanto, dotar de dinámica a la teorı́a1. Debido a esto,
durante los últimos años ha tomado una gran importancia la aplicación de las técni-
cas y métodos utilizados en la gravedad cuántica de lazos a sistemas cosmológicos
homogéneos, denominada cosmologı́a cuántica de lazos [12–14]. Para estos siste-
mas, después de una reducción por simetrı́a a nivel clásico, se obtiene un espacio
de fases finito, y la única ligadura que queda por ser impuesta en el nivel cuántico
es la hamiltoniana. Dos son las principales motivaciones para su estudio. Por una
parte, es de esperar que el estudio de estas técnicas en modelos mucho más sen-
cillos, en los cuales puede ser completado el programa de cuantización, muestren
pistas sobre cómo proceder en la teorı́a general, para alcanzar ası́ la teorı́a cuántica
completa. Por otra parte, aunque es sabido que la cosmologı́a cuántica de lazos no
se corresponde completamente con una reducción por simetrı́a de la teorı́a cuánti-
ca general, es de esperar que capture los efectos más importantes de la geometrı́a
cuántica (debidos a la gravedad cuántica de lazos) y que permita ası́ explorar sus
consecuencias en sistemas con gran relevancia fı́sica, como lo son los modelos que
describen el universo en el que vivimos. De hecho, el estudio de las consecuencias
fı́sicas de la cosmologı́a cuántica de lazos es uno de los caminos más prometedores
para confrontar las teorı́as de gravedad cuántica con las observaciones.

Los primeros trabajos realizados en cosmologı́a cuántica de lazos son debidos
a Bojowald [15–18]. Estos trabajos presentan los primeros intentos de adaptar las
técnicas e ideas de la gravedad cuántica de lazos centrándose en su aplicación a mo-
delos cosmológicos simples y con especial énfasis en el modelo homogéneo, isótro-
po y con secciones espaciales planas, también denominado modelo de Friedmann–
Robertson–Walker (FRW) plano. Posteriormente, se estudiaron de forma más ri-
gurosa y detallada los aspectos cinemáticos de la teorı́a para este modelo [19],
mostrando la posibilidad de resolver su singularidad inicial. Finalmente, se con-
siguió completar el programa de cuantización para el modelo de FRW plano con

1No obstante, existen casos en los que, al suponer la existencia de cierto contenido material es-
pecı́fico, se ha podido completar la cuantización [10, 11].
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un campo escalar homogéneo sin masa mı́nimamente acoplado [20, 21]. Para este
modelo se logró caracterizar de forma completa el espacio de Hilbert fı́sico, ası́ co-
mo un conjunto completo de observables fı́sicos. Esto permitió estudiar la dinámi-
ca de estados cuánticos usando el campo escalar homogéneo como tiempo interno.
No obstante, fue preciso modificar el proceso de cuantización introduciendo una
prescripción de dinámica mejorada para que los efectos cuánticos de la geometrı́a ob-
tenidos únicamente fueran importantes en la escala de Planck [22]. El estudio de la
dinámica cuántica de estados semiclásicos mostró la existencia de una nueva feno-
menologı́a para tales densidades de Planck. Ésta llevaba a la resolución dinámica
de la singularidad cosmológica inicial de la Gran Explosión (o Big Bang en inglés)
mediante un rebote cuántico (o Big Bounce). Dicho Big Bounce unı́a de forma deter-
minista dos ramas del universo, una en contracción y otra en expansión, las cuales
rápidamente retomaban una trayectoria clásica bien definida tras el rebote [22].

Estudios posteriores, utilizando prescripciones de cuantización ligeramente dis-
tintas, que incluı́an simplificaciones y/o un orden de factores más conveniente, per-
mitieron estudiar más detalladamente el mecanismo del rebote cuántico [23,24]. De
esta forma, se demostró la generalidad y robustez del Big Bounce para este modelo
de FRW, apareciendo independientemente de los estados fı́sicos y la discretización
de la geometrı́a considerados [24]. También, para este modelo, se pudo estudiar de
una forma rigurosa la trayectoria dinámica seguida por los picos de ciertos esta-
dos semiclásicos, obteniendo ası́ la dinámica efectiva proveniente de la cosmologı́a
cuántica de lazos [25].

Mediante la aplicación de las técnicas de la cosmologı́a cuántica de lazos se
ha conseguido la cuantización completa y satisfactoria de un gran número mode-
los cosmológicos homogéneos e isótropos, incluyendo cosmologı́as con curvatu-
ra positiva (universos cerrados) [26, 27], con curvatura negativa (universos abier-
tos) [28, 29], y con constante cosmológica [30, 31]. También se ha obtenido la cuan-
tización de modelos más generales que incluyen anisotropı́as, como los modelos
espacialmente planos de Bianchi I [32, 33] o los modelos de Bianchi II [34] y Bian-
chi IX [35], cuyas secciones espaciales son curvas. No obstante, la complejidad de
estos modelos anisótropos, aumentada por la consideración de la prescripción de
dinámica mejorada para ellos, hace que no hayan podido ser estudiados con tanto
detalle como los modelos isótropos. Sin embargo, se ha probado que la singulari-
dad puede ser eliminada de la teorı́a cuántica en un nivel cinemático, y su estudio
a través de la dinámica efectiva muestra cómo las singularidades se evitan también
de forma dinámica [36].

Debido al gran éxito obtenido por la cosmologı́a cuántica de lazos en modelos
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homogéneos, y en la resolución de singularidades cosmológicas para los mismos, se
abordó su aplicación a sistemas cosmológicos más generales y con una mayor rique-
za fı́sica, como lo son los modelos inhomogéneos. Para ello, se consideraron los de-
nominados midisuperespacios cosmológicos, que son sistemas reducidos por simetrı́a
pero que aún contienen campos, dando lugar a inhomogeneidades. La motivación
para el estudio de estos modelos en cosmologı́a cuántica de lazos fue diversa. Por
una parte, estos modelos contienen, al igual que la teorı́a completa, infinitos grados
de libertad y, por lo tanto, es de esperar que su estudio pueda servir como guı́a para
completar el programa de cuantización de la teorı́a general. Por otra parte, este tipo
de modelos puede describir situaciones más cercanas a escenarios realistas, por lo
que su estudio puede llevar a la obtención de predicciones fı́sicas que podrı́an ser
contrastadas con las observaciones, permitiendo ası́ verificar si la cuantización de
lazos conduce a una teorı́a adecuada para describir la realidad. Por último, el estu-
dio de estos sistemas también permite estudiar la robustez de los mecanismos de
resolución de singularidades clásicas obtenidos para situaciones homogéneas.

Con el propósito de estudiar sistemas inhomogéneos en el marco de la cosmo-
logı́a cuántica de lazos, se desarrollaron técnicas de cuantización hı́brida que com-
binan la cuantización de lazos con las herramientas usuales de la cuantización de
Fock [33,37–39]. Por una parte, la cuantización de las variables que parametrizan las
soluciones homogéneas a través de la cuantización polimérica2 empleada en cosmo-
logı́a cuántica de lazos permite incluir los efectos más importantes de la geometrı́a
cuántica. Por otra parte, la cuantización de Fock de los (infinitos) grados de libertad
restantes permite lidiar con la complejidad proveniente de los campos. El primer
modelo estudiado y para el cual se desarrollaron estas técnicas hı́bridas fue el más
sencillo de los modelos de Gowdy en vacı́o: el modelo con la topologı́a del tres-toro
y polarización lineal. De esta forma se consiguió la cuantización completa de un
modelo cosmológico inhomogéneo, obteniendo unos operadores de ligadura bien
definidos, donde los estados análogos a la singularidad clásica se desacoplan de la
teorı́a y se recupera la descripción estándar de teorı́a cuántica de campos para las
ondas gravitatorias. Sin embargo, es importante mencionar que este modelo senci-
llo dista de describir situaciones realistas, dado que no contiene un subconjunto de
soluciones homogéneas e isótropas del tipo FRW, ni ninguna solución interpretable
como próxima a ellas.

Con este contexto previo, el principal objetivo abordado en esta tesis es el de ex-
tender la aplicación de las técnicas de cuantización hı́brida a modelos cosmológicos

2El tipo de cuantización empleada en el contexto de gravedad cuántica de lazos es denominada
polimérica debido a que los grados de libertad están codificados a lo largo de aristas unidimensiona-
les.
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inhomogéneos más realistas y proporcionar parte de las bases necesarias que per-
mitan la obtención de predicciones fı́sicas fiables en ellos. Para esto, por una parte
es necesario eliminar la ambigüedad existente en ciertas elecciones realizadas en
el proceso de cuantización, en particular en la elección de una representación de
Fock para las inhomogeneidades. Dicha ambigüedad lleva a obtener teorı́as cuánti-
cas inequivalentes, lo que afecta a la fiabilidad de las predicciones extraı́das. Para
la cuantización hı́brida, esta cuantización de Fock de las inhomogeneidades puede
elegirse de forma única si se dispone de criterios adecuados en el contexto de la
teorı́a cuántica de campos en espaciotiempos cosmológicos. Debido a esto, en esta
tesis se ha estudiado una propuesta de criterios de unicidad, para seleccionar una
única cuantización de Fock para campo escalares que se propagan en espaciotiem-
pos no estacionarios. La aplicación de estos criterios de unicidad permite eliminar
las ambigüedades presentes en el proceso de cuantización. Es importante mencio-
nar que estos estudios tienen relevancia más allá de su uso en la cuantización hı́bri-
da, y permiten ası́ obtener predicciones fı́sicas robustas para sistemas cosmológicos
inhomogéneos formulados mediante teorı́a cuántica de campos en espaciotiempos
curvos.

En esta tesis, se estudiará además la extensión de las técnicas de cuantización
hı́brida para incluir un campo escalar sin masa homogéneo mı́nimamente acopla-
do al modelo de Gowdy mencionado. Con la introducción de un campo, aparte de
permitir inhomogeneidades de tipo material, el modelo conseguido sı́ que admi-
te soluciones homogéneas e isótropas de tipo FRW. Sobre este modelo cuantizado
completamente a través de las técnicas hı́bridas, se estudiarán métodos aproxima-
dos para poder obtener soluciones que permitan posteriormente la extracción de
predicciones fı́sicas.

En los dos siguientes capı́tulos, a modo de introducción, se resumirán los proce-
dimientos de la cosmologı́a cuántica de lazos, se discutirán los criterios de unicidad
en teorı́a cuántica de campos, y se comentarán las técnicas de cuantización hı́brida.
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Capı́tulo 1

Introducción a la cosmologı́a cuántica
de lazos

Como ya se ha mencionado, la cosmologı́a cuántica de lazos estudia la cuanti-
zación de modelos cosmológicos con alto grado de simetrı́a, tratando de mimetizar
las ideas y técnicas de la gravedad cuántica de lazos en su formalismo canónico.
En este capı́tulo se realizará una breve introducción a las técnicas empleadas en
cosmologı́a cuántica de lazos a través de la cuantización completa del modelo cos-
mológico más simple y mejor estudiado: el modelo de FRW plano con un campo
escalar homogéneo. Además, por simplicidad y conveniencia, se considerarán sec-
ciones espaciales compactas, con la topologı́a del tres-toro. Posteriormente se resu-
mirá la cuantización de lazos para el modelo de Bianchi I, dado que se hará uso de
la misma a lo largo de esta tesis.

1.1. Descripción clásica de gravedad cuántica de lazos

La teorı́a de la relatividad general en su formalismo hamiltoniano estudia es-
paciotiempos globalmente hiperbólicos que permiten una exfoliación en secciones
espaciales Σ a partir de una elección de una función de tiempo [7]. De esta forma, la
métrica espaciotemporal se puede escribir en términos de una función lapso N, un
vector espacial (shift) Na y la tres-métrica espacial hab definida sobre las secciones
espaciales Σ. Al pasar a la formulación hamiltoniana se obtiene una teorı́a com-
pletamente ligada, donde los grados de libertad fı́sicos están dados por la métrica
espacial hab. Tanto el lapso como el shift resultan ser multiplicadores de Lagrange
que acompañan respectivamente a la ligadura hamiltoniana o escalar C y a la ligadura
de difeomorfismos o de momentos Ca. El momento canónicamente conjugado a la tres-

11



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN A LA COSMOLOGÍA CUÁNTICA DE LAZOS

métrica se obtiene a partir de la curvatura extrı́nseca de las secciones espaciales Kab,
definida esencialmente como la derivada de Lie de hab a lo largo del vector unitario
normal a las superficie espaciales.

Para la formulación de la gravedad cuántica de lazos, la relatividad general se
describe como una teorı́a gauge a través de las variables de Ashtekar–Barbero, es
decir, a partir de una conexión gauge su(2) Ai

a y una trı́ada densitizada Ea
i que

contiene la información de la métrica espacial. Para definir estas variables, prime-
ramente se introduce una co-trı́ada ei

a, definida en relación a la métrica espacial de
la forma hab = ei

aej
aδij, donde δij denota la delta de Kronecker en tres dimensiones

[forma de Killing–Cartan de SU(2)]. La trı́ada ea
i se define como la inversa de la

co-trı́ada, ei
aeb

j = δi
jδ

b
a , y la trı́ada densitizada como Ea

i =
√

hea
i , donde h denota el

determinante de la tres-métrica espacial. Por otra parte, la conexión de Ashtekar–
Barbero [9] se construye a partir de la conexión de espı́n compatible con la trı́ada
densitizada Γi

a, y la curvatura en forma triádica Ka
i = Kabeb

i . La conexión de espı́n
está definida a partir de la trı́ada densitizada de la forma 2Γi

a = −εijkEjbDaEb
k , don-

de εijk representa el sı́mbolo completamente antisimétrico y Da denota la derivada
covariante inducida en las secciones espaciales Σ. Ası́, la conexión gauge se define
como Ai

a = Γi
a + γEi

a, donde γ es un parámetro real positivo denominado paráme-
tro de Immirzi [40, 41]. Sus corchetes de Poisson con la trı́ada densitizada están da-
dos por {Ai

a(x), Eb
j (y)} = 8πGδb

aδi
jδ(x − y), donde G es la constante de Newton y

δ(x− y) es la distribución delta de Dirac definida en Σ.

En función de las variables de Ashtekar–Barbero las ligaduras (en vacı́o) toman
la expresión [2]

Ca = Fi
abEb

i , C =
1√
|E|

εijk

[
Fi

ab − (1 + γ2)εi
mnKm

a Kn
b

]
EajEbk, (1.1)

donde Fi
ab = ∂a Ai

b − ∂b Ai
a + εi

jk Aj
a Ak

b es el tensor de curvatura de la conexión de
Ashtekar–Barbero y E representa el determinante de la trı́ada densitizada.

Por otra parte, al describir la relatividad general en función de las variables de
Ashtekar–Barbero se ha ampliado el espacio de fases original, introduciendo gra-
dos de libertad SU(2) adicionales, y, como contrapartida, introduciendo además
una nueva ligadura Gi = ∂aEa

i + εijkΓj
aEak = 0, denominada ligadura de Gauss, que

proporciona la invariancia de la teorı́a bajo transformaciones SU(2).

Las variables básicas de partida para la cuantización de lazos están dadas por
holonomı́as de la conexión, como variables de configuración básicas, y flujos de la
trı́ada densitizada, como sus momentos. La holonomı́a de la conexión a lo largo de

12
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la arista e se define como

he(A) = P exp
{∫

e
dxa Ai

a(x)τi

}
, (1.2)

donde P representa el operador ordenación de camino y τi son generadores del
grupo SU(2), que satisfacen [τi, τj] = εijkτk. Por otra parte, el flujo de la trı́ada
densitizada a través de una superficie S, suavizado a partir de funciones f i con
valores en su(2), se define como

E(S, f ) =
∫

S
f iEa

i εabcdxbdxc. (1.3)

La elección de estas variables para describir el espacio de fases es debida a que,
por una parte, tienen mejores propiedades bajo transformaciones gauge, mientras
que, por otra parte, son objetos invariantes bajo difeomorfismos y su definición no
depende de estructuras de fondo.

1.2. Cosmologı́a cuántica de lazos: modelo de FRW

1.2.1. Descripción clásica del modelo

Como ya se ha indicado, se presentará la cuantización de lazos del modelo de
FRW plano con un campo escalar homogéneo. Al considerar secciones espaciales
planas compactas, el modelo tiene una celda fiducial V finita natural, cuyos lados
tienen longitud coordenada 2π, y donde se define una métrica fiducial diagonal
◦hab. Primeramente, se describe el sector gravitatorio del espacio de fases en función
de las variables de Ashtekar–Barbero. Debido a la isotropı́a y homogeneidad de las
secciones espaciales del modelo, tanto la conexión como la trı́ada densitizada están
determinadas por una única variable, c y p, respectivamente, de la forma

Ai
a =

c
2π
◦ei

a , Ea
i =

p
4π2

√
◦h◦ea

i , (1.4)

donde se usa una co-trı́ada fiducial diagonal ◦ei
a = δi

a. La variable p que describe
la trı́ada es proporcional al cuadrado del factor de escala del universo de FRW, de
forma que |p|3/2 = V es el volumen fı́sico. Estas variables satisfacen unos corchetes
de Poisson {c, p} = 8πGγ/3.

El contenido material del modelo está dado por el par canónico proporcionado
por el campo escalar (homogéneo) sin masa φ y su momento canónicamente conju-
gado Pφ, que verifican los corchetes de Poisson {φ, Pφ} = 1.

13
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Debido a la homogeneidad del modelo y el gauge diagonal elegido, la ligadura
de Gauss y la ligadura de difeomorfismos se verifican automáticamente. Por otra
parte, dado que la conexión de espı́n para el modelo de FRW plano se anula, la
parte gravitatoria de la ligadura Hamiltoniana (salvo constantes) está dada por

CFRW
grav = − 1

16πGγ2

∫
T3

dx3 εijkFi
abEajEbk√
|E|

, (1.5)

por lo que la ligadura hamiltoniana completa toma la expresión en estas variables

CFRW = − 3
8πGγ2 c2

√
|p|+

P2
φ

2V
= 0. (1.6)

Para definir las holonomı́as de las conexiones, debido a la homogeneidad del
modelo, es suficiente con considerar aristas rectas orientadas de longitud (fiducial)
2πµ ∈ R a lo largo de las tres direcciones fiduciales. De esta forma, la holonomı́a
en la dirección i-ésima está definida como

hµ
i (c) = eµcτi = cos

(µc
2

)
1 + 2 sen

(µc
2

)
τi , (1.7)

donde 1 representa la identidad [SU(2)]. Ası́, las holonomı́as están completamente
determinadas por sus elementos de matriz, y éstas por las funcionesNµ(c) = eiµc/2.
Éstas últimas generan el álgebra de configuración, que por tanto viene dada por el
álgebra de funciones cuasiperiódicas de la conexión.

Por otra parte, los flujos de las trı́adas densitizadas están dados por

E(S, f ) =
p

4π2 AS, f , (1.8)

donde AS, f corresponde al área fiducial de S, suavizada con las funciones de prueba
f i. Ası́ pues, la información fı́sicamente relevante de los flujos está determinada por
p. De esta forma, el espacio de fases gravitatorio para FRW en cosmologı́a cuántica
de lazos se describe en función de las variables Nµ(c) y p, las cuales satisfacen los
corchetes de Poisson,

{Nµ(c), p} = i
4πGγ

3
µNµ(c). (1.9)

Para describir la parte gravitatoria de la ligadura hamiltoniana (1.5) en función
de las variables de holonomı́a se hace uso de la expresión clásica para el tensor
de curvatura Fi

ab dado a través de ciclos de holonomı́a en el lı́mite en el que éstos
encierran un área fiducial nula:

Fi
ab = −2 lı́m

A�→0
tr

hµ
�jk
− 1

A�
τi

◦ej
a
◦ek

b . (1.10)
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Aquı́, i 6= j 6= k, y hµ
�jk

= hµ
j hµ

k (h
µ
j )
−1(hµ

k )
−1 representa un ciclo cerrado de holo-

nomı́as en el plano j-k que encierra un área fiducial A� = 4π2µ2. Utilizando esta
expresión para Fi

ab en la ecuación (1.5), la ligadura hamiltoniana del modelo se pue-
de escribir de la siguiente manera1

CFRW = − 3
8πGγ2V

[
sen(µc)

µ
sgn(p)

]2

p2 +
P2

φ

2V
, (1.11)

donde sgn(·) representa la función signo, sen(µc) = (N2µ(c)−N−2µ(c))/(2i), y en
principio se habrı́a de tomar el lı́mite µ→ 0.

1.2.2. Representación

Una vez se han definido las variables elementales para describir el modelo, se
busca una representación del álgebra que satisfacen. Para el contenido material es
habitual utilizar una representación de Schrödinger estándar2. De esta forma, el
operador representante del campo φ̂ actúa por multiplicación, mientras que el ope-
rador del momento, P̂φ = −ih̄∂φ, actúa por derivación sobre el espacio de Hilbert
dado por las funciones de cuadrado integrable con respecto a la medida de Lebes-
gue, L2(R, dφ).

Para representar el álgebra de holonomı́as y flujos del sector gravitatorio del es-
pacio de fases, se utiliza una representación polimérica con propiedades análogas a la
representación utilizada para la gravedad cuántica de lazos [43–48]. En particular,
la representación no tiene un operador bien definido para la conexión c. De hecho,
la construcción de esta representación puede realizarse, aunque no en su forma más
convencional, siguiendo los procedimientos de la gravedad cuántica de lazos [49].
El álgebra de configuración está formada por el espacio lineal de las funciones com-
plejas continuas y acotadas de la conexión, f (c) = ∑j f jNµ(c), dada como la suma
finita de elementos de matriz de las holonomı́as. Completando esta álgebra con
respecto a la norma del supremo se obtiene el álgebra C? de Bohr dada por las fun-
ciones cuasiperiódicas [49]. El álgebra de Bohr puede identificarse con el álgebra de
funciones continuas C(RB) sobre la compactificación de Bohr de la recta real RB. Es
importante mencionar que la compactificación de Bohr puede verse como el grupo
(compacto y conmutativo) de homomorfismos que lleva (del grupo aditivo) de la
recta real a(l grupo multiplicativo de) los números complejos de módulo unidad.

1Siguiendo estrictamente las técnicas de la gravedad cuántica de lazos, εijkEajEbk/
√
|E| también

se ha de expresar a través de holonomı́as y su corchetes de Poisson con el volumen.
2También se ha estudiado este modelo utilizando una representación polimérica para el campo

material [42].
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De esta forma, la representación polimérica está definida sobre el espacio de fun-
ciones de cuadrado integrable L2(RB, dµB) definidas en RB con respecto a la única
medida de Haar dµB invariante bajo el grupo RB.

En cosmologı́a cuántica de lazos es habitual utilizar la representación sobre
el espacio de momentos. Para construirla, una base conveniente del espacio de
Hilbert (no separable) está formada por los autoestados ortonormales del opera-
dor de trı́ada densitizada |p〉, p ∈ R, con respecto al producto interno discreto
〈p′|p〉 = δp′p. Ası́, la actuación del operador de trı́ada densitizada p̂ sobre la base
del espacio de Hilbert {|p〉, p ∈ R} actúa de forma diagonal, p̂|p〉 = p|p〉, mientras
que la actuación de los operadores de holonomı́a N̂µ(c) está dada por

N̂µ(c)|p〉 = |p + p′(µ)〉, p′(µ) =
4π`2

Plγ

3
µ, (1.12)

donde `Pl =
√

Gh̄ es la longitud de Planck. Es decir, el operador de holonomı́a
produce desplazamientos finitos.

Es importante mencionar que, debido al producto interno discreto, esta repre-
sentación no es continua en µ. Por lo tanto, no existe un representante cuántico bien
definido para la conexión, y la representación no es unitariamente equivalente a la
utilizada en la cuantización de Wheeler–DeWitt (WDW) [50, 51], donde se usa una
representación estándar de tipo Schrödinger.

1.2.3. Operador de ligadura hamiltoniana y dinámica mejorada

Una vez se ha introducido una representación, el siguiente paso consiste en ob-
tener un representante cuántico para la ligadura hamiltoniana. No obstante, para
obtener un operador bien definido es necesario tratar ciertas dificultades. Primera-
mente, para representar el tensor de curvatura Fi

ab, el lı́mite introducido en (1.10)
no está bien definido, dado que la representación es discontinua en µ. No obstante,
en gravedad cuántica de lazos, el operador geométrico de área tiene un espectro
discreto, con un mı́nimo no nulo para los autovalores posibles [52, 53]. Se denomi-
nará ∆ a dicho mı́nimo. De esta forma, el operador de curvatura se define a través
de ciclos de holonomı́as de longitud µ̄ que encierran un área fı́sica igual a este mı́ni-
mo ∆, es decir, que cumplen |p|µ̄2 = ∆. Ası́ se obtiene una longitud mı́nima µ̄ para
computar las holonomı́as que depende del estado, dado que el área fı́sica depende
él:

1
µ̄
=

√
|p|
∆

. (1.13)
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Esta prescripción para la elección de la longitud µ̄ en las holonomı́as se denomina
habitualmente dinámica mejorada [22]. Debido a la dependencia de µ̄ con el estado,
la actuación de los operadores de holonomı́a N̂µ̄ ya no produce desplazamientos
constantes en la base de estados etiquetados como |p〉. Por ello, es conveniente reeti-
quetar estos estados a través de un parámetro afı́n v para las traslaciones generadas
por µ̄c/2 [22]. Ası́, se obtiene que N̂µ̄|v〉 = |v + 1〉. Este parámetro v es proporcio-
nal al volumen fı́sico: v = sng(p)|p|3/2/2πγ`2

Pl

√
∆. Es importante mencionar que

el valor de µ̄ decrece cuando v (o p) crece, y, por lo tanto, toma valores pequeños
para volúmenes grandes, recuperando ası́ un lı́mite clásico.

Por otra parte, dado que el operador p̂ tiene un espectro discreto en el que
está contenido el cero, no es posible definir ninguna potencia negativa a través
del teorema espectral. Por lo tanto, para definir el operador inverso de volumen
V−1 = |p|−3/2 es necesario definir una versión regularizada haciendo uso de la
identidad clásica [19, 54, 55]

sng(p)
|p|1−s =

1
4sπγG

1
µ

tr

(
∑

i
τihµ

i (c)
{
[hµ

i (c)]
−1, |p|s

})
, (1.14)

donde s representa un número real tal que 0 < s < 1. Fijando por simplicidad
s = 1/2, tomando la longitud para las holonomı́as µ igual a la determinada por la
dinámica mejorada y promoviendo esta identidad a operador se obtiene

̂[ 1√
|p|

]
=

3
4πγ`2

Pl

√
∆

ŝgn(p)
√̂
|p|
(
N̂−µ̄

√̂
|p|N̂µ̄ − N̂µ̄

√̂
|p|N̂−µ̄

)
. (1.15)

Este operador actúa de forma diagonal en la base de estados |v〉 y su espectro con-
verge rápidamente a p−1/2 para estados con p � 1. Además, aniquila el estado
|v = 0〉. De esta forma, se define el operador inverso de volumen regularizado
como [̂

1
V

]
=

̂[ 1√
|p|

]3

. (1.16)

Teniendo en cuenta esto, para representar la ligadura hamiltoniana (1.11) única-
mente falta por escoger una ordenación de operadores simétrica adecuada para la
parte gravitatoria. Distintos tipos de prescripciones de ordenación se han estudia-
do en la literatura [22–24, 56–58]. Aunque se ha mostrado con cálculos numéricos
que, para distintas prescripciones, se obtienen predicciones fı́sicas compatibles si se
consideran estados semiclásicos [57], la estructura matemática a la que conducen es
distinta. Aquı́, se tomará la ordenación que lleva a la estructura más sencilla, deno-
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minada prescripción MMO simplificada3 [24,57]. En esta prescripción, se construye el
representante cuántico del término sgn(p) sen(µ̄c)V/

√
∆, que se denominará como

Ω̂, de manera tal que los factores sen(µ̄c)sgn(p) se simetrizan de la forma

1
2

[
̂sen(µ̄c)ŝgn(p) + ŝgn(p) ̂sen(µ̄c)

]
, (1.17)

donde ̂sen(µ̄c) = i(N̂−2µ̄ − N̂2µ̄)/2. Por otra parte, las potencias del operador de
volumen se distribuyen de forma simétrica a izquierda y derecha. Ası́ se obtiene

Ω̂ =
1

4i
√

∆

√̂
V
[
(N̂2µ̄ − N̂−2µ̄)ŝgn(p) + ŝgn(p)(N̂2µ̄ − N̂−2µ̄)

] √̂
V. (1.18)

Igualmente, las potencias del operador inverso de volumen regularizado se distri-
buyen a la izquierda y derecha del operador de ligadura hamiltoniana, obteniéndo-
se:

ĈFRW =

[̂
1
V

]1/2(
− 3

8πGγ2 Ω̂2 +
P̂2

φ

2

) [̂
1
V

]1/2

. (1.19)

La elección de esta simetrización para la representación del operador de ligadura
hamiltoniana resulta ser muy conveniente debido a que la actuación de este opera-
dor aniquila los estados de volumen cero |v = 0〉 y deja invariante su complemento
ortogonal. Por lo tanto, los estados análogos a la singularidad clásica se desacoplan
de la teorı́a de forma natural. Ası́, se puede restringir el estudio al espacio de Hilbert
donde ya se ha eliminado el estado de volumen cero.

En la práctica, es más conveniente utilizar el operador ligadura hamiltoniana den-
sitizada, el cual está definido como

ĈFRW = − 3
8πGγ2 Ω̂2 +

P̂2
φ

2
. (1.20)

De esta forma los operadores Ω̂2 y P̂2
φ son observables de Dirac que conmutan con

el operador de ligadura (densitizada). Los dos operadores de ligadura, en su ver-
sión original y en su versión densitizada, conducen a resultados equivalentes y su
relación, ası́ como la relación entre sus soluciones, está bien definida a través de un
proceso de densitización [24].

Por otra parte, la actuación del operador geométrico Ω̂2 sobre la base de estados
|v〉 es de la forma

Ω̂2|v〉 = −κ2 [x+(v)|v + 4〉 − (x+0 (v) + x−0 (v))|v〉+ x−(v)|v− 4〉
]
, (1.21)

3Las siglas MMO corresponden a las iniciales de los autores que la introdujeron: Martı́n-Benito–
Mena Marugán–Olmedo.
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donde κ = πγ`2
Pl, y los coeficientes introducidos están dados por

x−(v) =
1
2

√
|v||v− 4||v− 2| [sgn(v) + sgn(v− 4)], x+(v) = x−(v + 4), (1.22)

x−0 (v) =
1
2
|v||v− 2| [sgn(v) + sgn(v− 2)], x+0 (v) = x−0 (v + 2). (1.23)

Debido al orden de factores simétrico escogido, las funciones x+(v) y x−(v) tienen
la propiedad de anularse respectivamente en los intervalos [−4, 0] y [0, 4] [24]. De
esta forma, este operador únicamente relaciona estados |v〉 contenidos en alguna de
las semiredes de paso cuatro L±ε = {v = ±(ε + 4n); n ∈ N}, con ε ∈ (0, 4]. Por lo
tanto, puede restringirse la discusión a cualquiera de estos subespacios (separables)
del espacio de Hilbert gravitatorio, denominados sectores de superselección. Por con-
veniencia, se restringirá el estudio a sectores con v > 0. De esta forma, el espacio
de Hilbert cinemático (separable) para el sector gravitatorio Hε será el generado a
partir de los estados |v〉 con v ∈ L+ε .

Puede demostrarse que el operador en diferencias finitas Ω̂2 es un operador
esencialmente autoadjunto [24, 59]. De hecho, para cada uno de estos sectores de
superselección, el operador Ω̂2 tiene un espectro no degenerado y absolutamen-
te continuo igual a la recta real positiva [24, 60]. Sus autoestados generalizados
|eε

λ〉 = ∑v∈L+ε eε
λ(v)|v〉, con autovalor λ ∈ [0, ∞), están determinados completa-

mente por la ecuación de autovalores a partir del dato inicial eε
λ(ε). Para cada auto-

función, este dato inicial, por conveniencia, se escoge como el número real positivo
tal que el conjunto de autofunciones |eε

λ〉 está normalizado a la delta de Dirac, es
decir 〈eε

λ|eε
λ′〉 = δ(λ− λ′). De esta manera, todas estas autofunciones, que forman

una base del espacio de Hilbert considerado, son reales. El comportamiento de las
autofunciones eε

λ(v) en el lı́mite v→ ∞ está dado como [24, 61]

eε
λ(v)

v�1−→ 2
[
eiφε

ω eω(v) + e−iφε
ω e−ω(v)

]
, (1.24)

donde e±ω(v), con ω2 = λ, representan las autofunciones del operador análogo a
Ω̂2 en la cuantización WDW

e±ω(v) =
1√

8πκv
exp

(
∓iω

log v
4κ

)
. (1.25)

Por otra parte, φε
ω es una fase que se comporta como

φε
ω = T(|ω|) + cε + Rε(|ω|), (1.26)

donde lı́mω→∞ Rε(|ω|) = 0.

Finalmente, el operador P̂2
φ es un operador esencialmente autoadjunto con un

espectro doblemente degenerado y absolutamente continuo igual a la semirecta real
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positiva. Sus autofunciones generalizadas con autovalor (h̄ν)2 están dadas por las
ondas planas e±ν(φ) = e±i|ν|φ/

√
2π.

1.2.4. Estructura fı́sica y rebote cuántico

Una vez se ha obtenido una base del espacio de Hilbert cinemático en la que la
actuación del operador de ligadura hamiltonina (desitizada) es diagonal, se puede
realizar un proceso de promedio sobre grupos [62–66], donde el grupo (uniparamétri-
co) considerado es el generado por el operador de ligadura. Este procedimiento se
basa en el hecho de que los promedios son invariantes con respecto a la acción del
grupo considerado, y, por lo tanto, proporcionan estados fı́sicos. Como resultado se
obtiene que las soluciones fı́sicas son de la forma

Ψ(v, φ) =
∫ ∞

0
eε

λ(v)
[
ψ̃+(λ)eiν(λ)φ + ψ̃−(λ)e−iν(λ)φ

]
, (1.27)

donde ν y λ están relacionados como ν(λ) = [3λ/(4h̄γκ)]1/2. El procedimiento
de promedio sobre grupos también permite obtener un producto interno natural
para dotar al espacio de soluciones con una estructura de espacio de Hilbert. Este
producto interno está dado por

〈Ψ1|Ψ2〉 =
∫ ∞

0
dλ
[
ψ̃∗1+(λ)ψ̃2+(λ) + ψ̃∗1−(λ)ψ̃2−(λ)

]
. (1.28)

Alternativamente, se puede considerar el campo escalar φ como un tiempo interno
emergente [20, 21]. De esta forma, se pueden identificar los estados fı́sicos con las
soluciones de frecuencia positiva ψ̃+(λ) [o negativa ψ̃−(λ)], que son de cuadrado
integrable con respecto al parámetro espectral λ ∈ R+ [24]. Un conjunto completo
de observables de Dirac está formado por P̂φ y v̂|φ0 , donde éste último se define
mediante la acción del operador de volumen cuando el campo es igual a φ0. Estos
observables son operadores autoadjuntos sobre el espacio de Hilbert fı́sico.

Una vez completada la cuantización del modelo de FRW plano con un campo
escalar homogéneo sin masa, se pueden estudiar las predicciones fı́sicas de la teorı́a
cuántica. Para ello, inicialmente se consideró la evolución de estados cuánticos de
frecuencias positivas con un comportamiento semiclásico [20–22]. Estos estados se-
miclásicos corresponden a estados fuertemente picados a los largo de trayectorias
clásicas para tiempos (esto es, valores de φ) suficientemente grandes. Los estados
semiclásicos primeramente considerados fueron perfiles gaussianos picados en va-
lores grandes para los observables P̂φ y v̂φ0 . El análisis numérico de la evolución de
este tipo de estados mostró un nuevo fenómeno cuántico que llevaba a la resolu-
ción dinámica de la singularidad inicial (Big Bang), reemplazándola por un rebote
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cuántico que conectaba dos ramas del universo que recuperaban rápidamente una
evolución picada en soluciones clásicas [20–22]. Además, los estados semiclásicos
considerados se mantenı́an picados sobre una trayectoria bien definida durante to-
da la evolución mostrando ası́ que la resolución dinámica de la singularidad era un
proceso determinista.

Posteriormente, utilizando la prescripción de ordenación de factores expuesta
en esta sección, se mostró que el mecanismo del rebote cuántico aparece de forma
general para todo tipo de estados cuánticos. Este resultado se obtiene a partir de la
consideración de dos propiedades. Por una parte, los autoestados eλ(v) convergen
para v � 1 de forma exacta a la combinación lineal de autoestados de la teorı́a
de WDW dada en la expresión (1.24), que corresponde a una onda estacionaria.
Por otra parte, los autoestados eλ(v) solo tienen soporte en un semieje de v, y que
no contiene el valor v = 0, análogo a la singularidad clásica. De esta forma, inde-
pendientemente de la forma de los estados considerados, la componente de onda
entrante de la onda estacionaria debe evolucionar a la componente saliente, y vice-
versa, debido a que el flujo no puede escapar a través de v = 0. Por lo tanto, estas
componentes entrante y saliente, que están asociadas respectivamente a ramas del
universo en contracción y expansión, han de corresponderse necesariamente me-
diante un rebote cuántico.

1.3. Modelo de Bianchi I en cosmologı́a cuántica de la-
zos

Una vez se han introducido las técnicas de la cosmologı́a cuántica de lazos a
través de la cuantización completa del modelo más sencillo, el modelo de FRW
plano con un campo escalar sin masa homogéneo, se estudiará la aplicación de es-
tas técnicas al modelo anisótropo de Bianchi I [67]. En particular, se centrará el estu-
dio en el caso con secciones espaciales compactas con la topologı́a del tres-toro, T3.
Las cosmologı́as de Bianchi I representan el modelo más sencillo de espaciotiempos
homogéneos y anisótropos, y clásicamente están descritos a partir de tres factores
de escala. Los primeros intentos en el contexto de cosmologı́a cuántica de lazos de
definir un espacio de Hilbert cinemático y la construcción del operador de ligadura
Hamiltoniana se realizaron en la referencia [68]. Posteriormente se obtuvo su cuan-
tización completa incorporando la dinámica mejorada [32, 33, 39, 60, 69] mediante
dos prescripciones distintas. Dado que la discusión para este modelo es análoga a
la realizada para el caso isótropo, únicamente se pondrá énfasis en las diferencias
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clave entre ambos modelos.

1.3.1. Descripción clásica del modelo

Al igual que en el caso de FRW, consideraremos secciones espaciales compactas
con la topologı́a del tres-toro, y por lo tanto se considerará la celda fiducial natural-
mente asociada. Para describir el sistema a través de variables de Ashtekar-Barbero,
se introduce la trı́ada diagonal plana ◦ei

a = δi
a, como ya se hizo en el caso isótropo.

De esta forma, tanto la conexión como la trı́ada densitizada están caracterizadas por
tres variables cada una

Aj
a =

cj

2π
δ

j
a, Ea

j =
pj

4π2 δa
j

√
◦h, (1.29)

con j = θ, σ, δ. Es importante mencionar que los ı́ndices, tanto en cj como en pj,
únicamente designan las variables asociadas a cada una de las direcciones, pero no
representan un ı́ndice ni interno [SU(2)], ni métrico, por lo que sobre ellas no se
aplica el convenio de sumación de Einstein. Los corchetes de Poisson que verifican
estas variables están dados por {ci, pj} = 8πGγδi

j. En función de las mismas, el
elemento de lı́nea para Bianchi I se escribe como

ds2 = −N2dt2 +
|pθ pσ pδ|

4π2

(
dθ2

p2
θ

+
dσ2

p2
σ
+

dδ2

p2
δ

)
. (1.30)

Por otra parte, dado que las secciones espaciales son planas, y la conexión de espı́n
Γi

a se anula, la ligadura hamiltoniana, CBI, está dada también por la expresión (1.5).
Por lo tanto, en función de las variables introducidas, la ligadura hamiltoniana para
el modelo de Bianchi I toma la forma

CBI = − 1
8πGγ2V

(
cθ pθcσ pσ + cσ pσcδ pδ + cδ pδcθ pθ

)
, (1.31)

donde V =
√
|pθ pσ pδ| representa el volumen fı́sico del universo.

Como anteriormente, el espacio de fases gravitatorio se describe en función de
holonomı́as de la conexión y flujos de las trı́adas densitizadas [70], que serán las va-
riables básicas para cuantizar. Basta con considerar holonomı́as sobre aristas orien-
tadas de longitud fiducial 2πµj ∈ R a lo largo de las tres direcciones fiduciales:

h
µj
j (cj) = eµjcjτj . Por otra parte, la información fı́sica de los flujos está contenida en

las variables pj.
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1.3.2. Representación para Bianchi I

El álgebra de configuración para Bianchi I está compuesta por el producto ten-
sorial de tres copias (una por cada dirección) de la que se obtiene para la parte
gravitatoria del modelo de FRW. Por ello, el espacio de Hilbert cinemático es tam-
bién el producto tensorial de tres copias: HBI = ⊗jHj, donde Hj ≡ HFRW

grav . Por lo
tanto, una base de estados para el espacio de Hilbert cinemático está dada por los
autoestados de los operadores de trı́ada densitizada |pθ, pσ, pδ〉, con pj ∈ R, los
cuales son ortonormales con respecto al producto interno discreto

〈pθ, pσ, pδ|p′θ, p′σ, p′δ〉 = δpθ p′θ
δpσ p′σ δpδ p′δ

. (1.32)

Sobre esta base de estados, la actuación de los operadores que representan los ele-
mentos de matriz de holonomı́a, para cada una de las direcciones j = θ, σ y δ,
desplazan únicamente la etiqueta pj:

N̂µj |pj〉 = |pj + p′j(µj)〉, p′j(µj) = 4πγ`2
Plµj. (1.33)

1.3.3. Dinámica mejorada

Al igual que en caso isótropo, debido a la discontinuidad de la representación
en la conexión, para obtener un representante cuántico bien definido del operador
de curvatura Fi

ab a través de la expresión (1.10), es necesaria la introducción de unas
longitudes mı́nimas para computar las holonomı́as. En el caso de Bianchi I es nece-
sario definir tres longitudes mı́nimas µ̄j. En los primeros intentos de incorporar la
dinámica mejorada para Bianchi I [60,69,70] se consideró la generalización más sen-
cilla de la prescripción de dinámica mejorada para FRW, obtenida considerando la
relación (1.13) para cada una de las direcciones. El operador de ligadura hamiltonia-
na resultante se componı́a de operadores con una acción análoga a la del operador
Ω̂ dado en (1.18), actuando cada uno de estos operadores en una de las direcciones
por separado. Dado que los operadores ası́ obtenidos conmutan entre sı́, el opera-
dor de ligadura (densitizada) se pudo diagonalizar a partir de los autoestados de
dichos operadores. Además, se pudo determinar el espacio de Hilbert fı́sico del sis-
tema [60] de forma análoga a la realizada para el modelo de FRW. Sin embargo, para
esta prescripción de dinámica mejorada, los resultados fı́sicos obtenidos dependı́an
de elecciones fiduciales al considerar topologı́as no compactas [71]. Por otra parte,
esta elección de longitudes fiduciales mı́nimas no se sigue en realidad de la deduc-
ción heurı́stica realizada para el modelo de FRW [22, 70]. Por ello, posteriormente
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se consideró como alternativa la siguiente prescripción de dinámica mejorada [32]

1
µ̄j

=
1√
∆

√√√√∣∣∣∣∣ pk pl
pj

∣∣∣∣∣, (1.34)

con j 6= k 6= l. Esta elección de longitudes mı́nimas es precisamente la alcanzada
tras realizar la misma deducción heurı́stica que en FRW para el modelo de Bianchi
I, de manera que el área fı́sica encerrada por los ciclos de holonomı́a sea igual a
∆ [32]. Adicionalmente, esta prescripción de dinámica mejorada resulta ser la única
en la que, para todas las direcciones fiduciales, los exponentes µ̄jcj de los elementos
de matriz de holonomı́a Nµ̄j(c

j) tienen un corchete de Poisson constante con la
variable

v = sgn(pθ pσ pδ)

√
|pθ pσ pδ|

2πγ`2
Pl

√
∆

. (1.35)

Esta variable v es proporcional al volumen fı́sico, y coincide con la variable v defi-
nida en el caso isótropo al identificar las tres direcciones fiduciales.

Dada la definición de las longitudes mı́nimas µ̄j, que depende del estado en la
tres direcciones, la acción de los operadores N̂µ̄j es muy complicada. Para simplifi-
carla, es preferible etiquetar los estados mediante de los parámetros

λj =
sgn(pj)

√
|pj|

(4πγ`2
Pl

√
∆)1/3

, (1.36)

sobre los cuales µ̄jcj produce traslaciones en λj que no dependen explı́citamente de
este parámetro, aunque sı́ de los parámetros en las otras direcciones [32]. De esta
forma la acción de los operadores N̂µ̄j sobre la base de estados |λθ, λσ, λδ〉 está dada
por

N̂±µ̄θ
|λθ, λσ, λδ〉 =

∣∣∣∣λθ ±
1

2|λσλδ|
, λσ, λδ

〉
, (1.37)

y de manera análoga para N̂±µ̄σ y N̂±µ̄δ
. Para simplificar aún más la actuación de

estos operadores, es conveniente hacer uso de la variable v = 2λθλσλδ, que se
corresponde con la introducida en (1.35), y etiquetar los estados de la base como
|λθ, λσ, v〉. Con ello, N̂µ̄j produce un desplazamiento unidad en v, mientras que en
λj produce un escalado (contracción o dilatación) que únicamente depende de v y
de su propio signo [32]. Es importante señalar que, dada la complicada dependen-
cia de las longitudes mı́nimas µ̄j con el estado, los operadores N̂µ̄j para las distintas
direcciones ya no conmutan entre sı́.
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1.3.4. Operador de ligadura hamiltoniana

Para construir el operador de ligadura hamiltoniana, al igual que en el caso
isótropo, es necesario considerar la expresión del tensor de curvatura en función
de las holonomı́as (1.10) y la existencia de una longitudes mı́nimas µ̄j dadas por la
prescripción de dinámica mejorada (1.34). Esta consideración, al igual que ocurrı́a
en FRW, hace que los pares cj pj en la expresión (1.31) se sustituyan por

cj pj →
sen(µ̄jcj)

µ̄j
pj = sgn(pj) sen(µ̄jcj)

V√
∆

, (1.38)

donde se ha hecho uso de la expresión de µ̄j y sen(µ̄jcj) = i(N−2µ̄j −N2µ̄j)/2. Pa-
ra la construcción de los operadores que representan estas cantidades, se toma la
misma ordenación que en el caso isótropo, escogiéndose una simetrización adecua-
da para ̂sgn(pj) ̂sen(µ̄jcj) y distribuyendo las potencias de V̂ de forma simétrica a
izquierda y derecha. Como resultado, los operadores obtenidos toman la forma [39]

Θ̂j =
1

4i
√

∆

√̂
V
[
(N̂2µ̄j − N̂−2µ̄j)

̂sgn(pj) + ̂sgn(pj)(N̂2µ̄j − N̂−2µ̄j)
] √̂

V, (1.39)

que es análoga a la proporcionada en (1.18) para el operador Ω̂ en el caso isótro-
po. No obstante, debido a la prescripción de dinámica mejorada, los operadores
Θ̂j para las distintas direcciones no conmutan entre sı́ dado que tampoco lo hacen
los operadores de holonomı́a, y por lo tanto será necesaria la simetrización de sus
productos al construir el operador de ligadura hamiltoniana.

Por último, para representar la ligadura hamiltoniana, queda por definir un ope-
rador de inverso de volumen regularizado en la prescripción de dinámica mejorada
utilizada. Para ello se hace uso de la expresión clásica análoga a (1.14) en cada una
de las direcciones fiduciales, y se promueve a operador tomando la expresión de µ̄j.
No obstante, ahora no se puede tomar s = 1/2 debido a que, dada la expresión de
µ̄j, no se obtendrı́a una regularización de una potencia inversa de |pj|. Por lo tanto,
por simplicidad se escoge s = 1/4, con lo que [72]

̂[ 1
|pθ|1/4

]
=

̂sgn(pθ)

2πγ`2
pl

√
∆

√̂
|pσ pδ|

[
N̂−µ̄θ

|̂pθ|
1/4
N̂µ̄θ
− N̂µ̄θ

|̂pθ|
1/4
N̂−µ̄θ

]
, (1.40)

y análogamente para los correspondientes operadores en las direcciones σ y δ. A
partir de estos operadores, se define el operador inverso de volumen regularizado
como [̂

1
V

]
= ⊗j

̂[ 1
|pj|1/4

]2

, (1.41)

25
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La actuación sobre los estados de la base del espacio de Hilbert cinemático gravita-
torio está dada por [̂

1
V

]
|λθ, λσ, v〉 = D3(v)

2πγ`2
pl

√
∆|v|
|λθ, λσ, v〉, (1.42)

donde D(v) = |v|
∣∣∣√|v + 1| −

√
|v− 1|

∣∣∣2.

Con todo esto, el operador de ligadura hamiltoniana resulta ser [39]

ĈBI =

[̂
1
V

]1/2

ĈBI
[̂

1
V

]1/2

, (1.43)

donde ĈBI es la versión densitizada del operador de ligadura hamiltoninana:

ĈBI = − 1
16πGγ2

(
Θ̂θΘ̂σ + Θ̂σΘ̂θ + Θ̂σΘ̂δ + Θ̂δΘ̂σ + Θ̂δΘ̂θ + Θ̂θΘ̂δ

)
. (1.44)

Al igual que ocurrı́a en el caso isótropo, la elección realizada en el orden de facto-
res al construir el operador de ligadura hamiltoniana hace que, por una parte, se
desacoplen los estados de volumen cero, y, por otra parte, su acción no relacione
estados |λθ, λσ, v〉 con distinto signo en sus etiquetas. Consecuentemente, se puede
restringir el estudio, por ejemplo, al subespacio de Hilbert generado por los estados
cuyas etiquetas son todas estrictamente positivas. Una vez hecha esa restricción, es
conveniente introducir las variables Λj = log(λj) ∈ R y etiquetar los estados de
la base como |Λθ, Λσ, v〉, de forma que la acción de los operadores de holonomı́a al
actuar sobre ellos es

N̂±µ̄θ
|Λθ, Λσ, v〉 = |Λθ + wv(±1), Λσ, v± 1〉 ,

N̂±µ̄σ |Λθ, Λσ, v〉 = |Λθ, Λσ + wv(±1), v± 1〉 , (1.45)

N̂±µ̄δ
|Λθ, Λσ, v〉 = |Λθ, Λσ, v± 1〉 ,

donde wv(m) únicamente depende de v y está dado por

wv(m) = log
(

1 +
m
v

)
, (1.46)

con m ∈ Z.

1.3.5. Sectores de superselección

La actuación de la parte gravitatoria del operador de ligadura hamiltoniana den-
sitizada sobre la base de estados introducida está dada por

ĈBI
grav|Λθ, Λσ, v〉 =

πh̄`2
Pl

16
[
x−(v)|Λθ, Λσ, v− 4〉− − x−0 (v)|Λθ, Λσ, v〉−
−x+0 (v)|Λθ, Λσ, v〉+ + x+(v)|Λθ, Λσ, v + 4〉+

]
. (1.47)
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En esta expresión, los coeficientes multiplicativos son los introducidos en (1.22) y
(1.23), y se han definido las combinaciones de estados

|Λθ, Λσ, v± n〉± = |Λθ + wv(±n)− wv(±2), Λσ + wv(±2), v± n〉
+|Λθ, Λσ + wv(±n)− wv(±2), v± n〉+ |Λθ, Λσ + wv(±2), v± n〉
+|Λθ + wv(±n)− wv(±2), Λσ, v± n〉+ |Λθ + wv(±2), Λσ, v± n〉
+|Λθ + wv(±2), Λσ + wv(±n)− wv(±2), v± n〉. (1.48)

Por tanto, la acción no relaciona todos los estados del espacio de Hilbert, y apare-
cen sectores de supeselección. Para la etiqueta v, al igual que en el caso isótropo,
los sectores de superselección son semiredes de paso cuatro contenidas en la semi-
recta real positiva, Lε = {v = ε + 4n, n ∈N}, donde ε ∈ (0, 4] es el valor mı́nimo
de v en cada sector. Para las etiquetas Λθ y Λσ, los sectores de superselección son
mucho más complejos. Cada uno de ellos está determinado completamente a partir
de un valor inicial Λ?

a (a = θ, σ) y el valor del parámetro ε. La acción iterativa del
operador de ligadura hamiltoniana únicamente relaciona estados cuyas etiquetas
sean de la forma Λa = Λ?

a + wε, donde wε es cualquier número real perteneciente
al conjunto

Wε =

{
zwε(−2) + ∑

k
pk [wε(2mk)− wε(2nk)]

}
, (1.49)

donde mk y nk son números enteros no negativos tales que mk ≥ nk, y los números
pk son enteros. Además, z es cualquier número entero, salvo cuando ε ≤ 2, en cuyo
caso z = 0. El conjunto infinito Wε está determinado totalmente por el parámetro
ε, y puede probarse que es un conjunto numerable y denso en la recta real [33, 39].

Ası́ pues, el operador de ligadura hamiltoniana densitizada mantiene invarian-
tes estos sectores de superselección, a saber, los subespacios de Hilbert separables
generados por el conjunto de estados

{|Λθ, Λσ, v〉; v ∈ Lε, Λa = Λ?
a + wε, wε ∈ Wε, Λ?

a ∈ R}. (1.50)

Los espacios de Hilbert obtenidos a partir de la compleción de dichos conjuntos con
respecto a la medida discreta se denotarán porHΛ?

θ ,Λ?
σ,ε ≡ H

(ε)
Λ?

θ
⊗H(ε)

Λ?
θ
⊗Hε. En los

sucesivo, se limitará la discusión a uno cualquiera de estos sectores.

1.3.6. Espacio de Hilbert fı́sico

Debido a la complejidad introducida por la prescripción de dinámica mejorada,
la acción de operador de ligadura hamiltoniana es muy complicada. En particular,
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la acción de los operadores Θ̂j que la componen no puede factorizarse. Esto hace
que sus propiedades espectrales no hayan sido determinadas aún y la ligadura no
haya podido ser diagonalizada. Por lo tanto, para determinar sus soluciones no es
posible proceder como se hizo en el caso isótropo.

Para estudiar las soluciones fı́sicas, puede imponerse el operador de ligadura
hamiltoniana sobre estados generalizados (ψ| (en general, se puede pensar en esta-
dos pertenecientes al espacio dual de su dominio). Estos estados pueden descom-
ponerse formalmente en la base de estados como

(ψ| = ∑
Λ̄θ ,Λ̄σ,v̄

ψ(Λ̄θ, Λ̄σ, v̄)〈Λ̄θ, Λ̄σ, v̄|, (1.51)

donde Λ̄θ, Λ̄σ y v̄ toman valores en los correspondientes sectores de superselección.
Imponiendo (ψ|ĈBI† = 0, se obtiene la ecuación

ψ+(Λθ, Λσ, v + 4) =
1

x+(v)
[
x−0 (v)ψ−(Λθ, Λσ, v) + x+0 (v)ψ+(Λθ, Λσ, v)

−x−(v)ψ−(Λθ, Λσ, v− 4)] , (1.52)

donde se han definido las proyecciones ψ±(Λθ, Λσ, v ± 4) = (ψ|Λθ, Λσ, v ± n〉±,
y |Λθ, Λσ, v ± n〉± son los estados introducidos en (1.48). Teniendo en cuenta que
x−(ε) = 0, se ve que los términos ψ+(Λθ, Λσ, ε + 4) quedan completamente deter-
minados por los datos iniciales en la sección v = ε. Además, se puede demostrar
que a partir de las combinaciones ψ+(Λθ, Λσ, ε + 4) se pueden obtener todos los
términos individuales ψ(Λθ, Λσ, ε + 4) [39], y de manera análoga para todas las
secciones de v∈Lε. Por lo tanto, las soluciones fı́sicas del operador de ligadura
hamiltoniana quedan completamente determinadas por el conjunto (infinito pero
numerable) de datos iniciales en la sección de volumen mı́nimo, pudiéndose iden-
tificar el espacio de Hilbert fı́sico con el espacio de Hilbert de datos iniciales. El
espacio de datos iniciales puede dotarse de una estructura de Hilbert considerando
un conjunto completo de observables clásicos que formen un álgebra cerrada y que
se relacionen entre sı́ mediante relaciones de conjugación compleja. Se puede de-
finir entonces un producto interno imponiendo que las relaciones de conjugación
se conviertan en relaciones de adjunción entre los operadores que los representan
cuánticamente. Un conjunto (sobre)completo de observables que actúan sobre los
datos iniciales, ψ̃(Λθ, Λσ) := ψ(Λθ, Λσ, ε) está dado por los siguientes operadores
êiΛa y Ûwa

ε
a (con a = θ, σ y wa

ε ∈ Wε) [39]

êiΛθ ψ̃(Λθ, Λσ) = eiΛθ ψ̃(Λθ, Λσ), Ûwθ
ε

θ ψ̃(Λθ, Λσ) = ψ̃(Λθ + wθ
ε, Λσ). (1.53)

De manera análoga se definen êiΛσ y Ûwσ
ε

σ . De acuerdo con las condiciones de reali-
dad, estos operadores son unitarios en el espacio de HilbertH(ε)

Λ?
θ ,Λ?

σ
generado por la
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base de estados {|Λ?
θ + wθ

ε, Λ?
σ + wσ

ε 〉; wθ
ε, wσ

ε ∈ Wε}. Por tanto, dicho espacio pro-
porciona el espacio de Hilbert fı́sico con la propiedades deseadas para el modelo de
Bianchi I en vacı́o,HBI

fı́s [39].
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Capı́tulo 2

Introducción a la cuantización hı́brida
en cosmologı́a

Con el propósito de considerar sistemas fı́sicamente más realistas, se pasa aho-
ra a estudiar modelos cosmológicos con inhomogeneidades, y por tanto con infi-
nitos grados de libertad, en el contexto de la cosmologı́a cuántica de lazos. Para
ello, se hace uso de técnicas de cuantización hı́brida donde los grados de liber-
tad homogéneos del sistema considerado son cuantizados mediante las técnicas
poliméricas de la cosmologı́a cuántica de lazos mientras que las inhomogeneida-
des se cuantizan como campos a través de una cuantización de Fock estándar. Es
bien sabido que en la cuantización de campos en espaciotiempos curvos se rea-
lizan elecciones en distintos pasos del proceso que introducen ambigüedades en
la teorı́a. Por ello, en este capı́tulo introductorio, primeramente se discutirán breve-
mente las ambigüedades presentes en la cuantización de campos en espaciotiempos
cosmológicos y se comentarán distintos criterios de unicidad para eliminar dichas
ambigüedades. Posteriormente se introducirán las técnicas de cuantización hı́brida.

2.1. Criterios de unicidad en teorı́a cuántica de campos

La cuantización de sistemas que contienen campos, y por lo tanto tienen número
infinito de grados de libertad, resulta ser mucho más compleja que la de sistemas
con grados de libertad finitos. Esta complejidad se acentúa considerablemente al
considerar la propagación de los campos en espaciotiempos curvos, en los cuales
por lo general no se dispone de un alto contenido en simetrı́a. La teorı́a cuánti-
ca de campos en espaciotiempos curvos, a falta de una teorı́a completa de grave-
dad cuántica, estudia la cuantización de campos, tanto materiales como gravitato-
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rios, propagándose en fondos espaciotemporales que son tratados de forma clási-
ca [73,74]. De esta forma se trata de estudiar sistemas en los que son relevantes tanto
los efectos cuánticos asociados a los campos como los efectos de la curvatura y no
estacionariedad del espaciotiempo. Por supuesto, es esperable que esta teorı́a tenga
únicamente un rango de aplicabilidad limitado, dado que para situaciones donde la
curvatura se acerca a las escalas de Planck es esperable encontrar efectos cuánticos
gravitatorios, siendo necesario describir también el fondo espaciotemporal cuánti-
camente. No obstante, este campo ha sido objeto de estudio intensivo, obteniéndose
resultados de gran interés fı́sico, como el efecto Unruh [75] y la radiación de Haw-
king [76] en el estudio de agujeros negros, y ha sido, y sigue siendo, de gran utilidad
en el estudio de perturbaciones cosmológicas en el universo primitivo [77–79].

Es bien sabido que la construcción de una teorı́a cuántica que describa un sis-
tema totalmente caracterizado de forma clásica es un proceso que contiene, en sus
diversos pasos, múltiples elecciones ambiguas. La presencia de estas ambigüedades
en el proceso de cuantización hace que, al tomar distintas elecciones, se obtengan
teorı́as cuánticas inequivalentes y por lo tanto cada una de ellas lleve a obtener
diferentes predicciones fı́sicas. Este problema es especialmente relevante cuando
se considera la cuantización de campos en espaciotiempos cosmológicos, como los
que se van a estudiar a lo largo de esta tesis. Esto es debido a que, por una parte,
las ventanas disponibles en cosmologı́a para la detección de fenómenos cuánticos
son muy pequeñas y, por otra parte, no es posible realizar un número ilimitado de
mediciones sobre sistemas convenientemente preparados, sino que únicamente po-
demos realizar observaciones en el único sistema disponible, el universo en el que
vivimos. Incluso si para el sistema clásico ya se ha identificado un conjunto deter-
minado de variables elementales en el espacio de fases, y, con ello, un álgebra de
funciones, aun ası́ existen en general (infinitas) representaciones no equivalentes de
dicha álgebra. Para sistemas suficientemente sencillos existen criterios que permi-
ten seleccionar una representación de forma única, exigiendo ciertos requerimien-
tos a la representación. Habitualmente, estos requerimientos están relacionados con
las simetrı́as que posee el sistema clásico o con la imposición de ciertas propiedades
fı́sicamente (o matemáticamente) deseables.

Para las situaciones estudiadas en mecánica cuántica, donde los sistemas clási-
cos tienen un número finito de grados de libertad y un espacio de fases con una
estructura lineal, es posible eliminar la ambigüedad en la elección de la representa-
ción. Para ello se construye el álgebra de Weyl a partir de la exponenciación (com-
pleja) de las variables naturales de posición y momento. Posteriormente se impone
que la representación de dicha álgebra sea irreducible, unitaria y fuertemente con-
tinua. Al imponer estas propiedades a la representación, el Teorema de Stone–Von
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Neumann [80,81] garantiza la selección de una única clase de representaciones uni-
tariamente equivalentes, y, por lo tanto, la descripción cuántica obtenida a partir
de ellas es la misma desde el punto de vista fı́sico. Es importante mencionar que
la representación polimérica de la cosmologı́a cuántica de lazos, dado que es una
representación que no es fuertemente continua, no es unitariamente equivalente a
la obtenida mediante el criterio comentado [49].

Para sistemas que contienen campos, la existencia de infinitos grados de liber-
tad hace que la situación sea mucho más complicada, dejando de ser aplicable el
teorema de Stone–Von Neumann [73]. Esto sucede incluso para sistemas en los que
los campos satisfacen ecuaciones de evolución lineales, para los cuales, después de
escribir las relaciones de conmutación canónicas de una forma similar al álgebra
de Weyl, puede adoptarse una representación de tipo Fock [73]. En una cuantiza-
ción de Fock, los campos se describen en términos de operadores de destrucción
y creación y se dispone de una noción de vacı́o y de partı́culas (aunque no nece-
sariamente con interpretación fı́sica bien definida). Toda la información relevante
para la selección de una representación de Fock de las relaciones de conmutación
canónicas está capturada en la elección de una estructura compleja J. La estructura
compleja es una aplicación lineal en el espacio de fases cuyo cuadrado es igual a me-
nos la identidad (J2 = −1) y que deja invariante la estructura simpléctica, es decir, es
un simplectomorfismo. La estructura simpléctica Ω(·, ·) es una aplicación bilineal
en el espacio de fases que determina las relaciones de conmutación canónicas. Para
la construcción de la representación de Fock se requiere también que la estructura
compleja J sea compatible con la estructura simpléctica, en el sentido de que la apli-
cación bilineal obtenida a partir de ellas como Ω(J·, ·) ha de ser definida positiva.
Esta condición permite introducir un producto interno en el espacio de fases a partir
de [Ω(J·, ·)− iΩ(·, ·)] /2. Tomando el sector de frecuencias positivas de este espa-
cio [esto es, el sector que se obtiene con el proyector (1− i J)/2] y completándolo
mediante el producto interno introducido, se obtiene el espacio de Hilbert de una
partı́cula de la teorı́a. El espacio de Fock se alcanza como la suma directa de los
productos tensoriales simetrizados del espacio de Hilbert de una partı́cula.

Alternativamente, diferentes representaciones de Fock pueden interpretarse co-
mo diferentes elecciones de vacı́o, lo que implica distintas identificaciones de los
operadores de destrucción y creación. También, estas representaciones pueden ver-
se como distintas elecciones de bases de soluciones para las ecuaciones de evolución
del campo, con diferentes caracterizaciones del campo en función de los coeficientes
de la expansión en cada base. Las posibles elecciones de estas bases, que cumplen
ciertas condiciones de ortonormalización, están relacionadas entre sı́ a través de
transformaciones canónicas lineales. Estas transformaciones canónicas se denomi-
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nan habitualmente transformaciones de Bogoliubov, y efectivamente cambian los con-
juntos de variables de destrucción y creación. La diferencia esencial entre una teorı́a
cuántica de campos lineal y la mecánica cuántica es que éstas transformaciones no
siempre pueden implementarse de forma unitaria en la teorı́a cuántica.

Una transformación canónica lineal T admite una implementación unitaria en
la representación de Fock determinada por una estructura compleja J si y solo si
la parte antilineal de la transformación Ta, definida como Ta = (T + JTJ)/2, es un
operador de tipo Hibert–Schmidt [82, 83], es decir, si la traza de T†

a Ta, donde T†
a re-

presenta el operador adjunto, es finita. Esta condición es equivalente a exigir que el
conjunto de coeficientes antilineales de la transformación de Bogoliubov (también
denominados coeficientes beta de Bogoliubov) sea de cuadrado sumable. Desde un
punto de vista fı́sico la sumabilidad (de los cuadrados) de los coeficientes beta de
Bogoliubov implica la condición de que la producción de partı́culas bajo la trans-
formación analizada sea finita, esto es, que el vacı́o transformado tenga un número
finito de partı́culas si se emplea el concepto de partı́cula asociado al vacı́o original.

De forma general, existen infinitas representaciones de Fock de las relaciones de
conmutación canónicas que no son unitariamente equivalentes, es decir, la trans-
formación que las relaciona no es implementable de forma unitaria en la teorı́a
cuántica [73]. En estas situaciones, es necesario imponer criterios adicionales pa-
ra seleccionar una representación de Fock de manera única (o más bien una clase
única de representaciones unitariamente equivalentes). Habitualmente, estos cri-
terios adicionales hacen uso de las simetrı́as clásicas del espaciotiempo en el que
los campos se propagan, imponiendo que la representación de Fock sea invarian-
te bajo estos grupos de simetrı́as. Para espaciotiempos altamente simétricos, esta
imposición llega a seleccionar una única representación de Fock. Éste es el caso pa-
ra campos propagándose en el espaciotiempo de Minkowski, donde la imposición
de invariancia de la representación bajo su grupo de simetrı́as (el grupo de trans-
formaciones de Poincaré) es suficiente para seleccionarla de forma única [73]. No
obstante, es situaciones de menor simetrı́a es necesario complementar este criterio
de simetrı́a con requerimientos adicionales.

Otro ejemplo para el cual se dispone de criterios que permiten seleccionar una
representación única es el caso de campos escalares de masa no nula que se propa-
gan en un espaciotiempo de tipo de Sitter [84], que es un espaciotiempo máxima-
mente simétrico cuyo grupo de simetrı́as está dado por el grupo de Lorentz O(1, 4).
Para esta situación es posible demostrar que únicamente existe una representa-
ción de Fock (salvo equivalencia unitaria) cuyo vacı́o, denominado vacı́o euclı́deo
o vacı́o de Bunch–Davies [85], es invariante bajo el grupo de simetrı́as en de Sit-
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ter [86]. Además el vacı́o de Bunch–Davies es un estado de tipo Hadamard, es decir,
su función de dos puntos únicamente contiene singularidades de tipo Hadamard,
que van como el inverso y el logaritmo de la distancia geodésica [87]. La restric-
ción al estudio de estados de vacı́o que cumplen la condición de Hadamard es muy
habitual en teorı́a cuántica de campos en espaciotiempos curvos ya que garantiza
la regularización del tensor de energı́a-momento, permitiendo ası́ obtener valores
esperados bien definidos del mismo [88,89]. Además, para espaciotiempos con sec-
ciones espaciales compactas todos los estados de vacı́o de tipo Hadamard definen
representaciones unitariamente equivalentes [73]. Volviendo de nuevo al espacio-
tiempo de tipo de Sitter, es importante mencionar que el vacı́o de Bunch–Davies no
está bien definido para campos escalares sin masa; no obstante, es posible definir
una familia de vacı́os invariantes bajo sus simetrı́as espaciales y que cumplan la
condición de Hadamard [90]. A estos estados de vacı́o se los denomina vacı́os de
Allen–Folacci. También, para campos escalares definidos en espaciotiempos de tipo
de Sitter en dimensión 1 + 1 es posible asegurar la existencia de una única solución
invariante gaussiana a una ecuación de Schrödinger regularizada [91], lo que sirve
para definir un vacı́o único.

Por otra parte, para el caso de campos escalares propagándose en espaciotiem-
pos con un menor grado de simetrı́a pero estacionarios, es decir, que poseen un
campo vectorial de Killing temporal, es posible seleccionar una única cuantización
de Fock privilegiada [92–94] haciendo uso de un producto interno definido a través
del tensor de energı́a-momento y el campo de Killing temporal.

Cuando se considera la cuantización de campos escalares lineales propagándo-
se en escenarios cosmológicos (no estacionarios) existe otra ambigüedad previa a
la obtenida al elegir una representación de Fock. Esta ambigüedad está relacionada
con la elección de un par canónico inicial para la descripción del campo y aparece
de manera natural en sistemas definidos en situaciones no estacionarias. De hecho,
es habitual en cosmologı́a realizar escalados del campo de configuración a través de
funciones dependientes del tiempo que absorben parte de la dependencia temporal
del espaciotiempo en el que el campo se propaga. Esto sucede independientemen-
te de que el espaciotiempo en el que se propaga el campo sea un espaciotiempo
de fondo fı́sico, efectivo (que incluye, por ejemplo, correcciones cuánticas, como
en cosmologı́a cuántica de lazos efectiva), o auxiliar (como en el caso de espacio-
tiempos reducidos por simetrı́a, en los que la reducción lleva a una formulación
de las ecuaciones de campo en menos dimensiones). Escalados de este tipo se usan
habitualmente en el tratamiento de campos de Klein–Gordon en espaciotiempos
de FRW, para transformar las ecuaciones de campo en otras sobre un espaciotiem-
po (auxiliar) estático. También son utilizados en el tratamiento de perturbaciones
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cosmológicas escalares (y tensoriales) en torno a fondos de FRW, como para la in-
troducción de las variables de Mukhanov–Sasaki [95, 96]. Estos escalados del cam-
po de configuración pueden completarse como transformaciones canónicas lineales
dependientes del tiempo. Tales transformaciones dependientes del tiempo llevan a
un nuevo par canónico de variables de campo que, en general, verifican unas ecua-
ciones dinámicas lineales distintas a las iniciales, lo cual afecta, por ejemplo, a la
implementabilidad de la evolución de forma unitaria. De esta manera, en general,
distintas elecciones de pares canónicos para el campo, relacionadas mediante trans-
formaciones lineales dependientes del tiempo, conducen a cuantizaciones de Fock
unitariamente inequivalentes.

Para situaciones cosmológicas (homogéneas e isótropas) con secciones espacia-
les compactas, donde los campos se propagan en espaciotiempos no estacionarios,
se ha propuesto recientemente un criterio para seleccionar una única clase de re-
presentaciones de Fock unitariamente equivalentes, en el caso de campos de Klein–
Gordon. Este criterio, por una parte, hace uso de las simetrı́as espaciales del sistema
imponiendo que el estado de vacı́o que determina la representación sea invarian-
te bajo ellas. Por otra parte, dado que no se dispone de simetrı́as temporales y no
es posible imponer una invariancia temporal, este criterio exige el requerimiento
más débil de que la evolución admita una implementación unitaria. Este último re-
quisito es crucial para no renunciar a la interpretación probabilı́stica estándar de
la teorı́a cuántica, incluyendo la evolución de los observables correspondientes. Es-
te criterio se propuso por primera vez para la cuantización de ondas gravitatorias
en cosmologı́as de Gowdy [97–103]. Para estos modelos inhomogéneos, las ondas
gravitatorias admiten una descripción alternativa en un espaciotiempo auxiliar re-
ducido dimensionalmente, en el que satisfacen una ecuación de tipo Klein–Gordon
con una masa efectiva que varı́a con el tiempo. Dependiendo de la topologı́a del
modelo de Gowdy considerado, las secciones espaciales del espaciotiempo auxiliar
en las que estas ondas se propagan puede ser isomorfas al cı́rculo o a la dos-esfera.
Posteriormente, la aplicabilidad de este criterio de unicidad para la cuantización de
Fock fue probada para campos escalares con funciones de masa dependientes del
tiempo (casi) genéricas propagándose en espaciotiempos con secciones espaciales
esféricas de tres o menos dimensiones [104,105]. La aplicabilidad del criterio para el
caso fı́sicamente más relevante de espaciotiempos cosmológicos con secciones espa-
ciales tridimensionales planas y compactas (isomorfas al tres-toro) será abordado a
lo largo de esta tesis [106,107]. Además, recientemente se ha conseguido generalizar
este criterio para abordar cualquier espaciotiempo con secciones espaciales compac-
tas de tres dimensiones o menos [108]. El criterio expuesto no solamente elimina la
ambigüedad en la elección de una representación de Fock, seleccionando una única
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clase de representaciones unitariamente equivalentes, sino que también elimina la
ambigüedad existente en la elección de una descripción canónica del campo entre
todas las relacionadas mediante trasformaciones canónicas lineales que incluyen el
escalado del campo y una redefinición del momento del mismo a través de funcio-
nes dependientes del tiempo [109–111]. Más concretamente, el criterio selecciona un
único escalado dependiente del tiempo para el campo: aquél que permite obtener
una ecuación de Klein–Gordon para el campo escalado sobre un espaciotiempo au-
xiliar estático con una masa dependiente del tiempo. Y además, para espaciotiem-
pos con secciones espaciales (compactas) en dos o tres dimensiones, el momento
del campo también queda seleccionado de forma única. Para espaciotiempos con
secciones espaciales en una dimensión, es posible realizar redefiniciones del mo-
mento del campo, las cuales, sin embargo, llevan a cuantizaciones unitariamente
equivalentes [111].

Es más, hace poco tiempo, este criterio ha sido ligeramente generalizado para su
aplicación en el estudio de perturbaciones cosmológicas. Más concretamente, se ha
estudiado la cuantización de las perturbaciones de un campo escalar masivo mı́ni-
mamente acoplado a un universo de FRW [112]. Para este modelo inflacionario,
después de una fijación de gauge adecuada y una descomposición de los campos
en modos adaptados a la dinámica, las perturbaciones del campo escalado adecua-
damente satisfacen una ecuación de Klein–Gordon con una masa dependiente del
tiempo que incluye correcciones subdominantes en el régimen ultravioleta. Estas
correcciones dependientes del modo incluyen, por una parte, correcciones a la masa
dependiente del tiempo y, por otra, un término de amortiguamiento. La presencia
de estas correcciones no impide la aplicabilidad del criterio de evolución unitaria e
invariancia bajo simetrı́as espaciales para seleccionar una única representación de
Fock y eliminar la posibilidad de escalar el campo o realizar una redefinición del
momento a través de funciones dependientes del tiempo [112]. No obstante, en este
contexto de perturbaciones cosmológicas, aparecen de forma natural transforma-
ciones canónicas lineales dependientes del tiempo y de los modos, que son trans-
formaciones no locales. Por ejemplo, el término de amortiguamiento puede ser ab-
sorbido a través de una transformación canónica no local. Más importante aún, en
el estudio de perturbaciones cosmológicas es habitual describir el sistema mediante
cantidades invariantes de gauge, como los potenciales de Bardeen [113]. Es posible
describir las perturbaciones de este modelo a través de un par canónico construido
con los potenciales de Bardeen (por ejemplo, la densidad de la energı́a y la veloci-
dad de las perturbaciones materiales). La relación entre estas variables invariantes
de gauge y la descripción original está dada por una transformación dependiente
del tiempo no local. Estas variables invariantes de gauge satisfacen una ecuación de
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Klein–Gordon con masa dependiente del tiempo sin correcciones subdominantes.
Por lo tanto, es posible aplicar, también para esta última descripción, el criterio de
evolución unitaria para obtener una única representación de Fock. Por lo tanto, una
nueva (posible) ambigüedad aparece al considerar estas transformaciones depen-
dientes del tiempo y del modo, ya que pueden relacionar distintas descripciones
del sistema en las que el criterio de evolución unitaria y simetrı́a es aplicable de
forma independiente, con lo que no está asegurado en principio que se seleccionen
representaciones de Fock unitariamente equivalentes en tales descripciones. Dicho
de otra forma, no está garantizado que estas transformaciones canónicas no locales
sean implementables de forma unitaria en las representaciones de Fock selecciona-
das por el criterio. Este problema será abordado en esta tesis en el capı́tulo 5.

2.2. Cuantización hı́brida y modelos de Gowdy

Como ya se ha mencionado la aplicación de las técnicas de la cosmologı́a cuánti-
ca de lazos a la cuantización de sistemas cosmológicos homogéneos resultó ser am-
pliamente satisfactoria, obteniéndose la cuantización completa de una gran varie-
dad de sistemas y poniendo de manifiesto una nueva fenomenologı́a fı́sica asociada
a la geometrı́a cuántica que conduce a la resolución de la singularidad de la Gran
Explosión a través de un rebote cuántico determinista [20–22].

Debido a esto, se abordó con gran interés la extensión de estas técnicas al estudio
de sistemas cosmológicos más complejos y, por tanto, con capacidad de describir
situaciones más realistas, como lo son las cosmologı́as inhomogéneas. Las motiva-
ciones para el estudio de sistemas cosmológicos inhomogéneos en el contexto de
la cosmologı́a cuántica de lazos son varias. Por una parte, permite comprobar la
robustez en los resultados sobre resolución de singularidades cosmológicas obte-
nidos en la cosmologı́a cuántica de lazos homogénea. Por otra parte, en este tipo
de sistemas se pueden discutir las implicaciones fı́sicas de la geometrı́a cuántica de
lazos en la propagación de las inhomogeneidades o perturbaciones. Por lo tanto, el
estudio de estos modelos se presenta como una de las ventanas más prometedoras
para obtener predicciones fı́sicas en cosmologı́a cuántica de lazos que puedan ser
eventualmente contrastadas con las observaciones.

Con el objetivo de analizar este tipo de sistemas cosmológicos inhomogéneos en
el marco de la cosmologı́a cuántica de lazos, se introdujo recientemente un método
de cuantización hı́brida [33, 37–39]. Esta cuantización hı́brida combina la cuantiza-
ción polimérica de la cosmologı́a cuántica de lazos con la cuantización de Fock de
los campos que describen las inhomogeneidades. Para ello el espacio de fases de
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sistema se divide en dos sectores, por una parte el sector homogéneo, que parametri-
za el subconjunto de soluciones homogéneas y por otra parte el sector inhomogéneo,
que está formado por el resto de grados de libertad. De esta forma, el sector inho-
mogéneo se representa a través de las técnicas de Fock, lo cual permite tratar con
métodos bien conocidos la complejidad proveniente de considerar infinitos grados
de libertad. Por otra parte, el sector homogéneo se representa poliméricamente si-
guiendo las técnicas de la cosmologı́a cuántica de lazos. Ası́, la cuantización hı́brida
asume como hipótesis que existe una jerarquı́a para la fenomenologı́a provenien-
te de la geometrı́a cuántica de lazos, de manera que los efectos más importantes
son aquéllos que afectan a los grados de libertad homogéneos. En particular, se es-
pera que la cuantización hı́brida conduzca a modelos cuánticos que no contengan
análogos a las singularidades cosmológicas clásicas de tipo Gran Explosión.

El primer modelo que se estudió a través de la cuantización hı́brida, y para el
cual se desarrolló este método de cuantización, fue el modelo de Gowdy con po-
larización lineal y secciones espaciales con la topologı́a del tres-toro. Los modelos
de Gowdy [114,115] son las cosmologı́as inhomogéneas más simples, y por lo tanto
mejor estudiadas. Estas cosmologı́as son soluciones a las ecuaciones de Einstein, en
principio en vacı́o, y representan espaciotiempos globalmente hiperbólicos, con dos
campos vectoriales de Killing espaciales que conmutan. Las secciones espaciales de
estos espaciotiempos son compactas y, además de la topologı́a del tres-toro (T3), ad-
miten como posibles topologı́as la de la tres-asa (S1 × S2) y la de la tres-esfera (S3).
De todos los modelos de Gowdy, el más sencillo es el modelo con la topologı́a del
tres-toro y linealmente polarizado, en el cual se supone la ortogonalidad de los dos
campos de Killing. Debido a su sencillez, este modelo ha sido estudiado de forma
extensiva, tanto desde un punto de vista clásico [116–118]—conociéndose de forma
exacta sus soluciones, que representan ondas gravitatorias en universos en expan-
sión (o contracción)—, como desde el punto de vista de su cuantización mediante
técnicas estándar [97, 119–126]. También se estudió para este modelo la obtención
una cuantización de Fock en la que la dinámica sea implementable de forma unita-
ria [98,99] y se demostró posteriormente que dicha cuantización es única [100,101].

Para el estudio de este modelo a través de su cuantización hı́brida, primera-
mente se realiza una reducción por simetrı́a y posteriormente una fijación parcial
de gauge adecuada. De esta forma, las únicas ligaduras que quedan por imponer
cuánticamente son dos ligaduras globales: una ligadura de momentos y la ligadura
hamiltoniana promediada en una sección espacial. El espacio de fases reducido de
este modelo puede verse como cosmologı́as de Bianchi I [67, 127] con la topologı́a
del tres-toro, las cuales componen el sector homogéneo del modelo, y ondas gravi-
tatorias linealmente polarizadas que únicamente dependen espacialmente de una
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coordenada cı́clica. Su cuantización hı́brida se realiza utilizando una representación
polimérica para Bianchi I [32] y una representación de Fock para las ondas gravita-
torias. La cuantización de Fock que se escoge queda determinada de forma única al
exigir la recuperación de la única cuantización de Fock estándar de este modelo con
evolución implementable de forma unitaria [101] (e invariancia bajo la simetrı́a es-
pacial de gauge remanente en el sistema reducido) cuando la geometrı́a homogénea
de Bianchi I puede describirse como un fondo efectivo. Se obtuvo ası́ una cuantiza-
ción completa del modelo, incluida la construcción de operadores bien definidos pa-
ra representar las ligaduras globales en un espacio de Hilbert cinemático. Es impor-
tante señalar que esta cuantización no es trivial, dado que los sectores homogéneo e
inhomogéneo están acoplados a través de la ligadura hamiltoniana. Por otra parte,
el estudio de los operadores de ligadura muestra cómo, por una parte, es posible
desacoplar totalmente los estados análogos a la singularidad cosmológica clásica,
por lo que la singularidad queda resuelta incluso a un nivel cinemático. Además, se
demostró que las soluciones a los operadores de ligadura, es decir, los estados fı́si-
cos, quedan unı́vocamente determinadas a partir de un conjunto de datos iniciales
en la sección de volumen mı́nimo, pudiendo caracterizar el espacio de Hilbert fı́sico
como el espacio de Hilbert de datos iniciales. El espacio de Hilbert fı́sico resultante
es el producto tensorial del espacio de Hilbert fı́sico para el modelo de Bianchi I y
del espacio de Fock obtenido para la cuantización de Fock estándar con evolución
unitaria y simetrı́a espacial, recuperando con ello la descripción estándar de ondas
gravitatorias que se propagan sobre un fondo de Bianchi I.

No obstante, este modelo dista de ser un modelo realista. En particular, dado
que el sector homogéneo está dado por cosmologı́as de Bianchi I en vacı́o, el subes-
pacio de soluciones homogéneas únicamente contiene soluciones anisótropas del
tipo Kasner [128]. Por lo tanto, el subespacio de soluciones homogéneas no contie-
ne soluciones isótropas de tipo FRW, próximas a gran escala al universo en el que
vivimos. Con la motivación de estudiar modelos cosmológicos más realistas, se in-
cluyó en este modelo un campo escalar sin masa mı́nimamente acoplado y con las
mismas simetrı́as que el espaciotiempo. Este modelo no solamente permite solucio-
nes clásicas homogéneas e isótropas del tipo de FRW, sino que también contiene
inhomogeneidades materiales. Su cuantización hı́brida [129] será objeto de estudio
en esta tesis y se tomará como base para el estudio de técnicas aproximadas en el
contexto de la cosmologı́a cuántica de lazos con el objetivo de obtener predicciones
fı́sicas.

Por último, recientemente ha tomado gran interés el estudio de las cuantización
hı́brida de modelos inflacionarios, que consideran perturbaciones cosmológicas al-
rededor de espaciotiempos de FRW con un campo masivo mı́nimamente acoplado.
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La cuantización hı́brida de este tipo de modelos ha sido considerada para el caso
de secciones espaciales cerradas [130], para el caso de topologı́a plana [131–134], y
ya se han empezado a estudiar sus implicaciones fı́sicas. Es conveniente mencionar
que el estudio de estos modelos inflacionarios a partir de estas técnicas de cuanti-
zatión hı́bridas proporciona escenarios prometedores para la obtención de predic-
ciones fı́sicas que incluyan las correcciones de la cosmologı́a cuántica de lazos y
puedan llegar a ser contrastadas con las observaciones.
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Objetivos y estructura de la tesis

El objetivo general de esta tesis es proporcionar las bases y herramientas ne-
cesarias para la obtención de predicciones fı́sicas fiables en modelos cosmológicos
inhomogéneos cuantizados a través de métodos hı́bridos en cosmologı́a cuántica
de lazos. Para ello, primeramente se estudiará la aplicabilidad de los criterios de
unicidad para eliminar las ambigüedades presentes en la cuantización de Fock al
considerar campos que se propagan en espaciotiempos cosmológicos de interés fı́si-
co. Posteriormente se estudiará la extensión de las técnicas de cuantización hı́brida
para modelos cercanos a situaciones realistas, a partir de la inclusión de un campo
material sin masa al modelo de Gowdy. Por último, sobre este modelo cuantizado
completamente, se estudiarán técnicas aproximadas cuya aplicabilidad pueda ex-
tenderse a la cosmologı́a cuántica de lazos y la cuantización hı́brida, y que permitan
extraer soluciones fı́sicas aproximadas.

A parte de la introducción ya presentada, esta tesis está estructurada en dos par-
tes y contiene un total de cinco capı́tulos. Además, se han añadido tres apéndices
donde se detallan cuestiones complementarias a los resultados presentados. Los
tres primeros capı́tulos se dedicarán al estudio de la cuantización de Fock de cam-
pos escalares en escenarios cosmológicos y, en particular, al estudio de la aplicabi-
lidad de criterios de unicidad para eliminar las ambigüedades presentes. Los dos
últimos capı́tulos están dedicados al estudio de la cuantización hı́brida y al desa-
rrollo de métodos aproximados a través de los cuales puedan obtenerse soluciones
fı́sicas aproximadas en este contexto.

Parte 1: Resultados de unicidad para la cuantización de Fock.

• En el capı́tulo 3 se estudiará la cuantización de Fock para un campo esca-
lar con una masa dependiente del tiempo definido en un espaciotiempo
(ultraestático) con secciones espaciales compactas y planas, con la topo-
logı́a del tres-toro. En particular, se estudiará la aplicabilidad para estos
escenarios del criterio para seleccionar una representación de Fock úni-
ca consistente en imponer la implementación unitaria de la evolución
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además de la invariancia del vacı́o bajo las simetrı́as espaciales. Se estu-
diará también la aplicación de este criterio para eliminar la ambigüedad
en la elección de un par canónico de variables para la descripción del
campo. En particular, se mostrará que el criterio selecciona una única
descripción canónica entre todas las relacionadas a través de transforma-
ciones canónicas lineales que incluyen el escalado del campo y la redefi-
nición su de momento con funciones dependientes del tiempo.

• En el capı́tulo 4 se estudiará la posibilidad de obtener una evolución uni-
taria para un campo escalar (tanto masivo como sin masa) propagándo-
se en un espaciotiempo de tipo de Sitter. Se construirá una representa-
ción de Fock invariante bajo las simetrı́as espaciales para la cual se mos-
trará explı́citamente que la evolución es implementable de forma unita-
ria. De esta forma, el criterio de evolución unitaria e invariancia bajo las
simetrı́as espaciales seleccionará de manera única tanto la representación
de Fock como la descripción de campo utilizada. Posteriormente se estu-
diará la relación entre el vacı́o seleccionado ası́ de forma única y otros
vacı́os ampliamente utilizados en la literatura, como el vacı́o de Bunch–
Davies para campos escalares de masa no nula o la familia de vacı́os de
Allen–Folacci para el caso de un campo escalar sin masa. Adicionalmen-
te, se estudiará la equivalencia entre el vacı́o seleccionado y los estados
de vacı́o adiabáticos de orden cero.

• En el capı́tulo 5 se estudiará una nueva ambigüedad que aparece de for-
ma natural en el estudio de modelos inflacionarios con perturbaciones
cosmológicas escalares. Esta ambigüedad surge por la posibilidad de rea-
lizar transformaciones canónicas lineales dependientes del tiempo y no
locales que relacionan distintas descripciones del sistema que admiten la
implementabilidad de la evolución de forma unitaria. Primeramente se
estudiará la forma más general para estas transformaciones, suponiendo
que no mezclan modos desacoplados de forma dinámica y que admi-
ten una expansión asintótica en serie de Laurent en las frecuencias de
los modos. Finalmente se mostrará que todas estas transformaciones son
unitariamente implementables en las respectivas cuantizaciones de Fock
seleccionadas por el criterio de evolución unitaria e invariancia bajo la
simetrı́a espacial.

Parte 2: Cosmologı́a cuántica de lazos inhomogénea: cuantización hı́brida y
métodos aproximados.

• En el capı́tulo 6 se estudiará la extensión de las técnicas de la cuanti-
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zación hı́brida introducidas para el modelo de Gowdy con polarización
lineal y topologı́a del tres-toro al modelo similar que incluye un cam-
po escalar sin masa mı́nimamente acoplado como contenido material. Se
mostrará cómo las inhomogeneidades materiales pueden describirse de
forma idéntica a las ondas gravitatorias, pudiendo ası́ aplicar casi inme-
diatamente las técnicas desarrolladas para el modelo en vacı́o. En conse-
cuencia, al igual que en el modelo de vacı́o, se obtendrá la resolución a
nivel cinemático de la singularidad cosmológica clásica y se podrá cons-
truir el espacio de Hilbert fı́sico a partir del espacio de datos iniciales. Se
obtendrá ası́ la cuantización completa de un modelo más cercano a situa-
ciones realistas que el de Gowdy en vacı́o, ya que ahora sı́ serán posibles
soluciones homogéneas e isótropas de tipo FRW. También en este capı́tu-
lo se estudiará la proyección a nivel cuántico al submodelo de Gowdy con
simetrı́a rotacional local.

• En el capı́tulo 7 se considerará el modelo cuántico de Gowdy con materia
estudiado en el capı́tulo 6 y se analizarán y desarrollarán métodos apro-
ximados que permitan la construcción de soluciones fı́sicas aproximadas
con interés fı́sico, es decir, soluciones cercanas a FRW con pequeños efec-
tos de anisotropı́a y bajo contenido en inhomogeneidades. Más concreta-
mente, por simplicidad, se estudiarán estos métodos aproximados para
el submodelo con simetrı́a rotacional local. Se mostrará cómo usando las
propiedades espectrales del operador geométrico de FRW, ası́ como el
comportamiento de sus autoestados, es posible sustituir los operadores
de actuación más complicada, presentes en el operador de ligadura ha-
miltoniana, por otros operadores aproximados con un comportamiento
más sencillo. Además, se estudiará la validez de estas aproximaciones a
través de la comparación numérica de los elementos de matriz para los
operadores originales y los operadores aproximados. Posteriormente se
estudiará la construcción de soluciones aproximadas para el modelo de
Gowdy a partir de la consideración de perfiles de anisotropı́a adecuados
que permitirán despreciar las contribuciones de anisotropı́a y de autoin-
teracción de las inhomogeneidades.

Los principales resultados alcanzados con estos análisis serán presentados las
conclusiones.

Resumiendo, en esta tesis se pretende estudiar la validez y aplicabilidad de cri-
terios de unicidad para eliminar las ambigüedades presentes en la cuantización
de Fock de inhomogeneidades escalares, con el objeto de dotar de robustez a las
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predicciones fı́sicas extraı́das en cosmologı́as cuánticas inhomogéneas dentro de
los marcos de la teorı́a cuántica de campos y la cuantización hı́brida. Además, se
persigue extender dichas técnicas hı́bridas a modelos más cercanos a situaciones
realistas, ası́ como desarrollar métodos aproximados para el tratamiento de estos
modelos y la obtención de predicciones.
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Resultados de unicidad para la
cuantización de Fock
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Capı́tulo 3

Criterios de unicidad para la
cuantización de Fock en la topologı́a
del tres-toro

En este capı́tulo se estudiará la cuantización de Fock para un campo escalar
con una masa dependiente del tiempo en escenarios cosmológicos con secciones es-
paciales planas y compactas, isomorfas al tres-toro. Este estudio tiene importantes
aplicaciones en cosmologı́a dado que cubre, por ejemplo, la descripción de cam-
pos de Klein–Gordon y de perturbaciones cosmológicas en espaciotiempos de FRW
con secciones espaciales planas, los cuales están favorecidos por los datos obser-
vacionales actuales. Más concretamente, se analizarán dos tipos de ambigüedades
que tienen lugar en la cuantización. Por una parte, la ambigüedad infinita existente
en la elección de una representación de Fock para las relaciones canónicas de con-
mutación, entendible como la libertad en la elección de vacı́os inequivalentes. Por
otra parte, se analizará también la ambigüedad presente en la elección de un par de
variables de campo canónicas entre todas las relacionadas mediante escalados del
campo y redefiniciones del momento del campo a partir de funciones dependientes
del tiempo. En particular, se estudiará la aplicabilidad del criterio para eliminar es-
tas ambigüedades consistente en imponer a la representación de Fock que su vacı́o
sea invariante bajo las traslaciones en el tres-toro y que admita una implementación
unitaria de la evolución.
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3.1. El modelo de Klein–Gordon

3.1.1. Descripción clásica

El sistema que se va a estudiar está formado por un campo escalar real ϕ de-
finido en un espaciotiempo globalmente hiperbólico estático cuyas secciones es-
paciales son isomorfas al tres-toro y están equipadas con una métrica espacial hij

(i, j = 1, 2, 3). Se tomará el dominio temporal como cualquier intervalo real conexo
I ⊂ R. En particular, no se impone que I sea un intervalo no acotado, ni que tenga
ninguna forma especı́fica. Esta consideración es importante si se quieren aplicar los
resultados presentados en este capı́tulo a casos de espaciotiempos efectivos los cua-
les habitualmente pueden ser tratados clásicamente (al menos imponiendo ciertas
aproximaciones) únicamente para intervalos temporales restringidos (como ocurre
en descripciones efectivas derivadas de la cosmologı́a cuántica de lazos [13]). El
campo escalar considerado satisface una ecuación de tipo Klein–Gordon, con un
potencial cuadrático de la forma V(ϕ) = s(t)ϕ2/2, que puede ser interpretado co-
mo un término de masa dependiente del tiempo. En un principio, se permitirá que
s(t) sea una función del tiempo arbitraria, aunque posteriormente se necesitará im-
poner que sus derivadas satisfagan ciertas condiciones poco restrictivas.

El espacio de fases canónico Γ asociado al campo escalar se obtiene a partir de
los datos de Cauchy (ϕ, Pϕ) = (ϕ|t0

,
√

hϕ̇|t0
) dados a un tiempo de referencia t0 ∈ I.

Aquı́ el punto representa la derivada temporal y h denota el determinante de la
métrica espacial. Este espacio de fases está dotado con un estructura simpléctica Ω
que determina los corchetes de Poisson canónicos {ϕ(x), Pϕ(y)} = δ(x− y), donde
δ(x) representa la distribución delta de Dirac definida en el tres-toro. Es convenien-
te señalar que los corchetes de Poisson, y por lo tanto la estructura simpléctica, son
independientes de la elección del tiempo de referencia t0.

La ecuaciones de campo hamiltonianas están dadas por

ϕ̇ =
1√
h

Pϕ, Ṗϕ =
√

h[∆ϕ− s(t)ϕ], (3.1)

donde ∆ representa el operador de Laplace–Beltrami estándar correspondiente a la
métrica del tres-toro hij. Estas ecuaciones implican que el campo escalar satisface la
ecuación de campo

ϕ̈− ∆ϕ + s(t)ϕ = 0. (3.2)

Es importante mencionar que este tipo de ecuaciones se pueden obtener en una
gran variedad de modelos cosmológicos al considerar transformaciones canónicas
que involucran escalados del campo mediante funciones dependientes del tiempo
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[110] (y con la adopción de una variable temporal adecuada). Estas ecuaciones de
campo son invariantes bajo el grupo de isometrı́as del tres-toro. Dichas isometrı́as
se obtienen a partir de la composición de rotaciones rı́gidas en cada una de las
direcciones espaciales periódicas θi (que diagonalizan la métrica del tres-toro),

Tαi : θi → θi + αi, (3.3)

donde αi ∈ S1 es un parámetro angular que da la rotación en la dirección i. Se deno-
tará como T~α, con~α ≡ (α1, α2, α3), la transformación obtenida mediante la composi-
ción de las correspondientes transformaciones para cada una de las direcciones, es
decir T~α ≡ Tα1 ◦ Tα2 ◦ Tα3 .

Se descompone el campo real considerado (y su momento) en una expansión
en serie adaptada a las simetrı́as del tres-toro usando las autofunciones del opera-
dor de Laplace–Beltrami. Estas autofunciones proporcionan una base ortonormal
del espacio de funciones de cuadrado integrable en el tres-toro con el elemento de
volumen determinado por hij. Esta expansión en serie puede realizarse utilizando
autofunciones complejas (es decir, a partir de una base de Fourier de ondas planas):

ϕ(t,~θ) =
1

(2π)3/2 ∑
~m
q~m(t) exp[i(~m ·~θ)]. (3.4)

Aquı́, ~m representa la tripleta de números enteros (m1, m2, m3), y ~m ·~θ = ∑3
i=1 miθi.

Debido a que el campo considerado es real, es necesario imponer las condiciones
de realidad q−~m(t) = (q~m(t))∗, donde el sı́mbolo ∗ denota la conjugación compleja.
Esta descomposición compleja es útil ya que cada tripleta ~m proporciona una re-
presentación irreducible del grupo de isometrı́a. El problema es que hay que tener
siempre presentes las condiciones de realidad.

El campo también puede descomponerse empleando una base de autofunciones
reales (es decir, en una expansión de Fourier de senos y cosenos):

ϕ(t,~θ) =
1

π3/2

3

∑
j=0

∑
~nj

[
q~nj

(t) cos(~nj ·~θ) + x~nj
(t) sen(~nj ·~θ)

]
. (3.5)

Aquı́, se ha definido la tripleta ~n0 = (n1, n2, n3), con ni ∈ N, mientras que el resto
de tripletas~nj se definen a partir de~n0 cambiando el signo del número nj. Es impor-
tante mencionar que, cuando la tripleta ~n0 contiene uno o más ceros, no todos los
modos {q~nj

, x~nj
} son independientes para todos los posibles valores de j, sino que

en realidad pueden representar el mismo modo. Se asumirá de ahora en adelante
que éstos están considerados únicamente una vez en la suma superior sin cambiar
ni complicar la notación introducida.
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Se descompone el momento del campo de la misma manera. De esta forma,
los coeficientes para sus modos reales satisfacen p~nj

= q̇~nj
, y y~nj

= ẋ~nj
(para las

contribuciones de coseno y seno respectivamente). En términos de los coeficientes
de Fourier de configuración y momento, los corchetes de Poisson no nulos están
dados por {q~nj

, p~n′j} = {x~nj
, y~n′j} = δ~nj~n′j

.

Las ecuaciones de campo dadas en (3.2) implican que los modos están des-
acoplados dinámicamente, obteniéndose unas ecuaciones del movimiento para sus
coeficientes de la forma

q̈~nj
+
[
ω2

n + s(t)
]

q~nj
= 0, ẍ~nj

+
[
ω2

n + s(t)
]

x~nj
= 0. (3.6)

Por lo tanto, las ecuaciones del movimiento para los modos únicamente depen-
den del correspondiente autovalor del operador de Laplace–Beltrami −ω2

n, el cual
está dado por ω2

n = n2
1 + n2

2 + n2
3. De ahora en adelante, se utilizará una notación

tal que el subı́ndice n será un número natural que ordenará el conjunto de estos
autovalores de forma que ω2

n < ω2
n′ si n < n′. Cada uno de estos autoespacios tiene

una degeneración gn dada por el número de modos independientes con un mismo
autovalor −ω2

n. En el caso de la topologı́a del tres-toro, la degeneración presenta
una dependencia complicada en la etiqueta n debido a la existencia de degeneración
accidental, dada por el hecho de que pueden existir distintas tripletas ~nj que lleven
al mismo autovalor.

3.1.2. Cuantización de Fock

Como ya se ha comentado en la introducción de esta tesis, una cuantización de
Fock queda determinada por la elección de una estructura compleja J. Con el fin de
analizar la cuantización de Fock de este sistema, se introduce una estructura com-
pleja inicial J0 que servirá como punto de partida. La estructura compleja inicial
que se tomará corresponde a la estructura que está naturalmente asociada al caso
de un campo de Klein–Gordon libre y sin masa. La estructura compleja J0 está com-
pletamente determinada por la métrica del tres-toro y puede definirse en términos
del operador de Laplace–Beltrami como

J0

(
ϕ

Pϕ

)
=

(
0 −(−h∆)−1/2

(−h∆)1/2 0

)(
ϕ

Pϕ

)
. (3.7)

Por construcción, J0 es invariante bajo el grupo de isometrı́as del tres-toro.

Volviendo a la descripción del sistema a partir de los modos, es conveniente
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introducir las variables de destrucción

a~nj
=

1√
2ωn

(ωnq~nj
+ ip~nj

), ã~nj
=

1√
2ωn

(ωnx~nj
+ iy~nj

), (3.8)

ası́ como las correspondientes variables de creación, que están dadas por las varia-
bles complejas conjugadas de las de destrucción, a∗~nj

y ã∗~nj
. De aquı́ en adelante, se

excluirá de la discusión el modo cero (es decir, el modo con ωn = 0). Nótese que, pe-
se a la exclusión de este modo, que puede ser cuantizado de forma independiente,
el sistema conserva las mismas propiedades originales en tanto en cuanto éste sigue
conteniendo infinitos grados de libertad. La acción de J0 sobre la base del espacio
de fases dada por estas variables de destrucción y creación es diagonal, y toma la
forma J0(a~nj

) = ia~nj
, J0(a∗~nj

) = −ia∗~nj
, y de forma análoga para ã~nj

y ã∗~nj
. Por lo tanto,

la variables introducidas son aquellas que van a ser promovidas a operadores de
destrucción y creación en la representación de Fock dada por J0.

La evolución de las variables de destrucción y creación desde un tiempo fijo t0

hasta cualquier otro tiempo t ∈ I está dada una transformación lineal U (t, t0) que
es diagonal por bloques, con bloques 2× 2 de la forma(

a~nj
(t)

a∗~nj
(t)

)
=

(
αn(t, t0) βn(t, t0)

β∗n(t, t0) α∗n(t, t0)

)(
a~nj

(t0)

a∗~nj
(t0)

)
, (3.9)

y de forma similar para (ã~nj
, ã∗~nj

). Debido a que las ecuaciones del movimiento (3.6)

dependen únicamente del valor de ω2
n, las funciones αn(t, t0) y βn(t, t0) son las mis-

mas para todas las variables de destrucción y creación contenidas en el mismo au-
toespacio del operador de Laplace–Beltrami. Además, como la evolución es una
transformación simpléctica, las funciones alfa y beta pueden interpretarse como
coeficientes de Bogoliubov. Por tanto, estos coeficientes cumplen, para todo tiempo
y modo, la relación |αn(t, t0)|2 − |βn(t, t0)|2 = 1.

3.2. Evolución unitaria

En esta sección se mostrará que, para la representación de Fock determinada
por la estructura compleja J0, la transformación de evolución es implementable de
forma unitaria.

Recuérdese que una transformación canónica lineal T puede ser implementada
como una transformación cuántica unitaria en la representación determinada por
una estructura compleja J si y solo si el conjunto de los coeficientes beta de Bogo-
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liubov son de cuadrado sumable, es decir:

3

∑
j=0

∑
~nj

2|β~nj
(t, t0)|2 = ∑

n
gn|βn(t, t0)|2 < ∞, ∀t ∈ I. (3.10)

Aquı́, se ha tenido en cuenta que existen dos modos (los asociados al seno y al
coseno) para cada tripleta ~nj. Estudiando las ecuaciones del movimiento (3.6) se
obtiene que el comportamiento asintótico para autovalores ω2

n grandes (o equiva-
lentemente para n grandes) de los coeficientes alfa y beta está dado por [105]

αn(t, t0) = e−iωn(t−t0) +O
(

1
ωn

)
, βn(t, t0) = O

(
1

ω2
n

)
, (3.11)

donde el sı́mboloO indica el orden asintótico. Para deducir estos comportamientos
asintóticos, la única condición que tiene que ser impuesta es que la primera deri-
vada de la función de masa s(t) sea integrable en todo subintervalo cerrado de I.
Haciendo uso de este resultado es inmediato ver que la condición (3.10) se satisface
si la secuencia {gn/ω4

n} es sumable (sobre n). Para comprobar la sumabilidad de es-
ta secuencia es necesario estudiar el comportamiento asintótico de la degeneración
gn para valores grandes de n. De la expresión de los autovalores es inmediato ver
que el conjunto de números enteros positivos {m; m ∈ N+} es un subconjunto de
los posibles autovalores. Teniendo en cuenta que 1/ω4

n es una función decreciente
de ωn y que la degeneración gn es estrictamente positiva, se puede ver de forma
sencilla que la condición de sumabilidad de la secuencia {gn/ω4

n} se satisface si la
secuencia {Dm/m4} es sumable, donde Dm es el número de autoestados cuyo au-
tovalor está contenido en el intervalo (m, m + 1]. El comportamiento asintótico de
Dm se puede obtener haciendo un análisis análogo al realizado en el estudio de la
radiación espectral clásica del cuerpo negro y que conduce a la ley de Rayleigh–
Jeans [135]. Cada tripleta (m1, m2, m3), con mi ∈ Z, determina de forma única un
autoestado con autovalor ω2

n = m2
1 + m2

2 + m2
3. Estas tripletas forman una red cúbi-

ca de paso uno en R3. Por lo tanto la “densidad media de autoestados”, definida
en R3 es igual a la unidad. De esta forma, el número de autoestados contenidos
en una esfera de radio m, que se denominará Nm, se aproxima asintóticamente pa-
ra valores grandes de m al volumen de la esfera, es decir Nm ' 4πm3/3. Por otra
parte Dm = Nm+1 − Nm, y por lo tanto se obtiene que Dm ∝ m2 cuando m → ∞.
Como resultado, la secuencia {Dm/m4} es sumable, la condición (3.10) se satisface
y, en consecuencia, la evolución del sistema es implementable de forma unitaria en
la representación de Fock determinada por J0.
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3.3. Unicidad de la representación de Fock

En esta sección se mostrará que todas las representaciones de Fock con un vacı́o
invariante bajo el grupo de isometrı́as del tres-toro y en las cuales la evolución es
implementable de forma unitaria son representaciones unitariamente equivalentes
a la obtenida a partir de la estructura compleja J0.

3.3.1. Caracterización de las representaciones invariantes

Primeramente se caracterizarán las estructuras complejas invariantes bajo el gru-
po de simetrı́as del tres-toro, formado por las transformaciones T~α. Aquı́ se mos-
trará la caracterización de las estructuras complejas invariantes utilizando la des-
composición del campo en modos reales. El análisis similar empleando la descom-
posición en el modos complejos, ası́ como la transformación que relaciona los mo-
dos complejos y reales, se presenta en el apéndice A. Una aplicación lineal en el
espacio de fases, como lo es la estructura compleja J, es invariante bajo una trans-
formación T~α si y solo si T−1

~α JT~α = J. Por otra parte, la acción de las transformacio-
nes T~α sobre los modos del campo puede obtenerse de forma sencilla a partir de la
transformación (activa) del campo y de la expresión (3.5). Se ve ası́ que

q′~nj
= cos(~nj ·~α)q~nj

− sen(~nj ·~α)x~nj
, x′~nj

= sen(~nj ·~α)q~nj
+ cos(~nj ·~α)x~nj

, (3.12)

obteniéndose un resultado análogo para la transformación de los modos del mo-
mento del campo, (p~nj

, y~nj
). Como se puede observar, estas transformaciones no

mezclan todos los modos, ni siquiera todos los contenidos en un mismo autoespa-
cio del operador de Laplace–Beltrami, sino que únicamente mezclan los pares de
modos con la misma etiqueta~nj. Por lo tanto, los subespacios invariantes bajo estas
transformaciones son bidimensionales, que, de hecho, es la dimensionalidad mı́ni-
ma posible para una representación real unitaria (no trivial) de un grupo Abeliano
compacto [136].

No es difı́cil identificar a partir de la expresión (3.12) que la acción de la trans-
formación T~α actúa sobre las variables {(q~nj

, x~nj
)} y {(p~nj

, y~nj
)} como el producto

de tres copias de matrices SO(2), una para cada dirección. De hecho, para cada tri-
pleta ~nj se obtiene una representación real diferente para este grupo. Por lo tanto,
todas las estructuras complejas invariantes han de ser diagonales por bloques, con
bloques 4× 4, que se denotarán como J~nj

. Además, cada bloque J~nj
estará compues-

to por cuatro bloques 2× 2: Jqq
~nj

, Jpq
~nj

, Jqp
~nj

y Jpp
~nj

, los cuales, debido a la condición de

invariancia T−1
~α JT~α = J, han de ser matrices reales cuya matriz simétrica asociada
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es proporcional a la identidad. Estos bloques 2× 2 definen las respectivos mapeos
entre las variables de configuración (q) y las de momento (p) para cada etiqueta~nj,
como se indica en la notación utilizada.

Una vez impuestas las condiciones de invariancia, aún quedan por imponer las
condiciones que J ha de cumplir para ser una estructura compleja, es decir, que su
cuadrado sea igual a menos la identidad, que preserve la estructura simpléctica y
que sea compatible con ella, en el sentido de que la composición de ambas pro-
porcione una aplicación bilineal definida positiva. Primeramente se impondrá la
condición de que la aplicación bilineal Ω(J·, ·) sea definida positiva. Esta condición
se traduce en que JT

~nj
Ω~nj

ha de ser una matriz simétrica definida positiva, para to-

dos los valores de ~nj. Aquı́, JT
~nj

denota la matriz transpuesta a J~nj
, mientras que los

bloques Ω~nj
de la estructura simpléctica [en la base {(q~nj

, x~nj
, p~nj

, y~nj
)}] están dados

por

Ω~nj
=

(
02×2 −I2×2

I2×2 02×2

)
, (3.13)

donde 02×2 y I2×2 son matrices 2× 2 que representan, respectivamente, la matriz
nula y la matriz identidad. Esta condición de positividad implica que los bloques
Jpq
~nj

y −Jqp
~nj

han de ser matrices simétricas definidas positivas, y que Jqq
~nj

= −Jpp
~nj

.
Por lo tanto, uniendo esta condición a la anterior de invariancia, se obtiene que
Jpq
~nj

= c(1)~nj
I2×2 y Jqp

~nj
= −c(2)~nj

I2×2, donde c(1)~nj
y c(2)~nj

son números reales positivos.

Finalmente, las condiciones que quedan por imponer a J para obtener una es-
tructura compleja invariante se traducen en las siguientes condiciones para los blo-
ques: JT

~nj
Ω~nj

J~nj
= Ω~nj

, para que J sea una transformación simpléctica, y J2
~nj

= −I4×4,
para que su cuadrado sea menos la identidad. Estas últimas condiciones, teniendo
en cuenta también las condiciones previas, llevan a que Jqq

~nj
= −Jpp

~nj
= ±c(3)~nj

I2×2, con

c(3)~nj
=

√
c(1)~nj

c(2)~nj
− 1 ≥ 0, por lo que, en particular se ha de cumplir que c(1)~nj

c(2)~nj
≥ 1.

Como resultado final, se obtiene que toda estructura compleja invariante ha de
ser diagonal por bloques en la base de modos reales, con bloques 4× 4 de la forma

J~nj
=

 ±c(3)~nj
I2×2 −c(2)~nj

I2×2

c(1)~nj
I2×2 ∓c(3)~nj

I2×2

, (3.14)

donde c(1)~nj
y c(2)~nj

son números positivos tales c(1)~nj
c(2)~nj
≥ 1, y c(3)~nj

=

√
c(1)~nj

c(2)~nj
− 1.

Con el propósito de comparar de forma sencilla toda estructura compleja inva-
riante J con la estructura compleja tomada inicialmente, J0, se introduce un cambio
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de base a la base formada por las variables de destrucción y creación seleccionadas
por J0, {(a~nj

, a∗~nj
, ã~nj

, ã∗~nj
)}, para las cuales los bloques 4× 4 de J0 son diagonales. Co-

mo resultado, se obtiene que toda estructura compleja invariante ha de ser diagonal
por bloques, con bloques 2× 2 que coinciden por pares, es decir

J~nj
=

(
J~nj

02×2

02×2 J~nj

)
, (3.15)

con

J~nj
= i

 c(2)~nj
+ c(1)~nj

ω2
n c(2)~nj

− c(1)~nj
ω2

n ± ic(3)~nj
ωn

−c(2)~nj
+ c(1)~nj

ω2
n ± ic(3)~nj

ωn −c(2)~nj
− c(1)~nj

ω2
n

 . (3.16)

De hecho, toda estructura compleja invariante J se puede obtener a partir de J0

como J = KJ0K−1, donde K es una transformación simpléctica [100]. Debido a que
J0 adopta la forma diagonal (J0)~nj

= diag{i,−i, i,−i}, la transformación simpléctica
K también tomará una forma diagonal por bloques, con bloques 4× 4 de la forma:

K~nj
=

(
K~nj

02×2

02×2 K~nj

)
, K~nj

=

(
κ~nj

λ~nj

λ∗~nj
κ∗~nj

)
, (3.17)

donde κ~nj
y λ~nj

son números complejos, que corresponden a los coeficientes alfa y
beta de la transformación de Bogoliubov dada por K. Por tanto |κ~nj

|2 − |λ~nj
|2 = 1,

∀~nj. Su relación con las constantes c(i)~nj
está dada por las ecuaciones

2|κ~nj
|2 = 1 + c(2)~nj

+ c(1)~nj
ω2

n, 2κ~nj
λ~nj

= −c(2)~nj
+ c(1)~nj

ω2
n ∓ ic(3)~nj

ωn. (3.18)

En particular, la fase para κ~nj
puede escogerse libremente. Por ejemplo, puede esco-

gerse tal que este coeficiente de Bogoliubov sea no negativo. Esta libertad de elec-
ción no afecta en los resultados posteriores.

3.3.2. Equivalencia de representaciones invariantes con evolución
unitaria

Una vez caracterizadas las estructuras complejas invariantes bajo el grupo de si-
metrı́a del tres-toro, se demostrará que todas aquéllas que permiten una implemen-
tación unitaria de la evolución dan lugar a representaciones unitariamente equiva-
lentes a la obtenida a partir de J0. Ya se ha visto que una estructura compleja inva-
riante J está relacionada con J0 a través de un simplectomorfismo K (que puede in-
terpretarse como un cambio de base de variables de destrucción y creación). Como
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consecuencia, se tiene que una transformación simpléctica R podrá implementarse
de forma unitaria con respecto a la estructura compleja J si y solo si la transfor-
mación K−1RK es implementable de forma unitaria con respecto a J0 [100]. Para el
caso de la transformación dinámica (3.9), se obtiene ası́ una “nueva” transforma-
ción K−1UK que puede interpretarse como la evolución de las nuevas variables de
destrucción y creación correspondientes a la estructura compleja J (pero expresada
en la base asociada a J0). Los nuevos coeficientes beta, que se denotarán como βJ

~nj
,

pueden expresarse en función de los coeficientes de Bogoliubov originales como

βJ
~nj
(t, t0) = (κ∗~nj

)2βn(t, t0)− (λ~nj
)2β∗n(t, t0) + 2iκ∗~nj

λ~nj
I[αn(t, t0)], (3.19)

donde I[·] representa la parte imaginaria. Ahora, los nuevos coeficientes beta de-
penden de la etiqueta~nj y no únicamente del autoespacio del operador de Laplace–
Beltrami.

Al igual que antes, la condición para la implementación unitaria es que el con-
junto de estos nuevos coeficientes beta de Bogoliubov sea de cuadrado sumable.
Teniendo en cuenta que, por una parte, el conjunto {βn(t, t0)} (incluyendo degene-
ración) es de cuadrado sumable y, por otra parte, |κ~nj

| ≥ 1 ∀~nj, no es difı́cil llegar

a la conclusión de que, si el conjunto {βJ
~nj
(t, t0)} es de cuadrado sumable, entonces

necesariamente lo es también el conjunto {z~nj
I[αn(t, t0)]}, con z~nj

= λ~nj
/κ∗~nj

. Recor-

dando la forma del comportamiento asintótico de los coeficientes αn(t, t0) para n
grande [105], esta condición implica que el conjunto{

z~nj
sen

[
ωn(t− t0) +

∫ t

t0

dt̄
s(t̄)
2ωn

]}
(3.20)

ha de ser de cuadrado sumable. Para obtener este último resultado, se ha supuesto
(como condición suficiente) que la segunda derivada de la función de masa s(t) es
integrable en todo subintervalo compacto del dominio temporal I. Realizando una
integración temporal sobre cualquiera de estos subintervalos para las sumas parcia-
les del conjunto anterior, y aplicando convenientemente el teorema de Luzin [137]
(lo cual es posible debido a que los elementos del conjunto analizado son funciones
medibles) se llega a la conclusión de que, para que el conjunto (3.20) sea de cuadra-
do sumable, es necesario que el conjunto {z~nj

= λ~nj
/κ∗~nj
} también lo sea. Con esto, y

teniendo en cuenta que |κ~nj
|2 = 1+ |λ~nj

|2, se sigue que {λ~nj
} es de cuadrado suma-

ble [105]. Sin embargo, la sumabilidad de los cuadrados de este último conjunto es
precisamente la condición para que la transformación simpléctica K sea implemen-
table de forma unitaria y, por lo tanto, la condición para la equivalencia unitaria de
las dos representaciones de Fock obtenidas a partir de J y J0. Ası́ pues, como conclu-
sión, toda representación de Fock invariante bajo el grupo de simetrı́as del tres-toro
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y que admite la implementación unitaria de la evolución es una representación de
Fock equivalente a la obtenida a partir de J0.

3.4. Unicidad de la descripción de campo

En esta sección se estudiará la ambigüedad introducida por la posibilidad de
escoger distintas descripciones iniciales para el par de variables canónicas para el
campo, relacionadas mediante transformaciones canónicas dependientes del tiem-
po en las que se realiza un escalado del campo. Como ya se ha comentado, esta am-
bigüedad aparece de forma natural en contextos cosmológicos, donde es habitual
realizar escalados dependientes del tiempo de los campos para absorber variacio-
nes debidas al fondo espaciotemporal (ya sea fı́sico, efectivo o auxiliar) en el que se
propaga. A pesar de que este tipo de transformaciones canónicas conducen descrip-
ciones a clásicas equivalentes, esto no es cierto en general desde el punto de vista
cuántico. Esto se debe a que no todas la transformaciones canónicas lineales pue-
den implementarse de forma unitaria en la teorı́a cuántica, y además éstas afectan
a la evolución de los campos, y por lo tanto a su posible implementación unitaria.
Aquı́ se mostrará que el criterio de imponer invariancia bajo las simetrı́as del tres-
toro e implementación unitaria de la evolución no solo selecciona una única clase
de equivalencia unitaria de representaciones de Fock para un campo que satisface
las ecuaciones (3.1), sino que también selecciona una única descripción canónica de
los campos.

3.4.1. Transformaciones canónicas dependientes del tiempo

Se considerará la familia de transformaciones lineales canónicas dependientes
del tiempo más general en la que el campo es escalado mediante una función de-
pendiente del tiempo, es decir, transformaciones de la forma:

φ = F(t)ϕ, Pφ =
Pϕ

F(t)
+ G(t)

√
hϕ. (3.21)

Nótese que estas transformaciones también contienen una redefinición del momen-
to del campo, dada por una contribución dependiente del tiempo proporcional a
la configuración del campo. Aquı́, las funciones F(t) y G(t) son funciones reales
que son (al menos) dos veces diferenciables, para ası́ preservar las formulación di-
ferencial de la teorı́a de campos. Además, para evitar la introducción de (nuevas)
singularidades, la función F(t) no debe anularse para ningún tiempo. Por otra par-
te, se asumirá sin perdida de generalidad que F(t0) = 1 y G(t0) = 0. Cualquier
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otra condición inicial para estas funciones puede obtenerse mediante una trans-
formación de la forma (3.21) pero con coeficientes constantes, en vez de funciones
dependientes del tiempo. Las representaciones de Fock asociadas a un nuevo par
canónico obtenido mediante una transformación con coeficientes constantes se pue-
den construir por linealidad a partir de las de los campos originales y, por lo tanto,
son representaciones que pueden considerarse idénticas. Esto también se aplica al
imponer el criterio de invariancia y evolución unitaria, ya que estas propiedades
son estables bajo transformaciones lineales canónicas independientes del tiempo.

Primeramente se introducirá la misma representación de Fock para el nuevo
par canónico (φ, Pφ) que la que se introdujo para el par original (ϕ, Pϕ), es decir, la
representación determinada por la estructura compleja J0. Los nuevos coeficientes
de Bogoliubov

(
ᾱn(t, t0), β̄n(t, t0)

)
que describen la evolución para las variables de

destrucción y creación obtenidas a partir del nuevo par canónico pueden escribirse
en función de los coeficientes originales, de la forma [105]

ᾱn(t, t0) = F+(t)αn(t, t0) + F−(t)β∗n(t, t0) + i
G(t)
2ωn

[αn(t, t0) + β∗n(t, t0)], (3.22)

β̄n(t, t0) = F+(t)βn(t, t0) + F−(t)α∗n(t, t0) + i
G(t)
2ωn

[βn(t, t0) + α∗n(t, t0)], (3.23)

donde se ha definido 2F±(t) = F(t) ± 1/F(t). Por otra parte, como se vio en la
sección previa para el par original, toda estructura compleja invariante J que pro-
porciona una representación de Fock invariante para el nuevo par de campos puede
obtenerse a partir de J0 a través de una transformación simpléctica K de la forma
dada en la expresión (3.17). Por lo tanto, con respecto a una estructura compleja in-
variante arbitraria J, los coeficientes beta asociados con el nuevo par canónico están
dados por

β̄J
~nj
(t, t0) = (κ∗~nj

)2β̄n(t, t0)− (λ~nj
)2β̄∗n(t, t0) + 2iκ∗~nj

λ~nj
I[ᾱn(t, t0)]. (3.24)

De la misma manera que antes, la evolución será unitariamente implementable si y
solo si el conjunto {β̄J

~nj
(t, t0)} es de cuadrado sumable para todos los tiempos en el

intervalo I.

En este punto, con el propósito de hacer más transparente el resto de los razo-
namientos, es conveniente cambiar la notación utilizada y reetiquetar los coeficien-
tes alfa y beta, ası́ como los coeficientes kappa y lambda, de la forma {β̄nln(t, t0)},
donde n, como antes, etiqueta el autoespacio del operador de Laplace–Beltrami,
mientras que ln = 1, · · · , gn etiqueta los distintos estados pertenecientes al mismo
autoespacio, es decir, los distintos valores de ~nj contenidos en dicho autoespacio,
e incluyendo además la doble degeneración original dada por la presencia de los
modos para el seno y el coseno.
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A continuación, se demostrará que la implementación unitaria de la dinámica es
posible únicamente si F(t) = 1 y G(t) = 0 para todo tiempo, es decir, únicamente
es posible para el par canónico original.

3.4.2. Unicidad en el escalado del campo

Se comenzará demostrando que, para obtener una evolución unitaria, se tiene
que cumplir F(t) = 1 para todo tiempo, es decir, que no se puede realizar un es-
calado dependiente del tiempo en el campo original. Para ello se considerarán las
secuencias (en n) {β̄J

nLn
(t, t0)}, obtenidas a partir del conjunto {β̄J

nln
(t, t0)}median-

te la elección para cada n de un único elemento arbitrario Ln ∈ {ln}. Es claro que si
el conjunto {β̄J

nln
(t, t0)} es de cuadrado sumable para todo tiempo, necesariamente

lo tiene que ser la secuencia {β̄J
nLn

(t, t0)}. Utilizando el comportamiento asintótico
de αn(t, t0) y βn(t, t0) dado en la expresión (3.24), teniendo en cuenta las ecuaciones
(3.22) y (3.23), y empleando que |κnln | ≥ 1 (∀nln), se deduce fácilmente que una
condición necesaria para que la secuencia estudiada sea de cuadrado sumable es
que los términos[

eiωn(t−t0) − z2
nLn

e−iωn(t−t0)
]

F−(t)− 2iznLn sen[ωn(t− t0)]F+(t) (3.25)

se anulen para todo tiempo en el lı́mite de n grande. Recuérdese que znln=λnln /κ∗nln .

Por otra parte, dado un autovalor fijo arbitrario ω2
n = ω̃2 del operador de

Laplace–Beltrami, todo número m2ω̃2, con m ∈ N+, es también un autovalor, ob-
tenido a partir de escalado en cada dirección por el mismo factor m. Debido a que
los términos dados en la expresión (3.25) han de tender a cero cuando ωn → ∞
(n → ∞), la secuencia construida restringiendo ωn al subconjunto mω̃ también de-
be anularse en el lı́mite m → ∞. Ahora, considerando un conjunto especı́fico de
tiempos t = t0 + 2πr/ω̃, donde r puede ser cualquier entero positivo que satisfaga
que t ∈ I, y llamando zm al valor de znLn cuando ωn = mω̃, se tiene que tanto la
parte real como la imaginaria de los términos (3.25), dadas respectivamente por(

1−R
[
z2

m

])
F−

(
t0 +

2πr
ω̃

)
, I

[
z2

m

]
F−

(
t0 +

2πr
ω̃

)
, (3.26)

han de tender a cero cuando m tiende a infinito para todos los posibles valores
de r y de ω̃. Aquı́ R[·] denota la parte real. Por otra parte, puede demostrarse
que [102, 105] si los términos (3.25) tienden a cero, entonces es imposible que las
secuencias {1 +R[z2

m]} y {I[z2
m]} tiendan a cero simultáneamente en el lı́mite de m

grande. Por tanto, la única posibilidad es que F−(t0 + 2πr/ω̃) se anule para todo r
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y ω̃. Teniendo en cuenta que la función F(t) es una función continua y que el sub-
conjunto de tiempos {t0 + 2πr/ω̃} (r ∈ N+ y ω̃ ∈ {ωn} ) es denso en I, entonces
se concluye que F(t) es necesariamente la función unidad para todo el intervalo
temporal considerado.

3.4.3. Unicidad en la definición del momento

Una vez se ha mostrado que no es posible realizar un escalado dependiente del
tiempo del campo original si se quiere obtener una evolución unitaria, ahora se
probará que tampoco es posible realizar una redefinición (dependiente del tiempo)
del momento del campo mediante de la función G(t). Es decir, para obtener una
evolución unitaria la función G(t) debe anularse para todo el intervalo temporal.
Para ello, se considerará de nuevo la condición de sumabilidad (del modulo al cua-
drado) del conjunto {β̄J

nln
(t, t0)} para todo tiempo, que es condición necesaria y

suficiente para que la evolución sea implementable de forma unitaria. Dado que ya
se ha demostrado que F(t) ha de ser la función unidad, se hará uso explı́citamente
de este resultado en lo que sigue. Al igual que antes, como |κnln | ≥ 1 ∀n, ∀ln, si
el conjunto {β̄J

nln
(t, t0)} es de cuadrado sumable, necesariamente lo será el conjun-

to {β̄J
nln

(t, t0)/(κ∗nln)
2}. Recordando que la secuencia {√gnβn(t, t0)} es de cuadrado

sumable (ya que la dinámica es unitaria con respecto a J0), y utilizando el comporta-
miento asintótico de αn(t, t0) y que |znln | ≤ 1, no es difı́cil comprobar que entonces
el conjunto {Anln(t, t0)} ha de ser de cuadrado sumable para todo tiempo, donde

Anln = 2|znln |I [αn] +
G(t)
2ωn

[
ei(ωnτ−δnln ) + |znln |

2e−i(ωnτ−δnln ) + 2|znln | cos(ωnτ)
]
.

(3.27)
Aquı́, se ha definido znln = |znln |eδnln y τ = t − t0. Considérese ahora el conjunto
{Anln(t, t0)/ωn}, el cual también ha de ser de cuadrado sumable, pues ωn → ∞.
De esta forma, utilizando el hecho ya demostrado de que la secuencia {gn/ω4

n} es
sumable, se sigue que el conjunto {|znln |I[αn(t, t0)]/ωn} ha de ser de cuadrado su-
mable. Esto implica que lo mismo tiene que cumplirse para el conjunto {|znln |/ωn},
como puede demostrarse mediante una integración temporal sobre un intervalo
conveniente y la aplicación del teorema de Luzin, de forma similar a la comentada
en la sección 3.3.2.

Teniendo en cuenta este resultado y la expresión de los términos Anln(t, t0), se
llega a que el conjunto formado por los términos

Bnln(t, t0) = 2|znln |I [αn(t, t0)] +
G(t)
2ωn

ei(ωnτ−δnln ), (3.28)
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tiene que ser de cuadrado sumable. Tomando ahora las partes reales e imaginarias
de estas cantidades, las cuales han de ser por su parte de cuadrado sumable, se
concluye que, o bien la función G(t) se anula para todo tiempo, o bien la secuencia
{gn/ω2

n} es sumable. Para concluir esto basta con realizar una integración tempo-
ral adecuada sobre cualquier subintervalo donde la función continua G(t) difiera
de cero [111]. Sin embargo, la suma de la secuencia {gn/ω2

n} diverge. Esto puede
verse acotando inferiormente esta suma por la suma sobre los enteros positivos da-
da por Dm/(m + 1)2, la cual diverge ya que, como se demostró, el comportamiento
asintótico de Dm es de la forma Dm ∝ m2. Como conclusión, la función G(t) ha de
ser la función nula para poder obtener evolución unitaria.

En resumen, se ha mostrado que una representación de Fock con un vacı́o in-
variante bajo las isometrı́as del tres-toro y con evolución unitaria únicamente pue-
de obtenerse a partir del par canónico original, el cual satisface las ecuaciones del
movimiento (3.1), no siendo posibles ni escalados del campo ni redefiniciones del
momento a través de funciones dependientes del tiempo.

3.5. Discusión

En este capı́tulo se han estudiado dos tipos de ambigüedades que afectan a la
cuantización de Fock para un campo escalar en escenarios cosmológicos y que lle-
van a teorı́as cuánticas unitariamente inequivalentes, imposibilitando ası́ que se ob-
tengan predicciones fı́sicas robustas. Una de estas ambigüedades está relacionada
con la elección inicial de un par canónico para el campo entre todos los pares relacio-
nados por transformaciones canónicas dependientes del tiempo que contienen un
escalado del campo y permiten la inclusión de una contribución lineal dependiente
del tiempo proporcional al campo de configuración en el nuevo momento. El otro
tipo de ambigüedad que se ha analizado corresponde a la selección de una repre-
sentación de Fock para las relaciones canónicas de conmutación del par canónico
elegido, entre las infinitas posibilidades unitariamente inequivalentes.

Más especı́ficamente, se ha estudiado la cuantización de Fock de un campo es-
calar que, después del posible escalado, satisface unas ecuaciones de tipo Klein–
Gordon con una masa dependiente del tiempo en un espaciotiempo (fı́sico, auxiliar
o efectivo) estático con secciones espaciales con la topologı́a del tres-toro. Se ha
mostrado que las dos clases de ambigüedades consideradas se eliminan al utilizar
un criterio que impone dos requisitos a la cuantización de Fock. Como primer re-
quisito, se ha impuesto que el vacı́o que define la representación de Fock (y por
lo tanto la estructura compleja asociada) sea invariante bajo las simetrı́as del tres-
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toro. Como segundo requisito se exige la implementación unitaria de la dinámica
del campo. Estos requisitos corresponden a imponer propiedades fı́sicamente muy
razonables y deseables en la teorı́a cuántica obtenida. En particular, la renuncia a la
evolución unitaria da lugar a problemas con la interpretación convencional proba-
bilı́stica de la mecánica cuántica. Como resultado de imponer este criterio, por una
parte, se selecciona una única clase equivalencia unitaria de representaciones de
Fock, en la cual está contenida aquélla naturalmente asociada a un campo escalar
libre sin masa. Por otra parte, el par canónico que se va a cuantizar queda com-
pletamente determinado como el que cumple las ecuaciones de Hamilton dadas en
(3.1), no siendo posible ni un escalado del campo ni una redefinición del momento
mediante funciones dependientes del tiempo. Es importante mencionar que, para
obtener estos resultados, únicamente es necesario que la función de masa depen-
diente del tiempo cumpla (como condición suficiente) que su segunda derivada sea
integrable en todo subintervalo de tiempo compacto. Esta conclusión se aplica para
todo posible dominio temporal para la evolución del campo siempre y cuando sea
un intervalo de la recta real, y en particular puede ser acotado.

La importancia de los resultados presentados en este capı́tulo reside en su apli-
cación a sistemas cosmológicos con relevancia fı́sica. De hecho, las observaciones
actuales indican que nuestro universo es a gran escala (aproximadamente) homogé-
neo e isótropo, y favorecen espaciotiempos cosmológicos con secciones espaciales
planas [138–141]. Por otra parte, el hecho de considerar secciones espaciales com-
pactas no supone una restricción seria, ya que, más allá de cierta escala cosmológi-
ca relacionada con el radio de Hubble, las interacciones fı́sicas no deben de tener
efectos relevantes. De esta forma, la fı́sica no debe alterarse de manera importan-
te al considerar una escala de compactificación mayor que la escala cosmológica.
Ası́ pues, estos resultados se aplican, por ejemplo, al estudio de la cuantización de
campos materiales propagándose en espaciotiempos de FRW planos, que descri-
ben a gran escala el universo. Un ejemplo aún más importante de aplicación de
estos resultados es en el estudio de perturbaciones cosmológicas en el contexto de
modelos inflacionarios proporcionados por un campo escalar masivo mı́nimamen-
te acoplado a un fondo de FRW plano. De hecho, para la descripción de las per-
turbaciones escalares en este tipo de modelos mediante la variable de Mukhanov–
Sasaki [95, 96], se obtienen unas ecuaciones de campo como las estudiadas en este
capı́tulo. Aplicando los resultados expuestos, se puede determinar una única des-
cripción cuántica de Fock para estos sistemas de gran interés fı́sico, alcanzando
ası́ una teorı́a cuántica cuyas predicciones sean sólidas y robustas.
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Capı́tulo 4

Campo escalar en de Sitter: Evolución
unitaria y equivalencias entre vacı́os

En este capı́tulo se estudiará la cuantización de Fock para un campo escalar, tan-
to masivo como sin masa, mı́nimamente acoplado, definido en un espaciotiempo de
tipo de Sitter. En particular, se estudiará la posibilidad de obtener una cuantización
de Fock en la cual la evolución del campo sea implementable de forma unitaria. Se
mostrará que, al contrario de lo que se habı́a afirmado anteriormente en la literatu-
ra [142], se puede obtener una evolución unitaria mediante el escalado del campo
a través del factor conforme y una redefinición adecuada del momento del cam-
po. Con ello, la cuantización con evolución implementable de forma unitaria queda
seleccionada de forma única (salvo equivalencia unitaria) al imponer también su
invariancia bajo las simetrı́as espaciales en de Sitter.

Por otra parte, se estudiará la relación entre el vacı́o seleccionado de esta mane-
ra y otros estados de vacı́o frecuentemente utilizados para el campo escalar en de
Sitter. En concreto, se estudiará la equivalencia de este vacı́o con estados de vacı́o
seleccionados a partir del criterio de Hadamard. En particular, para el caso de un
campo escalar masivo, se estudiará su equivalencia con el vacı́o de Bunch–Davies
(o vacı́o euclı́deo). Además, para un campo escalar sin masa, se discutirá su equi-
valencia con la familia de vacı́os unitariamente equivalentes de Allen–Folacci.

Por último, también se estudiará explı́citamente la equivalencia unitaria del es-
tado de vacı́o seleccionado mediante el criterio de evolución unitaria e invariancia
bajo simetrı́a espacial con los estados de vacı́o adiabáticos [143].
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4.1. El modelo: campo escalar libre en un espaciotiem-
po de tipo de Sitter

El espaciotiempo conocido como de Sitter un espaciotiempo máximamente simé-
trico con curvatura constante positiva. Tiene una topologı́a R×S3 (donde S3 denota
la tres-esfera) y puede ser visto como un hiperboloide

− x2
0 + x2

1 + x2
2 + x2

3 + x2
4 = H−2 (4.1)

embebido en un espacio plano de cinco dimensiones (véase, por ejemplo, [84, 90]).
La constante H está relacionada con la curvatura del espaciotiempo a través de la
relación r = 12H2.

Un sistema de coordenadas (t, χ, θ, σ) que cubren completamente el espacio-
tiempo considerado puede definirse como

x0 = H−1 senh(Ht), −∞ < t < ∞, (4.2)

x1 = H−1 cosh(Ht) cos(χ), 0 ≤ χ ≤ π, (4.3)

x2 = H−1 cosh(Ht) sen(χ) cos(θ), 0 ≤ θ ≤ π, (4.4)

x3 = H−1 cosh(Ht) sen(χ) sen(θ) cos(σ), 0 ≤ σ < 2π, (4.5)

x4 = H−1 cosh(Ht) sen(χ) sen(θ) sen(σ). (4.6)

Para las coordenadas introducidas, la métrica para este espaciotiempo toma la for-
ma

ds2 = −dt2 + H−2 cosh2(Ht){dχ2 + sen2(χ)[dθ2 + sen2(θ)dσ2]}. (4.7)

Por otra parte, el espaciotiempo de Sitter es conforme al espaciotiempo estático con
topologı́a R × S3. Para ver esto, basta con introducir el tiempo conforme, el cual
está dado a partir del tiempo propio por

η = 2 arctan
(

eHt
)

, η ∈ (0, π) . (4.8)

En estas nuevas coordenadas, la métrica toma la forma

ds2 = a2(η){−dη2 + dχ2 + sen2(χ)[dθ2 + sen2(θ)dσ2]}, (4.9)

donde se reconoce la métrica del universo estático multiplicada por el factor con-
forme dependiente del tiempo,

a(η) =
1

H sen η
. (4.10)
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Se considerará la propagación de un campo escalar real φ, mı́nimamente acopla-
do y con una masa m. Este campo escalar estará sujeto a la ecuación dinámica de
campo (

�−m2
)

φ = 0, (4.11)

donde � representa el d’Alambertiano asociado a la métrica espaciotemporal. En
las coordenadas consideradas inicialmente (t, χ, θ, σ), esta ecuación de campo toma
la forma

∂2
t φ + 3H tanh(Ht)∂tφ +

(
− ∆

a2 + m2
)

φ = 0, (4.12)

donde ∆ denota el operador de Laplace–Beltrami definido en la tres-esfera. En esta
situación, realizando un escalado del campo de la forma

ϕ = aφ (4.13)

y utilizando el tiempo conforme, se obtiene la siguiente ecuación dinámica para el
campo escalado

ϕ̈ +
[
−∆ + (m2 − 2H2)a2 + 1

]
ϕ = 0. (4.14)

En este capı́tulo, el punto denota la derivada con respecto al tiempo conforme η. Es
importante mencionar que esta última ecuación no contiene términos de amortigua-
miento, es decir, términos con primeras derivadas temporales del campo escalado.

La densidad lagrangiana correspondiente al campo ϕ, que se obtiene a partir
de la estándar para el campo original, y que lleva a las ecuaciones (4.14), está dada
(salvo derivadas totales del tiempo) por

L =
1
2

[
(ϕ̇)2 − (∇ϕ)2 −

(
m2a2 − ä

a

)
ϕ2
]

, (4.15)

donde ∇ representa el gradiente en la tres-esfera. Ası́ pues, el momento canónica-
mente conjugado al campo ϕ puede tomarse como

Pϕ = ϕ̇. (4.16)

De forma alternativa, se podrı́a haber empezado por una formulación hamiltoniana
a partir del par de campos canónicos (φ, Pφ = a3∂tφ) y realizar la transformación
canónica dependiente del tiempo dada por

ϕ = aφ, Pϕ =
Pφ

a
+ ȧφ. (4.17)

El campo ϕ (ası́ como su momento Pϕ) se puede descomponer en términos de
los autoestados del operador de Laplace–Beltrami para la tres-esfera:

ϕ = ∑
k,`,m

qk`mYk`m, (4.18)
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donde Yk`m son los armónicos hiperesféricos para la tres-esfera, los cuales satisfacen
la ecuación de autovalores

∆Yk`m = −k(k + 2)Yk`m. (4.19)

El conjunto de armónicos hiperesféricos proporciona una base ortonormal para el
espacio de funciones de cuadrado integrable definidas en la tres-esfera. En estas
últimas expresiones, k es un número entero que toma valores entre 0 y ∞, ` varı́a
entre 0 y k, y m toma valores desde −` hasta ` (véase, por ejemplo, [144, 145]). En
lo sucesivo, se utilizará la notación qk para denotar de forma colectiva todos los
modos qk`m que corresponden al mismo valor de k.

Sustituyendo en la ecuación (4.14) la descomposición del campo introducida y
haciendo uso de las condiciones de ortonormalidad de los armónicos hiperesféri-
cos, se llega a las siguientes ecuaciones de movimiento para cada modo:

q̈k +

[
(k + 1)2 +

m̃2 − 2
sen2 η

]
qk = 0, (4.20)

donde se ha definido m̃ = m/H. Estas ecuaciones del movimiento únicamente de-
penden de la etiqueta k de los modos, por lo que todos los modos pertenecientes
al mismo autoespacio del operador de Laplace–Beltrami tienen la misma dinámi-
ca. Por otra parte, a partir de la definición del momento (4.16), y utilizando una
descomposición análoga a la realizada para el campo de configuración, se obtiene
que los momentos canónicamente conjugados pk de las variables de los modos qk

satisfacen la ecuación pk = q̇k.

La solución general de las ecuaciones del movimiento (4.20) es bien conocida. De
hecho, utilizando el cambio del variables qk = (sen η)1/2 f (− cos η), está ecuación
se transforma en(

1− y2
) d2 f

dy2 − 2y
d f
dy

+

[
(k + 1)2 − 1

4
− 1

1− y2

(
9
4
− m̃2

)]
f (y) = 0, (4.21)

donde y = − cos η. Esta nueva ecuación corresponde a una ecuación de Legendre
de grado ν = k + 1/2 y orden µ = (9/4− m̃2)1/2. Sus soluciones linealmente in-
dependientes están dadas por la funciones del Legendre asociadas Pµ

ν y Qµ
ν (véase,

por ejemplo, [146,147]). La solución general de las ecuaciones del movimiento (4.20)
adopta pues la expresión

qk(η) = Ak
√

sen ηPµ
ν (− cos η) + Bk

√
sen ηQµ

ν (− cos η), (4.22)

donde Ak y Bk son constantes complejas arbitrarias.
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En el formalismo canónico, la solución general de las correspondientes ecuacio-
nes hamiltonianas,

q̇k = pk, ṗk = −
[
(k + 1)2 + (m̃2 − 2) sen−2 η

]
qk, (4.23)

puede escribirse en forma matricial como(
qk

pk

)
= Mk(η)

(
Ak

Bk

)
, Mk(η) =

(
Rµ

ν (− cos η) Sµ
ν (− cos η)

Ṙµ
ν (− cos η) Ṡµ

ν (− cos η)

)
, (4.24)

donde las funciones Rµ
ν y Sµ

ν están definidas a partir de las funciones asociadas de
Legendre de la forma

Rµ
ν (− cos η) =

√
sen ηPµ

ν (− cos η), Sµ
ν (− cos η) =

√
sen ηQµ

ν (− cos η). (4.25)

Haciendo uso de las relaciones de recurrencia para las derivadas de las funciones
de Legendre asociadas,

dPµ
ν (y)
dy

=
1

y2 − 1
[νyPµ

ν (y)− (ν + µ)Pµ
ν−1(y)], (4.26)

y equivalentemente para Qµ
ν [146, 147], se pueden expresar las derivadas tempora-

les, Ṙµ
ν (− cos η) y Ṡµ

ν (− cos η), como

Ṙµ
ν (− cos η) =

1
√

sen η

[(
ν +

1
2

)
cos η Pµ

ν (− cos η) + (ν + µ)Pµ
ν−1(− cos η)

]
, (4.27)

Ṡµ
ν (− cos η) =

1
√

sen η

[(
ν +

1
2

)
cos η Qµ

ν (− cos η) + (ν + µ)Qµ
ν−1(− cos η)

]
. (4.28)

Por otra parte, se pueden escribir todos los elementos de la matriz Mk(η) en térmi-
nos de funciones con argumento cos η en vez de − cos η haciendo uso de las rela-
ciones [147]

Pµ
ν (−x) = cos[(ν + µ)π]Pµ

ν (x)− 2
π

sen[(ν + µ)π]Qµ
ν (x), (4.29)

Qµ
ν (−x) = − cos[(ν + µ)π]Qµ

ν (x)− π

2
sen[(ν + µ)π]Pµ

ν (x). (4.30)

Estas relaciones, dada la definición de Rµ
ν y Sµ

ν , también son válidas reemplazando
Pµ

ν (±x) por Rµ
ν (±x) y Qµ

ν (±x) por Sµ
ν (±x).

La evolución temporal desde un tiempo de referencia arbitrario η0 a cualquier
otro tiempo η está dada por la transformación canónica(

qk(η)

pk(η)

)
= Uk(η0, η)

(
qk(η0)

pk(η0)

)
, (4.31)

donde Uk(η0, η) = Mk(η)M−1
k (η0).
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4.2. Cuantización con evolución unitaria

En esta sección se mostrará que es posible encontrar una cuantización de Fock
que permite la implementación unitaria de la dinámica del campo ϕ, es decir, la im-
plementación unitaria de todas las transformaciones de la forma (4.31), para valores
arbitrarios de η y η0.

4.2.1. Cuantización de Fock

Como ya se ha mencionado, una cuantización de Fock está definida mediante la
elección de una estructura compleja en el espacio de fases, que a su vez determina
el conjunto de variables de destrucción y creación (salvo cambios irrelevantes que
no mezclan ambos conjuntos). En el caso considerado, se introducen las siguientes
variables (complejas) clásicas de destrucción y creación

ak =
1√
2ωk

(ωkqk + ipk) , a∗k =
1√
2ωk

(ωkqk − ipk) , (4.32)

donde la frecuencia ωk se escoge de forma que coincide con la parte independiente
del tiempo en las ecuaciones (4.20), es decir ωk = k + 1. Como es habitual, estas
variables de destrucción y creación satisfacen los corchetes de Poisson canónicos
{ak, a∗k′} = iδk,k′ .

Declarando ahora que las variables ak y a∗k han de ser cuantizadas como ope-
radores de destrucción y creación, respectivamente, se selecciona una cuantización
de Fock particular. Expresado de otra forma, la estructura compleja J que deter-
mina la cuantización de Fock especı́fica está definida de forma que J(ak) = iak y
J(a∗k) = −ia∗k. A partir de la estructura compleja J se puede obtener la cuantización
del sistema [73] de la manera explicada en la sección 2.1.

La evolución clásica del sistema, escrita en términos de la variables ak y a∗k, toma
la expresión(

ak(η)

a∗k(η)

)
= Uk(η0, η)

(
ak(η0)

a∗k(η0)

)
= TkUk(η0, η)T−1

k

(
ak(η0)

a∗k(η0)

)
, (4.33)

donde Tk es la matriz correspondiente al cambio de variables (4.32) y está dada por

Tk =
1√
2ωk

(
ωk i
ωk −i

)
. (4.34)
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Debido a que las transformaciones de evolución Uk(η0, η) son transformaciones
canónicas lineales, éstas necesariamente consisten en una transformación de Bo-
goliubov, por lo que pueden escribirse como

Uk(η0, η) =

(
αk(η0, η) βk(η0, η)

β∗k(η0, η) α∗k(η0, η)

)
, (4.35)

donde los coeficientes lineales y antilineales de la transformación, denotados como
αk(η0, η) y βk(η0, η) respectivamente, cumplen la relación

|αk(η0, η)|2 − |βk(η0, η)|2 = 1, (4.36)

independientemente de los valores especı́ficos de k, η0 y η.

4.2.2. Evolución unitaria

Como ya se mencionó, la condición necesaria y suficiente para que la trans-
formación dinámica sea implementable de forma unitaria en la representación de
Fock escogida es que el conjunto de sus coeficientes antilineales de Bogoliubov sea
de cuadrado sumable [82, 83]. Por lo tanto, para todos los tiempos η0 y η, se ha de
cumplir que

∞

∑
k=0

k

∑
`=0

`

∑
m=−`

|βk(η0, η)|2 =
∞

∑
k=0

(k + 1)2|βk(η0, η)|2 < ∞, (4.37)

donde el factor de degeneración (k + 1)2 da cuenta de todos los grados de libertad
que tienen la misma dinámica. Recordando que la expresión de la transformación
de evolución para las variables de destrucción y creación está dada por

Uk(η0, η) = TkUk(η0, η)T−1
k = Tk Mk(η)M−1

k (η0)T−1
k , (4.38)

y usando las definiciones de las matrices Mk y Tk, proporcionadas respectivamente
en las fórmulas (4.24) y (4.34), se consigue la siguiente expresión para los coeficien-
tes antilineales de Bogoliubov

βk(η0, η) =
Γ
(

ν−µ+2
2

)
Γ
(

ν−µ+1
2

)
22µ+1Γ

(
ν+µ+2

2

)
Γ
(

ν+µ+1
2

)
×
[

∆Rµ
ν Ṡµ

ν − ∆Sµ
ν Ṙµ

ν + i
∆Ṙµ

ν Ṡµ
ν

ωk
+ iωk∆Sµ

ν Rµ
ν

]
, (4.39)

71
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donde se ha introducido la notación

∆Fµ
ν Gµ

ν = Fµ
ν (− cos η)Gµ

ν (− cos η0)− Gµ
ν (− cos η)Fµ

ν (− cos η0), (4.40)

y Fµ
ν y Gµ

ν denotan cualquiera de las funciones {Rµ
ν , Sµ

ν , Ṙµ
ν , Ṡµ

ν}. Además, para ob-
tener esta expresión para los coeficientes beta, y en particular para el cálculo de la
matriz inversa M−1

k , se ha utilizado que

det Mk(η) = sen2ηW{Pµ
ν (− cos η), Qµ

ν (− cos η)} =
22µΓ

(
ν+µ+2

2

)
Γ
(

ν+µ+1
2

)
Γ
(

ν−µ+2
2

)
Γ
(

ν−µ+1
2

) ,

(4.41)
donde W{·, ·} denota el Wronskiano. Considerando las propiedades de transfor-
mación de las funciones asociadas de Legendre bajo el cambio de signo del argu-
mento, dadas en las expresiones (4.29) y (4.30), se ve que

∆Rµ
ν Ṡµ

ν = Ṡµ
ν (cos η)Rµ

ν (cos η0)− Rµ
ν (cos η)Ṡµ

ν (cos η0), (4.42)

y de forma análoga para ∆Rµ
ν Ṡµ

ν , ∆Ṙµ
ν Ṡµ

ν y ∆Rµ
ν Sµ

ν ; es decir, un cambio de signo en el
argumento de estas expresiones lleva simplemente a un cambio de signo global.

El cumplimiento de la condición de sumabilidad (4.37) depende del comporta-
miento asintótico de las funciones βk(η0, η) para valores grandes de k. A su vez,
este comportamiento depende del de las funciones Rµ

ν y Sµ
ν para valores grandes

de v = k + 1/2, y que está dado por el comportamiento ultravioleta de las funcio-
nes asociadas de Legendre Pµ

ν y Qµ
ν . Las funciones asociadas de Legendre pueden

expandirse como [147]:

Pµ
ν (cos η) =

√
2
π

Γ(ν + µ + 1)
√

sen η

×
∞

∑
j=0

Γ(µ + j + 1/2) cos
[
(ν + j + 1/2) η + π

4 (2j− 1) + µπ
2

]
Γ(µ− j + 1/2) Γ(j + 1) Γ(ν + j + 3/2) (2 sen η)j , (4.43)

Qµ
ν (cos η) =

√
2
π

Γ(ν + µ + 1)
√

sen η

×
∞

∑
j=0

Γ(µ + j + 1/2) cos
[
(ν + j + 1/2) η − π

4 (2j− 1) + µπ
2

]
(−1)j Γ(µ− j + 1/2) Γ(j + 1) Γ(ν + j + 3/2) (2 sen η)j . (4.44)

Estas expresiones proporcionan expansiones asintóticas para ν → ∞ (hasta un or-
den arbitrario) válidas no solo para valores reales del parámetro µ, sino también
para valores complejos. De esta forma, el rango de validez de estas expansiones
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asintóticas cubre todos el conjunto de valores posibles de la masa del campo m,
incluyendo por supuesto el caso sin masa (µ = 3/2).

Como ya se ha indicado, tanto las funciones Rµ
ν y Sµ

ν como sus derivadas tem-
porales estás determinadas por las funciones asociadas de Legendre, por lo que,
empleando las expresiones asintóticas para éstas, se pueden obtener expresiones
asintóticas para los términos de la forma ∆Fµ

ν Gµ
ν y, por tanto, una expresión asintóti-

ca para los coeficientes beta de Bogoliubov. Como resultado se llega a

βk(η, η0) = −
Γ
(

2k−2µ+5
4

)
Γ
(

2k−2µ+3
4

)
22µ+1Γ

(
2k+2µ+5

4

)
Γ
(

2k+2µ+3
4

) Γ2 (k + µ + 3/2)
Γ (k + 1) Γ (k + 2) ∑

j=0
Bj(η, η0),

(4.45)
donde se ha usado que ν = k + 1/2. Aquı́, las funciones Bj(η, η0) tienen un com-

portamiento asintótico de la forma O(ω−j
k ). Utilizando la formula de Stirling para

el comportamiento asintótico de la función Gamma [146],

Γ(z + 1) ∼
√

2πz (z/e)z , (4.46)

se obtiene que el coeficiente independiente del tiempo que multiplica a las funcio-
nes Bj(η, η0) en la expresión (4.45) tiene un comportamiento asintótico de la forma
O(1). Por lo tanto, las funciones beta tendrán el mismo comportamiento ultraviole-
ta que la primera de las funciones Bj(η, η0) que no se anule. Ahora bien, se puede
demostrar que las funciones B0(η, η0) y B1(η, η0) se anulan, por lo que las funcio-
nes beta tiene un comportamiento asintótico de (al menos) O(ω−2

k ) ∼ O(k−2).

La función B0(η, η0) se obtiene utilizando la ecuación (4.39) y considerando úni-
camente las respectivas contribuciones asintóticas dominantes de los términos de
la forma ∆Fµ

ν Gµ
ν , las cuales se consiguen a su vez considerando las contribuciones

asintóticas dominantes de las funciones Rµ
ν y Sµ

ν y de sus derivadas temporales.
Teniendo en cuenta esto, y haciendo uso de relaciones trigonométricas, se ve que

B0(η, η0) =− sen [(k + 1)(η+η0) + µπ] + sen [(k + 1)(η+η0) + µπ]

+i cos [(k + 1)(η+η0) + µπ]− i cos [(k + 1)(η+η0) + µπ] = 0. (4.47)

Por otra parte, la expresión para la función B1(η, η0) puede obtenerse de la misma
manera pero considerando las respectivas primeras contribuciones asintóticas sub-
dominantes de los términos de la forma ∆Fµ

ν Gµ
ν , las cuales se deducen a partir de

los productos cruzados entre las respectivas contribuciones dominantes y primeras
contribuciones subdominantes de las funciones Rµ

ν , Sµ
ν y sus derivadas temporales.

Al igual que antes, desarrollando y haciendo uso de relaciones trigonométricas, se
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alcanza la expresión
8(k+1)
4µ2−1 B1(η, η0)

=
1

sen η
{cos [(k + 2)η + (k + 1)η0 + µπ]− cos [(k + 2)η + (k + 1)η0 + µπ]

− i sen [(k + 2)η + (k + 1)η0 + µπ] + i sen [(k + 2)η + (k + 1)η0 + µπ]}

+
1

sen η0
{cos [(k + 1)η + (k + 2)η0 + µπ]− cos [(k + 1)η + (k + 2)η0 + µπ]

− i sen [(k + 1)η + (k + 2)η0 + µπ] + i sen [(k + 1)η + (k + 2)η0 + µπ]} = 0.

(4.48)

Ası́ pues, ambas funciones B0(η, η0) y B1(η, η0) se anulan como ya se habı́a antici-
pado, y el comportamiento asintótico de las funciones beta está dado por la función
B2(η, η0) (asumiendo que ésta no se anula). Por tanto, las funciones βk(η, η0) tie-
nen un orden asintóticoO(k−2) para k grande, para todos los tiempos η y η0. Como
resultado, la condición de sumabilidad (4.37) se satisface y, por ende, la evolución
dinámica es implementable de forma unitaria en la representación de Fock defini-
da por la estructura compleja considerada J. Es importante resaltar que, dado que
J únicamente depende del operador de Laplace–Beltrami, ésta es invariante con
respecto a las simetrı́as espaciales en de Sitter, dadas por el grupo O(4). Conse-
cuentemente, el vacı́o de la representación de Fock considerada es invariante bajo
este grupo.

El resultado aquı́ obtenido está en completo acuerdo con los resultados más ge-
nerales de las referencias [105, 108], en las que se estudia el criterio introducido en
el capı́tulo anterior para seleccionar una única clase de equivalencia unitaria de
cuantizaciones de Fock para campos escalares en espaciotiempos con secciones es-
paciales isomorfas a la tres-esfera. Además, este criterio, al igual que para el caso
de secciones espaciales tres-toroidales, selecciona una única descripción canónica
para el campo lineal entre todas aquéllas relacionadas a través de una transforma-
ción canónica que incluye un escalado del campo dependiente del tiempo y una
redefinición del momento. Por otra parte, hay que hacer notar que este resultado
contradice afirmaciones existentes en la literatura, y en particular la conclusión de
la referencia [142], donde se afirma que no es posible obtener una evolución cuánti-
ca unitaria (para cuantizaciones de Fock) para un campo escalar sin masa que se
propaga en un espaciotiempo de tipo de Sitter, independientemente de la redefini-
ción del campo φ→ F(t)φ.

La discrepancia entre el resultado aquı́ expuesto y el de la referencia [142] es
debida a que, en esta última la referencia, únicamente se consideran momentos del
campos obtenidos con un escalado dependiente del tiempo inverso al realizado so-
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bre la configuración del campo, eliminando ası́ otras posibles elecciones del mo-
mento que incluyan un término lineal dependiente del tiempo proporcional a la
variable de configuración. Como ya se vio en el capı́tulo 3, la elección adecuada
del momento es crucial para obtener una evolución unitaria. En este caso, la elec-
ción del momento canónico que lleva a una implementación unitaria de la dinámica
está caracterizada por proporcionar como momento la derivada del campo escala-
do con respecto al tiempo conforme (sobre soluciones). Debido a esto, es particular-
mente conveniente describir el sistema usando el tiempo conforme. Sin embargo,
en la referencia [142] esta naturaleza conforme no fue explorada, salvo para dar
un argumento heurı́stico en contra de la implementación unitaria de la evolución.
El argumento es el siguiente: considerando el escalado del campo dado en (4.13)
y usando el tiempo conforme η, se obtiene la siguiente ecuación para un campo
escalar sin masa

ϕ̈− ∆ϕ +

[
1− 2

sen2 η

]
ϕ = 0. (4.49)

La masa dependiente del tiempo, s(η) = 1 − 2/ sen2 η, no solamente es estricta-
mente negativa sino que diverge cuando η → 0, π (que corresponde a t → ±∞).
Debido a esto, en la referencia [142] se argumenta que la frecuencias dependientes
del tiempo (al cuadrado) de los modos armónicos, iguales a (k + 1)2 − 2/ sen2 η,
son todas negativas en el lı́mite t → ±∞, lo cual introduce un comportamiento no
oscilatorio en dicho lı́mite que debe redundar en la no implementabilidad unitaria
de la evolución.

Sin embargo, este argumento no plantea en realidad ninguna obstrucción a la
implementación unitaria de la dinámica. Más bien muestra que el lı́mite ultraviole-
ta, en el cual un número infinito de modos del sistema toman parte, y el lı́mite de
tiempo infinito son radicalmente diferentes. De hecho, dinámica unitaria significa
la implementación unitaria de todas las transformaciones (4.31) entre dos tiempos
cualesquiera finitos. Ası́, cuando se considera el régimen ultravioleta de la evolu-
ción entre dos instantes de tiempo finitos, η0 y η, se deben considerar los valores
de (k + 1)2 − 2/ sen2 η en el lı́mite de k grande, y no en el lı́mite de tiempos gran-
de, porque la transformación dinámica es sensible solo a los valores en el intervalo
[η0, η], debido a que las ecuaciones del movimiento son locales en el tiempo. Lo
que ocurre es que, para todo los valores de k mayores que un determinado k0, los
valores de las frecuencias (al cuadrado) son positivas para todo intervalo temporal
considerado. Es cierto que, para un número finito de modos, la evolución está dada
con una frecuencia (al cuadrado) negativa. Sin embargo, esto no afecta a la posible
implementación unitaria de la dinámica de una forma fundamental, dado que la
dinámica lineal en finitas dimensiones puede ser siempre implementada de forma
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unitaria, como garantiza el teorema de unicidad de Stone–Von Neumann [81].

Evolución unitaria en sistemas con masa negativa

Para clarificar aún más la situación, se ha estudiado el caso donde el término
dependiente del tiempo en la ecuación de campo dado por 2/ sen2 η es sustituido
simplemente por el término 2/η2. Esta sustitución está estrechamente relacionada
con lo que ocurre en el lı́mite t → ±∞ para el factor de escala (4.10) y por lo tanto
es relevante fı́sicamente. La ecuación de campo obtenida mediante esta sustitución,

ϕ̈− ∆ϕ +

[
1− 2

η

]
ϕ = 0, (4.50)

conserva precisamente las propiedades de la ecuación original (4.49) en lo que se re-
fiere al argumento sobre el comportamiento de la frecuencia de los modos para las
regiones con |t| grandes. La ventaja de considerar esta ecuación es que puede resol-
verse explı́citamente en términos de funciones elementales, haciendo de esta forma
la discusión completamente transparente. De hecho, la ecuaciones del movimiento
que se obtienen para los modos armónicos están dadas por

q̈k +

[
(k + 1)2 − 2

η2

]
qk = 0, (4.51)

cuya solución más general es de la forma

qk = Ak

[
sen(ωkη)

ωkη
− cos(ωkη)

]
+ Bk

[
−cos(ωkη)

ωkη
− sen(ωkη)

]
, (4.52)

donde Ak y Bk son constantes complejas arbitrarias y ωk = k + 1. Siguiendo el
mismo procedimiento descrito anteriormente se deducen los correspondientes coe-
ficientes βk(η0, η) para la transformación de Bogoliubov de la evolución,

βk(η, η0) =
1

2ω2
k

[
1
η2

0
− 1

η2 +
iτ

ωkη2
0η2

]
cos(ωkτ)

+
i

2ω2
k

[
1
η2

0
+

1
η2 −

1
ω2

k η2
0η2
− i(η + η0)

ωkη2
0η2

]
sen(ωkτ), (4.53)

donde se ha definido τ = η− η0. Como puede verse, el comportamiento dominante
es de orden O(ω−2

k ) ∼ O(k−2), de lo que se sigue que se satisface la condición de
sumabilidad (4.37) y, por tanto, la evolución es implementable de forma unitaria.
Con ello, se pone de manifiesto que el signo de la masa dependiente del tiempo,
incluso si diverge en ciertos lı́mites, es irrelevante en lo que se refiere a la obtención
de una dinámica unitaria.
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4.3. Equivalencia unitaria de vacı́os

Como se ha visto, la imposición a la cuantización de Fock de que la evolución sea
implementable de forma unitaria y que el vacı́o de la representación sea invarian-
te bajo las simetrı́as espaciales selecciona una única representación de Fock (salvo
equivalencia unitaria). En la clase de equivalencia de esta representación está conte-
nida la introducida en la sección anterior, obtenida a partir de la estructura compleja
J, y tomando la descripción canónica para los campos alcanzada tras la transforma-
ción canónica dependiente del tiempo definida en (4.17).

Ası́, se ha conseguido una representación de Fock invariante O(4) para un cam-
po escalar definido en un espaciotiempo de tipo de Sitter con evolución unitaria
(independientemente de la masa del campo). No obstante, como ya hemos mencio-
nado, para la cuantización de Fock de un campo escalar en de Sitter existen otras
elecciones de vacı́o ampliamente utilizadas en la literatura, como el vacı́o de Bunch–
Davies. El vacı́o de Bunch–Davies (o vacı́o euclı́deo) se caracteriza por ser el único
vacı́o invariante O(1, 4) que satisface la condición de Hadamard, es decir, que su
función de dos puntos tiene un “buen comportamiento” a distancias cortas [73]. Es
bien sabido que, para el caso de un campo sin masa, el vacı́o euclı́deo no está bien
definido [86]. Sin embargo, puede recurrirse a una familia de vacı́os unitariamen-
te equivalentes de tipo Hadamard e invariantes O(4), que se denominan vacı́os de
Allen–Folacci [90]. En esta sección se estudiará la relación entre las cuantización de
Fock obtenidas a partir de estos vacı́os con la de la sección anterior.

4.3.1. Vacı́os de Bunch–Davies y de Allen–Folacci

Una forma alternativa de definir una cuantización de Fock consiste en seleccio-
nar un conjunto completo particular de soluciones complejas {uk} a las ecuaciones
del movimiento (4.20). Estas soluciones se normalizan de forma que satisfagan la
condición

uku̇∗k − u∗ku̇k = i (4.54)

en una superficie de Cauchy dada, η = η0. Una vez se ha elegido este conjunto de
soluciones, la solución general de las ecuaciones de campo (4.14) viene dada por

ϕ = ∑
k
(bkukYk + b∗ku∗kY∗k) , (4.55)

donde, al igual que antes, Yk denotan los armónicos para la tres-esfera. En esta si-
tuación, la cuantización de Fock se realiza declarando las variables bk y b∗k como
aquéllas que van a ser promovidas a operadores de destrucción y creación de la
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representación de Fock [148]. En esta descripción, la cuantización de Fock intro-
ducida en la sección previa corresponde a la elección del conjunto de soluciones
determinado por las condiciones iniciales

uk(η0) =
1√
2ωk

, u̇k(η0) = −i
√

ωk
2

. (4.56)

De ahora en adelante se denominara al vacı́o que determina esta cuantización de
Fock como vacı́o unitario.

Para campos libres masivos que se propagan en un espaciotiempo de tipo de
Sitter, la cuantización de Fock que habitualmente se utiliza es la determinada por la
única solución que es invariante bajo todo el grupo de simetrı́as en de Sitter, es decir,
que es invariante bajo el grupo O(1, 4), y que satisface el criterio de Hadamard. El
correspondiente conjunto de soluciones para los modos es de la forma dada en
(4.22) con unas constantes [86, 90]

Bk = − 2
π

iAk, Ak =

√
π

4
Γ(k− µ + 3/2)
Γ(k + µ + 3/2)

eiπµ/2. (4.57)

El vacı́o de la correspondiente representación de Fock es conocido como el vacı́o de
Bunch–Davies, o vacı́o euclı́deo. De manera explicita, las soluciones para los modos
que determinan la cuantización euclı́dea pueden escribirse como

ũk(η) = Akei(ν+µ)π

[
Rµ

ν (cos η) +
2
π

iSµ
ν (cos η)

]
. (4.58)

Para para llegar a esta expresión, se han tenido en cuenta las propiedades de trans-
formación de las funciones asociadas de Legendre bajo un cambio de signo del
argumento (4.29) y (4.30). Dada una superficie de Cauchy de referencia, η = η0, el
momento canónicamente conjugado a ũk(η0) está determinado por

˙̃uk(η0) = Akei(ν+µ)π

[
Ṙµ

ν (cos η) +
2
π

iṠµ
ν (cos η)

]∣∣∣∣
η0

. (4.59)

Para el caso de un campo escalar libre con masa cero, se sabe que el vacı́o
euclı́deo no está bien definido, es decir, no existe un vacı́o de Hadamard invariante
O(1, 4) [86]. Esto es debido únicamente a la dinámica del modo cero [86, 90]. Este
hecho se puede comprobar fácilmente tomando m = 0, y por lo tanto µ = 3/2, en
las expresiones para las soluciones de los modos euclı́deas, y en particular fijándose
en la definición de la constante Ak. Para k 6= 0, estas soluciones están bien determi-
nadas, mientras que para k = 0 la definición carece de sentido. No obstante, para
lograr un conjunto completo de soluciones para los modos que esté bien definido, y
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por lo tanto una cuantización, simplemente se necesita obtener unas soluciones ade-
cuadas para los modos cero (o simplemente cuantizar los modos cero mediante otro
tipo de técnicas que sean consistentes). Soluciones independientes para las ecuacio-
nes del movimiento para los modos cero con m = 0 vienen dadas por 1/ sen η y
(η/ sen η)− cos η. Usando estas soluciones, Allen y Folacci obtuvieron una familia
uniparamétrica de soluciones para el modo cero a partir de las cuales, y junto a las
soluciones euclı́deas para k 6= 0, se consigue una familia de vacı́os invariantes O(4)
y que cumplen el criterio de Hadamard [90]. Estos vacı́os de Hadamard invariantes
O(4) se conocen como vacı́os de Allen–Folacci.

4.3.2. Equivalencia unitaria

La pregunta natural que surge inmediatamente es si la cuantización de Fock de-
terminada por el vacı́o unitario es o no unitariamente equivalente a la cuantización
obtenida mediante el vacı́o de Hadamard invariante O(1, 4) de Bunch–Davies, para
el caso masivo, o la obtenida mediante los vacı́os de Hamadard invariantes O(4)
de Allen–Folacci, para el caso sin masa. La equivalencia unitaria entre las distin-
tas representaciones dependerá únicamente del comportamiento ultravioleta de los
estados, es decir, del comportamiento para valores grandes de k. Por tanto, la cuan-
tización particular del modo cero es irrelevante (siempre y cuando se realice, por
ejemplo, una cuantización estándar para este modo que satisfaga las condiciones
del teorema de Stone–Von Neumann y no una cuantización inequivalente como la
polimérica).

Dados dos conjuntos de soluciones para los modos {uk} y {ũk}, determina-
dos de forma respectiva por los conjuntos de condiciones iniciales {(uk, u̇k)}|η0 y
{(ũk, ˙̃uk)}|η0 , las dos representaciones de Fock correspondientes son unitariamente
equivalentes si y solo si el conjunto de coeficientes beta {β̄k}, dados por

β̄k = i [ ˙̃uk(η0)uk(η0)− u̇k(η0)ũk(η0)] , (4.60)

es de cuadrado sumable [148]. Al igual que antes, para los conjuntos de soluciones
que se consideran, los coeficientes β̄k dependen únicamente de la etiqueta k y no
de todo el conjunto de etiquetas k. Ası́ pues, la condición de sumabilidad es de la
forma dada en (4.37), con un factor de degeneración (k + 1)2.

Fijando ahora una superficie de Cauchy, η = η0, se evalúan los coeficientes βk

que relacionan los datos iniciales que determinan la representación introducida con
evolución unitaria (4.56) con los datos iniciales para la representación determinada
por el vacı́o de Bunch–Davies (o alternativamente para los vacı́os de Allen–Folacci
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para el caso sin masa, µ = 3/2). Este último conjunto de datos iniciales se obtiene
mediantes las expresiones (4.58) y (4.59) evaluándolas en η0. De esta manera ve que

β̄k = −Ak
ei(k+µ)π

√
2ωk

[
2ωk
π

Sµ
ν (cos η0)− Ṙµ

ν (cos η0)− i
2
π

Ṡµ
ν (cos η0)− iωkRµ

ν (cos η0)

]
.

(4.61)
Introduciendo los desarrollos asintóticos para las funciones Rµ

ν , Sµ
ν y sus derivadas

temporales, deducidos a partir de los desarrollos asintóticos para las funciones aso-
ciadas de Legendre, se concluye que estos coeficientes pueden expresarse como una
serie asintótica de la forma

β̄k = −

√
Γ(k− µ + 3/2)
Γ(k + µ + 3/2)

ei(k+3µ/2)π

2
√

ωk

Γ(k + µ + 3/2)
Γ(k + 1) ∑

j=0
B̄j. (4.62)

En esta expresión, las funciones B̄j tienen un comportamiento asintótico de orden

O(ω−j
k ) ∼ O(k−j). Empleando la formula de Stirling (4.46), se comprueba que el

comportamiento asintótico del coeficiente global que multiplica a las funciones B̄j

para k grande es del orden O(1). Consecuentemente, el orden asintótico de los coe-
ficientes beta coincidirá con el orden asintótico de la primera función B̄j que no se
anule. En este caso, la función B̄0 toma la forma

B̄0 = cos
[
(k + 1)η0 +

π

4
+

µπ

2

]
+ sin

[
(k + 1)η0 −

π

4
+

µπ

2

]
+i sin

[
(k + 1)η0 +

π

4
+

µπ

2

]
− i cos

[
(k + 1)η0 −

π

4
+

µπ

2

]
, (4.63)

y por lo tanto se anula. Por otra parte, se puede comprobar que la función B̄1 viene
dada por

B̄1 =
4µ2 − 1

8(k + 2) sin η0

{
− cos

[
(k + 2)η0 −

π

4
+

µπ

2

]
+ sin

[
(k + 2)η0 +

π

4
+

µπ

2

]
−i sin

[
(k + 2)η0 −

π

4
+

µπ

2

]
− i cos

[
(k + 2)η0 +

π

4
+

µπ

2

]}
, (4.64)

anulándose también, independientemente del tiempo de referencia η0 escogido.
Ası́ pues, el comportamiento asintótico de los coeficientes beta coincide con el de
la función B̄2 ∼ O(k−2) (suponiendo que ésta no se anula). De ello se sigue que el
conjunto de coeficientes beta {β̄k} es, efectivamente, de cuadrado sumable. Dado
que este resultado es válido para todo valor de µ (o equivalentemente para todo
valor de la masa m), la representación de Fock determinada por el vacı́o unitario
es equivalente a la obtenida mediante el vacı́o de Bunch–Davies, o a la obtenida
mediante los vacı́os de Allen–Folacci para el caso de un campo escalar sin masa.

El hecho de que estos dos puntos de vista—el uso de la condición de Hadamard
y el uso de la evolución unitaria—seleccionen la misma clase de equivalencia de
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representaciones de Fock (cuando se utilizan el campo escalado ϕ y el momento
apropiado Pϕ) solo puede interpretarse como un resultado tranquilizador que co-
necta a dos acercamientos en un principio distintos. En la perspectiva de la dinámi-
ca unitaria, se impone únicamente la existencia de transformaciones unitarias que
implementen la evolución temporal clásica entre dos instantes cualesquiera separa-
dos por un intervalo de tiempo finito, sin imponer más requisitos adicionales como,
por ejemplo, continuidad o ninguna forma local preasignada para el vacı́o. La con-
dición de Hadamard parece aparentemente más fuerte, pues fija la estructura local
del estado de vacı́o. Es bien sabido que esta condición es suficientemente “fuerte”
como para garantizar la regularización del tensor de energı́a-momento, lo cual es,
de hecho, la motivación original para utilizarlo. Por tanto, a primera vista, no es ni
mucho menos claro que ambos puntos de vista lleven a cuantizaciones completa-
mente equivalentes, y por ello este resultado constituye una afirmación interesante
por sı́ misma.

4.4. Equivalencia con estados adiabáticos

En esta sección se analizará la relación entre la cuantización de Fock con evo-
lución unitaria presentada en la sección 4.2 y el uso de estados adiabáticos en un
espaciotiempo de tipo de Sitter. Los estados adiabáticos fueron introducidos por
Parker a finales de los sesenta [143] para proporcionar la mejor definición posible
de partı́culas propagándose en universos en expansión. Para espaciotiempos con
secciones espaciales compactas, y especı́ficamente para cosmologı́as de FRW con
curvatura positiva y secciones que topológicamente son tres-esferas, existen dos im-
portantes resultados fı́sico-matemáticos relacionados con los estados adiabáticos: (i)
la familia de vacı́os adiabáticos es un conjunto de estados unitariamente equivalen-
tes [148], y (ii) los estados adiabáticos son unitariamente equivalentes a los estados
de Hadamard (para m > 0) [149]. En particular, el vacı́o de Bunch–Davies (que es un
estado de Hadamard) es pues unitariamente equivalente a cualquiera de los esta-
dos adiabáticos. Dada la equivalencia demostrada entre el vacı́o de Bunch–Davies
con el vacı́o unitario, se sigue entonces que este último es unitariamente equiva-
lente a los estados adiabáticos. No obstante, por completitud en la exposición, se
mostrará a continuación de manera explı́cita que el vacı́o unitario es equivalente a
los estados adiabáticos de orden cero.

Para poder comparar apropiadamente los estados adiabáticos de orden cero,
que se definen en la descripción para el campo φ, con el vacı́o de Fock unitario, ca-
racterizado en la descripción del campo ϕ, se procederá en tres etapas. Primeramen-
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te se tomará la descripción para el campo ϕ como la descripción básica. Después se
trasladarán los datos de Cauchy que definen los estados adiabáticos de orden cero a
la descripción de ϕ. Finalmente se comparará ese resultado con los datos de Cauchy
(4.56) que definen el vacı́o de Fock con evolución unitaria.

Los estados adiabáticos se pueden definir de la siguiente forma. Se considera la
ecuación (4.12) para un campo escalar φ propagándose en un espaciotiempo de tipo
de Sitter y se realiza una descomposición del campo en armónicos hiperesféricos.
Ası́ se obtienen las siguientes ecuaciones diferenciales de segundo orden para los
coeficientes dependientes del tiempo de los modos, vk,

∂2
t vk + 3

(
∂ta(t)
a(t)

)
∂tvk + w2

kvk = 0, w2
k =

k(k + 2)
a2 + m2, (4.65)

donde a(t) = cosh(Ht)/H. Estos modos vk han de satisfacer también la condición
de normalización

QkP∗k −Q∗kPk = i, (4.66)

para todo k, donde Qk = vk(t0) y Pk = a3∂tvk(t0) son, respectivamente, las varia-
bles de configuración y de momento para el campo φ en la superficie de Cauchy
t = t0.

Para introducir los estados de vacı́o adiabáticos se consideran soluciones a la
ecuación de movimiento para los modos de la forma

vk(t) =
1√

2a3Θk
exp

(
−i
∫ t

t̄
Θk(t̃)dt̃

)
, (4.67)

donde Θk son funciones positivas que, dadas las ecuaciones del movimiento, han
de satisfacer

Θ2
k = w2

k −
3
4

(
∂ta
a

)2

− 2
3

∂2
t a
a

+
3
4

(
∂tΘk

Θk

)2

− 1
2

∂2
t Θk

Θk
. (4.68)

Estas ecuaciones pueden resolverse de forma iterativa siempre que se consideren
un intervalo de tiempo finito y valores de k suficientemente grandes [148]. Ası́,
empezando el proceso iterativo a partir de Θ(0)

k = wk, la función (r + 1)-ésima del

proceso iterativo, Θ(r+1)
k , se obtiene como la parte izquierda de la ecuación (4.68)

sustituyendo en la parte derecha la función r-ésima precedente Θ(r)
k .

Un estado de vacı́o adiabático de orden r-ésimo es un estado de Fock construido
a partir del conjunto de soluciones {vk} a la ecuación (4.65) con condiciones inicia-
les
{(

v(r)k (t0), ∂tv
(r)
k (t0)

)}
determinadas por la función r-ésima Θ(r)

k mediante

v(r)k (t0) =
1√

2a3Θ(r)
k

exp
(
−i
∫ t0

t̄
Θ(r)

k (t̃)dt̃
)

, (4.69)
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y su correspondiente derivada temporal. Esta definición es independiente de los
valores escogidos de t̄ y t0. Diferentes elecciones de t̄ únicamente introducen fases
irrelevantes, mientras que, diferentes elecciones del tiempo inicial de referencia t0

llevan a estados de vacı́o equivalentes [148].

Por lo tanto, para los estados adiabáticos de orden cero se utilizan las funciones
Θ(0)

k = wk = [k(k + 2) + m2a2]1/2/a, y los datos de Cauchy que corresponden a
estos estados de vacı́o están dados por

Qk = v(0)k , Pk = −a2v(0)k

[(
1 +

m2

2w2
k

)
∂ta + iawk

]
. (4.70)

Trasladando estos datos iniciales de Cauchy a la descripción correspondiente al
campo ϕ, para lo cual basta con usar la transformación canónica dependiente del
tiempo proporcionada en (4.17), se obtiene

qk = av(0)k |η0 , pk = −1
2

v(0)k

[
ȧ

m2

w2
k
+ 2ia2wk

]∣∣∣∣∣
η0

, (4.71)

donde η0 = 2 arctan(eHt0). Por otra parte, recordando los datos de Cauchy que
definen el vacı́o de Fock unitario [uk(η0) = (2ωk)

−1/2, u̇k(η0) = −i(ωk/2)1/2], se
ve que la transformación de Bogoliubov que relaciona estos dos conjuntos de datos
de Cauchy tiene los siguientes coeficientes antilineales:

β̃k =
1√
2ωk

(ωkqk − ipk) =
e−i

∫
wk

2(1− x2
k)

1/4

[
i

∂ta
2ma2 x3

k −
(

1−
√

1− x2
k

)]
, (4.72)

donde xk = m/wk. El vacı́o de Fock unitario y el vacı́o adiabático de orden cero
serán unitariamente equivalentes si y solo si los coeficientes β̃k son de cuadrado
sumable. De la definición de xk, se tiene que xk � 1 en el lı́mite asintótico (k→ ∞),
con xk ∼ O(k−1). Como consecuencia, en este lı́mite ultravioleta, el comportamien-
to de los coeficientes beta es de la forma β̃k ∼ O(k−2). Ası́ pues, resulta que, efec-
tivamente, el vacı́o de Fock unitario es equivalente al estado de vacı́o adiabático de
orden cero. Puesto que para espaciotiempos de tipo FRW con secciones espaciales
compactas los estados de vacı́o adiabáticos de distintos órdenes son unitariamente
equivalentes entre sı́ [148], se concluye de hecho que el vacı́o de Fock unitario es
equivalente a los estados adiabáticos de cualquier orden.

4.5. Discusión de resultados

En este capı́tulo se ha mostrado explı́citamente que existe una cuantización de
Fock para un campo escalar en un espaciotiempo de tipo de Sitter que admite la im-
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plemetación unitaria de la evolución, independientemente de que se considere un
campo masivo o sin masa. Para que la evolución sea implementable unitariamen-
te, es necesario realizar un escalado del campo dependiente del tiempo, mediante
el factor conforme, ası́ como la introducción de un momento canónico apropiado,
dado (sobre soluciones) por la derivada con respecto al tiempo conforme del cam-
po escalado. Este resultado contradice resultados previos existentes en la literatura
donde se afirmaba que era imposible obtener una cuantización de Fock para un
campo escalar sin masa con evolución unitaria a través de escalados del campo de-
pendientes del tiempo. Además de realizar una prueba directa de la implementa-
ción unitaria de la dinámica, se ha analizado un modelo simple, soluble de manera
exacta con funciones elementales, que clarifica la viabilidad de la evolución unitaria
incluso cuando se tienen masas dependientes del tiempo negativas y que divergen
para ciertos lı́mites.

Es importante resaltar que resultados más generales [109] permiten asegurar
que la representación de Fock introducida en la sección 4.2 es la única (salvo equi-
valencia unitaria) representación de Fock invariante O(4) que admite la implemen-
tación unitaria de la evolución de campos libres en un espaciotiempo de tipo de
Sitter. Afortunadamente, no existe tensión entre este resultado, por una parte, y
los resultados de unicidad proporcionados por la imposición del criterio de Hada-
mard por la otra. Recuérdese que para campos escalares libres que se propagan en
universos con secciones espaciales compactas, el criterio de Hadamard selecciona
de forma única una determinada representación para las relaciones de conmuta-
ción canónicas [73]. En particular, para un campo del Klein–Gordon masivo φ en
el espaciotiempo de Sitter existe un único vacı́o invariante bajo el grupo O(1, 4)
y que cumple la condición de Hadamard: el estado de vacı́o de Bunch–Davies (o
vacı́o euclı́deo). Para el caso de un campo escalar sin masa, para el que el vacı́o de
Bunch–Davies no está bien definido, existen en cambio infinitos estados de vacı́o in-
variantes O(4) que satisfacen la condición de Hadamard, los cuales se diferencian
únicamente en la parametrización particular escogida para el modo cero y que, por
lo tanto, forman una familia de estados de vacı́o unitariamente equivalentes entre
sı́. Ası́, para un espaciotiempo de tipo de Sitter, hay una única cuantización de Ha-
damard invariante O(1, 4) para un campo de Klein–Gordon con masa, y una única
clase de equivalencia de estados de Hadamard invariantes O(4) para un campo es-
calar sin masa. Bajo la transformación canónica dependiente del tiempo (4.17), las
cuantizaciones únicas determinadas por el criterio de Hadamard para el campo de
Klein–Gordon φ determinan, en la descripción del sistema en términos del campo
ϕ, una teorı́a cuántica caracterizada por los datos de Cauchy dados en las expresio-
nes (4.58) y (4.59). Se ha mostrado que, para todo valor (no negativo) de la masa, las
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teorı́as cuánticas obtenidas a partir de estos estados de Hadamard trasladados son
unitariamente equivalentes a la teorı́a cuántica seleccionada por la imposición de
que la evolución sea implementable unitariamente. Por tanto, las dos teorı́as cuánti-
cas correspondientes proporcionan las mismas predicciones fı́sicas. Esta equivalen-
cia elimina completamente todas la posibles tensiones al elegir entre imponer los
requerimientos de uno u otro criterio.

Finalmente, se ha mostrado que el vacı́o unitario es unitariamente equivalente
a los estados adiabáticos de orden cero. Debido a que los estados adiabáticos de
distintos órdenes son equivalentes entre sı́ para espaciotiempos de tipo FRW con
secciones espaciales compactas, como es el caso de un espaciotiempo de Sitter, todos
ellos son unitariamente equivalentes al vacı́o unitario.
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Capı́tulo 5

Unicidad de la cuantización de Fock
bajo transformaciones canónicas
dependientes del tiempo no locales

En el contexto de perturbaciones cosmológicas en escenarios inflacionarios ya se
ha comentado que aparecen de forma natural transformaciones canónicas lineales
dependientes del tiempo que además tienen una dependencia en los modos, sien-
do ası́ transformaciones no locales. Este tipo de transformaciones aparecen en tales
sistemas (tras una fijación conveniente de gauge) a la hora de definir variables inva-
riantes de gauge para describir las perturbaciones cosmológicas escalares [112], ya
sea a través de cantidades relacionadas con potenciales invariantes de Bardeen [113]
o para la obtención de la variable de Mukhanov–Sasaki [95,96]. En el apéndice B se
proporciona un ejemplo de transformaciones de este tipo en el contexto de pertur-
baciones cosmológicas.

Por otra parte, estas transformaciones no locales pueden relacionar distintas
descripciones de campo para las que es posible obtener una cuantización de Fock
en la que la dinámica sea implementable de forma unitaria. Por lo tanto, relacionan
descripciones para las que es aplicable el criterio estudiado en el capı́tulo 3 para
seleccionar una única representación de Fock (salvo equivalencia unitaria). Estas
descripciones incluyen, por una parte, las consideradas en el capı́tulo 3, que satisfa-
cen el tipo de ecuaciones de campo allı́ estudiadas. Por otra parte, también incluyen
descripciones para las que las ecuaciones del movimiento han sido modificadas con
cierto tipo de términos subdominantes. De forma más explicita, tras una expansión
de los campos en modos adaptados a la dinámica, las ecuaciones del movimiento
obtenidas contienen correcciones que dependen del modo considerado y que de-
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caen suficientemente rápido en el régimen ultravioleta. Dichas correcciones afectan
por una parte al término de masa dependiente del tiempo y, por otra, introducen
un término de amortiguamiento [112].

Ante esta situación, es normal plantearse dos preguntas. Primero, es normal pre-
guntarse cuál es la forma más general que toma una transformación canónica de-
pendiente del tiempo no local que relaciona dos descripciones de campo para las
que la evolución es implementable de forma unitaria. Además, dado que el criterio
de evolución unitaria selecciona una representación de Fock única para ambas des-
cripciones, es natural cuestionar si las dos cuantizaciones de Fock ası́ obtenidas son
unitariamente equivalentes, o, de forma análoga, si las transformaciones canóni-
cas dependientes del tiempo no locales consideradas son implementables de forma
unitaria. En este capı́tulo se realizará este estudio. Para ello, únicamente se admi-
tirán dos suposiciones sobre las transformaciones analizadas: que éstas no mezclen
modos desacoplados dinámicamente y que admitan una expansión asintótica en
términos de las frecuencias de los modos en forma de serie de Laurent.

5.1. Campo de Klein–Gordon

El punto de partida para este estudio es un campo escalar de Klein–Gordon real
ϕ con una masa dependiente del tiempo, que se propaga en un espaciotiempo ul-
traestático globalmente hiperbólico, de la forma I × Σ. El dominio temporal I es
un intervalo conexo, y no necesariamente acotado, mientras que Σ es una varie-
dad espacial con una topologı́a compacta tridimensional. En el caso de que I sea la
unión de varias componentes conexas, se podrı́a restringir el estudio a cualquiera
de estas componentes. Las secciones espaciales, isomorfas a Σ, están equipadas con
una métrica (euclı́dea) hij. El campo satisface unas ecuaciones dinámicas como las
consideradas en el capı́tulo 3, es decir,

ϕ̈− ∆ϕ + s(t)ϕ = 0, (5.1)

donde ∆ representa el operador de Laplace–Beltrami asociado a hij. Estas ecuacio-
nes dinámicas se completan con la ecuación de Hamilton que identifica el momen-
to del campo pϕ con su derivada temporal, densitizado por un factor

√
h, donde

h denota el determinante de la métrica hij. La no estacionariedad de este sistema
surge por la presencia de la masa dependiente del tiempo, que puede interpretarse
también como un potencial cuadrático que varı́a con el tiempo. Este tipo de ecua-
ciones de Klein–Gordon pueden obtenerse, por ejemplo, para campos escalares en
espaciotiempos de FRW tras un escalado apropiado del campo mediante funciones
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dependientes del tiempo, o, como se ha visto en el capı́tulo 4, para campos escalares
que se propagan en un espaciotiempo de tipo de Sitter.

El espacio de fases del sistema está dado por los datos de Cauchy para un tiempo
arbitrario t0 ∈ I: (ϕ, pϕ) = (ϕ,

√
hϕ̇)|t0 . La estructura simpléctica es la correspon-

diente a los corchetes de Poisson estándar {ϕ(x), pϕ(y)} = δ(x− y), donde δ(x) es
la distribución delta de Dirac definida en la correspondiente sección espacial Σ.

El criterio de imponer a la representación de Fock que su vacı́o sea invariante ba-
jo las simetrı́as espaciales de las ecuaciones de campo1 y que la evolución dinámica
sea implementable de forma unitaria selecciona una única clase de representaciones
de Fock unitariamente equivalentes [108]. Equivalentemente, este criterio seleccio-
na una única clase de estructuras complejas equivalentes entre sı́ que determinan
estas representaciones de Fock para el campo de Klein–Gordon. Esta clase de estruc-
turas complejas es precisamente la que contiene a la estructura compleja asociada
de forma natural a un campo escalar libre sin masa, J0, la cual se define como

J0

(
ϕ

pϕ

)
=

(
0 −(−h∆)−

1
2

(−h∆)
1
2 0

)(
ϕ

pϕ

)
. (5.2)

Debido a que J0 se construye únicamente a partir del operador de Laplace–Beltrami
asociado a la métrica espacial hij (y el determinante de dicha métrica) ésta es inva-
riante bajo las simetrı́as espaciales y por lo tanto lleva a una representación de Fock
cuyo vacı́o también es invariante.

Por conveniencia, tanto el campo de configuración como el momento canónico
asociado se descomponen en una expansión en modos usando autofunciones reales
del operador de Laplace–Beltrami, las cuales proporcionan una base ortonormal pa-
ra el espacio de Hilbert de las funciones de cuadrado integrable definidas en Σ con
el elemento de volumen determinado por la métrica espacial. Se denominarán qnln
a los coeficientes (dependientes del tiempo) de los modos reales en la expansión del
campo de configuración ϕ y, pnln a los correspondientes coeficientes para el momen-
to. Recordemos que la etiqueta n es un entero positivo que designa los autoespacios
del operador de Laplace–Beltrami, cuyos autovalores están dados por −ω2

n, de for-
ma que ordena de forma creciente la secuencia de números positivos {ωn}, tal que
ωn > ωn′ si y solo si n > n′. Es importante mencionar que la compacidad de la
topologı́a de las secciones espaciales garantiza que esta secuencia es discreta y que
tiende siempre a infinito cuando n → ∞. Por otra parte, en lo sucesivo no se con-
siderarán los modos ceros de los campos estudiados y se supondrá que éstos han

1Este grupo G de simetrı́as puede tomarse como el formado por el subgrupo maximal del grupo
de transformaciones unitarias que conmutan con el operador de Laplace–Beltrami [111].
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sido cuantizados mediante otros métodos adecuados. Es importante recordar que
esta suposición, al eliminar de la discusión únicamente un número finito de grados
de libertad, no modifica ni el comportamiento del sistema de campos ni la posible
implementación unitaria de la dinámica, dado que aún se conservan infinitos gra-
dos de libertad en el sector ultravioleta (para grandes ωn). La degeneración gn de
cada uno de los autoespacios del operador de Laplace–Beltrami se tiene en cuenta
a través de la etiqueta ln. Para cada valor fijo de n, la etiqueta ln puede tomar úni-
camente un número finito de valores enteros positivos dado por ln = 1, . . . , gn. Por
último, la ecuación de Hamilton para la derivada temporal del campo de configura-
ción se traduce, después de la expansión de los campos, en la ecuación pnln = q̇nln .

Sustituyendo la expansión en modos para el campo en la ecuación (5.1) se obtie-
ne que los modos reales qnln satisfacen la ecuaciones del movimiento

q̈nln + [ω2
n + s(t)]qnln = 0. (5.3)

Claramente, estas ecuaciones desacoplan los modos en la dinámica. También es evi-
dente que estas ecuaciones del movimiento son independientes de la etiqueta ln y,
por lo tanto, todos los modos pertenecientes (o asociados) a un mismo autoespacio
del operador de Laplace–Beltrami tienen la misma dinámica. Por ello, para simpli-
ficar la notación, en lo sucesivo se eliminará la etiqueta ln de las ecuaciones salvo
que ésta sea necesaria para evitar confusión.

5.2. Transformaciones canónicas dependientes del tiem-
po y de los modos

Como ya se ha mencionado, transformaciones canónicas dependientes del tiem-
po y de los modos aparecen de forma natural en teorı́a cuántica de campos en espa-
ciotiempos curvos y, en particular, en sus aplicaciones en perturbaciones cosmológi-
cas [112, 113].

En este capı́tulo se estudiarán transformaciones canónicas dependientes del tiem-
po no locales que llevan desde una descripción de los campos dada por los coefi-
cientes de los modos (qn, pn) y que verifican ecuaciones del movimiento de la for-
ma (5.3) a otra descripción con modos (Qn, Pn) tal que se satisfacen ecuaciones del
movimiento de la misma forma, salvo que pueden contener contribuciones que de-
pendan del modo considerado pero subdominantes en el régimen ultravioleta, es
decir, cuando ωn → ∞. Más especı́ficamente, para la nueva descripción de campo
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se satisfarán las ecuaciones del movimiento

Q̈n +
[
ω2

n + Mn(t)
]

Qn = 0, (5.4)

con Pn = Q̇n. La nueva función de masa ha de ser de la forma

Mn(t) = s̃(t) +O(ω−1
n ), (5.5)

donde s̃(t) es una función del tiempo, independiente de los modos, que proporcio-
na el lı́mite ultravioleta de la nueva masa. El criterio de imponer invariancia bajo las
simetrı́as espaciales y evolución unitaria puede aplicarse también para seleccionar
una única clase de representaciones de Fock para campos que satisfacen ecuaciones
del movimiento del tipo (5.4) [112].

Primeramente se analizará qué tipo de transformaciones canónicas no locales
y dependientes del tiempo permiten pasar de la descripción original, con pares
canónicos de modos (qn, pn) que satisfacen las ecuaciones del movimiento (5.3) y
pn = q̇n, a un nuevo conjunto de modos canónicos (Qn, Pn), que satisfacen las ecua-
ciones del movimiento (5.4). Únicamente se considerarán transformaciones canóni-
cas que no mezclen modos, lo que parece natural ya que éstos están desacoplados
por la dinámica del sistema. Por lo tanto, la transformación más general que se
puede considerar es de la forma

Qn = fn(t)pn + gn(t)qn, Pn =
1

gn(t)
[1− fn(t)Bn(t)]pn − Bn(t)qn, (5.6)

donde fn(t), gn(t) y Bn(t) son funciones dependientes del tiempo y de los modos.
Sin embargo, la función Bn(t) está completamente determinada por las funciones
fn(t) y gn(t), debido a la imposición de la ecuación de Hamilton Pn = Q̇n. Por lo
tanto, las transformaciones canónicas están caracterizadas simplemente por las fun-
ciones fn(t) y gn(t). Teniendo en cuenta la forma de las transformaciones, ası́ como
las ecuaciones del movimiento que satisfacen los pares canónicos originales se tiene
que, para que se verifique la ecuación Pn = Q̇n, la función Bn(t) ha de satisfacer

Bn(t) =
[
ω2

n + s(t)
]

fn(t)− ġn(t) =
1− ḟn(t)gn(t)− g2

n(t)
fn(t)

. (5.7)

Esta expresión no solamente determina la función Bn(t) en términos de fn(t) y
gn(t), sino que también impone una condición a estas dos funciones, dada por la
segunda igualdad de la misma. Una condición adicional se obtiene al imponer tam-
bién la forma de las ecuaciones del movimiento para Qn. De la misma manera que
antes, utilizando la expresión de las transformaciones, ası́ como las ecuaciones del
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movimiento de los pares originales, se deduce que el único requerimiento no trivial
obtenido de esta imposición es el referido a la modificación de la masa, que resulta
ser

Mn(t)− s(t) =
fn(t)ṡ(t) + 2 ḟn(t)

[
ω2

n + s(t)
]
− g̈n(t)

gn(t)
= − f̈n(t) + 2ġn(t)

fn(t)
. (5.8)

Esta expresión, además de introducir la relación entre la nueva masa dependien-
te del tiempo, Mn(t), y la original, s(t), también proporciona otra condición que
han de cumplir las funciones fn(t) y gn(t), dada por la segunda igualdad en ella.
No obstante, es fácil comprobar que está última condición no es funcionalmente
independiente de la obtenida en (5.7): la segunda condición introducida se obtiene
derivando con respecto al tiempo la primera. Por lo tanto, en lo sucesivo, única-
mente se considerará la primera de dichas condiciones, esto es, la introducida en
(5.7), que puede ser reescrita como

ḟn(t)gn(t)− ġn(t) fn(t) + g2
n(t) +

[
ω2

n + s(t)
]

f 2
n(t) = 1. (5.9)

Es conveniente destacar que, para obtener una transformación adecuada, las funcio-
nes fn(t) y gn(t) no han de satisfacer únicamente esta condición, sino que además
han de ser tales que el nuevo término de masa sea de la forma (5.5), es decir, han de
satisfacer que

Mn(t) = s(t)− 1
fn(t)

[
f̈n(t) + 2ġn(t)

]
= s̃(t) +O(ω−1

n ). (5.10)

Como primer resultado, se va a probar que es imposible que una transforma-
ción canónica dependiente del tiempo, pero independiente de los modos—y, por
lo tanto, local—pueda relacionar dos descripciones del sistema que satisfacen unas
ecuaciones dinámicas como las que se están considerando. Para ello, supónganse
por un momento que las funciones fn(t) = f (t) y gn(t) = g(t) son independientes
de los modos. Es fácil comprobar que la única posibilidad para que la condición
(5.9) se satisfaga es que f (t) = 0, para todo t ∈ I, debido a que, de cualquier otra
manera, la única contribución dependiente de los modos de la ecuación, ω2

n f 2(t),
no puede cancelarse. Ahora, si f (t) es la función cero, se sigue de la condición que
g(t) = ±1 para todo tiempo y, por lo tanto, se tiene una transformación canóni-
ca trivial que lleva a las ecuaciones de campo originales y al mismo par canónico
(salvo un posible cambio de signo global). Ası́ pues, es necesario considerar que las
funciones dependientes del tiempo fn(t) y gn(t) dependen también del modo anali-
zado. Es importante mencionar que este resultado está en completo acuerdo con los
resultados de unicidad para la descripción de campo seleccionada por el criterio de
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imponer evolución unitaria e invariancia bajo simetrı́a espacial cuando únicamente
son consideradas transformaciones canónicas dependientes del tiempo [111] (que
se reducen a escalados en lo referido a la configuración del campo). En la sección
5.3.2 se realizará un estudio más detallado de las condiciones (5.9) y (5.10).

5.3. Implementación unitaria de las transformaciones

En esta sección se estudiará la relación entre las representaciones de Fock deter-
minadas por la estructura compleja J0 en cada una de las dos descripciones de cam-
po que se analizan: la original, con variables de modo (qn, pn), y la transformada,
con una variables del espacio de fases (Qn, Pn). También se estudiará la condición
para que estas transformaciones canónicas sean implementables de forma unitaria
y, por tanto, que ambas cuantizaciones de Fock sean equivalentes. Asumiendo la
existencia de expansiones asintóticas para las funciones fn(t) y gn(t)—en forma de
series de Laurent—en ωn cuando esta cantidad se hace arbitrariamente grande, se
caracterizarán las transformaciones canónicas admisibles. Es decir, se logrará carac-
terizar las transformaciones cuyas funciones fn(t) y gn(t) satisfagan las condiciones
(5.9) y (5.10). Además, se mostrará que todas las transformaciones admisibles pue-
den ser implementadas de forma unitaria. Finalmente, se estudiarán las transforma-
ciones que llevan a una nueva descripción con un término de masa independiente
del tiempo.

5.3.1. Coeficientes beta de las transformaciones

Para ambas descripciones de campo, relacionadas a través de una transforma-
ción canónica dependiente de los modos, se considera la representación de Fock
definida a partir de la estructura compleja J0. Esta representación de Fock es selec-
cionada de forma única (salvo equivalencia unitaria) por el criterio de imponer in-
variancia bajo las simetrı́as espaciales y la implementación unitaria de la dinámica.
Para la descripción original, esta estructura compleja J0 proporciona las siguientes
variables de destrucción y creación (para las cuales actúa de forma diagonal):

an =
1√
2ωn

(ωnqn + ipn) , a∗n =
1√
2ωn

(ωnqn − ipn) . (5.11)

Igualmente, para los modos transformados, la estructura compleja J0 define las va-
riables de destrucción y creación:

bn =
1√
2ωn

(ωnQn + iPn) , b∗n =
1√
2ωn

(ωnQn − iPn) . (5.12)

93
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La relación entre ambos conjuntos de variables de destrucción y creación está da-
da por una transformación de Bogoliubov que, al no mezclar modos, tiene la forma

bn = αnan + βna∗n, b∗n = β∗nan + α∗na∗n. (5.13)

Debido a que esta transformación es un simplectomorfismo, es decir, preserva la
estructura canónica, las funciones alfa y beta satisfacen la relación |αn|2− |βn|2 = 1
para todo n ∈N+. Como ya se ha mencionado, una transformación lineal canónica
admite una implementación unitaria en una representación de Fock dada si y solo
si el conjunto de funciones beta de la transformación son de cuadrado sumable. En
este caso, la condición que se ha de satisfacer a todo tiempo es

∑
n,ln

|βnln(t)|
2 = ∑

n
gn|βn(t)|2 < ∞, ∀t ∈ I, (5.14)

donde se ha tenido en cuenta la degeneración gn de los autoespacios del operador
de Laplace–Beltrami. Teniendo en cuenta la forma de las transformaciones canóni-
cas consideradas (5.6), ası́ como la de la función Bn(t) proporcionada por la primera
igualdad en (5.7) y las definiciones de ambos conjuntos de variables de destrucción
y creación, se deduce inmediatamente la expresión de las funciones beta en térmi-
nos de la funciones fn(t) y gn(t). Como resultado se llega a

βn(t) = −
ḟn(t)

2
− i

2ωn
[ fn(t)s(t)− ġn(t)]. (5.15)

Por otra parte, el comportamiento asintótico de la degeneración gn para valores
grandes de n es bien conocido. El número de autoestados cuyo autovalor (cambiado
de signo) es menor que un valor positivo dado ω̄2 crece en d dimensiones como
mucho como ω̄d [150, 151]. Además, si se asume que las funciones fn(t) y gn(t)
(ası́ como sus derivadas) admiten una expansión asintótica en potencias enteras de
ωn cuando esta cantidad tiende a infinito, lo mismo sucede para βn(t). Entonces, la
condición de sumabilidad para la implementación unitaria se satisface para todas
las dimensiones espaciales d no mayores que tres si y solo si el comportamiento
asintótico de las funciones beta es del orden βn ∼ O(ω−2

n ). Considerando las partes
reales e imaginarias de las funciones beta de forma independiente, se concluye que
para lograr una implementación unitaria se tiene que satisfacer

ḟn(t) ∼ O(ω−2
n ), fn(t)s(t)− ġn(t) ∼ O(ω−1

n ). (5.16)

Si estas dos condiciones se verifican, entonces las cuantizaciones de Fock estudia-
das, relacionadas mediantes las transformaciones canónicas (5.6), serán unitaria-
mente equivalentes.
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5.3.2. Implementación unitaria de las transformaciones admisibles

En esta sección se estudiarán las propiedades de las transformaciones canónicas
admisibles, es decir, las transformaciones dependientes de los modos (y el tiempo)
definidas a partir de las secuencias de funciones fn(t) y gn(t) que satisfacen la con-
dición (5.9) (de manera que los nuevos modos del momento estén dados por las
derivadas temporales de los nuevos modos de configuración) y que llevan a una
nueva masa Mn(t) que cumple la condición (5.10). Posteriormente se estudiará si
estas transformaciones admisibles satisfacen o no las condiciones para su imple-
mentación unitaria, dadas en la expresión (5.16). A lo largo de este análisis se asu-
mirá que tanto fn(t) como gn(t) admiten una expansión en serie de Laurent en ωn

en el lı́mite asintótico ωn → ∞.

Analizando la primera condición (5.9), es sencillo ver que el término ω2
n f 2

n(t)
de la ecuación no puede compensarse en el lı́mite asintótico para ωn infinitamente
grande a no ser que fn(t) ∼ O(ω−r

n ) con r ≥ 1. Para verlo más claramente es
preferible dividir esta condición por f 2

n y definir por conveniencia Gn = gn/ fn. De
esta forma, la condición puede escribirse como

− Ġn + G2
n + ω2

n + s(t) =
1
f 2
n

. (5.17)

Supóngase inicialmente que r ≤ 0. En esta situación la única posibilidad para com-
pensar el término G2

n + ω2
n (téngase en cuenta que G2

n es una función definida po-
sitiva y que ω2

n es siempre positivo también) serı́a que Ġn ∼ O(ω2
n).2 Pero, en este

caso, G2
n tendrı́a un orden asintótico de al menosO(ω4

n) y, por lo tanto, no podrı́a ser
compensado por ningún otro término en la ecuación, llegando entonces a una con-
tradicción. Ası́ pues, como ya se anticipó, la única posibilidad es que fn ∼ O(ω−r

n )

con r ≥ 1.

Una vez se han restringido los posibles órdenes asintóticos de fn válidos, es in-
mediato ver a partir del término dominante (para ωn grande) en la condición (5.17)
que Gn ∼ f−1

n , y, por tanto, gn ∼ O(1). Además, con los comportamientos asintóti-
cos permitidos para fn, la segunda de las condiciones para la implementación uni-
taria de las transformaciones, dadas en (5.16), se reduce a

ġn(t) ∼ O(ω−1
n ). (5.18)

Teniendo en cuenta los posibles órdenes asintóticos admisibles deducidos para
las funciones fn y gn, las expresiones asintóticas para estas funciones en serie de

2Si Ġn fuera de orden asintóticoO(ωN
n ) con N > 2, entonces G2

n serı́a al menos de ordenO(ω2N
n ),

y, por lo tanto, esta contribución no podrı́a ser compensada. Por otra parte, en el caso N < 2, el
termino ω2

n no podrı́a ser compensado.
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Laurent (en ωn) pasan a ser

fn(t) =
cr(t)
ωr

n
+

∞

∑
k=r+1

ck(t)
ωk

n
, gn(t) = d0(t) +

∞

∑
k=1

dk(t)
ωk

n
, (5.19)

con r ≥ 1. Aquı́, ck(t) y dk(t) son funciones dependientes del tiempo, que no son
completamente libres o independientes, sino que han de satisfacer las restricciones
impuestas por la condición (5.9). En particular, es sencillo comprobar que las fun-
ciones dk(t) deben anularse para 1 ≤ k < r, debido a que, si no, el término g2

n(t)
darı́a contribuciones que no podrı́an ser compensadas en la ecuación. Por otra par-
te, las condiciones necesarias y suficientes para una implementación unitaria de
las transformaciones consideradas (para todas las posibles dimensiones espaciales
no mayores que tres), expresadas en (5.16) y (5.18), se traducen en las condiciones
ċ1(t) = ḋ0(t) = 0.

A partir de ahora se separará el análisis en dos casos, dependiendo de si la po-
tencia dominante r para fn(t) es igual a la unidad o no. Primeramente se analizará el
caso r ≥ 2. En este caso, la condición ċ1(t) = 0 se satisface inmediatamente, ya que
c1(t) se anula de forma idéntica. Por otra parte, la restricción (5.9) existente sobre
las funciones que definen la transformación implica que d2

0(t) = 1, como puede
comprobarse fácilmente. En consecuencia, d0 es una función constante y se satis-
face la condición ḋ0 = 0. Ası́ pues, cuando r ≥ 2 las transformaciones canónicas
dependientes de los modos consideradas siempre pueden ser implementadas co-
mo transformaciones unitarias en la representación de Fock original, determinada
por J0. Por tanto, esta cuantización es unitariamente equivalente a la obtenida para
la nueva descripción de campo.

Ahora se considerará el caso r = 1. Sustituyendo las expansiones asintóticas pa-
ra las funciones fn(t) y gn(t) en la ecuación (5.10), se deduce que el comportamiento
asintótico para la nueva masa está dado por

Mn(t) ∼ s(t)− 2ḋ0(t)
c1(t)

ωn −
c̈1(t) + 2ḋ1(t)

c1(t)
+ 2

c2(t)ḋ0(t)
c2

1(t)
+O(ω−1

n ). (5.20)

En consecuencia, la restricción de que Mn(t) tenga un lı́mite ultravioleta bien defi-
nido (con posibles términos subdominantes) requiere que ḋ0 = 0, por lo que d0 ha
de ser una función constante. Además, la restricción (5.9) sobre las funciones de la
transformación impone para el orden asintótico dominante la condición d2

0 + c2
1 = 1.

Ası́ pues, c1 ha de ser también una función constante y por tanto ċ1 = 0. Como re-
sultado, las condiciones (5.16) se satisfacen, y todas las transformaciones canónicas
admisibles alcanzan una implementación unitaria en la cuantización de Fock origi-
nal determinada por J0. Al igual que ocurrı́a para el caso r ≥ 2, la nuevas cuantiza-
ciones de Fock son entonces unitariamente equivalentes a la cuantización original,
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y el criterio de imponer invariancia bajo las simetrı́as espaciales y la implementa-
ción unitaria de la dinámica selecciona una única clase de teorı́as cuánticas de Fock
equivalentes para campos de Klein–Gordon.

5.3.3. Caracterización de las transformaciones admisibles

En esta sección se caracterizarán de forma más detallada las transformaciones
canónicas admisibles y, en particular, se discutirán sus comportamientos asintóti-
cos. Para ello se definirá la función An(t) como

An(t) =
1

gn(t)
[1− fn(t)Bn(t)] , (5.21)

de forma que las transformaciones estudiadas se pueden escribir como

Qn = fn(t)pn + gn(t)qn, Pn = An(t)pn − Bn(t)qn. (5.22)

Primeramente, para el caso r = 1, se identifican dos tipos de comportamientos
cualitativamente distintos, dependiendo de si d0 = 0 o no. Para el caso d0 6= 0, los
modos de configuración del nuevo campo son proporcionales a los originales en
el régimen ultravioleta. Por lo tanto, ambos conjuntos de modos de configuración
tienen un comportamiento similar. En cambio, en lo referido a los modos del mo-
mento, la función An(t) tiene un lı́mite ultravioleta bien definido, pero Bn(t) es de
orden asintótico O(ωn). Por lo tanto, para los nuevos modos del momento la par-
te proporcional a los modos de configuración originales explota cuando ωn tiende
a infinito. En resumen, para este caso las funciones que definen la transformación
están dadas por

fn(t) =
c1

ωn
+

∞

∑
k=2

ck(t)
ωk

n
, gn(t) = d0 +

∞

∑
k=1

dk(t)
ωk

n
, (5.23)

donde d0 y c1, son dos constantes no nulas que satisfacen d2
0 + c2

1 = 1. Esto lleva a
que las funciones que aparecen en la definición de los nuevos modos del momento
tengan el comportamiento

An(t) = d0 +O(ω−1
n ), Bn(t) = c1ωn + c2(t) +O(ω−1

n ). (5.24)

En cuanto al caso r = 1, con d0 = 0, los nuevos modos de configuración están
definidos como combinaciones lineales que tienen un lı́mite ultravioleta que se anu-
la, lo cual puede parecer sorprendente. Esto es compensado por el comportamiento
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para los modos del nuevo momento, los cuales están definidos como unas com-
binaciones lineales que explotan cuando ωn va a infinito. Una transformación de
este tipo tiene lugar de forma natural en el contexto de perturbaciones cosmológi-
cas sobre espaciotiempos de FRW cerrados (véase el apéndice B). En particular, una
transformación tal relaciona los pares canónicos que describen las perturbaciones
escalares en el gauge longitudinal con los correspondientes pares canónicos de po-
tenciales de Bardeen [112]. Para este tipo de transformación, es fácil comprobar que
la condición (5.9) impone que c2(t) = 0. Con esto, las funciones que definen la
transformación en este caso adoptan la forma

fn(t) = ±
1

ωn
+

∞

∑
k=3

ck(t)
ωk

n
, gn(t) =

d1(t)
ωn

+
∞

∑
k=1

dk(t)
ωk

n
, (5.25)

mientras que las funciones que aparecen en la definición de los nuevos modos de
momento se comportan asintóticamente como

An(t) ∼ O(ω−1
n ), Bn(t) ∼ ±ωn +O(ω−1

n ). (5.26)

Para estos dos primeros casos, con r = 1, se tiene que el comportamiento asintótico
de la nueva masa es

Mn(t) ∼ s(t)− 2
ḋ1(t)

c1
+O(ω−1

n ). (5.27)

Se ve que, en general, el lı́mite asintótico para la nueva masa no coincide con el
valor de la masa para la descripción original.

Considérese ahora r ≥ 2. Para esta situación, dado que d0 = ±1, el lı́mite
asintótico de los modos de configuración nuevos coincide (salvo por un posible
cambio de signo) con los modos de configuración originales. Las funciones que de-
terminan la transformación tienen la forma asintótica

fn(t) =
cr(t)
ωr

n
+ ∑

k=r+1

ck(t)
ωk

n
, gn(t) = ±1 +

∞

∑
k=r

dk(t)
ωk

n
. (5.28)

No obstante, en lo referido a los nuevos modos del momento, se pueden distinguir
dos casos con comportamientos cualitativamente distintos según sea r = 2 o r ≤ 3.
Para r = 2 se obtiene el siguiente comportamiento asintótico para las funciones
An(t) y Bn(t):

An(t) ∼ ±1 +O(ω−2
n ), Bn(t) ∼ c2(t) +O(ω−1

n ). (5.29)

Ası́ pues, el lı́mite asintótico de los nuevos modos del momento es una combinación
lineal de los modos de momento y configuración originales, incluso incluyendo fun-
ciones dependientes del tiempo. Una transformación de este tipo tiene lugar en la
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definición de las variables de Mukhanov–Sasaki para el estudio de perturbaciones
cosmológicas sobre espaciotiempos de FRW planos a partir de los pares canónicos
de las perturbaciones escalares en el gauge longitudinal [134]. Para r ≤ 3, el com-
portamiento asintótico de las funciones que definen los nuevos momentos está da-
do por

An(t) ∼ ±1 +O
(

ω−2r+2
)

, Bn(t) ∼
cr(t)
ωr−2

n
+O

(
ω−r+1

n

)
. (5.30)

Por lo tanto, para este caso los nuevos modos del momento coinciden con los en
el lı́mite asintótico (salvo por un posible cambio de signo). Además, para todos los
casos con r ≥ 2, el lı́mite asintótico para la nueva masa está dado por

Mn(t) ∼ s(t)− c̈r(t) + 2ḋr(t)
cr(t)

+O(ω−1
n ). (5.31)

Al igual que antes, la nueva función de masa no solo depende en general de los
modos, sino que su lı́mite asintótico difiere de la masa original s(t). Para que se
recupere la masa original en el lı́mite asintótico es necesario que d1(t) sea constante
para r = 1 y que c̈r(t) = −2ḋr(t) en los casos r ≥ 2.

5.3.4. Transformaciones no locales entre descripciones con masa
independiente de los modos

Ahora se estudiará una subclase de transformaciones canónicas dependientes
del tiempo y de los modos (de la forma considerada en la sección 5.3.3) que lle-
van a una nueva descripción de campo con una masa independiente de los modos,
es decir, todos los modos del nuevo campo evolucionan con el mismo término de
masa, al igual que sucede para los modos originales. Para enfatizar esto se escri-
birá Mn(t) = M(t). Recordando la expresión que tomaba la nueva función de masa
a partir de la antigua y las funciones que determinan la transformación (5.10), se
concluye que, para que la nueva masa sea independiente de los modos, la función
gn tiene que satisfacer la restricción

gn(t) = −
1
2

ḟn(t) +
1
2

∫ t
S(t̄) fn(t̄)dt̄, (5.32)

donde S(t) = s(t) − M(t) es la diferencia entre la función de masa original y la
nueva función de masa. Además, una constante global de integración ha sido ab-
sorbida dejando sin especificar el tiempo inicial de la última integración. De esta
forma, la función gn(t) está completamente determinada (salvo por constantes que
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pueden depender del modo) por la función fn(t) y la diferencia entre las dos funcio-
nes de masa consideradas. Utilizando esta expresión para gn(t), la restricción (5.9)
que determina las transformaciones canónicas admisibles se convierte en

− 1
4
[ ḟn(t)]2 +

1
2

f̈n(t) fn(t) +
1
4

[∫ t
S(t̄) fn(t̄)dt̄

]2

+
[
ω2

n + s̄(t)
]

f 2
n(t) = 1, (5.33)

donde se ha definido s̄(t) = [s(t) + M(t)] /2.

Si se sustituye la expansión asintótica para la función fn(t) en serie de Laurent
en ωn, y se permite el intercambio de orden entre las suma infinita de la expansión
y la integral en la expresión (5.33), se obtiene a partir de esta igualdad un conjunto
de ecuaciones diferenciales jerárquicas que permiten obtener los coeficientes de las
serie para fn(t) mediante un proceso recursivo, comenzando por la contribución
dominante en el lı́mite ωn → ∞ y descendiendo en la secuencia de potencias enteras
negativas de ωn. En cada paso de esta jerarquı́a aparece una nueva constante de
integración, permitiendo ası́ cierta libertad en la elección de los coeficientes de la
transformación.

Un caso de especial interés es el de transformaciones que no afectan a la masa
dependiente del tiempo, es decir, para las cuales la nueva función de masa no solo
no depende de los modos, sino que además coincide con la función de masa origi-
nal. Para esta situación, la función S(t) se anula, y s̄(t) = s(t). Por tanto, se obtiene
que

gn(t) = Kn −
ḟn(t)

2
, (5.34)

donde Kn es una constante (temporal) que depende del modo. Dado el compor-
tamiento asintótico de las funciones gn(t) y fn(t), la constante Kn han de tener la
forma

Kn = κ0 + ∑
k=1

κk

ωk
n

, (5.35)

donde κk son números reales. La expresión para la función fn(t) puede determinar-
se reemplazándola por su expansión asintótica en términos de serie de Laurent en la
ecuación (5.33), particularizando esta ecuación a los valores S(t) = 0 y s̄(t) = s(t),
y siguiendo el procedimiento explicado anteriormente. Como ya se ha comentado,
las soluciones siempre pueden obtenerse mediante un proceso recursivo, al menos
a un nivel formal.
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5.4. Discusión

En este capı́tulo se han estudiado una cierta clase de transformaciones canónicas
lineales dependientes del tiempo no locales para campos escalares que se propagan
en espaciotiempos no estacionarios con secciones espaciales compactas. Estas trans-
formaciones dependientes del tiempo absorben parte de la dinámica del campo de-
bida al fondo no estacionario. De forma más especı́fica, la clase de transformaciones
que se han estudiado relaciona distintas descripciones de campo en las cuales las
ecuaciones del movimiento toman la forma de una ecuación de Klein–Gordon en un
espaciotiempo ultraestático auxiliar pero con un término de masa que depende del
tiempo. Se han permitido correcciones subdominantes para estas ecuaciones en el
sector ultravioleta, que corresponde a los modos asociados con autovalores grandes
(en norma) del operador de Laplace–Beltrami. Las ecuaciones dinámicas se comple-
tan con la ecuación hamiltoniana que relaciona la configuración del campo con su
momento. Se ha restringido el análisis al caso en el que esta última ecuación igua-
la la derivada temporal de los modos de configuración con los respectivos modos
del momento, para todas las descripciones de campo consideradas. Además, usan-
do la descomposición de los campos a través de las autofunciones del operador
de Laplace–Beltrami, las posibles no localidades de las transformaciones canónicas
analizadas consisten en su dependencia en el modo considerado, pero respetándose
el desacoplo dinámico de los modos.

Para el tipo de ecuaciones del movimiento estudiadas, el criterio de imponer (i)
invariancia del vacı́o bajo las simetrı́as espaciales de la dinámica y (ii) la existencia
de una evolución implementable de forma unitaria, selecciona una única represen-
tación de Fock para la relaciones canónicas de conmutación (salvo por equivalencia
unitaria) en cada una de las descripciones relacionadas mediante las transforma-
ciones canónicas no locales consideradas. La representación de Fock seleccionada
es equivalente a la determinada por la estructura compleja que se asocia de forma
natural al caso de un campo libre sin masa [108, 112]. El análisis realizado en este
capı́tulo puede verse como una extensión de estos resultados de unicidad al permi-
tir (a) cambios dependientes del tiempo en la configuración del campo que incluyen
contribuciones del momento, y (b) que las transformaciones canónicas dependan de
los modos y por lo tanto sean no locales. No obstante, se han impuesto dos restric-
ciones sobre el tipo de transformaciones canónicas consideradas. Por una parte, se
ha exigido que éstas sean compatibles con la evolución dinámica, en el sentido de
que no mezclen los distintos modos del operador de Laplace–Beltrami, dado que
están desacoplados dinámicamente. Debido a esto, además, las transformaciones
consideradas tienen la misma forma para cada uno de los autoespacios de este ope-
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rador, dado que la dinámica es la misma para todos los modos degenerados. Por
otra parte, se ha asumido que las funciones que determinan la transformaciones
canónicas admiten una expansión asintótica en el sector ultravioleta en forma de
serie de Laurent en ωn (la raı́z cuadrada de la norma de los autovalores de Laplace–
Beltrami).

Se ha estudiado primeramente si existen o no esta clase de transformaciones
canónicas no locales dependientes del tiempo que relacionan diferentes descrip-
ciones con el mismo tipo de ecuaciones dinámicas. Se ha demostrado que en ver-
dad existen y que, de hecho, son necesariamente dependientes de los modos. Por
lo tanto, no existen transformaciones canónicas locales que cumplan los requisitos
impuestos. Para las dos descripciones relacionadas por cada una de estas transfor-
maciones canónicas, una cuantización de Fock privilegiada es seleccionada por el
criterio de unicidad consistente en imponer una evolución unitaria y la invariancia
bajo las simetrı́as espaciales. De esta forma, la pregunta que surge naturalmente es
si estas cuantizaciones (las seleccionadas para cada una de las distintas descripcio-
nes) son de hecho equivalentes, o si surge un nuevo tipo de ambigüedad que afecta
a la fı́sica obtenida en la teorı́a cuántica y que no puede ser eliminada mediante el
criterio propuesto. Esta pregunta puede ser reformulada planteándose si las trans-
formaciones canónicas consideradas admiten una implementación unitaria o no. Se
ha demostrado que todas y cada una de las transformaciones canónicas no loca-
les estudiadas son de hecho implementables de forma unitaria. Ası́, se garantiza la
unicidad de la teorı́a cuántica de Fock seleccionada por el criterio empleado. Esto
muestra la consistencia de este criterio y proporciona una mayor robustez a la teorı́a
cuántica seleccionada, ası́ como a las predicciones fı́sicas extraı́das a partir de ella.
Finalmente, se han analizado en más detalle el caso especı́fico en el que se obtienen
nuevas masas dependientes del tiempo pero independientes de los modos, es decir,
sin correcciones subdominantes. Se ha mostrado que este tipo de transformaciones
son generalmente posibles, y se ha formulado la condición que esta subfamilia de
transformaciones ha de satisfacer.

Es importante mencionar que este tipo de transformaciones aparece en el estu-
dio de perturbaciones cosmológicas, relacionando la descripción de perturbaciones
escalares en torno a espaciotiempos de FRW (tanto cerrados como planos) en el
gauge longitudinal y la descripción en términos de cantidades invariantes de gau-
ge, en términos de potenciales invariantes de Bardeen [112] o en términos de la
variable de Mukhanov–Sasaki para el caso plano [134]. En el apéndice B se pre-
senta resumidamente la situación para el caso cerrado. Por último, los resultados
presentados en este capı́tulo parecen tener aplicación y poder extenderse al caso
de campos fermiónicos, donde este tipo de transformaciones podrı́an tener espa-
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cial importancia. Por ejemplo, en la referencia [152] se analiza un modelo cuántico
que contiene campos fermiónicos con una creación finita de partı́culas en la evo-
lución o, equivalentemente, con una dinámica unitariamente implementable. Para
obtener esta dinámica unitaria para tal modelo es necesario definir unas variables
de destrucción y creación usando transformaciones canónicas (no locales) depen-
dientes del tiempo y del modo con respecto a la descripción original de los campos
fermiónicos. Por ello, el análisis y la conclusiones expuestas en este capı́tulo pue-
den ser importantes a la hora de construir una cuantización de Fock para fermiones
con las propiedades deseables de simetrı́a y unitariedad, y también para asegurar
la unicidad (salvo transformaciones unitarias) de la teorı́a cuántica.
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Capı́tulo 6

Cuantización hı́brida del modelo de
Gowdy con materia

Como ya se ha comentado en los capı́tulos de introducción, el estudio de mode-
los cosmológicos inhomogéneos en el marco de la cosmologı́a cuántica de lazos se
desarrolló considerando el ejemplo del modelo de Gowdy T3 linealmente polariza-
do, para el que se introdujeron técnicas de cuantización hı́brida que combinan los
procedimientos de la cuantización de lazos para los grados de libertad homogéneos
con una cuantización de Fock para las inhomogeneidades. No obstante, este mode-
lo de Gowdy en vacı́o, pese a contener infinitos grados de libertad, está muy alejado
de describir situaciones realistas. Esto es debido principalmente a que el sector ho-
mogéneo de este modelo corresponde a cosmologı́as de Bianchi I en vacı́o, cuyas
únicas soluciones isótropas corresponden al espaciotiempo estático de Minkowski.

Con la motivación de extender las técnicas de cuantización hı́brida a modelos
más realistas, en este capı́tulo se estudiará dicho modelo de Gowdy con un campo
escalar sin masa mı́nimamente acoplado y con las mismas simetrı́as que la geo-
metrı́a. El estudio de la cuantización mediante técnicas hı́bridas de este modelo
permitirá estudiar la inclusión de inhomogeneidades materiales dentro del marco
de cosmologı́a cuántica de lazos. Además, debido a la presencia de este conteni-
do material, el modelo que se va a considerar admite cosmologı́as de tipo FRW
plano como un subconjunto de sus soluciones clásicas homogéneas. De esta for-
ma, el modelo, aunque no describa escenarios completamente realistas, ya que las
inhomogeneidades que contiene únicamente varı́an en una dirección espacial, per-
mitirá estudiar, en el marco de la cuantización hı́brida, el comportamiento de las
inhomogeneidades—tanto materiales como gravitatorias—al propagarse en geo-
metrı́as que se aproximan bastante bien al universo en el que vivimos.
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6.1. Descripción clásica del modelo

En esta sección se realizará el estudio clásico del modelo de Gowdy T3 lineal-
mente polarizado y con un campo escalar sin masa mı́nimamente acoplado. Se mos-
trará el espacio de fases inicial del modelo, para posteriormente realizar una fijación
parcial de gauge que eliminará toda la libertad gauge salvo dos ligaduras globales.
En este proceso, se introducirá un escalado adecuado de las inhomogeneidades ma-
teriales. Posteriormente, se describirá el sistema en unas variables apropiadas para
su cuantización.

6.1.1. Espacio de fases inicial

Como ya se ha mencionado, las cosmologı́as de Gowdy [114, 115] representan
espaciotiempos globalmente hiperbólicos con secciones espaciales compactas que
son soluciones a las ecuaciones de Einstein en vacı́o y que contienen dos campos
vectoriales espaciales de Killing, que resultan conmutar. Aquı́ se centrará el estudio
en el caso de la topologı́a del tres-toro, que representa el caso más simple y a la
vez con mayor interés fı́sico. Además, se considerará el submodelo con polariza-
ción lineal de las ondas gravitatorias, lo que equivale a exigir que los dos campos
vectoriales de Killing sean ortogonales a hipersuperficies. De ahora en adelante se
denominará a este sistema como el modelo de Gowdy T3 linealmente polariza-
do. Se incluirá en este modelo un campo escalar sin masa mı́nimamente acoplado,
Φ, que posea las mismas simetrı́as que la geometrı́a. En esta situación, es posible
adoptar coordenadas {t, θ, σ, δ} adaptadas a las simetrı́as, donde t es la coordenada
temporal y θ, σ y δ están definidas en el cı́rculo, S1, de manera tal que los campos
de Killing se correspondan con ∂σ y ∂δ. Ası́ pues, todos los campos que describen el
sistema, tanto métricos como materiales, dependerán únicamente de la coordenada
temporal t y de la coordenada espacial cı́clica θ ∈ S1. En particular, se podrá realizar
una expansión de todos los campos en serie de Fourier en la coordenada θ. De esta
forma, para un campo real genérico, como por ejemplo Φ(t, θ), la descomposición
en modos de Fourier y la definición de sus coeficientes vendrán dadas por

Φ(t, θ) =
1√
2π

∑
m∈Z

Φm(t)eimθ, Φm(t) =
1√
2π

∮
dθ Φ(t, θ)e−imθ. (6.1)

Como los campos considerados son reales, los coeficientes de Fourier han de satis-
facer la relación Φ−m = Φ∗m, donde el sı́mbolo ∗ denota la conjugación compleja.

Primeramente se realiza una descomposición 3+1 del sistema. La métrica espa-
ciotemporal para el modelo de Gowdy T3 se describe ası́ en términos de la tres-
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métrica espacial hab, inducida en las secciones espaciales es las que hemos exfolia-
do el espaciotiempo, de la función lapso N y del vector desplazamiento Na, donde
a, b ∈ {θ, σ, δ}. Teniendo en cuenta la simetrı́a generada por los campos de Killing,
es posible fijar toda la libertad de gauge asociada a las ligaduras de momento en
las direcciones σ y δ mediante las condiciones de que las componentes hθσ y hθδ de
la métrica espacial se anulen. Estas condiciones también requieren, para estar bien
definidas y ser estables dinámicamente, que las componentes del vector desplaza-
miento en dichas direcciones, Nσ y Nδ, se anulen [153]. Por otra parte, la restricción
al estudio del caso con polarización lineal implica la condición hσδ = 0. Con esto, te-
nemos que las únicas componentes de la tres-métrica no nulas son las componentes
diagonales. Ası́, el elemento de lı́nea espaciotemporal se puede escribir como

ds2 = −hN˜ 2dt2 + hθθ(dθ + Nθdt)2 + hσσdσ2 + hδδdδ2. (6.2)

Aquı́, se ha introducido el lapso densitizado N˜ = N/
√

h, donde h representa el de-
terminante de la métrica espaciotemporal. Las componentes de la métrica pueden
ser parametrizadas convenientemente a partir de tres campos métricos adimensio-
nales {τ, ξ, γ̃}:

hθθ = l̃2 exp
(

γ̃− ξ√
τ
− ξ2

4τ

)
, hσσ = l̃2τ2 exp

(
− ξ√

τ

)
, hδδ = l̃2 exp

(
ξ√
τ

)
,

(6.3)
donde l̃ es una constante con dimensiones de longitud l̃2 = 4G/π. Es importante
notar que los tres campos usados para parametrizar la métrica tienen una interpre-
tación geométrica clara, ya que, esencialmente, representan cantidades proporcio-
nales al área de las órbitas de isometrı́a generadas por los vectores de Killing, la
norma de uno de éstos, y el factor conforme de la métrica inducida en el conjunto
de las órbitas de isometrı́a.

El espacio de fases asociado con la geometrı́a está dado por estos tres campos
métricos {τ, ξ, γ̃} y por los campos que representan sus respectivos momentos con-
jugados {Pτ, Pξ , Pγ̃}. En cuanto al espacio de fases material, está constituido por el
campo escalar sin masa Φ y su momento canónicamente conjugado PΦ. La acción
para el sistema total es la suma de la acción asociada a la geometrı́a [100] y la acción
para el campo material, y viene dada por

S =
∫ t f

ti

dt
∮

dθ
[

Pτ τ̇ + Pξ ξ̇ + Pγ̃ ˙̃γ + PΦΦ̇−
(

N˜ C + NθCθ

)]
, (6.4)

donde el punto denota aquı́ la derivada con respecto al tiempo t, y C y Cθ represen-
tan respectivamente la ligadura hamiltoniana (o escalar) densitizada y la ligadura

109
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de difeomorfismos (o de momentos) en la dirección θ. Estas ligaduras toman las
expresiones:

C = l̃2

{
τ

2
P2

ξ +
ξ2

8τ
P2

γ̃ − τPτPγ̃ +
τ

2

[
4τ′′ − 2γ̃′τ′ −

(
ξτ′

2τ

)2

+ (ξ ′)2

]}

+
P2

Φ
8π2 + 2π2 l̃4τ2(Φ′)2, (6.5)

Cθ = Pττ′ + Pγ̃γ̃′ + Pξξ ′ + PΦΦ′ − 2P′γ̃. (6.6)

La prima denota la derivada con respecto a la coordenada cı́clica θ. En la expresión
de la ligadura hamiltoniana densitizada, la primera lı́nea corresponde a la contri-
bución debida a la geometrı́a, mientras que la segunda lı́nea corresponde a la con-
tribución dada por el contenido material.

6.1.2. Fijación parcial de gauge y espacio de fases reducido

Llegado este punto, se realiza una reducción parcial de gauge del sistema elimi-
nando prácticamente toda la libertad de gauge en un nivel clásico y dejando única-
mente por satisfacer los modos homogéneos de las dos ligaduras consideradas an-
teriormente. Para ello, se imponen unas condiciones de fijación de gauge análogas
a las utilizadas para el modelo de Gowdy en vacı́o [37], y que están estrechamente
relacionadas con las impuestas para deparametrizar completamente el sistema [97].
Estas condiciones son:

χ1 ≡ Pγ −
Pγ̃0√

2π
= 0, χ2 ≡ τ − τ0√

2π
= 0, (6.7)

donde Pγ̃0 y τ0 corresponden a los coeficientes de Fourier asociados a los modos
cero de los campos Pγ̃ y τ, respectivamente. Se observa cómo las condiciones de
fijación de gauge introducidas corresponden a imponer la homogeneidad del cam-
po correspondiente al generador de las transformaciones conformes de la métrica
inducida en el conjunto de las órbitas de isometrı́a, Pγ̃, y, del área de dichas orbitas,
τ.

Para que estas condiciones lleven a una fijación parcial de gauge aceptable, por
una parte deben formar, junto a las ligaduras C y Cθ, un sistema de ligaduras de se-
gunda clase (en la terminologı́a de Dirac [6]). Por otra parte, las condiciones de fija-
ción de gauge han de ser compatibles con la dinámica. El primero de estos requisitos
impone que, tanto Pγ̃ como τ, sean funciones que no se anulen para ningún tiempo.
El segundo requisitos impone que, tanto el lapso densitizado N˜ como la única com-
ponente no nula del vector desplazamiento, Nθ, sean funciones homogéneas. Ası́, se
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fija toda la libertad de gauge de sistema considerado salvo los modos homogéneos
de ambas ligaduras. Las partes inhomogéneas de los campos γ̃ y Pτ quedan fijadas
de forma que se satisfagan los modos inhomogéneos de ambas ligaduras, por lo
que únicamente quedan sin determinar sus modos homogéneos. Después de esta
fijación parcial de gauge, el espacio de fases del sistema reducido está descrito por
dos pares canónicos de variables homogéneas (tipo “partı́cula puntual”), (τ0, Pτ0)

y (γ̃0, Pγ̃0), ası́ como por dos pares de campos canónicamente conjugados: un par
métrico (ξ, Pξ) y el otro dado por el campo escalar material (Φ, PΦ). Para estos dos
pares de campos canónicamente conjugados se separan explı́citamente sus modos
homogéneos, de manera que se puede escribir

Φ(t, θ) =
1√
2π

φ(t) + φ̃(t, θ), PΦ(t, θ) =
1√
2π

Pφ(t) + Pφ̃(t, θ), (6.8)

ξ(t, θ) =
1√
2π

ξ0(t) + ζ(t, θ), Pξ(t, θ) =
1√
2π

Pξ0(t) + Pζ(t, θ), (6.9)

donde φ, Pφ, ξ0 y Pξ0 corresponden respectivamente a los coeficientes asociados al
modo cero de la descomposición de Fourier de los campos respectivos Φ, Pφ, ξ y Pξ .
Dada la definición utilizada se cumple también que∮

dθ φ̃(t, θ) = 0, (6.10)

y de forma análoga para los campos Pφ̃, ζ y Pζ ; es decir, estos campos no tienen
contribución homogénea global. Ası́, el espacio de fases reducido puede separarse
en un sector homogéneo y un sector inhomogéneo. El sector homogéneo está compuesto
por cuatro pares canónicos de variables tipo “partı́cula puntual”: tres que describen
la geometrı́a homogénea del sistema, {(τ0, Pτ0), (γ̃0, Pγ̃0), (ξ0, Pξ0)}, y otro par que
da cuenta del contenido material homogéneo, (φ, Pφ). El sector sector inhomogéneo
está compuesto por dos pares de campos canónicamente conjugados con compo-
nente homogénea nula: uno que describe las ondas gravitacionales, (ζ, Pζ), y otro
las inhomogeneidades materiales, (φ̃, Pφ̃).

La acción reducida después de la fijación parcial de gauge viene dada por

S =
∫ t f

ti

dt
[

Pτ0τ̇0 + Pγ̃0 ˙̄γ0 + Pξ0ξ̇0 + Pφφ̇ +
∮

dθ
(

Pζ ζ̇ + Pφ̃
˙̃φ
)
−
(

N˜ C + NθCθ

)]
,

(6.11)
donde ahora las dos ligaduras que permanecen en el sistema, y que se seguirán
denominando como C y Cθ, son las ligaduras globales correspondientes (esencial-
mente) a los modos cero de las ligaduras originales (6.5) y (6.6). Estas ligaduras
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globales, en función de las variables del espacio de fases reducido, adoptan las si-
guientes expresiones:

C =
l̃2
√

2π

{
−τ0Pτ0Pγ̃0 +

Pγ̃0

8τ0
ξ2

0 +
τ0

2
P2

ξ0 +

√
2π

l̃2

P2
φ

8π2

+
∮

dθ

[
P2

γ̃0

8τ0
ζ2 +

τ0

2
P2

ζ +
τ0

2
(ζ ′)2 +

√
2π

l̃2

P2
φ̃

8π2 +
√

2π3 l̃2τ2
0 (φ̃

′)2

]}
, (6.12)

Cθ =
∮

dθ
[

Pζζ ′ + Pφ̃φ̃′
]
. (6.13)

En éstas, se observa cómo la ligadura de difeomorfismos únicamente involucra el
sector inhomogéneo del espacio de fases. La ligadura escalar, por su parte, tiene una
contribución que únicamente involucra el sector homogéneo, y que corresponde a
la primera lı́nea de la formula (6.12), mientras que el resto de contribuciones invo-
lucran todo el espacio de fases reducido, acoplando ası́ de manera no trivial ambos
sectores del espacio de fases.

6.1.3. Escalado del campo escalar

Considérese ahora la siguiente transformación de contacto que incluye el esca-
lado del campo que describe las inhomogeneidades materiales φ̃:

ϕ = 2π l̃
√

τφ̃, γ̄ = γ̃ + π2 l̃2
∮

dθ φ̃2, (6.14)

y que se completa a una transformación canónica mediante

Pϕ =
Pφ̃

2π l̃
√

τ
− π l̃

Pγ̃φ̃√
τ

, P̃τ = Pτ +
π2 l̃2

τ

[∮
dθ

(
Pγ̃φ̃2 −

Pφ̃φ̃

2π2 l̃2

)]
, Pγ̄ = Pγ̃.

(6.15)
En estas ecuaciones se ha utilizado una notación simplificada para los grados de
libertad homogéneos, de forma que, por ejemplo, τ = τ0√

2π
, y análogamente para el

resto de variables homogéneas involucradas. Después de realizar está transforma-
ción canónica, las ligaduras globales se expresan en función de las nuevas variables
como

C̃ =
l̃2
√

2π

{
−τ0P̃τ0Pγ̄0 +

Pγ̄0

8τ0
ξ2

0 +
τ0

2
P2

ξ0 +

√
2π

l̃2

P2
φ

8π2

+
∮

dθ

[
Pγ̄0

8τ0
(ζ2 + ϕ2) +

τ0

2

(
P2

ζ + (ζ ′)2 + P2
ϕ + (ϕ′)2

)]}
, (6.16)
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Cθ =
∮

dθ(Pζζ ′ + Pϕ ϕ′). (6.17)

Ası́ pues, tras la transformación canónica que incluye el escalado del campo ma-
terial con la raı́z del área de las órbitas de isometrı́a, las contribuciones en ambas
ligaduras asociadas al nuevo par de campos canónicos que describen las inhomo-
geneidades materiales, (ϕ, Pϕ), son idénticas a las asociadas al par que describe
las inhomogeneidades gravitatorias, (ζ, Pζ). Por lo tanto, ambos tipos de inhomo-
geneidades aparecen de la misma forma y podrán ser tratados, matemáticamente
hablando, de forma idéntica.

La consideración de la anterior transformación canónica, que incluye el escala-
do del campo de las inhomogeneidades materiales, no obedece a un criterio pura-
mente estético ni de simplicidad. En realidad, la transformación es necesaria para
alcanzar posteriormente una representación de Fock, seleccionada de forma úni-
ca, que permita una evolución unitaria para las inhomogeneidades materiales (y
preserve la invariancia de gauge remanente en los difeomorfismos). Para ver esto
en más detalle, considérese por un momento el modelo de Gowdy T3 linealmente
polarizado en vacı́o. En el modelo completamente deparametrizado, obtenido tras
imponer unas condiciones de fijación de gauge de la forma (6.7), pero exigiendo
que el área de las órbitas de isometrı́a sea una función especı́fica del tiempo, existe
una parametrización de la métrica espacial en la que el contenido de ondas gravita-
torias se describe exactamente como un campo escalar sin masa que se propaga en
un espaciotiempo auxiliar en menos dimensiones [125]. Sin embargo, esta descrip-
ción no admite ninguna representación de Fock en la que la evolución pueda ser
implementada de forma unitaria [97, 102, 124]. Para lograr una evolución unitaria,
es necesario realizar una transformación canónica dependiente del tiempo que in-
cluye el escalado del campo [100,102] y que precisamente lleva a describir las ondas
gravitatorias mediante el campo ζ. Volviendo ya al modelo con contenido material,
para alcanzar una descripción de las inhomogeneidades materiales con evolución
unitaria en el modelo completamente deparametrizado, es necesario realizar una
transformación canónica dependiente del tiempo análoga que conduce a describir
las inhomogeneidades materiales justamente por el campo ϕ. De esta forma, en
el modelo completamente deparametrizado, los campos gravitatorios y materiales
resultantes, ζ y ϕ, siguen las ecuaciones del movimiento asociadas a un campo es-
calar libre con una masa dependiente del tiempo en un espaciotiempo estático de
dimensiones 1+1.
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6.1.4. Descripción del sector inhomogéneo

Con el objetivo de realizar una cuantización de Fock para el sector inhomogéneo,
se describen las variables de este sector del espacio de fases en función de variables
de destrucción y creación para ambos tipos de inhomogeneidades: gravitatorias y
materiales. Las variables de destrucción y creación utilizadas son las naturalmente
asociadas a la cuantización de Fock de un campo escalar libre sin masa (definido en
S1), esto es:

a(ζ)m =

√
1

2|m|
(
|m|ζm + iPζm

)
, a(ζ)∗−m =

√
1

2|m|
(
|m|ζm − iPζm

)
, (6.18)

donde m ∈ Z− {0}, y de forma análoga se definen a(ϕ)
m y a(ϕ)∗

−m para las inhomo-
geneidades materiales. Estas variables de destrucción y creación conducen a una
cuantización de Fock para los campos cuya evolución es de hecho implementable
de forma unitaria (en el modelo completamente deparametrizado) [98, 99] y cuyo
vacı́o es invariante bajo las traslaciones rı́gidas en el cı́rculo, que es el grupo de si-
metrı́a gauge remanente para los campos en el modelo reducido. Además, como ya
se ha comentado, estos dos requisitos seleccionan de forma única la representación
de Fock obtenida a partir de las variables de destrucción y creación elegidas, salvo
equivalencia unitaria [100, 102].

6.1.5. Descripción del sector homogéneo gravitatorio: variables de
Ashtekar–Barbero

El sector homogéneo gravitatorio del espacio de fases reducido describe espa-
ciotiempos cosmológicos de Bianchi I [67, 127] con secciones espaciales cuya topo-
logı́a es la del tres-toro. Debido a que, para este sector, se usarán las técnicas de
cuantización de la cosmologı́a cuántica de lazos, sus variables correspondientes se
describirán en el formalismo de Ashtekar–Barbero, es decir, se describirá este sector
en función de las componentes de una conexión su(2), Ai

a, y una trı́ada densitizada,
Ea

i , que contiene la información de la métrica espacial. Para ello, primeramente, se
resumirá la descripción de cosmologı́as de Bianchi I con la topologı́a del tres-toro en
variables de Ashtekar–Barbero. Posteriormente se indicará como obtener la trans-
formación canónica para el sistema considerado, que permitirá describir el sector
homogéneo gravitatorio en términos de dichas variables.

Como las secciones espaciales tienen la topologı́a del tres-toro, el sistema cuenta
con una celda natural, que se denominará celda-T3, y cuyos lados tienen una lon-
gitud coordenada de 2π. Al igual que se hizo en la sección 1.2.1 para el modelo de
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FRW plano, para describir el modelo de Bianchi I en función de las variables de
Ashtekar–Barbero se introducen la trı́adas diagonales planas auxiliares ◦ei

a = δi
a.

Tanto la conexión como la trı́ada densitizada están caracterizadas por tres variables
cada una, de la forma:

Aj
a =

cj

2π
δ

j
a, Ea

j =
pj

4π2 δa
j

√
◦h, (6.19)

con j = θ, σ, δ. Como ya se mencionó los ı́ndices de las variables cj y pj no represen-
tan un ı́ndice ni interno [SU(2)] ni métrico, por lo que no se aplica el convenio de
sumación de Einstein sobre ellas. Los corchetes de Poisson no nulos para variables
son {ci, pj} = 8πGγδi

j, donde γ es de nuevo el parámetro de Immirzi. En función
de estas variables, el elemento de lı́nea para Bianchi I se expresa:

ds2 =
|pθ pσ pδ|

4π2

[
−

N˜ 2

(2π)4 dt2 +
dθ2

p2
θ

+
dσ2

p2
σ
+

dδ2

p2
δ

]
. (6.20)

Comparando las componentes obtenidas para la métrica espacial con las que
obtuvimos para Gowdy en (6.3), pero eliminando las contribuciones de las inho-
mogeneidades, se obtienen las siguientes igualdades

hθθ =
|pθ pσ pδ|

4π2p2
θ

= l̃2 exp

{
1√
2π

(
γ̃0 −

ξ0√
τ
−

ξ2
0

4τ0

)}
, (6.21)

hσσ =
|pθ pσ pδ|
4π2p2

σ
= l̃2τ2 exp

{
−ξ0√
2πτ

}
, (6.22)

hδδ =
|pθ pσ pδ|

4π2p2
δ

= l̃2 exp
{

ξ0√
2πτ

}
, (6.23)

donde se ha denotado por conveniencia τ = τ0√
2π

. A partir de estas fórmulas se con-
sigue una transformación de contacto entre las variables homogéneas {τ0, ξ0, γ̃0} y
las componentes de la trı́ada densitizada pj. Esta transformación de contacto puede
ser completada para alcanzar una transformación canónica que relaciona las varia-
bles del sector gravitatorio homogéneo con las variables de Ashtekar–Barbero [33].

6.1.6. Ligaduras en función de las nuevas variables

Una vez se han introducido las variables de Ashtekar–Barbero para describir el
sector homogéneo gravitatorio del espacio de fases, y las variables de destrucción
y creación para describir las inhomogeneidades del sistema, se puede escribir la
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expresión de la ligaduras en función de las mismas. Para la ligadura de difeomor-
fismos se obtiene

Cθ = ∑
α∈{ζ,ϕ}

∞

∑
n=1

n
(

a(α)∗n a(α)n − a(α)∗−n a(α)−n

)
= 0. (6.24)

Por otra parte, la ligadura escalar densitizada tiene la forma

C = Chom + Cinh = 0, (6.25)

donde Chom es la parte de la ligadura que únicamente involucra el sector homo-
géneo, mientras que la parte restante Cinh acopla los sectores homogéneo e inho-
mogéneo. La parte homogénea de la ligadura Chom corresponde a la ligadura escalar
densitizada para el modelo de Bianchi I con un campo escalar sin masa homogéneo,
que viene dada por [32, 70]

Chom = − 1
8πGγ2

[
cθ pθcσ pσ + cσ pσcδ pδ + cδ pδcθ pθ

]
+

P2
φ

2
. (6.26)

La otra contribución a la ligadura es

Cinh = 2π|pθ|
(

Hζ
0 + Hϕ

0

)
+

(cσ pσ + cδ pδ)
2

16πγ2|pθ|

(
Hζ

int + Hϕ
int

)
, (6.27)

donde las funciones Hα
0 y Hα

int (α = ζ, ϕ) dependen únicamente del sector inho-
mogéneo, y adoptan las siguientes expresiones:

Hα
0 =

∞

∑
n=1

n
(

a(α)∗n a(α)n + a(α)∗−n a(α)−n

)
, (6.28)

Hα
int =

∞

∑
n=1

1
n

(
a(α)∗n a(α)n + a(α)∗−n a(α)−n + a(α)n a(α)−n + a(α)∗n a(α)∗−n

)
. (6.29)

Estas funciones corresponden, respectivamente, a la contribución asociada a un
campo escalar sin masa libre y a la autointeracción de los campos. Por este moti-
vo, de ahora en adelante serán denominadas como contribución de campo libre y
contribución de autointeracción.

6.2. Cuantización hı́brida del modelo

Una vez se ha descrito el sistema de forma clásica a través de unas variables ade-
cuadas, se estudiará su cuantización a partir de las técnicas de cuantización hı́brida.
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Para realizar la cuantización del sistema, primeramente se introducirá una repre-
sentación sobre un espacio de Hilbert cinemático Hcin, de forma que las variables
básicas del espacio de fases estén representadas por operadores. Como la cuanti-
zación hı́brida combina una cuantización de Fock para el sector inhomogéneo con
una cuantización polimérica para el sector homogéneo, la representación escogida
será tal que el espacio de Hilbert cinemático será el producto tensorial de dos espa-
cios de Hilbert: uno asociado al sector homogéneo, Hhom

cin , y otro asociado al sector
inhomogéneo,Hinh

cin .

6.2.1. Representacion del sector inhomogéneo

El sector inhomogéneo del espacio de fases, como ya se adelantó, se cuantiza
utilizando una representación de Fock privilegiada. Para ello, los infinitos grados
de libertad de cada uno de los campos α ∈ {ζ, ϕ} se describieron previamente de
manera conveniente mediante unas variables de destrucción y creación apropiadas,(

a(α)m , a(α)∗m

)
con m ∈ Z − {0}, definidas en (6.18). Estas variables se promueven

ahora a operadores de destrucción y creación
(

â(α)m , â(α)†m

)
, respectivamente, sobre

el espacio de Fock F α. Como es habitual, el vacı́o de la representación es el estado
(normalizado) que es aniquilado por todos los operadores de destrucción. Una base
ortonormal del espacio de Fock está dada por los estados de n-partı́culas,

|nα〉 = | . . . , nα
−2, nα

−1, nα
1 , nα

2 , . . .〉, (6.30)

con nα
m ∈ N y ∑m nα

m < ∞. Los números nα
m corresponden al número de ocupa-

ción (o número de partı́culas) en el modo m-ésimo. El producto interno del espa-
cio está dado por 〈n′|n〉 = δn′n. Debido a que el sector inhomogéneo del sistema
está compuesto por dos copias idénticas (desde el punto de vista matemático), el
espacio de Hilbert cinemático asociado al sector inhomogéneo será el producto ten-
sorial de dos espacios de Fock,Hinh

cin = F ζ ⊗F ϕ.

6.2.2. Operadores inhomogéneos

Una vez se ha introducido la representación del sector inhomogéneo, pueden
construirse los operadores que representan cuánticamente a las funciones de las
variables inhomogéneas que aparecen en las ligaduras. Estas funciones son toda
la ligadura de difeomorfismos Cθ y las funciones Hα

0 y Hα
int de la ligadura hamil-

toniana. Los operadores obtenidos actúan de forma no trivial únicamente sobre el
espacio de Hilbert inhomogéneo. Estos operadores se construyen inmediatamente
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a partir de su expresión clásica, sustituyendo las variables de destrucción y creación
por los respectivos operadores de destrucción y creación y utilizando el orden nor-
mal. Como resultado, la ligadura de difeomorfismos es representada de la forma
Cθ → h̄Ĉθ, donde el operador Ĉθ toma la expresión:

Ĉθ =
∞

∑
n=1

nX̂ζ
n +

∞

∑
n=1

nX̂ϕ
n , X̂α

n = â(α)†n â(α)n − â(α)†−n â(α)−n. (6.31)

Por otra parte, la contribución de campo libre y la contribución de la autointeracción
de los campos se representan respectivamente como H0 → h̄Ĥ0 y Hint → h̄Ĥint,
donde los operadores obtenidos son

Ĥα
0 =

∞

∑
n=1

nN̂α
n , Ĥα

int =
∞

∑
n=1

1
n

(
N̂α

n + â(α)†n â(α)†−n + â(α)n â(α)−n

)
, (6.32)

habiendo definido N̂α
n = â(α)†n â(α)n + â(α)†−n â(α)−n.

6.2.3. Representación del sector homogéneo

El sector homogéneo del espacio de fases del sistema corresponde a cosmologı́as
de Bianchi I (con secciones espaciales tres-toroidales) y con un campo escalar sin
masa homogéneo mı́nimamente acoplado. Para obtener una representación de es-
te sector, se utilizarán los métodos de la cosmologı́a cuántica de lazos. Ası́, para
representar el contenido material homogéneo, se empleará una representación de
Schrödinger estándar, de acuerdo con el procedimiento seguido en la mayor parte
de los modelos estudiados en el contexto de cosmologı́a de lazos, y, en particular,
con la referencia [32], donde se estudia el modelo de Bianchi I con un campo escalar
homogéneo. El espacio de Hilbert asociado ası́ al sector homogéneo material corres-
ponde al espacio de las funciones de cuadrado integrable con respecto a la medida
de Lebesgue, L2(R, dφ), donde el operador φ̂ para el modo cero del campo actúa
por multiplicación, mientras que su momento actúa por derivación P̂φ = −ih̄∂φ.

Para representar el sector homogéneo gravitatorio, interpretable como cosmo-
logı́as de Bianchi I, se utilizará la cuantización polimérica de la cosmologı́a cuánti-
ca de lazos. Para ello, primeramente se describe el sector en función de holonomı́as
de la conexión y flujos de la trı́ada densitizada, que serán las variables elementales
para la cuantización. En realidad, basta con considerar holonomı́as sobre aristas de
longitud fiducial 2πµj ∈ R orientadas a lo largo de las tres direcciones fiduciales

(etiquetadas por el ı́ndice j). Estas holonomı́as toman el valor h
µj
j (cj) = eµjcjτj . Por su

parte, la información fı́sica de los flujos de las trı́adas está contenida en las variables
pj.

118



6.2. CUANTIZACIÓN HÍBRIDA

El álgebra de configuración del sector gravitatorio homogéneo está generada
por los elementos de matriz de las holonomı́as consideradas, o equivalentemente
Nµj(c

j) = eiµjcj/2. Este álgebra se representa de forma análoga a como se hizo pa-
ra del modelo de FRW en la sección 1.2.2. Similarmente, los operadores p̂j que se
adoptan para representar a los coeficientes no triviales de la trı́ada, tienen un espec-
tro discreto igual a la recta real, como ocurrı́a para el operador de la trı́ada en FRW.
Sus correspondientes autoestados |pθ, pσ, pδ〉 forman un base ortogonal del espacio
de Hilbert cinemático asociado a Bianchi I, HBI

cin, que está dotado de un producto
interno dado por

〈pθ, pσ, pδ|p′θ, p′σ, p′δ〉 = δpθ pθ
δpσ p′σ δpδ p′δ

. (6.33)

Como este producto interno es discreto, no existe un operador bien definido que re-
presente las componentes de la conexión, sino que únicamente están bien definidos
los operadores de los elementos de matriz de las holonomı́as.

Por otra parte, para estos operadores es necesario emplear la denominada pres-
cripción de dinámica mejorada, introducida para el modelo de Bianchi I en la refe-
rencia [32]. Esta prescripción de dinámica mejorada asume una longitud fiducial
mı́nima 2πµ̄j para las aristas utilizadas al computar las holonomı́as en cada una de
las direcciones. Esta longitud mı́nima 2πµ̄j depende del estado considerado, de ma-
nera que los ciclos de holonomı́as cerrados, necesarios para representar el operador
de curvatura, encierren un área fı́sica igual al mı́nimo autovalor no nulo permitido
para el operador de área en gravedad cuántica de lazos, ∆. Ası́ se concluye que tales
longitudes mı́nimas deben venir dadas por [32]

µ̄θ =

√∣∣∣∣ ∆pθ

pσ pδ

∣∣∣∣, µ̄σ =

√∣∣∣∣ ∆pσ

pδ pθ

∣∣∣∣, µ̄δ =

√∣∣∣∣ ∆pδ

pθ pσ

∣∣∣∣. (6.34)

Esto hace que la actuación de los operadores que proporcionan los elementos de
matriz de las holonomı́as, N̂µ̄j , tengan una acción muy complicada sobre los esta-
dos |pθ, pσ, pδ〉. Como se comentó en la sección 1.3.3, para obtener una acción más
manejable, es preferible cambiar las etiquetas a estos estados, pasando a otras de la
forma |λθ, λσ, v〉 con nuevas etiquetas que están definidas a partir de las antiguas
mediante

λj =
sgn(pj)

√
|pj|

(4πγ`2
pl

√
∆)1/3

, v = 2λθλσλδ. (6.35)

La etiqueta v corresponde a un parámetro afı́n que es proporcional al volumen
(homogéneo) de las secciones espaciales compactas, que viene representado por

el operador V̂ = ⊗j

√̂
|pj|. Con esto, se tiene que la actuación de los operadores de

119
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holonomı́a sobre la base de estados elegida toma la expresión:

N̂±µ̄θ
|λθ, λσ, λδ〉 =

∣∣∣∣λθ ±
∣∣∣∣λθ

v

∣∣∣∣ , λσ, v± sgn(λθv)
〉

,

N̂±µ̄σ |λθ, λσ, λδ〉 =
∣∣∣∣λθ, λσ ±

∣∣∣∣λσ

v

∣∣∣∣ , v± sgn(λσv)
〉

, (6.36)

N̂±µ̄δ
|λθ, λσ, λδ〉 = |λθ, λσ, v± sgn(λθλσ)〉.

6.2.4. Operadores geométricos homogéneos

Una vez se ha introducido una representación y un espacio de Hilbert cinemáti-
co para el sector homogéneo, y en particular para el sector homogéneo gravitatorio,
podemos construir los operadores que representan las funciones que dependen úni-
camente del sector homogéneo en las ligaduras. En esta subsección se construirá,
por una parte, el representante cuántico de los pares clásicos cj pj, y por otra un ope-
rador inverso de trı́ada regularizado. Estos operadores actuarán de forma no trivial
únicamente sobre el espacio de Hilbert cinemático asociado al sector homogéneo
gravitatorio,HBI

cin.

Primeramente se construirán los operadores asociados a los pares clásicos cj pj.
Como ya se ha mencionado, debido en la representación polimérica utilizada no
existen operadores que representan a las componentes de la conexión, sino que so-
lo están bien definidos los operadores de holonomı́a N̂±µ̄j . Esto hace que, como
se vio en la sección 1.2.3 para el modelo de FRW, la expresión de la ligadura ha-
miltoniana tenga que ser descrita convenientemente a través de holonomı́as. Esta
consideración conduce a las sustituciones (1.38), esto es:

cj pj →
sen(µ̄jcj)

µ̄j
pj = sgn(pj) sen(µ̄jcj)

V√
∆

, (6.37)

donde V =
√
|pθ pσ pδ|. Estas expresiones sı́ que pueden ser representadas, ya que

̂sen(µ̄jcj) = −i(N̂2µ̄j − N̂−2µ̄j)/2. No obstante, llegados a este punto, es necesario
realizar una elección de orden de factores. Dada la libertad en la elección de es-
te orden, aquı́ se escogerá el introducido en la referencia [60], ya que lleva a una
representación con una estructura matemática especialmente idónea, como se mos-
trará posteriormente. Dicho orden de factores simétrico está definido de la siguiente
manera. Por una parte, se distribuyen potencias del operador de volumen V̂ de for-
ma simétrica a la izquierda y la derecha de cada uno de los términos. Por otra parte,

los términos del tipo ̂sgn(pj)
̂sen(µ̄jcj) son simetrizados de la forma

̂sgn(pj)
̂sen(µ̄jcj) → 1

2

[
̂sen(µ̄jcj) ̂sgn(pj) + ̂sgn(pj)

̂sen(µ̄jcj)
]

. (6.38)
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Ası́, se obtiene que el representante cuántico del par cj pj, que denotaremos de ahora
en adelante como Θ̂i, es (según se adelantó en (1.39))

Θ̂j = −
i

4
√

∆

√̂
V
[
(N̂2µ̄j − N̂−2µ̄j)

̂sgn(pj) + ̂sgn(pj)(N̂2µ̄j − N̂−2µ̄j)
] √̂

V. (6.39)

Los operadores Θ̂j tienen una definición análoga a la introducida en (1.18) para el
operador Ω̂ en el modelo de FRW.

En cuanto al operador inverso de trı́ada densitizada regularizado, para definirlo
en cosmologı́a cuántica de lazos se siguen procedimientos similares a los emplea-
dos en la teorı́a completa de gravedad cuántica de lazos [68]. Ası́, se parte de una
expresión clásica para sgn(pj)/|pj|1−s, con s > 0, análoga a la mostrada en (1.14),
tomando las longitudes mı́nimas µ̄j dadas en (6.34), y se representa mediante el
operador regularizado

̂[ 1

|pj|
1
2−s

]
=

̂sgn(pj)

8sπγ`2
pl

√
∆

√̂
|pk pl|

[
N̂−µ̄j |̂pj|

s
N̂µ̄j − N̂µ̄j |̂pj|

s
N̂−µ̄j

]
, (6.40)

donde j 6= k 6= l. Cada elección de s proporciona una regularización distinta para el
operador inverso de trı́ada densitizada. En este caso, es habitual escoger s = 1/4.

La actuación de los operadores regularizados los estados de la base deHBI
cin viene

entonces dada por

̂[ 1
|pθ|1/4

]
|λθ, λσ, v〉 = 1

(4πγ`2
pl

√
∆)1/6

√
D(v)
|λθ|
|λθ, λσ, v〉, (6.41)

donde D(v) = |v|
∣∣∣√|v + 1| −

√
|v− 1|

∣∣∣2, con expresiones similares para los opera-
dores correspondientes a las direcciones σ y δ. Además, se puede definir el operador
inverso de volumen a través de los operadores regularizados introducidos como

[̂
1
V

]
= ⊗j

̂[ 1
|pj|1/4

]2

, (6.42)

con lo que se llega a la expresión (1.42).

6.2.5. Operador de ligadura hamiltoniana

Una vez se ha proporcionado una representación sobre en un espacio de Hil-
bert cinemático y se han introducido los operadores necesarios, la construcción del
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operador que representa a la ligadura hamiltoniana densitizada es prácticamente
inmediata a partir de su expresión clásica, dada en las expresiones (6.25), (6.26) y
(6.27). No obstante, es preciso realizar unos comentarios al respecto. El primero de
ellos está relacionado con la densitización de la ligadura. En gravedad cuántica de
lazos, la ligadura representada cuánticamente es la ligadura hamiltoniana sin den-
sitizar C. En este modelo, ambas ligaduras están relacionadas clásicamente de la
forma C = VC. Aunque en el sistema considerado la utilización de una u otra no
tiene consecuencias fı́sicas relevantes, ya que el álgebra que satisfacen las ligadu-
ras del modelo sigue siendo el mismo, esto en general no es cierto. Por lo tanto,
para seguir de forma estricta los procedimientos de gravedad cuántica de lazos, la
ligadura que se deberı́a imponer cuánticamente es la ligadura no densitizada. Sin
embargo, el operador que representa a la ligadura hamiltoniana densitizada, Ĉ, tie-
ne una actuación más sencilla y conveniente sobre el espacio de Hilbert cinemático,
para posteriormente estudiar sus soluciones fı́sicas. Debido a ello, será este último
el que se representará. En todo caso, ambos operadores y sus soluciones están re-
lacionados a través de un proceso de densitización [60]. Por otra parte, es importante
comentar que, debido a la complicada actuación de los operadores de holonomı́a
construidos con la prescripción de dinámica mejorada, los operadores Θ̂j para las
distintas direcciones no conmutan, por lo que se tendrá que simetrizar sus produc-
tos adecuadamente al introducir el operador de ligadura hamiltoniana densitizada.

Teniendo esto en cuenta, se tiene que el operador de ligadura toma la forma

Ĉ = −∑
i 6=j

∑
j

Θ̂iΘ̂j

16πGγ2 −
h̄2

2
∂2

φ + 2πh̄|̂pθ|Ĥ0 + h̄
̂[ 1

|pθ|
1
4

]2

(Θ̂σ + Θ̂δ)
2

16πγ2

̂[ 1

|pθ|
1
4

]2

Ĥint,

(6.43)
donde se ha definido Ĥ0 = Ĥζ

0 + Ĥϕ
0 y Ĥint = Ĥζ

int + Ĥϕ
int. También se han distribui-

do de forma simétrica las potencias del operador inverso de trı́ada regularizada en
el término que contiene Ĥint.

Sectores de superselección y subespacios invariantes

El operador de ligadura hamiltoniana deja invariantes ciertos subespacios del
espacio de Hilbert cinemático, lo que permitirá definir unos sectores de superse-
lección en el sector gravitatorio homogéneo. Primeramente se centrará el estudio
únicamente en su actuación sobre estados |λθ, λσ, v〉 de HBI

cin. Tanto para la cons-
trucción del operador de ligadura, como en la de los operadores Θ̂j, se ha tomado
un orden de factores que conduce a unos sectores de superselección que son parti-
cularmente simples y con unas propiedades muy convenientes.
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Primeramente, la acción del operador de ligadura hamiltoniana sin densitizar
es tal que aniquila los estados con v = 0 y deja invariante su complemento orto-
gonal. De esta forma, los estados análogos a la singularidad, es decir los estados
de volumen cero, son desacoplados naturalmente de la teorı́a. Al pasar a la versión
densitizada del operador de ligadura, solamente se consideran los estados en dicho
complemento ortogonal de los que tienen volumen v nulo [33].

Por otra parte, los únicos operadores presentes en la ligadura hamiltoniana que
no actúan de forma diagonal en los estados |λθ, λσ, v〉 son los operadores Θ̂j. De-
bido a la simetrización efectuada en (6.38), la actuación del operador de ligadura
hamiltoniana densitizada no acopla estados cuyas etiquetas tengan signos opues-
tos. Por lo tanto, la ligadura hamiltoniana deja invariante el subespacio dado por
la envolvente lineal de los estados |λθ, λσ, v〉 con λθ, λσ, v > 0. A partir de ahora se
restringirá el estudio al espacio de Hilbert cinemático, H̃BI

cin, obtenido al completar
este subespacio con respeto a al producto interno discreto. Por conveniencia, se re-
etiquetarán los estados de H̃BI

cin de la forma |Λθ, Λσ, v〉, donde Λj = log(λj) ∈ R.
Con ello, v = 2eΛθΛσΛδ . La acción de los operadores de holonomı́a N̂±µ̄j es bastante
más sencilla una vez se ha restringido el estudio al espacio de Hilbert H̃BI

cin, y viene
dada por las fórmulas (1.45), que se reproducen aquı́ por completitud:

N̂±µ̄θ
|Λθ, Λσ, v〉 = |Λθ + wv(±1), Λσ, v± 1〉,

N̂±µ̄σ |Λθ, Λσ, v〉 = |Λθ, Λσ + wv(±1), v± 1〉, (6.44)

N̂±µ̄δ
|Λθ, Λσ, v〉 = |Λθ, Λσ, v± 1〉.,

Recuérdese que wv(z) = log(1 + z/v), con z ∈ Z. Además, el operador de ligadura
hamiltoniana únicamente relaciona estados cuya etiqueta v pertenece a una semired
Lε de paso cuatro:

Lε = {v ; v = ε + 4k, k ∈N}. (6.45)

Estas semiredes están etiquetadas a través de un número real ε ∈ (0, 4], que corres-
ponde al mı́nimo valor que puede tomar v en la semired considerada. Adicional-
mente, el operador de ligadura hamiltoniana densitizada también superselecciona
las etiquetas Λθ y Λσ. De hecho, dado un valor de ε, el operador únicamente rela-
ciona estados cuyas etiquetas Λa (a = θ, σ) son de la forma Λa = Λ?

a + wε, donde
Λ?

a son dos números reales fijos cualesquiera y wε es cualquier número contenido
en el conjuntoWε introducido en (1.49). Como se comentó en los capı́tulos de intro-
ducción, el conjuntoWε, que únicamente depende de ε, es un conjunto numerable
y denso en la recta real. Por tanto, en lo que se refiere al sector homogéneo gravi-
tatorio, dados los números ε, Λ?

θ y Λ?
σ, se puede restringir el estudio al espacio de

Hilbert separable obtenido por la compleción en cada sector de superselección. Se
denominará a este espacio de Hilbert comoHBI

ε,Λ?
θ ,Λ?

σ
.

123



CAPÍTULO 6. CUANTIZACIÓN HÍBRIDA: GOWDY CON MATERIA

Con respecto a la acción de los operadores de ligadura sobre el espacio de Hil-
bert asociado al sector inhomogéneo, F ζ ⊗F ϕ, se tiene que, de los operadores que
actúan de manera no trivial sobre este espacio, únicamente Ĥint no es diagonal en la
base de estados de n-partı́culas. Este operador crea y destruye pares de partı́culas
en todos los modos de forma tal que mantiene invariantes los números cuánticos
Xα

n = nα
n− nα

−n. En realidad, estos números son conservados por la acción de las dos
ligaduras presentes en el sistema. Por ello, es conveniente reetiquetar los estados de
n-partı́culas como

|nα〉 = |Nα;Xα〉 = |Nα
1 , Nα

2 , . . . ; Xα
1 , Xα

2 , . . .〉, (6.46)

donde se ha definido Nα
n = nα

n + nα
−n.

6.3. Espacio de Hilbert fı́sico

Una vez se han construido los operadores que representan las ligaduras, se pue-
de pasar a caracterizar los estados fı́sicos, que serán aquéllos aniquilados por las dos
ligaduras del modelo. Es importante mencionar que los dos operadores de ligadura
considerados conmutan y, por lo tanto, pueden ser impuestos simultáneamente de
forma consistente.

6.3.1. Imposición del operador de ligadura de difeomorfismos

Se considerará primeramente la imposición del operador de ligadura de difeo-
morfismos Ĉθ. La actuación de este operador sobre la base del espacio de Hilbert
F ζ ⊗ F ϕ dada por el producto tensorial de los estados de n-partı́culas para cada
tipo de inhomogeneidades proporciona la siguiente condición, que han que satisfa-
cer los estados fı́sicos

∞

∑
n=1

n
(

Xζ
n + Xϕ

n

)
= 0. (6.47)

Los estados que cumplen esta condición forman un subespacio propio de F ζ ⊗F ϕ,
que se denotará como Ff.

6.3.2. Imposición del operador de ligadura hamiltoniana

El operador de ligadura hamiltoniana densitizada, en cambio, impone una con-
dición mucho más compleja. Esto es debido principalmente a la acción altamente
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no trivial que tienen los operadores Θ̂j sobre el sector homogéneo gravitatorio y a
la del operador Ĥint sobre el sector inhomogéneo. Para poder caracterizar las so-
luciones y construir el espacio de Hilbert fı́sico, será necesario analizar de forma
explı́cita únicamente la acción del operador de ligadura hamiltoniana sobre el sec-
tor homogéneo gravitatorio. Para ello, se expandirá un estado generalizado (Ψ| en
la base dual de bras 〈Λθ, Λσ, v| para el sector homogéneo gravitatorio:

(Ψ| = ∑̄
Λθ

∑̄
Λσ

∑̄
v
(Ψ(Λ̄θ, Λ̄σ, v̄)

∣∣⊗ 〈Λ̄θ, Λ̄σ, v̄|, (6.48)

donde Λ̄θ, Λ̄σ y v̄ toman valores en sus respectivos sectores de superselección con-
siderados. Es conveniente mencionar que los bras (Ψ(Λ̄θ, Λ̄σ, v̄)

∣∣ no son realmente
coeficientes de la función de onda, sino que son estados (generalizados), debido a
que no se ha expandido (Ψ| en una base de todo el espacio de Hilbert cinemáti-
co. Además, hay que enfatizar que en analogı́a con lo que sucede para otros sis-
temas cosmológicos similares, no es esperable que los estados (Ψ(Λ̄θ, Λ̄σ, v̄)

∣∣, so-
luciones del operador de ligadura hamiltoniana, sean estados normalizables en
L2(R, dφ)⊗F ζ ⊗F ϕ, sino que más bien pertenezcan a un espacio más amplio so-
bre el cual se debe construir el espacio de Hilbert fı́sico de la teorı́a. Aplicando Ĉ
mediante actuación adjunta sobre el estado (Ψ| y proyectando sobre |Λθ, Λσ, v〉, se
obtiene:

− 8
πG

(Ψ(Λθ, Λσ, v)| ∂2
φ +

8
β

e2Λθ (Ψ(Λθ, Λσ, v)| Ĥ0

+ ∑
k∈{0,4}

[
x+k (v)

(
Ψ+

k (Λθ, Λσ, v + k)
∣∣+ x−k (v)

(
Ψ−k (Λθ, Λσ, v− k)

∣∣]
+4βD(v)e−2Λθ ∑

k∈{0,4}

[
x+k (v)D(v + k)

(
Ψ
′+
k (Λθ, Λσ, v + k)

∣∣∣
+ x−k (v)D(v− k)

(
Ψ
′−
k (Λθ, Λσ, v− k)

∣∣∣] Ĥ†
int = 0, (6.49)

donde β = (`2
pl/16π2γ2∆)1/3, la daga denota el adjunto, y se ha definido

x±k (v) = −
eiπk/4

2
[1 + sgn(v± k)]

√
v|v± k||v± 2|. (6.50)

Los objetos
(
Ψ±k (Λθ, Λσ, v± k)

∣∣, están formados cada uno por seis contribuciones
de la forma:

(Ψ±k (Λθ, Λσ, v± k)| = (Ψ(Λθ + wv(±k)− wv(±2), Λσ + wv(±2), v± k)|
+ (Ψ(Λθ + wv(±k)− wv(±2), Λσ, v± k)|+ (Ψ(Λθ + wv(±2), Λσ, v± k)|
+ (Ψ(Λθ, Λσ + wv(±k)− wv(±2), v± k)|+ (Ψ(Λθ, Λσ + wv(±2), v± k)|
+ (Ψ(Λθ + wv(±2), Λσ + wv(±k)− wv(±2), v± k)| , (6.51)
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mientras que los objetos (Ψ
′±
k (Λθ, Λσ, v± k)|, que contienen cuatro contribuciones,

están dados por:

(Ψ
′±
k (Λθ, Λσ, v± k)| = (Ψ(Λθ, Λσ + wv(±k), v± k)|+ (Ψ(Λθ, Λσ, v± k)|
+ (Ψ(Λθ, Λσ + wv(±k)− wv(±2), v± k)|+ (Ψ(Λθ, Λσ + wv(±2), v± k)| . (6.52)

La condición impuesta por el operador de ligadura hamiltoniana (6.49) es una ecua-
ción en diferencias finitas en la variable v y, por lo tanto, puede ser interpretada
como una ecuación de evolución en esta variable. De hecho, puede probarse que,
formalmente, dado un conjunto de datos iniciales en la sección de volumen mı́ni-
mo, vmı́n = ε ∈ (0, 4], estos datos iniciales caracterizan completamente una solución
de la ligadura hamiltoniana densitizada [33,39]. Esta propiedad permite identificar
el espacio de Hilbert fı́sico del sistema, que se denominará Hfı́s, con el espacio de
Hilbert de datos iniciales en esta superficie de volumen mı́nimo.

De esta manera, se puede determinar el espacio de Hilbert fı́sico del sistema,
teniendo en cuenta también la condición impuesta por el operador de ligadura de
difeomorfismos (6.47). Se obtiene ası́ que

Hfı́s = HBI
fı́s ⊗ L2(R, dφ)⊗Ff, (6.53)

donde Ff es el espacio de Fock introducido anteriormente y HBI
fı́s es el espacio de

Hilbert fı́sico para el modelo de Bianchi I hallado en la referencia [39], y cuya cons-
trucción se ha resumido en la sección 1.3.6. El producto interno que dota de esta
estructura de espacio de Hilbert al espacio de datos iniciales se obtiene mediante el
requisito de que las relaciones de conjugación compleja entre un conjunto completo
de observables clásicos se conviertan en relaciones de adjunción entre los corres-
pondientes operadores [154, 155].

6.4. Proyección al modelo con simetrı́a rotacional local

El modelo de Gowdy T3 con polarización lineal es simétrico con respecto al in-
tercambio de las direcciones coordenadas σ y δ. Debido a esto, el modelo admite
soluciones clásicas con simetrı́a rotacional local, en las que los factores de escala para
estas dos direcciones evolucionan de manera idéntica. Por lo tanto, puede restrin-
girse el estudio del modelo de Gowdy, tanto en vacı́o como con materia, al caso con
simetrı́a rotacional local, en el que todas las soluciones son de este tipo. Esta restric-
ción puede ser realizada clásicamente, antes de la cuantización, o partiendo desde
el modelo cuántico. En esta sección se abordará únicamente la restricción desde el
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modelo cuántico, pasando ası́ del modelo original al modelo con simetrı́a rotacional
local. Al inicio del próximo capı́tulo se esquematizará la cuantización del modelo
reducido clásicamente, obteniéndose el mismo resultado.

En analogı́a con el proceso discutido en la referencia [32], en el que el modelo
cuántico de FRW se obtiene a partir del modelo cuántico de Bianchi I, se define el
siguiente mapeo entre estados (generalizados) asociados al modelo de Gowdy y los
asociados al modelo con simetrı́a rotacional local, denotados por (ψ(Λθ, v)|:

(Ψ(Λθ, Λσ, v)| → ∑
Λσ

(Ψ(Λθ, Λσ, v)| ≡ (ψ(Λθ, v)| , (6.54)

donde la suma en Λσ se lleva a cabo sobre todos los valores incluidos en el sector
de superselección considerado. Utilizando este mapeo en la acción del operador de
ligadura hamiltoniana (6.49), se obtiene

− 4
πG

(ψ(Λθ, v)| ∂2
φ +

4
β

e2Λθ (ψ(Λθ, v)| Ĥ0

+ ∑
k∈{0,4}

[
x+k (v)

(
ψ+

k (Λθ, v + k)
∣∣+ x−k (v)

(
ψ−k (Λθ, v− k)

∣∣]
+ 8βD(v)e−2Λθ

[
x+4 (v)D(v + 4) (ψ(Λθ, v + 4)|+ (x−0 (v) + x+0 (v))D(v) (ψ(Λθ, v)|
+ x−4 (v)D(v− 4) (ψ(Λθ, v− 4)|

]
Ĥ†

int = 0, (6.55)

donde cada uno de los objetos
(
ψ±k (Λθ, v± k)

∣∣ contienen tres términos y están da-
dos por

(
ψ±k (Λθ, v± k)

∣∣ = (ψ(Λθ + wv(±2), v± k)|+ (ψ(Λθ, v± k)|
+ (ψ(Λθ + wv(±k)− wv(±2), v± k)| . (6.56)

Es importante destacar que el mapeo introducido funciona porque los coeficien-
tes que aparecen en la expresión (6.49) no dependen explı́citamente de la variable
Λσ, sobre la cual se realiza la suma para efectuar la proyección. De hecho, este ti-
po de mapeo únicamente tiene sentido si el modelo clásico admite la imposición
de la simetrı́a adicional de manera que se permita su reducción a un submodelo
estable dinámicamente. Por eso, una proyección similar sumando adicionalmente
sobre la etiqueta Λθ no es viable, ya que los coeficientes provenientes de contribu-
ciones inhomogéneas al operador de ligadura hamiltoniana densitizada dependen
explı́citamente de dicha variable, lo que refleja el hecho de que únicamente existan
soluciones isótropas cuando las inhomogeneidades se anulan.
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6.5. Discusión

En este capı́tulo se ha estudiado la cuantización hı́brida del modelo de Gowdy
T3 con ondas gravitacionales linealmente polarizadas y con un campo escalar sin
masa mı́nimamente acoplado como contenido material. La descripción adoptada
para las inhomogeneidades materiales es tal que éstas pueden tratarse (matemáti-
camente) de forma idéntica a las inhomogeneidades gravitatorias. Ambos tipos de
inhomogeneidades resultan tomar parte en las ligaduras de la misma manera. Gra-
cias a ello, se han podido aplicar los métodos de cuantización hı́brida desarrollados
en las referencias [33, 37–39] de forma prácticamente inmediata, consiguiendo una
cuantización completa para este sistema que contiene infinitos grados de libertad
fı́sicos tanto materiales como gravitatorios. Este modelo fue el primer modelo com-
pletamente cuantizado con estas propiedades en el marco de la cosmologı́a cuántica
de lazos.

Como la estructura de las ligaduras al introducir el campo material es idéntica
a la obtenida en el caso en vacı́o, todos los resultados obtenidos en las referen-
cias [33, 39] para el modelo de Gowdy en vacı́o se aplican prácticamente de igual
forma en el modelo estudiado. En particular, sobre los estados fı́sicos se recupera
la descripción estándar de teorı́a cuántica de campos para ambos tipos de inhomo-
geneidades, pero ahora éstas se propagan sobre un universo de Bianchi I poliméri-
camente cuantizado con un campo escalar sin masa homogéneo como contenido
material, y no ya en puro vacı́o. Además, debido a la cuantización polimérica de los
grados de libertad gravitatorios homogéneos, se garantiza que los estados cuánti-
cos análogos a la singularidad clásica se desacoplan naturalmente en el modelo
cuántico y, por lo tanto, la singularidad inicial se resuelve ya de partida.

Conceptualmente, la cuantización hı́brida de esta familia de cosmologı́as inho-
mogéneas no introduce ninguna complicación técnica con respecto al modelo en
vacı́o. Sin embargo, la situación es completamente distinta cuando se considera el
interés fı́sico del modelo. De hecho, gracias a la inclusión del campo escalar sin ma-
sa, el sector homogéneo del modelo estudiado admite soluciones clásicas isótropas
y planas del tipo de FRW, mientras que para el modelo en vacı́o únicamente admitı́a
como solución isótropa la solución estática de Minkowski.

Por otra parte, el estudio de las soluciones clásicas (en vacı́o) [117] y el estu-
dio de la dinámica efectiva obtenida a partir de su cuantización hı́brida (usando
una diferente prescripción de la dinámica mejorada) [156, 157] muestran que pe-
queñas inhomogeneidades no crecen de forma arbitraria a lo largo de la evolu-
ción. Ası́, si se consideran una condiciones iniciales suficientemente cercanas a la
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homogeneidad, las soluciones correspondientes se mantendrı́an aproximadamente
homogéneas durante la evolución. En el caso abordado aquı́, debido a que ambos
tipos de inhomogeneidades, tanto materiales como gravitatorias, evolucionan de
la misma manera, esto también sucederá para el modelo con materia. Esto indi-
ca que unas condiciones suficientemente cercanas a la isotropı́a y homogeneidad
deben de llevar a unas soluciones aproximadamente isótropas y homogéneas. Gra-
cias a este comportamiento, es natural comparar la dinámica de este modelo con la
del modelo de FRW plano (con la topologı́a del tres-toro), para ası́ poder estudiar
cómo la presencia de pequeñas anisotropı́as e inhomogeneidades afectan la evolu-
ción de un fondo de FRW plano. Aunque el tipo de inhomogeneidades presentes
en el modelo estudiado no son todas aquéllas permitidas en un universo como el
que observamos (sino solo la subfamilia que satisface las simetrı́as de las cosmo-
logı́as de Gowdy T3), este análisis deberı́a mostrar el tipo de efectos cuánticos con
impronta en la dinámica, ası́ como las consecuencias de la geometrı́a cuántica en las
fluctuaciones primordiales.

Con este propósito, en el próximo capı́tulo se desarrollarán y estudiarán méto-
dos aproximados que permitirán construir un operador de ligadura hamiltoniana
densitizada aproximado, además de delimitar las situaciones donde éste representa
una buena aproximación al original. El estudio de este nuevo operador permitirá la
construcción de un conjunto de soluciones aproximadas entre las que están conteni-
das precisamente soluciones de tipo FRW con un efecto pequeño de las anisotropı́as
y con un bajo contenido en inhomogeneidades.
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Capı́tulo 7

Métodos aproximados

En el capı́tulo anterior se estudió la cuantización hı́brida del modelo de Gowdy
T3 linealmente polarizado y con un campo escalar sin masa mı́nimamente acopla-
do. La aplicación de las técnicas de la cuantización hı́brida permitieron la cuantiza-
ción completa del modelo, ası́ como la construcción de unos operadores de ligadura
bien definidos. También se pudieron caracterizar las soluciones del modelo cuánti-
co mediante conjuntos de datos iniciales en la sección de volumen mı́nimo, lo que
permitió construir el espacio de Hilbert fı́sico. No obstante, esta caracterización no
es de gran utilidad para la obtención de soluciones cuánticas de forma que se pueda
estudiar su evolución y extraer consecuencias fı́sicas. Por otra parte, la actuación del
operador de ligadura de hamitoniana es muy complicada, debido principalmente a
la prescripción de dinámica mejorada y a la autointeracción de las inhomogeneida-
des. Como consecuencia, no es obvio como diagonalizar el operador de ligadura.
Tampoco se han podido utilizar técnicas de promedio sobre grupos para construir
sus soluciones. Por ello, es necesario desarrollar métodos aproximados, bien contro-
lados y justificados, que hagan posible introducir una ligadura aproximada cuyas
soluciones sı́ sean deducibles. Éste es el estudio que se abordará en este capı́tulo,
discutiendo métodos de aproximación que habiliten la construcción de una familia
de soluciones aproximadas con interés fı́sico, a saber, soluciones aproximadamente
isótropas y con un bajo contenido en inhomogeneidades. Para realizar este estudio,
por simplicidad, se considerará el submodelo con simetrı́a rotacional local, ya que
éste contiene las mismas dificultades conceptuales que están presentes en el modelo
original.
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7.1. Modelo de Gowdy T3 con materia y simetrı́a rota-
cional local

En esta sección se presentará de forma resumida la cuantización hı́brida pa-
ra el modelo con simetrı́a rotacional local. Para ello se partirá de la descripción
clásica del modelo de Gowdy original (tras la reducción de gauge parcial) en fun-
ción las variables de Ashtekar–Barbero para el sector homogéneo gravitatorio y las
variables de destrucción y creación privilegiadas para ambos tipos de inhomoge-
neidades, tanto ondas gravitatorias como las inhomogeneidades del campo escalar
escalado. Como ya se ha mencionado el capı́tulo anterior, el modelo de Gowdy T3

linealmente polarizado es simétrico con respecto al intercambio de las direcciones
σ y δ. Consecuentemente, el modelo contiene un subconjunto de soluciones clásicas
con simetrı́a rotacional local, es decir, soluciones en las cuales el comportamiento
en las direcciones σ y δ es idéntico. La reducción clásica al modelo con simetrı́a
rotacional local se puede obtener mediante la identificación de las variables de la
conexión y de la trı́ada densitizada en dichas direcciones, esto es, cσ ≡ cδ y pσ ≡ pδ,
las cuales, a partir de ahora, se denotarán respectivamente como c⊥ y p⊥. Ası́, el
sector homogéneo gravitatorio del modelo viene dado por cosmologı́as de Bianchi
I con simetrı́a rotacional local, que se describen en variables de Ashtekar–Barbero
a través de dos pares canónicos, (cθ, pθ) y (c⊥, p⊥), cuyos corchetes de Poisson no
nulos son {cθ, pθ} = 2{c⊥, p⊥} = 8πGγ. Como el sector inhomogéneo del modelo
con simetrı́a rotacional local es idéntico al original, se tienen las mismas expresiones
para la ligadura de difeomorfismos Cθ, y los términos Hα

0 y Hα
int, dadas respectiva-

mente en las ecuaciones (6.24), (6.28) y (6.29). Por su parte, la expresión de la liga-
dura hamiltoniana (densitizada) se puede conseguir a partir la expresión de la del
modelo original, proporcionada en las ecuaciones (6.25), (6.26) y (6.27), mediante la
identificación de variables ya mencionada. De esta manera se obtiene

C = − 1
8πGγ2

[
2cθ pθc⊥p⊥ + (c⊥p⊥)2

]
+

P2
φ

2
+ 2π|pθ|H0 +

(c⊥p⊥)2

4πγ2|pθ|
Hint, (7.1)

donde los dos primeros términos involucran únicamente el sector homogéneo del
espacio de fases, y coinciden con la ligadura hamiltoniana del modelo de Bianchi
I con simetrı́a rotacional local y un campo escalar homogéneo sin masa. Los otros
dos términos de la ligadura hamiltoniana acoplan ambos sectores del espacio de
fases de una forma no trivial.

Para realizar la cuantización hı́brida del modelo con simetrı́a rotacional local
se introduce una representación de la misma forma que se hizo en la sección 6.2
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para el modelo original. La representación de Fock considerada para el sector in-
homogéneo y la representación de Schrödinger para el modo homogéneo del cam-
po escalar son idénticas a las consideradas dicha sección. La única diferencia es
la relativa al sector homogéneo gravitatorio, donde ahora se emplea la represen-
tación polimérica para el modelo de Bianchi I con simetrı́a rotacional local. Como
es habitual en cosmologı́a cuántica de lazos, se describe este sector en función de
holonomı́as de la conexión sobre aristas y de flujos de la trı́ada densitizada sobre
superficies. La información fı́sica de los flujos está contenida en las variables pj,
mientras que el álgebra de configuración está generada por los elementos de matriz
de las holonomı́as, o de forma equivalente por Nµj(c

j) = eicjµj/2, con j = θ,⊥. Esta
álgebra se representa en un espacio de Hilbert cinemático tal que los operadores de
trı́ada densitizada p̂j tienen un espectro discreto igual a la recta real. Ası́, una base
de estados de este espacio de Hilbert está dada por los autoestados de estos dos
operadores {|pθ, p⊥〉; pθ, p⊥ ∈ R}, ortonormales con respecto al producto interno
discreto: 〈pθ, p⊥|p′θ, p′⊥〉 = δpθ p′θ

δp⊥p′⊥
. Por otra parte, al considerar la prescripción

de dinámica mejorada para este modelo, las longitudes mı́nimas 2πµ̄j obtenidas
para computar las holonomı́as vienen dadas por

µ̄θ =

√
∆|pθ|
|p⊥|2

, µ̄⊥ =

√
∆
|pθ|

. (7.2)

Como sucedı́a para el modelo original, la dependencia con los estados de las longi-
tudes mı́nimas 2πµ̄j hace que la actuación de los operadores de holonomı́a N̂µ̄j sea
muy complicada. En particular, estos operadores ya no conmutan para las distintas
direcciones. Para simplificar su acción, es preferible, como ya sabemos, volver a eti-
quetar los estados de la base como |λθ, v〉, donde λθ y v tienen la misma definición
que en (6.35) (identificado λσ y λδ). Con ello, la actuación de los operadores Nµ̄j

sobre estos estados, que se explicitará más adelante, es la siguiente: los operadores
N̂±µ̄θ

producen un escalado de la etiqueta λθ y un shift de (más/menos) una uni-
dad en v, mientras que N̂±µ̄⊥ únicamente producen un shift de (más/menos) una
unidad en v. Para la construcción de los operadores que representan las ligaduras,
se utiliza una prescripción de orden de factores idéntica a la adoptada para el mo-
delo original. De esta manera, en lo referente al sector homogéneo gravitatorio, el
operador de ligadura hamiltoniana densitizada puede definirse en el complemento
ortogonal de los estados de volumen cero, que se desacoplan. Además, este opera-
dor de ligadura no mezcla estados con distintos signos en sus etiquetas λθ y v, con
lo que puede restringirse el estudio, por ejemplo, al espacio de Hilbert generado por
los estados con etiquetas positivas. Por conveniencia se re-etiquetarán estos estados
como |Λ, v〉, donde Λ = Λθ = log(λθ) ∈ R. La acción explı́cita de los operadores
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de holonomı́a N̂±µ̄j es

N̂±µ̄θ
|Λ, v〉 = |Λ + wv(±1), v± 1〉, N̂±µ̄⊥ |Λ, v〉 = |Λ, v± 1〉. (7.3)

Para construir el operador de ligadura hamitoniana densitizada basta con tomar su
expresión clásica (7.1) y hacer uso de las mismas reglas de cuantización utilizadas
para el modelo original, detalladas en las sección 6.2. En particular, los represen-
tantes cuánticos de los pares clásicos cj pj, que se denominarán Θ̂j, tienen la misma
expresión que en (6.39), mientras que la regularización para el operador inverso de

trı́ada ̂[
1/|pθ|1/4

]
que se utiliza está dado en la expresión (1.40), identificando pσ

y pδ. El operador de ligadura hamiltoniana densitizada ası́ obtenido tiene la forma
[salvo por un factor constante global 8/(πh̄`2

Pl)]

Ĉ = − 1
κ2

[
Θ̂θΘ̂⊥ + Θ̂⊥Θ̂θ + Θ̂2

⊥

]
+

4
πh̄`2

Pl
P̂2

φ

+
16
`2

Pl
|̂pθ|Ĥ0 +

̂[ 1
|pθ|1/4

]2 2`2
PlΘ̂

2
⊥

κ2

̂[ 1
|pθ|1/4

]2

Ĥint, (7.4)

donde se ha definido κ = πγ`2
Pl, y los operadores asociados tanto al sector inho-

mogéneo como al sector homogéneos material, es decir Ĥ0, Ĥint y P̂φ, son los mis-
mos que para el modelo original (véase la sección 6.2). La expresión del operador
de ligadura de difeomorfismos Ĉθ también es la misma que la dada en (6.31). Es
importante resaltar que la actuación del operador Θ̂⊥ es idéntica a la actuación del
operador geométrico para el modelo de FRW Ω̂, proporcionada en (1.21). Como en
este capı́tulo se pretenden obtener soluciones (aproximadas) cercanas a situaciones
homogéneas e isótropas, se reescribirá el operador de ligadura hamiltoniana densi-
tizada de una manera conveniente escribiendo Θ̂⊥ como Ω̂, sumando y restando la
contribución 2Ω̂2/κ2, y definiendo el operador Θ̂ ≡ (Θ̂θ − Ω̂). Ası́ se tiene que

Ĉ = −3Ω̂2

κ2 +
4

πh̄`2
Pl

P̂2
φ −

1
κ2 (Θ̂Ω̂ + Ω̂Θ̂) +

16
β

ê2ΛĤ0 +
2β

κ2 ê−2ΛD̂Ω̂2D̂Ĥint. (7.5)

En esta expresión los dos primeros términos corresponden (salvo por una constante
global) al operador de ligadura hamiltoniana densitizada para el modelo de FRW,
ĈFRW, dado (1.20). El tercer término del operador de ligadura (7.5), que comple-
ta la contribución homogénea del mismo, se denominará término de anisotropı́a,
Ĉani. En lo referido a los términos de interacción, se ha introducido la constante
β = `2

Pl/(4κ
√

∆)2/3, y los operadores ê±2Λ y D̂, cuyas actuaciones sobre la base
{|Λ, v〉; Λ ∈ R, v ∈ R+} del espacio de Hilbert del sector gravitatorio homogéneo,
vienen dadas por

ê±2Λ|Λ, v〉 = e±2Λ|Λ, v〉, (7.6)
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D̂|Λ, v〉 = D(v)|Λ, v〉, con D(v) = v
(√

v + 1−
√
|v− 1|

)2

. (7.7)

El operador D̂ proporciona la contribución obtenida al considerar el operador re-
gularizado para el inverso de la trı́ada densitizada en el término que contiene la
contribución de autointeracción Ĥint, término que se denominará Ĉint.

Al igual que ocurrı́a en el modelo original, la actuación del operador de ligadu-
ra hamiltoniana no relaciona todos los estados del sector gravitatorio homogéneo,
|Λ, v〉, sino que únicamente relaciona aquéllos cuyas etiquetas pertenecen al mismo
sector de superselección. Para la etiqueta v, estos sectores de superselección son las
semiredes de paso cuatro Lε [véase (6.45)], que están caracterizadas de forma única
por el valor mı́nimo que toma v en cada una de ellas, vmı́n = ε ∈ (0, 4]. Para la
etiqueta Λ, sus sectores de superselección están determinados a partir de un valor
inicial Λ? ∈ R y el valor considerado de ε. Los valores de la etiqueta de anisotropı́a
contenidos en el mismo sector de supeselección son de la forma Λ = Λ? + wε, don-
de wε es cualquier número del conjunto numerable y denso en la recta realWε, que
se definió en (1.49). Por lo tanto, en lo referente al sector gravitatorio homogéneo,
se restringirá el estudio a los espacios de Hilbert separables obtenidos mediante la
compleción de la envolvente lineal del conjunto de estados

{|Λ, v〉; v ∈ Lε, Λ = Λ? + wε, ε ∈ (0, 4], Λ? ∈ R, wε ∈ Wε}, (7.8)

con respecto a la medida discreta. Estos espacios de Hilbert se denominarán como
HΛ?,ε ≡ H

(ε)
Λ? ⊗Hε, donde H(ε)

Λ? es el espacio de Hilbert asociado a la etiqueta de
anisotropı́a Λ, mientras que Hε es el espacio de Hilbert asociado a la etiqueta v. La
actuación de ambos operadores de ligadura está bien definida en un domino denso
del espacio de Hilbert cinemático, dado por HΛ?,ε ⊗ L2(R, dφ) ⊗ F ζ ⊗ F ϕ. Final-
mente, la acción (adjunta) del operador de ligadura hamiltoniana densitizada sobre
estados (generalizados) (ψ|, expandidos en la base de estados del sector gravitatorio
homogéneo, es equivalente a la obtenida en la expresión (6.55), lográndose pues el
mismo resultado al restringir primero el modelo clásicamente para posteriormente
cuantizarlo que mediante la proyección cuántica aplicada en la sección 6.4.

7.2. Método de aproximación

En esta sección se partirá de la expresión del operador de ligadura hamiltonia-
na densitizada (7.5), y se desarrollarán métodos aproximados que conduzcan a la
obtención de un operador de ligadura aproximada que sea resoluble.
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7.2.1. Estrategia de aproximación y términos problemáticos

A la hora de construir soluciones al operador de ligadura hamiltoniana den-
sitizada, los términos problemáticos son esencialmente dos. Por un lado, resulta
problemática la actuación del término de anisotropı́a Ĉani. Esto es debido a que
la acción de los operadores que lo componen, y en particular la del operador Θ̂,
no puede factorizarse. En vez de actuar únicamente (de forma no trivial) sobre el
subespacio de HilbertH(ε)

Λ? , Θ̂ produce desplazamientos en las dos etiquetas, v y Λ.
Además, los desplazamientos en la etiqueta Λ dependen explı́citamente del valor
de v en el estado |Λ, v〉. De forma explı́cita, los operadores contenidos en el término
de anisotropı́a tienen el siguiente efecto:

(Ω̂Θ̂ + Θ̂Ω̂)|Λ, v〉 = −κ2 ∑
k∈{0,4}

[
x+k (v)|Λ, v + k〉+ + x−k (v)|Λ, v + k〉−

]
, (7.9)

donde los coeficientes x±k (v) son los definidos en la expresión (6.50), mientras que
los estados |Λ, v± k〉± están cada uno compuesto por tres términos:

|Λ, v± k〉± = |Λ + wv(±k)− wv(±2), v〉 − 2|Λ, v〉+ |Λ + wv(±2), v〉. (7.10)

Por otro lado, el otro término problemático es el término de autointeracción Ĉint.
Este término contiene la contribución de la autointeracción de las inhomogenei-
dades Ĥint que crea y destruye infinitos pares de partı́culas. Además, contiene los
operadores D̂, que proporcionan las correcciones introducidas por la regularización
del inverso de trı́ada densitizada, los cuales no conmutan con el operador Ω̂2.

Para poder tratar con estos términos e introducir unas aproximaciones adecua-
das, la estrategia que se tomará es la siguiente. Como principalmente se están bus-
cando soluciones que correspondan a situaciones con pequeños efectos de aniso-
tropı́a e inhomogeneidad, y las propiedades espectrales del operador geométrico
de FRW, Ω̂2, ası́ como la forma de sus autoestados, son bien conocidas [24, 61],
se tomará el conjunto de estos autoestados como base para el subespacio de Hil-
bert Hε. Teniendo en cuenta entonces el comportamiento de dichos autoestados,
se podrán definir operadores aproximados para las contribuciones problemáticas
mencionadas.

7.2.2. Comportamiento de los autoestados del operador Ω̂2

En esta sección se explicarán las propiedades espectrales del operador Ω̂2 y se
estudiará el comportamiento de sus autofunciones. Tras este estudio, se proporcio-
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nará una expresión analı́tica aproximada para dicho comportamiento, que poste-
riormente permitirá obtener las aproximaciones adecuadas a los operadores pro-
blemáticos.

El operador Ω̂2 actúa únicamente de forma no trivial en el subespacio de Hilbert
Hε, y se ha demostrado que es un operador esencialmente autoadjunto sobre este
espacio [24]. El espectro es no degenerado, absolutamente continuo e igual a la se-
mirecta real no negativa. El conjunto de sus autoestados, {|eρ〉; ρ ∈ R+} (con auto-
valores dados por ρ2), forma una base ortonormal del espacio de HilbertHε que se
normaliza a la delta de Dirac como 〈eρ′ |eρ〉 = δ(ρ′ − ρ). Definiendo eρ(v) = 〈v|eρ〉,
el comportamiento de los autoestados cuando v � 1 toma la siguiente expresión
analı́tica [24, 61]:

eρ(v) ≈
√

2√
πκv

cos
( ρ

4κ
log v + φε

ρ

)
, cuando v� 1, (7.11)

que corresponde a la combinación lineal de autoestados del operador análogo para
la cuantización WDW dada en la expresión (1.24). El comportamiento de la fase φε

ρ

es el expresado en (1.26), y para el que se ha podido comprobar numéricamente
que cε = −πε/4. Por otra parte, el comportamiento de las autofunciones eρ(v) es
tal que resultan exponencialmente suprimidas para v < ṽ(ρ) = ρ/(2κ). En la figura
7.1 se muestra un ejemplo del comportamiento general de las autofunciones.

√
veρ(v)

v

Figura 7.1: Representación del comportamiento de
√

veρ(v) con ρ = 200 (ρ2 =

40000). Se han tomado los parámetros ε = κ = 1. Representación con escala lo-
garı́tmica en el eje de abscisas. En la figura se observa como eρ(v) está altamente
suprimido para v < ṽ(ρ) = 100, mientras que para v � ṽ(ρ) se obtiene el régimen
oscilatorio dado en (7.11).
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Ası́ pues, los autoestados del operador Ω̂2 pueden escribirse de la forma

eρ(v) = ẽρ(v) + Eρ(v) (7.12)

donde ẽρ(v) da cuenta de su comportamiento para valores de v grandes y pequeños:

ẽρ(v) =


0 para v < ṽ(ρ) = ρ

2κ ,√
2√

πκv
cos

( ρ

4κ
log v + φε

ρ

)
para v ≥ ṽ(ρ),

; (7.13)

mientras que Eρ(v) ≡ eρ(v)− ẽρ(v) da cuenta de la diferencia entre la forma exacta
de los autoestados eρ(v) y la expresión analı́tica aproximada ẽρ(v).

El comportamiento de la función Eρ(v) puede separarse en tres intervalos con
comportamientos cualitativamente distintos, que pueden apreciarse en la figura
(7.2):

√
vEρ(v)

v

Figura 7.2: Representación del comportamiento de
√

vEρ(v) con ρ = 2000 (ρ2 =

4000000). Se han tomado los parámetros ε = κ = 1. Representación con escala
logarı́tmica en el eje de abscisas. En la figura se observan claramente los tres inter-
valos de comportamiento distinto para Eρ(v): (i) Despreciable para v < ṽ(ρ), (ii)
oscilaciones para ṽ(ρ) ≤ v ≤ v?(ρ) y, (iii) oscilaciones con un decaimiento de v−5/2

para v > v?(ρ).

Primeramente, para v < ṽ(ρ), el valor de Eρ(v) es completamente desprecia-
ble en todo este intervalo. No obstante, Eρ(v) va creciendo en valor absoluto
rápidamente hasta tomar en v = ṽ(ρ) el valor de eρ(ṽ(ρ)).

Para un intervalo ṽ(ρ) ≤ v ≤ v?(ρ), y debido a que el autoestado eρ(v) oscila
más rápidamente que la aproximación ẽρ(v), la función Eρ(v) es una función
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7.2. MÉTODO DE APROXIMACIÓN

oscilante con una amplitud del mismo orden que la de eρ(v). El comporta-
miento del valor v?(ρ) se ha podido determinar de forma numérica hallando
que v?(ρ) = C(ρ/κ)3/2 donde C es una constante del orden de 10−1.

Finalmente, para v ≥ v?(ρ), como eρ(v) comienza a comportarse como ẽρ(v),
la función Eρ(v) oscila con (aproximadamente) la misma frecuencia que ẽρ(v)
y con una amplitud que decrece como v−5/2. Este comportamiento se obtuvo
analı́ticamente en la referencia [61] y ha sido confirmado numéricamente.

Tómese un operador genérico F̂ en el espacio de Hilbert Hε. Al calcular sus
elementos de matriz 〈eρ′ |F̂|eρ〉, se tendrá en general una expresión de la forma

〈eρ′ |F̂|eρ〉 = ∑
v′∈Lε

∑
v∈Lε

F(v′, v)e∗ρ′(v
′)eρ(v). (7.14)

Para este tipo de expresiones, dado el comportamiento que las funciones Eρ(v), la
sustitución de eρ(v) por su aproximación ẽρ(v) proporciona una buena aproxima-
ción para v, v′ ∈ Lε \ I, donde I = {v; ṽ(ρ) ≤ v ≤ v?(ρ)} ⊂ Lε. Para el intervalo de
red I, aunque no está garantizado que esta sustitución lleve a una buena aproxima-
ción, es esperable que sea ası́ ya que ambas funciones, eρ(v) y ẽρ(v), son funciones
oscilantes con una amplitud del mismo orden y en general con interferencia des-
tructiva (además de que el intervalo I únicamente contiene un número finito de
puntos). Por lo tanto, en lo sucesivo, se supondrá que esta sustitución es válida y
posteriormente se realizarán cálculos numéricos de elementos de matriz para co-
rroborar la validez de las aproximaciones realizadas.

7.2.3. Aproximación a las correcciones de la regularización de in-
verso de trı́ada

Primeramente, se estudiará cómo aproximar las contribuciones provenientes de
la regularización del operador inverso de trı́ada densitizada, dadas por el opera-
dor D̂. Estas contribuciones aparecen en el operador de ligadura hamiltoniana en
el término que contiene la autointeración de los campos, Ĉint. Este término actúa de
forma no trivial sobre el subespacio de HilbertHε a través del operador D̂Ω̂2D̂. Pa-
ra lograr una buena aproximación a este operador, con una actuación más sencilla,
se calcula su acción sobre los autoestados |eρ〉, es decir D̂Ω̂2D̂|eρ〉, y se hace uso de
la sustitución eρ(v) → ẽρ(v) (ası́ como de otras aproximaciones controladas). Tras
realizar este cálculo, que se explica detalladamente en el apéndice C, el resultado
alcanzado es que, si escribimos

D̂Ω̂2D̂|eρ〉 = ρ2|eρ〉+ |Ψ̄〉, (7.15)
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|Ψ̄〉 resulta ser un estado normalizable, en contraposición a los autoestados genera-
lizados |eρ〉, que solo lo son como distribuciones a la delta de Dirac. En este sentido
se puede despreciar la contribución de |Ψ̃〉. Es importante mencionar que, para lle-
gar a este resultado, es necesario suponer que ρ � 8κ. El resultado es en realidad
esperable, ya que la actuación del operador D̂ sobre la base de estados |v〉 arroja
una contribución D(v) que tiende a la unidad rápidamente para v � 1, difirien-
do de ésta de manera significativa únicamente para valores de v en los cuales eρ(v)
está suprimido exponencialmente. Por tanto, cuando se cumple la condición ρ� 8κ

se obtiene que el operador Ω̂2 proporciona una buena aproximación para D̂Ω̂2D̂.

7.2.4. Aproximación al término de anisotropı́a

Ahora se estudiará el término de anisotropı́a Ĉani del operador de ligadura ha-
miltoniana densitizada para obtener una aproximación que permita lidiar con su
complicada actuación en el subespacio de Hilbert HΛ?,ε. Para ello se estudia la ac-
ción del operador (Θ̂Ω̂ + Ω̂Θ̂) sobre estados de la forma ∑Λ̄ f (Λ̄)|Λ̄〉 ⊗ |eρ〉 y se
proyecta sobre el estado 〈Λ|. Realizando este cálculo, que se detalla en el apéndice
C, se deduce que la contribución dominante puede aproximarse como

〈Λ|(Θ̂Ω̂ + Ω̂Θ̂) ∑̄
Λ

f (Λ̄)|Λ̄〉 ⊗ |eρ〉 ≈ −i8κ∂Λ f (Λ)Ω̂′|eρ〉, (7.16)

siempre que el perfil de anisotropı́a sea suficientemente suave (véase el apéndice
mencionado), y donde el operador Ω̂′ actúa únicamente sobre el subespacio de Hil-
bertHε. Explı́citamente

Ω̂′|v〉 = −i
κ

2
[y−(v)|v− 4〉 − y+(v)|v + 4〉] , (7.17)

con coeficientes dados por

y−(v) =
1
2

√
v|v− 4| [sgn(v) + sgn(v− 4)] , y+(v) = y−(v + 4). (7.18)

Para llegar a este resultado, ha sido necesario considerar que ρ � 8κ y que, como
se ha adelantado, el perfil f (Λ) es una función con una variación suave para todo
intervalo [Λ− wṽ(ρ)(2), Λ + wṽ(ρ)(2)] con Λ ∈ R, en el sentido de que

f (Λ + δΛ) ' f (Λ) + δΛ∂Λ f (Λ), (7.19)

si δΛ ≤ wṽ(ρ)(2).

Es importante mencionar que la definición del operador Ω̂′ es análoga a la defi-
nición del operador Ω̂, solo que la actuación del primero está definida en una red
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de paso cuatro, mientras que la del segundo está definida en una red de paso dos.
De hecho, un nuevo etiquetado de los estados como |v〉 → |ν〉, con 2ν = v, hace
que la acción del operador Ω̂′ sobre los estados |ν〉 sea exactamente la misma que la
del operador Ω̂ sobre los estados |v〉. De esta forma, las propiedades del operador
Ω̂′ pueden obtenerse a partir de las del operador Ω̂. En particular, ambos operado-
res son esencialmente autoadjuntos en sus respectivos espacios de Hilbert, con un
espectro no degenerado, absolutamente continuo e igual a la recta real [24, 60]. No
obstante, el operador Ω̂′ no conmuta con el operador Ω̂2, lo que causará complica-
ciones posteriormente.

Volviendo a la aproximación para el término de anisotropı́a dada en la expresión
(7.16), es evidente que el operador diferencial ∂Λ no es un operador bien definido
en el subespacio de Hilbert discreto H(ε)

Λ? , sobre el cual actúa el operador original y
el operador de ligadura hamiltoniana. Por lo tanto, para obtener una aproximación
consistente, se define un operador en diferencias que corresponda a la derivada
discretizada. Para ello se considera el operador Θ̂′ cuya actuación sobre los estados
|Λ〉 es:

Θ̂′|Λ〉 = −i
2κ

qε
(|Λ− qε〉 − |Λ + qε〉) , (7.20)

donde qε ∈ R+ es (inicialmente) un paso constante. Para este operador se tiene que
su lı́mite continuo viene dado por

〈Λ|Θ̂′ ∑̄
Λ

f (Λ̄)|Λ̄〉 = −i
2κ

qε
[ f (Λ + qε)− f (Λ− qε)] ≈ −i4κ∂Λ f (Λ), (7.21)

suponiendo que f (Λ) es una función suave y qε es un paso suficientemente pe-
queño. El operador Θ̂′ es un operador de primera derivada discretizada. De esta
forma, para el término de anisotropı́a, se puede realizar la aproximación

Θ̂Ω̂ + Ω̂Θ̂ ≈ 2Ω̂′Θ̂′. (7.22)

Para que el operador Θ̂′ tenga una acción bien definida sobre el subespacio de Hil-
bert H(ε)

Λ? , el paso qε se ha de escoger adecuadamente de manera que qε ∈ Wε. Por
ello, el paso dependerá del parámetro ε. Por otra parte, la elección precisa de qε ha
de ser tal que se obtenga una buena aproximación para el término de anisotropı́a
y preferiblemente ha de consistir en una escala caracterı́stica del sistema conside-
rado. Esta elección se detallará más adelante y por ahora qε será simplemente una
valor constante contenido en el conjunto Wε. Con ello, la acción del operador Θ̂′

únicamente relaciona estados |Λ〉 cuya etiqueta pertenece a la misma red equies-
paciada de paso qε, que se denotará por Lqε

Λ? . En consecuencia, al considerar esta
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aproximación al término de anisotropı́a y tomar el paso qε como constante, es posi-
ble restringir el estudio al subespacio de Hilbert Hqε

Λ? ⊂ H(ε)
Λ? , generado por dichas

redes.

7.2.5. Estudio espectral del operador de anisotropı́a

En esta sección se realizará el estudio de las propiedades del operador de aniso-
tropı́a introducido Θ̂′. Primeramente, de la definición de este operador es inmediato
ver que es un operador simétrico. Además, es acotado, ya que su norma está dada
por

sup
|Λ〉∈H(ε)

Λ?

‖Θ̂′|Λ〉‖ = 2κ

qε
(‖|Λ− qε〉‖+ ‖|Λ + qε〉‖) =

4κ

qε
, (7.23)

donde ‖ · ‖ es la norma inducida por el producto interno discreto definido en H(ε)
Λ? .

Para realizar un estudio de las propiedades espectrales de este operador, es conve-
niente realizar el siguiente cambio en el etiquetado de estados:

|Λ〉 → |Γ〉, (7.24)

y renombrar Hqε

Λ? → HΓ? , donde Γ = Λ/qε y HΓ? es el espacio de Hilbert ob-
tenido mediante la compleción de la envolvente lineal del conjunto de estados
{|Γ? + n〉; n ∈ Z} con respecto al producto interno discreto. El operador Θ̂′ tie-
ne la siguiente acción sobre los estados |Γ〉:

Θ̂′|Γ〉 = −i
2κ

qε
(|Γ− 1〉 − |Γ + 1〉) . (7.25)

De esta forma, definiendo los operadores ĥ±1|Γ〉 = |Γ ± 1〉 se puede escribir el
operador Θ̂′ como

Θ̂′ = −i
2κ

qε

(
ĥ−1 − ĥ1

)
. (7.26)

Considerando ahora la “transformación de Fourier discreta” unitaria F entre los
espacios de HilbertHΓ? y L2((0, 2π], dx) dada por [59]

|ψ〉 = ∑
n∈Z

ψ(Γ? + n)|Γ? + n〉 → (Fψ)(x) =
1√
2π

∑
n∈Z

ψ(Γ? + n)ei(Γ?+n)x, (7.27)

se tiene que la transformada de los operadores ĥ±1 es

F : ĥ±1|ψ〉 → ∑
n∈Z

ψ(Γ? + n)ei(Γ?+n±1)x = e±ix(Fψ)(x). (7.28)
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Por lo tanto, Fĥ±1F
−1 = e±ix al actuar como operador en el espacio de Hilbert

L2((0, 2π], dx). De esta forma, para Θ̂′ se tiene que

FΘ̂′F−1 = −4κ

qε
sen(x), (7.29)

con lo que se obtiene ası́ un operador autoadjunto que actúa por multiplicación
sobre el espacio L2((0, 2π], dx). Además, dado que x ∈ (0, 2π], y que los valores
de la función sen(x) se toman para dos x distintos en dicho intervalo, se tiene que
el espectro del operador Θ̂′ es absolutamente continuo, doblemente degenerado e
igual al intervalo real [−4κ/qε, 4κ/qε].

Por otra parte, considerando los siguientes estados en el espacio de HilbertHΓ? :

|x〉 := ∑
n∈Z

ei(Γ?+n)x|Γ? + n〉, (7.30)

se comprueba fácilmente que son autoestados (generalizados) del operador de an-
isotropı́a,

Θ̂′|x〉 = −i
2κ

qε
∑

n∈Z

[
ei(Γ?+n+1) − ei(Γ?+n−1)

]
|Γ? + n〉 = 4κ

qε
sen(x)|x〉. (7.31)

Ası́ pues, volviendo ya al operador definido sobre el espacio de Hilbert original
H(ε)

Λ? , para cada autovalor (generalizado) p ∈ [−4κ/qε, 4κ/qε], los dos autoestados
con dicho autovalor vienen dados por

〈Λ|e(1)p 〉 = e(1)p (Λ) = N(p)eiΛx/qε , 〈Λ|e(2)p 〉 = e(2)p (Λ) = N(p)eiΛ(π−x)/qε , (7.32)

donde 4κ sen x = pqε, y ahora se ha tomado x ∈ (−π/2, π/2]. En cuanto al fac-
tor de normalización N(p), se determina imponiendo que se cumpla la condición
〈e(i)p′ |e

(j)
p 〉 = δijδ(p′ − p). El factor que se obtiene ası́ es

N(p) =
1√
2π

4

√
q2

ε

(4κ)2 − (pqε)2 . (7.33)

7.2.6. Comprobaciones numéricas de las aproximaciones

Aunque las aproximaciones introducidas en secciones anteriores para los opera-
dores D̂Ω̂2D̂ y Θ̂Ω̂ + Ω̂Θ̂ han sido obtenidas con técnicas analı́ticas mediante apro-
ximaciones relativamente bien controladas, es conveniente comprobar la idoneidad
de estas aproximaciones con cálculos numéricos. Para ello se han generado numéri-
camente los autoestados del operador de FRW para un amplio rango de autovalores
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y se han calculado los correspondientes elementos de matriz de los operadores in-
volucrados. Es importante mencionar que el cálculo de estos elemento de matriz
conlleva en particular una suma (infinita) para todos los valores de v ∈ Lε, la cual
necesariamente ha de ser truncada hasta un valor máximo vmáx.

Primeramente se considera la aproximación para las contribuciones de la regula-
rización del inverso de la trı́ada, es decir, la aproximación D̂Ω̂2D̂ ≈ Ω̂2. Para ello se
han calculado y comparado los elementos de matriz 〈eρ′ |D̂Ω̂2D̂|eρ〉 y 〈eρ′ |Ω̂2|eρ〉. Es
conveniente recordar que 〈eρ′ |Ω̂2|eρ〉 = ρ2〈eρ′ |eρ〉 = ρ2δ(ρ′ − ρ), por definición de
los autoestados, por lo que numéricamente aparecen contribuciones de tipo delta
que hay que eliminar o interpretar correctamente. Para realizar este estudio numéri-
co se ha tomado, sin pérdida de generalidad, un parámetro ε = 1 y se ha fijado la
constante κ = 1. Se han generado los autoestados para un gran número de valores
de ρ en el intervalo [10, 10000] y se ha calculado la diferencia absoluta (y relativa)
entre los elementos de matriz de ambos operadores. En la figura 7.3 se presentan
como ejemplo los resultados obtenidos a partir de once autoestados generados con
valores de ρ equiespaciados logarı́tmicamente en el intervalo [10, 1000], hasta un
valor máximo de vmáx = 800001. Más concretamente, en la figura 7.3 se representan
las sumas acumuladas hasta v para las diferencias absolutas de los elementos de
matriz 〈eρ′ |D̂Ω̂2D̂ − Ω̂2|eρ〉. En la gráfica de la izquierda se muestran los distintos
elementos de matriz diagonales ρ = ρ′, mientras que en la figura de la derecha se
muestran los elementos de matriz no diagonales con ρ′ = 100 fijo. En la figura de
la izquierda se observa cómo esta diferencia absoluta para los elementos de ma-
triz diagonales tiende, para todos los valores de ρ, a un valor constante. Este valor
numérico, además, va disminuyendo según aumenta el valor de ρ. En cualquier ca-
so, esta contribución finita es completamente despreciable, no solo con respecto a
la contribución de tipo delta obtenida para 〈eρ′ |Ω̂2|eρ〉, sino también con respecto a
los correspondientes autovalores ρ2 cuando ρ� 8κ. De hecho, esta diferencia finita
para los elementos de matriz diagonales es completamente compatible con los re-
sultados analı́ticos obtenidos en la sección 7.2.3, donde se obtuvo que la diferencia
de las actuaciones de ambos operadores sobre los autoestados está dada por un es-
tado normalizable. En la figura de la derecha se muestran los elementos de matriz
no diagonales. Como se puede apreciar, la mayor diferencia absoluta se presenta
precisamente para el valor diagonal, y decae muy rápidamente a cero para valores
no diagonales.

Con respecto a la aproximación realizada para el término de anisotropı́a, es de-
cir, la aproximación (Θ̂Ω̂ + Ω̂Θ̂) ≈ 2Θ̂′Ω̂′, se han calculado numéricamente los
elementos de matriz haciendo uso de los autoestados del operador Ω̂2 y los esta-
dos |Λ〉 que conjuntamente forman una base del subespacio de Hilbert HΛ?,ε. Para
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〈eρ|D̂Ω̂2D̂− Ω̂2|eρ〉

v

〈eρ′ |D̂Ω̂2D̂− Ω̂2|eρ〉
(ρ′ = 100)

v

Figura 7.3: Figura izquierda: representación de las sumas acumuladas de la dife-
rencia absoluta entre los elementos de matriz diagonales para ambos operadores.
Se ha tomado ε = κ = 1 y once valores de ρ equiespaciados logarı́tmicamente
en el intervalo [10,1000]. Figura derecha: representación de las sumas acumuladas
de la diferencia absoluta entre los elementos de matriz no diagonales para ambos
operadores, fijando ρ′ = 100.

calcular estos elementos de matriz, se han considerado perfiles gaussianos suaves
f (Λ) de la forma

f (Λ) =
1√

2πσ2
Λ

exp

[
− (Λ−Λ0)

2

2σ2
Λ

]
. (7.34)

Se han calculado ası́, primeramente, los siguientes elementos de matriz:

〈Λ′| ⊗ 〈eρ′ |
(
Θ̂Ω̂ + Ω̂Θ̂

)
∑
Λ

f (Λ)|eρ〉 ⊗ |Λ〉, (7.35)

donde 〈Λ′| es un estado fijo perteneciente al sector de superselección considerado
sobre el que se proyecta, mientras que Λ toma todos los valores contenidos en dicho
sector de superselección. Para calcular estos elementos de matriz, se ha de generar
una red en las anisotropı́as centrada en el valor Λ′ en la que estén contenidos todos
los valores relacionados por el operador. Esto valores son los obtenidos desplazan-
do el valor central de Λ′ con los shifts ±wv(2) y ±(wv(4)− wv(2)), para todos los
valores de v que se van a considerar en el cálculo numérico. Por otra parte, también
se han calculado los elementos de matriz

〈Λ′| ⊗ 〈eρ′ |2Ω̂′Θ̂′∑
Λ

f (Λ)|eρ〉 ⊗ |Λ〉, (7.36)

donde el paso del operador qε se ha tomado para estos cálculos numéricos como el
valor contenido enWε más cercano a wṽ(2) con ṽ(ρ) = ρ/(2κ) (valor que en reali-
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dad está relacionado con el que se tomará finalmente para qε). Para generar los au-
toestados del operador Ω̂2 se ha elegido sin pérdida de generalidad, y al igual que
antes, ε = κ = 1, y se han calculado las diferencias absolutas entre los elementos
de matriz de ambos operadores modificando los parámetros del perfil gaussiano
considerado. En el ejemplo que se presenta en la figura 7.4, se generaron los au-
toestados para once valores de ρ equiespaciados logarı́tmicamente en el intervalo
[10, 1000] hasta un valor máximo de v de vmáx = 800001, y se estudió los elementos
de matriz diagonales en estos autoestados, es decir ρ′ = ρ. Es importante mencio-
nar que, dada la definición (7.17) del operador Ω̂′, y ser los autoestados eρ(v) reales,
sus elementos de matriz diagonales se anulan idénticamente. De esta forma, en la
figura 7.4 se representan dos ejemplos de las sumas acumuladas de los elemen-
tos de matriz diagonales. En la gráfica de la izquierda se han tomado los valores

Λ′ = 0,1
Λ0 = 0
σΛ = 0,5

v

k(Λ′, f , ρ)

Λ′ = −0,1
Λ0 = 0
σΛ = 0,25

v

k(Λ′, f , ρ)

Figura 7.4: Representación de las sumas acumuladas de los elementos de ma-
triz 〈Λ′| ⊗ 〈eρ|

(
Θ̂Ω̂ + Ω̂Θ̂

)
∑Λ f (Λ)|eρ〉 ⊗ |Λ〉 ≡ k(Λ′, f , ρ) para once valores de

ρ equiespaciados logarı́tmicamente en el intervalo [10, 1000]. Gráfica izquierda:
los parámetros del perfil gaussiano de anisotropı́a son Λ′ = 0,10, Λ0 = 0 y
σΛ = 0,5. Gráfica derecha: los parámetros del perfil gaussiano de anisotropı́a son
Λ′ = −0,10, Λ0 = 0 y σΛ = 0,25.

Λ′ = 0,10, Λ0 = 0 y σΛ = 0,5, con lo que se obtienen unos valores para la primera
y segunda derivada de los perfiles ∂Λ f (Λ′) = −0,313 y ∂2

Λ f (Λ′) = −3,003. En la
gráfica de la derecha se han tomado los valores Λ′ = −0,10, Λ0 = 0 y σΛ = 0,25,
para los cuales se obtiene ∂Λ f (Λ′) = 2,357 y ∂2

Λ f (Λ′) = −19,003. En ambas gráfi-
cas se observa que las contribuciones diagonales obtenidas son finitas y que el valor
de éstas no es proporcional al valor de la primera derivada, sino al de la segunda
derivada, que son contribuciones despreciadas por la aproximación.
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Por otra parte, en la figura 7.5 se presenta un ejemplo de los resultados para
los elementos de matriz no diagonales. Aquı́, se han generado veintiún autoesta-
dos con valores de ρ equiespaciados logarı́tmicamente, centrados en el valor fijo
ρ′ = 1000 y comprendidos en el intervalo [995,4, 1004,6]. Por otra parte, se han to-
mado como parámetros para el perfil gaussiano de anisotropı́a Λ′ = 0,10, Λ0 = 0
y σΛ = 0,5, para los que ∂Λ f (Λ′) = −0,313 y ∂2

Λ f (Λ′) = −3,003. En la gráfica de la
izquierda de la figura 7.5 se comparan los elementos de matriz obtenidos para cada
uno de los dos operadores, mientras que en la gráfica de la derecha se muestra la di-
ferencia absoluta entre ambos. El resultado es que, por una parte, los elementos de

Θ̂Ω̂ + Ω̂Θ̂: lı́nea continua
2Ω̂′Θ̂′: lı́nea de rayas

v

2Ω̂′Θ̂′ −
(
Θ̂Ω̂ + Ω̂Θ̂

)
v

Figura 7.5: Representación de las sumas acumuladas de los elementos de matriz
no diagonales para los operadores 2Θ̂′Ω̂′ y Θ̂Ω̂ + Θ̂Ω̂. Se han tomado veintiún
valores de ρ equiespaciados logarı́tmicamente en el intervalo [995,4, 1004, 6] y un
valor fijo de ρ′ = 1000. Gráfica izquierda: comparación entre ambos operadores.
Gráfica derecha: diferencia absoluta.

matriz de ambos operadores siguen el mismo comportamiento, en el que aparecen
divergencias cuando ρ′ ' ρ, que son proporcionales a ∂Λ f (Λ′) y a ρ. Por otra parte,
la diferencia entre los elementos de matriz no diagonales es siempre finita y dis-
minuye rápidamente cuando aumenta |ρ′ − ρ|. Además, las diferencias obtenidas,
tanto para los elementos de matriz diagonales como para los no diagonales, pro-
vienen fundamentalmente de términos proporcionales a la segunda derivada en la
anisotropı́a, que han sido despreciados en la aproximación. Ası́ pues, considerando
perfiles para los cuales ∂2

Λ f (Λ) � ∂Λ f (Λ), y ρ, ρ′ � 8κ el operador 2Ω̂′Θ̂′ es una
buena aproximación (en términos relativos) al operador original Θ̂Ω̂ + Ω̂Θ̂.
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7.2.7. Operador de ligadura hamiltoniana aproximada

Dados los cálculos numéricos y analı́ticos presentados en las secciones anterio-
res, parece justificado realizar las sustituciones D̂Ω̂2D̂ → Ω̂2 y (Θ̂Ω̂ + Ω̂Θ̂) →
2Ω̂′Θ̂′ en el operador de ligadura hamiltoniana densitizada original (7.5) para ob-
tener un nuevo operador de ligadura que proporciona una buena aproximación y
tiene una actuación más simple. No obstante, este nuevo operador aún presenta di-
ficultades a la hora de obtener sus soluciones. Estas dificultades están dadas, por
un lado, por el término de anisotropı́a aproximado, debido a que el operador Ω̂′

no conmuta con el operador Ω̂2 y el operador Θ̂′ no conmuta con los operadores

ê±2Λ. Por otro lado, el nuevo operador de ligadura contiene aún el término de au-
tointeracción, y por lo tanto al operador Ĥint que crea y destruye infinitos pares de
partı́culas. Sin embargo, como ya se ha comentado, se pretenden estudiar solucio-
nes aproximadas con pequeños efectos de anisotropı́a. Por tanto, el tipo de estados
en los que se está interesado son aquéllos picados en un valor esperado del opera-
dor Θ̂′ pequeño, y entonces el término de anisotropı́a puede despreciarse. Por otra
parte, para poder ignorar el término de interacción, se considerarán estados que

además estén picados en un valor para el operador ê−2Λ que también sea despre-
ciable.

Con esta motivación, se consideran estados cuya parte de anisotropı́a está dada
por perfiles de tipo gaussiano de la forma

|ψΛ〉 =
∫ 4κ

qε

4κ
qε

dp

√
qε

4κσp
√

π cos[x(p)]
exp

[
−x2(p)

2σp
− ix(p)

Λ̄
qε

]
|e(1)p 〉, (7.37)

donde es importante recordar que x(p) = arc sen( pqε

4κ ). La expresión de estos esta-
dos expandidos en la base |Λ〉, y suponiendo que σp � π/2, puede verse que es,
aproximadamente,

|ψΛ〉 '
√

σp√
π

∑
Λ∈Lqε

Λ?

exp

[
−

σ2
p

2q2
ε
(Λ− Λ̄)2

]
|Λ〉. (7.38)

Estos perfiles están picados en valores de la anisotropı́a entorno a Λ̄ y en valores
de su momento entorno a p = 0. Ası́ pues, se obtiene que el valor esperado del
operador Θ̂′ sobre este tipo de estados se anula:

〈ψΛ|Θ̂′|ψΛ〉 =
4κ

qε
√

πσp

∫ π
2

−π
2

dx sen(x) exp

(
− x2

σ2
p

)
= 0. (7.39)
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Por otra parte, es fácil comprobar que

〈ψΛ|ê−2nΛ̄|ψΛ〉 ' exp

(
−2nΛ + n2 q2

ε

σ2
p

)
, (7.40)

donde n es cualquier número entero. Con esto se tiene que, si Λ̄� q2
ε/σ2

p, se cumple

que 〈ψΛ|ê−2Λ|ψΛ〉 � 1 y, de forma similar, para la dispersión de este operador se
obtiene:√∣∣∣∣〈ψΛ|ê−4Λ −

(
〈ψΛ|ê−2Λ|ψΛ〉

)2
|ψΛ〉

∣∣∣∣ =
√√√√√e
−4Λ̄+4 q2

ε
σ2

p

1− e
−2 q2

ε
σ2

p

� 1. (7.41)

En conclusión, si se consideran estados cuya parte de anisotropı́a es de la forma
(7.37), con una anchura del perfil gaussiano σp � π/2 y picados en un valor su-
ficientemente grande de la etiqueta de anisotropı́a Λ̄, el valor esperado (con res-
pecto a su dependencia con la anisotropı́a) tanto del término de anisotropı́a, Ĉani,
como del término de interacción, Ĉint, en el operador de ligadura hamiltonianana
son completamente despreciables. Por lo tanto, asumiendo que el contenido de in-
homogeneidades es razonable, se pueden despreciar los dos términos comentados,
pasando a considerar el siguiente operador de ligadura:

Ĉap = − 3
κ2 Ω̂2 +

4
πh̄`2

Pl
P̂2

φ +
16
β

ê2ΛĤ0. (7.42)

7.3. Soluciones aproximadas al modelo de Gowdy

En esta sección se construirán las soluciones del operador de ligadura hamil-
toniana aproximada Ĉap que se acaba de introducir. Posteriormente, imponiendo
ciertas condiciones a estas soluciones, se obtendrán soluciones aproximadas para el
operador de ligadura original.

Para construir las soluciones del operador Ĉap, se considerarán los siguiente es-
tados generalizados

(Ψ| =
∫ ∞

−∞
dφ ∑

v∈Lε

∑
Λ∈Lqε

Λ?

∑
nζ ,nϕ

Ψ(φ, v, Λ, nζ , nϕ)〈φ, v, Λ, nζ , nϕ|, (7.43)

donde se ha definido

〈φ, v, Λ, nζ , nϕ| = 〈φ| ⊗ 〈v| ⊗ 〈Λ| ⊗ 〈nζ , nϕ|, (7.44)
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como el bra que denota al estado en el correspondiente espacio dual. Por otra parte,
se puede escribir

Ψ(φ, v, Λ, nζ , nϕ) =
∫ ∞

−∞
dpφ

∫ ∞

0
dρ Ψ(pφ, ρ, Λ, nζ , nϕ)eρ(v)epφ(φ), (7.45)

donde epφ(φ) = 〈φ|epφ〉, siendo |epφ〉 los autoestados generalizados del operador
del momento del campo homogéneo P̂2

φ, con autovalor p2
φ y normalizados de la

forma 〈ep′φ
|epφ〉 = δ(p′φ − pφ). Los estados generalizados introducidos (Ψ| serán

soluciones que satisfacen (Ψ|Ĉ†
ap = 0. Imponiendo (Ψ|Ĉ†

ap|φ, v, Λ, nζ , nϕ〉 = 0, se
llega entonces a la ecuación∫ ∞

−∞
dpφ

∫ ∞

0
dρ Ψ(pφ, ρ, Λ, nζ , nϕ)eρ(v)epφ(φ)

[
−3ρ2

κ2 +
4p2

φ

πh̄`2
Pl
+

16e2Λ

β
H0(n

ζ , nϕ)

]
= 0,

(7.46)
donde se ha definido

H0(n
ζ , nϕ) = 〈nζ , nϕ|Ĥ0|nζ , nϕ〉 =

∞

∑
m=1

m
(

nζ
m + nζ

−m + nϕ
m + nϕ

−m

)
, (7.47)

con nα
m y nα

m (para α = ζ, ϕ) los números de ocupación de los correspondientes esta-
dos de n-partı́culas. Por lo tanto, H0(n

ζ , nϕ) es una función estrictamente positiva.
Resolviendo la ecuación para ρ, las soluciones del operador de ligadura son estados
con perfiles de la forma

Ψ(φ, v, Λ, nζ , nϕ) =
∫ ∞

−∞
dpφ Ψ(pφ, Λ, nζ , nϕ)eρ(pφ,Λ,nζ ,nϕ)(v)epφ(φ), (7.48)

donde

ρ(pφ, Λ, nζ , nϕ) =

√
4κ2

3πh̄`2
Pl

p2
φ +

16κ2

3β
e2ΛH0(nζ , nϕ). (7.49)

Es importante mencionar que el término dentro de la raı́z es no negativo y por lo
tanto la solución para ρ está bien definida.

A partir de estas soluciones, es inmediato construir soluciones aproximadas pa-
ra el operador de ligadura hamiltoniana original. Para ello, basta con restringir las
soluciones (Ψ| de forma que su dependencia en la anisotropı́a esté dada por los
perfiles gaussianos estudiados en la sección anterior, es decir

Ψ(pφ, Λ, nζ , nϕ) = Ψ(pφ, nζ , nϕ)ψ(Λ), (7.50)

donde

ψ(Λ) =

√
σp√

π
exp

[
−

σ2
p

2q2
ε
(Λ− Λ̄)2

]
, σp �

π

2
, Λ̄� q2

ε

σ2
p

. (7.51)
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También se ha de asumir que el contenido de inhomogeneidades es suficientemen-
te pequeño, en el sentido de que el término de autointeracción, Ĉint, puede ser ig-
norado para el tipo de perfiles de anisotropı́a que se han considerado. Además,
debido a que se quiere que todas las aproximaciones introducidas estén bien jus-
tificadas, es necesario restringir estos estados a valores de ρ suficientemente gran-
des, ρ � 8κ. Teniendo en cuenta la forma de ρ(pφ, Λ, nζ , nϕ), dada en la expre-
sión (7.49), y recordando que la contribución de H0 es no negativa, se puede ga-
rantizar que ρ � 8κ restringiendo el momento del campo escalar de manera que
p2

φ � 48πh̄`2
Pl ≈ 150h̄`2

Pl. Asimismo, los estados de n-partı́culas considerados han
de satisfacer la ligadura de difeomorfismos, cumpliendo por lo tanto la condición
(6.47). En conclusión, los estados en el sector p2

φ � 150h̄`2
Pl con los perfiles de aniso-

tropı́a (7.51) y un bajo contenido en partı́culas que satisfagan la condición impuesta
por la ligadura de difeomorfismos han de ser soluciones aproximadas para el mo-
delo de Gowdy.

Por último, se concluirá esta sección sugiriendo una elección conveniente para
el paso qε. En principio, existe una gran libertad a la hora de escoger este parámetro.
Sin embargo, en vez de realizar una elección arbitraria, se motivará la elección de un
valor especı́fico empleando argumentos fı́sicos. La motivación procede del hecho de
que el momento del campo escalar homogéneo es una constante del movimiento y
proporciona una escala natural para el sistema (para cada uno de sus autoestados
generalizados, donde la aproximación de la ligadura hamiltoniana puede llevarse a
cabo independientemente). Recordemos que, si la contribución gravitatoria de FRW
fuera solamente relevante para ρ ≥ ρ?, una buena elección para qε serı́a el elemento
más pequeño contenido en el conjuntoWε mayor que wṽ(ρ?)(2) = log(1 + 4κ/ρ?).
Como se acaba de ver, el momento del campo homogéneo pφ proporciona de hecho
una cota inferior para ρ, a través de la ecuación (7.49). Por lo tanto, parece natural
realizar la elección qε = log(1 + 2/v̄), donde v̄ es el valor contenido en la semired
Lε más pequeño y más cercano a la cota inferior de ρ/(2κ), es decir

v̄ = máx

v ∈ Lε tal que v ≤
|pφ|√
3πh̄`2

Pl

 . (7.52)

Es importante señalar que, para valores grandes del momento del campo escalar
homogéneo, el valor del parámetro qε seleccionado de esta manera es realmente
pequeño.
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7.4. Discusión

En este capı́tulo se han estudiado métodos aproximados en el contexto de la cos-
mologı́a cuántica de lazos con el propósito de construir soluciones fı́sicas para sis-
temas que incluyen inhomogeneidades y anisotropı́as. Estos métodos se han desa-
rrollado y aplicado para el modelo de Gowdy T3 con polarización lineal y con un
campo escalar sin masa mı́nimamente acoplado, cuantizado a través de los proce-
dimientos de la cuantización hı́brida. Más concretamente, el estudio se ha centrado
en el submodelo con simetrı́a rotacional local. Primeramente se mostrado resumi-
damente la cuantización hı́brida de este submodelo partiendo desde su restricción
clásica. De esta forma, se ha podido comparar el modelo cuántico resultante con el
obtenido en el capı́tulo anterior utilizando una proyección desde el modelo cuántico
completo, verificándose la concordancia entre ambos.

Una de las principales complicaciones presentes a la hora de intentar resolver
el operador de ligadura hamiltoniana para este modelo es la presencia del término
de anisotropı́a. Por una parte, este término no conmuta con el operador de ligadura
hamiltoniana del modelo de FRW. Por otra parte, su acción sobre la variable de an-
isotropı́a es muy complicada, lo cual imposibilita en la práctica un análisis espectral
del operador. A través del método de aproximación introducido, basado en las pro-
piedades del operador geométrico de FRW y en el comportamiento de sus autofun-
ciones, se ha conseguido un operador aproximado para el término de anisotropı́a.
Se ha mostrado también que pueden ignorarse las correcciones introducidas por la
regularización del inverso de la trı́ada. El operador aproximado obtenido para el
término de anisotropı́a se factoriza en el producto tensorial de dos operadores, uno
que actúa de forma no trivial únicamente sobre la variable de volumen v, y otro que
actúa únicamente sobre la etiqueta de anisotropı́a Λ. Este último es simplemente
un operador de derivada discretizada que retiene los efectos de discretización pro-
venientes de la cuantizacion de lazos de las anisotropı́as, pero con una acción y un
dominio de definición mucho más sencillos que los del operador de anisotropı́a ori-
ginal. Como consecuencia, el sector de superselección original para la anisotropı́a se
divide en subespacios correspondientes a los estados con soporte en redes equies-
paciadas. El espectro de este nuevo operador de derivada discretizada en cada uno
de estos subespacios ha sido caracterizado completamente, obteniéndose también
una forma analı́tica para sus autoestados. La validez de estas aproximaciones, obte-
nidas analı́ticamente, para los operadores originales ha sido confirmada mediante
una comparación numérica de los elementos de matriz correspondientes.

Asimismo, se ha encontrado una familia de estados cuyos perfiles en Λ están su-
ficientemente picados, tanto en la anisotropı́a como en su momento—dado por la
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derivada discretizada introducida—, de forma que permiten despreciar en la liga-
dura hamiltoniana no solamente el termino de anisotropı́a, sino también el término
que contiene la contribución de autointeracción de las inhomogeneidades. Conside-
rando estos perfiles en Λ, se han obtenido soluciones aproximadas que correspon-
den a estados con un efecto pequeño de las anisotropı́as y un contenido razonable
de inhomogeneidades. Cuanto mayor es el valor del momento del campo escalar
homogéneo (que es una constante del movimiento), mejores son estas soluciones
aproximadas para el modelo de Gowdy.

También es conveniente mencionar que éste no es el único modelo que ha sido
estudiado en el contexto de la cosmologı́a cuántica de lazos que se comporta como
un espaciotiempo cuántico de FRW con inhomogeneidades. De hecho, los méto-
dos de cuantización hı́brida han sido utilizados para cuantizar modelos de FRW
con perturbaciones cosmológicas [130–133]. Es esperable que el tipo de métodos de
aproximación presentados en este capı́tulo puedan ser de utilizad para construir so-
luciones cuánticas aproximadas en este tipo de modelos más realistas que describen
escenarios inflacionarios.
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Conclusiones

El principal objetivo de esta tesis ha sido sentar las bases para la extracción de
predicciones fı́sicas robustas en cosmologı́as cuánticas inhomogéneas realistas, tan-
to en el contexto de teorı́a cuántica de campos como en el contexto de la cosmologı́a
cuántica de lazos a través de las técnicas de cuantización hı́brida. Para ello, se ha
estudiado la aplicación de criterios de unicidad para la cuantización de Fock de
campos escalares en espaciotiempos cosmológicos no estacionarios de especial re-
levancia. También se ha estudiado la aplicabilidad de estos criterios de unicidad
cuando se permiten transformaciones no locales, que surgen en el estudio de per-
turbaciones cosmológicas en espaciotiempos inflacionarios. Por otra parte, se han
extendido las técnicas de cuantización hı́brida para estudiar sistemas más cercanos
a situaciones realistas que incluyen inhomogeneidades materiales. Finalmente, se
han desarrollado métodos de aproximación controlados para construir soluciones
cuánticas que representan situaciones de interés fı́sico.

Resultados

Se ha estudiado la cuantización de Fock de un campo escalar con una masa de-
pendiente del tiempo definido en espaciotiempos ultraestáticos con secciones
espaciales compactas y planas, con la topologı́a del tres-toro. En particular,
se ha discutido la aplicabilidad del criterio de unicidad que impone a la re-
presentación de Fock la invariancia de su vacı́o bajo las simetrı́as espaciales,
en este caso las simetrı́as del tres-toro, y la implementabilidad unitaria de la
evolución. Se ha mostrado cómo la imposición de este criterio elimina las dos
principales ambigüedades existentes en la cuantización de Fock de campos
escalares en espaciotiempos cosmológicos:

1. El criterio de unicidad elimina la ambigüedad en la elección de la re-
presentación de las relaciones canónicas del conmutación seleccionando
una única clase de equivalencia unitaria invariante de representaciones
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de Fock. Esta clase equivalencia está determinada por la representación
de Fock naturalmente asociada a un campo escalar libre sin masa. Pa-
ra probar este resultado se han caracterizado las estructuras complejas
invariantes bajo las simetrı́as del tres-toro y se ha estudiado el comporta-
miento asintótico de la degeneración del operador de Laplace–Beltrami.

2. Se ha mostrado además cómo el criterio de unicidad elimina la ambigüe-
dad en la elección inicial de una descripción canónica para el campo en-
tre todas aquéllas relacionadas mediante transformaciones canónicas li-
neales dependientes del tiempo. Más concretamente, se han estudiado
transformaciones que contienen un escalado de los campos e incluyen
también la redefinición del momento mediante la adición de un término
proporcional a la configuración del campo, ambos con funciones depen-
dientes del tiempo. Se ha demostrado que la implementación unitaria de
la evolución únicamente es posible para una elección de par canónico
para el que se satisfacen unas ecuaciones de Klein–Gordon sobre un es-
paciotiempo estático auxiliar con una masa dependiente del tiempo y en
el que el momento viene dado por la derivada de la configuración del
campo con respecto al tiempo de dicho espaciotiempo estático. De esta
forma, se ha mostrado que el criterio de unicidad estudiado no deja mar-
gen para realizar ni escalados del campo ni redefiniciones del momento
mediante funciones dependientes del tiempo.

También se ha estudiado la cuantización de Fock de un campo escalar, tan-
to masivo como sin masa, que se propaga en un espaciotiempo de tipo de
Sitter. Más concretamente, se ha estudiado la posibilidad de obtener una re-
presentación de Fock para la que la evolución del campo sea implementable
de forma unitaria. Se ha mostrado que, para conseguir una cuantización con
esta caracterı́stica, es necesario considerar una transformación canónica de-
pendiente del tiempo que incluye no solo el escalado del campo sino también
una redefinición de su momento. Ası́, se ha construido una representación de
Fock invariante O(4) para la cual se ha mostrado explı́citamente que la evo-
lución es unitaria independientemente de la masa del campo. El criterio de
unicidad mencionado en el punto anterior selecciona esta representación de
Fock de forma única, salvo equivalencia unitaria.

Además, se ha estudiado la equivalencia entre el vacı́o seleccionado por el
criterio de evolución unitaria e invariancia O(4) con otros estados de vacı́o
ampliamente utilizados en la literatura. De forma más especı́fica, se ha de-
mostrado que el vacı́o unitario es equivalente unitariamente a los vacı́os se-
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leccionados a través del criterio de Hadamard: el vacı́o de Bunch–Davies para
un campo escalar masivo y los vacı́os de Allen–Folacci para un campo esca-
lar sin masa. También se ha mostrado explı́citamente la equivalencia del vacı́o
unitario con los estados de vacı́o adiabáticos de orden cero, y por consiguiente
con los de todos los órdenes.

Considerando campos escalares definidos en espaciotiempos no estacionarios
con secciones espaciales compactas arbitrarias de tres dimensiones, se han es-
tudiado transformaciones canónicas lineales dependientes del tiempo no lo-
cales que relacionan descripciones de campo para las cuales es posible obtener
una implementación unitaria de la evolución con invariancia bajo las simetrı́as
espaciales. Se ha caracterizado la forma más general de estas transformacio-
nes no locales asumiendo que, por una parte, éstas no mezclan modos des-
acoplados dinámicamente y, por otra parte, admiten una expresión asintótica
en frecuencias en serie de Laurent. Se ha mostrado que todas estas transfor-
maciones son implementables unitariamente en la representación de Fock se-
leccionada de forma única por el criterio de unicidad para la descripción de
campo original. De esta forma, el criterio de unicidad estudiado escoge una
clase privilegiada de equivalencia unitaria invariante de representaciones de
Fock incluso cuando se permiten transformaciones canónicas lineales depen-
dientes del tiempo no locales.

Se han extendido las técnicas de cuantización hı́brida desarrolladas para el
modelo de Gowdy T3 linealmente polarizado para incluir un campo escalar
sin masa mı́nimamente acoplado con las mismas simetrı́as que la geometrı́a.
Ası́, se ha logrado cuantizar de forma completa un modelo que incluye inho-
mogeneidades materiales y que contiene un subconjunto de soluciones clási-
cas homogéneas e isótropas de tipo FRW plano, por lo que resulta fı́sicamente
más interesante que el modelo sin campo escalar. Se ha mostrado que, tras
un escalado conveniente de las inhomogeneidades materiales, que lleva a una
evolución unitaria para las mismas, ambos tipos de inhomogeneidades mate-
riales y gravitatorias toman parte en el sistema de la misma manera, pudiendo
ser tratadas de forma idéntica. Mediante la aplicación de las técnicas de cuan-
tización hı́brida se ha obtenido un modelo cuántico tal que:

1. Los operadores que representan a las ligaduras del sistema son operado-
res con una actuación bien definida en el espacio de Hilbert cinemático.

2. La cuantización polimérica para el sector homogéneo del modelo, corres-
pondiente a cosmologı́as de Bianchi I con un campo escalar sin masa ho-
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mogéneo, ha permitido desacoplar los estados análogos a la singularidad
clásica de tipo Big Bang.

3. La cuantización de Fock para ambos tipos de inhomogeneidades permite
tratar la complejidad creada por los infinitos grados de libertad y permi-
te recuperar la descripción de teorı́a cuántica de campos para las mismas
cuando los efectos de la geometrı́a cuántica homogénea son desprecia-
bles.

4. La imposición del operador de ligadura hamiltoniana (densitizada) lleva
a una ecuación en diferencias finitas en el volumen tal que las soluciones
de la ligadura quedan completamente determinadas a partir de los datos
iniciales en la sección de volumen mı́nimo. Se ha podido dotar de estruc-
tura de Hilbert al espacio de los datos iniciales imponiendo condiciones
de realidad sobre un conjunto adecuado de observables, caracterizando
de esta forma el espacio de Hilbert fı́sico del modelo.

Por otra parte, se ha estudiado la proyección a nivel cuántico del modelo de
Gowdy T3 con polarización lineal al submodelo cuántico con simetrı́a rota-
cional local. Se ha mostrado que el resultado obtenido mediante la proyección
introducida es equivalente al obtenido mediante la cuantización hı́brida de la
restricción clásica por simetrı́a al submodelo en cuestión.

Se han desarrollado y aplicado métodos aproximados en el contexto de la
cuantización hı́brida para la obtención de soluciones fı́sicas correspondien-
tes a situaciones de interés fı́sico. Para ello, se han utilizado las propiedades
del operador gravitatorio de FRW en cosmologı́a cuántica de lazos ası́ como el
conveniente comportamiento de sus autoestados. De esta forma, para el mo-
delo de Gowdy T3 con simetrı́a rotacional local se han obtenido los siguiente
resultados:

1. Se ha encontrado un operador aproximado para el término de aniso-
tropı́a del operador de ligadura hamiltoniana densitizada cuya actuación
es mucho más sencilla que la del original. El nuevo operador aproxima-
do se factoriza en el producto tensorial de dos operadores, uno que actúa
únicamente sobre la variable de volumen y otro que actúa solo sobre la
variable de anisotropı́a. El nuevo operador de anisotropı́a es un operador
de derivada discretizada bien definido en redes equiespaciadas conteni-
das en el sector de superselección de la variable de anisotropı́a. Esto ha
permitido el estudio espectral de este nuevo operador, demostrando que
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es un operador autoadjunto con un espectro real acotado, absolutamente
continuo y doblemente degenerado.

2. Se ha mostrado también que las contribuciones asociadas a la regulari-
zación del operador inverso de trı́ada pueden ser despreciadas restrin-
giendo el estudio a autoestados del operador geométrico de FRW con
autovalores suficientemente grandes.

3. Se ha corroborado la validez de estas aproximaciones a partir de la com-
paración numérica de los elementos de matriz de los operadores origina-
les con los de los operadores aproximados deducidos mediante técnicas
analı́ticas.

4. Gracias a la introducción del operador de anisotropı́a aproximado, se ha
construido una familia de estados cuyos perfiles en la etiqueta de aniso-
tropı́a son tales que se puede despreciar tanto el término de anisotropı́a
como el término de autointeracción del operador de ligadura hamilto-
niana densitizada. Ası́ se ha alcanzado un operador ligadura aproxima-
do que es resoluble y que corresponde al de un modelo de FRW con un
campo escalar homogéneo y la contribución libre de ambos tipos de ho-
mogeneidades.

5. Se han construido las soluciones fı́sicas para este nuevo operador de liga-
dura aproximado las cuales, restringiendo los perfiles de anisotropı́a a los
mencionados anteriormente y suponiendo un contenido razonable de in-
homogeneidades, proporcionan soluciones aproximadas para el modelo
de Gowdy con simetrı́a rotacional local en la región de autovalores gran-
des para el operador geométrico de FRW. Éstas soluciones aproximadas
corresponden a las situaciones fı́sicamente relevantes de espaciotiempos
de FRW con efectos de anisotropı́a pequeños y bajo contenido en inho-
mogeneidades.
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Apéndice A

Caracterización de estructuras
complejas invariantes: modos
complejos

En este apéndice se va a estudiar la caracterización de las estructuras complejas
invariantes bajo el grupo de simetrı́as del tres-toro, haciendo uso de la descomposi-
ción del campo en términos de autofunciones complejas dada en la expresión (3.4).
Obviamente, el resultado final será equivalente al obtenido utilizando la descom-
posición en modos reales presentada en la sección 3.3.1. No obstante esta deducción
puede resultar útil para clarificar ciertos aspectos del papel desempeñado por las
representaciones irreducibles del grupo de simetrı́a cuando éstas son complejas.

A partir de la acción sobre el campo (en su descomposición compleja) de las
transformaciones T~α definidas en (3.3) se obtiene que la transformación activa sobre
los coeficientes de los modos complejos está dada por

q′~m = e−i~m·~αq~m, p′~m = e−i~m·~αp~m. (A.1)

Ası́ pues, toda transformación T~α actúa, tanto para los modos de configuración
{q~m}, como para los modos del momento {p~m}, como el producto de tres copias
de U(1), una para cada dirección. De hecho, para cada etiqueta ~m, se obtiene una
representación irreducible diferente de este grupo. En este punto, se puede hacer
uso del lema de Schur [158], obteniendo ası́ que toda aplicación en el espacio de
fases invariante bajo el grupo de simetrı́a ha de ser diagonal por bloques en la
base de modos complejos {(q~m, p~m)}, con bloques 2× 2 dados por matrices com-
plejas arbitrarias. No obstante, dado que la estructura compleja J es una aplicación
en el espacio de fases real, ésta tiene que preservar las condiciones de realidad de
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los modos. Por lo tanto, los bloques J~m y J−~m han de estar relacionados por con-
jugación compleja. Entonces, reordenando la base de modos complejos de la forma
{(q~m, q−~m, p−~m, p~m)} (donde ahora ~m tiene como mucho una componente negativa),
se concluye que cada bloque 4× 4 de J debe de tener la forma

J~m =

(
Jqq~m Jqp~m
Jpq~m Jpp~m

)
, Jrs~m =

(
γrs
~m 0
0 (γrs

~m)
∗

)
, (A.2)

donde los superı́ndices rs representan los cuatro posibles sub-bloques (qq, qp, pq o
pp), mientras que γrs

~m son números complejos.

Todavı́a quedan por imponer las condiciones sobre J que aseguren que es una
estructura compleja compatible con la estructura simpléctica. Primero se reque-
rirá que JT

~mΩ~m sea una matriz hermı́tica definida positiva, donde Ω~m son los bloques
de la estructura simpléctica que toman la misma forma que los proporcionados en
la expresión (3.13). De esta condición se sigue que las matrices Jpq~m y −Jqp~m deben ser

matrices definidas positivas y que Jqq~m = (Jpp~m )∗. Por lo tanto, γpq
~m = d(1)~m y γqp

~m = d(2)~m
han de ser números positivos, mientras que γqq

~m = (γpp
~m )∗. Además, las condicio-

nes JT
~mΩ~m J~m (para que J sea un simplectomorfismo) y J2

~m = −I4×4 (para que J2 sea

menos la identidad) implican que γqq
~m = ±

√
d(1)~m d(2)~m − 1. En conclusión, toda es-

tructura compleja invariante J es diagonal por bloques, con bloques 4× 4 en la base
{(q~m, q−~m, p−~m, p~m)}, que toman la forma

J~m =

(
±d(3)~m I2×2 −d(2)~m I2×2

d(1)~m I2×2 ∓d(3)~m I2×2

)
, (A.3)

donde los números d~m son números positivos que satisfacen d(3)~m =
√

d(1)~m d(2)~m − 1 y

d(1)~m d(2)~m ≥ 1.

Por supuesto, las dos formas de caracterizar las estructuras complejas invarian-
tes—a saber, la presentada en la sección 3.3.1 usando la descomposición en modos
reales y la presentada en este apéndice a través de la descomposición en modos
complejos—son equivalentes. La relación entre ambas está dada por un cambio de
base en el espacio de fases, que pasa de los modos reales a los complejos:

q~nj
=

1
23/2 (q~m + q−~m)|~m=~nj

, x~nj
=

i
23/2 (q~m − q−~m)|~m=~nj

, (A.4)

junto con un cambio similar entre los modos del momento reales {(p~nj
, y~nj

)} y los

complejos {(p~m, p−~m)}. De esta forma es inmediato comprobar que c(i)~nj
= d(i)~m para

i = 1, 2, 3, donde el conjunto de números positivos {c(i)~nj
} es el que caracteriza las

estructuras complejas invariantes en la base de modos reales.
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Transformaciones no locales en
perturbaciones cosmológicas

En este apéndice se mostrará de forma resumida la aplicación de las transforma-
ciones canónicas dependientes del tiempo y del modo en el análisis de perturbacio-
nes escalares en cosmologı́a [112]. El sistema cosmológico que se analizará está da-
do por un espaciotiempo de FRW con secciones espaciales cerradas que tienen la
topologı́a de la tres-esfera. El contenido material está proporcionado por un campo
escalar mı́nimamente acoplado con una masa m̃ = m

√
3π/2G. Comenzando desde

una situación homogénea, se pueden considerar las perturbaciones alrededor de
las soluciones de FRW [159], restringiendo el estudio, por conveniencia, únicamen-
te a las perturbaciones escalares [112]. Esta restricción es posible debido a que las
perturbaciones escalares, vectoriales y tensoriales están desacopladas en la evolu-
ción en el orden perturbativo dominante en el que se trunca el sistema [159]. La
expansión de las perturbaciones en modos se realiza utilizando los armónicos hi-
peresféricos, los cuales son autofunciones del operador de Laplace–Beltrami en la
tres-esfera. Los grados de libertad no fı́sicos pueden eliminarse tomando una fija-
ción de gauge adecuada, como, por ejemplo, el gauge longitudinal. Después de esta
fijación de gauge, el sector de soluciones homogéneo puede describirse mediante
dos pares canónicos, por ejemplo, los pares (α, πα) y (ϕ̄, πϕ̄) usados en la referen-
cia [112], donde α está relacionado con el logaritmo del factor de escala de FRW y ϕ̄

es esencialmente el modo homogéneo del campo escalar material. Por otra parte, las
perturbaciones escalares pueden describirse, después de la fijación de gauge, por un
conjunto de pares de variables de configuración y momento, (hn,~̀ , πn~̀ ), obtenidos a
partir de la descomposición en modos del campo escalar y su momento después de
un escalado conveniente mediante el factor de escala de FRW (véase, por ejemplo,
las referencias [78,159]). El subı́ndice n es un entero positivo tal que n > 1 y etiqueta
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los autoespacios del operador de Laplace–Beltrami en la tres-esfera que contribu-
yen con grados de libertad fı́sicos inhomogéneos a las perturbaciones, con el auto-
valor correspondiente dado (después de un cambio de signo) por ω2

n = n(n + 2). El
ı́ndice de degeneración~̀ , por otra parte, representa los enteros (`, m) que designan
cada uno de los diferentes armónicos hiperesféricos con un mismo valor de n. Sus
rangos son 0 ≤ ` ≤ n y −` ≤ m ≤ `. Las ecuaciones del movimiento que satisfacen
los modos inhomogéneos en el gauge longitudinal tienen la forma

ḧn + rn(t)ḣn +
[
ω2

n + sn(t)
]

hn = 0. (B.1)

Se ha omitido la etiqueta de degeneración debido a que la evolución dinámica es
independiente de ésta. El punto representa la derivada temporal con respecto al
tiempo conforme, aquı́ denotado como t. Las funciones rn(t) y sn(t) dependen del
tiempo y de los modos:

rn(t) = 2Ãn g̃2
n, sn(t) = s̃(t) +O(ω−2

n ), (B.2)

donde s̃(t) es una función que únicamente depende del tiempo, mientras que Ãn y
g̃2

n dependen también del modo considerado

Ãn =
3

ω2
n − 3

e−6απϕ̄(2παπϕ̄ − e6αm2 ϕ̄), g̃2
n =

[
1− 3

ω2
n − 3

e−4απ2
ϕ̄

]−1

. (B.3)

Es inmediato ver que Ãn = O(ω−2
n ) y que g̃2

n = 1 +O(ω−2
n ). Por lo tanto, se tie-

ne que la función rn(t) es de orden asintótico O(ω−2
n ). Por otra parte, las variables

de momento satisfacen la relación πn = ḣn +O(ω−2
n ). En la referencia [112] se de-

muestra que el criterio de imponer invariancia bajo las simetrı́as espaciales y una
evolución unitaria selecciona, incluso para este caso donde se tienen unas ecuacio-
nes de Klein–Gordon modificadas con términos subdominantes de la forma indi-
cada arriba, una única cuantización de Fock. Este resultado se obtiene incluso para
modificaciones subdominantes más generales como, por ejemplo, para correcciones
de la función de masa de orden O(ω−1

n ), que son las que se han considerado en el
capı́tulo 5. La representación de Fock seleccionada por este criterio pertenece a la
clase de equivalencia unitaria determinada por la estructura compleja J0 asociada
de forma natural a un campo escalar libre sin masa. Es también posible obtener una
descripción alternativa sin término subdominante de amortiguamiento consideran-
do una transformación dependiente del modo que elimina la contribución de rn(t).
Esta transformación está dada por

h̄n = g̃nhn, π̄n =
1
g̃n

πn + (g̃n An + ˙̃gn)hn, (B.4)
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donde, al igual que antes, se ha omitido el subı́ndice de degeneración para las varia-
bles canónicas, debido a que la transformación es independiente de éste. Tras esta
transformación, el nuevo conjunto de variables canónicas (h̄n, π̄n) satisface unas
ecuaciones del movimiento como las dadas en la expresión (B.1), donde sn(t) toma
la misma forma, salvo correcciones del orden ω−2

n , mientras que rn(t) = 0. Además,
se ha incluido una contribución de los modos de configuración en la definición de
los nuevos modos del momento, de forma que se cumple la ecuación de Hamilton
π̄n = ˙̄hn. Por tanto, las ecuaciones dinámicas para esta nueva descripción de campo
están completamente adaptadas a las consideradas a lo largo del capı́tulo 5.

De forma alternativa, para el estudio de perturbaciones cosmológicas, es habi-
tual usar cantidades invariantes de gauge para describir el sistema. Un par canónico
de cantidades escalares invariantes de gauge puede construirse a partir de las varia-
bles originales (hn, πn) a través de una transformación canónica lineal dependiente
del tiempo, que depende también del modo considerado pero sin mezclarlos:

Ψn =
1√

ω2
n − 3

(πn + χhn), Πn =
1√

ω2
n − 3

[
χπn + (χ2 −ω2

n + 3)hn

]
. (B.5)

Aquı́ también se ha obviado el subı́ndice de degeneración, dado que la transfor-
mación no tiene dependencia en el mismo. La función χ depende del tiempo y
está definida en términos de las variables del fondo. Es independiente del modo
considerado y se relaciona con Ãn y g̃n a través de la identidad

χ =
e−2α

πϕ̄
(2παπϕ̄ − e6αm2 ϕ̄) =

Ãn g̃2
n

1− g̃2
n

. (B.6)

Estos nuevos pares canónicos de cantidades invariantes de gauge son combina-
ciones lineales (dependientes de funciones del fondo; véase [112] para más detalles)
de los potenciales de Bardeen (también invariantes de gauge) que proporcionan la
densidad de energı́a y la velocidad de las perturbaciones materiales [113]. Las ecua-
ciones del movimiento que satisfacen son

Ψ̈n +
[
ω2

n + s(t)
]

Ψn = 0, (B.7)

y Πn = Ψ̇n, hasta el orden perturbativo al que la teorı́a ha sido truncada. Estas
ecuaciones del movimiento tienen precisamente la forma considerada en el capı́tulo
5 para la descripción original de campo. Combinando las transformaciones canóni-
cas introducidas a lo largo de este apéndice, se obtiene de manera sencilla la trans-
formación dependiente del tiempo y del modo que relaciona las cantidades inva-
riantes gauge (Ψn, Πn) con las variables (h̄n, π̄n), para todos los valores de n. Esta
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transformación es

h̄n =
g̃n√

ω2
n − 3

(−Πn + χΨn), (B.8)

π̄n =
1√

ω2
n − 3

(χg̃n + ˙̃gn)Πn +
1√

ω2
n − 3

(
ω2

n − 3
g̃n

− χ2 g̃n − χ ˙̃gn

)
Ψn. (B.9)

Teniendo en cuenta la expresión (B.6), y en particular que la función χ es una fun-
ción dependiente del tiempo pero independiente de los modos, se puede compro-
bar que las funciones fn(t) y gn(t) que caracterizan las transformaciones canónicas
(dependientes del tiempo y de los modos) consideradas a lo largo del capı́tulo 5
vienen dadas por

fn(t) = −gn(t)χ = − g̃n

ω̃n
∼ − 1

ω̃n
− 3

2ω̃3
n

e−4απ2
ϕ̄ +O(ω̃−5

n ). (B.10)

Aquı́, se ha redefinido ω̃2
n = ω2

n − 3. Recordando la caracterización realizada en la
sección 5.3.3, se puede comprobar que esta transformación pertenece al tipo descri-
to en la expresión (5.25), donde los coeficientes de la combinación lineal que propor-
cionan los nuevos modos de configuración se anulan en el régimen ultravioleta. Por
otra parte, los coeficientes de la combinación lineal que definen los nuevos modos
del momento, An(t) y Bn(t), adoptan la forma:

An(t) =
1

ω̃n
(χg̃n + ˙̃gn) ∼

χ

ω̃n
+O(ω̃−3

n ) (B.11)

Bn(t) =
1

ω̃n

(
− ω̃2

n
g̃n

+ χ2 g̃n + χ ˙̃gn

)
∼ −ω̃n +O(ω̃−1

n ). (B.12)

Ası́ pues, los nuevos modos del momento explotan en el régimen ultravioleta, dado
que el coeficiente Bn(t) lo hace. Como corolario, esta transformación admite una
implementación unitaria en la representación de Fock determinada por J0 para la
descripción a partir de las cantidades invariantes de gauge, y, por lo tanto, esta
cuantización es unitariamente equivalente a la obtenida a partir de las variables del
gauge longitudinal.
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Apéndice C

Deducción analı́tica de
aproximaciones para el modelo de
Gowdy

En este apéndice se mostrará la deducción analı́tica de los operadores aproxi-
mados introducidos en la secciones 7.2.3 y 7.2.4. Para ello se hará uso del com-
portamiento de los autoestados |eρ〉 (con autovalor generalizado ρ2) del operador
gravitatorio de FRW, Ω̂2, el cual se ha estudiado detalladamente en la sección 7.2.2.
En particular, se hará uso principalmente de que eρ(v) = 〈v|eρ〉 son funciones ex-
ponencialmente suprimidas para v < ṽ(ρ) = ρ/(2κ). También se usará que estos
autoestados toman un lı́mite WDW bien definido para v � ṽ(ρ), suponiéndose
que estas funciones pueden ser aproximadas de forma satisfactoria por la expre-
sión analı́tica ẽρ(v) dada en (7.13), es decir

eρ(v) ' ẽρ(v) =


0 para v < ṽ(ρ),√

2√
πκv

cos
( ρ

4κ
log v + φε

ρ

)
para v ≥ ṽ(ρ).

(C.1)

Primeramente se considerará la aproximación relativa a las contribuciones del
operador regularizado del inverso de trı́ada, es decir, la aproximación D̂Ω̂2D̂ ≈ Ω̂2.
Para ello se calculará la actuación D̂Ω̂2D̂|eρ〉. Haciendo uso de las expresiones de
los operadores involucrados se tiene que esta actuación está dada por

D̂Ω̂2D̂|eρ〉= κ2
∫

R+
dρ′|eρ′〉∑

v∈Lv

[(
x+0 (v) + x−0 (v)

)
D2(v)eρ′(v)eρ(v)

−x+4 (v)D(v)D(v + 4)
(

eρ′(v + 4)eρ(v) + eρ′(v)eρ(v + 4)
)]

. (C.2)

171
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Los coeficientes D(v)D(v+ 4) y D2(v) satisfacen las siguientes expresiones asintóti-
cas para v� 1:

D(v)D(v + 4) ≈ 1 +
1

2v2 +O(v−3), D2(v) ≈ 1 +
1

2v2 +O(v−4). (C.3)

Si se considera únicamente la primera contribución de éstas en la expresión (C.2),
el resultado serı́a (por definición) Ω̂2|eρ〉 = ρ2|eρ〉. Por lo tanto, se puede escri-
bir D̂Ω̂2D̂|eρ〉 = ρ2|eρ〉 + |Ψ̄〉. Ahora se calculará la contribución |Ψ̄〉 estudiándo-
se cuándo ésta es despreciable con respecto al término ρ2|eρ〉. Para ello, la expre-
sión que se tiene que calcular es la proporcionada en (C.2), donde los coeficientes
D2(v) y D(v)D(v + 4) han sido reemplazados respectivamente por [D2(v) − 1] y
[D(v)D(v + 4)− 1]. Para realizar este cálculo se supondrá que se puede utilizar la
sustitución eρ(v) → ẽρ(v). De esta forma, la suma realizada sobre v ∈ Lε pasará a
ser sobre

v ∈ L′ε = Lε \ {v; v < ṽm = ṽ(ρM)}, donde ρM = máx{ρ′, ρ}. (C.4)

Además, considerando autoestados con ρ� 8κ, está justificado por una parte el uso
de las expresiones asintóticas dadas en (C.3), mientras que, por otra parte, dada la
forma analı́tica de ẽρ(v), la suma discreta en v puede reemplazarse por una integral
de la forma

∑
v∈L′ε

→ 1
4

∫ ∞

ṽm
dv. (C.5)

Tras un largo cálculo, se tiene entonces que el estado |Ψ̄〉 puede aproximarse por la
expresión

|Ψ̄〉 ≈
∫

R+
dρ′|eρ′〉ρ′ρ

∫ ∞

0
dx

e−16πκx

ṽm(ṽm + 4)
{

cos
[
2π(ρ′ − ρ)x + Γ−

]
− cos

[
2π(ρ′ + ρ)x + Γ+

]}
+O(e−32πκx), (C.6)

donde se ha definido

x =
1

16πκ
{log[v(v + 4)]− log[ṽm(ṽm + 4)]}, (C.7)

Γ± =
ρ′ ± ρ

8κ
log[ṽm(ṽm + 4)] + φε

ρ′ ± φε
ρ. (C.8)

De esta forma, despreciando las contribuciones subdominantes de ordenO(e−32πκx)

e integrando, se tiene que

|Ψ̄〉 ≈ κ

4π

∫
R+

dρ′|eρ′〉
ρ′ρ

ρM(ρM + 8κ)

 cos Γ−

1 +
(

ρ′−ρ
8κ

)2 −
cos Γ+

1 +
(

ρ′+ρ
8κ

)2

. (C.9)
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Este estado es normalizable para ρ � 8κ, y en este sentido es despreciable con
respecto a la contribución ρ2|eρ〉. Como resultado, se obtiene que el operador D̂Ω̂2D̂
puede aproximarse por el operador Ω̂2 siempre y cuando se consideren autoestados
con ρ� 8κ.

Ahora, se considerará la aproximación relativa al término de anisotropı́a, es de-
cir, la aproximación (Θ̂Ω̂ + Ω̂Θ̂) ≈ −i8κ∂ΛΩ̂′. Para obtener este resultado se calcu-
larán las actuaciones

〈Λ′|(Ω̂Θ̂ + Θ̂Ω̂)∑
Λ

f (Λ)|eρ〉 ⊗ |Λ〉, (C.10)

donde la suma en Λ toma todos los valores del sector de superselección correspon-
diente y se consideran únicamente funciones f (Λ) suficientemente suaves. A partir
de las definiciones de los operadores involucrados, se tiene que esta actuación viene
dada por

κ2
∫

R+
dρ′|eρ′〉

{
∑

v∈Lε

x+0 (v)eρ′(v)eρ(v)
[

f (Λ′ − wv(2)) + f (Λ′ + wv(2))− 2 f (Λ′)
]

+ ∑
v∈Lε

x−0 (v + 4)eρ′(v + 4)eρ(v + 4)
[

f (Λ′ − wv(2) + wv(4))

+ f (Λ′ + wv(2)− wv(4))− 2 f (Λ′)
]

− ∑
v∈Lε

x+4 (v)
[
eρ′(v)eρ(v + 4)

[
f (Λ′ − wv(2) + wv(4)) + f (Λ′ + wv(2))− 2 f (Λ′)

]
+eρ′(v + 4)eρ(v)

[
f (Λ′ + wv(2)− wv(4)) + f (Λ′ − wv(2))− 2 f (Λ′)

]]}
. (C.11)

Lo primero que cabe mencionar es que las funciones wv(z) = log(1 + z/v), se ha-
cen muy pequeñas cuando v � 1. Debido a ello, considerando autoestados |eρ〉
con ρ � 8κ, todos los desplazamientos de la etiqueta Λ′ que tienen contribución
no despreciable en las sumas sobre v son desplazamientos mucho más pequeños
que log(3/2). De esta forma, para una función f (Λ) suficientemente suave en tales
entornos, de manera que se puede aproximar como

f (Λ′ + δΛ) ' f (Λ′) + δΛ∂Λ f (Λ′) (C.12)

cuando δΛ < log(3/2), se obtiene que la actuación dada en la expresión (C.10) es
aproximadamente

κ2
∫

R+
dρ′|eρ′〉 ∑

v∈L′ε
x+4 (v)wv(4)

[
eρ′(v + 4)eρ(v)− eρ′(v)eρ(v + 4)

]
∂Λ f (Λ′). (C.13)

Teniendo en cuenta además la forma de los coeficientes x+4 (v) =
√

v(v + 4)(v + 2)
y la expresión asintótica para wv(4) cuando v� 1, dada por

wv(4) ≈
4

v + 2
+O

[
1

(v + 2)3

]
, (C.14)
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se tiene que la actuación puede aproximarse por

4κ2
∫

R+
dρ′|eρ′〉 ∑

v∈L′ε
y+(v)

[
eρ′(v + 4)eρ(v)− eρ′(v)eρ(v + 4)

]
∂Λ f (Λ′). (C.15)

con y+(v) =
√

v(v + 4). Consecuentemente, cuando f (Λ) es una función suficien-
temente suave y se consideran autoestados |eρ〉 con ρ � 8κ, se concluye que se
puede realizar la siguiente aproximación

〈Λ′|(Ω̂Θ̂ + Θ̂Ω̂)∑
Λ

f (Λ)|eρ〉 ⊗ |Λ〉 ≈ −i8κ∂Λ f (Λ′)Ω̂′|eρ〉, (C.16)

donde el operador Ω̂′ únicamente actúa sobre la etiqueta v:

Ω̂′|v〉 = −i
κ

2
[y−(v)|v− 4〉 − y+(v)|v + 4〉] , (C.17)

con y−(v) = [sgn(v) + sgn(v− 4)]
√

v(v− 4)/2.
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Summary

Introduction

The theory of General Relativity, since its formulation by Albert Einstein almost
one century ago, has been used to explain the gravitational interaction in a highly
satisfactory way. Currently, there is no experimental evidence against the validity of
this theory and, in fact, it has been corroborated by the most recent experiments spe-
cifically designed to test it. General Relativity explains the gravitational interaction
in a geometrical way. The spacetime where we live, and where matter fields propa-
gate, is a dynamical entity which is curved by the presence of matter and energy.
In turn, the spacetime tells matter and energy how to propagate on it, namely, fo-
llowing the spacetime geodesics in free falling. The way how the fields modify the
spacetime, and how the latter affects the propagation of the particles, is given by
the renowned Einstein equations. However, a series of problems which are pre-
sent in the theory of General Relativity suggest that it is not a fundamental theory,
but rather an effective theory coming from a fundamental one. On the one hand,
there exist a clear tension between this classical theory and the quantum theories
that describe matter and the rest of interactions. As already mentioned, Einstein’s
equations explain in a classical level how the spacetime is curved by the contai-
ned matter. However, this matter content is described by a quantum field theory
while spacetime is described classically. This inconsistency, even though there have
been attempts to overcome it by other methods, suggests that a quantum theory
for General Relativity is needed. On the other hand, General Relativity ensures the
existence of singularities, where the theory goes beyond of its range of validity, a
fact that exhibits its own incompleteness. Singularities are regions of the spaceti-
me where the curvature or other physical quantities diverge. The existence of such
singularities in General Relativity is stated by the Singularity Theorems developed
mainly by Hawking and Penrose [1]. Nevertheless, the spacetime regions where
the singularities occur are precisely those in which quantum effects must be impor-
tant. Therefore, it is reasonable to expect that singularities should disappear when
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considering a quantum theory of gravity.

At present, Loop Quantum Gravity [2–5] is one of the most promising candida-
tes to attain a complete quantum description of gravity. Loop Quantum Gravity is a
non-perturbative theory—namely, it does not start from a linearizations of the clas-
sical theory with successive corrections—and it is also independent of background
structures [5]. Its final goal is to reach a quantum theory of Einstenian gravity in four
dimensions. Therefore, in this quantum theory, gravitation is still regarded in a geo-
metrical shape. Consequently, geometrical quantities as area or volume are descri-
bed in a quantum way. Canonical Loop Quantum Gravity follows Dirac’s quanti-
zation program for constrained systems [6]. General Relativity, in its Hamiltonian
formulation, is a completely constrained system, namely, the Hamiltonian density is
a linear combination of constraints [7]. The set of these constraints is given by three
momentum constraints, that generate the spatial diffeomorphims transformations,
and the Hamiltonian constraint, that essentially generates time reparametrizations
on shell. The quantization of the system is performed by constructing a represen-
tation of the algebra associated with the initial classical variables. Such initial va-
riables are represented by operators on a kinematical Hilbert space [8]. In this first
step, the existence of the constraints is ignored. Then, one constructs operators re-
presenting the classical constraints in the quantum theory. It is worth noting that,
in general, the construction of such constraint operators is not unique but one has
some freedom (or ambiguity) in the choice of different factor orderings. According
to Dirac’s quantization program, the physical states of the quantum theory are those
that are annihilated by all the constraint operators. Finally, the space given by such
physical states generally has to be provided with an inner product and completed
to a Hilbert space.

The starting point of canonical Loop Quantum Gravity is the Hamiltonian for-
mulation of General Relativity in terms of the Ashtekar–Barbero variables [9]. These
variables are given by a densitized triad, from which the spatial metric is construc-
ted, and a gauge connection. The formulation of General Relativity in these variables
is analogous to the formulation of classical electrodynamics in terms of the electric
field and the vector potential. The consideration of these variables, instead of the
more habitual ones provided by the components of the spatial metric (and their
conjugate momenta), considerably simplifies the expressions of (most of) the cons-
traints. On the other hand, a new set of constraints is included in the theory, the
so-called Gauss constraints. The elementary variables for the quantization in Loop
Quantum Gravity are given by holonomies of the connection along paths, or more
specifically by functions of these holonomies (cylindrical functions), and by fluxes
of the densitized triad through surfaces.
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Loop quantum gravity has meant a great progress toward the completion of a
quantum theory of Einstenian gravity, achieving e.g. the construction of well de-
fined geometrical operators or a unique quantum representation. Nonetheless, the
quantization program has not been completed mainly because the imposition of
the Hamiltonian constraint has not been accomplished satisfactorily yet, and there-
fore, the dynamics of the quantum theory has not been dealt with. Owing to this,
the application of the Loop Quantum Gravity ideas and techniques to cosmological
systems, field of research called Loop Quantum Cosmology [12–14], has received
great attention during the last years. For these systems, after a classical symmetry
reduction, the phase space has a finite dimension and only the Hamiltonian cons-
traint remains to be imposed at the quantum level. The motivations to perform the
study of such cosmological systems are mainly two. On the one hand, the analysis
of the loop ideas and techniques in such simple models, in which the quantization
procedure can be completed, can provide hints about how to proceed to comple-
te the general quantum theory. On the other hand, although it is known that Loop
Quantum Cosmology does not fully correspond to the symmetry reduction of Loop
Quantum Gravity, the hope is that it captures the most important effects of the loop
quantum geometry, and hence allows the discussion of its physical consequences
in systems that describe scenarios of great interest in physics, like those that model
the Universe where we live. In fact, the study of the physical consequences of Loop
Quantum Cosmology is one of the most promising roads for the confrontation of
the predictions of quantum theories of gravity with observations.

The pioneering works on Loop Quantum Cosmology are due Bojowald [15–18],
who studied the first attempts to adapt the ideas and techniques of Loop Quan-
tum Gravity to the most simple homogeneous systems. More specifically, he mainly
focused his discussion on the homogeneous and isotropic model with flat spatial
sections, namely, on the flat Friedmann–Robertson–Walker model. Afterwards, the
mathematical and kinematical aspects of the theory were analyzed in more detail
for this model, showing the possibility to resolve the initial cosmological singu-
larity [19]. Finally, it was possible to complete the quantization procedure for the
flat Friedmann–Robertson–Walker model with a minimally coupled homogeneous
massless scalar field [20, 21]. The physical Hilbert space of the model was comple-
tely characterized and a complete set of physical observables was constructed. This
allowed the analysis of the dynamical evolution of quantum states by using the ho-
mogeneous massless scalar field as a relational time. However, it was necessary to
modify the quantization procedure by including an improved dynamics prescription
with the aim at guaranteeing that the quantum effects were relevant only at Planck
scales [22]. The discussion of the quantum dynamics for semiclassical states sho-
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wed a new phenomenology for such Planck densities. The Big Bang cosmological
singularity was resolved dynamically by a quantum Big Bounce. This Big Bounce
mechanism connected in a deterministic way two branches of the Universe, a con-
tracting one and an expanding one, which rapidly recovered the classical trajectory
before/after the bounce [22].

In subsequent studies, the quantum bounce mechanism was discussed in more
detail using slightly different quantization prescriptions, including simplifications
and more suitable factor orderings [23, 24]. Thus, the robustness and generality of
the Big Bounce was shown for the flat Friedmann–Robertson–Walker model, oc-
curring irrespectively of the considered physical state or of the specific geometry
discretization [24]. Moreover, for the mentioned model, it was possible to study ri-
gorously the trajectory followed by the peaks of certain class of semiclassical states.
In this manner, the effective dynamics coming from Loop Quantum Cosmology was
deduced [25].

Many homogeneous and isotropic models have been satisfactorily quantized by
using the Loop Quantum Cosmology Techniques. These models include cosmolo-
gies with positive curvature (closed universes) [26,27], and with negative curvature
(open universes) [28, 29], as well as the consideration of a non-vanishing cosmolo-
gical constant [30,31]. The quantization of more general models, that include aniso-
tropies, has been completed as well, e.g. the spatially flat Bianchi I model [32, 33]
or the Bianchi II [34] and Bianchi IX [35] models, whose spatial sections are cur-
ved. However, owing to the complexity of such anisotropic models, increased by
the consideration of a suitable improved dynamics prescription for them, it has not
been possible to discuss yet such systems with the same level of detail as in the ca-
se of the isotropic ones. Nonetheless, it has been shown that the singularity can be
removed from the quantum theory at a kinematical level. Additionally, the study of
the effective dynamics for such systems has shown the dynamical resolution of the
singularities [36].

Given the great success of the Loop Quantum Cosmology techniques in the
quantization of homogeneous models, and in particular for the resolution of cos-
mological singularities, the extension of its application to more general cosmolo-
gical systems has been considered, studying models that contain inhomogeneities.
With this aim, cosmological midisuperspaces, which are symmetry reduced systems
with fields that describe inhomogeneities, have been discussed. The motivations
to study these systems in the framework of Loop Quantum Cosmology are seve-
ral. First, they contain an infinite number of degrees of freedom (as the complete
theory) and, therefore, it is expected that the analysis of such systems can show
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how to complete the quantization program in the general theory. On the other hand,
this kind of models can describe situations closer to realistic scenarios and, conse-
quently, its consideration can lead to physical predictions that can be confronted
with observations, being possible to check in this way if the loop quantization is a
suitable theory to describe reality. Finally, the analysis of these systems allows the
discussion of the robustness of the singularity resolution mechanisms obtained in
homogeneous situations.

With the aim at studying inhomogeneous systems in the framework of Loop
Quantum Cosmology, a hybrid quantization, that combines the loop quantization
with the more standard Fock quantization, was developed [33, 37–39]. On the one
hand, the quantization of the variables that parameterize the homogeneous solu-
tions is performed by using the polymeric quantization of Loop Quantum Cosmo-
logy, including thus the most important effects of the loop quantum geometry. On
the other hand, the Fock quantization for the (infinite) remaining degrees of free-
dom allows one to deal with the field complexity. The first model studied, and in
which these hybrid techniques were developed, was the most simple of the Gowdy
models in vacuum, i.e., the model with the three-torus topology and linear polari-
zation. By using these hybrid methods, the model was completely quantized, obtai-
ning a well defined quantum constraint operators. In addition, the analog states of
the classical singularity were decoupled from the theory and a standard quantum
field theory description was recovered for the gravitational waves. Nonetheless, it
is worth mentioning that this model is unable to describe a fully realistic scenario,
given that it does not contain homogeneous and isotropic Friedmann–Robertson–
Walker-like solutions.

Considering this previous context, the main goal addressed in this thesis is the
extension of the hybrid quantization techniques to more realistic cosmological mo-
dels and the development (in part) of the necessary basis and tools that allow the
extraction of reliable physical predictions from them. For these purposes, on the
one hand, it is necessary to remove the ambiguities that exist in different steps
of the quantization process and, in particular, in the choice of a particular Fock
representation for the inhomogeneities. This ambiguous election leads to inequiva-
lent quantum theories, affecting the reliability of the physical consequences derived
from them. Concerning the hybrid quantization, the Fock quantization for the in-
homogeneities can be uniquely selected appealing to suitable uniqueness criteria
in the framework of quantum field theory in cosmological spacetimes. Owing to
that, uniqueness criteria to select a sole Fock quantization for scalar fields propaga-
ting on non-stationary spacetimes are studied in this thesis. The application of these
uniqueness criteria removes the ambiguities that arise in the quantization process.
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It is worth noting that the range of applicability and the relevance of these studies
are not limited exclusively to the context of the hybrid quantization, but extend al-
so in quantum field theory in cosmological spacetimes, leading to robust physical
predictions in quantum inhomogeneous cosmological systems.

Goals

As it has already been mentioned, the main goal of this thesis is to provide the
necessary basis and tools to obtain reliable physical predictions for inhomogeneous
cosmological models quantized by means of the hybrid methods in Loop Quan-
tum Cosmology. With this purpose, we first discuss the applicability of uniqueness
criteria to remove the ambiguities arising in the Fock quantization of fields that pro-
pagate in physically interesting cosmological spacetimes. Then, we study the exten-
sion of the hybrid techniques to models that are closer to realistic situations. With
this aim, we add a massless matter field to the above mentioned Gowdy model.
Finally, for this completely quantized model, we develop and analyze approxima-
tion methods that can be extended to more general models in the framework of the
Loop Quantum Cosmology and the hybrid quantization, allowing in particular the
extraction of approximate physical solutions.

More specifically, the first part of the thesis is devoted to the discussion of uni-
queness results for the Fock quantization of scalar fields defined on cosmological
spacetimes. First, we study the Fock quantization of a scalar field with a time de-
pendent mass that propagates in a(n ultrastatic) spacetime with flat and compact
spatial sections, with the topology of a three-torus. In particular, we discuss the ap-
plicability in these scenarios of the criterion to select a unique Fock representation
consisting of two requirements: (i) the vacuum invariance under the spatial symme-
tries, and (ii) the unitary implementability of the evolution. We study as well whet-
her or not this criterion selects a unique initial canonical field description among all
those related by linear canonical transformations that include a scaling of the field
and a redefinition of its momentum through time dependent functions.

Furthermore, we consider the Fock quantization for both massive and massless
scalar fields propagating on de Sitter spacetimes. In particular, we discuss the pos-
sibility to construct a Fock representation with a unitarily implementable dynamics
and with a vacuum that is invariant under the de Sitter spatial symmetries, i.e., the
O(4) symmetry group. Indeed, the uniqueness criterion mentioned above picks out
a unique Fock representation and a unique canonical field description. Then, we
study the relation between the unique vacuum selected by the criterion and other
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vacua that are widely used in the literature, such as the Bunch–Davies vacuum for
a massive scalar field and the Allen–Folacci vacua for the massless case. In addi-
tion, we discuss the unitary equivalence of the selected vacuum and zeroth-order
adiabatic vacuum states.

We analyze as well a new ambiguity that naturally arises when scalar cosmologi-
cal perturbations are considered in inflationary models. This ambiguity comes from
the possibility to consider non-local and time dependent linear canonical transfor-
mations which relate descriptions of the system that admit a unitary implementa-
tion of the evolution. First, we study the most general form of these transformations
supposing that they do not mix modes that are dynamically decoupled and admit
an asymptotic expansion in the form of a Laurent series in the frequencies of the
modes. To conclude this first part of the thesis, we discuss whether or not these
non-local transformations are unitarily implementable in the corresponding Fock
representations selected by the criterion of unitary evolution and invariance under
the spatial symmetries.

In the second part of the thesis we face the extension of the hybrid quantiza-
tion techniques to models that are closer to realistic situations, as well as the de-
velopment and analysis of approximation methods to attain quantum predictions
from these models. First, we study the hybrid quantization of the Gowdy model
with the three-torus topology and linear polarization in presence of a minimally
coupled massless scalar field satisfying the same symmetries as the geometry. We
show that the matter inhomogeneities can be mathematically described in the very
same way as the gravitational waves. Consequently, as happened to be the case for
the vacuum model, the classical singularity is resolved at the kinematical level and
the physical Hilbert space can be constructed form the space of initial data. Thus,
we reach a complete quantization a model much closer to physical scenarios than
the Gowdy models in vacuo, since the model with matter admits homogeneous
and isotropic Friedmann–Robertson–Walker-like solutions and contains matter in-
homogeneities. We analyze as well the quantum projection of this quantum Gowdy
model (both in vacuo and with matter) to the Gowdy submodels with local rotatio-
nal symmetry.

Then, considering this last quantum Gowdy model with matter, we discuss and
develop approximate methods that allow us to construct approximate physical so-
lutions of great interest, inasmuch as they correspond to solutions that describe
Friedmann–Robertson–Walker spacetimes with small anisotropic contributions and
low content of inhomogeneities. Using the spectral properties of the geometry ope-
rator (in Loop Quantum Cosmology) of the Friedmann–Robertson–Walker model,
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as well as the behavior of its eigenstates, we discuss the possibility of approximating
and replacing the operators in the Hamiltonian constraint with the most complica-
ted actions with others with a simpler and more controllable effect. Moreover, we
analyze the validity of these approximations making a numerical comparison bet-
ween the corresponding matrix elements of the original operators and those that
approximate them. Then, we discuss the construction of approximate solutions for
the Gowdy model considering suitable anisotropic profiles that permit one to dis-
regard both the anisotropy contribution and the autointeraction term for the inho-
mogeneities in the constraint.

Summarizing, in this thesis we study criteria to remove the ambiguities that ap-
pear in the Fock quantization of scalar inhomogeneities, with the aim at providing
more robustness and reliability to the physical predictions extracted from inhomo-
geneous quantum cosmologies in the framework of quantum field theory and of
the hybrid quantization in Loop Quantum Cosmology. Moreover, we extend the
mentioned hybrid techniques to models that are closer to realistic scenarios and we
develop approximation methods designed to obtain their physical consequences.

Conclusions

The main goal of this thesis is provide the basis and tools that allow one to ex-
tract robust and reliable physical predictions for realistic inhomogeneous quantum
cosmologies, both in the context of quantum field theory and in the context of the
Loop Quantum Gravity by means of the co-called hybrid quantization techniques.
With this objective, we have proven the applicability of certain uniqueness criteria
in order to remove the ambiguities that appear in the Fock quantization of scalar
fields in non-stationary cosmological spacetimes. Moreover, we have demonstrated
also the suitability of these criteria when non-local and time dependent canonical
transformations are considered. Such transformations arise naturally in the study of
cosmological perturbations in inflationary spacetimes. On the other hand, we have
succeeded in extending the hybrid quantization techniques to study systems closer
to realistic situations, which include matter inhomogeneities. Finally, we have de-
veloped well controlled approximate methods to construct quantum solutions that
represent physically interesting situations.
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Results

We have analyzed the Fock quantization of a massless scalar field with a ti-
me dependent mass defined in ultrastatic spacetimes with three-torus spatial
topology, i.e., with flat and compact spatial sections. In particular, we have
discussed the suitability of the uniqueness criterion given by imposing two
requirements to the Fock representation: (i) the invariance of its vacuum un-
der the spatial symmetries, in this case the symmetries of the three-torus, and
(ii) the unitary implementability of the evolution. We have shown that the im-
position of these requirements removes the two main ambiguities that arise in
the Fock quantization of scalar fields in cosmological spacetimes:

1. The uniqueness criterion removes the ambiguity in the choice of a repre-
sentation of the canonical commutation relations selecting a unique class
of unitarily equivalent invariant Fock representations. This equivalence
class is determined by the representation that is naturally associated with
a free massless scalar field. In order to prove this result, it has been ne-
cessary to study in detail the characterization of the complex structures
that are invariant under the the symmetries of the three-torus, and the
asymptotic behavior of the degeneracy of the Laplace–Beltrami operator.

2. In addition, we have shown that the considered uniqueness criterion re-
moves as well the ambiguity in the choice of an initial canonical field des-
cription, among all those related through time dependent linear canoni-
cal transformations. More specifically, we have studied transformations
that include a field scaling and a redefinition of the momentum with a
term proportional to the configuration field, both of them by means of
time dependent functions. We have proven that the unitary implemen-
tability of the evolution is only possible for a unique, specific canoni-
cal pair. For this canonical pair, the configuration field satisfies a Klein–
Gordon equation on a static (auxiliar) spacetime with a time dependent
mass term. Moreover, the momentum field is defined by the time deri-
vative of the configuration field, with respect to the time associated to
such a static spacetime. Consequently, we have shown that the consi-
dered uniqueness criterion allows neither field scalings nor momentum
redefinitions through time dependent functions.

Furthermore, we have discussed the Fock quantization of both massive and
massless scalar fields that propagate in de Sitter spacetime. In particular, we
have studied whether or not it is possible to reach a Fock representation with
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unitary implementable evolution. We have shown that, in order to obtain such
a representation it is necessary to consider time dependent canonical transfor-
mations that include not only a field scaling, but also momentum redefinition.
Then, we have constructed an O(4) invariant Fock representation for which
we have explicitly demonstrated that the evolution is unitary regardless of the
value of the field mass. The uniqueness criterion mentioned in the previous
point selects a unique Fock representation, up to unitary equivalence.

Moreover, we have analyzed the equivalence of the vacuum selected by the
uniqueness criterion of unitary evolution and O(4) invariance with other va-
cua often considered in the literature. More specifically, we have proven that
the selected vacuum is unitarily equivalent to the vacua picked out by the
Hadamard criterion, i.e., the Bunch–Davies vacuum for a massive scalar field
and the Allen–Folacci vacua for a massless scalar field. Hence, we have de-
monstrated that both criteria lead to compatible results in the Sitter spaceti-
me. Besides, we have shown explicitly that our unique vacuum is unitarily
equivalent as well to the zeroth-order adiabatic vacuum states, and therefore
to the adiabatic states of all orders.

We have then considered scalar fields propagating in non-stationary spaceti-
mes with arbitrary three dimensional compact spatial sections. In these sys-
tems, we have studied non-local and time dependent linear canonical trans-
formations that relate field descriptions for which it is possible to obtain a
unitary implementation of the evolution with invariance under the spatial
symmetries. We have characterized the most general form of such non-local
transformations assuming that (i) they do not mix dynamically decoupled
modes and (ii) they admit an asymptotic expansion in Laurent series of the
modes frequencies. We have proven that every transformation of this kind is
unitarily implementable in the Fock representation picked out by the consi-
dered uniqueness criterion in the original field description. Consequently, the
studied criterion turns out to select a privileged class of unitarily equivalent
Fock quantizations even when non-local and time dependent linear canonical
transformations are allowed.

We have extended the hybrid quantization techniques originally developed
in the linearly polarized Gowdy T3 model to include a minimally coupled
massless scalar field with the same symmetries as the geometry. In this way,
we have achieved a complete quantization of a model that includes matter
inhomogeneities and that has a subset of homogeneous, isotropic and flat
Friedmann–Robertson–Walker-like classical solutions. We have shown that,
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after a suitable scaling of the matter inhomogeneities, permitting the unitary
implementation of its dynamical evolution, both kinds of inhomogeneities,
the matter and the gravitational ones, appear in the system identically. By
means of the hybrid quantization techniques we have then reached a quan-
tum model such that:

1. The operators representing the global constraint of the system have a
well defined action on the kinematical Hilbert space.

2. The polymeric quantization of the homogeneous sector of the model, that
corresponds to Bianchi I cosmologies with a homogeneous massless sca-
lar field, leads to a quantum model where the states analog to the classical
singularity are decoupled.

3. The Fock quantization for both kinds of inhomogeneities allows us to
deal with the field complexity of the system. Furthermore, the standard
description in quantum field theory of the inhomogeneities is recovered
for regions where the effects of the homogeneous loop quantum geome-
try are small.

4. The imposition of the densitized Hamiltonian constraint operator leads
to a difference equation in the volume variable such that its solutions are
completely determined by the initial data in the section of minimum vo-
lume. Thanks to this, it has been possible to obtain the space of physical
states of the model by providing the space of initial data with a Hilbert
structure, determined by imposing reality conditions on a suitable set of
observables.

In addition, we have studied the projection from the quantum linearly polari-
zed Gowdy T3 model to the quantum submodel with local rotational symme-
try. We have shown that the result obtained by means of this quantum projec-
tion is equivalent to the model reached by means of the hybrid quantization
of the classically reduced system with local rotational symmetry.

We have developed and applied approximation methods in the framework of
this hybrid quantization with the aim at obtaining physical solutions repre-
senting situations of interest in cosmology. To derive these approximations,
we have considered the spectral properties of the Friedmann–Robertson–Wal-
ker geometry operator in Loop Quantum Cosmology as well as the behavior
of its eigenstates. In this manner, we have obtained the following results for
the Gowdy T3 model with local rotational symmetry:
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1. We have found an operator approximating the anisotropy term of the
densitized Hamiltonian constraint with a much simpler and controllable
action than the original one. The new operator factorizes in the tensor
product of two operators, one acting just on the volume variable whi-
le the other only acts on the anisotropy variable. The new anisotropy
operator is a discrete first derivative operator whose action is defined in
lattices of constant step, contained in the considered superselection sec-
tor for the anisotropy variables. This property has permitted the spectral
analysis of this new operator, and we have shown that it is a self-adjoint
operator with a bounded, absolutely continuous, and doubly degenerate
spectrum.

2. We have shown that the contributions coming from the regularized in-
verse triad operator can be neglected if one restricts the study to eigens-
tates of the Friedmann–Robertson–Walker geometry operator with large
enough eigenvalues.

3. The correctness of the considered approximations has been confirmed
through numerical computation and comparison of the matrix elements
for both the original and the approximating operators.

4. With the approximation put forward for the anisotropy operator, we ha-
ve been able to construct a family of states whose anisotropy profiles are
such that both the anisotropy and the autointeraction terms of the densi-
tized Hamiltonian constraint can be disregarded. Thus, we have reached
an approximate quantum constraint which can be solved. This constraint
operator can be regarded as the one obtained for the flat Friedmann-
Robertson–Walker model with a homogeneous massless scalar field to-
gether with the free-field contribution of the two kinds of inhomogenei-
ties.

5. We have constructed the solutions to the approximation of the constraint
operator. From these solutions we have obtained approximate solutions
to the considered Gowdy model by restricting their anisotropy profiles
to the previously mentioned ones and by considering only eigenstates of
the Friedmann–Robertson–Walker geometry operator with large enough
eigenvalues. These approximate solutions correspond to physically inter-
esting situations consisting in Friedmann–Robertson–Walker spacetimes
with small anisotropy effects and a low content of inhomogeneities.
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[101] A. Corichi, J. Cortez, G. A. Mena Marugán y J. M. Velhinho, Quantum Gowdy
T3 model: Schrodinger representation with unitary dynamics, Phys. Rev. D 76,
124031 (2007).

[102] J. Cortez, G. A. Mena Marugán y J. M. Velhinho, Uniqueness of the Fock quanti-
zation of the Gowdy T3 model, Phys. Rev. D D75, 084027 (2007).
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[140] C. Bennett et al., Nine-year Wilkinson Microwave Anisotropy Probe (WMAP) Ob-
servations: final maps and results, arXiv:1212.5225 (2012).

[141] P. A. R. Ade et al. (Planck collaboration), Planck 2013 results. XVI. Cosmological
parameters, arXiv:1303.5076 (2013).
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