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Resumen

Busqueda de circuitos minimos para computar el pro-
blema CLIQUE

A lo largo de las tltimas décadas se ha intentado abordar el problema P vs NP
de varias maneras. Una de las més interesantes es a través de funciones y circuitos
booleanos. Con el fin de aumentar el conocimiento de este campo, presentamos en
este texto un analisis sobre como se comportan los circuitos que computan el pro-
blema clique. Desarrollamos en detalle uno de los grandes resultados sobre circuitos
monotonos: cualquier circuito monétono que compute clique necesita una cantidad
superpolinémica de puertas. Después, estudiamos como se comportan dos métricas
bajo el problema del clique. Analizamos una métrica semantica que se centra en la
precision de los resultados y una métrica sintactica que se centra en las estructu-
ra de las funciones. Por tltimo, realizamos experimentos y simulaciones con ambas
métricas en grafos de 8 vértices y cliques de tamano 4.

Palabras clave

Funcién booleana, circuito booleano, clique, métrica, P o, P vs NP, cota inferior,
complejidad.






Abstract

Search for minimum circuits to compute the CLIQUE
problem

Over the last decades, several attemps have been made to address the P wvs
NP problem. One of the most interesting ways is through boolean functions and
circuits. In order to enhance the knowledge in this area, we present in this text
an analysis about how the circuits that compute the clique problem behave. We
elaborate on one of the great results in monotone circuits: every monotone circuit
that computes the clique problem needs a superpolynomial amount of gates. Next,
we study hoy two metrics behave under the clique problem. We analyze a semantic
metric that focuses on the accuracy of results and a syntactic metric that focuses
on the structure of functions. Finally, we perform experiments and simulations with
both metrics on 8-vertex graphs and cliques of size 4.

Keywords

Boolean function, boolean circuit, clique, metric, P/po,, P vs NP, lower bound,
complexity.
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Capitulo

Introduccion

1.1. Motivacién y objetivos

El problema P vs NP es uno de los problemas abiertos de la informética méas
importantes de nuestros dias. Resolverlo supondria no solo solucionar un Problema
del Milenio, sino también encontrar dénde esta la frontera entre lo que se piensa que
son problemas faciles y dificiles, o demostrar que dicha frontera realmente no existe.

Durante las ultimas décadas se han abordado diferentes caminos para intentar
resolver este problema. Una forma comun de razonar en informética es mediante
argumentos diagonales (como por ejemplo el problema de la parada). Asi que no
parece descabellado intentar abordar P vs NP mediante argumentos diagonales.
Por desgracia, expertos en el tema han observado que resolver P vs NP solo con
un argumento diagonal es una tarea imposible.

Los circuitos y funciones booleanos permiten observar con detalle como es un
problema de decision, alejandose de estos argumentos diagonales. Esto los convierte
en buenos candidatos para intentar abordar P vs NP, pues dejamos de ver los pro-
blemas como oraculos que reciben una entrada y devuelven una salida. Gracias a la
naturaleza de los circuitos, podemos examinar la estructura interna de los problemas
e intentar entender qué los hace diferentes entre ellos.

Ligada al concepto de circuito booleano se encuentra la clase de complejidad
P 1pory- Esta clase agrupa aquellos problemas de decision que pueden ser computados
mediante circuitos de tamano polinémico. A partir de la clase P, se buscan cotas
inferiores para circuitos que computan ciertos problemas. Si se encontrara un pro-
blema en NP que necesitara de circuitos de tamano superpolinémico, se probaria
que P # NP, pues se cumple P C P oy

Para encontrar cotas inferiores sobre circuitos podemos utilizar el concepto de
métrica. Si conseguimos acotar el crecimiento méaximo que puede experimentar una
funcién en un circuito, podremos encontrar una cota inferior para el tamano del
mismo.

En resumen, juntando funciones, circuitos y métricas, tenemos una estrategia
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que nos permite abordar P vs NP.

Sin embargo, aunque este enfoque parece prometedor, no ha habido grandes
avances en este campo durante los tltimos anos. Es por ello que cualquier aportacion
se considera importante, pues puede ayudar a entender mejor qué ocurre realmente
con los circuitos y a generar nuevas ideas.

Este texto se centra en el problema del clique, un problema clasico de compu-
tacion. Se estudiara la estructura interna de los circuitos que calculan este problema,
y como se comportan bajo ciertas métricas.

1.2. Plan de trabajo

Este trabajo comenzo6 con una idea: “El producto cartesiano que provocan las
puertas AND se lleva mal con el problema del clique”. Al hacer el AND de dos
funciones en forma normal disyuntiva, el nimero de clausulas puede llegar a crecer
cuadraticamente con respecto al tamano inicial de las funciones. Pero, si estamos
computando clique, a medida que una funcién se vaya pareciendo méas a la deseada,
llegara un momento en el que la mayoria de las clausulas producidas por cada AND
seran inutiles o perniciosas, pues la mayoria de las clausulas incluiran demasiados li-
terales para identificar correctamente cliques. Dado que cada puerta OR hace crecer
el nimero de clausulas linealmente, solo las puertas AND podrian producir la canti-
dad exponencial de clausulas necesarias para computar clique usando pocas puertas.
Pero si no pueden por el efecto anterior, entonces podrian hacer falta muchisimas
puertas para computar clique. Si en particular dicha cantidad fuera superpolinémi-
ca, entonces el problema clique no estarfa en P/, por tanto tampoco en P, y al
ser clique un problema N P-completo, trendriamos P # NP.

Bajo esta idea, se desarroll6 el siguiente plan de trabajo:

» Estudio de la literatura relacionada con funciones y circuitos booleanos, en
particular el capitulo 6 del libro Computational Complezity: A Modern Ap-
proach [2|. En este capitulo se desarrollan con detalle los conceptos de funcion
booleana, circuito booleano y la clase de complejidad P/pe,. En el capitulo 2
se explican los avances y conocimientos del campo hasta la fecha.

= En la seccion 3.1 del capitulo 3 se explica y analiza mas en detalle el concepto
de métrica, sobre el que se centra el resto del texto.

» Estudio del resultado que obtuvo Razborov [11]. Razborov demostré que, si
eliminamos las negaciones de un circuito, calcular clique requiere una cantidad
superpolinémica de puertas. Como este trabajo se centra en el problema del
clique, procedia estudiar en detalle este resultado. Tras una lectura del mismo,
comprobamos que las ideas subyacentes eran muy similares a la idea de partida
de este trabajo. En la seccion 3.2 del capitulo 3 se cuenta en detalle este
resultado.

= Explorar los aspectos en los que la idea inicial no coincidia con la de Razborov.
En el capitulo 4 se estudia el comportamiento de clique sobre dos métricas: una
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semantica frente a otra sintactica. En ambas métricas se realizan experimentos
con la puerta AND y se analizan los resultados observados. El codigo utilizado
para generar los datos de las tablas y las graficas se encuentra en el repositorio
publico [12].

= En el capitulo 5 se resumen los resultados obtenidos, asi como su discusion y
algunas ideas sobre como continuar con el analisis realizado.






Introduction

1.3. Motivation and Objectives

P vs NP is one of the most important open problems in computer science
nowadays. Solving it would involve not only solving a Millennium Problem, but
also finding where the boundary is between what are thought to be easy and hard
problems, or proving that such a boundary does not exist.

During the last decades different paths have been explored to try to solve this
problem. A common way of reasoning in computer science is by diagonal arguments
(for example, the halting problem). Thus, it does not seem unreasonable trying to
approach the P vs NP problem trough diagonal arguments. Unfortunately, experts
in the area have noticed that solving the P vs NP problem by relying only on a
diagonal argument is an impossible task.

Boolean circuits and functions allow us to closely observe how a decision problem
is, avoiding these diagonal arguments. It is because of that why they are great
candidates for trying to approach the P vs NP problem, as we no longer see the
problems as oracles that receive an input and return an output. Thanks to the
nature of circuits, we can examine the internal structure of problems and try to
understand what makes them different from each other.

Related to the boolean circuit concept we find the complexity class Ppo1. This
class groups those decision problems that can be computed by polynomial-sized
circuits. Starting from the P,q, class, lower bounds are sought for circuits that
compute certain problems. If only one AN'P problem that requires superpolynomial-
sized circuits were found, it would be proved that P # NP, since P C Ppo, stands.

To find lower bounds on boolean circuits we can use the metric concept. If we
can bound the maximum increase a function can experiment through the gates of a
circuit, we could find a lower bound for the size of the circuit.

In summary, by gathering boolean functions, circuits and metrics, we have a
strategy that allows us to approach the P vs NP problem.

However, although this approach looks promising, there have been no major
advances in this field over the last few years. That is why any contribution will be
considered important, as it might help to better understand what really happens
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with circuits and to brainstorm new ideas.

Thist text focuses on the clique problem, a classic computational problem. We
will study the internal structure of circuits that compute this problem, as well as
how they behave under certain metrics.

1.4. Work Plan

This work started with an idea: “The cartesian product caused by AND gates
gets on badly with the clique problem”. By making the conjunction of two func-
tions in disjunctive normal form, the number of clauses can grow quadratically with
respect to the initial size of the functions. But, if we are computing clique, as a func-
tion becomes more and more similar to the desired one, it will come a time when
most of the clauses produced by each AND gate will be useless, since most clauses
will contain too much literals to correctly identify cliques. Since each OR gate pro-
duces a linear increase in the number of clauses, only AND gates could produce the
exponential number of clauses needed to compute clique using few gates. However,
if they cannot becasue of the above effect, then it could take lots of gates to compute
clique. If particularly this quantity were superpolynomial, then the clique problem
would not be in P/,4,, hence neither would it be in P, and as the clique problem is
a N'P-complete problem, one would have P # NP.

Based on this idea, the next work plan was developed:

= Study of the literature related to boolean functions and circuits, especially
chapter 6 of the book: Computational Complexity: A Modern Approach [2].
In this chapter, boolean function, boolean circuit and Py, complexity class
concepts are developed in detail. Chapter 2 explains the advances and knowl-
edge of the field so far.

= Section 3.1 of chapter 3 explains and analyzes in more detail the metric con-
cept, which the rest of the text focuses on.

= Study of the result achieved by Razborov [11]. Razborov proved that, if we do
not consider NOT gates, computing clique requires a superpolynomial amount
of gates. As this text focuses on the clique problem, it was appropiate to study
this result in detail. After a reading of it, we found that the underlying ideas
were very similar to the ones we had at the beginning of this work. Section
3.2 of chapter 3 presents a detailed explanation of this result.

= Explore the aspects in which the initial idea differed from Razborov’s. In
chapter 4 the behaviour of clique is studied on two metrics: a semantic versus a
syntactic one. Experiments with the AND gate are performed in both metrics,
as well as an analysis of the results obtained. The source code used to generate
all the tables and graphics can be found at the public repository [12].

» Chapter 5 presents a summary of the results obtained, as well as their discus-
sion and some ideas on how to continue the present text.



Capitulo

Estado de la cuestion

El estudio de la complejidad de los problemas es una de las ramas mas estudiadas
dentro de la informética teodrica. Esta rama del conocimiento pretende clasificar los
problemas en funcién de su dificultad, relacionandolos con lo que se conoce como
clases de complejidad.

Existen una infinidad de clases de complejidad [1], cada una teniendo sus sutilezas
e intereses. En particular, el problema P vs NP es de los méas estudiados dentro de
este campo.

2.1. Clases de complejidad P y NP

Una forma de definir las clases de complejidad es a partir del concepto de pro-
blema de decision.

Definicion 2.1.1. Decimos que A es un problema de decision si los inicos valores
posibles que devuelve sobre su entrada son 1y 0 (verdadero y falso). Decimos que A
acepta una entrada si devuelve 1 y la rechaza si su resultado es 0.

Los problemas de decision se pueden interpretar como preguntas cuya respues-
ta puede ser si o no. En este sentido, un algoritmo que resuelve un problema de
decision es una fabrica de respuestas: dado unos datos de entrada, obtiene si los
datos son aceptados por el problema de decision. De este modo, es natural entender
un problema de decisiéon A como un lenguaje formado por el conjunto de palabras
(entradas) que acepta.

Definicion 2.1.2. Un problema de decision A estd en la clase de complejidad P si
existe un algoritmo que resuelve A con una complejidad en tiempo polindmica.

Definiciéon 2.1.3. Un problema de decision A estd en la clase de complejidad NP
st, dada una posible solucion al problema, se puede comprobar su veracidad en tiempo
polinomico.
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Un ejemplo de problema de decision que esta en la clase P es determinar si un
camino tiene coste minimo en un grafo con pesos, pues el algoritmo de Dijkstra halla
el camino minimo en un grafo desde un vértice dado [7| en tiempo polinémico, y
entonces podemos comparar su coste con el del camino proporcionado en tiempo
lineal. Por otro lado, un ejemplo de problema que esta en NP es determinar si un
grafo es hamiltoniano, pues dado el ciclo o camino, la comprobacién se realiza en
tiempo polinémico.

La clase P esta formada por aquellos problemas de decision que pueden resolverse
en tiempo polinémico. La clase NP est4 formada por aquellos problemas de decisién
que pueden comprobarse en tiempo polinémico. Es claro que P C NP, pues para
comprobar si una solucion es valida basta con resolver el problema. El problema es
la otra inclusion. Resolver si NP C P es lo que se conoce como el problema P vs
NP. A dia de hoy, nadie ha sido capaz de demostrar si esa inclusion es cierta o no.
Aun asi, hay ciertos resultados que dan ideas sobre cémo abordar el problema.

Definicion 2.1.4. Decimos que un problema de decision A puede reducirse poli-
nomicamente a un problema de decision B si existe un algoritmo polindmico que
transforma la entrada de A en una entrada para B y la salida del problema trans-
formado es la misma que la del problema inicial. Se denota por A <, B.

Definicién 2.1.5. Decimos que un problema de decision B es N'P-completo si cum-
ple lo siguiente:

1. Be NP.
2.YVAe NP, A<, B.

Equivalentemente se puede demostrar que un problema B es NP-completo si
existe otro problema A que sea N'P-completo y A <, B. En particular, si encon-
tramos un problema NP-completo que se pueda resolver en tiempo polinémico,
podriamos resolver todos los problemas de NP en tiempo polinémico y, por tanto,
se tendria NP = P. Pero encontrar un primer problema que sea NP-completo no
es sencillo.

Teorema 2.1.1 [6]. SAT-FNC es N'P-completo.

A partir de SAT-FNC' se pueden encontrar més problemas N P-completos me-
diante reducciones polinémicas. Como cualquier problema en NP se puede reducir
a un problema N P-completo, estos son buenos candidatos para intentar probar que
P # N'P. En particular, este texto se centra en estudiar un problema A P-completo,
el problema del clique.

2.2. Problema del clique

Definiciéon 2.2.1. Se dice que un grafo no dirigido G = (V, A) de n = |V| vértices
(nodos) tiene un clique de tamano k si existe V! C'V tal que |V'| = k y para cada
par de vértices de V' existe una arista en A que los conecta. En otras palabras, V'
es un subgrafo completo de k vértices.
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El problema de decisiéon asociado es, dado un grafo de n vértices y un ntmero
entero positivo k, determinar si el grafo contiene un clique de tamano k. A partir
de aqui nos referiremos a este problema de decision por Clique,, k.

El problema de decision Clique,, ;. esté en la clase NP, pues se puede comprobar
si un conjunto de vértices es un clique en tiempo polindémico.

Teorema 2.2.1. Clique,  es N'P-completo.

Este resultado es consecuencia del teorema 2.1.1. Haciendo una reduccién poli-
nomica de SAT-FNC a 3-SAT y de 3-SAT a Clique,  (véase [9]) se demuestra el
teorema. Al ser Clique, ; un problema NP-completo, es un buen candidato para
ser estudiado y hacer experimentos con él.

Una simplificacion de este problema es Half-Clique, que se define como la refor-
mulacion de Clique,, , tomando k = n/2. Haciendo una reduccion sobre Clique,, j se
puede demostrar que Half-Clique es también un problema N P-completo (véase [5]).
Usaremos este resultado en los experimentos, pues nos permite fijar el tamano del
clique y tener como parametro variable inicamente el niimero de vértices del grafo.

2.3. Funciones y circuitos booleanos. Clase P,

Los otros grandes protagonistas de este texto son las funciones y los circuitos
booleanos [2].

Definicion 2.3.1. Se dice que una funcion f es una funcion booleana si es de la
forma f:{0,1}" — {0,1}, donde n es un entero no negativo que indica la aridad
de la funcion, es decir, el nimero de variables que recibe como entrada. Si x es el
congunto de las n variables de una funcion booleana f, su salida la denotamos por
f(z). Decimos que f acepta x si f(x) =1 y que rechaza x si f(z) = 0.

Una funcién booleana de aridad n estara definida si conocemos la imagen de sus
posibles 2" valores de entrada. Es decir, si conocemos su tabla de verdad completa.
Dos ejemplos de funciones booleanas de aridad 2 clasicas son fanp y for, que
quedan definidas por las siguientes tablas de verdad.

T1 | T2 fAND($1,$2) Ty | T2 fOR($1,fE2)
01]0 0 010 0
011 0 0|1 1
1 0 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1

Tabla 2.1: Tablas de verdad de fanp v for

A partir de la tabla de verdad, nos damos cuenta de que si mantenemos fijo el
orden de las entradas, podemos representar una funcién booleana a través de su
salida. En otras palabras, para representar una funciéon booleana de aridad n nos
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basta con una cadena binaria de longitud 2". Para los ejemplos de fanp v for
tendriamos

fanp = 0001 for = 0111

El interés de las funciones booleanas recae en que pueden expresar problemas de
decision de forma natural. Si para una funciéon booleana f,, de aridad n denotamos
Af, = {z € {0,1}" : f.(x) = 1}, un problema de decisiéon A tiene asociado una
familia de funciones booleanas {f, }en tales que se cumple

A= 4,

neN

En particular, las clases de complejidad definidas sobre problemas de decisién
también se pueden definir sobre funciones booleanas.

Definicion 2.3.2. Sea n un nimero entero positivo. Un circuito booleano C' con
n variables de entrada es un grafo dirigido aciclico con n fuentes (vértices que no
tienen aristas incidentes) y un sumidero (vértice que no tiene aristas salientes).
Cada vértice, que llamaremos puerta, estd etiquetado por =, A oV, representando la
correspondiente funcion booleana. Si x € {0,1}" son variables de entrada, entonces
la salida de C se representa por C(x), que equivale al valor obtenido en el nodo
sumidero del grafo. El tamano de un circuito se denota por |C| y corresponde al
numero de vértices del grafo.

Las funciones con la etiqueta — las denotaremos por NOT, las que tengan la
etiqueta A por AND y las que tengan V por OR. Diremos que un circuito C' computa
una funcion booleana f si Vo € {0,1}" se cumple C(x) = f(x). En otras palabras,
la salida de f coincide con la salida de C.

Graficamente, un circuito booleano es un diagrama que muestra cémo obtener
una salida a partir de una cadena binaria aplicando una secuencia de operaciones
booleanas. Por ejemplo, la figura 2.1 muestra el circuito que computa la funciéon
fXOR; definida como fXOR<1717 Ig) =1&n 7& To.

2
' fixl 32—

Figura 2.1: Circuito booleano que computa la funcion fyor(z1, z2)

Al igual que ocurre con las funciones booleanas, un circuito C' que computa una
funcion f esta totalmente definido por la cadena binaria que representa a f. Ademas,
como podemos traducir un circuito C' en la funciéon que computa, también podemos
asociar un problema de decisién cualquiera con una familia de circuitos.
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Definicion 2.3.3. Sea T : N — N una funcion. Una familia de circuitos de tamano
acotado por T es una secuencia de circuitos booleanos {Cy, }nen donde cada C,, tiene
n variables de entrada y |C,| < T(n).

Definiciéon 2.3.4. Dada una familia de funciones booleanas { f,}nen, el problema
de decision A = |J, ey Ay, estd en la clase Py si existe un polinomio p y una
familia de circuitos {C,,}nen de tamano acotado por p tal que C,, computa f, para
todo n.

La clase P, pretende agrupar aquellos problemas de decision que se pueden re-
solver con circuitos de tamano polinémico. El siguiente resultado muestra la relacion
que hay entre P, v las clases Py N'P.

Teorema 2.3.1. P C Pjpopy-

La inclusiéon del teorema 2.3.1 nos proporciona un enfoque para abordar P vs
NP. Si encontramos un problema de decisiéon que esté en NP pero que no esté en
P poty, €ntonces tampoco puede estar en Py, por tanto, P # NP.

Pero, jpor qué es razonable abordar P vs NP mediante funciones y circuitos
booleanos?

Teorema 2.3.2 [14]. Para n suficientemente grande, casi todas las funciones boo-

. . . . ~ n
leanas de aridad n necesitan de un circuito booleano de tamano al menos 27 para
ser computadas.

. Qué nos dice este resultado? Que la mayoria de funciones booleanas requieren de
circuitos de tamano superpolindémico. Si la mayoria de funciones booleanas requieren
un circuito de tamano exponencial, no sera dificil encontrar una familia de funciones
cuyo problema de decision asociado esté en NP, jno?

Por desgracia, la demostracion de este teorema no es constructiva, y todavia no se
ha encontrado ningin problema que cumpla esta condicion. Aun asi, este resultado
parece indicar que los circuitos y funciones booleanas son una buena manera de

plantear P vs N'P.

Ademas, un circuito booleano recoge informaciéon no solo de la salida de una
funcion, sino también de por qué ocurre lo que ocurre (transiciones entre vértices).
En vez de tratar el problema como una especie de oraculo, los circuitos nos permiten
estudiar las entranas de un problema y revelarnos propiedades sobre su tamano y
comportamiento. Nos centraremos en funciones y circuitos que calculan Clique,, .






Capitulo

Cota inferior para circuitos monotonos que
calculan Cliquey, |,

En este capitulo explicaremos el concepto de métrica sobre un circuito y el po-
tencial que tiene sobre Clique,, ;. Estudiaremos con detalle el comportamiento de las
métricas en circuitos booleanos mondtonos [13] que computan la funcion Clique,, k.
Un circuito monoétono es aquel formado tnicamente por puertas AND y OR, sin
negaciones. En la secciéon 3.2 reproduciremos resultados parecidos a los que obtuvo
Razborov [11] basdndonos en las notas [4].

3.1. Concepto de métrica y crecimiento en un cir-
cuito

Supongamos por un momento que tenemos un circuito que computa cierta fun-
cion f. El circuito va combinando funciones a través de sus puertas hasta llegar a
f. Supongamos también que tenemos una funciéon de asignacion, llamemos pu, que
mide cudnto se parece una funcién f; a la funciéon f. Cuanto més se parezca, mas
grande seré el valor de pu, alcanzando su valor maximo en f. Digamos que este valor,
w(f), es suficientemente grande. Esta asignacion funciona en cierta manera como
un indicador que nos dice en qué parte del circuito estamos. Intuitivamente, si una
funcion tiene un valor cercano a p(f) es porque ha sido computada cerca del final
del circuito, mientras que si tiene un valor lejano, es porque todavia le falta mucho
camino por recorrer para llegar al final. De algin modo, u tiene que ir creciendo
seglin avanza por el circuito en cuestion.

Entendamos esto con un ejemplo. Creemos un circuito sencillo C' que acttia sobre
las variables {x1, z9, x3, 24} y calcula la funcion f = z1 V x5 V 23 V x4. Una posible
forma para C' que cumpla estos requisitos es la que se muestra en la figura 3.1.

Tomemos 1 de tal manera que p( f;) devuelva la cantidad de literales que contiene
la disyunciéon que calcula f;. Podemos ver como evoluciona g por el camino inferior

(el de x1).

13
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OR(x1,x2 %3 x4)

Figura 3.1: Circuito que computa OR de cuatro variables.

Al inicio del circuito, pu(x;) = 1.

Después de la primera puerta, pu(zy V z3) = 2.

Después de la segunda puerta, pu(x; V zy V x3) = 3.

Después de la ultima puerta, pu(x; V zo V 23V x4) = 4.

Aunque este circuito es muy sencillo, ejemplifica el comportamiento creciente de
(: cuanto més avanzamos en el circuito, méas cerca estaremos de la funcion final y
mas alta sera la puntuacion.

Esto no quiere decir que i tenga que ser mondtona. En este circuito de ejemplo
lo es, pero en otro caso podria ocurrir que fuera necesario retroceder para luego
avanzar. Dependiendo de como sea p, esta crecera siempre, a veces, mucho, poco,
decreceré, contendré més informaciéon o menos... Pero, jpor qué interesa definir una
métrica sobre un circuito?

Si encontramos una funciéon que podemos acotar, podemos sacar informacion
sobre el tamano del circuito. ;Cuanto va a aumentar como mucho la métrica después
de atravesar una puerta? Si sabemos la puntuacion inicial, la puntuacion final y el
aumento maximo que sufren las funciones a lo largo del circuito, podemos encontrar
una cota inferior para el tamano del circuito. En el ejemplo anterior (figura 3.1),
podriamos haber argumentado lo siguiente. Como hacemos siempre OR con las
variables de entrada, el nimero de variables aumenta como mucho en 1, es decir,
p(fVva) <p(f)+1= u(fVae)—u(f) <1. Al principio tenemos puntuacion 1, al
final tenemos puntuacion 4 y en cada paso como mucho aumentamos en 1. Es decir,
como poco hay que pasar por 4% = J puertas.

En resumen, la funcién p nos da informacién sobre el nimero de puertas de un
circuito y, por tanto, de la complejidad de un problema. Evidentemente, la eleccion
de u es esencial para que este proceso tenga sentido. Una funcién que pueda crecer
mucho en cada paso no nos transmite practicamente nada de informacion.

Para el problema del clique, una buena eleccién de p podria demostrar que cual-
quier circuito que compute clique es de tamano exponencial (y por tanto P # NP).
Razborov, basandose en esta idea, demostré que cualquier circuito que computa
clique utilizando puertas AND y OR tiene que tener tamano exponencial.
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3.2. Teorema de Razborov

Como hemos adelantado al principio de este capitulo, en esta seccién vamos a
desarrollar tedricamente el resultado al que lleg6 Razborov.

Un grafo cualquiera con n vértices podemos representarlo con (Z’) variables bi-
narias, donde cada variable indica la presencia de una arista.

Definicion 3.2.1. Dado un grafo G con n vértices, decimos que un indicador de
clique Ind(X) sobre un conjunto X C {1,...,n} es una funcion booleana

1 st X es un clique en el grafo G

2 0 en caso contrario

[nd(X)(:L‘l, ,x(n>) = {

Si no hay ambigiiedad, nos referiremos a los indicadores como Ind(X), abu-

sando notacién. Con estos indicadores podemos construir la funciéon que computa
Clique, , que es

Knp = \/ Ind(X) (3.1)

XC{Lyeoein},| X =k
Obsérvese que hay un total de (}) subconjuntos X que cumplen [X| = k.

Para motivar las ideas detréas de las demostraciones que contaremos mas adelante,
limitémonos a un caso especial. Supongamos que tenemos circuitos que se pueden
separar en dos niveles: un primer nivel de puertas AND y un segundo nivel de puertas
OR. Este circuito computara cierta funcién

fz\r//\l’j

i=1j€eE;

para ciertos conjuntos de variables FEi, ..., E,. Estos conjuntos representan las varia-
bles sobre los que acttia cada puerta AND del circuito, y queremos demostrar que
r necesariamente tiene que ser grande. Pensemos por un momento que los tinicos
grafos que tienen cliques de tamano k son aquellos que tienen las aristas solo en el
clique, y no tienen aristas fuera de él. Bajo esta suposicion, podemos sustituir cada
término Ajep,x; por el correspondiente indicador Ind(E;). Esto nos deja con una
funcién

=\ Ind(E)

que se parece a la funcién objetivo K, j, para el que sabemos que necesitamos
(Z) funciones indicadoras de clique. Ademés, sabemos en qué grafos puede fallar
el circuito. Si existe algin E; tal que |F;| < k, podemos hacer fallar el circuito
poniendo un clique de tamano menor que k en los vértices de E;, aceptando una
entrada incorrecta. Del mismo modo, si todos los E; cumplen que |F;| > k pero
r < (Z), por el principio del palomar, existira algtin subconjunto de £ elementos que
no esté cubierto por los E;, haciendo que el circuito rechace un grafo que deberia
ser aceptado.
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Esta simplificacion ilustra que si aproximamos el circuito con disyunciones de
indicadores podemos controlar el comportamiento que tienen. El objetivo es, por
tanto, encontrar una forma de aproximar el circuito con indicadores y encontrar una
cota inferior en funcién del nimero de puertas que utiliza. Obsérvese que cualquier
funcion monotona (formada por AND y OR) puede escribirse como una disyuncion
de conjunciones, lo que se conoce como forma normal disyuntiva (OR de AND). Esto
se consigue aplicando las leyes distributivas sobre la funcién. No obstante, el tamano
puede descontrolarse drasticamente. Por ejemplo, la forma normal disyuntiva de
Ny (z; A y;) tiene un total de 2" términos. Si queremos relacionar el tamano del
circuito con su aproximacion, necesitamos tener el mayor control posible sobre el
tamano de las aproximaciones. ;| Cémo solucionamos este problema?

Definicion 3.2.2. Una coleccion de conjuntos Z = {z1,...,2,} se dice que es un
girasol si las intersecciones dos a dos son constantes. Es decir, existe un conjunto
zo tal que Vi, 5 € {1,...,p}, i # J, 2 N zj = 2. 20 se denomina el nicleo del girasol
y p el nimero de pétalos.

Definicion 3.2.3. Unificar un girasol Z = {z,...,2,} con nicleo zy es sustituir
todos los z; por zy.

En nuestro caso, queremos usar girasoles para poder sustituir los indicadores en
uno solo cuando su tamano sea demasiado grande. El siguiente lema nos da una
condicion para poder formar un girasol.

Lema 3.2.1. Seanp > 2,1 > 1 dos nimeros enteros y Z = {z1, ..., 2z, } una coleccion
de n conjuntos tal que |z;| <1 Vi € {1,...,n}. Entonces, si |Z| > (p — 1)!l!, existe
un subconjunto {21, ..., 2,} € Z que forma un girasol de p pétalos.

Demostracion. Procedemos por inducciéon sobre [, el tamano maximo de cada con-
junto.

Para [ = 1 tenemos |Z| > (p—1)I! = (p — 1). Cada conjunto tiene un elemento,
asi que las intersecciones dos a dos dan como resultado el vacio. Como |Z]| > p — 1,
podemos seleccionar p elementos distintos de Z, consiguiendo un girasol de p pétalos
que tiene por nucleo al vacio.

Para [ > 1, tomamos un subconjunto de Z de t pétalos que forme un girasol
con el nucleo vacio, de tal manera que ¢ sea lo mas grande posible. Si t > p hemos
terminado, pues ya tenemos un girasol de p pétalos. Asi que podemos suponer a
partir de aqui que ¢t < p. En este caso, vamos a probar que si Z no contiene ningin
girasol de p pétalos, entonces |Z| < (p — 1)1!. Llamemos 1, . .., z; a los pétalos de
este girasol de tamarfio t y X = U!_,x;. Entonces

t

U

=1

[ X =

t
<> | <t <ip
=1

Como [ y p son nimeros enteros positivos, podemos expresar la cota anterior como
(X <lp-1).
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Sea Z, = {z\{z} : z € z € Z} para un z € X. Cada Z, es una coleccion de
conjuntos donde cada elemento tiene a lo sumo tamano [ — 1. Ademas, cualquier
girasol de Z, puede extenderse a un girasol en Z con el mismo ntmero de pétalos: si
{1, ..., Z2m} es un girasol de Z, = {z, U{z}, ...,z U{x}} es un girasol de Z. Como
t < p, entonces no puede haber ningin girasol de tamano p en Z, y, por la hipotesis
de induccion, |Z,| < (p— 1)1 — 1)L

Por otro lado, la maximalidad de ¢ implica que todo z € Z interseca la union X.
Es decir, si z € Z = dxr € 2N X. Por tanto, cada z se corresponde con al menos un
conjunto de Z,, de donde se sigue
121 <Y 12

reX
Por dltimo, juntando todo

21 <) 1 Z) < X =)' (=1t <

<lp-V-17(0-Dt= (-1

En resumen, si Z no tiene girasoles de p pétalos, entonces |Z] < (p — 1)!!, que es
equivalente a decir que si | Z| > (p—1)!!, entonces Z tiene un girasol de p pétalos. [

Basicamente, este lema nos dice que si tenemos suficientes conjuntos, necesaria-
mente existe un girasol de un tamano p. Eligiendo p y [ adecuadamente, podremos
utilizar esto para controlar la cantidad de indicadores que usaremos para aproximar
el circuito. Después de esto, ya estamos en condiciones de definir formalmente cémo
vamos a aproximar un circuito.

Definicion 3.2.4. Dados m y 1 dos enteros positivos, decimos que A es un aproxi-
mador si A es de la forma

i=1

para ciertom’ <m y | X;| <IVie{l,..,m'}.
Definicién 3.2.5. Sean m y [ dos enteros positivos, C' un circuito booleano formado

por puertas AND y OR. Construimos una aproximacion C' de C inductivamente.

= (' no tiene puertas. Entonces C no es mas que una variable x;. Es decir, C
evalia la existencia de una arista. St x; representa la arista entre el par de
nodos u, v, tomamos X = {u,v} y el aprozimador del circuito es C' = Ind(X).

» C = C) V Cy. Recursivamente, C; = \/™, Ind(X;), Cy = \/™ Ind(Y;) y
construimos C' como

C'=C1v 0=\ IndX;)v\/ Ind(Y;)
i=1 i=1

St my +mo < m, C es el aproximador. En otro caso, unificamos los girasoles
que se forman en la union de los X; con los Y; hasta que no haya mds de m
mdicadores de clique.
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s C = C) A Cy. Del mismo modo, Cy = Vit Ind(X;), Cy = V2 Ind(Y;) y
construimos C. En este caso, no podemos tomar Cy A Cy como aprorimador
porque por definicion un aproximador tiene que ser una disyuncion de indica-

dores de clique. Para arreglar esto, hacemos los siquientes cambios. Partiendo

de 01 A CQ,

</1 (/ Ind(X;) A Ind(Y;)
i=1j=1
i=1j=1

\  Ind(X;UY;)

X0 <1

St my - my < m, tomamos esta ultima expresion como aprorimador. En otro
caso, al igual que con el caso anterior, unificamos girasoles hasta que no haya
mds de m indicadores de clique.

En los casos inductivos, es importante asegurar que siempre vamos a poder uni-
ficar girasoles hasta tener como mucho m elementos. Por eso es importante el lema
3.2.1, porque nos da una eleccion de m para poder tener siempre girasoles. Méas ade-
lante veremos cémo seleccionar el niimero de pétalos p de forma que tengan sentido
las cuentas.

Por otro lado, jpor qué sustituir indicadores por el niicleo del girasol que forman
tiene sentido? En primer lugar, porque tenemos control de la cantidad de conjuntos
que tenemos. En segundo lugar, sustituir por el niicleo mantiene cierta informacion
sobre la existencia de cliques. Si X1, ..., X, es un girasol de nicleo X,

» Sialgin X; es un clique, Ind(X;) = 1 y cualquier subconjunto suyo es un
clique. Luego X va a ser un clique, es decir, Ind(Xy) = 1. Ademas, X, esta
contenido en todos los X, asi que al cambiar los X; por Xy no perdemos esta
informacion, esto es, \/1_, Ind(X;) = Ind(Xy).

= Siningtn X; es un clique, entonces cambiar por Xy no va a empeorar el conteo
de cliques, esto es, \/%_, Ind(X;) < Ind(X).

Es decir, para un girasol X7, ..., X, se cumple que \/!_, Ind(X;) < Ind(Xy). Esto
nos dice que los girasoles y los indicadores de clique se llevan bien con la filosofia de
las métricas, en el sentido de que al pasar por una puerta estamos aumentando la
puntuacion.

Definicion 3.2.6. Dado un grafo G de n vértices, y un tamano para un clique
k <n, decimos que

» (G esde tipo I st G es un clique de tamano k y no tiene mds aristas que aquellas
que forman el clique.



3.2. Teorema de Razborov 19

» G es de tipo II si G es un grafo (k — 1)-coloreable que tiene aristas entre
todo par de vértices de distinto color. En general, un grafo G es c-coloreable si
podemos asignar un nimero entre 1 y ¢ a cada vértice de G de tal forma que
no haya dos vértices adyacentes con el mismo numero asignado.

Definicion 3.2.7. Sea f una funcion booleana que tiene por entrada (g) variables

correspondientes a las aristas de un grafo de n vértices. Las métricas py y i se
definen como sigue

» u7(f) = cantidad de grafos de n vértices de tipo I que acepta f.

» ur(f) = cantidad de grafos de n vértices de tipo II que acepta f.

Si nos referimos a grafos de n vértices y buscamos cliques de tamano k, obser-
vamos lo siguiente.

» Los grafos de tipo Il no tienen cliques de tamano k. Si un grafo de tipo II
tuviera un clique de tamano k, existiria un vértice con al menos k — 1 vértices
adyacentes a él, que contradice el hecho de que el grafo sea (k — 1)-coloreable.
Por tanto, no hay colisiones entre los grafos de tipo I y tipo II.

= Hay exactamente (Z) grafos de tipo I (formas posibles de seleccionar k ele-
mentos sobre un conjunto de n elementos).

» Hay exactamente (k — 1)" grafos de tipo II. Los grafos de tipo II dependen
de qué color asignemos a cada nodo. Hay k — 1 colores y n nodos, lo que nos
deja con (k —1)" grafos de tipo II (grafos isomorfos con distinta asignacion de
colores los consideramos distintos).

En particular, los grafos de tipo I son aquellos que conforman la férmula que
computa Clique,, j (ecuacion 3.1). Para computar Clique,, i, todos los grafos de tipo
I tienen que ser aceptados y todos los grafos de tipo II tienen que ser rechazados.
Aunque ni los grafos de tipo I son los tnicos que tienen que ser aceptados ni los
grafos de tipo II son los tnicos que tienen que ser rechazados, son una muestra
suficiente para demostrar que un circuito que compute Clique,,  con puertas AND
y OR necesita una cantidad exponencial de puertas.

En este punto, nos queda encontrar relaciones entre todos los conceptos: como
varia la aproximacion de un circuito respecto al original fijandonos en los grafos de
tipo I y II y ver que estas aproximaciones nos llevan a concluir que los circuitos son
demasiado grandes.

Lema 3.2.2. Sea A = \/:i1 Ind(X;) un aproximador definido bajo los pardmetros
explicados en la definicion 3.2.4. Entonces, una y solo una de las dos condiciones
siguientes se cumple

a) A rechaza todos los grafos.

b) pir(A) = (1 - %) (k—1)"
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Demostracion. Sim’ = 0, entonces el aproximador A es una disyuncién vacia, asi que
rechazara cualquier grafo que reciba por entrada, cumpliendo la primera condicion.

Si m’ > 0, tenemos que contar cuantos grafos de tipo II acepta el aproximador.
Como sabemos que hay (k — 1)™ grafos de tipo II, una forma de realizar esta cuenta
es calcular la probabilidad de aceptar un grafo de tipo II, que es complementaria a
la probabilidad de rechazar un grafo de tipo II. Como A es una disyuncién, que A
acepte una entrada es lo mismo que decir que algiin indicador suyo acepta la misma
entrada. Asi que podemos reducir a un caso mas sencillo.

Tomamos un indicador cualquiera de la disyuncion de A, digamos Ind(X). ;Cual
es la probabilidad de que Ind(X) rechaze un grafo aleatorio de tipo II? Recordemos
(véase la definicion 3.2.1) que Ind(X) acepta un grafo G si los nodos de X forman
un clique en G. Como todos los vértices de distinto color de los grafos de tipo II
estan conectados entre si, la tnica forma de que Ind(X) rechaze un grafo de tipo II
es que existan dos nodos u,v € X que tengan el mismo color asignado en el grafo.
Dados u,v € X, esta probabilidad es

Plcolor(u) = color(v)] = i Plcolor(u) = ¢ A color(v) = ] =

= Y (Plcolor(u) = ] - Plcolor(v) = c]) = Z_: (ﬁ ' ﬁ) -

1
BRCES ER

e

C

Con esto, podemos acotar la probabilidad de que un indicador cualquiera rechace
un grafo de tipo II como sigue:

P[Fu,v € X A color(u) = color(v)] = P

U color(u) = color(v)] <

u, e X uFv
l

< Z Plcolor(u) = color(v)] = Z - i : < k;(i)l

u,v€ X, uFv u,vE X, uFv

La ultima desigualdad ocurre porque |X| < [, asi que como mucho hay (é) pares
distintos entre los elementos de X. Esta cuenta completa la prueba, pues la proba-
l
bilidad de que Ind(X) acepte un grafo de tipo II aleatorio es al menos 1 — %
Como hay (k — 1)" grafos de tipo II, la cantidad de grafos aceptados esta acotado

por esta probabilidad, que es
k—1

Definiciéon 3.2.8. Sean C' y C un circuito y su aproximador, respectivamente, De-
finimos:

]
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w d;(C, 5) es la cantidad de grafos de tipo I que acepta C' pero rechaza C.

w d;(C 6) es la cantidad de grafos de tipo Il que rechaza C' pero acepta C.

Lema 3.2.3. Dado un circuito C' y su aproximador 5, entonces
~ n—1[01-—1
d;(C,C) < |Clm?
.0 < e},

Demostracion. Buscamos la cantidad de grafos de tipo I que acepta C' pero rechaza
C. Argumentamos por induccion estructural en la forma en la que se define C (véase
la definicion 3.2.5).

= (' no tiene puertas. En este caso, C coincide con C, asi que d;(C, 6’) =0.

» (' = (1 V Cy. Queremos ver cuantos grafos de tipo I acepta a Vv @VZ que no
son aceptados por C. Si en este caso no unificamos ningin girasol, entonces C
es precisamente esta union, asi que nada cambia. En el caso de unificar algin
girasol, sea Ind(X) un indicador que acepta un grafo de tipo I presente en
a U 6’; Si al unificar girasoles no cambiamos este indicador, entonces C sigue
aceptando el mismo grafo. Y si cambiamos Ind(X) por un ntcleo, ya hemos
visto antes que el indicador del niicleo sigue aceptando el grafo. Por tanto, en
todos los casos se acepta la misma cantidad de grafos de tipo I, es decir, que
también se cumple d;(C,C) = 0.

» O = (1 A Cy. Queremos ver cudntos grafos de tipo I acepta 51 A 52 que
no son aceptados por C. Si para un grafo de tipo I Ind(X;) A Ind(Y;) = 1,
entonces tanto los vértices de X; como los de Y; forman un clique. Como
los grafos de tipo I solo tienen aristas en el clique, X; U Y} sigue siendo un
clique, y por tanto Ind(X; UY;) = 1. En otras palabras, al hacer este cambio
no perdemos ningin grafo de tipo I. El problema surge cuando descartamos
X;UY; porque | X; UY;| > 1 < |X;UY;| > [+ 1. Cualquier grafo de tipo I que
acepte Ind(X; UYj) se pierde cuando descartamos esta union. ;Cuéntos de
estos grafos hay? Como poco hay [+ 1 elementos en X; UY}, y completar a un
clique de tamafio k supone seleccionar k — (I+ 1) elementos sobre los restantes
n — (I + 1) nodos. Es decir, como mucho descartamos (Z:fj) grafos de tipo

I. Por otro lado, como mucho se forman m? uniones, y como mucho hay |C|

conjunciones en el circuito, lo que nos lleva a d;(C, 5) < |C|m? (Z:fj)

Lema 3.2.4. Dado un circuito C' y su aproximador 5, entonces
5 )\
411(C,C) < |Clm? (m) (k- 1"

Demostracion. Buscamos la cantidad de grafos de tipo IT que rechaza C pero acepta
C'. Argumentamos por induccién estructural en la forma en la que se define C' (veéase
la definicion 3.2.5).
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= (' no tiene puertas. En este caso, C coincide con C, asi que dj;(C, 5) =0.

» (= (1 V Cy. Queremos ver cuantos grafos de tipo IT rechaza CN‘l V 5; que son

aceptados por C. Si en este caso no unificamos ningtn girasol, entonces C' es
precisamente esta union, asi que nada cambia. Luego el tinico caso que puede
causar variaciones es al unificar girasoles. Dado un girasol {z1, ..., z,} de nicleo
2y, jcuéntos grafos como mucho rechaza \/?_, Ind(z;) pero acepta Ind(z)?

Calculemos la probabilidad de que esto ocurra en un grafo aleatorio de tipo
II. Digamos que un conjunto de vértices z; esta bien coloreado (b.c.) cuando
todos los vértices tienen colores distintos. Entonces, un grafo de tipo II tiene
un clique en los nodos de z; si y solo si z; esta bien coloreado. Por tanto,
queremos acotar esta probabilidad:

Pz, ..., 2, no estan b.c. A zp esté b.c.]

Aplicando desigualdades y teniendo en cuenta que asignar colores son sucesos
independientes,

Plz, ..., 2z, n0 estan b.c. A zp esta b.c.] <

< Plz1, ..., %, no estan b.c. | zg esta b.c.] <

p
< I_IP[ZZ no esta b.c. | zp esta b.c.] <
i=1

p
< H Plz; no esta b.c.]
i=1

Que un conjunto de vértices z; no esté bien coloreado es lo mismo que decir
que existan dos vértices u, v € z; que no tengan colores distintos. Y por tanto,
Plz; no esta b.c.] = P[Ju,v € z; tal que color(u) = color(v)]. Esta probabili-
dad ya la hemos calculado en la demostracion del lema 3.2.2, asi que podemos

acotar todo por
T () (»
2) 2
= 11 k-1 (k: — 1)

Hay un total de (k—1)? grafos de tipo II, como mucho hacemos m unificaciones
y como mucho hay |C| disyunciones en todo el circuito, asi que

k—1

d(C,C) < |C|m <ﬁ> (k—1)"

C = C; A Cy. Queremos _ver cuéntos grafos de tipo II rechaza a A 6’; y
son aceptados por C. Si C; A Cs rechaza un grafo de tipo II, entonces todos
los pares Ind(X;) A Ind(Y;) rechazan este grafo. Sin pérdida de generalidad,
Ind(X;) = 0, por lo que X; no es un clique. Pero entonces X; UY; tampoco
puede ser un clique (cualquier subconjunto de un clique es un clique), asi que
Ind(X,; UY;) =0y no estamos aceptando ningin grafo de tipo II nuevo. En



3.2. Teorema de Razborov 23

el siguiente paso, cuando descartamos los indicadores con |X; U Y;| > [ no
aceptamos grafos nuevos, pues estamos quitando elementos de la disyuncion,
asi que no podemos aceptar algo que no se aceptaba antes. En definitiva,
nos reducimos al mismo caso que antes: podemos aceptar grafos al unificar
girasoles. La cuenta es la misma, solo que en este caso podemos hacer un total
de m? unificaciones, dejando

d(C,C) < |C|m? (%) (k—1)

Como m es un entero positivo, m? > m, asi que este caso cubre al primero, lo
que termina la demostracion.

]

Después de demostrar estos lemas, estamos en condiciones de demostrar el teo-
rema de Razborov.

Teorema 3.2.1. Sean n y k dos nimeros enteros positivos tales que 3 < k < n'/*.
Sea C' un circuito mondtono que computa Clique, . Entonces,

IC| > nQVk)

Tomando k = n'/* se tiene que |C| > nn'®) > 990'%) " (ue es una cota inferior
exponencial. Antes de mostrar la demostracion de este teorema, hay que discutir
sobre la eleccion de los pardmetros p, [ y m con los que hemos estado trabajando
toda esta seccion.

!
()

= En el lema 3.2.2 hemos llegado a acotar una probabilidad por o1 Para que

esto tenga algun sentido practico, esta cota deberia ser menor que 1, asi que
podemos encontrar un valor candidato para [.

I 2
(2) §1:>T§k_1§k:>l2—l—2k§0

kE—1
§1+\/1+8k§1+1+2\/2k:\/2—k

: 2 2

Asi que deberia cumplirse | < v/2k. Esto nos indica que | = vk parece un
buen candidato.

» Para m necesariamente tenemos que tomar la cota del lema 3.2.1 (p — 1)1
Esto es para que en la construccion de los aproximadores podamos unificar
girasoles hasta quedarnos con m conjuntos.

= p es el numero de pétalos de los girasoles y no es tan evidente como encontrar
un candidato. En el lema 3.2.4 aparece p como exponente en una probabilidad
y podriamos intentar hacer lo mismo que con [. El problema es que la eleccion
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de [ ya hace que esa probabilidad tenga sentido, dejando que p tome cualquier
valor. El tnico otro lugar donde encontramos el parametro p es precisamente
en la eleccion de m, pero el valor de m tiene que depender de p para que todas
las construcciones tengan sentido. Entonces, para elegir p necesitamos conocer
m, pero para elegir m necesitamos conocer p ... En definitiva, no podemos usar
m ni [ para estimar el valor de p.

Entonces, ;qué hacemos? Intentar intuir como deberia ser p para obtener una
cota exponencial. El valor de p tiene que ir en funcién de n y k, y ya hemos
visto que en las expresiones de los lemas aparece como un exponente. La cota
final que queremos lograr es n‘/E, asi que n tiene que desaparecer del exponente
mientras que vk se mantiene. Tomando p = vk logn logramos este efecto.

Ahora si, vamos con la demostraciéon del teorema.

Demostracion. Seanl = [Vk|, p= [AWklogn]ym = (p—1)!! para cierta constan-
te A que permita p > 2. Con estos pardmetros estamos en condiciones de construir
un aproximador C' de C'y, por tanto, podemos utilizar los lemas anteriores. El lema
3.2.2 nos dice que existen dos escenarios: o bien C' rechaza todos los grafos, o bien
acepta como poco una cantidad de grafos de tipo II.

Si estamos en el primer caso, como C rechaza todos los grafos se tiene _que
p7(C) = 0. Como C computa Clique,, se tiene que p;(C) = (}) = d;(C,C) =

(Z) Por el lema 3.2.3, d;(C, 6’) <|Clm? (Z:fj), asi que se tiene la desigualdad

n n—I0{—1
< |Cm?
Haciendo algunas acotaciones y operaciones algebraicas,

m = (p— 1)1 < (WElogn)FWE)! < AEVE F (log ) VEVE'® = AVERVE(1og n)VE

=i ()

n
R ko k—vVE k

(o) <tem(i2020) = gy
= (” ‘kﬁ> : <|C| (MM(1ogn)¢E>2

(v (=t
2 — 2
(waogn)«%) f3VE (Maognw%) n3/4VE

2
< [Clm? < [C] (\Fk* (10g n)¥F)

= |C| > = |C] = nVF)

Si estamos en el otro caso, el lema 3.2.2 nos proporciona la desigualdad

,LLH<5> > <1 — %) (k—1)"
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Como C' computa Clique, ., C rechaza todos los grafos de tipo I1, es decir, u;(C) =
0. Esto quiere decir que dr(C,C) = pr(C) — prr(C) lo que lleva a la siguiente
desigualdad

dir(C,C) = p11(C) — pzr(C) > (1 - 1) (k—1)"

Juntando esto con la cota del lema 3.2.4

Clm? (%) (h—1)" > dyy(C,C) > (1— - 1) (k—1)"

! l
() gk_\/Egl 1—£21.Esto
k—1 2(k—1) 2 E—1 2
podemos utilizarlo para acotar ambos lados en la desigualdad anterior y obtenemos

P !
21 2 () ) 1
Clm* 5, = |Clm (k:—l > (1-777] 23

Por otro lado, como | < vk =

2p71 2)\\/E10gn71 n)\\/E
= |C| > — > s = 5
()\\/Ek\/g(log n)\/E) 2 <)\\/Ek’\/g(log n)\/E)
Wk
= |C| > n = |C] > n™VP

2
2 ()\‘/E(log n)‘/E) nVk/2

En ambos casos tenemos la misma cota inferior sobre C', lo que concluye la prueba.
O

Este resultado encuentra una cota inferior exponencial para cualquier circuito
monotono que calcule Clique,, ;. Pero esto no prueba que Clique, & P/pory. Si en
este resultado hubiéramos tenido en cuenta la puerta NOT, habriamos resuelto P
vs NP, pero no es el caso. Pero, jpor qué este argumento no funciona si usamos la
puerta NOT? Recordemos que gran parte de las cuentas se basan en tener control
sobre la cantidad de indicadores y el tamano de los conjuntos sobre los que trabajan.
Cuando construimos un aproximador de un circuito, en el caso de la conjuncion
descartamos los conjuntos tales que |X; UY;| > [. Si anadimos la negacién sobre las
variables, podria ocurrir que al hacer la conjunciéon de dos conjuntos se reduzca su
tamafio. Por ejemplo, si Ind(X;) = z1zox32475 ¢ Ind(Y;) = T1x6x72879, entonces
Ind(X;) A Ind(Y;) es vacio, porque tiene tanto z; como Z;. Este comportamiento
destructivo de la negaciéon hace que el argumento se venga abajo, pues ya no sabemos
si un conjunto de tamano grande se podra reducir en un futuro, haciendo que el
circuito pueda reducir su tamano.
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Ya hemos visto que si no consideramos la negaciéon entonces sabemos que cual-
quier circuito que computa Clique,, ;, es demasiado grande. También hemos visto que
no podemos transformar directamente los mismos argumentos si queremos tener en
cuenta la negacion. Pero, jcomo deberian comportarse las puertas logicas respecto
a las métricas?

4.1. Aportaciones de cada puerta logica

El objetivo de cualquier circuito que compute Clique, ;, es acabar con una funciéon
booleana igual a la féormula 3.1, que tiene (Z) disyunciones. Si nos fijamos, podemos
ver que esta formula no tiene una sola negacion en ella. Si lo que queremos es terminar
con la féormula de 3.1, llegaré un punto en el que deje de haber negaciones. Ya hemos
visto antes que, al introducir las negaciones, se rompe el argumento utilizado para
demostrar el teorema 3.2.1. Pero esto no quiere decir que no podamos simplificar el
circuito para controlar las negaciones.

Proposicion 4.1.1 [8]|. Sea C' un circuito booleano que computa una funcion f.
Entonces, existe otro circuito C* que computa f tal que |C*| = pol(|C|) y todas las
puertas NOT se encuentran en el primer nivel del circuito, es decir, en las variables
de entrada.

Esquema de la demostracion. La idea consiste en duplicar el circuito: una copia ten-
dra las variables positivas (sin negar) y otra las variables negativas (negadas). En la
copia del circuito queremos que la funcién que llegue a cada puerta sea la negacion
de la funcién que se obtiene en el circuito original. Las leyes de de Morgan nos dan
las siguientes identidades:

r Ay =-(-zV-y) : xVy=-(-zA-y)

Negar se traduce en ir cambiando puertas AND por OR, y viceversa. Si f = fi A fa
esta conectada a una negacion g, anadimos una nueva puerta OR f’ que tiene por

27
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entrada —f; y —fs. Después, si hay una conexiéon entre g y una puerta h (siendo
g la entrada), la cambiamos por una conexion entre f’ y h. Con la disyuncion el
caso es andlogo, cambiando la puerta por una conjunciéon. Repitiendo este proceso
conseguimos eliminar las puertas NOT, moviéndolas al primer nivel del circuito. [J

Un corolario de esto es que si tenemos un circuito de tamano polinémico, entonces
existe un circuito donde las puertas NOT estan en el primer nivel del circuito y que
también tiene tamafo polinémico. Y no va a haber més puertas NOT que variables,
asi que el caracter polinémico del circuito depende del resto de puertas.

., Qué nos queda? Las conjunciones y disyunciones: puertas AND y OR. Como
las puertas AND y OR son las que extienden el circuito a partir del nivel inicial,
si Clique,, no esta en P/ o, serd porque la dindmica de evolucion de la funcion
computada bajo estas puertas lo impide.

Si vemos esto desde la perspectiva de las métricas, tiene que haber un punto en
el que la puntuaciéon aumente tan poco que se necesite una cantidad exponencial de
puertas para llegar al final del circuito. Y este comportamiento podemos intentar
simularlo bajo distintas métricas y observarlo empiricamente.

4.2. Limitaciones computacionales

A la hora de hacer experimentos, consideraremos el problema Half-Clique, que
sabemos que también es N'P-completo. Asi que el valor de k siempre sera n/2.

Recordemos que un circuito booleano recibe como entrada una serie de variables
x € {0,1}" para cierto n natural. ;Cuantas variables de entrada tendréa un circuito
que compute Clique,, ? ;Cuéntos grafos no dirigidos existen con n vértices?

Necesitamos conocer qué aristas estan presentes y no lo estan. Al igual que hici-
mos en la seccion 3.2, podemos representar un grafo de n vértices con (g) variables.

Si llamamos m = (g), una funcién booleana que calcule Clique,, j, sera de la forma

f:{0,1}™ — {0,1}. Es decir, el tamafio de entrada de f crece cuadraticamente
respecto al nimero de vértices del grafo. Pero este crecimiento no acaba aqui. Si
queremos representar f como una cadena, vamos a necesitar 2™ bits. Y el nimero
posible de cadenas (de funciones booleanas) de 2™ bits es 22”. Por ejemplo, para
n = 10 estarfamos hablando de funciones con 45 variables de entrada, con una
representacion que necesita 245 &~ 3 - 10" bits, en un espacio de soluciones (posibles
funciones) con un tamano del orden de 2310 Y aunque no representemos los grafos
con cadenas de 2™ caracteres, el nimero de funciones booleanas posibles sigue siendo
el mismo.

A la hora de hacer calculos, esto nos limita enormemente el ntiimero de vértices.
Para grafos con muchos vértices, este nimero se hace intratable. Por otro lado,
grafos con muy pocos vértices (2, 3 0 4) en donde los limites todavia son pequenos,
el problema pierde interés, pues estariamos buscando cliques de tamamno 2 que se
reduce a ver si existe alguna arista.
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Un punto intermedio es tomar n = 8. Los cliques no son triviales, asi que podemos
observar comportamientos que podrian ocurrir en grafos mas grandes. Ademas, los
limites con n = 8 todavia son tratables con un poco de tiempo de calculo.

4.3. Meétrica semantica

A partir de aqui, mientras no se indique lo contrario, consideramos grafos con
n = 8 vértices y cliques de tamano k = n/2 = 4. Esto nos da un total de (2) = 28
posibles aristas y, por tanto, un total 22 ~ 2 - 108 grafos de 8 vértices.

Definicion 4.3.1. Sea f una funcion booleana que recibe como entrada 28 variables,
representando las aristas de un grafo de 8 vértices. Definimos la métrica semdntica
s como la cantidad de grafos que acierta f. Formalmente, si fuique €5 la funcion
booleana para Cliques 4:

1s(f) = |{G : F(G) = fuique(G), G es un grafo de 8 vértices}|

Calificamos esta métrica como semantica porque refleja el resultado de una fun-
cién y no su estructura.

Por como esta definida, maximizar s requiere cumplir f(G) = faique(G) para
la mayor cantidad de grafos GG posibles. En particular, esto ocurre para todos los
grafos si f = feique- Por otro lado, si f # feiique, €s porque existe al menos un grafo
G tal que f(G) # fuique(G). Asi que cualquier funcién f que no sea fgique cumple

/’LS(f) < ,us(fclique)~

Por otro lado, el comportamiento semantico de us es idéneo para saber cuanto
se parece una funcion f cualquiera a la funcion objetivo. Cuanto mayor sea ps(f),
mas grafos evaliia correctamente, asi que mas se parece a ferigue-

Ademas, ps(faigue) = 2%, pues acepta todos los grafos posibles de 8 vértices.
Podemos encontrar también una funciéon cuya puntuacion sea 0, la que menos se
parece a feique, que es precisamente —fgique. Luego el rango de valores posibles
para i, esta comprendido entre 0 y 228, que es un intervalo grande, pues tiene una
longitud exponencial respecto al niimero de nodos.

En definitiva, us recoge todos los comportamientos que buscamos para una métri-
ca: tiene un amplio rango de valores, la puntuaciéon méxima se alcanza en la funciéon
objetivo y cuanto mas se parece una funciéon f a la funciéon objetivo, més grande es
su puntuacion y mas se acerca a fi( feigue)-

Para poder calcular pi5, vamos a necesitar conocer feique, asi que hay que compu-
tarla. La funcién estara representada por una lista de 0s y 1s, de tamafio 228, co-
rrespondiente con la cadena binaria que define la funcién. Esto nos obliga a fijar un
orden en los grafos: cada i € {0, ...,2% — 1} representara a un solo grafo entre todos
los 228 existentes. Una vez fijada la representacion de la funcién, necesitamos saber
qué grafos cumplirdn fuiqueli] = 1y cudles feigue[i] = 0. Una forma de hacer esto es
generar todos los grafos de 8 vértices y comprobar cuéles tienen cliques de tamano
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4. Asi que necesitamos dos cosas: generar todos los grafos de 8 vértices y, dado un
grafo, determinar si tiene un clique de tamano 4.

Sabemos que hay 228 grafos. Si queremos generar todos, no vamos a poder evi-
tar este factor, que es bastante grande. Por ejemplo, si cada grafo ocupara 1 byte,
estarfamos hablando de que necesitamos 2% bytes = 256 Mbytes. Esto suponiendo
que un grafo ocupa solamente 1 byte. Si no tenemos cuidado con su representa-
cion, estarfamos hablando de necesitar Gbytes de memoria para poder simplemente
almacenar grafos de 8 vértices.

Existen dos representaciones tipicas cuando se trabaja con grafos: listas y ma-
trices de adyacencia. En las listas de adyacencia, para cada vértice se almacena una
lista con los vértices adyacentes a él. En general, para un grafo G = (V, A), esto
supone un coste en memoria O(|V| 4+ |A|). Por su parte, las matrices de adyacencias
son matrices cuadradas de tamafio |V| x |V| que almacenan en la posicion ¢, j si los
vértices v;, v; son adyacentes. Esto supone un coste en memoria O(|V']?). En ambos
casos como poco tendriamos que utilizar una cantidad de memoria proporcional al
numero de vértices. Ademas, tenemos que lidiar con el tiempo necesario para cons-
truir estas estructuras. También tenemos que tener en cuenta que estamos generando
los grafos con la idea de poder construir fgque. Los grafos tienen que tener un orden
determinado, y con ninguna de estas representaciones esté claro cual podria ser este
orden.

Otra forma de representar un grafo es la que ya hemos usando en el texto: con (g)
variables binarias. Lo positivo de esta representacion es que, si fijamos el orden de las
variables, cada grafo es un ntimero entre 0 y 2% — 1, que no solo nos proporciona el
orden que estabamos buscando, sino que nos permite también almacenar cada grafo
con un nimero entero, utilizando asi menos memoria. En definitiva, generar todos
los grafos es simplemente generar una lista con los nimeros comprendidos entre 0 y
228 — 1, y luego trabajar con la representacién binaria de cada niimero para saber
qué aristas estan presentes en el grafo.

Ahora solo nos queda calcular si un grafo dado tiene un clique de tamano 4.
Un grafo tendrd un clique de tamano 4 si existe algiin subconjunto de 4 vértices
que forme un clique. De forma analoga a la representacioén binaria que hemos hecho
con los grafos, los subconjuntos de 4 vértices son todas las cadenas de longitud 8
que tienen exactamente 4 bits activos (es decir, con valor 1). Estos subconjuntos
podemos calcularlos recorriendo todos los niimeros entre 0 y 28 — 1, y comprobando
cuédles tienen 4 bits activos. Dado un grafo y un subconjunto de 4 vértices, comprobar
si existe un clique consiste en recorrer todos los pares de vértices del subconjunto,
acceder al bit correspondiente a su arista y ver si esta activa o no.

Con esto ya podemos generar fique. Para cada grafo i € {0, ...,2% — 1} recorre-
mos los subconjuntos de tamano 4 y si alguno es clique sabemos que fuigue[i] = 1. En
otro caso, ningin subconjunto es un clique y, por tanto, fuique|i] = 0. Para grafos de
n vértices y cliques de tamano k, este proceso lleva a un algoritmo con complejidad

en tiempo O <2(§) . (Z) . k2) . En nuestro caso, almacenar todos los grafos de tamano
8 con cliques de tamano 4 supone utilizar aproximadamente 0.5 Gbytes de memoria.

Una vez calculada la expresion de fuique, Obtener pug(f) para cualquier funcion
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booleana f es bastante directo. El algoritmo 1 muestra como implementarlo, obte-
niendo una complejidad en tiempo del orden de 0(2(3))

Algoritmo 1 Algoritmo para calcular p(f)

Entrada: f funciéon booleana como una lista de Os y 1s. feigue funcion que computa
Cliqueg 4 como lista de Os y 1s.

Salida: p(f)

result < 0
: for i € {0, ..., ps(fetigue) — 1} do
if f[i] = faique[i] then
result < result + 1
end if
end for
return result

AN I

Como los grafos estan numerados, basta recorrerlos en orden mientras llevamos
la cuenta de qué grafos coinciden con la funcién objetivo. Una vez sabemos calcular
(s, podemos generar funciones y experimentar con ellas.

Una ventaja de representar las funciones como una lista es que podemos generar
funciones aleatorias de forma muy sencilla. Simplemente asignamos a cada posicion
de la lista el valor 0 o 1 aleatoriamente y habremos conseguido una funciéon. Ademas,
el nimero de posibles funciones distintas es enorme, 22" En un espacio tan grande,
la probabilidad de encontrar una excepcion es practicamente nula. Si tengo una caja
con 22* pelotas y, tras sacar unas pocas (aleatoriamente) veo que todas son de color
rojo, puedo intuir que la mayoria de las pelotas seran de color rojo (es practicamente
imposible que justo haya sacado las pocas pelotas que hay de color rojo). En otras
palabras, si con pocas muestras observamos comportamientos parecidos, podemos
obtener conclusiones sobre como se comportan las funciones en un aspecto promedio.

Queremos observar la capacidad de las puertas AND y OR segin nos vamos
acercando a fis( feique). Més concretamente, nos interesa analizar el maximo incre-
mento que son capaces de producir. Aunque pueda darse el caso de que una métrica
tenga que perder puntuacion para luego ganarla, tiene que alcanzar la puntuacion
final para completar el circuito, asi que en algiin momento tendré que aumentar la
puntuacion. Si el maximo incremento de puntuacién que puede aportar cada puer-
ta es muy pequeno (o al menos muy pequeno tras alcanzar ciertas puntuaciones),
entonces harfan falta muchisimas puertas para computar fuigue-

Veamos primero como se comporta pg con las puertas AND. La tabla 4.1 mues-
tra como varian las puntuaciones al aplicar la puerta AND a funciones generadas
aleatoriamente.

Las funciones f; y f> representan funciones generadas aleatoriamente. No es ca-
sualidad que los primeros digitos de p(f1) y de ps(f2) coincidan. Como las funciones
estan generadas aleatoriamente, la probabilidad de acertar un grafo i es precisamente
1/2. Con esto podemos obtener la esperanza media de p; para una funciéon generada
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1s(f1) ps(fo) | (i A f2) | ps(fi A S2) — ps(f1) | (1 A So) — ps(f2)
134222863 | 134219686 | 140675398 6452535 6455712
134222188 | 134231090 | 140690381 6468193 6459291
134216855 | 134219624 | 140678503 6461648 6458879
134223077 | 134220635 | 140682323 6459246 6461688
134217541 | 134222583 | 140683754 6466213 6461171
134219580 | 134231447 | 140691594 6472014 6460147
134220448 | 134214842 | 140676926 6456478 6462084
134226123 | 134212791 | 140680982 6454859 6468191
134210199 | 134216261 | 140679104 6468905 6462843
134209245 | 134207574 | 140670356 6461111 6462782
134208605 | 134218554 | 140678085 6469480 6459531
Tabla 4.1: Comparacion de g sobre funciones aleatorias.
aleatoriamente.
2281 2281 1
Elps(f)] = D PUT = faigueld]] = D 5=2" (4.1)
i=0 i=0

El valor esperado es 227 = 134217728, que podemos observar que se aproxima a los
valores obtenidos para las funciones aleatorias.

Lo siguiente que observamos es que al hacer el AND, la funcién resultante tiene
una mayor puntuacion que las dos anteriores. De hecho, parece que el aumento es
aproximadamente el mismo en todos los casos. El porqué pasa esto no es tan simple
como lo anterior, pero podemos intentar ver qué ocurre. Pensemos en un grafo ¢
cualquiera.

» Si fi[i] = fo[i] (va sea un 0 un 1) = fi[i] A fali] = fi[i] = f2[i]. Por tanto,
no va a cambiar el valor aportado por ¢ al hacer la conjuncién: si se tenia

f1lt] = faiqueli] (resp. #), se tendra (fi A f2)[i] = faiquelt] (resp. #). Asi que
este caso no aporta nada al aumento de ps(fi A f2).

» Si fi]i] # fo]i]. Supongamos que se tiene fi[i] = 1y fa[i] = 0. Entonces, fi[i] A
f2[i] = 0. Si el valor correcto para i es feigue[i] = 0, entonces fi A fo aumenta la
puntuacion sobre f; y se mantiene igual respecto a fs. Si el valor correcto para ¢
fuera fuique[i] = 1, entonces fi A f mantiene la puntuacion sobre fy pero pierde
respecto a fi. Sin embargo, los roles de f; y fs van cambiando segtn evaluamos
distintos grafos. Como las funciones estén generadas aleatoriamente, las veces
en las que fi[i] = 1y f2[i] = 0 seran aproximadamente las mismas que las veces
en las que fi[i] = 0y f3[i] = 1. Es decir, las veces que se pierde puntuacion
sobre f; (resp. fo) se compensan con las veces que se gana puntuacion sobre fi
(resp. f2). Esto nos dice que la distribucion sobre los grafos que tienen cliques
sobre los que no los tienen no es uniforme. El aumento de puntuacion sobre
ps nos dice que hay mas grafos tales que fuigue[i] = 0 que los que cumplen

fclique[i] =1
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El valor medio de los aumentos producidos (tltimas dos columnas de la tabla de la
figura 4.1) esta aproximado por 6460000. Una cuenta sencilla nos dice por cuantas
puertas mas habria que pasar si tomamos esto como incremento medio.

227

227 4 6460000 -z =28 — 1= —— =~
+ v ¥ 6460000

21 (4.2)
Es decir, con 20 puertas AND mas, habriamos alcanzado la puntuacién final. Esto
parece estar lejos de indicar que se necesita una cantidad exponencial de puertas,
aunque hay que tener en cuenta el valor de n y de k. De hecho, la cota encontra-
da por Razborov para circuitos mondtonos era del orden de 2"/8. En nuestro caso,
n =8,y 2%% = 2, que es mucho menor a 20. Aun asi, la aproximacion es lejana a
la realidad, pues con funciones aleatorias no alcanzamos una puntuaciéon cercana a
la funcion objetivo. De hecho, las funciones se mantienen en un rango cercano a la
mitad de esta puntuacion.

Como hemos generado una expresion para feque, podemos construir funciones
con cualquier puntuacion. Si queremos encontrar una funcion f tal que us(f) = t,
basta con seleccionar ¢ grafos distintos y forzar que f acierte en ellos y falle en el
resto. Con esta idea podemos generar funciones con puntuacion cercana a fis( ferique),
aunque podemos optimizar los calculos si pensamos el problema a la inversa.

Si queremos conseguir funciones que se aproximen a la funcion final, es mas
eficiente marcar los grafos que difieren de fuique que aquellos que se mantienen.
Cuanto mas cerca estemos de fs( feiique), la cantidad de grafos que fallan es mucho
menor a la que aciertan, asi que es méas rapido pensar en quitar grafos que en
anadirlos. Dicho de otra forma, computar una funcién f tal que ps(f) = t es lo
mismo que computar f tal que ps(f) = pis( ferique) —t', con t = ps( ferigue) —t'. Cuanto
mas nos acercamos a [ts( feique), menor sera t'. Este proceso se queda reflejado en el
algoritmo 2.

Algoritmo 2 Algoritmo para calcular una funcion f tal que pus(f) = ps(feique) — t-

Entrada: fuue funcion que computa Cliguegy como lista de Os y 1s. t €

{Oa cee 7ﬂs(fclique)}
Salida: f tal que 115(f) = ps(fetique) — -

:S={}

while |S| <t do
x < elemento aleatorio de {0, ..., ps(ferique) — 1}
S+ Su{x}

end while

f = copia de MS(fclique)

for 1 € S do
fli] < = fetiquel]

end for

return f

,_.
e
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Al igual que con las funciones aleatorias, podemos generar funciones de este tipo
y compararlas con la puerta AND. Una forma de aproximarse progresivamente a la
puntuaciéon maxima es ir tomando porcentajes de esta y generar una funciéon con
esa puntuacion.

Definicién 4.3.2. Sea p € [0,100]. Decimos que una funcion f es p-cercana a

fclique st Cumple ,us(f) ~~
denotard por f,.

%#s(fclique). Una funcion f que sea p-cercana a feoigue se

El algoritmo 2 nos permite obtener funciones p-cercanas a fuique para cualquier

p € [0,100]. Bastaria tomar t = (1 — i) s ( feiique) Para obtener la puntuacion

100
deseada. En particular, la expresion 4.1 muestra que las funciones generadas alea-

toriamente son 50-cercanas a feigye-

Las funciones p-cercanas nos permiten aproximar gradualmente fgique ¥ observar
como se comporta un circuito en sus dltimos niveles. La tabla 4.2 muestra los au-
mentos méaximos obtenidos después de aplicar puertas AND sobre pares de funciones
f» del mismo tipo (mismo p) para p € {85,...,99}. Cada casilla recoge el aumento
méximo obtenido tras comparar funciones con el mismo p. Se puede apreciar como
a medida que nos acercamos a fu;que cada vez el aumento obtenido es menor. Esto
es esperable, pues cuanto més cerca se esta de fuique mas grafos se aciertan y, por
tanto, la cantidad de grafos que tienen que cambiar para aumentar la puntuacion
es menor. No obstante, podria pasar que dos funciones f,, del mismo tipo perdieran
puntuacion al pasar por una puerta AND. Por ejemplo, si fuique = 1111 (puntua-
cion 4) y f; = 0111, fo = 1110 (ambas con puntuacion 3), se tendria fi A fo = 0110
(puntuacion 2). Que la tabla 4.2 muestre aumentos quiere decir que algtin par ha
generado este incremento en la puntuacién, no que siempre sea este el caso. Pero,
icomo de grande es este aumento?

p | Aumento p | Aumento
85 | 3297550 93 | 1687384
86 | 3117107 94 | 1459559
87 | 2925141 95 | 1231595
88 | 2728666 96 | 993914
89 | 2539117 97 | 753030
90 | 2323529 98 | 506557
91 | 2119207 99 | 256489
92 | 1908773

Tabla 4.2: Aumento maximo obtenido para funciones p-cercanas a feigue-

Una forma de estudiar el tamano de este aumento es repitiendo la cuenta que
hicimos en 4.2 con cada aumento obtenido en las distintas f,,. La gréafica de la figura
4.1 muestra la tendencia que siguen los niimeros de puertas necesarias para terminar
el circuito en cada f,. La curva en color azul esta formada por los puntos (p, x,),
donde z, se obtiene para cada f, como en 4.2. Podemos ver que esta curva tiene



4.3. Métrica seméantica 35

una pendiente muy suave, indicando que segin nos acercamos a feigue €l nimero
de puertas necesarias para acabar el circuito se mantiene constante. Es decir, llega
un punto en que las funciones no son capaces de crecer mas y la tnica forma de
alcanzar fgique €s aumentando la puntuacion muy poco a poco.

La recta de color rojo representa el salto que hay de f50 a fs5. Esta recta es
méas pronunciada que la curva azul. De p = 50 a p = 85 conseguimos reducir 10
puertas, mientras que de p = 85 a p = 99 apenas conseguimos lograr una puerta
de diferencia. La recta de color amarillo representa el desnivel existente que todavia
hay que lograr para alcanzar f.iq.. Practicamente es un precipicio que no encaja ni
sigue la tendencia descrita por la curva azul.

Evolucién tras comparar funciones fp del mismo tipo

—8— Descenso desde fop

—— Niveles esperados
@® Objetivo

Salto detectado

201

=
wv
1

Minimo numero de puertas para fp
=
w [=]
1 1

T
50 60 70 80 90 100
Porcentaje p (%)

Figura 4.1: Evolucién del minimo nimero de puertas obtenido para f,,.

Esta comparacion se ha hecho evaluando el crecimiento de pg sobre pares de
funciones f, del mismo tipo. Pero es posible que la realidad sea otra y que las
funciones f, se mezclen entre si. Podemos comparar pues distintas funciones f, y
ver si se observa un comportamiento parecido.

La grafica de la figura 4.2 muestra la puntuacion obtenida tras comparar pa-
res de funciones p-cercanas seleccionadas al azar para p € {85,...,99}. Si se han
comparado dos funciones f,, y g,,, la grafica recoge los puntos (p1, tts(fp; A 9py)) ¥

(p27 :U’S(fpl A gpz))'

La curva de color naranja muestra la tendencia de los valores méaximos para cada
p, mientras que la curva de color azul muestra la tendencia de los valores minimos
para cada p. Por otro lado, la recta de color verde muestra la recta formada por
s (fp). Notese que esta recta refleja un aumento constante de la puntuacion, pues
el aumento de y5(f,) es lineal respecto a p.

Lo primero que observamos es que a partir de p = 90 ciertas comparaciones dis-
minuyen la puntuacién, comportamiento que no quedaba reflejado en la tabla 4.2.
De hecho, cuanto mas aumenta el valor de p, es mas comin disminuir la puntua-
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1e8 Evolucién de funciones f, de distinto tipo
2.70 4
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2.65 1
2.60 4
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Figura 4.2: Evolucién de las comparaciones entre pocas f, de distinto tipo.

cion que aumentarla. Por otro lado, el aumento maximo que experimenta ps (curva
naranja) parece acompanar la tendencia de la recta verde al principio, pero segin
avanza el parametro p se va aplanando. De hecho, al final practicamente se aplana
del todo, llegando a estar por debajo de la recta verde. Al igual que ocurria en la
grafica de la Figura 4.1, cuanto més nos acercamos al final del circuito, mas dificil es
ganar puntuaciéon, por poco que sea. De hecho, la curva azul también muestra cierto
decrecimiento, indicando no solo una dificultad a la hora de crecer, sino también
una tendencia a decrecer la puntuaciéon. No obstante, en algunos puntos la curva de
crecimiento maximo y minimo tiene ciertos picos, que pueden deberse a la falta de
datos.

Podemos repetir este experimento comparando mas funciones y comprobar si
estas tendencias se mantienen. Generando mas funciones p-cercanas, obtenemos la
grafica de la figura 4.3.

Vemos que las curvas de valores maximos (naranja) y minimos (azul) se han
suavizado, pero se sigue observando esa frontera de p = 90 donde las funciones
empiezan a perder puntuaciéon en vez de ganarla. Ademaés, se sigue cumpliendo que
la curva de maximos se aplana cuando se aproxima a fis( ferique )-

., Qué ocurre con la puerta OR? Podriamos repetir todo este analisis con esta
puerta, pero no hace falta si observamos lo siguiente. Al estar analizando una pro-
piedad semantica, podriamos tomar otra funcién como funcién objetivo, en particu-
lar, con = feique. Acercarse a = feique €S 1o mismo que alejarse de fuigue, ¥ Viceversa.
Es decir, las funciones muy lejanas a fgique son funciones muy cercanas a = feigue-
Como feique ¥ 7 fetique SON complementarias, presentaran comportamientos similares
cuando las funciones se van aproximando a ellas.

Por otro lado, la disyunciéon de dos funciones f V g puede expresarse a partir de
las leyes de de Morgan como —(—f A—g). Si f y ¢ son cercanas a fyique, entonces - f



4.3. Métrica seméantica 37
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Figura 4.3: Evolucién de las comparaciones entre mas f, de distinto tipo.

y —¢g son cercanas a = feique. Hemos visto que la tendencia sobre las puertas AND es
que cada vez es mas dificil ganar puntuacion, asi que a - f A —g le costaré acercarse
a —felique 0, 1o que es lo mismo, le costara alejarse de fgique. Es decir, la disyuncion
de funciones cercanas a fgique Se traduce a la negacion de una funcioén que le cuesta
acercarse a 7 feique, qUe es lo mismo que acercarse a feigue-

En definitiva, tanto la conjunciéon como la disyunciéon de dos funciones cercanas
a feique Presentan esta tendencia en la que cada vez es mas dificil ganar puntuacion.

Pero esta tendencia ocurre con funciones aleatorias. Observar que las funciones
aleatorias tienden a perder puntuacién cuando se acercan a feigue, N0 quiere decir
que no existan funciones que si que sean capaces de hacer crecer a . El problema
que tiene p, es que no presta atenciéon a como es Clique, . Tiene en cuenta sus
resultados, pero no como llega a ellos. Esta tendencia a decrecer cuando nos acer-
camos al objetivo podria ser enganosa. Una interpretacion seria que no es que cada
vez sea més dificil aumentar la puntuacion, sino que cada vez se necesitan funciones
mas especificas para poder aumentar la puntuaciéon. Para encontrar estas funciones
habria que no solo explorar mas exhaustivamente el espacio de busqueda (que es gi-
gantesco), sino también poder conocer qué funciones podrian aparecer en un circuito
que compute feique. Podria ocurrir que justo las funciones que mejor funcionan bajo
[ts no pudieran aparecer en ningun circuito, o que para que aparecieran hicieran
falta una gran cantidad de puertas. El caracter semantico de u, dificulta esta tarea,
pues no tiene en cuenta como son las funciones. Esto motiva la siguiente seccion, en
la que se considera una métrica mas sintactica, que tiene en cuenta la estructura de
las funciones y no tanto sus evaluaciones sobre los grafos de entrada.
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4.4. Meétrica sintactica

.Como explotamos el hecho de que estamos calculando Clique, ;? ;Qué dife-
rencia a Clique,,j del resto de problemas? Recordemos un momento cémo era la
formula 3.1.

Knp = \V Ind(X)

donde los Ind(X) son indicadores de clique. Si en vez de escribir la formula respecto
a los indicadores lo hacemos respecto a las variables de entrada, es decir, las que
representan las aristas del grafo, obtenemos la siguiente expresion.

fclique = \/ /\ x{u,v} (43)

XC{1,...,n} u,weX
| X |=k uFv

donde cada zy,,) es la variable correspondiente a la arista entre el nodo u y v.

Basicamente esta expresion desarrolla cada indicador como una conjunciéon de
aristas. Esta expresion nos proporciona una forma natural de comparar el parecido de
una funcién f cualquiera con feigue, Vedmoslo con un ejemplo. Consideremos grafos
de 4 vértices (numerados de 1 a 4) y cliques de tamanio 3. Entonces, la expresion 4.3
queda

Jetique = T12)T(13)T(23) V T3)T{14)T(34) V T(23)T{2,4)T{34}

Si tomamos f = w9713y V Ty2337{34}, podemos ver que la primera clausula
de f comparte dos variables con la primera clausula de fuigue, y que la segunda
clausula de f comparte dos variables con la tercera clausula de fuigue. Si tomamos
por ejemplo g = {12713} V T{13)%{23}, ambas clausulas comparten dos variables
con la primera clausula de feigye-

Comparar clausulas de una funciéon f con fgigue nos da informacion de cuanto se
parecen ambas funciones. Si las clausulas de f se parecen mucho a las cldusulas de
fetique, entonces f también se parecerd mucho a feique. Y viceversa. Si las clausulas de
f no tienen nada que ver con las de fuique, quiere decir que f esta lejos de parecerse
a felique- Asi que, para comparar una funcién f cualquiera con fgigue, basta con
expresar f en forma normal disyuntiva y ver como de parecidas son sus clausulas
con las de fuique-

Definicion 4.4.1. Sea f una funcion booleana en forma normal disyuntiva. Sea

fetique la funcion booleana que calcula Clique,, . Definimos la métrica sintdctica ji,

como la suma de los parecidos de cada clausula de f con cada cldusula de feique. For-
n .

malmente, sean f = \/;", fi, [eique = \/52)1 fc(l]i)que' Sea r = max(m, (Z)) Extendemos

st hace falta f o feique con cldusulas vacias para que ambas tengan exactamente r

clausulas. Sea S el conjunto formado por todas las biyecciones entre conjuntos de r

elementos. Si comp(a,b) es la cantidad de variables que tiene la cldusula a que estdn
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presentes en la clausula b, entonces:

Ha(f) = me’g,c{z comp( f;, féﬁéi?i)}

%S
=1

Aunque la definicién formal de u, es compleja, lo que calcula es una asignacion
entre clausulas que maximice el parecido entre ellas. Para las formulas de ejemplo
anteriores, la métrica obtendria los siguientes valores.

Para [ =z 9)0(13) V T{23}T(34},

» La primera clausula de f, xy 917413y, se asignaria con xy 9371 3)723). La
comparacion resulta en

comp(x{1,2) (1,3}, T{1,230{1,3}T{2,3}) = 2

» La segunda cldusula de f, x23)734), se asignarfa con xys337(247(34}. La
comparacion resulta en

comp(T{2,3yT (3,4}, T{2,3}T{2,4}T{34}) = 2
» Sumando las dos asignaciones, se llega a p,(f) =2+ 2 = 4.
Para g = v(109yTp13y VvV Tq1,31%42,3), ocurre algo distinto.

» La primera clausula de g, xy2y2(1 3}, se asignaria con Ty 2174131%2,3). La
comparacion resulta en

comp(x{1,2y (1,3}, T{1,230{1,3}T{2,3}) = 2

» La segunda clausula de g, x(; 33723}, comparte mas variables con la primera
clausula de fuique. Pero esta clausula ya esta asignada, asi que no podemos
utilizarla otra vez. Esto implica que la segunda clausula de g se asignaria con,
por ejemplo, la segunda clausula de fuigue, T{1,3}7{1,4y7(3,4}. La comparacion
resulta en

comp(x(1,3)T (2,3}, T{1,3)T{1,4)T(3,4}) = 1

» Sumando las dos asignaciones, se llega a p,(g) =2+ 1 = 3.

El ejemplo con la funciéon g muestra por qué es importante que las asignaciones
entre clausulas sean independientes. En otro caso, podria ocurrir que dos clausulas
distintas se refieran a la misma, dando una puntacién mayor a la real.

A diferencia de lo que ocurria con pu, calificamos a p, como una métrica sintactica
porque hace hincapié en la estructura interna de cada funciéon y no en sus valores
de salida.

Por como esté definida, la manera de alcanzar el valor maximo para pu, es ob-
teniendo una asignacion en la que cada clausula contenga a las de feque. La tnica
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forma de conseguir esto es que la funcién contenga todas las clausulas de feique-
En particular, el valor méaximo se alcanza en fi,(feique), que es igual a (’;) (Z) No
obstante, no es la tnica funcién con esta puntuacion. Cualquier funciéon f que en
forma normal disyuntiva se pueda expresar como f = fuique V f’ para alguna funcion
[ cumplird g, (f) = pu(ferique)- Pero estamos de acuerdo con esto. Si una funcion
en forma normal disyuntiva contiene a fuique, quiere decir que se parece a ella, asi
que tiene sentido considerar que alcanza el valor méximo para p,. De este modo,
alcanzar la puntuacion maxima es condicion necesaria para lograr feique. Si alcanzar
esta puntuacién requiere muchas puertas, entonces alcanzar fq,e también requerira

muchas puertas. Aun asi, cualquier f cumple g, (f) < foo(ferique)-

Por otro lado, una funciéon que contenga una sola variable, f = x;, cumplira

1. (f) = 1. Por tanto, el rango de valores de p, estd comprendido entre 1y (g) (Z’)

En definitiva, u, también cumple los requisitos que buscamos para una métrica:
ocupa un amplio rango de valores, el méaximo se alcanza en fegue, cuanto mas se
parece una funcion f a figue mas grande es p,(f) y al inicio del circuito tiene el
valor minimo.

.Como calculamos 1,7 Al igual que ocurria con jis, necesitamos conocer feigue
y representar las funciones de un modo adecuado que permita facilitar las cuentas.
Como queremos que las funciones estén en forma normal disyuntiva, representare-
mos las funciones como listas de listas de variables. Las variables de entrada estaran
numeradas de 1 a (g) de manera tnica, cada niimero representando un tnico par de
vértices. Por ejemplo, la funcion f = x129 V z42623 se representaria como [[1,2],
[4,6,3]]. Con esta representacion, para generar fgique podemos generar todos los
subconjuntos de k elementos y, para cada uno de estos, calcular las (g) variables que
representan ese conjunto. Este procedimiento se traduce en un algoritmo que cons-

truye la expresion de feigue con una complejidad en tiempo del orden de O ((Z) (g))

Habiendo construido ya feique, podemos obtener p,(f) para cualquier funcion f.
Si intentamos aplicar directamente la formula de la definicion 4.4.1 tendriamos que
recorrer todas las permutaciones de las clausulas de fuque y quedarnos con la que
maximice las comparaciones. Esto supone hacer (Z)‘ operaciones. Por ejemplo, para
n = 8, k = 4, habria que hacer (i)! = 70! ~ 10'% iteraciones, que es un nimero
intratable de iteraciones. Asi que no podemos recorrer todas las permutaciones posi-
bles. Sin embargo, podemos transformar este célculo en un problema de asignacion
[3, Capitulo 10]. Si definimos la matriz de costes C tal que

Ci; = comp(fi, fU) ) Vf; clausula de f, VfY)  clausula de fuigue

clique lique

calcular p, consiste en encontrar una asignaciéon maxima para la matriz C. El algo-
ritmo hiingaro [10] permite resolver este problema con una complejidad en tiempo
O(r?), donde r es el orden de la matriz de costes C.

La representacion de las funciones booleanas como listas de listas nos permite
calcular la matriz de costes C comodamente. Una vez calculada esta matriz, utili-
zando el algoritmo hiingaro podemos calcular el valor de pu, para cualquier f. El
algoritmo 3 refleja este proceso. Si m es la longitud maxima de cualquier clausula
entre 'y ferique, €s decir, m = max{|f;|, |f(]) |}, podemos calcular comp( f;, ) )

clique clique
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con un algoritmo con complejidad en tiempo O(m). Si r = max{|f|, | fuique|}, 1a
matriz de costes C tendra un tamano acotado por r x r, haciendo que el algoritmo 3
tenga una complejidad en tiempo acotada por O(mr?+1r3) = O(mr?). Si suponemos
que el caso limite de este algoritmo es tomar f = fuique, se tendra r = (Z’) ym = (k),

2
obteniendo una complejidad O ((g) (Z)3>

Algoritmo 3 Algoritmo para calcular p,(f)

Entrada: f funcion booleana como lista de listas, fuique funcion que computa
Clique,,j, como lista de listas.

Salida: . (f).

1: I |f|

2: 12 — |fclique|

3: C := matriz de costes de tamano [; X [,
4: for i € {0,...,l; — 1} do

5: forie {0,...,lo—1} do

6: Ci,j = comp(f[l], fdique[j])

7 end for

8: end for

9: result < algoritmo__hingaro(C)

10: return result

En comparacion con el algoritmo 1 que computaba p, con complejidad O (2(3)) ,

el algoritmo 3 es considerablemente mas eficiente, lo que nos permite hacer experi-
mentos con mas datos.

Pero antes de hacer experimentos, ;como esperamos que se comporten las puertas
AND y OR bajo p,?

Proposicion 4.4.1. Sean f y g dos funciones booleanas expresadas en forma normal
disyuntiva, es decir, de la forma f =\"} fi, g = /2, g;. Entonces,

pta(fV g) < pe(f) + 12(9)

Demostracion. Notese que fV g =\ fi V \/;nj1 g;, asi que las clausulas de fV g
son la union de las clausulas de f con las de g. Distinguimos dos casos en funciéon
de las clausulas de fuique que se asignan al calcular 1, (f) v 1.(g)-

= Si las clausulas asignadas a f son distintas de las clausulas asignadas a g.
En el caso de que f; # g;, la maximalidad de p, asegura que esta asignacion
serda Optima en f V g, es decir, p.(f V g) = p(f) + p(g). En el caso de
que existan 4,j tales que f; = g;, entonces f V g tiene menos cldusulas que
f v g por separado. La maximalidad de p, asegura que el resto de clausulas
no repetidas no pueden asignarse a mejores clausulas de feique y, como en el
conjunto tenemos menos sumandos, se tiene p,(fV g) < . (f) + 1(g).
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= Si existen clausulas asignadas a f que son iguales a las clausulas asignadas
a g. Si existiera otra asignacion con el mismo valor para p.(f) v u.(g) tal
que no compartan clausulas, estarfamos en el caso anterior. En otro caso, de
nuevo la maximalidad de pu, asegura el resultado. Al unir las clausulas en fVg,
alguna tendra que ser asignada a una clausula de fg;q4ue que tenga menor valor,

haciendo que 1, (f V 9) < i (f) + pta(9).

]

Proposicion 4.4.2. Sea C un circuito booleano que computa una funcion f utili-
zando unicamente puertas OR y NOT, teniendo todas sus puertas NOT en el primer
niwel. Entonces,

Demostracion. Procedemos por inducciéon estructural en C.

» Si C =y, entonces f = x; y p(f) = 1. C no tiene puertas, asi que |C| =0 =

» SiC =2z, entonces f =Z; y p,(f) = 0, pues feique NO tiene ninguna negacion.
C' tiene una puerta, asi que |C| =1 > u,(f) — 1.

» SiC = V0, entonces f = f1V fy para ciertas funciones f; y fo computadas
por Cy y Cy, respectivamente. Por induccion, |Cy| > p.(fi) — 1y |Ca] >

tz(f2) — 1. La proposicion 4.4.1 nos dice que p,(f1 V fa) < pe(f1) + pz(f2).
Por tanto,

IOl = |Ci| +[Co| + 1> pio(f1) = T+ pa(fa) =1+ 1=
:Nz(fl) +/Lx(f2) -1= ,U:Jc(fl\/fQ) —1 :,U:L“(f) -1

O

La proposicion 4.1.1 nos permite reducir cualquier circuito que calcule Clique,,
a otro circuito que tenga las puertas NOT en el primer nivel anadiendo un nimero
polinémico de puertas. Por otro lado, p,(feique) = (g) (Z) Si suponemos que un
circuito C' calcula Clique,,  sin puertas AND, la proposicién 4.4.2 nos dice que

O] 2 12 (futigue) — 1 = (’;) (Z) o

asi que habriamos encontrado una cota inferior de tamano exponencial. Aunque
observando la férmula 4.3 nos damos cuenta de que la tnica forma de computar
Clique,, ), sin usar la puerta AND y teniendo las puertas NOT en el primer nivel, es
teniendo k < 2.

De todos modos, jqué ocurre si intentamos repetir estos calculos teniendo en
cuenta la puerta AND? Intentemos acotar el incremento maximo que se puede obte-
ner. Si f =\, fiy 9= V]2 gj, entonces fAg =\ V2| fiAg;. Sir es una cota
superior del tamano de las clausulas de f y g, entonces el incremento maximo que se
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puede obtener esta acotado por mims2r, pues se forman mimsy clausulas de tamano
como mucho 2r. Por su parte, con estos pardmetros se tiene que p,(f) < myry
,ux(g) < mor. En general, mims2r £ mir + mor, asi que no se cumplirfa la version
con AND de la proposicion 4.4.1. Esta condicién es esencial en el paso inductivo
C = 1V ;5 en la prueba de la proposicion 4.4.2, asi que no podriamos llegar a este
resultado siguiendo el mismo camino.

La cota que se obtendria para la puerta AND seria u,(f A g) < 2 u.(f) -
L (f). Es precisamente este comportamiento cuadratico el que podria causar que la
métrica creciera rapidamente combinando puertas. No obstante, el resultado de la
proposicion 4.4.2 si que nos dice algo. Es precisamente la puerta AND la que podria
causar que un circuito no tuviera tamano exponencial. En el caso de ps; pudimos
deshacernos de la puerta NOT, pero con u, podemos centrarnos en estudiar como
evolucionan las funciones a través de las puertas AND. Y este comportamiento
podemos comprobarlo experimentalmente.

4.4.1. AnAlisis sin la puerta NOT

Supongamos por ahora que nuestro circuito no tiene puertas NOT (luego veremos
como anadirlas de forma sencilla). Al igual que hicimos con ji,, vamos a tomar grafos
con n = 8 vértices y cliques de tamano k = n/2 = 4. En el caso de ps, tanto generar
funciones aleatorias como calcular el AND de dos funciones dadas era muy simple,
pues estaban representadas como listas de Os y 1s. En el caso de p,, el proceso no
es tan directo. Para construir una funciéon aleatoria f,

1. Seleccionamos una cantidad aleatoria de clausulas de feque- A partir de estas
clausulas construiremos las clausulas de f.

2. Para cada clausula seleccionada, tomamos una cantidad aleatoria de variables
de esa clausula. Estas variables compondran cada clausula de f.

3. Juntamos todas las nuevas clausulas (listas de enteros) en una lista de listas,
obteniendo la funcién f.

Por otro lado, para construir f A g a partir de f y g,

1. Convertimos cada par {f[i], g[j]} en una nueva lista [f[i] + g[j]] (+ es la con-
catenacion de listas) obteniendo asi todas las posibles clausulas de f A g.

2. Para cada una de estas nuevas listas eliminamos las variables repetidas.

3. Si alguna de las nuevas clausulas tiene méas de (g) elementos podemos descar-

tarla, pues al no haber puerta NOT nunca vamos a poder reducirla, siendo
imposible llegar a feigue-

4. Para cada lista restante, comprobamos si esta contenida en alguna otra lista.
Esto es lo que se conoce como absorcion. En general, AV AB = A, asi que si
alguna clausula contiene a otra, podemos descartarla.
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5. Juntamos todas las clausulas restantes en una lista de listas, obteniendo la
funcion f A g.

Técnicamente hablando, el paso 3 hace que la funciéon obtenida no sea exacta-
mente f A g. Pero en el peor de los casos, estamos convirtiendo una funciéon que
sabemos que no puede estar en el circuito (no hay puertas NOT) en una que si
puede estarlo. Al no haber negaciones, la tnica forma de reducir una clausula es
mediante absorcion.

Si en algiin momento se llega a una clausula de tamano mayor a (g), tendra que
ser convertida en irrelevante por una clausula de tamano més pequeno. Si mante-
nemos todas las clausulas de tamano superior, pu, podria conseguir puntuaciéon con
clausulas “sobredefinidas” que todavia no sabemos con qué otras clausulas se van
a reducir. Ignorar estas clausulas sobredefinidas es una manera de hacer que una
funcion f no obtenga un valor que todavia no ha alcanzado (esta correcciéon no hara
falta al anadir la puerta NOT). Si los incrementos a través de la puerta AND son
muy bajos a pesar de esta correccion, también lo seran sin ella.

Las graficas de la figura 4.4 muestran cémo cambia pu, tras comparar 100, 1000 y
10000 pares de funciones generadas aleatoriamente, respectivamente. Si f y g son dos
funciones generadas aleatoriamente, cada grafica contiene los puntos (p.(f), g (f A

9)) Y (1(9), pa(f A g))-
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Comparacion de 10000 pares de funciones aleatorias
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Figura 4.4: Comparacion de la puerta AND sobre u, para funciones generadas
aleatoriamente.

Se observa claramente cémo llega un momento en el que las funciones AND no
son capaces de aumentar su puntuacion, atascando su productividad. Con funciones
aleatorias alcanzan una puntuacion de 350, lejos de la puntuaciéon maxima, que con
n =8y k=4 es 420. La tendencia parece ser que, una vez alcanzada esta frontera
de 350 puntos, la puntuacion en cada paso aumenta muy poco, haciendo necesaria
una gran cantidad de puertas para alcanzar fu;que. Pero, jpor qué ocurre esto?

Para que una funcién tenga una puntuacion alta tiene que tener clausulas muy
parecidas a las de fuique. En particular, tendré que contener gran parte de las (Z)
variables de entrada del circuito. Por otro lado, para obtener el incremento cua-
dratico del que hemos hablando antes, es necesario que la absorciéon no invalide
practicamente clausulas, y que el tamano de cada clausula sea el méximo posible.
.,Como conseguimos esto? Haciendo la conjuncién de dos funciones que compartan
el minimo ntmero de variables posibles. Si dos clausulas no comparten variables, su
conjuncion tendré el tamano méaximo y la absorcion apenas podra eliminar clausulas.
Esto motiva la siguiente definicion.

Definicion 4.4.2. Sean s y t dos enteros positivos. Decimos que una funcion f =
Vit, [i es endogdmica sobre s y t si cumple las siguientes condiciones.

1. f tiene s clausulas.
2. Cada cldusula de f tiene tamano t, es decir, | f;| =t Vi € {1,...,m}.

3. El nimero de vértices a los que se refieren las variables de las cldusulas de f
es el minimo posible. Dicho de otra forma, no existe ninguna funcion g que
cumpla 1 y 2 involucrando menos vértices que f.

Denotaremos a este niumero de vértices por V y a una funcion endogamica sobre s
yt por fup.

Las funciones endogamicas son las que recogen la mayor cantidad de informacion
con el menor nimero de vértices posibles. Al hacer la conjuncion de dos funciones
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endogamicas que se refieren a variables distintas es precisamente cuando tenemos que
la conjuncion mantiene el tamano maximo posible. Las clausulas de f,; pretenden
recoger trozos de cliques para que luego, al juntarse con otros trozos de cliques,
se cree un trozo de clique mas grande. En particular, este comportamiento deberia
ser mas notable con puntuaciones pequenas, donde el aumento cuadratico en la
puntuacion y en el nimero de clausulas no alcanza el tamano de fuigue-

Una forma de generar funciones endogémicas es ir generando sus clausulas. Fi-
jamos un orden sobre las variables del circuito, que servird como criterio para saber
qué variables usar en f;;. Generamos una clausula de tamano ¢ (con las variables
dadas en el orden tomado). Después, probamos a cambiar cada una de las variables
de esta clausula por la siguiente que no hayamos anadido todavia. Si esta nueva
clausula no la hemos generado ain, formara parte de f,;. El proceso se va repitien-
do con todas las clausulas que hayan sido aceptadas, hasta completar s clausulas (o
quedarse sin variables). De este modo, generamos f ;.

La gréafica de la figura 4.5 muestra el incremento obtenido tras aplicar AND
con funciones fs; (color rojo) referidas a distintas variables en comparacién con
el incremento obtenido con funciones aleatorias (color azul) en el mismo rango de
puntuacion. Las funciones f;; se han generado aleatoriamente con ¢t € {1, ey (g) / 2}

y s € {1, Y (Z) } De forma general, si se ha realizado la conjuncion sobre dos
funciones f v g, la gréfica recoge los puntos (jt,(f), tta(f A 9)) ¥ (112(9), 1alf A 9)).
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Figura 4.5: Comparacioén de fy,; con funciones aleatorias.

Podemos observar que el incremento maximo producido por las funciones endo-
gamicas (curva naranja) es bastante superior al que generan las funciones aleatorias,
al menos con valores pequenos.

Interesa acotar el incremento maximo que se produce en p,. En caso de que este
incremento maximo sea pequeno, querréa decir que se necesitan muchas puertas AND
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para poder alcanzar fuique. Silas funciones fs; son aquellas que explotan mejor el
comportamiento cuadratico de u, bajo la puerta AND, podemos intentar estudiar
cuando las funciones f,; empiezan a dejar de ser tan endogamicas.

Demos la vuelta a la definiciéon un momento y supongamos que los parametros
que tenemos son V y t en vez de s y t. ;Cuantas clausulas podria tener f;; como
méaximo? Si fs; se refiere a V vértices, entonces como mucho puede contener (‘2})
variables distintas (una por cada par de vértices). Si cada clausula tiene t elementos,

el problema se reduce a conocer la cantidad de formas en las que se pueden repartir
v

(g) en conjuntos de ¢ elementos. Este niimero es precisamente <(2>) Asi que para
t

V y t tenemos una cota para s.

Volviendo a s y ¢, saber a cuantos vértices se puede referir f;; como poco es
precisamente encontrar el menor V que cumpla la siguiente desigualdad:

((‘S))

s <

- t

El caso limite es cuando s alcanza la cota. Pero queremos calcular fuigue, que
sabemos que tiene un total de (Z) clausulas, asi que una estimacion en el caso limite
es tomar s como el nimero de clausulas que tiene fgque. Por otro lado, en fuigue
cada clausula tiene tamano (’;) Al hacer una conjuncién, el tamano de las clausulas
aumenta como mucho el doble de su tamano inicial. Asi que podemos estimar el
valor de t en el caso extremo como t = (g) /2. Es decir, queremos que se cumpla la
siguiente desigualdad.

(D)<= () =0

Y aqui esta el problema. El término de la izquierda crece més rapido que el de la
derecha, haciendo que llegue antes a este limite de vértices. En general, obtener el
valor exacto para V en la expresion 4.4 no es facil. Una forma analitica de intentar
abordar el problema es mediante la funciéon I'. Esta funcion es una forma de extender
la funcion factorial a los niimeros complejos. Esté definida como

I'(z) = / e tdt, Re(z) >0
0

Si n es un entero positivo, se cumple que I'(n) = (n — 1)!. Esta propiedad permite
expresar la desigualdad 4.4 en términos de I', que podria utilizarse para intentar
buscar una solucién general en funcion de n y k.

No obstante, computacionalmente podemos abordar el problema de forma més
sencilla. El coeficiente binomial de la parte izquierda de la desigualdad es creciente en
funcion de V. Si fijamos n y k, podemos hacer una busqueda binaria sobre el espacio
de soluciones de V para encontrarlo. El algoritmo 4 muestra este proceso, con una
complejidad en tiempo de O(log(cota, k) - T(n, k)), donde 7(n, k) es la complejidad
de calcular un coeficiente binomial. El parametro cota,, ; es un valor suficientemente
grande para acotar el rango de la busqueda, en funcién de n y de k.
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Algoritmo 4 Algoritmo para calcular V

Entrada: n, k y cota, j enteros positivos.

Salida: V.

mi 1
: fin <= cotay,
result < fin
: by < binom(n, k)
: by < binom(k,2)
while ini < fin do
mitad < W
bs < binom(mitad, 2)
b4 <— binom(bg, bg)
if by < b; then
result < mitad
mni < mitad + 1
else
fin < mitad — 1
end if
: end while
: return result

© P> g ey
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La grafica de la figura 4.6 muestra el V obtenido para grafos de hasta 10 vértices
y cliques de tamano k = n/2. Podemos observar que con grafos con pocos nodos no
hay problemas con las funciones fs; y nunca pierden informacién. No obstante, a
partir de n = 7 se empieza a ver un desajuste en el que las funciones f,; alcanzan
su maximo con menos nodos de los disponibles.

Evolucion de v

10 1 —— Vértices totales
—— Valores de v

Maximo ¥

0 2 4 6 8
Numero de vértices (n)

Figura 4.6: Evoluciéon del maximo ) en grafos con pocos vértices.
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La grafica de la figura 4.7 muestra la misma comparaciéon pero con grafos de
hasta n = 100 vértices. A medida que aumenta el nimero de vértices, esta diferencia
es cada vez mayor, indicando que las funciones f;; dejan de producir puntuacion
cada vez mas pronto.

Evolucién de v

100 1 —— wértices totales
—— Valores de v

80

60 -

Maximo v

40 -

204

T
0 20 40 60 80 100
NUmero de vértices (n)

Figura 4.7: Evoluciéon del maximo V en grafos con més vértices.

En resumen, las funciones f,; parecen ser las que méas puntuacion producen antes
de alcanzar el nimero de clausulas que tiene fg iz, momento en el que todavia la
puntuaciéon puede crecer sin que se eliminen clausulas por absorciéon o porque su
tamano es demasiado grande. Sin embargo, el nimero de vértices de un grafo limita
el nimero de vértices al que puede referirse una funciéon f,;. Segin aumentamos
el nimero de vértices totales, las funciones endogamicas alcanzan antes la frontera
de (Z) clausulas. Es decir, llenan sus clausulas de variables antes de poder referirse
a todos los vértices del grafo, haciendo que la puerta AND deje de aumentar la
puntuacién al mismo ritmo que con puntuaciones pequenas.

4.4.2. AnaAlisis con la puerta NOT

Una forma natural de anadir las negaciones en la representacion es teniendo el
cuenta el signo: los niimeros positivos seran variables sin negar, mientras que los
negativos seran variables negadas. Por ejemplo, f = x129 V T4x6T3 V T1xg estaria
representada por [[1,2], [-4,6,-3], [-1, 8]]. Siconsideramos que las variables
negadas son distintas a las variables sin negar, el algoritmo 3 sigue funcionando
correctamente, pues una variable negada nunca va anadir puntuaciéon sobre una
clausula de feigue-

Por otro lado, crear una funciéon aleatoria con variables negadas sigue el mismo
proceso que con las variables sin negar, anadiendo un paso extra.



20

CAPITULO 4. Resultados experimentales

. Seleccionamos una cantidad aleatoria de clausulas de fgique. A partir de estas

clausulas construiremos las clausulas de f.

. Para cada clausula seleccionada, tomamos una cantidad aleatoria de variables

de esa clausula. Estas variables compondran cada clausula de f.

. (Hasta aqui igual que el caso sin NOT) Para cada clausula de f, tomamos una

cantidad de variables aleatorias y les cambiamos el signo para convertirlas en
negaciones.

. Juntamos todas las nuevas clausulas (listas de enteros) en una lista de listas,

obteniendo la funcion f.

Por su parte, para construir f A g a partir de f y g, el proceso cambia ligeramente
con respecto al caso sin NOT.

. Convertimos cada par {f[i], g[j]} en una nueva lista [f[i] + g[j]] (+ es la con-

catenacion de listas) obteniendo asi todas las posibles clausulas de f A g.

. Para cada una de estas nuevas listas eliminamos las variables repetidas.

. (Hasta aqui igual que el caso sin NOT) Si alguna de las nuevas clausulas

contiene una variable negada y sin negar al mismo tiempo, esta se anula, asf
que podemos descartarla.

. Para cada lista restante, comprobamos si estd contenida en alguna otra lista

(absorcion).

. Juntamos todas las clausulas restantes en una lista de lista, obteniendo la

funcion f A g.

Recordemos que consideramos a las variables negadas como variables distintas a

las que no lo estan. Aunque ZT; ZT; en verdad se refieren a la misma variable, en la
)
practica es mas comodo tratarlas como elementos distintos.

A diferencia de lo que ocurria con la conjuncién en el caso sin la negacién, ahora

s que estamos calculando la funcion exacta f A g, pues las clausulas descartadas son
aquellas que se anulan por completo por culpa del NOT. En este caso, no hace falta
eliminar aquellas clausulas que tengan un tamano mayor a (’;), pues la puerta NOT
puede eliminarlas en un futuro.

Al igual que hicimos con el caso sin NOT, podemos comprobar qué ocurre si

comparamos funciones generadas aleatoriamente, también para grafos con n = 8 y
k =mn/2 = 4. Las graficas de la figura 4.8 muestran como cambian p, a través de la
puerta AND tras comparar 100, 1000, 10000 funciones aleatorias, respectivamente.
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Comparacion de 100 pares de funciones aleatorias con NOT
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Figura 4.8: Comparacion de la puerta AND sobre u, para funciones generadas
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aleatoriamente considerando negaciones.
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Podemos observar que, al igual que ocurria sin tener en cuenta el NOT, las
conjunciones empiezan a dejar de ser productivas alrededor de 350, lejos del 420 que
se quiere alcanzar. El incremento méximo parece seguir una tendencia logaritmica.
En comparacion con los resultados observados en la figura 4.4, en el caso del NOT
parece que se alcanza ligeramente antes esta frontera de 350 puntos, y también se
observa que el incremento minimo es mejor que cuando no considerabamos el NOT.
Pero las graficas en si muestran resultados practicamente idénticos.

En cuanto a las funciones f;;, podemos hacer un analisis parecido considerando
la puerta NOT. Hay que modificar ligeramente la desigualdad 4.4 para aproximarnos
mejor a la realidad.

Una funciéon f,; sin negaciones que se refiere a V nodos contiene a lo sumo (‘2})
variables. En el caso de las negaciones, estamos duplicando este nimero, asi que una
funcion fs+ que se refiere a V nodos, contiene a lo sumo 2 - (g) variables. Por otro
lado, al hacer la conjuncién de dos clausulas que tienen negaciones, es posible que
se cancelen entre ellas. Pero esto lo que causaria es tener menos clausulas. El creci-
miento maximo del tamano de cada una sigue siendo como mucho el doble, asi que
podemos seguir tomando ¢t = (’;) /2. Por ultimo, que dos clausulas se cancelen si que
afecta al namero total de clausulas que podemos esperar. Al hacer una conjuncion,
el namero de clausulas aumenta como mucho cuadraticamente respecto al ntimero

), acotamos por (”)2 Juntando

de clausulas inicial, asi que en vez de acotar con (” k

k
todo, obtenemos la desigualdad 4.5.

v 2
(i) = () (45)
2
Al igual que ocurria antes, fijados n y k, el término de la izquierda de la desigualdad
es creciente en funcién de V), asi que podemos adaptar el algoritmo 4 para obtener

V en este caso. La gréfica de la figura 4.6 muestra la tendencia de V para grafos de
n vértices y cliques de tamano k = n/2.

Evolucién de ¥

100 1 — vértices totales
—— Valores de v

80

60

Maximo v

40

20

T
0 20 40 60 80 100
Numero de vértices (n)

Figura 4.9: Comparacion de la puerta AND sobre u, para funciones generadas
aleatoriamente considerando negaciones.
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Vemos que esta tendencia parece ser la misma que la que obteniamos en la figura
4.7. El pico que se observa con grafos de pocos nodos no debe interpretarse como el
valor numérico mostrado. Superar la recta de color azul (ntunero de vértices reales),
significa que las funciones f;; son capaces de mantener toda la informacién posible
hasta llegar a cubrir todos los vértices. Es este pico precisamente el que nos dice que
las funciones f;; funcionan mejor con grafos con pocos nodos que con grafos con
muchos nodos.

4.4.3. Simulacion de un circuito que calcula Clique,,

Como tltimo experimento, podemos intentar construir un circuito que compute
Clique,, ;, y comprobar si se sigue observando esta tendencia a cada vez crecer menos
cuando nos acercamos a la funciéon objetivo. Para ello, vamos a basarnos en los
conceptos que hay detras de los algoritmos genéticos.

En términos generales, un algoritmo genético es una técnica de optimizacion que
pretende encontrar el méximo o minimo de una funcién dada. En ellos, se parte
de unos datos iniciales (poblacion) entre los que se selecciona una parte para que
avancen (evolucionar) durante el proceso y se mezclen entre ellos (reproducir). Esto
provoca que la poblacién inicial cambie y haya nuevos datos potencialmente mejores
que los que teniamos al inicio, en términos de la funciéon que se quiere optimizar. Se
descartan los peores datos de esta nueva poblacion y se repite el proceso. Idealmente,
cada poblacion de datos es mejor que su predecesora, asi que producira mejores datos
al mezclarlos, optimizando cada vez més la funcion objetivo (simulando un proceso
de seleccion natural).

En general, los algoritmos genéticos consiguen buenos resultados cuando la fun-
cion a optimizar tiene pocos maximos/minimos locales o todos los maximos/minimos
son cercanos al valor 6ptimo de la funciéon objetivo. No obstante, el numero de ite-
raciones necesarias para alcanzar este punto 6éptimo depende del problema que se
trate. La solucion 6ptima encontrada es 6ptima en comparacion con el resto de solu-
ciones generadas durante la simulacion, asi que a veces resulta dificil saber cuando
parar.

En nuestro caso, queremos optimizar u,, pues ya hemos visto que en su valor
méaximo la funciéon contiene a fique. La poblacion inicial serdn las variables de
entrada a un circuito, negadas y sin negar, pues podemos suponer que las negaciones
estan en el primer nivel. Con la representacion que teniamos hasta ahora, si A = (Z)
(namero de variables) la poblacion inicial Z sera

T={rl:ie{l, . afu{r-iie {1, a}}

Por otro lado, el proceso de mezclar sera seleccionar dos funciones de la pobla-
cion actual y hacer o bien su conjuncion o bien su disyuncién (recordemos que las
puertas NOT estan ya en las variables, asi que podemos olvidarlas). En cada itera-
cion, seleccionaremos una cantidad aleatoria de funciones sobre las que realizar la
disyuncion y otra cantidad aleatoria sobre la que realizar la conjuncién.
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Como al principio del circuito las funciones tendrian una puntuacién pequena, no
tiene sentido empezar a descartar funciones tan pronto. Dejaremos que la poblacion
alcance un tamano méximo y, cuando lo sobrepase, eliminaremos de la poblaciéon
aquellas funciones que tengan menor p,. Ademés, impondremos un nimero maximo
de clausulas para cada funcion.

Realizamos la simulacion sobre grafos de n = 8 vértices y cliques de tamano
k =n/2 = 4. Seleccionamos 15 pares de funciones para hacer disyunciones, 15 pares
de funciones para hacer conjunciones, un tamano maximo de 300 funciones para la
poblacién y un tamano méximo de 150 clausulas para cada funcién.

Simulacién tras 30 iteraciones
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® o 3° gl @
150 - o ap o° 't
% o °
L I .
125 A %o 2o "o e
[ )
o
= %
3 100 °
b °
P
751
50 1
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Simulacién tras 300 iteraciones
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150 4
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T
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Figura 4.10: Simulacién de un circuito que computa Clique,, j

La primera grafica de la figura 4.10 muestra cémo son los incrementos de p, tras
30 iteraciones. En azul estan indicados los incrementos producidos por puertas OR,
mientras que en rojo los producidos por puertas AND. Se observa como las puertas
OR siguen la tendencia lineal predicha por la proposicion 4.4.2. Por su parte, las
puertas AND son capaces de aumentar mas la puntuacién, pero tras 30 iteraciones
aun estan lejos del valor final ji,(feique)-

La segunda grafica de la figura 4.10 muestra la evolucion del circuito tras 300
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iteraciones. Podemos ver que, aunque hayamos aumentado las iteraciones, el incre-
mento sigue la misma tendencia. Las puertas AND no son capaces de producir mas
que las OR, y las OR siguen una tendencia lineal.






Chapter

Conclusiones y trabajo futuro

En este texto se ha estudiado como se comportan los circuitos que computan
Clique, . Se ha desarrollado con detalle el resultado al que llegd Razborov so-
bre circuitos monétonos y se han realizado experimentos sobre dos métricas, una
semantica y otra sintactica.

Los experimentos realizados sobre ps, la métrica seméntica, nos proporcionan
evidencias de que, segin nos acercamos al final de un circuito, cada vez se necesitan
funciones mas especificas para poder seguir avanzando. No obstante, con ug no
obtenemos informaciéon sobre céomo son las funciones que hay en el interior de un
circuito que computa Clique,, j.

Por otro lado, los experimentos realizados sobre pu,, la métrica sintactica, nos
proporcionan resultados méas especificos. Bajo ., las puertas OR producen un
aumento lineal en la puntuaciéon. Las funciones con puntuacion pequena son capaces
de aumentar mas cuando atraviesan una puerta AND. Sin embargo, cuando alcanzan
puntuaciones cercanas a feuique, €l aumento cada vez es menor, describiendo una
curva logaritmica.

Estos resultados proporcionan nuevos indicios de P # N'P. El incremento lineal
de las puertas OR no es suficiente para conseguir un circuito de tamano polinémico
y, a partir de cierto punto, se necesitan muchas puertas AND para aumentar muy
poco la puntuacion. En definitiva, las observaciones realizadas son compatibles con
que computar Clique,, ; necesite un circuito de tamano superpolinémico. Existen
diferentes maneras de ahondar més en estas ideas, entre las que destacamos las
siguientes.

Un estudio mas detallado sobre qué funciones hacen falta para llegar a feique
con ps podria proporcionar nuevos resultados. FEl caracter semantico de ug per-
mite generar funciones con una salida deseada de manera comoda. Por tanto, se
podria intentar caracterizar y analizar qué funciones hacen falta para aumentar la
puntuacion cerca del final de un circuito.

La simulacién realizada en la seccion 4.4.3 esté basada en el concepto de algo-
ritmo genético. Utilizando otras técnicas que aproximen mejor el problema resul-
tarfan en una simulacion més fiel y consistente. Una opcién, por ejemplo, seria

o7
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entrenar una red neuronal que construya un circuito éptimo con respecto a j, y
comprobar si se sigue observando esta tendencia a dejar de crecer al final del cir-
cuito.

A nivel tedrico, tomando como referencia el teorema de Razoborov explicado en la
seccion 3.2, se podria intentar repetir los resultados con pu,. Este teorema muestra
el potencial que tienen las métricas sobre Clique, ;. Teniendo en cuenta que los
experimentos indican que p, estd acotada al final del circuito, parece razonable
intentar hacer un desarrollo tedrico centrado en ella. Sobre todo con las funciones
endogamicas, pues parecen ser las que mejor funcionan al inicio del circuito.

Por ltimo, se podria hacer un anélisis parecido sobre métricas diferentes o in-
cluso mezclarlas entre ellas. Estudiar e intentar acotar nuevas métricas (ya sea para
clique o para otros problemas) podria revelar conclusiones y resultados diferentes a
nivel tanto teérico como practico.



Conclusions and Future Work

In this text we have studied how circuits that compute Clique, j behave. We
have discussed in detail Razborov’s result on monotone circuits and experiments on
two metrics, one semantic and the other syntactic, have been done.

Experiments realized on u,, the semantic metric, give us evidence that, as we
approach the end of a circuit, we need more and more specific functions to move
forward. However, s does not provide information about what the functions inside
a circuit that compute Clique,, i, look like.

On the other hand, experiments performed on pu,, the syntactic metric, give us
more concrete results. Under u,, OR gates produce a linear increase on the score.
Small score functions are able to increase more when they pass through an AND
gate. Nevertheless, when they reach scores close to fuique, the increase become
smaller and smaller, describing a logarithmic curve.

These results provide new evidence of P # NP. The linear increment of OR
gates is not enough to reach a polynomial-sized circuit and, beyond a certain point,
lots of AND gates are needed to increase the score only slightly. Definitely, the
observations made are consistent with the fact that computing Clique, j requires
superpolynomial-sized circuits. There are different ways to dig deeper into these
ideas, among we highlight the following.

A more detailed study of what functions are needed to reach fgique With 15 could
provide new results. The semantic character of ug allows to generate functions with
a desired output easily. Therefore, one could try to characterize and analyze what
functions are needed to increase the score near the end of a circuit.

The simulation perfomed in section 4.4.3 is based on the genetic algorithm con-
cept. Relying on other techniques that better approximate the problem would result
in a more faithful and consistent simulation. One option, for example, would be to
train a neural network that builds an optimal circuit relative to u, and check if this
tendency to stop increasing score at the end of a circuit is still observed.

At a theoretical level, taking Razborov’s theorem explained in section 3.2 as
reference, one could try to repeat the results with u,. This theorem shows the
potencial that metrics have on Clique, . Considering that experiments indicate
that u, is bounded at the end of a circuit, it seems reasonable indeed to try to make

29
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a theoretical elaboration centered on it. Especially with endogamic functions, as
they seem to be the ones that work best at the beginning of the circuit.

Finally, a similar analysis could be done on different metrics or even mixing them
together. Studying and trying to bound new metrics (either for the clique problem
or for other problems) could reveal different conclusions and results on both practical
and theoretical levels.
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