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Resumen en castellano

La validacion de clusteres borrosos es un problema abierto y con varias perspec-
tivas para su estudio. La presente tesis doctoral aborda el problema de determinar
la calidad de particiones borrosas en procesos de clasificaciéon no supervisada. Para
tal objetivo, se han propuesto criterios e indices que permiten determinar particiones
borrosas de calidad y de alta calidad, la relevancia de una clase o familia de clases en
una particion borrosa dada y, el nimero 6éptimo de clases de una particiéon de acuerdo
a algunas caracteristicas estudiadas.

La propuesta establecida, emplea herramientas provenientes del algebra abstracta
como son, la teoria de grupos, particularmente la teoria de subgrupos borrosos, ma-
trices de relaciones y los polinomios caracteristicos de tales matrices. Los resultados
teoricos fueron aplicados y validados en el problema de segmentaciéon de imagenes.

Los indices y criterios propuestos presentan un enfoque alternativo a las teorias
existentes sobre la evaluacién de particiones borrosas y, los resultados hallados mues-
tran algunas ventajas en contraste con el uso de un conjuntos de indices propuestos

en la literatura.



Abstract

Fuzzy cluster validation is an open problem with several perspectives for study.
This doctoral thesis addresses the problem of determining the quality of fuzzy parti-
tions in unsupervised classification processes. For this purpose, criteria and indexes
have been proposed that allow determining quality and high-quality fuzzy partitions,
the relevance of a class or family of classes in a given fuzzy partition and, the optimal
number of classes of a partition according to some characteristics studied.

The proposal uses tools from abstract algebra such as group theory, particularly
the theory of fuzzy subgroups, matrices of relations and the characteristic polynomials
of such matrices. The theoretical results were applied and validated in the image
segmentation problem.

The proposed indices and criteria present an alternative approach to the exis-
ting theories on the evaluation of fuzzy partitions and, the results found show some

advantages in contrast to the use of a set of existing indices found in the literature.



Introduccion

Desde los inicios de la teoria de la logica borrosa propuesta por Zadeh, [118] los
sistemas de clasificacion han presentado grandes avances en su desarrollo tedrico y
practico; ejemplo claro de ello han sido los trabajos presentados en [5, 9, 15, 33, 54, 92].
El acercamiento desde el enfoque borroso en estas areas, ha permitido la comprension
de informaciéon manejada por los usuarios en entornos donde las fronteras o limites
entre subconjuntos no estan claramente definidos, y por ende, ha sentado las bases
para el tratamiento de informacion cuya naturaleza es borrosa y requiere de grados de
verificacion. En particular, los problemas de teledeteccion o segmentacion de imégenes
han logrado grandes avances mediante el desarrollo de sistemas de clasificaciéon borroso
como los presentados en [4, 5, 18|.

El sistema de clasificacion borroso desarrollado por A. del Amo, Montero, Biging
y Cutello, [5] (ver también [4]), parte de una generalizacion del concepto de particion
borrosa propuesto por Ruspini [100] y define dicho sistema de clasificacion mediante
familias de funciones de agregacion actuando sobre los grupos o clisteres de una
particion borrosa. Tales grupos conforman lo que se denomina una familia de clases
borrosas.

El enfoque de sistemas de clasificaciéon borrosa, propone indices que permiten me-
dir la redundancia, relevancia y cubrimiento de las clases obtenidas en una particion;
es decir, se construye un sistema que a su vez permite en una primera etapa, evaluar
la clasificacion establecida.

Sin embargo, la evaluacién de la calidad de una particion es un problema que
aun requiere ser abordado con mayor profundidad (ver [78|) y, con especial énfasis
al considerar los sistemas de clasificacion borrosa y su estudio sobre cada uno de
los indices propuestos. En particular, se hace relevante y pertinente un estudio mas

amplio sobre la propiedad de la relevancia de la familia de clases establecidas mediante
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tal particion borrosa; un campo en desarrollo y atn por explorar.

Especificamente, el anterior planteamiento pone de manifiesto uno de los proposi-
tos de la presente tesis; un estudio profundo sobre los sistemas de clasificacion borrosa
y su potencial para generar o encontrar nuevas estructuras matematicas o estructuras
heredadas, que potencien al mismo tiempo el aprendizaje sobre los procesos de cla-
sificacion de objetos, asi como las propiedades que poseen las particiones obtenidas
bajo dichos procesos.

En el marco del aprendizaje no-supervisado, tanto el reconocimiento de patrones
como la agrupacion de elementos u objetos, son areas del conocimiento que gracias a
los desarrollos tecnolégicos han presentado una evolucion acelerada, en particular, en
las labores enfocadas al procesamiento de imégenes considerando el enfoque borroso
(ver [106]).

Muchas metodologias de procesamiento de imagenes estan disenadas para identi-
ficar una particion de todos los pixeles de la imagen de acuerdo con la intensidad de
los mismos. Sin embargo, la forma como un experto determina una particién e iden-
tifica los grupos de dicha particién, permite una variedad de posibilidades; si bien
el trasfondo matematico de una clasificaciéon es un punto de verificaciéon esencial, el
contraste con los resultados obtenidos por un experto puede implicar variaciones, méas
aun en el ambito de lo borroso.

Una clase o clister dentro de una particiéon en imégenes, corresponde a un conjunto
de pixeles similares, es decir, un conjunto de pixeles que comparten alguna propiedad
(propiedad que puede ser relativa a otros pixeles, como sucede cuando se buscan bor-
des). Por ejemplo, en ocasiones la similitud de los pixeles se establecen mediante algin
tipo de patron predefinido, pero a veces estos patrones se establecen directamente so-
bre la imagen de acuerdo con ciertos criterios. Adicionalmente, se pueden imponer
ciertas restricciones de forma, por ejemplo, que los pixeles dentro de la misma clase

estén conectados para definir una region lo suficientemente homogénea, que deberia



estar lo suficientemente diferenciada de otras regiones. Esto podria imponerse debido
a un conocimiento previo sobre esos patrones, o porque esas formas son de alguna
manera convenientes para los intereses o limitaciones del decisor. En la misma linea,
el responsable de la toma de decisiones puede tener dificultades para gestionar dema-
siadas categorias o regiones, y podria darse el caso que el resultado declarado por el
responsable de la decision requiera alta precision o confiabilidad en ciertos aspectos.
Si aparecen restricciones de forma, se debe tener en cuenta la posicion relativa de los
pixeles.

En cualquier caso, son necesarias diversas medidas que permitan evaluar en qué
grado una posible clase es una buena candidata para ser declarada como clase o clas-
ter, y en qué medida una familia de posibles clases satisface los intereses y limitaciones
de los tomadores de decisiones, incluyendo hasta qué punto los objetos se explican
a partir de esas clases y en qué medida se diferencian las clases. En otras palabras,
se deben evaluar tanto las propiedades locales de cada clase como las propiedades
globales de todo el sistema.

De acuerdo con lo anterior, se pone en evidencia la complejidad de procesar una
sola imagen, ain sin introducir movimiento o secuencias de imagenes. No es de es-
perarse entonces que la calidad de la particiéon generada sobre una imagen pueda
evaluarse adecuadamente mediante una tinica medicién o un tnico indice. Un proble-
ma con miltiples facetas necesita miltiples medidas. Aunque sea natural elegir un
solo criterio y buscar la optimizacion de la medida asociada, tal simplificacién po-
dria estar dejando de lado la visiéon compleja del tomador de decisiones, quien sobre
todo suele reclamar informaciéon ttil y confiable. Ademas, es cierto que en algunos
contextos se buscan, o son deseables, decisiones impulsadas automaticamente, pero
incluso estas decisiones automaéticas generalmente se basan en una bateria de indices
especificos, por lo que todo el proceso puede ser monitorizado por un ser humano.

Lo expuesto en la lineas anteriores, anidado con los sistemas de clasificacién borro-
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sa, pone en contexto el segundo proposito general de la presente tesis; la construccion
de indices y procesos que permitan evaluar una particiéon borrosa considerando y
profundizando en el uso de los conceptos de cubrimiento, redundancia y relevancia,
aplicados en el procesamiento de imagenes.

Si bien, la evaluacion de la calidad de una particion borrosa requiere de distintos
enfoques y herramientas para su determinacion, y aunque existe una amplia variedad
de indices (ver [16]), se hace necesario y pertinente establecer mecanismos que integren
més caracteristicas de una particiéon en una misma secuencia o indice. En este sentido,
se propone extender las estructuras dadas por los sistemas de clasificacién borrosa
para evaluar la calidad de una particion.

Una exploracion sobre la constitucion de las estructuras matematicas propias y
subyacentes a los sistemas de clasificacion borrosa permite, en general, descubrir nue-
vos horizontes en investigacion y riqueza en propiedades concebidas desde su estudio y
desde su aplicabilidad. En este sentido, las herramientas proporcionadas por el algebra
se presentan como una alternativa adecuada para abordar e identificar propiedades de
las estructuras matematicas especificas y determinar relaciones entre sus elementos.

En particular, la propuesta de la tesis gira alrededor de la identificacién de una
estructura de grupo conmutativo sobre los sistemas de clasificacion borrosa, la cual
es dotada de una nocién de medida en términos de la similitud y disimilitud de sus
elementos. En consecuencia, se indaga por las relaciones, propiedades y resultados en
términos algebraicos que se pueden encontrar y, la posibilidad de extrapolacion a la
evaluacion de particiones borrosas.

De acuerdo con lo anterior, la presente tesis se encuentra estructurada en los si-
guientes capitulos. El capitulo 1 denominado Preliminares, establece tanto el estado
del arte sobre el tema central de la clasificacion borrosa como los fundamentos mate-
maticos que permiten consolidar la propuesta desarrollada en esta tesis. En la Seccion

1.1, se presentan las generalidades sobre la teoria de los operadores de agregacion debi-
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do a su directa relacion con las estructura de los sistemas de clasificacion. Se enfatiza
tnicamente en los elementos necesarios para el desarrollo de la tesis. Posteriormente,
se aborda lo concerniente a las medidas de similitud y disimilitud estableciendo una
clasificacion de acuerdo a sus propiedades. Tales medidas permiten establecer dos
enfoques o caminos diferenciados sobre la propuesta presentada.

En la Seccion 1.3 del Capitulo 1, se presentan los elementos necesarios sobre la teo-
ria de los subgrupos borrosos, y se exponen las definiciones y resultados que permiten
integrar tal teoria con los procesos de clasificacion. En la Seccion 1.4, se profundiza
en la revision literaria sobre el area de la clasificacion borrosa, haciendo especial én-
fasis en el enfoque de aprendizaje no supervisados, lo cual corresponde con el marco
general de la propuesta. Por lo tanto, se abordan especificamente los algoritmos de
agrupamiento iterativo y algunas medidas existentes para su evaluacion. Finalmen-
te, en la Seccién 1.5 se expone la herramienta fundamental y punto de partida para
la propuesta, los sistemas de clasificacion borrosa propuestos en [5], presentando los
resultados alcanzados hasta la fecha por los autores.

A partir del Capitulo 2, denominado Similitud y disimilitud sobre un grupo con-
mutativo de operadores de agregacion, se establecen los primeros resultados de la
tesis. A partir de este punto, lo expuesto corresponde a los hallazgos y elementos de
construccion propia producto de la investigacion reflejada en esta tesis. En la Seccion
2.1, se propone una definiciéon sobre lo que se considera el grado global de propieda-
des evaluadas sobre una particion borrosa. Asi, se establecen por ejemplo los grados
globales de cubrimiento y los grados globales de solapamiento de una particiéon. En
la Seccion 2.2, se construyen dos operadores de agregacion, en particular operadores
recursivos, sobre los sistemas de clasificacién borrosa. Tales operadores permiten de-
finir una operacién entre ellos y por lo tanto, una estructura de grupo conmutativo
formada por operadores. Dicha estructura conforma el eje central de los desarrollos

subsiguientes. En la Seccion 2.3, se dota al grupo conmutativo de una relaciéon de si-
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militud y se halla una relacion directa con los subgrupos normales borrosos formados
sobre el grupo. De igual forma, para finalizar el Capitulo 2, se dota de una funciéon de
disimilitud al grupo conmutativo, estableciendo matrices de disimilitud y estudiando
algunas propiedades de los polinomios caracteristicos para tales matrices.

A partir de los resultados del capitulo anterior, en el Capitulo 3, denominado Cri-
terios de relevancia y calidad para particiones borrosas, se proponen dos perspectivas
para evaluar particiones borrosas. Por un lado, considerando relaciones de similitud
se propone un algoritmo que permite determinar cuando una particion es de calidad
y cuando sus clases son relevantes. Por otro lado, a partir de las relaciones de disi-
militud, se establece un indice que permite determinar el ntimero dptimo de clases
que debe tener una particiéon borrosa. Este indice se obtiene como resultado de un
proceso de optimizacion.

Finalmente, en el Capitulo 4, se aplican las propuestas del Capitulo 3 sobre un
problema de segmentacion de imégenes con el fin de validar los resultados y con-
trastarlos con algunos indices existentes. Se emplean tanto imégenes a color como

tomografias computarizadas y se interpretan los resultados de la aplicacion.
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Objetivos

Objetivo general. Construir criterios e indices que permitan evaluar la calidad de
una particion borrosa a partir de las propiedades proporcionados por un sistema de

clasificacion: relevancia, cubrimiento y redundancia.

Objetivos especificos

1. Determinar el estado actual de los sistemas de clasificacién borrosa y de su uso

en la evaluaciéon de particiones borrosas.

2. Establecer un marco de referencia sobre el concepto de relevancia y su evaluacion

sobre las clases en una particion borrosa.

3. Establecer las estructuras y propiedades algebraicas anidadas o subyacentes a

los sistemas de clasificacién borrosa.

4. Relacionar las estructuras y propiedades con los procesos de validacion de una

particiéon borrosa.

5. Implementar y validar las técnicas propuestas sobre diversos problemas de seg-

mentacion de imégenes.
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Capitulo 1

Preliminares

El presente capitulo establece los conceptos y resultados previos extraidos de la
literatura que permiten desarrollar, en los capitulos posteriores, las ideas y resultados
de la tesis. En las tres primeras secciones se enuncian resultados clasicos y necesarios
de la légica borrosa en general como lo son, operadores de agregacion, las funciones
de similitud, distancia y subgrupos borrosos. En las secciones posteriores del mismo
capitulo, se describe el marco de referencia sobre el cual se establece la propuesta
y se generan los aportes al conocimiento; la clasificacion borrosa y los sistemas de

clasificacion borrosa.

1.1. Operadores de agregacion

La teoria de los operadores de agregacion es tan amplia como ttil en diversos
campos de las ciencias. El problema de agregar, fusionar o representar una cantidad
diversa e incluso heterogénea de valores de entrada en un valor de salida, requiere de
su delimitaciéon para un abordaje mas preciso. En particular, la presente seccion esta

dedicada a esbozar algunas generalidades y nociones basicas sobre los operadores de



agregacion con entradas finitas y sobre el conjunto de los ntimeros reales, especifica-
mente, sobre el intervalo [0,1]. Las definiciones aqui plasmadas corresponden a los
elementos necesarios para el desarrollo de las ideas expuestas en la presente tesis a

partir del Capitulo 2.

Definiciéon 1. [21] Un operador de agregacion

Az 0,1 = [0,1]

neN

es una funcion que satisface:
1. A(0,...,0) =0y A(1,..,1) =1,

2.VneN, sizy <y, ty <y, entonces, A(xq, ..., xn) < AY1y s Yn)

De acuerdo con la Definicion 1, para cada n € N se define un operador de agre-
gacion n-ario A, y, por lo tanto, A se entiende como una familia de operadores de
agregacion n-arios. Para simplificar, en lo que sigue se empleara el término operador
de agregacion para hacer referencia tanto a una familia de operadores de agregacion
n-arios como a los propios operadores n-arios.

Los operadores de agregacion presentan diversas propiedades que permiten su cla-
sificacion y uso segun las caracteristicas que cumplen. En particular, considerando el
trabajo desarrollado por Dombi [37, 38|, los operadores con comportamiento conjun-
tivo y disyuntivo se establecen en tal sentido que el principio de correspondencia sea
satisfecho, es decir, se dice que un operador de agregacion A es conjuntivo si para
cualquier conjunto finito de elementos x1, ..., z,, se cumple que A(zy, ..., x,) = 0 siem-
pre que exista un x; = 0. En la misma linea, se dice que el operador es disyuntivo si
A(xy,...,z,) = 1 siempre que exista un z; = 1.

La anterior perspectiva conforma una versiéon mas general que la planteada en

[39] (incluso ver [45]) bajo la cual, una operador de agregacion A presenta una acti-
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tud conjuntiva si A(zy,...,x,) < min{xy,...,x,} y un operador presenta una actitud
disyuntiva si A(xq,...,2,) > max{zy, ..., T, }.

En la misma linea, siguiendo con lo planteado en [21, 39| (ver también [45]), se
definen algunas propiedades generales que pueden cumplir los operadores de agrega-
cion. A continuacion se definen las propiedades mas relevantes para el desarrollo de

la presente tesis.

Definicion 2. [39] Un operador A es llamado idempotente si satisface

A(z,...,x) =z, para todo x € [0,1]

Definiciéon 3. [39] Un operador A es compensativo si y solo si

min{zy,...,x,} < A(z,...,x) < max{zy,...,z,}.

Definicion 4. [21] Un operador A es llamado simétrico si

para toda permutacion o = (a(1),...,a(n)) de 1,...,n.

Definiciéon 5. [21] Un operador A es asociativo si ¥n,m € N,Vay, ..., Tp, Y1, ooy Y

A1, ooy Ty Y1y oy Ym) = A(A(Z1, s ) A(Y1,s ooy Um))

Definicion 6. [21] Sea A un operador de agregacion. Un elemento e € [0,1] es



llamado elemento neutro de A si, cuando x; = e para algin i € {1,...,n}, entonces

A(le, ,I‘n) = A(l’l, ey Li—1, Tjy1, 7I’n)

A partir de las anteriores definiciones se establecen los operadores promedio:

Definiciéon 7. [/5] Un operador de agregacion A se demomina tipo promedio si A
es un miembro de la clase de operadores compensativos y simétricos diferentes de los

operadores max{xy,...,x,} y min{xy,...,x,}.

Definiciéon 8. [21] Sea A un operador de agregacion. Entonces el operador de agre-

gacion denotado por A? y dado por,

Al wy, ) =1 - Al — 2y, ..., 1 —2)

se denomina un operador dual de A.

En particular, si el operador A cumple que A¢ = A, entonces el operador A se
denomina auto dual o suma simétrica. Tales operadores se encuentran caracterizados

por satisfacer la ecuacion funcional

Alxy,yxn) + Al — 2,y 1 — ) = 1.

Finalmente, se presenta un tipo de funciones particulares que hacen parte tanto
del marco general de los sistemas de clasificacion borrosa como de la propuesta de la

tesis; las negaciones:

Definicion 9. [45] Una funcion n : [0,1] — [0, 1] tal que n(0) =1, n(1) =0 yn es no

creciente, se denomina una negacion. Sin es estrictamente decreciente y continua, se



denomina negacion estricta. Adicionalmente, sin es una negacion estricta y satisface

que n(n(x)) = x, entonces se denomina una negacion fuerte.

Definidas las negaciones, entonces se establece la siguiente definicién denotando

en particular a las negaciones fuertes por N.

Definiciéon 10. [45] Un operador A es estable por la negacion fuerte N si

De forma inmediata se observa que la Definicion 10, es una generalizacion de la

Definicién 8 en tanto se establece para cualquier negacion fuerte.

Establecidas las definiciones bésicas sobre operadores de agregacion, a continua-
cién se presenta un marco de referencia general sobre las medidas de similitud y
disimilitud que permite en particular, ubicar tales medidas en el contexto de lo bo-

I'TOSO.

1.2. Medidas de similitud y disimilitud

Los enfoques de aprendizaje automético para el procesamiento de datos de forma
supervisada o no supervisada, pueden basarse en la comparacion de los objetos de
analisis o sus caracteristicas con respecto a su similitud o disimilitud. El resultado de
tal comparacion puede obtenerse ya sea por calculos matematicos o por algtn tipo de
juicio basado en las percepciones del evaluador o experto. Ejemplos de comparaciones
definidas matematicamente son el uso de medidas de distancia como la Euclidiana, la
de Mahalanobis, la de Minkowski, medidas de correlaciéon o divergencia, probabilida-

des conjuntas, entre muchas otras. Por su parte, los juicios de expertos pueden seguir



diferentes escalas de acuerdo con la extraccion de caracteristicas observables o el uso

de la experiencia acumulada.

Cualquiera sea el caso, existen dos nociones subyacentes que en ocasiones se pre-

sentan como opuestas y en otros casos como complementarias; la similitud y la disi-

militud. En este sentido, para su comprensiéon se hace necesario una caracterizacion

exacta de las propiedades mateméticas que permiten su definicion. En general, se

conciben tales nociones a partir de funciones d,s : X x X — R, con X C R, donde

la Tabla 1.1 sintetiza las propiedades verificables segtin sea el caso.

’ Funciones de disimilitud

Funciones de similitud

Propiedad Definicién Propiedad Definicién
Principio mini- | d(z,z) < d(x,y)A | Principio méaxi- | s(z,y) > s(z,y)A
mo (MIN) dy,y) < d(z,y) mo (MAX) s(y,y) = s(z,y)
No negatividad | d(z,y) >0 No negatividad | s(z,y) > 0
(NN) (NN)
Consistencia dé- | d(z, ) = c4(x) Consistencia dé- | s(z,x) = cy(2)
bil (wC) bil (We)
Consistencia d(z,x) = cq Consistencia s(x,x) = cq
fuertes (sC) fuerte (sC)
Reflexividad d(z,x) = ¢s Normalizado | s(z,x) =1
(R) (Ne)
Simetria (S) d(z,y) = d(y,x) Simetria (S) s(xz,y) = s(y, )
No  degenera- | d(z,y) = d(x,x) V | No degenera- | d(z,y) = d(z,z) V
cion (D) d(x,y) = d(y,y) en- || cion (D) d(xz,y) = d(y,y) en-
tonces x =y tonces x =y
Desigualdad d(z,y) + d(y,z) > | Desigualdad s(z,y) + s(y,z) <
triangular (T) | d(z, 2) triangular s(z, 2)
inversa (r'T)
Desigualdad d(z,y) +d(y,z) > | Desigualdad ul- | mins(z,y) + s(y, z) <
ultramétrica d(zx, z) trasimétrica in- | s(z, 2)
(UM) versa (rUS)

Se establecen d(z,x) = cq(z) v s(z,z) = cs(x) como funciones (¢4, cs : X — R). Fuente [86].

Tabla 1.1: Propiedades matemdticas complementarias verificables en funciones de
simalitud o disimalitud.

De forma inmediata se observa que las funciones de disimilitud generalizan el




concepto de distancia, presentdndose asi la nociéon de distancia como una funcion de
disimilitud que cumple ciertas condiciones. Por lo tanto, las propiedades presentadas
permiten establecer una clasificacion tanto de las funciones de similitud como de las
funciones de disimilitud de acuerdo al cumplimiento o no de tales propiedades. Por
ejemplo, se distinguen dentro de las funciones de disimilitud, la métrica (denominada
también distancia) y la cuasi-métrica, por el cumplimiento o no, de la desigualdad
triangular respectivamente. Por lo tanto, con base en la Tabla 1.1, a continuacion se

presenta un listado de la clasificacion desarrollada en [86]:

» Distancia basica. Si cumple (MIN). Equivalentemente Similitud bésica, si

cumple (MAX).

» Distancia primitiva. Si cumple (MIN) y (NN). Equivalentemente Similitud
primitiva, si cumple (MAX) y (NN).

» Distancia debilmente consistente. Si cumple (MIN), (NN) y (wC). Equi-
valentemente Similitud debilmente consistente, si cumple (MAX), (NN) y
(wC).

» Distancia fuertemente consistente. Si cumple (MIN), (NN) y (sC). Equi-

valentemente Similitud fuertemente consistente, si cumple (MAX), (NN)

y (sC).

» Distancia general o distancia hueca. Si cumple (MIN), (NN) y (R). Equi-

valentemente Similitud general o similitud hueca, si cumple (MAX), (NN)

y (nC).

» Predistancia o premétrica . Si cumple (MIN), (NN), (R) y (S). Equivalen-
temente Presimilitud, si cumple (MAX), (NN), (nC) y (S).

» Cuasidistancia o cuasimétrica. Si cumple (MIN), (NN), (R), (S) y (D).
Equivalentemente Cuasisimilitud, si cumple (MAX), (NN), (nC), (S) y (D).
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» Semimétrica . Si cumple (MIN), (NN), (R), (S) y (T). Equivalentemente Se-
misimilitud, si cample (MAX), (NN), (nC), (S) y (rT).

» Distancia o métrica . Si cumple (MIN), (NN), (R), (S), (D) y (T). Equiva-
lentemente Similitud o similitud de Minkowsky, si cumple (MAX), (NN),
(nC), (5), (D) y (xT).

» Ultramétrica . Si cumple (MIN), (NN), (R), (S), (D) y (UM). Equivalente-
mente Ultrasimilitud, si cumple (MAX), (NN), (nC), (S), (D) y (rUS).

Con base en lo anterior, a continuaciéon se mencionan algunas definiciones ya
clasicas, sobre todo en el ambito de lo borroso que encajan de forma natural en la
clasificacion planteada anteriormente. Tales definiciones seran empleadas a partir del

siguiente capitulo con el fin de establecer procesos de comparacion.

Definicién 11. [62] Sea X un conjunto y w un subconjunto borroso de X x X. En-
tonces w es denominada una relacion de proximidad (también, relacion de tolerancia)

sobre X st se cumplen las siguientes propiedades, Vx,y € X :
1. Reflexiva: w(z,x) =1
2. Simétrica: w(x,y) = w(y,x)
Definiciéon 12. [83] Sea X un conjunto y v un subconjunto borroso de X x X. En-

tonces v es denominada una relacion de similitud sobre X si se cumplen las siguientes

propiedades, Vx,y,z € X:
1. Reflexiva: v(z,x) =1
2. Simétrica: v(z,y) = v(y, x)

3. Min-transitiva: v(z,z) > min{v(z,y),v(y, 2)}



Considerando las definiciones expuestas y en busca de mantener la homogeneidad
en el tratamiento de los términos, en adelante se haréa referencia a las relaciones de
similitud en el sentido de la Definicion 12, las cuales corresponden con las denominadas
funciones de ultrasimilitud. De igual forma, al hacer referencia a las relaciones de
proximidad, de acuerdo con la Definicion 11, se esta haciendo alusion a las funciones
de presimilitud. Finalmente, al abordar las funciones de disimilitud, particularmente
se estara haciendo referencia a las denominadas cuasimétricas.

El uso particular de la medidas planteadas en el parrafo anterior, corresponde con
la necesidad del cumplimiento de las propiedades especificas para el desarrollo de la

propuesta.

A continuacion, se exponen los conceptos y resultados correspondientes a la teoria
de los subgrupos borrosos y que juntos con lo expuesto sobre operadores de agregaciéon
y medidas de similitud y disimilitud, serdn empleados en el marco de la clasificacion

borrosa.

1.3. Subgrupos borrosos

A partir del trabajo pionero de Rosenfeld [97] se ha dado apertura a una amplia
variedad de aplicaciones y desarrollos tedricos sobre la nociéon de subgrupos borrosos,
en particular el trabajo desarrollado en [68] establece la integracion de los concep-
tos de subgrupos borrosos y relaciones de similitud. Esta integracién conduce, como
ocurre en el caso nitido o crisp, a una estrategia de doble via para la construcciéon de
subgrupos borrosos a partir de relaciones de similitud o viceversa.

A continuacién se exponen los conceptos y definiciones necesarias para el desarrollo

de la presente tesis, en el marco de la teoria de subgrupos borrosos.

Definicion 13. /83, 97| El conjunto de todos los subconjuntos borrosos de X es



llamado el conjunto potencia de X y denotado por FP(X). Sea G = (G,+) un grupo

arbitrario y sea p € FP(G). Entonces p es llamado un subgrupo borroso de G si,

1. p(z - y) = min{p(z), W(y)}, Yo,y € Gy

2. plx™h) > p(z), Ve e G !

Ejemplo 1. Sea G = {e,a,b,ab} el grupo cuarto de Klein. El subconjunto borroso de
G definido por p(e) = pu(ab) = 0,7 y p(a) = u(b) = 0,2 es un subgrupo borroso de G.

Definiciéon 14. [83] Sea G un grupo y sea p un subgrupo borrosos de G. Entonces
es llamado un subgrupo borroso normal de G si es un subconjunto borroso Abeliano

de G, es decir, p(z-y) = p(y - x), Vz,y € G.

Uno de los primeros elementos que permite establecer la relacion entre subgrupos

borrosos y relaciones de similitud viene dado por la Proposicion 1.

Proposicion 1. [68] Sea v una relacion borrosa sobre 2. v es una relacion de simili-
tud sobre ) si y solo si cada vy = {(x,y)|v(z,y) >t} es una relacion de equivalencia

sobre Q para todo t € [0, 1].

Considerando las relaciones de equivalencia de la Proposiciéon 1, se establece el

Teorema 1.

Teorema 1. [68] Sea v una relacion de similitud sobre un conjunto finito G. Entonces
existe una operacion binaria - sobre G, tal que G = (G, -) es un grupo y j un subgrupo
borroso de G tal que v(z,y) = p(x-y™) ov(z,y) = plxz™t - y), Vz,y,2 € G, si y
solo st, las clases de equivalencia determinadas por la relacion de equivalencia crisp

vy = {(z,y)|v(x,y) >t} tienen el mismo tamano para todo t € [0, 1].

En el contexto de la relaciones de similitud, se establece la propiedad de ser inva-

riante por traslaciones a través de la Definicion 15.

'En una estructura de grupo (G, *), z~! denota el inverso del elemento x para la operacién *.
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Definicién 15. [68] Sea G un grupo y sea v una relacion de similitud sobre G.
Entonces se dice que v es invariante por derecha si (Vz,y,z € G) v(x,y) = v(x-2,y-2).
De forma similar, se dice que v es invariante por izquierda si (Vz,y,z € G) v(z,y) =
v(z-x,z-y). Se dice que v es invariante por traslaciones si es invariante tanto por

1zquierda como por derecha.

Finalmente, de acuerdo con la Definicion 15, el Teorema 2 establece la conexion
entre una relacion de similitud invariante por traslaciones y un subgrupo borroso

normal.

Teorema 2. [83] Sea v una relacion de similitud invariante por traslaciones sobre
G. Entonces v es un subgrupo borrosos de G x G si y solo si p es un subgrupo borroso

de G tal que p(z) = v(e,z) y p es conmutativo, donde e es el elemento identidad de

G.

Los conceptos y resultados de esta seccion, se fusionaran y aplicaran a los sistemas
de clasificacion borrosa con el fin de consolidar una propuesta para la evaluacion de
particiones borrosas. Por lo tanto, a continuaciéon se presenta el marco de referencia

general sobre clasificaciéon borrosa.

1.4. Clasificacion borrosa

El aprendizaje automatico o machine learning como area de investigaciéon tiene
por objetivo desarrollar métodos computacionales que sean capaces de “aprender”
de acuerdo con la experiencia acumulada. En general, se busca establecer modelos o
sistemas aptos que permitan organizar el conocimiento existente o disenar técnicas que

permitan imitar el comportamiento humano o de un experto de manera automética

[104].
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Una de las ramas con mayores desarrollos dentro del aprendizaje automatico ha
sido el reconocimiento de patrones, la cual ha encontrado en el andlisis clasificato-
rio borroso o difuso (clasificacion borrosa) un enfoque con valiosas herramientas y
aplicaciones durante los tltimos cincuenta anos. El potencial de dicho enfoque radica
en la posibilidad de representar caracteristicas de la informacion expresada de forma
lingiifstica, proporcionar una estimacion o representacion de informacion ambigua o
vaga a través de grados de pertenencia y, dentro de su aplicacion particular en trata-
miento de imégenes, extraer regiones y caracteristicas de imégenes poco nitidas o mal
definidas [81]. En general, se han convertido en una poderosa herramienta para mode-
lar e imitar procesos cognitivos del ser humano, especialmente aquellos relacionados
con aspectos del reconocimiento de patrones [92].

Los subconjuntos borrosos en general, y el proceso de la clasificaciéon borrosa en
particular, han tenido un lugar relevante en el desarrollo e implementacion de las me-
todologias y teorias frente al aprendizaje no supervisado. Evidencia de su participa-
cion es el amplio desarrollo de produccion académica (articulos cientificos) generados
alrededor del clustering como técnica de clasificacion no supervisada y la intensidad
con la cual la logica borrosa en sus diversas facetas ha sido protagonista en los ultimos
30 afios. La Figura 1.1 presenta un mapa de conocimiento? que revela la relacion entre
los conceptos. Como eje central del mapa se establecen los términos de unsupervised
learning y clustering, a partir de ellos se ubican todos los términos con los cuales
se presentan coincidencias dentro de la produccién académica. Este proceso se esta-
blece mediante el rastreo de palabras claves y titulos de los documentos académicos.

Conforme méas cerca se encuentra un términos a la zona central (zona de unsupervi-

2La buisqueda para la generacion del mapa de calor (densidad) se realizé a inicios del afio 2020
(16/01/2020) en la base de Wos (Web of sciences), bajo la sintaxis “unsupervised classification
(AND) clustering”, se ha filtrado por articulos cientificos y capitulos de libros, junto con la seleccion
de palabras claves. La busqueda gener6 un total de 19.432 documentos. Se observa que las palabras
fuzzy, fuzzy sets, fuzzy logic, fuzzy c-means y clustering, se encuentran en una zona de calor proxima a
clustering y unsupervised learning. De igual forma, se evidencia una amplia relaciéon con los términos
image segmentation y similarity measure.
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sed learning y clustering), mayor cantidad de produccion académica involucra tales

términos.

cluster oyt

fizy  image segmentatiol

self-organizing map

 k-means clustering

unsupervised learning s

. similarity measure
| fuzzy sets p
fuzzy logic training

big data
fuzzy c-means clustering

etrieval

5'%5 VOSviewer

Elaboraciéon propia

Figura 1.1: Relacion de densidad entre los conceptos de Unsupervised learning, clus-
tering y fuzzy. Mapa de calor representado con VOSviewer.

La clasificacion borrosa se puede definir como el célculo del grado de pertenen-
cia de un objeto a una o varias clases en las cuales ha sido particionado el espacio
tratado [89]. En otras palabras, la clasificacion borrosa es el proceso por el cual se
agrupan elementos en conjuntos borrosos a través de una funciéon de pertenencia que
caracteriza la intensidad de verificaciéon de una funcion proposicional borrosa [59].

Los inicios de la clasificacion borrosa se hallan soportados en el trabajo desarro-
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llado por Bellman, Kalaba y Zadeh [9], en el cual a partir de la nocién de conjunto
borroso planteada por Zadeh [118] se proponen las operaciones de abstraccion y gene-
ralizacion en el reconocimiento de patrones. La abstraccién consiste en la estimaciéon
de las funciones de pertenencia fa fp : © — [0, 1] de dos conjuntos disyuntos (difusos
omno) Ay B en un espacio (2 sobre la base del conocimiento de las muestras de n pun-
tos, aq...ay,, que se sabe pertenecen a A y m puntos, [31...0,, que se sabe pertenecen
a B. Una vez realizada la estimacion o disenio de la funcion f, esta se emplea para
calcular los valores de nuevos puntos. En esto consiste la operacion de generalizacion.
En particular, este proceso describe lo que se conoce como una tarea de aprendizaje
inductivo supervisado de clasificaciéon borrosa.

De acuerdo con Kaufmann. et. al. [60], en términos generales la clasificacion bo-
rrosa puede ser deductiva o inductiva. Es decir, se denomina deductiva cuando se
clasifica mediante el uso de funciones de pertenencia predefinidas por seres humanos
expertos, como ocurre en el caso de la clasificacion de tuplas en una base de datos
relacional (ver [79]). En contraste, se denomina inductiva cuando la clasificacion se
establece a partir del conjunto de datos analizado. En este ultimo caso, la clasificacion
borrosa puede generarse de forma supervisada o no supervisa. De forma muy general,
se puede decir que se considera un enfoque supervisado cuando existe una particién
previa del espacio y por ende los datos se encuentran etiquetados en alguna clase. En
contraste, bajo un enfoque no supervisado, se parte de un conjunto de datos sin eti-
quetar en tanto no existe un conjunto de clases preestablecidas. Este ultimo enfoque
corresponde con el eje central de la propuesta planteada en la tesis, por lo tanto, de
acuerdo con la clasificacion dada por [60](ver Tabla 1.2), se profundiza en los modelos
referidos a enfoques no supervisados de clasificacion borrosa, conglomerados borrosos,

o fuzzy clustering.
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] Clasificacién Borrosa \ 1 \ 2 \ 3 \ 4 \ 5 \ 6 \ 7 \ 8 ‘

Conglomerados borrosos |7, §] M|A|F|D|L|BT|Mu

Basados en reglas |2, 33, 49, 53-55, 76, 89] I DI | M | S| F |Lo| N | B | Mu

Sistemas Neuro-borrosos [80] I {[M|S|G|D|N| B |Mu
Arboles de decision borrosos [52, 91| I [ M|S|H|Lo|N| T S

Arboles de clasificacion borrosos [32] I  [M|S|H|Lo|N| T | Mu
Arboles con patrones borrosos [103] I [ M|S|H/ D|N| B S
Maquinas de soporte vectorial borroso I | M|S|F|D|L| T S

31, 71, 72|

Clasificadores de Kernel borroso [1] I [ M|S|{F|D|N| T | Mu

Generacion de funciones de pertenencia | DI | U | S |F | D | N| B S
3, 63, 85, 90, 110]

Tabla 1.2: Descripcion general de los enfoques existentes para la clasificacion borrosa

Y sus caracteristicas.

1. Clasificacion: deductivo (D)/inductivo (I) 2. Espacio de entrada: Univariado (U)/Multivariado
(M) 3. Modo de entrenamiento: Supervisado (S)/Auténomo (No supervisado) (A) 4. Estructura
del modelo: Grafico (G)/Jerarquia (H)/Funcion (F) 5. Procesamiento: Logico (Lo)/Controlado por
datos (D) 6. Discriminacion de la clase objetivo: lineal (L)/posiblemente no lineal (N) 7. Direccion
del modelo: Bottomup (B)/Topdown (T) 8. Salida del modelo: Clase tnica (S)/Multiclase (Mu).
Fuente [60].

1.4.1. Conglomerados borrosos. Fuzzy clustering

Frente al problema de reconocimiento de patrones en un conjunto de objetos desde
un enfoque no supervisado, las técnicas de andlisis de conglomerados o clustering se
presentan como una alternativa para su tratamiento. Tales técnicas tienen por objetivo
la division del conjunto de elementos u objetos en varios grupos o clisteres a través de
una medida de similitud. En particular, se busca agrupar los elementos de tal forma
que los miembros que pertenecen a un grupo sean lo mas similares posibles, mientras
los miembros de diferentes grupos sean lo méas disimilar posible.

En principio, las técnicas en el marco de lo nitido o crisp suponen que existen
grupos disyuntos en el conjunto de objetos, por lo tanto, la asignacién o pertenencia
de cada elemento a cada grupo o clister es tnica. Sin embargo, en muchos casos los
clisteres no cumplen con dicho supuesto y la separacion entre los grupos se presenta

como una nocién borrosa, es decir, cuyos limites no se encuentran claramente defini-
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dos. Bajo esta perspectiva, las técnicas de clustering borroso surgen como mecanismos
que permiten el tratamiento de esta situacion particular, estableciendo la pertenencia
de cada objeto o elemento a diversos clisteres a través de grados de pertenencia.

Para obtener la agrupacion de los elementos, las técnicas de clustering (nitidas
o borrosas), por lo general, se basan en la aplicacion de dos tipos de algoritmos;
los algoritmos basados en una funcién objetivo también conocidos como iterativos,
o mediante algoritmos jerarquicos. A continuacién se exponen algunas generalidades
sobre ambos algoritmos para posteriormente, en la Seccion 1.4.1.1, profundizar en
los algoritmos iterativos borrosos debido al interés particular de la presente tesis; la
evaluacion de particiones borrosas.

En general, los algoritmos jerarquicos producen un dendrograma que representa
la agrupacion anidada de patrones y niveles de similitud en los que cambian las
agrupaciones. De estos, los algoritmos de enlace tinico y enlace completo son los més
populares. Estos dos algoritmos difieren en la forma en que caracterizan la similitud
entre un par de grupos. En el método de enlace tnico, la distancia entre dos grupos
es el minimo de las distancias entre todos los pares de patrones extraidos de los
dos grupos (un patron del primer grupo y el otro del segundo). En el algoritmo de
enlace completo, la distancia entre dos grupos es el méximo de todas las distancias por
pares entre patrones en los dos grupos. En cualquier caso, dos grupos se fusionan para
formar un grupo més grande basado en criterios de distancia minima. El algoritmo
de enlace completo produce grupos estrechamente unidos o compactos [56].

Por su parte, los algoritmos de agrupacion iterativos obtienen una tinica particion
de los datos en lugar de una estructura de agrupacion, como el dendrograma producido
por una técnica jerarquica. Uno de los problemas méas notorios y de mayor interés
en el trabajo con este tipo de algoritmos es la eleccion del nimero de grupos de
salida deseados. Las técnicas de particion generalmente producen grupos al optimizar

una funcion de criterio definida localmente (en un subconjunto de los patrones) o
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globalmente (definida en todos los patrones). En la practica, el algoritmo generalmente
se ejecuta varias veces, es decir de forma iterativa, con diferentes estados de inicio, y
la mejor configuracién obtenida de todas las ejecuciones se utiliza como la agrupacion
de salida.

A continuaciéon se presentan los elementos mas relevantes de los algoritmos ite-
rativos borrosos y se expone unos de lo mas ampliamente usado, el algoritmo fuzzy

c-means.

1.4.1.1. Algoritmos particionales borrosos

Los primeros desarrollos sobre algoritmos particionales borrosos se dan gracias
al planteamiento de Zadeh [119] frente a las denominadas relaciones de similitud. A
partir de tal concepto, se establecen los agrupamientos borrosos basados en relaciones.

En un primer trabajo, Tamura et al. [109] establecen un método de clasificacion
de patrones empleando relaciones borrosas a partir de informacién subjetiva. Los
autores proponen un procedimiento en n pasos a partir de la composiciéon de relacio-
nes borrosas. Se inicia con una relacién borrosa reflexiva y simétrica R en sobre un

conjunto de elementos X y se muestra que existe un n tal que

I<R<R<..<R'"= R = .. = R*® cuando X es un conjunto finito de

elementos.

Siendo representadas las relaciones por matrices, I es la matriz [r;], tal que

1 sit=y
Tij
0 sii#j
Con base en lo anterior, R" es usada para definir una relaciéon de equivalencia R)

dada por la regla, Ry(z,y) = 1 siy solo si, A < R"(z,y); de hecho R"™ es una relacion

de similitud. De igual forma, los datos quedan particionados por R".
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Posteriormente, Dunn [43] realiza algunas mejoras al algoritmo tanto en tiempo de
calculo como en requisitos de almacenamiento proponiendo un método para calcular
R™.

Especificamente, los algoritmos basados en la funcion objetivo (o algoritmos de
agrupamiento iterativos) determinan para el espacio de caracteristicas una particion
que se busca sea 6ptima minimizando una funcién objetivo. Es decir, dado un conjunto
de objetos X = {1, 9, ..., 2, } N0 etiquetados y que pertenecen al espacio euclideo
R?, se propone realizar una particion de estos elementos en un conjunto C' de n grupos
o conjuntos borrosos con respecto a un criterio dado, es decir, se busca asignar un
grado de pertenencia iz, con k=1,2,....m, y coni=1,2,....,n, a cada elemento de
X.

Usualmente, el resultado de la agrupacion es representada a través de una matriz
de particion U, la cual indica la estructura detectada en el estudio de los datos. Dicha
matriz consta de n columnas y m filas, U = [uy], en la cual, las filas corresponden a la
agrupacion obtenida. El elemento (i, k) de U indica el grado de pertenencia del objeto
k en el grupo o claster i [92]. Bajo esta perspectiva, surgen de manera natural ciertas
restricciones al problema abordado en cuanto a la particion deseada del conjunto de
datos. El primero en abordar tal aspecto fue Enrique Ruspini [100] quien establece

que para el caso de una particiéon borrosa se debe cumplir:

1. El total de la pertenencia de los elementos z;, € X a todas las clases debe ser

igual a 1, es decir,

Z,uik =1, paratodo 1 <k <m
i=1

por lo que cada objeto xz, puede pertenecer a varias clases, con cierto grado, y

el grado total de pertenencia es distribuido entre todas las clases.

2. Cada grupo o clister construido es no vacia y diferente del conjunto total de
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datos, es decir,

m
m>Zuik>0, paratodo 1 <:i<n
k=1

En esencia, lo propuesto es una generalizacion del concepto clésico de particion
en conjuntos.

El trabajo propuesto por Ruspini dio paso a la generaciéon de diferentes algorit-
mos para determinar agrupamientos borrosos. En principio se encontraron algunos
fallos con relaciéon al manejo de gran cantidad de datos como lo planted el mismo
Ruspini [101]. Tal problema se mejor6 en gran medida tanto de forma tedrica como
computacional segin se expone en [102]. Sin embargo, otra ideas para mejorar el pro-
blema relacionado con el volumen de datos lo trabajaron Gitman y Levine en [47],
quienes plantean un algoritmo basado en el concepto de conjunto borroso unimodal
como equivalente al concepto de a-cortes planteado por Zadeh, el cual establece una
particiéon del conjunto de datos a partir del maximo grado de pertenencia.

En la misma linea, Dunn [41-43], plantea en analogia al algoritmo ISODATA
(Iterative Self-Organizing Data Analysis Techniques|6]) un algoritmo basado en las
particiones borrosas para detectar la presencia o no de agrupamientos compactos
y bien separados. Bezdek [12, 13|, aplica y avanza en el estudio del algoritmo y
posteriormente generaliza lo hecho por Dunn en [14].

Los trabajos desarrollados por Bezdek, cuya esencia se encuentra en la extension
al campo de lo borroso del algoritmo k-medias [74], desembocan quizas en uno de
los algoritmos méas ampliamente usado y popularizados [56], y cuya aplicacion se ha
extendido por més de tres décadas; el algoritmo fuzzy c-means.

El desarrollo del fuzzy c-means se encuentra basado en minimizar la funciéon ob-

jetivo
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BXUV) = SO - w4 (L1)

i=1 k=1

sujeto a la restriccion zn:uik = 1 para todo k=1, ..., m.
=1

Para las Ecuacion Z1.1 se tienen los siguientes parametros: X corresponde al con-
junto de elementos de cardinal m, z; es el k-ésimo elemento de X, C' corresponde al
numero de clisteres, p;x € U es el grado de pertenencia de xj, al cluster ¢, v; € V es el
centro del i-ésimo cluster o vector prototipo del conjunto borroso p; con 1 <i < ny,
b € [1,00) es un valor que determina el grado de borrosidad de los clusteres resultan-
tes y se denomina parametro de borrosidad, o exponente de ponderacion. En general,
cuanto mas grande sea b mayor grado de borrosidad se establece entre los cluster, es
decir, existe mayor superposicion de los clusteres o en otras palabras, sus fronteras
son menos nitidas. En el caso contrario, a medida que b se acerca a 1, el agrupamien-
to tiende a establecer clusteres claramente diferenciados. De acuerdo con lo anterior,
el exponente de ponderacién controla los grados de pertenencia que comparten los
elementos de X entre los clusteres.

Por otro lado, la distancia ||z, — v;||% esta definida a partir de la matriz A y se

establece de acuerdo con la Ecuacion 1.2,

llzr = vill4 = Dy = (21 — vi) " Al — va). (1.2)

La particion generada por el algoritmo fuzzy c-means se lleva a cabo mediante
la optimizacion iterativa de la Ecuacion 1.1, con la actualizaciéon de los grados de
pertenencia ju;;, y los centros de los clisteres v;, dados por la Ecuacion 1.3 y la Ecuacion

1.4 respectivamente,

1
iy = ————————5— (1.3)

" -1
Z Diga \°~
; Djpa
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conl<i<nyl<k<m.

N b
Z:uikxk
k=1

v = (1.4)
ZM?k
k=1

con 1l <i<n.

El algoritmo se detiene cuando se cumple que max;  ||/; " — 1,|| < €, donde € es
un criterio de parada entre 0 y 1, y 5 corresponde con el paso de iteracion. Debido a
que imk = 1 para todo k =1, ..., m, se cumple que m > iuik > (0, para todo 1 <
1 < ;1:.1A partir de la Ecuacion 1.4, se establece que los ce];:tios v; corresponden con
la media ponderada de los objetos que pertenecen a un clister, donde los pesos de
ponderacion son los grados de pertenencia.

Considerando lo expuesto hasta el momento, el algoritmo fuzzy c-means se expresa
de la siguiente forma:

Paso 1. Considere un conjunto de objetos X de cardinal m, x = {xy, ...,z }.

Paso 2. Fije el nimero de clusteres n, 2 < n < m y, el criterio de parada e.

Paso 3. Fije un exponente de ponderacion (borrosidad) b.

Paso 4. Inicialice la matriz U,,x¢ con valores aleatorios tal que p € [0,1] y

iﬂik = 1.

llgilso 5. Calcule los centros de los clisteres v; empleando la Ecuacion 1.4.

Paso 6. Actualice la matriz U de acuerdo con la Ecuacion 1.3.

Paso 7. Repita desde el paso 5, actualizando los centros v;, si max; s ||y — i, ||

es mayor que el criterio de terminacion e.

En particular, cuando en el algoritmo se considera la distancia Euclidiana, se
emplea la matriz A = I, la matriz identidad y, el algoritmo se enfoca en detectar
grupos esféricos. De igual forma, un aspecto relevante en el uso del fuzzy c-means es

que, aunque en el proceso de optimizacion iterativo, no existan garantias de un valor
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6ptimo, las amplias y variadas aplicaciones en las cuales se ha usado el algoritmo
demuestran que el método funciona muy bien [11].

Otro de los aspectos que resalta la relevancia del algoritmo, han sido las multiples
modificaciones y variantes que se han planteado alrededor del mismo. Las dos mas
conocidas son probablemente la modificacion de Gustafson-Kessel (ver [50] , ver tam-
bién [99]) y la modificacion basada en distancias relativas a los primeros componentes
principales (ver [14]).

En el primero, la distancia Euclidiana se reemplaza por una distancia de Mahala-
nobis con una matriz de dispersion borrosa que depende de los centros de los clusteres
estimados. Para evitar la soluciéon trivial de u = % para todo ¢ y j, las restricciones
en los volumenes de los grupos deben definirse antes de la optimizacion. La modifi-
cacion de Gustafson-Kessel del FCM (GK-FCM) es adecuada para situaciones donde
los clusteres presentan forma elipsoidal [44].

Frente a los desarrollos sobre algoritmos y técnicas de agrupamiento borroso ba-
sados en el concepto de particion planteado por Ruspini, en [92]| y particularmente en
[115] se encuentra una amplia revision de los avances tanto teéricos como précticos.

De forma clara, unos de los conceptos fundamentales en el desarrollo de los algo-
ritmos de agrupamiento y en general, en los enfoques de clasificacién borrosos, es el
concepto de particion del espacio de caracteristicas. Como se ha visto, la idea plateada
por Ruspini ha generado grandes avances y ha sido uno de los referentes fundamen-
tales de la teoria desarrollada, sin embargo, Krishnapuram [66] plantea un tipo de
particion mas general que la particion borrosa, denominada particiéon posibilistica y
bajo la cuél la particion de Ruspini aparece como un caso particular. Dicha parti-
cion, flexibiliza una de las restricciones planteadas en [100| definiendo la particion
posibilistica como aquella que cumple para cada funciéon de pertenencia g € [0, 1]

k=1,2,...m,1=1,2 ...,n las siguientes condiciones:
1. 34, pir > 0,VEk, es decir, cada objeto x; tiene un grado de pertenencia a al menos
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un cluster y los grados de pertenencia de cada elemento a todos cluster no debe
n
cumplir la restriccion Y = 1.
i=1
2. Cada grupo o clase construida es no vacia y diferente del conjunto total de

objetos, es decir,

m
m>2uik>0, paratodo 1 <:i<n
k=1

Bajo este concepto de particion, no todos los patrones en un mismo grupo son
equivalentes, algunos patrones son mas representativos o tipicos que otros. Un patron
es tipico si es similar a los otros miembros del grupo al que pertenece y esta muy
cerca del prototipo (centro del grupo o clase). Un patron es atipico si estd muy
alejado del prototipo, por lo tanto es poco representativo del grupo, pero tiene alguna
caracteristica que lo hace pertenecer al grupo [67]

En general, las diferencias entre las particiones del espacio de caracteristicas plan-
teadas por Ruspini y Krishnapuram, junto con una particiéon convencional, se pueden
ver por un lado, considerando la interpretacion de la funcion p,, v por otro, a través
de la flexibilizacion de la primera condicién, es decir, la pertenencia de los objetos a
todas las clases de la particion no deben sumar uno [78].

Con la anterior idea en mente, se han propuesto distintas variantes al algoritmo
fuzzy c-means. Por un lado, se han desarrollado variantes especificas considerando la
flexibilizacion de Krishnapuram, dentro de las cuales se encuentra, el algoritmo Pos-
sibilistic Fuzzy C-Means (PFCM) [64, 65], el algoritmo Possibilistic C-Means (PCM)
[66, 67], v el algoritmo fuzzy Possibilistic C-Means (FPCM) [88], los cuales funcionan
bastante bien para grandes conjuntos de datos, aunque presenten debilidades en datos
con ruido o son sensibles a los valores de inicializacion. Por otro lado, se encuentran
algunas generalizaciones que incorporan nuevos componentes al algoritmo (ver [116],

[117]) y finalmente, se propone un algoritmo fuzzy c-means condicional para permitir
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la agrupacién de vectores de datos en condiciones basadas en los términos lingiiisticos.
En este caso, cada vector de datos z;, tiene un dato o variable auxiliar asociada y. Los
vectores de datos se agrupan en condiciones basadas en algunos términos lingiiisticos
definidos en la variable auxiliar. Estos términos lingiiisticos se tratan como conjun-
tos borrosos (o relaciones cuando se trata de un vector). Por ejemplo, si el vector
x), corresponde a los registros de una base de datos médica, entonces una variable
auxiliar puede corresponde a la edad y la funcién de pertenencia tendra asociado los
grados correspondientes a una categoria como joven. . Esta tltima variacion es capaz
de manejar datos con valores atipicos [70]

La consideracion de flexibilizar la particiéon propuesta por Ruspini, ha sido un
aspecto a considerar en la propuesta desarrollada por A. Amo et al. [5], referencia
fundamental en el desarrollo de la presente tesis. En tal propuesta, se formula un
sistema de particion borrosa bajo el cual la particion de Ruspini aparece nuevamente
como un caso particular. Por su interés particular, dicho sistema se profundiza en la

Seccién 1.5.

1.4.1.2. Validacion de clusteres. Indices

Uno de los mayores desafios dentro de la clasificacion borrosa no supervisada
corresponden a establecer mecanismos, a veces deseable que sea tnico, para validar
los resultados obtenidos.

En la busqueda de algoritmos que puedan identificar de la mejor manera la estruc-
tura presente en los datos, la clasificaciéon borrosa no supervisada ha surgido como
una alternativa en los problemas en los que los grupos no son completamente disjun-
tos; especificamente, en la practica, en muchos casos la separaciéon de grupos es una
nocion borrosa.

En cualquier caso, surgen varias preguntas interesantes en la implementacion de

algoritmos de clasificacion: ;Cémo determinar, a partir de un conjunto de algoritmos
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dados, aquel que da mejores resultados, con mayor validez, mas utiles? O, jcémo
determinar el ntumero apropiado de clasteres en un conjunto de datos? De hecho,
estas preguntas se refieren a cémo es posible validar que la particion resultante es una
“buena particion”.

En particular, para responder a la segunda pregunta en el caso borroso, se han
establecido en la literatura varios indices que miden la borrosidad de los grupos o
conglomerados, las estructuras borrosa de los datos, la compacidad intragrupo, la se-
paracion, entre otros. Dentro de los indices mas utilizados se destacan, por ejemplo,
el coeficiente de particion de Bezdek (PC) [12], entropia de particion (PE) [14], co-
eficiente de particion modificado [35], el indice de Xie-Beni [114], average silhouette
width criterion [98], Silueta borrosa (Fuzzy Silhouette) [22].

Aunque los indices de validacion son independientes del algoritmo utilizado, varias
propuestas han utilizado el algoritmo fuzzy c-means en su aplicacion [51, 108, 113]. Sin
embargo, cada indice permite evaluar el rendimiento del procedimiento de agrupacion
de acuerdo con diferentes propiedades, lo que hace muy dificil identificar una sola
medida de rendimiento que resuma adecuadamente toda la informaciéon relevante
para evaluar el resultado de la agrupacion.

En general, se considera que un proceso de validacién de agrupamientos adecuado
requiere la calibracion de varias propiedades o caracteristicas extraidas de los clister
o de la particién obtenida. Por lo tanto, es pertinente establecer un criterio que
permita que la particién sea evaluada tanto por criterios externos como internos. Los
criterios internos consideran medidas que evaliian por separado diferentes propiedades
o caracteristicas inherentes a la particiéon que se esta considerando. Por ejemplo, los
indices mencionados anteriormente corresponden a criterios internos. En este caso, los
indices propuestos permiten evaluar propiedades especificas de la estructura obtenida,
y no existe una manera directa de agregarlos a todos en un indice general. Bajo esta

perspectiva, corresponde al tomador de decisiones elegir la propiedad o el conjunto
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de propiedades que se deben verificar mediante el procedimiento de agrupacion.

Los criterios externos generalmente consideran evaluar la estructura de agrupa-
miento resultante comparandola con una particion independiente de los datos de
acuerdo con cierta intuicién sobre la estructura de agrupamiento del conjunto de da-
tos [36], o en el caso borroso, comparéndola con un particién nitida o crisp. De esta
manera, la particion nitida representa el caso ideal en el que, por ejemplo, los bordes
de una imagen, es decir, los bordes de los grupos, estédn claramente definidos.

De acuerdo con [111] la mayoria de indices existentes pueden ser clasificados como
aquellos que usan exclusivamente la matriz de los valores de pertenencia y los indices
que emplean tanto el conjunto de objetos clasificados como las matriz de pertenencia.
A continuaciéon se enuncian algunos de tales indices. Se recuerda la notaciéon X =
{1, ...,z } corresponde al conjunto de objetos a clasificar, U = [ux|mxn representa
la matriz de particiéon borrosa compuesta por los grados de pertenencia del objeto xy

al claster i, y V = {vq,...,v,} corresponde con los centros de los clasteres.

1. El coeficiente de particion (CP), propuesto por Bezdek [12], indica el promedio
relativo correspondiente a la pertenencia compartida entre pares de subconjun-
tos borrosos en U. Los valores del indice varfan en [+, 1] y entre mas alto se el

valor obtenido, mucho mejor. El CP se define como

P =SS0

i=1 k=1

2. El indice de entropia (IE), propuesto por Bezdek [14], es una medida escalar
de la cantidad de borrosidad en U, entre mas bajo sea el valor, mucho mejor la

particiéon obtenida. El IE esta dado por

IE = _%ZZNM log,, ik

i=1 k=1
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3. El coeficiente de particion modificado (CPM), propuesto por [35], busca reducir
la tendencia evolutiva mondtona que presentan el CP y IE con respecto al
namero de clasteres n. Los valores del indice oscilan en [0, 1] y al igual que el
PC, cuanto més alto sea el valor obtenido, mucho mejor. E1 CPM esta dado
aplicando una transformacion lineal de PC dada por

n

CPM=1-

(1- PC).

n —

Lo indices anteriores basan su mediciéon en el uso exclusivo de la matriz de perte-
nencia de la particion. Los siguientes indices emplean adicionalmente el conjunto de

datos clasificados.

1. Indice de Xie-Beni (XB), desarrollado en [114], se encuentra centrado en la
mediciéon de dos propiedades, compacidad y separacién. En particular el nume-
rador de la siguiente expresion mide la compacidad de la particion borrosa y el

denominador la fuerza de separaciéon de los clasteres,

> 3wl — il
X B = i=lk=1

mmin; g ||v; — vg||?

2. Indice de Kwon, (Kwon), desarrollado en [69] busca eliminar la tendencia a dis-
minuir mon6étonamente cuando el nimero de conglomerados se acerca al nimero
de puntos de datos del indice XB. Para lograr esto, se introdujo una funciéon de
penalizacion en el numerador del indice de Xie y Beni, por lo tanto, el indice

de Kwon se define como

m n 1 m
> 2o killmn — vl [P+ ¢ 30 o — il
k=1i=1 k=1

Kwon = - 5
mmin,zy, ||[v; — vgl|
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Un amplia variedad de indices se han establecido bajo distintas propiedades. Por
ejemplo, en [113] se amplia el concepto de compacidad y separacion de una particion
borrosa. En [46] se aborda el concepto de hipervolumen y densidad y en [95], se
profundiza en la variaciéon de dispersion intraclister. Para los efectos de la presente
tesis, se consideraran los indices descritos correspondientes a CP, IE, CPM, XB y
Kwon, por tener un uso generalizado y un reconocimiento ya establecido a partir de

su abordaje en distintas aplicaciones.

1.5. Sistemas de clasificacién borrosa

Los enfoques revisados hasta el momento, aunque han permitido abordar una
gran variedad de problemas sobre clasificacion y han impulsado de forma notoria
los desarrollos tanto teéricos como practicos, presentan en particular algunas criticas
importantes:

1. El concepto de particion borrosa propuesto por Ruspini puede ser entendido en
general como un sistema de clasificacion borroso deseable. Sin embargo, en diversas
aplicaciones reales se convierte en una restriccion que los decisores (al menos en una
primera etapa) no son capaces de cumplir. De igual forma, es posible que la familia
de clases en consideracion se encuentre muy lejos de definir dicha particion [4].

2. La particion borrosa tipo rejilla junto con la generaciéon de reglas borrosas para
problemas de clasificacion de alta dimensionalidad tiene una deficiencia significativa:
conforme aumenta la dimension del espacio, el nimero de reglas crece de manera expo-
nencial y su desarrollo algoritmico en términos de complejidad y tiempo de ejecucion
también es demasiado elevado [30], [40].

3. Cai y Kwan [20] establecen que la mayoria de los sistemas existentes basados
en reglas borrosas tienen dificultades para derivar reglas de inferencia y funciones de

pertenencia directamente de los datos de entrenamiento. Sin embargo, la generaciéon
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de funciones de pertenencia a partir de datos tienen varias ventajas como los son:
menores costos de configuracion para la construccion de sistemas borrosos y la bus-
queda y visualizacién de asociaciones ocultas en los datos utilizando las funciones de
pertenencia. Wijayasekara y Manic [112] mencionan que los métodos basados en la
generacion de una funcion de pertenencia pueden aumentar la comprensibilidad de los
clasificadores borrosos. Sin embargo, como sefialan Makrehchi y Kamel |75], generar
funciones de pertenencia borrosas a partir de datos reales es una de las cuestiones
més dificiles en el diseno de sistemas borrosos.

4. En ocasiones, no se considera que el proceso de clasificacion es altamente de-
pendiente de la familia de clases en consideracion, lo cual hace que el establecimiento
de la funcion de pertenencia p(z) para cada clase se considere como un problema
aislado de otras clases.

5. No existe un método 6ptimo. A mayor complejidad, los problemas requieren
del uso simultaneo de enfoques alternativos [4].

A partir de lo anterior, A. del Amo, Montero, Biging y Cutello [5] plantean un
sistema borroso de clasificacion mediante el empleo de funciones de agregacion desde
un enfoque recursivo. Es decir, a partir del enfoque clasico de agregacion de la infor-
macion mediante un solo indice (reglas conjuntivas asociativas), se extiende la nocion
de asociatividad a través del establecimiento de reglas recursivas.

Teniendo como marco de referencia los trabajos desarrollados por Dombi [37], [3§|
sobre operadores de agregacion, se plantea en una primera fase, un enfoque alternativo
para aquellos conectivos no asociativos mediante el uso del concepto de recursividad

[34]. Formalmente se tiene:

Definiciéon 16. [5] Una regla recursiva p es una familia de operadores de agregacion

{pn : [O’ 1]n - [07 1]}n>1
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tal que existe una regla de ordenamiento m y dos secuencias de operadores binarios
{Lo 1012 = [0t y {Ru 5 (0,17 = [0,1]}buss tal que para cada n y pa-
ra cada (al, ...,an) IS [0, 1]”, pn(aw(l),...,aﬁ(n)) = Ln(pn,l(aw(l),...,aﬂ(n_l)),aﬂ(n)) =

Rn(aﬂ'(l)7 Pn—1 (aw(Q)a x) aﬂ(n))-

Una regla recursiva es una familia de operadores que permite un ajuste secuencial
mediante una aplicacion sucesiva de operadores binarios, una vez que los datos se
han ordenado correctamente: la regla de ordenamiento asegura que los nuevos datos
no introduzcan modificaciones en la posicion relativa de los datos ya ordenados. La
recursividad asegura la consistencia de dicha familia de operadores al suponer que
dicha regla es operativa, en el sentido de que puede evaluarse tanto por izquierda
como por derecha mediante una secuencia de operadores binarios.

Una regla recursiva estandar seré aquella cuyo orden esta dado por la identidad,
es decir, la regla de ordenamiento que mantiene el orden de los datos tal como son
proporcionados. Por lo tanto, la recursividad de hecho permite la generalizacion de
la asociatividad, es decir, en caso de que dicha secuencia de operadores binarios esté
dada por un operador binario tnico (L; = R;, para todos 1,j), entonces se esta
haciendo referencia a una regla basada en un operador binario asociativo.

Las reglas recursivas constituyen un mecanismo formal y elegante para tratar agre-
gaciones con numero arbitrario de elementos. Ademés, el enfoque recursivo permite
que este mecanismo sea robusto ante cambios en la cardinalidad de los datos, ya que
garantiza que todos los operadores en una familia de funciones de agregaciéon estén
estrechamente relacionados con un procedimiento de agregacion tinico: los operadores
binarios que construyen la regla recursiva (ver también [96]). Lo anterior es ttil en el
contexto de la clasificaciéon no supervisada, donde el nimero de clases en las cuales
los datos tienen que ser segmentados es tipicamente desconocido a priori. En este
contexto, las reglas recursivas proporcionan un mecanismo robusto para lidiar con la

agregacion de informacion de clases diversas para un ntamero diferente de clases [5],
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evaluando automaticamente el rendimiento de la clasificacion. A partir de las reglas
recursivas se definen entonces los sistemas de clasificacion borrosa, en adelante FCS

por sus siglas en inglés (fuzzy classifications systems).

Definicion 17. [5] Sea X un conjunto finito de objetos. Un sistema de clasificacion
borrosa es una familia C' de n clases borrosas, donde cada c € C' tiene asociada una
funcion de pertenencia p. : X — [0, 1], junto con una tripleta recursiva (¢, ¢, N) tal

que

1. ¢ es una regla recursiva estindar, donde ¢ (0,1) = ¢o (1,0) =0;

2. N :[0,1] — [0,1] es una negacion fuerte, es decir, una funcion continua estric-

tamente decreciente tal que N(N(a)) =a, V a € [0,1];

3. @ es una regla recursiva estandar tal que, Vn > 1,

onlar,...,an) = N Yo, (N(ar), ..., N(ay)], V(ay, ...,a,) € [0, 1]

Algunos resultados son inmediatos a partir de la consolidacién de los FCS. Por
un lado, se observa que el operador ¢ es un operador conjuntivo, debido a que
on(x1,...,x,) = 0 siempre y cuando exista un j € {1,...,n} tal que z; = 0. Co-
mo consecuencia directa, ¢ es un operador disyuntivo debido a que @, (1, ...,x,) =1
siempre y cuando exista un j € {1,...,n} tal que z; = 1. Por otro lado, como criterio
general un FCS establece que un particiéon borrosa sera mejor cuanto méas altos sean
los valores para ¢ y méas bajos sean los valores para ¢.

Bajo este marco de referencia, los FCS se propusieron como una estructura que
permite la evaluacion de la clasificacion establecida a partir de las tripletas de De
Morgan, es decir, mediante el uso de las reglas recursivas (que satisfacen las leyes de
De Morgan) evaluando tres caracteristicas clave de la familia de clases que se obtienen
en una particion borrosa: redundancia, cobertura y relevancia.

La redundancia se refiere a una cierta ortogonalidad en la familia de clases, la

cual puede ser vista como un sistema de representaciéon particular del conjunto de
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objetos [5]. Es decir, la redundancia sugiere la posible existencia de una representacion
alternativa que se puede encontrar mediante una redefinicion apropiada de la familia
de clases o eliminando algunas de las clases existentes. Entonces la redundancia nos
habla del grado de coincidencia entre las clases.

La caracteristica de cubrimiento se refiere a como una familia de clases verifica
completamente los diferentes aspectos de la realidad, o qué tanto han quedado re-
presentados los objetos por la particion realizada. Finalmente, la caracteristica de
relevancia se entiende como la necesidad de incluir, o no excluir, una clase o familia
de clases de la clasificacion.

De esta manera, los responsables de la toma de decisiones pueden tener una pista
sobre como mejorar el rendimiento del clasificador, por ejemplo, buscando algunas cla-
ses faltantes, proponiendo clases mas grandes o méas pequenas, o eliminando algunas
clases.

De acuerdo con lo anterior, los FCS proponen indices que permiten medir el grado
de redundancia (superposicion) entre clases, el grado en que todas las clases cubren
con precision los aspectos de la realidad en consideracion y el grado en que algunas
clases pueden ser ignoradas.

Este enfoque es similar a algunos procedimientos estdndar en estadisticas y analisis
de imégenes, donde se busca una particiéon nitida de tal manera que cada pixel sea
miembro de una y solo una categoria (ver, por ejemplo, [10]). Cualquier proceso de
aprendizaje automatico también debe tener en cuenta una serie de indices, cada uno
de los cuales debe capturar un aspecto especifico que debe equilibrarse conjuntamente
con fines de aprendizaje.

En esta linea de investigacion, algunos primeros enfoques condujeron al desarrollo
de trabajos como los presentados en [17-19, 48|, y més recientemente en [93, 94| sobre
un estudio mas profundo de las funciones de agregaciéon para evaluar la redundancia y

la cobertura de una clasificaciéon particular. Dichos estudios permitieron el desarrollo
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de lo que actualmente se conoce como funciones de solapamiento [18, 48|, y funciones
de agrupamiento [17, 19|. Estas nuevas funciones no imponen la asociatividad de
los operadores mas clésicos, como las t-normas y las t-conormas, con las cuales los
conceptos de redundancia y cobertura, respectivamente, se definieron originalmente
(ver, por ejemplo, [61]).

A continuaciéon se presentan algunos ejemplos de FCS y que serdn empleados en
los capitulos siguientes. Se han seleccionado de acuerdo a su uso frecuente en algunas

aplicaciones.

Ejemplo 2. Tripleta recursiva asociada a la cardinalidad de conjuntos

31 ] pr(z)

L Ga(a(2), . s pin(2)) = —5——

142 | | pr(z)
k=1

1- ( I1 <1—uk<x>>>
_ k=1

142 [T (1-pi ()
k=1

La tripleta del Ejemplo 2, corresponde con la generalizacion del calculo de la

cardinalidad de conjuntos y ha sido empleada en [5], en la aplicacion de los FCS.
Ejemplo 3. Tripleta recursiva del mdximo y el minimo

L @n(pn (), - - s pn () = min{p (z), ... pin () }

2. pn(pa(x), - pn () = max{p (z), ..., (@)}

3. N(p(x)) =1 — p(z).

La tripleta del Ejemplo 3, corresponde a la extension de las nociones de intersec-

cion y unién para subconjuntos borrosos.
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Ejemplo 4. Tripleta recursiva con raiz
[
H z)+1- Huz

1. dn(pa(x), ..., () :\j

(@)=L

2. on(pr(x),. .. pup(x)) = \J

En la tripleta del Ejemplo 4, el operador ¢,, corresponde a una funciéon de solapa-

miento n-dimensional, de acuerdo con lo planteado en [48|.

Ejemplo 5. Tripleta recursiva con negacion de Sugeno-Yager

L Gu(ua(), - () = TLs()

=1

[T(+20u0) - H(1 e
[T (1+20m( )+ 110w

1 i=1

s

s
Il
-

2. on(pa (), ..o pn(x)) =

:]:

-
I

3. N(u(x)) = {5

A través del presente capitulo se han establecido los conceptos y resultados co-
rrespondientes con la revision literaria y, que son necesarios para el desarrollo de la

propuesta presentada en la tesis.

A partir del Capitulo 2, se establecen los elementos de construccién propia, pro-

ducto del proceso investigativo.
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Capitulo 2

Similitud (disimilitud) sobre un
grupo conmutativo de operadores de

agregacion

El presente capitulo busca presentar las ideas matematicas sobre las cuales se
cimientan los criterios definidos para la evaluacion de particiones borrosas.

A partir de los sistemas de clasificacion borrosa (FCS) planteados y desarrollados
por [5] (ver también [4]) y que se han revisado en la Seccion 1.5, se intentan consolidar
ahora las siguientes propuestas: 1) plantear un proceso de agregacion sobre los valores
obtenidos por los operadores de agregacion de un FCS, es decir, definir un valor global
de las propiedades evaluadas por cada operador, sobre cada objeto perteneciente a
una particion borrosa; 2) considerar una estructura de grupo conmutativo formada
por los operadores de agregacion y sus negaciones, estudiando algunas propiedades;
y 3) aplicar sobre dicha estructura relaciones de similitud y disimilitud que permitan
construir procesos de comparacion.

Especificamente, el trabajo que se presenta a continuacién parte de la hipodtesis
de que considerar relaciones (de similitud o disimilitud) sobre un grupo conmutativo,
permite establecer criterios para determinar la calidad de una particion borrosa y el

ntumero 6ptimo de clases. Dichos criterios, serdn aplicables a los grados globales de
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las propiedades estudiadas.

2.1. El grado de cubrimiento y solapamiento global

Segtin se ha descrito en el Capitulo 1, dado un conjunto finito de objetos o ele-
mentos X, un FCS se encuentra conformado por un conjunto de clases borrosas C,
dos operadores de agregaciéon, uno de tipo conjuntivo ¢ y otro de tipo disyuntivo ¢,
y una negacion estricta IV, lo cual conforma la cuaterna (C, ¢, p, N). En este senti-
do, se observa que cualquier FCS queda definido basicamente por el operador ¢ y la
negacion N, por cuanto o, (1, ...,2,) = N, (N(z1), ..., N(z,))].

Ahora bien, de acuerdo con cada regla seleccionada, se obtiene un valor agregado
para cada r € X que se interpreta como el grado con el cual la familia de clases
borrosas C' satisface una propiedad o caracteristica particular para el objeto x (hasta
el momento definidos con claridad, los grados de cubrimiento y redundancia). En esta
perspectiva, se obtienen tantos valores agregados como objetos existen en X.

Lo anterior plantea una oportunidad por la riqueza de informacién sobre cada
objeto, aunque a su vez genere una necesidad natural; se conoce la informaciéon sobre
las clases para cada objeto, su grado de cubrimiento o de solapamiento, sin embargo,
se desconoce el grado de cubrimiento o solapamiento que las clases de una particion
especifica estan proporcionado sobre todo el conjunto de objetos. Determinar dicho
grado permitiria en una primera etapa diferenciar si otra particiéon es mejor o no para
el conjunto de objetos dados.

Por lo tanto, se hace necesario establecer una medida que permita determinar el
valor con el cual el conjunto de clases C, satisface una propiedad de interés para todo
el conjunto de objetos, es decir, un valor agregado representativo de la propiedad. Por

lo tanto, se establece la Definicion 18,

Definiciéon 18. Sea X = {z1, ...,z } un conjunto finito de objetos, C = {ci, ..., ¢, }

una familia de clases borrosas sobre dicho conjunto y p, un operador de agregacion
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representando el grado con el cual la familia de n clases borrosas satisface una pro-
piedad especifica para un objeto x € X. Entonces, el grado global de p, sobre X,
denotado por pT, se define como la agregacion de los valores de p, para todos los ob-
jetos x € X por medio de un operador de agregacion A. Esto es, pL = A(pin, -, Pran),
donde pj, denota el grado con el cual las n clases borrosas satisfacen la propiedad

especifica para cada objeto x;, 7 =1,...,m.

Tal operador A puede ser de diferentes clases (conjuntivo, disyuntivo o promedio).
La Definiciéon 18, es una generalizacion de la definicion ya presentada en 28] sobre el
grado global de cubrimiento. En esta version se generaliza para cualquier propiedad
estudiada por medio de la regla recursiva p,. El Ejemplo 6 ilustra el proposito de la

definicién dada.

Ejemplo 6. Sea C' = {c1,ca,c3} una particion borrosa con tres (3) clases sobre el
conjunto X = {1, xe,x3,x4}. Se elije la regla recursiva o, del Ejemplo 2 para evaluar

el cubrimiento (ver Tabla 2.1)

H Objetos \ 1 \ Co \ c3 \ w3(c1, ca, c3) H
1 0.8 0.1 0.1 0.6329
Ty | 0.7 0.2 0.1 0.5474
T3 0.3 0.62 0.08 0.5070
T4 0.5 0.47 0.03 0.4908

Tabla 2.1: Regla recursiva disyuntiva

Si se selecciona el operador de agregacion tipo promedio

1
A(p13, P23, P33, Pa3) = ~ (013 + Pa3 + P33 + Pa3)
4

(recordar que @;; denota el grado de cubrimiento de j clases con respecto al objeto

i), entonces se obtiene el grado global de cubrimiento del conjunto de clases, es decir,

sogT = A(p13, P23, P33, Paz) = 0,5445
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La Definiciéon 18 se puede hacer extensiva a cualquier propiedad abordada por
medio de una regla recursiva. Para lo fines de la propuesta desarrollada, se mostrara la
necesidad y pertinencia de emplear operadores tipo promedio cumpliendo la propiedad
de ser estables por negaciones fuertes. Una primera aplicaciéon del concepto de grado

global, se puede encontrar en [25].

2.2. Grupo conmutativo de operadores de agrega-

cidén para sistemas de clasificacién borrosa

A continuacién se plantea la estructura sobre la cual se desarrollan la mayoria de
resultados del presente documento.

Dado un FCS (C, ¢, ¢, N), se consideran dos nuevas aplicaciones oy, 0, : [0,1]" —
[0, 1], definidas para todos los operadores de agregacion ¢,, (conjuntivos) y ¢, (dis-

yuntivo). Es decir, se plantea la aplicacion o, : [0, 1] — [0, 1] definida como,

Tn(pa (), s pn(2)) = N(pn(pa(), -, pin())) (2.1)
y la aplicacion 9, : [0, 1]" — [0, 1] definida como
On(pa (), s () = N(fn(pa (), - - pin(2))) (2.2)

Las aplicaciones definidas adquieren una interpretaciéon natural en el contexto de
un FCS. Como se ha descrito en el Capitulo 1, los valores obtenidos a través de los
operadores conjuntivos y disyuntivos sobre las clases de una particion borrosa, se
interpretan como los grados de solapamiento y cubrimiento, respectivamente. Por lo
tanto, al usar la negacion fuerte NV en la Ecuacion (2.1) o en la Ecuacion (2.2), los ma-
peos resultantes puede ser interpretados como los complementos de las proposiciones

aplicadas a las clases {u1(x), ..., p.(x)}, es decir, N(¢,(p1(x), ..., u,(x))) represen-
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ta el grado de no redundancia de las clases, entendiendo ¢,, como una proposiciéon y
N(¢,) como la negacion de tal proposicion. De igual forma, N (o, (u1(x), ..., pa(x)))
representa el grado de no cubrimiento de las clases.

Desde la perspectiva de la Definicion 18, el grado global de no cubrimiento y el
grado global de no solapamiento a través de un operador A quedan definidos y se
denotan por ol y 6L

De igual forma, a partir de la Definicién 17 se recuerda que si N es una negacion

fuerte, entonces

en(pa(z), s pn(2)) = N[on(N(p1(2)), -, N(pn()))]

y asi, dada la aplicacién o, se cumple que

Un(ﬂl(m)’ ce 7ﬂn(x)) = N(N[¢n<N(Ml(x))> R N(,Un<x))>]

y por lo tanto,

on(pia (), - pin (7)) = on(N(pa (7)), -, N(pn(2))). (2:3)

La idea que motiva el planteamiento anterior, se encuentra cimentado en la po-
sibilidad de establecer una relaciéon entre los operadores conjuntivos y disyuntivos,
junto con sus negaciones, de tal manera que se pueda evaluar una particiéon borrosa
teniendo en cuenta toda la informacion posible suministrada por los operadores que
conforman un FCS. Esto es, se busca comparar los grados de cubrimiento, solapa-
miento, no cubrimiento y no solapamiento en un proceso iterativo para particiones
borrosas con diferentes numeros de clases, y determinar la particiéon con la mas alta

calidad. Tal proceso iterativo se explicara en el siguiente capitulo.
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Es importante resaltar que en el marco de la teoria de operadores de agregacion,
se tiene una amplia gama tanto de operadores de tipo conjuntivo y disyuntivo como
de negaciones fuertes, con lo cual adquiere interés validar el proceso de comparacion,
independiente de los operadores y la negacion fuerte empleada. En este sentido, un
hecho que se hace inmediato en el marco de la propuesta aqui planteada, corresponde
con la restriccion en el uso de operadores de agregacion en consonancia con la Defini-
cion 8, es decir, la propuesta no admite operadores que cumplan la propiedad de ser
autoduales. La anterior observacion, ya evidente a partir de la caracterizacion presen-
tada por Silver [105], es relevante reafirmarla por cuanto para operadores autoduales
se cumple que ¢,, = ¢, para N =1 —x, y con ello, se permitiria que la evaluacion de
una particiéon no dependiera de su estructura sino del operador empleado.

Ahora bien, una vez planteadas las dos aplicaciones conformadas por la negacion
de los operadores, se establece una estrecha relacion entre el conjunto de aplicaciones
Ony PnsOn ¥ On, como se describe a continuacion. De acuerdo con la Ecuacion 2.1, la
Ecuacion 2.2 y la Ecuaciéon 2.3, se tiene que los operadores ¢,,0, y 0, pueden ser
escritos en términos de ¢,, con lo cual, se propone denotar tales operadores como
sigue:

= 65 =N [on(N (@), N (@) )| = gn (@), .o pale),
« 6p = on(N(m(@), - N (@) ) = ou(pu(@),.. ., ().
= Oy = N(%(ul(fff)’m,un(fv))) = On(pa (), ..., ().

Lo anterior implica que “*”, “A” y “~” son operadores sobre ¢, formando ¢,, o,
y 0., es decir, cada uno corresponde con una operaciéon unaria. En este sentido, el
operador identidad i puede definirse como ¢! = ¢, (j11(2), . . ., pn(2)).

Sea B el conjunto de tales operaciones, es decir, B = {*, A\, ~,i} y sea o la com-
posicion de dicha operaciones en el sentido habitual. Esto es, si v/, A € B, entonces

se tiene que 7 o A = ¢V2. Por ejemplo, ¢ se establece a partir de la composicién
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de “~” v “A”. Como ¢ = o,,, entonces por la Ecuaciéon 2.3 se cumple que
y n )

oy = N(on(p (), .., pn(2))) = N (0n(N(pa(2)), .., N(pn(2)))) = n-

En la misma linea, en términos operacionales se tiene por ejemplo que,

. O = N(eb;(ul(x),...,un(x))) - N(N[qbn(N(,ul(x)),...,N(un(az)))]) _
On (NG (@), . N(a2))) = o

= 63 = 0n (N (@), Nual@))) = N |60 (NN (11 (2))), ... N (N (pun(2)))
N((bn(ul(x),...,un(x))) — 5,

o 00 = Oh(N(ui(@), o N(pn(@))) = En(N(N (1 ()., N(N(pun(2))) =
¢n(:u1(x)> cee nun(x)) = an

Sin perdida de generalidad, se hace referencia a ¢, para denotar a
On(p1(z), ..., pn(z)). De igual forma, de ser necesario se emplea la notacion ¢y, =
On(p1(xk), .., un(r)), para referirse a la agregacion de las funciones de pertenen-
cia i, de cada elemento z; para las n clases. Finalmente, se denota ¢y, (N (zg)) =
Gn(N(p1(zk)), .., N(pn(xr))) para referirse a la agregacion de las negaciones de las
funciones de pertenencia pu, de cada elemento x, para las n clases.

Considerando el conjunto B y con base en los ejemplos abordados sobre la com-

posiciéon de los operadores unarios, se plantea la Definicion 19.

Definiciéon 19. Sea G, = {bn, Yn, On, 0n}. Una operacion binaria © : G, x G, = G,
sobre G, puede ser definida como, 0, ® A\, = ¢V © ¢> = ¢¥* para todo 0,,, N\, € G,
Y/, €B.

Por ejemplo,

De forma similar, se verifica que

On © pn = ¢l O ¢f = ¢ = p,
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Considerando la Definicion 19, la Tabla 2.2 presenta los resultados de la operacion

® sobre G,

L © [ [ on [ 0 [0n |
On On On On, Pn
On On On ©On | On
On On ¥n On On
¥n ¥n On On | On

Tabla 2.2: Operacion ©

Proposicion 2. (G,,®) es un grupo conmutativo.

Demostracion. La demostracion es sencilla a partir de la verificacion de la Tabla 2.2;

¢, es el elemento neutro de la operacion y cada elemento es su propio inverso. O

Ahora bien, para el grupo conmutativo conformado (G,,®) es bien sabido que
puede ser visto como un subgrupo normal del grupo alternante A,.! Es decir, sea

G, = {e,a,b, c} el conjunto de permutaciones de G, sobre si mismo, donde

bn On Oy Pn On On Oy Pn
e— a—

Gn Opn On Pn On On On On
b= c=

Por lo tanto, bajo la composicién de permutaciones, e es la composicion identidad
y cada composicién es su propio inverso. Es decir G, es un grupo y existe un aplicacién
entre los grupos 7 : G, = G,, donde, 7(e) = ¢, 7(a) = 0y, T(b) = 6, y T(c) = pn.
Asi definida, la aplicacion 7 es inyectiva y sobreyectiva, es decir, 7 es un isomorfismo

entre grupos.

'El grupo alternante, denotado A, o Alt(n), es el subgrupo del grupo simétrico S, en
un conjunto de longitud n, es decir, es un grupo de permutaciones. En particular, A4 =

{id, (12)(34), (13)(24), (14)(23) }.
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Hasta este punto, el grupo (G,,®) conformado con, ¢, ¢,,d, vy 0, se constituye
para n clases sobre cada objeto x € X. Es decir, si X tiene m objetos (|X| = m),
entonces se obtienen m grupos, uno por cada objeto. Por lo tanto, se hace necesario
considerar el proceso de agregacion que permite trabajar con los grados globales de
cada una de las propiedades abordadas a partir de cada operador del FCS.

En este sentido, se requiere que el operador de agregacion A (ver Definicion 18)
seleccionado para tal fin, sea consistente con la estructura de grupo, es decir, se
requiere un operador de agregacion tal que, al aplicarse sobre los grados de cada
propiedad (cubrimiento, solapamiento, no cubrimiento o no solapamiento) para cada
clase, los elementos resultantes contintien conformando un grupo. En otras palabras,
se requiere que A conserve las operaciéon ® sobre el conjunto Gp = {¢! I 6L oI}
y por lo tanto, debe cumplirse que (G, ®) sea un grupo.

De acuerdo con lo anterior, si |X| =m y |C| = n, entonces se denotan los corres-

pondientes grados globales de cada una de las propiedades estudiadas por:

¢717; = A(¢1n7 ceey ¢mn)

. (P% = A(o1n, - .. 790mn)

» 0l = Ao,y On)

L] (5777; == A((Slna e 76mn)

Por lo tanto, para ver que G = {¢L , o1 61 o1} conserva la estructura de grupo
bajo la operacién ® basta con encontrar un operador A que permita escribir cada ele-
mento de Gz en términos de ¢2, conservando la relacion establecida entre los elemento
del grupo (ver Ecuacién 2.1, 2.2 y 2.3).

Se recuerda que la operacién ® se estableci en la Definicion 19 y, el proposito a
continuacion es extender tal operacion al conjunto Gr. Es decir, ® : GT x GT — GT

puede ser definida como 01 © AL = (¢T)V © (¢L)2 = (¢T )V~ para todo O,,, A, €
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GT y 7, A\ € B. Tal extension es posible siempre y cuando cada 0, € G pueda ser

escrito en términos de ¢! . Se tiene entonces la Proposicion 3.

Proposicion 3. Sea Gr = {¢%,¢%,05, 0%}, donde 6%, = A(G1n,.... dmn). ¢l =

A(Pinys s Pmn)s OL = A(C1n, -y Omn)s 02 = A(O1ny -+ Omn). Si A es un operador

estable por negaciones fuertes entonces (Gr,®) es un grupo.

Demostracion. Lo primero es establecer que cada 7 € G pueda se escrito en tér-

minos de @2, para lo cual se tiene:

Para gp% = A(Oiny -+ Pmn) =

A[N (61 (NG (@), o N (@) )N (S (N a1 (@n), - Ngan(n)) )|
Como A es estable por negaciones fuertes, entonces -

= N(A]o1n (N1 (@0)). . N(aae)) - (Gn(N ia (@), Npa(zn))] ).

Se resalta el hecho que el operador ¢, se encuentra actuando sobre

N(pa(xg)), ..., N(un(zx)) para cada x, € X, lo cual previamente se ha denotado co-
mo ¢, (N (z1)), por lo tanto se tiene que ¢’ = N(A(gbln(N(xl)), . ,gbmn(N(xm)))>
que es equivalente a ¢ actuando sobre N(jui(z)),. .., N(pn(zx)). Por lo tanto, ol

se puede escribir en términos de ¢! . Asi pues, se denota ¢! = (¢T)*.

Considerando el mismo razonamiento se tiene para o, que

ol = A(01n,s - Omn) = AN(012), - -+, N(©mn)) = N(A(@1n, - - -, mn)), con lo cual,
ol = N(N(A(gbln(N(xl)), . ,gbmn(N(xm))))) = A(1a(N(@1)): - -, (N (210)).
Por lo tanto, o, ha quedado escrito en términos de ¢ . Con lo cual, se denota
T = (Im)"

Finalmente, para ¢, se tiene que

Por lo tanto, se denota § = (o1 ).

T

Una vez expresados los grados globales, el conjunto Gy = {¢l ol 67 oI} se

puede expresar como Gy = {(4},)", (65,)*, (},)", (6,)™}, donde el operador i puede
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definirse como, (¢1)" = A(¢1,, ..., Pmn). Por lo tanto, “x”, “A” y “~” son operadores

T

n?

sobre ¢! formando ¢l 0l y 61 es decir, cada uno corresponde con una operacion
unaria.
Asi pues, la operacion binaria @ sobre G determina los resultados presentados

en la Tabla 2.3

L O [ 9n [ om | n [on ]
O || O | O | O | P
O | op | by | e |0,
Om || O | P | P | Om
A A

Tabla 2.3: Operacion ©® sobre G

A partir de los resultados de la Tabla 2.3 se verifica de forma directa que ¢, es el
elemento neutro del grupo y cada elemento es su propio inverso. Con lo cual (G, ®)

es un grupo.

]

El planteamiento hasta ahora expuesto permitira consolidar la implementacion
de relaciones de similitud sobre el grupo conmutativo propuesto, anidando la idea de
subgrupos borrosos, lo cual daréa sentido y amplitud a la comparacion entre elementos
del grupo. El resultado presentado en la Proposicion 3 permitira aplicar los resultados
de la siguiente seccién, tanto al grupo formado por lo operadores de un FCS para cada

elemento como al grupo formado por los grados globales.

2.3. Las nociones de similitud y disimilitud sobre el

grupo conmutativo

A partir de la estructura de grupo conmutativo establecida con la Definicion 19
sobre G, y con la Proposicion 3 sobre G, es decir, la estructura conformada por los

grados de cubrimiento, solapamiento, no cubrimiento y no solapamiento y los grados
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globales correspondientes, se busca establecer un proceso de comparaciéon que permita
de forma simultanea, considerar todo los elementos del grupo. Dicha comparacion se
plantea de tal forma, que méas alld de comparar los grados obtenidos, se compare el
significado de dichos valores.

Una de las ideas que surgen de manera natural en la biisqueda de un proceso de
comparacion, es establecer algin tipo de convergencia o divergencia entre los elemen-
tos a comparar; jqué tan cercanos o distantes se encuentran los elementos entre si de
acuerdo al marco de referencia o variable que se estan contrastando? En este sentido,
la consideracion de algin tipo de distancia que permita comparar los elementos del
grupo emerge de forma natural. Sin embargo, la nocién basica de distancia aplica-
da a la estructura de grupo conmutativo, en principio, desconoce dicha estructura.
Es decir, en términos de distancia habitual, la nocién de grupo establecida no juega
un papel relevante o viceversa. Lo anterior, por cuanto se trabaja sobre los valores
obtenidos por los operadores como numeros reales y no como elementos del grupo.
Por lo tanto, surge la necesidad de establecer algiin mecanismo que permita conjugar
ambas nociones. Se considera entonces que las funciones de disimilitud aportaran en
tal proposito.

Por otro lado, la intuiciéon sobre jqué tan iguales son los elementos tratados?, es
otro camino que permite establecer un proceso de comparaciéon. De nuevo, la nocién
bésica de igualdad, en términos de la estructura de grupo conmutativo, dificilmente
contribuye en la comparacion de los elementos, més alla de la relaciéon evidente entre
numeros reales. En este sentido, las relaciones de similitud pueden aportar, bajo
ciertas premisas, en la consolidacién de un proceso amplio de comparacion.

En el desarrollo de la presente seccién se abordan tanto la nocién de similitud
como disimilitud sobre el grupo conmutativo. Para tal desarrollo, necesariamente
se acuden a herramientas adicionales que permitan la aplicaciéon de relaciones de

similitud o funciones de disimilitud, manteniendo por un lado las propiedades del
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grupo establecido o alguna estructura subyacente y, por el otro, la interpretacion de
los valores correspondientes a cada operador de agregacion.

En el contexto borroso, las relaciones de similitud (Definicion 12) se definen sobre
cualquier conjunto X y dicha relacion es vista como un subconjunto borroso de X x X
donde los grados de pertenencia representan el grado similitud entre los elementos de
X.

En el caso particular del grupo conmutativo establecido en la seccién anterior,
cuyos elementos son operadores de agregacion y en tultimas, valores en el intervalo
[0, 1], las relaciones de similitud pueden ser vistas como funciones de [0,1]* en [0, 1]
y, por lo tanto, se comprenden como un caso particular de una medida de similitud
restringida a [0, 1], en consonancia con la clasificacion dada en [86] (ver Tabla 1.1),
con la denominada Ultrasimilitud.

De acuerdo con lo anterior, son pertinentes algunas observaciones: 1) en la siguien-
te seccidn se hara referencia al término relaciones de similitud debido a la generalidad
de los conceptos abordados y aplicables a cualquier conjunto X. 2) La dualidad en-
tre las medidas de similitud y las medidas de disimilitud queda plasmada de forma
natural a través de las definiciones abordadas en [86] y las propiedades plasmadas
en la Tabla 1.1, pero més atn, en el marco de funciones de [0, 1] x [0,1] en [0,1] ¥
considerando las denominadas cuasimétricas y cuasisimilitud, entonces se tienen los
resultados expresados en las Proposiciones 4 y 5

Se recuerda que las cuasimétricas y las cuasisimilitudes, cumplen las propiedades
de: 1) principio minimo o maximo respectivamente, 2) No negatividad, 3) reflexiva
(en el caso de la similitud, la normalizacién para las funciones definidas en [0, 1] es

equivalente a la reflexividad), 4) simétrica y 5) no degeneracion.

Proposicion 4. Sea s : [0,1] x [0,1] — [0,1] una cuasisimilitud y N una negacion

fuerte, entonces la funcion d = N o s es una cuasimétrica.
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Demostracion. En el caso del principio del méximo, la no negatividad y la no dege-
neracion son inmediatas por ser N una negacion fuerte, la definicién del dominio de
las funciones y la reflexividad de s respectivamente. La reflexividad de d se evidencia
considerando d(z,r) = N(s(z,z)) = N(1) = 0, para todo = € [0,1]. Para la sime-
tria se tiene que, si s(z,y) = s(y,z) entonces d(x,y) = N(s(z,y)) = N(s(y,2)) =

d(y, z). 0

Proposicion 5. d: [0,1] x [0,1] — [0,1] una cuasimétrica y N una negacion fuerte,

entonces la funcion § = N od es una cuasisimilitud

Demostracion. Por la propiedad involutiva de la negacion fuerte N(N(z)) = z, la

demostracion es andloga a la demostracion de la Proposicion 4. ]

La Proposicién 4 y la Proposicion 5 corresponden con casos particulares del trabajo
desarrollado en [87], en el cual se extiende el concepto de dualidad sobre ultrasimili-
tudes y ultramétricas definidas sobre cualquier intervalo de los ntimeros reales.

Para el caso del presente trabajo, se considera la dualidad entre cuasisimilitudes

y cuasimétricas, por ser estas tltimas las empleadas en el desarrollo de la propuesta.

2.3.1. Relaciones de similitud para el grupo de operadores

Establecida la estructura de grupo conmutativo a partir de los operadores de
agregacion, la idea de relaciones de similitud surge de forma natural si se conside-
ra establecer un proceso de comparacion, pero adicionalmente la idea se ajusta a la
estructura de grupo si se acude a la Definiciéon 13 sobre subgrupos borrosos. En parti-
cular, sobre este ultimo hecho, la propiedad de min-transitividad de las relaciones de
similitud evidencia una estrecha relacion (coincidencia) con la definiciéon de subgrupos
borrosos.

En esta seccion se comprueba que, dado un grupo G definir bajo ciertas condiciones

una relacion de similitud v sobre G x (G, es equivalente a encontrar los subgrupos
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borrosos normales de G. Especificamente, si p(z) denota la funcion de pertenencia
de un subgrupo borroso de G, entonces se cumple que u(x) = v(e, x), donde e es el
elemento neutro del grupo. Bajo tal equivalencia queda determinado un proceso de
comparacion dado por la ordenacion de tales subgrupos normales por inclusiéon. Un
resultado clasico de la teoria de grupos.

Por otro lado, a partir de la relaciéon de similitud v, es posible definir relaciones
de equivalencia vy, nuevamente sobre G para todo t € [0,1]. Tales relaciones de
equivalencia pueden ser naturalmente ordenadas por inclusion.

Las relaciones de equivalencia se encuentran compuestas por la informacion pro-
veniente de la comparacion de los operadores del sistema de clasificaciéon borrosa y
sus negaciones. Por lo tanto, se puede establecer un orden sobre dicha informacion y
por ende analizar, de manera simultédnea, tanto la cobertura como la redundancia de
las clases y sus complementos.

Se mostrara que tanto el orden de las relaciones de equivalencia como el orden
sobre los subgrupos normales generan un mismo proceso de comparacion sobre el
grupo Gy, por lo tanto, son vias equivalentes para establecer dicho proceso.

El desarrollo de un proceso de comparacion en el cual se vinculen las propiedades
evaluadas con los operadores del FCS, es un aspecto a destacar en la propuesta
desarrollada por cuanto se considera un procedimiento de medicién y calibracién para
diferentes indices, y no solo los indices por separado o incluso un solo indice, como lo
seria considerar inicamente el grado de solapamiento o el grado de cubrimiento o su
evaluacion por separado.

Plantear dos vias equivalentes para establecer el proceso de comparacion implica
la existencia de dos posibilidades en términos operacionales; por un lado, encontrar
los subgrupos borrosos normales o por otro lado, construir la relacién de similitud. En
este sentido, se presentan las razones y el procedimiento para seleccionar la segunda

alternativa.
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A partir del marco tedrico desarrollado en [97] y [68| (ver también [83]), se con-
sideran los grupos G, y G, abordados en la Proposicién 2. Sea v, una relaciéon de

similitud sobre GG, y v la relacion de similitud sobre GG, definida como sigue:
v(z,y) = min {vo (xw),y(e)) 10 Go},\m, yeG, (2.4)

En términos operacionales se tiene que,

v(a,b) = min {vo (a(¢n), b(¢n)> v, (a(on), b(an)> v, <a((5n), b(én)) v, (a(gpn), b(gpn)) }

En [83] se prueba que, dado un conjunto © y un grupo G de permutaciones de {2
sobre si mismo, la relaciéon de similitud v, construida de acuerdo con la Ecuaciéon 2.4,
es una relacion de similitud invariante por derecha a través de la relacién de similitud
V-

Para el caso particular de G, y G, se cumple la Proposicion 6.

Proposicion 6. Si v, es una relacion de similitud invariante por traslaciones sobre

G,, entonces v es una relacion de similitud invariante por translaciones sobre G.

Demostracion. Se debe probar que v(zz, zy) = v(z,y) y v(zz,y2z) = v(x,y). Entonces
se tiene que, v(zzx, zy) = min{v,(zz(0), zy(0))|0 € G,}, pero como v, es invariante
por traslaciones, entonces se cumple que v(zz, zy) = min{v,(z(0),y(6))|0 € G,} =
v(z,y). De forma anéloga, se cumple que v(xz,yz) = v(z,y) debido a que v, es

invariante por traslaciones. O

En la misma linea, el Teorema 1 y el Teorema 2 ponen de manifiesto los siguientes

puntos:
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= Cada relacion de similitud v sobre un grupo G tiene asociada un subgrupo

borroso p de G, tal que u(x) = v(e, z).

= Dado un subgrupo borroso sobre GG, existe una relacion de similitud v definida

por v(x,y) = p(zy ).

= Una relaciéon de similitud v definida a partir de un subgrupo borroso es inva-

riante por traslaciones si y solo si el subgrupo borroso es conmutativo.

Con base en lo anterior, se prueba la Proposicion 7.

Proposicion 7. Sea G un grupo. Si v es un subgrupo borroso de G x G y v es una
relacion de similitud invariante por traslaciones sobre G, entonces v es un subgrupo

borroso normal de G x G.

Demostracion. Trivial si G es conmutativo. Por otro lado, por el Teorema 2, exis-
te una subgrupo borroso conmutativo p de G tal que p(z) = v(e,x), por lo tanto,
pu(zy™) = v(e,zy™') y como v es invariante por traslaciones, entonces u(zry=!) =
v(y,x) = v(z,y). Ahora, como v es un subgrupo borroso de G x G, v sera nor-
mal siempre que v sea conmutativo. Por lo tanto, se tiene que v((z1,y1)(z,y)) =
v(ziz,yy) = p(ziz(yiy) ™) = p(zizy™ y;') y como p es conmutativo, se cumple
que p(zzy~ty ') = plry~yr') = vl yy) = o((@,y) (@, ).

O

La Proposicion 7 establece que dado un grupo G es posible establecer una relacion
de similitud invariante por translaciones, de tal forma que v es a su vez un subgrupo

borroso normal de G x GG. Por lo tanto, se deduce que:

1. Las clases laterales a izquierda y las clases laterales a derecha obtenidas por la

relacion de similitud sobre GG, de acuerdo con el Teorema 1, son las mismas.

2. Los subgrupos borrosos normales de GG forman un reticulo bajo inclusion.
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En general, se puede mostrar que el orden dado por la contenencia de las relaciones
de equivalencia definidas a partir de v (ver Teorema 1), es el mismo que el orden
dado por la contenencia de los subgrupos borrosos normales. Para ello se presenta la

Proposiciéon 8, que plantea un resultado atiin mas general.

Proposicion 8. Sea (G,-) un grupo y sea p un subgrupo borroso de G. Para cada
t €[0,1] sea uy = {x € G : u(x) > t}. Sea a y b € [0,1] tal que a < b. Entonces

Up C Uy

Demostracion. Sea x en uy, entonces u(z) € [b,1]. Si a < b entonces, [b,1] C [a, 1].
Por lo tanto, pu(x) € [a, 1] es decir, u(x) > a y asi, © € u,.
O

En particular, dado que tanto el grupo G, como G son conmutativos, los sub-
grupos borrosos obtenidos son normales.

Con los resultados presentados hasta ahora se deduce que establecer una relacion
de similitud sobre grupo un G es equivalente a encontrar subgrupos borrosos normales
de GG. Por lo tanto, se cuenta con una via para construir una relaciéon de similitud sobre
(G. Sin embargo, tal construccion en general desemboca en la falta de interpretacion
de dicha relacion v(x, y), es decir, la relacion, aunque consistente, carece de significado
practico o interpretabilidad en el contexto de un FCS.

Lo anterior, se manifiesta de la siguiente forma: si la relaciéon v esta construida via
un subgrupo borroso, entonces la relacién aplicada sobre dos elementos del grupo no
depende del valor que cada elemento representa como resultado del operador de agre-
gacion correspondiente. Por ejemplo, sea G, = {¢n, Yn, 0n, 0n} ¥ sea p* un subgrupo
borroso de G, de tal forma que p*(¢,) = 1, p*(¢n) = 0,2 = p*(6,) y p*(on) =0, 3.
Por otro lado, sea u® otro subgrupo borroso de G, de tal forma que p®(¢,) = 1,
1O (en) = 0,1 = pu®(d,) y p®(0,) =0,9. Claramente, p* y u® determinan dos relacio-
nes de similitud v.(z,y) y v (z,y) que no dependen de los valores de cada elemento

de G,.
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De acuerdo con lo anterior, adquiere relevancia indagar por la construcciéon del
proceso de comparaciéon por la via del planteamiento de la relacion de similitud. Al
final, la relacién obtenida define a su vez subgrupos borrosos normales y relaciones
de equivalencia, sin perder la finalidad de un ordenamiento por inclusion. Y adicio-
nalmente, la similitud entre elementos, puede dotar de sentido la interpretacion del
ordenamiento hallado.

Para establecer el proceso de construcciéon de la relaciéon v sobre un grupo con-
mutativo G, se debe tener en cuenta que tal relacion, de acuerdo con la Ecuacion
2.4, debe cumplir la propiedad de ser invariantes por translacion, gracias a que dicha
relacion v es consistente con la estructura de grupo establecida. En este sentido, se
resalta que la construccion de la relacion de similitud v requiere de la relacion vy.

Sin embargo, establecer una relacion de similitud no siempre es un proceso simple
debido a la complejidad en la verificacion de la propiedad de min-transitividad. Por
lo tanto, para obtener una relacion de similitud v, sobre G, la cual permita generar la
relacion de similitud v via la Ecuacion 2.4, se propone considerar una relaciéon de pro-
ximidad denotada por w. Tal relaciéon asegura que en el proceso de comparacion, cada
elemento de G se declare como totalmente similar a si mismo, es decir, la similitud
del elemento consigo mismo es igual a 1. De igual forma, la condicion de simetria de
las relaciones de proximidad asegura un proceso de comparacién consistente debido a
que las diferencias o similitudes entre dos elementos no deberian depender del orden
en que se relacionan, o por lo menos si se trabaja con valores agregados en [0, 1]. En
la misma linea, las propiedades de reflexividad y simetria son muy apropiadas para
expresar el grado de cercania o prorimidad entre los elementos.

Ahora bien, para garantizar la propiedad de min-transitividad, se propone calcular
la clausura transitiva de w. Precisamente, se recuerda que la propiedad transitiva
distingue relaciones de proximidad de relaciones de similitud; la clausura transitiva

de relaciones de proximidad determinan relaciones de similitud.
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De acuerdo con lo anterior, planteada w, que en términos generales es mas sencilla
de proponer, se denota por w la clausura transitiva de w, con lo cual, w es la relacion
de similitud buscada. Es decir, w = v,. El Ejemplo 7 presenta la construccion de

relacion particular v para el grupo Gr, y la relacion de proximidad considerada.

Ejemplo 7. Dado el grupo conmutativo Gy = {¢1 oL ol 6L}, se define el operador

£ : Gr x Gr — [0,1] tal que para todo 6T, \I' € Gr se tiene que £(0F \I') =
}6’77; — )\,Tn| Se recuerda que cada 0L estd definido a partir del operador A estable por

negaciones fuertes y dado por la Definicion 18, es decir 01 = A(0y,, . ..,0mn). Para

el caso particular, sea

1"

Como se menciond anteriormente, O, = 0, (11 (Tk), ..., n(zx)) consiste en la agrega-
cion de las funciones de pertenencia p, de los elementos x,, € X para las n clases.

Ahora, considerando & se selecciona la relacion de proximidad w dada por

w(, AL) =1 = &0, AL) =1 -0, — AL |

donde m = | X|. Una vez establecida w, se calcula su clausura transitiva para obtener,
Uy, es decir, w = v,. Por lo tanto, de acuerdo con la Fcuacion 2.} se considera la

relacion de similitud invariante por traslaciones dada por,
v(z,y) = min{v,(x(0y,), y(07,))10,, € Gr}
donde z,y € G, ={e,a,b,c}.

Es importante resaltar que la seleccion de la relacion de proximidad, debe efecti-
vamente reflejar la idea de cercania.
En este punto, se resaltan dos aspectos sobre la linea de razonamiento anterior: 1)

La relacion de similitud v permite emprender un proceso de comparacion mediante la
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inclusion de relaciones de equivalencia. Con respecto a este proceso, la interpretacion
de la relacion de proximidad es la siguiente: w(pZL , ¢ ) proporciona el grado que cubre
la redundancia de las clases, w(pL, 0T ) proporciona el grado de proximidad entre el
cubrimiento y el no cubrimiento y w(¢? , 6% ) proporciona el grado de cubrimiento sin
considerar la redundancia de las clases. Por lo tanto, es deseable, por ejemplo, que el
grado de similitud entre ¢? y ¢ es decir, el grado que cubre la redundancia de las

clases, sea bajo y menor que el grado de similitud entre ¢l y 61 es decir, el grado

m?
de cubrimiento sin considerar la redundancia. Se considera que estas ideas pueden
ayudar a establecer un criterio para determinar cuando una particion es de calidad y
cuando es una particién de alta calidad.

2) La relacion de similitud v genera una particién en G,. Sin embargo, como v se

ha construido a partir de w y G}, se ha construido a partir de G, en este proceso

T

T ol ol v §T dados por la relacion de proximidad pueden permutar

los valores de ¢
y, por lo tanto, cambiar su significado. Pese a lo anterior, bajo ciertas condiciones
es posible garantizar la coherencia de este razonamiento, como se demostrara en el
Teorema 3 y el Teorema 4 a continuacion.

Para el planteamiento del siguiente teorema, se recuerdan algunos elementos; G, =
{e,a,b,c} es el grupo formado por el conjunto de permutaciones pares de G sobre

si mismo, v(z,y) = min{v,(z(6L),y(02))|6% € Gr}, Yo,y € G, y v, es la clausura

transitiva de la relaciéon de proximidad w.

Teorema 3. Considere los grupos Gr = {¢L,¢oF ol 6T} y G, = {e,a,b,c}. Sea w
una relacion de proxvimidad sobre Gr. Sean, 1 = w(pl o), k = w(pl ¢l), r =
w(el  6L), p=w(pl,01) ys=w(pl, ol). Si r>s>k>p, entonces v(c,b) =r

yv(c,a) =s.

Demostracion. La Tabla 2.4 presenta los valores de la relacion de proximidad w segin
se han establecido en el teorema.

Sea H la matriz de pertenencia de w de acuerdo con la Tabla 2.4. A partir del algo-
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o [én  low [0 [owm |
oL 1 r D k
ol r 1 k s
oL p k 1 r
o k s r 1

Tabla 2.4: Relacion de prorimidad w sobre G

ritmo expuesto en [62] para el calculo de la clausura transitiva, entonces se determina
H' = HU (H o H) con el operador méx para la uniéon y la composiciéon méx — min
para encontrar v,, es decir, la clausura transitiva de w. Si H' # H entonces se elije
H = H'y se repite el proceso hasta que se cumpla la igualdad. Aplicado el primer

paso, se obtiene

1 r k s

r 1 s s
H =

k s 1 r

s s r 1

Se consideran entonces los siguientes casos: 1) sir > s = k = p, entonces H' = H,
y por lo tanto, H' es la matriz de pertenencia de v,. Entonces, se calcula v(c,b) y

v(c, a) como sigue:

v(e,b) =min {uv, (e(6],),b(67) ) v (c(oh). b(0) ) vo (e(07). 63T ) va (eleh) o) ) } =
min {v,(07, 31,). 0o(Ghs 1), V(00 91): Vol 03) | =

min{r,r,r,r} =r.

De forma analoga se obtiene v(c,a) = s. Por otro lado, 2) sir > s =k > p

entonces H' # H, y por lo tanto, el proceso se repite con H = H’, es decir, H" =
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H' U (H'o H'). Con lo cual se obtiene,

1 »r s s

r 1 s s
H// —

s s 1 r

s s r 1

En este caso, H” = H' y por lo tanto, se obtiene que v(c,b) = r y v(c,a) = s. En
caso contrario, 3) si 7 > s > k > p entonces H” # H', y asi el proceso se repite con

H' = H", es decir, H” = H" U (H" o H"). Esto es,

1 r s s
r 1 s s
H/// —
s s 1 r
s s r 1
Como H" = H", se obtiene la clausura transitiva después de considerar todos los
posibles casos y de nuevo se cumple que v(c,b) =7y v(c,a) = s. O

El Teorema 3 indica que, bajo ciertas condiciones, las relaciones de proximidad y
similitud entre o y ©T v entre X v 6L son equivalentes, es decir, se conservan los
m Y Pmr Y Pm Y Om q ) )

valores. Por lo tanto, si r > s > k > p entonces v;—s(c, a) C vi—-(c, b).

Teorema 4. Considere los grupos G = {¢L, ¢l ol 6T} y G, = {e,a,b,c}. Sea
w una relacion de prozimidad sobre Gp. Sean 1 = w(pl oL, k = w(pl  ¢T), r =
w(el  6L), p = w(el,6L) ys =w(pl,of). Si r>k>s>pok>r>s>p,

entonces v(c,b) =r yv(c,e) = k.

Demostracion. Considerando el mismo procedimiento en la determinacion de la clau-

sura transitiva de w, la prueba es analoga a la prueba del Teorema 3. O
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En este caso, el Teorema 4, indica que bajo ciertas condiciones, la relaciones de
similitud y proximidad entre ¢2 y ¢l y entre ol y d1 son equivalentes, es decir
conservan los valores. Por lo tanto, sir >k > s > po k > r > s > p, entonces
v (c,e) C vr(c, b).

Adicionalmente, el Teorema 3 y el Teorema 4 garantizan que es posible considerar
solo los valores obtenidos por la relacion de proximidad y el orden correspondiente,
sin alterar la relacion de orden (por inclusion) en las relaciones de equivalencia (o
de los subgrupos normales). Tal resultado se emplea en el siguiente capitulo para
establecer un criterio de calidad que sea invariante bajo las relaciones de similitud y
de proximidad.

Una vez planteado el razonamiento descrito en esta seccién es posible exponer
algunas conclusiones: la relacion de similitud (invariante por traslaciones) v sobre
G (grupo formado por los grados globales de cada operador) permite formalizar un
proceso de comparacion entre parejas de operadores via ordenaciéon por inclusion. La
relacion de similitud se construye bajo la propuesta aqui presentada, debido a que de
esta manera, se preserva la operacion del grupo y los valores de pertenencia de los
subgrupos borrosos de Gr. La formalizacién del proceso de comparacion se establece

en la Seccién 3.2.

2.3.2. Funciones de disimilitud para los grados globales

Asi como la nocién de similitud aparece de forma natural para comparar elementos
de un conjunto, la nocién de “distancia” o en general, la nocién de disimilitud, surge
como concepto dual al de similitud, expresando la diferencia entre objetos, o incluso
la separacion o divergencia entre los mismos.

De acuerdo con lo anterior, la motivaciéon para considerar la disimilitud entre
objetos es poder integrar esta nociéon con su nocién dual y, por ende, estudiar ca-

racteristicas de un objeto encontrando en qué medida dichas caracteristicas tienen
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puntos en comin o difieren entre si. Es decir, aplicando las dos nociones.

Sin embargo, la construcciéon propuesta en la seccion anterior a partir de relacio-
nes de similitud tiene como eje central la coincidencia entre la propiedad de min-
transitividad de este tipo de relaciones y la definicién sobre subgrupos borrosos. Esto
quiere decir que el abordar el concepto de disimilitud entre objetos en el marco del
grupo de operadores construido claramente no permite obtener subgrupos borrosos
y, por ende, interpolar directamente lo desarrollado carece de sentido. Por lo tanto,
como nocién dual, se considera la disimilitud desde una perspectiva mas general sin
imponer el cumplimiento de la desigualdad triangular, ni la desigualdad ultramétrica.
Lo anterior quiere decir que, se hara referencia a funciones de disimilitud en el sentido
de lo que a partir de [86] se ha denominado cuasimétrica.

En la presente seccion se construyen los elementos conceptuales para proponer
un proceso de comparacion via funciones de disimilitud en el siguiente capitulo. El
desarrollo propuesto nuevamente tiene como punto de partida el grupo conmutativo
establecido en la Seccién 2.2.

Dado un conjunto finito de objetos X con |X| = m y un FCS (C, ¢, ¢, N) con

T

T ol ol 611 de los grados

n clases, se considera como antes el conjunto Gy = {¢ s O

globales de los operadores de agregacion obtenido a partir de un operador tipo pro-
medio A, estable por negaciones fuertes. Sobre tal conjunto se establece una funcién
de disimilitud d (de nuevo, cuasimétrica), de tal forma que se establece la siguiente

matriz de disimilitud.
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Por las propiedades que cumple la funcién de disimilitud empleada, es inmediato que
la matriz Dy, es simétrica y los elementos de la diagonal principal son ceros. Por lo

tanto, se prueba la Proposicion 9.

Proposicion 9. Dado un conjunto X con m elementos y un FCS (C, ¢, ¢, N) con

n clases. Considere el conjunto G = {¢pL, ol 6T oI} y una funcion de disimilitud

usual d. Si d(x,y) = d(N(z), N(y)), entonces d(¢L,6L) = d(¢1,0l) y d(61,07) =

ni’’n n»-n

d(o, o). Por lo tanto, se obtiene la siguiente matriz para la relacion d,

577; Tp Oy 0 ﬁn

SOZ an pn Bn O
donde d denota la funcion de disimilitud cumpliendo la propiedad especifica.

Demostracion. Se considera la primera igualdad, d(¢l ,67) = d(¢),,0l). Sea A el

operador tipo promedio (estable por negaciones fuertes V) tal que I = A <901n, o gpmn> .

A partir de la Definicion 18 y la Ecuacion 2.3, se tiene que para cada i con i =

1,...,m, se cumple que ;, (,ul(a:i), .. ,,un(asi)> = N((bm (N(Ml(l’i)), e N(#n(%)))
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y se cumple que ¢;, (N(,ul(xi)), e N(,un(arz))> = oip (,ul(a:i), . ,,un(xi)> por lo
tanto, ©;, (/h(%’), . ,un(:cl-)> = N(am (m(%’), . ,un(:cl)>> Como A es estable por

negaciones fuertes, entonces se cumple que

gog = A<N(01n), - N(O’mn)) = N(A(Uln, ...,amn>) = N(ag)

De forma similar, recordando que

Sin (ul(:z:i), o ,un(:zci)> _ N(d)m <p1(xi), o ,pn(xi)>),

entonces se tiene que,

o7 = A(éln, 5mn) - A(N(%, ¢mn)> _ N(A(qbln, ¢mn)> — N(67).

Por lo tanto, se ha comprobado que las siguientes igualdades se cumplen:

d(¢y,0,) = d(N(0y) y N(¢,)) = d(oy, 6n).

n

De forma anéloga, la segunda igualdad d(61,07) = d(¢L,¢l) se cumple, gracias a

n» n

que 0) = N(¢w) y 0 = N(p]). O

El Ejemplo 8 presenta una funcion de disimilitud usual tal que d(z, y) = d(N(z), N(y)),

segln se ha empleado en la Proposiciéon 9.

Ejemplo 8. Si N(z) = 1 — z, la funcion d(z,y) = |z — y|, cumple que d(z,y) =
d(N(z),N(y)) para todo x,y € [0,1].
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2.3.2.1. Polinomio caracteristico de una matriz de disimilitud

Dada una matriz cuadrada D, se asocia un polinomio que contiene informacion
relevante sobre dicha matriz como su determinante, traza y valores propios. Formal-

mente se tiene la siguiente definicion:

Definicion 20. Sea D una matriz cuadrada de | x [. El polinomio caracteristico de
D se define como la funcion f(X\) dada por f(A) = det(D — I;)\), con I la matriz
wdentidad [ X [.

En en el contexto de la Definiciéon 20, se resalta que la matriz A; obtenida en
la Proposicion 9 se encuentra definida para cada conjunto de clases C' con n clases,
donde n = 2,...,m. Por lo tanto, si para cada una de tales matrices se calcula su
polinomio caracteristico en la variable A, denotado por pg (), se obtiene que, para

cada conjunto de clases C', dicho polinomio presenta los siguientes coeficientes:

pa, ) = M= (20742682 =2 =2 ) 02— da (- p) A (040 = p) (0= )* =)

(2.5)
A menos de que sea necesario y sin generar ambigiiedad, se escribira «, 3, p, ™ en lugar
de ap, B, Py Th-

Sobre la Ecuacion 2.5 algunos resultados son inmediatos.

1. El coeficiente de A? es cero, debido a que la traza de la matriz de disimilitud es

cero.
2. El determinante de la matriz esta dado por ((a+ 3)? — 7p)((a — 8)? — mp).

3. Las raices del polinomio pg () estan dadas por:

1 1 1
)\172 = 571' + §IOZ|: 5\/(20& + 26)2 + (7T — p)2
1 1 1
Agq = 57~ §Pi 5\/(204 +28)2 + (7 — p)?
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El ultimo resultado indica que todas las raices del polinomio son reales. Especifica-

mente, como «, 3, p y 7 se encuentran en [0, 1], se cumple el corolario 1.

Corolario 1. Sipg () es el polinomio caracteristico de la matriz Dg, obtenida bajo

las condiciones de la Proposicion 9, entonces las raices del polinomio Ay, Aa, A3, \y €

—2,2].

Demostracion. Las raices de pg (M), estan dadas por

1 1 1
donde 37+ 4p =1y —ir —4p = —1sim = p = 1. Como a = d(¢,¢l) =

d(6T o), si @ = 1, entonces necesariamente 3 = 0 debido a que 6/ = N(¢!) y

n n

ol = N(¢l). Por lo tanto, 37 + £p + 51/(2a+2B)2 + (1 —p)> =2y —74 — 1p —
3V/(20 +28)2 + (1 — p)? = -2 O

Finalmente, se presenta un resultado de gran utilidad para el estudio de los poli-

nomios pg (A) con n=2,...,m. Para ello se tiene la Definiciéon 21.

Definiciéon 21. [84] Dadas dos funciones f(z) y g(z) de variable real o compleja. Se
dice que f(z) es asintdticamente equivalente o igual a g(z) bajo el limite z — 2y, si f

y g son tales que
tim L)

=1
=20 g(2)

Lo anterior se denota por f(z) ~ g(z) (cuando z — zy ).

La Definicion 21 establece que si dos funciones f(z) y g(z) son asintoticamente
equivalentes (cuando z — zp), entonces el error relativo de la igualdad aproximada

de f(z) y g(z), es decir, la magnitud

[f(2) — g(2)]
9(2)
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es infinitamente pequena cuando z — zj.
Claramente, la relacion f(z) ~ g(z) (cuando z — zy ) es una relacion de equiva-
lencia. Es decir: 1) f(z) ~ f(2), 2) si f(2) ~ g(2) entonces,

g9(2) 1

lim = =1

z2—20 f(Z) lfmz_>20 J;Ez;

7, 3) si f(2) ~ 9(2) ¥ 9(2) ~ h(2), entonces f(2) ~ h(2).
Para el caso particular de pg, (\) se cumple que, pg, (A) ~ pg,,(A) (cuando A — co)
Y Pa,, (A) ~ pg,,(A) (cuando A — —oo) para todo ni,ny € {2,...m} debido a que

siempre se cumple que

Por lo tanto, cuando A — 00 0 A — —o0, pg, (A) ¥ pa,, () se vuelven esencial-
mente iguales.

Los resultados presentados en esta seccidén permitiran establecer un proceso de
comparacion via funciones de disimilitud, en el cual se estudian conjuntos de clases
C' con n clases, donde n = 1, ..., m. Dicho proceso de comparaciéon sera presentado

en la Seccién 3.3.

Los conceptos y resultados presentados en el Capitulo 2 conforman las bases ma-
tematicas sobre las cuales se platearan en el Capitulo 3, la propuesta de un proceso
que permite determinar la calidad de una particiéon borrosa y, un indice que establece

el nimero 6ptimo de clases en una particion borrosa.
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Capitulo 3

Criterios de relevancia y calidad para

particiones borrosas

El presente capitulo esta dedicado a los siguientes propoésitos. En primer lugar, se
estudia el concepto de relevancia y se establece como una propiedad deseable de las
clases de una particion borrosa. En segundo lugar, se busca establecer criterios que
permitan, dada una particion borrosa, evaluar su calidad a partir de los elementos
dados en la Seccién 2.3.1 incluyendo la propiedad mencionada. Finalmente, se bus-
ca establecer un criterio que permita, dado un conjunto de objetos y un algoritmo
de clasificacion iterativo, determinar el ntmero 6ptimo de clases. Para este tltimo

proposito se acudiré a los elementos establecidos en la Seccion 2.3.2.

3.1. Sobre el concepto de relevancia

En esta seccion se aborda el concepto de relevancia desde sus generalidades y
elementos constitutivos. Se establecen las caracteristicas que permiten definir la rele-
vancia como una propiedad de los objetos inmersos en un contexto y se define en el
marco de una particion borrosa. A partir de los sistemas de clasificacion borrosa, se
estudia la relevancia como una propiedad que satisfacen las clases de una particion

borrosa en términos de grados.
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3.1.1. Marco de referencia general

La relevancia constituye un concepto de naturaleza vaga y se encuentra definido
por los efectos contextuales que produce, es decir, como concepto genera o valida
informacion a partir de informacion ya existente. En otras palabras, la relevancia se
define a partir de la existencia de un contexto.

Intuitivamente, las personas pueden distinguir informacién irrelevante o, en algu-
nos casos, informacion mas relevante de informaciéon menos relevante. Sin embargo,
tal distincion no es del todo clara o no siempre esta dada por un consenso generali-
zado. El hecho de que exista una nocién en el lenguaje cotidiano de relevancia con
un significado vago y variable, expone la complejidad de su definicién y revela dife-
rentes formas de abordarlo. De igual forma, las intuiciones acerca de la relevancia de
un objeto son relativas (al contexto) y no hay forma de controlar exactamente qué
contexto tendréd alguien en mente en un momento dado, o como se puede entender
dicho contexto [107].

Con base en lo anterior, y considerando la definicién propuesta en [107] sobre la

relevancial

, una primera idea para su estudio y aplicacion en el contexto de particiones
borrosas se expresa como sigue: establecer que un elemento es relevante en un contexto
dado significa que, si el objeto se agrega o elimina del contexto, entonces hay un
cambio en el contexto, o hay un cambio en la informacion sobre dicho contexto. En
general, tener un efecto sobre el contexto es una condiciéon necesaria para que emerja
la relevancia de un objeto.

Considerando la idea anterior, se establecen entonces dos situaciones concretas en
términos operacionales: determinar la relevancia de un objeto por la generaciéon de

cambios en el contexto o por la generacion de cambios en informacion del contexto.

Precisamente, sobre la tltima situaciéon se profundizaré en el desarrollo de la presente

'Relevancia: Un supuesto es relevante en un contexto si y solo si tiene algiin efecto contextual en
dicho contexto
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tesis.

Dado un conjunto de datos y establecida una clasificacion borrosa sobre los mis-
mos, se estudia la informacién acerca de la clasificacion y los cambios sobre dicha
informacion, al agregar o quitar una clase o clister. Si bien la extraccion o adicion
de una clase genera cambios en la clasificacion, el énfasis esta en la informacion que
se puede extraer de la nueva clasificacion. En este punto, es importante aclarar que
extraer una clase de una clasificaciéon puede darse en dos lineas, la primera consiste en
eliminar por completo la clase dejando las clases restantes, y la segunda consiste en
generar una nueva clasificaciéon con una clase menos. Por su parte, agregar una clase
en principio solo es posible generando una nueva clasificaciéon con una clase adicional
de entrada.

Ahora bien, estudiar los cambios en informacion del contexto determina dos nuevas
alternativas de estudio sobre la relevancia de un objeto: 1) el estudio de los cambios
en la informacion, una vez se ha eliminado el objeto; y 2) el estudio de la informacion
resultante en si misma. Bajo los propoésitos de este documento ambas alternativas son
consideradas. La primera alternativa, expone la necesidad de comparar dos estados,
el antes y el después, con el objeto y sin el objeto. La segunda alternativa, implica
establecer un punto de referencia que permita determinar el ahora, de la informaciéon
que se tiene. Por lo tanto, se proponen dos procesos que permiten llevar a cabo en
términos operacionales los estudios expuestos. Por un lado, se establece un proceso
de comparacion entre la informacién obtenida antes y después de eliminar el objeto
del contexto. Y por otro lado, con la informacion resultante se establece un proceso
de medicion que permita determinar el grado en que la informacion resultante aporta
en la comprension, caracterizacion o reconocimiento de estructuras subyacentes o
recurrentes (patrones) del contexto.

El proceso de comparacion se establece entre dos conjuntos perfectamente dife-

renciados, la informaciéon del contexto con el objeto y la informacion del contexto sin
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el objeto. En este sentido, se observan entonces los cambios generados en el paso de
un conjunto a otro, de un estado al otro. Por su parte, en el proceso de medicién, una
vez eliminado el objeto, se requiere una escala o parametro que permita determinar
qué tanto aporta, en la comprension del contexto, la informacién que ha quedado.

En resumen, se propone el estudio de la relevancia en dos etapas. Una primera
etapa evalta la relevancia de un objeto comparando los cambios en la informacion
al eliminar el objeto y otra etapa en donde se evalta si la informaciéon resultante es
relevante en el contexto.

Como concepto técnico que puede ser adecuado para ser medido por métodos
computacionales, la relevancia requiere una caracterizaciéon que permita su compren-
sion formal para el uso computacional. Por lo tanto, se propone un nuevo enfoque o
comprension sobre el concepto de relevancia en el marco borrosos y los medios para
evaluarla y medirla, particularmente, con referencia al estudio de particiones borrosas
y las clases, agrupamientos o clister obtenidos.

De acuerdo con lo anterior, la nueva propuesta funciona bajo las siguientes consi-
deraciones: el contexto hace alusion a la clasificaciéon obtenida sobre un conjunto de
datos; y la informacion del contexto corresponde a la informacién proporcionada por
la evaluacion de dicha clasificacion a través de la aplicacion de las reglas recursivas
y sus negaciones, segun la tripleta de De Morgan seleccionada. Esto es, con respecto
a una particion borrosa comparamos los grados de redundancia, cobertura, no re-
levancia y no cobertura del conjunto de clases que se estudian. Como se mencion6
anteriormente, la relevancia se representa aqui como un concepto vago, borroso y, por
lo tanto, su estudio es una cuestion de grados.

A continuacién se plantea en términos formales la propuesta y se profundiza en

los detalles y consideraciones necesarias para su comprension y aplicacion.
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3.1.2. Relevancia de una clase en particiones borrosas

Considerando un FCS, la relevancia de una clase en una particién borrosa ha sido
abordada en [4] mediante una metodologia basada en contraste de hipotesis. En dicha
propuesta, la relevancia de una clase se evaliia a través del operador disyuntivo ¢,
comparando los grados de cobertura de toda la particiéon con los obtenidos sin la clase
en estudio. De manera similar, en [29] se realiza un primer acercamiento al estudio de
la relevancia de una clase con el operador disyuntivo ¢, esta vez sin usar una prueba
estadistica. En ambas propuestas, se considera una sola regla recursiva. En general,
una gran cantidad de propuestas para determinar la calidad de una particiéon difusa
se basan en el estudio de un tnico indice o la medicién de una sola propiedad. Bajo
el enfoque propuesto en esta tesis, se consideran todas las reglas recursivas dadas por
el sistema de clasificacion borroso y sus negaciones, lo cual implica una consideracion
de varios indices.

Segtin se ha planteado anteriormente, bajo nuestro enfoque, la relevancia es en-
tendida como la necesidad de incluir, excluir o no excluir, una clase o familia de clases
de una particiéon borrosa dada. Alguna de dichas necesidades puede plantearse por-
que, por ejemplo, una clase puede estar generando altos grados de solapamiento sin
mejorar la cobertura, o porque, aunque una clase genera altos grados de cobertura,
algunos elementos del conjunto de datos, se explican mejor por otra clase.

Por lo tanto, se considera la relevancia, como una propiedad que permite estudiar
el problema de la reduccién de la dimensionalidad en una particiéon borrosa. Esto es,
dado un conjunto de datos, se pretende encontrar la mejor particiéon borrosa con el

menor niamero de clases. El Ejemplo 9 ilustra este problema.

Ejemplo 9. Sea C = {c1, 2, 3, ¢4} sobre el conjunto de datos X = {1, xa, T3, T4, x5}
La Tabla 3.1 presenta los grados de pertenencia de los cinco datos dentro de las cuatro

clases de C'. Se ha seleccionado el FCS dado por

= pa(p1 (), po(), p3(w), pa(z)) = max(p (), pa(z), p3(z), pa(x)),
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= O (), pa(z), pa(x), pa(x)) = min(uy (), pa(z), pa(x), pa(x))
= N(p(r)) =1— p(x).

Las dos ultimas columnas en la Tabla 3.1 presentan los grados de cubrimiento y

solapamiento de la particion C para cada objeto x; € X. El grado de cubrimiento

global y redundancia global se obtienen usando el operador A = %Z@kn como se
k=1

muestra en la ultima fila de la tabla.

| Objetos [e1 [ca [es [ea | wa [ & |
P 03 (04 [02 [0.1 0.4 0.1
s 0.6 |02 |0.12]0.08 0.6 0.08
3 08 |01 |0.07]0.03 0.8 0.03
4 02 |05 |025]0.05 0.5 0.05
s 0.1 |0.1 |0.79]0.01 0.79 0.01
o7 = 0,618 | T = 0,054

Tabla 3.1: Grado de cubrimiento y solapamiento global

Sin embargo, se observa que la clase ¢y puede ser eliminada sin deteriorar el grado
de cubrimiento y el grado de solapamiento de las clases restantes. Adicionalmente,
después de eliminar dichas clases se obtienen los siguientes valores para los grados
globales, oI = 0,618 y ¢2 = 0,138. De acuerdo con la situacion planteada, surgen de
forma natural las siguientes preguntas: ;Como determinar si una clase se puede eli-
minar? ;FEs mejor eliminar una clase o volver a realizar la clasificacion considerando
una clase menos desde el inicio? Si se elimina una clase y el grado de solapamiento
aumenta, ;Hasta que punto es aceptable incrementar el solapamiento de las clases

restantes?

Por lo tanto, la propiedad de relevancia, en el caso de particiones borrosas, es
un elemento clave por cuanto un objeto puede pertenecer simultaneamente a varias
clases y, en ocasiones, su pertenencia a una de estas clases puede no proporcionar

informacion discriminante sobre el objeto.
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Considerando los anteriores interrogantes, se propone estudiar e integrar toda la
informaciéon disponible por el FCS (reglas recursivas y sus negaciones) y establecer
un procedimiento que no considere las reglas recursivas de forma aislada. Un primer
acercamiento a esta idea se puede encontrar en [27]. A partir de tal propuesta, ema-
nan dos consideraciones claves: en primer lugar, ;cémo establecer una estructura que
permita considerar, integrar y comparar las reglas recursivas y sus correspondientes
negaciones? En segundo lugar, una vez que se logra establecer una estructura consis-
tente, jcomo determinar un criterio que permita determinar si se deben eliminar o
agregar clases? Es decir, jcomo encontrar el ntimero 6ptimo de clases o clisteres del
conjunto de datos, considerando las propiedades de cubrimiento y redundancia del
conjunto de clases y la relevancia de cada clase?

Lo anterior implica la necesidad de estudiar la particion borrosa desde dos pers-
pectivas: por un lado, medir las propiedades de toda la particién o de un subconjunto
de clases de la particion (propiedades globales); y por otro lado, medir propiedades
de cada clase (propiedades locales).

La propuesta de un conjunto de criterios para evaluar una particiéon borrosa da-
da se establece entonces bajo el siguiente razonamiento: considerando los resulta-
dos presentado en la Seccion 2.3.1, se considera un sistema de clasificacion borroso
(C,p,0,N),donde C = {cy,...,c,} describe lo que en esta seccion se ha denominado
como el contexto. Por su parte, ¢, ¢, N proporcionan informacién sobre ese contexto.

Se plantea la estructura de grupo conmutativo formado por lo grados globales de las

T

+}, en concordancia

reglas recursivas y sus negaciones, es decir, Gy = {p? ¢l ol §
con la Definicién 19 y cumpliendo la Proposicién 2 y la Proposicion 3. Para compa-
rar los elementos de dicho grupo, se emplea una relaciéon de similitud invariante por
traslaciones v sobre G de acuerdo con la Ecuacién 2.3 cumpliendo las Proposiciones

7y 8y los Teoremas 1 y 2. Dicha relacién v se obtiene a partir de una relaciéon de

proximidad w cumpliendo los Teoremas 3 y 4.
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A partir de las clases de equivalencia correspondientes v; obtenidas a partir de v
como se describe en el Teorema 1, se establece un proceso de comparacion conside-
rando la inclusion de clases. Con base en dicha comparacion, se establece un criterio
que permite determinar cuando una particion tiene niveles 6ptimos de cubrimiento
y redundancia para, posteriormente, determinar si hay clases o conjuntos de clases

irrelevantes.

3.2. Ciriterios de calidad y relevancia para una par-

ticién borrosa

En general, una particion es de calidad cuando presenta un alto grado de cu-
brimiento y un bajo grado de solapamiento. Por lo tanto, cuando se consideran los
grados de no cubrimiento y de no solapamiento, equivalentemente una particion se
considera de calidad si tiene un bajo grado de no cubrimiento y un alto grado de no
solapamiento.

Con el fin de integrar lo expuesto en el parrafo anterior, se define en la presente
seccion, un criterio de calidad para una particion borrosa y un criterio de relevancia
para las clases de dicha particién. Tales criterios surgen a partir de un proceso de
comparacion que es descrito a través de un algoritmo desarrollado para tal fin. Dicho
algoritmo permite, a través de un proceso iterativo, evaluar si una particion borrosa
es de calidad y si todas sus clases son relevantes, lo cual determina lo que se ha
definido como una particiéon de alta calidad. Adicionalmente se define un criterio que
permite comparar dos particiones borrosas que cumplen con el criterio de calidad y el
criterio de relevancia, estableciendo por lo tanto, un primer acercamiento a encontrar
el nimero 6ptimo de clases. Parte de las ideas expuestas en la presente seccién se
encuentran ya publicadas en [24].

En la Seccién 2.3.1 se establecié una interpretacion sobre los resultados obtenidos
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con la aplicacion de la relacién de proximidad w sobre Gr. Con el fin de ampliar
la comprension de los criterios a definir, se recuerda tal interpretacion: en general
w(z,y) se interpreta como el grado en que = y y son aprorimadamente iguales. Por
lo tanto, si ¢! representa el grado de cubrimiento de un conjunto de n clases para
m objetos (grado global) y ¢ el grado de solapamiento, entonces el grado en que
ambas propiedades son aprozimadamente iguales, se puede ver como aquella parte en
que ambas coinciden. En ultimas, de acuerdo con la intuicién mas general sobre la
similitud (ver [73]), tal caracteristica de un par de objetos esta directamente asociada
con la informacién que ambos objetos tienen en comiin y con la informacion que define
cada objeto.

De acuerdo con lo anterior, se interpretan entonces los valores obtenidos por la
relacion w sobre Gr de la siguiente forma: w(pl , ¢ ) proporciona el grado que cu-
bre la redundancia de las clases, w(? ;L) proporciona el grado de cubrimiento sin
considerar la redundancia de las clases y, w(p? ol) proporciona el grado en que
el cubrimiento y el no cubrimiento son aproximadamente iguales. Por lo tanto, es
deseable, por ejemplo, que el grado que cubre la redundancia de las clases, sea bajo
y menor que el grado que cubren las clases sin solapamiento.

Se propone entonces el primer criterio de calidad. Sea X un conjunto de obje-
tos con |X| = m, (C,p,¢, N) un FCS con C = {c,...,¢,}, donde C es obteni-
do a partir de un algoritmo de clasificaciéon borroso iterativo y no jerarquico, por
ejemplo, a través de fuzzy c-means o possibilistic c-means. Considere los grupos
Gr = {¢F, oL ol 6T} v G, = {e,a,b,c} junto a una relacion de similitud inva-
riante por traslaciones v sobre G),. Por lo tanto, es posible calcular las relaciones de
equivalencia v, = {(x,y)|v(z,y) > t} para todo t € [0,1]. Bajo esta perspectiva, si
0<t <---<t,=1, entonces vy, C--- C vy =Gy x Gr.

Sean 1 = w(pp,, op,), k = wlpn, ¢p), 1 = w(pn, 05) ¥ s = wlpy,,0,,) v sean

z,y € Gp = {e,a,b,c}. Entonces se definen la relaciones de equivalencia
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K = vp(z,y) = {(z,y)|v(z,y) =k},
R= Ut:?“(x’y) = {(:L‘,y)|U(I,y) > T‘},
S = v=s(z,y) = {(z,y)|v(z,y) = s}.

Considerando los resultados de los Teoremas 3 y 4, se plantea el siguiente criterio:

Criterio de calidad. Una particion borrosa C' con n clases es una particion de
calidad st v > s > k, o de forma equivalente, si S C R. En caso contrario, se dice
que la particion es de baja calidad. Por lo tanto, el valor de r determina el grado de

calidad de la particion borrosa, y cuanto mayor sea, mejor.

Es importante recordar que r proporciona el grado de cubrimiento sin considerar
el solapamiento de las clases.
En la misma linea, se puede extender el argumento empleado hasta ahora para un

criterio de relevancia sobre cada una de las clases de la particion borrosa.

Criterio de relevancia. Dada una particion borrosa C' con n clases, sea C; C
C ={ci,...,c,} una familia de clases no vacias fija, tal que C; es el subconjunto de
n—1 clases obtenidas al eliminar la clase ¢; € C, con i ={1,....,n}. Sean k;, r;, y s;
los correspondientes valores para w sobre C;. Si k; > s;, o de forma equivalente se
cumple que S; C K;, entonces ¢; es una clase de alta relevancia para la particion C'.

En caso contrario, se dice que c; es una clase de baja relevancia para la particion C.

El criterio procede eliminando de forma iterativa, una clase del conjunto de clases
en consideracion, siendo esta clase cada vez distinta, para estudiar su relevancia. En
este sentido, la clase eliminada seréa relevante si la agregacion de las clases restantes
indica que el grado de cubrimiento del solapamiento es mayor que el grado de cu-
brimiento sin considerar el solapamiento. En otras palabras, una clase se considera
relevante si al ser eliminada de C, entonces disminuye el grado de cubrimiento en una

proporciéon mayor que el grado de solapamiento.
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Por lo tanto, podemos establecer en términos mas formales la intuicion bésica que
respalda ambos criterios, a través de la la Definicion 22.
Definicion 22. Una particion borrosa es llamada de alta calidad, si todas sus clases

son relevantes.

De acuerdo con los criterios establecidos, es posible desarrollar un procedimiento
para evaluar la calidad de una particion borrosa dada. Tal procedimiento es sintetizado
en el Algoritmo 1.

Dicho algoritmo procede de la siguiente manera: en el primer paso, una particion
C = {c1,ca} es calculada a través de un algoritmo de clasificacion borrosos iterativo
no jerarquico. Para efectos practicos y debido a su uso generalizado y a los 6ptimos
resultados obtenidos en diversas aplicaciones, se propone emplear el algoritmo fuzzy
c-means. A partir de la relaciéon de proximidad w, el Algoritmo 1 determina si la
particion C' es de calidad. En este punto es importante anotar que en el caso de
n = 2 (dos clases), la relevancia de las clases no es evaluada debido a que bajo la
propuesta planteada, la agregacion de una sola clase no es considerada. Por lo tanto,
si la particién con dos clases es de calidad, entonces el algoritmo finaliza. En caso
contrario, el algoritmo incrementa el niimero de clases en una y retorna al paso 1
hasta encontrar una particion de alta calidad. Es decir, una particion en la cual todas

sus clases son relevantes.
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Algorithm 1 Determinaciéon de una particion borrosa de calidad

Input: X un conjunto finito de objetos, | X| = m, reglas recursivas ¢ y ¢ y la negacion

O W W WK N NDDDNDDDNDDNDN N N M s = = = =
ERCSSAIISITEENESD XIS BN

w W
S &

w

N (correspondientes a un FCS), una relacion de proximidad w y n = 2. Sea z un
entero positivo denotando el maximo nimero de clases a considerar.
Proceso
Global
while r < s < k do
if n < z then
n=n+1,
Global.
else if n = 2z then
RETURN “Particiéon de calidad no encontrada” and END.
if r > s>k and c =2 then
RETURN C and END.

celseif r > s>k and ¢ > 2 then

Relevancia

: while s; < k; do

if n < z then
n=n+1,
Global,
Relevancia
else if k; > s; then
RETURN C and END.
else if n = z then
RETURN “Particién de alta calidad no encontrada” and END.

: End Proceso

: SubProceso Global

Calcule C' para n > n clases obtenidas con algoritmo fuzzy c-means.
Calcule oL, oI ol v 6L v considere Gr = {¢L, oL ol 6T

m m?

Calcule w sobre G7. Sean k = w(¢L, ¢1), r = w(pl,61), s = w(pl, o)

: Fin SubProceso

: SubProceso Relevancia
: fori=1:ndo

Calcule C} > n — 1 clases obtenidas al eliminar la clase i.
Calcule Z-T, goZT, UZT y (5Z»T para cada C; y considere G; = {(ﬁiT, 4,0?, aiT, 5Z-T
for cada C; do

calcule w sobre G;

: Fin SubProceso

de

Se observa del algoritmo propuesto que el proceso finaliza cuando una particion

alta calidad ha sido encontrada, es decir, una particion cumpliendo los criterios
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de calidad y relevancia y a su vez, siendo la particion con el menor niimero de clases
que satisfacen dichos criterios. Sin embargo, puede ocurrir que no exista un 6éptimo
numero de clases. En este caso se sugiere reiniciar el algoritmo fuzzy c-means con una
semilla diferente o con un parametro de borrosidad diferente.

De igual forma, puede ocurrir que existan dos particiones cumpliendo todos los
criterios propuestos. En principio, la particion con el menor niimero de clases es la
deseada, sin embargo, esto no garantiza que no se pierda o no esté siendo considerada
informacion relevante. Por lo tanto, se propone un criterio adicional para comparar
dos particiones de alta calidad cuando el Algoritmo 1 es usado varias veces bajo di-
ferentes configuraciones (semillas o valores de parametros borrosos). Es importante

resaltar que el criterio establecido para tal fin, no es usado en el Algoritmo 1.

Criterio de comparacion. Sea C,,, y C,,, dos particiones borrosas de alta calidad

T

n17

sobre X. Sea m = w(p (5”T1) Y ry = w(gpi,éz;) los valores de w para cada particion,

respectivamente. Entonces C,, es mejor que C,, Si 11 > To.

El criterio de comparacion establece que frente a dos particiones que han sido
evaluadas como de alta calidad, la que mejores resultados presenta es aquella que

tiene el méas alto grado de cubrimiento sin considerar la redundancia de las clases.

3.2.1. Operadores de agregaciéon para medir calidad y relevan-
cia

Los criterios de relevancia y calidad para evaluar particiones borrosas planteados

en la seccién anterior, establecen como elemento primordial para su funcionamiento,

la comparacion de los valores dados por k = w(pl ¢l) y s = w(pl,ol), lo cual

implica que la existencia de una igualdad entre k y s dependeréd exclusivamente de

la igualdad entre los valores obtenidos a través de los operadores ¢ y ol . En este

sentido, una pregunta que surge de forma natural es, jexisten algunos casos en los
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cuales la igualdad de estos dos valores depende de los operadores empleados y no de
una caracteristica propia y tnica de la particion evaluada?

Asi como en la Seccion 2.2 ya se ha establecido que el operador ¢ (operador con-
juntivo) no puede ser autodual, la anterior pregunta busca excluir aquellos operadores
para los cuales la igualdad entre los grados de solapamiento y no cubrimiento de
una particion estudiada, no sea una caracteristica de la particion estudiada sino una
propiedad de los operadores empleados.

Retomando lo planteado en [105] (incluso ver [21, 45]), para el caso de los ope-
radores autoduales se satisface la ecuacion funcional ¢o(x,y) + ¢o(1 — 2,1 —y) =1,
lo cual para la propuesta aqui planteada corresponde a la igualdad entre ¢o(z,y) v
wo(z,y), para N = 1 — x. Ahora bien, si lo que se desea estudiar corresponde con
la igualdad entre ¢o(x,y) y o2(x,y), entonces se indaga por el cumplimiento de la

ecuacion funcional

$2(7,y) — G2(N(z), N(y)) = 0

con N una negacion fuerte, o de forma equivalente, ¢o(z,y) = oa(x,y). La anterior
ecuacion se puede interpretar como una version débil de la ecuaciéon abordada en
[105]. Cabe resaltar que los resultados de esta seccion se encuentran publicados en
[26].

Con base en el anterior razonamiento, se establece la Proposicion 10.
Proposicion 10. Dado un sistema de clasificacion borrosa (C,¢,p, N) con N =

1 — p(z) y ¢ un operador simétrico, entonces se cumple que

G2 (p1 (@), pa(x)) — 2N (1 (2)), N(pa(x))) =0

si y solo si py(x) + pe(z) = 1.

Demostracion. (Necesidad) Como ¢o(p1 (), p2(x)) = ¢o(N (1 (2)), N(p2(x))), si se
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supone cierto que pu1(x) + pz(x) # 1, entonces al considerar u(x) = 0 se tiene que
p2(x) # 1, y por lo tanto, 0 = ¢2(0, pe(z)) = ¢2(1,1 — p1(z)), lo cual no es posible.
Asi pues es necesario que py () + pz(x) = 1.

(Suficiencia) Si 1 (x)+pua(x) = 1 entonces py(x) = 1—ps(x) y como ¢ es simétrico,
entonces se cumple que ¢o(u1(x),1 — pi(z)) = ¢do(1 — p1(x), 1 (x)), y por lo tanto,
G2(pn (@), 1= (2)) = 1=2(pa (), 1= (2)) y st @2 (pa (), 1= (x)) = o2(pr (@), 1—-
p1(x)) o, de forma equivalente, ¢2(p1(2), p2(x)) — G2(N (pa (), N(p2(2))) = 0.

[

La Proposicion 10 establece que para cualquier tripleta de Morgan (¢, p, N) tal
que ¢9 sea simétricoy N = 1— pu(z), entonces la ecuacion funcional ¢o(puy (), po(z)) —
G2 (N (p1(x)), N(p2(z))) = 0 se satisface.

Con base en lo anterior, y siguiendo la notacién de la Secciéon 1.1, se plantea la

siguiente definicion

Definicion 23. Un operador de agregacion Ay : [0,1)> — [0,1] se denomina débil-
mente autodual si Vx,y € [0,1] tal que x +y = 1, entonces A(z,y) = A(N(z), N(y))

con N una negacion fuerte.

Existe un amplio conjunto de operadores de agregacion que cumplen la propie-
dad de ser débilmente autoduales. En general, como se puede deducir facilmente de
la Proposiciéon 10, todos los operadores bidimensionales simétricos junto con la nega-
cion fuerte N(z) = 1 — x cumplen la propiedad. El Ejemplo 10 presenta operadores

autoduales y no autoduales.

Ejemplo 10. Algunos operadores que cumplen la propiedad de ser auto duales con

la negacion N =1 —x
» A(z,y) = min{z,y}
= Az,y) = vy
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. A(Zlf,y) = 1-?—902‘1;,‘1/

Algunos operadores que no cumplen la propiedad de ser autoduales
» Alz,y) =ay> con N=1—x

S i E— — 11—z
= Alw,y) = T Iatytay) OO0 N =1

Una vez se ha establecido la propiedad descrita en la Definicién 23, se procede a
determinar el conjunto de operadores que pueden emplearse en los criterios presentan-
do en la Seccion 3.2, junto con el algoritmo propuesto. En el caso que se desee evaluar
una particion borrosa en el sentido de Ruspini [100], es necesarios que el operador de

agregacion ¢,, satisfaga las siguientes condiciones:

» ¢,(zq, ..., z,) debe ser un operador conjuntivo en el sentido de que ¢, (1, ..., ) =

0, si existe algin z; = 0.

" ¢n(x1, ..., ,) no debe ser autodual o, equivalentemente, no debe ser estable por

negaciones fuertes (ver Definicion 10).
» ¢o(21,29) no debe ser débilmente autodual.

Bajo las anteriores condiciones, es claro que un operador débilmente autodual no
genera una evaluacion consistente en el caso de una particion de Ruspini con dos
clases, por lo cual, el resultado para tal particion siempre sera negativa, es decir, el
Algoritmo 1 siempre descartara dicha particiéon como una particion de calidad.

Por otro lado, si la particion que se desea evaluar no cumple las caracteristicas
de una particion de Ruspini, entonces no es necesaria la imposicion referida a que

¢n(21, ..., Ty) NO sea débilmente autodual.

De acuerdo con lo anterior, a través de la presente seccion se definié una propiedad
que cumplen algunos operadores de agregacion bidimensionales y la cual ha sido deno-

minada como la propiedad de ser débilmente autodual. Dicha propiedad relaciona, en
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el caso particular de los FCS, los grados de solapamiento y los grados de no cubrimien-
to de una particion borrosa. En este contexto se ha determinado que los operadores
empleados para evaluar la calidad de una particion borrosa, bajo lo propuesto en la
seccion 3.2, no deben cumplir dicha propiedad para hacer de la evaluaciéon, un proceso

consistente.

3.3. Numero 6ptimo de clases de una particién bo-

rrosa

El proceso de comparacion sintetizado en el Algoritmo 1 a partir de relaciones de
similitud sobre G permite adicionalmente evaluar si una particion especifica, para
cualquier n con n € {1,...,m}, es de calidad o de alta calidad: para ello basta con
cambiar la entrada del algoritmo de n = 2 a cualquier n deseado. De igual forma,
permite a partir de un conjunto de objetos X determinar la primera particién borrosa
que es de calidad, considerando de forma iterativa valores desde n = 2 hasta méximo
n = m. Sin embargo, tan pronto el algoritmo ha encontrado la primera particion de
alta calidad, se detiene.

Un aspecto que adquiere relevancia tanto en la aplicacién como en la evaluacion
de particiones borrosas, es poder comparar dos particiones que en general, presenten
propiedades deseables de forma simultanea. Al finalizar la Seccién 3.2, precisamente
se estableci6 un criterio que permite en una primera fase un proceso de comparacion
en este contexto. Sin embargo, dicho criterio considera apenas una propiedad sobre el
conjunto de clases; el grado de cubrimiento sin solapamiento. Aunque fundamental,
este criterio deja de lado otras propiedades y, por ende, informaciéon ttil para el
tomador de decisiones.

Adicionalmente, el Algoritmo 1 no esté disenado para considerar particiones con
un numero de clases mayor a la primera particion de alta calidad. Por lo tanto, a menos

que exista una variacion en los parametros del algoritmo, no es posible determinar
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si existe otra particiéon que cumpla con los criterios expuestos. De acuerdo con lo
anterior, y como es natural en la evaluacion de una clasificacién sobre un conjunto
de objetos, es oportuno complementar el proceso hasta ahora desarrollado con un
proceso de comparacion de naturaleza externa, es decir, con algun tipo de referencia
externa o umbral sobre el cual no se estéd dispuesto a sobrepasar. En este sentido,
establecer un umbral implica tener la posibilidad de considerar todos los elementos
dentro del umbral. En el contexto de la clasificacion borrosa esto significa que dado
un conjunto de objetos y un conjunto de particiones borrosas sobre dichos objetos, se
quiere determinar cual es la mejor particion, es decir, cual es el nimero de clases que
mejor clasifican el conjunto de objetos, o en otras palabras, cuél el nimero 6ptimo de
clases.

Teniendo en cuenta lo anterior, se propone entonces un proceso de comparacion
de caracter externo en el cual se establece una situacion ideal o umbral. En este caso,
es natural considerar dicho umbral a través del planteamiento de una particiéon crisp
o nitida sobre el conjunto de objetos. Esta situacion se determina como ideal teniendo
en cuenta que si clasifica un conjunto de objetos de naturaleza borrosa, lo mejor que
puede ocurrir es que tales objetos queden completamente representados por alguna

clase.

3.3.1. Optimizacién con polinomios caracteristicos

Considerando los elementos desarrollados en la Seccion 2.3.2 sobre funciones de
disimilitud, adquiere sentido preguntarse jen qué medida la particiéon considerada
esta alejada del umbral? En esta perspectiva, si se comparan los grados globales de
una particion nitida a través de una funcién de disimilitud, bajo las condiciones de la

Proposiciéon 9, entonces se obtiene la matriz D, presentada a continuacion.
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Naturalmente, se esta considerando una particiéon en la cual el grado de solapamiento
es igual a cero y el grado global de cubrimiento es igual a uno. Por lo tanto, para
dicha matriz de disimilitud se tiene el polinomio caracteristico dado en la Ecuacién
3.1.

Pe(N) = At —4)% (3.1)

Se recuerda que, en general, el polinomio caracteristico de una matriz de disimi-
litud sobre el grupo G para un FCS (C, ¢, ¢, N) con n clases y | X| = m esta dado
por la Ecuacion 2.5 y ha sido denotado por pg . Por lo tanto, considerando p.(\) y

P, (A), se propone el problema de optimizacion descrito en la Ecuacion (3.2).

arg min{ /

—a

P = pa, )|} (32)

conn=2,..kk<mya>2.

Para cada n es inmediato que la integral impropia

.

pe(A) = pa, (M) [dA
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es divergente. En la misma linea, se verifica facilmente que
Pe(A) ~ pg, (A) cuando A — +oo

es decir, la funcion dada por pg (\) para cada n y la funcién dada por p.(A) son
asintoticamente equivalentes (cuando A — +00) y, por lo tanto, el error relativo de la
igualdad aproximada entre cualesquiera de ellas es infinitamente pequena. La funcio-
nes son aproximadamente iguales cuando A — +o0o. Adicionalmente, por el Corolario
1, se sabe que todas las raices de dichos polinomios son reales y se encuentran en
[—2,2], en particular \y = —2 y A\; = 2 son la raices de p.(\). Estos argumentos
son la base para considerar la integral propuesta en la Ecuacion (3.2) con los limites
establecidos en busca de determinar la distancia entre las curvas, aunque la integral
impropia sea divergente.

Por lo tanto, el problema planteado en la Ecuacion (3.2) se interpreta como sigue:
encontrar el conjunto de clases C,, con n clases tal que su polinomio caracteristico
esté lo méas cerca posible al polinomio caracteristico del umbral o caso ideal.

En particular, si se considera un conjunto de particiones borrosas C, = {Cs, ..., C¢ },
donde p = k — 1 es el numero de particiones obtenidas a través de un algoritmo de
clasificaciéon borroso iterativo y, cada particion C), tiene n clases, entonces se propone

la Definicion 24 la cual se encuentra publicada en [23].

Definicion 24. Dado un conjunto X con | X| =m y dado el conjunto de particiones
borrosas C, = {Cs,...,Cx}, con k < m. Sea (Cy, ¢, 0, N) un FCS con ¢,p, N fijos
para cada C, y n = 2,.... k. El nimero dptimo de clases borrosas para X, denotado

por n,, estd dado por,

a
N, = arg min{/
n _

a

pe) = pa, )| ax}
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con a > 2.

Bajo las condiciones de la Definicién 24 se considera un conjunto C, de p parti-
ciones donde p = k — 1 y tal conjunto esta acotado por m — 1 particiones. De igual
forma, la definicion plantea que el conjunto C, contiene la particién inicial con n = 2
clases y cada particion adicional, contiene una clase adicional, es decir, el conjunto

esta ordenado por el nimero de clases.

Los resultados presentados en el Capitulo 3 conforman la propuesta para la eva-
luacion de la calidad y la determinacion del nimero 6ptimo de clases de una particion
borrosa. Dicha propuesta tiene como eje fundamental el uso de sistemas de clasifi-
cacion borrosa, una estructura de grupo conmutativo sobre dichos sistemas y, el uso
de relaciones de similitud y disimilitud para comparar los elementos del grupo. En
el capitulo 4 se aplica la propuesta al procesamiento de imégenes y se establecen los

resultados de tal aplicacion.
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Capitulo 4

Aplicaciones al procesamiento de

Imagenes

El presente capitulo tiene como objetivo aplicar tanto los criterios de calidad y
relevancia propuestos en la Seccion 3.2, asi como la definicién sobre el ntimero 6ptimo
de clases propuesto en la Seccion 3.3, en el problema especifico de segmentacion de
imagenes, es decir, considerar el problema de clasificaciéon no supervisado de obtener
clases de pixeles similares.

En la primera parte, se detalla la aplicacion del algoritmo propuesto a un caso
particular con una tnica imagen. En la siguiente seccion, se aplica el célculo del
numero 6ptimo de clases, igualmente para un caso particular. Finalmente, en la dltima
seccion de este capitulo se aplican de forma simultanea los criterios, la definicion
de ntimero 6ptimo y una serie de indices comiinmente usados para la validaciéon de
agrupamientos, a la iméagenes de las secciones anteriores y a una tomografia axial
computarizada y se comparan los resultados obtenidos. Las imégenes tratadas son de
interés debido a la presencia de bordes y zonas poco nitidas o, sin limites claramente

definidos.
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4.1. Aplicaciéon de los criterios de calidad y relevan-
cia

Con el fin de aplicar los criterios definidos y el Algoritmo 1 propuesto en la Seccion

3.2, se ha seleccionado la imagen presentada en la Figura 4.1.

|

_\-—_-a

Figura 4.1: Aurora boreal

Se considera la tripleta recursiva definida por,

» Sistema de clasificacion borrosa (FCS) conformado por:

I
s
S
&

L gn(pa(2), .., pn())

-
Il
—

(1+2(uz(x ) ﬁ 1 ,UwL

(1+2(ul(x )+ﬁ 1 ,uz

=

.
Il
—

2. (i1 (), ..., () =

::

.
Il
-

3. N(u(x)) = 152

= Algoritmo de clasificacion iterativo no jerarquico: Fuzzy c-means
» Funcién de proximidad: w(#L, \L) =1 — |67 — NI |.
= Numero maximo de clases a considerar: z = 8

Se emplea la relacion de proximidad sobre Gr dada por w(6L, A1) = 1—]0L — T |.
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Figura 4.2: Clases obtenidas por la aplicacion del algoritmo fuzzy c-means para
c =2 en aurora boreal

(izquierda: clase 1, derecha: clase 2). La escala de grises representa los grados de pertenencia de cada
pixel a cada clases, donde negro= 0 y blanco =1..

De acuerdo con el Algoritmo 1 se inicia calculando una particiéon con n = 2 a través
del algoritmo fuzzy c-means. Posteriormente, empleando la relacién w se obtienen los
valores r = 0,97, s = 0,14, k = 0,17. Para el caso particular, como s < k entonces la
particiéon obtenida es una particion de baja calidad. Las clases correspondientes a la
particion sobre la imagen son presentadas en la Figura 4.2.

A partir de la visualizacion de la segmentacion obtenida, se puede inferir que la
baja calidad de la particion se evidencia en algunas regiones donde los objetos con
diferente intensidad de color se han clasificado en la misma clase. Por ejemplo, casi
no hay distincion entre los arboles y gran parte del cielo.

De acuerdo con los resultados para el caso n = 2, el Algoritmo 1 aplica de nuevo
fuzzy c-means para obtener una nueva particion con n = 3, es decir tres clases.
Calculando luego los valores de la relacion de proximidad se obtienen los resultados
presentados en la Tabla 4.1.

De acuerdo con los valores obtenidos, como w(pl,61) = 0,84 > w(el,ol) = 0,23,
la particion con tres clases es una particion de calidad. Por lo tanto, el algoritmo pro-
cede a evaluar la relevancia de las clases (Paso 10) considerando todas las particiones

de 2 clases C',C5, C'5 y calculando los correspondientes valores para w.
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[w  [d5 [os 165 [vs |

T 1 084 093 0,17
ol 0,84 1 0,17 | 0,23
5T 093 |0,17 |1 0,84
o7 0,17 | 0.23 |04 1

Tabla 4.1: Relacion de prorimidad w

etk "y
—~ T 'Ei_?\rf b

Figura 4.3: Clases obtenidas por la aplicacion del algoritmo fuzzy c-means para ¢ = 3

en aurora boreal
(izquierda: clase 1, centro: clase 2 y derecha: clase 3). La escala de grises representa los grados de
pertenencia de cada pixel a cada clases, donde negro= 0 y blanco =1.

Para C3 se obtiene k3 = w(¢l, ¢l) = 0,42 > w(pk,0l) = 0,27 = s3. Para O, se
obtiene ky = w(pd, ¢3) = 0,39 > w(pd,0d) = 0,36 = sy y para C; los resultados
obtenidos son, k; = w(pl, ¢2) = 0,41 > w(pd,0l) = 0,28 = 5.

Por lo tanto, aplicando el criterio de relevancia se determina que todas las clases
son de alta relevancia, es decir, la particion obtenida es de alta calidad. La segmenta-
cion de la imagen correspondiente a tres clases es presentada en la Figura 4.3.

Considerando la visualizaciéon de la segmentacion obtenida, por ejemplo, existe
una mejor distinciéon entre los arboles y el cielo en comparacion a una particiéon con 2
clases. Por lo tanto, con una particiéon borrosa de 3 clases para la imagen seleccionada,
se obtiene una buena comprension en términos de la intensidad del color de los objetos.

En una primera fase, una forma de corroborar los resultados obtenidos sobre la
imagen particular, es aplicando de nuevo una segmentacion a través de fuzzy c-means

para obtener una particion con n = 4 clases. Realizado este proceso y calculando

89



los valores correspondientes a la relacion de proximidad se obtuvieron los siguientes
resultados, r = w(pl,d7) = 0,87 > s = w(pl,0l) = 0,24 > k = w(pl, ¢l) = 0,12,
con lo cual la particiéon es de calidad. Sin embargo, evaluando la relevancia de sus
clases se encuentra que, k; = w(¢l, ¢l) = 0,3 < w(pl,0l) = s, = 0,41, con lo cual,
existe una clase que no es relevante.

Adicionalmente, con el fin de ilustrar la robustez de los resultados obtenidos, el
Algoritmo 1 ha sido aplicado con diferentes ternas de De Morgan, denominadas Terna
1y Terna 2, las cuales son presentadas en la Tabla 4.2. En ambos casos se ha trabajado

con la negacion fuerte N(z) =1 — x.

Rules | ¢p(pa(2), - pn(@)) | pu(ua(2),. .. palx)) [ N(2)
Terna 1 | min(u(z), ..., pn(T)) max(uy(z), ..., pn(T)) 11—z

Eﬂi(w) Z;ui(w)—ljlm(a:)

Hlm(w)ﬂ—_ﬂlm(fv) E(l—ui(z))+;m(w)—ljlm(w)

Terna 2

11—z

Tabla 4.2: Dos ternas De Morgan

Los valores obtenidos para una particion con tres clases reflejan, independien-
temente de la terna de De Morgan empleada, la alta relevancia de sus clases. Los

resultados son presentados en la Tabla 4.3.

n=3 Terna 1 Terna 2
C r=0,84, s =0,38 m = 0,77, s = 0,57
Cy r=20,68,s=0,36,k=05 | r=0,69,s=0,51,k=0,65
Cy |r=0,63,s=033k=044|r=0,62,s =0,51,k=0,59
Cs |r=0,67,s=036,k=051|r=0,68s=0,51k=0,67

Tabla 4.3: Indicadores de calidad y relevancia para una particion con tres clases y
dos ternas diferentes

Lo anterior confirma que la mejor segmentacion para la imagen tratada, corres-

ponde a una particion borrosa formada por tres clases mediante el algoritmo fuzzy

C-1means.
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4.2. Calculo del ntimero 6ptimo de clases

Con el fin de aplicar la propuesta sobre el calculo del niimero 6ptimo de clases
bajo un conjunto de particiones borrosas, se ha seleccionado la imagen presentada
en la Figura 4.4. De nuevo se considera el problema de clasificacién no supervisado
de obtener clases de pixeles similares empleando el algoritmo fuzzy c-means. Al igual
que en la seccidon anterior, la imagen seleccionada adquiere un interés particular en
el marco de la propuesta planteada debido a que algunos bordes no se encuentran

claramente definidos y la separaciéon entre objetos no es nitida.

Figura 4.4: Imagen extraida de Berkeley Segmentation Dataset (BSDS500)
[77].

Se considera la tripleta recursiva definida por

n

3] (@)
L gn(pa(x), ... pn(z)) = 25—
142 [ | i)

k=1

)y n(2)) = <1i[ - ﬂm)

n
1+2H 1—puge ()

3. N(u(x) = 1 — ().

Se emplea la funcién de disimilitud sobre G dada por d(0%, A1) = |67 — AT |.

Para resolver el problema de optimizaciéon planteado en 3.2, es decir,
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arg min{ /

a

pel) = pa, (V)]dA}

se han seleccionado los valores de a = 2 y n = 5. Por lo tanto, se considera el
COIljllIltO (C4 = {CQ, ceey 05}

De acuerdo con la Definicién 24, para determinar el ntimero 6ptimo, se calculan los
correspondientes polinomios caracteristicos de las matrices obtenidas por la funcion d

. 2
para cada n. Posteriormente, se calcula f_2

Pe(A) —pg. (A) ‘d)\ para cada n. En el caso

particular de la imagen seleccionada, la Tabla 4.4 presenta los resultados obtenidos.

Particion Polinomios caracteristicos fi Pe(A) —pg, (N)
2 Clases | z* — 1,222 —1,05- 1072 — 2,3 - 107! 14.91
3 Clases x* — 2,342% — 1,062 — 0,119 8.69
4 clases 2t —2,3522 — 1,172 — 0,145 8.65
5 Clases xt —1,342% — 0,742 — 0,102 13.82

Tabla 4.4: Polinomios caracteristicos de 2,3,4 y 5 clases para la Figura 4.4.

De igual forma, la Figura 4.5 presenta los polinomios caracteristicos obtenidos para

Ag conn =2,3,4,5y el polinomio caracteristico del umbral, es decir, p(\) = vt —422.
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| P — 4 cP2 CP3 CP4 CPs|

Figura 4.5: Polinomios caracteristicos para el umbral y para las matrices Dg,, Dy,
Dg4 Yy Dgs'

Se han denotado por CP2, CP3, CP4, y CP5 respectivamente

Segun el procedimiento anterior, se establece que n = 4, es decir, el conjunto con
cuatro clases obtenidas a través del algoritmo fuzzy c-means, es el ntimero 6ptimo de
clases para la Figura 4.4. En otras palabras, la particién borrosa con cuatro clases es
la que mejor clasifica pixeles similares.

Las clases correspondientes de dicha particion borrosa para la Figura 4.4 se pre-
sentan en la Figura 4.6, 4.7, 4.8 y 4.9. La escala de grises representa el grado de
pertenencia de cada pixel a la clase, donde negro = 0 y blanco = 1. A partir de la
visualizacion de las clases se interpreta la segmentacion obtenida como se describe a

continuacion:

» Las clases presentadas en las Figuras 4.6 - 4.7 dividen la imagen original en dos
regiones. La clase obtenida en la Figura 4.6 se ha denominado como “clase fondo

negro” y la clase obtenida en la Figura 4.7 se ha denominado “clase fondo arena”.
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Por lo tanto, se concluye que en general, la Figura 4.4 se encuentra compuesta
por una parte completamente negra y otra parte con diferentes intensidades de

color, correspondiente a lo que se ha denominado “fondo arena”.

= Sin embargo, la “clase fondo arena” se ha segmentado en dos nuevas clases (que
no contienen la “clase fondo negro”): la clase obtenida en la Figura 4.8 se ha
denominado “clase objeto” y la clase obtenida en la Figura 4.9 se ha denominado

“clase arena sin objeto”.

= Estas dos tltimas clases, naturalmente, comparten intensidades de color simila-
res, lo cual se ha hace evidente en la “clase fondo arena”. Sin embargo, aunque
hay clases que comparten pixeles de intensidad similar, la segmentacion de la
“clase fondo arena” en dos clases adicionales se interpreta como la presencia de
intensidades de color tinicas del objeto y las intensidades de color tnicas de la

arena.

Figura 4.6: Clase fondo negro. Parte de color negro y las restantes intensidades de
color similares

94



Figura 4.7: Clase fondo arena. Parte representando la arena y las intensidades de
color similares.

Figura 4.8: Clase objeto. Objeto y sus propias intensidades de color.
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Figura 4.9: Clase arena sin objeto.

Finalmente, para evidenciar las consistencia del indice propuesto se han seleccio-
nado y aplicado sobre la Figura 4.4 el FCS con negaciéon de Sugeno-Yager compuestos

por las siguientes reglas recursivas:

Sistema de clasificacion borrosa (FCS) conformado por:

n

L dn(pa(2), .- pn(2)) = [T pa()

2. on(pr(x),. .. pup(x)) = S

i=1

3. N(ulx)) = 152

142z

Obteniendo los resultados presentados en la Tabla 4.5, los cuales coinciden en la

=1

determinacion del nimero 6ptimo de la Tabla 4.4.

Clases | FCS f_22 Pe(A) — pg, (N)
2 clases 10,879
3 clases 12,396
4 clases 10,878
5 clases 10,991
6 clases 11,029

Tabla 4.5: Resultados de aplicar FCS con negacion de Sugeno-Yager en el calculo de
numero optimo de clases sobre la Figura 4.4 para 2,3,4,5 y 6 clases.
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4.3. Comparacion de indices

En las secciones 4.1 y 4.2 se han presentado con detalle la aplicacion de los criterios
y definiciones planteadas tanto para la evaluaciéon de una particién borrosa como para
la determinacion del nimero 6ptimo de clases en un proceso de clasificacion borrosa.
En la presente seccién se busca comparar los resultados de la propuesta tanto con
un conjunto de indices ya existentes y que son ampliamente usados en la literatura,
como con una clasificaciéon proporcionada por un experto precisamente en el analisis
de iméagenes. En adelante los indices empleados se denominaran indices cldsicos.

Con el fin de comparar los resultados obtenidos, el trabajo se ha divido en dos
partes. La primera parte corresponde a la aplicacion de los criterios de calidad y
relevancia en la Figura 4.4 y al célculo del namero 6ptimo de clases en la Figura 4.1.
En ambos casos se comparan los resultados con el conjunto de indices clasicos. Lo
anterior se realiza con el fin de complementar el anélisis de las figuras en mencién con
todos los elementos de la propuesta.

Para la segunda parte, se ha seleccionado una tomografia axial computarizada
y sobre ella se aplican: los criterios de calidad y relevancia, el ntimero 6ptimo de
clases, el conjunto de indices clésicos, y adicionalmente, se emplea una segmentacion
realizada previamente por expertos y por un software especializado de anélisis de

imégenes médicas.

4.3.1. Comparacién sobre imagenes a color

En primera instancia, con el fin de complementar el analisis sobre la imagen de
la aurora boreal, es necesario establecer el ntimero 6ptimo de clases empleando los
polinomios caracteristicos. Por lo tanto, se ha seleccionado el mismo operador aplicado
sobre la imagen (Figura 4.1) para el desarrollo del Algoritmo 1. La Tabla 4.6 presenta

los resultados de calcular el niimero 6ptimo de clases sobre la Figura 4.1.
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Particion | Polinomios caracteristicos fEQ Pe(A) —pg, (N)
2 Clases | z* — 2,232% — 0,47z + 0,35 10.85
3 Clases | z* —1,992% — 0,412 + 0,36 12.16
4 Clases | 2* —2,272% — 0,372 + 0,51 11.28
5 Clases | z* —2,242% — 0,382z — 0,5 11.35

Tabla 4.6: Polinomios caracteristicos para 2,3,4 y 5 clases para la Figura 4.1

De acuerdo con los valores obtenidos se establece que el nimero 6ptimo de clases
para la imagen 4.1, segtin el indice propuesto, corresponde con una particion de 2
clases.

De igual forma, se realizo el calculo del conjunto de indices presentados en la
seccion 1.4.1.2 correspondientes al coeficiente de particion (CP), el indice de entropia
(IE), el coeficiente de particion modificado (CPM), el indice de Xie-Beni (XB) y, el

indice de Kwon (Kwon), cuyos resultados se presentan en la Tabla 4.7.

Indice | 2 clases 3 clases 4 clases 5 clases Criterio
Cp 0,8 0,71 0,618 0,57 Méximo valor

CPM | 0,615 0,56 0,49 0,471  Méaximo valor
IE 0,31 0,52 0,71 0,82 Minimo Valor
XB 0,09 0,11 0,14 0,147  Minimo Valor

Know | 5599,1 6490,94 8516,8 8622,26 Minimo Valor

Tabla 4.7: Indices clisicos de validacion de particiones borrosas y criterios para la
segmentacion de la Figura 4.1 empleando fuzzy c-means con 2, 3, 4 y & clases.

De acuerdo con los valores encontrados para cada indice de la Tabla 4.7, se deter-
mina que una particiéon con 2 clases es la que mejor comportamiento presenta frente
a los criterios de cada indice.

En resumen, la Tabla 4.8 presenta los resultados obtenidos en el analisis de la

Figura 4.1, de acuerdo con las mediciones realizadas.

98



Método de evaluacion Resultado
Criterios de calidad y relevancia Particiéon con 3 clases
Nuamero 6ptimo de clases (Polinomios caracteristicos) | Particion con 2 clases
Indices clasicos (CP), (CPM), (IE), (XB), (Kwon) | Particién con 2 clases

Tabla 4.8: Resultados de la evaluacion de particiones borrosas sobre la Figura 4.1
empleando fuzzy c-means con 2, 3, 4 y 5 clases.

A partir de lo anterior, se observa una diferencia de resultados entre el conjunto
de indices (ntmero 6ptimo e indices clasicos) y los criterios de calidad y relevancia
propuestos. En este punto es importante resaltar que de acuerdo con lo expuesto en
la Seccion 4.1, una particién con 4 clases para la imagen analizada bajo los criterios
de calidad y relevancia no es considerada una particion de alta calidad.

A continuacioén, se realiza el anélisis de la Figura 4.4 con el fin de establecer
algunas conclusiones sobre las diferencias y/o similitudes encontradas, teniendo en
cuenta todas las mediciones realizadas para ambas imégenes.

En la Seccién 4.2, se estableci6 el nimero 6ptimo de clases para la Figura 4.4. Por
lo tanto, con el fin de continuar con el proceso se requiere implementar el Algoritmo 1
determinando la calidad y relevancia de las clases. En este sentido, se han seleccionado

los siguientes parametros como entradas del algoritmo.

» Sistema de clasificacion borrosa (FCS) conformado por:

3

L on(pa(w), ..., pn(2)) = [Tpalw)

1=1
(1+2 (pi(z)) ) ﬁ 1 ,ul
(1+2(M(w)))+lﬁ[

1

_:13

@
Il
=

2. 0n(pr (), ..., () =

3

7

3. Niu(x) = 22
= Algoritmo de clasificacion iterativo no jerarquico: Fuzzy c-means
» Funcién de proximidad: w(#X, \L) =1 — |67 — NI |.
= Numero maximo de clases a considerar: z = 8
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Una vez implementado, el Algoritmo 1 encontr6é una particion de alta calidad. La

Tabla 4.9 presenta los resultados obtenidos.

Particion Resultados Algoritmo 1 Criterio

2 clases s=0,1<k=0,17 Particion de baja calidad

3 clases k=0,19<s=0,26 <r=0,82 Particion de calidad
Relevancia clase 1 k=0,38>s=0,25 Clase relevante
Relevancia clase 2 k=034>s=0,2 Clase relevante
Relevancia clase 3 k=047 > s=0,33 Clase relevante

Particion de alta calidad
encontrada

Tabla 4.9: Resultados obtenidos por la aplicacion del Algoritmo 1 para la Figura /./.

Lo anterior indica que bajo los criterios de calidad y relevancia, la particion con
tres clases corresponde a una particion de alta calidad.
Continuando con el analisis, se realiza el célculo de los indices clésicos sobre la

Figura 4.4. La Tabla 4.10 presenta los valores para los indices clasicos empleados.

Indice | 2 clases 3 clases 4 clases 5 clases Criterio
CpP 0,80 0,75 0,71 0,68 Méaximo valor

CPM 0,601 0,628 0,622 0,6007  Maéaximo valor
1E 0,32 0,44 0,54 0,63 Minimo Valor
XB 0,106 0,093 0,103 0,113 Minimo Valor

Know | 16382,05 14398,3 15924,67 17,627,74 Minimo Valor

Tabla 4.10: Indices cldsicos de validacion de particiones borrosas y criterios para la
segmentacion de la Figura 4.4 empleando fuzzy c-means con 2, 3, 4 y & clases.

Los resultados de la Tabla 4.10 muestran que no existe uniformidad en la seleccion
de la mejor particiéon por parte de los indices clasicos. De igual forma, al comparar
los resultados de los criterios de calidad y relevancia con el niimero 6ptimo de clases,
se encuentran diferencias frente al resultado final de la evaluacion. La Tabla 4.11
presenta el resumen del analisis sobre la Figura 4.4, de acuerdo con las mediciones

realizadas.
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Método de evaluacion Resultado
Criterios de calidad y relevancia Particiéon con 3 clases
Niamero 6ptimo de clases (Polinomios caracteristicos) | Particion con 4 clases
Indices clasicos (CP), (IE), Particion con 2 clases
Indices clasicos (CPM), (XB), (Kwon) Particion con 3 clases

Tabla 4.11: Resultados de la evaluacion de particiones borrosas sobre la Figura 4.4
empleando fuzzy c-means con 2, 3, 4 y 5 clases.

Debido a la amplia variedad de resultados encontrados y, revisando en detalle
algunos valores obtenidos, se ha decidido aplicar el Algoritmo 1 adicionando una clase
a la particion de alta calidad encontrada, es decir, aplicar los criterios de calidad y
relevancia a una particion con 4 clases. Lo anterior, se justifica particularmente en lo
siguiente: 1) una comparacion entre los valores obtenidos con el coeficiente de particion
modificado (CPM) y con el nimero 6ptimo de clases (polinomios caracteristicos),
permiten establecer que los valores hallados para particiones con 3 y 4 clases se
encuentran bastante proximos, al menos, mas cerca que otros indices para distintas
particiones; 2) determinar o descartar que exista una particién adicional que cumpla
con las condiciones de alta calidad.

Después de aplicar el Algoritmo 1 especificamente a una particion con 4 clases

sobre la Figura 4.4, se obtienen los resultados presentados en la Tabla 4.12.

Particion Resultados Algoritmo 1 Criterio

4 clases k=009<s=012<r=0,9 Particion de calidad
Relevancia clase 1 s=028 <k=0,33 Clase relevante
Relevancia clase 2 k=10,35>s=0,34 Clase relevante
Relevancia clase 3 k=024>s=0,18 Clase relevante
Relevancia clase 4 k=0,241 > s = 0,22 Clase relevante

Particion de alta calidad
encontrada

Tabla 4.12: Resultado de la evaluacion de la calidad y relevancia para una particion
de 4 clases sobre la Figura 4.4 a través del Algoritmo 1.

De acuerdo con lo anterior, se establece que una particiéon con 4 clases es igual-

mente una particion de alta calidad. Por lo tanto, de acuerdo con el criterio de com-
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paracion presentado en la Seccion 3.2, el valor de r determina entre dos particiones
de alta calidad, cual es la mejor. Para el caso particular, se tiene que la particién con
3 clases tiene un r = 0,82 y la particion con 4 clases presenta un r = 0,9. Esto se
interpreta como que la particion con 4 clases tienen mas altos grados de cubrimiento
sin considerar la redundancia de las clases, con lo cual, la particiéon con 4 clases es
mejor.

El analisis desarrollado sobre las dos imégenes tratadas en la presente seccion,
permite establecer, en principio, las siguientes inferencias: 1) Los criterios de calidad
y relevancia aportan informaciéon adicional a la evaluacion de una particion borrosa,
en contraste con los indices clasicos y el indice a partir de polinomios caracteristicos.
Especificamente, permite una revision del comportamiento de las clases que confor-
man una particion. En principio debido a esto, es posible explicar la diferencia con
los resultados proporcionados por otros indices, como se observa en el andlisis de la
Figura 4.1; 2) bajo un primer anélisis, el nimero 6ptimo de clases a partir de los
polinomios caracteristicos presenta un comportamiento similar a los indices clasicos
tratados, en parte debido al uso de un umbral nitido. Sin embargo, dado que las
informacion contenida en el polinomio caracteristico y, por ende, la informacién co-
rrespondiente a la matriz de disimilitud relaciona varias propiedades de la particion
de forma simultanea (redundancia, agrupamiento, no redundancia y no solapamien-
to), es posible que este indice permita una vision méas amplia de las particiones, como
puede estar ocurriendo en la Figura 4.4.

Con el fin de ir reforzando y validando las inferencias establecidas, a continuacion
se realiza nuevamente un analisis con todas la mediciones empleadas sobre una imagen
médica. Para dicha imagen, se cuenta con un proceso de validaciéon previa por parte

de un experto.
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4.3.2. Comparacioén sobre imagen tomografica

Con el fin de continuar con el proceso de validacién y comparacion de la propuesta
planteada, se adiciona un elemento que permite tener una visiéon mas amplia de los
resultados obtenidos: la validaciéon a partir de expertos. De acuerdo con esto, se ha
seleccionado una de las veinte imégenes de la base de datos proporcionada en [58] y
cuya finalidad ha sido la segmentacion pulmonar para la identificaciéon de infecciones
a partir de tomografias computarizadas de COVID-19. Los resultados del estudios
sobre dicha base de datos son publicados en [57|, y para su desarrollo, los autores de
tal estudio han contado con la validacion por parte de tres radidlogos expertos para
la posterior segmentacion a partir de técnicas de deep learning.

Los examenes tomogréficos generan una amplia cantidad de imagenes denomina-
das cortes o secciones, sobre las cuales se realiza el diagnoéstico final. La Figura 4.10

presenta cuatro de las secciones de un mismo examen.

Corte 1 Corte 2 Corte 3 Corte 4

Figura 4.10: Cortes de examen tomogrdfico. Visualizacion a partir de paquete Ni-
Babel para Python.

Imagen extraida de [58].

En el caso particular de la presente tesis, se empleara tnicamente el corte 4 de

dicha imagen, la cual se presenta el Figura 4.11.
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Figura 4.11: Tomografia computarizada pulmon COVID-19. Visualizacion a partir
del software Fiji(ImagjeJ).

Imagen extraida de [58].

En el estudio desarrollado en [57], el primer paso es la identificacion de los pul-
mones y de la regiéon correspondiente a la infeccién por parte de los expertos. Poste-
riormente, se proporcionan mascaras que permiten diferenciar los pulmones, la region
afectada y la region correspondiente a otros érganos. ! La Figura 4.12 presenta la
segmentacion obtenida sobre la Figura 4.11 a partir de las mascaras proporcionadas

por los expertos.

1Codigo obtenido de https://www.kaggle.com/andrewmvd/covid-19-ct-scans-getting-started-
COVID-Getting-Started.
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Imagen original Mascara pulmadn Mascara Infeccién Mascara infeccién y pulmén

100 100

200 200

300 300

400 400

500 500

0 500 0 500

500

Figura 4.12: Segmentacion de tomografia.

Sin embargo, a partir de la imagen original, un elemento relevante en el desarrollo
de la presente tesis es la identificacion de diferentes densidades en la region corres-
pondiente a otros drganos. Dicha regiéon comprende elementos que no son nitidos y su
identificacion implica bordes no definidos claramente. Este hecho se valida a partir de
un procesamiento de la imagen con la ayuda del software especializado Fiji(ImageJ),
el cual procesa y analiza imagenes propias del campo de la medicina. Dicho softwa-
re realiza una segmentacion de las tomografias segin sus densidades tomogréaficas,
lo cual permite identificar elementos de diferentes naturaleza segtin su composicion
(agua, calcio, aire, grasas, entre otras). La Figura 4.13 presenta los resultados de la
segmentacion, en la cual se hacen visibles, en la zona de otros drganos, elementos
de diferente naturaleza y que permiten determinar por lo menos una clase o regiéon

adicional en el interior de dicha zona.
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Figura 4.13: Segmentacion de tomografia a través de software Fiji(ImageJ) recono-
ciendo densidades tomogrdficas.

Con base en lo anterior, se emplean las regiones validadas por el estudio desarro-
llado en [57] y el procesamiento a partir del software especializado, como wvalidador
experto de la segmentacion obtenida a partir de un proceso de clasificacion borrosa.
Especificamente, se establece que una particion borrosa de calidad debe permitir, a
través de la visualizacion de sus clases, identificar las siguientes zonas: el fondo negro
de la imagen, los pulmones, las zonas infectadas, y las diferencias de densidad en la
zona de otros organos.

Por lo tanto, se busca validar los resultados de la propuesta presentada en la tesis
correspondiente al Algoritmo 1 y la determinacion del nimero 6ptimo de clases, en
la segmentacion borrosa de la imagen mostrada en la Figura 4.11 empleando fuzzy c-
means. Los resultados obtenidos se contrastan con lo que se ha denominado validador
experto y a su vez, se comparan con el conjunto de indices clasicos.

De acuerdo con lo anterior, para la aplicacion del Algoritmo 1 sobre la Figura

4.11, se consideran las siguientes entradas:
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» Sistema de clasificacion borrosa (FCS) conformado por:

L G (@), . pn(x)) = f[m(fc)
(1+2 (ni(z)) ) ﬁ 11 llh

(1+2(u2(w)))+ﬁ

e

1

2. 0n(pr (), ..., () =

7

::]:

1

3. N(u(x)) = 152

1+2x

= Algoritmo de clasificacion iterativo no jerarquico: Fuzzy c-means

» Funcién de proximidad: w(f%, AL) =1 — |67 — NI |.

m’'m

s Numero méximo de clases a considerar: z = 8.

Una vez aplicado el Algoritmo 1 se ha encontrado una particiéon borrosa de alta
calidad la cual estd compuesta por tres clases, es decir, dicha particion es de calidad
y todas sus clases son relevantes. Los valores obtenidos de acuerdo con el Algoritmo

1 se presentan el Tabla 4.13.

lw  lé5  Jog 05 [v5 |
T 1,000 0,927 0,969 | 0,076
ol 0,027 | 1,000 |0,076 |0,107
5T 0,069 |0,076 | 1,000 |0,927
o7 0,076 | 0,107 | 0,927 | 1,000

Tabla 4.13: Relacion de prorimidad w para la particion de tres clases sobre la Figura
4.11 a través del Algoritmo 1.

En particular, el orden determinado por los valores r = 0,927 > s = 0,107 > k =
0,076, determinan que la particién borrosa con tres clases, es una particion de calidad.
A continuacion, el Algoritmo 1 establecio los valores de relevancia para las tres clases,

con lo cual el algoritmo ha finalizado. Dichos valores son presentados en la la Tabla

4.14.
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Clases | Valores para medir relevancia
Clase 1 s=0,17, k = 0,68
Clase 2 s =0,09, k =0,23
Clase 3 s =0,09, £k =0,18

Tabla 4.14: Medicion de relevancia de las clases

A continuacién se procede con la visualizaciéon de las clases para contrastar con
el validador experto. La Figura 4.14 presenta los resultados de la segmentacion de la

imagen original para la particion de alta calidad.

Figura 4.14: Clases obtenidas por la aplicacion del algoritmo fuzzy c-means para
c = 3 en tomografia

(izquierda: clase 1, centro: clase 2 y derecha: clase 3). La escala de grises representa los grados de
pertenencia de cada pixel a cada clases, donde negro = 0 y blanco = 1.

En la Figura 4.14, se observa que la clase 1 contiene el fondo de la imagen original
junto con los pixeles de igual intensidad correspondientes a los pulmones. La clase 2
corresponde a ciertas regiones de la zona denominada otros drganos, donde se puede
ver que dicha clase contiene las zonas infectadas de los pulmones, identificandolas con
intensidades similares de otros 6rganos. Finalmente, la clase 3 contiene las regiones
de otros 6rganos con intensidades diferentes a los pulmones y las regiones infectadas.
Las clases 2 y 3 permiten comprobar la premisa inicial sobre la existencia de regiones
poco nitidas y, por lo tanto, de dificil clasificacion.

A continuacién, se contrastan los resultados obtenidos con el conjunto de indi-
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ces clasicos: el Coeficiente de Particion (CP), el Coeficiente de Particion Modificado
(CPM), el Indice de Entropia (IE), el indice de Xie Beni(XB) y el Indice Know. La

Tabla 4.15 presenta los resultados de los indices para particiones con dos, tres y cuatro

clases.
Indice | 2 clases 3 clases 4 clases Criterio
Cp 0,97 0,92 0,87 Méximo valor
CPM 0,94 0,88 0,83 Maéaximo valor
IE 0,05 0,15 0,22 Minimo Valor

XB 0,01 0,086 0,165 Minimo Valor
Know | 4187,1 22796,81 43337,75 Minimo Valor

Tabla 4.15: Indices de validacion de particiones borrosas y criterios para la segmen-
tacion de la Figura 4.11 empleando fuzzy c-means con 2, 3 y 4 clases.

Con base en los indices calculados y los criterios correspondientes para cada uno
de ellos, se identifica que todos los indices determinan la particion con 2 clases como

la particion de mas alta calidad. La Figura 4.15 presenta la particiéon con dos clases.

Figura 4.15: Clases obtenidas por la aplicacion del algoritmo fuzzy c-means para
c = 2 en tomografia

(izquierda: clase 1, derecha: clase 2). La escala de grises representa los grados de pertenencia de
cada pixel a cada clases, donde negro= 0 y blanco =1.

A partir de la Figura 4.15, se identifica una amplia perdida de informacioén con una
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particion borrosa de dos clases debido a que, en la zona de otros drganos, no se estan
reconociendo los elementos con diferentes densidades. La clase 2 corresponde a dicha
zona y no se distinguen valores de pertenencia intermedios que permitan reconocer los
elementos alli existentes. Unicamente aparecen diferenciadas la zona de los pulmones
junto con el fondo y la zona infectada. Lo anterior soporta las ventajas de la propuesta
presentada en esta tesis con relacion a los criterios de calidad y relevancia para incluir
informacion del contexto que de otra forma serfa ignorada.

Al igual que en la seccién anterior, las diferencias de los resultados encontrados
en contraste con los indices clasicos, estan evidenciando que, la evaluaciéon tanto de
la particion en conjunto como cada una de sus clases por separado a partir de los
criterios de calidad y relevancia, estan proporcionando informacion que dificilmente
puede ser evaluada con un solo indice. Especificamente, se estan considerando dos
propiedades globales de la particiéon como lo son el solapamiento y el agrupamiento
y una propiedad que se considera local, en el sentido de que es evaluada para cada
clase. Por lo tanto, no es un desacierto la falta de coincidencia entre los indices y la
propuesta sino una ratificacion sobre la complejidad de la evaluacion de una particion
borrosa y su innegable necesidad de emplear distintos mecanismos para determinar su
precision y, sobre todo las necesidades de quien establece el proceso de clasificacion.

A continuacion, se busca determinar el ntimero 6ptimo de clases, es decir, del
calculo del polinomio caracteristico de la matriz de disimilitud. Para tal fin, se ha
seleccionado el mismo FCS empleado en la aplicacion del Algoritmo 1. De igual forma,
se aplicard la funciéon de disimilitud sobre G dada por d(01, A1) = |01 — AT | y se

selecciona un maximo de clases de 6. Los resultados se presentan en la Tabla 4.16.
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Clases | Polinomios caracteristicos ffz Pe(A) —pg, (N)
2 clases | % — 2,582% — 5,762 + 0,73 10,53
3 clases | % —2,322% — 0,292 + 0,67 11,09
4 clases | z* —2,092% — 0,702 + 0,39 11,73
5 clases | % — 2,112% — 0,392 + 0,40 11,68
6 clases | * — 1,952% — 0,792 — 0,03 11,94

Tabla 4.16: Polinomios caracteristicos para la matriz de disimilitud sobre la Figura
4.11 para 2,3,4,5 y 6 clases.

De acuerdo con la Tabla 4.16, el nimero 6ptimo de clases corresponde, al igual
que con lo indices de la Tabla 4.15, a una particiéon con 2 clases. El indice propuesto
aunque genere una medicion de la particion en conjunto, sin considerar las clases
por separado, estd presentando resultados bastante favorables en términos de la eva-
luaciéon. Lo anterior debido a que, de forma natural y verificando en cierta medida
la consistencia del proceso, existen coincidencias con la evaluacién dada por otros
indices. Por ejemplo, se ha comportado de forma similar cuando todos los indices cla-
sicos seleccionan una misma particién como en el caso de la Figura 4.1 y la tomografia
computarizada de Figura 4.11. De forma clara, tanto los criterios de calidad y relevan-
cia como el niimero 6ptimo de clases, requieren aiin ser aplicados tanto en imagenes
de distinta naturaleza y fuente como en otros contextos. Por ejemplo, en la segmen-
tacion de imagenes satélites, de imagenes médicas a color o, en su funcionamiento en

procesos de clasificacion del marketing o en bases de datos.
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Conclusiones

A partir de la investigacion desarrollada se han alcanzado tres grandes resultados

expuestos a continuacion:

1. Se estableci6 una estructura de grupo conmutativo que subyace de los siste-
mas de clasificaciéon borrosa. A partir de la conformaciéon de dos operadores
ol v 6T que surgen de forma natural para un sistema de clasificacién borrosa
(C, oL, oI N), el grupo denotado GT, se extiende tanto para operadores aplica-
dos a los grados de pertenencia de cada elemento de la particion borrosa, como
a los grados globales de una particion. Con el fin de garantizar la extension
del grupo se hace necesario que el operador global sea estable por negaciones

fuertes.

2. Se ha establecido un método que determina la calidad de una particiéon borrosa
a partir de relaciones de similitud aplicadas a los elementos del grupo conmuta-
tivo. Dicho método esta constituido por la definicion de dos criterios; uno sobre
la calidad de una particién y el otro sobre la relevancia de las clases de dicha
particion. De igual forma, el método se consolida a través de un algoritmo cuya

salida determina lo que se ha definido como una particion de alta calidad.

3. Se ha construido un indice que mide en conjunto propiedades de una particion
borrosa como el agrupamiento y el solapamiento, en relaciéon a una particién
nitida. A partir de tal indice, se ha establecido lo que corresponderia a un nimero
optimo de clases para una particiéon. Dicho indice se calcula encontrando la
solucién a un problema de optimizaciéon que considera funciones de disimilitud
sobre los elementos del grupo conmutativo y una matriz de referencia. Esta

propuesta establece, considerando los polinomios caracteristicos de las matrices
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de disimilitud, la particion borrosa més cercana a una particiéon crisp, en tanto

lo anterior es senal de mayor agrupamiento y menor solapamiento.

Adicionalmente, los alcances descritos ha sido el fruto de un conjunto de resultados
mas especificos, pero no menos relevantes. Algunos de ellos se exponen a continuacion.
En la segunda seccion se establecieron las condiciones necesarias bajo las cuales una
relacion de proximidad y una relacion de similitud mantienen invariantes algunos
grados. Se defini6 el concepto de agregacion global de una propiedad evaluada sobre
una particion borrosa. Se demostré que dado un grupo G es posible establecer una
relacion de similitud invariante por translaciones, de tal forma que dicha relacion
conforma un subgrupo borroso normal de G x G. Finalmente, en la misma secciéon
se determinaron las particularidades de los polinomios caracteristicos de matrices de
disimilitud sobre los elementos del grupo conmutativo.

En la tercera seccion, se establecié un marco de referencia para comprender y em-
plear operacionalmente el concepto de relevancia, aplicado a las clases de particiones
borrosas. Se construyé un criterio que permite discernir sobre la posibilidad de obte-
ner dos particiones borrosas que se presenten como de alta calidad. De igual forma,
se caracterizaron aquellos operadores de agregacion (en particular, reglas recursivas)
que permiten evaluar la propiedad de relevancia bajo la propuesta especifica, es decir,
a partir de la consideracion del grupo conmutativo. Lo anterior llevd a establecer la
definiciéon de una propiedad posible sobre operadores de agregacion: la propiedad de
ser débilmente autodual.

Finalmente, en la cuarta seccién se aplican los resultados de la propuesta al pro-
blema de segmentacion de imégenes, encontrando en primer lugar que el algoritmo
construido proporciona informaciéon adicional en términos de la evaluacién de una
particiéon borrosa en contraste con varios indices existentes para tal fin.

Lo anterior surge de forma natural, debido a la consideracion de varias propiedades

para la evaluacion de la particion. En concreto, se evaltian propiedades generales como
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son el agrupamiento, el solapamiento, los grados de agrupamiento del solapamiento
entre otras, y propiedades locales, en términos de la individualidad de cada clase, como
lo es la relevancia de las mismas dentro de la particion. Por lo tanto, se confirma que
la mejor manera de evaluar una particiéon borrosa es a través de la consideracion
integrada de diversas caracteristicas de la particion y no mediante la evaluacién por
separado de indices de diversa naturaleza.

En la misma linea, el indice propuesto para determinar un ntmero 6ptimo de
clases, present6 un funcionamiento y resultados consistentes en varias perspectivas. En
primer lugar, la determinacion del 6ptimo, en principio, no dependi6 de los operadores
de agregacion seleccionados. Para los sistemas de clasificacion borrosa abordados, los
resultados fueron los mismos. En segundo lugar, ante una coincidencia generalizada
por otros indices que evaltian una o dos propiedades, el indice propuesto mantuvo un
comportamiento similar, lo cual es un buen indicador de su capacidad para evaluar
la particion.

Finalmente, aunque la propuesta consistente desde su desarrollo teérico y, con
buenos resultados en la parte practica, es natural que se requiera de més aplicaciones
y usos en diversos contextos para continuar validando la efectividad de la misma. En
este sentido, se abren diversas lineas de investigaciéon que se proponen en la dltima

parte del documento.
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Lineas de trabajo futuro

La propuesta desarrollada en la presente tesis, ha establecido un amplia linea
de investigacion de forma particular, en los potenciales de la estructura algebraica
construida. El grupo conmutativo propuesto requiere indagar por elementos como la
generacion de subgrupos borrosos a partir de operadores de agregacion, extendiendo
la nocién de subgrupos borrosos con respecto a una t-norma. Formalmente se tiene: si
G es un grupo, una funcion p : G — [0, 1] se denomina un subgrupo borroso de G con
respecto a la t-norma T, si Vr,y € G, 1) p(z,y) > T(u(z), n(y)); 2) p(z™) = u(z)
y 3) u(e) = 1. Por lo tanto, es natural pensar en extender esta nocion a las reglas
recursivas dadas por el sistema de clasificacion borrosa y estudiar su aplicaciéon sobre
particiones borrosas.

De igual forma, la estrecha relacion entre subgrupos borrosos y relaciones de simi-
litud invariantes por traslaciones permite indagar en la interpretacion de los grupos
cociente, los homomorfismos de subgrupos y el niicleo de un grupo en el contexto de
tales relaciones.

En particular, sobre los resultados concernientes a la evaluaciéon de particiones
borrosas se proponen algunos elementos para ampliar la propuesta. En primer lugar, se
requiere un conjunto de imagenes méas extenso que permita determinar la efectividad
y precision de la propuesta. En este sentido, se propone una implementacion del
algoritmo y el ntmero 6ptimo de clusteres, considerando imagenes pertenecientes
a distintos contextos junto con la validaciéon por parte de expertos. En particular,
la comparaciéon a partir de imégenes médicas ya clasificadas en estudios reales, se
presenta como una alternativa de estudio para la evaluacion de la propuesta.

De igual forma, se hace relevante indagar si bajo algunas condiciones, los sistemas
de clasificacion y el grupo conmutativo permiten evaluar otras propiedades de la

particion, por ejemplo la densidad de la particion, la dispersion en cada clase o la
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homogeneidad de las clases, entre otras.

Por otro lado, puede llegar a tener gran interés y aplicabilidad considerar operado-
res de agregacion no conmutativos, como puede llegar a presentarse en el trabajo sobre
grafos en los cuales los nodos estan conectados en un solo sentido. Incluso se puede
pensar en introducir las estructuras pareadas de acuerdo con [82]. En este sentido,
a pesar del aparente aumento en las dificultades de calculo debido a la informacion
adicional que se incluye, la existencia de opuestos deberia ayudar a recopilar més
evidencia para evaluar adecuadamente la calidad de una particion y, si es posible,
mejorar la confianza en el modelo.

Otra linea de trabajo necesaria a partir de lo desarrollado corresponde con un
estudio mas profundo sobre los operadores de agregacion o reglas recursivas que ge-
neran mejores resultados o incluso que deben, de forma exclusiva, ser empleadas en
el calculo del numero 6ptimo de clases en una particiéon borrosa. En este sentido, se
hace pertinente evaluar los efectos y resultados de ampliar el conjunto de relaciones
de similitud y funciones de disimilitud en los desarrollos planteados.

En la misma linea, durante el desarrollo del Algoritmo 1 se ha establecido como
proceso iniciar en una particién con dos clases e ir aumentando el nimero de clases
hasta obtener una particion de alta calidad. Se propone en este sentido, realizar un
proceso cambiando el orden del funcionamiento. Es decir, iniciar en una particiéon con
un numero de clases igual al cardinal del conjunto de objetos, e ir eliminando clases
hasta obtener una particion de alta calidad.

De igual forma, se sugiere con el fin de ampliar los hallazgos presentados, aplicar
la propuesta a otros problemas de clasificacion diferente a la segmentacion de image-
nes, seguramente en otros contextos se establezcan nuevas ventajas y requerimientos
adicionales a nuestra propuesta.

Finalmente, una linea de trabajo futura consistira en el estudio de las raices de los

polinomios caracteristicos de las matrices de disimilitud (y equivalentemente, de las

119



matrices de similitud), es decir de los valores propios de la matriz y, en particular, de
los vectores propios. El interés radica en que son precisamente estos tltimos los que
permanecen invariantes bajo transformaciones y, por lo tanto, se abre un espectro
al trabajo con operadores de agregacion invariantes por transformaciones lineales
positivas o traslaciones en el sentido propuesto por [45], es decir, operadores tales que

A(pzy + t,...,px, + t) = pA(z1, ..., zp) + 1.
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