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CAPITULO 1

Introduccion

1. Resumen

Sea (M, g) una variedad riemanniana. Dos curvas
0,0: (a,b) = (M, g)

se dice que son congruentes si existe una isometria ¢: U — M de
(M, g) definida en un entorno abierto U de la imagen de o, tal que:
poo =0.

En este trabajo se estudia el problema de congruencia de curvas
en variedades riemannianas y se determinan invariantes que permiten
decidir de modo eficiente por métodos computacionales cuidndo dos
tales curvas son congruentes, al menos localmente.

En el caso de las variedades de curvatura constante, se estudia el
conjunto de clases de equivalencia de jets de curvas hasta un orden
dado médulo el grupo de isometrias.

Se da también una interpretacion geométrica de la curvatura total
de una curva con valores en una variedad riemanniana arbitraria.

2. Clasificaciéon y palabras clave

Mathematics Subject Classification 2000
Primaria:

53A55: Differential invariants (local theory) geometric objects

Secundaria:

53A04: Curves in Euclidean space

53A35: Non-Euclidean differential geometry

53B20: Local Riemannian geometry

53B21: Methods of Riemannian geometry

51F20: Congruence and orthogonality

53C35: Symmetric spaces

58A20: Jets

58B20: Riemannian, Finsler and othe geometric structures
57N75: General position and transversality

58D17: Manifolds of metrics (esp. Riemannian)

3



4 1. INTRODUCCION

58D27: Moduli problems for differential geometric structures
Palabras clave

Curvas de Frénet, curvatura total de una curva, isometrias, inva-
riantes diferenciales, jets, métricas riemannianas.

3. Origenes y desarrollos anteriores

Un teorema clésico de Frénet (e.g., véase [37, Capitulo 1, Seccién
1-8]) establece que dos curvas parametrizadas por la longitud de arco
en R™ son congruentes si y sélo si tienen las mismas curvaturas.

Este resultado se extendié a curvas de Frénet con valores en va-
riedades de curvatura constante en [31]. (La nocién de referencia de
Frénet ha sido dada también (véase [35]) para inmersiones de varie-
dades de dimensién mayor que 1 en un espacio euclideo). También se
estudia el caso en el que tanto la variedad como las curvas de Frénet
son analiticas, llegando a la conclusién de que estas curvas son con-
gruentes en torno a un punto si y solamente si los dngulos que forman
las derivadas covariantes sucesivas del campo tangente coinciden en el
punto. Ademds se prueba que este resultado es caracteristico de las
variedades de curvatura constante, es decir, si la igualdad de las cur-
vaturas caracteriza la congruencia de curvas entonces la variedad tiene
curvatura constante.

El problema de congruencia de curvas ha sido tratado en [18] para
algunos ejemplos de variedades riemannianas, tales como la grassman-
niana de 2-planos orientados de R*, el espacio simétrico CP?2, etc. Para
variedades riemannianas homogéneas, este problema se ha abordado en
[12] y en [13] usando el método clasico de la “moving frame” de Elie
Cartan.

Quedaba, pues, pendiente formular un enunciado general que per-
mitiera resolver el problema de congruencia de curvas en variedades
riemannianas arbitrarias.

4. Resumen de los contenidos

4.1. Capitulo 2. En este capitulo se enumeran las principales
notaciones y resultados que se usan de la geometria riemanniana, tales
como la derivada covariante de un tensor, la curvatura de una variedad
riemanniana y las isometrias en dicha variedad riemanniana.

4.2. Capitulo 3. En este capitulo se presentan las nociones sobre
jets de secciones de fibrados arbitrarios y, més concretamente jets de
curvas, que se utilizan en el resto del trabajo. Usando este lenguaje
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de jets de curvas se obtiene una expresiéon local para las derivadas
covariantes sucesivas del campo tangente de una curva.

También se muestran varios resultados concernientes a la transver-
salidad, que son ttiles en el capitulo 5.

4.3. Capitulo 4. Este apartado de la memoria se ocupa de pro-
bar que en una variedad riemanniana arbitraria, “en general no existen
isometrias”. Con esto queremos decir que existe un subconjunto abierto
y denso en el fibrado de métricas riemannianas formado por métricas
cuyo grupo de isometrias es discreto, o equivalentemente, que cualquier
campo de Killing es nulo.

Para verlo primero se presenta el fibrado de métricas riemannianas
de una variedad diferenciable.

A continuacién se definen los invariantes métricos de orden r, que
son funciones definidas en el jet de orden r de métricas riemannianas
que permanecen inalteradas bajo la accién del grupo de difeomorfismos
de la variedad. Ademds se prueba que no existen invariantes métricos
de orden 1 que no sean constantes.

Entre los invariantes métricos son importantes los invariantes de
Weyl, pues generan el anillo de invariantes métricos, por lo que para ver
que una funcién es invariante métrico basta expresarla como polinomio
en ciertos invariantes de Weyl.

En la siguiente seccién de este capitulo se obtienen los denomi-
nados invariantes de Ricci. Como el tensor de Ricci de una variedad
riemanniana es, en cada punto, bilineal y simétrico, tiene asociado un
endomorfismo autoadjunto en el espacio tangente que es, por lo tanto,
diagonalizable. Los invariantes de Ricci son m = dim M invariantes de
orden 2 y se obtienen asignando a un 2-jet de métrica los coeficientes
del polinomio caracteristico del endomorfismo diagonalizable.

Se prueba que, cuando la dimensién de la variedad es mayor que
2, estos invariantes de Ricci son, genéricamente, funcionalmente inde-
pendientes, i. e., hay un abierto denso en el 3-jet de métricas rieman-
nianas de la variedad en el que estos invariantes métricos proyectan
en funciones independientes. En el caso bidimensional se sabe ([32])
que sélo hay un tnico invariante métrico de orden 2, salvo dependen-
cia funcional, a saber, la curvatura de Gauss de la variedad, por lo
que, si queremos encontrar m = 2 invariantes independientes debemos
considerar érdenes superiores. Este nuevo invariante, de orden 3, lo
proporciona la norma de la diferencial de la curvatura gaussiana. Estos
dos invariantes son, de nuevo genéricamente, funcionalmente indepen-
dientes en el 4-jet de métricas riemannianas de la variedad.
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El resultado clave de este capitulo se encuentra en la ultima sec-
cién. Se basa en el hecho de que un invariante métrico proyecta en una
integral primera de cualquier campo de Killing. En los abiertos densos
en los que hay m = dim M invariantes métricos que proyectan en fun-
ciones independientes, éstos determinan un sistema de coordenadas. Al
ser integrales primeras de cualquier campo de Killing, necesariamente
los campos de Killing deben ser nulos.

4.4. Capitulo 5. Este capitulo versa sobre las curvas de Frénet,
que son curvas en posicion general hasta el orden m — 1, i. e., tales que
las m — 2 primeras derivadas covariantes del campo tangente son lineal-
mente independientes en cada punto. Se demuestra que el conjunto de
curvas en posicion general hasta el orden » < m — 1 es abierto y denso
en C* (R, M) para la topologia fuerte, la cual se ha presentado en el
capitulo 3. Ademds se prueba que este es el mejor resultado posible
puesto que las curvas en posicién general hasta el orden m no forman
un subconjunto denso, debido a que los puntos de inflexién no pueden
eliminarse con pequenas perturbaciones.

Para una curva de Frénet arbitraria en una variedad riemanniana
orientada puede definirse una referencia intrinseca, denominada refe-
rencia de Frénet, que es una referencia ortonormal a lo largo de la
curva, orientada positivamente y que se obtiene a partir de las m — 2
primeras derivadas covariantes del campo tangente aplicando el méto-
do de ortonormalizaciéon de Gram-Schmidt. El dltimo campo se define
como el tinico que hace que la referencia esté orientada positivamente.

Asimismo se definen m funciones intrinsecas, las m — 1 primeras
de ellas positivas , llamadas curvaturas. Estas se obtienen como coor-
denadas de las derivadas covariantes de los campos de la referencia de
Frénet en la propia referencia de Frénet.

Resulta que las derivadas covariantes del campo tangente de una
curva de Frénet, al ser expresadas en la referencia de Frénet, tienen
componentes que uUnicamente dependen de las curvaturas y de sus
derivadas.

Este hecho sirve para encontrar un sistema de ecuaciones diferen-
ciales de orden m que satisface toda curva de Frénet, que a su vez sirve
para construir curvas de Frénet con curvaturas dadas, como soluciones
del sistema de ecuaciones diferenciales.

A continuacién se expresan las curvaturas en funcién de los dngu-
los que forman las derivadas covariantes sucesivas del campo tangente
entre si, permitiendo establecer la equivalencia entre la igualdad de
las curvaturas (la tltima en valor absoluto) y la igualdad de dichos
angulos.
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Por tltimo se define la congruencia de curvas y se demuestra que
las curvaturas son invariantes por congruencia. Ademés se prueba que
la referencia de Frénet también es invariante por congruencia, en el
sentido de que los campos de la referencia de Frénet van a parar a
campos de la referencia de Frénet.

4.5. Capitulo 6. En este capitulo se encuentra el resultado prin-
cipal y mds general de esta memoria, en el que se establecen los inva-
riantes necesarios para caracterizar la congruencia de curvas de Frénet
en variedades riemannianas analiticas.

Primero se prueba que un isomorfismo afin que ademads es isometria
lineal en un punto, necesariamente es isometria.

Estos invariantes (de orden m) necesarios para caracterizar la con-
gruencia de curvas de Frénet son, ademés de las curvaturas de la curva,
las derivadas covariantes de la curvatura de la variedad evaluadas en
los campos de la referencias de Frénet.

En general no es posible considerar sélo la curvatura; sin embargo,
como el nimero de invariantes de orden m funcionalmente indepen-
dientes es finito, el conjunto infinito de invariantes dado en el criterio
general puede reducirse a un conjunto finito. El problema estd en hallar
una cota para el nimero de veces que hay que derivar la curvatura. En
el caso bidimensional se prueba que, genéricamente, este nimero es 2.

Para probar el criterio general se hace uso de un resultado de [21]
que requiere la analiticidad de las variedades, lo cual no es posible
evitar, como se muestra en un ejemplo no analitico al final del capitulo.

4.6. Capitulo 7. El capitulo se ocupa de un ejemplo de espacio
homogéneo no simétrico conocido como wvariedad de Cartan. Los espa-
cios homogéneos tienen suficientes isometrias como para que el proble-
ma de congruencia sea interesante. Y sin embargo, la no simetria de la
variedad complica (y hace interesante) dicho estudio de congruencia ya
que se aleja de las situaciones geométricas estudiadas anteriormente en
la literatura.

Primero se calcula el dlgebra de Lie de las isometrias infinitesimales
resolviendo el sistema de ecuaciones en derivadas parciales que surge
de la definicién de isometria infinitesimal. Usando la estructura alge-
braica de los espacios homogéneos se prueba que este espacio no tiene
curvatura constante e incluso que no es simétrico.

Para finalizar se calculan invariantes independientes en este caso
concreto.

4.7. Capitulo 8. Este capitulo contiene el teorema de congruen-
cia de curvas en una variedad localmente simétrica, no necesariamente
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analftica. Los invariantes necesarios para caraterizar la congruencia de
dos curvas son, en este caso, las curvaturas de las curvas y las curvaturas
seccionales en los planos generados por los campos de las referencias de
Frénet, sin necesidad de derivar covariantemente la curvatura (es cono-
cido el hecho de que en las variedades simétricas la derivada covariante
de la curvatura es un tensor nulo).

También se prueba que este teorema es caracteristico de las va-
riedades localmente simétricas, es decir, si la congruencia de curvas
de Frénet en una variedad riemanniana arbitraria se caracteriza por la
igualdad de curvaturas y la igualdad de curvaturas seccionales, entonces
la variedad es localmente simétrica necesariamente.

4.8. Capitulo 9. En este capitulo se presenta el teorema de con-
gruencia de curvas en variedades de curvatura constante, a saber, dos
curvas de Frénet con valores en una variedad de curvatura constante
son congruentes si, y s6lo si, sus curvaturas coinciden. De nuevo se prue-
ba que este resultado es caracterfstico de las variedades de curvatura
constante.

Para terminar el capitulo se estudia, en el caso de variedades de
curvatura constante, el conjunto cociente del jet de curvas de un orden
dado, médulo el grupo de isometrias.

4.9. Capitulo 10. El concepto principal del que se ocupa este
capitulo es la curvatura total de una curva cerrada, que es el nimero
que resulta de calcular la integral de la curvatura a lo largo de la curva.
La curvatura total es un invariante métrico global, a diferencia de los
invariantes que han aparecido en esta memoria hasta este momento.

Era conocido que la curvatura total de una curva convexa cerrada en
el espacio euclideo tridimensional es mayor que 27 ([10]). Este resultado
se extendi6 al espacio euclideo m-dimensional ([3]) y se conjetur6 que
en el espacio euclideo tridimensional es mayor que 47, lo cual se prob6
en [30]. En este tltimo se da ademds una interpretaciéon geométrica de
la curvatura total como limite de la suma de los dngulos exteriores de
los poligonos geodésicos inscritos en la curva. En [15] se extiende este
concepto a curvaturas totales de érdenes superiores.

En este trabajo se generaliza esta interpretaciéon de la curvatura
total de una curva, no necesariamente cerrada, con valores en una va-
riedad riemanniana arbitraria.



CAPITULO 2

Variedades riemannianas

La referencia bésica para los conceptos sobre variedades diferencia-
bles, tensores y conexiones, serd [21]. Para profundizar en las variedades
diferenciables pueden consultarse [2], [8], [11] y [26], y para profun-
dizar en las variedades riemannianas son ttiles [7], [9], [41] ¥ [42]. En
toda la memoria, las variedades involucradas seran conexas.

La derivada covariante de un tensor A € Z7 (M) es otro tensor, que
denotamos V A, de bigrado (7, s + 1), definido por:

VA (X17 N ,XSJrl,(.Ul, e ,(.Ur) = Xl (A (XQ, Ce ,Xerl,wl, Ce 7CL)T))
—A(Vx, Xo, .., Xop,w', ., 0")

—A (XQ,...,XS+1,CU1,...,VX1

para X; € X(M),i=1,...,s+1, 0w € X*(M),j=1,...,r.

DEFINICION 1. Dada (M, g) una variedad riemanniana de dimen-
sion m = dim M, con V su conexion de Levi-Civita, la curvatura de
(M, g) es la aplicacion

R:X(M)> — x(M),
R(X,Y)Z = VxVyZ—-VyVxZ—VixyZ.

Esta aplicacién es C'* (M )-trilineal, por lo que define un tensor
R €Iy (M),
conocido por tensor de curvatura de Riemann, de la siguiente manera
R(Z, X, Y,w)=w(R(X,Y)Z),

para cualesquiera campos vectoriales X,Y, Z € X (M) y cualquier for-
ma diferencial w € X* (M).
Si (U;2") es un sistema de coordenadas de M, entonces

R= ) Ridi@dr*®ds'® 9

oxt’
i7j7k’l:1

9



10 2. VARIEDADES RIEMANNIANAS

donde
T\ A Z.
(0.1) ikl = axjk - 8_351 + Z (F?l hk — F;‘lk W)

h=1

siendo Fék los simbolos de Christoffel de seqgunda especie de la conexién
de Levi-Civita V ([21, Capitulo IV, Corollary 2.4]).

DEFINICION 2. El tensor de Riemann-Christoffel R, de una varie-
dad riemanniana (M, g) es el tensor covariante de orden 4 dado por

Ry(X,Y,Z,T) = g(R(Z,T)Y, X),
XY, Z,T € X (M).

DEFINICION 3. Sean (M, g) y (M, §) dos variedades riemannianas
de la misma dimension m. Un difeomorfismo ¢: M — M es una
isometria si conserva la métrica, i. e. g = g. En este caso decimos
que las variedades riemannianas (M, g) y (H, §) son isométricas. Si ¢
estd definida entre abiertos de M y M, respectivamente, se dice que ¢
es una isometria local.

El conjunto de isometrias I (M) de una variedad riemanniana (M, g)
es un grupo con la composicién de aplicaciones, que actiia de manera
natural en M. De hecho, I (M) es un grupo de Lie con la topologia
compacto-abierta (|20, Capitulo II, Theorem 1.2]).



CAPITULO 3

Fibrados de jets

1. Jets de secciones

Sea p: ' — M una variedad fibrada arbitraria, esto es, p es una
submersién epiyectiva.

Pongamos dim M = m, dim &Y = m+n. En lo que sigue, los indices
latinos van de 1 a m, mientras que los indices griegos van de 1 a n. Se
dice que un sistema de coordenadas (U;z*,y*) definido en un abierto
U C FE es un sistema fibrado para la proyeccion p, si x* € p*C>(pU),
esto es, existe un sistema de coordenadas (p(U);z") en la variedad M
tal que: ' = 2’"op,i=1,...,m.

Se designa por V(p) el subfibrado del fibrado tangente formado por
los vectores verticales respecto de la proyeccién p; i.e.,

V(p) = {X € TE : p,X = 0}.

Localmente, si (U;z%, y*) es un sistema fibrado de coordenadas para p,

entonces:
0 0
V(p)|U = <8_y1”8_y"> .

Un morfismo de la variedad fibrada p: £ — M ala variedad fibrada
p': B/ — M’ es un par de aplicaciones diferenciables ®: £ — FE’,
¢: M — M’ tal que: p' o ® = ¢ o p. En estas condiciones, la aplicacién
¢ es lnica, puesto que p y p’ son epiyectivas.

Se denota por p,: J'(E) — M el fibrado de los r-jets de sec-
ciones locales de p y por j"s: U — J'(E) la extensién r-jet de una
seccién s: U — E definida en un abierto U C M. Se escribe jIs
en vez de j"s(z), Vo € U. Asi mismo, para cada r > 1’ se deno-
ta por p..: J'(E) — J"(E) la proyeccién canénica: p,.(jis) = jo's,
Virs € J'(E).

Si la variedad fibrada p: £ — M es un producto directo, es decir,
E =M x Fy p(z,y) = x, entonces las secciones de p se identifican a
las aplicaciones de M en F', mediante la grafica de la aplicacién, i.e.,

spr M — E,
sg(z) = (z, f(x)), VoelM.
11



12 3. FIBRADOS DE JETS

En este caso, se escribe J"(M, F') en vez de J"(F) y se habla de r-jets
de aplicaciones.

Si (®,¢): E — E' es un morfismo de variedades fibradas para el
cual la aplicacién ¢: M — M’ inducida en las bases, es un difeomorfis-
mo, entonces se puede definir el morfismo inducido en los fibrados de
jets, como sigue:

J(®): J(E) — J(E)
JN(®) (Jz8) = Jhw (Posog™).
Es fécil ver que si (¥,9): E' — E” es un morfismo de variedades
fibradas para el cual la aplicacién ¢ : M’ — M" inducida en las bases,
también es un difeomorfismo, entonces J"(V o @) = J" (V) o J"(P), de
modo que la asignacién p: E — M ~~ p,: J"(E) — M es un functor

covariante respecto a la clase de morfismo mencionada.
Un multi-indice de longitud m y orden r es un sistema I € N,

I = (i1, ,im), tal que: |I| =iy + ...+ iy, = r. Los multi-indices se

ordenan “componente a componente”, i.e., [ < [ significa 1, < j, para

todo h = 1,...,m. La suma de multi-indices se define del mismo modo:

(I +J)n =in+ jn, y se escribe: I =iy ip,!, G) = ﬁ siJ <.
Si f € C"(R™), entonces escribiremos:
ol f ol f

ozl 9y ... 9(amyin

Un sistema fibrado de coordenadas (U; 2%, ) induce un sistema de
coordenadas (p,o (U); 2%, y¢), I € N™, |I| < r, con el convenio y§ = y%,
y donde y¢, para || > 0, estd definido como sigue:

1 (4o o 5
i () = 02 )

Se sigue de lo anterior que la dimension del fibrado de jets es igual

dimJ"(E) =dimM +n-#{I e N":0< |I| <r}.
Ahora bien, N, = # {I € N™ : |I| = k} es el niimero de combinaciones
con repeticion de m elementos tomados de k£ en k, porque un multi-
indice I = (i1, ...,4,) de orden k equivale a dar la sucesién (no orde-
nada) de k elementos
L0 o m, Bmom,

que son, por definicién, las combinaciones mencionadas. Por tanto,

m+k—1
Nk:( h )
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Usando la conocida propiedad de los nimeros combinatorios (véase por

ejemplo [19, 1.2.6]),
Xl: t+ k) (tHl+1
k) l ’

k=0
cont=m — 1,1 =r, se obtiene

H{IeN":0<|[|<r} = Y Ny
k=0
m+r
- (")

dim J7(E) = m—{—n(m:_r).

de donde

2. Jets de curvas

En esta memoria serdn especialmente importantes los jets de cur-
vas; esto es, los fibrados p,: J"(R, M) — M, siendo M una variedad
diferenciable. Adaptamos las notaciones generales anteriores al caso
particular de estos fibrados, como sigue.

Para cada sistema de coordenadas (z',...,2™) de M definido en un
entorno abierto U de xy € M, se definen funciones 2%: J" (R,U) — R
por las férmulas:

. d’ (z' 0 0)
2 . —
L (Jtoa) - dti (to)a
1=1,...m;3=1,...,71,
Por convenio: zf = ', i=1,...,m.
Los sistemas de funciones (¢,2%), i =1,...,m; j =0,...,r, consti-

tuyen un atlas para J" (R, M) y se tiene:
dim J"(R, M) = 1+ m(r + 1),
OBSERVACION 1. Si (t7x§-), t=1,...,m; j=0,...,r, es un sis-
tema de coordenadas en J"(R, M) y r > r', entonces
(t,xé), i=1,....m;j=0,...,7,
lo es en J" (R, M), porlo que si F es una funcién definida en J" (R, M),

F puede verse como una funcion definida en J"(R, M) verificando

OF
- =0 Vj=1r"+1,...,m
ox®:

J

es decir, puede identificarse ' = F o ppp.r.



14 3. FIBRADOS DE JETS

3. Derivadas sucesivas del campo tangente

PROPOSICION 1. Sea (U;x', ..., 2™) un sistema de coordenadas en
M, con V conexion lineal. Existen funciones diferenciables
FF: JF(R,U) — R,
kGNZ 1,...,m=dim M,

tales que:

dk+1 o

B0 ()= (o + F ) 5

=1 o (t)

?

para toda curva o: R — U y todo t € R, siendo 0; = 2' 0 0.
DEMOSTRACION. Para k = 0, se tiene:

T dai 0
T, = t .
! Z dt *) oxt o(t)

=1

Por tanto: F = 0. Para k = 1, se tiene:

(ViT) =Y (dd;" 0+ 3 T (o) %w%u)) i,

Por tanto:
Z I hx xl
7,h=1

Procediendo por induccién, supongamos que se verifica:

- dkO' 0
k—1 E : { k— 1 k: 1
(3.2) VT T = : < tk —+ F 0') mi )

donde j¥o: R — J¥(R,U) es la extensiéon k-jet de la curva o; i.e.,

jto(t) = jto
Aplicando V7 a la ecuacién (3.2) y teniendo en cuenta la regla de
la cadena, se obtiene:

(@, SN [ OFF! d+lo;\ 0
k _ 7 7 k—1 J
VT = ; < dtk+1 + Z 820{ °J < dtl+1 Ot .

Y
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En consecuencia, las funciones FF existen y estdn determinadas recu-
rrentemente por las siguientes férmulas:

i m k—1 aFk 1 -
(3.3) F' = ZZ o ] :,BIH + Z thxl Tl + + F; )
j=1 1=0 h,j=1

4. 'Topologia débil y fuerte
4.1. Topologia débil C*.

DEFINICION 4. Sean X,Y dos espacios topoldgicos. Los conjuntos
de la forma

{feCX,)Y): f(K)CV},
cuando K C X es compacto y'V C Y es un abierto, constituyen una

subbase de una topologia en C (X,Y), conocida por topologia débil (o
topologia compacto-abierta).

DEFINICION 5. Sean X,Y dos variedades diferenciable de clase C*°.
Se llama topologfa débil de orden k € NU {oo}, y se designa por C*,
a la topologia asociada a la inyeccion

i C®(X,Y) — C (X, JMX,Y)),
considerando la topologia débil en el espacio C (X, JE(X, Y)) (e.g.,
véase [16, Capitulo 2, Seccién 4, p. 62]).
4.2. Topologia fuerte W.
DEFINICION 6. Sean X,Y espacios topoldgicos. Para cada apli-
cacion f € C(X,Y) sea
I(f)={(z, f(z)) ;2 € X} S X XY
la grifica de f.
Los conjuntos E¢(U) = {g € C(X,Y) : T'(g9) C U}, cuando U recorre
la familia de abiertos de X XY que contienen I'(f), constituye una base

de entornos para una topologia sobre C(X,Y') que recibe el nombre de
topologfa fuerte.

OBSERVACION 2. La topologia fuerte es mds fina que la débil y
ambas coinciden si X es compacto.

OBSERVACION 3. Si (Y,d) es un espacio métrico y X es paracom-
pacto, los conjuntos

B(f) ={9 € C(X,Y) : d(f(2),9(y)) < e(x), Vo € X}
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constituyen una base de entornos abiertos de f para la topologia fuerte,
cuando € recorre el conjunto C(X,RY), e.g., véase [16, Capitulo 2,
Seccién 4, p. 59].

DEFINICION 7. Sean X,Y dos variedades diferenciable de clase C°.
Se llama topologia fuerte (o de Whitney) de orden k € NU {oc}, y se
designa por W*, a la topologia asociada a la inyeccion

i C®(X,Y) — C (X, JMX,Y)),

considerando la topologia fuerte en el espacio C (X, JE(X, Y)) (e.g.,
véase [16, Capitulo 2, Seccién 4, p. 62]).

PROPOSICION 2 ([29, Seccién 3, p. 308]). Dado un abierto

UCJMX,Y),
seq
M(U)={feC®X,Y):jifeUVz e X}.

Entonces, los conjuntos My(U) constituyen una base de abiertos para

la topologia W* cuando U recorre los abiertos de J*(X,Y).

ProPOSICION 3 ([16, Capitulo 2, Seccién 4, Theorem 4.4]). Sean
X,Y dos variedades diferenciables. Todo subespacio débilmente cerrado
de C*(X,Y) es un espacio de Baire para la topolgia fuerte W .

OBSERVACION 4. Se verifica: W' Cc W2 C ... C W™.

5. Transversalidad

DEFINICION 8. Se dice que una aplicacion diferenciable entre va-
riedades f: X — Y es transversal a una subvariedad Z C'Y sobre un
subespacio Z' C Z si, o bien f(x) =y no pertenece a Z', o bieny € Z'
Y, en este caso, se verifica:

LX)+ T,Z=T,Y.
Es bien conocida la siguiente propiedad de las aplicaciones transver-
sales (e. g., [14, Capitulo I, Seccién 5, p. 28)):

PROPOSICION 4. Si f: X — Y es transversal a la subvariedad
Z CY, entonces [~H(Z) es una subvariedad de X, y se verifica que la
codimension de Z en'Y es la misma que la de f~1(Z) en X.

TEOREMA 1 ([39, VII, Théoreéme 4.2]). Sea Z una subvariedad de
clase C* de JUX,Y), Z' C Z un subespacio cerrado en JI(X,Y) y
K C X un subespacio cerrado. El conjunto

U ={f € C®(X,Y): j9f|k es transversal a Z sobre Z'}
es un abierto denso en C*(X,Y') respecto de la topologia fuerte W.
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DEFINICION 9 ([29, Seccién 6, pp. 318-319]). Sea Z C JH(X,Y)
una subvariedad y z € Z un punto en la fibra de x € X. Se dice que
z es un punto transversal de Z si existe una aplicacion f: U — Y
definida en un entorno abierto de x en X, tal que:

Lo jypf =z
2. j*f es transversal a Z en x.

TEOREMA 2 ([29, Theorem 6.1]). Sea Z C J*(X,Y) una subvarie-
dad. Si la codimension de Z en J*(X,Y) es <n = dim X, entonces el
conjunto de puntos transversales es denso en Z.

TEOREMA 3 ([27, Lemma 1, p. 45]). Sea f € C*(R",RP) y S C R?
una subvariedad de codimension q < n, tal que en algin punto x € R",
f(z) € Sy f estransversal a S en x. Entonces, para cualquier entorno
abierto U de z existe un entorno Wy de f en C'(R",RP) respecto de
la topologia débil de clase C', tal que:

1. Para cualquier g € Wy hay un punto ' € U tal que g(x') € S,
2. g es transversal a S en 1.






CAPITULO 4

Isometrias en una variedad riemanniana

El propésito de este capitulo es demostrar que “en general” el grupo
de isometrias I (M) de una variedad riemanniana es discreto. “En ge-
neral” significa que encontraremos un abierto denso en el espacio de
métricas riemannianas en M, formado por métricas cuyo grupo de
isometrias es discreto.

1. El fibrado de métricas riemannianas

Dada una variedad diferenciable M, se denota por p: M — M
su fibrado de métricas riemannianas con la estructura diferenciable
inducida como subfibrado abierto de S?*T*(M); esto es,

M, = p_l(x>
= {9, € S*T;M : g,(X,X)>0,VX € T,M,X #0}.

Todo difeomorfismo ¢: M — M’ induce un difeomorfismo de varie-

dades fibradas,
M - M
(92) = S*¢")Nga), Vg» € My,

1 I

donde
o, T M — T¢(I)M'
es la aplicacién lineal tangente,
es la aplicacién lineal tangente inducida en el dual y
S*(¢*): S*TyyM' — S*TiM

es la aplicacién inducida por esta tltima en la segunda potencia simé-
trica del espacio cotangente.
Por tanto, se verifica:

pogp=dop, Vo¢eDif(M,M)
19



20 4. ISOMETR{AS EN UNA VARIEDAD RIEMANNIANA

Asi pues, todo difeomorfismo ¢: M — M’ induce un difeomorfis-
mo J"(¢): J'(M) — J"(M') de variedades fibradas, de acuerdo a la
definicién general:

T () (jrg) = o (Pogod™).

Un sencillo célculo demuestra que J7(¢): J7 (M) — J7 by (M) sélo
depende de las derivadas de orden < r+1 de las funciones componentes

de ¢ en un sistema de coordenadas, i.e.,

|| (At
P, <t
siendo (%), (z'") sendos sistemas de coordenadas alrededor de z, ¢(x),
en M, M’', respectivamente.
Si X es un campo vectorial en M con flujo ¢,, entonces ¢,: M — M
es el flujo de un campo X € X(M) y la aplicacion X — X es un
homomorfismo de &dlgebras de Lie; i.e.,

AX +puY = MX +pY, Y\peR VXY € X(M),

X.Y] = [K,¥]. VXY ex(M).

Consideramos un sistema de coordenadas (z') en M y (@', yij, Yijx)
el sistema de coordenadas en J 1(M) inducido por el sistema de coor-
denadas fibrado (2", y;;) en M, esto es,

9z = Zyw ga: dl‘ (dld) M,

1<j

. d(yijoyg
Yijk (Ja9) = '—£7;§;——2($)-

Si X € X(M) tiene la expresién local X = X'0/0x", entonces te-
niendo en cuenta las ecuaciones (2) de [32] se tiene que el levantamiento
natural de X viene dado por:

_ 9 oOXh &
(1.1) X=X 4—Z<yhj oo T U ) € X(M).

ox’ — oxJ
i<j
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Anilogamente, de la férmula (4) de [32] se sigue que la extension 1-jet
de X es:

_ 9 oOX" oxX"\ o0

1.2 X0 = xi ~ _ ;
(1.2) oz Z(y’”azﬂhw)aym
92X 92X"h ox"
Z yh]a 7’6 k +y2ha Jaxk +yh]k 8 i

axh axh) 9

i<j

2. Invariantes métricos

DEFINICION 10. Una funcion diferenciable f: J" (M) — R se dice
que es un invariante métrico st verifica:

foJ(¢)=f, VéeDif(M),
o equivalentemente:
f (b (@ogoo™)) = frg), Vig € J (M), Ve € Dif(M).

PROPOSICION 5. No existen tnvariantes métricos de primer orden
no constantes.

DEMOSTRACION. Si una funcién f: J'(M) — R es invariante, en-
tonces, en particular, se tiene:

fold'(¢) =,

para todo flujo ¢, de M. Por tanto, derivando se deduce X f = 0,
para todo campo completo X en M. Ahora bien, los campos con soporte
compacto son completos y densos en X(M) para la topologia C*°. Por
tanto, pasando al limite la ecuaciéon anterior se deduce que ésta se
verifica para cualquier campo de M. Asi pues, de la férmula (1.2) se
deduce que si f es un invariante métrico, entonces:

0 = X“)(f)
B Z oX" N oX"\ of
B 8x’ i gz Y i Yij

Z 82X h N o2 Xh N oxXh
Yhi Oxi0xk Yih Oz Oxk Yhik ozt

1<j
& ox" ) of
+Yin k(o

+ Yijh o | 3
01 VN ok ) Dy
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Como los valores de X¢, 0X%/0x7, 9>X?/0270z*, j < k, en un punto
dado x € M, pueden tomarse arbitrariamente, la ecuacién anterior
equivale al siguiente sistema:

af
0 = :
oxt’
af af af
0 = yh'_+yh',k—+ Yrs,h a3 >
! ayij ! ayij,k TZSS ayrs,i
of
0 = —
Yhi ayz‘j,k
De la tercera condicién se deduce:
0
[ 0
ayij,k

ya que la matriz (y;;) es invertible, y sustituyendo dicho valor en la
segunda condicién se deduce:

of

= 0.
ayij

Por tanto, f es constante. U

Asi pues, de ahora en adelante, al considerar invariantes métricos
en J"(M) supondremos r > 2.

DEFINICION 11 (cf. [34], [40]). Una funcion w,: M — R se dice
que es un invariante de Weyl de la métrica riemanniana g si tiene la
forma

tr (VIR ®...@ V*RY), ;€N j=1,...4,

donde tr indica la contraccion completa con respecto a la métrica g
de cualquier permutacion de indices en el tensor VARI ® ... ® V*R9
de bigrado (p,3p + i1 + ... +1i,). Cada invariante de Weyl definido
usando una misma traza para todas las métricas riemannianas define
una funcion

wW:JM) — R,
W (jeg) = wy(),
stendor =1y + ...+ 1, + 2.

Se sabe que los invariantes de Weyl son invariantes métricos en el
sentido de la definicién anterior; e.g., véase [32].
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3. Los invariantes de Ricci
El tensor de Ricci de una métrica riemanniana (M, g),
Ric? € Iy (M),
viene definido por:
Ricd (X,)Y)=tr(V— RI(V,X)Y), VXY,V e€X(M),

donde RY € T} (M) es el tensor de curvatura de g. En un sistema de
coordenadas (U;z"), las componentes de este tensor son:

. : Jg 0
(Ric%);; = Ric? (8%"%)
0 0
_ g
el () 2)
= o 0\ 0
= a 9 — | —

m

= Z (Rg)?ai :

a=1

Si (Fi,...,FE,) es una referencia ortonormal definida en un abierto
U C M entonces

m
Ric? (X,Y) =Y g (R (Ea, X) Y, E,),
a=1
asi que, debido a la simetria de RY, el tensor de Ricci es simétrico.
En cada punto x € M, Ric? es una aplicacién bilineal simétrica
definida en el espacio tangente 7, M. Por tanto, existe un endomorfismo

TRicS: T,M — T, M

autoadjunto con respecto del producto escalar g,, definido por la condi-
cién

Ric? (v,w) = g, (11Ricd (v) ,w), v,w € T, M.
Como 1] Ricf es autoadjunto, es diagonalizable, y tenemos una base
ortonormal (vy,...,v,,) de T,M formada por autovectores. Las apli-
caciones autoadjuntas 1] Ric?, x € M, definen un campo tensorial
M Ric? € T} (M) diagonalizable.

Si V es la conexién de Levi-Civita de (M, g), el tensor de Ricci Ric?
sélo depende de j2g, pues los simbolos de Christoffel locales Ffj (x) de
V sélo dependen de jlg y RY s6lo dependen de j2g (|21, Capitulo III,
Proposition 7,6 y Capitulo IV, Corolary 2 4]).
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DEFINICION 12. Sea
a:M—-R, k=1,...,m,

la funcion diferenciable que asigna a cada punto x € M el coeficiente k-
ésimo del polinomio caracteristico del endomorfismo 11 Ric?. Definimos

I (M) — R 1<k<m,
Ik (z9) = (@),
LEMA 1. Las funciones Iy, ..., I, son invariantes métricos.
DEMOSTRACION. Si ¢: M — M un difeomorfismo y definimos
G=¢ogo¢d ' entonces ¢: (M, g) — (M, g) es una isometria y, en par-

ticular, es una aplicacién afin. Sea (El, e ,Em) una referencia local
g-ortonormal. Entonces

es decir, (gb*_ 'Ei, ... 00 1Em) es una referencia local g-ortonormal. Por

tanto, usando [21, Capitulo VI, Proposition 1,2, si X, Y € X (M) se
tiene:

(31) R (6, X,0.Y) = ) §(R (6.X.E) .Y, E;)

i=1

= ) g(R (X, 6,'E) Y, ¢, E)

= .;%ilcg (X,Y).
En particular, se verifica que los campos 1} Ric? (X) y 11 Ric? (¢, X)
estdn ¢-relacionados. En efecto, la condicién

¢, T1Ric? (X) =11Ric? (¢,X)
equivale a
(3.2)
(. iRic? (X),0,Y) =g (11Ric? (6,X),0,Y), VY € X(M).
Por un lado tenemos
g (6. 11Ric? (X),,Y) = g (11Ric? (X),Y) = Ric? (X,Y),
por la definicién de g. Por otro lado tenemos
g (1Ric? (¢,X),0,Y) =11Ric? (¢,X,0,Y),

asi que la condicién (3.2) se verifica, en virtud de (3.1).
Para terminar basta notar que lo anterior significa

¢* (11Ric?) =11Ric?,
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de donde se tiene:
AT+ Xm: (—D)%e? AR = det (\d— 1{Ric%)
- = det (A[d — ¢* (1]Ric%))
= A"+ i (—1)" e, _ A",
past

luego ¢ (¢ (z)) = ¢} (), k =1,...,m, x € M, que equivale a
Iy (J3) (6090 07")) = Ix (ji9) -
]

DEFINICION 13. Las funciones Iy, ..., I, se denominan invariantes
de Ricci.

OBSERVACION 5. A partir de la formula

m—Fk
ol =tr (/\ T}Ricg)

(véase [4, Ex. 21, p. 153]) y de la Definicion 11 se tiene que cj es
combinacion lineal de invariantes de Weyl, por lo que las funciones
Ii,..., 1, son invariantes métricos.

4. Independencia de los invariantes de Ricci

Los invariantes de Ricci definidos en la seccién precedente son,
genéricamente, funcionalmente independientes cuando la dimensién de
la variedad M es m > 3.

PROPOSICION 6. Sim = dim M > 3 entonces existe un abierto
denso O en J3 (M) formado por jets de métricas j2g tales que las

funciones I, 0j%g, ..., I,,05%g determinan un sistema de coordenadas en
torno a x, donde Iy, ..., I, son los invariantes de Ricci. En particular,
I, ..., I, son funcionalmente independientes.

DEMOSTRACION. Si j2g € J3 (M) entonces

(d (]1 oj2g) A...Nd (Im oj2g)) (x)

es una m-forma de M, por lo que existe A? (z) € R tal que

(d(Lioj?g) Ao Ad (I 05%9)) (x) = N (z) voly (z),
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donde vol, € /”i T*M es la forma de volumen de (M, g). Notemos que
N (z) sélo depende de j3g. Consideremos la funcién
I: P(M) — R,
I(jz9) = N(z).
Esta funcién es un invariante métrico de orden 3. En efecto, si ¢: M—M

es un difeomorfismo y § = ¢ o g o ¢! entonces ¢: (M,g) — (M,g) es
una isometria. Por tanto ¢*vol; = vol,, o equivalentemente

vol, (z) = volg (¢ (2)), =z € M.

Como [}, es un invariante métrico, tenemos I, (] 59 ) = I (529),

o equivalentemente I, o j2g o ¢ = I, 0 j%g, para todo k = 1,...,m. Por
tanto, para cada x € M se tiene

M (¢ (x))volg (¢ () = (d(ioj’g) A...Ad(Inoj%g)) (¢ ()
= ( (Iioj?g) Ao Ad (I o j?g)) ()

N () vol, ()

() volg (¢ (x)) .

Entonces M (¢ (z)) = M (), que equivale a
I (jow) (00g097")) =1 (j39)

i. e., I es un invariante métrico de orden 3.
Como la funcién I es racional en g;; y sus derivadas hasta el tercer

orden, y en y/det(g;;), el conjunto I~ (0) o bien es el complemento
de un abierto denso, o bien es J? (M), si I es nula. Sin embargo esta
iltima condicién no se verifica, como muestra el siguiente ejemplo. Sea
(U; %) un sistema de coordenadas en torno a un punto x € M tal que
w(U)=R"yal(x) #0,i=1,...,m, (2" ()" # (a7 (2))" s i # j.

Consideremos la métrica riemanniana definida en torno a x por

3

Entonces

Jac(]lo] qg,.... I, oj2g)(m)
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donde Jac indica el jacobiano y C'(m) y r son constantes no nulas que
dependen de la dimensién m > 3 (r = m (m — 1) — 1). Como
1(j3g9) = Jac(li0j%g,.... I o j*g) (x) / det (g;5) ,
necesariamente I (j3g) # 0.
Por consiguiente, el abierto O = J3(M) — I71(0) es denso. Si
jrg € O entonces d, (Iy 0 j%g) ,...,d; (Im © j*g) son linealmente inde-
pendientes, luego I; 0 j2g, ..., I,,0j%g son funcionalmente independien-

tes en un entorno de x, por lo que definen un sistema de coordenadas
en p. l

OBSERVACION 6. En el caso bidimensional m = 2, el tensor de
Ricci es proporcional a la métrica; en efecto, basta usar las férmulas
de cambio conforme de la métrica y el Teorema de las coordenadas
isotermas (ver [24]). De hecho se sabe

Ric? = KY (dx2 + dy2) ,

donde K9 es la curvatura gaussiana. Por tanto ¢ = (K 5’)2 yc] =2K9
son funcionalmente dependientes. Por el Teorema 17 de [32] sabemos
que no hay mds que un unico invariante de sequndo orden (salvo de-
pendencia funcional), a saber, la curvatura gaussiana. Por tanto, en el
caso bidimensional necesitamos considerar invariantes de orden supe-
rioT.

Sea g una métrica riemanniana en una superficie M, y K9 su cur-
vatura gaussiana. Como K9 = C;C; (RY) es un invariante de Weyl
(Definicién 11), la funcién

K:J*(M) — R,
K (jz9) = K'(z),
es invariante métrico de orden 2.
Consideramos la funcién w, = ||dK9||* : M — R. Como

dKY = Co3Cy (VRY)

es invariante de Weyl, la funcién w? también es invariante de Weyl. Por
tanto, la funcién

W:J(M) — R,
W (i29) = [dK9|* (x),
es invariante métrico de orden 3.

PROPOSICION 7. Sim = dim M = 2, existe un abierto denso O
en J* (M) formado por jets de métricas jig tales que las funciones
K o j2g, W o j3g determinan un sistema de coordenadas en torno a
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x. En particular las funciones K o j2g, W o j3g son funcionalmente
independientes.

DEMOSTRACION. Si jig € J* (M) entonces
(d (K ong) Ad (W ong)) (x)

es una 2-forma de M, por lo que existe \? (z) € R tal que
(4 (K 0 j2g) A d (W o %)) () = X7 (x) vol, (z)
donde vol, € ;\T*M es la forma de volumen de (M, g). Como en la
Proposicién anterior, la funcién
I:JH M) — R,
I(jzg) = N(@),
es un invariante métrico, pero ahora de orden 4. De nuevo
I71(0) # J* (M)

pues I no es nula, como muestra el siguiente ejemplo. Sea (U; (2!, 2?))
un sistema de coordenadas en torno a un punto x € M, tal que
a2 (z), 2% (x) £ 0y (2 (x))° — (22 (2))® # 0, y sea g la métrica rie-
manniana definida en torno a x por

Gij = 51‘3‘@-
Entonces
K9 = (x1)2 + (x2)2
y
Jake)? = 4 (o) (o) ()7 + ()°).
Por tanto

Jac (K 0 j%g,W o j°g) = 162'2” (2! — 2°) (2! + 27) ((x1)2 + (:U2)2> :

luego I (jzg) # 0.
Tomando O = I~ (0) se concluye. O

5. Inexistencia genérica de isometrias

TEOREMA 4. Sim = dim M > 3 entonces existe un abierto denso
O en J* (M) formado por jets de métricas que no tienen campos de
Killing no nulos, por lo que el grupo de isometrias I (M) es discreto.
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DEMOSTRACION. Sea X € X (M) y g € M. Si X es un campo de
Killing de (M, g) e f: J (M) — R es un invariante métrico entonces
foj%g € C® (M) es una integral primera de X, es decir,

X (fo ) 0.
En efecto, sea ¢, el flujo de X, que es una isometria local de (M, g), en
particular, es un difeomorfismo local de M. Se tiene entonces:

G.1)  (foif9) @) = f(20) = f (B (Brogos))
= (foi*(¢rog0od_,)) (¢()).

Teniendo en cuenta
(6:09), = (90) = 4 (90) = Gs,000 V4,

donde la ultima igualdad se tiene por ser ¢, una isometria local de
(M, g), deducimos
(atogogb—t)q: (atog)d) (q):gq7 vqu

—t

es decir ¢, 0 go ¢_, = g. Sustituyendo en (5.1) se tiene
(foi%g) (x) = (f o i%9) (du(2)),

luego la funcién f o j2g es constante a lo largo de las curvas integrales
de X. Por tanto X (f o j2g) = 0.

Por la Proposicién 6, si j3g € O, entonces (I; 0 j%g, ..., I, 0j%g) es
un sistema de coordenadas en torno a x, y ademds I4,..., I, son in-
variantes métricos. Por tanto X (I o j2g) = 0 para todo k = 1,...,m,
luego necesariamente X = 0 en torno a x. Como x es arbitrario, el
campo de Killing X es nulo en M. O

TEOREMA 5. Si m = dim M = 2 entonces existe un abierto denso
O en J* (M) formado por jets de métricas que no tienen campos de
Killing no nulos, por lo que el grupo de isometrias I (M) es discreto.

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 7, sabemos que si jig € O,
entonces ([0j2%g,Woj3g) es un sistema de coordenadas en torno a =,
y ademds I, W son invariantes métricos. Por tanto X (I o j%g) =0y
X (W o j3g) = 0, luego necesariamente X = 0 en torno a z. Como x
es arbitrario, el campo de Killing X es nulo en M. U






CAPITULO 5

Curvas de Frénet

En esta memoria estudiamos el problema de clasificacién de curvas
de Frénet, por lo que resulta una cuestién clave saber en qué medida es
posible caracterizar curvas de Frénet congruentes mediante la igualdad
de las curvaturas. Es conocido el caso euclideo tridimensional M = R3,
que se denomina Teorema fundamental de la Teoria Local de Curvas
(ver por ejemplo [6, Capitulo 1, Seccién 1.5, p. 33]), asf como el caso de
variedades de curvatura constante ([31]), que tratamos en el Capitulo
9. De hecho, se prueba que si se puede caracterizar la congruencia de
curvas a partir de las curvaturas de las curvas entonces la variedad
tiene curvatura constante ([31, Theorem 2]). En consecuencia, para
obtener un critrerio general de congruencia de curvas de Frénet vamos
a necesitar nuevos invariantes por congruencia. Este tema serd tratado
en profundidad en el Capitulo 6 (Teorema 6).

1. Curvas en posicién general

DEFINICION 14. Una curva o: (a,b) — M con valores en una va-
riedad M provista de una conexion lineal V se dice que estd en posicion
general hasta el orden r, r =1,....,m — 1, m = dim M, en ty € (a,b)
st las deriwadas covariantes T,V 1T, ..., V’"T_lT son linealmente inde-
pendientes en t.

Se dice que o estd en posicién general hasta el orden r si lo estd en
todo punto t € (a,b).

OBSERVACION 7. Geométricamente, las curvas o situadas en posi-
cion general hasta el orden r en ty estdn “alabeadas” hasta el orden r en
el punto o(ty), en el sentido de que ningin entorno {o(t) : |t —to| < €}
de la curva estd contenido en una subvariedad autoparalela (cf. [21,
Capitulo VII, Seccién 8]) de M de dimension < r. Como ejemplo, con-
sidérese el caso del espacio euclideo M = R™ provisto de la conexion
euclidea, en el que las inicas subvariedades autoparalelas cerradas son
los subespacios de la estructura afin.

OBSERVACION 8. La condicion de que una curva esté situada en
posicion general hasta el primer orden, es evidentemente independiente

31
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de la conexion lineal que se considere; pero para dordenes r > 1 la
condicion de estar en posicion general si depende de la conexion elegida.
Por ejemplo, la curva

c:R — R3

o(t) = (expt,expt,expt),
no estd situada en posicion general al seqgundo orden respecto de la
conexion euclidea V, pues: V1T = T; pero si lo estd respecto de la

conexion lineal V' definida por los siguientes simbolos de Christoffel en
coordenadas euclideas:

Fllll = ]-7 ;lk - O,V(i,j, k) 7é (1’ ]" 1>

PROPOSICION 8. Sea M wuna variedad diferenciable de dimension
m provista de una conexion lineal V. El conjunto de curvas en posicion
general hasta el orden v < m—1 es abierto y denso en C* (R, M) para
la topologia fuerte.

DEMOSTRACION. Utilizando las férmulas (3.1) del Capitulo 3 se
comprueba que la aplicacién

o5 J(R,M) — Rx(&"TM),
¥ (o) = (103 T, (V1T oo (V5'T),, )
es un difeomorfismo de variedades sobre J°(R, M) =R x M. Sea
E={tX"...,X")eRx (@TM): X'A...AX" =0},

y para cada k =1,...,r — 1 y cada sistema estrictamente creciente de
indices 1 <73 < ... <1 <71, sea

(t,X,...,X") eRx (@ TM):

Eip iy =94 XUAAXSZ0, 7
le; s 7XjT_k S <X11, . ,X1k>
siendo j; < ... < j,_; la sucesién complementaria de i; < ... < iy en

{1,2,...,r}.
Finalmente, sea Fy = R x Z, siendo Z la seccién cero de &"1T'M;
esto es,

Z={0,,...,0,) e ®T,M:2 € M}.
Claramente, se tiene:

r—1
E=EUl]) U B

k=1 i1<...<ip
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Por otra parte, el subconjunto U;, C ®*T'M formado por los sistemas
de k vectores tangentes en un mismo punto linealmente independientes,
es abierto. Sea

Ay iy RIFFIR S R x (@"T M)
la aplicacién definida como sigue:

A (B A AT TR X X = (XX,
donde

Xin = X", h=1,...k,

X =3 AXi h=1,...r—F
siendo j; < ... < j,_k, como antes, la sucesién complementaria de
ih <...<ipen{l,2,... r}.

Dicha aplicacién es una inmersién inyectiva cuya imagen es la sub-
variedad £, ; ¥ se tiene:

codimF;, ;. dim (R x (&"TM)) —dim E;, _;,
= (I14+m+rm)— (A +k(r—Fk)+m+km)
= (m—Fk)(r—=k)
> m+1—r.

Obsérvese que el producto (m — k)(r — k) es minimo cuando k es méxi-
mo, i.e., cuando £ = r — 1, en cuyo caso dicho producto vale m+1—r.
Como @y es un difeomorfismo,

Yisoin = (@9) 7 (Biy i)

es una subvariedad de J"(R, M) de codimensién (m — k)(r — k).

Por el teorema de transversalidad de Thom (véase Teorema 1 de
la seccién 5 del Capitulo 3) el conjunto de curvas o: R —M cuya ex-
tension r-jet, j"o, es transversal a Y;, ; es un subconjunto residual
(y, por tanto, denso) de C*°(R, M) para la topologia fuerte. Para tales
curvas,

(jra)_l (Elw--,ik)
es una subvariedad de la recta de codimensién (m—k)(r—k) > m—+1—r.
Sir < m—1, eso no es posible a menos que dicha subvariedad sea vacia.
En consecuencia, para r < m — 1, se verifica:

{o € C®°(R, M) : j"0 es transversal a cada Y;, _; }
=F"={ceC®R,M):j/c R)NY =0},
donde

r—1
y=%ulJ U Y.

k=1 i1<...<ig
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Por tanto, si o € F", entonces
Py (j7o (R))NE = 0.

Es decir, o es una curva situada en posiciéon general hasta el orden r
respecto de la conexién elegida.

Veamos finalmente que F " es abierto. Sea d una distancia que defina
la topologia de J" (R, M). Para cada o € F" sea §,: R — R la funcién

d,(t) =d(jio,Y) >0,
que estd bien definida, pues Y es cerrado. El conjunto
U(o) ={y € C®(R,M) :d(jjo,jiv) <, (1),Vt € R}

es un entorno de ¢ en la topologia fuerte de orden r y, por tanto, en
la topologia fuerte de orden oco. Como vy € U(c) implica v € F7", se
concluye. 0

OBSERVACION 9. El enunciado de la proposicion anterior es el
mejor posible, puesto que las curvas situadas en posicion general hasta
el orden m = dim M respecto de una conexion lineal V mo son densas
en C®(R, M) para la topologia fuerte. Con las mismas notaciones de
la demostracion de la proposicion anterior, pongamos:

F"={ceC®R,M):jmoc(R)NY =0},
F"={oc e C®R,M):jm0 es transversal a cada Yy, ;. }.
El conjunto F™ es denso en C*(R, M) por ser residual y F™ coincide
con el conjunto de las curvas situadas en posicion general hasta el orden

m. Para probar que F™ no es denso, basta ver que existe un abierto
contenido en su complementario. Sea

m—2
Y = U U Y

k=0 i1<...<i
Yi = (99) ' (E), 1<i<n,

donde
(t, X1, X™) eR x (&™TM) :

—

Bi={ X'ANLAXTALL AXT 0,
Xie<X1,...,Xi,...,Xm>

Es claro que Y es la union de Y y de Y1,...,Y,,.

La interseccion Yo = Y1N...NY,, es un abierto en cada Y;, de modo
que Yy es una subvariedad de codimension 1 de J™(R, M).

De un conocido resultado de Mather (véase Teorema 2 de la seccion
5 del Capitulo 3) se deduce que existe una curva o: R — M tal que: 1)
J™o es transversal a Yy, 2) j"o(R)NYy # 0. Por tanto, j™o(R)NY # 0.
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De un resultado de Levine (véase Teorema 3 de la seccion 5 del Capitulo
3) se deduce que dada subvariedad Z C'Y con codimZ < dim X, una
aplicacion diferenciable f: X — Y que corte transversalmente a Z en
el punto x, y un entorno abierto U de x, existe un entorno E; de f en
la topologia débil de clase C* formado por aplicaciones diferenciables
g: X — Y que cortan transversalemtne a Z en algin punto x' € U.
En consecuencia, dado un entorno U de t, existe un entorno E, de la
topologia débil (y, por tanto, en la fuerte), tal que si T € E,, entonces
j™T corta transversalmente a Z en algin punto t' € U. Por tanto,
T € E, implica j"T(R)NY # 0; es decir, 7 ¢ F™. Asi pues, o posee
un entorno formado por curvas que no pertenecen a F™, con lo que se
concluye.

2. Referencias de Frénet

DEFINICION 15. Una curva o: (a,b) — M con valores en una va-
riedad riemanniana (M, g) se dice que es una curva de Frénet si estd
en posicion general hasta el orden m —1 (m = dim M > 2) respecto de
la conexion de Levi-Civita de la métrica g.

En una variedad riemanniana orientada, las curvas de Frénet ad-
miten una tnica referencia de Frénet, que se define a partir de la si-
guiente:

PROPOSICION 9. Dada una curva de Frénet o: (a,b) — M en una
variedad riemanniana orientada (M, g), existen m campos vectoriales
unicos X1, ..., X, definidos a lo largo de o verificando:

1. (Xi(t),..., X (t)) es una base ortonormal orientada positi-
vamente, para todo t € (a,b).
2. Paratodoi=1,...,m—1ytodot € (a,b) se verifica:

(X1(t),.... Xi(t)) = (T, (VrT),, ..., (VE'T),) .

3. Para todo i = 1,...,m — 1 y todo t € (a,b) los sistemas
(X1(t),..., Xi(t) y (T, (V2D),,.... (Vi 'T),) estan igual-

mente orientados.
Para construir la referencia de Frénet de una curva de Frénet
o: (a,b) = M

debemos aplicar el método de ortonormalizacién de Gram-Schmidt en
t € (a,b) a los vectores linealmente independientes

(T, (V2T), ..., (VET),) .
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Una vez fijada la orientacién de M, sea vol, € /\ T* M la m-forma
de volumen definida por la métrica riemanniana g en 0*T'M compatible

con la orientacién de M. Se completa la referencia (X1, ..., X,,_1) con
otro campo X, en la curva de tal forma que (X3, ..., X,,) es ortonormal
y se tenga

voly (X1,..., X)) = 1.

DEFINICION 16. La referencia de campos (Xi,...,X,n) a lo largo
de una curva de Frénet o dados en la Proposicion 9 se conoce por
referencia de Frénet asociada a o.

Si o es una curva de Frénet, existen funciones diferenciables
Koy -y Bm_1: (a,b) = R
verificando:
1. k;>0,para j=0,...,m— 2,
2. Se satisfacen las formulas de Frénet:
a) T = IioXl,
b) leXl = K,lXQ,
C) Vi, Xi=—riaXiq +KriXopr, 1=2,...,m—1,
d) VXyXVm = —Km-1Xm—1-
La funcién ko se llama velocidad, pues ko = ||T||, mientras que
las funciones k1, ..., k,_1 se llaman curvaturas j-ésimas. La primera

curvatura k; se conoce simplemente por curvatura, y la segunda ko por
torsion.

OBSERVACION 10. La referencia de Frénet es 1inica si se exige, como
antes hemos hecho, que las curvaturas k; sean positivas para los indices
j=0,...,m—2.

Otra manera equivalente de construir la referencia de Frénet es la
siguiente ([36, Capitulo 7, p. 30]). Supongamos que o: (a,b) — M es
una curva de Frénet en la variedad orientada M parametrizada por la
longitud de arco, es decir, verificando que su vector velocidad T es
unitario. Tomamos entonces X; = 7. Como ¢ (X7, X;) = 1, derivando:

d
0= %Q (XlaXl) = 29 (leleXl) .
Se define la primera curvatura ki de o como sigue

k1= ||[Vx, X1,

y como o es de Frénet, k; (s) # 0 para todo s € (a,b), luego podemos
tomar
X2 == Iil_lele.
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Asi, X5 es unitario y perpendicular a X7 y tenemos la férmula de Frénet
2.b). Derivando 1 = g (X5, X») se obtiene

d
0= -9 (X2, Xa) = 29 (Vx, Xp, X3),
y derivando 0 = g (X1, X») se obtiene

0= g (VX1X17 XQ) +4g (Xh VX1X2) =K1+g (X17 VXIXQ) )

lo cual implica que Vx, X5 + k1 X7 es perpendicular a X; y a X5. Se
toma entonces la seqgunda curvatura de o como

Ko = [|[Vx, Xo + k1 Xy,

y, al ser o una curva de Frénet, ks (s) # 0 para todo s € (a, b). Entonces
tomamos

X3 = H;l {VXlXZ + Iﬂ?le} s
que es unitario y perpendicular a X, X5, y tenemos ademés la férmula
de Frénet 2.c) para i = 2.

Razonemos ahora inductivamente suponiendo que para j < m te-
nemos campos ortonormales (X7,...,X;) a lo largo de o y funciones
positivas K1, ..., K;_1, tales que

1. VXle = /€1X2,
2. Vx, Xi=—riaXi1+ R/ X1, 1=2,...,5—1

Entonces, derivando 1 = g (X, X;) tenemos
0=9(Vx,X;,X;),
y, cuando i < j, 0 = g (X, X;) implica
_ ‘ N 0 1< g —1,
g (VX1Xj7Xi) =g (XJ7VX1XZ) - { —Kj_1 ] = ] —1.

Por tanto Vx, X; + k;_1X;_1 es perpendicular a X;,..., X}.
Si j < m se toma la j-ésima curvatura de o

ki = |V, Xj + k51X,

que al ser o curva de Frénet, «; (s) # 0 para todo s € (a,b). Se toma
ademés
Xjr =7 {Vx, Xj + K1 X}
que es también unitario y perpendicular a X, ..., X;.
Si j = m el inico campo perpendicular a X1,...,X,, es el campo
nulo, por lo que
Vx, Xom + Em—1Xm-1 =0,

que es la tltima férmula de Frénet 2.d).
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Noétese que hay una tinica posibilidad de elegir el campo X, si tene-
mos en cuenta que la orientacién de la referencia de Frénet (Xq, ..., X,,)
debe ser positiva con respecto a la orientacion de M.

OBSERVACION 11. Una generalizacion de la construccion de refe-
rencias de Frénet de curvas en variedades semi-riemannianas puede
encontrarse en [1].

PrOPOSICION 10. Las derivadas sucesivas del campo tangente de
una curva de Frénet, al ser expresadas en funcidon de la referencia de
Frénet asociada, tienen componentes que unicamente dependen de las
curvaturas de la curva y de sus derivadas.

DEMOSTRACION. Las férmulas de Frénet 2.a) — 2.d) permiten ex-
presar las derivadas covariantes sucesivas del campo tangente VZFIT,
7 =1,...,m, de una curva de Frénet ¢ como combinacién lineal de la
referencia de Frénet (X7, ..., X,,) asociada, en la forma:

J
VrJT_IT: ZfUX“ j = 1,...,m.
i=1
Vamos a hallar las funciones f;;: (a,b) — R recurrentemente.
Cuando j = 1 tenemos:
T = rkoXi,
luego

f11 = Ro-

Cuando j = 2, se tiene:

VT = vT(’fOXl)

d/io
= —X X
P + roVr Xy
dk
= d_tOXl —+ H?)VXle
dk
= d_tOXI + /ig/ing,
luego
f dro _ din
2 dt — dt’

foo = liglﬁzfn/io/ﬁ'
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Cuando j = 3, se tiene:

VaiT

luego

Vo (V)

V1 (f12X1 + fo2X5)

d d

%)ﬁ + f12Vr Xy + %)Q + 2V Xy

d d

%)Q + fi2r0Vx, X1 + %XQ T Infio VX
d d

%Xl + fiekok1 X2 + %XQ

+ faoko (—K1X71 + K2X3)

d d
<% - f22f<&0f€1> X1+ (% + f12ffoff1) Xo

+ faakoka X3,

d

f13 = %—fmfﬁofil,
d

faz = %—f—fm/io/ﬁ,

f33 = fzz'io/fz-

Cuando j = 4, se tiene:

vaT

Vr (V3T)
Vo (fis X1+ fasXo + f33X3)

d d
%)ﬁ + f1sVr Xy + %Xz + f23VrXo

d
+%X3 + f3sVrXs

d d
%Xl + fiskoVx, X1 + %XE + faskoVx, Xo

d
"—EX;), -+ fgglionng

dt
dfis dfa3

— X1 + fiskok1 Xo + =X

dt dt
dfs3
—|—f23:‘€0 (—Klle —+ H2X3) + —X3

dt
+ f3zko (—raXo + k3X4)
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d
= (% — f23110/€1) X1

d
+ (% — faskoka + f13/*€0k?1) X

d
+ ( Z;ig + f23/€01€2> X3 + fszkorsXa,

luego

d
f14 = %—fzwolil,
d
foa = E—f?,:sl"iof'w‘i‘glclz’,:‘io/ﬁ,
dt
d
faa = %—Fﬁs/ﬁofﬁz;
f44 = f33'i0/f3-

Cuando 4 < j < m, se tiene:

j—1
Vi = Vr (ViT) =) Vi (fij1X0)
=1

Jj—1 f
= < ;l]t 1Xi + fz‘,j—moVXlXi)

i
df;
= fdjt lXi + fij—1RoR1 X2

+ fivj_lKO <_K’Z'—1Xi—1 + IiiXi-i-l)

_ i,j—1
= gt Xi + fij-1k0r1 X2

=1
=

) A
E fir1,j—1R0Ri X; + g fic1jo1RkoRi—1X;
=1 =3
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dfi
= (% - f2,j—1/‘60/€1> X1

dfg i
+ (% — f3j—1Kok2 + fl,j—llfolfl) X

j—2
df; ;_
+ E ( djt S fit1,j—1KoKi +fi1,j1f€0/€1'1) X
i=3

dfi_q1.i_
+ (% + fj—2,j—1/€o'fj—2) Xjo1+ firj-1k0kj—1 X

En general, podemos escribir
J

(2.1) VI =Y fiXa, j=1...m,
i=1

donde las funciones f;;: (a,b) — R vienen dadas recurrentemente por
las férmulas:

L fu= ";07 J=1

2. fi2= %, Jo2 = fukoky, J =2,

3. J=3,...m
(2.2) fi; = % — faj—1kok1, =1,
fz'j = % - f7;+1,j—1ff0/<0i + fz‘—l,j—ll‘fofiz‘—l, 1=2,..,]—2,
fim1; = M + fj—2j-1kokj—2, 1=7J—1,

dt
fij = fimjakorja, 1=,
teniendo en cuenta que f;; = 0sii > j.

3. Curvaturas de curvas de Frénet

En esta secciéon queremos establecer varios resultados relacionados
con las curvaturas de las curvas de Frénet, que nos van a ser ttiles
en secciones posteriores. En particular veremos que las curvaturas son
invariantes por congruencia (Proposicién 11).

LEMA 2. Sea (U;z) una carta de una variedad riemanniana (M, g),

de dimension dim M = m. Entonces existen unas funciones diferencia-
. : 2., m(m+1)
bles Fi, ..., F,,, definidas en un abierto de R™ *~ 2 | tales que para

cualquier curva de Frénet

o: (a,b) = U,o,=2"00,
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se verifican las ecuaciones diferenciales
d™oy, d®c; d’k;
3.1 =, — J
(38:1) dtm h(dt“’dtb)’
dondea=0,....m—1;b4+757=0,....m—1;h,o=1,...,m.

DEMOSTRACION. Por un lado sabemos (Proposicién 1)

. " (Ao 1 (e 0
(VE'T), =D ( e () + F (] 10)) e

h=1

Y

o(t)

y por otro lado (férmula (2.1))

VETIT = Z Jrem Xk,
=1

por lo que, igualando estas expresiones y despejando, obtenemos
d™o h
dtm

(32) = Z fkak (LL’h) — F}:nil ijilo'.
k=1

De la férmula (3.1) del Capitulo 3 se deduce que las componentes

deT,..., V?‘QT en el sistema de coordenadas (U; x%) son funciones de
do; ,
Wal’ a=0,...m—1;e=1,... ,m.

El campo X, se obtiene a partir de X3, ..., X,, 1 y de la métrica g;
por consiguiente, sus componentes X, (xh) son funciones de las compo-
nentes de X1, ..., X,,_1. Ahora bien, las componentes de X1, ..., X,,_1
son funciones de f;;, ¢,7 = 1,...,m — 1, y de las componentes de
T,...,V2 2T, en virtud de la férmula (2.1), por lo que las compo-
nentes de X, ..., X,, son funciones de f;;, ¢,7 =1,...,m — 1,y de

do;
— a=0,....m—1,i=1,....m.
dte

De las férmulas (2.2) se obtiene, razonando por recursién, que las
funciones f;;, 4,7 = 1,..., m, son funciones de

db/ﬁj

i bri=0,..m—1

En consecuencia, teniendo en cuenta la férmula (3.2), se concluye. [
Este resultado nos permite construir curvas de Frénet con curva-

turas dadas, pues (3.1) puede verse como un sistema de ecuaciones
diferenciales de orden m con incégnitas oy, ..., 0,,.
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LEMA 3. Sea (M,g) una variedad riemanniana de dimension m,

y sean vy, ..., Uym_1 € T,M linealmente independientes. Dadas las fun-
ciones kj_1 € C*(=4,9), j =1,...,m, 6 > 0, con kj_1 > 0 para
j=1,....m—1, existe 0 < e < y una curva de Frénet

o: (—e,e) = M

tal que: o (0) = p, (V%&T)O =wv; para todo j=1,....,m—1, yK; es
la curvatura j-ésima de o.

DEMOSTRACION. Tomamos (U;x) una carta de M en torno a p.
Podemos ver (3.1) como un sistema de ecuaciones diferenciales de orden
m, cuyas incégnitas son las funciones coordenadas

op=a"oo, h=1,...,m,

con condiciones iniciales deducidas de
j—1 _ s
(VT T)O—vj, g=1...,m—1,

usando las férmulas (3.1) del Capitulo 3. Por el Teorema de existencia
y unicidad de soluciones de sistemas de ecuaciones diferenciales con
condiciones iniciales (véase por ejemplo [17, Capitulo 8, Seccién 2,
Theorem 1]), obtenemos una curva o: (—6,d) — U tal que

o (0) = p, (Vzp_lT)O:vj para todo j =1,...,m — 1.

Como la independencia lineal es una condicién abierta, podemos tomar
d > e > 0 tal que 0: (—g,6) — U es una curva de Frénet, cuya
curvatura j-ésima serd r;. U

LEMA 4. Sea o: (a,b) — M una curva de Frénet inmersa en una
variedad riemanniana (M, g). Si denotamos por Ay, al determinante de
la matriz '

(9 (Vi'T,V5'T))

iG=1,..k
entonces se verifican las formulas
Rop = A17
Ay
R1 =
(A)*
VA 1A .
K = 1=2,...,m—2,

VALA;

voly (T, VT, ... ,V7'T) VA, s
et VAA,
VAL A,
VAN, 1
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donde ¢ = +1 ¢ —1 y vol, € /\T*M es la unica forma de volumen
compatible con la orientacion de M.

DEMOSTRACION. Para 7 = 0 tenemos
A1 - g <T7 T) - /{(2)a

Rg = / Al.

Por el Teorema del determinante de Gram, como (X7, ..., X}) es una
referencia ortonormal, usando la expresién (2.1), sabemos

Ay, = (det <(fzy)”:1k>>2

Como la matriz (f;);;_, , es triangular, su determinante es el pro-
ducto de los elementos de la diagonal, luego

Ak: = f121f13k

Observemos en las féormulas (2.2) que las funciones f;; verifican

luego

=y .
fij = KoR1 - .- Kj-1.

Cuando 7 = 2,...,m — 2 tenemos

2 2
vV Ai—lAi—i-l = f11 s fi_1,i_1fiifi+1,i+1,

Vzi—lzi—i—l o fi-‘rl,i-‘rl

luego

= KoKR;-

Por tanto
i—18G11

VATA;

Finalmente, para la tultima férmula basta notar

voly (T, VT, ..., VE'T) = £y/A,vol, (Xi,..., Xp) = £V A,

que nos da

= Rj.

=+ V Amf2Am
— = Kyp—1-
VAN, '
]

LEMA 5. Sean o: (a,b) — M y 7: (a,b) — M dos curvas de
Frénet, siendo (M, g) y (M ,g) dos variedades riemannianas. Entonces
|ki| = |Ri| para todoi=0,...,m—1 si, y sélo si,

(33) g (V' T,V T) =5 (V5 T V5 T),
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para todo par de enterosi,j =1,...,m, siendo V,V las conexiones de
Lewvi-Clivita asociadas a g y §.

DEMOSTRACION. Es obvio que si
g (Vi V') =9 (V7 T.V5 T)
para todo 7, j = 1,...,m entonces

A = Ay para todo k =1,...,m,

donde
A — det (g (Ve T.T) k) |
i,5=1,...,
Del Lema 4 deducimos entonces que k; = k; para todo ¢ =0,...,m — 2
y |"€m—1| = |Em—1|-
Reciprocamente, si |k;| = |R;| para todo i = 0,...,m — 1, entonces

de las férmulas (2.2) se tiene | frum (t)] = | frm(£)] ¥ fij (t) = fi; () en
otro caso. Por tanto

i J
g (VP VET) = YN fuifiiom

k=1 =1
ioJ 1 g
= Zkaifzj5kl :g(vT T,Vr T) ;
k=1 =1
para todo 7,7 =1,...,m. O

DEFINICION 17. Se dice que dos curvas o, @ en las variedades rie-
mannianas (M, g), (M ,g), respectivamente, son congruentes si existe
una isometria local ¢ que conserva la orientacion tal que 6 = ¢poo.

PrROPOSICION 11. Las curvaturas de un curva de Frénet son inva-
riantes por congruencia. Ademdas, las referencias de Frénet de dos cur-
vas congruentes estan ¢-relacionadas, es decir, si ¢ es una isometria
local entre dos variedades riemannianas (M, g), (W, g), Yy o, 0 son
dos curvas de Frénet en M, M, respectivamente, congruentes por ¢,
entonces

¢*XZ:X“ izl,...,m,

donde (X1,...,Xm) ¥y (71, e ,Xm) son las referencias de Frénet de
oYyo.

DEMOSTRACION. Sea ¢ una isometria que conserva la orientacion
entre dos variedades riemannianas (M,g) y (M,g); en particular ¢
es una aplicacién afin. Si o: (a,b) — M es una curva de Frénet con
valores en M y @ = ¢oo su imagen en M, que es otra curva de Frénet,
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entonces de [21, Capitulo VI, Proposition 1.2] tenemos que, para todo
jeN, VZ;FT y V]TT estan ¢-relacionados, es decir

¢, (ViT) =VLT, jeN
Como ¢ es isometria, para todo i,j € {1,...,m} se tiene

—i—1

(V7 T.V5 'T) = 3(6. (Vi'T) 0. (V'T))
g (V&'T, VT,

y como conserva la orientacién,
voly(T, ...,V 'T) = voly(T, ...,V 'T).

Por el Lema 5, las curvaturas de o y de @ coinciden. En particular, las

funciones f;; y f;; definidas por las férmulas (2.2) también coinciden.

Por tanto,

=1 ;

Vi T =¢,(Vy'T)

luego



CAPITULO 6

Criterio general de congruencia

1. El criterio general

Las isometrias entre variedades riemannianas son isomorfismos afi-
nes, pero el resultado reciproco no es cierto. Sin embargo, dado un
isomorfismo afin, basta que su diferencial en algin punto sea isometria
lineal para que el isomorfismo afin sea isometria en un entorno (normal)
del punto, como probamos en el siguiente:

LEMA 6. Sean (M, g) y (M,g) dos variedades riemannianas de la
misma dimension m = dim M = dim M. Sea ¢: U — U un isomorfis-
mo afin definido en un entorno normal de p € M, sobre otro entorno
normal dep = ¢ (p) € M. Si la diferencial d,¢ es isometria lineal entre
T,M vy T¢(p)M entonces ¢ es isometria.

DEMOSTRACION. Sea ¢ € U y (uq,...,u,) una base ortonormal
de T, M. Entonces, existe 7 = (Xj,...,X,,) una referencia de campos
paralelos en la geodésica radial v, () = exp,, (tv), de U, donde

v = exp;1 (q) € T,M,

verificando
Xz<]-):u27 Z:L,m
Como ¢ es una aplicacién afin, los campos ¢ (7) = (¢, X1,..., 0, Xon)
forman también una referencia de campos paralelos pero ahora en la
geodésica radial de U
V() = PO V-
Como (ug,...,uy,) es base ortonormal de T, M, To=(X4(0),...,X,,0))
es base ortonormal de 7,M, y como ¢, es isometria lineal, la base de
M
(@ (7)o = (6.X1(0), ..., ¢, X (0))

es a su vez ortonormal.

La referencia ¢ (1) estd formada por campos paralelos a lo largo de
Vo) Y €N D = T4 ) (0) es la base ortonormal (¢ (7)), de TyM, luego

la base de Ty M
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también es ortonormal. Por tanto ¢, lleva bases ortonormales de T, M
a bases ortonormales de Ty, M, para g € U arbitrario, por lo que ¢ es
isometria. O

El resultado més profundo sobre congruencia de curvas es el siguien-
te Criterio general de congruencia de curvas de Frénet:

TEOREMA 6. Sean (M, g) y (M, §) dos variedades riemannianas
analiticas de la misma dimension m, con conexiones de Levi-Civita V,
V, y sean

o: (a,b) — M,

7: (a,b) — M,
dos curvas de Frénet también analiticas, con campos tangentes T, T,
respectivamente. Pongamos p = o (tg), p = 0 (to), a < to < b. Dichas
curvas son congruentes en torno a p y p, es decir, existe una isometria

que conserva la orientacion ¢: U — U definida en un entorno abierto
U de p, tal que

¢(o(t) =0(t)
para |t — to| < e suficientemente pequeno si, y sélo si, se verifican las
dos condiciones siguientes:

1. Para todo j € N y todoi=0,...,m —1, se tiene
djlii dei
— (ty) = — (t
g o) = g7 (o)
2. Para todo j € N y todo sistema de indices

(1.1)

Ty01, .- ,'ij+3 S {1, ,m} ,

se verifica

(12) (VR)(Xi,.- s Xi o) (p) =(V' R) (X, ., X, @) (D),
siendo (X1,...,Xm), (71, e ,Ym) las referencias de Frénet

de 0, T, con referencias duales (wh, ... ,me(wl, M),y
R, R los tensores de curvatura de (M, g), (M ,§), respectiva-
mente.

DEMOSTRACION. Sabemos por el Lema 5 que si ¢ y & son con-
gruentes entonces k; = K;, ¢ = 0,...,m — 1, con lo que, en particular,
(1.1) se verifica. Por otro lado, si ¢ es la isometrfa entre o y &, de
[21, Capitulo VI, Proposition 1.2] tenemos que V5T y VT estén
¢-relacionados, es decir

6. (VIT) = (V¢ T).
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Por el Lema 11 tenemos
¢*XZ :Yzaz = 17"'7m7

luego también ¢*@" = w', i = 1,...,m. El mismo resultado de [21]
arriba mencionado nos dice entonces que ¢ lleva (Vj R) o(t) @ (vj E)E(t),
en el sentido siguiente

6. (VR (X, Xi,,)) (00) = V' R (X, ..., X)) (3(1)),

para todo j € Ny todo t € (a,b); en particular se verifica (1.2).
Para ver el resultado reciproco, consideremos la aplicacién lineal

A: T,M — T,M
definida por

A(X; () = Xi(to),i=1,...,m.
Como (X1,..., X))y (71, - ,Ym) son referencias ortonormales, A
es una isometrfa lineal. La condicién (1.2) implica que A lleva el tensor
(Vj R)p al tensor (V’ R); en el sentido anterior, para todo j € N,
ya que tienen las mismas coordenadas en las bases (Xi,...,X,,) y
(71, e ,Ym). Aplicando [21, Capitulo VI, Theorem 7.2] deducimos
que la aplicacién

¢:U—U, ¢= expﬁvoexpgl,

es un isomorfismo afin definido en un entorno normal U de p, tal que
¢(p) =Py dyp = A. El Lema 6 anterior nos dice entonces que ¢ es
isometria.

Para terminar basta ver que ¢ (o (t)) = @ (t) para [t —to| < &, ¥
e > 0 suficientemente pequeno. Tomamos v = ¢ o o otra curva de
Frénet en M, que satisface v (to) =D y

Y (750) = p¢ (Xz (tO)) =X (to) )

siendo (Y3,...,Y,,) la referencia de Frénet de . Veamos que @ = 7 en
|t — to| < e suficientemente pequeno.

Dado un sistema de coordenadas normales (U; 1, ,fm) de M en
torno a P, sabemos (Lema 2) que existen funciones diferenciables Fj,

. . 2, m(m+1)
definidas en un abierto de R™ ™ 2 tales que

'z, _ o (47 d°R;
daim P\ g s )

d"yy, doy, d°r]
— = I , ;
dtn dt>’ dtf
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para todo o, 8,7 =0,.... m—1,0< B+ 7<m—-1, hi=1,...,m,
donde 5, =G oT", v, =voT"y /f] es la curvatura j-ésima de 7. De
la condicién (1.1) y de la analiticidad de las curvaturas deducimos
dﬁl_ij _ dﬁlﬁ}j
dt? dt8’
y como ¢ es isometria tenemos
_ 5,
dﬁl{j:dﬁlﬁj_d/‘?]

dts dat®  dtf’
para cualquier par de enteros no negativos 3, j que satisfacen

b+5j=0,...,m—1.

Por tanto las coordenadas @, y ,, verifican el mismo sistema de ecua-
ciones diferenciales. Basta ver que 7}, y 7, satisfacen las mismas condi-
ciones iniciales, de lo que se deduce nuestra afirmacién anterior o = v,
es decir, 0 y @ son congruentes.

Notemos que A (Vf_f_lT) = W%‘l T) para todo j = 1,...,m.
t

En efecto, teniendo en cuenta las férmulas (021) y (2.2) del Capitulo 5
y la condicién (1.1) tenemos

to

A (VjT_lT)tO = Z fij (to) AX; (to)

_ wa (to) X (to) = (vﬂ 1T>t0.

Por tanto, para todo j =1,...,m
(5T, - 477D,
i—1 —i—1=
= A(VE'T), = (V5 T)to,

siendo T el campo tangente de . En particular tenemos que

&1y, 417,
g1 () = i (fo)

para todo i,j = 1,...,m. Por tanto 7}, y v, verifican las mismas condi-
ciones iniciales y, en conclusion, ¢ y @ son congruentes. U

Es posible evitar la hipétesis de analiticidad de las curvas, segin
hemos visto en la anterior demostracién, pero no podemos evitar la
analiticidad de las variedades involucradas, como veremos en la siguien-
te seccion.
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COROLARIO 1. Sean (M, g) y (M,g) dos variedades riemannianas
analiticas de la misma dimension m, y sean
o: (a,b) — M,
7: (a,b) — M,

dos curvas de Frénet. Dichas curvas son congruentes en torno a o (tg) y

7 (to) si, y solo si, para algin € > 0 suficientemente pequenio se verifican
las dos condiciones siguientes:

1. Para todot=0,...,m—1, se tiene
/‘il(t):/_ﬁ)l(t) vte(to—e’f,to—i'(f).
2. Para todo j € N y todo sistema de indices

i,il,...,ij+3 S {1,...,m},

se verifica
(VR)(Xiys s Xiy o) (0 () =(VR) (K, Koy @) (1)),
para todo t € (tg — ety + ).

OBSERVACION 12. No es posible sustituir la sequnda condicion (1.2)
del Teorema 6 por

(1.3) R (X, Xi, Xj,w'") (0 (1)) = R (X, X, X1, &0") (T (1))

para todo t € (tog — e,ty + €), puesto que esta condicion no es equiva-
lente a 1.2, sino sdlo necesaria (debido a la analiticidad). Derivando el
primer miembro de la igualdad anterior, tenemos:

%R (X;, X, Xp, ') (0 (8) = (VrR) (X;, Xk, X;,0") (0 (1))

+R (VrX;, Xp, Xi,w') (o (t))

+...

+R (X, Xi, X1, Vow') (o (t))

= ko (t) VR (X1, Xj, X, Xl,wi) (o ()

+...
Notese que la primera entrada de VR es X1, por lo que no podemos
recuperar VR para cualquier entrada (X, X;, Xy, Xi,w") a partir de
(1.3). Por tanto la condicion no es suficiente. Este hecho se observa

en el siguiente ejemplo. Consideremos el toro bidimensional T en R3
de ecuacion

(m2+y2+22+3)2:16(x2+y2),
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y la circunferencia C' =T N {z = 1}, que tiene radio 2 y en los cuales
la curvatura gaussiana de T es nula (por lo que RT = 0 en C). Es-
ta curva es reqular y su curvatura es una funcion constante no nula.
Consideremos una curva C' en el espacio euclideo R? con la misma
curvatura que C. Obviamente R = 0 en C' pero es imposible que C' y
C" sean congruentes, pues RT # 0 en cualquier entorno de un punto

de C.

OBSERVACION 13. Se deduce de las formulas de la Proposicion 9
que la referencia de Frénet de una curva de Frénet o y su referencia
dual, en un punto o(ty), sélo dependen de jfg_la. Por tanto, para cada

sistema de indices j € N, i1,...,4;43,% = 1,...,m, se puede definir
una funcion
Iz'jl...z‘ﬁg,z‘: om Tt — R,
) I ) ‘
[ij1...ij+3,i<jtrg U) = (V]R) (Xi17 s 7Xij+3> wz) (U (t())) )

siendo O™t C J™ 1 (R, M) el abierto formado por los jets de or-
den m — 1 de curvas de Frénet con valores en M. Pues bien, se sigue
del teorema anterior que tales funciones son invariantes por isometria.
Como dim O™ ! = m? + 1, sélo un mimero finito (y no superior a
m? + 1) de tales funciones pueden ser funcionalmente independientes
“genéricamente”, esto es, en un abierto denso de O™, Asi pues, el
conjunto infinito de condiciones dadas por las ecuaciones (1.2), de he-
cho, se puede reducir a un nimero finito. El problema es que no es
facil determinar una cota para el indice j que mide el nimero de veces
que hay que derivar covariantemente el tensor de curvatura. El teorema
siguiente muestra que en el caso bidimensional basta con derivar dos
veces.

TEOREMA 7. Sea (M = R?, g) una variedad riemanniana analitica
bidimensional tal que

(L.4)  4(fifo — fofs)Jac(fa, fo) +2(f5fs — fafo)Jac(fi, f5)
+2(fefo — frfs)dac(f1, fa) +2(f1fs — fafa)Jac(fs, fs)
+2(fofo — f1fr)Jac(fa, f3) + (fafr — fsfe)Jac(f1, fs) # O,
donde
Ji = gu, fa=012, f3= g2, f1 =K., [5=K,,
fo = guly — g12K,, fr = 912Ky — 922 KK,,
f8 = Ky — QFile, f9 = Kazy - Fisz - F%2I(.7J

y K es la curvatura de Gauss de (R?, g). Entonces dos curvas de Frénet
o y @, con valores en M, son congruentes en torno a o(to) y o(to) si,
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y sdlo si, para algin € > 0 suficientemente pequeno se verifican las dos
condiciones siguientes:

L ro(t) =Fo(t) y ra(t) = Ru(t), [t —to] <e.
2. Se satisfacen las igualdades:

) = VR4(X17X17X27X17X2)

VR4(X17X17X27X17X2)(U(t) (
)) = (72;717y2771772)<

VR4(X27 X17 X27 X17 XQ)(U(t
V2R4(X17X17X17X27X17X2)(O-(t)) v R <71771 771 ’72771 772)(6(t))

donde |t — to| < e, (X1, X3) v (X1, X3) son las referencias de
Frénet de o y @, y Ry es el tensor de Riemann-Christoffel.

LEMA 7. En una variedad riemanniana analitica (M = R?, g) tal
que se verifica la féormula (1.4), los siguientes invariantes de orden 1

Io(jiyo0) = to,

L (jy,0) ko(to),

L(j; o) VR (X1, X1, X2, X1, X5)(0(t0)),
Ig(jtloa) = VR4(Xs, X1, Xs, X1, Xo)(0(to)),
14(115100') = VR4(X1,X1,X1,X2,X1,X2) (0 (o)),

son funcionalmente independientes. En particular, como la dimension
del espacio de jets de orden 1 de curvas con valores en R? es 5, los
wnvariantes anteriores constituyen una base de invariantes de orden 1.

DEMOSTRACION. Calculando la expresién de los invariantes ante-
riores en las coordenadas (¢, z,y, ™M, () se obtiene
Iy = to,
L= (@Waq)+yYya)?,
L = Iz WK, +y(1)K )
I = I (~yo K +20)Ky),
L = LYW (K - 2T K,)
+2r Wy (K, — T, K, — T K,)
+(y(1))2(Kyy - 2F§2Ky))7

en donde (z(1),y(1)) es la bajada de indices de (z(!),y") respecto de
la métrica, es decir, z¢) = Mg + yWgya, Yy = W g1 + yW goo.
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Entonces (lo, I1, I5, I3, I4) son funcionalmente independientes si, y so-
lamente si lo son
Jo = Iy =to,
Ji1 = I(l)ﬂm) + y(l)y(m
Jy = WK, +yVK,,
J3 = —yn) K. + 0Ky,
Jo= (¢M) (K, — 2T K,)
+235(1)y(1)<ny - Fisz - F%zKy)
+<3/(1))2(Kyy - 2F%2Ky)-
Resulta que el jacobiano de (Jy, J1, Jo, Js, J4) es un polinomio homogé-
neo de grado 4 en las variables (M, 4y y el coeficiente de grado méxi-
mo en la variable () es la expresién (1.4) que es no nulo por hipdtesis.

Por tanto, el jacobiano anterior es no nulo, luego los invariantes son
funcionalmente independientes. U

DEMOSTRACION. Basta notar que el Lema anterior implica que las
condiciones (1.1) y (1.2) se verifican, pues todo invariante del teorema
6 se obtiene como polinomio en las variables I, ..., I . U

OBSERVACION 14. Un cdlculo directo con la métrica

(14 2%y) (dz ® dr + dy @ dy)

nos muestra que la expresion (1.4) no es idénticamente nula. Al tratarse
de una expresion racional de los coeficientes de la métrica, de sus
derivadas y de \/g, podemos afirmar que dicha condicién es por tanto
genérica.

2. Un ejemplo no analitico

Sin imponer ninguna condicién sobre las variedades riemannianas,
salvo la analiticidad, este resultado es el mds general que podemos
esperar. Esto se debe principalmente a que el resultado [21, Capitulo
VI, Theorem 7.2] no puede generalizarse a variedades no analiticas,
como mostramos en el siguiente ejemplo.

Sean M = M = R™ y sean

g = Z g”dl'z & de‘j,

4,j=1

g = Z §ijda:i ® da?

4,j=1
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tales que

g = Oy+e /I,
9y = 0ij-
Entonces (M, g) y (H, §) son variedades riemannianas de dimensién m,

siendo (H, ﬁ) el espacio euclideo usual. (M, §) es por tanto analitica.

PROPOSICION 12. La variedad riemanniana (M, g) antes definida
no es analitica.

LEMA 8. La funcion h(s) = e /5", s # 0, verifica

P, (S) 2
(n) —__n —1/s
(2.1) h" (s) = an € :
siendo P,, un polinomio con término independiente P, (0) = 2", n € N,
En particular, lim,_o h™ (s) = 0. Entonces h: R — R, h(s) = e Vs,
h(0) =0, es C* pero no es analitica en s = 0.

DEMOSTRACION. Probemos (2.1) por induccién. Cuando n = 0
basta tomar Py = 1 y cuando n = 1 basta tomar P, = 2. Supongamos
que (2.1) es cierta para cierto n, con P, (0) = 2". Entonces

s°P, (5) + (2 =3ns*) Pu(s) e
g3(n+1) € ’

h(n+1) (8) —
Luego debe ser que
Poi1 (s) = s*P) (s) + (2 — 3ns®) P, (s),

y por tanto P, 1 (0) = 2P, (0) = 2", Asf que (2.1) es cierta.
Para calcular el limite, consideramos la funcién f, € C* (0, +00)
dada por f, (z) = 2°"/2e~*. Entonces h(™ (s) = P, (s) f, (1/s%) y asi

3n/2

lin(l)h(”) (s) =2" lim f,(x) =2" lim

T—+00 z—+oo e¥

Aplicando la regla de L’Hopital suficientes veces llegamos a que este
limite es 0. Por tanto h € C*° (R). Sin embargo no puede ser analitica
en s = 0, pues (™ (0) = 0 para todo n € N. O

Pasamos a probar la Proposiciéon 12:

DEMOSTRACION. Consideremos la funcién f: R™ — R dada por

f(a)=e B = p(le)?), f(0) =0
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Si x # 0 entonces

O oy = 2u'ht (o)),

ox?
an ! 2 i gt 2
ST = 2 (0 () + e (elP))
En general
o f , ,
siendo ZJIM e C®(R™),i;=1,...,m; j=1,...,n; n € N. Teniendo

en cuenta el Lema 8 obtenemos
a" -
_M g =,
oz ... Qxin
por lo que f es C™ pero no es analitica en z = 0. Como g;; = d;; + f,
tenemos que (M, g) no es analitica (en z = 0). O

(2.2)

LEMA 9. Si R es el tensor de curvatura de (M, g) y 'V su conezion
de Levi-Civita entonces (V"R) (0) = 0 para todo n € N.

DEMOSTRACION. Teniendo en cuenta la férmula (2.2), sabemos
angij
Oz ... 0xn

Entonces, derivando la expresién local de los simbolos de Christoffel
([21, Capitulo IV, Corollary 2.4]) deducimos

(0)=0, n>1.

orrk. _
oz ... 0z
para i, = 1,...,m;r=1,...,n; n € N. Ahora derivando la expresién

local de las componentes del tensor de curvatura de Riemann (férmula
(0.1) del Capitulo 2) tenemos

O"R: _
jkl
ox™ ... Jxin ( ) '
luego (V"R) (0) = 0. O
Ahora podemos ver que en [21, Capitulo VI, Theorem 7.2], la

hipétesis de analiticidad de las variedades riemannianas es necesaria.
Consideremos la aplicacién lineal identidad Id: TgM — T5M. Como

Gij (6) = 5ij = §ij (6) )



2. UN EJEMPLO NO ANAL{TICO 57

Id es una isometria lineal. Ademds hemos visto en el Lema 9 que
(VkR) (6) = 0. Como (M ,§) es plana, tenemos

(V"R) () = (v"R) (3).

donde R es el tensor de curvatura y V es la conexién de Levi-Civita de
(M , ﬁ). Supongamos que existe un isomorfismo afin

¢p:U—-U=M

definido en entornos normales de 0 tal que ¢, 5 = Id. Teniendo en cuen-
ta el Lema 6 tenemos que ¢ es una isometria, luego lleva el tensor V¥R

_k J—
al tensor V' R = 0. Entonces V*R debe ser nulo en un entorno normal
de 0. Sin embargo esto no es cierto, como mostramos a continuacion.
2 _ 2
Como g;; = 6;; + h (||z]°) = d;; + e /11", tenemos

. h(||z)?)
i |
S T  mk (J1P)

Entonces los simbolos de Christoffel son

(2.3)
W (J2]?) ( o n
Pff. = R —xk+h(||x||2) % — ma® .
7 14+ mh (||x||2) ;
Sea p; = (t,...,t) € R™, con t # 0, por tanto
W (||pt|\2)
P b ()
luego
2
: 0 (|pel)?) :
L5 (p) I (pe) = mt* =T (p:) T, (pr)
! 1+mh (|p”) ’

y en consecuencia I'% (p;) Fij (pe) — T% (pe) Y. (p;) = 0. En particular,

1

la férmula (0.1) del Capitulo 2 nos dice

. orv. or’.
J _ 2 _ J
Riji (pe) = 7 (pe) s (pe) -
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Derivando la expresién (2.3) tenemos

J ey . ' (|||
8L’,’ = 227 (22" — 2’ + h( ||a7|| z¢ l=I7) 5
Ox 14+ mh (||z|°)

() N )
<1 + mh (||9U||2)) ) * 1+ mh (||$||2) Hy,
donde

Hy = (L= m) h (l2]?) = 1+ 20 (|l2]*) (Zw )

Evaluando en p;

ory, B (Ipel*) (@ =m) b (llpell”) — 1)

ey (Rl )
- (Hmh(mﬂ) <1+mh(uptu2>> )

Por otro lado

L N E Y P (el
ox’ ($> = 2z ( +h H H <Zl )) <1+mh(HxH2)

Wl O\ W (ll2])%)
- (1 —|—mh(\|x|]2)> ) T ER Ha,

Hy=1+h(|z|?) +22°8 (|2]?) <Zx - mJE])
Evaluando en p,

ary, L+ h ()
= 22 H3W ,

) _m< W (o) )
L+ mh (||pi]|*) L+mh () ) |

donde

(2.5)

donde
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Restando (2.5) a (2.4) obtenemos

oTd or’. h' (||pel”
oo (1) = 52 (0 = = 2+ mh (Inll)) ; +n§h f||p31\2>’
es decir
, B ([|pel®)

Ahora notemos que h (Hpt|\2) >0y H (HptH2) > 0 para todo t # 0,
luego Rjj; (p:) < 0. Pero entonces R;

- ijt
U de 0, pues U contiene algin p;, para 0 < |t| < e suficientemente

pequeno.

no puede anularse en un entorno






CAPITULO 7

Espacios homogéneos no simétricos: un ejemplo

1. Variedades de Cartan

El grupo de isometrias I(M) de una variedad riemanniana conexa
(M, g) es un grupo de Lie respecto de la topologia compacto-abierta
(véase [20, Capitulo II, Theorem 1.2]). Si dim M = m, entonces

1
dim (M) < ém(m +1)

y la igualdad se verifica si y s6lo si M es de curvatura constante (véase
[20, Capitulo II, Theorem 3.1]).

Si I(M) es discreto (i.e., dim I (M) = 0) o tiene una dimensién muy
pequena en relacion a la dimensién de M, entonces el problema de equi-
valencia de curvas con valores en M no es muy interesante, ya que tales
curvas son muy “rigidas”. Una hipétesis razonable para que dicho pro-
blema sea interesante es suponer que M posee “suficientes isometrias” y
un modo natural de precisar esta afirmacién es suponer que M sea “rie-
mannianamente homogénea”; es decir, que el grupo I (M) opere transi-
tivamente sobre M. En este caso, se tiene: M = G /H, siendo G = I(M)
y H un subgrupo de cerrado. En lo sucesivo, supondremos también que
M no es de curvatura constante, pues este caso ya ha sido resuelto an-
teriormente ([31]); es decir, supondremos dim I (M) < im(m +1).

Ahora bien las dimensiones de los subgrupos cerrados de G no
pueden tomar cualquier valor. En efecto, se sabe (véase [20, Capitulo
II, Theorem 3.2]) que si m # 4, entonces (M) no contiene ningin
subgrupo cerrado de dimensién r con
(1.1) tm(m—1)+1<r < im(m+1).

Resultados mds precisos pueden verse en [22].

Sim = 2, y la variedad M no es de curvatura constante, entonces
de la férmula (1.1) se deduce que: dim /(M) < 1; luego, M no es
homogénea y este caso queda descartado.

Si M es de dimensién 3, pero no tiene curvatura constante, en-
tonces de la férmula (1.1) se deduce que: dim I(M) < 4. En este caso,

61
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forzosamente se tiene:
3 = dimM
dim I (M) — dim H
= 4—dimH.

Luego la dimensiéon del subgrupo de isotropia H es 1. Por tanto, estas
variedades, i.e., las determinadas por las condiciones

dimM =3, dimI(M) =4,

son las variedades riemannianas de curvatura no constante de dimen-
sién menor que admiten un grupo de isometrias actuando transitiva-
mente. Los modelos simplemente conexos de dichas estructuras fueron
clasificados por E. Cartan en [5, Seccién 297, Théoréme]. El resultado
es como sigue: (M, g) = (R3, g), donde g viene dada por la siguiente
férmula (véase [5, Seccién 296, férmula (41)]):

A(da? 4+ dy?) + {[1+ £ (2> + y*)] dz + B (ady — ydw)}2
(14 (22 +2)]°
donde A >0, B>0,ye=1,006 —1. La matriz de g es

(12) g=

Y

A+(By)?® B’y _ By
h2 2 h e
_BQxy A—}—(Bx) @ h — 1 _|_ e (:UQ _|_ yz) )
3 h2 R ’ 4
_ By Bz 1
R h

En los préximo epigrafes, vamos estudiar de manera detallada el
problema de congruencia de curvas en estas variedades para el valor
e =0, siendo A, B dos constantes fijas.

2. Isometrias infinitesimales

Aplicaremos los resultados de [21, Capitulo X, Seccién 2| a este
ejemplo concreto. Queremos calcular el dlgebra de Lie i (M) (formada
por los campos de Killing) del grupo de isometrias G = I (M). Como
M es un espacio riemanniano homogéneo, sabemos que es completo y
por tanto los campos de Killing son completos ([21, Capitulo IV, Theo-
rem 4.5; Capitulo VI, Theorem 3.4]). Segun [5, Seccién 297, Théoreme],
dim I (M) = 4, por lo que el élgebra de Lie asociada i (M) es un espa-
cio vectorial de dimensién 4. Por tanto basta hallar cuatro campos de
Killing independientes.

TEOREMA 8. FEl dglgebra de Lie i (M) del grupo de isometrias I (M)
de la variedad de Cartan definida por la métrica (1.2) para el caso e = 0
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es el espacio vectorial

9] 9, 9,
{(ay—l—b)%—i-(—ax—l—c)8—y+(B(cx—by)+d)$.a,b,c,deR}.

DEMOSTRACION. Pongamos

Si X = u0y+v0s+wds € X (M), entonces las ecuaciones de los campos
de Killing, Lx (g) = 0, son

(2.1) U gk + V02Gnk + 91K0KU + G17.0KU + G2 Opv

+ 92005V + 9310w + g3nOkw = 0,

para cada h, k = 1,2, 3. Como estas ecuaciones no varian al permutar h
y k tenemos seis ecuaciones. No es dificil comprobar que u =0, v = 0,
w = wy € R es solucién de este sistema de ecuaciones en derivadas
parciales, por lo que 0/0z es un campo de Killing. La férmula (1.2) en
el caso que nos ocupa ¢ = 0 se escribe:

(2.2) g = (A+ (By)Q) dz® + (A+ (B.T)2> dy® + dz*
—2B?zydrdy — 2Bydxdz + 2Bxdydz.

Por tanto

g1 = A+ (By)Q, (91911 =0, 82911 = 232% 83911 =0,
g = A+ (B$)2> O1gas = 2B*1, Osgaz =0, 03022 = 0,
933 1, 01933 =0, Oogss =0, 03933 =0,

912
gis = —By, 01913 =0, 0913 =—B, 03911 =0,

—B2xy, 01912 = —32?/; 0ag12 = —BQ% O3q11 = 0,

go3 = Bz, Oigas3 =B, 02g23 =0, 03911 =0.
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Teniendo en cuenta estas féormulas, las ecuaciones de los campos de
Killing ([21, Capitulo VI, Proposition 3.2 ]) quedan:

(23)0 = B*yv+ (A+ (By)2) Oy — B2rydv — Bydyw,

(24) 0 = B?zu— B*zydu+ (A+ (Bx)z) OV + BxOyw,
(2.5) 0 = —Bydsu+ Bxdsv + dsw,
(2.6) 0 = —B%yu— B2 — B2xydyu+ (A+ (By)®) Owu

+ (A + (Ba:)2) 01v — B?xydyv + Brdyw — Bydsw
(27)0 = —Bv— Bydu+ (A+ (By)z) Osu + BxOv
—B?zy0sv + 0yw — Bydsw
(2.8) 0 = Bu— Bydsu — B>xydsu + Brdyv + (A+ (Ba:)Q) O3

+0sw + Brosw
Despejamos dsw en la ecuacién (2.5), dyw en (2.7) y dsw en (2.8),
(2.9) Osw = Byodsu — Bx0zv,
(2.10) Ow = Bv— Adu+ Bydu — Bxov,
(2.11) Ow = —Bu— Adzv+ ByOyu — BxOyv.
y sustituimos en las ecuaciones restantes. Finalmente obtenemos
(2.12) 0 = Ou+ Bydsu,
(2.13) 0 = 0Oy — Bx0osv,
(2.14) 0 = Oyu+ 01v+ B (ydsv — x0su) .

Supongamos que Osu = 0,05v = 0, es decir u = u (z,y) y v = v (z,y).
En este caso, las ecuaciones de los campos de Killing (2.12), (2.13) y
(2.14) quedan:

(2.15) 0 = du,
(2.16) 0 = Ow
(217) 0 = 82U+811).

Teniendo en cuenta (2.15) y (2.16), tenemos u = u(y) y v = v (z),
luego (2.17) nos dice

u' (y) +0" (x) =0
(para todo (z,y) € R?), es decir
u'(y) = a= - (x)
para cierta constante a € R. Integrando esta ecuaciéon tenemos

u=ay+bv=—ar+c,
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siendo a, b, ¢ € R. A continuacién calculamos la expresién de w a partir
de las EDPs (2.9), (2.10) y (2.11):

83w = O,
oiw = Be,
82w = —Bb,

donde b, ¢ € R. Podemos observar que w sélo depende de z e y. Ademas,
integrando 0w = Be deducimos

w = Bex + h(y),
luego
—Bb = 0w = h'(y).
Integrando esta ecuacion tenemos
h(y) = —Bby +d,
donde d € R. En conclusién,
w=B(cx—by)+d
y asi
F=(ay+0b)0 + (—ax +¢) 02 + (B (cx — by) + d) 05,

a,b,c,d € R, forman el espacio vectorial i (M) (de dimensién 4) de los
campos de Killing, es decir, el dlgebra de Lie de I (M). O

3. Curvatura

PROPOSICION 13. La variedad de Cartan (M, g), siendo g la métri-
ca definida en (1.2) para € = 0, no tiene curvatura constante ni es un
espacio Tiemanniano Simétrico.

DEMOSTRACION. Sea o = (0,0,0). Vamos a comprobar que este
espacio homogéneo es naturalmente reductivo, es decir, vamos a ver que

el dlgebra de Lie g = i (M) puede descomponerse como suma directa
de h = (K) ym=(X,Y,7), siendo m Ad (H )-invariante, verificando

B(U, W, V]n) +B(W,U],,V) =0, para U V.W € m,

donde B es la forma bilineal en m, simétrica, definida positivay Ad (H)-
invariante, dada por B (U, V) = ¢ (U,V),, para poder aplicar los resul-
tados de [21, Capitulo X, Seccién 3]. En esta seccién continuamos deno-
tando 0y = 0/0z0, 0y = 0/0y, 03 = 0/Jz. Tomemos la descomposicién
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g=bh@m, donde h = (K), m = (X,Y, Z) siendo

(3.1) K Y0y — 10y,
X = 0, — Byos,
Y = 0,4+ Bx0s,
7 = 03+ \K,

donde A € R es un pardmetro que debemos averiguar para que la
descomposicién sea naturalmente reductiva. Calculemos corchetes:

(3.2) K, X]=Y, [K.Y]=-X, [K Z]=0,
[X,Y] =2B0; = 2B (Z — \K), [X,Z]=-XY, [V,Z]=AX.

De (3.2) deducimos que m es Ad (H )-invariante. Usando estas férmulas,
tenemos, para U,V € m:

U,V] = 2B(U'V?=UV")(Z—-AK)-X(U'V?=U V)Y
+A (UPV? = UPV?) X,
luego
U, V], = 2B(UV-UVY)Z-X({U'V*-UV")Y
+A (UPV? - UPV?) X.

Si U,V,W € m entonces

(3.3) B(U,[W,V],) = 2BU? (W'V? =WV = NAU>(W'V?
—W3VH) 4+ XAUT (W2VE — WPV |

luego

(34) B(W,U],,V) = 2BV (W'U? = W?U") = MAV*(W'U?
—W3UY) + XAV (W2U? — WPU?) .

Sumando las igualdades (3.3) y (3.4) tenemos

B(U,[W,V].)+ B(W,U],,,V) = (2B — M) (U*V*W' — U*V'W?
+UPVAW! — U2,
asi que, si A = % la descomposicién anterior g = h@dm es naturalmente
reductiva. Usando entonces [21, Capitulo X, Proposition 3.4], si R4 es

el tensor (covariante de orden 4) de curvatura de Riemann-Christoffel
de (M, g), conocemos la curvatura seccional:

(35) Ry (U, V,U,V), = iB (U, V],.[U,V],) - B ([[U, V], V} ,U)
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para U,V € m. A partir de la férmula de polarizacién
1
Ry (U W, VW) = 5{34(U+V,W,U+V>W)
—Ry (U? I/V, U7 W) — Ry (V7 VV, ‘/7 W)}

es claro que podemos conocer el tensor R, sin mds que calcular las
siguientes tres posibilidades, que obtenemos usando (3.5):

Ry (X,Y,X,Y), = -3B%
B2

Ry (X, Z,X,Z), = o
B2

R(Y,2,Y,Z), = I

Como las curvaturas seccionales no coinciden, la variedad no tiene cur-
vatura constante.

Ahora vamos a calcular la derivada covariante del tensor de cur-
vatura anterior usando los resultados de [21] antes citados. Debemos
calcular

(VRy) (Un,...,Us), = (Vi Ra) (Us, ..., Us)

siendo U; = X,Y,Z y (Uy,...,Us) cualquiera de las tres cuadruplas

anteriores (X,Y, X, Y), (X, Z,X,2)y (Y, Z,Y, Z), por lo que tenemos

9 valores. Calculemos, por ejemplo

(VxRy) (XY, Z,X), = X(R4(X,Y,Z, X)), —Rs(X,VxY, Z,X),
—Ry(X,Y,VxZ, X),.

o

Por un lado

X(R((X,Y,Z,X)) = —X(R(X,Y,X,2))=-X (g(R(X,Y) X, Z))

= x(o(Mvz)) = Ex )

2 3
_ 3B X<_4B I<$2+y2))

A A
12B°
= 20 o B (e ()
1235 1235
= 0 (2 +y* +22°) = 5 (32 +4%),

por lo que se tiene:

(3.6) X (R4 (X,Y, Z,X)), = 0.
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Por otro lado

1
(3.7) Ry (X, VxY, Z,X), = §R4(X, X,Y],.Z,X),
1
— §R4 (X, 2BZ, Z, X)o
B3
= BR,(X,Z,Z,X), = —
1
(3.8) Ry (XY, VxZ,X), = §R4 (XY, [X,Z],,X),
1 2B
= Ry XY, —Y X
9 4 ( s Ly A ) >O
B
= _ZR4 (Xv Y7 Yv X)o
B 3B3
= T
Usando (3.6), (3.7) y (3.8) tenemos
4B3
(VxRy) (XY, Z,X), = A
que al ser no nulo permite asegurar que M no es un espacio simétrico.

O

4. Invariantes de curvas

Consideremos el k-jet de curvas en M, esto es, el fibrado J* (R, M).
El grupo I (M) opera en M por la izquierda por ser un grupo de
isometrfas y dicha operacién se extiende a J* (R, M) de modo natural.
En efecto, cada ¢ € I (M) induce una transformacion

o™ JFR, M) — JF(R, M),
oM (jfo) = jf(¢o0).
Si F' € i(M) es una isometria infinitesimal, entonces se tiene un grupo
uniparamétrico de transformaciones en M:

¢, () =exp (tF) -z, Vre M,

donde exp (tF") € I (M). Por tanto las extensiones oM forman un grupo
uniparamétrico en J* (R, M) que definen un campo

F® e x (JF (R, M)),

llamado k-ésima prolongacion del campo F.
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Si I (M) es conexo, entonces una funcion diferenciable
I:J*R,M) =R

es invariante frente a la accién de I (M) si y sélo si es una integral
primera de la distribucién

D% c x (J*(R, M))
generada por los campos F*). Esta distribucién es involutiva, porque:
(FO EP| = (R, B)Y, VR, B ei(M).
Aplicando el Teorema de Frobenius, se tiene
(4.1) N, = dimJ*(R, M) —rg®®
= (3k+4) —1g®®)
siendo N}, el nimero méximo de invariantes funcionalmente indepen-
dientes en J* (R, M).
Consideramos los campos K, X, Y, Z que forman base de
i(M)="bHdm,

definidos en (3.1), tomando A = 0 en este caso, donde h = (K) es el
dlgebra de Lie del grupo de isotropia H de o.

Cuando k£ = 0 sélo obtenemos un invariante Ng = 4 — 3 = 1, pues
rg®© = 1g® = 3 al ser K isotropia de o. El invariante es la coordenada
t.

En vez de usar la notacién sugerida en la seccién 2 del Capitulo
3 seguiremos la siguiente: en el fibrado de jets J* (R, M), para cada

j=0,...,k, las funciones 2, y), 20 denotan respectivamente z?,
2 .3

Para hallar los invariantes de primer orden debemos hallar las ex-
tensiones KM, XMy M) 71 a] 1-jet J* (R, M). Si

9] 0 s,
F:(ay—irb)a—x—ir(—axjtc)a—y+(B(c:c—by)+d)$,

entonces debe ocurrir Ly1C C C, donde
C = (dv — 2Wdt,dy — yWVdt,dz — zVdt)
y L es la derivada de Lie. Calculamos:
Ly (dv —2Wdt) = dF (z) — Adt = ady — \dt
= a(dy —yWadt) + (ay™ — \) dt,

Lpa (dy — y(l)dt) = dF (y) — pdt = —ady — pdt
= —a (d:z: — x(l)dt) — (ax(l) + ;z) dt,
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L@y (dz — z(l)dt) = dF (2) — vdt = B (cdx — bdy) — vdt
= Bec (dx — x(l)dt) — Bb (dy — y(l)dt)
+BexMdt — BbyWMdt — vdt.

Para que se verifique L,1C C C debemos tener A = ay™™, p = az™,
v =B (cz® — by) dt, luego la primera prolongacién de F serd

PO _ a(ﬁ_lﬁﬂ(ni_fg(l) 0 )

Yor "oy TV 920 oy
0 0 0
— _ By— — By _——_
o (8:1: Byaz By 8z(1))
0 0 0 0
_ - m_= -
e (3y * Bx@z B 87:(1)) * d@z'

Por tanto, las primeras prolongaciones de las isometrias infinitesimales
son

KO _ ya%_xa%wmajm_ (1)%7
0
zW = 5

PROPOSICION 14. El niimero de invariantes independientes de pri-
mer orden es

N1 - 3
De hecho, una base de integrales primeras de la distribucion DY es

(t,u,v), donde

2
w o= T,

0
v o= g<T75>

OBSERVACION 15. Es de notar que no sdlo debe ser invariante la

norma del campo tangente, sino también el dngulo que éste forma con
el eje OZ.
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DEMOSTRACION. Primero expresamos u y v en las coordenadas
1 (1) L(1)).
(m,y,z,x( )7y( )72( ))

0 o 0 o 0
(2o (22N, (29
! g( ’82) v g(@x’@z)+y J dy’ 0z

0o 0
Wy = =
g <8z’ 82)

= —BysW 4+ Bry® + 20,

u = |7’

0 0 0
_ ) . (1) v 1) il
g <T, 8:17) + vy (T, 8y) + z\g (T, 62)

- :L‘(l) {I(l) (A + BQyz) + y(l) (_BQ$y) + Z(l) (_By)}
+y {x(l) (—B?zy) + y (A+ B%2?) + Z(I)BJ}} + 2y

— A (m<1>)2 + B2 (wm)? — BlaryzWy® — ByzW, O
—B2yeMy® 4+ A (yM)? 4 B2 (yM)* 4 Bay®20 4 20y
— A ((:E(l))? X (y<1>)2> + B2 (M) = 2By Wy
+B% (yV)” + 20 (v + Bay® — ByaM)
— A ((xu))? n (yu))?) + B2 (™) = 2By Wy
+B% (yV)* + (v — Bay® + Bya™) (v + Bay® — ByaM)
— A ((33(1>)2 I (yu))?) + B2 (20)? = 2By Wy
+B%? (yV)* +0* - B2 (y)* = B2 (z0)”

+2B%zyzMy®

= A ((33(1))2 + (y(l))2> + 2.

Ahora es fécil comprobar que F® (u) = 0, FY (v) =0, y como u y v
son independientes es claro que (¢,u,v) es una base de los invariantes
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de primer orden. Podemos ademads tomar los invariantes
o= ) )
I, = 204 BayW — ByaW,
como generadores, pues van a simplificar los cédlculos posteriores. [

Para hallar los invariantes de orden superior debemos hallar el resto
de prolongaciones de las isometrias infinitesimales. Para ello debemos
actuar similarmente pero con

ch) = <d:v(k’1) —a®at, dyt= —y®ar k=0 - z(k)dt>

e imponer la condicién LpuC* C C*) | k =2, ...Asf se obtiene

G yuc)% _ x(k)%’
B X(k—n_By(k)%,
v y(k—1>+Bx<k>%7
0
z® = Z="

Es fécil comprobar que efectivamente la distribucién ®*) es involutiva,
con tal de calcular los corchetes de estos campos. Ademéds rg®*) = 4
para todo k = 1, ..., por lo que el nimero de invariantes de orden k es

Ny,=1+3(k+1)—4=3k.
Entonces el nimero de invariantes de orden k estricto es
Ny — Ni—1 =3,

es decir, cuando aumentamos el orden obtenemos 3 invariantes inde-
pendientes.

PROPOSICION 15. FEl nimero de invariantes independientes de se-
gundo orden es
Ny = 6.

De hecho, una base de integrales primeras de la distribucion ©® es
(t, 11, s, I3, 14, k), donde

I, = (x(l))2 4 @(1))27

L = 2W4 Bay®W — Byaz®,

L = zWz® 40y

I, = 2® 4 Bay® — Byz®,
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y k es la curvatura de la curva.

OBSERVACION 16. No obstante, podemos sustituir k por el siguien-
te invariante: I = (:13(2))2 + @(2))2’ que, st bien no tiene una inter-
pretacion geométrica tan clara como la curvatura, tiene una expresion
analitica ma sencilla.

DEMOSTRACION. Es conocido que las derivadas totales de los inva-
riantes de orden k son invariantes de orden k + 1. Las derivadas totales
de I; e I son

Di(L) = 20Mg® 4 2y0y@
Dy(I) = 2@ 4 Bay® — Bya®.

Llamamos

I = zWz® 40y
I = 2%+ Bay® — Bya®,

que son invariantes de orden 2. Es obvio que estos invariantes son in-
dependientes, pues en I, aparece z(? pero en I5 no. Por la férmula de
las dimensiones (4.1), existe un tercer invariante independiente de I3 e
14, que por el Teorema de clasificacion debe ser k o, si queremos evitar
algunas rafces cuadradas, k2 (recordemos que f es invariante si, y sélo
si, f? es invariante), donde

N

(9(T,T) g (V+T,ViT) - g(T,V7T)?)
g(T,T)?

es la férmula de la curvatura de la curva. Sin embargo, es facil com-
probar que

kR =

= @)+ ()’

es también invariante de orden 2, pues F® (I5) = 0, e independiente
de I3 e I4, ya que el rango de la matriz jacobiana

0 0 0 z® ¢y® o0 O M 9
By® —Bz®» 0 0 0 0 —By Bzr 1
0 0 0 0 0 0 2@ 29® 0

es 3, por lo que (¢, 11, ..., I5) es una base de integrales primeras de la
distribucién ©®@, es decir, una base de invariantes de orden 2. O

Usando un programa Maple disenado “ad hoc” para este caso, cal-
culamos la expresién de % en funcién de esta base (¢, Iy, I, I3, I, I5),
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obteniendo
, 4B’ (L) (L)* + A(1)° Is — 2L Iuds + (I)* I + A (s — (13)?)
(I3 4+ AIL)3
AB2(I)'I,  ABI,\/LI, —I2
A(IZ + AL)3 (I3 + A2

En el Teorema general de congruencia de curvas (Teorema 6) se
establecen los invariantes necesarios para la equivalencia de curvas,
que son

K

V'R (Xi1; R ,Xij+3,wl) s
donde (X7, X5, X3) es la referencia de Frénet de una curva de Frénet
cualquiera y (w!, w? w?) es la referencia dual.

En la variedad de Cartan que estamos considerando se observa que
éstos no son necesarios para clasificar las curvas por isometrias, pues
dependen de 4, ..., I5, segiin indican las férmulas que hemos calculado
usando un programa Maple. Por ejemplo, se tiene:

N
R(X17X27X17X2) = _57
donde
N = B*—4B? (L)', + 12AB% (I,)* (I,)* — A(L,)* I
— A% (1) I + 2A% 41,15 4 3A3L I — 343 (I)°

+4ABI, (3ALL — (I)*) \/ ILI5 — (I3)°),

D = A*(4B%(L)* I + 4AB? (1) (I,)* + A% (I,)* I
+A2 (1) I, — 2A I, 115 + APT 5 — A® (I5)°

+4BAIL (AL — (I)*) \/ LI — (I3)°).

Al pasar al tercer orden hay que tener en cuenta las siguientes
identidades:

2 2
Di(ls) = (@) + (y®) + 2Wz® 4 yMy®
= I+ 2Wg® 4y Dy®)
Dy (Is) = 2® + Bay® — Bya® + B (20y® — y0z®)

Notemos que z(My? —yMz?2) es un invariante de orden 2 que depende
de I, I3 e I5, pues se verifica la relacion

2
(2Wy® — yW2)* = 1 — 12,
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Por tanto podemos tomar

I = 2Waz® 4 yMy®)
I; = 2% 4+ Bay® — Bya®,

como invariantes de orden 3 independientes (nétese que en I; aparece
23 pero no aparece en Ig). Sabemos que deben existir tres invariantes
independientes de orden 3 estricto, por lo que es necesario encontrar
uno mas. Segin el Teorema general de congruencia, éste debe ser la
torsiéon 7 de la curva, o al menos debe obtenerse a partir de ésta. De
hecho, no es dificil ver que la funcién

hi= ()" + ()

es invariante, pues F'®) (Is) = 0. Ademds Ig es independiente de Is e
17, pues el rango de la matriz jacobiana

0 0 0 2% ¢4 000 0 2z O 0
By® —Bz® 0 0 0 0000 —By Bzx 1
0 0 0 0 0 0000 2™ 290 0

es 3. Por tanto, acabamos de probar la siguiente:

PROPOSICION 16. (t,11,...,I3) es una base de invariantes de tercer
orden.

Usando un programa Maple, podemos calcular la expresién de 72
en funcién de esta base, segin la férmula:

vol (T, V+T,V3T)
(9(T,7) g (VoT,VrT) — g (T, VTT)Q)

T = ,

N

donde vol es la forma de volumen asociada a la métrica g. En nuestro
caso:

vol = (det (gij))% de Ndy N dz
= Adx NdyNdz.

Hemos obtenido la siguiente expresion:
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donde

N, = (4B*(I,)* ()" — 4AB® (I,)® (I,)* — 242BI, (I,)* I
+3A%BI (I,)* Iy — 3A%B (I)? (1,)* + 2A%B (I,)* LI,

+(A3 (IoIs — I I,) \/ L1 Is — (I6)* + (AL I; + 8AB%I, (I,)?

—APLyIg — 247 B> (I)? L)\ I Is — (I5)%)?,

D, = A®(I,)*(—4B%I, (I)' — 4AB? (I,)* (I,)* — AL, (I,)°
— A% (1,)? I + 2A% I, 151, + A% (I3)? — AL,

—4ABI, ((I,)* + A* L) \/ L I5 — (I3)*).

TEOREMA 9. Los invariantes de cualquier orden k > 4 se obtienen
efectuando derivadas totales sucesivas y operaciones algebraicas de los
1wvariantes de tercer orden. Por tanto, el orden de estabilidad asintdtica
(en el sentido de [23]) de la variedad de Cartan definida por la métrica
riemanniana de la formula (1.2) correspondiente a € =0 es 3.

DEMOSTRACION. Para hallar los invariantes de cuarto orden pri-
mero calculamos las derivadas totales de los invariantes Ig, I7 e Iy:

D,(I) = 2P2® 4 y@yB) 4 0@ 4 0@
Dy (I;) = P Bxy(4) - Byg;(‘i) + B (I(l)y(?’) _ y(l)x(?))) 7
Dt (Ig) = 233(3)33'(4) —+ 2y(3)y(4)

Las funciones J; = 2®z® 4 y®y® v Jy = 20y — Wz son

invariantes de orden 3 que dependen de (11, ..., Is), ya que F® (J;) =0
y F® (J5) =0, y el rango de la matriz jacobiana

0 0 0 2z 2¢M 0 0 0 0 O 0 0
By —BzMW 0 —By Bx 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 z® @ o 20 O o 0 0 0
By® —Bz® 0 0 0 0—-By Bz 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 22® 24 0 0 0 0
0 0 0 z2® 4® 0 0 0 0 z® M ¢
By® —Bz® 0 0 0 0 0 0 0 —By Bz 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 220 24®) ¢
0 0 0 0 0 0 z® ¢y® 0 2@ @ ¢
0 0 0 y® —28 0 o0 0 0 —y® zM ¢
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es 8. Por tanto podemos tomar

Iy = 2Wz® 4 yMy®

Lo = 2%+ Bay® — Bya®,
como invariantes independientes de orden 4 estricto. Podemos observar
que éstos son derivadas totales de invariantes de orden inferior excepto

una suma de invariantes de orden inferior. Como Ny ; = Nj + 3, lo
mismo sucede para todo k > 4. O






CAPITULO 8

Congruencia de curvas en espacios simétricos

1. Variedades Simétricas

DEFINICION 18. Una variedad riemanniana conexa (M,g) es si-
métrica (o es un espacio riemanniano simétrico) si para cada p € M
existe una unica isometria ¢,: M — M con diferencial d,¢, = —Id,
llamada simetria global de M en p. Si la isometria estd definida en un
entorno U de p, para cada p € M, se dice que (M, g) es localmente
simétrica.

Claramente, una variedad simétrica es localmente simétrica, no
siendo cierto el reciproco. Sin embargo, una variedad localmente si-
meétrica, completa y simplemente conexa es simétrica (véase [33, Capi-
tulo 8, Corollary 21]). Se sabe ademds ( [33, Capitulo 8, Corollary 10,
Corollary 16]):

PROPOSICION 17. Dada (M, g) una variedad riemanniana, son equi-
valentes:

1. M es localmente simétrica;

2. VR=0;

3. SiA:T,M — T,M es una isometria lineal que lleva el tensor
R, al tensor R,, es decir, para cualesquiera vi,ve,v3 € T,M
se tiene A (R(v1,v9)v3) = R(Avq, Avg)(Auvs), entonces existe
una isometria ¢ definida en entornos normales de p y q tal
que dp,p = A;

4. Si XY, Z € X (o) son campos paralelos a lo largo de una curva
o entonces R(X,Y)Z también es paralelo a lo largo de o;

5. La curvatura seccional es invariante por transporte paralelo.

Es conocido (véase [33, Capitulo 9, Lemma 36]) que todo espacio
riemanniano M simétrico es homogéneo. Por tanto M puede verse como
el cociente de la componente conexa de la identidad G del grupo de
isometrias I (M) por un subgrupo de isotropia H de un punto o de
M, es decir el subgrupo de G' que deja invariante el punto o. En este
caso, las geodésicas, la curvatura, etc., pueden estudiarse a partir de la
estructura algebraica de I (M) como grupo de Lie (véase [21, Capitulo
XI], [33, Capitulo 11, p. 315-321]).

79



80 8. CONGRUENCIA DE CURVAS EN ESPACIOS SIMETRICOS

2. Congruencia de curvas

TEOREMA 10. Sean (M,g) y (H, §) dos variedades riemannianas
localmente simétricas, de la misma dimension m, y sean

o: (a,b) — M, 5: (a,b) — M,

dos curvas de Frénet, p = o (ty), p = 7 (to), a < to < b. Dichas curvas
son congruentes en torno a p y p Si, y solo si, se verifican las dos
siguientes condiciones:

1. Para todoi=0,...,m—1, |t —ty| < &, se tiene
2. Para todo i,j, k,l=1,...,m, |t —to| < e, se verifica
(2.2) R (X, Xj, Xy, ') (0 (t) = R(X;, X;, X3, @) (7 (1)),
donde R, R son los tensores de curvatura de Riemann de (M, g)
Y (M,g), (X1, Xm), (Xl, o ,Xm) son las referencias de
Frénet de 0,0, y (W', ...,w™), (@',...,w™) las referencias
duales.

DEMOSTRACION. Siguiendo el mismo razonamiento que en la de-
mostracion del Criterio general de congruencia (Capitulo 6, Seccién 1,
Teorema 6), llegamos a que (2.1) y (2.2) se verifican. Por tanto basta
ver que las condiciones (2.1) y (2.2) implican la congruencia de ¢ y de
0.

Para ello, consideramos la isometria lineal

A: T,M — T;M

definida por A (X; (t9)) = Xi(to), ¢ = 1,...,m. La condicién 2.2 nos
dice que A preserva la curvatura en p (en el sentido de [33]) por lo que,
aplicando [33, Capitulo 8, Theorem 14] deducimos que la aplicacién
¢: U —U,
¢ = expzo0Ao exp;l,

es una isometria local que conserva la orientacién definida en un en-
torno normal U de p, tal que ¢ (p) = p y d,¢ = A. Para terminar, el
argumento que se usa al final de la demostracién del Teorema 6 para
ver que ¢ (0 (t)) = @ (t), siendo |t — ty| < e suficientemente pequetio,
i. e., ver que ¢ o o y o son soluciones del mismo sistema de ecuaciones
diferenciales con condiciones iniciales, puede usarse también aqui, con
lo que se concluye. O

OBSERVACION 17. Segun [21, VI, Theorem 7.7], toda variedad rie-
manniana localmente simétrica es analitica, y su conexion de Levi-
Civita también es analitica. Usando este potente resultado, se estd en
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las condiciones del Criterio general de congruencia (Teorema 6). En
este caso, las hipdtesis (1.2) son simplemente

R (XZ1 ) Xiz? Xi37wi) (p) - E (711 ) 7”L'277i37wi) (ﬁ) )
por lo que se vuelve a probar, apoyados en el Teorema 6, el resultado
anterior.

OBSERVACION 18. Teniendo en cuenta [21, Capitulo VI, Proposi-
tion 1.2], podemos sustituir la sequnda condicion del Teorema anterior
por

R (X, Xj, Xy, ') (0 (t) = R(X;, X;, X, @) (5 (1))

Cuando M = M es arbitraria (no necesariamnete simétrica) pode-
mos decir que, si las condiciones (2.1) y (2.2) del Teorema 10 anterior
caracterizan la congruencia de curvas de Frénet entonces la variedad es
localmente simétrica, es decir, el Teorema anterior es caracteristico de
los espacios localmente simétricos.

TEOREMA 11. Sea (M, g) una variedad riemanniana, con tensor
de curvatura de Riemann R, verificando: dos curvas de Frénet o,a con
valores en M, tales que o (to) = 7 (to) = p, son congruentes en torno
a p si, y solamente si, se verifican las condiciones

1. Para todoi=0,...,m—1, |t —to| <e, se tiene
2. Para todo i,j,k,l =1,...,m, se verifica

R (XianvXk7wl) (p> =R (Yivyjaykawl) (p) )

donde (X1,...,Xnm), (71, . ,Xm) son las referencias de Fré-
net de 0,7 y (wh,...,w™), (@', ..., w™) las referencias duales,
calculadas con la misma orientacion si dim M es par, y con
orientaciones contrarias si dim M es impar.

Entonces M es localmente simétrica.

DEMOSTRACION. Sea p € M y sea (vy, ..., U, ) una base ortonormal
positiva de T, M. Tomemos ademds un sistema de coordenadas (U; z*)
en torno a p, y m funciones diferenciables x; € C* ((—d,0)), para
algin 0 > 0 suficientemente pequeno, tales que x; > 0 para todo
7 =20,...,m — 2. Por el Lema 3 sabemos que existen dos curvas de
Frénet 0,5: (—e,6) —» M, 0 < ¢ < J, con curvaturas dadas x; = &,
tales que 0 (0) =3 (0) =py

(V‘;_lT)O =V = — (V%_lT%, para j=1,...,m—1,
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parat € (—¢,¢). Entonces los m — 1 primeros campos de las referencias
de Frénet de o y 7 se relacionan de la siguiente forma en p:

X;(0)=-X;(0), i=1,...,m—1,
y sus referencias duales

W (0)=-w(0), i=1,...,m—1.
Si la dimension de la variedad es par, las referencias de Frénet se cons-
truyen con la misma orientacién, pero si la dimensién es impar se cons-
truyen con orientaciones contrarias. En cualquier caso, los tltimos cam-
pos verifican

Xn(0) = =X,,(0).
En consecuencia, para todo 7, j, k,l = 1,...,m, tenemos
R (X X; X0w') () = Ry (=X (0),~X; (0), ~X, (0), ' (0))
= R(X;,X;,X;,w")(p).

Por la hipétesis sabemos que o, @ son isométricas, es decir, existe una

isometria ¢: U — M definida en un entorno abierto de p que lleva o a
o y deja p fijo. Como @ = ¢ o g, necesariamente

dp (X (0)) = X, (0) = =X;(0), i=1,...,m,
es decir d,¢ = —Idr,). Como el punto p € M es arbitrario, la variedad
(M, g) es localmente simétrica. O



CAPITULO 9

Curvas en espacios de curvatura constante

Un resultado clédsico de Frénet (e.g., véase [37]) muestra que dos
curvas de Frénet en R™ son congruentes si y solamente si sus m — 1
curvaturas coinciden. El siguiente resultado prueba que este Teorema
de Frénet es cierto en cualquier variedad de curvatura constante. Su
demostracién puede encontrarse en [31, Theorem 1], cuyo esquema es
el mismo que el de la demostracion del Teorema 10, salvo en que se usa
que las variedades de curvatura constante son espacios isotrépicos en el
sentido de [38, (4.3.4) y (4.3.11)]. De hecho se prueba que el Teorema
de Frénet es caracteristico de las variedades de curvatura constante.

TEOREMA 12. Sean 0,5: (a,b) — M dos curvas de Frénet con
valores en una variedad riemanniana (M, g) de curvatura constante y
de dimension m, con conexion de Levi-Ciwita V. Dichas curvas son
congruentes en torno a p = o (tg) yp = 0 (to), a < ty < b si, y sélo
si, ki (t) = R; (t) para todo i = 0,...,m — 1 y |t — ty| suficientemente
pequeno.

TEOREMA 13. Sea (M, g) una variedad riemanniana en la que dos
curvas de Frénet son congruentes si, y solo si, sus curvaturas coinciden.
Entonces M tiene curvatura constante.

DEMOSTRACION. Sea (v1,...,v,,) una base ortonormal de 7T,M.
Del Teorema de existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones di-
ferenciales ordinarias ([17, Capitulo 8, Seccién 2, Theorem 1]) y del
Lema 2 deducimos la existencia de una curva

o: (to—e,to+e) > M

tal que o (to) = p, ( iTT)tO =v41,1=0,....m—1y (VyT), =0
para todo t € (tg —e,to +¢). Sea A: T,M — T, M un isomorfismo li-
neal arbitrario que preserve el producto escalar inducido por la métrica
riemanniana g en el espacio tangente T,M, y sea

g: (to—e,to+¢) > M
83
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la curva determinada por

E(tO) = b
(VET),, = Alvin), i=0,...,m—1,
(VYW“LT% = 07

para todo t € (tg — €,ty + ). Tomando e > 0 suficientemente pequetio,
podemos suponer que o y & son curvas de Frénet. Consideremos

hy = g (ViT),. (V4T),) = 9 (VT),. (V4T) ).

Entonces

dThl“ ! T
(0~3) dtT] = Z (k;) hi+r—k,j+k7

k=0

y por las definiciones de o y @

(0.4) hij(t) = 0 parai>=>méj>m,
(05) hij (to) =0 para Z,] :O,...,m— 1.
Por tanto, de (0.3) y (0.4) tenemos

d*™h; _

di2m ’

luego h;; es un polinomio de grado menor o igual que 2m — 1. De (0.3)
y (0.5) se deduce, para todo r € N

drhij
dtr
luego h;; se anula idénticamente. El Lema 5 nos dice entonces

(to) =0,

K)Z':EZ‘, i:(),...,m—l.

En virtud de la hipdtesis, existe una isometria ¢ definida en un en-
torno abierto de p, que deja p fijo, tal que ¢, = A. En consecuencia,
M es isotrépica en el sentido de [38], y por tanto M tiene curvatura
constante. U

DEFINICION 19. Diremos que dos r-jets de curvas
. . ,
Jt,0, Jr,0" € Ji (R, M)
estdn r-relacionados, y escribiremos j; o ~, ji o', si existe un embe-
bimiento isométrico ¢ tal que ¢\ (ji,o) = ji, 0.

Es claro que ésta es una relacién de equivalencia en J; (R, M).
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COROLARIO 2. Sean (xpi)1<n<i<r las coordenadas cartesianas de

RN, N = 3r(r +1). Dada una variedad riemanniana M de curvatura

constante y dimension m, sea
[ TR M) - RY, 1<r<m,
la aplicacion cuyas componentes son
T -7 h— 1— .
(eni o 1) (,0) = 9 ((VE'T),, (VD) ), 1<h<i<r

Entonces f" induce un homeomorfismo entre J;, (R, M) / ~, y la sub-
variedad con esquinas Q, C RY definida por las desigualdades:

r11 T12 ... T1p
T11 T2 To21 X222 ... Top
IHZO, ZO,..., ZO,
To1 T22
Tr1 Tr2 .. Tpp

donde hemos fijado xy; = x;, para h > 1.
En particular, st M es conexa, simplemente conexa y completa,
entonces

1o (R, M) JI(M) ~ Q,.
DEMOSTRACION. Para cada r € N tenemos

[ (T (R, M) C Q.

P (i) = 1 ()
sl jioy j[oa’ son congruentes. Primero mostramos que para » < m,
1 Ji (R, M) — Q, es sobreyectiva. Dado un punto

a = (ani)i<n<i<r € Qr

podemos obtener otro punto a’ = (a},;)1<n<i<m € Qm tomando ay; = ap;
para i < r,aj,; = 0 para r + 1 < i < m. Si existe ji'o tal que
™) = a', entonces f7(j; ) = a. Luego, podemos asumir 7 = m. En
ese caso, como a € @y, tenemos

m
E an;xpr; 2> 0
h,i=1

para todo (x1, ..., z,,) € R™. Por tanto, los autovalores de la m-matriz
simétrica A = (ap;) son no negativos y por tanto A admite una raiz
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cuadrada simétrica /A = (by;). Sea (X1, ..., X,) una base ortonormal
de T,,M. Como arriba, podemos obtener una curva o tal que

U(to) =1z9 € M, (V%T)to = th,i-s—th ,1=0,...,m—1.
h=1

Entonces, f™(jj'o) = a.

Ademds, dado un punto j;o € J (R, M) podemos determinar
una curva ¢ por las condiciones: j; o = jy oy V%’f = (. Entonces,
[r(io) = fr(ji,7) implica f™(ji'o) = f™(j;'7) y del Teorema 12,
para algin embebimiento isométrico ¢ tenemos: ™ (jina) = g 7. Por
tanto, gb(r)(jfoa) = j;, T, es decir, j{ 0 ~, j{ 7. En consecuencia, f"
induce una biyeccién continua f": Ji (R, M)/ ~,— Q,, que ademds
es homeomorfismo por ser f" propia. 0

OBSERVACION 19. Los puntos en el interior de (), se corresponden
con r—jets de curvas tales que <Tt0, (VrT)y, s (VrTflT)tO) son lineal-
mente independientes. En particular, Q,,_1 — 0Q,,_1 se corresponde

con los (m — 1)—jets de curvas de Frénet.

DEFINICION 20. Una funcion F: J (R, M) — R se dice que es un
invariante diferencial de orden r si ji 0 ~, j; o' implica

COROLARIO 3. El anillo formado por los invariantes diferenciales
de orden r < m es isomorfo a C>(Q,).



CAPITULO 10

Curvatura total en variedades riemannianas

En este capitulo generalizamos la interpretacién de la curvatura
total de una curva en R3 dada en [30], a variedades riemannianas
arbitrarias. Debemos hacer notar que en este capitulo tratamos un in-
variante métrico que es global, y no local, como los invariantes métricos
que hemos tratado hasta ahora.

Consideremos (M, g) una variedad riemanniana de dimensiéon m y
orientada. Sea C' una curva de clase C* k > 3, inmersa en (M, g),
parametrizada al arco por o: [a,b] — M y en posicién general.

DEFINICION 21. La curvatura total de una curva C de clase C*
inmersa en una variedad riemanniana (M, g) se define como

5 (C) —/C|/<;|ds.

DEFINICION 22. Un poligono geodésico inscrito en C' = o ([a, b])
es una sucesion de puntos Il = (xg, ..., x,) tal que

xi=0(s), 1=0,....n5a=8<...<8,=0>,

y tal que cada par de vértices consecutivos x;, x;11 pueden ser unidos
por una geodésica minima

Yit [Si,Si—i—(Si] — M,

que suponemos parametrizada por la longitud de arco (0; = dyy (x4, xi11),
|T;| =1 donde T; es el campo tangente de +; ).

Definimos |II| = max {|s;41 — s;| : 1 =0,...,n —1}.
LEMA 10. Existe p > 0 tal que st zg,yo € C verifican
dg (l’o, yU) < 1,y
entonces xgy e Yo pueden unirse por una geodésica minima.

DEMOSTRACION. Para cada z € C existe p, > 0 tal que el entorno
normal U (x; p,) es convexo (|21, Capitulo I, Theorem 3.6]). Conside-
remos el recubrimiento de C' por abiertos convexos de M, digamos

{v(w50):0ec)

87
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Como C' es compacta, existe un subrecubrimiento finito

1 1
{U <I1§§Pa:1) - (a:p; §pxp>}

1
u:min{—pzj:jzl,...,p}>().

Sea

2

Veamos que si 79 € U (xi; %pm) entonces U (xg; ) C U (ml,pr) En
efecto, seayy € U (zo; 1), es decir dy (29, yo) < p. Usando la desigualdad
triangular:

dy (2o 0) <y (0,70) + g (0, 00) < 5y,
< lp + 1,0 =P
9lwi 9 i)
es decir, yo € U (xi; px)
Si g, yo € C verifican d, (zo,yo) < p entonces yo € U (zo; p). Como
o € C' sabemos

1
xo €U (xi; 5:%-,) C U (zi;p,,)
para algin ¢ = 1,...,p. Como U (zo; u) C U (xi; pxi), necesariamente
Yo €U (J?i; pxi), luego xg e Yo estan en el mismo entorno convexo y por
tanto, pueden unirse por una geodésica minima. 0

COROLARIO 4. Existe n > 0 tal que si II = (xg,...,x,) es una
sucesion de puntos de C' verificando |I1| < n entonces I1 es un poligono
inscrito en C, es decir, cada par de vértices consecutivos pueden unirse
por una geodésica minima ;.

Como x; = v, (i1 + 0;—1) =, (s;), 1 =1,...,n—1, los vectores
tangentes T;_, y T; definen un dngulo 0 < «; < 7 en z;. En zq se
toma 0 < ag < 7 el dngulo definido por los vectores Ty, v Ty (s0), ¥
en x, se toma 0 < «, < 7 el dngulo definido por los vectores 75, vy
Tnfl (37171 + 61171)-

DEFINICION 23. La curvatura total de I se define como

k(IT) = Zai.

Probaremos el siguiente resultado:
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TEOREMA 14. SiC es una curva de Frénet inmersa en una variedad
riemanniana (M, g), se verifica

/m ) ds = lim « (II).

|TI|—0
LEMA 11. Sip =0 (s) es un punto arbitrario de C, y
v(t) =exp,! (0 (s+1)): (—=6,8) = T,M,
entonces v (0) = Ts y " (0) = (VT),.

DEMOSTRACION. Tomando una base ortonormal (ey,...,e,) de
T,M podemos definir coordenadas normales (U, z') en torno a p de
tal manera que estas coordenadas vengan dadas por la exponencial

exp, ' (q) =Y ' (g)e
i=1
Entonces
v(t) = expp (s+1)) Z o; (t) e,

siendo o; (t) las coordenadas de o (t). Por tanto, teniendo en cuenta
que Ffj (p) =0,4,75,k=1,...,m, tenemos

como querfamos demostrar. O

Como o es de clase C*, v también es de clase C*, verificando
7(0)=0 y [y (O)=1

Definimos ) “
_a) g
mar Sit<0,
U({t)=< ~'(0) sit=0,
10 Gt > 0.

@l
Como 7 es de clase C* y v (0) = 0 sabemos por el Teorema de Taylor
(ver por ejemplo [28, 6.8.5] o [25, X, 8]) que

1 1
V(1) =7 )t + 57" ()8 +... + = 1),%’“—” (0) "'+ Ry (1),
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donde Rj_; (t) es de clase C* y
Ri_1(t)
_)

(0.6) =,

cuando t — 0. Entonces, si t # 0

_ — Ry_1
vt 7 (0) + 57" (0)t + .+ ety (0) ¢ 2 4 Benat)

I O T 0) + 397 (0) £ 4. 4+ gy @D (0) -2 4 Fea®
Luego si t < 0 tenemos
() Y () + 39" ()t + ..+ iy D (0) 42 4 Bl
@ _‘7’(0)+§7”(0)t+...+ﬁ7< D (0) 2 4 B O
mientras que si t > 0 tenemos
vy O+ IO+ D (0) ¢ 4 B
OI |y 0) + Ly 0yt + ... + Y (0) 52 + Rk—Tl(t)

Por tanto si t # 0
(0.7)

LEMA 12. Sea p(t) = R’“Tl(t) sit # 0, p(0) =0. Entonces p(t) es

de clase C*=' y pU) (0) = 0 para todo j =1,...,k — 1.
DEMOSTRACION. Sabemos por (0.6) que
limp (t) =0 =p(0),

luego p (t) es de clase C°.
Veamos que p (t) es de clase C', es decir, veamos que p' (t) es de
clase C°. Por definicién

Y (0) + 39" (0)t+ ...+ ﬁy(l@fl) (0) t+2 + Rk_l(t)
Y (0) + 37" (0) t + ... + gy ®D (0) #5245 1(t)

U (t) =

oy — e P B (8)
G
usando de nuevo (0.6). Ademés
tRy, 1 (t) — Rik—1 (t)

z. / _1¢ k 1 —

tim p' (¢) = lim 2 =0
usando la Regla de L’Hopital y (0.6). Por tanto p (t) es de clase C*.

Puede verse por induccién para j =1,...,k—1 quesit#0

RY () — jpu=D (1)
t b

PV (t) =
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de donde es facil ver, usando la definicién de derivada, que
lim p© (£) = 0 = p (0).
para j =0,...,k— 1. O

Podemos observar en (0.7) que el denominador es una funcién nunca
nula en un entorno de ¢ = 0. Del Lema 12 deducimos que el numerador
es de clase C*~1; por tanto U (t) es de clase C* !y

U(0) =+'(0) =Ts.
Ademsds podemos reescribir (0.7) como

O30+ O R+ p (1)

Y

Y (0) + 57" (0)t + .. + GV (0) =2+ p (t)H
donde

cuando t — 0.
LeEMA 13. U’ (0) = 2 (VoT),.

DEMOSTRACION. Usando la expresiéon anterior para k = 2, denote-
mos

A() = (0) + 21" (0)t 4+ p (1),

2
con lo que "
A
YO = T
Entonces
! d
(0.8) v (1) = A ONADI =A@ G 1AON

1A )11

Primero notemos que

A =Ly )40 1),

2
luego, usando el Lema 12 tenemos
1
(0.9) AT(0) = 57"(0).

Ahora notemos
(0.10) A = 1Y (0 = I75]| = 1.
Lo siguiente es darse cuenta de que

IA®I = g, (A (1), A1)
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implica p
2 A= g, (A7 (1), U (1),

luego, por el Lema 11

0G| 1AO1 = 5@ 0.00) =5 (30.70)
= S0 (V4T),. 1) =0,

al estar o parametrizada por la longitud de arco.
Finalmente, sustituyendo (0.9), (0.10) y (0.11) en (0.8) obtenemos

U (0) = 57" (0).

como querfamos demostrar. O
LEMA 14. Si definimos
0, (r,t) = £ (U (r),U (1) : (=0,6)" = R,
0<0,(rt)<m, p=oc(s), entonces 0, es de clase C*1 y

06, 1
W(O’O) = —§|’€(S)|a
06, 1

E(an) = §|"0(3)|-

DEMOSTRACION. Notemos que cosf, (r,t) = g, (U (r),U (t)). Co-
mo U (t) es de clase C*~!, también lo es 6,,. Derivando esta expresién
con respecto a r obtenemos

ol ) ,
_a_,rp (Tu t) S ‘917 (7”, t) =9p (U (T) ) U (t>) )
y derivando respecto a r nuevamente
920 , o0 2 ,
— 87; (r,t)sind, (r,t) — ((9_: (r, t)) cos, (r,t) =g, (U" (r),U(t)).

Evaluando en r = 0 y ¢ = 0, y teniendo en cuenta que U () es unitario,
tenemos

- (% <0,0>> = g (U"(0),U(0) = —g, (U (0),U"(0))

I (%(VTT)S,%(VTT)S) = —i“(S)Q’

luego
96, 1
D 0.0 =3 lx (o)
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y por un razonamiento analogo

a0,
e 5 (5)]

Para terminar basta tener en cuenta que la funcién

0p (r,0) = £(U(r),U(0)) = £(U(r),T)

1

2(0,0) = 5

decrece en un entorno de r = 0, por lo que % (0,0) < 0,y 6,(0,t)
crece en un entorno de t = 0, por lo que 86” (0, O) > 0. O

LEMA 15. Exzisten > 0 tal que la funcion 6 (s,r,t) = 0, (r,t) estd
definida en [a,b] x (—n,n)>.
DEMOSTRACION. Sabemos que existe n > 0 tal que toda sucesién

de puntos en C' que consecutivamente distan menos que 1 pueden unirse
por geodésicas. Entonces si s € [a,b] y r,t € (—n,n) el 4ngulo 0, (r,t)

estd definido. O
LEMA 16. Existe R > 0 tal que
820p 0%0 0%
t Py ¢ P
aTQ (T7 ) ) at2 (r7 ) Y a at <r7 ) < R

para todo (s,r,t) € |a,b] X [—5, 5}2.

DEMOSTRACION. Basta notar que 6 es diferenciable en el dominio.

]

Pasamos a probar el Teorema 14:
DEMOSTRACION. Sea ¢ > 0 y sea I = (xg,...,2,) un poligono
geodésico inscrito en C, [II| < 2. Entonces o; = 0u(s,) (a;, b;), donde
(a;,b;) = (—(8; — Si—1), Si41 — S;) para todo i = 0,...,n — 1. Segun el

Teorema de Taylor, para cada i existe &, en el segmento que une (a;, b;)
con (0,0) tal que

B 0055, 0055,
90(51.) (a,, bl> = 90(51.) (0, O) + 7 (0, 0) a; ot (0, 0) b;

L 00 oy o _ Pt ) e\ p2
+§{ o2 (&) aiy — 9ot (&) ai—1bi + 92 (fl)bz}

Usando que 6,(,,) (0,0) = 0 y el Lema 14 tenemos

n—1 n—1 n—1
1 1 8290(51.) 9
;: =3 Z ) @it + [k ()] b;) + b 02 (&) ais

= =0
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o 00(5 o %0, ,
"Z Bror () mabit 3D~ €07

=0
Segtin la deﬁmclon de integral de Riemann mediante sumas inferiores
y superiores, sabemos que existe §; > 0 tal que si

méX{Si+1—8iIi:0,...,n—1}<51

se verifica

/|/<a ]ds—zm —si1)| <e
/|m<s>!ds—2|m<si>\<si+1—si> <e

Por tanto, tomando 4 = min {g, 01, %} > (, tenemos

0?05 (s)) 055 9
/ |k (s |ds—Zal <e4 - Z 2 E)| (si — si—1)
(‘920 P00 (s1)
“orot E)| (8i — si-1) (Si+1 — si)
n—1
8290(51) 9
+3 2| "or (€] (8i41 — 54)

n—1
< 5+%R(SZ( — S;— 1 + = R(SZ — S;— 1

—_

n—1
+—R(S Z Si+1 —

=

N}

3
< 5+§Rl5<25

que prueba el resultado. O

El anterior resultado puede particularizarse a curvas cerradas, de la
siguiente manera:

COROLARIO 5. Si C es una curva de Frénet cerrada e inmersa en
una variedad riemanna (M, g) se verifica

/|/<; |ds— hm K(H)

donde 11 es un poligono geodésico inscrito en C'.
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DEMOSTRACION. Cuando C', parametrizada por la longitud de arco
con clase C* k > 3, por o: [a,b] — M, es una curva cerrada, en
posicién general e inmersa en (M, g), y

II=(zg,...,2,)
es un poligono geodésico inscrito en C', debemos tener en cuenta
o (80) = w9 =T, = 0 (8p)
(permitimos permutaciones ciclicas en los subindices
a=5y<...<8,=n>o,
identificando sy = s,, cuando sea necesario), por lo que
Ty, =1Ts,.
En x¢ = x,, se verifica que la suma de los dngulos
£ (Tsy, To(s0)) v L (Tho1(Sp—1+0n-1),Ts,)

es igual a
£ (Tn—l (Sn—l + 51@—1) 7T0 (SO)) .
Llamando ayq a este dangulo, la curvatura total de II es

n—1
k(IT) = Z Q.
i=0
Aplicando el Teorema 14 terminamos. U

Este Teorema generaliza un resultado clédsico para curvas cerradas
en R? ([30, Theorem 2.2]). En el caso de una superficie riemanniana
(M, g), es decir dim M = 2, es posible obtener un resultado andlogo
con una demostraciéon completamente distinta.

TEOREMA 15. Si C' es una curva de Frénet inmersa en una super-
ficie riemanniana (M, g), se verifica

/|/<J |d8—|1111‘130/€(ﬂ)

DEMOSTRACION. De acuerdo con [37, Capitulo IV, Seccién 8], si R
es una region simplemente conexa de M acotada por una curva cerrada
C compuesta por k curvas diferenciables que forman dngulos exteriores
01, ...,0; en los vértices, entonces

k
(0.12) /\m|ds+/KdAz27r—Z€i,
¢ R i=1

donde K es la curvatura gaussiana y dA es el elemento de drea de la
superficie.
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Sea II un poligono geodésico inscrito en C'. Vamos a aplicar esta
férmula a la regiéon R; acotada por los arcos C; y I'; determinados
respectivamente por la restriccién de o a [s;, s;11] vy la curva opuesta

Vi [siysi+0i] — M,
VP (s) = vi(sit+di—s).
Si denotamos por ¢’ al 4ngulo determinado por T}, y (TJS L5, Y por 0,

al determinado por Ty, ., y (T3),,, entonces (0.12) nos dice, teniendo en
cuenta que 7y; es una geodésica

/ |k|ds + | KdA =21 — 0, —0).
C.

k3 Ri
Por tanto

n—1 n—1 n—1
Z/ \n|ds+Z/ KdA =Y (27 -6} - 6})
i=0 7 Ci i=0 v i i=0

o equivalentemente

[y

n—

n—1
/|K}|d8—|—2/ KdA = (2m — 05 — 671)
¢ i=0 /i =0
1

= iozi:/i(ﬂ).

Teniendo en cuenta que el drea de R; tiende a 0 cuando |II| — 0 y que
| K| estd uniformemente acotada, tenemos finalmente

/|/{|ds: lim « (IT),
c

=

3

|TI|—0
que prueba el resultado. U
OBSERVACION 20. Eziste la nocion de curvatura total de orden r de

una curva cerrada en el espacio euclideo, y el correspondiente resultado
andlogo al Teorema 14 (véase [15]).



CAPITULO 11

Conclusiones y desarrollos futuros

1. Conclusiones y aportaciones

En esta memoria se ha abordado el estudio del problema de equiva-
lencia de curvas de Frénet por isometrias propias en variedades rieman-
nianas. El trabajo existente hasta el momento en la literatura estudia
dicho problema en variedades concretas o aquellas con curvatura cons-
tante. La riqueza del grupo de isometrias y la especial naturaleza de
su geometria de dichas variedades permite enunciar resultados de equi-
valencia andlogos al resultado clédsico de Frénet en R™. Sin embargo,
genéricamente, la existencia de isometrias de una variedad riemanniana
es de hecho una condicién bastante restrictiva. En este trabajo se ha
probado que la componente conexa de la identidad de dicho grupo es
genéricamente trivial, por lo que el problema de equivalencia en esos
casos resulta de hecho muy restrictivo y posiblemente dependiente de
consideraciones topoldgicas globales. Se abre por tanto un campo de
estudio de equivalencia desde el caso de curvatura constante al genérico
sin campos de Killing. Es l6gico pensar que a lo largo de este espectro
serd necesario poseer un nimero creciente de invariantes diferenciales
ademads de las curvaturas de Frénet de las curvas. En el Teorema 6, que
se puede considerar como la aportacién més relevante de este trabajo,
se suministran los invariantes necesarios para toda variedad analitica.
El requirimiento de la analiticidad es esencial como se exhibe en el ejem-
plo de §2. En la aplicacién de este teorema en una variedad concreta,
sélo se precisaran de algunos de esos invariantes, como se prueba en el
ejemplo de las variedades homogéneas de Cartan, asi como el caso de
variedades simétricas estudiados en esta memoria. Estos casos, atin sin
ser de curvatura constante, no son restrictivos por lo que el problema
de equivalencia es suficientemente interesante para su estudio.

Se podria decir que los invariantes necesarios para el teorema de
equivalencia se clasifican en dos grupos. Uno es el formado por las
curvaturas de Frénet. El segundo grupo estd formado por invariantes
construidos a partir de la curva y la curvatura de Riemann de la va-
riedad. Este segundo grupo de invariantes estd més ligado a la propia
geometria de la variedad ambiente en donde se trazan las curvas. En

97
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particular nétese la necesidad de los invariantes del segundo grupo en
los casos en donde la curvatura no es constante. Los invariantes de
Frénet poseen informacién geométrica més ligada a la curva en si. De
hecho, el resultado principal del dltimo capitulo de la memoria da una
interpretacién de la curvatura total de una curva de Frénet en funcién
de dngulos y poligonos geodésicos inscritos que generaliza un resultado
andlogo en R™.

2. Desarrollos futuros

= La naturaleza expcepcional de los campos de Killing ha si-
do probada por medio de invariantes en un fibrado de jets de
métricas de cierto orden y bajo el grupo de difeomorfismos.
Esta técnica podria aplicarse a otras estructuras geométricas.
En concreto, se puede trabajar con los invariantes en fibrados
de otras G-estructuras del fibrado de métricas como la con-
forme o la especial. En particular, serfa interesante conocer la
estructura del caso genérico en cada una de estas estructuras.

= El teorema 6 suministra los invariantes necesarios para resolver
el problema de equivalencia. A fin de poder aplicar dicho resul-
tado a estudios computacionales, serfa muy interesante poder
determinar una base de invariantes funcionalmente indepen-
dientes. Parece obvio que dicha base depende de la naturaleza
de la variedad. Sin embargo, el poder determinar al menos una
cota en el orden de derivacion del tensor de curvatura de Rie-
mann aplicado a vectores de la base de Frénet serfa de gran
valor. Mds ambiciosamente, se pretende determinar comple-
tamente alguna base en categorias geométricas concretas de
variedades homogéneas.

= En relacién a este iltimo punto, serfa interesante realizar un es-
tudio completo de los invariantes en otras variedades relevantes
de la geometria diferencial como los espacios proyectivos (real,
complejo o cuaterniénico), variedades de Grassmann, etc.

= En el capitulo 10 se da una interpretaciéon geométrica de la
integral de la primera curvatura de Frénet de una curva. Serfa
interesante proporcionar interpretaciones a las integrales de
las curvaturas de Frénet que generalicen clédsicos resultados de
curvatura total en R™. De hecho, el primer paso serfa estu-
diar dichas curvaturas totales en el caso de las variedades de
curvatura constante.
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