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INTRODUCCION

Resulta evidenfe a partir del desarrollo de la moderna Fisica Ma
tem&tica que el bloque central de problemas que ha tenido y tiene
planteados apuntan hacia un objetivo final: la resolucidn de ecuacio-
nes > sistemas de ecuaciones diferenciales (ordinarias o en derivadas

parciales).

Ahora bien, dada la envergadura de este problema desde el punto
de vista de la matemitica pura, se hace muy dificil cuando no imposi-
ble resolver en detalle una ecuacidn dada. Hay que distinguir no obs-
tante en este punto dos situaciones completamente distintas tanto por
los tratamientos técnicos exigidos en éada caso como por el papel que
han jugado en el desarrollo de los modelos matemidticos en Fisica. Nos
referimos de una parte a las ecuaciones lineales y por otra a aque-
1llos fendmenos fisicos que vienen descritos por ecuaciones no linea-
les.

No es f8cil justificar mediante argumentos intrinsecos el lugar
privilegiado de las ecuaciones lineales dentro de los modelos fisi-
cos. En ciertos casos como la Fisica Cufintica puede argumentarse a
posteriori alegando que las predicciones basadas en ecuaciones cuyas
soluciones obedecen principios de superposicidn lineales dan resulta-

dos en buen acuerdo con la experiencia.

Pero claro estd, esto ni es cierto en general en los diversos

campos de la Fisica, ni descarta la posibilidad de que incluso los mo
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delos lineales que funcionan bien sean tan solo una buena aproxima-

cibén a una realidad no lineal.

Mas afin. La incorporacidén a la metodologia matemitica de disci-
plinas como la Biologia, Bioquimica, etc. no hace sino aportar nuevo
apoyo a la creencia de que los procesos de la naturaleza estén des-

critos mediante modelos no lineales,

En cualquier caso, un simple argumento de genericidad ratifica
esta sospecha si bien pudiera ser la Fisica una disciplina "singu-

lar" en este aspecto.

En los Giltimos afios se asiste de hecho dentro de la Fisica Mate
matica a un crecimiento espectacular del interés por analizar algu-
nas ecuaciones no lineales en relacidn con campos diversos como la
hidrédinémica, teoria de campos, transparencia autoinducida, fisica

del plasma, etc.

Ciertamente se esti muy lejos de una teoria general de las ecua
ciones no lineales. Esto no puede sorprendernos puesto que tras mu-
chos afos de intensos esfuerzos acerca de las ecuaciones de tipo 1li-

neal, estas carecen todavia de un tratamiento exhaustivo.

Cabe esperar incluso, como sefiala AmeS, que no siendo las ecua-
ciones lineales en su conjunto sino la familia asociada a un tipo
concreto de no linealidad, la amplitud y dificultad de los problemas
implicados en una teoria general de procesos no lineales deberi espe

rar largo tiempo.
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. Ante la impotencia para obtener la solucidn general de una ecua
cidn dada aun en el caso de ser lineal, se ha recurrido principalmen

te a dos tipos de métodos radicalmente distintos.

Por un 1ado, el andlisis numérico permite aproximar soluciones
o realizar experimeﬁtos numéricos para investigar el comportamiento
‘de ciertos datos iniciales al evolucionar bajo la ecuacién., De otra
partz, estidn los métodos analiticos que permitén obtener informacidn
parcial sobre familias especiales de soluciones o bien sobre aspec-
tos cualitativos de la propia ecuacidn. Uno de estos métodos conoci-
do como método de invariancia o similaridad, cuyos origenes se remon
tan cuando menos a la Geometrig Diferencial del siglo pasado y con-
cretamente a las aportaciones de S. Lie, estén siendo objeto muy re-

cientemente de un relanzamiento espectacular,

Este interés renovado ha sido provocado por las sorprendentes
propiedades que parecen ser comunes a varias ecuaciones en derivadas
parciales no lineales propuestas como modelos aproximados en una gran

varitdad de problemas.

Auﬁque estos métodos de invariancia en su forma mis elemental
fueron ya aplicados con éxito por Lie y otros a las ecuaciones ordi-
narias, y desde otro punto de vista estin en la base del andlisis di
mensional, a la hora de aplicarlo a las ecuaciones en derivadas par
ciales no lineales ha quedado patente la necesidad de generalizar la

idea subyacente.

Hasta que fueron descubiertas las extrafias propiedades de la

ecuacidn de Korteweg-de Vries (KdV) el papel de los grupos de Lie
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frente a las ecuaciones de la Fisica Matemitica se reducia bisicamen-
te a imponer restricciones a priori sobre el tipo de ecuaciones admi-
sibles y a constituir via el teorema de Noether el soporte tedrico de
la conservacién de magnitudes fisicas relevantes como la energia, el
momento, etc. . Tal es el casc de las ecuaciones de Klein-Gordon y Di
rac, cuyo grupo de invariancia a priori es el grupo de Lorentz. De he
cho no iba mids alld el interés por las leyes de conservacibén adiciona

les que una ecuacidn pudiese admitir.

No nos puede sorprender que hasta hace bien poco (Arnold 1976)
no se hayan estipulado claramente las hipdtesis implicitas en la for-
mulacidn de la Mec&nica Newtoniana y el papel central del grupo de Ga

lilei en la forma de las ecuaciones del movimiento.

'Sin embargo, a raiz de la aparicidn de los solitones en KdV,
Sine-Gordon, Schrddinger no lineal, efc. ha ido tomando cuerpo la
idea de que hay una serie de propiedades aparentemente simultdneas
que caracterizan el peculiar comportamiento de dichas ecuaciones, a

saber:

1. Existencia de solitones

2. Transformaciones de Bicklund (dependientes de un parémetro

libre)
3. Scattering Inverso

4, Infinitas leyes de conservacidn.

Los grupos de invariancia de Lie junto con el teorema de Noether no



viii
dan® cuenta de .esas infinitas leyes de conservacidn. Surge entonces
la cuestidén de saber hasta que punto son las leyes de conservacidn
de ura ecuacidn prefijada consecuencia de invariancias (en un senti-
do u otro) de dicha ecuacidn, Fue en un intento de dar respuesta a
esta pregunta cuando Anderson, Kumei y Wulfman introdujeron la no-
cidn generalizada de transformaciones de Lie-B3cklund (denominacidn

incorrecta pero que sigue vigente).

Efectivamente, ya en 1977 Kumei comprobd que este nuevo tipo de
invariancias daban lugar a las sucesivas leyes de conservacidn conte
nidas en la serie propuesta por Kruskal, Gardner, Miura y otros y
clarificd parcialmente la interrelacidn entre densidades conservadas

y grupos de invariancia.

Aparte de estas aportaciones citadas, poco mis se sabia hasta
ese momentoc en relacidn con las propiedades de invariancia y conser-

vacidn de las ecuaciones en derivadas parciales.

En el primer capitulo de la presente memoria se recoge una bre-
ve introduécién a los métodos de invariancia tanto en el sentido clé-
sico de Lie como en el de Lie-Backlund, poniendo cierto &nfasis en la
construccidn de soluciones de similaridad en el método clésico de
Lie, discutiéndose asimismo la posible utilidad de las transformacio

nes de Lie-Bdcklund a este respecto.

In el segundo capitulo, de caracter esencialmente técnico, in-
troducimos los operadores variacionales que generalizan de forma na-

tural al operador de Euler-Lagrange (gradiente Frechet).
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Al objeto de disponer de relaciones algebrdicas simples que faci
liten el posterior manejo de las expresiones en las que intervienen
estos nuevos operadores, desarrollamos algunas identidades que serén

de utilidad en los problemas abordados en las siguientes secciones.

Hemos de hacer notar que en el estudio de los problemas variacio
riales tal como se exponen en cualquier texto standard no aparecen re-

cogidas este tipo de derivadas variacionales generalizadas.

Aparte de que encuentran una sobrada justificacidén en el andli-
sis desarrollado en el siguiente capitulo, no es dificil comprender
que son estos operadores quienes generalizan-de forma "natural” el
operador usual é% ,‘sin més que expresar su accidn dentro del 8lgebra
simbdlica de Gel'fand-Dikii [25].

El capitulo III persigue un propdsito bien definido: probar que
las densidades conservadas vienen caracterizadas por ecuaciones (de
tipo funcional) de una forma aniloga a las que caracterizan los gene-
radores de invariancia Lie-B3cklund de ias ecuaciones en derivadas

parciales,

Una vez sentado este principio observamos que esencialmente las
Gnicas ecuaciones en derivadas parciales en las que ambos tipos de
condiciones coinciden, esto es las condiciones para ser un generador
de invariancia y ser una densidad conservada una funcidn dada, son
las ecuaciones lagrangianas. Puesto qué son estas ecuaciones las ele
gidas por la Fisica en su descripcibdn de la Naturaleza, las simetria

y las leyes de conservacidn deben desempefiar ambas un papel con un
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prefindo significado en la estructura de las soluciones de estas ecua

ciones.

Algunas realizaciones concretas de la teoria desarrollada en
los capitulos precedentes se plasman en el capitulo IV bajo la nueva
visién de conjunto que nos proporciona el manejar simultlneamente los
tres pilares perfilados con anterioridad: invariancias, leyes de con

servacién y las reglas del cdlculo formal de variaciones.

En primer lugar damos dos ejemplos en los que puede verse el mé
todo general a seguir para encontrar las simetrias-y las leyes de
conservacidén. Pasamos a discutir algunos problemas de caracter técni
co er relacidn con ambos tipos de funciones para finalizar analizan-
do algunas propiedades generales de las densidades conservadas a la

ley .de las propiedades de invariancia.

En muchos casos nuestros logros, asi lo creemos, se encuentran
mis en el método esbozado que en el resultado mismo. Esa es la razbn
de haber elegido a veces casos particularmente sencillos para con-

trastar la potencia de las técnicas utilizadas,



I. GRUR'SDE LIE - BACKLUND

s 1. Grupos de Lie sobre ecuaciones en derivadis parciales

Consideramos funciones reales u(x) definidas en puntos X =(x,--%x)
del espacio R". Tales funciones las supondremos diferenciables con
continuidad hasta el orden que sea necesario en cada caso y en gene
ral que satisfacen todos los requisitos de regularidad exigidos mis
adelante. Como se verd nuestros problemas serdn de un tipo mds bien
algebrdico que analitico.

Introducimos la siguiente notacién para sus derivadas:

wi
M. —
mz — (), del =5 e
Ky K ‘ca
LSRR TN =
Salvo mencidn expresa en contrario, existird suma sobre indiceS

repetidos.
Una ecuacidn en derivadas parciales de orden m es una relacidn del
tipo:

Sz,[j,u.] = 0 (1)

donde {l es una funcién de las variables independientes x, de la de

pendientesu(x) y de sus derivadas u, (x) hasta un orden m, es de

cir |tV ¢ m . En general un paréntesis cuadradoc denotari depen-
dencia en u y sus derivadas [x,u]za(xi... X 5 Ux ).

Las soluciénes de la ecuacién (1) son aquellas funciones u(x)

para la que (1) se satisface identicamente.

Desde el punto de vista geométrico, las soluciones u=u(x)

pueden ser tratadas junto a x como los puntos (x, u(x)) de una



. . n+1
variedad M, dentro del espacio R .

Sobre el espacio Rn+1 tiene sentido la accion de un grupo de
]
Lie uniparamétrico G que asocie a (%, u(x)) el punto {(x , u' (x')).
X 3 e x'(x, ;o)
(2)

(ay
w29 wi= ux, u;a)

dond: a es un pardmetro real que describe los elementos de G.
Los elementos g(a)¢ @ transforman una variedad M, como la
considerada mds arriba en otra M+ con puntos (x', u' (x')), de
acuerde con las férmulas (2).
La aplicacién
uzaux) — u' = ucx (3)

inducida por (2) pasa de las funciones u(x) sobre R" a las u'(x').

En el presente contexto cobran sentido las dos definiciones
siguientes:

Def, 1.- "G es un‘grupo admisible para la ecuacidén (1) si toda so-

lucién es transformada por (3) en otra solucién".

Desgraciadamente conocemos las ecuaciones, pero no es lo mis
frecuente conocer tambien sus soluciones. Si la ﬁeoria de los Gru-
pos de Lie puede esclarecer en algo los problemas asociados a una
ecuacién en derivadas parciales como (1), debemos relacionar ‘ante
todo el grupo con la ecuacidn mis bien que con las soluciones’ de
ésta.

A tal fin sea RN el espacio de puntos 4= (%, &, dy) , 1810l em .

Dado un grupo de Lie uniparamétrico actuando en Rn+1

podemos ex-
tender su accidn al espacio RN de manera que l1s variables u, se

transformen como las derivadas de tipo & de u(x). Esto es,para cual
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quigr funcidn u=u(x) los puntos prix) = (X, #4exI, M, (x)) se convier

ten en los plcx’) 2(x', w'cx') ,ul(x)) bajo la accibn extendida de G, sien-

oL

mé
do ulx) = (x'). Denotaremos por 6’1 el grupo de estas

o o
ax . e
. : N
transformaciones sobre R .

La funcién §ltnul de la ecuacidn (1) es una funcién Q::-Qa(f”) de

finida sobre RN.‘

Sea J{”l) la variedad -{ft :Q'(f‘)—’=°} en RN.

Def. 2.- Dade-un grupo de Lie uniparamétrico G sobre R"1 Qiremos

q ue G és un grupo de invariancia para la ecuacidn (1) § (x,al =0

. . . .. 0t
si /ft(Jl) es invariante bajo la accidén de & sobre RN, Es de-
cir, si Q(N:'O implica Repy=0 para todas las transformaciones

wt.,

de G,

La definicién 2 satisface la necesidad mencionada antes, ca-
racterizando un grupo por propiedades"medibles" en la propia ecua-
cién. Evidentemente todo grupo admisible es de invariancia.

Una aplicacifn importante de los grupos de invariancia consiste en un
método para encontrar soluciones de la ecuacidn (1) mediante la re
duccién del niimero de variableg independientes, lo que se conoce co
mo Método de Similaridad C4] , aplicable siempre que el grupo de
invariancia sea admisible, cosa que ocurre bajo condiciones de re-

gularidad en la ecuacién no muy estrictas.

Consideremos entonces la accién infinitesimal del grupo 6
sobre los puntos x y las funciones u{x), hasta el primer orden en

& la ley de transformacidén (2) resulta ser



)(:.: X‘- +a,E:'(¢.u.(n)) bO(a.")

aix) = uwm) +a~l(x,u¢u) +(O(a® W)

: . . +
- Dada una funcién F=F(x,u) definida sobre Rn_(i, tendremos

F‘(K'lu,'((')) = (M{\- wX) F(x, atny) ::”2, -;%':(x “’d—"‘)(i. M(‘))( 5)

=0
donde X es el generador infinitesimal del grupo G

2 ' 2
= c (% - C e
X h ,um}a': + 1 %, u(u)a“
Este operador diferencial de primer orden se obtiene conside
rando la acci6én infinitesimal de 6 sobre una funcidén & (x,«04)

o, ulto)) = £, atn)) +,a-'d‘| F e, adee) + O(at) =
da fa-o

— . .2 2. sutn) + Oral
) & oo (f.‘m '“)au) e, u) + Ofal)
. ot .
Hasta el primer orden en a, tendremos tambien para G las férmu-
las .
¥o = % koG u) + Ot

o) = ey & ¢7(*.uv:»)+om9 (6)

W () = w0x) 4 O (L, aainl, daginr) +OC2Y tptsid

Las funciones ¢  definidas sobre RN se calcula; facilmen-
te a partir de la férmula (4) (por ejemplo [41) y se expresan como

polinomios en las 4, cuyos coeficientes dependen linealmente en las

ke, M Y sus derivadas y resultan ser 7 = Db De ) +fiDur,

. At
El generador infinitesimal de @& se escribe entonces
4.
X2 L 4 2 =
N .421‘ dadu

(7

— . 2. 9.
_.}'43.3: PR }'ﬂax” + é T S



Defe 3.- Si G es un grupo de invariancia para la ecuacién (1), dire

mos que x®*t es un generador de invariancia para esta ecuacidn.
. s
Propasicidn 1.- g;  (Q(x, «, dy ) Ml M es und funcidn diferenciable
y su matriz Jacobiana (XZQ ,4%‘.&Lu)es no singular sobre Alﬂzh en-
tonces G es un grupo de invariancia para la ecuacidn (1) si y solo
. 20t .
si J( JZ se anula sobre.{ﬂﬁ), es decir

Xml(l,la =0 (8)

Demostracidn.-
Con las hipdtesis hechas sobre la funcién @ , M(Q) resuita

ser [3] una subvariedad regular de RV que permanece invariante ba

ext ext

jo la accidn de G si y solo si X es un campo vectorial tangen

te en rf{(ﬁ) , es decir si y solo si XeXt..(Z.(f‘)=o para todo s ¢ H(82),

La proposicidn 1 nos proporciona el método de cllculo para
determinar los grupos de invariancia de la ecuacidn JLCx,uJ::o .

En efecto, el problema se reduce a resolver (8)

. 24 e _
t‘f;: +%"le53—‘::‘ =0 (g)

para las n+1 funciones incégnitas t;,7 teniendo en cuenta !Z(lnﬂ=ﬂ
En la préctica (9) resulta ser un sistema sobredeterminado y sus
soluciones varian mucho con el tipo de ecuacidn fl pudiendo depender
de funciones "arbitrarias" de x y de u (caso de las ecuaciones 1li-
neales y cuasi-lineales) o bien tan solo de unos cuantos parametros
(como en general ocurre en las:ecuaciones { no lineales) e incluso

tener solo la solucidn trivial .



. 2.- Método de Similaridad

Def. M.~ Dada un grui)o de invariancia G para la ecuacién (1) dire-
mos que u(x) es una solucién de similaridad de (1) bajo G, si es
invariante bajo G.

Es decir W) = aulx) (10)

"Infinitesimalmente'la f6muia (10) se escribe

. 24 _ ,
t‘ “'“_) 3 x; 700 w) (11)

’

para F.'. 1 dados. La ecuacién (11) as una ecuacibn cuasi-lineal
en derivadas parciales para u(x). La teor;a de tales ecuaciones
cuasi-lineales es completa [l#] en cuanto al cilculo de la solu-
cién mlds general que viene dada por una relacién funcional del ti
po, P (viyrvn) =0 (12)

donde & es una funcién arbitraria de las n integrales primeras %4 =
=z }i(x,m) de la ecuacidn (11). El1 método a seguir para resolver

(41) es el ‘siguiente,

1._ Se le asocia la ecuaci6n homogénea~
2 ¥ 3y .
¢ R . OF =
t“ xq a2 ) : + ‘7{: u) 3 0

donde Y (%y,.--, ¥u j #(x))=0define una soclucilnu(x) de (11)

_en forma implicita.

L)

2. Se buscan n integrales primeras
R A LT Y EFEP VR L VY |
3. Por fin se toma
vouu) = (v Vi)
y se despeja en (12) la letra u.




Sin®embargo, las soluciones de (11) aun no son soluciones de la ecua-
cién original (1) puesto que el grupo céracterizado por las f;,7 no
determina ni éon mucho una (nica ecuacién JZF&tﬂsoque lo tenga por
grupo de invariancia (por ejemplo, las ecuaciones de la forma {2(u)=0
que no dependen explicitamente de las coordenadas X; son todas inva
riantes bajo los grupos de translaciones X —> X +24-, M) = utx)que
tienen por generadores §;==3; 1M=0 ) . A partir de (12) se obtie
né una forma funcional para u en funcibén de las invariantes & inte-
grales primeras }7. Al exigir que u sea solucidn de (1) se obtiene
una nueva ecuacidn diferencial en derivadas parciales para uno de

16s invariantes, el '{‘digamos, en funcién de los restantes v, ¥y

habiendose reducido en unoc el nimero de variables, de las n varia-

bles x hemos pasado a las nuevas variables ¥;, ..., ¥5_, -

Si la ecuacidén de partida contenia dos variables independien-
tes sélo,se logra reducir a una ecuacidén ordinaria, con lo que se

cambia radicalmente el tipo de problema.

Hacemoés notar que nos hemos restringido al marco de una sola
ecuacién y una variable dependiente u(x), y-que la extensién del
método al caso de un sistema de ecuaciones en derivadas parciales
sigue la linea establecida anteriormente si bien aumentar las di-

-ficultades en los cflculos prdcticos.

Como ilustracidn de la teoria desarrollada brevemente hasta
aqui mostraremos las soluciones de similaridad de dos ecuacionss
a las que nos referiremos con frecuencia en lo que sigue: la ecua-

cibén de calor y la ecuacidn de Korteweg de Vries



Seasla ecuacibn

AR =" AL

¢ X (13)

que glescribe la evolucién de un campo térmico u(x,t) en una dimen-
sidn espacial x("ecuaci6ﬁ de calor") . 8i hacemos & = u, -4y y llama
mos ahora f,=f, f =z las funciones f(x ¢, u),2x,¢,u), Qe t,u)
definen un grupo de invariancia para (13) si se satisface (9) es de-
cir

Ty = My =° (14)

bajo a=u, o para cualquier solucidn u{x,t) de €¢13),

Las soluciones de (14) resultan ser las siguienfes funciones:
b= et wpn)«+ 8¢+ €
t rét 4+ gt 4w
1= [CR)(x% +£)-(%) x + 2]

con «p,r, &) €,2 constantes. Las férmulas (15) definen el grupo de -

(15)

ifvariancia de la ecuacién del calor (13). Identificamos con faci-

1 idad los siguientes subgrupos: £-traslaciones en x, X-traslaciones
en t, P - dilataciones de las coordenadas x y t, A -dilataciones en
u, Cada uno de los seis subgrupos de (18) puede usarse para buscar sg
luciones de similaridad de la ecuacidn (13). En particular es posi-
ble odtener 1la soEI.uci;’m fundamental de (13) que es la determinada por
la condicién inieial.

#ix,o0) = &(x)

resultando [4] ' ot
4 “we
X, ¢) ="
1 &) ot e

Il uso de condicimes de contorno viene impuesto aqui por el ti-
_po de solucibn buscdda, pero no es caracteristico del método,

Un procedimienlo anilogo aplicado a la ecuacidn de Korteweg de



Vries (KdV).

* My My & Moxx =0 (16)

nos conduce al-grupo de 4 parimetros

f= Ly 7t

3
(17)
T= & ¢ +p
M= -
el subgrupo de (17) « =2 =0 da la solucién
Mmx, ) = 3¢ %cl,"'[[‘:(x—ce)] c.=-§-

que recibe el nombre de solitén[SJ.

Otra familia de soluciones asociada al subgrupo de (17) a=0 esta

caracterizada por la ecuacidn de Painlevé[ 6, 7]

En realidad las soluciones de similaridad "Tipo Lie" de una
ecuacién en derivadas parciales constituyen una subfamilia, por lo
general no muy numerosa, del conjunto de las soluciones de la ecua
cibén aunque tambien es cierto que es el {inico método aplicable de
un modo sistematico para encontrar soluciones. Una versidn simpli-

ficada es el anilisis dimensional que presentamos en el apéndice.

3. Transformaciones de Lie- Bidcklund

Las transformaciones tratadas hasta ahora se reducen a una apli-
cacidén directa de la teoria de los grupos de Lie a las ecuaciones
" en derivadas parciales. Dentro de este orden de ideas, se han conse-
guido muy recientemente extensiones en modo alguno triviales de

la teoria, los grupos de Lie-Bicklund [ 8,3} . Lo que a nuestro
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juic.'o constituye la razdn esencial de tal prolongacidn se reduce
simplemente a A-t':ratar en pie de igualdad la conexién entre integrales
primerasy gruposde simetria que aparece en la Mec8nica Cl&sica[46]
con 1z ecuacidnes e:‘; drivadas parciales, en particular las no linea-

les. Este esquema se verd completado en los capitulos que siguen.

Sea pues, sin pérdida de generalidad una funcidn real o comple
ja u con N componentes wr(r=4,..., /V) que dependen de n coordenadas

Xg (k=4-,n) . Como en el § 1

: Wl
a4 - .
“wl (X)) == bt = oty oo et

ax:“'... 3x,
Si m es un entero no negativo, definimos el espacio E, como el conjun

to de puntos (¥, -y Xn:ayry w7) 5 lxj$m y E= U. Em por?.,:
ﬂl;o

denotaremos el conjunto de funcibnes & = £(x,u})definidas en E  (pa-

ra abreviar pondremos a weces FEx,_u]) y de clase C” localmente en

todos sus argumentos. Hacemos entonces F=U "r’:',‘_ . Sea O, (k=d,...yr)
: ™o .

el operador de derivacidn total respecto a la variable x, ; actuando

L
sobre % es
D =.9 D u~) 3=
N g"‘%)a“‘

oy o (19)

donde se suma sobre los indices repetidos. Escribiremos
o _ o
p™ = TT(D)
& .
En lo que sigue un sistema de ecuaciones en derivadas parciales se

% .
considerard constituido por N funciones &%¢ # igualadas a cero

,Q,Acx'u_] =0 , A=4A,...,. N (20)

Lo que llamaremos sistema extendido, se obtiene del (20) consideran-.

do las comecuencias diferenciales de estas ecuaciones.

Y
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" ;
D%, n1=0 , l)yo 5, =dy, A (21)

Si Q&L?’J las soluciones de (21) determinan una variedad M(Q)

en el espacio euclideo E de un modo anélogo al ya indicado en el § 1.

Los grupos de transformaciones de Lie-Bdcklund [8] no son otra

cosa que grupos de transformaciones de Lie sobre lﬂ,(@)

Sea G un grupo de Lie sobre la variedad &(Q) s definido por las

ecuaciones
N
«

x
x
i

]
)(,,(X,.,..., an ML'...,“ ,'w)

(22)

4 ~
“'A = ,u“'(x“ cerg Kmy Mpy .oy '“x,' a.)

siendo a el parametro del grupo.

Definicibén 5. G es un grupo de invariancia Lie-Bicklund para el sis-

tema (21) si

i & A
DL <!, wx)?] =0 , A=A NV
. SZ,:a
Es decir, las variables transformadas satisfacen las mismas ecua

ciones que las originales. Obien /’[(ﬂ) permanece invariante bajo (22).

La accidn infinitesimal de G viene caracterizada por n+N funcio
nes fk(x,uJ P 17'*,_-,,,“3 & T s (k=1,..,n; r=1,..,,N) tales que en

primer orden de a la transformacidn (22) es

Xk

¥k + o £y it + OCat)
(23)

WA= whog + o gtes wd + 0 cat)
En contraste con la teoria estricta de los grupos de Lie, las fun-

ciones f,,, ")"" dependen ahora tanto de las v’ como de sus derivadas
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El generador infinitesimal de G es el operador diferencial lineal de primer
- L

- orden X,.._.'F 2 4+ 4,y B

BRI < T« auly

siendo las funciones "): [(x,#) de la forma
L Dd("h_t"D u&)_‘_f D LLA'
M = ¢ € De *a (2%)

“de mode que

u.': (x') = M3 (x) +a 41: Cx, ] +_O(a-')
. y . ~
para el primer orden en a, con lo que las derivadas u, Sse trans-
forman de manera coherente con la ley definida por las expresiones
que figuran en (23),n6tese aue

LY

Tw

A

x| =0
- Proposicidn 2.- Si definimos f.*E ']"— Fa D*“'“,_en términos de las nue
h A - » » .' .
vas fumciones { el generador infinitesimal de G es el operador
X =D « ( “rh). 2.
7 . f(?‘ p c)au;

Dem.- Fasta observar la identidad

.2 AL D _ s ) - .2
b &gy = o R Oed) I - L0 - ki 20,5
De un modo anilogo a como se procedid en la proposicidn 1 se ve

que la definicifn 5 tiene como consecuencia la

+ k3 . [ . . A
Proposicién 3.- G es de invariancia para el sistema 7z0, r=4y...m
si y selo si '
XQ" = ?;D o~ +Ypt) 2L 2 5 (5 2420 9
_ 1 oy au:’( ” ey,
donde = significa que la igualdad se satisface sobre los puntos de Jl{fy
Qbservamos en (25) que § DbQ,“'_—'_-e y por consiguiente la condicién de

“invariancia es simplemente.

A
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le\. B .
%(D“C‘) s =o : (26)

El significado de las funciones {*t%, 3 queda aclarado por la

proposicién siguiente

Proposicidn 4.~ Bajo la ley de transformacién (23) del grupo G.

wh(v) = u*rx) +a thr[“':‘"v“’] +0(ay (27)

Dem.- A partir de las férmulas (23)
W) = ut(xp-aly) +ant 0@ = wre) +a(qt - fe Deut) +0ca?)

observando el primer orden en a. Cambiando x' por x se tiene (27),

Las funciones Z:'L son por lo tanto los géneradoreé de un grupo
que transforma las funciones u* y no a las variables x,. Dado que
en la expresidn (26) de la condicién de invariancia para un sistema

%=z o0 no aparecen para nada las funciones E} » se puede pres
cindir de ellas y trabajar tan solo con las (“. E1 procedimiento

es del todo equivalente a utilizarf y'c pPero menos engorroso.

4.- Soluciones de Similaridad y Grupos de Lie- Bcklund

La caracterizacién dada por la definicidn % delf2 para las so-
luciones de similaridad que se pueden formar a partir de un grupo de

Lie es tambien aplicable a los grupos de Lie-Biklund. Si «’*tx) son

las funciones transformadas de las u'(x), las u’(x) son una solucién
- - - .. L .. . I
de ‘similaridad para las ecuaciones {2 {x,u}l=0, si son invariantes
arx) = urx) ,(a=a4,.., /V)

- L . - .
siempre que las Q:U,u] sean ellas mismas invariantes.
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« E1 método a aplicar para obtener estas soluciones consiste en

anular las funciohes [, ya que antonces se tendrd X=0=p 't = u(x)

‘que sucede si  L*rx, w1 =0 ) (28)

Las er_.-uaci;mes (28) constituyen un sistema de ecuaciones dife=
fenciales para las funciones u*xl En este caso, a diferencia de lo
que ocurria en los grupos de Lie puros, la solubiliﬁadvde (28) no
se ﬁuede as;egurar en principio y puede resultar un sistema tanto o
més comp_l'icado que el original de las &'tx,u) =P Recordemos que el
argumento para tener soluciones de similaridad a partir de un grupo
de invariancia de Lie estribaba en la asociacién de la condicidén de
invariancia (28) con una ecuacidén cuasi-lineal en derivadas parcia-
les para la funcidn ut(se trataba alli por séncillez de una funcidn

’ 4 ..
[e] » —
u solo) que era E‘— 3 ! Z

Si tenemos an‘cuenta que "= 7"~ ¥ D, u* las ecuaciones
(28) son formalmente las mismas que antes pero ya no son cuasi-1li-
neales y por consiguiente mucho menos sencillas casi siempre. Ello
es debido a que como ya se ha visto las §.'y vl"' dependen de u y de

sus derivadas lo que en este caso complica las cosas.

Hacemos notar que alguna solueidn de importancia en la ecuacién
de Kdv es de similaridad via Lie-—BéicklundﬁO] . De cualquier modo
la forma en que los grupos delie- Bicklund sean aprovechables para un
método de similaridad o a‘1go por el estilo no parece estar aun cla-

ra.

A
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*5. Grupos de invariancia para KdV y Schrodinger no lineal

Comentaremos ahora con algin detalle el procedimiento a seguir
para obtener los grupos hasta derivadas de un orden dado de invarian

cia Lie-Backlund de una ecuacidn diferencial en derivadas parciales.

Para la ecuacién de KdV ya dimos la expresidn (17) del § 2 de

su grupo de Lie con cuatro parimetros. Ampliaremos ahora este grupo.

En la ecuacidn de KdV (16)
My UMy o+ Ayxx =0

nos encontramos con una sola funcidn u(x,t) y necesitamos determinar

una t[x,u] tal que

a(x) = ablx) +a,ttx.uj +0(ay

sea de invariancia, lo que equivale segfin (26) a que

D +{uw +uDl+ D[ 20 (29)

En principio t puede depender de derivada; UpsUyppsUppoest sl sees

pero la ecuacidn nos dice que up = - (uux + uxxx)’ por lo que se pue

den eliminar las derivadas temporales desde el principio y buscar

t(x,t,u,ux,uxx,...) dependiendo de u y sus derivadas en % solo,

Efectuando las derivaciones indicadas en (29) obtenemos

iy

” k
'.’_t_g. +§, —-t D (s -aay) +Z,’u,<+u.§-£ +ué :TE!“‘klﬂ"'
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. 2 2
? J
*Ltﬂi £ “4&-4*52,?t +
(4

(73
a9 Wyy
Iy 3*0"&3“‘ 1

a‘; 'b“( .
a
+ 2 Axdu, A+ 4-2/ Ygor Myp, Momey +
e € k,f,m Vs I 7Y
’

2! F14 (30)
4+ 3 2‘ — G e 2‘ “ =0 -
‘e =
Wi M, Iu, 4 24 < Uy k43
(como de costumbre Uy = Uy Uy 2 U sene uw’-’ D:u). Reagrupande tér-
minos
of AL, al
+ + + (A, 4 &
11 Y ax3 t 1 % Juy “"'“’**H"D. (‘““4))"'
3 )
135 [ ?:_t Lopy + 2L Uieer + LL—‘ Yagry g4y | +
e, Ll dxTaMky X dky ax du duty

L
Lpeg Upmey + 3 __?__C__ Adpys My, , =0
arm TG, é o, 3up s (31)

La ecuacidn (31) debe anularse idénticamente en u y en sus deri
vadas puesto que ha de verificarse para cualquier solucidn u de KdV,

13
por consiguiente las derivadas parciales de (31) 2, ’
) gy U dMe

han de ser también idénticamente nulas,

$i nos limitamos a orden cinco en las derivadas de u que figu-
ran er t [10] de modo que c (x,t,u,ui,...,us),en la ecuacidn (31} apa
rece a3 lo sumo una derivada de orden siete, Imponemos que —?—(34) =0
2

Y
es decir

a%;@(.’»‘4} = _;(.3:‘:. + 2/ ,lf{_ “ku) =0

Hog Y au'k us

4
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o bien
Q ,@_C_ =0 = ( = M(t)“;'f't,(’("p“v“!u") (32)

y del mismo mode para u con lo que se acaba obteniendo -

g2

t = ¢ (3/; s dasty + 24qty + 4 w'a,) 4 C (45 baris, )+

+ Gy, s C‘("‘M ”3*(4{74-‘4444)444) + Cs(t'u,-4') .
33

siendo €13C)5Cq35CyC los parémetros del grupo. A los C,5C33CysC €O

5
rresponden los mismos generadores que ya se tenian en el Q 3, lo que
se ve mias claramente si se sustituye uy + uuy por -ug seglin la ecua-
¢idén para u. En principio, a la vista de este ejemplo, es posible te
ner un grupo de invariancia con tantos pardmetros como se desee sin

mis que aumentar el orden de las derivadas de u de las que depende f.
De hecho, en un caso tan trillado como KdV, existe una férmula de re

currencia [11] sobre los generadores que dependen solo de u y sus de

rivadas. Si tw es una solucidn de (29) hasta derivadas de orden n,

es decir [, (m, «,,..., n)
v ~4
bass = (BE+Emr 2man™) 00 (a0

es también solucidén de (29). En (34) se ha de comenzar con t,zu.,g
[12].

La ecuacibén de Schrodinger no lineal con un ‘término cfibico

“VE b Yy vty =0 (35)
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tiepe propiedades comunes con la de KaVv {5]. Aquf nos limitaremos ;3
dar su grupo de invariancia. Puesto que J~ es una funcidn a valores
cor'nplejos de las variables (x,t), C serd en general una funcidn de

[ ]
. 4~, su compleja conjugada Y~ y de sus derivadas. Podemos eliminar

aquf también la dependencia de { en %3, bz ,... completando (35)
con <Yy + Ve VIt Ye =0 . La condicidn de invariancia pa

ra (35) bajo un grupo caracterizado por C es entonces
v v gl *r =
i L +D 0+ Lvtarriyii=o (36)

con. {(% & v, W, v; ,17:,,‘--) . Desarrollando las derivadas y te-
niendo en cuenta (35) llegamos a la ecuacidn

‘;'3,_; 2 T R bt 3 k e
A A A R _%3%; ol (vhA*) +

+ 5 2% 0. (v 1v1*) +z£,(—'fl— vier + 2L T )+
L4

x 0V ax VR aX 2%y

2y, 'V‘ +22L = " = = ol o
=2 Wi, =0
4-&% (akav‘ k+r T+ 3%3"7‘ Yiss Vu., *a_ﬁa_{f. Vie: Ve EI 5 kL

(37)
La técrica para resolver (37) es la misma que la expuesta en el ejem

plo anterior para KdV, Hasta quinto orden en derivadas se obtienen

los gereradores [10])

Uiz it(ug+ lyiy) +4%% vV

4



* t_3= 1V‘
ra = Vd

b= v+ IvIE V)

t; S ) +3|V|LV,‘,

fad
]

Ay v i valyrty aviv* e vy te 2 vly)

I~
o
1

. - - _ 4
= ¥ +s(WIM 2 Yy i 2T v e e i)+ 2 vy

Los cinco primeros corresponden a grupos de Lie puros.

Es flcil advertir como aumenta de un modo desproporcionado la
dificultad para resolver (29) & (36) conforme se consideran t que
dependan de derivadas de drdenes cada vez mids altos de las solucio

nes u(x,t) & y"(x,t) respectivamente.

Por otra parte y a la vista de los ejemplos anteriores nos in-
clinariamos a pensar que tales soluciones t » Si bien dificiles de
.
calcular, existen. Como se verd en la prdxima seccidn, la posibili-
dad de derivadas de Srdenes arbitrariamente altos estid casi siempre

excluida.
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. 6. Grupos de Lie-Backlund de dimensidn infinita

Nos proponemos demostrar ahora que el grupo de transformaciones
. .
de Lie-Backlund de invariancia para una ecuacién dada es en general
finito.

6.1 K4V y su modificada

Consideraremos en primer lugar la familia de ecuaciones

M, ) My & gy = O (38)

¢

donde g(u) es sdlo funcién de u, con las propiedades de regularidad
acostumbradas. Seglin la proposicién 3 del § 3 los generadores de in-
variancia Lie-B3cklund t de (38) quedan determinados por la ecua-

cibn

D U+ gD *;%?—_— wl + 0’0 *o (39)

Si c satisface (39), la transformacidn infinitesimal u'{(x,t) =

= u(x,t) +£C [x,tsu] + 0(£2) es de invariancia para la ecuacidn
(38), Sin pérdida de generalidad omitimos la dependencia explicita
en (x,t) de modo que todo lo que se diga ser§ vilido para funciones
( de u y sus derivadas respecto a x hasta un orden N, Sobre las so-

luciones de (38) la ecuacidn (39) pasa a ser -

Z (Fu +“:)—(—~u4 *30‘t+0»t)'° (10)

"O

. . 78 . .
Supuesto N suficientemente grande, como CC %z el miembro de la iz-
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quierda de (40) est& en 7N+2' Por lo tanto dado que (40) ha de anu-

larse idénticamente deducimos

. _2.(40).:0 =)D‘Lc- =0 =

4y, by
Y .
:_> t = ‘—u”"' t (M, Hyy -~ ¢ uﬂ’l) (41)
con k = constante. Calculando ahora 2. (40) y recordando la ex~-

Dudysq
presidn de t dada por (u1)

2 co = s1d ol g 28 .o »
"M (4o) =0 = & %y y " ? U 2 244y,

”
.'_'> t’: "u”_/ + t (ﬂ;’“l; L | ""ﬂ'«l)

k' = constante, de manera que t: kuN+k'uH_1 + t"(u,ui,..,uu_z)

La aplicacidn sistemitica de este proceso nos conduce sin difi-
cultad a las ecuaciones

2 (409 =0 = T, Ayt = 1L 0g =
e D AMy-2 3

=>Z"/: [‘"4 %ﬂ‘é 9!44)] styy + EV (s “n-3)

(k"™ = constante)

) al"” 2
“ (4o) =0 => D, 5. = NIN-1) HN-A gt
9“'”_, - d Yy qu)[ 1 J'Ju'?“"_..? k0%

con lo que llegamos a la expresidn
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t. =k ouy + 440, +[ﬂ'+£j‘-! kgup] sy, +

+ [L""_ﬂ_}:—‘—'él 9"“’+(ﬂ%:‘}' :;_)‘D"’] uy-3 + t w("‘!--" “ﬂ-'«) (42)

“e podria pensar que el proceso continfia indefinidamente de este mo-

‘o. Sin embargo, al imponer 2 (40) = 0 nos encontramos con una
Uy s
cuacidn de la forma

3 S _ Nid 3F " % 2
JD‘B—;," + D,,P = & -3-— u MJ'*(‘ 'é’}"-l}' (”—’)’ (43)

a funcidn P de la ecuacidn (43) esti dada en funcidn de g y sus de-
ivadas, Dado que (43) ha de satisfacerse identicamente en u y deri-
adas, segln (43 )63 II la derivada variacional respecto a u del
iembro de la derecha de (43) ha de ser idénticamente nula, ya que
1 miembro de la izquierda es una derivada total respecto a x., Por
onsiguiente’
¥ 4 Iy 2

4 Lfp At 2 m_ g L w =0

43) = (6 B 2w skt g v Firs?) =
esarrollando la derivada variacional de acuerdo con su definicién

1) $4.II obtenemos

4
Nt 2 s 233 (7R " 2 _
e R R

n la ecuwacidn (44) hacemos
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2-(414) =0 => iff- =0

21ty

de manera que las {nicas funciones g(u) para-las que [ puede depen-
der de derivadas de u de un orden arbitrariamente alto son las que

son polinomios a lo sumo cuadriticos en u
Yy = dubs bu +C

siendo a,b,c constantes arbitrarias. Como consecuencia de (44) tam-

bién han de ser k' = k' = 0,
14 + + = i
Teorema 1. Dada la ecuacidn uy g(u)ux - 0 siendo g(u) una

funcidn arbitraria pero suficientemente regular de u, existen gene-
radores de invariancia (, (u,...) que dependen de derivadas de un or-
den arbitrariamente alto de u si'y solo si g es un polinomio de or-
den menor o igual a dos en la variable u. Este resultado nos dice
que las fnicas ecuaciones independientes de la forma considerada (38)
que poseen grupos de invariancia Lie-Backlund de dimensidn infinita

en el sentido de depender de derivadas de un orden arbitrariamente

alto son
A¢é 4+ Aa 4+ Ugxx =0
Wy o4 U+ Ugxx =

Mt 4 wuldy 4 Maxx =0

La primera de ellas es una ecuacidn lineal y como todas las ecua
ciones lineales y reales con coeficientes constantes tiene un nlmero

infinite de generadores de invariancia Lie-Backlund, de hecho

Ck‘—’“"w" w, g:o,a,z,..v



2h
Las*otras dos son.  KdV modificada y KdV, para las que se conocen expli

citamente las expresiones de los r L%‘; s ¥¥ %0 .

6.2 La ecuacidn de Schrodinger

Trataremos de contestar una pregunta andloga para las ecuaciones
del tipo

AV ¥ Vs # 3V V) =0 (45)

Con otras palabras, determinar qué funciones g¢(%; %) pueden afiadirse
ala ecuacidn de Schrgdinger libre 4’% +VYx =0 de manera que aun

tengamos un generador {(%,.., %y, ¥».--» ¥m) de invariancia para (45)
con N y M tan grandes como se quiera., El método a seguir es el mismo
que ya hemos utilizado en ¢ 8.1. Aunque con algunas dificultades adi
cionales que provienen del hecho de que en (45) intervienen ahora dos

funciones independientes p~(x,t) y pox,t).

Las ecuaciones (45) y (25) nos dicen que si t(n.f,..,w,... Vn)
define una transformacidén de invariancia ha de verificar
D = iptr + < 22 +0 22 F
. C 0. ¢ bow ¢ - ¢ | (46)
que bajo (u45) es

N m
2, _1_( (‘f’uu,"'y.kg} 'i Bé'f(&t+l.“act’} =
&=-o

ko Vi

= ot + X 227 47
v v |

oY
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En ¢47) es fécil advertir que M ha de ser { N-2, de modo que ponemos
un t(, ?:f;”t donde el primer indice en F denota la dependencia en
s Wl

¥ y sus derivadas mientras que el segundo lo hace para las ¥, y7,,...
Sobre la ecuacidn (47) imponemos

Q = ’ ~
v 4V 70 D B2 <o > Lk s U v Fn)

. ‘ 4 . P
A (4n) =0 = 2t =(4-&y 22
VN 2 V-2 Vv

con lo que conseguimos extraer la dependencia de t en vy, Vwa
- 7y 2 - o ~
t = Lé% + {b‘-é}a—g VH-L + t (“.,VN—I,"'VN—J) ('48)

Damos otro paso mis y hacemos

il _ s ) ” — ) ”_ ] -
A7) (4,7) =0 =L ;}ff,, =0 % [ = z"%—l" e [ 7“"%—)}
2 . = _ et
o (499 =0 =>[htnn + £ 0, 2% + (w- &) 22 - R4

V’l—' a7 ay

LXYa a‘y_ﬁ,_}

con .1lo que

("= {f"""*;:’ (D‘a'._-,’?) e pj{?) ‘_fn;—.t +{ N('" Vaeg 1+ Vi)

También tendremos para -2
-1

2 (49) =0 = ] G F L
?Y“"' )VN-Q, 3V



26

Por®* 1o que sabemos hasta el momento

U = shy, «(e-5)22 &, +
>V

Yrkly o+ {[/.(N.,“[J(ng) J_(Ll_é‘,)a%%} Gy &

+ (4"4- 4’/3%?) Ya-v + tv('"' Y-z 5 17#'4) (49)

Imponemos sobre (47),

2 (49)c0 = M{‘j;?.,lmw) -ﬁ,—?; v, +é’l} +

oV,

o (1 38|" 22 °F ) L at®
-0—(&—&)('37’ v W +D z(m—)k?{+l#{~—z}&f§ zbé" o

La ecuacidn (50) consta de dos partes, la primera no es en general

una derivada total respecto a x y la segunda si lo es. Segln (43)$§J

II: 6—-"? (50) =0 ,, S—@_—(SO) = 0., A partir de estas dos condiciones,
v

las funciones ¢y, ) admisibles resultan ser

= Ay
j v 0 s), ¢ 2—26917 %e b¢4%+w
g= vlyly + by + c(yreaagylte™ )* - T (51
ay +rce

la funcidn h es arbitraria asi como las constantes reales a,b,c, &, »#-

A los coeficientes a y b estidn asociadas las ecuaciones
o 1
AYE Ve + oo '1'/, y=o0

Ay 4 e + b Y =0
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. La funcidn arbitraria A(¥) podemos atribuirla al hecho de Ha—
ber considerado ¥ ¥y ¥ como "variables independientes" de modo que

4 (V) representa una ecuacidn del tipo
L]

LV + Yx + £U(x, &) =0 (52)

sin que esto deba tomarse muy al pie de la letra. Del coeficiente c
no sabemos decir gran cosa. Lo cierto es que si nos restringimos a
considerar un tipo mds particular de funciones g(y, ¢?) para evitar

situaciones como la de la ecuacidn (52) tendremos

Teorema 2. Las ecuaciones de la forma
. !
£Ve +¥ex = V(Iyl) v =0 (53)

solo pueden tener grupos de invariancia Lie-Backlund con generadores
que dependan de derivadas de un orden arbitrariamente alto (sin de-

pendencia explicita en x,t) cuando V( |V|2) estd dada por
E
VOvr) = 2 vi* + & ly)* + ¢ byl

k2
Para ]‘VIL, I¥l~ sabemos que tales grupos existen. No podemos decir
. 2 . L .
lo mismo para el iwl‘l{, . Esta funcién lv\-l\/' proviene de la
g = :.7,‘— . Ademis la Gnica Aly) que conduce a una \/'(l\'}’l") es pre-

cisamente V‘? « El hamiltoniano H del que se puede derivar (53) es el

funcional

100
H =./w ax (14" + Vvl J)



que*en nuestro caso toma la forma

+

: |
H =_f9; (lyal®s L)y) % HWr s chepyr?)

28
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Apéndice: Anilisis Dimensional

Habitualmente suele identificarse el método de similaridad con
la aplicacidn mis restringida del grupo de dilataciones a la reduc-
cién del nfimero de variables en las ecuaciones en derivadas parcia-
les. Comentaremos brevemente aqui qué tipo de relacidén existe entre

ambos.

El anilisis dimensional trata con la invariancia de las ecuacio
nes bajo los grupos de dilataciones de las unidades fundamentales en
las variables y en las constantes fisicas. Las soluciones obtenidas
mediante el andlisis dimensional se denominan soluciones autosimila-
res del primer tipo. Las soluciones asociadas con grupos de invarian
cia no involucrados en el anflisis dimensional se llaman soluciocnes

autosimilares del segundo tipo.

En un problema fisico es comilin que aparezcan m magnitudes funda
mentales con las dimensiones de masa, longitud, tiempo,... que pode-
mos designar por L1,L2,..Lm. Si wl,wz,..,wn son n cantidades que ex-
pecifican el estado del sistema y se sabe que u es una caracteristi-

ca de dicho sistema que depende de las wl,wz,..,wn, se trata de en-

contrar la dependencia funcional
w o= f( Wy, W, ..., W) (A. 1)

La eleccidn de 4 viene restringida por el teorema M de Buckingham

que estd en la base del andlisis dimensional [1 . 1H].
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L ]
Teorema T . Bajo las hipdtesis

(1) Si Z es una magnitud medible entonces la dimensidén de Z es
[ ] .-
una expresidn de la forma

oL,
olyq olq, )
{z} =1L Ly
siendo o E(d‘,dz,;-.,dn)el vector de dimensiones de Z.
(ii) La férmula (A.1) es cierta en cualquier sistema de unidades.

(iii) u es diferenciable respecto a las wl,wz,..,wn

se siguen las siguientes afirmaciones:

a) La férmula (A.1) para encontrar u pueae ser expresada en tér

minos de cantidades sin dimensiones.

b) El1 nlmero de cantidades sin dimensiones (variables Fi”) es
K+1=n+1-q donde q es el rango de la mx{(n+1) matriz de dimensiones
B formada por los exponentes de dimensiones de las n+l cantidades u,

wl,wz,..,wn. (Es decir, si
2 Lm L
{4L} = Lﬁ cre Upm p .{h&} = L? I 7
la matriz B es

T b b

~r
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c) La fdérmula (11) para u puede escribirse como
w=GWy, ., W) &5, .. 1T2)
£
G- Wt . wS

siendo los Par .“,pﬁ, nlimeros reales y
’r »
77; = ‘Vq < - My\. s T{' s n‘w’LSI\(Q

F es una funcidn arbitraria de las variables ﬁ;,..., T y é s

Ty-eey M MO tienen dimensiones.

La demostracidn del teorema puede encontrarse en [1]. Su inclu
sidén aqui es tan solo a titulo informativo, ya que puede probarse
(1] que si el nilmero de variables que aparecen en un sistema de ecua
ciones en derivadas parciales puede reducirse en r variables por me
dio del anilisis dimensional (que transforma variables y constantes)
entonces dicho nﬁméro de variables puede ser reducido en r por medio
de la invariancia de la ecuacidn en derivadas parciales transforman-

do las variables solo.

No’obstante, son abundantes las aplicaciones en la Fisica del
andlisis dimensional como puede verse en [14] y [15]. Los casos tra-
tados en [15] van desde los clésicos del movimiento de fluidos hasta
los relacionados con la Astrofisica y los fendmenos asociados a pro-

cesos explosivos.

El uso préctico del método dimensional puede aclararse con el
siguiente ejemplo sencillo fiS]. El problema consiste en determinar

el peso por unidad de tiempo Q de fluido pesante en regimen laminar
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que se vierte a través de un tridngulo como aparece en la figura. El
. .
deslizamiento laminar queda determinado por las magnitudes

f - densidad del fluido [p] = 4 L7
[]
-2

g - valor de la aceleracidn de la gravedad, (91 =L T

h - altura de la superficie libre del liquido sobre

el vértice inferior del trifngulo. [A] = L
y el pardmetro sin dimensiones o (&ngulo de abertura).

El peso Q serd entonces una funcidn de P, g, h para un « da-

do

La combinacidn
1/
f’v?" ra

tiene igualmente las dimensiones de peso por unidad de tiempo y es

la Gnica que puede formarse con estas dimensiones, de modo que

4. cw
F , Lh 2

siendo C(« ) una constante sin dimensiones para cada o« . Tendremos

asi la ley

Q- Cw) p 9_3/z."5/z,

que es la fdérmula buscada.

B L T R . . . s

oy



II. METODOS VARIACIONALES

1. Gradiente de un funcional y CAlculo de Variaciones.

Aunque hemos utilizado libremente el nombre de funciones para.
los objetos de los que ée ha hecho un uso constante en el capitulo
anterior, nos referimos a los elementos de ?f(ver pég 40 ), no es
menos cierto que caendeéntro del tipo de objetos denominados funcio
nalas. Los funcionales son aplicaciones de un tipo especial: aque
llas que tienen por dominioc un cierto espacio de funciones y por

r ecorrido un conjunto numérico. Cuando ese eonjunto de nfimeros es-
t3 bien ordenado cabe preguntarse por los extremos del funcional,
es decir, sobre que elementos de su dominio de definicidn alcanza
sus valores méximo & minimo. Este es el problema central del Célcu

lo de Variaciones [17,19] .

bado un funcional W definido en su dominio D(W) cM donde M es
u n cierto espacio lineal, bajo las condiciones de repularidad gue
sea necesario suponer para W, podemos definir un nuevo funcional

sobre M de la manera que sigue.

Fijamos un elemento z¢M que se encuentre en el dominioc de

W vy formamos T+e1 para ~]LM y & un nfimero real, el funcional
4 Wiz +e
AElg=0 ) "”
se-denomina la variacién (& variacién primera) del funcional

W en el punto z y se denota mediante el simbolo f“/(zv7)

8”(2,#’) =ﬁ czo0 h/(z+e—r”
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La Yariacidén de W en z es un funcional den . Bajo ciertas res‘l':m'._
ajones [18] - fW(z,m) es un funcional lineal de 7 en general
no acotado Yz e pw). Supongamos que existe un subdominio denso
N e DIW) sobre el que Nl/(z,v\)LuVes un funcional acotado de 1 .En tal
caso, existe un funcional acotado definido por g¢w)eH
. EW(zM) = (9121,9) , ¥Yz2eN

donde (g'(zt,ql) denota la accidn de g(z) sobre 1 . Establecemos de
este nodo una correspondencia entre los elementos 2z €&V y los fun-
cionales sobre M. Si M es un espacio de Hilbert este resultado cae

en el marco del T> de Riesz[18] .

i1 elemento g(z) ¢ M recibe el nombre de gradiente de W en z
para el que usaremos la notacidén
Yog(z2) = grad Wiz)
-lo dicho hasta ahora podemos resumirlo en la férmula

iW(z,7) :ﬁ—|£=°h/(z+evl) = (g0dWz) , M)

tonsideremos el ‘siguiente ejemplo

Sea una funcién & (%x,¥,z) definida en R3 y continua en
WS ALl ol e, B2 A
Supondremos que las derivadas parciales a—":’g . -:—;_q—’ existen

y‘ sor continuas en el dominio anterior. Pedemos definir el funcio
nal’ .
*
Temd = [ Fx, wexr, utny) ax
o
sobre el dominio
)

D) = { mer: mme Cta, ) ; w@)=vt, m(b)= 3—}

siende A y B constantes dadas.

Tendremos entonces, sobre las funciones 7(x): 1(04 = -Vl(b)fo



fI[u,“('] :ﬁ-lczoI tutend _-.—‘“__ . jgli(x €Y, wlagn’) dx =

_ I.y,(’}‘% 4 98 ad" 7 )o“

En estas condiciones £I(4;q) es un funcional lipeal de 1 -
Integrando por partes y recordando que "‘l(a)= "l(b)=0
¢
- ok _ _d
§1tu; ] = L (au. o au’)? 4
Por lo tanto gradiente de I{_u] en el punto x es
C = 3% (o, ’ . 8B, uewy, uw'tnr
q«o.AI ) fon (x gcu;,ua}) ol (xy ¢ty , u'tx))
De una manera general, sea FEx,u]C?’J,formamos"

I (u)=Jdnx F Ix,u]
si M= ("]“”:---:1"‘09 tendremos como antes .
60w 1 = [are 5, ((FodT)™ = furm gunted qow
donde
goAT(a) = (gmc‘fm,..., gmt"‘fruj)

) o
grad T (w) = é;‘ e’ Dﬁg’fh“] v Azhee,

Esto nos lleva a definir el siguiente operador de. ff'en %

Definiecidén 1.- La .derivada variacional respecto a.u de la funcidn

FeF es el elemento de ?, que viene dado por la férmula

6":‘ X, 4 1= °‘ —
S ¢ 1= 2'( ) eu,’: » (1)

Recordemos que los extremales de I [u] vienen dados por las solu-
ciones de las scuaciones de mler-Lagrange

—Qf:tx.u_;l =0 , Acdy... 9.
fu”™ :

35
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2. Derivadas Variacionales pgeneralizadas

Las propiedades de 1in¢alidad de los operadores Ef; son

‘cla;as. Sin embargo la regla del producto para las derivadas usua

les no es cierta aqui. Récordemos que la razén para definir éﬁ;

" como lo haciamos en (1) era la forma del gradiente de un.funcio-

"nal I ful :f FLx,ul dx. Cuéndo el funcional I [ul es del-tipo:'

Ttul = f.&"x p<) £, ul '

donde ¢ (%) es una funcidén densidad, el operador que debemos hacer

actuar sobre €fix,u] para obtener el gradiente 9m41h0 ya no es sim-
&

plemente jg~ COmo aparece en (1Y, Tal situacidn ocurre cuando
w

efectuamos un cambio de variables
Xy 7%y (y1,...,yn)
X, =X, (y1,...,yn)

Cae s s vEEe e E

X, = %X, (yi,...yn)

Teniendose entoncer para p el determinante de la mafgiz Jaco-
biana de‘ia tranéformacién. Para decirlo con otras palabras, desea-
mos caracterizar el operador que en un sistema de coordenadas curvi
lineas arbitrario nos permite obtener el Qradiente del funcional I(u)..
Procediendo’ como en el'§'1

¢l tu’-q-] ?I%L::“x P (2, wr9] = /711) A% . MI(u].q’u)

siendo gudlIfjel gradiente de I(u) respecto al "producto escalar"

en el que al elemento de volumen d"x se le atorga un peso yﬂx)dnx.

F¥s facil comprobar que entonces
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. grad [ cul = 2— S ¢ 0! (D 9960) gL

P«
donde AR —‘ﬂ- . —-J—‘- ) ,siendo _&_. , A$AL m el operador
Vofad,  \uk d‘u sl .
que a continuacién se define., Ademis
gmaAIruJI = £ Cx,ul
Py =4 fSu
Def. 2.- Sobre ¥ y con las coﬁdiciones de regularidad habituales

. s . .. A
definimos la derivada variacional respecto a o [49] como el ope

rador diferencial lineal

— = 2, e—t)'” (oup) Dp-—@h_— , a<+p_=(".+p,,~~.ac.-+pn)
J‘u.: e e 8“&4‘5 (2)

donde " oy +
( g(a) - T:r( ﬂkpk

Hacemos notar que

5

Sar'e , i<} =0 fu
Proposicidén 1. (Regla del producto). Para V&, G €& 2 se veri-

ED et

ca que

(21
. = ek ""“DG’
e (e6) = 5 o™ (2L 20

Dem.- La definicidén (1) y la regla de Leibniz nos permiten escribir

_ﬂ‘."_(F‘.G—) = i (-2)™! Du("‘—' & _gf‘G,
Uy

au,,

~Z< ')'"'Z(V)(D . ¥ “—aﬁ— + pVlef . D"G) =

gy au"‘

Z(Df‘ i} (,)WI() vdaq + DG% i (',W'C) Dv-.(af'

V2o o Vaa 3“1/

cambiando la variable Vv por A=vV-« resulta:
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. ' .
‘ ! Y1
L (FG) = g "’(D‘F’- (_”m wd) A aG + DG PR Qi) oot
\1“'( ) ?(‘) é (%)Dau‘:"a %’ (?) au,:"’
" lo que demuestra (3).

Lz derivada variacional G—&"'(F G’} puede descomponerse de una
My

. forma :niloga como se ve en la proporcidn siguiente.

Proposicién 2.-
£ (c.¢) —zu"”(*ﬂ’){lf o"em‘?r e |

.«ﬂ; ra (*ﬂ

Dem.- (omo la proposicién 1.

" Lcs operadores £ juegan un ﬁapel dual a los de derivacidn
“

~
of
parcial a—ﬁ: como lo prueba la proposicibén siguiente.
o
Proposicidén 3.- .
2% Z(wp)ph‘r - (s
bu-,,‘ é J‘u:‘_‘;

Dem.- Iesarrollando el segundo miembro de (5) de acuerdo con la de-

finieion (2)

aﬁ) .Dpi’v(_,’lﬂ( aupn?‘) D’-—F -

I apey
= 2{ s, L—')'"(“"" ’)(‘“’ prof.
% TSA oLt AT 3‘"4*2

despues de hacer A=p+y . Pero

< (_‘)'" AAA-T (a4 _ -
f; ( " )(su?\—z) = 6’\'0 - ]l:r 8)"0

donde (, es el producto de n deltas de Kronecker [449] , lo que

finalmente demuestra (5)



Acentuamos aun mis la dualidad entre las -2 y £ con la
» 0, ,5\41.“

siguiente observacidn.

Pongamos una sola u(x) (m=1) y consideremos €{=x,u] como un

funcional, para el que calculamos su variacién &€ (x,u; ]

.y = & ' = 2E p*
§6x, w; 97 “J-_C"tn Fir,usen] = é, v |

que resulta ser un operador diferencial lineal sobre m - Lo demota

mos por F‘:- M = €Fx,un]

Con otra funcién f (x) formemos.
(E, 60 q) = [ax foy &L = (F1E,7)
donde J-‘ﬁ::’ » es el adjunto formal del aperador F‘i . Pues
bien 7
;J,'f = %(4)'“';“5 D¢ rms
sin mds que tener en cuenta la regla del pfoducto (3). Obtenemos

asi las férmulas
FL = 5 26 p*

o bl
P It J&
r - —1) =~ D
Fu = ,é(' ¢ It
Ademds de las relaciones del tipo de 1£5) con las derivadas parcia-
les . —2;, s los operadores —J‘; actuan de una forma caracteristica
U, dJaey

sobre los operadores D/3 de derivacidn total, como se desprenderi

del préximo corolario.

Proposicidn 4 .-
2 P 8 P¥o
D= é’(r) of e (6)

I

Demostracién.- Se comprueba facilmente [20] que los operadores

39 .
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de Lie-Backlund X del capitulo I conmutan con DP

¢
)(t ])p = Z)ﬁJ(k P :X% = é;(ffff)-gfz

.

por consiguiente
v p-Ya e
2003, o' = of5 (RS = 2 Q)T 2u
- .

* .
Comparando los coeficientes de D t"' y teniendo en cuenta

4 . . . .
que las f,..,,t”’ son funciones arbitrarias se sigue (B6).

Corolario

—

Ful - G‘u_",',P N

a\DP__ &

-

La férmula (7) simplifica extraordinariamente el cdlculo de

las expresiones con ’6"1 y operadores de derivacidn o? .
dugy :

A la hora de estudiar teoremasdel tipo del Ta de Noether y
otras cuestiones conexas es fitil expresar un operador de Lie—Bé'cklund

Xr = 2,‘(9‘("‘}}%‘ * en funcién de los operadores ——%; . Tal
o « d vy

cosa es posible desde el momento en que podemos hacer uso de la pro

posicidn 3

Proposicién 5.-

Sobre ?’
X = £ U‘(thﬁf\’:‘) ) VU B LT acnem gy

Demostracién,- Desarrollar el segundo miembro de (8) de acuerdo con

la regla de Leibniz y utilizar la fSrmula (§)

Para establecer el {iltimo de los resultados que incluimos en

esta seccidn necesitamos el siguiente lema.
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Lema 1 (T&Fundamental del C&lculo)

»

A
Fow e Feo s [ £Emnde , VECF (o)
[-4

4, tu) =€ (%, 141'1 vty -fu.’::)
] .

Proposicién 6 [19) . Para Vee%

Fix,u) = Crx0l+ 5, D"j‘ LE g r
-l
r

av g (10)

siendo y~ la curva ¢ _3_'; (%, ¢ul, ostg1

Dem.- Segun (9)

[ .
T (2, u) = Flxo) & f,‘ Z, ff;{s,'ruj< u: dt =
o« o

4 ol {4 a _ » o P> d.\r"'
=F 03 + 5 [0S e wt) dr = Freedsr Lo B
X, 0 2 L P ) £ ‘J; v

Corclario.~ Vg¢% Se puede escribir como

Foum) = S D Guinad, G ¢F (11)
.4

Podemos afiadir que la descomposicidén (11) no es finica.

Las proposiciones anteriores constituyen las reglas de cdlculo
para operar con los simbolos % , £ p*
st ~
o Sy

3. Nicleo y recorrido del operador

La caracterizacién del Rm‘-i‘-;‘ y la inclusidn en el éu—‘%
. AL I's

del rango de la divergencia, por lo que a nosotros nos consta se tra_

ta por primera.vez en [ 17] y las referencias dadas alli.

El teorema standard afirma [17 s 21] .
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Fx,u) e RMEE- = t—""'" al

- formalmente autoadjunto.

Tratamos aqui algunos aspectos nuevos del problema. Ademis da-
remos la solucifn del sistema.

L7 . G ex, AzA,. ..M.
=G Eeud A (12)

< . . .
en /' . Al caracterizar las soluciones & del sistema (12) estamos en
condiciones de decir cuando un sistema de ecuaciones es lagrangiano
(las propiedades de los sistemas lagrangianos que los hacen particu

larmente importantes se discutirin en el préximo capitulo).

Comenzamos estudiando el nficleo de los operadores .£~
s

Proposicién 7. [19] . Sobre ¥ es

kv 8. - Ram D (13)
£
donde
- Gr . M = = N
kM;%—{Fﬂﬂ M JA.LA' 0, A=4, ‘"‘} (14)

(15)

Demostracién.-

En primer lugar, VEtxL,u ¢ % es cierto que .F'(a,o)erl—)’

porque x4
FI%, 0] = D‘f FCY,%X1,---yXny0] dy
(4

=
de manera que si e kfn-if, segin la proporcién 6. ¢ Rom O
. al
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-
Por wotra parte para YFE e KanD se encuentra a partir del ceorolario

a la proposicién U que €°¢ *u{—g;

Corolario. £e kmff"' a fijo 4€afm &> = DA Fal ud B2, wl)

. .a . .
(En el G no aparecen ni u® ni sus derivadas).

Dada una coleccién de funciones Gi, G2,...,Gm nos preguntamos’
-
cliando existe una e F tal que (r =;4% F .En tal caso se

dice que el conjunto de funciones G admite un "potencialuF (171 .

Proposicién 8.~

- -

G ¢ Rm—ﬁ & G ox,ml = -—f\;J‘ G'ktx, vy drt (16)
Demostracién:Por hipdtesis, 3FeF : 3:;44"5 +Segun la proposicién 6.
A =g e

F Ex, 1) = Fx0) + _f G ] i Do Arx, w1 (17)
.o
donde

-+ = o A
DA‘(LMJ=£J Df 'ﬁﬁ‘w
4 iz T SV
La accién del operador £ = (£ ,...,.9- sobre (17) nos proporciona
P IRl R
s -\ A
G oxu) =% ,{_ G tx, v Aot
que es lo que queriamos probar
=)

Evidente.
La proposicién 8 ofrece un criterio para decidir cuando un

n
sistema de ecuaciones §2 [x,ul =0 g M=1,...ym

es derivable de un lagrangiano Z[x,u] e F . En efecto, la condi-

. . . . . A
cidn necesaria y suficiente es que las funciones 82 7%, ) cF cum~
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plan el conjunto de condiciones

. ,Q,A(l,u] "-‘Eij_ Ir .Q,scx,\rj dvs , A=d g™
En breve, indicaremos cémo se constfuye ﬂ[x,u] a partir de la
cole.ccién Q‘,--- 2™ 10 que resuelve el 11apado problema inverso
del Cilculo de Variaciones. Indicamos antes otro criterio Gtil para

caracterizar el Ran;%—— . Haremos uso del siguiente lema
<«

- Lema 2.- Dada la coleccidn de funciones Yx)y..., ") sobre F
¥ ogu® 7 Sad Y : (18)

. ol . .
siendo xy- :2(07‘5)3—:7 el operador de Lie-BIcklund asociado a Ot v™)
< »;

Demostracién.- Como comentdbamos en (§ )

D(Y y D“J =0
Por otra parte .
- o a5) 0. 2. = D
xwa‘f}, =5 09,55 s "o Xy

o
debido a que —-91- D"y’ =0 Es claro entonces que
9“’ .
x L. = X (-'"“' <. = &
y JAA' y %" D'“: J'u"XY-

lo que prueba el lema.

Proposicién 9.- { 20]

Hlp L o=l ;ﬁ-—&(—“, vee 7, A, S20 (19)

1) ¥
guly fu® U«
Demostracién.- . Seglin el lema anterior, para w~!..., v ™, FeF
arbitrarias

qu™

C O - & X ok (VSEE ) = & ) ) £ SE
Xy fu~ VF ;.;.“'(Vd‘u‘) é’ 4 @V)J-u’; J'»u.s

4
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des’pués de utilizar la proposicidén 7 y la regla del producto (3) -

de la proposicidn 1.

Tenemos ehtonces, por la férmula anterior:

vy 6 = s (en 15)0%y)
o« hat*s o

Fovs gy gt

y la arbitrariedad de las funciones 4’ ...,y ™confirma (19).

Corolario. Sean G'ttul,.., G™re,ud € F
- < ! A
L = 2 =c) = G
G ¢ R gus @ ru

= :Evidente por la proposicidn anterior

<= :Calculemos _£ s _ spt.s —
[M~£G fx,v) dv’ = J:;lk(u/a& fx,tmyde] =

A A
= [ ¢t tmrwidr + £ coul Lty [ 6 e turat
(] 3 °

o

después de usar la regla del producto (3).

Por otro lado cualquier G e F sificientemente regular se des-

- s .
compone en suma de partes homogéneas respecto a las u, en el senti

do siguiente:

A A N _ A .
G u1= 5%, G; (,ud  , G, U5,tul= T Guylx,ul
N30
Podemos escribir entonces:

4 .
s B r_a PRI VLI S AL PR SYy P L
‘:%4 Gre, ) = % [ Gt tulazt +<’f; ! ,‘,I“:/; v [

s
- A G xS e Myl 4 2 6, f".“J)
- g’ (ﬁ/+4 ~ % P2V

2 1=l
Es claro ademds que para cada Gy a—;f;\ Gy =e1) J:f‘;{ 6'; si asf
(24

s . .
sucede para & , $<4--» "™, Concluimos de lo anterior que



46

2L 6% niydvS = A A s 9 6“[;,.«#:
lu‘/r i {'0.1 ”2 e (6” é”"m"« o

a - n A o~
= g‘ A (Gw NGy ) =G Cx,m3
después de aplicar el TH4. de Fuler de las funciones homogéneas Se-
giin 1z proposicién 8 el corolario queda demostrado.
lna vez caracterizados /w-—",‘; oy Ram £ podemos re-
fux e
solver nuestro problema inicial, el sistema de ecuaciones (12),.

Proposicién 10.- [19] Dadas 1las funciones el,..., a™

y la co-~
leccitnde n funciones arbitrarias 'A=(A1,... An), siempre que
-
€ ¢ L » el sistema € = G x,wd , Acd,.y M.
da J‘M-A'

admite por solucién general las funciones de la forma
> - )
F(*.u]=f G tx, 03 + DA v, 4] €20)
- r

Demostracidn. -

—
VEeeF @+ ewm@i=f £ avre B2

r v
"De acwerdo con la proposicién 8, la férmula (20) es la solucién bus

cada.

4.- Algunos Problemas variacionales.

Nos proponemos ilustrar ahora con algunos ejemplos el alcan-
ce y 1as limitaciones de los métodos de cédlculo desarrollados en
las secciones precedentes.

(omenzamos con un problema puramente técnico.
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4.1 .- El nficleo del operador -~&
fany

Por razones de sencillez nos restringimos a considerar una séla
fungidén u(x) de uha variable independiente x. Nuestra pregunta es si

podemos caracterizar el conjunto:
- P2 4
é,w,L = {FeF: Ifso} , ‘;:4 2(—4} <,+4)Dau ”

para lo cual nos vemos obligados a con81derar las siguiente proposi-
cién previa,

Proposicidn 11.-

K 4*! e
o' =55 & e
2 &u4. ﬁ“%& % ; r L0y (21)
xp & ki
4 . ’ k,Lz0,4,---
¢ )s“'k Sar) 2/( )au'k-l-J J. ! T 22)
Demostracidén.~ °

Sea )~ (x) una funcién arbitraria de x s8lo y f?ﬂuilgfsegﬁn (3)

J'(VF) (”’ v; L& y V(0 = Dj’y-(x)
fatp
por lo tanto

& Wiag
- 4)Bz~;ﬂ(vf) 2(-4} Vp " 5E rag

Por otra parte, teniendo en cuenta (19)

@"
x 3 & &) = £ By (_,—43-( =
(')au on (&) o f (v&) = l ‘ LY
= - l)l*’("*// iy

£
1,, *,J’“'A-Jy dbp

comparando las dos expresiones Gd)théft(?ﬁﬁj se obtiene (21). La
Ay

férmula (22) se sigue de la (21)
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Definamos ahora los operadores:

. Q(_ = (-‘()k—ﬂ -2 ) k<o, 4,
Iy ey . (23)

Estos opéradores tienen la propiedad de aniquilar cualquier

funcibn de 1a forma ‘.f'_-': de hecho (propecsitidn 9).
L =
e —— = g2
R ; 43 fu Ry

Proposicidn 12.-

ko £ = [Fo,a FE Ao DyAtMI, ACH A ?f’}
dary

Demostracidn.

Si #tx,4) es de la forma propuesta se comprueba facilmente que
L
e éuw’
Supongamos F tal que

—i@ =0
daky

entonces, por (22)

o, LFE —p 3 k=0, %,
ﬁ)* 5‘{{5: = thte) Jalpyy Fb

La solucidn a este sistema de ecuaciones se escribe

SE -GG, w), Gyuw)e 95’

o arbitraria

observamos que Ve weF @ Ge /?MI'—C y por lo tanto
A4

Fry
Foad= [ G, A2 + D ClFMI | CeF (1)

con C(x,u) arbitraria. Hasta ahora hemos visto

LE zo0 = &= [TGenar + D C

dM 4

Para determinar que funciones de la forma (24) estén en el nficleo
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de £ s aplicamos o en ambos miembros de (24)
fity oaky
* eC
o =I:§_ n.C = 2=
4 d
La solucidn de la ecuacidn £C — o sabemos que es C=D. .

JM

AL

llamando A (x,u)= f G(x,2)dA queda demostrada la propcciidén 12.
o

4.2.~- Sistemas hamiltonianos. Problema de los momentos.

Cuando un sistema de ecuaciones deriva de un lagrangiano, pue-
den extraerse nuevas propiedades del sistema si se sabe escribir en
forma hamiltoniana siempre que ello sea posible. E1 problema mis
elemental se plantea con lagrangianos que dependen de derivadas pri
meras a lo sumo de las funcionas que interv;ienen en dicho l@gran-
giano. Trataremos aqui el caso general para lagrangianos LeF rves-
tringiéndonos a una funcidn u(x) de una sola variable independiente

A Prx,u) = .Q(x,u, 111,...) estd asociada la ecuacién diferen-

L}
cial ordinaria

d\if;(*-ul =0 (25)

. g .

Si x[x,ulcf/’v la ecuacidn (25) es de orden 2?N. Como se sabe
[22] » una ecuacidn diferencial ordinaria arbitraria de ordenpes
equivalente a un sistema de #+ ecuaciones diferenciales de primer or-
den con g+ funciones incdgnitas, basta hacer.

- 1 . .2 _
Wys VT Up= V., u,;—i_ v -1
Afin cuando se ha conseguido asi un sistema de ecuaciones de pri

mer orden, el nuevo sistema no conservari por lo general en las nue-
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vas variables la propiedad de ser lagrangiano si asi lo era el sis-
L ]

tema de partida. Los sistemas hamiltonianos reunen ambas propieda-

des: son sistémas de primer orden y admiten un lagrangiano. Estas

dos caracteristicas les confieren propiedades superiores a los sis-

temas simplemente lagrangianos [23] .

El interés por conseguir un hamiltoniano en un problema en &
que aparecen derivadas de un orden arbitrariamente alto es mayor
que el puraménte académico. Muy recientemente[2u] ge han encontra-
do sistemas de este tipo con la propiedad de ser sistemas coﬁpleta-

mente integrables, lo que los hace particularmente importantes.

En primer lugar establecemos la ley de conservacidén de la ener

gia para la ecuacidén (25).

Propbsici6n113.- La ecuacidn {25) admite la integral primera

Hews = £ Df(u, 2 ) 8 (25)

S hyan

si GE/zx =0
Demostracidn.-
Por definicién de la derivada total respecto a x

D,Z:;fg_‘_%i& My

sux

Reescribiendo el segundo término con la ayuda de la proposiciédn 5.

D& = 2% L, ko &L
P FYT S f% D'(“'wuw)

entonces R
2 £ »k . 5o
D‘{%u‘k(“w"—;‘)"x}'—'—s’a—"_““ﬁ""'2;"

como queriamos probar.

o
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Hacemos notar, que segun la definicidn (26) si 267 DMHEF ¥t

»
como corresponde a las integrales primeras de la ecuacién (25), ya
04
ue L %,
q L] J‘&- L” .
La funcién HM] es por definicién el hamiltoniano del sistema.

Estudiemos ahora la variacién de H(ul a lo larpo de una curva con

paramétro T : T % AL+ € yerx) 4+ O(22)

&
ey <Xy e = £ O) 3 = 5 0Ky (o S ) K -

A J‘.k’ k+t £y
£ oMoy £ owux, s p-vgE-Lu (r,
de acuerdo con (8). Obtenemos asi la expresién.
P24
#H W,y3 = - -y.'_z + 2 D {@‘V) + a4, XV- (D V)i\'& -vD. Fhet

[;Lku

K
=—V'-86‘_AL.§ 4'2! 3,‘ {“QXV" e = D, J{—:ﬁ.\}

S

- k-t ¥
o g 5 X (0 (22

Definamos

i

fvl(u.] =

R T2

ket
s, (8) o L% (27)
'324

Introduciendo las cantidades rt[u]

SHLw, v = -3 £ £L 4 % { (D.uz): x,,,n‘tu] Xy s D,‘,J} =

= —p = M + é,[(v “e)- spltuyd - (D) J\u,,cy-J]

Proposicién 14.- El sistema de 2N ecuaciones de primer orden en las

. -
variables (u, Ugs Upseeesly 4o ot 1

M
Dqu 57‘" ’ D,g/i-l: —3’3‘&;

es equivalente a la ecuacién (25), siempre que (27) defina (UNiuN+1’

ens 'UZN_i)en funcién de (pr, 17, ... ,/u””)
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Demgstracidén.- Basta observar la relacién obtenida.
tH tuppr = - 28 2, [ (0.} m*rw (o p*t)- b0, (37]

Volvemoes ahora sobre los fl«ltu:l definidesi por (27) para demostrar
que coinciden con los momentos introducidos ad hoc por otros autores

25, 16] defindos como.
¥
ra ™ & L
™~ —_—% ) D dilpsn o4

Segun (27) y la definicidn (2) de derivada variacional generalizada.

fl':‘g“g (14)"'”’"(&‘:*4) Df-l-m—l_g_.g__

m30 2Ly sn 44
= é, [ i, 1)'"( Aimsq / 9,{
fio A('+m—/+( )( ) Wy strg

Probaramos a continuacifn que

£ (G () e
k:m=448 m
4,m 20
tal fin utilizamos la serie formal
= 2 =™
42 ”20
de donde se deduce derivando respecto a z en ambos miembrosg la igual__

2 (Il‘-l

Por otra parte, la férmula del binomio de Newton nos permite escri-

dad

bir .

Pyl 4 m Z+! e
Ci-2) = 5, ) (/‘ z
m(,él&l :

Multiplicando miembro a miembro ambas expresiones

oot = 5 S, (~aJ™ (m.#-l-m}( 4':;1',,,) ™

nye mined
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de donde deducimos, volviendo a utilizar la férmula del binomio pa-
. .

ra (1—2)1 e identificando las coeficientes de las potencias de z

2’ (—4)1" —nl—l ) ,+l+4} =t ( /
mEn+L

Haciendo ahora n=i tendremos

Z (_‘)m(/l-(“ 1+l+4) —(—4)

m\'/+t

que

finalmente escribiendo j+£—m1= k queda probada nuestra afirmacién.

Por lo tanto.

-5 (%) nteE - g 7n? ok

I'SX. pert j>o 2 “'14-/4-4

Como déciamos al comienzo de la seccidn, en base al caracter
hamiltoniano de un cierto sistema de ecuaciones puede probarse que
es completamente integrable. Los momentos f} son las cantidades a
utilizar en el marco de los métodos hamiltonianos cuando sean apli

cable a un sistema de ecuaciones diferenciales.



I1T. DENSIDADES CONSERVADAS

1, Introduccidn

El estudio de las llamadas leyes de conservacidn de un sistema
de ecuaciones diferenciales viene motivado por el papel central que
juegan dichas cantidades en la teoria de las ecuaciones diferencia-
les ordinarias y muy especialmente en la dinfmica de los puntos ma-
teriales. En efecto, conocer un nfmero suficiente de tales leyes su
pone resolver el sistema o decidir si es & no complefamente integra

ble [16,27).

l.as razones que podemos aducir para justificar su importancia
en los sistemas de ecuaciones en derivadas parciales son de fndole
mds variada y quizd no tan concluyentes como la ya citada para las
ecuaciones ordinarias, pero en cualquier caso existen y son de peso.

Entre otras cabe citar:

1. La posibilidad de extender a la Teoria de Campos conceptos

como los de energia, momento, momento angular ... [2@ .

2. Posibilidad de probar teoremas de existencia y unicidad cuan

do se conocen algunas de estas leyes [2@ .

3, S8irven para caracterizar soluciones.

24
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* 4, Existe la sospecha, ante cierto nilimerc de ejemplos concre-

tos,de que en determinadas ecuaciones en derivadas parciales, el teo

rema de integrabilidad completa de los sistemas ordinarios [2ﬂ sea

aplicable casi literalmente.

En los 1ltimos diez afos se han venido encontrando ecuaciones no
lineales con un nimero infinito de leyes de conservacidn. Acerca de

este fendmeno no existe hoy en dia una justificacidn satisfactoria.

Sin embargo, si es posible determinar sistemiticamente todas
EB@ las leyes de conservacidn de un sistema de ecuaciones como se ve

ri mis adelante.

En el presente capitulo nos ocuparemos de alguncs aspectos dees
te problema que a nuestro juicio tienden a presentar en su justa me-

dida las dificultades subyacentes.

Comenzaremos situando el problema en el marco de los sistemas
normales [2ﬂ , requisito este sin el que bien poco puede hacerse vy

sin embargo cuando se le tiene en cuenta es mucho lo que se avanza.

Por lo que a nosotros nos concierne, es la propiedad de los ce
ros la de mayor utilidad de las que presentan estos sistemas horma-
les, aparte de que los teoremas de existencia y unicidad, solo fac-

tibles en este caso, ya los hacen ser especialmente importantes

El resto del capitulo se sigue ya, sin mis problemas técnicos,

de las propiedades relacionadas con los sistemas normales y el c4l-
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cule formal de variaciones esbozado en el capitulo anterior. En par-

ticular la caracterizacidén que hemos llevado a cabo de los conjuntos

kb&;% y ® ﬂg resultard esencial en lo que sigue, sin olvidar tam
poco las propiedades de las derivadas variacionales generalizadas de

las que tanto nos servimes,

No estaréd de mas una Gltima puntualizacidn sobre algo que no de
be pasér inadvertido. Se trata de la restriccidn que nos imponemos
al considerar solo el espacio 57’, que no pensamos que sea de gran
importancia perc que no debemos olvidarla. En todo lo qué llevamos
dicho y en lo que diremos,las dependencias funcionales se suponen ex
tendidas a las derivadas sucesivas de una o vérias funciones, lo que
venimos denotando por el paréntesis cuadrado [x,u]. Estdn excluidas,
por ejemplo, las primitivas de la funcidn u.asi como otras combina-
ciones de primitivas y derivadas., El que no las hayamos tenido en
cuenta no es dejadez por nuestra parte, mis bien se trata de que des
lucen el aspecto sencillo que tienen nuestras férmulas sin que tenga
mos noticia de que puedan utilizarse de una manera sistemitica para

los fines que nos proponemos.

2. Sistemas normales y teorema de los ceros

Como ya hemos indicado, para tratar rigurosamente el problema
de caracterizar las leyes de conservacidn de un sistema de ecuacio-
nes diferenciales nos vemos obligados a restringir el tipo de siste-

mas a estudiar mediante una hipdtesis de tipo técnico que se verifi

~
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ca Qe cualquier forma en todos los casos de interés en Fisica. A
partir de ahora tendremos necesidad de distinguir una variable (el
tiempo t) frente a las restantes (las variables espaciales

x = (xi,...,xn)). Los convenios de notacidn pbr lo que é las varia-
bles x se refiere serdn los mismos que los utilizados hasta aqui
cuando las considerdbamos a ellas solas, introduciendo las derivadas

temporales mediante un subindice especial, es decir que pondremos

& —_ o 4
A - _9 A — R . ol (4
YL vy, X =lhkjnsxn) D =D, D, ...

A
Supongamos el sistema de e.d.p. f [x,t, v} =0, v=4..m

Definicidén 1.- El sistema anterior es normal [22] si es de la forma

A 4 m « " 4
17A —U&(x;bl Mg Yy Ue o 11 R yay ‘tnx"“) g AEAEM (1)

donde para cada r en lo que a las derivadas temporales de u se refig

r : 4
re, solo las 55% u: y /o< 7v{r) aparecen deptro de las W %, &, u]..-
W™, t, u] . Con otras palabras, la restriccidén es que la deriva
a-uA)
da —;:;) wY  sea la derivada temporal de uf de mayor orden de las

que se encuentran en el sistema y esté separada y despejada.

El interés de los sistemas normales para nuestras aplicaciones

se manifiesta en el siguiente ejemplo.

Supongamos el sistema de evolucidén definido por m funciones
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A ; .
@7t%t,u] en las que no se encuentran derivadas temporales de las
u%, ..., a™ ., Entonces

~ .d-: —WMx, b, e] =0 ) Asdyy M .

Q
m

es claramente un sistema normal. Como todos los n(r) = 1 dentro de
N .
las @ C5t,4] no deben aparecer derivadas temporales de las uf..
L : 4 "
..o AL + Entonces las derivadas temporales de las 4 ,...,4
se "despejan” en funcibn de derivadas espaciales solo. En efecto, a

partir de (2)

u:—ﬂ( - wa’“o-D“fZ&
~ «r W™ A A Ao~ d?i’hps)
i = D[ ot 2] mot SR

ses s

Por otra parte, todo sistema normal (1) podemos convertirlo en un
sistema de evolucidn introduciendo nuevas funciones incdégnitas, de
modo que este resultado es vilido en el caso general de los siste-

mas de la forma (1).

Otra consecuencia importante del caracter normal de uns.e.d.p
reside en lo siguiente. .Consideremos una funcidén & (v, ¢, ul & 7
en la que entran derivadas respecto a t de las funciones u*,..., 4™
de un orden arbitrario. Si se interpretan las ecuaciones (1) como

4 k™
las férmulas que definen m '"nuevas" variables -Q,---,.Q tendremos

también paralelamente una expresidn para & de la forma

T T fﬁ["'tlulﬂJ (3
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donde ahora la letra u denota solo las derivadas espaciales.

Definicidn 2.~ Dada una funcién & € 7 » diremos que se anula so-

bre 'las soluciones del sistema (1) si
A
F (xtjujod =o0
En.tal caso escribiremos, también 6 (x, ¢, m] = o.

Proposicién 1.- (Teorema de los ceros). Dado el sistema normal (1) y

F'C?”J , entonces:

Flubul=o ¢d EFexplulQl=5, at mtu DO o
— (-3
o

Demostracidn:

=>): Dado que por hipdtesis el sistema es normal
F e, 6,ul) = E <, ¢lml 21

El lema 1 del § 2.II nos permite escribir

F o, tlulQ] = € (x,¢]alo] +

+g,rz;j

1 R

L e ax , QTR
o

28

-~
Si F s, tlujol=o la implicacidn hacia la derecha en (4) que

da demostrada.

&): Evidente.
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* Pasemos ya al problema de las leyes de conservacifn de un sistie

ma normal.

3. Leyes de conservacibn

Empezaremos definiendo con precisidn lo que entenderemos por
ley de conservacidn (l.c.) de un s.e.d.p., dando a continuacibén el
método de cldlculo que sistemiticamente permite obtener las 1l.c. de

un sistema dado, que sobreentendemos normal

,

. - . “
Definicidn 3.- Dado el conjunto de funciones *.. ﬂ‘,n-o A 4 122
) "
diremos que forma una ley de conservacidn para el sistema Qe ui=o

si

-

- = e A ”
D A+ D-A 20 4 A =(#,... A7) (s)

En tal caso A° se denomina densidad conservada y Z densidad de co-
e 2 7T _
rriente conservada. Un conjunto (A®, A) tal que Dy# +D-AZ=0 esg

una ley de conservacidn trivial.

El primer problema que plantea la definicidn anterior es el de

caracterizar las corrientes conservadas (c¢.c,) por un sistema.

La definieién 3 y la proposicidn 1 nos permiten asociar a cada

c.c., un conjunto de cantidades a_‘_’ (¥,u] tales que
of

o —» -~ ~ A
Dt»"' +D-A = é, w& CX.u].O,&_ )

La identidad establecida en el é 3 II, a saber Qu—‘; = Pm(Dt.D)
Sas

tiene como consecuencia:
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A ]
s e . QA
Prdposicidén 2.- Las c.c. por un sistema (%x,43 =0 , Asde---ym
. . H R
estin determinadas por las soluciones aeztﬂ.u] del sistema de ecua-

ciones

& —
— Z(a,’_ tx,uJ-D“‘{L’) =0, A, M (7

Las ecuaciones (7) se resuelven por el mismo procedimiento usa-
do al caracterizar los generadores de invariancia Lie-Backlund en el
capitulo I. Aunque pronto veremos que es posible establecer crite-
rios mis sencillos que el de la fdrmula (7)., Tengamos en cuenta que

la férmula (6) puede siempre reescribirse de la siguiente manera
re A » =
DA +D- A =0a" Q"+, 4" +D-4 , (8)

después de aplicar integracidn por partes .en el miembro de la dere-
cha de (6). Entonces a toda corriente de la forma (6) le podemos

asociar univocamente otra del tipo

- - L% N
Dt("o-ﬂ-‘) + D'(i' 4) = a («,u)- (9)
Ademds, toda corriente de la forma (9) estd trivialmente incluida en

. o o s 3 .
la forma general (6). Diremos que (A -A, ﬁ"l) es equivalente a
-d
(#. &)
- 3 4 - ~
Proposicidn 3.- En el sistema N X, ) =0, Az4,..., m , toda c.c.
es equivalente a una corriente de la forma

D* Ao + i;‘lz’== af(¢,‘43 . SZA‘
(10)
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En donsecuencia, las c.c. estln determinadas por las soluciones

A%, wl del sistema
' _¢. (d‘[*.ai . -(Zh = 0 B
o’ (11)

Las corrientes de la forma (10) se llaman de primera clase [31].
Las cantidades a"(x,«1 , acd,...,m se denominan caracteristicas de

la c.c. (A°, %.

Concluimos gque en un sistema normal todas las corrientes conser-
vadas son equivalentes a una de primera clase y vienen determinadas

por sus caracteristicas.

Una vez halladas las aftx,u] ; A=, m la construccidn de
la corriente propiamente dicha no presenta dificultades desde que te-

nemos a nuestra disposicidén la férmula (10) § 2.11.

Procederemos seguidamente a utilizar la otra propiedad menciona-
da mi3s arriba de log sistemas normales que aun no hemes tenido en
cuenta, la de ser equivalentes a un sistema de ecuaciones de evolucidn.
En los sistemas de evolucidn podemos dar una forma mls acabada a 1la
ecuacibn que carécteriza las corrientes conservadas por estos siste-

mas.

a4
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4. Densidades conservadas en ecuaciones de evolucidn

Consideremos un sistema normal puesto ya como sistema de evolu-

cibn, esto es

A A A
= 4, = @WIX,6,u) =0 A=dy e m
1 v ' ' (12)
Como ya se advirtid a continuacidn de la definicibén 1 en las &* no

aparecen derivadas temporales de la funcidn u(x,t),

Lo verdaderamente importante de las ecuaciones (12) es que pode
mos eliminar las derivadas respecto a una variable, por supuesto 1la
t, a la hora de determinar las leyes de conservacidn y restringirnos
a considerar solo las derivadas espaciales. de las funcicnes

“roum . Ello es consecuencia de que sobre las soluciones
de (12) las corrientes conservadas por (12) pueden escribirse en fun
cibén solo de las derivadas espaciales en virtud del procedimiento de
eliminacidén que comentamos a rengldén seguido de la definicidn 1. Mas

precisamente

Proposicidn 4.- Toda corriente conservada por (12) es equivalente a

. . . A . A
una c.c., independiente de las variables 03 y de sus derivadas 12;

Demostracidn:

Por ser (12) normal, si (A-’(x.t,u] , A-—)[*.t, u]) es una c.c.
se puede escribir de la forma (,3:" <, e|u|82] , fr«,qulm ) donde aho
ra u denota solo derivadas espaciales. Puesto que (A°, ) es una

‘c.c. por un s.n. la podemos suponer de primera clase
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3

Dtﬁ_a‘*z‘)’.’?:é’a’q,k

A=)

’~
-

n .
Desarrollando '(;4°{t.elu|911, A (r,blu‘ﬂ_y en la variable §2 (como

lo hacfamos en la demostracidn de la proposicidn 1)},

Se - % .
Dt * (<itfm]o] + D A (%, t|u]o] =D (13)

donde no escribimos la dependencia en 94 por abreviar.

La proposicidn anterior nos dice que las c.c¢., no triviales ( y
mddulo éstas, claro estd) se pueden escribir para el sistema (12) en

funcibén de x,t y las derivadas espaciales de las funciones u.

Una vez que hemos conseguido eliminar la dependencia en las de-
rivadas temporales en las corrientes conservadas por (12) procedemos
a establecer un criterio que hace referencia a las funciones

W™ (%, ¢, u)  solo.

La condicidn necesaria y suficiente (13) para que (A°, A) sea

conservada podemos escribirla como

>

i° - o A
at, 2, 24 pYwr s DA =0
o€ o

2 (1u)

R?l

después de utilizar (12). N&étese que (14) es una ecuacidn en la que
solo aparecen derivadas de tipo espacial de las 4% -.-, @™y que ya
no precisa de la ecuacidn (12) para satisfacerse. En orden a que

(g", i’) sea c.c. basta segln (14) con que la derivada total con res-

~
pecto al tiempo de A° sea igual a una divergencia espacial. Por lo

4
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tanto, caracterizar las c.c. de (12) es lo mismo que determinar las
-~

d.c., de la forma A°rxz.¢lulo a las que denotaremos a partir de aho
Jul o

ra por p (%, t,ul

Proposicién 5.- f t%x,¢,%] es una d.c. por la ecuacidn (12) si y so

lo si
e (X X -
;:[Z(at +wa) =0 , Acd, .., m (15)
donde .
X, = (0%wr). %
w é’ ) 5t
Demostracidn:

Si }o es una d.c. tiene lugalr una ecuacidén como la (1u4), el cri
terio (13) § 3 II acerca del éu—_lg implica (15). Si f satisface

. g
(15)

>

D.f = a%[*xwf =D-J

por la misma razdn que antes,

La férmula prictica para calcular las d.c. /J nos la ofrece el

siguiente corolario:

Corolario.- ’) d.c. por (12) si y solo si

2 L + L (‘ds_ézg) =0
ot Ju™  fur g u’ (16)
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» Observamos en la formula (16) que las cantidades relevantes a

la hora de saber si una f es una d.c. por un sistema de evolucidn

s g . - . r
son las derivadas variacionales de la funcibn S respecto a las u ,

(i

r = 1,...,m a las que denotaremos por p*[(x,¢s,ul = —- ., Los gra-
£at

dientes - determinan L salvo una divergencia espacial que resul

' ta inesencial a la vista de (15) ya que sobre p pesa siempre la in-

determinacidn trivial en una divergencia espacial.

Damos a continuacidn las ecuaciones que deben satisfacer los

gradientes de las d.c. por el sistema (12).

Proposicidn 6.~ Los gradientes del sistema (12) satisfacen el siste

ma de ecuaciones

_ . ‘
o_t—J'X}f',h*Zu Fi=0, Azbam (17

—
Donde 1los Zu son los "elementos de matriz" del operador diferen-

cial
Pd
tecd S &«
Z =(2cn" Lt p
of Jau'y,
Demostracidn:
Calculando & (w‘j‘!si) con la ayuda de la regla del pro-
su™ e

ducto (3) § 2 II

& m/w xf/’ (i )
fun ( ) 2( Y Ot +§’“' (o gy Ju

7



= Zig gt v SO

5
A
'LJ‘L

pero de acuerdo con (19) § 3 II
(~1)

entonces

—

S Sifj = Z 5 * 5} 2 -
‘uh(w g’ as & "“i(Dw)w.,‘T

lo que demuestra (17).

Observamos que ZL es el adjunto formal [1@] del operador dife-

Z =(é ’%*D“)

y que éste a su vez actfia como

rencial

Z, U= 20Xt [N F

o«

férmula que pone de manifiesto el papel dual de los operadores Z y

X

¢ como ya comentédbamos en el capitulo II, .

La ecuacidn (17) de la proposicidn 6 caracteriza los gradientes
de las d.c. por nuestro sistema (12), Un andlisis mds cuidadoso de

las cantidades 2 * nos va a permitir poner de manifiesto la cone-
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»
xidén que existe entre estas funciones y las caracteristicas a™tx,ul

de las c.c. por la ecuacidn (12).

Como dijimos antes, en un sistema de evolucidn todo lo que nece

sitamos para conocer todas sus c.c. son las correspondientes densida
&P
A

des comservadas. Veremos a continuacidn que los gradientes 3~‘=Jd

son las caracteristicas de una c.c. por las ecuaciones (12) que tie-

ne a /o por d.c. . En efecto, dada /J tendremos
2f .jf A 3p
= 2~ + = +
'Dt/ 2t g’ 3u: b “e = Y + U/) -Qﬂ

donde

_ “on) B
X, = é(oa).wz

- P .
Ahora bien, /) d,c, = M__?_f_'_ wf—'—'D'J lo que nos permite escri-
bir
- > - A
_ ’
D,p=D(T+8)+7"8 : (18)

férmula que prueba nuestra afirmacidn acerca de las caracteristicas
de las c.c. por (12)., La férmula (18) tiene algunas consecuencias cu
riosas sobre las caracteristicas de las c.c. por los sistemas de evo
lucidn. Vemos que todas las c.c. son de primera clase, que todas las
caracteristicas son gradientes y que la asociacidén entre c.c. y sus
caracteristicas es uno a uno. Ademis las caracteristicas son funcidn

tan solo de x,t y de las derivadas espaciales de las ¢ﬂ..,,tt”ﬁ
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El trabajo llevado a cabo en este apartado creemos que nos permi
te afirmar la falsedad deil siguiente comentario [lil por lo que a las

c.c. se refiere:

"... Thus fhe more immediate ébject of interest becomes the sym-
metry groups... The advantage of this point of view is that the
symmetry groﬁps can be systematically found, as in Theorem 1, in
contrast to the ad hoc methods used to discover conservation

laws".

Enfatizamos el paralelismo entre las ecuaciones (17) que caracterizan
los gradientes de las densidades conservadas y las que han de utili-
zarse cuando se trata de las invariancias de la ecuacidn. Hablando un
tanto libremente ambos sistemas son "adjuntos". A continuacién discu-
timos sistemas de ecuaciones en los que este paralelismo se acentfa

aun mas,

5, Teorema de Noether

. ~
Cuando la forma del sistema normal & tx,ul =0, 4=7,..,m puede
asociarse con la accidn de alguno de los operadores que CONoOCemos

. hag « — . .
bien, losgél r Dy .- es factible afadir algunas propiedades nuevas
44

a las ya estudiadas para los factores integrantes y las leyes de con

servacidn en general.

Sin lugar a dudas, los sistemas lagrangianos reunen las propie-

dades mis interesantes en lo que concierne a leyes de conservacidn y
é

simetrias, Como se verd, el papel que desempefia el operador -2 es
“w



70
crucial. En la Fisica provienen las ecuaciones lagrangianas de un

principio de minimo para el funcional

_ S -_—-:fd“'x Lx,ul

La furcidn £ x%,u] eF se denomina lagrangiana. Para funciones

,,.'k:x,u.] que se anulen en los extremos de integracidn

S[u#&ﬁ*O(c"J] = S[uJ +£f4“* .ﬁ‘-—% "Z"“i-o(t")

de moco que una condicidn necesaria para que S tenga un extremal en

un purto C(x,4«1 son las ecuaciones i /

.i..'e Cx, ) =0 ;3 A=dy-cry M
sur . (19)
los sistemas 1aérangianos resultan particularmente interesantes
porque su forma estd dada con una sola funcién: el lagrangiano 2.
Son las prbpiedades de esta (nica fun¢idn las que nos van a permitir
caracterizar las c.c, por el sistema (19). Nos restringimos como

siempre a sistemas normales.

Teorema 1,

-
El conjunto de funciones f'l’*.ui r-- LTenua e ?) forma la ca-
racteristica (§ 3) de alguna ley de conservacidn del sistema (19) si

y solo si

(20)

4
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En %“tal caso, X} es un grupo de Noether de X.

Demostracidn:

= ): Por hipbtesis, £ ( [5--£g1 =
Fur S u’

La férmula (8) f 2 II nos permite escribir

((”-5 =5 X kL St ”5) X &

L gu’ i3
por lo tanto x‘.x ¢ kn —j{—-
da

"¢&==): Argumento similar.

Nos detendremos un momento para comentar €l alcance y las limi-

taciones del teorema anterior.

‘En primer lugar observamos que con la anterior definicién de
grupo de Noether y supuesto el caracter normal para el sistema (19),
existe segiin el Teorema 1 una correspondencia biunivoca entre l.c. y
grupos de invariancia Noether. Esta correspondencia es posible por-
que hemos ampliado los grupos a estudiar desde los grupos de Lie pu-
ros a los grupos de Lie-Bicklund. Esta es la razén de que no estén
presentes las funcioqes f que mueven las coordenadas x como es habi

tual en la formulacidn clisica del Teorema de Noether [32,33].

AGn mi3s. En los Qltimos afios [3“,33 se encuentran con frecuen-
cia pretendidas mejoras y puestas a punto del Teorema de Noether a
costa de introducir funciones auxiliares, acompafiando a los generado

res de invariancia, que han de anularse sobre las soluciones y &tros
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extrafios requerimientos £35]. creemos que el teorema anterior hace

superfluas tantas complicaciones. La razdn de tantos nuevos teoremas

de Noether parece ser la de proporcionar un método de cilculo de las
leyes de conservacidn, pues segiin el comentarioc que incluiamos al fi
nal de: § 4 de este capitulo, no parecen ser del dominio pfiblico las
ecuaciones que determinan las l.c. de un sistema de ecuaciones en de
rivadas parciales. Y es precisamente en este terreno donde el Teore-
ma de Foether no afade nada nuevo, no proporciona un método de célcu
lo, porjue en filtimo término caracterizar los grupos de Noether es

tan dificil como hacer lo propioc con las leyes de conservacidn y se-
gﬁn'nuestros resultadés del f 4 lo més facil para calcular estas le-~
yes es el método de las densidades conservadas poniendo el sistema

normal en la forma de un sistema de.evolucién. Si ademds, como es el
caso, €l sistema es lagrangiano, por un procedimiento similar al es-
bozado en el §.u.2 II podemos pasdr a un sistema hamiltqniano. En

los sistemas hamiltonianos tiene lugar una hueva relacidn entre las

propiedades de invariancia de las ecuaciones y los gradientés de las

leyes de conservacién como veremos en breve.

E1 segundo paso, una vez formulado el Teorema 1, consiste en re

lacionar el grupo de Noether de £ con el grupo de invariancia de

34

las ecuaciones =2 (x,u] =0 asociado a ese lagrangiano.
o

Lema.- Sobre _'}7’

Ty _ e _lldl £ $ %JL 4 m
[,;u."‘ rX(J = é( ) ;;% 'D‘.“s ’ V/(t,,r )(.7/ (21>

Anch,..., m.
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Dem8stracidn:
De (8)¢ 2 II

& ts't') 5/‘ "m(D ts) 4. _;_ +£/( l)v-ds('_ D(l‘

Fany [M

Aplicéndo ahora (19) f 3 11 se llega a la férmula (21).

Con el lema anterior estamos en condiciones de dar una demostra

cidén rigurosa del siguiente teorema:

Teorema 2.- Los grupos de Noether de £ son grupos de invariancia de

las ecuaciones de Euler-Lagrange (19) asociadas a £,

Demostracidn:

¢

De acuerdo con (21),

LR I LK p"4%
-t qu* Sy PE 2

&
£ Xk =X

-5 = .
Si X,f = D6 (grupo de Noether), _ﬂ:: X;E =0, entonces
fut

Xt ‘—z;;--’:-‘o
dFu
Haremos notar que el inverso del Teorema 2 en general no es cierto

lo que habitualmente se suele resumir diciendo que existen grupos
de invariancia de las ecuaciones que no dejan invariantes al lagran-

giano. Lo veremos con un contraejemplo. Tomamos

¥ = iﬂLz4-45}
2 3
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*» » .
La ecuacidn de Euler-Lagrange correspondiente es

___i:g = Mg -—-a"::o
aar

Esta ecuacidn es invariante bajo el grupo de dilataciones

- 44
x—,;\"x

@ > A w

que tiene por generador ( = +{- X4y , Comprobamos que efectiva-

’
mente es de invariancia para la ecuacidn J-{z =0
o

—X(‘ ™ 2 (wux ~ur) + {' D Catuy ~u?) =

= 1 &4 L x p 82 =o
fi 2 7

i

Pero no es un grupo de Noether para ¥
)Ct ¥ = % (u."+3_/’ u’)} « N ()

__C.(u,‘z'—k}&u,’) #£0

y s+

6. Densidades conservadas en los sistemas Hamiltonianos

Cuando el lagrangiano es una funcidén de la forma

— 4” —
L, u) = ey, ot Hrx,u,v1 (22)

las ecuaciones de FEuler-Lagrange resultan ser

A



75

Azdy,.c5m,

iéi = ;L“ - Jia: =0

g & Joh

Laé funciones ™, ¢}, A=4,...,™ son otras m funciones en pie
de igualdad con las u". La funcidén X twa,~], el hamiltoniano, la
supondremos independiente de t y de las derivadas temporales de las
uy v. Las ecuaciones (23) son lagrangianas y ademds son también ecua
cicnes de evolucibén., Todo lo dicho hasta aqui para ambos tipos de
ecuaciones les resulta aplicable, Peré ademas podemos relacicnar de
una manera sencilla propiedades de invariancia de la ecuacidn (23)
con .las d.c. cosa‘no inmediatamente factible a la luz del ejemplo an-

terior.

Teorema 3.- Para el sistema (23)

p 4c @&A(p)s(.ﬂ’ . 8P e P

gt FS S 7 ! Ju™
son los generadores de un grupo de invariancia de Lie-Backlund

de las ecuaciones (23) de la forma

wih = ur - L4 OeY
st

ir
Ao r 4+ € — & £y
A [MA' 0( )
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Demgstracidn:
Observemos la siguiente identidad que se desprende de la regla
del producto €3) § 2 IT y de la férmula (13) ¢ 3 II

L K P

cur ot ous gt gt Jaut

i
_J__ari()"[_&_fjp"oz,, _L‘Jf’
ok Ju® Ju s fvs .,w. :» Mo a J«r’
J*'):u qut =

= £, [ » AR _f 4
at 6“ é’ ul Jut ) 2 ;41'3 (D a\r fa® c 0L~

vigut T pus

(D __?Cé

s
e au. Tuy

il

L1 L v5 (,f(m 2, X,

D
PYA ( Faa’, a«*‘ N

Dt AT X X

A) gu*
y otra andloga cuando calculamos la —& .
rar

Por lo tanto, si P es una d.c.

‘f’ + X eX o,

by AF} puur

p i . £H -
“,‘rﬂ. X/”f) sr °

un mis,. Si A.{pj ( g e A£ * "'E ) L1 ) es un gene-

vt Thoem g

ador de invariancia para las ecuaciones (23), segﬁn la identidad que
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acadamos de establecer y otra paralela que no escribimos

£ (2, 4 SX _ P iXx

fuar \ 0¢ JM—‘ Fus (J"" 1“5

W

[}

_a(ﬂ”,,ﬁfﬂ_fzwz,

sor ot qu’ g T g put

Notemos que si bien en principio estas derivadas variacionales se
anulan solo sobre las ecuaciones (23), han de hacerlo idénticamente
puesto que el miembro de la izquierda no contiene derivadas respec-—

to al tiempo de las funciones u1...um ni de las vl,...,vm.

El teorema anterior aparece enunciado en [36], sin embargo la
- X
demostracidn que lo acompafia en dicha referencia restringe innecesa

riamente su grado de aplicabilidad. M&s detalles se dan en (20].

El teorema no afirma que todo grupo de invariancia de las ecua
ciones (23) de lugar a una densidad conservada. Solo aquellos gru-
pos cuyos generadores tomen la forma del ¢1(p) nos conducen a una

f con la propiedad de ser d.c. por (23).

Este problema se discutiri en el capftulo IV a la vista de al-

giin sistema concreto.



IV. APLICACIONES

1. Ecuacidn generalizada del calor

Resolver completamente el sistema (46) § 4 III no es en gene-—
ral una empresa fécil. El1 problema puede simplificarse un poco si se
restringe de entrada la clase de densidades sobre las que se trabaja.
Es frecuente buscar soluciones pPt«] sin dependencia explfcita en x
ni t. En tal caso, el sistema que estudiaremos a continuacidn (1),
es suceptible de ser elevado a la categoria de los raros ejemplos en
los que podemos afirmar que poseemos una visidn global del problema
[37]. cenéricamente no existen d.c. y golo'en casos especiales exis-

te una o dos

Quzda abierta la cuestidn de cuiles sean las pt<.€¢,ul conserva
das por (1), asunto éste del que no tardaremos en dar una respuesta,

por desgracia no todo lo concreta que hubiéramos deseado.

Para resarcirnos del malestar que nos produce tal estado de co-
sas, resolvemos por completo dos casos que presentaremos a continua-

¢idén del problema que nos ofrece la ecuacidn (1).

Problema: Dada la ecuacidn

w, = Aty ) aby + B(u,ny) (1)
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encontrar sus densidades conservadas y la forma de las funciones

a4u,u,j y b (u,uy) Ppara que éstas existan.

Las funciones afu,u.) y #(, 4, son én principio arbitrarias,
pero como veremos al exigir que (1) tenga densidades conservadas no
triviales su forma queda bastante delimitada. Hacemos notar que 1la
ecuacidén (1) comprende las ecuaciones de evolucibn de segundo orden
en la derivada espacial y’ que 'son cuasi-lineales. El caso en que apa
rezca una no.linealidad en ., no presenta dificultades a la hora de

probar que no posee d.c. no triviales.

Sea entonces Pt u,u,y..., unw) una d.c, por (1) lo que ocu-
rre si

Dy p = Duc) . (2)

Bajo la ley de evolucidn temporal prescrita por (1)

Y
D.p =3£+*2,—'ka“‘_='

2¢ que "
v ’ .
s 22, 2F D*(au, + &) = 2L, —Qo(a,u,,+lr}+D,,(-)
ot P EXY ot L4

Como ya se probd en el é 3 II la condicidn (2) es equivalente a exi
gir &£ DP =0 una vez que se ha expresado D‘,f) en funcidn de deriva

qu ¢ a
das x de u mediante (1). Por lo tanto p serd d.c. si satisface

& E.f.’ +Ei£(a¢.u.,.+£—)) =0

§at at (3)

Haciendo uso de las propiedades enunciadas en los § 2, 9’ 3 1T esta
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. ‘
-4 3 .
ecuacidn se transforma en la siguiente

e )
or, 4 2T DM au, +8) +[3‘%‘3' sy + D‘(a-af‘u,),pf—a‘g‘{i]ri—

(A1 koo o g

2
*'(QQ"L’4'Lg5%'u"-é%%:) Lr+eD =0
“

oy

donde

V¢, dyy) = ;ﬁ f“-"“)“" aw)

caracteriza‘f (salvo divergencias y por consiguiente determina las

d.c.)

Dado que (4) ha de ser idénticamente nula en u y en sus deriva-
das, la anulacidn sucesiva del coeficiente de la derivada de mayor
orden de u que aparece en (4) nos conduce a la forma siguiente para
la funcidén g~

=yt t, )
es decir, r puede depender de u pero no de sus derivadas. Con esta

limitacidn (4) se reduce ahora a

e )3
Focomon) 2 o[ B n(2 ) g0 2] e

2 2 *
o o 8 o

En esta expresidn sdlo figuran derivadas de u de orden menor o igual
que dos. Puesto que (5) es idénticamente nula lo mismo ocurre con

sus derivadas parciales, de modo que haciendo 5%% (5) = 0 resulta:
2
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Py 2.
?.g’_ é—r—k(!,a,-f.a—a‘-u' .3_2"4_(1 _La—,_._;ia-. u4"'9j;)r=0
ax P73 I,

44y . oy o Jug Uy (6)

lo que exige que y sea de la forma

q,{ul _ _ :
r=e Btz 2Xr ()
y que las funciones a(a,ad,‘&ﬁﬁ4q}estén dadas por
a :__f_’l‘_’_— v & =0 ___é_{_"‘—’——z—-—} + i’_‘i‘l_ﬂ-‘i’- + M (re) a2, +L12) (8)
I L
(- 12 ) o Wmpust) 1) 12 (o 1)

siendo p(u), q(u), k{(u), 1(u), m(u) funciones arbitrarias de u, Para
que- (7} sea solucidn de (5) la funcidn P(t,2) ha de ser solucidn de
la ecuacidn en derivadas parciales de segundo orden
¢ i ) F (P P~y af L p 2
+ + — A =0
Pye ( ?'.u‘ J:«.)Q (‘l}ﬂu"'&"’)az dzz' (9)
Como es facil comprobar la condicidén -2 (5) = 0 no afiade nada
nuevo una vez que 2~ satisface (6). Por lo tanto, (5) bajo las res-
tricciones (7) y (8) es independiente de uy 1o qize nos permite tra-

tar (5) sin pérdida de generalidad en u; = 0, por eso hemos hecho

By = Ftu,0)
Bty = B (0

Dado que los coeficientes de (9) dependen solo de u y la fun-
cién & lo hace a travds de 2z = X - g (u} , se presentan alin restric

ciones funcionales a la hora de determinar las soluciones de (9).
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* Un caso sencillo ocurre cuando buscamos las soluciones de (9)
que se escriben como producto de fur-'nciones de t y ¢ es decir
ﬁ.: Ace) Acry . En tal caso, teniendo en cqen’ca la expresibén de 7~
dada por (7) después de algunos cllculos llegamos a la siguiente ex-
presién.

X+l Glu) —ot fr(w)

con -c,/s,z constantes; y la restriccidén sobre la funcidén £w)

;.!;L +(grag -x) b = o Mituy -~ [p+ bOu-«(hn *"éfuﬁa)+

,:‘L
2 [k A Rbu B kY _ Lk Lk :
+ 143“ ,':“,,) t?-“v —’——#Mt +3ll.(/t‘f) ﬂf,‘: (,:L )] -~ 4

que es una ecuacidn diferencial ordinaria de primer orden y lineal

para 1 quedando p,q,k, y m como funciones arbitrarias de u.

A partir de p (x,t,u), J 4 viene dada simplemente por

M
ptiny = [ et k) af
. 0
y tendremos por consiguiente

AL
P e u = )e"”“F"I e@“’)—d/»(é‘)i

ol

f (11)
0

como expresidn general de las densidades conservadas (del tipo facto

rizade) de la ecuacidén (1) cuando afu,u,) y A&(u,u,) estén dados

por (§€).
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Veamos ahora algunos ejemplos concretos:
Tomemos en primer lugar

'
k(u) =4 , plu) =, Jtuy = M) =p =0

con esta eleccidn, ‘la ecuacibn a estudiar es

o 4L
4y, =_“2 L + o y « = tomrfe (12)

(4- .u)z

y segln (11), la funcidn

x(x-4)

J AL e

ebe de ser una densidad conservada por la ecuacidn (12). En efecto,

asi sucede ya que_

o {(x-24)

- tﬁ(»ﬂ) e e + 2¢“+¢J =
-4 )"

"
I

' o [x- ) -
d{ e e e
(1- 2y)

o X

ee\'li—a.)
e : [__w_ - we
b +e D, A -ty ] D‘[e 4.J—m)]

"

es efectivamente una derivada total respecto a x.

Otro caso aun. Hagamos k(u) = p(u) = u ,, q(u) = m(u) =g = 0.

La ecuacidn a tratar resulta ser

48
“U
Yy = ke 4 —A— “‘}"Q + ot -4 ”u(,/u.—_—wwd- (13)

(-4, )2 4~ at,
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La densidad [ (x,u) dada por (11) es de nuevo

I’w. ye e

para la que se tiene

. wix-u). o ar
-D = o € [ O, —%— + ¢ =
e P 3 o 4 - Ay [\

Observamos que si bien las densidades son las mismas en ambos casos,
no ocurre asi con la parte espacial de la corriente, como estd claro
desde el momento en que las leyes de evolucidén que marcan (12) y (13)

son diferentes.

Las ecuaciones (12) y (13) son ejemplos pfiramente académicos, pe
ro sirven para probar que al menos en el caso par, la ecuacidn ha de
complicarse bastante si ha de conservar alguna funcidn que no sea sim
plemente la u(x,t). Como vemos también la dependencia en X es esen-
cial para conseguir que las densidades consideradas més arriba sean

conservadas por las ecuaciones (12) y (13),

El tipo de ecuaciones u, = a'(u,ul)u2 +b(u,u1) con a y b dados

t
por (8) forman las ecuaciones con d.c. no triviales en las que ‘.’.a_';eo
2

Como se ha podido comprobar los c&lculos son mis bien tediosos.

Un problema m3s sencillo supone resolver el caso a = 1

u, = u,z_.,b-(a,u.,) (1y)
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La ecuacidn para el gradiente y—:-ﬁf es ahora

P

I*“’*“’r (M' 9*"[")3" ”’D’r'—rvr =0 (15)

Como antes, calculamos 2. (1%)
U
._1; (/5) =0 =='> 2 .2 ha’ = "4&
24y au*
la solucidn de esta ecuacidn es
LA 9 2
T = $in,¢) ¢ ; A= 5:? u, + h(u) 4 + ktw) (15)

Introduciendo (16) en (15)

dower gt T 4

por lo que

: «x ~(pgrat)t
e t) = wmr € j xip =om

by = A(4 2. 2k p)

Asi pues, las ecuaciones (14) con d.c. no triviales son

- 2 , .
e B (B ) ek 5 g, ko e

y las d.c. son

P by = 05" = (p+?)t es*r(f) 4

En este caso, los cllculos se pueden llevar explicitamente hasta el

final.
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2. Simetrias y leyes de conservacidn para la ecuacidn de

Schrodinger libre

Como ya se dijo con anterioridad, resolver completamente la ecua
cidn que caracteriza los generadores de invariancia o determinar to-
das las leyes de conservacidn de una ecuacidn solo puede hacerse en

contadas ocasiones. Lo haremos aqui para la ecuacibén de Schr&dinger
libre

. 17
il xx =0 ( )
Consideremos la transformacidn
Vit b)) = yn,t) +£'7[-t.6.v-,p7-1 + 0y (18)
donde 9 = 9 (%é, vy u5,.es s Vo Vst )
La condicidén de invariancia para (17) bajo (18) es
M -intsy =0
e 1 x ] = (19)
Desarrollando la derivada respecto a t y x obtenemos
1 L e L t —
25 B e B ) -
(3 IV,
(2" *7 " oo )
- ;;/l?‘ Yeu M"I 21— v;-n Vi * — = 1:» ‘;u —21 V;H.:!o (20) .
%% W, Y v, %% Ve

El Gltimo té&€rmino en (20) nos dice que 6%7'1 =0, k20 . Por consi-
[ 4

guiente ﬁ" no aparece en 7 con lo que (20) se simplifica a la si-
guiente ecuacidn:
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?7 ’ ?i? ’ 7‘7 ".f?
—L o4 —2d L gy - 27 v, . _
2¢ ot sxoy, 4 Y %o Yip =0 (21)

Tomemos 7 (4, 4, vy ey Yw)

t .
2. (o= 21 <o

el
2
0%&1 ﬂWL

2 o{24) =0 => D, ?ﬂ‘ =0
CA /S OV,

por lo que Y| ha de ser de la forma

M = @, v v ) ) (22)

La expresidn final para 9 la obtenemos observandeo que dada una solu-

#e0

V4
cidén de (21) del tipo M= A vy Vi) *2,,5&(:,4;%"_ , Pzo

)y +

la dependencia de a en !-;.‘_' resulta ser a = c(xX,t, P y.eu., %_2

+ d(x,t) VM _1» 1o que finalmente nos conduce a una Y]

N
M = i) + 5, Bk (xt) wy (23)
k=90
Las funciones a,bk,k = 0,1,..,.,N son las soluciones del sistema
o b =0
3x
1
_a__k*__; 2_:0_‘" Y 1155;'_ 20 , ket N (214)
at InY Jx
t T
b 2 o a0, 3%,

it axt st px®
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No es dificil encontrar las soluciones a este sistema para un N da-

do. Tampoco es dificil probar que para VA0 las a,b, son polino-

mios en (x,t). Por ejemplo, para N = 3 la solucidén completa esti da-
[ ] N

da por
o = ptx, k) 1 g . +p, =0

by = ot 421 x,¢ 4-4«;,3“0-#0(,{.’

Y S fo — 4 XuX +L(p,-:iq',_ x) ¢ +4(p;—ud,x)t” (25)

&

o ipax—wax aalyy - vipyx-3tyx) e —szi ey t”

4.

fo + (dy—iq )% = pox® s doty x*a (ipyrimyX ) &

donde p (x,t) es una solucidn cualquiera de la ecuacidn (17) y los
e(k,,;,’ 7 J; son parimetros complejos. E1 dlgebra de Lie del "gru-

po de Schrddinger" [38] estd contenida en (25) y corresponde a los
4
t ; .
parametros P"P"ﬂ"’ r_,y,,d‘.:-f_—p,

Pasemos ahora a la cuestidn de las leyes de conservacidn para
la ecuacidn (17). Teniendo en cuenta que la ecuacidn de Schrodinger
’ 90

+
puede derivarse del hamiltoniano H = if A - ix ».el Teorema 3
p

del ; 6 III nos lleva sin mas a las d.c.

P = pyr-pVv n=0,4,2,3

”

P = ?Dn ¥ w=0,14%

o e e s s i e e i 3 g
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p- V(20 +itD™) ~ oyt 2
3 - + - ”

P r[( )u. ritap™_g¥p, “J:,r o, 4

4

>
n

— 1 e | " i
V'l (3:(&»;%) Do+ S(a*t +34itY) D,“”* 641#‘—'"0,”'34#0,“”]1,’ "=0

&
Hacemos notar que es una d.c, para ¥n 30 entero. Por otra par-
q P
"o :

te observamos las relaciones

3 Y™, i 1 .
1o )00 w 16X DTt e (£ aien) (2 R ue ™)

—_
ol

v, ned

1 ~ »w
(ub-‘T“)n‘ +3(x*t +2i8%) DT ‘v ogixe 0, ~4t > Vel
= Gmk (»—~4-;f0,.) ( Xop,™ 13"‘"“)

Llegamos asi a la siguiente conclusidn: las d.c, f’:/ que hemos

obtenido, estén incluidas en la expresidn

— "
f"w " b d (%‘: +4it D‘) Ym n,m enteros no negativos
s

El que Pm«.m sea una d.c. por la ecuacién de Schrodinger libre para
‘Vn,m enteros y no negativos se deduce del hecho de ser (17) inva-
riante Galilei junto a la invariancia bajo traslaciones en la x,
‘TV;,‘ es una d.c. ¥m™M %0 . Por otra parte, en el orden de las
ideas puestas en juego en las dos Gltimas secciones de este capitul

el generador de invariancia asociado a X en (25) es
’ 1
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-
oY

X, = (D[(x+it 2 DM it)g
n = (vl (o3 -+em)]).
(grupo de Galilei) y sobre %%}z , para Vnao
-~ - « -~

>§L (nyq;) = comt” 3¢v(i-+£t{5) Yo +°°°
Como se verd ( §141Y ) )(;5 es una d.c. si X es de invariancia y §
asi mismo es una d.c. . Los puntos suspensivos en nuestro caso deno-
tan otras d.c. del tipo propuesto pero de 6rdenes mas bajos en deri-

vadas.

La expresidn de p _ es algo mis que unas simples relaciones de
o m

recurrencia, son las relaciones de recurrencia integradas.

Como se afirma en (341 , el caracter lineal de la ecuacidn de
Schrédinger libre exige que V}’ es a lo sumo cuadritica en las solu

ciones,

3. De grupos de invariancia a leyes de conservacidn en sistemas

hamiltonianos

En el ﬁ 6 del capitulo ITII, se afirma que para un sistema ha-
iltoniano es siempre posible el paso de una densidad conservada a
n grupo de invariancia de las ecuaciones pero,el reciproco no siem

re es cierto. En efecto, puede ocurrir que los generadores de un
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grﬁpo de invariancia de las ecuaciones no estén en el rango del ope
rador gﬁ , & denota el operador simpléctico de la estructura ha-
miltoniana, y por consiguiente no podremos asociarlas en este esque
ma una densidad conservada. Diremos entonces que el grupo no es in-

tegrable.

Existen grupos de invariancia que son "siempre" integrables de
una manera natural. Tal cosa ocurre con los grupos de traslaciones,
como podemos ver en la siguiente familia de ejemplos. Consideremos

las ecuaciones

°¢(:)=“(: ’:)(::;::) (26)

donde u = u(x,t), v v(x,t) y H{u,v] depende de u,v y sus deriva-

H

das espaciales, Puesto que las ecuaciones (26) no dependen explici-
tamente de x son invariantes bajo el grupo de las traslaciones en x,.

Este grupo esti representado por el generador

() o

al que el Teorema 3 § 6 III asocia una densidad p tal que t :2?;%g

(w, B o 4 8/
":) ) a 0 (6}’/69’)

es decir

o bien
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De "acuerdo con los resultados del § 3 IL la solucidn general de es

tas ecuvaciones es mddulo derivadas
p = g
Calculando ahora .D*f

- . &M .
Df =ty vy st = f‘—;-r,,+u(wq) +u.%ﬁ =

4-.3:’!)"'[;';_9*(“4_&& +\y1.M ﬂd,i,ﬁ';‘]

Sticsy Y sw

después de usar la identidad

D =) S D:(“':;f*i)

F+Y]

Asi pues, la d.c. por (25) P = w% est3d asociada al,generador

ux
(o;).‘ Otro es el caso cuando tratamos con grupos de dilataciones. Su
pongamos primero el par de ecuaciones

w, = Pru, o7 , o= Qrw, o3 . 27)
donde u = ulx,t) ,, vix,t) y P(u,ul,..,v,vi...), Q(u,ul,..,v,vl...).

Queremos saber cuindo (27) es invariante bajo el grupo de Lie carac-

terizado por

c (c(-u. +Ox wy +Pt P
pd’—l-&atdy + 7t Qe 28)



o £
que "dilata u y v en

. 93
-6 —-rE .
Cun, ¢v ala x—»€ x y ¢t —» € . Si
llamamos 7 y 0 a las componentes de t , esto

es 7:«u+ﬁiu,+3tF

(28) deja invariante (27) segln la defini-
¢cidén de invariancia del § 31 s1

y 0= pu+0x +ptQ

Dy = (nf4) 2F + (07)

3%
(29)
= Q + 2Q
Do = 7) @'s)- e
Escribiendo en:vez de 1 ¥y ¢ sus expresiones (28) y utilizando (27)
obtenemos

(“*r)P S, @rot) u, "”Z +([3*&g)4,13"’

£2c

’ (30) j
(,p ) Q= 5, (wes) u-,—aQ +(pr81) %

120

La solucidn general de las ecuaciones (30) Eu], esta dada por

P-u 55[ Tarslk ?

5 S T R 1
(anB)/n( u(:xl-ke),(( ! ’uﬁ/‘( ’“Tﬂ*_LQA(' 7’3,‘0)/(' |
(G ]
Qe Yo e v
1}“*5kl k0l ’ 4

pi e
44 “

(31)
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con. las funciones @ y Y arbitrarias, La forma de P y Q nos mues-
tra como se adapta un sistema de ecuaciones a la invariancia que dic

ta un grupo.
L}

Visto ya que existen sistemas del tipo (27) invariantes bajo
los grupos de dilataciones, pasemos a la cuestidén de la integrabili

dad de (28).

Lo que se diga a continuacibn sobre los generadores t de inva-
riancia para el sistema (27) cuando P y Q son de la forma (31) tiene

sentido unicamente cuando
(P) (o -4 (M/m)
Q A 0 SH/gw
puesto que entonces tendremos una asociacidn te’f via el teorema

3 §eI1II.

Sea pues, el generador t de dilataciones para un sistema

&H &H
@, = — Ay = -
¢ & ! ¢ ¢

invariante bajo tal grupo. En tal caso, existe una f conservada,

asociada a [ cuando podamos escribir (tecrema 3 ¢ 6 III)
' 8P/ su

(=-%
58/sv

es decir - : .
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ol O Xar 47-4;.!."—' = -—61
: D F~

(32)

Prtoxv, ,1r1.iﬂ 4
L fuw

Si de la primera de las ecuaciones (32) despejamos /J

p = v 40X vty +7EH + Rrud +Dy (+)

Introduciendo esta expresidn de P en la segunda de las ecuaciones

(32)
v v, = - - - SR
pU+exy; =~ (av-8 0 Xv) o
Dado que R es funcidn solo de a4, thx, -

@i-kp) =6V, &R o

&
Entonces, existe f’ cuando @ = e(+p y viene dada por
f) = o (oL +P) X Ay +3~I;H + D)
Se comprueba que esta F efectivamente satisface F?).

Tratemos con mis detalle el caso sencillo representado por el

par de ecuaciones diferenciales ordinarias

=

ds _ 8H 4w __2

At 20 1t -2

(33)

§

Determinaremos a continuacibén la forma de los hamiltonianos

H = H(u,v) para los que el sistema (33) admite una integral primera
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asociada con la invariancia bajo dilataciones. Los generadores (28)

son aqui

= oA+ t—aﬂ-
1 T 2v-
(34)
0= - {;.@_"L

PV - Tt w

con 8 = 0, de manera que la integrabilidad de (34) exige «+p =0
La invariancia de las ecuaciones (33) bajo (34) segln las férmulas

(31) nos lleva a escribir

o L ,
j_li- == _P = U “@(u.—p*.‘)‘)

H . =u et y(u—P/azO) (35)

i

] 4 2 a -~ : - -
Redeflnlendo los parametros 131“’3 ) —;—»‘5 y haciendo d-ﬁ- =-4 ,
la condicidn

2 H . _TH

ow vl dvow (36)

sobre la existencia de H y llamando t = av , la condicidn (36) se

refleja en

&V‘_& _é'___ o ,__é'_‘y“_.é_ o =
s 541, +(“7)¢"4f df(é’ﬂ‘)*a‘ﬁ 0

Poniendo & :;{? Rf) , tendremos -¥ = constante J'j\‘R+}' Ry

también, segln (35)

r
H(w,v) = u’ Rlav} (37)

T
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Este hamiltoniano representa la forma general, R arbitraria, de los
que conducen a sistemas (33) invariantes bajo dilataciones. Al grupo

(34) estd asociada entonces la integral primera

p = w +% ¢ H

Entre los sistemas (37) los Newtonianos vienen representados por fun
1 ~
ciones H de la forma "'=% + Vi) que corresponden al caso 7'= -2 y
_k’- s s .
R(f} = o + constante y por consiguiente los potenciales V(U-)

para los que las dilataciones son integrables estan dados por

Viw) = wws u_z'

Hacemos notar que en relacidn con estos potenciales existe una moder
na bibliografia que trata con 1la integrabilidaci completa de sistemas .

de n particulas unidimensionales que interaccionan via — A4 —,

[39].

La integrabilidad de los grupos de dilataciones puede plantear-
se en el marco de otro tipo de ecuaciones que constituyen también
sist'emas'hamiltonianos [140]_. Son ecuaciones de la forma

o H
“e = 0 (38)

.

donde u{x,t)es una funcidn de dos variables x,t y Hfu] el hamiltonia-
no funcién de Us Uy sl yees Al menos formalmente podemos identifi-
car el operador de derivacién total Dx con el # de las ecuaciones

(26), sin perder de vista que si bien D, continia siendo antisimétri

co no es, a diferencia de % , biyectivo.
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Sea entonces f (t,u,ux,..) una d.c. por (38) gue segflin (7/5) d=1

¢ u 111 satisfard
& af X =0
far (ab * F) . (39)

donde
LX)
= §HY). 2
X % (D‘ 5,«1—) AT

- es el operador de Lie-Bicklund determinado por H. Teniendo en cuenta
el lema del § 5 III
——
£ =Xy (uﬂ-i)’.;t
§ar far dn/ gar
) !
siendo (D‘Ili) el adjunto formal de (Fajji) , utilizando la no
far N fu -
sz — 7 — _a_J_—" = = 2 .
tacuop fFE M) = & 47 __.;2’, aakD 7 x,,? . BEs facil ver que
TEH ¢HY
(D‘ ;‘1) = "(}L_‘)‘D" sin mds que recordar el caracter autoad-

,
junto de (ﬁ%g) como se comentaba en el § 3 II. Con los datos an-

teriores (39) pasa a ser

.1.!2 +XJ-‘£E =(§—H)ID;‘2

2¢ du Ju X fa

multiplicando a la izquierda por D, observando la relacién (X, D.]=0

y reagrupando términos llegamos a

(2+X) (o ) = o (&)
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. . 8, . .
ecuacidn, que si llamamos C E‘D,d—\—f , caracteriza las simetrias
JTH

de la ecuacidh (13) puesto que este [ satisface

= H
D, ¢ = XC(D" d‘d;;

siempre que f sea una d.c. para la ecuacidn (13).

Proposicién 1. Para la ecuacidn 44 = D, % a toda densidad con-
servada p esti asociado el grupo de Lie-B3cklund de invariancia con
generador { = D,g . El carédcter no inyectivo de, D, hace que el
reciproco no siempre sea cierto si tenemos en cuenta que la identi-

dad de la que hemos hecho uso para probar la proposicidén anterior es

Pse)oe ) - D22 2 = 0.3t (E + %)

por lo tanto, aun cuando el miembro de la izquierda se anule (1o que
corresponde a la invariancia de (38) bajo el grupo de generador
= _é‘P & ._£ D, )
¢ D’d‘w ) solo podemos afirmar que o e =ft}
En cualquier caso, cuando un generador' L' de invariancia se

descompone de la forma r .—::D,,d_—d;f s la funeidn P es un candidato

a densidad conservada por la ecuacidn (38)

%
. wn
Contrae]emglo. Supongamos Ay o= D, JT%' (—- _i_!- ) = Upwx

Evidentemente C = x¥ es un generador de invariancia que se escribe

{ = 4000 =0, 8 (5
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3
pero %"5'- no es una d.c. por u. = u . En este caso

2 |
_Q.( X ‘L%) P
& 3
como ya habiamos previsto.

Volvamos a la cuestidn de los grupos de dilataciones y determi-

nemos en primer lugar qué ecuaciones de la forma

“e =P(%,W’“¢g.--‘)
son invariantes bajo el grupo generado por

[ = M+ Gx iy +rthuJ o (40)

donde ya hacemos &« = 1 para abreviar. Segfin las ecuaciones (29) vy

(30) la forma de P viene dada por

L s “ “ s
Ped = w5 (:F‘:‘ 2 I (1)

con & arbitraria.

 Con la funcién {, dada por (40) escribimos

12
t = u + D,(x eu.)-eu. +D,(3.¢ ;_LE) = (4-6)u ‘D-fﬁ ox 4 +rtH)

cuando P :D’_ﬂ’! . Por consiguiente cuando 8 = 1
§M4

r =D & xi—"'—"+7tH)

K‘w kN



t

10
y la funcidn x-%"rl— ytH podrd ser una d.c. por My =D, 6{—:—’! + Méas

concretamente, tomemos la ecuacidn

My = Mgy + 2 uly

KdV modificada. En este caso

P L
P = U +au? =n O f a7 | Us,
(2 - e al‘u 12 L

esta funcidén P se pone bajo la forma

Pis) = wiye + 24, = Miar My T+4
ML IR YY)

siempre que y =36, 64 . Seghn la férmula (41) KdV modificada

es invariante bajo el grupo de dilataciones con generador

U= s+ X a2 38( Mgy + 0¥l)

Puesto que 68 = 1

. A N 1
(= D'S—E [ x—‘!,f—-"'+3{; T":——" ——‘—:J- ]=D.;f;['%”*”“']]

* 4 bt
Comprobaremos que X % +3t(—ﬁ— - %—1) es una d.c. por la ecua-

cién de KdV modificada. En efecto, teniendo en cuenta que DtH = D«(
)
X M -
D, (.;_« +3¢H) = qu,‘é;_"l +3H+D,(-) =
= 4H—u£§ —-u.,,-‘LH- +D.(-)

=a(uo ) u(e *oh) -aty (~ur) 4 e () = Do ()
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como queriamos ver.

n c s
+
t Uy uxxx’ KdV modificada

Hacemos notar que de la familia u

es integrable a una P .

es la Gnica en que tdilat

Otras cuestiones intimamente ligadas con las que hemos discuti-

do hasta aqui forman el contenido de las siguientes secciones.

4, Propiedades de homogeneidad

En el apartado anterior hemos examinado‘la cuestidn de la inte-~
grabilidad de los grupos de dilataciones que dejan invariantes ecua-
ciones en derivadas parciales y ordinarias del tipo hamiltoniano. Di
cha integrabilidad nos permitia obtener una ley de conservacidn con
una forma caracteristica para todas las ecuaciones. Al lado de este
uso, la invariancia bajo dilataciones nos proporciona un método para
clasificar las densidades conservadas por una ecuacidn dada y tam-
bién delimitar la forma funcional de estas densidades cuando se tra-
ta con una ecuacidn de evolucidn invariante bajo dilataciones y con
densidades conservadas de tipo polindmico. El germen de las ideas
que expondremos aqui se encuentra en [13] para la ecuacidn de Kav,

sin embargo nuestras técnicas son diferentes.

Sea entonces una ecuacidn de evolucién

donde u = u(x,t) es una funcidn escalar de las dos variables x y t y
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P{u) una funcidn de u y sus derivadas espaciales usu

PR

KX

Definicibén 1. Llamaremos operador de Euler de indice 8 al operador di

ferencial lineal

89 = 5 (1+0k) u,

k20

2.
o (42)

La denominacidn empleada para (42) viene motivada por el hecho
de que para 8 = 0, éo sobre un polinomio homogéneo Q de grado m en

las variables u,ul,uz,... uk,... segfin el teorema de Euler

éo Q =m Q ) . (u3)
Generalizaremos ahora la ecuacidn (43) para un indice 8 arbitrario.
Progo'sicién 2. Las soluciones Q de la ecuacidn

80Q=AQ g A= ot (uy)

son las funciones de la forma

2 g o ’
= 4t A M L2
Q 3 $ (ue*' P’ 'MQ;I., ' ) (45)

Demostracidn

La ecuacidn (19) impone scbre Q la condicién

2 (1+6k) u 2Q - aQ

% am
420 UK
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que*es una ecuvacidn cuasi-lineal en derivadas parciales. El procedi-
miento del que hemos hecho uso en ocasiones anteriores [u] nos condu

ce a la solucién (us).

Definicién 2., Las funciones Q de la forma que establece (45) se lla

maradn 8-homogéneas de grado A .

LER Ap

. . . A 2
Consideremos un monomio M = u™ ™ "u," ... u, , sobre M la

accidn de 89 resulta ser segfin (17)
89 M= Qe M +(U+B)A M +(+20) 2 M s 4 (a4 pO) A M =

= [()o“‘ )4 o 4 lr_)&e()4 42}34‘“4‘ f\'}r,)] M

por lo tanto M es B-homogéneo con grado (k;+ P 3,‘_) +

+ O(A,, 42, 4.0 & f\-ﬁfg) « A diferencia de la situacidn que se
encuentra en la definicidn de la hHomogeneidad ordinaria (8 = 0) el
orden p de las derivadas que entran en M influye de una manera carag
teristica en el @-grado. E1 indice 9 hace las veces del peso relati-

vo que otorgamos a la derivacidn en su contribucidn al grado de M.

Proposicidn_3. La ecuacidn u, = Plful} .es invariante bajo el grupo de
dilataciones de Lie con generador M= +0x w4+ At Pv) si y so

lo si P(u) es 0-homogeneo de grado X+4 .

Demostracidn:

Férmula (30) del § 3.

En relacidn con las densidades conservadas por u, = P(u] tendre
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mos secesidad de utilizar el siguiente lema:
Lema. Sea ( el generador infinitesimal de un grupo de invariancia

Lie-B&cklund de la ecuacidn u, = PruJ, Si p es una d.c. por dicha

" . i 4d - -
ecuacidn, las funciones .Xt p,n=0,1,... son también densidades con

servadas.

Demostracidn:

Por ‘definicidn de d.c. f (u) es cierto que
D =0.(-)

Hasta el primer orden en & , u, = u#L( es una familia de solu-

ciones de modo que

th(u-{»{(J-O((‘)) = Du(+ )

o bien

D pewt + £ Xeprugs 0(6Y = D ()

La arbitrariedad del parimetro & implica D X{ ]J =D, () . Rei-
. » )
terando el proceso se cbtienen las d.c. XI a

Particularicemos el lema anterior al caso aqui tratado, ponien-

do como generador de invariancia 7= a+0x uy + At Prul

x‘) = éjo['l)f(u +0X U, + D‘tp)] .2

g

cuando u, = Plu] sea invariante. Sea ademds f[u] una d.c. por lo

que en virtud del lema anterior también lo seri X,')'J , luego
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Xf = éJ [0‘_‘(u+exu,,+3¢p)].a%{ =

7 Z

= éJ Dk[(kb+9:uw4-1tf). sf -

k3o Srrg

= (u +exu,+9\tP)'—££+ D.(- )
P

es la nueva d.c. . Examinando mds detenidamente la forma de qu) po-

demos efectuar todavia algunas simplificaciones. Si tenemos en cuen-

tda que por hipdtesis p es una d.c. P. %7 =D.(-) » y por lo tan
Jar

t

X =5 u 2f +0x k)4 2p =
= 9 . =
,,f k5 . 2] u“‘a - + 4 ,u,ta +D.()

ko

= 89,0 +6xDp4+D() = &p—ef + D)

siendo éb el operador de Euler con indice @,

Asi pues, dada {u} d.c. por u, = Pfu] la funcidén o
t 4

89}; = (X7 +8)p

es también una d.c. por u, = P(u)si Pful es 8-homogéneo.

Denotemos por C(P)la clase de d.c. polindmicas en U,Ugys.. pero
que no dependen'explicitamente de x ni de t como hemos hecho hasta
aqui. Una de tales densidades p se escribe como una suma de monomios
mj(u] que no constituyen por si solos d.c. ni las comﬁinaciones linea

les de una parte de ellos salvo la de coceficientes nulos d.c, por
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Ut‘—' Pu.,

N
Defincidn 3. - Sea P[u] = j}lnj[ul, mj(uJ monomios no nulos. £ se
= i=3

dira irreducible si la suma anterior no puede romperse en suma de

dos partes propias conservadas.

Bajo la condicidn de ser P 0-homogéneo, si p es d.c. por u =P

89f = 89 'm,tu.3+897"72!113 4 (ug)

es una d.c. por u, = Plu]. Como ya se ha visto en este apartado
89 muy tu) = C, M, ()
para cualquier monomio de un orden y grado ambos arbitrarios. La

ecuacidn (21) nos lleva a la expresibn siguiente para eaf

Eef = C1 ’fn‘[uj +c1ml(uj 4o =

o= C4 {“E,fu]{-—%’h m’.(u}'. ..,J
1

siempre que C1 £ 0.

Prog‘osicién 4. 86‘; = cF , € = comf: . 47)

Demostracidn:

‘ .
'é; of - f = (—c-;"--') Ma-*(f-j —4)my e

puesto que el miembro de la izquierda es una d.c. por u, = P(u}, la
combinacién lineal de monomios del miembro de la derecha asi mismo

lo es., Pero estos monomios forman parte de F y son todos los que in
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tervienen en p menos unc. En virtud de la hip8tesis acerca de C(P)

los coeficientes del miembro de la derecha han de ser nulos.

* La proposicidn U nos dice simplemente que ﬂ?(uJ es O-homogénea.

Teorema 1, Sea u, = Ptul una e.d.p. invariante bajo el grupo de Lie
de dilataciones u'(x,t) = u(x,t) + & (u+xu; + FtP) +0(g?)

( & PrLu), 8-homogéneo: 89P = (J'+ 1) P). Entonces cualquier P[u)
d.c. polindmica en Uslggee sin dependencia explicita en x ni t es

también 8-homogénea. Por consiguiente las d.c, polindmicas en {u?l

son los polinomios que se construyen a partir de la expresidn
Lwl} = 4;;‘j5 ( Mgt L, e
P pel. VB4 204 T (u8)

La pestriécién hecha a las d.c. que no dependen explicitamente
ni de x ni de t se debe a que realmente el teorema falla en este ca-
so, como se puede ver en el sigiente ejemplo., Sea la ecuacidn KdV-mo
dificada

- 2
Uy = dyyy + u ALy

con Pcu} = uzu + uy que satisface

1
84 Ptu) = 4 Pru)

y es por lo tanto homogéneo de grado 4 con indice 8 = 1. Como se vio

en el ejemplo del § 3

R 4 1
x 2 +3£(4%-—-%%)
4 . (u3)
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es una d.c. por esta ecuacidn que es manifiestamente no homogénea

en el sentido que aqui 0tilizamos.

Como nos ha demostrado un trabajo realizade con posterioridad,
todo lo dicho en esta seccidn se puede extender a p con dependencia
explicita en (x,t) y pensamos que a sistemas de ecuaciones en n va-

riables X,...X_o.
1 n

5. Propiedades generales de las d.c. por ecuaciones de evolucidn

En el apartado anterior hemos examinado con alglin detalle 1las

restricciones impuestas sobre las d.c. de una ecuacidn u, = PLu]

t

cuando Plu] es de una forma especial. Asociado a esa forma de P en-

contribamos un operador diferencial lineal de primer orden

éb = if”‘0é’“*5%¢ con la propiedad de dejar invariante el con-
k20

junto C(P) de las clases de d.c. polinémicés en la letra u y que no

contienen explicitamente las coordenadas (x,t).

La pregunta que intentamos responder es la de cuintos de estos
operadores pueden construirse dada una ecuacidn u, = Ptul . Con otras
palabras, caracterizar los operadores diferenciales que dejan C(P)

invariante.

Por razones de sencillez nos vamos a limitar a los operadores
de primer orden. La extensidn de la teoria a drdenes mis elevados de
be seguir las mismas pautas que las esbozadas aqui, si bien el grado

de dificultad aumenta considerablementé.
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t
equivalente XPF = D, (+) . Los operadores diferenciales lineales

_ PN I
. Dada ftu) d.c, por u, = PQu], T pf =0 o bien de un modo

de primer orden tienen la expresidn general

X =5 Awas L b H

k3o

Definicién 4. X deja C(P) invariante si

Xp ¢ C(P) , ¥p e ((P)

Proposicién 5. Si X deja C(P) invariante

(X.D.)] =6D, , 0 =comsr: . (50)

Demostracién:

Xy ha de preservar las d.c, triviales (la clase nula de C{(P)),

Veamos qué tipo de operadores X, satisfacen la ecuacidn (50).

A
Desarrollando el conmutador (X, D,]}

[X’ D] = é—; (’4:(.&4 ~D, '44’) '3_3;

la condicidén (50) es sobre los Ay
A(.“.: D,‘ ’dk + 0'1-4‘,” , Ak=0,4,2,.-:

Llamando { = Ao - u tendremos

= = ke) 2. .
X = X'r ""89 = %(Q F)auk "'.g;(h‘e’e)“(- ‘a%(. (51)

HBLIOTE S

4
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+ Como estaba claro desde el principio lés operadores de Lie-
Bicklund satisfacen (51) con 8 = 0, el operador responsable.de la
inhomogeneidad @D, en el miembro de la derecha de (50) resulta ser
precisamente el operador de Euler con indicevg que manejabamos en el

9 4, Observamos que 89 no es del tipo Lie-Backlund.

Demos un paso mis imponiendo a los X de (51) que respeten el
caracter de C(P) como conjunto de d.c. por u, = P(u) puesto que 1la

condicidén (50) es solo necesaria. Para ello formamos
= X D.(-) + [Xp, Xlp =

= D X)) 4[X, D)+ [Xp,X1p (52

utilizando (50)

Xe X = D X(-) + 0D, (+) + (Xp,X]p (53)

Proposicién 6. Dado X del tipo (51) y una d.c. P cualesquiera de

u = Pru) X es también upa d.c. si y solo si-
[XP.X] =QD,+VXP , A,V =coml (54)
Demostracidn:

Si X cumple (54), seglin (53) la afirmacién es cierta. Por otro
lado, en (53) Xf d.co. —> [XP, )(]P = D,(-) . Puesto que

- [Xp,X] es un operador diferencial de primer orden y la condicidn
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se éstipula s¢ébre cualquier p » se concluye (su),

La relacidén (54) puede utilizarse en dos sentidos distintos.
Dado un X de la forma (51) determinado por la pareja (O‘, E[u.])
encontrar funciones P {u] para las que se verifique (54), O por el

contrario, para un P fijo buscar (g, E [-u])

Como ejemplo de lo primero, hagamos E = 1, obteniendo asi el

operador X; mds sencillo Xt:l

9 = 0. Las funciones P(u ue
oL y ] q .

satisfacen

[’a%' XP]= aD‘ ’ )W

son

Peurz = 2 wa, +Qluy, u,,...) 4 Q arbitraria

por consiguiente, si f es una d.c. por u, = A uu, +Q(u1,u ) lo

greee
mismo suce con 2Ffaw

La condicidn
da para P .
Vi
P=e¢ Qluy, uy,--)

Sobre las funciones E puede afirmarse lo siguiente:

Proposicién 7. Sea f[uj tal que se verifique (54) con 8 = 0. En-
tonces [P, E] = X,,}' —X;P es un generador { de .un grupo de inva-

riancia Lie-B3acklund de la ecuacibn ug = Pru) .
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Demdstracidn:

De acuerdo con la identidad

' [Xp, Xy 3 = Xp g

si X[p’” = A D +vXp

eggar Xed =0 (55)

puesto que [D,,XPJ:[XP,XPJ =p

La consecuencia (55) se escribe también

o=[P (PE1] =XpPF] - X

= ppF)-X_ P
oy P DIRAD

¥ Y

que es la condicidn para que (=[P, f) sea un generador de inva-
riancia, cosa que demuestra nuestra afirmacién. En particular, la
proposicidn confirma que los operadores x§ de invariancia Lie-

Backlund dejan C(P) invariante.

Las propiedades de homogeneidad estudiadas en el apartado ante-

tior se trasladan intactas al presente contexto.

Ejemplo. La ecuacidn u, = uu, + u, KdV es 9-homogénea con 6 = 1/2,

t 1 3

ya que

éd/;, (wy+au,) =(1+%) uy +au, + (s )uiy = (1+5 )(vu,+u;)

El teorema § y =}V€ polinémicas de UsUysee 0-homogéneas y

80 Pﬂ. = Cn P"\-



115
siendo ch = 1 + grado para las p de un cierto grado.
- . "

Seglin hemos visto antes 3(}, = en este caso sobre una F d.c.

2
uw
nos proporciona otra d.c. . Si p es polindmica y no depende expli
[] - .
citamente en (x,t) ?./_,b " conserva el mismo caracter gque la 2. -
M "™

Calculamos a continuacidén el conmutador de 89 con 5&

L - | 2
&;a“ %(ubk].ukjl- L = 0 89___@.

Uy I 0 AL

es decir

aplicindolo a e
M

ouw 2w

y puesto que 89 P‘n_ = cﬁﬂ‘_

88 %ﬂ. = (Con -4) _?_ﬁ_’:
PEV an

Podemos concluir asi que :{f es una d.c. con un grado inferior en

1 unidad al de la-densidad P . El operador & nos proporciona la
(s

informacidn acerca del caracter de la nueva d.c.

Todo lo anterior se puede comprobar "empiricamente" sobre las

primeras d.c. de la‘'serie infinita que posee KdV.

[



CONCLUSIONES

En relacién con los métodos de invariancia aplicada a las ecua-
ciones en derivadas parciales, las transformaciones de Lie-Backlund
se han caracterizado de una manera concisa en términos de una fun-
cidn ¢ construida a partir de los generadores infinitesimales del gru
po. De este modo se simplifican notablémente los cllculos y se tra-

tan rigurosamente los grupos de invariancia

De los resultados del primer capitulo se sigue que esencialmen-
te las ecuaciones del tipo KdV y Schrddinger no lineal con un grupo
infinito de invariancia Lie-Bicklund coinciden con las ecuaciones de
este tipo que poseen transformaciones de Bicklund, infinitas densida
des conservadas, solitones y son integrables por el método del Scatt
ring Inverso. Esto afiade una nueva propiedad a las ya conocidas: gru
pos de Lie-Bicklund de dimensidn infinita. Con posterioridad hemos
probado que tal cosa sucede de la misma manera en las ecuaciones

Uiy = U = f(u)

Otra vez las funciones f(u) para las que esta ecuacidén admite un gru
po de invariancia Lie-Bicklund de dimensidn infinita (generadores qu
dependan de derivadas de un orden arbitrariamente alto) son las que

poseen las propiedades mencionadas mds arriba, que se dan para f(u)

sen u (Sine-Gordon), f(u) = Sh u, f(u) = e (Liouville) y f(u) =

- m2u (Klein~Gordon),
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Para estudiar con comodidad estas cuestiones nos vimos obligados
a introducir nuevos operadores del tipo del de Euler-Lagrange, las de

. L. . & .
rivadas variacionales generalizadas +—— . Con los operadores de deri-

du
vacidn total D* y las derivadas parciales 5%— se desarrollan unos mé
o
todos algebrdicos en los que aparecen de un modo natural las §%~ .
Tanto por lo que se ve en la pag.49 y mis adelante, las E%_ de-
o

ben de ser de un uso corriente en otras cuestiones ligadas con las

que aqui tratamos [20].

De este modo nos encontramos con un procedimiento sistemitico pa
ra calcular las densidades conservadaé por un sistema de ecuaciones
de evolucidn, A titulo de ejemplo hemos determinado las densidades
conservadas por una familia de ecuaciones de evolucidn que generaliza
la ecuacidn del calor. La aplicacidn del procedimiento a otras ecua-

ciones podria a lo sumo plantear mayores dificultades de cdlculo.

La cuestidn de saber cudl sea la relacidn entre simetrias y den-
sidades conservadas se trata en el capitulo IIT y posteriormente en
la pag.90. Se ha probado que en el marco de los sistemas hamiltonia-.
nos‘existe una aplicacidn dél conjunto de las densidades conservadas
en el de las simetrias del tipo Lie-Bicklund. También estudiamos la
posibilidad de invertir esta aplicacidén y concluimos que no siempre

se puede hacer,

Como ilustracidn del manejo simultlneo de simetrias y densidades
conservadas, se ha analizado la ecuacidn de Schrodinger libre. Hace-

mos notar la existencia de un operador que nos permite obtener por re
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currencia todas las leyes de conservacidn de esta ecuacibn, el opera

dor (% + ith) asociado a la invariancia Galilei.

Este resultado deja abierta la cuestidn ‘acerca de la existencia

de operadores que nos lleven de una densidad conservada a otra.

Tal cosa puede conseguirse con las transformaciones de Lie-Ba-
cklund aunque el resultado es casi siempre trivial., Pero también hay

excepciones: los grupos de dilataciones, el grupo de Galilei,...

Un procedimiento anilogo al empleado con la ecuacidn de KdV 1lo
hemos llevado a cabo con posterioridad en la ecuacidn de Schrodinger

no lineal

. 2
T 4 + =
ivg v v [¥|“ ¥y =0
En esta ecuacidn existe también un operador diagonal en el conjunto
de las densidades conservadas, el operador de Euler generalizado

9 -

_ 3
ti-(l"’k)(‘l’km""l’ ‘—_—-)

y en este caso, el grupo de Galilei nos da un destructor

3 s 2 = 3
(¥, oo ¥ Y+ ¥ —_— - ¥ —_—
k ¥y k a;k k-1 avk k-1 3$k

Aunque aparece explicitamente la coordenada % en el primer sumando,
sobre las d.c., desaparece debido a la invariancia gauge de primera

especie, cuyo generador infinitesimal es
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. 3 ] 2
iy, =— - ¥, — )
k awk
‘ I3 ” L
con la propiedad de anularse sobre las d.c. por esta ecuacidn.
Dejando a un lado las simetrias, determinamos la condicidn nece
saria y suficiente que han de satisfacer los operadores diferencia-
les de primer orden para dejar invariante el conjunto de las d.c. por
una ecuacidén de evolucidn dada. Llegamos as{ a la ecuacidn

[X, Xp] = AXp + vD_

donde X es el operador buscado y XP el campo vectorial tangente a

las lineas del flujo definido por la ecuacibn.

Seria deseable en un estado mis elaborado de la teoria que aqui
se ha analizado, llegar a caracterizar aquellos sistemas de ecuacio-
nes en los que los conjuntos de generadores de invariancia por un la
do y por otro el de densidades conservadas sean finitamente genera-
dos en sentido algebraico mediante ciertos operadores diferenciales
ligados de forma intrinseca a la propia estructura del sistema, tal

como ocurre en al menos algunos casos lineales (ver Schrddinger).

Esta cuestidn junto con la relacidn general entre densidades con
servadas y simetrias constituyen las cuestiones abiertas mis impbrtan

tes de la teoria,
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