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I'e de erralas

p. 18: Los puntos (ii) vy (iii) de la delCiniciédn de subforimla
inmediata deben modiflfi orse de la givndente nancra:
(ii) F es una subfbérmuls irmediata de -F v . Iy 4
son subfbrmulas inmediztas de ¥ G,
(i1i) F A es una subfbdriula inmediata e S K, 6t

A es una descripcibn,
p. 32, linea 2: dice nepacibn ruerte v debe decir negncidn déoil,

‘p. 76, linea 7: dice: Sea Ii un conjuntn de LIOdrimmlas e 1,3, liebe
decir: Sea 1 un conjunto de 6rimulas que conticune sbdlo

sfmbolos primitivos de L3.

e

pp. 82 y 83: 1la numeracibn estd caumbioda. Su orden es el inverso,
p. 215: La tesis (26) puede ecliminarse, aparcce yo bajo (21)

p. 258: La deduccidn de (17)-(20) o (21) v (22) no en corroectao,
La proposicidn 7.2.4, aunque demostrable, precisa de uno

nueva prueba que, por falta de espacio, no indicrwos agud.

p. 232, linca 23: dice nodeducibilidad y debe lecir

no-deducibilidacdl,.
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evidoneiz 1o Livorbancia que esta precomprensidén del tema de 1la

teor{n ;1 ie 1le~npr a tener. in los casos citados, no creo iotal-

Snetive ingdecnndo declir aque cn buena parte es el cambio en 1l pre-—

comprensiin del o jeto de la teoria asi como en las ideas meto-
doldricrs 1o cue produce el cambio de paradigma en la lingiiisti-

cn a gre henos asislido en los Mltimos aiios.

0 voerece claro que en el conjunto de ideas que
definen ennt | ve-couociniento del campo de una teorfa se entremez-—
clon concidcracionens de tipo filesdfico, con otras de caracter
metodoldeico - otras aue apunlan a los hechos bisicos de que la
teoria clone e rdar cuenta. Mnlre el semundo tipo de ideas po-
dprfanms conatone o lan ideas epistenoldpicas que de manera wdis o
vevon clopn vtilizan los cientificos en un momento dado, por ejem-—

Flo, «n 1n Livitacidn de low métodos clentificos que se can-

sideron validon - exnerinentecidn, nétodos deductivos, ete - vy

s irorioncis relotiva, Conio ejonplo del primer tipo de ideag
el lovdionos e conelddoeraciones como las relativas al tipo de

entidaoes one pusden poblar un universo describible cientifica-—
aenve, So1, on Linsdidstica, la posibilidad de apelar o no a las
jdear dnne ten cceoo v elenenito explicativo de la adguisicidn del

lan--anjo,

Inn ciencian formales es quizé mAs dificil
carlor o onc-liciton el Eino de ldeas a aque aludimos, a la ver que
prrecan Lener e wonor” inZ lacnceda aque ¢n las ciencins emrdricas

et ol Ceorovallo el teabade cientifico econcrete. Considerar

rre o et se inventan o que, por ¢l contrarie,
s deonshiaran, o inTince epan coon en el contonido Qe un Laoroinn
nio en ol b iade o s dewontracidn, o sicwpre es asi, oin esibor-

~o: 1o poeata on enesidon de ciertes principios netodoldcicon,
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roodenplo, la necacidn de Ja o widlioeen vadveiand e o les e

i

tercio excluro, entre olran connn, he Llevedn o 1o Corunlaeids

P
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intuicionista de 1:

ameealo, ol
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de los dog crandes paradi~smnan oue conarceoin o hicuvoric o 1o 16—
Zica oceidental - ni por la exisbtencin, sin cuiarco, de ene tioo

de ideas aue condicionan ¢l descrrollo de 1o cicncic., Sreo oo

se podria afirmar que la relacidn oo la 16-ica sinbdlica s
con la lLéwicn tradicional oo cue Clonsesdion obeitafe

a la ~uerra v la politica: la perscencuda de Los .o Sines

ror distintos medios, -I'n efecto, ol canbio Munueuaenbol e mo o

153

A

otro paradisna es un cambio no Lonto en lon proanineston e coi-—

tenido sino en los presupmeston nelodoldcicon, on In conislers-

cidn de cbmo sec debe hacer la cicucio, ¥ no o Lo dafdndeidn

del tena de la ciencia. ksto ace piadoy, decde Lo, e oy oen

hio ¢n el conjunto de las aplicacionco bmncosing, dnlondion,
cnbarizo, aque 1a 18+ica se ha de hacor 2l aoae an 1o uetondtics
o al rmoda de la filesofin no hin supuecio vun canbio esencinl

en 1o definicidn del ohjebo <e la 1&-ico, ~n- hin covlinnndo civi-
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teorin
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e, nin eibacso, clertos presupuestos de conteui-
do que s2 han mantenide a lo larro de la historia de la 18 ico
vy que sé6lo en épocan wuy recientes se han visto sometidon a dia-
cnsidn, Presupuestos cuya nodificacidn puede llevar a sisteinas
16cicos alternativos, on logs que se ponen en cuestidn ciertas
afirmaciones gue en almin mormento han llegado a aparccer coino el
paradi-aae de la verdad lé~ica.

intre estos presupuestos podriamos citar los si-

~, coarbicularieente relevantes para miestro caso. Primcro&u

rption to
lo que noiirinises llanar el presupuesto de dualidad, presupueslo
que se podrio exprceaar diciendo que hay justamente dos valores
de verdard, lo veprdadero v lo falso. Ademas, el presupuesto de
unicidad, e vendrisa o afivmar aleo asi como que lo que tiene
o volor de vordad sdlo tiene uno. Ve quizd menor importancina

slo, lo que 1llamarfamos el presupuesto de

tebrica novia, por e
precicidn, que atiimaria que todo atributo, para scrlo, ha de
poder nor oion defionido, en el gentido de que para n-tuplo de
objeton v atrihnto n-adico, ¢l n-tuplo de objetos tiene el abri-

Lco zrnocrestidn ¥y ose puede alirmar si lo tiene o mo lo

tiene, sin canon intermedios. o pretendemos agqui una discu- .
. : : " . PR <
516N ri-~uronn de aston presurnentos, ni menos un andlisis filond-

fice en orofundidnd de estas ideas, anilisis que incorporovic,

ror ejcinlo, un Lyrataiicenlto de su posible equivalencia iy del

Abito —lineiiistico, c¢pistenoldrico, ontelduico- a ane jpertenecaon,
L

“1, en cnuirin, cucremos hacer nolar gque estos presupueslos s

presenton on 10 16-3cn, Mndanentaliiente en sus consecuenciag,

pero no e Justilican cn elln, sino gque son una me:lida Jde 1n

.

aceptaibilidea de una 1é-ica doda. Asi, no hay ley 1d«ica one

saente dos walores de verdnd o cnn Lodo

alirie rne

predicsdo conddico ootd bien definido pero of hav ane Lo 16-5cn
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v el chlenlo jodria cer is-ualnente adecnado a esa sceuwdntica. o
ea qua loo rosnpueston que hemos anmta('io antens, v aleenos
ntros, con la sarantia de la "bondad" de la teoria, on tanto eon
cuanto podemorn acoplbar que la definicidn de verdad 16r-ica ean

on e Yepguadje Loy o ;:resehtacién de las verdades lbé~icoes en
cne lopruaie coustitiveen una buena reproduccidn de lo r;ﬁe consi-

dapraron veedna lévica en el aubito pretedrico.

Voemion osto desde otro punto de vista., 3i

aue todo objcdto es irual a s3i mismo o la vergsidn

acento
linciifisbtica de esta iden, que todo designador designa lo que
1 «F - v oy - - . . -

desirra v nos cncontranos con una expresidn de una léemica, c¢n

cste cono L3, como

AAL(R=X)

que sc paaede ~losar diciendo gue no es verdad que todo objeto sca
ieunl o 5§ digimo, o bicin que puede haber desipnadores de los

e no ae puedereofirnar gue desienan lo que desicnan (seria el
caso on e onodesignador no ticne desienantuwi), y adends venos
que esa cxpresidn os 1dgicamente verdadera en L3 y una tesis

en cdlenlon acdecnados para L3, entonces nos veremos oblico:los

no a disentir la validnz de la demostracidédn de la verdad 18cica
en LI de eso emineiodo, sino a rechazar, en principio 611 blonus,
la definicidn e verdad lérica en L3 y toda la lérica que nobre
clla se consbtrave,. ¥ a rechazarla no por razones inbtratedricas

.

.
cono reria vma senonbeacidn wal hecha, sino porque la Leoris en

st conginnto o inncep-tanle dende los presupueslos que sobre la
16eicn rantencmos, soraue 1o es una "buena’ 1lézica, una 16«ica
senaata,

rel, los sresupnestos de que hablomos ticnden
a ner finmnes a 1o veviaién deode Jdentro de la teoria nisLin:
no hoy ldéoica staviovd que non lleve, desde daentro we la tooeino,

a nodiicar, poir cjeij:le, lo cue hewos llanado principjo de qne-
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; lidad, "na léd~ica alternativa, no ol L, Rangoco Lo obierd
pmesto que rnatA conslruida sonre la bome e olion oremy ool
Extn en principio, anngue ca iunnce-oohle cne odono oeriobicens oens
1drica monsata (perdénesains 1o v vednd de 1 renidn) e
ejemple, necara ese presigmiento o dunlioni = 0 i s e

; la denostracidn e lo inposibilicas oo Lol 180 dcs —  annbonesn

5o haris rmy dudosa la posibhilide! do L hesseddDn o oo e -

suruestlto,

e

La discusidn, entoncon, solar jrc.sjarsbon o

teorin asc mueve en un anbito dinstinto 21 we 1l Georin cioniivi-

o ca misma., n el caso de la 16picna, oi Loos Je Loncy Leldiaenan

E ac desarrollaria en ¢l seno de la Cfilonsocin do 1o 146 i,

o1 otro lado, o tonlo o curnlog e s
¥ i

~plicobilidad de una teoria 16«dca, ot Loiilo o ericaree ror filesie

LA tener una 16cica aplicana, lon paeranauccion oo apee
son o ne prosentan coso condiciones deesa o Liac i it
prebaadenons uhilizar la 10-rdcn clandag cOaa ez NG R
cacidn tedvica ue lan dwplicacioncs S ldars oo o L o e o

. w1, ror ejemp-lo, o5 aecesario one wnnocne Looconin g

saterinticans o gque alwudioso: o1 Goidoe e vt e Lo

¥ 2 i Leorfa 16cdica:r de nevo, sicne cogae beooonnlionsd, oo

f cioidn e los atribnton, eie, i L G a0 vedisay 7
e des vias: 1o exclnaidn de coe Ao oo S

aplicnalidn de 1a teoria, ol decroto, 50 0 vienes jurLiie o
oo el Jen-aeje uabkural co bl Lol Yoo o e g Vit ol

Lo 16cdan o 1a cmd ricacion de oo Leocio LA dor s e,
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codorens que hocen iny:reeisos

a4 los predicados guoe acow.a-—

ian o de predicadios no bien delinidos, de enunciados a los quce

il e dor vne walor de verdad v

6rican, conbtexton on que parece no
che, Jnte

idontidn, entos hechos,

ello no por raznonern oeninlbeno-—

cumplirse las leyesn de 1a

irnmanejables por 1n teoria

standnrd, ne o tondido o construir 1déeoicas aue permitan explicar-

los, todens 1on evales se ha producido un alejamiento wmaror

7

sicd ndelso de la 1érica ntandard, la 1éecica bivalente fle

0 LINor

primer orden con identidad. Asi, por ejemplo, en unos casos e

han intr=oducide intensiones por medio de 1ld~icas de orden cupo-—

rior, wantoniendo los principios de dualidad y precisidn. kn

otron cunon, conw en ¢l de lag "fuzzy logic" sc intenta ezplicar

la no pracinidn de los nredicados del lensuaje natural recurrieri-—

do novn coniimto instinito de valores de verdad y en otros, en el
caca o 1o LS~ica LG o que nos vanmos a ocupar en cl resto del

trabojo, e ne proascindicde del presupuesto de dualidad para in-

tentar oxlicar prableiias del lenpuaje natural conio la vasuedadd,

1n prermoosicidn o 1la exisbencia de designadores no-referenciales,

comnorvomnilo, fin 2uioreo, un naero finito -tres—- de valores e

vorand,

In on wste el monmento de entrar en anfilisis

criticon Jo tecorias parcialmente concurrentes., i ne mede

apuntor, e, que la Jdiscusidn entre eslos pro~ronng

de investicacidu no o hpeho wds que conmensar ¥y gue no parece
aue, cu la omoitnacicn acbual, Laya ama Leoria claramente preiceri-
ble, adouding, conviene poner de monifiesto gue esta discusidn ogs

de relevoncis Dilondfica por cuanlo la decinidn de Lo commmndcdn-d

s

cientliii sobre cunl de eatas teordias, u obras concurranic,

e prafevible, econtriinird o dejar cloavo cufles de los presivaies—
ton 1 los aue hoeson aluedido son validos, cudles son Lischos,
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Lev 1deica LA es v 1Gcics Trivolonhe oo e
orden, conslbruida cono ciboennidin consorvs dors e L LAcios

lente standard cnva caracteristics (rice, dence ol caniLo

viola nue aqui comenlbanosn,es 1o uLilisceidi do tron v horos

vordod —verdadero, indetinideo, Zilso « o coe Ui cor el

A Lieo

LG co-n

ser wann Léedca apropiadas pava el
t

-~

-

it

ol

lencuanje natural. ilo voy a <ar o-mi ol pressaneocidn cor onbonno

Lt do e 1

de onta 16ricn - a ello se dedics ol

pero ol cuiero destacor que los valorew de wvosdneg Lindeiai-

falmo me mieven, por asi decir, eoit ol Soito de lo ou 1
16~ica standard es lo Caloo, nue ddesds ol puate Geowvi i

precouprensidn que agqui soe Licene do los Dond
lencruaje natural, cn un conceplo (oo daniccunaiaatibe ool

1

PR
ol Lb Leers o«

at

cit la 1dgica standard, con el do no=vardounio, Cona e the o
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1o teorfia,

rrollo

cF, en el priaer capitnlo damos una orecenbnceidin
de LG, mne 21 one e han bascado apartaciones nuevas sine usisplencu-

te proscoter los eleentos indispensables para 1o conprencidn del

ronto de la tenis, Lon desdo cepitulos se wueven en dos dircccio-—

nes Dinaedonenbseles: delinicidn y andlisis metalderico de vana serie

calas en la teoria de modelog de L3, Lo

de cflenlos o cicrbs

capilnlon 3, 4 , % v parte del 6 se sitdan en la primera dircccidn.

n1 rosto el capitulo 6 v ¢l séptimo, en la serunda. u los pri-

noevens delininon vorios cflculos de tipo axiomdtico, sccuencial
voda dedlnceidn naineal adecundos para L3 o para su 1léeica de cinu-
ciados v oon Jos Mltines tratnsos badsicamente de dar versiones

aproniadas: anrve 1,0 e lon teoremns de Crais, Robinson y Petl,

Tin pucnsito anpocinl ocupa el canitulo segundo, en el que se estu-

dia 2l dacivdio de onificacidn de Smullyan para la 16-~ica L3

. . , . .
voun erane dJde conce.tos relacionados con él. Una buenn parte

de oo reosnlia ponteriores se basan en este capitulo. En los

anténdicen e bratan des cuestionces —una demostracidn alkternabtive
del Timtnats para ol cdilenlo secuencial $3 y la cquivalencis

de don conceplon e delinibilidad- que si bien estln intinasente

relacionadan con ¢l veslo del troliajo, exiren wun Lratainiento al

narean Jdol desarrello ~encral del wmisino.



yL

1. LA LOGICA L3

1.1 Introduccibn

En este primer capitulo definimos 1la 1lépica L2,
a modo de introduccibén de la tesis y como base tedrica necesaria
para la comprensién de la misma. Como el resto de la tesis, este
capitulo tiene un carécter marcadamente formal, por lo que prescin-
dimos en general, salvo en el apartado dedicado a la semlntica
interpretativa, de indicar las motivaciones intuitivas de esta
légica que la justificarfan como sensata, Gtil y apropiada dando

razbén, a la vez, de determinadas opciones tedricas.

En sus rasgos gencrales la 16pica L3 se presenta
como una légica trivalente de primer orden, gque constituye una ¢x-
tensibén conservadora de la 16pgica blvalente standard a la qgque en
lo que sipgue denominaremos L2, lor exlensidn conservadora enienide-
mos lo siguiente: E1 vocabulario 16gico de 13 incluye el de 1.2
(en un sentido que precisa de ulterior cualificacién) y todo Leg-
vema de L2 —- en el &mbito de la teoria comiin de la cuantificacidn
sin incluir la teorfa de la identidad - es un teoremna de L3. A la

inversa, toda férmula que sea a la vez una £6rmula en L3 y L2, 5i

es un teorema en L3, lo es también cen L2,

En lo que sigue allernamos los pariprafon dedica-
dos a la sintaxis con los que estudian la scmlntica de L2, en la

esperanza de lograr asi una mayor claridad de exposicidn.
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$i bien en este capitulo no hay ninguna aportacién
nueva, puecsto que estos apartados responden al material contenido
en los capitulos 1-3 de la parte II del libro de U. Blau "Die
dreiwertige Logik der Sprache", considero necesaria esta presenta-

cibén de la légica L3 a fin de hacer comprensible el resto del- tra-

bajo.

(1)

1. Siﬁtaxis I

(1) Vocabulario

(i) Un conjunto infinito enumerable de paréanfe—
tros de predicado n-adicos: pn, qn, p?, qz, ... para cada nimero

- n
natural n. Designamos estos parlmetros con las metavariables P,

n n n
Q 4 Pl! le---

(ii) Un conjunto suplementario de parlmetros
de predicado monidicos: al, bl, cl, e«e « La cardinalidad de este

conjunto es también S<° .
(iii) La constante de predicado dihdica =

(iv) Un conjunto infinito enumerable de varia-

bles de individuo: x <+, gue designaremos con las meta-

1? sz XS'

variables Xl, Y, 7, Xl, yl' 31,...
(v) Los funtores -~ , M y A que llamamos negacién

fuerte, negacidén débil y conjuncién, respectivamente , ¥y que uti-

lizamos anténimamente en el metalenguaje.

(vi) 'kl cuantor nominal universal /\ , que uti-

lizaremos también auténimamente.
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(vii) El signo de descripcién u operndor iota: b

(viii) Paréntesis: ( , )

A partir de los signos comprendidos on los pmnton
(i) - (viii) definiremos m&s adelante (c¢fr. punto (8) de este a-
partado) los funtores y cuantores sisguientes T y L, +, I y Y ,V,
=S,&,=,/7,83, \Y) ' A torios 1los cuales serdn utilizados auld~

nimamente en el metalenguaje.

(2) Expresiones, pre-férrulas y pre-descripeioncs

(1) Toda secuencia finita Sl...Sn de sijnos

de L3 es una expresibén de L3.

. k
(1i) Una expresidén P 91...SP formada por un pa-
. . k . S s
rametro de predicado k-&dico P seguido de k vapiables de indivi-

duo y/o pre-descripciones Sl,....Sn es una pre-1"6érimula . clemental.

(iii) si son pre-férmulas, cnkonce:s

=2 5
1Y V2
S. A 52 son preférmulas j-complejas.

(iv) 31 S es una pre-férmula, X una variable
de individuo, ¢ un cuantor, entonces qX3 es una pre-~Iérimula

g-conpleja y (X5 es una pre-descripcibn.

(3) Cuantificadores, descrintor, dominios,

variables licadas y libres

(i) Si g es un cuantor y X es una variable de
individuo, gX es un cuvantificador y vX cs un descriptor. 5i qif
es una pre—férmula y XS es una pre-descripcibn, & es el dominio

de gX y uX.

{i1) Si S es una pre-~{érnula elenental y X apa-—
rece en 5, enlonces X esta ligada por qi y X en las expresiones
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qXS y X3, respectivamente.

(iii) ©5i 8 es una pre-férmula no elemental o una
pre-dezcripcién v X no esti ligada en S, entonces X esti lipada

en las expresiones gXS y o XS,

(iv) Si aparece en S, X aparece no ligada en

S
1
S1 ¥y no hay cuantor o descriptor en S en cuyo dominio aparezca X%,

X est&d 1ibre en S. (Fs claro que X puede aparecer libre y ligada

en S).

(v) Si el cuantificador gqX o el descriptor vX a-
parecen en S y no hay ninguna variable X ligada por gqX o X en 5,

decimos que qX y vX son ligaduras vacias de X en S.

(4) Descripciones y férmulas

(i) Si S es una pre-descripcibn sin ligaduras va-

cias en la que aparecen libres justo las variables Xl""'xj' S es
unA descripeién abierta en X, ,...,X

1 3
(ii) Si S es una pre~descripcibén sin ligaduras

vacfas ni variables libres, 5 es una descripcién.

(iii) Las descripciones y descripciones abiertas

se llaman términos descriptivos. Términos descriptivos y variables

de individuo se llaman términos.

(iv) 51 S es una pre-férmula sin ligaduras va-
cfas en la que aparecen libres justo las variables Xl,...,XJ, S es
una férmula ablierta en xl,...,xj.

(v) Si S es una pre-férmula sin lipaduras va-

cfas ni variables libres, S es una férmula.
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(5) Fbrinulas elementales vy complejas

(i) 51 9 es wna pre-férmala e la Toran
k
P PR A L.
A1 /\k donde 1’ AN

f6rmula _elenental.

I son descripciones, entonces § es una

y
1" 2

tales que S es de la forma —F1 ,-1F1‘o (FlA I.,), entonces 3 es

(ii) $5i 5 es una féraula y hay £érmulas I

una férmula j-compleja.

(1ii) S1i $ es una féraula, Sl una preCoériula y

S es de la forma qXS entonces $ es una f6rmula g-compleja.

1'
(iv) Si 8 es una 6rmula elemental o no c¢s

Jj-compleja, entonces es Jj-elenecntal.

(6) Signos del metalenguaje

Utilizaremos como metalenpuaje el castellano,uli-

lizando una parte de la teoria de conjuntos y una 1égica bivalen~

(2)

te clhsica . Como signos especificos del wmetalenpuaje empleamos,

entre otros, los siguilentes:
(1) &, NO, O, =3 ,éb Y ,33 , como funtores

y cuantores metalingiisticos. A menudo, y con el wismo sentido,

utilizamos las expresiones castellanas "y" , "no", "o!, "si...cn-

tonces", "sii", "para todo ..." , " hay algGn ...".

(ii) 31,52,... : kxpresionces v clases de oi-

presiones de L3.

(iii) X, Y, &, X Y

1* Sstletnvariables

1° Zl,..
para las variables de indivicduo.

(iv) A, B, C, A [} C. ... * Descripeciones.

1t 1t
(v) T, Tl' ce. ¢ T8rminon
. K k kI
(vi) P, 0, l]. Q],... : lietavariables para
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los parfmetros de predicado k-4dicos.

1 ”1' ...Fi,Gi, Hi,...

Fébrmulas de L3. Alguno de estos signos seri empleado en el metalen-

(vii) F, G, Il, F, G

puaje como constante, aungue su uso habitual sea el de variables.
(viii) q : Cuantor

(ix) a, b, ¢, d : Metavariables para ciertos

tipos de érmulas a definir posteriormente.
(%) J3 ,13‘ s «ss+s & Valoraciones.
(xi) ? , @‘, ««+» ¢ Interpretaciones,

(xii) El, E2. ... ! Conjuntos de conjuntos de

£6rimulas (propledades de conjuntos de férmulas).

(xiii) u, M, Hl, Nl,... : Conjuntos de fbérmulas.

(xiv) # : Igualdad semibtica: rsl 4 S; equiva-

le a Sl cs de la forma S

it

: Equivalencia e igualdad por

(xv) 1S,

definicidn, respectivamente.

A lo largo del trabajo iremos introduciendo otros
signos propios del metalenguaje. E1 signo de la ipualdad lo emplea-
mos tanto en el lenguaje-objeto como en el metalenguaje. Cuando
el signo de la ipgualdad, = , se emplea en el metalenguaje no cono
nombre de la ipualdad li?guistica sino como sipno de la ipualdad,

separamos con un espacio sus argumentos. Por ejemplo: ? (A=B) = v.

Utilizamos también una clase de signos % 10 * o0
... que llamamos marcadores. Estos signos originan un tipo de ex-
presiones metalingii{sticas que llamamos predicados. Sea I una T6r-
mula. Si en I’ se "sustituyen algunas descripciones (por lo menos

una) por L SEREREIR ciertas descripciones (por lo menos una) por
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por % i’ el resultado se llama predicado k-=ddico. Cowmo welavarin-
td
bles enpleamos

r caee W Glw ...8%& .
"*1 13 ! ¢ 1 It

NDado un predicado F{ %, ...% p v Lérminon T],...,

1
Tk' si se cumple la condicidn:
(% ) llo aparece ninptin ¥ . en l-'C*]...# ]’] en ¢l «do-
i ) :
minio de un cuantificador o denscriplbor gne liqruc

una variable que aparecce libre en Ti (i=1...1)

entonces 'L Tl...TJ] es la férmula (abieria) que se oripgina ol =mun—

tituir todas las apariciones de *i por Ti' (Cuando utilizason

FtTl...TQ se supone que la condicidén (&) sc cumple). Llouaios

narcados a los Tj que aparecen en FUT ...Tﬂ) en lugar e LIREERE

1
. . Dada una (férrula) rltL_ ...7.3, #li,...70 v Ui, 007 se dis-
k 1 1< l(q) 1< 1 1z
tinpuen como méximo en los Ti marcadont T,

Con F[*H? desicrnamos nn predicado monddico, oblo-
nido a partir de la {Srmula F[A1"'A9 por susbtitucidn de una des-—

cripcién Ai por un marcador-xi.

I
Utilizamos ¥ cono abreviabura parve 1a descripeidn

It -
VIF (XY . Llamamos capecializacibn de C{H{lo Qe qXdlida 1o i6r-
. ; . 1 . Sl
mula FLAY. Ademds, utilizamos LPJ como abroeviatura de ;“rj[“].

(7) Grado dc una férumula, induccidu

Habitualmente logs razonamicnto: vor induceidn mo—

nidética se harln scglin el  srado de las (Sriuvlas Tucra de lag dos-—
cripciones. Para poder realizar este Lipo de induccidn defininos
cl prado de una é6rmula fuera de las leseripeione:s, abreviado cn

cr{P),como uipne:

. IR .
(i) si ravp ’\1""“]: , onde ~"\],...,/\l' son des— ;

cripciones, entonces pr(l) = O. ;

. P
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(ii) Si F 4 -G, entonces gr(F) gr(G) +1

(iii) Si F 4 .G, entonces gr(r) gr(G)+1

]

(iv) S1 F 4 G AH, entonces gr(F) = gr(G)4 gr(i)+t

(v) Si F # A XGUX), entonces gr(f) = gr(G)+ 1.

En algdn caso haremos un razonamiento por induccién

semibtica segin el grado de una f6rmula en una expresién parcial S.

Para definir este concepto necesitamos algunas nociones auxiliares.

Expresibn parcial: Toda expresibn de L3 que apa-—

rece en la expresidén S es una expresibdbn parcial de S.

Subférrmula inmediata:

(i) I es una subférmula inmediata de F.
(ii) F es una subférmula inmediata de =\ F y -F

(i1i) F[{X) es una subférmula inmediata de AXF(X]).

Subférmula: I es una subférmula de G si T es
una subférmula inmediata de G o hay una subférmula H de G tal

que I es subférmula inmediata de I,

Dominio de los funtores: Dada una subférmula =¥,
-F, FAG de 1, llamamos dominio de —\ (respectivamente de — y A )

a la subférmula F ( respectivamente F, F y G).

Podemos ahora definir el grado de F en la expre-

sibn parcial S, abreviade en gr(F,S), como sigue:

(i) Si S no aparece en el dominio de ningin fun-
tor, cuantor o descriptor en I, entonces gr(F,S) = 0.
(ii) Si hay una expresibn parcial 8" de F y el

-

grado de F en S’es n y 5 e5 una expresidn parcial de 57 tal que
hay exactamente un cuantor, funtor o descriptor en cuyo dominio

aparece S pero no S, entonces el gr(F,S) = n+1,
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(8) Signos definidos

Sean F y G férmulas o Térmulan abiertas y FUXJuna
férmula abierta al menos en X. En la lista que sime ha de enten-
derse gue cada una de las epresiones linpiiisticas construldas de
acuerdo con el esquema metalingiifstico de la derecha del signo de
definicidn seré considerada como el definiens de la correspondien—
te expresibn lingilifstica formada de acuerdo con el esquema de la

izquierda, el definiendum.
felin_encun

(1) Tr: & -F , TI puede lecerise como' I
es verdadero. \

(i) 1F:& T<71r . 171 pucde leerse comno' ¥
es falsol '

(iii) +F: & (ﬂF A ==}, +F puede leerne como
*F es indefinido.

(iv) FvG & ~(~-FA-G). FVG pucde leerse co-
mo'F o G. ' ‘

(v) FaG 1 ATv U. Bl definiens puede leerne
como'si F, entonces G/

(vi) IF & —-4F. 1T puede leersc como'l es
verdadero o falso’

(vii) FeG 6 (Fau)la (G21Y). FOE pnede leer-
se como'F si y sblo si G. Alternativamente, como‘F sii !

(viii) FE2G :1& (TF& TG A(LYF ©L1U). kI deli-
niens puede leerse como'F equivale o ¢5 equivalente a G

(ix) & NX(x=X) . Léane'i’'o bien'la férmmln
indeterminada;

(x) FI/G & (G L) A('ﬁ(;~%[:]). 11 definiens
buede leerse como ‘1P bajo la presuposicidn de G: ’
(xi) VXFLX & - AX-1'TXY .V es el cuantor no-

minal existencial,
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(x1i) A XFLXY : & AX(X=X3FIX]). Aes el
cuantor referencial universal. El definiens puede leerse como "tLo-
do objeto existente tiene el atributo F’.

(xii) W xFlXl & VX(TX=XAF(X1 ). ¥V es
el cuantor referencial existencial. E1 definiens puede leerse como

“hay un objeto existente que tiene el atributo F~.

1.3 Sintaxis I1I: Los lenguajes L3A,
Lintaxis 1.: LOS i

Por las razones que a continuacién discutiremos,
es conveniente definir una familia de extensiones (LSAi)iG I
~entendicendo extensién en el sentido de Shoenfield(d)— como sigue:

(i) Sea I un conjunto tal que cada elemento i de I
es un conjunto de parfmetros de individuo cuya cardinalidad puede
ser superior a Sﬁ , ¢33 decir, puede ser un conjunto infinito no

enumerable. El1 vocabulario de cada lenguaje L3A, es el mismo que

i

el de L3 salvo que en L3A, existe un coﬁjunto i accesorio de paréfme-

i
tros de individuo. La Gnica condicién que imponemos scbre estos

parimetros es que sean distintos entre sf{ y de los signos de L3,

(ii) Las nociones de pre~férmula, pre-descripcién,
£6rmula, descripcibn, predicado, etc. se definen del mismo modo
que para L3, partiendo del nuevo conjunto de signos primitivos y
tratando los nuevos parfimetros como descripciones a la hora de de-
finir las férmulas de L3Ai ¥y nociones relacionadas,., llablaremos de
férrmilas (descripciones, predicados, etc.) en L3Ai o sinplemente
de LsAi—férmulas (L3A, ~descripciones, LBAFpredicados, etc), para

i
referirnos a las correspondientes expresiones de 1.3A;.
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Esta ampliacidén del lenguaje 1.3 se realiza para
poder tratar de dominios de objctos infinitos no-cnumcrahles. Co-~
mo verenos a continuacién, la gsemAntica de L3 esti definida de Ltal
manera que se exipe que todo objeto del dominio de individuos ten-
pga un nombre, es decir, que haya una funcién suprayectiva de log
términos no variables del lenguaje sobre el dominio de objclton de

la interpretacién., Dado que en L3 no se utilizan parfmetros de in-

B s

dividuo como signos primitivos, las descripciones hacen el papel
-

de nombres de los objetos. Es claro que no hay mas que un nficro

infinito enumerable de expresiones en 1.3 y, con ello, un nfuaero

infinito enumerable de descripcionos. Por lo tanto, s56lo hay nom-~

bres suficientes para dominios de objetos finitos o infinitos

P4

enunerables, Si disponemos de un conjunto infinito no-cnumerable

. de parémetros de individuo, tenemos la posibilidad de que carda
objeto en un dominio de cardinalidad igual o nenor o la del con-
junto accesorio de parémetros de individuo venpga a ser nonbrasdo
por un parémetro o descripcidén v con cllo se logra, sin modificar
esencialmente la semintica, tratar de dominios no-cnunerables,

f Por lo mismo, se hace necesario no 5361o una cxtensidén de 1.3 sino
la definicibén de una familia de tales cextensiones, puesio que no
se establece un 1imite superior a la cardinalidad de los posihles

dominios de objetos.

Se plantea en este contexto la sipuiente dificul-
tad: no podenios dar, de hecho, un conjunto inrfinito no-cnumerablce
de sipnos, en el sentido de que es imposible escribir o decir en
tn lenguaje un conjunto infinite no-emmerable de siponon, por las
mismas razones que no sc puede hacer en L3, Sin embarpo, cesta di-
ficultad no es mis que aparente. 5i aceptamos la existencia de un
conjunto D, infinito no-enumerable, como dominio de objetos con una

interpretacidén de L3, también hemos de acceptar, por la tecoria e

N
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COnJuntos, el conjunto de los pares {(d,d?Y donde dgl). Podemos en-—
tonces, por ejemplo, tomar tales pares como nombres de los objetos
de D, Tal conjunto tiene ciertamente la misma cardinalidad que D:
existe una biyeccidn entre ellos, También es posible tomar como
nombre de cada elemento de D al elemento mismo(s). En cualquier
caso, es tan 1licito aceptar la existencia de conjuntos no-enumera-—

6)

(
bles como la de nombres para los elementos de esos conjuntos .

Utilizaremos como metavariables para las expregio-
nes de L3Ai los mismos sighos que para L3, slempre que no exista
riespo de confusibn. En otro caso indicaremos explicitamente a qué

nos referimos.

1.4 Seméntica I: Interpretacidn

Vamos a definir en primer lugar una semlntica
para L3 basada en la nocibdn de interpretacién. Posteriormente da-
remos una seméntica que parte del concepto de valoracién. En ambos
casos se trata de semfnticas que utilizan una interpretacifn sus-—
titutiva o lingilistica de los cuantores(7). lemos de ver que ambas
formulaciones de la seméntica de L3 son equivalentes. En 1o que

sipue, damos primero la semintica para L3 y sblo posleriormente

la generalizamos a LSAi.
.

1.4.1. Interpretacién

Def, 1.4,1,1: Interpretacién(s)

Seaﬁﬂ un subconjunto, posiblemente vaclio, del con-

Junto Denlq de las descripciones de L3, Sea PPred13 el conjunto de
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los parfmetros de predicado vy I-‘rml]3 el conjunto de las érmumlas

en L3. D es un conjunto, posiblemente vacio, y ‘10 una funcidn
. k e .
(‘0 : ﬁ U }’Pr‘edl 3 V) Fr‘mlL:g —_ ny U(ﬁl) ) ¥ Pn ))U{v,’. ,L}
s il k7,4

tal que se cumple:

(1) VAlAenes o & Aed S pa)en)
L Ya(deb = In(red & ) = d) v
(ii) VPk(Pkﬁ Pl)l‘equ # V(Pk) - ( I*. I-))

donde I%, I‘gl)k, ea decir, I', I~ son conjuntos de k-tuplos de
elementos de D y donde I* N I°= ¢. Abreviamos I* como (e (l’k)* v
I como L{o(Pk)‘.

(1il) . ¥Y¥(Fe Frol =y (r) € {v,f,L})

cumpliéndose, ademfs que
(1ii.1) vesi A

k
DI ") ={f,s
F P A1 Ak = (f(P) sS1 A

12
.,Akgd & ((f(!\l),.‘.,(.((/\k» € <f(=o‘_)+
preeeeh e d & AL w A D) EP(nT)T

t, en otro caso

10

(i11.4i4)
F 4 A=B =% Lf(l-‘)

» 51 A, Bed & @n) =)
, si A, beA & WA £ (i)

it

L, en otro caso
(iii.iii)

: , si tf((‘.) = T
Fue -G = \‘)(P‘)

y Si (f('v') =V

, en otro caso

f o lf((‘}) = L

f, en otro caso

it

Faan = yi(F)

(i11.v) v, si ¢ {(G) = ce(il) = v
f, st y(G) =17 o c{)(n) = f

L, en otro caso

FuGAI = x(-(F)

(1it.vi) v, 5i MA(A S (GTAY)) = v

]

FouOAXGEEY <f(F)

Fyosi 3A(A€Des o & Y (WTAY)) =

(iii.iv) {v, si (p(q)

L, en otro caso.
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(iii.vii) oi S1 e3 imual o equivalente por definicién a SJ' enton-—

ces L( (Si) =<.((f~;j).

(iv) Si A 2 ¢XGTX], entonces, si AA, 3d(Ae DesL3 & deD &

¥ (GIAY) = v & Y B(D sl)esmg) ((P(G[B'_!)‘—'-v =>zf(n) = d))), entonces
@ ( LXGLX)Y) = d. kn otro caso i (L XGLX)) queda indefinida, es

decir, (XGLX) € Desl3\,d .

L

1.4.2, Andlisis de 1la definicidn de interpretacidn

(1) k1 dominio de objetos y la interpretacién
de los predicados

Hablamos de una interpretacién(( sobre el dominio
de objetos D para referirnos a un par (tf.D) en que ? y D cumplen
las condiciones de la anterior definicién. Como vemos,el dominio
de objetos puede ser vacio, a diferencia de lo que ocurre habitual-
mente en las formulaciones standard de la 16pgica bivalente, Consi-

(9)

dero, con Blau ,» que desde el punto de vista puramente lbégico es
preferible asumir los menos presupuestos ontolbgicos posibles,in-

cluyendo en cstos presupuestos ¢l de la existencia de algo.

La condicién primera de la definicibén afirma que

Y es una funcidén suprayectiva delg en D, donde & es cl conjunto
de las descripciones que designan un obJeto del dominio en la in-
terpretacién ? . Cada objeto del dominio tiene, pues, un nombre.
Esto conlleva, como dijimos, el que los dominios de objelos pucdan
ser, como miximo, Infinitos enumerables. Consecuencia de ello es
que, por ejemplo, en L3 no se pueda hablar de los ndineros reales.
Esta restriccibn se elimina al ampliar L3 a LaAi. La exipencia de

que la restriccibn delf al conjunto}ﬂ sea una funcibn suprayecti-
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va sobre D ez una conseccucncia del tipo de semfinticna de los

cuantores que se utiliza en la presente definicidn. LLanmsos suntibiv-

tiva o linglifstica a 1a senlntica que interpreta la cuantiiicacibn
a través de los valores de verdad de las capecialinacionns de

las férmulas cuantificadas. Pel punto (iii.vi) de 1la dedinicidn
se sigue que una férmula del tipo A,(PIH(] es verdadera en la
interpretacibn \f 314 para toda descripcidén A la férmula 1’1[/\‘_\ cu

verdadera en'f. Si hay un elemento de I, digmaos d; tal que no

hay ninguna descripeibén A con (.ll(l\') a7, v si d” ¢ lf(l‘]')*
para toda descripecibn A, (P(l’l[A'.l ) = v , entonces A.‘{I-‘]'[ 2 es
'verdadero seplin la definicibn anterior, lo cual implicaria la ina—
hecuacibn de la misma, puesto que no cumpliria la convencibn 1
tarskiana(lo): la traduccién del enunciado en cuestién al wctalen-
guaje semlntico sieria “todo tiene la propiedad Pl’. sin enbareo,
dado que d” ¢ (.‘7(1"1)+ , tenemos qu'e hay un objeto que no ticne 1a

1
propiedad P, Se cumpliria entonces

1
TAXDTLX)'" es verdadero ¥y no todos los objctos tienen

1
ia propicdad P
contra la convencidn T, que exipgir{a que se cuwanlicra

1
i "AXPTLXY" es verdadero, entonces todos los objelosn

1
tienen la propiedad P°.

Ya en los primeros planteamientos de este tino de inlerprctacidn
lingilistica de los cuantores se puso de manifiesto esta nccesidad
[10 5¢ cxipe, en cambio, que haya un (nico noibre para cada objelo:

diversas descripciones:’ pueden designar el mismo individuo.

Llamanos referenciales cn la interpretacién tf n
las descripciones A tales que t,f (rn) € 1", o5 decir, a los clomen-
tos del conjunto A . conjunto Imgl;}d es el conjunto de

las descripecioney no-referenciales. (lay que notar que ren la dofi-

nicibén de interpretacidn no hay nada que exija que b £ @: puede

(1

1)
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no haber descripciones referenciales en una interpretacién <‘frD)'

Esto es s6lo posible, evidentemente, en el caso de que D = § .

La condiecibn (ii1) de la definicién de interpreta-
cibn exige que una interpretacidén asigne a cada parimetro de pre-—

1 k,_
dicado un par de conjuntos Y(P<)* '(f(P<) , Que llamamos dominio

positivo y dominio negativo de Pk en \f . Cada elemento en estos
dominios es un k-tuplo ordenado de elementos de D. Se admite la
posibilidad de que uno de los elementos del par, o los dos,sea va-
cio. ¢ (Pk)+ y LP(Pk)‘ deben ser disjuntos. Es claro que si

Y (Pk)" U (f(Pk)‘ # pX existe un conjunto no vacio I)k\ ((((Pk)" U

I . k .
\f(P )) al que llamamos dominio neutro de P en tP .Desipnamos

k.o
este dominio neutro con \f (P7)” . Intultiva e informalmente dire-
k
mos que el dominio positivo de P estd formado por los k-tuplos

Ik
o estan

de objetos en D que de manera clara tienen la propiedad P
en la relacidn Pk. (f(Pk)‘ es la clase de k-tuplos gue de manera
no menos clara y precisa no estén en la relacibn Pk. E1 dominio

neutro de Pk en la interpretacidn ? representa la zona de vaguedad
del predicado Pk. Recordemos que la légica L3 estl construida con
el fin de tener un instrumento formal apropiado al anilisis 16gi-

co del lenguaje natural, en donde uno de los problemas 1lépicos

existentes ¢s precisamente el de la vapuedad de los predicados.

(2) La grivalencia

Il punto (iii) de la definicién que comentamos pue-

de interpretarse como principio de trivalencia: la definicidn de

interpretacibn exige que toda férmula o enunciado tenga uno, y
s6lo uno, de los tres valores de verdad, verdadero v, falso f e
indeterminado L. Las condiciones (iii.i)~(iii.vi) constituyen una
definicibén por recursidn del valor de verdad de las {érmulas, to-

mando cowmo base el valor de verdad de las férmulas clementales,



027

Sepin (iii.i) una fériula elemental es verdadera en una interpre-
tacibn v) exactamente cuanto estd formada por un parfnciro de pre-
dicacdo k-4&dico seguido de k descripeiones referenciales en la in-—
terpretacién Y y el k-tuplo {formado por los objetos designados
por las descripciones pertenece al dominio pozitivo del prufunetro
de predicado en esa interpretacidén. $i las descripciones son refo-—
rcnelales y el k—-tuplo de objetos que desipgnan estd en ¢l dominio
negativo del parametro de predicado, entonces la érnla clemenlhal
es falsa. Filnalmente, si alguna de las descripciones no oo refc-
rencial o, siendo referenciales las descripeiones, el k—-tuplo de
objetos que designan est& en el dominio neutro del pardwmctro ile
predicado, la b6rrmula elemental e indeterainada, Por okro ladlo,
si la férmula elemental Liene la fTorma A=D1, cntonces, si A ¥ i3 son
descripciones referenciales, entonces la férrmala es verdarlera o
falsa sepin que A y B designen o no el mismo objoto en la inbkor—
pretacidn V . 31 una de las descripciones, o las dom, no son peio-
renciales, entonces la f6érmula es indeterminada. Wsto es lo aue
afirma la condicidn (iii.1i1) de la definicién de interpretacion.
I'sta condicidén (iii.ii) implica gue I' 3e considera un conjunto on
sentido clésico y por ello se supone que "“(a) Para todo d vale one
o bien es un elemento de D o no lo es.

(h) Los clewentos o, ,d

e
12 ’
de » o bien son idénticos entre si o bien ne lo non"( ).

s decir, se suponc gue la ijualdad es an predica-
do que no tiene zonan deo vaguedad y lo micmo cabe decir de 1a per-
tenencia al dominio . Que estorr snpuestos secan evidentes cn al;o

(13) b

dincutible, como el mismo Ilau ha pucnto de manificsto
preciso reconocer, sin embarco, que prescindir de estas suposicio-

nes nos apartaria radicalmente ile la 1érica bivalente clisica.
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Quizi seca este el momento de apuntar alpguna difi-
cultad accesoria en el tipo de semfntica que estudiamos, aunque
no sea de tipo Tformal sino que se plantea al considerar las apli-
caciones de L3. Como ya hemos dicho, L3 se construye para analizar
la 16gica del lenguaje natural, como una teoria de esa légica.
Desde este punto de vista hay que poner de manifiesto que ¢l tipo
de semlntica que estamos dando origina formalizaciones incorrectas:

el enunciacdo
(1) Pienso en Alicia

cuando ALilcla es el nombre de la protagonista de alguno de los 1li-
bros de Lewis Carroll, deberfa formalizarse -tomando Alicila como

una descripcidn- como (1f)
(1f) p(qulx)(quzx)

donde pxy: x picnsa en y; qlx: %X es el que escribe estas lineas;
a,X: % 03 la protagonista de “Alicia en el Pals de las Maravillas!
Seglin la sem&ntica que hemos definido anteriormente, (1f) tiene

el valor de verdad U puesto que‘txqzx'no es referencial. 5in em-
bargo (1) es verdadero. Luego la formalizacidn no tiene, en la
interpretacidn deseada el mismo valor de verdad que el enunciado
que se formaliza, siendo, por tanto, una formalizacidn incorrecta.
Blau(14) propone solucionar este tipo de problemas por medio de
una distincibdn enire lugares arpgumentales referenciales y no refc-
renciales de un predicado. Segiin esta concepcibn, cada lurar ar-—
gumental (e un predicado se caracteriza por un indice “r’ o ‘n”
segin que ¢l lupar en cuestidn sea referenclal o no, es decir, se-
a0n que el significado del predicado en cuestién exija de cada
argumento que sea referencial o no. Por ejemplo, el predicado

, y rn . .
*x pilensa en y se formalizarfa por medio del parfmetro p ,indi-

cando con ecllo que el pensador ha de existir mientras que lo pen-
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sado no ha de exigstir necesariamente. l.a iTormalizacién de (1)

seria, desde esta nueva perspectiva, (1r°):
. m
(1£7) p (tqux)(txqqx)
“

La semfntica se modificaria entonces sustituvendo la condicidn
(ii) por otra que exigiera que Y UJ5+, ?(Pk)' sean conjuntos is—
juntos de k-~tuplos tales que cada clemento del k-tuplo fuera o
bien un objcto del dominio D ( en el caso de los lusares arsmmen-—
tales referenciales) o bien un término (en los luparces no refoeren—
ciales). La condicidn (iii.i) sc modificaria en el sentido de con-
siderar verdadera una {6rmula elemental de la forma

N, el

P1 KA A

R

donde ny (1¢i1¢k) es un {ndice “r’o "n” v Ai (1£ig)) en una dern-
cripcibn, en el caso de que (&((Al),...,Le(Ah)) € %a(Pnl"'”k)f
lLa falsedad de la férmula sc definiria de wodo correspondicnte.

La modificacién de la condiciébn (ii) traeria consipo 1n canbio en
la condicién (1), en 2l sentido de que T(A) = d, para alpmm del,
si Aed y Lr(!\) = A siA ¢,d ., Deside el punto de vinta Formal
el cambio en la condicién (i) haria de 1( una funeidn ltotal sobre
el conjunto de las descripciones, lo que sin dudn seria una cicr-—
ta simplificacién de la semldntica. Sin embar;o, la sustitucidn

de parlmetros de predicado tropezaria con mayores diiicultadesn

que las que existen en la formulacidédn de L3 que aguil utilizomorn.
llo entraremos aqui en estos probleuas y sepunirenos utilizando la
formulacidn de 1.3 que hemos presentado, puesto que es wds sencilla
desde el punto de vista formal y loa problemas agui plinmtendo:s
caen fuera del aAmbito del trabajo, que no se ocupa do la anplica-
cidn de L3 al lenguaje natural, sino del desarrollo de tenas ior-

males.

A propésito del tena de la trivalencia queremos
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hacer notar que, desde un punto de vista intuitivo o prefornal,

el valor de verdad verdadero se entiende en L3 del mismo qodo que
lo entiende -pretecdricamente- la 1l6gica standard. Por el contrario,
8 la distincibén entre los valores de verdad indeterminado y falso-
pretende ser un anhlisis mds fino que el de la légica bivalente

del concepto intuitivo de ‘no verdadero; que en L2 se hace coinci-
dir con el de falso. Utilizando un esquema de Blauols), represen—

tariamos las relaciones entre verdadero y falso en L2 'y la trico-

tomfa verdadero - falso - indeterminado en L3 como sigue:

verdadero ~ falso

verdadero I indeterminado falso
Con un ejemplo: un enunciado no verdadero como:
(2) Pegoso duerme en cabo Sounion

se interpreta en 1.2 como falso. En L3 se acepta como no verdadero,
pero se continfia el anilisis mostrando que la negacidn natural de

(27,

(3) Pegaso no duerme en cabo Sounion
puede justificarse arfirmando (4) o (5)

(4) Pegaso no duerme en cabo Sounlon sino en
Delfos

(5) Pegoso no duerme en cobo Sounion ni, paca
decirlo todo, en ningln otro sitio, puesto

e que Penaso no existe

Si (4) no es verdadero y (5) si, la no verdad de (2) se¢ considera

Ll falsedad en L2 e indeterminacidn en L3. Volveremos sobre esto mis
adelante. ¥n cualquier caso, cstas observaciones han de entenderge,
insisto, desde un punto de vista pretebrico. Desde el punto de

vista de la teorfa formal manejamos exclusivamente un conJunto de



tres objetos, que designamos con v,f ¢ U y de cuya naturalcuza 36—

1o nos interesa saber que son diztintos entre si y del resto del

vocabulario y expresiones de L3.

{3) Seméntica de los funtores primitivogs

Las condiciones (iii.iii)-(iii.v) de la delini-
cién de interpretacidn nos aseguran de que toda funcidn de inter-—
pretacibn Y interpreta lozs funtores -, vy A como funciones
de verdad, In primer lugar, el funtor - se interpreta como ncpa-

cién fuerte o presupositiva (starke ilegation, prisupponieresvic

Negation). Podemos hacer explicita la operacién que llamamos ne-
gacidn fuerte por medio de la sijulente tabla de verdad, donde i

es una férmula:

F ~I
v f
1§ v
L L

Fata negacidén, que aparece mﬁy a menuwio en la 1i-
teratura sobre 1légica trivalentc(lo)represcntn mwo de Jos o dos hi-
pos de nesiacibn en L3. Con ella se pretende captar cen ¢l lencuaje
16gico un tipo de negacidn que aparccce frecuentenento cn el len-
puaje natural: lio paréce insensato afirmar gque la neracidn ~n un
lenyuaje como el castellano cs ambiaua y que esta nepacibdn fuerte
es una de sus interpretaciones. Considercnos los sicnicenles cjeni-

plos:

(1) EL oqua no tiene color

(2) EL éter no ticne color

Porlenos parafrasear (1) v (2) de dos manera:s diferenbhes:
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(1°) EL agua es incoloro
(1°°) Mo es verdad que el agua tenga color
(2°) Et éter es incolLoro

(2°°) No es verdad que el &ter tenga color

(17) ¥y (1°°) son dos lecturas diferentes de (1), Lo mismo vale
decir de (27) y (2°°) respecto de (2). Creemos que (1°) y (1°°)
{respectivamente, (2°) y (2”7)) tienen formas 1l8gicas diferentes:
st (27) y (277) tuvieran la misma forma 16gica serfan 16gicamente
equivalentes, se implicarfan entre si, Consideremos, sin embargo,
los enunciados (3) y (4) donde'hi significa “de ,.. se sigue,en
ciertos idiolectos castellanos (o "intuitivamente"), que ..,":
(3} EL &ter es incoloro iy No es verdad que eL éter ten-
ga color
(4) No es verdod que el éter tenga color iy EL éter es
tncoloro
Claramente, la afirmacién (3) es verdadera, mientras que (4) no
lo es., (Por qué?. Una afirmaciédn como (3) o (4), que afirma que
existe una relacién de consecuencia, desde un punto de vista "in-

tuitivo" o preformal entre dos enunciados, es verdadera cuando no

hay una situacidn tal que en ella es verdadero el primer enuncia-

do y no es verdadero el segundo. Existe, sin embargo, una situacién

asf{, en 1la que (2°7) es verdadero y (2°) no lo es, a saber, la
situacién real, en la que el &ter no existe (evidentemente, no

me refiero en los ejemplos que consideramos al gas éter sino al

pretendido soporte de las interacciones entre los cuerpos celestes).

Si el éter no existe no es verdad que el &ter tenga color, desde
luego, pero eso no implica que sea incoloro: para que algo sea
incoloro, como para que tenga color, es necesario que ese alpo

exista., Podemos afirmar, entonces, que las dos paridfrasis de (2}
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no son lbégicamente equivalentes ¥y gue la neracidn que npnruén en
(2) es amblpua. Esta ambiptedad de la nepaciédn no ne percibe ha-
bitualmente, puesto que tendemos a hacer afirmaciones sdlo acerca
de objetos de los que presuponenos que existen. Si (17) v (177) .
se suelen percibir como sinénimos cs porque sabemos de antenano

que la presuposicidén de que el agua cxiste se cuumle,

La negacidén fuerte, caracterizada por mankener las
presuposiciones de los enunciados que se nlegan, la necacidn cjen-
plificada en (1°) y (2°), es representada formalnente por el -
tor que estamos considerando: una férmula de la forma - sc con-
porta como la negacibn clisica bivalente en ¢l caso de que I Len-—
ga un valor de verdad clésico, eg decir, en el case de que I” sea
verdadera o falsa. En el caso de que i sca indeterminada -0 es in-
determinada también. Supuesta la interpretacidn de (?2) cowo (27),

con negacién fuerte, formalizariamos (3)
(3) GEUL &ter Licne color

como (3f), tomando -inadecuadamente, pero sin consecuencians agni-

“el &ter “como una descripcibn:
(3r) p(Lxgx)

donde px: x tiene color; qx: x es el &éter, mientras que la Loran-

lizacidn de (2) y (27) seria (2r)
(2r) -plixaqx)

Supuesta una interpretacién éomo 1a que utilirmomos implicitanente
ami, (3Ff) serfia una Férmula indeterninada, puesto aue ~wxax’es

mna desceripeidn no referencial, e imialuente seria indetersinada
(27). Esto parece responder a nuestra intuicidn sobre la diferen-

cia enlre los dos tipos de negacidn.

5i el funtor - representa la negacidn fuerte del
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lenguaje natural, el segundo funtor que vamos a analizar es el co-
rrelato formal de la nesacibn déLLL4 la negacibn que se ejempli-
fica en (1°°) y (27°): Si aceptamos que (1) y (2) son respecti-
vamente verdadero e indeterminado, (177} y (2°7) son intuitiva-
mente verdaderos. “llo es verdad’ se comporta como un funtor que
construye un enunciado verdadero del tipo “no es verdad que F°
cuando I es falso o indeterminado, y un enunciado falso cuando I
es verdadero. Esto responde a la interpretacidén del funtor =\ R
cuyas condiciones de verdad, definidas en (iii.iv), damos aqui en

forma de tabla de verdad: .

Esta negacibn, al icual gue la negacibdn fuerte, se comporta como

la negacidn bivalente en el caso de valores de verdad clésicos.

Fl tercer funtor primitivo, la conjuncibén A

(punto (iii.v) de la definicién de interpretacién), es de nuevo

(17)

una funcidn de verdad trivalente clésica Su tabla de verdad

* seria la simuiente:

¥ G FAG
v v v
v | of f
v L L
f v f
F f f
f L f
L v L
L £ f




(4) Cuantificadores y descripcioncs

En el punto (iii.vi) de la derinicidn que comci-
tanos se establece la interpretacién del cuantor waniversal: una
Térmula AXGLX]1 es verdadera en la interpretacidn ? a1 toda [6r-
mula GEA) es verdadera, es decir, si son verdaderas todas y cada
una de las especializaciones de la érmula AXGUQ. AXGUXY cn Tal-
sa si hay al menos una especializacibén GIA) tal que Lf(urhﬂ) = f,
La £férmula es indeterminada en!{ 5i no hay ninpuna ceuspecializa-
cibn que sea falsa en Y v hay al menos una especializacidn de 1o
férmula que es 1lndetcerminada. Como ya dijimos, dado que en este
tipo de semntica, linglifstica o sustitutiva, no hay relercncia
explicita al dominio dc¢ objetos en la interprectacibén de los cuan-
tores, la adeccuacidn de la definicidn de verdad se lopra por el
camino indirecto de la utilizacidn de "nombres" de losz objetosn,
Cuando la Térmula GPAl es verdadera para toda descripcidn A, o
todo objeto viene a ser nombrado por una descrincidn, entonces
ocurre, dicho sea sin pretensiones de rigor, que todo objeto Lin-
ne la propiedad G y, con ello, la traduccidn ﬁctalinaﬁisticn de
1a rérmula AXGUX]les verdadera también. Como vemos, este tipo de
sendntica interpreta la cuantificacidn universal como una conjuti—

cibén, posiblementc infinita, de enunciados.

(1a)

Dunn y Belnap han puesto de mnmanifTiesto cicerias
dificultades en la interpretacidn sustitutiva de los cuantores,
Tstos problemazm se plantean en rclacidn con 12 comprletud en moin-
tido fuerte o complchud respecto a la conscceuencia {(slrong COoli~

pletceness, Folperungsvollstidndipglicit). Decinon que un sisbena de-
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ductivo 25 es completo en sentido fuerte si ocurre que cuando la
férmula F es consecuencia en sentido sem&ntico de la clase de
férmulas i, entonces F es sinticticamente deducible en D de .
Consideremos ahora cl conjunto (1)

1

(1) {pl/\l, pA, ... ,p Aseeen Axpltx]}

ot
{1) es un conjunto infinito de férmulas en L3. Es claro que Axplcx]
es una consecuencia semintica de la clase de férmulas {PlAl,....
PlAn....} puesto que, segin las condiciones de verdad de una '

Térmula cuantificada universalmente que da la definicién 1.4.1.1.,
si todas las especializaciones PlAl, PIAZ,...,PlAn,... de la [ér-
mula /\XPltxlson verdaderas en una interpretacién t( , también 3
1o es la féraula A}WIEX] . Sin embargo, A}Hﬂtxlno es deducihlg

de esa clase de premisas en un sistema deductivo completo con res-
pecto a la consecuencia: sl lo fuera, habria un subconjunto fini-

1 1 1
to ”o de { P A_,P A2’°""P An,....} a partir del cual se dedu-

1
ciria ABUAIX], sepin la definicidén habitual de deduccidn. Ahora
bien, si el sistema en cuestidn es completo en sentido fuerte
cntonces Axvlcx] seria consecuencia semantica de Mo, es decir,
de un subconjunto finito de (1), lo cual es evidentemente falso.
Dicho de otra manera: la semantica que se define en la def,
1.4,1.1. es tal que cl teorema de compacidad no se cumple ge ma-
nera general: ¢l conjunto (2)

1

1 1 1
(2) {r AyoPThgyeeasPIA yuvey = AXP txu}

es insatisfacible, en el sentido de que no hay ninguna intcrpreta-—
cién ® tal que \{ (F) = v, para toda férmula F en (2), y sin
embargo no hay ningin subconjunto finito de (2) que sea insatis-

facible,

Para evitar este problema utilizaremos la nocidn

de conjunto de £é4rmulas infinitamente ampliable o conjunto de
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. (19)
rérimilas paramétricamente limitado (infinitcly cxtendible nct H
v N 20 . . s
beschrinkte Pormolmcnﬂe( )). Un conjunto de¢ £oérmnlasz o infinita-

mente ampliable cuando hay un nfimero infinito de descripciones
que no aparecen en él. Fn el marco de la l6nica L3 afirmorenos

la completud en sentido fuerte de los sistemas deductivos que
tratemos s6lo para conjuntos de premisas paranéiricamente limita-
dos, e igualmente afirmaremos el teorema de compacidad sbélo para
estos conjuntos. Dado que (1) no es un conjunto paramétricamenpo
limitado, la dificultad desaparece., Por ¢l contrario podcnios
afirmar la validez no restringida del teorema de compacidad para
la 16gica LaAiy con e¢llo, la completud en sentido fuerte de cier-
tos sistemas deductivos que resultan ser adecuados para LSAi.

Velveremos de nuevo sobre este tema en parierafos posterioron,

Dado que no vamos a analizar posteriorimente 1a
16;ica de la identidad gque se contienc cn 1.3, conviene mostror

aqui que el enunciado

A S(X=X)
(21)

no es lbépicamente verdadero en L3 , sino léricamente indeter—
minado, es decir, para toda L3-interprectaciédn ? , vale que
(P‘(ﬁ\X(X:X)) = L. La demostiracidn de cste hecho es sencilla: se-—
min la definicién de interpretacidén que estamos discutiendo, vale
para toda L3-interpretacidn ? anQ'(A)HX=K)) = v nii!f (A=A) = v,
para toda deseripeién A, referencial o no. kn cualquicra tde los
dos casos, sea A refefoncial 0 no, (A=A) #£ . Lucro no hay ana
descripcibn b tal que ? (-B=1) = v, seplin cl punto (iii.iii) de
la definicidn. Consideremos ahora la descripcidn tx(-x=x). Leaiin
¢l punto (iv), yx(—x:x)¢ o, puesto que no hay ninguna 1 tal
que (-h=l) = v, y Esta condicidn es necesaria para que tx(-x=x
sea referencial. Lueso para toda Ji-interpretacidn Y vale que

Y (Lr(—x=x)= ¢x(-z=x)) = L, Por lo tanto, 14 (A=) =L,
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para toda interpretacidn Y -

L.a condicidn (iii.vii) establece que las exprc-
siones cuya equivalencia o igualdad se ha establecido por defi-
nicién reciben la misma interpretacién seméntica. A. través de egs-
te punto se establece, por lo tanto, la semlntica de los sipnos

definidos, de la que nos ocuparemos mis tarde.

La condicién (iv) establece las condiciones para
que una descripcibén sea referencial. Dado un predicado monédico
G Ea&ﬂ, la primera condicibén exigida para que la descripcibn
VEGTXY sea referencial en la interpretacién (f es que haya una
descripcién A tal que %’(G[A]) = v. Adem&s, y esto es la segunda
condicibén, debe ocurrir que si hay alguna descripcién B tal que
¥ (GB1) = v, entonces 1{(A) = d =(f(B). De esta segunda condi-~
cibén se sipue, por lo tanto, que A es referencial y, en términos
de la seméntica de tipo no linglifstico, que hay un objeto y sblo
uno que satisface el predicado G [ %,]. Si designamos con lf(GLVJ)+
al conjunto D! de los elementos de D tales que si V(A) € D’, en-
tonces (e(GFA)) = v, podemos redefinir la condicién (iv) dicicendo
que 51 A #  LXOLXY, entonces @(A) = d sii (G Cwn¥={a}. Es de-
cir, una descripcelédn es referencial y denota el objeto d cuando
el dominio ?(Gl’_-k,‘j)"' del predicado moniddico G [«,) es el conjunto

cuyo tinico elemento es d,

Deseariamos comentar en este punto la ausencia de
parimetros de individuo como signos primitivos de L3. Conszideramos
como parémetros todo signo cuyo significado permanece fijo en
cada interpretacidén -al contrario que las variables— pero que cam—
bla de sipgnificado en diferentes interpretaciones -al contrario
que las constantes-. Es basltante frecuente utilizar los paréme-—

tros de individuo como "nombres" de los objetos del dominio de
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interpretacidn y dar la semfintica -sustitutbivo— de los cunntore:
por medio de estos signes. Como henos dicho, en L3 no aparccen los
parametros de individuo como siznos primitivos, al contrario que

en las formulaciones mas habituales de la 165sica de primer orden,
aunque pueden introducirse por definicibn, por medio de descrivceio-
nes formadas con los parimetros de predicado monddicos n], b1,...

(cfr. 1.2, (1), (ii)).

Ifo veo mayores dificultades para introducir csoe
tipo de signos como categoria sijnica primitiva, produciéndorne
incluso una cierta simplificacidn de las denostraciones, por cuan-—
Lo cada especializacidn Gra9 , donde a ez un pariuctro de fndivi-
duo, de una C6rmula universal tendrfa wan prado menor qua el corras-—
pondiente enunciado universal A XGUXY, mientras que cn nucatira
Tornulacibdn actual GLAYpuede ser una fémula de orado wyor que
la {érmula universal correspondientc: basta vara ello gne A con-
tenpra un predicado de grado igual a 0, La renuncia a los pardaoe-
tros como sipnos primitivos se debe a razones de tipo no estricia-
mente formal. En principio, un pardmctro de individiuo (o variable
libre, que cumple en ocasiones las mismas funciones) se inlerrrce-
ta como un simbolo con denotacidn. Con palabras e Ouine: "Viwos
...que las argumentaciones que riran en torno a un téruiino sincu-—
lar pueden realizarse mediante la teoria de la cuantificncidn con
una variable libre, ‘y°, por ecjemplo, para e¢l térnino sincalar,
pero e la aplicacibén de los resultados dependle de que U e coni-
truya como el objeto nombrado por el término sinrular, ¥ ane, por
tanto, denende en Gltima instancia de la existencia de bal obhjeto,
Esta construccidn de y y la suposicidn de existencin que entd a
51 base no Liguran en la esquemalizacidn de 1la deduccidn, =ino
5610 en el paso no formal que es la aplicacibdn del vcnultndo"(xﬁ).

Tor cl contrario, las dezsceripeiones —-irente a paramclios de indi-
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viduo y variables libres- llevan consipo, por asi decir, la arfir-
macién de existencia en la formalizacibn misma. Esto adquierc
particular importancia en lenguajes que, como L3, se construyen
con la finalidad de tratar ldgicamente términos sin denotacién.
Por otro lado, logs nombres del lenpguaje natural pueden sustituir-
se, para su tratamiento 18gico, por descripciones. Lo que en cl
lenpuaje natural puede ser un nombre puede interpretarse, desde
un punto de vista 1égico, segin Quine; como un predicado primiti-
vo que conviene cxclusivamente a un objeto. Ll nombre 16gico

del objeto es, entonces, la descripcién que tiene como predicado
la traduccidn al lenguaje formal del nombre del lenguaje natural.
De nuevo, Quine: "lNo hay, pues, ningin obsticulo que nog impida
tratar todos los términos singulares como descripciones. Dado cual-

.
50~

quier término sinpular del lenguaje ordinario, por otro lado,
crates”’o “Cerbero” o ‘el autor del Quijote’, 1la eleccién del ‘F~
apropiado no nos pondri nunca en un callején.sin salida. Si tcne~
mos a mano una traduccidn correcta y cdmoda del tipo “(n2x)(x es-
cribid el Quijote)” mejor que mejor; pero si no la tenemos, no va-
cilaremos en admitir una versidn del tipo “(ax)(x es-Sécrates)’o
(7x) (x es—Cerbero)”; ..."(23). £1 problema a la hora de utilizar
paramciros es lo apuntado en la primera cita de Quine: se supone
slempre que un parametro (o, en su caso, una variable libre)ticne
denotacidn, es refercncial, Lste supuesto no se puede mantener

en 1.3, fdonde se iormalizan términos sin denotacidn del lenguaje
natural. Por oltro lado, comno apunta Quine, las descripciones son
suficientes como cateporia de desipgnadores de individuos. Incluso
las descripciones pueden desaparecer por medio de definiciones
contextuales como las de Russell o el mismo Quine., Sin embario es

mé&s cbmodo utilizarlas que noe hacerlo. Por otro lado, 51 se utili-

za una semlntica sustitutiva o una semadntica de valoraciones, co-
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mo la que daremos a continuacidn, la supresidn de los términos
sinpgulares no variables no puede ser total, puesto que sin ellos

no podemos definir la semlntica de 1la cuantificacidn.

Un Gltimo punto respecto a los términos sincula-
res en L3, La utilizacidén de descripciones como inicos desirnado-
res de individuos no prejuzga en modo alguno la solucidn a la
discuszibdn actual en torno a los nombres: sean los nombres, deazde
un punto de vista filosérico, descripciones ahreviadas de un tipo

u otro, o desipgnadores rigidos 3 la Kripke o lo que sean, lo Mini-

. co que se utiliza en L3 es la posibilidad de desipgnar un objeto

por una descripcién LxPltX],donde Pl es la traduccibn de un pre-
dicado del lenpuaje natural como “x es-(llamado)-...”, Lsta posi-
bilidad es independiente de la explicacidn filoszdfica del modo

de designar un nombre,

1.5 Seméntica II: Valoraciones (Bewerlungascman-

ik, Truth-value semantics)

Definimos ahora un tipo de seméntica que Lliene
como caracteristica el tomar como elemento bAsico de la definicidn
por rccursid4n del concepto de verdad una valoracién de las ér-
mulas elementales de L3, Esta valoracibn es simplementc una atri-
bucibn de valores de verdad a estas Iérmulas. En la semdntica de
valoraciones tanto los (érminos como los pardmelros de predicado

permanecen ininterpretados.

24
pefinicidn 1.5.1.Va10rac16n( )

Sea !} una funcién del conjunto de las férmulas de

L3 en el conjunto {V,F,Ll. 3 es una valoracidn sii cuiaple las
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sipuientes condiciones:

(i) Si F es una f6rmula elemental, entonces f}(F) € {V,f,i-}.
(ii) vysi B(G) f
£, s1 (3(G)

L, en otro caso.

(111) { v,si B(c)

i1
It

51 F ¥ -G , entonces (3(F) v

f o @((;):L .

51 i 4 -G, entonces [3(1-‘) f, en otro caso.

it

(iv) v, si @3 (G) =1 = v
31 "4 GAll, entonces p(F) = f, si B(G) = f o @A) =f

L, en otro caso.

(v) v, si 3(GLA)) = v, para toda

descripcibn A.

r ) - P _

s1 ¥ 4 AXGTX1, entonces [M(F) - f, si f(G{A) f, para algu
na descripcibn A

L, en otro caso.
“~

(vi) si 531 es equivalente o igual por definicibn a 52, entonces
p(sl) = p(.‘s2).
k
(vii) P(II’ (A1 > A=A) = v
(viii) p((n:Aux:B)‘s TA=B) = v

(1x) A= (FIAY S FBY)) = v

v

(x) p,(t.xl-‘[x =A& '[AY A AX(FLXA= X=A))

Loa dos tipos de seméntica que hemos desarrollado
hasta ahora son equivalentes, puesto que coinciden respecto a la
validez 16siica, la consecuencia l1ldgica y 1la satisfacibilidad. ilo
voy a desarrollar las pruebas de estas afirmaciones, que pueden
encontrarse cn las paps. 181-184 y 191-193 de Blau (1978). lie 1li-

mito, pues, a enunciar las correspondientes proposiciones y a bhos-—

1.
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quejar las prucbas,

(25

. Proposicibdn 1.5.2
Toda interpretacidn de L3 conticne una valoracidn

de L3.

Denmostracidn: 'l ndcleo de la demostracidn on ha-—
cer ver gue toda interpretacidn ? cuple las propicdaderns do 1n
defrinicibn de valoracibn., In eiccto, por ¢l punto (iii) de 1la de-
finicién 1.4.1.1, la restriccién de una interpretacidn a lan r6r-
mulas es una funcidn de las rdérmulas de L3 en el conjunto de los
valores de verdad y cumple las condiciones (ii)-(vi) de 1a deli-
nicién de valoracidn. AdemAs, toda inlerpretacibén da cl valor de
verdad verdadero a los emwmciados sepn los easqguenan (vii)-(x).

Por lo tanto, toda interpretacidn conticne una valoracién,

C Qe
Proposicibn 1.5.3( }

Toda valoracibén de 1.3 ¢z amplinble a una interpre-

tacidn de L3.

} Demostracidbu: k1 método mis scncillo para probar

esta proposicibén es utilizar entidades lingiiicticas, a saber, las
descripciones de L3, como elementos del dominio de individoos de
la interpretacibén a que se amplia la valoracibn. Tin embor~o, vn-
ra lograr demostrar que al ampliar p a una interpretacidn el sin-
tolo “=" ne entiende como auténtica iyualdad, es decir, para wos-
Lrar que se cumple el punto (iii.ii) «de Ia definicidn de interpro-
tacibn, sc toman como elementos del dominio Jdo objohos no lars

descripeciones mismas sino las clanes de equivalencin niddulo = on

la valoracidn, cs decir, defininos
\1\‘“ = {I; ) /3(“::1'\) = V} ¥
fy o = {'A‘b‘ I/‘-.lﬁ PN’ } .
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Podemos entonces definir las descripciones refe-
renciales y los donminios positivos y negativos de los predicados

como sigue:
:=|I\\P st \A\ £ 0
[
p(A)
indefinida, en otro caso.

k ;
p(Pk)+:= {(\Al\o,..., \Ak\b» \ Ni(Alu.Ak) = v}-
P is [ IR v s VALY |\ PPALLAD) = F
A partir de estas definiclones es relativamente

f&cil mostrar que la valoracibén [ as{ ampliada, cumple las condi-

ciones que definen una interpretacién.

Lstos resultados son la base para afirmar que los
dos tipos de semAntica son equivalentes. Adelantindonos a lo que
diremos en el apartado 7 de este capftulo, podemos indicar que
una férmula F es 16picamente verdadera en sentldo de la seménti-
ca de interpretaciones (respectivamente, en sentido de la Feménl
tica de valoraciones) sii para toda interpretacidn (respectiva-
rente, valoracién) la formula es verdadera en esa interpretacién
(valoracibn). Una férmula es satisfacible si hay una interpretacién
(valoracién) en que es verdadera. Una férmula F es consecuencia
18gica de una clase de férmulas M si toda interpretacibén (valora-
cibn) que satisface todas las férmulas en M satisface también a F.
Las proposiciones 1.5.2 y 1.5.3 conllevan la afirmacibn de que
para toda interpretacién hay una valoracibdn que coincide en el
valor de verdad de las f6érmulas y a la inversa. Por ello las dos
semfinticas son equivalentes. A modo de ejemplo, veamos que los
conjuntos de férmulas légicamente verdaderas en sentido de la
sem@ntica de interpretaciones y en sentido de la seméntica de
valoraciones coinciden: Supuesto que F es l6gicamente verdadera

en sentido de la seméntica de interpretaciones, entonces si hay
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una valoracién p tal que ff(F) # v, entonces hay una interpreta-

cién ¥ » por la prop. 5.2, tal que ¢ (F) # v, contra ¢l supucsto.

Un razonamiento similar, partiendo del supuesto de que I' os 16pd-

camente verdadera en sentido de la semfntica de valoracione:s, nos

muestra que ambos conjuntos coinciden,

1.6 Sintaxis IIL: CAlculos

Presentamos en este apartado dos de los tres cAdl-

culos que se definen en Blau (1978). La razén de su incluzsidn aqui

es que parte del trabajo posterior est& bLasado en cllos.

(rir)

(nd)

N O oA W e

1,6.,1. Cllculo axiomAtico é§(27)

Esquemas axiomAticos

F, en el caso de que lg; F
AXFLX] » F{A)

A X ~FIX) &3 = AXFLX)

Tpk\:m - A=A

(A=A A B=B)} 3 1A=B

A=B A FTA1 > FIB]

(LF=A) S {FIAT A AX(FEXI = X=A))

Reglas dec deduccibn

F, Fo3 G
G

1
F —y Gl I’J_]

1
F — AXGIX] en el caso de que P, no aparezca cn el

.

conjunto de supuestos ni en la conclusidn,
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Llamamos axioma a cada férmula segin uno de los
esquemas de axioma Ax,1 - Ax. 7. El esquema de axiomas Ax.1 indi-
ca que es un axioma de A3 toda férmula F tal que para toda
e~valoracién [ p(F) = v, dondefl es una e-valoracién sii ﬂ es
una funcién de las C6rmulas de L3 que cumple:

(1) 31 F es una f6rmula elemental o g-compleja, (MNe {v,f,L}
(11) 51 F es j-compleja, entonces ﬁ cumple las condiciones
(1i), (iii) y (iv) de la definicidén de valoracién (Def. 1.5.1).

Dicho de otra manera, toda férmula tautolbgica es un axioma.

Una aglicacién de una regla es el par o triplete
formado por la(s) Férmula(s) segin la parte superior de una regla
de deduccién y la fdrmula correspondiente formada segin la parte
inferior de la misma. Llamamos premisa(s) a la(s) primera(s) fér-

mula(s) y conclusidén a la Gltima.

Definicién 1.6.1.1
I es deducible en A3 del conjunto de supuestos M

(HDZ?-F) ¢ & Hay un subconjunto finito 1° de M, posiblemente

(1) FarF
. n

vacio, vy una secuencia Tinita de férmulas Fl""'Fn tal que:

(i1) Para toda férmula Fi de la secuencia Fl,...,Fn se cum-
ple al menos una de las siguientes condiciones:

(11.1) F, € 1°

(11.11) F, es un axioma

(i1,14i1) Fi es la concdlusibdn de una aplicacidn de una regla

cuyas premisas son elementos anteriores en la secuencia,
(11.iv) Fi se ha obtenido de lineas anteriores en la secuencia
por eliminacibn o introduccidn de una definiciébn.

Definicién 1.6.1.2

D es demostrable en A3, F es un teorema dec A3,
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(};;- F):&) F es deducible del conjunto ¢.

. . ., (28)
1.6.2 Calculo de arboles B3

Damos por supuesta la definicién de arbol de +6r-
mulas y conceptos relacionados con é1 (sucesor, antecesor, rama,
Arbol infinita o finitamente ramificado, etc....) para pasar

directamente a presentar las reglas de deduccibén dec B3

Reglas de deduccibn

RB 1 - : RB 2 "
2
F ala
RB 3 FaG RB 4 A —-(Fa G)
F -
G N
RB 5 -(Fa G) R 6 A(F A )
- e - =G
RB 7 AXFTX] RB 3 SN Vel g
FLA) - FLAD
nB 9 - AXFEX] RB 10 A AZILX)
_r[tPl.J A FLe Pl,]
J J

BB 9 y RB 10 se utilizan bajo la condicidn de que P/

J

aparezca ni en el conjunto de oupuestos ni on wn prede-

no

cesor de la conclusién.

BB 11 IPSCA) o A=A RB 12 (A=A A B=i3) - TA=l
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RB 13 (A=B A FLAT1) - FURN RB 14 WF=A&(FLAY A AX(F[XY D X=A)

Como en el caso de A3, una aplicacibdn de una de
las reglas 3 1 - RB 10 es un par donde el primer elemento es una
férmula sepgin la parte superior de una regla y el segundo es la
férmula correspondiente segln la parte inferior de la regla en
cuestidén. En estas reglas el primer elemento del par se llgm? pre-
misa y el gsepundo, conclusidén. En el caso de las reglas RB il-—
RB 14, toda férimula segin uno de los esquemas que aparecen en ellas
es una aplicacién de la regla. Se trata aqui de reglas sin premi-
sas, €s decir, las férmulas segin estos esquemas pueden ailadirse
en cualquier punto de una rama de un Arbol 16gico. Pagsamos ahora

a definir los conceptos de Arbol cerrado y deducibilidad en B3,

Definicién 1.6.2.1

B es un arbol para la férmula F a partir del con-

Junto H0:¢¢ u° es un conjunto finito de férmulas, quiz& vacio, tal
que:
(i) B tiene su origen en F y se cumple (ii)
(il) Cada par 1,11"> de sucesores inmediatos cumple una de las
siguientes condiciones:
(ii.1i) II"es el Gnico sucesor inmediato de H y
et o
H® es la conclusién de una de las reglas RB 1 ~ RB 4, RB 7 -
RB 14 y su premisa aparece en la misma rama que H o
H’se obtiene por introduccién o eliminacién de simbolos
definidos en c¢lementos anteriores de la rama en que apa-
rece I1°,
(1i.1ii) 11’y otra férmula H’ “se han afiadido como sucesores inmedia-

tos de Il por aplicacidén de las repglas RB 5 o RB 6.
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Definicibén t.6.2.2

La rama R de un &rbol B estl cerrada:¢s R con-
tiene una férmula G y su negacibrr fuerte -G o débil = G.

E1 &rbol B esth cerrado: & Todas las ramas de

B estAn cerradas.

Definicibdn 1.6.2.3

Hay un arbol cerrado B para el conjunto de fériu-~

las M: & flay un subconjunto finitorfjg [Ty una fébrmula F € i

tal que B es un 4rbol cerrado para I' a partir de los supuestos Ho.

Definicibén 1.6.2.4
B8 es una refutacién de F a partir de Mo: & Uoes

un 4rbol cerrado para F a partir del conjunto “o de supuestos.

Definicién 1.6.2.5
F es deducible de }l en B3 (rlrE;- F): & Hay
un subconjunto finito Ho de M y un &rbol B tal que B es un Arbol

o}
cerrado para 1 F a partir del conjunto de supuestos 11 .

Definicibén 1.6.2.6
I' es demostrable en B3 (ri§ i): & llay una ro-

futaclén de 9F a partir del conjunto ¢ dé supuestos.

Dejamos en este punto la presentacién de los
cldlculos para L3. En capitulos posteriores nos ocuparemos de 5su
correccibdn y completud y definiremos otros calculos distintos,
alyuno de ellos de tipo axiomitico, como los clAlculos secuenciales
v otros de deduccidn natural. Igualmente definiremos un célculo

axiomitico adecuado para la 18gica de cenunciados de L3.



1.7 Semlntica III: Definiciones y teoremas.

Semantica para L3A

1

1.7.1 Seméntica de los signos definidos

La condicién (iii.vii) de la definicibn de inter-
pretacién (def. 1.4.1.1) establece las propledades sem&nticas de
los signos definidos de L3, Bisicamente se trata de que el definiens
y el definiendum de una definicién son seminticamente equivalentes.
En este apartado damos la semintica de estos signos de modo expli-
cito, utilizando tablas de verdad para los funtores definidos,
De lo que acabamos de decir se sigue, evidentemente, que las
tablas de verdad de los funtores definidos no son otra cosa que
las tablas de verdad de las expresiones que acthan como definiens.

A Tin de lograr una visibn de conjunto incluyo las tablas de ver-

dad de los funtores primitivos(zg).
F|-FIL.F|TF|_LF|+F|1F
" v f f v f f v
f \ v f v f Y
L L v f f v f
A v f L v v f L
v v f L v v v v
L A . £l v F
L L f L L v L
- v f L PN v f L
v v f " v v f L
f v v v f f v v
L v v v L L v v
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=i v f L /l v f L
v v f £ v v L L
f f v T f ¢ L
% f f v L L t L

mpuede condiderarse cono un funtor cero-Adico,
es decir, como una constante que tiene el valor de verdad inde-
terminado para toda interpretacidn. Su introduccidén en 1.3 respon-
de a la necesidad de consegulr un conjunto de funtores indepen-—
dientes que sea veritativo-funcionalmente completo. En 1la 16gica

de enunciados de L3 ha de ser considerada cono una consbtante

- primitiva. En el marco m&s amplio de LGLpucdc definirse como

equivalente a la férmula AX(X=X) que,como vimos,ecs indeclerminada
en toda interpretacién. Otra posibilidad, apuntada por Blau (1989)
(So)es utilizar como funtores primitivos - , =y /. Dado que

- Yy — constituyen un conjunto de funtores funcionalmente
cempleto y que T y —» pueden definirse a través de - v de / ,
la negacién débil y la conjuncidén asimétrica, estos tres funtores

forman un conjunto veritativo-funcionalmente completo cde conecli-~

vas primitivas.

E1 funtor /, introducido por Blau en Blau (1950)
en el marco de una 1l6gica para la cuantificacibdn colectiva y din-
tributiva, se l1llama conjuncién presupositiva asimétrica. lio lo

utilizaremos en lo que sijpue,.

E1 funtor condicional o, mejor, su tabla de ver-
dad, encuentra su motivacién intui.tiva en el intento de formalizar
de manera adecuada los enunciados universales restrinpgidos del
tipo AX(IFLX) =»GTX)) (31). lio entraremos aqui en csta cuestidn

ni en la de comparar la definicibén de los funtores que aquf se

untiliza con otras definiciones alternativas, como las de los
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sistemas de légica trivalente de Zukasiewicz o Kleene.

En L3 se distinpue entre el funtor bicondicional
& y el funtor equivalencia = , funcilones coincidentes en la
18gica bivalente. Una expresibén bicondicional Fé&3 G .es verdadera
a3i son verdaderos los condicionales F— G y G F, Ello no impli-
ca, sin embarpgo, que F y G tengan el mismo valor de verdad: asi,
F &3 G puede ser verdadero siendo falsa la férmula F e indetermi-
nada la férmula G. Por el contrario, la verdad de la expresidn
F T G implica justamente que lag dos férmulas F y G tienen el mis-
mo valor de verdad.

Las replas de interpretacibn de los cuantores
definidos son las siguientes:(zl)

"v,sii IA(A eDes, _ & P (FA) = v )

L3
W (VXFIX1) = f, sii VA(AﬂDesLa = ¢ (FTAl) = f)
Ly en otro caso
v, sii VAL € of = Y(F[A)) = V)
PAXFIX)) = f, si1 3A(A ed & (FUAI) = f )
L, en otro caso
v, sii 3A(A ¢ Ao & ¢(FLAY) = v )
W(9XFLX)) = f, sii VA(A ¢4 3 ¢(FtAl) = f )

L, en otro caso

1.7.2 Conceptog y teoremas seménticos fundamentales

Vamos a definir en primer lugar una serie de con-
ceptos sem&nticos basicos, En todos los casos se trata de transpo-
siciones a la 1l6sica trivalente de los correspondientes conceplos

de la l1légica bivalente, lo que hace innecesario extenderse cn
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comentarios ulteriores. Definimos estos conceptos cn sentido de
la scméntica de interpretaciones. Las definiciones correspondicen-
tes para la semAntica de valoraciones se obtienen sustituyendo
las referencias a interpretaciones por referencias a valoracionecs

en lag definiciones que siguen.

Definicién 1.7.2. 1(33)

Sean F y G férmulas, Il un conjunto de férmulas y
una L3-interpretacibdn. Entonces,

(1) \}:-‘ F, F es lbgicamente verdadero en L3, F es l-verda-

dero, F es l-vAlido:&=d \It(, W(r) = v.

(1i) F es l6gicamente falso, l-falso, en LS:@V!{,?(F) = f

(1i1) F es l6gicamente indeterminado en L3:& \l(f,x((l-‘) = ¢

(iv) F es insatisfacible en L3, F es L3-insatisfacible: &
redep, p(F) = v

(v) [ es satisfacible en L3, F es L3-satisfacible:& IgefF}= v

(vi) \p satisface Fi@» (P(F) = v

(vii) ¢ satisface Mi¢ VI(Frem = @(F) = v)

(viii) 1 es satisfacible en L3, I es LS—satisfacible:e:)Bc( tal
que LP satisface a M.

(ix) M es insatisfacible en L3, 11 es L3-insatisfacible: ¢
Ma? tal que \ satisrace a Il.

(x) G n\_—‘ F, F es consecuencia 1lépgica de G, F sc sijue
16gicamente de G:& Ve (@ (G) = v = $ir) = v)

=iy W F, F es consecucncia 16pgica de 11, V sc gicuc de
Mg \Ilf(lfsatisface i = satisface I}

(xii) F y G son bicondicionales en L3, son L3-bicondicionalegs:

&y T es consecuencia lépica de G y 1 lo en de F.

(xiii) F y G son equivalentces en L3. L3-cquivalenicus: &
Y, @(r) = @ (G).
(xiv) I’ presupone a G en LS:@Vﬂ(]-‘) = v o v.{(]"‘) = f 3¢@) = v
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Proposicién 1.7.2.2(34)
~ I'd .
(1) Lol / o
(11) W T & dwgF

(111) W5 F & AF es insatisfacible
U C b T i e g
(iv) {11, i F & g Fa AF = F

(v) i F @ v {7 F} es L3-insatisfacible

(vi) {Fl,...,rn} es L3-satisfacible¢y no W -1(F14\ AFn)

(vii) Il es L3-satisfacible (=3 [Hay una férmula F tal que no
11 !\-a- F.

Demostracidn: La demostracién es muy sencilla
en todos los casos. A titulo de ejemplo demostramos el punto (vii)
de la proposicibn. Si M es L3-satisfacible, entonces gtf tal que
¢ (¢) = v, para toda f6érmula G en M.Ahora bien,Vy¢ , v (Ga -G) = f.
Luego hay una Térmula F y una interpretacién ¥ tal que p satis-
face 11y tf(F) # v , s1 M es satisfacible. Luego no MlFr? I, Por
otro lado, si no H\h: I entonces 37.*f(n) =vVvy q(F) # v. Luego

hay una interpretacibdn que satisface I,

Demostramos a continuacién que L3 es consistente.
Una teorfa es consistente sii no toda férmula del lenguaje de la
teoria es légicamente verdadera o, de modo equivalente, sii hay

una interpretacibén del lenguaje.

Proposicién 1.7.2.3(35)

Ilay una ‘interpretacidn para L3

Demostracién:Sea D = ¢, = ¢ y ¥ una funcibn del
conjunto unién dc los conjuntos de los parlmetros de predicado y
las férmulas en .7’(¢‘)x.7’(¢) tal que para todo parimetro de pre-
dicado I"k, QP (I’k) = { $,0>» . Adenas, (e(F) = L , para toda férnu-
la elenmental. ?(F). para F compleja, se define segin las condicio-
nes (1ii.1ii) -~ (ii1i,vii) de la definicién 1.4,1.1. Es ffcil ver
por induccién sobre el grado de las férmulas que toda férmula

recibe una interpretacién en el conjunto {v,f,l}y que se cumple
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la condicién de interpretacién de las descripciones, puesto que

N es vacfo y por tanto toda descripcidn cs indefinida.

A continuacién enunciamos, sin prueba, dos ver-
siones del teorema de generalizacibén que utilizaremos posterior-

mente con cierta frecuencia,

6
Proposicién 1.7.2.4(3J)

. : 1
51 el parametro de predicado P no aparecc en

1
A XFtX), entonces "'G FLuXP X1 =2 “‘C; AYFLI

Proposicién 1.7.2.5(37)

o
Sea M un conjunto finito de férmulas, posible-

1 .
mente vacio, y P° un parimetro de predicado moni-
o

dico que no aparece en i , F, AXGLX). IIntonces

1° W F = GLuxP £ =5 HOuL—S I —y AXGEX]

L.as sigulentes definiciones y teoremas se refieren
a uyna serie de operaclones de sustitucidén. Como en los casos An-
teriores, enunciamos los teoremas sin demostracibn, a Cin de no

alarpar excesivamente este capfitulo.

Definicibn 1.7.2.6 %)

(1) §, se origina de S, por cambio alfabético de la variable X

por la variable Y si 82 es el resultado de sustituir en o, la va-

1
riable X de cada cuantilficador qX o descriptor i y todas las i li-

pgadas por ese cuantificador o descriptor por la variable Y, «c tal
modo que los nuevos cuantificadores o descriptores no ligmen otras
variables fucra de Y,

(i1) Las expresiones S, y 5 son variantes regspecto a variables

1 2

linadas cuando S? se origina a partir de Sl

cambio alfabético de variables

por uso repehido del

I . f . . . I
(1i1) 5, se oripina de B] por caiubio alfabéiico del pardacire P
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por el Qarémetro (.)k cuando Qk no aparece en S1 Ng S2 es el resul-
. k
tado de sustituilr toda aparicidén de P en S1 por una aparicién

k
de S_.
Q en 5

(iv) Las expresiones o clases de expresiones S1 y 52 son variantes

respecto a parémetros si 82 se origina de S5, por uso repetido del

1
cambio alfabético de pardmetros de predicado.

Definicién 1.7.2.7(39)

Aoz B :¢&» A=Bv(~(A=A) A~ (B=B))

Proposicibn 1.7.2. 8(40)

(i) 51 F es una variante de G respecto a variables ligadas, enton-

ces'l\-l-_? GET

(ii) Sea MU |F} = {Fl,...,Fn,...} v {F} un conjunto de férmulas y

sean las férrmulas de NV{GY} = {Fi.. e ,FI;. ...} v{G}variantes respecto

a pardmetros de predicado de las férmulas de M. Entonces
(ii.1) M es L3-satisfacible &) N es L3-satisfacible

(i1.14) mna-r & N2 G

(i1i) A=1D Wy FCA= FCB]

(iv) supuesto que FG se origina de F“ por sustitucién de U por G
en F y que G no aparece en el dominio de un funtor -,A ,+,1,=,
entonces G €3 [ IL—L-; FGH F}

1

(v)Si G aparece en F _ y F” es el resultado de sustituir G por H

G

C s = WY——TFr_ = F_.
en F, entonce G =1 Ty rG F}I

(vi) Supuesto que F(,k da. origen a F}Ik por sustitucibédn de un pre-

k
dicado ¢ por otro predicado H , entonces

I\Xl...}{k((r‘,[){l...xk')) = (”[X1"'X1<]))“\._s F

(vii) Supuesto que F

= I k

ck H N
k se origina de F”k por sustitucibén de G

G
por Ilk fuera del dominio de un funtor -, L, + ,L,3=, entonces
t] D SR ¢ X, ene — F T e
I\x1 *(k(( GEX, l{j)(—s(n 1 XN W Pk O F i
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1.7.3 Semfntica pdra L3A,
1

Definimos a continuacibén la semiintica de LSAi.
Podemos indicar los raspos esenciales de esta semintica diciendo
que \PA,GS una L3Ai—interpretac16n sii cuwaple las condiciones de
la definicidén 1.4.1.1 cuando las metavariables se interpretan
teniendo como rango las expresiones de LBAi vy, ademés, para
cada parfmetro de individuo a en el conjunto i se cuwple que
YA(Q) € D de tal modo que la restriccidn de P, 0 4V icsouna
funcibén suprayectiva sobre D. La interpretacidn de los pardnctros
de individuo en el conjunto 1 exipe, c¢videntemente, modificaciones
de orden menor en la definicibén de la nocidn de interpretacidn.
llo entraremos cn este tema aqui, por carecer de importancia en el
contexto de este trabajo. Si que tiene interés, sin Omhargo; apun-
tar que los conceptos semaAnticos bAsicos de LSAi se Jdelfinen de
modo similar a como lo hemoss heclhio mAs arriba, partiendo del

concepto de L3Ai—interpretaci6n. o

En lo que queda de cste apartado sobre la semin-
tica de L3Ai vamos a dar dos versiones, sin prueba, de (dos teorc-
mas importantes, el de compacidad y el de Lbwenheim-Skolom, adanta-
das a la 16gica L3Ai.

4N\
Progosicién 1.7.3.1, Teorenma de conpacidad para LSAi
Para todo conjunto M de férmulas de 1.3 vale que
11 es L3A1-satisfacib1c¢$lbdo subconjunto finito

de Il es LSArsatisfacible.

42)
Progosicién 1.7.3.2. Tecorcma de LOowcenheim-Skolen

Todo conjunto M de [bruulas de L3 que cn I.3A —
) i
satisfacible e LBAi—satisfacihlc en un dominio

enumerable,
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Obscrvemos que en la formulacibén de estos teore-
mas hablamos de conjuntos de f£érmulas de L3 que son satisfacibles
en L3Ai. Esto es necesarlio puesto que en las formulaclones habil-
tuales del teorema de LOwenhelm-5kolem se supone que el alfabeto

del lenpuaje es enumerable,

n este contexto es ficil observar una de las

diferencias importantes entre las 16gicas L3 y L3A En L3 el

i
teorema de LBwenhecim-5kolem es trivial, puesto que por la defini-
¢ibén de interpretacién, todo dominio de una interpretacién de L3
es un dominio enumerable, Este teorema no es, evidentemente, tri-
vial en LBAi. Por otro lado, el teorema de compacidad, cuya demos-—
tracién daremos en el préximo capfitulo para L3, sblo puede afir-
marse para conjuntos restringidos de férmulas de L3. En cambio,

como hemnos visto, se puede afirmar de manera general en L3Ai.

1.8 Relaciones entre L2 y L3

Las similitudes y diferencias de la l6gica biva-
lente clésica y la 16gica trivalente L3 pueden analizarse dezde
diversos puntos de vista o, mejor, desde el punto de vista de las
diferentes teorfas parciales que forman esas lépicas., Los resulta-
dos son parcialmente distintos si comparamos la l1l6gica de enuncia-
dosen ambas teorfas o la 1l6gica de la cuantificacién sin identidad

o con ella.

Para realizar este anilisis comparativo de ambas
16gicas es necesario en primer lugar tener un dominio sintéactico
comiin a L2 y L3, Dbada la peculiar construccién de L3 definiremos
como férmulas de L2 en L3 al m&s pequeiio conjunto de férmnlas de

L3 tales que "fuera de las descripclones contienen sélo parfmetros
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de predicado, los funtores standard ~ , A, v , »A, & y cuanto-
res nominales que s6lo ligan variables fuera de lasn descripcionen®
3obre la base de esta sintaxis comin sc pucde establecer el resul-
tado principal de esta seccibn: la 1lbpica cuantificacional e L3
es una extensidén conservadora de la correspondicnte ldgica L2.

Se puede afirmar que 51 Il es un conjunto de férnulas en el doni-
nio sintéctico comin a L2 y .3 ¥y F ¢s una férmula en coec dominio,
entonces, si F es consecuencia de i en la tecoria de la cuantifica-
cibén sin identidad de L2 (LC2), entonces F ¢s consccuencia de 11

(44)

en 1.3, es decir,
H W T = I F
e w3

for otro lado, utilizando el signo 2= que intro-
dujimos anteriormente podemos ampliar la correspondencia entre am-
bas 16ricas de la manera siguiente: Si 1™ ,F™~ c¢5 el resultado de
sustituir toda aparicibén del sipgno = en I, F por == en las {érim-

45
laz de 1 y en F, entonces se puedc alfirmar que( )

M F = Y W— 7
1 1%

donde I2 es una 16sgica cuantificacional bivalente de priner orden
con identidad. Estos resultados conllevan, al través de la adccua-
cibébn de los cAlculos para L2 y L3, los correspondientes resultados

sintécticos.

E1l Gltimo resultado que queremos enunciar aqui
muestra la coincidencia de la tcoria de la cuantificacidn cn 10
con la 16pgica LC3, resultado de seprepar de L3 la teoria de la
identidad y la teorfa de las descripciones (tomando las descripcio—
nes como parametros de individuo, sipnos inanalizados).Fstas dos
teorias coinciden respecto a la satisfacibilidad y la consecucen-
cia:" Para toda férwmula de L2 en L3 y conjunto de [édrimlas il va-

le que: a) il es satisfacible en LC? & 11 es satisfacible en 103

13)
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(46)
g b o Al
b) M\ I @:} 1 “—~$ F

Esto configura a LC3 como extensibn conservadora
de LC2, puesto que una y otra coinciden respecto a la satisfaci-
bilidad, validez y consecuencia en el dominio de la sintaxis

comin.
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llotas al capitulo 1

(1) Basicamente, eslec apartado contiene el material de Blau (1978)
pPp. 167-176. 1.2.(8) presenta las definiciones de 1la p.1l73 de 1la
misma obra.

(2) Cfr. Blau (1978) pp. 137 ss.

(3) Blau (1978), pp. 170-1

{4) Shoenfield (1967), p. 41

(5) Cfr. Smullyan (1968), p. 46; Blau (1978) pp. 251-2; Blau (1079)
Pp. 120 ss. Esta propuesta parece tener un aire e auloreflerencia-
lidad. A pesar de ello no parece que sea inviable.

(6) Con esto desaparecen, dicho sea a modo de excurso, una de las
criticas a la semlntica carnapiana, que se basaba justamenbte en

la imposibilidad de tratar de dominios no-enumerables en esa semln-—
tica, puesto que exipia un "nombre"” para cada individuo del domi-
nio. Cfr. Hartin (1963), p. 373. ‘

(7) Cfr. un andlisis de este tipo de semfntica, Kripke (1976)

(8) Cfr. Blau (1978) pp. 179, 1388

(9) cfr. Blau (1978), p. 207

(10) Tarski (1935), p. 191

(11)Cfr, el andlisis que lHartin hace de la semfntica carnapiana

en Schilpp ( ) p.

(12) Blau (1978), p. 69

(13) Blau (1978), p 69-71

(14) Blau (1978), p. 121 y ss.

(15) Blau (1978), p. 47

(16) Cfr., por ejemplo, Fukasiewicz (1930)

(17) #ukasiewicz (1930}; Kleenc (19%2); Rescher (1969)

(18) punn & Belnap (1968), p.180

(19) Leblanc (1968%), p. 7 '

(20) Blau (1978), p.22%

(21) Blau (1978), pp. 165-6

(22) Quine (1952) p. 293

(23) Quine (1952) p. 296

(24) Blau (1978), pp. 173,180, 191 y 199.

(25) nlau (1978), pp. 191 ss.

(26) Blau (1978), pp. 183 s
(27) Blau (1978), pp. 222
(28) Blau (1978), pp. 227
(29) Blauw (1978), p. 144
(30) Blau (1930), p.16
(31) Blau (1978), pp. 92 ss5. ¥y 99 55,
(32) Blau (1978), p. 145, 180

(33) ilau (1978), pp. 189-90

4]

7]
Q

7]
6]



(34)
(3%)
(36)
(37)
(38)
(39)
(40)
(41)
(42)
(43)
(44)
(45)
(46)

Blau
Blau
Blau
Blau
Blau
Blau
DBlau
Blau
Blau
Blau
Blau
Dlau
Blau

(1978),
(1978),
(1978),
(1978),
(1978),
(1978),
(19783),
(1978),
(1978),
(1978),
(1978),
(1978),
(1978),
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pp. 145 y 180
p. 190

p. 212
pp.212-3
pp.196-7

p. 134

pp. 196, 198, 199, 201, 200, 203
p. 255

p, 255

p. 176

p. 193

p. 186

p. 177
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2. EL_PRINCIPIO DI UUIFICACIOIl DI

WLLYAL Y SU_

2.1 Introduccién

El nGcleo de las demostraciones de complctud en
la 186gica bivalente y, como hemos de ver, también en la trivalen-
te, consiste en definir una clase de férmulas con propicdades nin-
éécticas tales que una propledad semantica, a saber, la satisfaci-
bilidad, se derive de ellas. Los llamados conjuntos pddeliaonos
son clases de rérmulas que pozan de las necesarias propiecdarlen
sinticticas y en ellos se basan laa pruebés de conpletud tipo
Godel-lHenkin. Vamos a analizar brevemente este concepto de conjun-
to p8deliano. Un conjunto de férmulas N c¢s godeliano cuando Liene
las propledades siguientes:
(i) U es completo y no contradictorio, i.c., para toda férmulanol
lenpuaje L en cuestibn, Fe H sii-v § .
(ii) N estd cerrado para la deduccién, i. e¢., si C cs5 un cllculo

para L vy Nt—c—- F, entonces FeN(l).

La primera propiedad importantc de los conjunton
rddelianos es que el conjunto de las {Srmulas verdaderas en I, pa-
ra una intcrprctaoién*fes un conjunto gtdeliano. La semmda pro-—
piedad de estos conjuntos que nos interesa destacar consiste en
que, por el teorema de completud de Godel, sabenos que, dovlo un
cdlculo C adecuado a la 1épica bivelente de priner orden, (i)
todo conjunto g8deliano respecto a C es el conjunto de las £6r-

nmulas verdaderas en una interpretacibdn adecuada v (ii) Lodo con—~
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Junto H de férmulas que sea consistente (es decir, tal que no
hay una férmula F con HFE— FyH h?'wF) puede ampliarse a un

conjunto godeliano. Con esto tenemos que si N es un conjunto po-

deliano hay una interpretacién\f tal que para toda férmula F, Fé N

sii F es verdadera en tp . Bl conjunto de los enunciados verdade-

(2)

e e
by e r

ros enif y el conjunto gddeliano N colinciden, por lo tanto
De lo dicho se sigue, evidentemente, que el concepto de conjunto
p8deliano es una mejor aproximacién sintéctica al concepto de
verdad que el de teorema: es claro que en cualquiera de los cll-
culos habituales para L2 hay férmulas tales que ni ellas ni su
negacibén son teoremas, aunque necesariamente una de las dos es

] verdadera.

11 concepto de conjunto-verdad (truth-set) de -
(teorias de) primer orden que utiliza, entre otros, Smullyan(a)
viene a coincidir, desde otro punto de vista, con el de conjunto
gBdeliano. Vamos a discutir este punto aunque s6lo sea informal-
mente. Antes de entrar en materia presentamos una notacidén metalin-

glifstica que Smullyan define para la 18gica bivalente y que noso-

tros adaptaremos luego a L3.

Sean dlv 0(20 (3".{&11 ﬁev ‘6!‘6[‘1:‘16 ’

N

J[é] férmulas de 1.2, donde ‘a’ es un parlmetro de individuo, de-

. 4
{ finidas sesin los cuadros siguientes( ):
A o, =Xy ) (34 ‘31,

T (F A G) F G A(F A G) aF -G
A(F v G) Ar 1G (F v 0) ¥ -

B A — G) F G
(F—>aG) - F G

ahld F F




1 ¥ L3l d dca
AXIFTX) rla} VXPEX] Fla)
AVXFI X2 qFtal AAZF T -Fal

Utilizando esta notacibn podemos definir un
conjunto-verdad como sigue: M es un conjunto-verdad sii it en un
conjunto de f8rmulas que cumple:

(i) Para toda férmula F, FGLIsii~1F¢PI

(i1) € M silow, ey o,6l.

1 2
(111) @ e 1 sii Rieto B, el
(iv) % € !l sii para todo parémefro de individuo a,y [ale il

(v) d € 11 sii hay un paramelro de individuo a tal que&Dﬂ e li.

Ahora es ficil ver que conjunto gd8deliano y
conjunto~verdad coincilden: ambas definiciones comparten la condi-
cidén (i) y las condiciones (11)-(v) de la definicién de¢ conjunto-

verdad, ltomadas Juntamente, coinciden con la condicién (ii) de

la primera definicibn, cuando el cAlculo que se lLoma cn considera-

cibén es un cllculo de Arboles 16gicos. Velmoslo. Suponramnon que i
es un conjunto-verdad y que Mkﬁz I, donde B2 es un cAlculo de Ar-
boles para la légica gtandard. En el supuesto de quelf¢lg de l1a

condicibn (1) se sigue que -Fe€ . Ahora bien, las reglas de de-

duceibn de un clAlculo de Arboles pueden Tornularse de la sijpuiente

manera:
o £ X § W
o, ﬁ,,l p, ¢Lal dral
ol

EA

teniendo en cuenta que la Gltima rerla se utiliza bajo la condi-

cién de que “a’ no aparezca en los supuestos ni en & .
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Entonces, dado que hay un arbol cerrado para el
conjunto MV hFl de supuestos, por las condiciones (ii)-(v), to-
dos los sucesores de =#F en el Arbol pertenecen a M, pues aFe Il.
Luego hay una férmula G tal que Gel y ~G€M, en contradiccién
con la afirmacidn de que I es un conjunto-verdad. Por lo tanto,
Fe M. Las condiciones (i)~(v) implican, en consecuencia, que M
estid cerrado para la deduccibén. A la inversa, si se cumple que
Ml—EE I" implica que Fe€ 11, entonces se cumblen las condiciones
(ii)-{(v), pues si F es unot ,por ejemplo, y Fe li, entonces X-'H-EE F
y, ademis, dado gque o b &

o ——ol 3
B2 Za Y Bo Y2 » S€ sigue que ”'_—132““ y
M=o, , Lueco «_€ll y x_ €M, A la inversa, si ®_eM y o_€ N,
B2 1 2 1 2
dado que o(] v Sty hrz-w ,eéntonces ”‘_EE' I''y FeM. Luego podemos
. Rl

alfirmar que estas condiciones son equivalentes.

Cabe plantearse si hay condiciones mis débiles que
las del conjunto gddeliano para definir una clase de férmulas que
sea demoétrablementc satisfacible. Una primera debilitacibén resul-
ta de 1la sustitucién del bicondicional por el condicional de
izquierda a derccha en las condiciones (i1i)-( v). En efecto, para
asegurarnos que !l estd cerrado para la deduccién sélo necesitamos
ese condicional, como se desprende del bosquejo de prueba que
hemos hecho mAs arriba. La sepgunda simplificacién posible consis-
te en eliminar la mitad de la condicién (i) y exigir que Ii no
contenpga una férmula y su negacidn. 0, mAs radicalmente, que I
no contenga una férmula .clemental y su negacibn. Demostracidn de
ia suficicencia de las condiciones as{ debilitadas para definir
conjuntos satisfacibles se puede encontrar en Smullyan(ﬁ). Utili-
zando estos recursos mas débiles, (i)-(v) se formularfan asi:

(i) Para toda férmula clemental F, Feii = F¢ Il
(117) oen =p eIl & o, &M,
(1117) Pel = B Mo @ el
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(iv’) g ell=> gla)ell, para todo pardmetro dec individuo o,

(vY de 11 = &tajell, para al menos un pardnebro de individuo a,

Itintikka 1llamé conjuntos-modelo (modcl-s
los conjuntos de férmulas que cumplen las condicionen (17)-(v7).
Se les suele designar también con ¢l nombre de conjuntos e jiinti-
kka. 3J3e pucde demosirar que los conjuntos-modclo, como lor con-

pBdelianos, son satisfacibles en una interprelacidén adecua-

L

Juntos
da sobre el dominio de loz parémetros de individuo(g). A partir
de la nocién de conjunto-modelo e Tacil mostrar que un cAlenlo,
por ejemplo de Arboles 18gicos, es complcto: En primer Lusar se
muestra que los puntos de una rama abierta de un arbol pucden
extenderse hasta un conjunto de llintikka. Fntonces, si 1Y ¢ una
férmula valida y no deducible, hay un Arbol abierto para -ai.
Una de las ramas ablertas de ese Arbol puede citeonderse a nn
conjunto de Ilintikka., Ese conjunto es satisfacibley con &1 1la
férmula 5F , contra el supuesto de que ' era 1§picamente verdade-

ra. Por lo tanto, F es deducible.

Una de las tareas que nos proponcmos en ente ca-
pitulo es extender estos resultados h la 16pica trivalente L0,
filemos de definir 1a nocidén de conjunto-modelo trivalente ¥y mostrar
que todo conjunto-modelo asi definido es satisfacible en la ne-
méntica propia de L3. Utilizando una nodiilTicaciédn de la nolacidn
de Smullyan, podemos definir los conjuntos-modelo trivalentes en
términos casi idénticos a los que sc emplean en la 16pica bBivalen-
te. Aqui se plantea un tema que no abordaré en este trabajo pero
que quizi sca interesante apuntar: podenos definiv ciertos con-—
ceptos bAsicos de la netateoria de la 16sica trivalenkte de priner
orden recurriendo a nociones gue se asanejan mucho a las corres-—
pondientes en la 1déeica hivalenle. o podeouos plantear enlonce:s

la cucstidn de s5i existe un nivel de abstraceidn que cnelobe i
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ambas tcoriase ,peneralizando, a todas las teorias n-valentes de
primer orden. Dicho de otro modo, ¢/puede darse una metateoria
general de las teorias de primer orden n-valentes?. Como ya he
dicho, no me ocuparé de este tema aquf, pero los resultados que
se obtiencn en este capltulo, asi como en el resto del trabajo,
parecen apuntar en la direccidn de una respuesta positiva a esta

pregunta,

En Smullyan (1968) se definen una clase de propie-

dades de conjuntos de férmulas llamadas propiedades de consisten-
[[})
cla analitica (analytic consistency property). Son propiedades

relacionadas con la nocibén de conjunto de Hintikka en el sentido
de que el teorema fundamental que de ellas se afirma establece

la satisfacibilidad de todo conjunto que posea una de estas pro-
piedades y ello por el cémino de mostrar que si un conjunto goza
de una propiedad de consistencia, entonces es ampliablé a un con-
Junito de Hiﬁtikka. Este resultado, que Smuilyan presenta para la
16pica bivalente, se generaliza aquif para la 1légica trivalente,
bajo el nombre de Principio de Unificacibn de Smullyan. Del al-
cance de este principio da idea el que sean consecuencias suyas,
por ejemplo, €l teorema de compacidad y una serie de resultados

de completud que iremos mostrando en este y simulentes capitulos.

n sintesis, una propledad de consistencia anali—
tica £ es una propiedad de conjuntos de férmulas tal que todo
conjunto 1 que tiene la bropiedad es tal que no contiene una 6r—
mula y su negacidn y, ademés, la unién de I con los sucesores de.
las £6rmulas en M es un nuevo conjunto que tiene la propiedad EI

entendiendo sucesor de una f6érmula como aquellas que pueden ser

sucesores de la f8rmula e¢n un &rbol 1légico.

A nuestro entender, la formulaciédn que aqui da-
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mos del Principio de Unificacidn presenta cicrtas ventajas sobre
la de Smullyan. En concreto, debilitamos las condiciones que
definen una propiedad analitica de consistencia, 5uento que no
exigimos ou caracter finilto —decimos que la propiedad E es de ca-—
ricter finito si ocurre que un conjunto [ tiene la propicdad IN

si y s6lo si la tienen todos los subconjuntos finitos de il -

¥y no basamos la demostracién del Principio en ningdn célculo

concreto.

En lo que sgipgue haremos frecuente uso de la nocibn
de propicdad de consistencia, aplicada a L3, para mostrar la con-
pletud de diversos cldlculos. En este capitulo probaremos la coum-
pletud de B3 mostrando que "ser un conjunto il tal gque no hayr un
Arbol cerrado para ningin subconjunto HO, finito, de K" es una
‘propiedad trivalente de consistencia analitica. e esto se sigue
ia demostracién de la completud de B3 por un camino distinto al
que sipue Blau(lo). Ademés, darenmos una demostracidn del Leorema

de compacidad para L3 basl@ndonos tambien en ¢l Principio de Unifli-

cacibn.

Una clase de conjuntos de conjuntos de férmulas
con caracteristicas similares a las de 1las propicdades de conuis-

tencia analftica es la clase de las propicdades de demostrabilidadl

(11)

analitica (analytic provability property) satan propicdarcesn

de demostrabilidad analftica cuva derfinicién para la lbésica triva-
lente daremos en la definicidn 2.%5.1, son"dualesde la propicda-
des de consistencia, puesto que podemos establecer (proposicidn
2.5.3) que dado un conjunto Il tal que la conjunecidn de las
nepaciones de sus elementos cn insatisfacible y una nropiedad tri-
valente de demostrabllidad analitica i, entonces [1 ticne la propic-

dad 1. Al través de este concepto de propiedacd de demostrabilidad

pondremos de manifiesto que el cldlculo A3 es completo, ntilizando,
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de nuevo, métodos distintos a los ya existentes. Mo serd esta

la Gltima vez que utilicemos estas propiedades, sin embargo.

Los dos tipos de propiedades relacionan un concepto
semfntico, el de satisfacibilidad, con conceptos sintActicos de
varios tipos, sepln el tipo de propiedad de que se trate. Esta
relacidén es la base sobre la que se apoya el uso de las propieda-
des de consistencia o demostrabilidad en pruebas de completud

de los cAlculos para [.3.

2.2 Hotacibn

Introducimos en este apartado una nueva notacibn
para ciertas clases de férmulas de L3. Como se veri, se trata de’
una generalizacién de la notacibén de Smullyan a que arites hemos
aludido. La base intuitiva de la notacién es slempre la misma: se
conslderan férmulas de tipo a (« , en Smullyan) las fSrmulas
j-complejas que no dan lugar a ramificaclones en un cilculo de ar-
boles 16picos. De tipo b (@, en Smullyan) son las férmulas
j-complejas que ramifican en el cilculo de Arboles. ¢ (x , en smu-
llyan) son las férmulas de la teorfa de la cuantificacién de las
que son deducibles, en el mismo tipo de cAlculo, todas sus espe-—
cializaciones. Finalmente, del tipo d (4 , en Smullyan) serén
aquellas férmulag cuyas especializaciones sblo son deducibles

bajo ciertas condiciones,
Sean entonces del tipo a las férmulas de la forma

<5F (FaG) A-{(IaG).
“9

En dependencia con esle tipo de férmulas definimos los tipos de

férmula o,y 02:
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zar r r
bt ¥
Si a es (FaAG) entonces o, ©5 ¥ y a, es e
a-(FaAa) a-F -G .

Con b desipnamos las fériulas de la forma

-1

~-.F (A G) (A )

b1 b? son los posibles sucesores de una férmaula b:
-y ~ .
Jo0r F -l
31 b es ~(FaG) entoncesth es ~F y b2 es -0
“{faQG) -pE =G

Del tipo ¢ son las rérmulas
AXFIX) A-AXECXT)
Las f6érmulas ¢CA) se definen como sipue:

AXIEXT FLA)
Si ¢ es entonces c[Al es
= AXEFLX) A-1"CAY

Finalmente, las {érmulas de tipo dJ Licuen la Jrorun
- AXFLX) “SASITX)
y Jas férmnulas dlAIson definidas asi:

~AXFLX -'CAY
Si d en entonces d{A1 c¢s5
AAXELXY = i'CAY

Por otro lado utilizarcmos en lo que sicuc los

5ipnos Hl,H?,H3 y II4 como constantes en el metalenruaje pora de-—-

signar las nipuientes Cérmulas:

. Ik
!11 desirnari la férmula I [AY— A=A

1, " " " (A= & FTAD = 1T 5
", " " " (A=A A D=B3) ~ A=i !
A " " " V=A== (FTAY A ACI(ETRY o =AY,
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n rigor, y contra lo que antes hemos dicho, hay
un tipo de férmulas b que no ramifica en B3, a saber, las fér-
mulas 170 (entiéndase JI2F como abreviatura de dos tipos de
férmulas: -1 F y 1—-~F. De modo similar debe entenderse Eilﬁ.
5i consideramos de tipo b a las Térmulas 2:15; es por cuestiones
de dualidad con las 6rmulas EiF, como luego se pondrid de manifies-

to. Teniendo esto en cuenta, podemos presentar las reglas del

cdlculo B3 como sigpue:

O AR B < N ) N
: 3
01 b1 b2 cCAd d ]
%,

(s) Hy (1€ig4)

utilizando la regla (4) bajo el supuesto de que P1

no aparezca en los supuestos ni en un predecesor de la
conclusidn.,

El tratar las férmulas <..F como pertenecientes

al tipo b no plantea mayores problemas: al uvtilizar la regla (2)
con estas férmulas se peneran dos ramas iguales una de las cuales

debe elininarse.

Vamos a estudiar ahora algunas propiedades seman-—

ticas de estanotacidn que utilizaremos mis adelante.

Lema 2.2.1

Para toda valoracién @ (o interpretaciénl() vale

(1) P(a) = v sii [b(oq) = vy p(o2) = v,

(1) pP) = v sii Ppb,) = voplb,) = v.

(111) pf(c) = v sii @ (ceM) = v, para toda descripcién A,

(iv) R (d) = v sii p(d) = v, para al menos una descripcién A
(v) ”1’ 1(2, 113 y 1[4 son L3-verdaderas.
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pDemostracidn: E1 lema es trivial si se tiene en

cuenta qué tipos de [brmulas se designan con las letras Q,0,,0,,

172
b,h1,b2,c,crA),d, dlAl y las condiciones de definicidn de lan

valoraciones,

En el lema siguiente analizamos las relacione: on-—
tre los diferentes tipos de rérimulas que hemos definido, particu-
larmente en el caso de que ge trate de una fdéruula negada. Veno:s
que las férmulas o y b son, en cierto sentido, duales, al irual

quecy d.

Lema 2.2,2
Para toda {6rmula del tipo a,b,c o d v sus
sucesores o0 descendientes 01,02,b1,b2,cgq,dgﬂ, vale que
(1) ~o esunab (Y31 " (FAG)) y/o es L3-bicondicional con .
unab,ﬂﬁi -ﬁﬁﬁP‘F+1—ﬁF;m3- A= (FAGC) 6 —(Fan)).
(11) b esuna o (A=(FAG)) y/o es L3-bicondicional conuna a
(b 2021res ~TFi = (A G) & (F an) ).
(iii) “1c esuna d ( n A XFULXJI) y/o es L3-bicondicional conuna o
(g " = AXFEXY € -AXFEXD).
(iv) ~d esunac ( =~-AXFUX]1) o es L3-bicondicional con wna ¢,
(v) Pueden hacerse afirmaciones anfloras respechto a oq,ne,hq,
b2,CIA\,de].
Fn relacidén con futuras demostracionc:s sie <debe
notar que, en una induccidn gepin el rrado de una érmnla era do

las descripciones las férmulas,oq,o?,bq,h?,ctA],d(Ad ticnen un ora-

do wmenor que las correspondientes fériulas a,b,c,d.

iMgeutimos finaluente si Loda férmla de LA queda
enclobada en la clasificacién de las férmulas ces0n los Lipos
que henos definido en este apartado. Vemos cque no es asi ¥ poncinos

de maniriesto qué olros tipos de Téraulas cxisten. Bl lema sieuicn-
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te adquiere importancia en demostraciones posteriores, en que
debereinos hacer inducciones sobre todas las férmulas de L3 y no

561lo sobre el conjunto de las férmulas a,b,c,d y sus descendientes.

Lema 2.2.3

Toda rérmula F de L3 que contenga sblo signhos
ﬁrimitivos o bien (1) es elemental o (ii) es de
la forma -G, G,\-G, con G eleméntal o bien

(iii) esuna a,b,c,d.

Demostracién: Por induccibn fuerte sepin el prado
de F fuera de las descripciones. Base de induccién: F es elemental.
En estc caso I pertcnece a la clase (i) de fébrmulas.

Paso de induccibn. Supuesto de induccibn:para toda f6rmu15'ae
rrado menor que F fucra de las descripciones se cumple el lema.
Supuesto que T es j-compleja o q-compleja, entonces se cumple que
o bien (1) F es -G o (2) F es G o (3) F es (Gll\ G2) o (4) I es
AXICXY.
(1) Por supuesto de induccibn, o (1.1) G es elemental o (1.2)
G# -G, o0 (1.3) G #2G, 0 (1.4) G ¥3-G, o (1.5) G es una o,b,c,
o d.
(1.1) F & -3, con G elemental. Por lo tanto cumple (ii). En
los casos (1.2)-(1.4) F es una a. En los casos comprendidos en
(1.8) F ez una o,b,c, o d,déono- se comprueba ficilmente,
(2) Por supuesto de indyccibn, o bien (2.1) G es elemental o bhien
(2.2) & -G, o (2.3) G ¢ NG, o (2.4) 6 43-G, o (2.) G e3 una
a,b,c, o d,
(2.1) ' ¥ 4G, con G elemental. Por lo tanto, cumple (1i). En
el caso (2.2} F H'\-Gg, Por supuesto de induccién, Gz cunple
el lema. S5i 62 es elemental, entonces I es de la forma mv - UE

con G, con i, elemental y cumple (11). En los otros casos,
o) 2
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F es una o,b,c, o d. En los cansos (2.3) y (2.4) F e una a.
Fn los casos comprendidos en (2.5%) I' es una a,b,c, o d.
(3) I es una o.

(4) F es una c. q.c.d.

(12)

2.3 Conjuntog-modelo trivalentes

i
:
H
k3
E

Como ya hemos dicho, los conjuntos-modelo trivalcn-
tes representan una nocién afin a la de conjunto satisfacible,
aunque mAs debil que ésta. En sintesis, podemos decir que todo

. conjunto-modelo es satisfacible, aunque hay conjuntos satisCaciblesg

que no son conjuntos-modelo. Si se pucde afirmar, en canbio, que

.

todo conjunto satisfacible es amp}iable a un conjumtbto-niodelo. in
esta scceibn damos la definicién de conjunto-nodelo para la 16«i-
ca trivalente y demostramos sus propiedades esenciales, a las que
acabamos de aludir. Conviene insistir en que la nocibn de conjunto-—
modelo es pnramente sintéctica, aunque sus propledades més inte-
resantes, en concreto, su satisfacibilidad, sean seafinticas., Fn
cste sentido el concepto de conjunto-modelo constituye un puente
de capital importancia entre sintaxis y scmdntica. Como cn el c¢ca-
no de los conjuntos-modelo para la lérica bivalente, lo definito-
rio de estos conjuntos de Térmulas es no contener dos expresione:
tales que una sea la negacibn de la otra y la pertenencia al con-
Junto de todos los descendilentes e féruulas en el conjunto. Debi-
o a que en L3 existen dos negaciones distintas, la condicibn
nrimera de la definicién dec conjunto-nodelo se aparta de lo que

es habitual en 1a 16pfica bivalente (efr. el punto (i) de la Jdofi-
nicidén gue siyue) aunque el fin buscado es el wminmo: cxelnir de
los conjunton—modaelo. los pares de {6raulas gque no sean siimltinea~

nente satisfacibles. Bsto puede loorarase o bien definiendo loo
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los conJuntos-~modelo de tal modo que no contengan una fdérmula
y su nepacidn fuerte o débil o bien, y de modo equivalente, en
la forma de la condicibn (i) de la definicién de conjunto-modelo
trivalente. La equlvalencia de estas dos condicilones se¢ mostrari

posteriormente en la nota (13).

Definicién 2.3.1. Conjunto-modelo trivalente

Sea I un conjunto de férmulas de L3. Por defini-

cibén, 1 se llama conjunto-modelo sii

(i) No hay ninguna férmula elemental F tal que o

bien Fé M y AFe¢ 1 0o bien ~FeM y =~Fé€ M(ls).

(ii) ©5i o e1l, entonces 0,€ My 026 T,

(iii) Si be 11, entonces b,l € 11 o b2 € [1.

(iv) Si ce€ i, entonces clA) € M, para toda des-—
cripcibén A. «

(v) Si d€ H, entonces JLA) €1, para al menos
una descripcién A.

(vi) ni ¢ M, (1&iga).

Vimos antes que un conjunto g8deliano esti cerra-
do para la deduccibén en clilculos adecuados. En el caso de los
conjuntoz-modclo alcanzamoes un resultado mds débil en la misma
direccibén. Se puede afirmar que un conjunto-modelo o esti cerra-
do para la deduccidn o es ampliable a un conjunto-modelo cerrado
en ese sentido. Podemos Justificar esta afirmacibn como sipue:
Sea H un conjunto—modcl& ¥y F una férmula cualquiera tal que
NFE— F, sicendo C un célculo adecuado para L3. $Si Fe M, no hay
nada que demostrar. Supongamos que F¢IL Sea C el cAlculo B3, Si
comparamos las condiciones (ii)-(vi) de 1la definicibn precedente
con las reprlas del cllculo B3 expresadas por medio de la notécién
a,b,c,etc., vemos que dada una férmula como origen de un Arbol

18gico, todos los sucesores de la fédrmula pertenecen a todo con-
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Junto-modelo al que pertenece la [érula. Sea 3 un arbol con nn—
puestos HU[1F1. 5inrF € 1, pertenccen al conjunto-nodclo il todorn
los sucesores de 1F y, en particular, una ériula v su nesacidn
fuerte o débil., En ese caso [ no serd un conjunto-modelo, contra
el supuesto., Luepo AF § Il, Consideremos ahora el conjunto I J

{c\ ”'_1—13' G}. Es claro que lig 11 v H— ¢} v que re nu{sl i o} .
Alirmamos que [I VW iG| Hk—ﬁa G} es un conjunto-wmodelo, IEn cflecto,
las condiciones (ii)~(vi) de la definiciédn 2.2.1 sc cumplen Lri-—
vialmente. Adem4s, si suponemos que hay una rérmula 17 tal que

F° y =F’pertenccen a N U {GI Hk—ﬁgc}, entonces, por la correccidn
de B3, se puede afirmar que IHPTB'P" A F” ., In ese caso, il seria
insatisfacible, contra la proposicién 2.3.2 (cir. nds abajo), que
afirma la satisfacibilidad de todo conjunto-modelo. Jluesgo il U

{C\ GP‘HQ G) es un conjunto-modelo cerrado para la deduccibn a

partir de férmulas contenidas en &1.

Pasamos ahola a estudiar uno de los resuliadon
més importantes de este capitulo. Vamos a ver que todo conjunbo-imo-
delo es satisfacible en al menos una valoracibn y, por lo Lanlo,
en al menos una interpretacién. livestira demogstracidn de cate lhiecho
est& muy relacionada con la demostracidn de Ulnu(lﬂ) de que lan
ramas abiertas de determinado tipo de Arboles 16gicorn, on concirclio,
de los llamados a&rboles sistemAticos,son satiofacibles. I'n cierto
sentido, la prueba que aqui damos e anterior a la dewmosiracidn
de Blau, puesto que esta (iltima ¢, cnencialwente, una Jdenostira—
cibén simulténea de que toda rama abicerta de un arbol sistemdtico
e un conjunto-mordelo (nocidn guc Blau no cnplea) ¥ de gque un
conjunto-nodelo es satisfacible. I'm la foriin en que nosolbros pre-
sentamos ecate resultado, se derivan consccucncias mds generaloes
que cn el caso de Blau. ¥l elemento esencial de la deposiracidn

e construir o, mejor, dar instrucciones para Jdefinir unn inter-
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pretacién o valoracién que satisfapga todas las férmulas de un

conjunto-modelo dado.

Proposicibn 2.3.2

Todo conjunto-modelo trivalente es L3-satisfacible

Demostracién: Sea [} la sipuiente L3~valoracién:
v, sl Fell
Para toda férmula elemental F,J}(F) =4 f, 81 -Fe Il
L, en otro caso

Las f6rmulas j-complejas y q-complejas se valoran segin los puntos
(1i)-(x) de la definicién de valoracibén 1.5.1. Es claro que Bes
una valoracién univoca de las férmulas elementales y, por lo tan-
to, lo es también de todas y cada una de las férmulas complejas.
Ademés, se puede demostrar que la valoracibn as{ definida satis-
face todas laz férmulas del conjunto-modelo M. La demostracibn
se hace por induccibn fuerte seglin el grado de cada férmula Il de
M fuera de las descripciones (pr(il)). ‘

Base de induccidén: H es elemental. Por la defini-
cidn de P, se sipgue que ﬁ(n) = V.

Paso de induccibn. Supuesto de inducciébn:para
toda Cérmula Fe€ i, tal que pgr(r)<¢ gr(H) se cumple que ]3(F) = V.
Sca ahora Il j-compleja o g-compleja. Segin el lema 2.2.3, Il tiene
una de las sicete formas sipguientes: (1) -F; (2)n—=F; (3) 1r; (4)
I esunaa; (5) Y esunab; (6) U esunac¢ ; (7) H esunad.En los
casos (1),(2) y (3) F es‘una férmula elemental. Entonces, scpin
la definicién de j3rosu1ta que
(1) p(r) = f. Por lo tanto, B = PB-F) = v
(2) segin la condicidén (i) de la definicibdn 2.3.1, —F¢ il. Entonces
por la definicién de fi, jS(F) = v o f(F) = L.En anbos casos,
BG-r) = p) = v.

(3) Por (i) en la def. 2.3.1, F¢IJ. Por 1lo tanto}B(F) Fvyp(ai)

=v = fAln,
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(4) 5i 11 esuna o, seprin el punto (ii) de la deiiniciébn de conjun-

to—modclo,o,lel-l y o, € I, L1 rrado de 01 y 9, es uenor que el de i,

2
Por supuesto de induccidn 'p(oq ) = v = {3(0:? ). Jerdmn el lena
2.2.1,/3(0) = v = /3([1).

(5) si I esunab, scpun la def.2.3.1 (iii), b €lt o L, €:. l'or su-

1
puesto de induccidn P(bq) = v o P(bg) = v. Por el lena 2,2.1,
By =v = @u.

(6) 51 1l esuna ¢, serin def, 2.3.1 (iv) c[A) € v, para toda dos-
cripcidén A. Puesto que gr(clAl}) es menor que ~r(il), para toda Jden-~
eripeidén A, se sipue vque p(ctA]) = v, Por el Jema 2.72.1 =c Cri-
ple que ﬂ(c) = Vv =p(li).

(7) 5i 1l es una d, sepin 1la def., 2.3.1, Jd[A) €, para al ncnos
una descripcidén A. Dado que pr(dtAl) < gr(il), por el supnesto <o
inducciébn jS (dlAY) = v, para al menos una descripeién A. e-Gn el
lema 2.2.1 =me sigue (3(d) = v = B(). In consecuencia, cualquic-
ra que sea la forma de I, (I es verdadera en la valoracidén 3 ui
ITeil. Dado que 1 es una férmula cualquiera, la afirmnacidén vale
para todas las férmulas. Por otro lado, ”1'“2’”.’1 N ”4 son (G-
las de 11, por def. 2.3.1 (vi). Por lo tahto,ﬂ(lli) = v (1gigd).

Luepo fb es una valoracidén que satisface a Jl. q.e.d.

Dado que serin la proposicién 1.5.2 toda valora-—
cién de L3 es ampliable a una L3-interpretacidn, y que toda 1,2-
interpretacibén lo es sobre un dominio enumerable, de la proposicidn
anterior se sipuc gue todo conjunto-uodelo de [drnulas de 1.3 on
satisfacible en un dominio enumerable, por ejemplo y en concrcto,
sobre el dominice infinito emwmerable de las clases de deseripecionce:n

equivalentes modulo = en la valoracibn (3

Como hemos dicho, el conceplo de conjimto-uiodelo
no es cquivalente al de conjunto aatisfacible. iiav conjuntos

zatisfacibles que no son conjuntos~-imodelo,Sin embarso, ¢l proézimo
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teorema (prop. 2.3.3) nos da la sepuridad de que todo conjunto
satigfacible es subconjunto de un conjunto-modelo. La prop. 2.3.4,
una consecuencia trivial de la prop. 2.3.2, afirma la relaciédn
inversa, a saber, que todo subconjunto de un conjunto-modelo es

satisfacible.

Propogicibn 2.3.3

Si N es un conjunto de rérmulas de L3 y es L3-
satisfacible, entonces hay un conjunto-modclo I4

tal que N g I1.

Demostracién: Seaj3 una de las L3-valoraciones en
las que las f8rmulas del conjunto N son verdaderas. Sea Il el con-
junto de las férmulas de L3 que son verdaderas en }L . LEvidente-
mente, il € Il. Ademds, 1 es un conjunto-modelo, como demostramos
a continuacién: (i) para toda férmula F € M no es cierto que ¥
Yy 2AF gsean verdaderas y por lo tanto sélo una de ellas pertcnece

a jl. Segdn el lema 2,2.1, se cumplen también el resto de las con-

diciones definitorias de los conjuntos-modelo, pues si, por ejemplo,

una férmula a es verdadera y, por tanto, pertenece a I, entonces
las correspondicentes férmulas o, ¥ 02 también son verdaderas y
pertenecen a Il. Lo mismo vale, mutatis mutandis, de los otros ti-
pos de rérmulas b,c, y d. Finalmente, por la definicién de valora-
cibn, las férmulas Hi (1% i€ 4) son verdaderas en toda valoracidn
¥y, €en particular en 13 . Pe ello se sipue su pertenencia a i, cum-
pliéndose la condicidén (vi) de la definicibn de conjunto-modelo.

q.e.d,

Proposicién 2.3.4

3i N es un conjunto-modelo y U & ¥, il es satin-

facible.
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Demostracibn: Scpln 1la proposicidén 2.3.1 hay ana
valoracidén que satisface todas las {érmulas de il y, en pariicular,

todas las de N.

. 2.4 Propiedades trivalentes de consistencia

analitica

Ya hemos visto en la introduccibén al capitulo qué
funciones cumplen las propiedades de consistencia analiticna. fc
trata de propiedades de conjuntos de fSérmulas todas las cuales
asepuran la satisfacibilidad de los conjuntos de férimlas que las
poseen, Como en el resto del trabajo, hasblamos aqui de propicda-
des de conjuntos de férmulas y de conjuntos de conjuntos de £6r-
rmulas sin hacer distinciones entre amnbos piros.l'll atributo Mui-
damental de estas propiedades de consistenclia, al qgue acab:uion de
aludir, se enuncia con el teorema que henos 1lomndo 'rincipio de
Unificacibén de Smullyan. Cowmo hemos de ver en la demostracidn de
este teorema, con la base del Principiode Unificacibédn csti la no-
cibén de conjunto-modelo. Frente al concepto de conjunto-modelo, 1o
definiciédn de propiedad de consistencia presenta la ventaja (e es-—
tar mds orientada, por asi decir, hacin la estructura de lo:: ¢dl-
culos concreton: es mucho mas TAcil, en general, wostrar que una
propicdad relacionada con la deducibilidad es una propicdad ri-
valente de congistencia analf{tica que dewmostrar gue ol conjunbo
de Srnulas que tienc csa propicdad ¢ un conjunto-modclo o su-
conjunto de un conjunto-nodelo. FFinaluente, hewmon de apuntar la
rran virtualidad de la definiecidn, que peraite afimaar ionportantoens
pfopiadadnn senfnticas de conjuntos cuva definicidn sinlbiciica e |

sy variada.,
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(ii”) ﬁi[w,o,oq} #]ﬂ o {H,o,ozk ¢ E, entonces {H,o}¢.E.

(ii17) s:i[n,b,b1} ¢y {1 b’bz} & E, entonces {I1,b} & E.

(iv’) si{it,c,clAl} & E, entonces |i,c} ¢ E.

(v") Sil”,d,d[LP;]} ¢ I, cuando P; no aparece en {lIl,d} enltonces
Yo} dx.

(vi’) =i {;l,ni} ¢ I, entonces I &E.

Vamos ahora a enunciar y demostrar el Principio
de Unificacibén de Smullyan para L3. Quizi sea conveniente anali-
zar la estructura de la demostracidén antes de recalizarla. Se pﬁr—
te de un conjunto de férmulas thd , bparamétricamente limitado, que
posce una propiedad trivalente de consistencia analitica E, El
primer paso de la demostracidén de que este conjunto I es satisfa-
cible es la definiciédn por induccidn de una secuencia Sl'sz""'
Sn,... tal que cada conjunto Si en la secuencia tiene a i1 como
subconjunto y goza de la propiedad E. Estas propiedades de los con-
Jjuntos de la secuencia se demuestran en los lema$ 1,2,3 y 4, que
aparecen c¢n el desarrollo de la prueba. La segunda parte de la de-
nostracién es la definicién de un conjunto N, definido sobre la
base de la secucncia a que antes hemos aludido, que contiene a Il
como subconjunto y que es un conjunto-modelo. La satisfacibilidad
de M se sigue entonces del segundo paso de la demostracidn por
la prop. 2.3.4. El1 elemento esencial de la demostraciéﬁ es la de-

finicidén del conjunto Il y la prueba de que es un conjunto-modelo.

Pronosic&én 2.4.2, Principio de Unificacibn de
Smullyan.

Sea ¥ un conjunto paramétricamnente limitado de
férinulas de L3 y E una propiedad trivalente de
consistencia analitica. Se puede afirmar que

5i i E, entonces ii¥es satisfacible en L3.
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Como ya dijimos en la introduccidén al capitulo,
la diferencia esencial entre nuestra definicidn de propicdad de
consistencia analftica y la de Smullyan, apartce, naburalmenteo,
de que en nuestro caso se trata de una generalizacibn a L3, rcsi-
de en que no exigimos que lags propiedades de connintencia nean

de caricter finito.

Respecto a la notacidn apuntamos el uso do{ﬁ,ﬁ}
para indicar el conjunto M1J{F}. sta notacidn la empleauios con

carfcter seneral para olros tipos de metavariables.

Definicidn 2.4.1. Propiedades trivalentes de

consistencia analitica en Laflﬁ)

Sea I’ un conjunto de conjuntos de {érmaulas de L.

E es, por definicién, una propiedad trivalente

de consistencia analitica sii para Lodo conjuato

I de férmulas de L3 tal que 1€, se cuuple

(1) II no contiene una £érmula y ou neracibn
fuerte o débil.

(1i) 51 a€il, cntonces {H,oq}e by {n,o& € ..

(iii) si b e, entonces {H,bq} € o {[h(%j € i

(iv) 51 céll, entonces {i,clAl} € K, para toda
descripeidn A,

(v) 5i d &1, entonces {H,d[tril\e i, para todo
parimetro dec predicado P% que no aparccce en
i1, ‘

(vi) {n,nil € (1ig4).

Podemos dér eskas comnddicionen, de nanera coguiva-
lente v en ocasiones mfs apropiada o nuestras necesidades poste-
riores, como sigme:

(i°) Ui hay una £érmula F tal que Iy S aparccen en el con-

Jrnito ity entoncesn l?*vg -
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Demostracibn: (1) Definicién de la secuencin Ty
propicdades de los elementos de la secuencia.
(1.1) Definicién de la secuencia: Sea g una ge-

17 2
una secuencia de conjuntos de férmulas Nl'”z""’”n"" cono

cuencia F_,F ....,Fn,... de las férmulas de L3. Definimos f como

sigue:
(1.1.1) 3ea Nl el conjunta it¥
(1.1.2) Supuesto que se ha definido ya Nn, definimos Nn+1' Consi-
deremos las sigulentes condiciones:
(1) Hay una otﬂn y F es la correspondiente 01' [} 02
(1i) Nay una b ﬁi’ll1 y I es la correspondiente b, y {Hn,bq&eﬁ.
(iii) nay una bCHI1 Y I es la correspondiente b, y {Nn,bQ}eE
(iv) Nay una cé& I‘in y F a4 clA).
(v) lay una d € Nn y F 4 d[LP;] siendo P; un parametro que no
aparcce en ”n ni en d.
(vi) F 8 1y (1g i< 4).
Entonces,
{Nn,F}, si existe una férmula F en la secuencia g tal
que F es la primera férmula en g que no per-
fi = tenece a Nn y F cumple alguna de las condi-
ciones (i)-(vi).
Fi , en otro caso

n
Con esto queda definida la secuencia £ = i

N yeeeoti ,oue . Estu-
1! 2' ’ n'
diemos ahora alpunas propiedades de los elementos de la sccuencila.
Lema 1: La relacibén € es un orden lincal cn 1los
elementos de la secuencia f.
Demostracién: Queremos mostrar que se puede afir-—
mar de cada par de elementos “i v I, en la secuencia f que o bien

J

ﬁi 4 Hj o bien Ii, & Hi. E1 resto de las caracteristicas de una

J

relacién de orden lineal ge cumplen de & , como es sabido. En-
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tonces, supuesto que i< j, es cvidente que j = i+ k., e sirne

ue € il 1€ i cst 1e i =
qu G i =2 iv pucsto que iy I, o

1! +1 i '

Hia1 ® §~“i‘“
] G & Ji ‘ alon
Ge“itl = ( ”14- 5 por lo migino

G e N = M
i-a-(l(—l)ﬁ is Ik 3
Por la transitividad del condicional se sinue el lema.

G el

Lema 2: Para todo conjunto “i en la secuecncia [,
Hieu,cm1iw1 .
Pemostracibén: Por induccidn sesin i, Base de in-

duccidn: 11, es decir, Nl pertenece a ¥, por supuesto del tecorcmn.

Paso de induccibn: Supuesto de inducceidn: ”n € 1., 'or 1la delini-

-1
clén de la sccuencia H  es il (o] {h’ ,1"}. n el primer caco,h
: n n-1 n-1 n

¢ Il, por gsupuesto de induccién. i ”n = {Hn l,r} cenbonces I oo

1 -
una a_,a.,b ,b_, clAl o dLep’ 1 ( con 1’1_ nuevo para i ) v por
1772771772 3 3 n-1

definicidén de la secuencia f, la correcpondiente a,b,c o d aparc-—
ce en algin ﬂj con j¢n-1, Por el lema 1 la a,b,c 0 J en cuentidn

pertenece a i Ahora bien, # €I por supucsto de induccibn

n-1° n-1
y semm las condiciones (ii)-(v) de la derinicién de propiedadd .
de consistencia, {Hn—l'F)G E, es decir, “ne ¥, To wimie vale Jdecir
cuando F es una ”1 (1€£i¢ 4),
Lema 3: Hinmin “i (i» 1 ) contienc una (6rimla
y su nepacién fuerte o débil,
Demostraciédn: PRado que todo “i €4, por la conlicidn
(i) de 1la definicidn de propiedad de consictencia se sirue el lona.
Lema 4: Hinelin 1y (124 ) conticne vna i‘()rmnln"_‘ili.
PDemostracibén: or induccibdn sectin i. Hanme de in- i
duecién: 11, es decir, il no contiene jjli. n otro caso, dJdado que ;

1
i e 1, tendriamoes que {i!; ili, ‘lfli} € I, cona que no puode ocurrir
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a la vista de la condicién (1) de la def. 2.4,1. Paso de induccién:
el mismo razonamiento que en la base excluye la presencia de 31,
1

en el paso de induccién.

(2) Definicidn del conjunto M., H es un conjunto-
modelo,
W
Sea Hi= U N, . Hétese en primer lugar que
w i=11 ‘
¥ Nl < iUlN" AdemAs, N es un conjunto-~modelo:
= i .
(i) Supuesto que haya una f8rmula F tal que F y 2F pertenezcan a
I, entonces hay un Ni en la secuencla f que contiene a I' 'y 2T,
contra el lema 3.
(ii) Swupuesto gue haya una a € I, entonces hay un 1 tal que oc‘ﬁi.

51 1la correspondiente o, € ﬂi' entonces no hay nada que demostrar.

1
< 1 - . . -
Si o,lélli, entonces existe un conjunto de férmulas {FJ’}ja.l""Ik*
(3 §%k), quizai vacio,tal que Fm= o, conm = k4l. Si las férmulas
FisF,y...,F,  que pertenecen al conjunto le, Fj EREE 'Fkk cumplen

las condiciones de la definicibdn de N entonces, sepin la def.

141’
2.4.1 gde cumple que

Ni%l = Ni U{Fli pertenece a E, por lema 2
- i D " " "
Nivo = Ny Uit

N = 1 F 1] 1] "
i+h Nit(h—l)ul h‘

D s H o E e, 2.4, i 7 €N, ¢ I
Entonce Hi‘ hu {oq‘el , por la def, 2.4.1 (ii), ya que o Ni ”14, h
(lema 1). Tenemos entonces que hay una ce€ Ni&h cuya correspondien-

te o, e5 la primera £érmula en s gque cumple 1a condicibn (i) de

- I PR e o o1 f. s i a - Y]
la definicién de la secuencia f. Por lo tanto, “i-l-hu{ 1{ Ni;.h#l

es un elemento de la secuencia f. IEn consecuencia hay uwn j tal

que a,& N,y o,&1i. In el caso de que el conjunto 1F1,.. .,],"hk nea
J

o, I = I, v i = N VYia ly la afirmacibn se sipue como

vacio, ivh L ¥ Ui i { ’I}J o
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en ¢l caso anterior. Resulta entonces que en Lodos los caso:n

aell = 04 € I y se cuaple la mitad de la condicidn (ii) de la
definicidén de conjunto-modeclo. La otra mitad Jde esta condicidn,

la referente a a,, se cumple por las misnags razmonca.

(iii) Supuesto que be i, entonces hoy un elemento i‘-ii de la zeenche—-
cia £ al que pertenece b. Si b, o L pertenecen a “i' no hay na-

1 2

da gque demostrar. Si ni b4 ni b? aparecen cn Ni' entonces, do uo-
do totalmente andlopo al cago de o1 que acabamos de discutir,

P N iinet © %2 Nt

En consecucncia, L €Il =9 b1e i o b?ell.
(iv) Supucsto que ¢ € N, entonces hay un eclemento I, en © al que
i

pertenece ¢, Gea ahora A una descripeiédn tal que cfATno estA con-
tenida en Ni. De modo similar a logs casos antcriores podenions

afirmar que cUAY € H con ello,que 3i ¢ € i = clAle il

ivhal V7
(v) Supuesto que deli, entonces hay un Ni en [ al que pertencce d.

! PO
Supongamos que ho hay ninpuna £ériula d[&PjJ que pertenezea A

1} . Sea ahora Ni un conjunto defrinido

]i’
como en el caso de a

-1 » 1
gue hemos tratado mAs arriba. Pocdeno:n

1 .
con PJ nuevo para ”i

1.

. 1
suponer que I no aparece c¢n N . La rérimila dCLPil cu o la pri-
i )

.

i+ h

mera I'é6rmala en g que ho pertenece a “i y cunple la condicida
+

T
(v) de la defTinicidbn de 1la secucncia €. ldlese que la exzistenecia

1- . .
de i I’ nuevo para i, es una consccucncia de aque 1¥ern an con-
i+h 1

junto paranéiricamentce limitado y,con ello, cada Ji__L el la sccuen-

i : . . . -
cia f. Por lo tanto dCuP’ ] € il n consecuencia, sl oJde€ i,

1 N idhse1’ 1
entonces dtc—[’j] € il, para al menos 1ma deseripeibn (7, cowo

exipe 1la condicién (v) de la delinicibdn de conjunto-modelo,
(vi) Serin 1la condicién  (vi) de la defiunicibn de la sccucncio I,

para toda férmla ”i hay un eleisento “P de 1a sccuencia tal ognae
i, € N

i I
aguedn denostrado que U es un conjunto-iodelo.

. Por lo tanto, para toda Hi vale que Hie ite  ton ento

(3) M es satislacible

hado gue. il € 1 ¥y que I es an conjunto-nmodelo, de la prop. 2.3.4
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se sipue que 1 ea gatisfacible, g.e.d,

Vamos a mostrar ahora una primera aplicaciédn

del Principio de Unificacidén que acabamos de demostrar volviéndo-—
nos a unl problema que quedbd planteado y sin solucién en el primcr
capitulo. Se trata dc la cuestidédn de la completud del cilculo 13,
de Arboles 1ldgicos. Demoslraremos primero la completud para con-=
Juntos paramétricamente limitados y luego ampliaremos este resul-
tado a conjuntos en general. El procedimiento de demostracibn es
el sipuiente: definimos una propiedad Eo de conjuntos de férmulas
directamente relacionada con la deducibilidad en B3, Hostramos
entonces que siIHFTE I, el conjunto {M,1F}¢E$, de donde 50 si-

rue muy ficilmente que Hrﬁg-F. Velmoslo.

Definicibn 2.4.32

S5ea Eo, por definicién, la propiedad o clase de
conjuntos M de férmulas de L3 tales que para todo
subconjunto finito 4® de M no hay un Arbol cerra-—

: o 1
do con preiisas H .

Lema 2.4.4

E0 es una propledad trivalente de consistencia

anal{tica.

Demostracidédn: En lo gue sigue diremos que el con-
junto ! es refutable si H siifﬂ*l%r Este concepto de refutable
se utiliza sbélo a 1o largo de esta demostracibn. HMostramos ahora
que EO cumple las condicioneszde la definicibén de propiedad e
consistencia. Supuesto querieiiﬂ entonces
(i) Ho hay ninguna f6érmula F tal que FF y AF o -F estén en-il, kEn
otro caso il tendria un Arbol cerrado y seria refutable.

(i1) 5i o€l y \”’01} o {1,0,} son refutables, entonces también

lo es I, contra el supuesto de que H€E . Por lo tanto {H,oqke.ﬁo

v {n,o?_;emo.
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(i1i) ©1 v eil, entonces, si {H,bqﬂ e {:Z,h,gi son refutablen, Lanbién
lo es il, contra el supuesto. Por lo tanto, {Ei,h,‘}e B0 t 1},t=2] el
(iv) S5i cell vy {II,C[A]} ¢s refutable para aleuna descrincidn £,
entonces I es refutable, contra el cupuesto. Lue;o {I‘.,c[.\]]& 3;0,
para toda descripcién A.
(v) 8si del y {H,d[LPli]l es refutable siendo 1’1‘ un paraselro
nuevo nara it, d ,entonc;:s [i es refutable, contra. el surucsito. Ineo
{l‘\,d[tl‘]f']lelto para algin 1’3 nuevo para I,
(vi) l)a.do que 11 no es refutable, por ¢l supuesto, Lanpoco lo o
{H,nig . ..

bel lema que acabanos de demostrar se sipue 1o
completud de B3 de manera particulariente elciante, comno vanios a

ver en la proposicidn sipuientc.

Proposicién 2.4.5 Cowpletud (restrincida) de i3
Sea * un conjunto de T6rmulas paramélricaaente
limitado y F una férmula. Entonces

H'”'—ﬁ F o= If\"']_,—,3 i

Demostracibén: ©i .?"NT;i I, cntoncesn {ii‘,’—,l"&c:;
Lid—insaltisfacible, senin la prop. 1.7.2.2 (v). Dhado que I".O o5 ounn
propiedad de conmistencia seigin el lena precedente, =i ile r:(),cn-
tonces I es satisfacible, seelin la prop. 2.4.2. Por lo tanto,
{i-'\,qF}#Iio o, lo que es lo mimsmo, hayr un subconjunio 1‘11)11:0{1’.%]:}.!0
{lf;ﬁftnl que existe un Arbol cerrado con mumestor;(i;o,‘i 1-‘} . oo la

definiciédn de deducibilidad en 12 (def. 1.6.2.%), ?I"I*n ' geedd
L]

\

Provosicién 2,4.0.Couplebud (reneral) de U3
Sea il wr conjunto, posiblenente vacio, de omai-
1ns de L3, Entonces

M = Il p— I,
! LaA, !
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Demostracién: Si fir—— ¥, entonces t1,ar} es
LBAi—insatisfacible vy por el tcorema de compacidad aplic§do a
L3Ai (prop. 1.7.3.1) hay un subconjunto finito 1° de 1 tal que
{M°,1F} es L3A1~insatisfacible. Entonces,dado que “o es paranétri-
camente limitado y que para conjuntos limitados vale que son

Li-satisfacibles sii son 1,3Ai-satisfac1b1es(16),{n°,11r}es L3-in-
o
satisfacible y Il H—ES F. De la proposicién anterior se sipue que

il . »€.d.
i }—EE F Q.e.d

Como segunda aplicacibn del principio de Unifica-

cién demostramos el teorema de compacidad para L3,

Lema 2.4.7.

Sea El la propiedad de conjuntos de férmulas de
L3 tal que un conjunto M tiene la propiledad El
5il todo subconjunto finito de M es L3-satisfaci-
ble. Afirmamos que El es una propiedad trivalente

de consistencia,.

Demostracibn: La condicidn (i) deé la def.2.4.1
se cumple, puesto que si hay una férmula F y su nenacién Tuerte
o débil en un conjunto I tal gue LIGE&, entonces hay un subconjun-
to finito {F, EF} de ]I que es insatisfacible, contra el supuecsto.
Las condiciones (ii)-(v) se sipuen fAcilmente del lema 2.2.1. Por
otro lado, es claro que si todo subconjunteo finito de Ii es

Li3-satisfTacible, entonces también lo es todo subconjunto finito

de {H,Hi}, con lo que se cunple la condicidn (vi).

Proposicién 2.4.8

nea 1% un conjunto paramétricamente limitado dc
rérmulas de L3, ¥ es L3-satisfacible si y ndlo

3i todo subconjunto Tinito de * 10 es.

Demostracién: Si 11% cs satisfacible, entonces 1o
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es también todo subconjunto rinito de % , cvidentenente. Dupucer—
to en cambio que todo subconjunte Tinito Jde 1t sea Li-satisfacible,

enltonces i1 € I hado que Hl ¢ una propiedad trivalente de con-

1
sistencin analitica, 11 es L3-satiafacible. CtaCadia

2.5 Propiedades trivalentes de demootbrabiliiad

analitica

Como en ¢l caso de lag propicdades de consinicn-—
cia, las propiedades trivalentes de demostrabilidad analitica
son clases de conjuntos de férmulas de L3 que, si bien son deding-
das sintlcticamente, pozan de una propiedad scemantica importante
sobre cuya base pueden obtenerse resultados como la completud e .
ciertons sistemas. In el caso de las propiedades de demoslbrabili-
dad, la relacién entre sintaxis y semé@ntica se establece al po-
der afirmar que los conjuntos disyuntivamente vﬁlidou(ly), en (0-
cir, los conjuntos de férmulas tales que la disyuncidn cde o
elenentos es L3-vAlida, tienen la propicdad v, cuando I c¢i i
propiedad de demostrabilidad analitica. Il uso de propicdades e
ﬁemontrabilidad se adapta particularmente bien a =intonnns de bipo

. s s . . .
axiomadtico, como veremnos a continuacidén, al mostrar la complelind

del cAdlenlo A2 por medio de estas propicdades.

Definicibén 2.%.1. Uropicdad trivalenie de demon—

P (\9)

trabilidad analitica.

Sea I una propicdad de conjnnboﬁ Tinitons. en

una propledad trivalente de demosirabilidad ann-—
. .0 2 .

litica sii para todo conjunto finito i1, réinmula

Iy férmlan de tipo a,b,c y J vale que:

(1) [VO,F,ﬁFEG Moy {;o,ﬂry a-i} € .
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(11)  °, qar} e B 3 {1°%,1} e k.
(iii) {”0'011 €Ly '{m°,a2( € £ = {il,0} er.
(iv) {n°,b1§ et = %, 0}er y
[11°0,) ex = {1°,b)eE.
(v) {n°,cl‘w;]] € By p;
=y {#%che k.
(vi) {1%orm} er = [0} e E.
(vii) [n°,-|ni} €E = M%E.

no aparece en 1%

Definicién 2.5.2
El conjunto finito de f6rmulas [ es disyuntiva-
mente valido: ¢ Para toda valoracién f3 hay al

menos una férmula F de M tal que /3(F) = v

Sea Il el conjunto finito de fbérmulas { Fi....,Fn‘.
Con b designamos cualquier disyuncidn de las férmulas de Ii, cen
cualquicr orden y con cualquier orden de paréntesis. Dé modo si-
milar, ﬁ designa una conjuncién de las férmulas de M. El corola-
rio que sipue es una consecuencia inmediata de la definicidén an-

terior.

Corolario 2.5.3

Il es disyuntivamente vAlido sii (ﬂFiA ...Aﬂbh)

es L3-ingsatisfacible, cuando {Fi,...,Fn} = [l

£l resultado fundamental de este apartado es la
siruiente proposicidn que, con palabras de Smullyan, podrianos
llamar "una versidn dual del Principio de Unificacién"(lg). La
demostracién del teorema la pospondremos hasta el final del apar-—

tado.

Proposicién 2.5.4

$4 71 es un conjunto finito, disyuntivamente vali-
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do, de férmulas de L3 y I es vna propicdad triva-

lente de demostrabilidad analitica, enbtonce:s €1,

Corolario 2.5.56

Sea C un cAlculo para L3. 28i la propiedad "ln
disyuncién de logs clementos del counjunko finito
11 es una fSrmula demostrable en CY on una propio-—
dad trivalente de demostrabilidad analitica, -en-
tonces C es un cllculo complelo respecto a la

congsecuencia,

PDemostracidn: kn el cazo do que h‘\ﬁTr}’, ejntonen:;
{ 1(60),F} es disyuntivamente vdlido , niendo i.° unvmuhconjnnto
finito de I[I, por ei teorema de compacidad para 1.2 (pron. 2.d4.0)
el corolario 2.5.3. Por la proposicidn 2.5.4,\ﬁ(:0) v Yes denos-

o
trable en C, De ahi se¢ sipue que i ¥—E-F v que H*VF-F. q.e.d.

En un capf{tulo postcrior utilirzarcmos 1la nocidn
de propiedad de demostrabilidad analitica para demostrar 1o coi-
pletnd de un calculo axiomitico para la 1léaica de cmmcindos de
L3. A Tin de tener a nuestra dispooicidn un concepto de propicdad
de demostrabilidad restringide al cAlculo de funtoren, danons a
continuacibdn la definicidn de propiedad trivalenite do denontrabi-
lidad analftica para J3, la de conjunto disywuntivamente vAlido

el tcorema, sin demostracidn, que relaciona cston conceplon,

Definicibébn 2.5%,.6

Bajo las condicioncs  de la del. 7.59.1 Hes por
delinicidén, wna propicdacd de denostrabilidad ana—
litica para J3 sii sce cuplen las condicionern

(i)-(iv) de esa definicidn.
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Definicidén 2.5.7
1’1 conjunto finito de férrulas M es disyuntiva-
mentc véilido en J3:¢ Para toda e-valoracién (3

hay al menos una férmula ¥ de M tal que [(I) = v.

Propogicibén 2.5.8
%1 11 es un conjunto finito, disyuntivamente vali-
"do en J3, ¥y Ik es una propiedad trivalente de <de-

mostrabilidad analitica para J3, entonces liel,

Vamos a dar ahora la demostracién de la prop.2.5.
4, l'ara hacerlo utilizamos cl cAlculo de Arboles del siguiente
modo: en ol lema que sipue inmediatamente a estas lineas mostramos
que el conjunto de las nepaciones débiles de los puntos de una
rama de un Arbol cerrado tienen la propledad E, si E es una pro-
piecdad trivalente de demostrabilidad analitica. Baséndonos
en el corolario 2.%.3 mostramos que si M es un conjunto disyunti-
vamene valido, entonces el conjunto de las nepaciones débiles de
sus elementos tiene un arbol cerrado. De ello se sigue, por el

lema y la definicién de propiedad de demostrabilidad, que 1€,

Lema 2.5.9
Sea i{ el conjunto Tinito de los supuestos de un

arbol cerrado B y el conjunto iﬁGi,...aG;} de

las nepaciones débiles de los elementos Gi,....ﬂn

v o
P’ \.Q los

conjuntos de los predecesores de I,Q en 83

de i1, Ademés, sean D, Q, puntos de UB; W

GP'GQ los conjuntos de las negaciones débhiles de

los elementos de HP' wg y E una propiedad trivalen-

te e demostrabiliaad analitica. Intonces se cwin-

ple que lﬁ,ﬁp} & L, para todo punto I dec [i.



nenogtracidn: Por induccidn scpnin ¢l ndicro de
sucesores de I en U,

1. Base de induccidn: P es un punto final. snlon-

ces i Y l es {I'i, ‘.'!l:,l-‘, -1["} ° {.’ '"",l“,-lf} . Tor lo tanto, 1:7,‘.:—.“ }

s “P y o
es kﬂ,{_’l’), N, ""\["} o) 11-1,{:’{’, -F, 1—1“\. Serin las condiciones

(i) v (Ii) de la definicidn 2.5.1, \_1, '-T,'P}e .

2. Paso de induccién:5‘11113303{:0 de indoceidn: -
puesto que @ tiene menos sucesores gue P, cntonces {,‘-—','-——'”Ee oo Con-
sideremos ahora un punto I’ con n, n3» 1, sucesores. kil j.t—\n::r::iini.o

sucesor (los inmediatos sucesores) de I es (son) o bien

1 9% ©

2.2 una b, y una b [o}
I 2

2.1 una a

2.3 una cIAl} o

2.4 wmadfAl o

2.5 un elemento de I o

2.6 ana {érmula Hi. Tenenos cntoncers los siemdicntes cason:

2.1 Si ‘-”'UP} es [:.,‘-,’7’),0} , cnlonce:n

- -

TIE ~ T il
R
ni ya es A(FaG) cntonces -10,1 [o3d] - v =ao o5 e
el
A-(I'A ) M-I SRS

2.1.1 5i o es 27IF o A(¥ A i), cnbtonces Mo en una b, 1n corici-
pondiaonte h4 y Vo, la correspondiente b . Por supnesto de in-

duccion, {H,\-Il’],'\o,ﬂoq} €L o {
\u,w{,,b,hq] e I o{lﬂ,‘.ll”,h,hp

{ﬁ,ﬁ;,h i € 17, Ahora l)i;n,{r

wl,, —10,10?\ < i, es decir,

B. Seefin la def, 2.5%.1 (iv),

} en dil,T ( Taero { T‘,‘T_’:‘z € i,

2,1,2 sive es Ml entoncen ’lO,I N S9N son T, o cayames Lo de
7~

indneceidén {‘;7, 1/’]’),‘1'1‘1]", "11-'] € ¥, Conridernndo =l cono 01 v (\2,

entoncen, seotn la def, 2.5.1 (iii), {ii, \J}",“"‘\i“, AnEar) e s,
en decir, {'7"""1»‘ € i, . ;
"

2.1.73 0 oma en =i Aan), onl'.t':mcm-.1(1’1 anAm—=)F yg es V—d, o

€
5]
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,

1“"\1—(1’« G),""~Fl e Eo l;’-i,?i'

'
(P AG), 11-G} € K. Sepn la def. 2.5.1 (ii) vale que {7, W,

i

supuesto de induccién, {13,7.7.’

~(Fac),-Flern o {ﬂ,ﬁl;,—(FAG),-G} € E, Por el punto (iv) deo

la misma definicidn sc—sigue que {ﬂ.\-fr",—(l’A ¢)} €E vy septin 1a

condicidn (iii), {T—],T:'I;,ﬂﬁ—(F'A G)}, es decirm,ﬁp}, pertencce a k.
2.2 51 {rvx,wp}es {r«l,v&;,t;}, entonces, por supuesto

de 1induccién, {T{,F{),ﬁb,'\bq}—e Ey {ﬁ?ﬁl;,-\b,’\bz“ € L. Tenemos que

AN -y 3 ;
! Ak B
si W es {=(FAG) entonces "\b1 es {"\~-F} ¥y ﬂb? es G
N(FAG) by -G

Como venos, b es una o o™ a, ‘1b1 es la correspondiente 01 o"‘\o,l

v --nb7 la correspondicnte a_, o IMa Seplin la def, 2,5.1 (ii) vy

e
(iii), se sipue el lena.
2,3 81 {1;,&-:1’} es {M,\-JE'),C} , entonces, por supues-

to de inducciédn, \ﬁ,ﬁl",ﬁc, -1¢ctAl} € -E. Entonces,

— AX¥CX] SFtA)
sl ¢ e¢o . entoiices nclAl es
N -AXFUHY ~a<FTA
qc es una g ovwd ¥y ¢[Al es la correspondiente dlA) o —TdCAl. Del
supuesto de induccién y las condiciones (ii) y (vi) de 1la def.
2.5.1 5c sipue cl lcma.
2.4 si {17, w[,} es {11, wI;,d] , entonces, por supues-

- = = .1 § — .
to de induceibn, {H,\-!P,*\d,'\dﬁ-l’j]}iﬂ, donde PJ no aparece en ”'UI‘

d . Intonces, . ¢
- S N
= AP 1 b B TR G X LA |
5i N d en entonces dLLP 1 es i
T-AZICXY J —\—1"1:»[’7"1

. 1
De modo similar a lon casos anteriores,<d es una ¢ 0 -1C y'\d[u—x’ij

S

1 i . . s
es cf-l’%] o "‘\cc‘-l',i]- el supuesto de induccidn y las condicioncs

(ii) ¥ (v) de 1la def. 2.5.,1 nse sipue ol lema,
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2.5 5i el succsor de I en wun cleniento I' e i ocni-

tonces, por supuesto de induccidn, {ﬁ, ey ﬂl] €, hhora bicn,
{ih?! ﬁb} e el conjunto {H,UP} . Lue;o {H,UP} € .

2.6 81 el gucesor de I es una jl, entoncen, por
- i

csupuesto de induccidn, {H,Ep,—xni‘ € [, ¢ dJdondce se sirue, por o

definicidn 2.5.1 (vii) que IT,@U} € I, q.e.d,

lPodemog ahora demostrar que =i i) ¢s un conjunto
disyuntivamente vAlido y E una propiedad trivalente de denosira-

bilidad analitica entonces 11 &L,

Demostracibn de la prop. 2.%.4: Tupuesto ouc 0 oes

un conjunto rinito disyuntivamenie vAlido de [éruumlan e L2, por

el corolario 2.5.3,(—1F1A ...AﬂFn)cs una Cériula L3~-insaticlacilile,

sicendo Fl,...,F los clementos de i, Por la counpletud de 2 sabe
n
mos que existe un Arbol cerrado 8 con supncstou{ﬂ?l,...ﬂVJ. 3
esto se sipne, sepin el lema que acabamos de demosbrar, ane
{11]”,-.-,ﬁ1FniEE, para toda propiedad trivalenic de Jdernocirvalii
1 €
ol

e decir [ € L, q.C.tl,

idad analitica I, Secztin la definicién 2.5.1 (ii), {Pﬁ,...,?

La proposicién 2.5.6, un caso especial del Leoro
na que acabamos de demostrar, se sieue tambidn del lorao 2,6,9
1a completud de N3, en particualar de los punton 1, 203,000,000
del lena y por el mismo raczonaniento que hewo:s: hwecho en Ja daon

tracibén precedente.

H
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2.6 Completud de A3

Vamos a mostrar en este apartado un ejemplo de
las aplicaciones de las propiedades trivalentes de demostrabili-
dad analitica realizando una prueba muy sencilla de la completud
del cllculo A3. Frente al método que sigue Blau(zo)para mostirar
la completud de este cAlculo,método que se basa en la completud
de B3, nosotros utilizamos una via diferente que, en sintesis,
puede describirse como sigue: en primer lugar, mostramos que la
demostrabilidad de ciertas férmulas en A3 es una propiedad de de-
mostrabilidad analitica. La prueba de compietud propiamente dicha
se realiza por medio del teorema de compacidad y la prop. 2,5,4
mostrando ¢que gi HlFIE I'y entonces hay un subconjunto finito Ho
de i1 tal que‘j(ﬁo), F} es disyuntivamente v&lido y,por tanto, de-

mostrable en A3,

Mo es este el Unico caso en que vamos a emplcar
las propicdades de demostrabilidad, IEn los préximos capitulos las

emplearenos para mosbtrar la completud de otros cllculos.

Lena 2.6,1

Sea X la propledad de conjuntos 11 de Térmulas
v b

" i1 es demostrable en A3", Ea en una propiedad

trivalente de demostrabilidad analfitica,

Denostracién: Hétese, en primer lugar, que En e
una propicdad de conjuntos finitos, ya que no hay Térmulas de
lonpitud infinita en L3. Por lo tanto, ﬁ sblo existc -y puede ser
demostrable en AJ- cuando i es un conjunto finito. Ademis,se
cumple:

(i) 5ea 1 un conjunto finito, Il = !Fl,...,Fn\. Las.férmnlas

(1:'1v IRV (an (Fy mF))...)
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¥ (Fov.oov (P v (alffva=I))...)
1 n

son axiomas de A3 seein el esquena axicwitico Ax. 1 (efr. aparin-
do 1.6.1). TLuego {i3,1,r] ¢1-;3 ¥ {!:,11',1-1-"} el;lg v ::3 cunnle 1o
condicibén (i) de la def. 2.G.1.
(ii) <i (1-’1 (VAR (I?'nv AN )LL) en Ad-demostrable, entoncen Lanbién
loes (F v «..v (F v F)...), puesto que kF—M" -3} por Ax. 1. Jl'or

1 n A3

tanto se cumple que {I—I,'\‘\F}el_’.t3 = li,r{e £, la condicidén (ii)

de la def., 2.%.1.
(i11) {i,o0,} € E_ y {i,0,} €L equivalen a b—= 1iva, ¥

' 3 'U2 3 7 A3 1

v ~
’_~A3 il 402. Por Ax. 1 v {IP podemos afirmar que ‘7—1 fiva, ¢ de-
S
cir, {r,0} v E_
e ~

(iv) {11,b € £_ equivale a — ivb,, de donde e sime, por
1 3 N3 1

Ax. 1 y MP que D7\-5 i‘[vb. FR fivb cequivale a su ves a {.’a,l:ﬁ €l .

-

El mismo razonamicnto nos lleva a afirwar que {ii,b,} e 1-‘.,3 =

{g,0)exn,. F, cumple por tanto la condicién (iv) de la def. I.6.1.

3

1 1 L.
(v) Supuesto que iII,C[LI’1]} «E_ v I"j no aparece cn i i cn ¢, ch-—
* . 1 1 1
tonces podemos demostrar, serin que cPP7 1 sea (P71 oA=L 1Y,
j ; i

J ;
~ N
que b= Il v AXGLXJo que = i v 1=AXGLX], e decir Jii,clei . 1o

demogtracién es como sincue:

v 1
(a) 1-\'/\_,, VRN xS i | Supuesto
a !
O ~ii—» GG 1P7] 1, Az, 1 v b
A3 . 3 '
3. !r;- il — AXC) 2, I
A i ovAXCLE] 2, Ax,l.y sl
(b) 1. '/\—{ i’lvw—ccul'l.j Supuesto
v .
2.\—/? 'lli—‘)'\—C[\-l’ilj'] 1, Ax. U o 0P
3. b= A=y Al ATHD o,ORG
e A% -annnn 3, An.n, Anll oy
5 Tov ANACE) A, Ax.l oy D
Lo

. 1 .
n anbos casos se cunple, puen, que {n,c[c. l‘j]‘e i,

.= {;,,C; €.



(vi) In
que d[A]l sea

e

(b)

1.

2,
e

S.th

4,
e

5. VC

160

fv ~ACTXIo que (b) = fiv~Axctxl.

~

Hv ~GCA]

el caso de que {H,d[A]}e ES distinguimos dos casos, sepin

{a) -a[A o (b) "GCAI. Queremos demostrar que (a)

Supuesto

A=A XGUA) = AX1-GLX3 Ax.3 defé&s y iIP

AKX -GUA -G lAd

N-cTmo T
q=AXGTXI S
At > —AXGTX)
M~ —AXGEX)

" v-araz
AXGIX) - GCA)
GEAY (1)
AXarx3 —)1(1?1')

1 —1AXGEX)

Ax, 2
1, Ax.1 y HP
2,3,4, Ax,1 y iP
5, Ax.1l y HP

6, Ax.1,HP

Supuesto

Ax. 2

1, Ax.1, D
2,3, Ax.1, 1P

4,Ax, 1, 1P

En ambos casos se cumple, pues; que si{ti,dtal}e E3=s {”,d|€E3-

(vii) lﬂ,1ﬂﬂ < Eg equivale a rxé ﬁ-«wHi . Por el Ax.,1, los esque-

mas axiomAticos Ax.4 - Ax.7 y MNP se sigue que Ea

ciébn (vii) de la def. 2.5.1.

cunple la condi-

q.e.d

Proposicibn 2.6.2, Completud (restringida) de A3

Sea 1™ un conjunto de férmulas, posiblemente va-

cio, paramétricamente limitado y F una férwula.

Entonces' se cumple que Hﬂ*-;a F = PW‘FRB oy

Demostracién:

L3-inzatisfacible.

(prop. 2.4.8),que cxiste un subconjunto finito HO de 1

e ello

se sipue,

i 1:*“-1-5 r, entonces I*U {171} e

por el tcorema de compacidad

tal que

IM°,7} es Li-insatisTacible. {11°, 9 F) es insatisfacible sil la

A
rérmula (") AnF)es insatisfacible. Por el corolario 2.5.3,
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{ﬂ(ao),F& es disyuntivamente valido. In virtud dJde 1a pron. 2.5,
4 v del lena precedente, sc puede afirinar qnc\j(ﬁo),r}e k.« Imcro
hay un subeconjunto finito 1% de M tal que FK;-ﬂ(?O)V . P'or Lanto,
”0'75 1. Por definicién de deduccién en Ad, Ifh— I,

Proposicién 2.6.2. Completud (reneral) de AT

Sea j1 un conjunto de [6ruulas e L3, poniblenienie

vacfo, v F una £érmula de L3. intonces,

— F 8
i LSAil = B

Demostracidn: Por el iLcorecma de compacidad para

ceiea . .0 )
I.2A,, si li—— I, entonces hay un subconjunto Linito o dc
1 .
o _. .. 1i . . . . . . o .
tal que iﬂ ,1P(es L3A.-insatisfacible. Esto iaplica que {L ,ﬂx}

(1s)

es L3-insatisfacible . Por las nisinas razones  que en el ciso

de 1a proposicidn anterior, se pucde atirmar que il Fﬁﬂ
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ilotas al capitulo 2

(1) Tanto el nombre como la definicién de conjunto wsddeliano es-—
tan tomadas de ilanin (1977), p. 32. Los conjuntos g¥delianos
equivalen a log conjuntos no-contradictorios y completos de,

por ejeuplo, Tarski (1035). l6tese que en la discusién que sipue,
en la introduccién del capitulo, se sobreentiende que hacemos re-
ferencia a la 1lérica bivalente standard.

(2) Para una demostracidn de estos resultados cfr., por ejemplo,
Manin (1977) p. 32 y s5, y 58 ss. Tarski, en Tarski (1935) nuectra
que cl concepto Vr —verdad en un ciAlculo de clases— es un.conjun-
to no contradictorio y completo. Cfr., Tarki (1935) pp. 189 y 200,
(3) Smullyan (1968), pp. 12-13, 47, :
(4) Srullyan (1968), pp. 20-21, 52

(5) Simllyan (1963), p. 53

(6) smullyvan (1968), p. 58. Observemos que las dos debilitaciones,
Jjuntas, no dan lugar a conjuntos cerrados para la deduccibén. 81,
en cambio, las condiciones (1i),(ii")-(v”"). '

(7) ¢fr. v. gr.: lintikka (1955), (1970).

{(8) ¢Ifr. , por ejemplo, Smullyan (1968) p. 58

(9) Srmmllyvan (1963), pp. 85 s5

(10) Blau (1978), p. 235 ss.

(11) smullyan (1968), p. 69

(12) E1 conceplo que aqui presentamos es un cdesarrollo de lo dicho
en Smullyan (1968), pp. 57 ss.

(13) Demostraremos aqui que la condicidn (i) de la definicidn de
conjunto-mnodelo trivalente puede ser sustituida por el szisuiente
enunciado (i7):

(1°) 1 no conticne ninpguna férmula y su necacién fuertc o débil,
Fs claro que zi se cumple (17) se cumple (i). La implicacién in-
versa sc demiestra como sipue:

Proposicién: 5i 11 es un conjunto-modelo trivalente, entonces Ii no
conticne una férmula F y su nepacién fuerte o débil.

Denostracién: Por induccibn mobre gr(F). Base de induccidn: [ es
elemental. l'or la def. 2.3.1 se cumple que como maximo una de las
férmulas ¥, -, -V pertenece a [,

Paso de induccién. Supue%to de induccibdn: para toda férimula i1 Lal
que pr(il)<€ agr(F), !l no conticne a Il y su negacién fuerte o débil.
(i) F # All. Supuesto gque e ll, entonces aF es-nll y -I° e -1l. 5i
<7H ¢il, entonces llell semin la def, 2.3.1 (ii). In esc caso i ¥
-l pertenecerian a I, contra el supuesto de induccidn, Si —-lle i1,
entonces entoncces ![ &1, por la def. 2.3.1 (ii), conlra el supuesnio
de induccidn. Por lo tanto, ni W gll ni -Fe ll., Supuesto que [l'e i,
es deecir, que vliell, entonces ! ell por def. 2.3.1 (ii). lor el
supuesio de induccidn, -l!I, es decir, I, no pertenece a it. Ln ¢l
supucesto de que -Fe¢ ii, es decir, de que -nIl < I, entonces, por 1a
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misna ramén que antes, 11 e M, Por supuesto de indnccidn, v ¢ e

(11) 11 8 I, Fntonces -1" % -l 21 suponemos gque ¥ €5, entonce:

51 ~1"€li, entonces Il €1 por def, 2.2.1 (ii). ln tal cano !' €

vy =lTeil, contra el supuesto de induceibdn. I'or lo tauto, IR T

Supuesto que aF e€lj, es decir, " =1'e.., centonces o bien I 5 cle~-

mental y -l €J1, es decir, l&ii, por def. 2.3.1 (i), o iien I .

tiene una de las formas sipuientes: (1i.4) I 2 (1i.i1) & -

(ii.3ii) 5 % (A G ); (ii.iv) I ¥ A2, Imtoncés, 1

(ii.i) 1" Y <G “yaF 8 .G

(ii.ii) ¥ 8 —=fi  yaF 80 -G

(ii.44i) P 8 —(G_AG,) ¥y I8 5(G A )

(ii.iv) I' & —-AXblliy'wF osw—A:vHLx]jAnaliznuos los distintos

canos: .

(ii.i) N0, el =236, € H por def, 2.3.1 (iii). be ahi se ciene

-:_ e li, por supuesto de induccidn, ya que cvr(RG_) ¢ (- ).

Por 10 tanto I ¢il. L !

(11,3i) 1 ——G_ & it =» 9G_ e 11, por dei, 2.3.1 (iii). be ahi e ci-=

pue que -G, & 11, ea deci?¥, [ &ii.

(11i.1i41) a2(a_ A G Jell = A=, & il YI-h o€ T Inpuesto gue G

€ i - e o -%C“e 1. Supu(lz.':to que - g li, er !

y G € 1i, contra el supuesto de induccidin. Lo wmisno vale g‘n vl

caso de que -G, €I, Por lo tanto -(G, A G ) ¢!i.

(ii,iv) 9 —AXeElenn = 1= GLAY I, narda toda descripeibin A. Cupnes-

to que - AXLX] ¢ i,  entonces hay por lo menos una descriveion

LI, tal que -G P 3 € Ii, en contradicedn con ¢l supnesto de

inatccibn. J

1l caso en que F e -l o F es -1l ¥y Felil, nc trata de foriv sinii-

lar al caso anterior, por induccidn sobre el ~prado e i,

(iii) ' u (H]A G, ). 51 (noA 6 )e i, entonce:s e Gy L e Ly nor

def. 2.3,1 (I1)."81 ~ (G, A G, )e™ 1, entoncen = ¢ 1+ o -, ‘¢, von-

tra el supnesto de indufeifil. Hi -(a A )€ 7, cnltoned: —-'-16_‘

a -G e !, contra ¢l supuesto de indiiccidn., l'or lo tanlo, il

ﬁ((“.lri\ f'}p)e!i ni -(q I\F'r:,)E:’Z. Los canos el cue “((':‘I A*’i:,)é. o

en que -(G. A G ) e 1, se tratan de manera sindlar, '

(iv) r o )&Xr:(fil. Si AXeCd e i, cntonces gAY €, para btoda

descerincidn A, semin la def. 2.3.1 (iv). Gi aAUL e o - AL

€ 1, cntonces hay una descripeidén wl tal que —nlkly e o

Gl I‘]; Y €, Dado (ue ,rr_r((:t»l’l_]) < qr’eA nonly), enbonde: AT 13{;

y ~GrLY & 1. Por 1o tanto, ="ALGLI & y—AITLIT @i, Ao

sinilarvYvale para los casos en que " AGUIT el o on que- AXGLde ...
eCati

toncen ~i e

(14) ¢fr. Blan (1073), pp. 237-0

(1) La derinicién correspondiiente para L? puede verso on Juallvon
(1965) p. 66

(16) ¢rr. Blau (1973) p. 253-4



101

(17) Tste conceplo es wvna simple transposicién a L3 del corrcs-—
pondiente concepto en L2, Cfr. Smullyan (1968), p. 69

(18) La definicidn correspondiente para L2 puede encontrarse en
Smullyan (1968), p. 69. La diferencia esencial con esta defini-
cién de Smullyan estriba, evidentemente, en el diferente sipnifi-
cado de las metavariables, en que se trata aqui de L3 y en los
puntos (i) ¥ (ii), exigidos por la existencia de dos tipos de
negacién cn L3,

(19) snullvan (1963), p. 69

(20) Blau (1978), pp. 243 ss.
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3.1 Introduccibn

I'n el cAlculo Aé no se tirata cxplicitomen e Lo 16~
gica de enunciados, puesto que se incorpora toda ¢lla en un ~8lo
squena axiomAtico, el Ax. 1, secim el cunl toda Lruatoloein on 1us
axiowa del cAlculo. Dardo que en L3 -al irual gque en L— 1o nocitn
de verdad ldpgica en ¢l marco de la 18pica de cnunciados coincide

con la de tautolopia y que esta Nltima nocidn o decidible -por

ejemplo por tedio del algoritmo de las tablas de verdod- porceen

razonable aceptar un esquena axiowdtico como ¢l citarde

Sin embargo, no deja de tener sentido el dar wna carvachoeri 16N

axiomAtica explicita de la 18pgica de chunciados por umedio o v
conjunto de postulados que no exijan ¢l recurlno o LOcanlsuo ol
principio extraiio a loa cAlculos axiowAticosn cono e ¢l vso e 1o
tablas de verdad o artilugio equivalente, Isto vale Lanbhifin nnarn
cl caso en que las tablas de verdad ¥ 1a nocidn de Lombolo<in e
enkicnden de manera sintdctica y no semintica, cosa periecimnenlce

posible.

Los postulados —encuckan axiondticon v res las-
del cflculo AJ3 que prescntamos a continnncién’cntﬁn innspiradon
en ¢l cAlculo para la 16pica bivalente de crumcindon de ilocnn(1).
Como cn ¢l caso de lleene, danon 'mes esguenas axiondbicos oo, en
cierta wedida, recuerdan las reslas de introduccidn yr elininacidn
e lon sisnos de un cdleulo de doduceidn natnral, o debe Lotsrre

esto, oin embarro, fde an oaodo derasiado risureno. 56lo en ol caso
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de la conjuncién tenewmos un esquema axiomAtico que sirve para 1la
introduccidn de este sipno y otros dos esquemas por medio de los
cuales, y con ayuwda del modus ponens, se pasa de teoremas que con-—
tienen el signo de conjuncidén a otros que no lo tienen. Los olros
cinco csquemas axiomdlticos definen las relaciones que aqui tra-
tamos como bAsicas para combinaciones diversas de las nepaciones
caracteristicas de L3 y de estas con la conjuncién. I'or otro lado,
no damos postulados para todos y cada uno de los Tfuntores de 1.3
sino sbélo para los funtores primitivos. llo nos hemos preocupado
en exceso del problema de la independencia de los postulados y
asi ulilizanos dos replas de deduccién, la regla que llamanos

P (modus ponens) y una regla de transitividad que, probablemente,
no es independiente., En principio nos parece mis importante la
sencillez de wmanejo de un sistema axiomidtico que la independencia
de los postulados. Asi por ejemplo, la akiomatizacién de la 16-
pica trivalente de fukasiewlcz realizada por Wajsberq(e)si hieq
es de una pran elercancia formal, resulta de una complicacién ex-—~
cesiva incluso a la hora de deduclr teoremas muy basicos. Esto,
evidentemente,no quita nada al valor de aquella axiomatizacién

primera de la 168gica de enunciados trivalente,

In los apartados 3 y 4 de este capitulo mostranos
la corrcccidn y completud respecto a la consccuencia de AJ3. La
demostracidn de completud del cAlculo la hacemos basindonos on el
concepto de propiedad trivalente de demostrabilidad para la 16ei-
ca de enunciados, que introdujinos en el capitulo anterior, Al
tratar dcl cdlculo de deduccidn natural NJ3 daremos una prucha
de completnd para la 18rica de funtores trivalente sicuicndo la
eastructura de pruebas mids cldsicas, como la de KAlmar, lo gne por-—

mite comparar las ventajas ¢ incenvenientes de ambos métodon.

Al hacer la demosbtracidn de completud de AJ3 utilizamos una scric
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de teoremas que s6lo demostraremos en el apartado 5, donde habrd

ocagién de utilizar en la prictica el calculo que aqui defininos.

Al prescntar el cllculo A3, en ¢l apartado 1.06.1
del primer capitulo, hicimos mencién del concepto que consideranos
fundamental a la hora de definir qué es una lépica de enunciados,
a saber, el de e-valoracibén. Como ya dijimos all{, una e-valoracidn
para la 1égica de enunciados es una funcién fb del conjunto rde las
férmulas de L3 en el conjunto [v,f,Lf tal que cumple:

(1) Para toda f6érmula F elemental o g-compleja, P(r)e {v,F,L}
(11) Si F # -G, entonces f3(F) es v,f o L sepin que BG) sca f,v

o L, respectivamente.

(iil) Si F % =G, entonces p (F) =vsi A(G) =foly j%(F) = f

en otro caso.

(iv) 5i r & (G1A G2), entonces [ () = v si /3(61) = {B(Gz) = v,
Br) = f s1 ﬂ(Gl) = fo j3(02) = f, A(F) = L en otro caso,

(v) si Sl es lpual o equivalente a Sq por dcfinicién de un antor,

entonces /3(51) = 13(52).

Como vemos, una e-valoracidén sélo tiene en cuenta,
al dar vanlores de verdad a las expresiones complejas, la estructu-
ra veritativo-funcional de las mismas. Fn base a cste concepto de
e-valoraciédn se definen el resto de los conceplos oemlnticon pava
la 18gica de funtores, Asi, por ejemplo, diremos que la Férula
¥ ex J3-vAlida o 16gicamente verdadera cn la 1dgica de Juntores
o enunciados de L3 sii p(F) = v para loda e-valoracién f3. il reo-
to dec los conceptos memdnticos se define del wmodo que cahe espo-

rar, Llamamos lépica de juntores o enunciados en L3 al mds peque-

o conjunto que contiene todas las expresiones Ji-vilidas.



Ax,

Ax,
Ax,
Ax.
Az,
Ax.
Ax.

Hodus ponens (1iP)

Trannitividad (Tr)

J1

Jz
J3
JAa
JG
J6
J7
J8
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3.2 lostulados de AJ3. Deduccibdn v demostracibdn

e AJ3.

3.2.1 Postulados

Esquemas axiomdticos

-
F-—y 7z

Idror

Fy (G (FAG))

(Ta G) ™ 7

(FAG) = G

="' = —(FaQG)

-G - -(F'a )

(-F 1) = ((«G>H) D (~(F ~ G) = 1)

lteglas de deducciédn

b

A3 F G
1-'

V¥E

— G

1\J\'

B3s Tve

b— TF—H

i3

*IT-\", 0wl

Los cnoquémas axiomaticos deben entenderse en

sentido de quec 1as sustitucliones ~con las cautelas de rigror-

cl

de

las wmetavariables cn los esquemas por férmulas de LY dan lucar

a axiomas del cAlculo. Los esquemas Ax.J1 ¥y Ax.J2 pueden entenden—

derse como bases para la introduccién v eliminacién de dobles

negaclonens de diversos tipos. Los esquenas Ax.J3 - Ax.JS sivven

a los mirsros fines en el caso de la conjuncibn. El resto de log



1069

esquenas axiomaticon introdinicen las propicdades bAsicas de la noe—
racibn fuerte de las conjuncionesn. Las rerlas de deduceidn <dehen
entenderse en el sentido hahitual. Entendemon que unn anlicocidn
de una rerla es ¢l triplete formndo por tres D6rmmlaos:, dos e o
éuales estén formadas segiin los coquenmas que aparccen cneiaa de
la raya, las premisas de la aplicacibn de la rerla, v la Lercera
responde al esquema que aparece debajo de. la raya, Llaunion cos-

clusién (de 1la aplicacidn) de la regla a esta tercera C6malea,

3.2.2. Deduccidn v denostracidn en AJ3

v

Delinicidén 3.2.1. beduceidn en AJ: (AJT—de nceldn)
Una deduccibn I-Iol7-}-,yl" en AJD oara 1n Séranlas

A ag
a partir del conjunto inito de supunerston .;O o
una gsecuencia finita ;“l,...,r‘n de Fériulasg de 1.3

tales que I es Iy para cada 7, oen la sconenacia
n o i

nse cumple una de lag sirulentes condicione:s:

(i) Fi ¢ un axiomn de A2, so;in los eagaenas

de axiomnas Ax.J1-Ax.J8.

(ii) Fi en un cleuento de 0°

{(iii) Hay érmulas Fi'rh’ en 1o secnencia, con
h, j<i, talen ;}\10 <1"h.1’],i'i) e e lico-
cién de una de laz reclas 12 o 'I'r.

(iv) Fi en el resultado de la introduceidn o cli-

minacién de una definicidn cn una Férinla l"
1

de la gecuencia, conn h<€i,

Conio venos, la definicidn de doduccidin cn AJS ren-
ponde a los cAnones habituales, Las definicionc: que acionen Lina-

poco conbLicnen sorpresas.

hefinicidn 2.2.2

I es dedneible en AJD «del conjuntto o e capnenton:
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[]
& tay un subconjunto 117, finito, de 11 tal que

10— T,
AJ3

Definicidn 3.2.3

(i) Una demostiracibédn en AJ3 para la férmuala I' cg
una AJ3-~deduccién de F a partir de la clase
vacia de supuestos,

(ii) T es AJ3-demostrable:& llay una AJ3-denostra-

cidn de F.

Con esto quedan definidos los conceptos Tundanen-
tales de AJ3. Vamos a discutir ahora la correccién y completnd de

AT 3,

3.3 Correccidn de AJ3

Cono sabemos, un cilculo es correcto para una 16—
pica cuando la relacién de deduccién en el cAlculo es un subcon-
Junto de la relacidén dc consecuencia en la lépica. 1 cllculo es
comnleto cuando sc da la relacidh inversa, es decir, cuando la
relacidn dec congecuencia es un subconjunto de la relagidn de de-
duccidén, Decimos que el chlculo es adecuado para la 16pica cuan-
do deduccién y consecuencia coinciden, Iablamos aquf, naturalnen-
te,de correccién y completud respecto de la cohsecuencia. logs

N
conceptos de correccidn y completud respecto de la validez o ver-
dad 1l8pica se definen de modo similar, sustituyendo las reifcren-
clas a la consccuencia por alusiones a la validez, Suponenos
definidos,cn lo que nisue, los concepios de verdad y consecuencina
16picas en la 16rica de funtores de L3, sobre la base, claro estd,

del concepto de c-valoracidén aque antes henos definido.
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La decmostracidn de 1a carrcccidn do AY) o pooli-
za por induceldn sobhre la loneitud (e lag deduccionc:, nosiran-o
aque todo elemento de la seccuencia que constituye unn deduecidon
cs verdadero si los elementos (el conjuinto de supnesbos Jo non,
Previamente demostramos, en un lena, que los acdloman de AJD son
l-verdaderos cn J3, la 16pgica de cnunciados de L3, v nue Ll ro-

clas de deduceidn tronsniten la verdad de las proeminas o la conclu-

3ién.

Lema 3.2.1

(1) Todo axiona de AJ3 es l-verdadero oo Jo

(1i) Toda aplicacidn :le nna recla de derhceidn e
AJ3 tienc una counclusidn verdadera cin toda
e-valoracién ‘3 en oquic lan prewiosns cesin ver-—

daderas.,

Denostracidén: (i) s facil ver, por uedio de lios
tablas de verdad o por otro wmétodo cauiwvalente, gne nara todn.
férmula I1,0,11 se cunple gue
|F7; =y ~F

Ja

W5 " =~ =T

T3 3G > (ran))

W (Fau) =¥

('as) =G

W=, <= = (F A 0)

W = -(i"a )

W= (~F3 1) = ({(=1 = 11) = ~(IFA")~=>1).
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Todo axioma es l-verdadero en J3, por lo tanto.

(11) supuesto que las premisas de una aplicacibdn de P son verda-
deras cn f3 , entonces 13 () = v, puesto que si [3(G) # v enton-
ces o () £ v o /3(1"—-—) G) # v, contra el supuesto.

Supuesto gque las premisas de una aplicacidén de TrsSon yerdaderas

en la e-valoracibén B, entonces PB(Fv3) = v. Por lo tanto, B =
vof3(G)=v. i B(F) = v, entonces }3(”) = Vv, ya que, por su-
puesto, f3 (r = 11)

Il

v. En consecuencia, f3{avH) = v. Si J%(C) = v,

It

entonces A (GwI1) v. En ambos casos vale pues que B(Gvil) = v.

Proposicién 3.3.2. Correccién de AJ3 respecto a
ia cénsccuencia

Sea 1 un conjunto de T6rmulas, posiblemente vacio,
y ¥ una férmula de L3. Entonces

H—— T 1W— F.
N o= 11V I3

Demostracidn: Supuesto que hay una deduccibn en
AJ3 de 1la f8rmula F a partir del conjuntéd ! de supuestos y gue
la e—valoraciénﬁsatisface al conjunto M entonces se puede afirmar,
por induccidn sobre la longitud de la deduccidn de F, que ﬂ(F) = V.
Base de inducclén:3i ¥ es un axioma, entonces [B(F) s v, por el
lema que sc acaba de demostrar. 51 F es un supuesto, entonces

]3 (ry = v, por las condiciones del teorema.

Pazo de induccidén: IPor el supuesto de induccibén y el lema antcrior,
sl Fi es la conclusidn de una reola de deduceidn cuyas premicas
son elementos anteriores’ en la sccuencia, entonces IB(Fj) = v,
Ademds, por la condicidn (v) de la definicién de e-valoracidn i
el supucsato de induccibn, si Fi se ha obtenido por introduccidn
o elinminacibn de una definicidén en elementos anteriores de 1a

secuencia, entonces 3 (Fi) = V. qee.d,
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.4 Conpletnd de AJS respecio o la conzecucnois

I.a demostracidn de la completud del c¢Alenlo AT0D
es resultado de la utilizacidén de 1o ddea de propicdad Urivalen-

I o FER S AR ALAT R (0 I

te de demostrabilidad analitica para J23. In sinte
que la propiedad EA "la disyuncidn Jde loa celeacntos del corjuido

Il es una rOrimla AJ3-dcomostrable" co unn propicdad Jde dewosbrahi-
lidad para J3. Intonces resulta que si una COromla 17 @ Conseenicii-
cia de un conjunto de supuestos i, exisltc un subconjunto finito

LP de 11 tal que %ﬁo).F}eE4, de donde se sice gue oen oo
cihle en AJ3 del conjunte de subnesbos ii. iy la Jdewoslracidn vo

a quedar un cabo suelto, a saber, vawmos a ulilizar ol teorcan o
«compacidad para J3 sin demostracidn previa. La pruebhs de.cesle
teorema puede hacerse, sin enbar;o, por medios siwilarces o loo
enipleados en el caso de L3, Se define la nocidu do conjimbo-imodo-
lo para J2 por medio de las condicioies (i)-(4iii) de 1o Jdeiini-
cibén de conjunto-modelo para L3 y se muestra la saltisfocibilidcd
en J3 de los conjuntos asi definidos.La definicidn de nvopicdnd
de consisclencia analitica para J3 consiste tahiln en 1o oviee-
ras condiciones de la definicidn correspondicnte para L. Xinnl-
mente se afirma una versidn adecuada a J3 del Principio de Undi-
ficacidn y que la propicdad " todos los snﬁconjnntos rinitos de

17 son satisfTacibles" es yna propledad de connjstencia pora J5.

11 teorena de compacidad se sicue en Lonces cowo o ol ceno e L

ERE AN t
LONn G-

Para lograr una mayor claridod de anoui

nostramos prinero que 1‘14 s una propicdad trivaleote e denonbern-

bilidad analitica para J3, utilizando una scevie do alicaccionoes

que sdlo posteriormente, en el lewn 3,400 =0 A0, geedin ciehion-

Lrndaos,

e Ao cleoedicnhons

La pronicdad Eq: "l
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del conJunto i1 de férmulas de L3 es demostirable
cen AJ3" es una propledad trivalente de demostra-

bilidad analitica para J3.

Demostiracibn: La propiedad E4

: Lo . RPN .
conjuntos finitos:la disyuncidn it de los elementos de un conjun-

es una propiedad de

to de férinilas ! 56lo existe cuando I es un conjunto finito, Ade-

mAs e cuaple:

(1) 91 1 es un conjunto finito, entonces para toda férmula 1
v
vale que b— [i¥2FvF, es decir, [, F,Fle€ E,. Igualmente,

{IhﬂF}1—F] € E4. En ambos casos la afirmacién se justifica en el
lema 3.4.4 (a).

(1i) Si{ﬁ,ﬁﬁrle,Ed, es decir, si rKFS ﬁ~rﬂ1F, entonces por AX.
J2 y Tr vale que M,Fl e E4'

-
(iii) oi {;z,a,‘} € L, v Us,oQ\ € ¥, es decir, si b—_ iiva, vy

AJ3 1
hﬁ} Y~ a,, entonces {H,O]Glﬁlpor Ax.J1, Ax.,J3, Lema 3.4, (5)
FRTY Z £
v (15).
(iv) Gi {H,b1} €L, o {H,b2]€ E,, entonces, por el lema 3.4.§

A

(8), (17), (18),(19) y Ax.J6, Ax.J7, Tr y MP, vale que 'ﬁa v b,
es decir, {H,b}& EA. Con esto queda demostrado que se cumplen lag

propiedades <de la definicién 2.5.3, G.e.d

Proposicién 3.4.2. Completud de AJ3
$i il es un conjunto de férmulas, posiblemente

vacio, ¥ F es una férmula de L3, entonces

™
.

ixn-—J-éF = IHEq F.

Nenostracibn: i H\F}a F, entonces {H,1Ff es inma-
tisTacible en J3. be esto sc simue, por el teorema de compacidad
aplicodo a J2, gque hay un subconjunto finito HO de ii tnl que

o] . . . .
lH ,ﬂF} ¢ insatisfacible en J3 o, lo que ens lo nmiso, que la

Y
£érmula (27 ) AAl) es J3-insatisfacible. En consccuencia, por
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1a defT. 2.%.4, ¢l conjunto {1(}' ),7,"1 en disyuntivarente vAlido v

nonece, nor la prop. 2.5.2, la propiedad 1-1‘, e s i propiodatd
4

de demostrabilidad para J3, como henos vinko on el lemn anterier,
L0 . .0 . s s .
For lo tanto, l*——-fjj NG Yl oy i F——‘[ 5 F. lor la definicidn o
| T \J o

deduccidn en AJ3, Hm .

Pronosicidn 3.4.3. Adecuacidn de AT
53 1 es un econjunto de fSrmulans, pooiblenente
vacio, y I' una I'érimula de L3, entonces,

1 ¥ [ — 1,
i 7 L

Demostracién: La proposicidn ne siene de 12 co-

rrecceién y completud de AJ3.

Vamos a probar ahora los lenan que henor niilinn-
do para demostrar la completud de AJ2. 11 primero de cllon naiir-

ma que la propiedad F cumple la condiciédn (i) de la derinicidn

4
de propiedad trivalente de demostirabilidad. Pl sepomdo ase;ura”

la demostrabilidad de ciertas expresiones.

Lema 3.4.1

Gea I = {L;l":"(:“} un conjunto inito e G-
las. Entonces,

2 . (G vV O N i,

(a) *__/\.13 ( ' (‘1" nY v

1 Yo . s RV EED £ 2 10D 1Y e IS
) by Gty VG VAl

Demostracidn: Por climinacién de la detTinicidn
enn el lema 3.4.5 (1) se puede atiriar quec al'v . Por 1a caonimto-
tividad de v (cfr. el lema 3.4.5 (1)) vale (‘{llC}:—]—;\l"v i, Tor (),

en el isno 1ema,'m (‘,n\( (v m¥), vy repiticndo enta operacidn
n-1 vecen b= G v (G, v oo v {0 v (¢ F)eo.). tor lan leven de
AJ3 1 2 1

asociatividad (1lo), (11) v (12) del el 2.4, =e sieue 1o oalic-

mncidn (o). (b)) ne niecve del Ax.J1l cowmo en el cano anterior.
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Lema 3.4.5

Las expresiones (1)-{(19) son tesis de AJ3:

(1) '7\'\73 (Fv G) = (av )
Lemostracidn:
1. ——F= -(-Ga-r) Ax.J7
2. =y —(~fia —I”') Ax.JG
3. (—=F2 =(~Ga =F)) > ({ ==G > =(=Ga ~F))> ~(~-Fa 1)
—» —(~Ga -F)) Ax.J8
4, {—-tG= =(~CpA =F)) = (~(~Fa =) —(-Ga -F)) 1npr 1,3
5. —(=FA-G)es (-3 A ~F) HP 2,4.
G. (v G)— (GvTF) Def.v ,5.

. » -

hal v v
(2) s P (FvG)

Demostracién:

1. ==F =3 ={-Fa -0) Ax.J6

2y Fed —=F Ax.J1

3. AFvy ~~F Def.—» 2,
1. (AFy —F) = (~—F~F) (1)

5, ——FwAF NP 3,4

6. F v —(-Fa -G) Tr. 1,5

7. F— (Fvn) bef -» , v ,6

(3) 'Ti,z.F - (G~TF)

pemostracién: Como en (2). La primera linea es
Lemnostraclion

el Ax.J7.

() ‘KF oy I

Demosbracidn:

(1) —~wvr—ar A.J2



2.
3.
4.
.

D

G.

5.
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MK —r

ha T B DRRVINR

jONEVL S0
(FvAar) = (_I'w F)
I ARV S

FF

(5} m F -~ =F
Demostracidn:
aEF o
i BOEVER Y
(Y AIF) - (BTNl
BRI 10

¥ oaar

(6) m V= =F —-3r
Demostracidn:

J oy —=F

VI -]

- -

==l vl

F—l' T

(7) m E R Il
lemostracién:
ERTG S
RSOV S
M= =

AR B Y

Sy

Ax.J?2
ber.-»,1
Ty 2,2
(1)

[ S

beri -, 6,

{4)
bef.» 1.
(1)
2,3

lef —>, 4

fi3t,J1
ei-y, 1
()
T2,

el =,

ARLT]
Leff—9, 1
(%)
2,0

et =, 4
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b——— 0 YO o
(3) INE AF = F

Demostracidn:

1, —=F =V Ax, J2

2. TF—»A"F (5)

3. A==F~ 1 Def -3, 1

4, MIFv1--F Tr 2,3 MP (1)
5. MF — -=V Def — ,4

(9) @oi }/—\J—a F-G ¥ ?3-3 G -1, entonces

ajg F H.
Demostracidén:Supuesto que las lineas 1. y 2., a-
parecen en una AJ3-demostracidén entonces pueden aparecer también

las lineas 3.-7. en ena AJ3-demostracién.

1. Fan Supuesto
2. G- 1l Supuesto
3. =Fv G T)ef—)'l
4. (AFv )G var) (1)

5. G wval P 3,4
6., =FwvH Tr.2,5
7. TF-—1l Def - ,6

(10) 'ﬁ"z Fw(Gwil) 0w (Fvll)

Demostracidn:

1. —-=F3F Ax.J2

2. F=y (Fwil) (2)

3. (Fv 1) = (G (FeI)) (3)

4. ~=F 3 (6w (Fvi)) (9),1,2,3
5, =G =3 G M, J2

6.. 6= (0 v(F~vH)) (2)

7. —=G (G~ (FvyH)) (9),5,6
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3 —=I - 1] Nl I

9. M (Fvi) ()

10, (FvlD) = (v (Fy D)) (3)

11, —=If 2 (G~ (v ID) (9), 6,0,10

12, (= = (v (Fv U))) = ((~=1i = (L~ (Fv 1)) —

(=(-Ga -1 G~ (Fvi))) Az G
13, (=G A=) (Gv (v 11) e, 7y 11
14, (GwI) = (Gv (Feil)) het'v ,12
15, ==(Gwi) > (¢ 1) Ax J2
16, ~=(Gwil) = (G v (Fwvll)) (9),14,14%

17. —=F ey (v (FvID) = ((-vil) > v (vid) >
(~(~Fa =(Gv 1)) (Gv(TviD)) Ax.JIS

18, —=(=Fa =(Gv1)) =~ (G (Fvil)) r,17,4,0 1n
19, Fy(0yH)—= Gy (I~ hei’ =, 10
L]

. — " v G = 2o vl
(11) 75 (FeG) vI Fv{novil)

pPemostracidn: similar = (10)

2 P HEVIR| P~ !
(12) 733 Fw (Coll)—> (Fwi)w

Demostracidn: similar a 10

(13) ‘_ﬁu (F =11 = ({0 =2i1) = ((I'v 3) =) ))

Denogtracibn:

1.~ an —F (<)

2., m—-I=y (A ~-I"v i) (2)

2. 1=y (O ==I'viT) ()

a. = =) AXGID2

. EE A S I FEDIO A

. == =y (Y- 1) (1), a,1,0

Ve ==l (Y=t 1) (e,5,3
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3. =(-FA =I1) = (==L I Ax,J8,1P 6 D 7

9, (F=yil) =y (~~F=11) Lefv, - ,8

de modo similar se consipue la linea 10:

10, (=3 i) = (--0 = 1)

11, (—~FY ) 2 ((~=G> 1)y —(-Fa-G)-»H) Ax.J8

12, (F1) = ((—-G > 1I) = (~(-Fa -G) 5 11)) (9),9,11
13, A(F—o1)v (2(-=G ) (~-(-FA-G)-y H)) Dber—s ,12
14, AW(=-C = 1) v (W(FI ) v (=(~Fa )= 11)) (10}, nr 13

15, WGy 1D VE(F 11)v (=(=Fa =-G) = H)) Tr. 14,10

16. W(F~= v (W (G D) v (~(=Fa =) 1)) (10) 1P 15

17. (F=1) = ((n= H) = ((FvG) ) pef. = ,
16

(14) = ~(FAG) = (-Fv ~G)

AJ3
Denostracién:
1, -I=» (-Fv-G) (2)
2. =G (=Fv ~() (3)
3. =(Fac) =2 (=Fv -G) Ax.J8, 1P 1,1P 2

. . .

(15) 0-/:}-3 N-F—5(-6C—> —(Fan))

Demostracidn:

1. =-F—=n-F (5)

2. -G-391-G (5)

3. MVl = (=P Vv -G) (2)

A, M =G =y (O =-F ym -3} (3)

5, =Fw =0 = (A1 =Fv1n=() (9),1,3:2,4; P (12)
Go =(FaG) = (=Fv =G) (14)

7. —(FAG) =y (7 -Fvo-n) (9), 5, 6.

. M=(FaC)vM-Fv1-3) Def = ,7

9. ANM-Fv=(FAQ)v 1m—) »P 8,(10)
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10.  (A=(IFa G)vO1=0) = (A1~ v1=~(i"a3)) (1)
11, 1M -Fwv Gr-t~v=(1"ai)) VYr. 0,10
12, A-F (-t -(F an)) et = ,11

(16) V= (Fa0)— &G D)
AJ3

Demontracién:

1. AalF = (o l) ()

2. 0 NG A (v)

3. A0 3 (G AF) ’ ()

4. G =y (726G ) (v),2,3

5. (WWviG) 2 (nGvar) 03) 1,3
) 6. (F=0a) =» (AG3r) el -» ,1

17) b= AP = (P ac
(17) 1A (Fac)
Denostracidn:
1. (Fag)-> F Ax.J4
2. AF —y(Fa ) iPo(1G), 1

(13) PTJB NG (T AaG)

Demostracién: A partir del Ax.J7, como en (17).
19.) ¥— I -~
(197 Ta P
hemostracidn:
1. E J Oy A, J2
2. AF—y-F it (16,1
..,
“n la demoslracidn e La coupletud do AJ00 haeios
ntilizndo inplicitamente el beorema de deduccidn, ol alivieor qoe

Ao o}
fab! i\—]—:‘ (i) ¢ 1, entonces il ‘f—T- . Auvngue e hecho nbilin
PATE N1 Wl

magrn
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s6lo la parte trivial del teorema, no est& fuera de-lupar el

demostrarlo.

Lema 3,4,06
Si i es un conjunto de férmulas y F,G son £ériu-
las de L3, entonces

LE e G 1 b B G

Demostraciéﬁ: El condicional de derecha a izquierda
se sipue de la existencia del 1P en AJ3, de modo trivial. L1 con-
dicional de izmquierda a derecha se demuestra por induccibdn segiin
ia lon~itud de la deduccién de G a partir del conjunto {i1,F} .
Base de induccién: 5i G es un axioma o un elemento de M, de

b G -y (W\IF'v) 3e gicue que i —— F 3G, Si G es F, por

AJ3 AJ3
lema 3.4.5 (4) se sipue que I K—E F -» ¢. Paso de induccidn: 5i
¢ es un axioma o un elemento de i1 o es F, entonces la afirmacién
se siruc como en 1la base de induccibn, Si G es la conclusidn
de la aplicacién de una de las reglas de deduccibén, entonces por

supuesto de induccidn valen 1, y 2.

1. W bee F =y (IL=G)

AJ3
' 2. 11 b= F il
de donde se sigue
3. it 'Ha H— (IF~3() Def-=,1, (10), HP
4 1=y F oy (F—>G) (9) 2,4
5. HgT B0 per — ,2,(9) P 4,

También por supuesto de induccién se cumplen 17 y 2! :
17 e T Gwul
= =2 (Gwv 11)
20 M ¥ F -2 (G->]]
AJ3 ( 2)
de donde se siecue

37 I

=
(#
6

Gv(ﬂ-‘vnl) Derf=1,(10),iw

’

A, M

2]
Z
(&)

AG v (-.1-w112) bef - ,2 (10)
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57 “‘K\Ts (-u-‘vnl)v (-\Jw;!;z) el . oAl
67 1 I - (}I]v 1) (1), (2), (), 0 n”
Lefl .

51 G se ha obienido
cidn, 1la afirmaclién

mnismo procedimiento

por introduccidn o elininacidén de vma delini-
50 sipue del supuesto de induccibn, nor ¢l

s

de introducir o eliuinar wn sicno detviniido.
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llotas al capitulo 3

(1) Cfr. Kleene (1852) p. 82

{2) wajsber~ (1931) en lcCall (1967) pp. 264-284

(3) Cfr, Smullyan (1963) pp. 30-40, para una larga serie dc
demostraciones dcl teorema de compacidad en la légica de enuncia-
dos bivalente, alrunas del mismo. tipo que la que bosquejamos aqui.
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4. EL_CAICULO 53. DL _MIAUDTSATA™

4,1 Introduccidn

(1)

En sus Untersuchunesen {jber das logische Schliessen

definié Gentzen por vez primera dos tipos de cilculo de gran in-
portancia en la historia de la 16gica posterior., Uno de ellos era
el cilculo de deduccidn natural y el otro el cAlculo sccﬁencial.
El sepundo de ellos ocupa un lugar intcrmedio entre los cAlculos

"lopisticos"” puros, como los de los Principia linthematica,y los
o4

chlculos de deduccién natural ya que "por un lado es"lopfistico",
pues en é1 las deducclones no contienen supuestos como cn MJ

[ el c&lculo de deduccién natural definido por Gentzen], pero

por otro toman del cilculo NJ la divisién de los modos de deduccidn
en introducciones y eliminaciones"(2). Los cilculos secuenciales
son axiomiticos y, Junto con la caracteristica que apunia Gentzen
en la cita que acabamos de hacer, presentan la peculiaridad de que
no operan sélo con férmulas sino también con secuencias o con

conjuntos de férmulas.

El1 concepto fundamental de estos cilculos es el

de secuente. De modo intuitivo diremos que un secuente

Fl""'Fn —b GiseroaCp

dontde Fl,...,Fn,Gl,....Gm son férmulas, es una expresidn que se-
manticamente no se diferencia de la férmula

.o r G PP T ).
(FlA ~ n)—) ( v v(‘m)

Podemos decir, pues que un secuenle expresa una especic de rela-

cién de consecuencia generalizada entre clases de férimulas., In
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concreto, podemos hacer explicita esta relacién diciendo que un
secuente es verdadero si es verdadero el condicional que une la
conjuncidn de las férmulas a la izquierda del secuente con la
disyuncién de las férmulas a la derecha del signo de secuente,
Dicho de otro modo: el secuente es verdadero si al menos una
férmula a la izqulerda del sigﬁo de secuente es falsa o al menos
una de las férmulas de su derecha es verdadera. En el caso de que
a la derecha y a la izquierda del signo de secuente haya una [ér-
mula, el seéuente es verdadero si el condicional que une a esas
dos férmulas es verdadero. En este sentido decimos que el secuen-—
te expresa una generalizacién de la idea de consecuencia o, para

ser més exactos, de la nocidén de férmula condicional.

Llamamos antecedente de un secuente al conjunto
de férmulas que aparece a la izquierda del signo de secuente
y consecuente del secuente al conjuntc de férmulas que esti a la

derecha del mismo.

Los chlculos secuenclales LJ y LK de Gentzen tienen

como esquema axiomdtico o secuente inicial la expresién

Fadp F
(3)

donde F es una f6érmula cualquiera . Se distinguen dos tipos de
repglas de deduccibén en estos c&lculos. Las primeras permiten afia—
dir una férmula al antecedente y al consecuente de un secuente,
cambiar el orden de las f6rmulas y eliminar férmulas del antece-
dente y consecuente en ciertos casos. Una de estas reglas de eli-
minacién es la repla de corte o separacién (Schnittsregel), que

nos ocupara luego, Este primer conjunto de reglas son las reglas

estructurales. El segundo conjunto de reglas indica las condiciones

bajo las cuales esth permitida la introduccién de los signos 16-

glcos en el antecedente y consecuente,
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Una propiedad fundamental del cllculo seccuencial
de Gentzen es que la regla de corte no es independiente, es decir,
que puede demostrarse que toda tesis del cilculo secuencial con
repgla de corte es tamblén una tesis de ese cdlculo nin regpla de
corte. FLste es el sentido del teorema fundamental {(lauptsalz)de

Gentzen. La regla de separacibén permite deducir un sccuente como
L, —f N, 17
en una deduccibén en que han aparccido los secuentes
M, —D i v B Mk

es decir, permite eliminar una férmila que aparece en el anteccden—
te y consecuente de dos secuentes. 31 esta regla es eliminanle,
entonces se pueden construir deducciones en las que "todas las
férmulas secuenciales de la deduccién (JI-S—Formeln) son subfér-
mulas de las férmulas que aparecen en el secuente final. ... de
manera intuitiva, se puede expresar la citada propicdad de 1la de-
duccién sin corte mls o menos como sipue: las £O6rimlan secuencia-
les se van haciendo cada vez m&s larcas hacia abajo, nunca nds
cortas. Por decirlo asi{, se va construyendo el resultado final a

(4

partir de sus elementos componentes®
P

51 comparamos el cidlculo sccuencial con el e
drboles 1lépicos,observamos que los dos operan semin el principio
de subf8rmula a que alude fentzen en la cita anterior, al contra-
rio que los cAlculos axlométicos del tipo de A3: Demosntranmon 1n
validern de una rérmula utilizando subfédrmuilas suyos a lo lavro Ae
la deducciébn. kn el cllculo sccuencial se sieue, sin cmbargo, un
proceso que podrfamos llamar sintético, al contrario gqne en cl
cAlculo de 4rboles, En el primero el punto de partida (e una de-
duccién viene dado por subférmnulas de la férmula cuya validez

queremos demostrar, mientras que en el cAlculo de Arboles ¢l ori-
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gen de la deduccién es la férmula misma o, mejor, su negacidn.
Carnap(s) introdujo el concepto de involucraci@n

o envolvimiento (involution) como un posible concepto basico de

la seméntica., La involucracibén 1légica puede tomarse como un co-

rrelato seméntico de la nocidén de secuente., Segin Carnap, la cla-

se de férmulas M involucra (involves) la clase N de férmulas exacta-

mente cuando al menos un enunciado de M no es verdadero o al me-

nos un enunciado o férmula de N es verdadero. Es decir, M involu-

cra N justo cuando el secuente
M~-D N

es verdadero sepgin la caracterizacién informal de Gentzen. Los

(¢)

Kneale han definido sistemas secuenciales de deduccibn utili-
zando la nocién carnapiana de involucracién como concepto semin-

tico béasico.

El nGcleo fundamental de este capfitulo es la defi-
nicién de un cdlculo secuencial para la 1l8gica L3 y la demostra-
cién de una versién del Hauptsatz adecuada a este cAlculo. Ni que
decir tiene que la diferencia esencial con los cllculos secuencia~
les de Gentzen, los Kneale o Smullyan estriba en que aquf se tra-
ta de dar un chlculo secuencial para una 18gica trivalente.Este
hecho implica las diverpencias mayores entre S3 y los célculos a
que acabamos de hacer mencién. llay otras diferencias de orden me-~
nor, sin embargo. Al contrario que Gentzen y sipuiendo a Smullyan(7)
concebimos el antecedente y consecuente de un secuente como un
conjunto de férmulas y no como una secuencia de férmuias. A con-
secuencia de esto las reglas estructurales salvo, en principio,

la de corte, se hacen innecesarias. Es claro que la clase de fér-

mulas

{Fl,---’Fi""lFi)O"'Fn\
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es la misma clase que

{%1.,..,Fi,...,Fn]

¥y que el conjunto de férmulas

{Fl....,Fi,....F ,....Fn\

J

es el mismo conjunto que

{Fl,...,FJ,...,Fi

Dos de las reglas estructurales de Gentzen permitian realizar es-

,...,Fn}

tas operaciones de eliminacién de una férmula repetida y cambio
de orden de las férmulas tanto en el antecedente como en el con-
secuente de los secuentes, Resulta asi que si el antecedente y el
consecuente son conjuntos y no secuencias, estas dos reglas son
superfluas., Por otro lado, la regla de ampliacién, que permite

deducir

M F—Pp N o i ~—P H, F
de
M ~bd> I

donde M, N son clases de férmulas y F unha férmula, la demostrarec-
mos como una regla derivada., Finalmente, al demostirar el lauptsat=z
para el cAlculo S3 habremos suprimido totalmente la necesidad de
reglas estructurales. Las reglas de deduccidn de 53 san. todas, por
lo tanto, salvo la de cortle, reglas de introduccibén de los sifnon

18gicos 0, - , ~ , A\,

Una de las razones dc la elepancia de los cAlculos
secuenciales en la 18pica bivalente es que cada sipno 16pico ticne
dos replas simétricas, duales para los signos duales, nna para la
introduceidén del sipgno en el antecedente y otra para nu introduceidn

en el conzecnente. Im L3, sin embarco, no es posible definir un
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cAlculo secuencial tan sencillo. La razén fundamental estriba en
el comportamicnto de la negacién fuerte: No hay dificultad para
dar una repla de introduccién de la negacién fuerte en el antece-

dente de los secuentes, por ejemplo la siguiente:

H = N,F

M,-l —D N .
Sin embargo no es viable la regla simétrica para el consecuente:

M, F —®» N

W —b N,-F

puesto que esta repla no serfa semAnticamente correcta. En efecto,
una condicién seménticamente necesaria de una regla de deduccién
es que si la premisa de la regla es verdadera -en este caso, el
secuente M,F —b M- la conclusibén -el secuente M —P N,~F - debe
ser verdadera también. Pero este no es el casc aqui, como se pue-
de. ver fAcilmente: suponiendo que M es verdadero en la valoracién
P v que F es indeterminado y M falso en esa valoracién, el ante-
cedente de la regla es verdadero y el consecuente, no, Estamos
aceptando implficitamente, claro esti, que un secuente es verdade~
ro cuando el antecedente involucra l6gicamente al consecuente.
Salvanos esta dificultad, al precio de la elegancia formal, to-
mando ¢cn cuenta la estructura interna de las expresiones que vienen
precedidas por la negacién fuerte y dando reglas para estas expre-
siones, es decir, damos‘reglas de introduccidn para expresiones

de la forma
-ArF, —-F, -(Fa0), ~AXGLX) .

La demostracién de la completud y correccién del cilculo, que

luepgo daremos, nos asepura la efectividad de este procedimiento.

Hay cuatro reglas en S3 que no suelen aparecer en
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los cAlculos secuenciales ordinarios: las replas sin premisas

RS=1

preferido darles cardcter de replas para conservar el paralelismo

- RSLl. Podrian -tomarse conio esquemas axiomAticos pero hemo:s
con otros cllculos de L3 y con los cAlculos secuenciales standard.
Estas reglas no suponen, evidentemente, un alejamiento sustancial

de las formas clésicas de los cAlculos secuenciales,

llemos dicho ya qué entendiamos por secuente ver-
dadero. Posteriormente volveremos sobre ello, precisando la nocién.
Nos interesa destacar aquf que un secuente es lbpicamente vAlido
cuando la implicacidn ﬁ —> E es 1ldpicamente verdadera, donde ﬁ
es una conjuncién de las férmulas de 1 y'ﬁ una disyuncibén de los
elementos de N, un conjunto de férmulas. Una férmula F es 1lbégica-
mente vilida cuando el secuente § — I o, simplemente, —=bd F

es léglcamente verdadero.

En lo que sipgue, daremos primero las definiciones
de secuente y sus propiedades semlnticas, as{ como la de deduccién
en $S3 y otros conceptos relacionados con estos, para pasar luepo
a presentar el esquema axiomitico y las reglas de deduccibdn del
cilculo, Posteriormente estudiaremos la correccién de $3, algunas
reglas derivadas y la completud de 83, basindonos en la completud
de B3, A continuaciédn damos otra prueba, diferente, de la comple-
tud de S3, sobre la base de las propicdades analiticas de concis-
tencia. La demostracién del Teorema Fundamental y la equivalencia

de S3 y B3 ocupan la parte final del capitulo.

4,2 Definicién del cialculo S3

Definicidén 4.2.1

Un secuente T es un triplete (H,H,—D) donde [i
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y N son conjuntos finitos, posiblemente vacios,
de férmulas de L3. Escribimos
M~ N

para nombrar el secuente {( M,N,—b> ,

Definicién 4.2.2
Supuesto que I 2 M —P N, decimos que el secuente
L es vAlido en L3 o L3-verdadero sii para-toda

valoracién de L3 f3, P(I‘;l) =v = ﬁ(i‘\}) = V.

En lo que sigue, escribimos lﬁ % para indicar que
el secuente E es vilido en L3. Es claro que un secuente & es
L3~ verdadero si para toda valoracién f3, ﬁ(ﬁ) 4 Vvo fl(lzl) =v ,

cuando ® 4 ¥ ~—P N,

Proposicién 4.2.3
A 4

1D — M-
(i) Wy M N & ?3 M N

. 0 ? ‘__.
(ii) n—L-3 M =-b>F & 1 I3 F
(111) — —bFr & V= F
(iv) \\1—3 M- & M es L3-insatisfacible

(v) p —» @ no es valido en L3.

Demostracién: (i) Por definicién, \E M—b I es
equivalente a Y, 3 M) = v = (;J) = V. Esto equivale a su vez
a fi .

(ii) es una consecuencia trivial de (1)

(1ii) u-i-\3 —>bD F es equivalente a decir que para toda valoracién
P si ) satisface todas las férmulas del antecedente, entonces
P(F) = v. Pero el antecedente es vacfo. Luego toda valofacién
satisface todas las férmulas del antecedente y con ello, a F.

~
(iv) Supuesto que haya una valoracién @, tal que f3 (H) = v, enton-

ces, por definicién de = H—p , B ($) = v. Ahora bien, B (\é) = v
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equivale a la afirmacién de que hay una fériula F tal cue e @
ﬁ(rd =V, Péro no hay tal rérmula, lueco I es Li3-insaltinlacible,
(v) re® = 3(r) = v, para toda valoracién f3 . Luego para toda

I3 ,ﬁ(a) = v, Como hemos visto més arriba,ﬂ(é) # V., Luepro no es

cierto que iF25 g (8).

Introducimos ahora los postulados de 33, Se trata
de un esquema axiomltico y 18 repglas de deduccién, Entre ellas e:n-
tA la repla de corte o separacifn, cuya eliminabilidad demostrarc-

mos mAs tarde,

Egquema axiomiAtico

M, F=b I, F

Reglas de deduccidén

RS 1 M, F—p N RS 2 H—>1l, F
M ~—» 1F, N M, F —b 1
- . (9) - . .
RS 3 M, F=b N RS 4 T ~—» I, il
N, T3F— N N —$ I3, B
RS 5 M-~N, ¥

Iy, -F—> N

s 6 Hy F, G = 1 RS 7 - H, F 1T —b 3!, G
M, FAG =P H = 1, Fan
RS 8 W, ~F—p N M, -G —b N ns 9 11— 1, -F, -G
H, =(FAG)~> I = M, —(F~ G)



RS 10 M, FTAY—=> N RS 11 M —-b N, F(\.Pll
J__
(%)
M, AXFUQY—®N M —b N, AXFLX)
RS 12 M, ~FQ Pll—b N RS 13 M —b N, ~FLA)
N} B )
(w)
M, - AXFIX} —d N M —b N, -AXFIX} .=
(% ) bajo el supuesto de que P3 no aparezca en la conclusién.
RS_, M o~ IPk[A]—sA=A, M
RS_, M ~1p A=BaF{A-FLB1, N
RS_ g M —Db A=A a B=B — TA=B, N
RS, M —b (F=A & (FIA « AX(FTXY = X=A))

Regla de separacién Ml, F—b N1 M2 - F, N2

Mo, My~b NN

1 2

-

Como vemos, todo secuente en el que una férmula
T aparece tanto en el antecedente como en el consecuente, es un
axioma. E1l sentido de las replas deberfia ser claro. Las reglas
11 y 12 se pueden aplicar s6lo en el caso de que el parlmetro de
predicado P3 no aparezca en M,N ni F. En otro caso se podrian
realizar deducciones incorrectas desde el punto de vista semanti-
co. Como en casos anteriores llamamos aplicacién de una regla de
S3 al par o triplete tal que el primer (los dos primercs) élemén—
to(s) del par (triplete) estin formados segiin la parte superior
de una de las reglas RS 1 - RS 13 y el Gltimo elemento del par
esti formado segin la parte inferior de una de esas reglas, Ls
también una aplicacién de una regla cada secuente formado sepdn

una de las reglas RS__- RS En el caso de las reglas RS 1 -

1 vt
RS 13 llamamos premisa(s) de la (aplicacién de la) regla al pri-

mer o dos primeros clementos de la aplicacibén. Llamamos conclusidn
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de la regla al otro elemento del par o tripletc. kn el

1
ciden. Se trata, por lo tanto, de reglas sin preminas.

reglas R - RS»1 la aplicacidn y la conclusién do la

Definimos ahora una serie de conceptos

dos con el de deduccidn en 53.

Definicién 4.2.4

cano de lag

regla coin-

relaciona—

La secuencia finita.fl,...,i n de secuentes es una

demostracién del secuente & en S3#dLul vy cadaii

en la secuencia cumple una de las condiciones 5i-

guientes:

(1) 21 es un axioma.

(i1) L, es la conclusibn de una rcgla cuyas pre-

misas, en el caso de reglas con premisas, son ele-

mentos anteriores 3 ti en la secuencia.

(1i1) ti se ha obtenido por introduccidn o clinmi-

nacién de un sipgno definido en un elemento de la

secuencia anterior a tjj

Definicibén 4.2.5

I es una tesis de S3 o L es demostrable en $3 o

+— YL :¢&3 Hay una demostracién de L en :ij,

53

Pefiniciébn 4.2.6

La {érmula F es deducible en 53 del conjunto !l de

supuestos o LI&E I & llay un subconjunto [initlo
P18 N

b
11°° de 11 tal que b= il —p F.

53
bWefinicibébn 4.2.7
La férmula F es una tesis de 3. IV cn

en 53. k= F 1&» b —Br.
P R R

demontranle
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Definicién 4,2.8

La férimula F es S3-refutable: & \':3 Fo—
Pe)

4.3 Correccibn de S3 respecto a la consecuencia

Correccién y consistencia son conceptos que guar-
dan estrechas relaciones. Dado un cllculo correcto respecto a la

consecuencia (folgeruncrskorrekter Kalkiil) para una 16pgica consis-

tente, es decir, para una 16pica en gque al menos una férmula no
sea l1l6gicamente verdadera, se puede afirmar, claramente, que hay
al menos una férmula que no es teorema del cllculo o, lo que es
1o mismo, que el cllculo es consistente en sentido de Post(lo).
Afirmaciones similares pueden hacerse para otros sentidos de con-
sistencia. En este apartado estudiamos la correcciédn del cllculo
S3 con respecto a la consecuencia. Este concepto de correccidn
engloba, cono ya he dicho, al de correccién con respecto a la
validez. Por ello s681lo damos una prueba explfcta de correcciédn en
el primer sentido. La demostracién sigue la pauta habitual de es-
te tipo de pruebas en este trabajo. Mostramos primero, en un lenma,
gque los axiomas de S3 son secuentes l-verdaderos y que las reglas
de deduccién transmiten la verdad de las premisas a la conclusién.
Luego, en una demostracidn por induccién sobre la longitud de las
demostraciones de S$3, se ‘prueba que todo secuente en una de esas
demostraciones es un secuente l-verdadero y, con ello, toda te-
sis del calculo S3. Dado que si del conjunto M se sipgue la férmula
F entonces el secuente 1 —PF es l-verdadero y a la inversa,
resulta que si toda tesis de S3 es l-verdadera, entonces el cfil-

culo es correcto,
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Lema 4.3.1

(a) Todo axioma de S3 es L3-verdacdero

(b) Toda aplicacién de una regla de 53 cuyas pre-
misas, en el caso de que existan, son lépicamente

verdaderas, tiene una conclusién L3-verdadecra.

Demostracidn: (a). Todo axioma es de la lorma
M, F—p F, N, Por lo tanto, para toda valoracidén que satisface
M aF vale decir que satisface F y, con ello, Fw 1. (L), tn lo que
sigue, mostramos que @B(H) = v =A(U) = Vv cuando I —b Il es la con-
clusién de una repla cuyas premisas son verdaderas en f4 . Esto es
equivalente, sepin la propesicidén 4.,2.3, a la parte (b) del lema
que consideramos.,
RS 1: para toda valoracién fb tal que ﬂ(]‘«‘.) = vV vale que o bien
fP(F) = v ¥y entonces ]‘5({1) = V, por el supuesto, con lo cual
fs(;lvF)= v o bien p(F) # v, y entonces ((2F) =v, de donde
p(ﬁ vF) = v, En ambos casos, pues, fs(fl = (~F«~ Ell)) = Vv,
RS 2: si [3 (f-i) = v, entonces, por el supuesto ;3(17) = v o fA(F) =
v, 5i p(fl) = v, entonces fb ((ianr) o 1) = v. 51 BF) = v, en-
tonces p (7F) # vV y, con ello, ]!(ﬁaﬂ'“) i vy }'&((i‘v‘lo\-\l‘-‘) - 1‘3) = Vv,
RS 3: si ﬂ(lﬁa I3 F) = v, entonces fb (ﬁAF) = VvV, puesto que -
N—L-3 F — =3F. Por lo tanto, [&(f"l) = v, por elksupuosto. l:or lo
tanto, si se cumple el supuesto, entonces B (LiaZ3JRF)- il) = Vv,
R5 4: si {&(I'-\l) = v, entonces, por el supuesto, () = Vv o /3(‘"3) =
v. 51 3 (F) = v, entonces (3(Z3F) = v, por la tautolosia antes ci-
tada, y, por lo tanto, f3 (Z3F v FJ) = Vv, Si(&(ﬁ) = v, entonces
r SSEGI) = v, Luego, en ambos casos, ﬂ(::l?vﬁ) = VvV,
S 5: gi ﬁ(lﬁnﬁ") =V, entoncesf&(r‘}) = vy (3(Fr) = f, Por cl
asupuesto, si [l(l}) = Vv, entonces {S(TJ) =V o 3(F) = v, Ahora bien,
henos aceptado que (3 (F) = f. Luego si B (fi A-]) = v, entonces

necesariamente f abh = v,
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[ L
Regla de separacién: supuesto gue B(MlA Mz)= v, entonces{}(F) =

v o (b(F) £ V. En el primer caso, por la primera premisa, que su-

~
ponemos verdadera, ['S(I’-Jl) = Vy, con ello, ﬂ(fslv }32) = VY En el ca-
-
so de que $(F) £ VY, entonces, por la segunda premisa, P‘(Nz) = Vv

Y, por tanto, f} (}fllw I\'lz) = Vv,

RS 6: la demostracidn es trivial.

RS 7: si |2.(l"[) = v, entonces, por el supuesto de la verdad de las
premisas en ff, o bien [S(FJ) =v o bien B(F) =v ¥ pB(3) =v. En
ambos casos se cumple que ﬂ(ffl v(FAG)) =v.

RS 8: si (b (I:I) = vy B(-(FaG)) = vy entonces (a-F) =v o
R (I?1A-G) =v. En ambos casos se sigue del supuesto que [3 (I‘f) =V,
RS 9: 51 P ([?I), =v , entonces, por el supuesto, (3(1\'1) =v o R (-F)
=v o (-0) =v. si P(-F) = vo { (-G) = v entonces

B (-(FA G)) =v, puesto que ura ~F - —(FAG) y ‘Ta -G - —(FnaG).

b d v
Luego en estos dos casos RB(N v -(FaG)) =v, 31 @ (N) =v, enton-

ces también [b (fIv =(F AG)) =v.

RS 10: sip_.(lfl) =v y B(AXFIX)) = v, entonces p(l?l) =v y

[s (FIAY) = v, para toda descripcidn A. Por el supuesto vale
entonces que § (n) =v.

RS 11: si f&(ﬁ) = v, entonces, por el supuesto, b (ﬂ) =V o
p(m:m?:) = v. En el primer caso, p(N vAXFIX1) = v. En el se-
gundo, ;)or el iteorema de generalizacién (prop.1.7.2.5) y puesio
que, por el supuesto, vale que [ H}E 1(5) RN FG.PEJ y el paréme-
tro P1 no aparece en M,N,F podemos afirmar que H “—I_-,—a *\(;’I) —
MFLX) , o lo que es lo mismo, H\E} (FI v AXFLX)).

RS 12: supuesto que el secuente M, ~FG P,)—bN es L3-vAlido,

J
entonces, por la prop. 4.2.3, \bi-a fvi-b (-FD—P;] —» N). Por el
teorema de generalizacién se puede afirmar que
e, M3 AX(-FLXa— 11} t. de peneral.

H “TS NX~F[X) > § esquena valido,
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AL “AX-—rra= Lef. V
L' 4
M Ly ~AXFLXI- 1 propl.7.2.8 (v)
~ 4
\an (U1 A =AXFLX)) D I teorema de deduccidn,

B 13: si p(ﬁ) = v, entonces, por el supuesto,}Q(ﬁ) = Vv o ((-rTAY)
= v, En el primer caso, Il(ﬁ~v “AXFLXY) = v, En el sepundo, de

b (-FIAY) = v se sipue que A(AXFLX1) = f y, en consccuencia,

B (- AXFTX1) = v, Por lo tanto, b (Il v -AXFLX3) = v.

RS - R3 _: dado que el consecuente es 14picamente verdadero, pour

=1 vl
la definicibén de valoracibn, el sccuente es L3-vAlido., q.e.d

Proposicién 4.3.2 Correccidn de 53 respecto a la
consecuencia. k
Si M es un conjunto de férmulas, posibleiente
vaclo, y F es una Cérmula de L3, entonces

[ b F MW T
33 = L3

Demostracién: Por definicidn de deduccidn podeiiosn
suponer que el secuente Hof—b r, con Hog My ”o finito, es5 demnon-
trable en 53, Ahora bien, sabemos que todo secuente en una $53-
demostracién es L3-vilido, como es Tacil probar por induccidn
sobre la longitud de la deduccibén de los secuentes demostrables:
si un secuente es un axioma, es L3-valido sepgin el punto (a) del
lema anterior. Si es la conclusién de premisas antcriores en la
deduccidn, dado que, por supuesto de induccidn, se puede suponer
que estas son L3-vAlidas, la conclusidn también lo es, por el
punto (b) del lema 4.3.1. Luego el secuente Ho——b I es L3-vAlido

fal
y por lo tanto vale, por la prop.4.2.3, que lﬁ- - —» I, de donde

3

3

se sipue, por el teorema de compacidad qucllWEglf. g.e.d.
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4,4 Replas derivadas en S3

En este apartado vamos a dar reglas de introduccién
en las deducciones de S3 para los funtores standard y el cuantor
nominal existencial, replas que no han sido introducidas entre
las replas primitivas de $3. Aunque el cilculo S3 en su formula-
cibén original es completo, incluso sin la regla de separaciédn,lo
que hace tebricamente innecesarias estas reglas, es interesante
darlas como elemento de comparacién entre S3 y los cilculos se-
cuenciales para L2: en ambos tipos de cilculos no se diferencian
sinticticamente las reglas para los funtores standard y el cuantor
nominal existencial. Primero introducimos las reglas y luego mos-

tramos que son repglas admisibles en S3.

RS 11, F—p N M, G~ N RS M=-bN, I, G
vl v2
M, FvG —bN m—bH, Fv G
ns_’l H—d>il, F M, ¢GLu RS_,?_ M, F—>HN, G
M, F=3 G —P N . N—D N, F» G
RS ii, F34G, G F~-p N RS M—pPN,IF>0 MpN,G-F
o1 « 2
i, Fe2 G —d N H—> N, Féd
1
s 1, FLeP : S ] H, FCA
RSVl M, rr,-.ljj—-—b N (%) RSy, M —b I, FTA)
11, V XFLXI —>H M~ N, VXFIX)

(% ) bajo 1a condicidn de que Pj no aparezca en la conclusién. 1

Podemos mostrar ahora que cuando en una 33-de-
duccibén aparece un secuente o secuentes de la forma de las premi-
sas de una de las repglas RS 1" RS \ ot entonces también puede

N

ser un elemento de esa deduccidn un secuente que tiene la forma



141

de 1a conclusidn de la correspondiente repla. ln virbud de 1a
correccibén de 53 respecto a la consecuencia sc puede afirmar que
estas replas son también correctas. Igualmente, si ¢l cllculo 52
es completo en su forma primitiva, lo ha de ser también el cAlcu-
lo que se origina al afladir a las reglas primitivas de $3 estas
nuevas reglas. En las demostraclones que siguen se supone sicmpre
que en una S$3-deduccidn aparecen secuentes de la forma de la pre-
misa o0 premisas de una regla derivadas y se mucstra como se No-

dr{a deducir la conclusién.

Demostracién de la admisibilidad en 33 de lao

reglas RSVl - RS\/Z'

RSV 1 1. 1, F—P N Supuesto
2, M, G-—PD N Supuesto
3. M, =~F-—p N G 3,1
a4, M, —G =P N nno3, 2
5. 1M, =(~FTa~g)—D U RS A, 3,4
6. I, (Fv G) =P N def.v , 5

RS‘VZ 1. M = F,G, 1l Supuesto
2. H—b ——F, ——G, H RS 4, 1
3. M-__on, ~({=~F A -G) ks 9, 2
4, 11 —bH, (FvG) det'.v, 3

‘hﬁ_’l 1. M—D N, F supucsto
2. M, G b U supniesto
3. H,aF—p I pe o2, 1
4. H, A Fv G —b II ' NS, 2, O

5. 1, Fed G —P I defL —» , 4



142

RS, 1. 4, F—=b N, G Supuesto
| 2, M —3p AF, G,H RS 1, 1
% 3. H—bD “F~G, U RS 0 2
- 4, M —bD N, F-> G def.—> ,3
1 RSHl 1. M, '»G, GS@QF— N Supuesto
2. M, (F=>G)a (GHF) —B N RS 6,1
3. H, Fé>6 —p H def. 4> , 2
' RS, 1. M—p N, Fop G Supuesto
2. H—» N, G- F Supuesto
P 3. H—b N, (F=G)Aa (G->F) RS 7, 1,2
4, 1—D H, Fe G def. &» , 3
: RS 1. M, F@ P;]—D N Supuesto
2. 1, ——P‘[uP§]—9 N RS 3, 1
3. M, -AX-F[X3—P N RS 12, 2
4. M, VXFIX] —p U def.V , 3
) RSV2 1. 11— N, FFCA) Supuesto
2. M—b 1, —-FCAY RS 4, 1
| 3. H—DHN, -AX-F[(X2 RS 13, 3
f 4. M —b N, VXFIX] def N , 3
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4.5 Completud de 53 respecto a la consecucencia

Vamos a dar dos demostracioncs de la caupletud de
53 en este apartado, La primera de ellas se basa en la completud
de B3 y se realiza mostrando que, dada una deduccidn en cl cileu-
lo de Arboles, hay una deduccién correspondiente en 53(11). La
demostraciédn se hace por medios constructivos, indicando el proce-
dimiento para realizar la deduccién en $S3 que corresponde o una
deduccidén dada en B3. Ls interesante el hecho de que a lo larpro
de esta demostfacién se pone de manifiesto la necesidad de la re-
gla de corte, ya sea como resla primitiva o derivada. linta es la
razén de gue hayamos introducido la regla de separacién cntre
las reglas primitivas de S3, aunque pOSteriormehtc denostramos
su eliminabilidad. En la :segunda demostracién de complctud de 5%,
realizada tomando como base la nocidn de propiedad trivalente de
congistencia analitica, vuelve a utilizarse la regla de corte. Lo
primera demostracién nos sirve a la vez para probar, en parte, 1a
equivalencia de S3 con B3, En concreto, mostramos que los deduccio-
nes en B3 son un subcopjunto de las deducciones en 53 o, mejor
dicho, que a cada deduccidén en B3 le corresponde una deduccidn
en S3 que demuestra lo mismo. Posteriormente, al extender el Ilanpt-
satz a B3, mostraremos la relacién inversa. Con esto quedard de-
mostrada la equivalencia de ambos cllculos y a la vez, en basnc
a resultados obtenidos por Blau(11), la equivalencia de 53 con el
resto de los calculos adecuados para L3, Estos resnltados =mon bri-
viales degsde un punto de vista puramente sendntico, puesto gue
dados dos cAlculos adecuados para una 18pica, es claro que las
clases de los pares (IM,F), tales que F es deducible de Il en cada

uno de los cAlculos, coinciden., Sin embargo, en Ltanto en cuanto

la equivalencia entre los distintos cdlculos se establece por me-
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dios sinticticos, indicando los procedimientos de construccién de
deducciones en un cilculo a partir de deducciones ya dadas en otro

cllculo distan de ser triviales, como veremos luepo.

Como hemos dicho, la sepunda prueba de completud
se basa en la nocidén de propledad de consistencia. Constituye una
nueva aplicacién de la teoria que hemos desarrollado en el capi-

tulo segundo.

En las dos demostraciones utilizamos una serie
de reglas de deduccidn derivadas, que demostraremos primero de to~
do en dos lemas. Apoy&ndonos en estos lemas desarrollaremos poste-

riormente las pruebas de completud en sentido estricto,.

El primero de los dos lemas que hemos de consi-
derar afirma la aceptabilidad de clertas reglas de deduccidén que
podemos considerar inversiones de regias originales de 353. Se
trata de lasz reglas RS 2 - RS 13, en las que, en general, la
premisa viene dada por la conclusién de una regla primitiva de
S3 y la conclusibn es la premisa o premisas de estas reglas pri-
mitivas. El1 segundo lema muestra la admisibilidad de reglas de
deduccién inspiradas en el cllculo B3, En todas ellas se muestra
que, dada una deduccidn en S3 en la que aparezca un secuente en
cuyo antecedente hay una férmula y su sucesor en una rama de un
Arbol 16gico, también puede pertenecer a esa deduccidn un secuen-—
te en cuyo antecedente aparece sflo la f6rmula en cuestién y no
su sucesor. Lste lema es la base para pasar de deducciones en B3
a deducciones en S$3. La justificacidén de este paso se dard en el
lema 4.5.3, utilizando un razonamiento similar al de la prueba

del lema 2.5.1.

Lema 4.5.1

Las sipguientes reglas RS 2 -~ IS 13 son admigibles



en 53:
— — S
T H, =T — [ T3 M, =3F —p
=1, F 1, F = I
| —
RS 4 H—b N, ==F RS G 1, Gall —p if
Ho—bM, F I, o, H—bii
RS 7 H—P H, FAG T By =(F A G)=—b i
H—p N, F Hy, - —b 1
(1 —d> N, G ) (11, -G —>» 1)
RS © M—d H, -(FAG) RS 10 M, AXFTXY —b i
()
H—b N, =F, ~a i, 1"[..[)%] —b
RS 11 M —bd I, AXFLX) TG 12 M, —AIFDR —D b
i —P M, FEAD M, -F[AY —d> 0
E13 M —b H, -AXF[X)

(% )
H—b N, -FG P;]

(3% ) bajo el supuesto de que P, no aparece en la conclusidn,

Demogtracibn: En todos los casos se trata de de-
mostraciones por induccidn sobre la lonyltud de la demostracidn
de la premisa de la regla en 3. Sciinlamos con 1. la vase de in-

L]
duccibén y con 2. el paso de induccién.

’

s 2: 1, 84 la premisa es un axiona, entoncers jue-—
de ocurrir uno de los sipuientes casos:

1.1 1§ es el conjunto[ﬂ',*\ﬁ}. Lntonces del axioma
H, I' —p I, 17

se sigue, por RS 1,
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M~ F, B, F
es decir, I~ N, F
1.2 $i 11 y il contienen ambos una férmula G, entonces el secuente

H~—-PH, ' es un axioma.

kEn lo que sipue, diremos que una regla se aplica
via la férmula F o las férmulas F, G o que F (F y G) son las
partes principales de la aplicacién de una regla cuando la conclu-
sién de la regla se hay obtenido por una transformacién de la fér-
mila F o de una subférmula de F (o de F y ), que aparece en la con-

clugién.. Podemos dar el paso de induccién como sigue:

2. 51 H,aF-b N se ha obtenido por medio de una
renpla, entonces vale uno de los casos sipuientes:
2.1 T es la parte principal de la regla. En ese caso la premi-
sa se ha obtenido de 11 —D N, F por medio de RS 2, y no hay nada
que demostrar,
2.2 Una fdérmula de I1 o N es parte principal. Entonces, por supues-
to de induccién y ¢l uso de la misma regla por la que se ha obte-

nido la premisa, se sipue la conclusién de RS 1. .

Antes de entrar en la demostracién de las reglas

RS 3 y IS 3 hay que hacer notar que las reglas

i1, F—b N H—BN, T

1, A u M —B N, aF

son admisibles en S3, como consecuencia lnmediata de RS 1 y RS

RS 3: si la premisa es un axioma entonces vale
uno de los sipuientes casos:

1.1 M es el conjunto {N’,23F}. Entonces del axioma

My F—b H"y F
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se sipue por RS 4 o por una de las repglas que hemos citado

inmediatamente arriba

H, F—b N",21F

“es decir, la conclusidén I,F - I,

+"1.2 81 tanto M como N contienen un enunciado G entonces 11, I — i
es un axioma.

2. 51 la premisa se ha obtenildo por medio de una

regla, entonces vale uno de los s{quientes casos:
2.1 Si la regla se ha aplicado via ==I, entonces la premisa se
ha obtenido por medio de RS 3 o por una de las replas derivodas
que acabawmos de citar, y no hay nada que demostrar.
2.2 Si la regla se ha aplicado via una {érmula de li o i, entonces,
por supuesto de induccién, y por la aplicacién de la misma rerla
a través de la cual se ha qbtenido la premisa, se sipue la conclu-

5ién de RS 3.

RS 4: La demostracién es muy similar al caso

anterior,

RS 6: Si la premisa es un axioma, cntonce:s: vale
uno de los casos siguiéntes:
1.1 0 es el conjunto {N”,(GaID}. Entonces, de los axiomas
I, ¢, I — G, Wy M, g, U=P I, N se sipue, por 5 7, la con-
clusidn de B3 6, M,G, 1 —P I,
1.2 5i 1 y M contienen ambos una férimla I, entonces la conclusidu
e3 un axioma.

5

2. E1 paso de induccidn es andloro al cano de RT 2

RS 7: 1, Si la premisa es un axioma, cntonces ocu-
rre uno de los casos sipuientes:
1.1 i1 es el conjunto {H', Fa G}. Entonces del axioma I'7, ¥, o -]

se si~ue, por RS 6, M~ i, F. Del mismno wodo, del axioinn
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M, r, o — G, il sc sigue, por la misma regla, [ —d N, G.
1.2. Como en la repla anterior.

2. Como en la regla anterior.

RS &6: 1. Si la premisa es un axioma entonces,
1.1 Si N es el conjunto {H’, ~(Fa G)l, entonces del axioma
M, -F—p N", -I', -G ( o del axioma M, -G —b N°, -F, -G} se sigue,
por RS 9, la conclusién M, -F —b N (o M, -G—b N).
1.2 Como en las reglas anteriores.
2. Como en las reglas anteriores,

RS 9: La demostracién es como en las reglas ante-
riores, teniendo en cuenta que el caso 1,1 se plantea de la sipuien-
te manera: 1.1 Si Il es el conjunto M, —(F AG), entonces de los
axiomas M°, -F —% -I', -G, N y WM°, -G,—d -F, -G, N , se sigue

la afirmacién,

5 10: La demostracién es similar a la de las re-
glas anteriores, salvo en el caso del punto 1.1: Si N es el con-
Jjunto {N', A XF(Xj}, entonces del axioma M, F[upil - N7, Fkv Pij p\\!
donde P3 no aparece en 11, F, N’ sergigue; por RS 11, H, FD-P§J—1>N.

‘RS 13: 1. 1.1, Si M es el conjunto 117, -A XFLX)],
entonces del axioma M —F[&P§1—~bPh —F(LP;], donde P; no aparece
en H°, F, M, se sipue, por RS 12, la afirmacién., Los casos 1.2

y 2. se tratan de modo similar a las demostraciones anteriores,

Rs 12 : 1. La premisa es un axioma. Entonces
1.1 si M es el conjuntolﬂ', —A‘XF[Xﬂ, del axioma M, ~FCAY—D -FTA),N
se sipue, por RS 13, M, -FUAY D ~ AXFUX].
1.2 Si tanto M como W contienen una férmula G, entonces la con-
clusibn es también un axioma.

2. El1 primer caso que consideramos es aquel en que

la premisa de la regla aparece en una deduccién-en S3 como resul-
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tado de la aplicacibn de la recgla RS 12,

2.1 La premisa se ha obtenido por medio de la regla RS 12 de un
secuente I, —FC»Pi]-—b H, Si la descripcibn A que aparcce ecn 1a
conclusidén de la repla que discutimos es »P; , entonces no hay

nada que demostrar. Supongamos ahora que A £ 71 $Sin restriceidon

R
de la peneralidad podemos suponer que A & LPj . lado que l1la pre-
misa de la regla se ha obtenido por una aplicacidén de la re~la

. .. . 1 )
RS 12, existe una deduccibén en S3 de un secuente i, —kD-Pj)-b il

1 . . . .
donde Pi no aparece en [i,F,N. Entonces podernos afirmar lo simricnle:

(A) Bajo las condiciones que acabanos e indicar
existe . también uha S3-deduccibn de H,-F[uPﬁ) ~ (] (es decir,
un seccuente en el que cada aparicidn de Pi ha sido sustituwida por
una aparicién de Pl) camblando cada aparicién de Pi por una apa-
ricién de P? en la\demostracién del secuente !, —F[uvil—bﬁ y oG-

. 1 .
coglendo cada parimetro de predicado P’ que sca necesario de tal

1 1
manera que Ph sea distinto de Pi y de Pj'

Prueba de la afirmacidén (A): 5ea If una {8ruula
o clase de Térmulas. Con (1) P;/Pi indicamon el resnltade de la

.. 1
sustituecidn de cada apariciédn de Pk en il por una aparicidn e "y

En los supuestos de la afirmacién que tratamos de probar, vale

1,1 1
que (H)Pi/Pj =M y que (]1)[“],_/P‘j = H, puesto que Pi no aparece en
1,1
II ni en H. Por otro lado,(-FC« Pi))vi/vj = -19{»1’31. puesto que

1
P
1 1 1

1. 5i i1, ~-FLP;I-DN es un axioma, entonces I, —F[LPJ] - il es

no aparece tampoco en [, Resulta entonces que

un axioma.

it.i si o, —FD.Pi]—bTJ se ha obtenido por medio de una recla dis-
tinta de NS 11 y BS 12, teniendo como premnisa un secuente " —H H"
(o dos secuentes MI._b HI y Hgl—b Hg) y como conclusién un secuen-—
te I” —p 1™ ,entonces, por supuesto dec induccidn (H")Pi/rg —D

. 1.1
(11")1’]./1’\_j en demostrable en 83 (el caso de (os prenisas es similar).

. 3 1, 1
Por nna aplicacidén de la repla en cuestidn a (n")Pilpj-b(!w)vi/Vj
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se obtiene la conclusién (1~ )P /P - (N“)P /PJ , es decir,

M, -1‘-'|:~Pj“_\—&> H. ‘

ii,ii. En el caso de que la regla por la que se ha obtenido

M, —FD—Pi)—bIJ sea NS 11 o RS 12, entonces hay que tener en cuen-
ta que —FLgP;J no es desde luego, la parte principal de la apli-
cacién de la regla. Si hay una expresién como A XF{X)(o - AXFLX))
en N™que se ha obtenido a partir de FLLPll (o en M que se ha ob-
tenido de ~FQ-P J) entonces puede escOperse( 3) h - puesto que

Ph no aparece en i, N, FL\Pil - de tal manera que P; sea diferen-
te de Pl. Lntonceq (1 —p N",FL. P J)P /P 4 (M")Pi/ pl —  (N")

J h|
Pi/Pi, Fiu P ]y por la repla RS 11 se sigue

(M")Pi/PJ —b (N")P /P y AXFTX]

es decir, M, -r[»PJJ-—b N

Lo mismo vale para el caso en que en H™aparezca - AXF X . Con es-
to queda demostrado el paso de induccibén, la afirmacién (A) y el
punto 2.1 de la demostracibén de la admisibilidad de RS 12,

2.2, Si - AXFWX)no es la parte principal de la
aplicacién de la regla por medio de la cual se ha obtenido 1la
premisa de la regla RS 12, entonces la conclusiédn se sigue del

supuesto de induccién y la aplicacién de la regla correspondiente.

RS 11: 1. 1.1 Si ¥ es el conjunto M", A XFUX],
entonces del axioma Ii°, FLA) —b N, FLA) se sigue la conclusién

por RS 10.

1,2 S1 M y U contienen ambos una férmula G, entonces la conclusiébn
es un axioma,

2. E1 paso de induccién es similar al de la regla

anterior.

Lema 4.5.2

Las siguientes reglas RS Bl - RS A2 son admisibles
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en 53:
Hyz2F —b T ty, 3738 —b i
RS B3 My, FAG, F, G ~—b> I ' RS B4 M, v =(FAG), 1=, -1 —b il
M, FAG —® N 1, —(tac)—b i
R3 BS My, —(Fa G), =FF —b H I, —{(FFaG), - —p I
My, ~(FaGg) —> I
RS BG6 M " (FAG),~F—> N liy, a{(FaG), 700 —p> 1}
M, W (Fag) —p i
RS B7 M, AXFIX]), FLAl —D i RS B8 M, V~AAFT A~ =Dl
M, AXF[X)—b n M, VAL —D U
R5 B9 1, ~AXFUX3,~FC Plj—bﬂ 1S Blo M, v AXFIXI, A 1'1:;1’1_1 — i
J (%) J
11, =AXFCX) —> I i, VAXFLXI —D i

1 .
() bajo el supuesto de que P\j no aparezca en la conclnaidn,

RS A1 11— H RS A2 iC—p
M, 6 —D H D, u

Demostracibn:

RS Bl: Se sigue inmediatamente de L5 3, 28 1y
Rs 2.

RS B2: Supuesto que en una denostracidn en :33 aDN—
rece wn secuente de la misma forma que la premisa, entonces tonbhidn

pucden aparecer en esa demostracidn los sicuicntes secuentes:

1. M, A°3rF, W F —b N Supuesto

(5k)



2.
3.
4.
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M—p =zF, F, N
H—0 F, N
My~Feitp N

RS 1,1; RS 4
54, 2

3

RS B3: La conclusidén se sigue de la premisa por

RS 6,

RS B4: S5i la premisa de la repgla aparece en una

53-~demostracidn, también pueden aparecer en ella los siguientes

secuentes:

RS 8

RS

S3-demostracidn,entonces también pueden aparecer

M, ~(FAG),2"-F,n -G — H

My, ~(FaG) —b N,
M, ~=(FAG) —b N,

M, -(Fa G) —p N

B5: la conclusidn

B6: S1 la premisa de la regla

sipuientes secuentes:

1.
2.
3.
1.
5,
G.
‘RS
RS 10.

M, m(FAG),~ F —b
My 2 (FAG),"c —
Hy 2a(FaG) —p N,
H, ~(FAG) —p N,
M, 1 {Fag) —> N,
, ~n{FAG) ~b> N

-.F'
~(FAG)

se sigue de

N
N

G

FAG

-G

Supuesto

la premisa por

aparece en una

en ella los

Supuesto

Supuesto

B7: De la premisa se sipgue la conclusién por

RS B8: S1i la premisa aparece en una S53-~demogtracién,

entonces los siguientes secuentes pueden formar parte de ella:

1. 1, 7-AXFIX3, ~FCAl —D N
2, M, - AXFLX) —b N, -FCA)

Supuesto

RS 2, 1



3. M, 9= AXFTXI—d U, - AT rRs 13, 2
4, My T~ AXFLXY —d N RG 2, 3

RS B9: La conclusidn se sipue de la prenisa scom

RS B10: Si la premisa aparece en una hi-denostra-

cibn, entonces los sipuilentes secuentes pueden aparecer en clla:

1. M, aAXFLX], "\FD—PE)-——b il Supuesto
2. M, 2 AXFLX3 —b i, 1-‘[;1*3) o2, 1
3. M, FAXFLXI —P U, AXFLX) NG 11, 2
4. M, TAXFEXI D 1 ns 2, s

RS Al: demostracibn seqin la longitud de la S3-
demostracidén de la premisa: 1, Si N —P N es un axioma, tabién
lo es 11, G —P N,
2:2,1 Toda aplicacién de una repla, fuera de las reclas I 11 ¥y
RS 12, es también una aplicacidn de la misma resla cuando premi-
sas y conclusién se amplian en la férmula G.
2.2 51 M—DN se ha obtenido de LI —DN", F[»Iﬁl por una aplicacidn
de 1la repgla RS 11, entonces se puede sustituir cada aparicidn de
Pl en la demostracién por una aparicidén de un pardmeiro distinto
dé todos los de la demostracién y de . Entonces, por supueslo de
indiceidn, vale que M, G-—dII7, FE-Pi], donde Pi es ¢l nuevo pari-
metro, €s un secuente de una S3-demostracidn, ¥ por I 11 no sinncl
la conclusibn. Lo mismo vale para el caso en que la preuisa se ha-

ya obtenido por una aplicacién de la repmla R 12,
RS A2: La demostracidn es siwmilar al canso opterior,

Pasamos ahora a mostrar la relacién entre deduccio-
nes en B33 y deducciones en $3, como paso previo para dar Lo prime-

ra prueba de completud de 3.



Lema 4.5.3

Sea B o una deduccién de F a partir del con-
14

™ F
- junto 11© de supuestos en el chleculo B3, siendo
11° un conjunto finito. Sea P un punto de B0 “F
4C =T

y wp ¢l conjunto de los predecesores de P en

B” - Bajo estos supuestos, se cumpie que para
1°,mF
todo punto P del Arbol finito cerrado B

es

ne,r
demostrable en $3 el secuente HN°, wp——b .

Demostracién: Por induccién fuerte sepin el niime-

ron de sucesores de P en BHO, F
Base de induccién: n = 0. En este caso P es un
punto final. Entonces W, es el conjunto {n°,F,aF} o {[1°,F,-F),
Del axioma Ho, F—>F ge sigue, por RS 2 y RS 5, MO.F,ﬁF——b
y HO,F, -F—p .
Paso de induccién: Supuesto de induccibdn: Si el

punto Q’ delano tiene menos sucesores que P, entonces es demos-—
i > —

ar
trable en 53 que HZ, HQ,'——D .

1. A P se le ha afladido un supuesto ¢, Ge€N°, Por
supuesto de induccidn, Ho, WP' G —P es 53-demostrable, Esto es
lo mismo que decir que H°, W;-—b es S3-demostrable,

2. AP se le ha afiadido un sucesor H o dos suceso-
res Hl Yy H2 por medio de una aplicacién de una.de las regrlas
RB 1 - RD 10. Entonces sea M = MOL)(WE\lg} ), donde Q es un punto

de wp, a determinar en cada caso.

2.1 S1i H se ha obtenlido por RB 1, entonces I es

F y hay un QE\%,tal que Q 4 Eif\ Entonces, por supuesto de in-
L]

duccién, 14,23 F, F — es S53-demostrable. RS B1,ii, 33F —b , es
decir, HO, wp-4> es H3-demostrable.

2.2 31i 11 se ha obtenido por RB 2, hay un Q tal que

QG\%)y Qu JZ3F. Entonces, por supuesto de induccién, M,3231, -
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es S3-demogtrable. Por RS B2, M,:“'_‘_: F—p es H3-demostrable,

2.3 51 ll es I o es G y se ha obtenido por i B2,
hay un Q en Wp tal que Q es FAG. 3i Il es I, entonces, por supies-
te de induccign, My, Fa G, F—p es S3-demogtrable, l'or RS Al vy
RS B3 H, FAG —b ¢s S3-demosirable. Un razonamiento similar
vale para el caso en gque Hl es G.

2.4 Sea I "-T o 2-G, habiéndosc obtenido por R 4,
lHay un Q en \-.'P tal que Q es -(FAa ). Por supnesto de induccidn
I, n~(F aG), S -F —> es S3-demostrable o M, = (FaG), 7-rn —p

5 S3-demostrable., Por RS Al y IS B4 H,—(Fa G) —b es S3-denosira-

]

ble,
2.5 Sean ”1 N H2 las férmulasz -~ y -3, respecti-
vamente, Supuesto que se han obtcnido por RB 5, cxiste uvn 7 en

\'IP que es de la forma ~(F AG). Por supuesto de inducciébn,

t, (FaG), -IF — vy M, —(Fa G), -G — son S3-demostrables.
11, —(Fa G)—b es S3-demostrable por RS U5,

2.6 61 ”1 y HQ son I y =G habiéndosie obtenddo
porRB Gexiste un punto Q en W, de la forma =(FaG). Por supuesto )
de induccidn, M, 2 (FAG), O F —; y K, a(Fag), 06 —Pp sou Hl-de-—
nmostrables. Por RS BG, M, (FAG) —P es5 S3-demoutrable,

2.7 8i H es FLA}, entonces hay un Q en NP de 1a
forma A XFC[X), si 1l se ha obtenido por 1I37. lor ::npue.v;to_dc indnceidn,
11, AXFCXl, FIA)—D es S3-demostrable, y por I3 b7 lo en
iy, AXFC(X) —> .

2.8 3i 11 es 1 -I'lKY, habiéndose obltenido por 1 o,
entonces hay un Q de la forman-A XLl en ‘.,’i, . Entotices, por
supuesto de induccibn, il,.1-AXFLXIN-FIA) —& o5 in-dewnostrable.
Por RG 138, lo es también ii,~ -A XFTX1—D .

2.9 3i 1l es =FOv 1‘§] v e ha obtenido por 115 9,

o

entonces hay un Q de la forma -—-AXFUilen \.’P. Por supuesito de in-
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duccidn, 11, ~ AXrtil, -rFbh Pi]-—-b es S3-demostrable y por RS
B9 lo es también i, —-AXFCX] —b .

1
2.10 Si Il es ﬂFD—PJ

entonces hay un Q éen \-.’P de la forma " AXFLX1. Por supuesto de

induccidn, H, VA XF‘[X)T “Fbk Pﬁ]—-bes 53~-demostrable y por RS D10

1 ¥y se ha obtenido por Il 10,

lo es también i1, 1A XFLX1 —D .

3. 51 el sucesor de P pertenece a [3”0 . p POr una
3 ’
de las reglas RB 11 - RB 14,entonces, por supuesto de induccidn,
19, Wpy 1, —D  es S3-demostrable., Por las reglas RS__l - Rshl,

Ho, w;-—b ”i es S3-demostrable, Por la regla de separacién,

M°, w; —4> es S3-demostrable. g.e.d.

La demostracién de la completud de 53 es ahora
muy sencilla, Partiendo de la completud de B3, demostramos que si
un enunciado es consecuencia semintica de una clase de enunciados,
entonces es deducible en B3 y, por el lema que acabamog de demostrar,

en 53,

I’i-o[gosicién 4.5.4 Completud (restringida) de B3
st ¥ es un conjunto de férmulas paramétricamente
limitado, posiblemente vacfo, y F una férmula de
1.3, entonces

ST S— M e— F,
W= F = 1M F

Demostracién: Si M‘*"IE F, entonces por la comple—

tud de B3 {(prop. 2.4.5), N"ﬁu—a F. Por la definicién de deduccién

en B3 se Siy‘{ué gque hay un arbol cerrado finito con supuestos
11°%,1F donde 1i° € I1. Por el lema 4.5.3 wM°, W o~ es S3-demos-
trable, eg decir Mo,ﬂ I' —» es S53-demostrable. Por lo tanto, por

RS 2, I-IO—D F es G3-demostrable y por la definicidn de deduccién

en 53, 14**5—3- r. q.e.d.
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Proposicién 4.5.5. Completud (general) de &3
Sea Il un conjunto de f{6rmulas, posiblemente vacio,
y F una férmula de L3. Intonces

Mlb— F H =T
L3A, = 53

Demostracién: Como en la proposicién anterior,

utilizando la completud peneral de 33.

Proposicién 4.5.6 Adecuacién de 53
Si M*es un conjunto de rérrmulas paramétricamente
limitado y F es una férmula de L3, entonces

" F & "7,
s Y53

Demostracidn: La proposiciédn es consccuencia inre-—
diata de la completud restrinaida y la correccién de 53. (propormi-

ciones 4.5.5 y 4.3.2).

Hos volvemos ahora a la se~unda demostracidn de
la completud de S3. En este caso ﬁon basamos en la nocidn (e pro-
piedad trivalente de consistencia analitica. Como en ¢l cano de
B3, demostramos que la demostrabilidad de ciertos ecuentes o,
mejor, su no demostrabilidad en $3, es una propledad de concinten-
‘cia. De ahi se sigfue la completud de $3. Aunque el conleniilo
final de la prueba no difiere, naturalmente, de lo que afivmn 1a
anterior prueba de completud, juzco intecresante esta demostraciédn
en sf misma, como aplicacién de la idea de propiedad de consirten-—

cia a un cilculo nuevo.

Definimos la propiedad E_. como sirue: 5i 10 cnoun
¢}

conjunto de férmulas de L3, H€LE_ sii para todo subconjinto fini-

0 . . . . .0
to I de ;i no hay una S3-demostracién del secuenic (i —P . Vanos
a demostrar a continuacién que L_ es una propicdad trivalente e
2

1
]

consistenclia analfitica. Sin embarpo, en vez de probar que Ii.
)
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cumple las condiciones de definicibén de las propiedades de con-
sistencia vamos a probar que €l complemento de ES’ es decir, la
clase de conjuntos de férmulas tales que tienen - un subconjunto
finito NO con un sccuente M°—4> que es S3-demostrable, cumple las
condiciones (1i°) - (vi’) de 1la definicién de propiledad de consis-

tencia,

Lema 4.5.7

Seca E5 la propiedad de conjuntos de férmulas I de-
finida por: FleES sii para todo subconjunto fini-
to No de M no hay un secuente Mo——b demostrable
en 5S3. Entonces E5 es una propledad trivalente de

consistencia anal{itica.

Demostracibn: (i”) Si M contiene una férmula y su
nepacibén fuerte o débil, entonces hay una S3-demostracién de HQ—V,

para un subconjunto finito H° de M. En concreto, la siguiente:

1. F,mnF —b F 7 Axioma

2. FynF—D RS 2, 1
0 bien

1. ¥, -.F —p F Axioma

2. F, =-F —b RS 5, 1

Es claro que los conjuntos { F,aF} y AF,-F} son subconjuntos finitgs
de M. Luepo se cumple la condicidn (17): Si hay una f6rmula F en
M tal que ella y su negacibn fuerte o déhil aparece en I, enton-
ceg hay un subeonjuntoe finito M° de M tal que el secuente HO—4>
es demostrable en 33, es decir, N ¢E5.

(1i°): si {M,o,oﬁ ¢ E, o {H,O,oz} ¢ E., entonces
sea HO un subconjunto finito de Il tal que los secuentes H,o,o1—4>

o M°, o, o, —_— son S3-demostrables. Entonces se cumple que



(1) si o es I5F, entonces
=n o
1. M7, 538, F —
JLo S
2. 1H,33F —b
(2) 51 0 es (FAG), entonces
1. 8%, Faq, F —b
. .0
(r". U7, ¥Aa G, G~
2. 1%, FaG, ¥, 6 —
3. 4%, Fac —
(3) si o es1-(Fa G), entonces

1. HO, 9-(FAD), A= —>
(1. B2, 9 =(FAG),~ -C =

2. 1%, = (Fan) A =F,n -0 —p

o

3. H ,-(F G)

Por lo tanto, si M°, a, o,~—b es i3-demostrable o lo es 11°, a, q,

entonces lo es también 119, o —p .

condicidén (ii7).

En consecuencia,

supucnto

RS

Supuesto
supuesto )
ki Al, 1 o 1”7

R3 6, 2

sSupnensto

Supuesto)

RS AL, 1 o0 17
13 1A

2

se cuiple 1a

(ii17): @i {n,b,b,l} ¢ E. v {i1, h,bg] ¢ £, cutonces

sea HO un subconjunto finito de

Q
i1%,6,6, —> vy 1°, b, b,—P son

secuentes

(1) 1%, A23r,A 1 —
o (2)y n, =(Fan), -F-—-p
y (27) 1, =(Fan), =G
o bicn (3) Hy, a(FAGC), 7 F —>

y (37) H, 2 (Fa ), 00—

son demostrables en $3. Entonces, por RS L2,

o
secuente 1, b —b es S3-demostrable.

S3~denostrables.

RS

1 tal que los secuente:s

intonces, lon

3Gy RS g6, el

. rd ) -y -vO
(iv"): si {H,c,c L'/\‘.\}¢L‘.., entonces sea i nn sub-
3

conjunto Finito de M, tal que el secuente 1°, ¢, cCAI —D

S3-denostrable, lntonces, los secuentes

sea
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(1) 1°, AXFEX3, FCA) —b

[o]
(2) u®, 29— AXFIX1,7-F[A1—b )

son S3-demostrables., Por RS B7 y RS BRS8, HO, c, —b es S3-demos—
trable,
. 1
(v?): si {I\ﬂl,d,dDPj]} & E_, entonces sea t° un

: 1
subconjunto finito de !, tal que el secuente 'MO, d,d[\.PJ‘_\——-D sea

1
53-~demostrable., Supuesto que P1 no aparece en I«Io,d, los secuentes
o] 1
(1) m°, - AXFtx3, —FLLPJ]—©
o
(2) Ho, 2 AXFCX], 1FL\-P3'.\ —b
son S3-demostrables. Por RS B9 y RS B 10, M,d —P es S3-demos-—

trable, es decir, si {J-.I,d,dC~P;)}¢E5, entonces {M,d‘} #—ES, como

exipe la condicibn (v7).

(vi“): st [?»vI,HJQ Ec, para 1£1ig 4, entonces sea

Mo un subconjunto finito tal que existe una S3-demostracibn para

1. m°, o —> .

Entonces se puede hacer la siguiente S3-demostracidn:

o
: — RS
2. Ho-—b Hi RS=1 Rle

3. b Regla de separacidn

o
En consecuencia, de la S3-demostrabillidad de It , Hi——-b se sipue
la demostrabilidad de Mo — . Por lo tanto, se cumple la

condicién (vi). g.-e.d

Del lema se sigue la completud restringida de 53

como sirue:

Proposicién 4.5.8. Completud {(restringida) de 53
Sea M*un conjunto de férmulas parametricamcnte‘
limitado, posiblemente vacfo, y F una rérmula de

L3. Entonces se cumple que
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Ul F =3 ™— ¥
L3 53

Demostracibdn: si “*“EE iy entoncern {hf1y}on
Lo-insatisfacible. Por el Principio de Unificacién, {i% 1} ¢ e
Esto es equivalente a decir que hay un subconjunto finito 19 de
¥ tal que el secuente MO ,TF —P es Si-demostrable., Por NG 2,
H~—D F es S3-demostrable. Por definicién de dednccibn en 13,

Mh— F,
S3 r

La completud pgeneral de $3 y su adecuacidn sc ni-
auen, sobre la base de la proposicidén anterior, del wisno nioto

que en los demds cAlculos.

4.6 Eliminacidn de la recla dc_separacidin en 50

In este apartado demostranmos el llauptsats parn
$3, de cuyo contenido y consecuencias ya hemos habladoe, itdichio con
cierta precisién, lo que hacemos es mestrar gue en un c¢filculo 5o
cucncial irual a $3 salvo que en €1 no aparece la res-la e corte,
30N demostraﬁles los mismos sccuentes que en 83, 1na ves cue hoyn-
mos probado esta afirmacién, hablaremos de 43 bhajo cl sunuenlo Lm-

plicito dc que se trata de ese chAlculo sin rerla de separacidn.

troposicién 4.6.1

Supuesto que hay demostraciones en 53 nara los

gsecuentes Pl: |t

i
}
£

e r‘—4>111 Ng 1%3:;.?-—b I, u“ cn
% las cualesz no se ha cuplecado 1a recla de separa-
k
: cidn, entonces hay también una i-demostracidn
del secuente e U2——b ”1' i, en 1o que no se
2

emplea la recla de separacidn.
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La demostracidén de esta proposicién se realiza
por una doble induccidén sepiin la longitud de las demostraciones
de P1 y P2 y see(in el grado de F fuera de las descripciones, si-
suiendo el modelo de la demostraciédn de Gentzen. En el apéndice I
daremos otra demostracidn distinta del mismo teorema, basada en

ideas de Smullyan.

Demostracidn de la prop, 4.6.1: Por doble induccién

segin (i) la suma k de las longitudes k1 ¥y k2 de las demostraciones

en S3 de los secuentes Pl y P2y (ii1)segin el grado de F fuera de

las descripciones.

1. Base de induccidbn: Si k = 2, entonces, para todo
gr(F)}, Pl y P2 son axiomas y hay una férmula G que aparece en el
antecedente y el consecuente del secuente P1 y una férmula G~ que
aparece en el antecedente y consecuente de P2, Consideremos el ca-

so en que ¢ 0 o son distintas de F, Entonces o bien Pl, es decir,

M F-—4>PH es My, n, F~DN", G o blen P2, es decir, Mz-——b F, N

1’

es Hé, GC"—p ¥, G, I En ambos casos My, MZ-—{> Nl' N2 es un

5
axioma, ¥y por lo tanto es demostrable. En el caso de que ¢ sea
igual a F ipual, a su vez,a G°, tenemos que Hl,F-—4>N1 es

Hl, F —» ni, Fy Mz——«b Nz' F es né, r -—bnz, F. En este caso
] M I8
Tll. 5 —b

N,, W7,

1’ N2 es tanbién un axioma, en concreto Ml, ”é y F —D

I . Esto completa la demostracidn de la base de induccién.

2.Paso de induccidn, Supuesto de induccibn: Sea
k22 vy n el prado de I fuera de las descripciones. Sea m el grado
de G fuera de las descripciones. Entonces I1: si men y
Hl' G —-B ”1 y Hz-—b H2, ¢ son S3-demostrables sin regla de corte,
entonces ”1' H2-—§ Hl, N2 es S3-demostrable sin repla de corte,
I2: si mZzny PI: B, G—b N y P: ng-—b N2, n son G3-denostra-

1 1 2
bles sin regla de separacién con longiltudes ki N ké respectivamen—

te y i+ ké < k, entonces M,, I, —® N, N, es S3-demostrable sin



aplicar la repla de separaciébn,

2.1:1-11, F—il, ol

' 1 2-—b r, H2 3¢ han obtenido
por RS 1 via una férmula 6 o ¢¢°. Sea G o n’distintas de I en 'L

o P2,
2.1,1: 31 ”1' F —p N es ”1' F —p 141'—TC , entoncesn Pi:;%_ﬁ’ﬁ1~v Hi
es S3-demostrable con longitud k;< k]. Dado que kq+ k;< i, de P

,

) 1
y P2 se sliprue, por 12, que Hl,ne,u ——br:i,u2 es Hi3-demnoslrabille sin

repla de separacién si P1 y P2 lo son. Semm IS 1, ”1'”2 —d L ,n?
1 o

es también demostrable sin uso de la reepla de separacién.
2

2.1.17: Si M2-—b F, N_ es Hz-—b F,N., 0o, entonces P;:H“,nﬁ—b 1y il

2
es G3-demostrable. Entonces, por I2, se sigue que h],H

- N

?,(;'-p .h'l,n,

es S3-demostrable sin repla de separacidn si Pl y P2 lo son.lor

P

RS 1, lo es también Hl,Hz-—D Nl'”2'

Suponemos ahora que G y G son F, es decir, suponenos que 'l o I'2
se han obtenido por RS 1 via ¢ o " y que Gy G son I’ o, lo que

»

es lo mismo, que F es la parte principal de la aplicacién de i3 1
en P’1 o P2, Dado que la parte principal de RS 1 aparece en el
consecuente de la conclusién, el inico caso que cabe consideranr
es el siguiente:

2.1.27: Gi MZ——b F, N2 es Hz—-bﬂ?ng, entonces Pé: SRS ”?
— _I)

e5 N3-demostrable por RS 2 y RG 3 Pl es ¢l secuente

Hl,wn —~b[!1, de donde se sipue, Por RO 1 oy L 4, 51 —4>i}], . e

este Mltimo secuente, junto con P; e sicue, por 11, pueslto gque
:

ar(G) € sr(aa) = or(F), que H_,H_ —D ”1'“? es S0-—demostrable nin

1'
rerla de separacién, cuando I'l y P2 ge han oblenido sin re-la

de separacibn.

2.2:P1 o P2 se han obtenido mediante la re:-la
NS 2, via G o 67 Consideramos primcro el caso en que oo G son
distintas de I,

2.2,1: Si Pl se ha obtenido por II3 2, entonces Hl,V-—b El e
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Hi.‘\G,l’——-D ”1' Entonces, Pi: Hi,F-—‘b Nl.(‘, es S3-demostrable con

longitud ki( kl. Puesto que ki+ k2< k, de Pi y P2 se sigue, por

12, la demosirabilidad de Mi,ﬁz—'P Nl"”z sin regla de corte si

Pl y P2 se han obtenido sin regla de corte. Por RS 2 también es

i = T, N
1,112 1? [
2.2.1°: Si P2 se ha obtenido por RS 2, entonces Mz —> I-“,N2 es
MQ','tG — r, N2
trable con longitud ké( k

demostrable sin repla de separacibédn el secuente H X

¥y, en consecuencia, Pé: Mé —> F,(:,N2 es S3-demos-

,+ De PJ y Pl se sipue, por 12, que

Hl'”é’ —D ”1’”2’“ es S3-demostrable sin repla de separacién si
P1 y P2 lo son., Por RS 2 lo es también My oM, —b Ny N,
Sean ahora G y G~ la férmula F, Hay que considerar el siguiente

2.2.2: Si ”1' r - ”1 es Ml,-\r} — Nl’ entonces Pi es S3-demostra-

ble, por RS 1 y RS 4, Entonces existe la siguiente demostracidn

en S3:
1. Ml—-b Nl' G P1
2. N2-—b -\G,N2 ‘ p2
3. Mz,-\'\G - N2 RS 2, 2

4. HE'G — N RS 3, 3

2
Puesto que el grado de G es menor que el prado de = G, por 11
se sipue de 1, y 4. la afirmacién de la demostrabilidad en S3

de l-l1,112 -3 I\II,M2 sin regla de separacibén si P1 y P2 se obtuvie-
ron sin usarla,

Finalmente, no cabe considerar €l caso en que P2 se ha obtenido

por RS 2 via F, puesto que F aparece en el consecuente de P2,

2.3: P1 o P2 se han obtenido mediante R3 3, via
G o G°, Consideramos primero el caso en que == 0 =G son
distintas de I' en Pl o P2:-

2,3.1: Si P1 se ha obtenido. mediante RS 3, entonces Pl es
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I‘Ii,::\r‘,,F——b I‘ll v se ha obtenido de I’i: Hi,(;,]-‘ —bl)l, 1a lon~itud

de cuya demostracidn es menor que kl, la lone~itnd dec la denostro-
cidén de P’'il. Por 12, se sigue que l-I]'_,C,Ii‘?@ Ill,Hp en Gd=demostro-
ble y por RS 3 1:11,1.12 —> Nl,I‘J2 es 33-demostrable sin repla de sc—
paracién si P1 y P2 lo son.

2.2,17: P2 se ha obtenido por RS 3. P2 ex el secucnte u,’),:;r:’—bl-‘,nq.
La demostraclbn es, en este caso, similar a la ru‘rt:crior.r

Sea ahora G y ¢“igual a I’, Dado que F aparece en el consccucnte

de P2, este secuente no se ha obtenido por medio de RS 3 via IF. Kl
caso que queda por considerar es, entonces, el zipuiente:

2.3.2: P1 se ha obtenido por RS 3., Entonces, Pl es I-Il,__:(: - il .

1
Por RS 3, Hl,G —> Nl es S3-demostrable. e P2 se gipue, por RS A,
”2 — c,n2. Por Il se sipue que :.il,m2 —b “1'”"'05 G3—denoatirable

sin regla de . separacién si 1o son también 'l v P2,

2.4: 'l o P2 se han obtenido por I3 4, via 6 o 67,

Estudiamos el caso en que G o G son distintas de I,

2.4.1. 8i P1 se ha obtenido por 115 4, entonces 'L ¢ ;11 , =P 121’,:-’\".
¥y hay una S3-demostracién de P{: Hl,l-‘ —b Hi,c con longi tud 1:1‘< ):1.

De P{ y P2 se sioue, por I2, 111,112——b IJ{,(‘,,]IE. Por NG 4,

I —D I ,112 ez S3-—-demostrable sin reerla de separacidn si Pl

1,4
177 1
y P2 lo son.

Sea ahora [ la parte principal de la aplicacidén de 1a rcrla. P'neslo

que F aparece en el antecedente de I'1, PP1 no se ha obtlenido por

e

RS 4 via F. Consideranos entonces €l caso 2.4,27:

2.4,2°. 51 P2 ze ha obtenido por RS 4, entonces I, — 7,0t oo

o o

l!?~—{> T3G,H,,. Entonceg de Pl: fil,::ﬁ- —> 1’-:'1 se cicue, nor G b,

<

1r1,c — 111. be P2 se sipue, por RS 4, ng—bn,n?. or I1 se
sicue que ]Il,II,) —> I-Jl,Ilq es Bi-deimostrable sin resla de corte

si 1 v P2 lo son.,

2.5: P1 o I'2 se han obtenido por RS 5, via n o 17,
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Discutimos primero los casos en que G o G son distintas de I,
2.5.,1: 51 P1 sec ha obtenido por RS 5, entonces Ml,F'——D Nl es

Mi,—G,F —b Nl. Entonces Pi: Hi,F-‘b Nl,G es S53~demostrable con

longitud ki( k,. De Pi y P2 se sigue, por I2, que Hi,me-—4> Hl,H2,G

es demostrablelsin repla de corte si Pl y P2 lo son., En consecuen-
cla, por RS 5, Nl,nz-—b “1'”2 es también demostrable sin regla de
corte 3i P1 y I’2 1o son.

2.5.1°: E1 caso en que P2 se ha obtenido por RS 5 via una férmula
G distinta de I, se trata de manera similar al caso anterior.
Consideremos ahora los casos en que G o ¢ “son F, es decir,los
casos en que I es la parte principal de la aplicacién de la re-
gla, llay que notar que no ocurre que P2 se haya obtenido por

R8 6 con G = F, puesto que esta repgla tiene como parte principal
de su aplicacién una férmula en el antecedente y F aparece en el
consecuente de P2, Consideramos s6lo el caso siguiente:

2,5.2: 81 'l se ha obtenido por RS S, entonces Pl es I, ,~G —d Nl

1

v se ha obtenido de Pi: ”1 —> N, ,q. Entonces existe la sipuien-

1
te 53-demostracidn:

R e M ’
1 Hy rl, G Pl
. M, =G p2
2 112-—-\’ ot =6
3. My,—=0C — 112 RS 5, 2 .
4, r42,c —> Nz RS 3, 3

1,1.-12—b Nl,N2 es S3-demdstrable

sin regla de separacibdn si P1 y P2 lo son.

De 1. y 4. se siprue, por Ii, que I

2.6: P1 o P2 se han obtenido por RS 6, via G o GJ
Estudiemos primero el caso en que Pl se ha obtenido por RS 6., Puede
ocurrir que G, es decir, la parte principal de la aplicacién de
la resla, sea distinta de F (2.6.1) o que sea I' (2.6.17).

2.6, En este caso P1 es el secuente Hi,(HAIl'),F-—b Nl. e ha ob-
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tenido de Pl Hi,F,H,H'-—b Nl, secuente que es S3-demosbtrable con

1
longitud ki( kl. De Pi y P2 se siecue, por 12, Hi,Hz,H,!V — H],HQ.
Por RS 6, HI,H2<—4> ”1’”” es S53-demostrable sin repla de sepava-

¢ién si P1 y P2 lo son,

2.6,17: En el caso de que Pl se haya obtenido por RS 4 via o v
G sea I, entonces Pl es el secuente Hl,(]IAIV) — ”1' P2 es ocl
secuente M,—bd Hg,(HAI{’). Por 8 6 y RG 7, de PL y I'2 se simuien

los secuentes Ji_ 1,107 —d [ ; 11?——(> l|2,u v, = 1,7 Por

1 1

I1, el secuente Nl,nz-—b ”1

separacién si P1 y P2 lo son.

o

yH, es 533-demostrable sin rerla de
[

Consideramos ahora el caso en que P2 se ha obtenido por IV 6. In
este caso, la parte principal de la aplicacidn de la resla, 1a
férmula G°, es distinta de F, puesto que R3 6 actla souire el ante-
cedente de los secuentes y F aparece en el secucnte dc PP2. ‘tene-

yTAU") —> 17,10

~

mos entonces que P2 es el secuente [i L+ Que ge

ha obtenido de l’é: H?,H,II'—D r, 1’12, cuya damontracidn tienc una
lonritud k; menor que k2' la longitud de P2, Entonces de I’ y 1,

por I2, se sigue que Mé,ul,n,n’—b es G3-—-demostrable ~in

M, H
1' 2

repla de corte si Pl y P2 lo son y, con ello, “1’“? —H 511'”“

también lo es, por RS G.

2.7: P1 o P2 se han obtenido por R 7. Congidern-
mon primero el caso en que PPl se ha obienido por medio de c¢na
repla., Sea G 1la parte principal de la aplicacibén de la recla,
ha de ser distinta de F, puesto que I3 7 actia sobre ¢l concecich-—
te de los mseccuentes y F aparecec en ¢l antecedente de I'l,. FEntoncce::,
Pl es el secuente Hl,bN—b Hi,(llan). Lste secnente se ha obtbni_
do de dosn secuentes anteriores en la demostracibn, a sabeyr,

Pl oW

1 1’
y ki’ de P;', ambas menores que kl. Por I2, de P2 vy P{ se sicue

I —b ni,u v P]'_’: oyl —> ni,n‘ con longitudes 1--.1’_ de 1]

”1'“2-") 11’,11,1'\!2 y de P2 y 1"i'se sirue i, Gl =P 7,17 ,0 . he

1 172 1 >
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aquf se deduce ”1'”2'—° “1’” por RS 7 sin utilizar la rerla de

2

separacidn si en las demostraciones de Pl y P2 tampoco se utilizé.

Consideranmos ahora el caso en que P2 se ha obtenido por RS 7. Pue-

de ocurrir que (2.7.2) la parte principal de la aplicacién de la

regla, la férmila ¢, sea distinta de F o que (2.7.27) sea ipual

a I,

2.7.2: In este caso el secuente P2 es M2——blf,ﬂlnli'), N2. La

demogtracibén en este caso es gimilar a la anterior.

2.7.27:el secuente P2 es Ho*—b F, (H AH'),N2. Pl es Hl,(llh}[')——b Hl.
1,-11,11’-> o H=b LI,

v H2——D)1’,112 son S3-demostrables, Por I1 lo es Ml,ﬁg——b “1'”2 ,

IS

De P1 vy "2 se sifue, por RS 6 y R5 7 que M

sin recla de separacidén si Pl y 1’2 lo son.

2.8 P1 o P2 se han obtenido por medio de RS 8,
via una férmula G o G°., Consideramos primero el caso en gue Pl se
ha obtenido por RS 8. ¢ bien G es distinta de F (caso 2.8.1) o bien

G es I {(caso 2.8.17).

2.8.1: I'1. es Hi,—(HAilf),F — Ny se ha obtenido de secuentes

1

anteriores en la demostracién, a saber, PJ: M ,-II,F —Dd N

1 1 1

Pi': H{,~H',F-—b H] con longitudes de demostracién ki y k

menores que kl. Le Pi,Pi'y P2 se sigue,por I2, que

”i’“z'—”’—”'_b “1'”? es G3-demostrable sin regla de corte 3i Pl
M, —> M ,N_.
12 12t .
2.8.17: 'Fn este caso 'l es Ml,-(uan‘)—b H) Por RS 9 y RS 10,

y
<

1

y P2 lo son. Por IS 8 lo es también M

1} nl,—n > uly
H2-—4>110,-H,-H' son demostrables en S3., Por I1 se sipgue que

se sipue de I'l ¥y P2 que los secuentes nl,-n - N

Ml,Ng-—b ”1'”2 es S3-denostrable sin repla de corte si P1 y P2

lo son,

Consideramos ahora el caso en que P2 se ha obtenido por RS 9. kn
este caso, F no es la parte principal de la aplicacidén de la re-
rla, puesto que F aparece en el consecuente de la repla. Entoncer,

P2 es H;,—(HAII’)-—b F,H2 y la demostracién es similar a 2.3.1.



2.9: Pl o P2 se han obtenido por R4 9, via uana
férmula ¢ o G°. Supongamos que I'l se¢ ha obtenido por 1Nt G, in
este caso, la parte principal de la aplicacidn d¢ la resla, 1a
férmula ¢, es distinta de F. Por lo tanto sdlo cabe considerar cl
cago 2,9,.,1:

2.9.1. P1 es Hl,F-—b “i,—(”h I”) y se ha obtenido de un secuente
P anterior en la demostracién, P’/ es nl,k‘—b H.,-t,=-ii" v la lon-

1 1 1
e 1‘{ v 2 ne zioae,

ritud ki de su demostracidn es menor que kl.
por 12, Hl,HQ——b lli,—]l,—ll'.”2 y de este secuente, por R 9,
HyoHL, =D I, 1,

En el caso de que P2 se haya obtenido por RS 9, puede ocurrir gue
n“sen distinta de ¥ (caso 2.9.2) o que i sea F (2.9.27).

2.9.2: P2 es Hz-—b I,=(1a H'),Hz. La dernostracidn ez sinilar al
caso anterior,

2.9.27: 2 es H?-—b ~-(1afr), NE. Entonces, por Ko 9 v 10 & soun
dermostrables los secuentes H2-D —H,-H’,H2 N ”1'"!!—4>jﬁ N

”1'—”2~blhf estos (ltimos tomando conmo premisn a M. Por [1 e

M, .

sipue 1 iy

115
2.10: P1 o P2 se han deslucido por i 10, via

una férmula ¢ o °. Supuesto que I’ se ha ohtenido por 5 10, pue-

de ocurrir que o hien ¢ sea distinta de I’ (caso 2.10.1) o bicn

que sea ipual a F (caso 2.10.17),

2.10.3: P1 es Hi,

Pi: Ili,l".l:l\], F—bIl

AXFLXI, F —D II1 y se ha obtenido de un sicenente

ue es S3-demostrable con lonritnd 117 nmenor
1 @ 1
5

e sigue, por 12, que Hi,ﬂ[A\,Hq —i)ﬂl,hq en

o

que kl. e Pi y P2

S3-denostrable sin reprla de separacidn si 1 v P2 lo son, e en-

to sc giruae la S3-demostrabilidad de i ,il —D il ,i, sin regle de
‘ 1 172

corte, por IIH 10,

)
2.10.17: PLoes 1, AXGDA—D i, Por IF 10, 1,5k 1—Diy e

N3=demostrable, De PP2: i —b I AU Y se si-ue, por iU 12,

2 ?



170

2
En el supuesto de que P2 se haya obtenido por RS 10, G es distin-

1
M —b UQ,GEAPj]. Por I1Ii, se sirue la proposicién,

to de I, puesto que ¥ aparece en el consecuente del secuente., Fn-

tonces 1’2 es de la forma I’

5 AJGLRA ---DF,N2 v la proposicién se si-

gue como en 2.10.1.

2.1): P1 o P2 se han obtenido por medio de la re-
pla RS 11. Supuesto que Pl se ha obtenido por RS 11, entonces la
parte principal de la aplicacibén de la regla es un férmula G dis-
tinta de I', yv s6lo cabe considerar el caso 2,11.1:

2.11.1: Il es MI,F-—D N{,/\XG[X]. P1 se ha obtenido de

P{: Hl,F - Ni,G[bPJ] y la lonpgitud de la demostracién de Pi es
menor que kl, longitud de la demostracién de P1l, De Pi y P2 se
sipue, por 12, HI,H2-DIG}GCLP3],H2 y,por RS 11, Ml,Hz——b Nl’”2
es demostrable sin regla de corte si P1 y P2 lo son.

Sea ahora P2 el resultado de una apiicacién de RS 11. Distincuimos
el caso en que la parte principal de la aplicacibén, la férmula 7,
es distinta de I (caso 2,11.2) del caso en que G es I (caso
2.11.27).

2.11.1: 2 es ﬂ2——b F,Né,/\Xﬂ[X]y la demostracién es similar al
caso 2.11.1,

2.11.27: P2 es HQ——D /\XG[X'],HZ. De P1: Nl,/\XG[X] — N1 se

—r 1
si~rue, por uS 10, rlrnU.Pé]-—b ”1' y de P2, por RS 11, 112,G[~P1]-—b N2

Por I1 se sisue la proposicién.

2.12: P1 o P2 se han obtenido por medio de IS 12,
Consideramos primero el caso en que PP1 se ha obtenido por esa re-—
gla, Distinguimos entre los casos en que la parte principal de la
aplicacién de la resla es distinta de F (2.12.1) y los casos en
que es irual a F (2.12,17):
2.12.1: P1 es Hi,—-AKG[X],F——b ”1 v se ha obtenido (e Pi:

Mi.—G[»PE],F——D “1' sccuente cuya demostracién tiene una longitud
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» . . . 1
menor que la de Pl., De Pl y P2 se gicue, por 12, “]’“2'"HE‘F1]-—6'H'}M
De este Nltimo secuente se sipue, por RS 12, ”1'!¥‘~_D ”1'”” iy

con ello, la proposicibn,

2.12.17: P1 es Hl.—/\KG[X] "DHI. Por &Y 12 y RS 13 e sicrue de

Pl y I’2 la demostrabilidad de M -—bf:DdA],lL"
N <

~

1,—C[~P;] ——DIH y de N(
Por I1 se sipue la proposicién,

Istudiemos ahora el caso en que I’2 se ha obtenido por UL 12, Iis
claro que la parte principal de la re~la no es F. Por lo tanto
s6lo consideramos el caso 2.12.2:

2.12,2: P2 es Hé,-AXC[XJ-—b F,H2. La,proposicién se sicue de mo-

do similar la caso.2.12.1.

2.13:P’1 o P2 se han obtenido por medio de il 103.
En el caso de que Pl sea el secuente obtcnido nor medio de it 173,
entonces la parte principal de la rerla no es 'y Consideraaorn,
entonces, el caso 2.13.1:
2.13.1 : P1 es Ml,F-—b Nip-AXG(X]. "e ha obtenido de Vi:
Hl——b Hi,—G[A], cuya lonpgitud de demosiracibn es menor que kl,lon—
situd de la demostracién de Pl. Por I2, sc sipgue de P{ y 12 que
el secuente Hl,Mz-—b Hi,”2,—CtA]es demostrable oin re;la de cor-
Le si P1 y P2 lo son. Por RS 13 se siruc que Ltambién lo en
“1'“2_b”1'”2'
Suponcamos que P2 se ha obtenido por medio de RS 13, Pistinsuinon
los casos en que la parte principal de la rerla es digtintn Jde I
(caso 2.13.2) de los casos en que es I (caso 2.13.27):
2.13.2: P2 es l‘-l2—-(> F,Ia’é,—/\}{r‘,(xl. Lo demostracidn de la proposi-
cibén es similar al caso 2.13.1.
N.13,07: 1'2 en 112——b l‘i2,—-AJ{CCXI. Pl en I.l,—Alil’itZ;] -——»n’l. e 1L
y P2 se sigue, por RS 12 R ﬁﬁ—Tﬁ, la denogtrabilidad de

-
<&

1 1 .
;il,-‘.".[xl"i]"‘—b ”1 y‘]f.?—-b i'l),—(’}(ul’j]. 'or I1 se ni~ne la propo-

sicibn.,

pa



2.14:

las replas IS - RS~

=1 1
casos posibles, puesto
ellos. Asi, suponpamos

caso, I es distinta de

g0 ¥ VA, D, s

ocurre en el caso de q

11

172

Pl o P2 se han obtenido por medio de una de

. Vamos a estudiar sdlo uno de los cuatro

que la demostracibén es similar en todos

que Pl se ha obtenido
la parte principal de
e obtiene por la misma

ue P2 se haya obtenido

distinto de F. Suponpcamos ahora gque P2 se ha

ns
de -1

G.
7.

il PeA= A=A —b ©
H, = I, ,10Mem Ba-a
. k

Ml——i’ Nl,IP CAl

1

¥ = ‘
Jl,A A-—brﬁ

rtz,rpk A—> A=A, W,

MM, —b A=A,N N,
AT ¢ : :
HyoM, —b M,

por RS 1° En este
la regla, la férmula
repla RS_l. Lo mismo
por RS=1 Y Hl sea

obtenido por medio

N ”1 sea I, Tenemos entonces la siguiente posble deducciédn:

Pl
P2
Def — ,1;RS B,
RS 3, R 2, IS 4
Def - ,1; RT B,
RS 3,
Def —» ,2;:05 9,
RS 2,RS 3, RS 4.

11, 3,5

I1, 6,4.

g.e.d

Con esto queda demostrada la proposicibén 4.6,1 y

podemos pasar

ahora a la demostracidn del Hauptsatz

Proposicién 4.6.2., E1 llauptsatz en 53

Sea Sg un célculo igual a 53, salvo por la ausen-

cia en SS de la regla de separacién. Entonces,

r
[ re

Denostracibn:

2=

3

e trata de un sencilla induccidn

sobre la longitud de las demostraciones en 53, apoyéndose en la



prop., 4.6.1: 5i T en un axiona de $3, tonbidn lo es de Gg. 5i 1a
lonpitud de la demostracibn de ¥ es Iz, lt>» 1, entonces, por ¢l

supuesto de induccidbn y la prop. 4.6.1 se sicuc el Leorena.
q.c.d.

Podemos reforzar el teorema anterior indicando que
los calculos Sg y 53 son equivalentes. Para ello lo dnico que ne-
cesltanos es probar el condicional inverso al que se afirna on la
prop. 4.6.2. kEse condicional se sipue trivialmente del hecho de
que todo axioma y regla de deduccidn de 33 lo sea también de .
En consecuencia, a partir de ahora identificaremos cl clAlcnlo 42
con el c¢ilculo 83, en el que la regla de separacidn es una repla

derivada y no primitiva.

Es interesante, quizi, hacer notar que la reqsln

de separacién equivale a la sicuiente afirmacidn: Uii:a it ,L‘—{>lH

]
N h?é H2,ﬂ17——D112, entonces P?Q}rll,ME -—4>111, H?. La raxadén cs cla-—
ra: si se cumplen los supuestos de 1n afirmacién, cntonces ror L6 1
Yy RS 4 se cunplen también las premisas de la repla de sceparacién

v, con ello, la conclusidn de la repla de scparaciédn i de 1a a-
Tirmacién anterior. A la inversa, s5i se dan lag prenisas de 1a
recela de corte, entonces, por RS %, sc cumplen las preminas de 1a
alfirmacidn que comentamos y, con ello, la conclusién de 1la reqla

de corte, Un caso particular de enta ver:idén de la repla que no:
ocupa es aquel en que U1 y H? 30N cpnjuntos vacfos. i llannmo:ns
climinable en 53 a toda férimula tal que zi existe una S3-demosntra-
cidén de [, —P y H,aF—Dd entonces existe una Bi-denostracidn
de 11— , podemos reformular el laupbsatzs diciendo que todio
férmula es eliminable. Esta ez la formmlacidn aue da Dimnillyon

a s versién del Tauptsatz para la 16~ica  bivalonte v esth

mty cercana a lo que vamos a tratar en el préximoe spartado de en-

te capitunlo, una ecxtensidn del Teorena Fundamental a2l edlcalo 0
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La relacién fundamental estriba en que una férmula es eliminable
en el gsentido del préximo apartado exactamente cuando es elimi-
nable en $3, como se ve fAcilmente si tenemos en cuenta la ade-—

cuacibén de los cllculos B3 y 33,

4,7 Una_versién del Hauptsatz adecuada a B3,

Lguivalencia de B3 y S53.

Llamamos eliminable(ls) a toda férmula I' tal que
si existe un Arbol cerrado B”.qF con supuestos ‘H,1F}y un arbol
1y

cerrado B con supuestos [H,F} entonces existe un Arbol cerrado

M, F

B” con supuestos 11, La afirmacién fundamental de este apartado es

la sipuiente proposicibn:

Proposicién 4.7.1
Toda férmula F es eliminable

Demostracibn: Segitn el lema 4.5.3, si existe un
Arbol cerrado BN,1F y otro arbol cerrado BM;F} entonces los gecuen-—
tes M, —=b yM,F —bP son demostrables en 8S3. Por l1la regla de sepa-
racién, 11 —P es S3-demostrable. Supuesto que de la S3-demostra-
bilidad de Il —d se siga que hay un 4rbol cerrado con supuestos
M, entonces la proposicién estid demostrada. Lsta Gltima afirmacién

es el contenido del sipuiente lema.

Lema 4.7.2

oi r:é i —p I, entonces hay un arbol finito cerra-

do con supuestos M,sN ,...,IN , donde {Hl,hf,,j%}a'lu

1

Demostracibn: Por induccidédn obre la lonsitud de
la S3-demostracién de H —P ., En lo que sigue, abreviamos ﬁ]ﬁ,..
.,WNn en la forma =(I1).
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Py

)

1. Dase de induccidn: 11— i ¢3 un azioun. i —H i
es el secuente 7, o =P I[7, a, Es5 claro que exisie un arbol coerve-—
do con supuestos 17,6, A (il"), 0, ¢5 decir, con supmuestos i, (i:).

2. Paso de induccién: Supuesto de incduccidn: i
1"~ N’ es S3-demostrable con longitud menor que n, entonces vale
el lema.

2,1 1 ~b H ge ha obtenido por I3 1 de 1, ¥ — il.
Por supuesto de induccibdn ,existe uan Arbol cerrado b

M7, e,

Sea B” el Arbol que se origina al aifiadir a UM' P, =00 ¢l supuen-—
-
’ L]

to~n ), justificando la aparicién de I’ por una aplicacidn de

RS 1. B7 es, evidentemente un arbol cerrado con sugnienbos ty,aal, ().

2.2 11— H se ha obltenido por medio de B3 2 de un
secuente H —bJI,F, b?ni:onces, por supuesto de induccidn, cxiste

un Arbol cerrado 8 . Puesto que i —b il tienec la {fornn

M7, (M) ,AF
7 ,aF —B 1, se sigue la afirmacién,

2.3 vy 2.4 Los casos en que i —D il sc ha oblenido
por RS 2 0 5 4 gse tratan de mancra similar al caso anterior.

2.5 Supueato que [ —bii se¢ ha obtenicdo por iicdio
de RS 5, entonces es de la Torma 17, -} —b I, PPor cupuenlo dc
induceidn existe un Arbol B, cerrado, con supuestos i, (i) 0.
Podemoss formar un arol 87 con supuestos 17,7 (li),-1" cura princra
linea fuera de los supuestos sea -I° —nF, Puesto que ¢l nodus
ponens es unha repla admisible en 113, se puede continuar el Arhol
B“de la misma manera que B. Es claro que 37 es5 ¢l Arbol buscado,

2.6 51 Ii—p Il se¢ ha obtenido por 15 o, cntonece:s
es de 1la forma 7, Fa G —d U, Por supuesnto de indnccidn cxiste

un Arbol cerrado ' con supuestos ,1,0,n (1i). La cxistencia de an

N

drbol cerrado B con supuestosn 17, ¥ a0, =~ (I1) ne siqae Lriviel-

meni e,

2.7 Sea il —p il de la tovma ii —d I!7,ra 1, habilndo-
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se obtenido por medio de RS 7. Por supuesto de induccidn hay Ar-—
boles cerrados B y B7° con supuestos MH,<1(11Y,AF y I,2(N),0. Exis-
te, por tanto, también un &rbol cerrado con supuestos M, (Fa G},
= (N7) en el que se utilizan los Arboles B y B”” para cerrar las
ramas eceneradas por el uso de RB 6.

2.8 E1 caso en que H—D I se obtiene por medio de
RS 8 se trata de modo similar al caso anterior,

2.9 H—P U, de la forma H~D HN; ~(FnG), se ha
obtenido por RS 9, Por supuesto de induccidn, existe un arbol
cerrado B con supuestos M,~a(HMN),"-F,1-¢. Por medio de B 4 se si-
fue la existencia de un arbol B’ con supuestos M,v(N"), ~(Fa 11).

2,10 5i 1 —d N se ha obtenido por la aplicacién
de RS 10, del supuesto de induccién se sigue, utilizando RB 7,la
proposicién.

2.11 Sea M—P N de la forma M —d N , A XFLX],ha-
biéndose obtenido por medio de RS 11. Por supuesto de induceién
existe un Arbol cerrado B para H,W(N?,ﬂFEszl. Dado que P; no a-
parecc en II,l,F, existe también un Arbol cerrado para H,1 (i{"),

A A XFUX1.

2.12 El caso en que M —D [ es 17, - AXf[X]—bIJ,
habiéndose obtenido por RS 12, se trata de manera similar al caso
anterior, v

2.13 51 M —b N es de la forma M —d 7, - AXFLX
¥y se ha obtenido por medio de RS 13, entonces, por supuesto de
induccidén y por el uso de RB 8 se sipue que-existe un arbol cerrado
con supuestos i1, (M) ,q=-A XF X .,

2,14 S1i M—¥> M se ha obtenido por una de lag

regla RS_ , es trivial, por las repglas RB 11 - RB 14, que

=1 1
existe un Arbol cerrado con supuestos M,7(N). q.c.d.

- RS
e

ts claro que la afirmacién que utilizdbamos, sin
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demosiracidén, en la prueba de la proposicidn /,7.2 es nu cono

particular del lewa que acabanos de deriostrar.

De los lemas 4.5.03 y 4.7,2 s¢ sl-ne ana deaoslen -
cidn de 1a equivalencia de los cdlculos O3 v 3. Conio hemos dicho
antes, la equivaiencia entre estos cileculos ¢s wma consccucncin
de s adecuacidn: evidentemente, si el concepto de deduceidn en
ambos cAlculos coincide con el de consecuencia sendntica, cntonces
los dos cAlculos son equivalentes en el sentido de que son dedeci-
bles en cllos las mismas expresiones a partir doe conjuntorn ierualos
de supuestos. Una demostracidn de la cquivalencia de L v 330 basn-
da cn estas ideas scria, sin embarso, totalmente no-consirnctiva,
puesto que no ge indica el método de transpogicidn de las dednccio-—
nes de un cdlculo al otro. Por el contrario, en la pruecha e eoui-
valencia que aqui damos, sabemos cdmo pasnar de deducciones en 55
a deducciones equivalentes en B3 y a la inversa, bagdndonors en Iaa

instrucciones qgue nos dan-las demostraciones de lon lewan ciltadorn,

Propogicién 4.7.3 '
51 1i es un conjunto, posilbilenente veocio, ¥ U
una Térmula de 1.3, cntonces

= &> ik F

i3 L3
Denmostracidn: Si lit— 17, entonces hay un solcon-
-_— A

X vs o) .. .
junto tinito M7 de i tal que ”FO r es il Arbhol cerratgo con apeaesti-
Pl

toslno,ﬂbﬁ Por el lema 4.%.3, es denontrable en 53 el gsecuentbe
Ho,ﬁ]"——b , l'or i 1 y vI o4, }:; no——b ' v, por derinicidn de

$3-deduccibn, HF;H . A la inversa, si ks F, entonces hay ame snh-

; . e - a4
conjunto finito 17 de ™ tal que b 19— ¥ v, por ¢l lema 407,07,
[ E%

o, lo que ¢ lo wiomo, tib— ',  q.ead,

hay un 4rbol cerrvado [’.:10 v
T
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llotasz_al capitulo 4

(1) cGentzen (1934)
(2) centzen (1934),p.15
(3) Gentzen (1934), p.16
(4) Gentzen (1934), p. 21
(5) Carnap (1942), pp. 151 ss.
(6) Kneale (1961), pp. 499 ss.
(7) smullyan (1968), p. 104
(8) Una versidn de esta proposicidén, para la lépica bivalente, pue-
de encontrarse en Blau (1979), p. 78
(9) La regla
H,F —d N

i, =rF DN
contenida en 3 3 no es independiente: se sipue de RS 1 y RS 5.
La conservo entre las replas primitivas por razones de simetria.
(10) Cfr. Church (1956), p. 108
(11) Esta demostracién, asi como su base, el lema 2.5.3,es una
modificacién de una deinostracién similar de Blau, para la lbégica
bivalente. Cfr. Blau (1979), p. 82 ss
(12) Cfr. Blau (1978), p. 247 1
(13) Obsérvese que es vAlido lo siguiente: Si H, GG P,J-DH
(o H*~b(1b-P%3 » M), en donde rl no aparefe en M,G,HY, es demos-—
trable en 53, entonces también 10 es M,GBPhJ - N (o 1 —b GLsPHJﬂ)
para todo pl que no aparece en i,0,N. La demostracibn es trivia]
puesto que 81 M, r‘,&l"ﬁ]——b N es un axioma, la férmula gque apa-
rece tanto en el antecedente como en el consecuente no es GC&PJ]
y por lo tanto, M,ﬂ&.P}Jes también un axioma, Del supuesto de
induccidn se sipue Thcilmente la afirmacién en el resto de los
casos,
(14) Utilizamos aqui, y en el resto de la demostracién, las re-
plas derivadas se S3, aunque su aceptabilidad ha sido demostrada
sobre la base del sistema 53 con regla de separacién., Esto no su-
pone ning(n problema puesto que son igualmente admisibles en el
sistema 83 zin repla de separacién: en ningdn momento hemos uti-
lizado la regla de separacién en la demostracidén de las reglas
derivadas.
(15) La noclén tiene su oripen en Smullyan (1968) que denuestra,
ademds, un teorema anilogo a la proposicién 4.7.1, aunque para la
lérica bivalente,




5.1 Introduccién

Como es sabido, los calculos de deduccidn naturnl,
como los secuenciales, tienen su orisen en la Lesis doctoral «de
Gentzen(l). Se trata de clAlculos en los que se reproduce, basta
cierto punto, el modo'habitual de rawonamiento matendtico, en gue,
en general, no se parte de axiomas, sino de supnestos o partic Jde
los cuales se deduce una conclusidn, para realisar, Cinaliente,
alein tipo de eliminacibén de los supuestos. Asi, por ejeunleo, i
estudiamos el proceso de demostracién en una prucha «de compleind,
encontramos que el desarrollo tipico de la wisma es partir de un
supuesto, a saber, que una Térmula F es consecuencia semdinlbica
de un conjunto ' de érmulas,para mostrar luero, nobre la Lasc o
ese supuesto, que esa férimula es deducible, en el ciilculo on cnern-
tidn, del conjunto de rdérmulas. La eliminacidn del supuesio se
realirza dando forima de condicional al teorciia. i2el nisno ao.io,
cen un cllculo de deduccidn natural sce parte de cupnestosn, no de
axionas, se deduce una conclusidn y Cinaluente smeden clininarae
los supuestos mediante una repla especial. En ricor, podriacos
ecir «que lo que se hace no es tanto clininar low supuenbon cono
incluirlos en la afirmacién final. bado ane no hay axiomnan, coio
Lipo de cAlenlos se defTine exclosivanente por edio e veclas oo

dednecidn, renartidas en dos erupos, rerlas de introduccidn de lons

irnos 16ricos ¥ replas de eliminacidn de los winmon.
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Acabanos de decir que las deducciones, en un cil-
culo de deduccidn natural, parten de supuestos. Estos supuestos
no tienen por qué ser -ni suelen ser, de hecho~ verdades 18gicas.
Si el cAlculo de cdeduccidn natural es correcto, la conclusién de
una dednccién serd verdadera en el caso de que los supuestos lo
sean., Las leyes 1lépicas, sin embargo, se pueden afirmar como ver-
daderas incondicionalnente, independientemente de supuesto alpuno.
La deduccién de las verdades 16picas se realiia por medio de 1la
regla de eliminacidn de supuestos a que.antes hemos aludido, Eszta
rerla -se trata de (ES) en N3 y I3, cfr. més abajo- afirma, dicho
sea sin pretensiones de ripor, gue si la férmula G es deducible
del supuesto F en el cAlculo, entonces también es deducible la
férmula ¥ — ¢ y ello independientemente del supuesto F., Esta
repgla viene a coincidir con una-de las afirmaciones del teorema
de deduccidn en el resto de los cdlculos. La diferencia esencial
estriba, claro estd, en que aquf se trata de uno de los postula-
dos del cilculo mientras que en otros casos se trata de un meta-

teorema.

En este capf{tulo definimos dos cilculos de deduccibn
natural, a los que llamamos H3 y 11J3. E1l primero de ellos es un
cdlculo adecuado a la 1légica L3, el segundo lo es para la 1lérica
de enunciados de L3. [IJ3 no es simplemente una reproduccién de una
parte dc las reclas de N3, puesto que la 1lépica de enunciados que-~
da implicita en 113, como ocurria en A3, en una regla (JC) gue per-
mite la deduccién en 13 de toda foOrmula que sea consecuencia
sceméAntica, en la 16rica de enunciados de L3, de elementos anterio-
res en la deduccidn. En [IJ3 se sustituye esta regla por un conjun-
to de reslas explicitas para las conectivas. En ambos casos demos~
traremos la adecuacidn de los cdlculos respecto a las lbpgicas co-

rrespondientcs. Daremos dos demostraciones diferentes de la com-
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pletud de los cilculos. En ambos cason, la scpunda prucha de
completud se basard sobre las propiedades de demostrabilidad rue
introdujimos en el serundo capituleo de este trabajo. La primera
demostracién de completud de N3, asi como la demnostracidn de nu
correccidén y la formulacién misma del cAlculo son Lronsposicionss
a la 18gica trivalente de un cllculo de dedncceidn natural pora la
16rica bivalente definido por Blau(z). Las pruebas cieuen niny de
cerca las demostraciones de los teoremas correspondientes ecn csla
obra. La primera demostracidén de completud de J3 sirue los ué-
todos clisicos de Kilmar para las pruebas de completud en 16«ica

de enunciades.

In la medida de lo posible hemos procurndo ajunbtnr-
nos a los moldes tradicionales en la formulacidn de eston cdleulos
y ani, hemos preferido dar, por cjemplo, rerlas pava la inbroduaccidn
v elininacién del cuantor existencial nominal o de lo disyuneidn,
a definir remlas sélo para los sirnos primitivos de L3, Ls clzao,
sin embargo, que el paralelismo con los cdlcules de deduccidn nn-
tual en 1l6rica bivalente no pucde scr complclo:lios ha sido procil-
30, por ejemplo, dar reglas para la introduccidn y cliuinacida

cdel cuantor universal precedido por dos nesacioncs, 1n jriners

fuerte v la serunda, débil.

5.2 E1 cdlculo i3

5.2.1, Postulados de 13. beduccidn v Jdeiosbracidn

en (i3

Paros primero las rerslas de HE Y annlisoamo:ns hrove-—

nente su estructura para pasar lue-o a lan definicionern de dde-

uceidn v odemnostracidn en ii3,
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(13) n (n)
(1e) J H
i m ( ml,...,mk.j)

n (ml"" ,mk)

(Jc) ml.(ml’l,...,m

m, (m yeseyl

J .1

1,k

J,K

T NI

n (m1

sae gl

» 1

la condicidén de que 1-‘1..-1'"‘j “75 G.

(EA) m (ml....,mk)

l,kl

) G bajo

AXFUX)

n (ml, e ,mk)

(Ea=A) m (ml,...,mk)

A ’

A =-AXFLX)

n (ml,...,mk)

(IV) m (ml,...,mk)
n (ml,...,mk)
(V) " (ml,...,mk)

n (ml,.. . ,mk)

en el cano de que el pardnetro de predicado Pj

M- FCATD
1'fA7
VAFL]
AV S ]
P E\.l”‘]]j] ,Pig (1‘1. . .1‘|1‘)

no aparezca en
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. L1 1 .
ninmuna linea anterior a n y que Ll’i,... ;.Pl sean todas lon des-—
1
1
cripciones de la forma P que aparccen en VIIFLXD.
. 1
(IA) 1M (R, y e gfl ) 5 i L
1 Ik J
n (ml,...,m}:) AAFD
1 . . «
en el caso de que 1., P, no haya sido marcado cn ninmimna linea
2. Pj no aparezca en las lineas n,ml,... biy,
3. lio aparezca en las lineag n’”l""’”l- nincl.fn
1 I
parinetre de predicado Pll dependiente de P,
SR B
(I -A) m (ml,...,ml’) -~ [LI’Vi_]
. n (m,,ees, it ) A=-AFLIY
1 k
en el caso de que se cumplan las condiciones 1. — 3. de 1a reela
(IA).
(Il‘:) n } Il’lﬁ:[z\.]—‘/\ A
(12:) n ( ) A=l A i =T A
(B=) n ( ) A=A LLAY D ITIY
(¢) n () =AY FLATA AXCIXNID -0

Cono de contunbre, llammaos oplicacidn de mn ro-
~1la ¢e i3 al n-tuplo cuyos n-1 primer clenentos estan forinadons

seelin las n-1 expresiones gue aparccen en la parte superior e

una Jde las reclas precedentes vy el n elewmentbo del n—-tuplo o
formado sepin la expresibébu que aparece en la parte inderior de Lo

misma recla.
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A parte de las cuatro {(ltimas reglas, que definen
.13 16mica de la identidad y de las descripciones, el resto de las
replas de 113 estén divididas en dos ~rupos. El primero de ellos
est& formado por remlas de introduccién de sipgnos, el sepundo,
por replas de eliminacién. En los nombres de las reglas, las expre-—
siones entre paréntesis que preceden a la primera linea de cada
regla, la L indica que se trata de la regla de eliminacién del

signo o conjuntos de signos que la sipghen, y la I, que se trata de

una repsla de introduccién.

Aunque luepo vamos a dar una definicién estricta
de deduccidn en l3, es conveniente hacer algunos comentarios infor;
males sobre la forma de las reglas y las deducciones. Como hemos
visto, en cada linea de una regla e;ipyaltiente, en cada linea de
una deduccidn, encontramos primero un nimero natural, simbolizado
en las replas por n o m, que indica el puesto de la férmula que
sirue en la deduccién. Este nOmero opera come nombre de la linea.
A continuacidén de este nimero aparecen una serie de nimeros cntre
paréntesis, simbolizados en las replas por la letra m con subindi-
ces, que remiten a los nombres de los supuestos de que depende 1la
linea en cuestién. Como vemos, la Gnica repla que reduce el nfme-
ro de supuestos de que depende la conclusidn de una regla es la
recla de eliminacién de supuestos (ES). La conclusibén de una apli-
cacidén de la reela de congecuencia en la lénica de juntores (JC)
depende de todog los supuestos de que dependen cada una de las
premisas de la regla. En el resto de los casos la conclusidn depen-
de de los niismos supuestos que la premisa de la reesla. A continua-
cibn de la indicacién sobre los supuestos de que depende la [Srmu~
la aparece la érmula misma vy, Tinalmente, en alrunos casos, una
condicién supletoria. En el casgo de la regla (JC) se trata de 1n

condicién sipuiente: la conclusidn debe ser consecuencia légica,
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en 16rica de enunciados, de las prewisas de la recla, in ol o

de la repla de eliminacidn del cuantor existenciol nondinnl (W),
se exire que el pardmetro de predicado monddico que aparcee en 1o
conclusidn como resultado de la elininacidn del cnantor, nen
nuevo en la deduccidn. Ademis, cuando wun pardaciro de predicaco
monidlico aparece en la conclusidn cono resultado de vna avlicnsidn

de la regla (£EV ), entonces ese pardmelro cqueda naurcendo cio wenen-

dencia del resto de los pardmetros gue [foraan ¢l predicalo o
1
h
~la. Dade gue catas descripciones cumplen cn LD la Duneidn de oo

las descripciones LP;,...,LP que aparecen en lLa prerisn de 1o oo
ranetros de individuo, la condicibn podria parasirasenicoe, wbili-
zando parametros de individuo coio sicnos derinidon, dicicndo ane
el pardumetro de individuo que aparece en la conclunidn de 1a o=
rln (V) gueda marcado en dependencia del resto de lor paiviie-
Lros de individuo que aparecein cn la conclusidn de 1ia rerlno,

Ia indicacidn P;(Pi,...,Pi) que aparece despuds de 1o conclnsisn
de 1la renla que comentamos, indica en dependencia <o and popodi-

cadon queda marcado el predicado que aparcce et la conclasidn co-

Mo consccuencia de la aplicacidn de la recla.

Las condiciones lmpuestan sobre la e lo ae in-
troducecién del cuantor universal noninal (FA) v soire la rueeln
de introduccidn de la cowbinacidn de simnos n=A (I=A) 5o pro-
cinsas para evitar la deduccidn de conclusiones scudinticanmcnbe in-
correctas. Blau ha mostrado(3)la neceridad e estas condicione:sn
para la 16~ica bivalente. La ueccenidod sne transniice dirccliseentc
a L3, puesto que las £Ormulas que se ewplean para wosbrar la ne-
cenidad (e entas condicionez son tambhién 6ruulas e L, el
rasonamiento es similar en ambos cason. itlo entraremos civ elbe’ Go--
. Lan dos condicioner primeras de 1a resla scon claras, Lo Ler—
cera condicidn precisa de vna aclaracidn: nn pavinebro de opedi~

cado wmonddico es dependiente o, simplenente, denonde <o olro popd-
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1 1
metro Pj cuando o bien el primerc, al que llamamos Pk ha sido

marcado - en dependencia de P¥ o bien hay un parlmetro Pi tal que
1 1 1

Ph depende de Pj vy Pr depende de Pi. Las condiciones impuestias

sobre las aplicaclones de la repgla (IA ) son las mismas que las

de la recla (IN=~A).

Podemos pasar ahora a las definiciones de deduccién

y denostracidn en I3,

Definicibén 5,2.4.1 Deduccidn en N3
Una deduccidn en N3, N3-deduccién,de la férmula F
a partir del conjunto finito M® es una secuencia
finita de lfneas Z ,...,Z que tienen las siguien-
tes propiedades:
(i) Cada 1linea Zi (1€ 1s¢n) tiene la forma

i (ml,...,mn) 11 Pi(P;,...,Pi)
donde i es el nGmero de la linea, (ml,...,mn) la
indicacién, posiblemente inexistente , de los nil-
meros de las lineas de los supuestos de que depen-
de 11, II es una férmula de L3 y Pl(Pl,...,P;) es el

kK3
marcador de descripciones, que tampoco ha de apa-

recer necesariamente-en la linea y que ge aiiade =2
esta cuando se ha obtenido por medio de la repla
(EV).

(ii) La férmula que aparece en Zn es I y I' depende
s6lo de supuestos en 1°.

(iii) No hay ningin parimetro P; de los que apare-
cen en I' oy MO que haya sido marcado en ningin
lucar de la deduccidn.

(iv) Cada una de las 1ineas Z, (1€ i< n) aparecec

i
en la deducciédn como conclusién de una aplicacidn



de una de las reclas (IG) - (4) cuyas preminas,
51 las hubiere, son elementos anteriores de 1n
deduccidén o es el rezultado de la climinacidn o
introduceidn por definicidn de un sieno en lineas

anteriores de la deduccidn,

befinicidn 5.2.1.2

F es deducible del conjunto i: de supnesnlos en .,
N‘ﬁa F &> Jlay un subconjunto finito ”o de v
una #3~deduccidn de I a partir del conjunto e

o
supuestos i1 .

Definicidén 5.2.1.3
La férmula F es demostrable en iil, v I': &> Tirenr

una H3=deduccién de I a partir de 1la clanc vocia

de gsupuentogs.

5.2.2 Corrcecccibdn de 12 respecto o ln congaouencia

z

vebido a las peculiaridades de este cdlculo, ln
priucha de correccidn es alpo mdn couwipleja que en lon otros cAl-
cnlos gue heuos tratado en este trabajo. Lo dificulund prineijp:d
estriba en el tratamiento de las [6riulas en que apareco denciij-
ciones derivadas de la aplicacidn de 1la rcerln de eliainacidu el
cuantor existencial., Como va heios dicho, ¢l mélLodo e rdeinonlira-
cidn v la construceidn nmisma de la prueba oi-mie mas wce ceves ol

desarrollo de teoremas andloros, para 1o 16-dca Livalenle, en
. ’ *

A
Blan (1!.\79)( ).

Considerenon 1a sccucncin FT,...,Y“,...,PP e Lo-

A las rérmalas en qna H3-deduceidn § . ara codo nnlucro de 1Tnea
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n (1€ nsr) sea s“ el conjunto {S“ ,...,Sn ‘ de los supuestos de

que depende la linea n, Llanamos intraduccién de degcripeidn

(para Pi) a cada uno de¢ los condicionales VXF[X]~*FE~P?] que se
forman uniendo con un condicional la premisa y la concius%én de’
cada aplicacidn de la regla (EV ). Llamamos relevantés para Fn
aquellas introduccionen de descripeidén tales que el parimetro P?
o bien aparece en la férmula Fn misma o en Sn o bien hay wun parh—

n
to de las introducciones de descripcildn que son relevantes para

1 1 . .
metro - Pk dependiente de PJ que aparece en Fn oen S5, El conjun-

Fn lo desirnamos con DRn. Entonces podemos demostrar el sipujiente

lema:

Lema 5.2.2.1

1 -
o U para-
<

metro de predicado que no aparece en [,F{X1,G.

Sea 11 un conjunto finito de férmulas y I

Intonces,

1
VHIEX ¢ J G I G
r ]'"”[”Ik]'““'fs = 1 LS(
N
Denostracién: Se puede afirmar de la conjuncién i

de las fSérmulas en il que
ll-]—3 (VW XFLX3=y FLe I’;]) — (ﬁ—bG) por supuesto
by AXCOVEFTX S FIXY) = (1—c)) por prop.1.7.2.4

P—  VX({VIFUA-FIX)— (A—0)) ley lérica en L3

L3
= (VXFUO =3 VXFUXD — (fil-» ) 1ley 16gica en L3
=t
1.3

es decir,

Tik— 1,
e

Lena 5.2.2.2

Si NANFTXA > FD—P§3 es una introduccién de deon-
1

cripcibén que no pertenece al conjunto Dun y PJ no

aparece en 11 y se puede afirmar que



|
|
|

PR N . .
VIFLEIA TG l‘j],pi,ln:n,.“v — r'“, entonce:s oo pnede

n o 13
alirmnar que il,bit , 6 t— [,
n"'n L3 n

. . PR}
Demostlracibn: i I, no aparccce en b, cnbonces no
ZEMYsLtatlon n

aparece en ﬁn ni en F_. Supuesto gue 1’ aparcce en wna Iranln

n
. 1 g o 1 .
Vil GLLPPE de DRn, entonces P o bien es P o bicn dcpeunde
1 . | - N ]
de P, es decir, P} o un pardmetro P} dependiente de 7 gpaoeco
J < 1 ;

- ) . 1 . ) .
Sn,Fn. En ese Caso,\lXL[h]‘*i“Cvlkl seria un cleuconto e

Dnn, contra el supuesto. En este caso, la afirmacidén se sicue (o

. . 1 1 s ’ 1
en Sn [¢] Ln. Entonces P, o un paramctro ’7 dependicenhe de V) oann-

rcce en

el lema anterior.

Lema 5.2.2.3

s bR _ I
n’ n‘ L3 n

Demostracidén: Por induceibn fuerte se:nm ol nnero
n de cada lineaQ'Base de induccidn: 1. 9i Fn ~e¢ ha obtenido pov
(I3), la afirmacién se cumple trivialmente, puesto qgue {H“} = Pn.
2. Si Fn se ha obtenido por una de las reqlnn-(llz) - (), enton-
cez la afirmacidén se sipgue, puesto gque la conclusidn de 1la rver~la
e L3-verdadera,
Pasno de induccidén: 1. Supuesto que F“ es ?j“*rﬂ rogque e ha ob-
tenido de Fi'Fm por (L%), entonces, dado que SHU {ﬂj\ c: ﬁH vogue

por supuesto de induccidn vale que o ,LP W= ' _ cutonces vale

m mo LYW
we 5 LR ¥ puesto que DIi = D
a n' L3 n? 9 r n’
2. Suponeranos que l"n se ha obtenido de I-‘m e ee ,3"1‘ por nevio de
1 2 »
(JC). Por supuesto de induccibn vale que nw O L T S L P
) i i
! S
A= A L. AF ., bado que & = & WU ..U yoana
W, L3 m n, n il i,
J 1 J 1 J
Fooan oo oAT wra 'y, vale que Hl, |3 S LI lFTj rl. o el
0 0 2 1 [N B PRI
1 J 1 J wy
lena anterior se pueden eliminar los clenentosn «e () hni Gue 1o
. i-1a
1
pertenccen a Dt N Por o tanto se priede afirunr que J“,rrnlkT: B
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3. Suponeramos que Fn es I'[Aly que se ha obtenido de Fm u  AXPLXY.
Por supuesto de induccién vale que Sm,DRm “-IE AXFLXI., Dado que
S = 5 3 ;n M {FLX ] s 5 "I -
3y L Y oaue IImSI ln ¥y que I\)\II'.X'NVE3 FLAl, se sigue la afirma
cién. )

4, Supongamos que Fn sea 1-FIAly que se ha obtenido de 1-‘m u

N~ AXFLXIpor medio de (E1-A). Por supuesto de induccidn,

S ,D :
“m’ Rm'FEE 1m
se sirue la afirmaciédn.

. Puest e = D R -~ FL XY =~ =T
uesto qu 5, Sm v Hms Dhn ¥y que 1-AXFCX] % 1-rfa,

5. Supuesto que I~‘n es VIFLX1 y que se ha obtenido de FUA)por
(IV), entonces, por supuesto dé induccidn vale que sm,DRm "'f,'j FTA) .

Puesto que S_ = 5_ ¥ que F(A) ‘E VXFtX}, vale que S ,DR W= VELXD.

Los clementos de D&(m que no pertenecen a DRn se pueden eliminar,
gseplin el lena 5. ..2.2. Por tanto, la afirmacién se cumple en este
caso también, .

6. Supuesto que I~‘n es I'lv Pi] ¥y que se ha obtenido de F’m 4 v XFCX3J
por medio de (EV), entonces, por supuesto de induccién,vale que
5O "?3 VIFtXly, con ello, Dnm',s'm,VXF()l(] — FO&v Pi]_ ui—SFCLPi?. Ya
que S1 = Sn«y Unn = Dilmu [V':(Ft.‘(]—) FQv Pi.]}’ se sipue la afir-

I

macién,
7. Si Fn es AXFLXly se ha obtenido de Fm 4 Fle Pil por (IA ),en-

tohces, por supuesto de induccidn, vale que Sm’DHm'TB FC»P;;]».
Seplin la segunda condicidén de la repla (IA), I_';: no aparéce-.en .’;n
ni en Fn. ni Pi ?pareci en 111na férmula VX?EX')—)(‘.D.I"?] de DRn,
ex;tonces 0 bien r‘J es I’i [¢] P‘j depende de Pi' es decir, © bien
', o bien un parémetro P]"‘, dependiente de P

3

es decir, o bien 1‘1_ o bien un parametro }’:], dependiente dc

[y

aparece en I ,0
’ '—p‘— ni ’nl

S

1 B . 1.
Pi, aparece en Fn"r;n' 51 es Pi mismo el parimetro que aparece en -
5,0 F , caemos en contradiccidén con la sepunda condicibén de la
It
. . 1
repgla (IA ). $i se trata de un pardametro Pll1 que depende de I‘i,

estamos en contradiceién con la tercera condicién. Por lo tauto,
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Por cl tcorcma de jeneralizacidin vale

<

1 - ]
T no aparecc en 5, DRl ,F .
i n n' ' n
que & DI b— [,
n"" n L3 n ]
83, ¢1i Fn ca V-AXFUX]1 y se ha aobtenido vor (Iv-A) de [ B =pCi )2,
i 3
entonces, por supuesto de induccidin, odemos aripmasr  ono
. . 1
Sl lng—lv [\.l’i], be modo andloro nl cago antrrior podceion -
d .

m 37
trar que 1»‘% no aparece en Sr yBR L, o ror el teorciia de peneerali-
1 n

n
zacidn tencmos que F:n,I'Jltn "?"3 A -FT. Ahora bien, pava Loan vi-
A 6—'
loraci a 3 N = S T U S = .
racién [ vale que ]3(>“" Rn) v = fA{AX-1TEY) v
inplica que f3 (A-FCIAY) = v, para toda descripcidn A, Bntoncern,
para toda descripeidn A, fs()-‘[/\]) # . Por tanto, ﬂ(/\; €1) £

v /5(1-—/\}:)7[){]) = v, Por tanto, ﬂn,hl:“ H-L—’% =N, ..l

Lo

Proposicién 5.2.2.4

S1 1 es un conjunto de FoOruulas v F uno CArnaula

de L3, entonces H}-iT,; o= U lbI—,—- v

<

Demostracidn: Por supuesto existe unn i 2=deiveccidn

. .. i) 0 e - .
de I' a partir de un conjunto finito }I7, ;/"&i'. Seqfo vl lowe

S, VW ', Puesto que, por delinicidn deo .lcuuceidn
F F L3 1

cn 13, no hay ninmin pardmetro de predicado ;"i de loo gue uanre—

5.2,2.7,

o . .
cen en il L,F que haya sido marcado, entonces DRF = ¢. or otro lia-

. G.c.d,

|
5

do, Si‘gilo. Por lo tanto, !i

5.2.3 Completud de 13 respecto o la consaccaoicei.

e nuevo vamos a cdar dos demonlraciones Jdistintngs

de 1a completud de H3. La primera de cllan, boasada en la complotnd

de A2, va demostrada, es wna sinple tranasposicidin a 1in do nno
.
3 - . . . . 1+
srucha sinilar de tlaun para o lérica hivalente, ou o dinterés

reside en noner en relacidn dirccla las deducciones en anhon
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cfilculos. La segunda, que utlliza como idea basica la afirmacién
de que la demostrabilidad en N3 es una propiedad de demostrabili-
dad analitica, sc desarrolla en el marco que se definid en el

capitulo serundo. Antes de entrar en la primera de las dos demos—

traciones, necesitamos probar el siguiente lema:

Lema 5.2.3.1

Scan Q1y Gz if3-deducciones de Fl ¥y F2 a partir de
los conjuntogs de supuestes Hcl) v Hg, respectivamen-
te. Entonces existe una N3-deduccién § = §', @-:
para I~'? a partir de I-lg en donde §:, es una N3-de-
duccidén de Fl a partir de ”2'

Demostraciédn: Sea @, la secuencia Zi,...,zi y @,
la secuencia zf....,zi. Definimos §:‘ como el resultado de la
sustitucidn de todo parémetro P; qué aparezca marcado en @, por
un nuevo parametro Pi que no aparezca en l:li,lllot 8., $,. sea 3,
la correspondiente sustitucidn en §,_ . Por fir%. sea Q';_ el re-

- U 2
sultado de aumentar el nimero de cada linea de §z en tantas uni-
“

dades como lineas tenra §4%. Definimos @ como igual a ¢ §_‘_ .

® es, claramente, una l3-deduccidén de F_ a partir de 11?, v &, una

2
[3-deduccibn de Fl a partir de H(l).

Proposicién 5.2.3.2.

S1i I ens un conjunto de férmulas y F es una dérmula
de L3, entonces

II’I\—B I = I-ll-ﬁa F

Demostracién: Por el supuesto, existe una deduccibn
en A3 para I' a partir de un conjunto finito .‘-IO, MOQ. I, flostramos,
por induccién serin la lonpitud n de la deduccidn F en AT, que
existe una deduccién en N3 para I’ a partir del conjunto 1-10 de

supuestos,
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Base dc induccidn: 1. F es un supuesto qu;r, cu

. ..0 .
decir, F € ii . Entonces
1. (1) ¥

o
es una H3-deduceidbén de ' a partir de 1i .

2, F es un axioma sepmin el esquena axiomditico Ax

1. "

es una deduccidn de I’ en 13,

sntoncons

JI

3. F es un axioma semin c¢l esquema axiondlico Ax. 2, Fniouces

1. (1) AZFCD
2. (1) FTAY

3. AZFLRY — 1'TAD

. " . .0
¢ una deduccién de I a partir de i1 .
4. F es un axioma sesin Az, 3. Intonces,

1. (1) A =D
2. (1) ﬂ-rtw]j'l

I8

3, (1) A=-ATLD)

a, A¥-TTx) D~ -
5. (5) N -ADRDD
G. (5) -‘1-I~'c» 1’53
7. (%) MR TSN |
8. VAT ALY
9, 9-AXPU & A 1L

co wun Ho-deduceidbn a partiv de

H,G,7.0: 51 F  es un axioma se~in Ax. 4~ AXJT,
n

1. i,
1

N

. 1
s AN, U mevo
J

nara 1,0

. 1
-, U nmevo
J
jorte D7

A

JE o el e

crLonces;

(I]:‘)... (%)
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es una l3-deduccidn de Fn a partir de Ho.

Pasco de induccién: 1, Si F es i y se ha obtenido de férmulas
anteriores ¢ y G-» Il en F por iP, entonces, por supuesto de in-
duceidn y por el lema precedente, hay una N3-deduccién & , con
una linea

3o Qpaeeend)) o
y con una linea final
m. (ml,...,mk) G— I

en donide las f6érmulas de las lineas Jl,...,jh,ml,...,mk son ele-

o
mentos de {1 . Esta deduccién puede ampliarse con una linea
mal, (‘11"“'311'“’1"""”1() H Jc

y se obtiene una li3-deduccién de Fn a partir de HO.

2, T es il = AZGUX] vy se ha obtenido de una férmula 11 » GG Pj]
donde Pj no aparece en el conjunto de supuestos ni en F. Entonces,
por supuesto de inducecibn, si Fn se ha obtenido por RG, thPnces

hay una i3-deduccibn

o 1
1° 0
" 13 H=— GG PJ]

con una linea final
we (M, ,ene,m ) H=-—» o6 1’1]
N R A R Rl

o
cen 1la cual las érmulas de las lineas ml,...,m pertenecen a 1 .

k
1
Por las condiciones de la definicidén de deduccidn en i3, I‘]_ 1o

1 Yo,
estd marcado. Ademds, P, no aparece en las flérmulas de las lineas

ml....nﬁJ!u AXa0X3, semin las condiciones de la repla NG, In
) : 1 . ,1
tercer lucar, no hay nin~Gn l“1 dependiente de P1 que aparezca en
1

S

las térmulas de las lineas ml,...m en 1l o en AZrnlX]l, puesto

1]
Kk

que en ellas no aparece ningin parimetro marcado en ¢ . Fnton-

ces § prolopgpada en las lineas
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me 1, (1) i Eo
\ L1 .
ne 2, (l‘.]l,...,l,'l]:,l':‘- 1) r‘[-.,’j.\ Jo
m4 3, (m],...,m]_,m 1) Al LA
m+ 4, (ml,...,m]_) i AaUN [
es wna 13-deduccibn de I' a partir de i;o. a.e.d.

Proposicidn $.2.3.2. Completud (restrinsida) de i
Sea M® un conjunto de érmmlns pardadbricnaento
limitado y posiblemente vacio y I' una érunla de
L3. Entonces,

= 5 “\—
i LSI = i 113 !

Denmostracidn: i n*lii—;, Iy, entonces I,'"'\'A—j Iy o

la prop. 2.6.2. l'or el lema anterior, ,‘i*!T S e,
1

&}

La completud de 13 cn sentido rencral, asi coio 1n
adecuncidn del cllculo, se sigue de la manera gune cabe esperar,
ert un caso de la completud gpeneraliznada Jde A2 ¥ en ¢l otroe de la
correccibn y completud de N3 respeccto a la consecuenciaz, A coniui-
nuacién, damos la sepunda demostracidn de completud de i, 1)
nmétodo e prucba es similar al que empleamos en ¢l canc do Al
no vamon a repetir aqui el esquena de la demostrncidn. lasanos,

pues, directamente, a justificar el siecuiente leuna:

Lema 5.,2.3.41
fea lir la sipunicente propiedad de conjiobornr de
¥
bt .
fHrmlas de L3: " co ddenostroble en o0, 20 en

una propiedad de demostrabilidad analitico.,

LDemostracidn: L es una propicdad de conjuniuon
—_— 6

finitos, puesto que s56lo hay foérimlan de loncitw! Dinden on ]

Adendn, se cumple:
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Sea Il = {F‘L"' .,lfnl un conjunto Tinito. Entonces,

(1) 1. (Flv...v(an(ijF))...) Jc

y

-

17, (Flv Y (an (~F va-F))...} Jc

son N3-demostraciones de 11w (F var) y M~ QFvI-F). Es decir,
{II,F,'\F} € EG Y {IIJF,'\-F} € L‘G y se cumple la condicidédn (i) de
la definicidén de propiledad analitica de demostrabilidad.

Los puntos (ii) - (iv) de la definicién de propiedad de demostra-
bilidad se cumplen también, puesto que existe la regla JC en N3.

(v) Supuesto que {Ixi,c L P;')} €Ly Pl no aparece en Il ni en ¢,

6 J
. v 1 1
entonces exlste una H3-demostracién para I1v F(\.Pj] o ﬁvﬁ-l'“[‘-l‘j]
serin que ¢ zea AXFIX] o "-AXITX]. Dado que P1 no aparece en I[i

J

ni en ¢ ,entonces se cumple que 1. PJ no ha sido marcado en alguna
linea, por la condicién (iii) de la definicién de N3~deduccidn;

J

2. P1 no aparece en los supuestos de que depende fiv Ftﬂ‘ﬁ)o
ﬁv"-[-‘[tl’jj], porque no existen.y P§ no aparece en AXFUXIni cn
1-A XI'tX), porque no aparecec en [I'; 3. puesto que flv rte P\]j"'.\ ¥
fvr-rFl Pé] son la Térmula de una linea final de una li3-demostira-
cibén, entonces no aparece en ellas ninglin pardmetro marcado, por
la condicién (iii) antes citada y, con ello, ninpgin parémetro

dependiente de 1-‘§ . Por tanto se cumplen las tres condiciones de

las replas (IA) vy (I--A). Entonces la N3-demostracién de
n. I.'I vwFlo 1’3]

puede prolongarse como sipue

n+1. (n+1) I"C»P?j I8
niy2, (n+1) AT IA
n+3. (n+1) AU T JC
n+ 4 F c~1’33—4 ( AFTXI) £S5

~
n+ 5 Do (AT Je



197

n+ 6 G AL gL

resultando una il3-demostracién de T v ALY, Un rasonas:iento i
milar nos lleva a poder afirmar la existencia de una jll—aeiionipyn—
cibdn para vy 9 -AXrUQ . Por tanto, se cumple 1la comdicibn (v)

de la definicidn do propiedad de deiostrabilidadd,

(vi) cupuesto que {H,d[l\)} € LG entonces existc una in-deuwonslracidn
de TwaFIA) O de Sv -FtAY, sc~in que & sea A AILNIlo -ASITIY, e

tonces, en el primer caso podenos prolonear la iH3-denoziracidn de

n, BvAartn
como asinmue: .

n+ 1, (n+1) a2 ' A
n+ 2, (n+2) AU I
n+ 3, (n+2) I'LA) ' 1A
ns4, (n+ 1,n+¥2) FLAYARETAY Jo
n+ S, (n+1) AXFUD = (AULAY & TAY) b
n+ 6. (ns 1) A AT JC
n+e 7. (n+1) AEIRSY ST 58 Ju
n+ s, AFEAY S (Y ovaALREN) e
ns o, R G BV S o5 D) JC
n+10. NIy SHN SIS} JU

de tal modo aue resulta una H3-demostracién de Y ALY, i
irnal manera se demuestra la existencia de una o=denonstracidn
para 5y - ALF[X]. Por tanto, se cumplc la condicidn (wi) de 1n
definicién de propiedad de demostrahilidad,

(vii) Dado que (iF es wuna Toima vAlida de deduccidn en o, por

la exinstencia de JC, supuesto que haya una ils—denosleacidn o ore

¥ v-‘I]_, entonces, por definicidn de =, la Loy toabhidn ace

MEREN v. 'or las reglag (]’_1::) -~ (v, el sntecedente del conuvicio—

1
N - - s A4
nal e¢n dewostranle y, con ello, el conrecuente, co decir, © . .o,

o
L) .
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Proposicién 5.2.3.5. Completud (restringida) de 13
sea 1H¥* un conjunto paramétricamente limitado vy
posiblemente vacio de férmulas y F una {6érmula

de L3. Entonces

¥y T 2 .",__ -
Ii ?h r I 3 F.

Demostracibn: Si Lﬁ'?ﬁ ¥, entoncesg, por el teorema

de compacidad y el corolario 2,%.3, hay un subconjunto finito HO
ot IR

de 1t tal que {1(“ ),F] es disyuntivanmente vAlido., Por la prop.

- A
2.5.4 y ¢l lema que acabamos de demostrar, (ﬂ(mo),F}E 1) Luero

L3 6.
hay un subconjunto Cinito 1° de M tal que }ﬁa A (ii®) v F. Por lo

tanto, {EOFTF} F. Por definicién de deduccién en N3, Hh— F. q:e.d.

La completud en sentido general se demuestra como

en los otros casos que henos tratado anteriormente.

5.3 Cilculo [1IJ3 de deduccidn natural para la

16-ica J3

Como henos visto, la regla JC del cllculo I3 hace
mencién de una nocién que, en principio, suele ser extiraiia a los
calculos habituales, S5i bien, como hemos dicho mds arriba, la
rerla es correcta desde todos los puntos de vista y ademfs siin—
plifica el proceso de deduccidn, no deja de ser interesante dar
una definicién de un cllculo de deduccidn natural con un namero
finito de replas de deduccibdn. Por otro lado, la comparacién de
este cAlculo para la lépica trivalente de enunciados con cllculos
similares para la 1lé~ica bivalente o para otras 1l6picas n-valentes

puede resultar instructivo.

En sintesis, los apartados signdientes muestran lo
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noribilidad de sustituir 15 re~la JC jpor uﬁ conjunto de ocho
reolas, cuatro  para las necaciones, dos pora la conjuncidn -
dos para la disyuncidn que, en congpinto, lorran los wduson
resultados que JC sin necesidad de recurrir o las babilag de o wves—
dad o algoritmo cquivalente, La ponibilidad mencionada cnaddn

)
asesurada al demostrar la adecuacidn de IiJ3 para la 16-~ica e

ermmneciadon de L3.

5.8.1 Postulados de iJ3. Deduccidlu - deiiosiencidi

en [1J3.

Las sisuientes replas de deduceidn son lon pontu-—

lados de HJ3: (IS) v (ES), como en il2. Ademas,

(I~) m (ml,...,mp) I'=» 3 Aa
rn (ml,...,uk) a ¥t
(I~-) Ih hnl,...,mk) i
n (ml""'mk) -
. LS TPE
5 H R v eyl -
(E=1) m 1y , k) -3
no(rg , .. ,1) i
(iin=-) moCag s eeyy)) Rl
n (”1""'“k) Y



(Ia)

{(Ea)

(Iv)

(v )

my (mi,l""’mi,k) 3
mj (mj,l""'mj,h), 1
n (mi.l""'mi.k’mj,l""mj,h) FaAtl
m (ml,...,ml,) Fall
n (ml,...,mk) ¥
(n (ml,...,mk) no)
m (ml,...,mk) F
(ml,...,mk) ) RV It
(n (ml""'mk) IHvF )
mi (mi'l,...,mi'k) IRV
m, {m e et ) Fy G
Jd jol, ' Jsh
m. (mf,l""’mf,n) ey G
n (m P m .oyl m .ol G
1,07 kMg, e,

Con respecto o estas replas queremos hacer las

sirnicntes observaciones: ¥n primer lupgar, entendemos aplicaciédn

de una rerla de NJ3 de manera similar a como lo hicimos en 13, cam-

biando, naturalmente, las rerlas a que se refiere la aplicacién.

Las recslas de conjuncién y disyuncibébn que hemos propucsto son las

habitualers en este tipo de cilculos, asi como
introduccidn de la ne~acidn. Las otras reglas
por la existencia de dog tipos de negacibédn en

las reclas (Ea ) e (I+) la linea que aparcce

la primera rcprla de
3¢ haccen necenarias
J3. £n ¢l caso de

entre paréntenis on
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s

una sepunda posible conclusidn, En realidad, henmos abreviado en
mia nola Tormulacidén dos reclas diverentes. La filtina re~1ln en

la habitual rerla de casors.

Laps nociones de ilJ2-deduceidn v demosoracidn o
definen basicamente como cen el casoe de i3, cmabinndo, nabinalien-
te, la referencia a las repglas, ilo darewos adgul nna detfinicidn
explicita de estos conceptos, sine que pasomos o denostras 1n

correccidén y completud de 1iJ3.

5.%.2 Correccidn de iiJ3 respecio a la consecucncin

Proposicidén 5,2,.2.1
Sea il un conjunto, wosihlenente vacio, de cdrrmlan
v F una Térmula de L3. Intonce:s,

M= ' =% [{lb—s L,

NJ3 J2
Demostracidn: ﬂi)iFTT) I, entonces enisle nnn
—— Iadd oy
. . . . . . e, o ¢] : ,
TI3=dedueccidn de ' a partir de un conjuuto finito i, .. € :, dc

supuestos, Si demostrmuaos que para tocda Fi cn la nrecviencin

Vl,,..,r de lan £6riulas de la NIS=deduccidn de I° (17 = V”),
n
se cunple que SilkT: 1, , donde ﬂi eo ¢l conjunto de supacac:ton de
)y

que (epende la fédrimula Pi el exa Ji-deduccidn, ol teoreia gueria
demostrado.
Para completar 1la denostracidn del Leorenn e

conrlan e

corrcccidn de iJ3 precigamos probar, por lo Lanlo, ol

lena:

Leina $.3,2,2

sea IF,oun elenenlio en 1o seenehnein 2y e e ey de
i 1 5



(s ¥o X))
fo Y v
las [érnulas que aparecen en una deducceidn en 11J3
de Fn a partir de un conjunto finito de supuestos
it . 51 Si es el conjunto de supuestos de que
depende I, , enionces

i

S, W I,
i‘J:}Ii

Denmostracidn: Por induccidn Tuerte sepin i.

Base de induccibn: 5i I-‘i se ha obtenido por I35, entonces el lema .
ae gicue trivialmente, puesto que Si = Fi .

Pase de induccién: 1, 5i I-‘i es Fj o 4 Fm y s¢ ha obtenido por ES?
entonces, dado que Siu {Fj} = ‘Sm y que, por supuesto de induccidn,
vale que Sm "—i} Fm' vale también s1 “_J_a Fi'

2. 5i Fi se ha obtenido por medio de una de las restantes reglas
de 1J3, eni}onces;, por supuesto de inducciébdn, para cada una de las
prenisan . de que se ha obtenido F

a i’
caso de que ¥, se haya obtenido por medioc de una repla de una sé-~
i

vale que Sm \!-3—3 I'm. En el

la premisa Fm, entonces Sm = Si' In el caso de que la regla en
)
cuestidén tenga varias premisas F ,...,Fm , entonces
iy 57
:T»i = SF V...V 5“-F . Las sipuientes afirmaciones son verdaderas:
my my
— (r—> (Garaan))-"Nr
"5 (G aan))
u—J— -y LiF
W Sy W W S 3 W= ~F=» F
by MY I W - B vy
||—’-,) A==l" =»F “-T’s AV = AF
“Ts = (Il=y (Fall))
"> (Fall) S F iy (Fall)=> I
LR e (rv iy P (livw F)
= (FVv) A((Faa)a (1) 0)).,

Por tanto, del supuesto de induccidn se sipue el lema en todos los
casos. I'n consecuencia, el lema queda demostrado, y con &1, 1a

propocicién 5.2,2.1. q.c¢.d.,



203

5.3.2. Conmpletud de 1L rogpeclto o 1o congeencnein

némos en este apartaro dos deposiraciones didapoen-
tes de la completud de HJ3, De nunevo, la rommnda de cllos se hann
en concepteon definidos en el capitulo sepmunuio, BEste oo o Je 1o
casos en que se ve con nis claridad 1a ventsaja de 1o nLilizeceitn
de propicdades de consistencia o denoslravilidad como bane Jde Lo
demostraciones de completud, por su mavor clesnncia. Lo jrrilaord
de las demostraciones estd basada en lon métodos de Kﬁlmnr,.mé-
todos que se pueden considerar standard en la deaostracidn de co: -
pletud de cllculos para la 1lépgica de cuunciados, bno de los concaop-

tos gque empleamos, el de secuencia de formncidn e nna (Groala v

. (6)
estd tomado de lianin v hasta clerto punto, la orucha winnn eo-
tA inspirada por la correspondiente demostracidn de anin parn

(7)
la 1ércica de enunciados bivalente .

pPefinimos en primer lu~ar el conceplo de socencneia

de formacidn. Sea M un conjunto rinito de {Srunlas no j—coaoaslejorn,

La secuencia de férmulas I = G],...,ﬂl es wiia secucencia Jde sor-
. 1

macidén de la Cé6rinala ¥ a partirv del conjunto i: 5i vy 58lo ol oo

cupple que n es el mAs pequerio minero tal cque Gn enol oy paora

cada G, € I sc cumple que o bien n, e il o bicn tiene 1o Torue
i

i
o P A
jlﬂ_ o N jea. , donde jo es un imuntor nonddico » j 0 oo
. ik 1-k i-h
funtor difdico y'Gi 1 N Gi h son elenentos ontteriores o, on .
. -l - i

sea €11 el mAs pequeiio conjunto a partir del cual se pnc.c
definir yna secuencia de rformacidn pava . Lig claro sue o ¢noon
suhconjinto del conjunto de leos clenenbos en una secucucin vde

fornacidn 1 de |7,

i pensanos en la cxisboneia cde Lablos deowoaadned
en J2, el sicuicnte enunciado se revelird Lriviadl: v oes do-vAlico

5ii existe un conjunto !y yma sccucicia de foviacidn 1osie oLl
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que para torlas las e-valoraciones f3 de las {¥rmulas de it,
‘5 (F) = Vv,

Suponpanos definidas como mis arriba una férmula

F y una secuencia de Tormacién I de F a partir del m&s peqgueiio

~conjunto 1 que permita definir a I, Sea ”I el conjunto de los e-

lementos de I y B el conjunto de las e-valoraciones de M, Defini-

nmos una familia de funciones {‘h tales que para cada [ € B

hm%

*B :NI — NIU NI,U NI,,

donde “I’ es la clase de las férmulas LGi cuando nie HI y NI" es
la clase de las férnulas % Ci' cuando Gic ”I y, ademis

G,, si B(ﬁi) = v .
gv 81 B(Ci)

+0,, si @ ((‘.i)

il

» (Gi) = [N

1]
-+

]
-

s deeir, para una férmula F, una valoracién {8 y una secuencia
de formacién 1 de [, todas ellas fijadas de antemano, *B es5 una
funcidn de los elementos de la secuencia 1 tal: que atribuye a ca-
da Térmila Gi en la secuencia una férmula *h(ni) que coincide
con Gi si Gi es verdadera en la e-valoracidn y una {érmula 4 Gi

. (38)

(que puede leerse ‘es falso que G1 ) o G (.‘:Gi es indetermi-

i
nada’) en el caso de que Gi sea falsa o indeterninada en P . £n-
tonces podenos denostrar el sipuiente lema, central en la grueba

de completud que queremos desarrollar:

Lema 5.3.3.1

sea i el mAs pequeiio conjunto de fdrrmulas no
J=~complejas a partir del cual se puecde definir una
secuencia de formacién I para la fériula F, Supo-
nemos definidos, para una e-valoracién 4 una

funcidén fb de la manera indicada mas arriba. eo
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ademis *p H ={l\trs (t}“)\ f',he ] . slibonces

*p ”W)

Leriosiracidn: l'or inducceidn fuerto se-an 1o lope-i-
tud de la gecuencia de formacidn I de I© a partir de i. (I Lo e
sigue, dado que B estad fijada, hablanmos simpleucente de €, ¥,
X, ete. en vez de ®,7i, w#p (1), *, () ... ),
lase de induccidn: n = 1. Entonces l"‘!'i Q3 * yoel leis no oive
trivialmente.

Faso de induccidn., Supuesto de induccidn: 41 7, y . porbeacenn

it
a T v J e i son menores que n, cntonces se cusple que "‘wi-—’“'G.
T I +
¥l — *; . Entonces,
I3 3
1. Supon~aimos que [ es de la forua —(_}i. Fuede ocurrir mwe @(¢,) -
1

v o [}, (r;i) = f o {!((}i) = L, Considevrano:s eston Lrens coson o V.1,

1.7 ¥ 1.3, respectivamente,

1.1 3i A(~,) = v, entonces ¥ omo v ¥yt L e oqui ose ui-
1 1 1 1

fue, por supuesto de induccidn, la denmostrabilidad e ‘_—'1" = 1-

O
v la reala iiP que ik~ L -0, , cs decir, RbF=%21 | Giducre que
13 i IEN IS
aqui, y a lo larro de toda la derostracidn sujonciion deo bradon
una zerie de tesis de 11J3 y de re~las de deduccidn aunnioihles on
I3 que sé6lo dewosstraremos al Tinal del capitnlo, e 1a prog:,
5.2.3.5).

- . . - LS i . Vogwyn
1.2 0 (. = f, entonces *o 3~ %o R, Lo an-
7 i po '1) ' t g Ay i

puento de induccibdn sc cuniple ¥ L. . todenos aaplinge 1o

1J3 1

~uicentes lineas

correspondiente deduccidn por medin do las

o e e yri,) Ao

1 i 1
1 (ml, een .m._i) - AT
2 (lnl,...,l.l_) —"i LY

npor tanto, ¥ l--—r-1 ¥y, Glota: aqui, ¥ en el resito del aparbtado,
[N S

ctiando el mwwnero de una linea o 1,7, ... » 1a lirea opniceo debne
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Jo de otra con la indicacidén m,k,... debe entenderse que el nidnie-

ro es ma 1,m+ 2,.00,ke 1,00.).

»*

1.3 51 B (5 ) = { entonces “‘Gi UG,y ¥FH4T 824G Del su-

i
puesto de induccidn y la tesis l—FJ—3+E‘~—b +-F se sicue, por il,
L]

¥, LT
[Iﬁz?a F.

2. I' es de la i‘ormaﬂci.

2.1 51 [a(ci) = v, entonces "‘Gi u Gi y *F u gy =J.-\Gi. Del supues-
d i o ; 5 *p #5
to de induceidn y ‘-75-3 F - L, se sigue ¥ v, fr.

2.2 91 ﬂ(-(‘,i) = £, entonces *M ‘-IT‘FB*F se sirue del supuesto de

induccibn y 'T!TB Lr = ar,

2.3 $i {s(f;i) = s entonces, por supuesto de induccidn, vale que
*n

]

3

TR +f‘.i. Ampliamos la correspondiente deduccién con las linecas
D RS )

sipuicntes:

m (ml....,mj) +Gi v
1 (ml,...,mj) -\Gi;n—r"i Def,+
2 (ml,...,md) it Enr.

*, . *
ant 11 e F.
Por tanto, 1 33

3, I' ticne la forma G, A G\j

i
. , . ” .

- O : = : = es = (, 7, = G
3.1 Oi B(Li) n((j) v, entonc Gi (1, (J (‘j v
*p - ((‘.jA n.). Por supuesto de induccién vale que ¥ !—lm*r‘.i
¥y que *:ims *cj. Lziste, por tanto, una deduccibn "nm oA "'f‘.J.

. - -~ -
a 0 ~ [ ? 1.
es decir, TI 5
3.2 51 B(f‘.i) = v ¥ ﬁ(f‘.J) =« f, entonces del supuesto de induccidn

— . " AN e P b ¥,

y Y L1 — L(F A1) se sipu [ T
3.3 ui {3((:1) =vyf3 (Gj) = L, entonces del supuesto de induccién

. e (5 s * oo ),
v 51—3-3 1= ( — +(Fag@) se sipue Tlm 1

3.4,3.5,3.6, Si (!(Gi) = f y {s(f‘,j) =v, f oL, entonces el lecua
se sigue del supnesto de induccidn ¥ ‘Tt_:}“? M(Fan).
3.7 Si {L(Gi) = L y B((‘.J) = v, entonces el lema sc sipue del su-

puesto de induccidén y de TJ—J Fo (5 — 2(Fan)). .



3.8 S0 M (Gi) =Ly B ((31) = f, entonces se sirue el lena el
supuesto de induccidn vy ‘TJ—I-E} 1= L{rna ),
3.9 5i 3 (f‘-i) =L v ((‘vj') = U, entonces se sirne 1o nfirvoncidn

del lema del supuesto de induccidn y 'T;Z*”"’ (+7 > +(iTa 1)),
EELY R

e cl,

Proposicidn 5.3.3.2. Conmpletud de LJo

a) We— i —

(a) ¥3 =

(b)) Tt W= I =y il +—r [,

J3

Demostracidn: (a) i I es valido cnr J2, cnioncen
para toda e-valoracidn (3 se cumple que (3(¥) =V y, nor tanto,
¥n I' = I', para toda funcibén *#p. fca I una secuencia de Coracidn
a partir del conjunto . Por cl lema anterior se chugle ane

il b ., es decir,

iLTa
*R f".i, [ ,*“ﬂ‘j '_‘TT'i *rs‘“.

donde (‘r} (ighgj) es un elemento de N. Puesto rue parn cocdn
1

e-valoracién 8 tal que (3 (Ci) v hay cxactmuente don c-valoracio-—
nes ﬂ' N B" tales que ‘3'((;‘() T N4 pn ((T‘.) - v (b" [3" N

se diferencian como maximo en la valoracidn sdc v, cnbonce:s

ne cunple tantbién que
(1)*Bni,...,x(;_, 0 ——
2 Y - : ;
(2) g Cpyeen sty a0 by 1

3 Covenn Bl 2 :
(3) Kpuyueeea®yll s qobtiy bpgn )

donide, en claro, se cumple que ¥, (G0 ) =K () = #a () iarma
ﬂ ]1 n i ﬂ ol
ig&h & j-1. In consecuencia, existen taabidn las ai-ndienbon

dedueccionern:

(1 )-xﬂ"'i""'*ﬁﬂj—l 1.3 ' N

e " i I i
(2 )*c‘('i""’*ﬂ j—],.’;—LT‘J LG, —
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37) Gy eas Wy — N
(37) PO . ﬂ"r‘j-—l T +Gj—->r

Puesto que .—JTJ_'; (F=>G) > ((LF=2> g~ ((+F 2 G) = G))), de
(17), (27)y v (3%), por MP se sirue

* G e W0 —
Ay’ B i1 NJ3

Del mismo modo, se pueden eliminar el resto de los supuestos de
la filtima deduccidn. Con ello queda demostrado que existe una
NI3-demostracién de F, y la parte (a) de la proposicién esti

demostrada.

- I
(h): g iﬁtig I, entonces {H,1F} es J3~insatisfa-
cible., Por el teorema de compacidad aplicado a J3, tenemos que
[
existe un subconjunto finito 1° de 1 tal que {(HO),ﬁF} es

L3
J3~insatisfacible., Por lo tanto, IG} 1(H0)~VF. Por (a) se zipue

A
que Fﬁj; ﬂ(mo)v Iy, de aqui que MO}E}B F. Por definicién de
decduccibn en HJ3, N b= |, g.e.d.

HJ3

NDe la completud y correccidn de iJ3 se sinue 1la
adecuacidén «te U3 v, con ello, la posibilidad de sustituir en [I3
la regla JC por el conjunto de reglas que definen M3, puesto que

PPEPIPI S ren i O

Fl,...,F W ' equivale a I m N3

moJ3 1
Damos a continuacién la segunda demogtracidn de

la completud de 1iJ3, basindonos en que la propiedad E7 de los

conjuntos de {érmulas tales que la disyuncidn de sus elementos

es demostrable en j1J3 es una propiedad de demostrabilidad anali-

tica. Dado que esta demostracidn es muy semejante a otras realiza-

das anteriormente, vamos a eliminar en su formulacidn. todos

los pasos que no nos parezcan estrictamente necesarios. Los niiie-

ros entre paréntesis remiten a las afirmaciones correspondientes

del lema %,2.3.5 con que sc cierra el capitulo.
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Lema $.3.3.3
Hea I,

< 7
mulas:

la sicuients jnopiledan de
La disyuncidn de los olene
I. es demostrable en 4J3. H7 o5
demostrabilidad aunalitica para J=2

emogtracidn: E7 es una pronicdad

finitos. Adenmds se curmple que: (i) 5i i es un co

cotyininlos oo 0

nto~ del
a projrioda:d Jde

de conjimtorn

njnnto viajlo,

v
entonces: '-{I]'_S ]v'v (F V"!I") v ‘_[F:], o ("]:‘V-l—-;“)' por bt T,
A
(ii) oi hT;q I v , entonces, por k== vy v k773 Yovi,
it PR L

(i1i) 61 I vI es ilJ3-demostrable, entonces vor e o (), (6) -
(7), ¥ v ;21’ es también [1J3-demostrable, Jiwilar afiruncidn oo
puede hacer si 0,50, SO0 1"y & 0n=F ¥y a7, por Ia, (17), (z2)v

A ~ .
(iv) si tﬁjs r.qu o Ejb i v 02, entonces, por Iwv ,uil, By v

-

(22)-(25), = Il v b.

ilJ3

Proposicibn 5.3.3.4 Comnletud de

N1 i1 es un conjunto de Ldrmulan y

de 1,3, entonces

e He—— 1,
¥ J3 = NJ3

—_

Ja o

s P .0
pacidad existe un subconjunto finito it

Demostracidn: =i i,
dea |, tal
¢ Jd-insatistacible. Por tanto, cl conjunto {1(.
disyuntivamente valido y posee, jpor la pron,

Por tanto e il O v e},

k- 12

por el tooremn o

o EGrainils

0 coii-

aue {(ﬁ“),ﬂ.}

A
), i-'} o

2.5, 1

rropiedned

Acabnnos el capitulo con la dawostracion de

lenma rue recore las pruebas de las besis de

a lo larso de las anteriores demostraciones
Justificacidn, IIn los primeros casos se Lrata dce
adimisibiilidad de ciertas re~las,

tosis de 11J3,

HTD e

on ¢l reslo proLanos

hesans cd Lo

ain dar alli su

aomnosbror 1o

ciocrlas

coinitirto
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Lema 5.3.3.5
Las replas (1) ~ (4),(8) y (9) son admisibles en
I3, Las Térmulas que aparecen en (5) - (7),

(10)-(31) son tesis de NJ3.

(1) Dril m (ml,...,mj) “(Fv 11)
n (ml,...,mj) =F anll
(2) D2 m (ml,...,mj) AF anll
n (ml,...,mj) ~(Fvi)
(3) DH3 m (ml,...,mj) =(FaIl)
n (ml,...,mj) . ~F vaH
(1) Tnia m (ml""’mj) SF ol
n (ml,...,mj) = (Fa H)

Antes de entrar en la demostraclién de la admisibi-
lidad de estas cuatro reglas derivadas, que llamaremos DM1 - DiHA
por zer versiones en J3 de las leyes de De Morpran, demostramos

tres lesis y la recla derivada ECO (ex contradictioné quodlibet):

(o) Vi, P T
(6) Hi7a F=9F
(7) TR F—» -ar
(3) ECG m (ml,...,mj) F anl

n (ml,...,mj) 1
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Demostraciones:

(5) Fﬁjb Py —-T
1. (1) I 16
2. (2) 3 -1 1
3. (2) : Al N——, =
4, (1,2) A A
5. (1) AN =) W, 2,4 X
6. (1) -7 e, b
7 oy —-I 0,0

(C) v (7) se demuestran de similar monera., | roibu.on
a continuacibén la admisibilidad en IJ3 de la recla LU partiendo
del supuasto de que la premisa de la rerla ECO aparcece on unn
ilJ3~-deduccibn, podenos proloncar esa deduccidn por edio de los

lineas siruientes:

m (ml,...,m,) I A= Sremesto
J
1. (1) = 15
2. (m,ye0e,m,) Foanl sapuento
1 J
3. (ml,...,mj) R Lood,2, 1A
4, (ml,...,mj) 11 i,

Damos ahora las pruchas de la oadndsililidad e
Nl vy Ini2. Las otras dos rerlas DS ¥y 154 e deojanestran de nonees

senejante.,

(1) i1 . (in1, ves ,Hlj) = (v i) TroiLoao e i
1. (1) v [
2, (1) Yvoal VIR
. h%f"'”%'l) (v 1) an(iry ™) Tanym,2
4, (ml,...,mj) Al i, by, 1,0

5, (B) v P
G, (15) Iy T Iv , 5
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(n, ...

7 . 1

.,m1,5)

(Fv 1) an(F i)

3. (ml,...,mj) T
9. (ml,...,m - F anl
(2) M2 ., (ml,...,mj) ~F anll
1. (1) A (Fwvi)
2. (1) (FviIl)
3. (3) F
4, (ml,...,mj,S) FAnF
[ 7 &
D, (ml,...,mj,s) GanG
G. (ml,....mj) F=y» (Gann)
7. (7) 1
s, (ml,...,mj,7) H AN
9. v LR n .
(ml, ,mj,?) A1 G
10. (ml,...,mi) M- (G ana)
11. (ml""'mj'l) GAanG
12. (ml""'mj) Aana(Fv )
13. (ml,...,mj) A (Fwv H)
(o) wp
n, . “ee F I
wy (mi,l' 'mi,j) -5 I
TS (ml:,l""'mc,h) r
n (n, _,..,m, 0 ) 1
i,l i,d k,l""mk,h

Lewostracidn:
recen en una deduceidn en 11J3,

las siuientes lineas:

EERRILN

.1 i,3j

Ia, n,
Ls, 5,7
In, 4,
Premisa
I5

imn, 1

1s

Ena, m,

ECQ, 4

ES 3, 5

1S
EaaIa
FCQ, 8

LS 8,9

Ev,2 ,
S 1, 1
E=q1, 12

6
v In

de DLi2

Ia,3

' 7

6,10

1, I~

Supuesto que las premisas de (' apa-

también pueden aparecer cn ellan

) i JORVIR Y

bef-,

Premisn



H
i
i
¢
¢

o

(10)

(11)

2. (2) BN
3. (2) AR A e M
1. (4) il
5. (%) SR
6. (4,5) itas it
7. (4) =ai
3. (M) LD URVEC SN
9. (r R A ¥ 1
9 (11'1. ’ l,J) A F vl
10. (10) -1
11 (nH:,l' 'r5<,h)
12, (m PP o 10 Fan il
( k,1’ e,n’ )
13. (mk,l""'mk,h’lo) = (=F )
14. { m yo gl MY (al'yaal) a (R vl
i,1 Ky,h
5 IS “e s 1 I
15, (ni,l' 'nk,h) g
- 1
16. (mi,l""'“k,h) A
sl
Denostracidn:
1. (1) F
2, - P> —I
2. (1) -—1
4. = -y A -eF
5. (1) il it
6. (1) Lo
7. ' —» -V

I~v, 7
R I AN
I

'readsa ue la

rec~la
Ta, 11, 10
pDoe o, 11

Ia 1,13

G, 10,14 f4



S-3)
(13)

(14)

Lenostracidn:

1. (1) + I

2. (1) AN
3. (2) e RPN O

4, (2) F

5. (4,2) F AT
6. (1) AN -k

7. (1) = ~F An--F
3, (1) + -F

9. + F =y %-F

— LAar
RE F=>Lar

— LF—AF
s BT

Denostracidn: semejante a los casos

(1 I —F A =1
m (Fv )= -Fa =i

Denostracidn:

1. (1) —(Fwv 1)

2. (1) —=(=F A -1}
3. (1) (-Fa -11)
4, —(Fv i) = -Fa-ll

— T - (T
T2 Fa~l1 — (¥ v Il)

hemostracidn:
1. -F A -0
2. (2) S -(Fwv i)

3. (2) A-=(~F a -11)

IS

Def«+, 1

I35

Eav, 3; E-on
EAa, 2; ITa,d
ES, 3,5 . In

Eav, 6 ; Ea 2;1a

anteriores.

Is
Defw, 1
Eam, 2
25, 1, 3
s
hefv, 2



(16)
(17)
(18)
(19)
(20)
(21)
(22)
(23)
(24)
(25)
(25)

las

es oue

tesis anteriores,

$OoN necesarias

4. (2)
5. (55
6. (1,8)

7. (7)
a, (1,%)
9. (4,2)
10, (1)

11l

A =(Faigrn)

1
(]

]

A=-(F vl

]

el
W

—(aln)

o o]
Whow

]

2]

- -

]
(&)

=l
W

el

r

N

w

3
i

On

pruchan de completud.

(~7)

tT:_T_:’ Ll ~ L5

Lepos Eracidn:

~Fv -1

La razdén ac

—(L'v 1)

“F A= =

-y I Aan-]]

A=F Ay =1 = (A l)

—) -l'v 3l

V=F v =il == (v 1)

~- =l"v =1

C=F v =0 = —(L'p 1)
—(Far)
—(Fa)
AF = (A )

A= (A i)

(Al f

Demostracidn: las demostracioine:

inclair

para demostraciones

A

Lan oy 131 a7
R 7,
ISRVt
y PyiIsg
F~ il) Be, 1,10
R R TR

son aoidilares o 1L

cata liatn

rosterviores

HECENS W

Je o Lomis

©ocn

Jiies



1. (1)
2. (1)
3. (1)
4. (1)
5. (1)
G.
o) b

AF

—=F

—-Fv -0
-(Fa )
-1-(F A G)
LF = MTFwvnp)

- . .

F— e H(raag))

bemostracidn:

1.

2.

W

(1)
(2)
(2)
(2)
(2)
(1)
(1,2)
1,2)
(4,2)

F
+G
=G A0
=G v
A(aa T)
N -F
~—(CaF)
A(Ga F)AV-{ AF)
+{(CAF)
F 3 (+6 ARG AT))

- . .

(29) — +F &G = (Faa))

I3

(30) m-m-)((lf—)n)—)ﬁlf)

penostracidn:

anteriores.

(31) —

1J3

Lenostracidn:

1.

(1)

F-»n

IS
befl, 1
Enny, 235 1w
(26), mr,3
(7) ur a
Def L ,5;E5 1

Def 4,2

EaA,3. Iy

Di4, 4

Ia-,1
EA,3;IA,6;(1%),0P
Ia,7,5

Def+ ,8

ES 2,9; LI's,t

semejante a la de las dos reclas

(Fr90) =2 (Ar-c)=> (+'>a) = a)))
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2. () L= o I

3. (3) = T

A, () S i

5. (3,4 I el 3 ,33Lm A,
yieo W

6. (2,4) =L el =y, I~ 15
[

7. (1,4) i irual ague arriiba

8. (3,4) S(AF A -L) el a5

9. (3,4) )R B P Us, &

10. (2,4) N7 cet L, 6

11, (2,4) i Lol fAes, 10

12. (12) G 1o

13. (4,4,12) DN AnE Ia, 7, 12

14, (1,4 ,02) Tas1l BCa, 13

150 (15) ey 16

16. (2,4 ,5) i Yo TN RPN LA, 11,14

17. (2, #.,18) 1A= T GO, 160

18. (/,2,3,4) M anli YT A2, 14565, 00, 17

' w07

19, (4,2,3) ' G EN,a,105T ~ 3)ias

20. (1,2) *+F =sn)—> 0 Y, 3,10

21. (1) (L =) = ((+r= )= ) By, 2,20

22, (P =>0) = (LT —» 1) = ({*17 =» 1) —=n1)) i, 1,01

(32) — v (Gal) o ({(Fv ) a (Fvi))

HJs

henogtracidn:

1. (1) A (v ) i
T (2) I i
3. (2) JORVAN Iy, ©
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4. (2) oy 1t Iv, 2

5. (5) (G a1l 13

6. (8) Fvq La,551v

7. (5) Few I Ea,5;1v

8. (1) (Fvg)a(FviD) I A,3,4; ES 2;

Ia, 6,7;E3,5;Ev 1
9. Fv(gal) = {((FvG)a(FvIl) E5 1,8
Del mismo modo se demuestra la implicacidn inversa.
Por introduccién de la conjuncién y definicidén del bicondicional,

se sigue (32). q.e.d
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(1) centzen (1934) .
(2) Blan (1979) pp. 92 s5.

(3) Bilau (1979) ibidem

(4) Blau (1979) ibiden

(5) Blau (1979) ibidem

(6) ttanin (1977) p. 31

(7) iianin (1977) p. 52
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6.1 Introduccidn

k1l punto de interés central de este capitulo es la
demostracidén de que un resultado importante de la teoria de mo-—
delos de la 16rica standard, el lema de Craip, se puede afirmar
en la 1légica L3. El1 lema es importante no sélo por sus consecuen-
cias - en el préximo capfitulo discutiremos dos teoremas que se
simuen del lema gue aqui demostramos - sino también porque nues—
tra una vez mis que la légica L3 y su metaldpica es, en principio,
tan rica como la de L2, Es esta una razén de orden formal que
apoya la idea de que presentar a L3 como una 1lépica alternativa

a L2 en cicrtos casos no es descabellado,

Hemos utilizodo en la demostracidn de este lema de
Crais, tawbién llamado Teorema de Interpolacién por afirmar la
exlstencia de un tipo de férmula, una férmula de interpolacidn,en
ciertas condiciones, un método towmado de Smullyan(lgue se’ basa en
las propiedades de una clase de cflculos secuenciales gue llama-—
mos cAlculos secuenciales simétricos., Como caracteristica princi-
pal de eston cAlculos apuntanios la de que obedecen a lo que

Smullyan llama el " 2-gided subformula principle®, cs decir, ce

trata de céleulos que rozan de la siguiente propicdad: i un se-
cuenle i} —b Ii se ha deducido de otro sccuente 1"—H iI7, entonces
cada Férmmla de i"es una subférmula de i1 y cada férmula en il”

es una subrléruala de i, Ls claro que este principio no se cumple
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en 53, donde hav rerlas que cambinn la posicidn relative Jo log
férrulng en el antecedente y conseccunente, pasudo, por ejeigilo,

ma fSrmula en el congsecuente de la premisa a ser vna oab Doraulta

en el antecedente Jde la conclusidn,

La demostracién del tcorena <e intervolacidn la
realizanos partiendo de un cilculo aimétrico -3l que vaisos o aeli-
nir en el préximo apartado y cuva adecuacidu disculirenos i coi-
tinuacibén. Para consepuir un cidlculo que respondiera a las ncco-
sidades de la demostracidn que querianos hacer, co decir, uic cdl-
culo gque obedeciera al principio de las "subiérnulas por amios
lados" y que fuera secuencial, hemos debido wultiplicar los pos-—
tulados gque, expresados sin la ayuda de la notacidn a,b,c,d, al-
canzan €l nGmero de 3%. BEn realidad, v coun un sabproducto e
$3-51, se pueden consepuir cilculos secuenciale:s foviados dLo
por una parte de los postulados de 53-01, que aticndon Haccial-
mente al principio de las subférmulas jpor ambos lados, puusto
que no hacen pasar {Srmulas del antecedente al consecucnine
de los secuentes y que son adecuados para L3, &n el 0liilso opor-
tado de este capitulo mostraremos dos cdlculos de este tiio, loo
cdleulon $53-32 y 83-053, que se definen por mcdio de mna pacte
de lans reclas de 53-31 ¥ gque, sin cmbareco, son cguivalentens con

81, en cierto sentido,

6.2 E1 cllculo 53-~01. belinicidn. Adccuccidn a 0

oo
15

G.2.1 Postulados de

Vanos a dar dos voersione:sode log pornitailados; e

a3-01, la priuera de ellas ntilizendo la notacidin o,bh,cte,, 7 la

serinda por medio de la notacidn prinitiva e L3, Ia rasdn de
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¢

hacerlo es rioslrar 1las ventajas de la notacidn abreviada, nobre la
que, en rcnernl, haremos las uenostraciones si~uicntes y, a la vesn,
tener nresente, con claridad, qué si~nifican las diversas veelas.,
Lan dos Fornmulaciones son claranente equivalentes: la seeunda de

ellas aqs, sinplenente, una traduccidn en los sinnolos primitivos

de lo que ofirmon las reslas de la primera.

cpguenns axiondticos

AX.5.01: i, =3 I, Il
fix.5,02 i, I' =P -, H
AX.5.03: ii, =¥ —p~r, H
Ax,s5.1:  oAar, ¢ —P O Ax.s.2: 11—, I, @
_.b

AX.53.71 i, =, F i Ax.s.dr 0

peslans de deduccidn

Mg 1: (:, a, —o 1)

kb 2: Gi —> b, 1)




(&) Lajo 1o consicido s o D ono

conelusidn,

Lz re~Xloae dta 1oy 0 Davercn Ledooe o

oo hien el secoenbe one aparcee cobre | aedih

ararece enbre paréntesis. Fn o lo o niome wbi L

Lo rrocueincin Lan recolas de s Liacion o

Ao, 2), euve demostracidn para O 0 soeds

o enbrerewos agni on enbe puanto,

. D1 anterior contjinla sie o ombiuds o

i

Al ocdeenioinla:

Fornenas axiont Licos

T cdmmes e on cloor o o o ei o

, ) . -
Pos lar do covhiige D0

t -

N . aN--
t V== —> . b b e B



v,q",;& Pt

W
"

N7 Gy = — 1)
oL =Dy ROt 1 — =P, H 5 g =,

By A=A ) —P i o = (FA L), 0

no: (i = -6, ii)
B s R VRS N I—b —F, il

o =(Fa) il MW= (A ), ©

R1z: (i —d =G, i)
Bad: by = —D e —d il it = =, i

V(oA ) =D 1 —b = (FAaG), i

Y0 oy oy —b n14: it — l'"[\.l‘]:"], i

(%)
M, A —d g 1 —d ANFCHY, il

1
LG , =T —D 1161 li — A —1-';:L1-'j1, i

(%)
- AR D o= - A XY, i

n17: R —i-tti‘;}——b;l 18 o= -,

(%)
-A:vy—b o oD - AXKCIT,

*
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it

1
R T rG.ki] - i R — ~ L7,

(%)
LAY =D : Lo—PbaA T 3,

. 1

; () hajo 1o concicidn do oaque 0 e oo g e
4 .’ ’

7 conclunidn.

{

Mara 1&1 €1,

Naoidon las Nlbinan po-los oin anoelas o 1o Lo

Lon condae o de ellan en v ode Lo Cheomlos L o el oo

Le o consceeucente precedidas de VY, —, vy -, 0 cllag el

AL d-ual aue on la | recodonie foradeaidn

cuando en unn rerxla aearece van ey oranldn onbre opfa e e

{
f
!
|
|
I

win paréntesis en Lo premisa, e Lidies con ollo oo cod i o
g ellan pncede ser la prenisa de 1o proclo,

Las definicionen doe dencnsbrocitn, dooneeid,

SA{cd basenie, conoar

o L=, oue o vanos a dar oo
A las de 40 {(efir. el anartado 4.0) one ancon Luboceendy i

nuevo oparte de las nuevas reolos e =00

cidn primitiva: las ddeciceis ro: Lovy o o Do o iy el
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6.2.2 Correccidn de 53-31 respecto a la consccuencia

Demostranmos primero, en un lema, que todo secuente
demostrable en 53-81 es L3-vAlido, en el sentido de la detinicién

4,2.2, Del lema se sicue la correccidn de $53-51 de manera nencilla.

Lema 6.2.2.1

Gi F;E:gl I — H, entonces el secuente Ii —b il ea

L3-vAlido.,

Denostracidén: Por induccidn segin la longitud de
la demostracibén de 1 —P I en (3-51.
Base de induccibdn: 5i la lonpitud de la demostracién de M —b N es
1, entonces tf —» Il es un axioma o se ha obtenido por una de las
realas nni. Entonces, si se trata QO un axioma segiin los esguemas
axiomiticos 01 - 03, 11— N es L3-vAlido puesto que se cunple
u;a F—> Fy |r1—,§ F ey -1y = ~F =2 F. bado que (CIA-.F». I') es
L3-insatisfacible, los axlomas seprdn el esquema Ax.s.l son L3-
vAlidoz., Lo mismo vale, mutatis mutandis, para el Ax.s.3, La
férmula (ﬁv 4 v 1) es L3-valida y por lo tanto también lo son
los secuentes de la forma 11 —P —F, ¥, N, es decir, los axiomas
secin €l eaquemna axiomitico Ax.s.2. Lo mismo vale decir de
AX.s.4. Finalmente, si il = If se ha obtenido por una de las
reglas Hni, dado que.IS(EIH) =Ty j3(ni) = v, para toda L3-valo-

racidn, se cumple ¢l lema también en este caso.

Faso de induccién. Supuesto de induccién: 51 el secuente i’ 117
(o los gecuentes 1017 vy 11"P H’~ son demoslrables cn H33-71 con
loncitudes menores que n, entonces son L3-vAlidos. Denmostramos el
lema para la loneitud n de la demostraciédn, cunado n es mayor dque
1 ¥ se ha obtenido de secuentes anteriores en una demostrneidn

en 53-51.



S3i 1=—P N se ha obtenido por la 1, enltonces, o
¢l lema 2.2.1 vale que f3{(a) =v sii [5(0,]) =v fb(c:}) - v 1
fl (l1aa) = v cntonces P(?}A(li) = vy, o= 1,7, e e B
induccién, IS (?I) = w 5i fi—P i s¢ ha obtenido por Ro 2, ciitoncern,
por supuesto de inducciédn, si {3 (?I) = v, o bien f (:'i) = Vv O vicn
ﬂ(o’i) = v =@(02). l'or tanto, f3(i‘!) = v -_—_)S!,(i‘f v oa) = v,

Por el lema 2.2.1 sc cumple que pora todn valoyi-
cidén j’a, J'_B(h) = v sii j!»(b,l) = v o p(h? ) = v. l'or Lonto, oo cui-
Ple que si 1—D I se ha obtenido por b 1, entonces i f! (‘& a b)) =
v, entonces }3(,.) = vy ﬁ(h) = v, De ani se si~ue que p; ('J“: Ai,"l)
v O JL (I‘.‘IA b?) = w l'or supuesto de induccidn se siue e ﬁ(r&)
ve I'n el caso de que li—P il ge haya oblenido por b 2, 5i
/5 (lf’;) = v, entonces, por supucsito de induccidn, f_& (i;q) R VERY)

fS(bz) = v O P(IVI) = v. Por lo tanto, }3 (v b)) = v.

Por el lema antes citado, para toda valovacidn oo
cunple rue fl(c) = v sii f&(ctA]) = v, parn todo Jescerioscido A
De clle se sipue que si H—P U sc ha obtenido ;or e 1
ﬁ(;fhc) = v, entonces P(IAI aclAY) = v ¥ por supucsto de inoecid,,
}E(IVI) = y. S1 Jli—DIil se ha obtenido por ilc 2, cnltonces ol ¢ oo
A FLN), mor supuesto de induccibn, e cunmple que
li'L—_a £ -3 (il Pli'_\ v I‘J’). f'or el tcorcna de r~encralirzncidn,
= i — A)((l-‘[ii(]vfll), de donde se piguc “‘;:_ (N (/\?L-’[‘.]v-‘.). i
c es V- AUIFLX), enlonces valce ‘TC. Y (ﬁ—i-'tul']i]vX) e donde ne
rime 1= (= A XTI

Por el lema 2.20.1 para toda Lia-valoracidn )‘2. i
cuiple qgue jB(d) = Vv sii hay al nenos una desceiceidn oownl o
SOILAY) = v, Entonces si 0 —b . se ha obtendido por s o d oen
- ArL], por mmmesto de induccidn vale e “J— ('A A = e ll,}"_\)—) M

K

[ 1
de donde ge si~ue “_1-:} o (—FCe Y Y ) vopor el teovenn e

.
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A v
~eneraliznacidn, lTﬁ 1T = AX(-F(XY = II). Por tanto, se cumple

A
que "-I—“ (Gia-AXFEOY f‘., 5i 4 es -~ AXFLX], el razonanmiento
es similar al caso anterior. Si i —d N se ha obtenido por

. n
Ld 2 ¥y /!(H) = v, entonces ﬂ(d[Aj) = VvV O p(ﬁ) = v, Por tanto,

Potmav ) = v,

'l caso en que la longitud de la demostracidn de
H— Il e3 mayor que 1 y se ha ohtenido por Rnil - Rni 2°, se tra-
ta de manera sinilar al de la base de induccién. q.e,.d.

I'roposicidn 6.2.2.2,.Correccidén de 53-5S1

H':.——— ' = 1 H—I—J? F.

Lewostracidén: Si LE?;5—§1 F, existe una demostracidn

en 52-51 del sccuente [° — ¥, donde 119 es un subconjunto finito
de 1i. T'or el lema anterior ge sipue que nou:; F y, por lo tanto,
o I,

o]

H.]

6.2.3 Completud de 3-51 regpecto a la consecuencia

Antes de entrar en la demostracidén de completud
propiamcente dicha, demostramos en un lema la admisibilidad en
53=51 de cicrtas replas de deduccién, Las primeras -de ollaz afir-
man la posibilidad de invertir alpunas de las reglas primitivas
de 53-51. Las tres ltimas son reclas primitivas de $3. Su admi-
sibLilidad es necesaria para la presente prueba de completud, ba-

sada en la recducibilidad de 53-51 a S3.

Lema 65.2.3.1

Las simudentes reglas R1 - R 1 son admiciblen en
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Sl ly=2 ¥ —b 1l 2 —b s b
I, ¥ —p Lo—b 1, o
N3 1,27 F—b il W 225, i

1y

U —D i IS s FUP

o M o—p I, F N i, b —b

i, F —b i R

Demostracidn:

cidén de la premisa en $3-51. Basc de induccidn: i 1a preainsn

un axioma, entonces puede ocurrir uno de los sicuienten conos

1.1: 1 es el conjunto {”,323r
~an

1.2:1 es ¢l conjunto M7, =I3F
—

1.3: 1l es el conjunto i°,33F
k)

1.4: 1! es el conjunto H™,a==3F
1.5: ®,=
3

5‘1’ —b i es de la forma ii,23F —bITF, i’
1.6G: In it

v/o [ aparece alruna émanla gque haecce de | —H i o’

axiona ¥ no es ¢l caso 1.1 - 1.5, Intonces,

1.1: del axioma M7, =, I' = I! nc sicne, por I v 11, :1’,';\‘;:“

1.2: del axioma 1.7,=I,I" =P li e sicue, por nl, i ,——=F, ~d .
del axioma I, F —D i se sicuwe, por B1, 7, 7300, D

1.3: del axioma I, —P,ii"ge sicue, jor 112, .., —P 37, 7.

1.4 del axiowa L, —P V-, ii7 e site, por B, L0 —p NV -——

del axiona Ji,I’ —b i, ii se sircue, por M R2, 1,1 =DV

Pl: bemostracién por induccibn serlin la lon~itud de Lt denios uisi—

o
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.5: la conélusién 5,1 =D v =", I° es un axiona
del axioma i, = F,II° se gipue, por R2, H,I" —» -nF, {17,

1.6: en este caso la conclusidn es también un axioma.
Paso de induccién: Si se ha obtenido la premisa de la repla por
medio de una rerpla de deduccidn, entonces puede ocurrir uno de
los ‘simuientegs casos:
2.1: Eir‘es la parte principal de la aplicacién de la resla. In
ese caso, la premica sc ha obtenido por medio de 11 y no hay nada
que demostrar,
2.2 3i la parte principal de la aplicacifénde la regla es una fé6r-
mila en 11 o I, entonces del supuésto de induccidn y por aplicacién
de la misma regla que ha originado la premisa, se sipue la con-

clusidn,

P2: La demostracidén es por induccidn sepin la lon-
aitud de la demostracidn en 53-51 de la premisa.
lase de induccibn: i la premisa es un axioma, entonces se cumple
uno de los casos siguientes:
1.1¢% il e5 el conjunto OIS T
ta il

1.2: 1 =b =Z3TF, il es de la forma MH", -3 F —b 3T, I

=% - [aial
1.3: 1 = -, li es de la forma H", =-aF —P - F, H
1.4: it —d =", il es de la forma il ~>™MF, “"-F, N’
1.5: En 1 v/o i aparece una {érmula G que hace un axiona de
I —P il v I' no es una subférmula de . Entonces,

‘-

1.1: del axioma il = =1, F, Il sc sipue, por R4 y R2, 1 —d Ao Uy, T
-an

1.2: del axioma J17,I'—d T, Il se sirue, por R1, H',EiF — I, H
1.3: del axiona 117, F - F, I se sirpue, por R2, 7, - —p I',H
1.4: del axioma 1T — I ,ol°, I se sigue, por R4, I —p I',a-F, 1i7
1.5: en este caso la conclusidil es un axioma.

Paso de induccidén: la demostraciédn es similar al paso de induccidn

en la resla anterior,
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Ras Demostracidn por inducclidn sobire Lo loo-itndd
de la demostracidn de la premisa.
Lame de induccidn: $i la prenisa es un aniona coloncoe:: e ome o de

uno de los cagos siruientesn:

-

1.1:0 es el conjunto . 17,

K

-
=Ll

1.2:10 es el conjunto 1,31 --)

PR T

1.3: il es el conjunto [i",aq QL

1.4: Il es el conjunto .i",=x5F

11 es el conjunto Ji7,2TIF

‘ LA Y

1.5:

1.6: ¥n i1 y/o U aparece una férmula ¢ quc hace que 5 — i0 nou

un axioma ¥ F no es una subférimula de o, inbtoncoes,

en los casos 1.1 - 1.4, la conclusidén se sigue del aniomo

%, 1, AF —p I por medio de la re~la N1,

1.5: del axioma ii,= 1" —P =l, " e si~ue, por Ld, o conclanidu.
I'aso de induccidn: la demostracidn cos similar o los cnnon oo~

riores.

ilvl: La demostracidn co andlo~n n lon cnson aiie—

riores.

N ]: pemostracidn jor indnccidn se-din 1o ol ol
=1

de la denostracidén de la prewinsa.

Base de induccidn: i la vrenisn es v axions, enbloncen g oo cde

no de los cason sipguientes:

—p i, ' es de la forma P, N =D -, o {(1.7)
137, =0 b A, o (1.1
iU a=D A=, (1)

o (1,5) hay unn Dbrwula T on il y/o ¢ gue hiace «de Po—b 1 an anionn

w1 ono onowma cnhIérmla e i, Intoicers,
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1.1: ii,n 1 = 21,117 es un axiona sepln ax.s.01
1.2:07,F, ¥ —P li es un axioma segn Ax.5.1
1.3: del axioma 117, q, —n —b M’ se sipue, por 1, M°,q,-G—b I
1.4:del axioma 11,G,-G ~D H° se nigue, por R1, H,-G,7\G —b i’
1.5: del axiowna 11,G —b - -G, N se sigue, por Rl, HH,1G -G, i’
del axioma I,-G DG, se sigue, pof R1l, [, =C —b G,
1.6: cn este cano la conclusidén es un axioma.
Pago de induccidn: Si la premisa se ha obtenido por aplicacién de
una regla de deduccidén, distinguimos dos casos: 1. el caso en que
F es la parte principal de la aplicacién de la repla por la que
se ha obtenido la premisa. 2, el caso en que otra fSrmula dis-
tinta de ¥ es la parte principal, .
1. 5i " es la parte principal entonces F ez una a,b,c,d o ”i'
1.1: 51 " es una a, los secuentes H—d 1-1,01 y M —D Il,o2 30N
demostrables en $3-051, con E[ongitud menor que n, lonpitud de la
prenisa de la rerla. Por supuesto de induccién, I\-I,'\oq—b oy
H,'\oz — I son demostrables en $3-S1., Dado que —101, -102 son

una L b, o ﬂ-\l)1,*\ﬂl> , por T y b 1, se sipgue que

1" 2 2
1,41 —p I es también demostrable en $3~S1.
1.2: F es una b, Entonces el secuente 11 —P N, bq’(bz) es demog-
trable cn 33~51 con lonpgitud k, menor que n, la loneitud de la
premizsa. Por supuesto de induccién, I~I,-vb1,('1h?)~—b 1 es denostra-

9 1+ %9 1 9t por Hl1 y la 1

se sicue la afirmacién,

ble. Dadn que 1!,)1, =t es una a a 0 MO, , MO

1.3:F e« una ¢. Entonces el secuente M- il,cle I’;) es demontrable
en $3-S1 con lonsitud menor que la de la premisa. Adenis P'T,‘ no
aparcece en M,il, ¢, Por supuesto de induccidén, ;i,ncle l‘l‘l—b I oes
demostrable en 53-01.clc P?) eq d@I’ijo RR NS Pi]. Por I, ita 1

.

v d 1 se cirue que L, A F —Pp 00 es demostrable.

1.4: ¥ es una d. lntonces el secuente i~ i#,dlAJes demostrable
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en 53-5) conn lonritud megnor que 1ln de 1o premiss, Por o awesbo
induceidn, p,adL{Al —» H es denostrableadfaAd oz unie Séruals

clAlo aclAY . Por ﬁ, Ral y Rce 1l se sirue i, —b i,

enlonces h,—\lli —> (i ge gi-ne joor LT, Lo
1

1.5 3i F es un iI, 4
i

2. ¥ no es la parte principal de la ap-licacidn de la re-le. Lo

e

afirmacidn se sipue del supuesto de inducceidn por win op:licacidin

de 1la misuma regla por la que se obtuvo la prouisa.

K ¢+ Demostrocidédn por induccidn so-nn lu lote-itudd

N2
de la dewostracibn de la prenisa.
Base de induccidn: Si la prewisa es un axiomn, enloicon se Gt

uno «¢e los sisuicntes casos:

Iy ¥, i —b i (1.1)
L, =i, = i (i.:n)
i, ¥ —b il es de la Torma I, ¢ =D Aa=F, o~ (3.3)
it, =t —p=mn, L7 (1.1
i, I - 1, (1.9

o (1.6), hay una érmula I en ! yv/o il fque hace e . —D o i

axiona y I no es subférmula de . Lntonces los casos (1.1) - {(1.70)

la conclusidn es un axiona.

licacidn

'agso de inducecidn: i la prenisa se ha obtenido por o
una rerla de deduccidn, distincuinos dos casos: 1. cuando |7 on

porte principal de la aplicacidén de la ra~1la por 1la gue s¢ ha

obtenido la premisa. 2. Otra £é6rmula cs la parte princi«
aplicacién de la resla.

1. " e la parte principal. Ilntonces o es uniae o,b,c, d o 0,
.11 en nna. Fnbonces  fha,, (o, ) =D o en derosteoeble con

3

loneitnd nienor nque la prenisa, Por supncasto e indirccion,

b 'u(\q,(-\cnq) Hoes demontr:\hlc.'\o/!,‘m,) o !)“, L, aan i;_]. a0
rntences por 22, R, 22, b 2 gse sisfue =D A, L,

o

e

(R,
o



1.2: F e una b, Intonces, i, b1-b Loy ii, b2—wb i1 son demostrables
en 53-011, con lonrcitud wmenor que la de la premisa. Por supuesto

de induccidn, i —bd b Iy Il - b,, N son demostrables.—b, es

1° 1

o, o"1a, yib, es o, oMo, . Por B2, n2, Ra 2 se sique la aflir-

macidn.

e

1.3:F enuna ¢, kntonces li,cC AT —P I es demostrable con loneitud
nenor que la premisa. Del supuesto de induceldn se sipue, por TIZ,

R2, Rd 2, I =D, i,

- N . 1
1.4: ¥ ez una Jd, Entonces, el secuente h,dttu] — I es demostra-
ble en $3-31 con longitud menor que la premisa. Del supuesto de
induccidn sc sigue, por Kﬁ, K2, ite 2, el sccuente I —d ~I, Ii.

1.5 h—bﬂ—:ni, N es demostrable por RH, 2 v R2. ﬁ-h?-Hi,ﬁ,ln cs por I

i
2. Gi F no es la parte principal de la aplicacidn de la repla,
entonces la conclusidén se sirue del supuesto de induccidn y la

aplicacibn «de la misma regla por la que se ha obtenido la premisa.

[ n iewostracidn por induccidn sepmin la lonmitud
de la demostracidn de la premisa.
Base de induccidn: HBi la prewisa ez un axioma, entonces se cumple

uno de los cagos simiientes:

= I, ar, (1.1)
H—p g, -n, H° (1.2)
it —b i, F es de 1a Teraa i, I'—b I, i (1.3)
e 0 —b -G, i (1.4)
iy, =G —ban, I (1.5)

o (1.6), en il y/o il hay una férmula I que hace un axioma de ! —~DIi
v F no es subldrmula de ', Entonces,

1.1:La conclusidn es un axioma seceln AX.s.038

1.2:La eonclusidn se simue de Ax.5.02 v R

1.3:1a conclusidn en un axiona sermm AX.5.3
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1.44: La conclusidén se sizue del Aoz, vpor 21

1.5: ra conclusidn sc sicuc de Ax.s.nt por iU

1.6: La conclnsidn es un axionn.,

Paso de induccidn: PBistimmuimos los case:; o (L.) 2 oo 1o ool
rrincipal de la aplicacidn de la re«la por 1o que 50l oblonido

la premisa y los casos (2.) en quc la porte principal oo obin

Y
férnula.,

1.1 I esuna o, intonces los secnentos i0—d la,Cl,1 v, v Sl
demostrables, con lon~itud menor rnue la de 1a denoseracian e 1
prenisa. 51 F 8% -G, entonces, por supuesto de induccidng, e oo
nle que 14, =0 —b i es demontrabile v por R, 7, ===t —b 5. o5
demostrable, 3i 1I' es :.:' 7, cntonces se ha oblonido do o0 —D.or, i,
Por “'\1, vale gue 11,0 =Bl es denonstrable y, por 001, lo on

I, 2330 =D ii. Por tanto, 11, === ¢ —} | e dewostralde oi 0 o

de la forma =3 . Si F es distinto de cntonces, o ol

supuesto de induceidn se gicue que i, —a =P il i, —a —
son denonlrables en 53-531. uesto aue —a Ccs lg.'] o —Whll AN

es un h2 0 -—11:.2 , bor Rl, b 1 vy 11 se nigue 1y, -F —b .,

1.2: ¥ ¢s ana b. Entonces, I —d 'J’],( )N o decon bbb Ta con )
~itud nenor quc la prenisa. 'or supnesto de induecidn se crneg le
que i, —-h'1 ’ (—b?)—-»h e demnosbrable, _’—‘,] coonmn n1 n—_:,n(]
-b cs ouna o:_) 0:"10? .o For T, o 1oy, L, = —D e e i

-y v

trabhle,

. . 1 1
1.0 ¥ oes wna ¢. kntoneces, o=—b i,cle T ) {con I onuevo coa
i N
i, € } es G3=Ul-denostrable, el swmenbo e daduceidie oo
. . - . .
ity =17 =P i por 1, Bd 1, 1.
1.0 ¥ o oama o, La demostracidn es cinilar al cooo snlberior, ol-

ploeandio iood.,

1.52 1 eq una 11, . kbntonces 37, 300 or sdenoentroide oo i, 1Ty i
i
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2. 51 F no es la parte principal de la aplicacidén de la repla, la
conclusidn de R~1 se sipue del supuesto de induccidn por apli-
cacién de la misma rerla por la que se ha obtenido la premisa.
q.e.d.
el lema que acabamos de demostrar resulta que
todas las reclas de 53 son reglas admisibles en $3-51., De ello
se sirue la completud de 53-51 y la posibilidad de afirmar el

Hauptsatz para este cilculo, Este es el contenido de la proposi-

cién y corolarios que siguen.

I'roposicién 6.2.3.2

51 el sccuente HH—P N es 33-demostrable, enltonces

es denostrable en S3-51.

Denogtracidén: i 1 —H N es un axloma de $3, enton-
ces es un axiowa cn 343-%1, Si i1 —p H se ha obtenido por aplicacidn
de una repla, csa misma resla es un postulade de $3-51 (RS 3, RS54,
RS G - {ﬂtl) o hien es una repgla admisible en $3-S1 (s 1, RS 2,
RS 5), Por tanto, del supuesto de induccidn se sipue la proposi-

cidn.,

Corolario 6.2.3.3

Toda repmla adnisible en 53 es admisible en (3-51

bemostracibdn: Supuesto que las premisas de una
regla de 3 Tueran demostrables en $3-81 y no lo fuera la conclu-
5i6n, entonces habria un secuente demostrable en S22 que no lo ¢3
en 53-91, si la recrla en cuestidn es independiente, cosa que podemos
suponer sin pérdida de la generalidad del aresumento. Luepo todas
las re~las primitivas independientes son admisibles en S3-01.
$i lo son las rerlas primitivas independientes, 1o son todag, ob-
viamente, g.c.d.

I‘n esta demostracibén nos basamos en la proposi-
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cién anterior, 6,2.2.2. Ixiscte, uin crihareo, una dJdenosteacion
alternstiva, independicnte de esto jroposicidn v del lewn ouc
1la precede, Es, cn sug rarons escuncialen, la signdentbo: 1o coirclo-
tud de &U-11 puede demostrarae, de nnnera totaljonte inde;ocndieri-
te del corolario 6.2.3.3, por medio de la completin. de nno oo

’

los cAlculos parciales, por ejeiplo (U=, de H3-=01 {(ciy, ol
apartado (.4). be ello se siruce 1l proposicidn G.2.7%, 0 o, por ol
misno raronamiento que en el corolario, que Undn recla sdndisisle
cn 32 lo es en N3-51.
Corolario 6.2.3.4 Counletud restrin-ivn G 3-11
Si 1™ es un conjunto paranméiricawente linitoio,

posiblenente vacio, » I© ¢ una idruule e L0,

entonces i W— 11 = | F——

] e

bemostracidén: Hi ¥ w— I, vor la couplelod de o0,

G}
"*+=— ', ¥ por la proposicibén anterior, (fkffﬁj .
) PIERT I &
Corelario 6.2.3.5% Adecuracidn do -1
Baje los supuestos Jdel corolario oniaorionr,

R e % e
L3 G-

yo T b

Derosbracién: se siruce de la couplebnd 7 correcceidn

corolario 6.2.3.0 iftnploats para 0=
$i H1, P —® “1 v hp' — Vel G0N dcmontrab les

en 52-51, entoncegn by i, —> xH, ii en Lasbididn

-
€ X .

demostrable en 50-01.
lewontracidily ) corolario onoun cosse o oetionloae

de 1o pronmosicidén nlon, D,
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2)

6.3 Il Teorema de Interpolacidén (Lema de CI"O.ir')(

ado un condicional F —y G, llamamos férmula de
interpolacidn de ' — ¢ a una Tférmula K que cuinple las siruicentes
condiciones: (i) todo parémetro de predicado que aparece en K
fuera de las descripciones y toda descripcién que aparece cen
I; aparcce también en F v ¢ y (ii) se cumple que H—EBI"—) K
y que “T:'; K-y, E1 lema de Craip o teorema de interpolacidn

para L3 podenos formularlo del modo sigulente:

Proposicién 6.3.1
I'nra toda térmula lénicamente verdadera de L3 con

la forma F —» 0 se cumple que (1) si al menos un

k
i
en  fuera de las descripciones, entonces exisltc

parimetro de predicado P aparece tanto en F como
una fdrmula de interpeolacidén K para F=> G y (2) si
no existe tal parimetro de predicado, entonces o
bien F es L3-insatisfacible o bien G es L3-vAlida,
podenos sustituir Vb= F-3 G por v, F—bn en
el -
la proposicidén anterior: p'or la adecuacibn de S3-S1 y la defini-
cibébn de — , de la afirmacibén de |\T3 F-—>» (G =se sirue
~(-F A -3}, Por RS 9, &1 corolario 6.2.3.3, R-\l y Ri vale

—
53-51

que '__1—71 F—2 . A la inversa, supuesto que \75—(‘] Fe G,
H$aA=-91 SRS R A

entonces, vor R e, R10, la definicibén de =3 y la adecuacidn

2!
de $3-51, se sisue que \\'Eé IF—>» ., Por tanto, el lema de Craig
puede reformualarse diciendo qque para todo secuente ' —b 0 que e¢s3
demostrable en %3-51 se cumplen las condiciones (i) y (ii) de
la proposicidén 6.3.1. En lo que sisjue, demostramos csla secunda

versién del lema de Craip, de la que lo expresadoen la proposi-—

cifn anterior es un caso particular. llay que tener en cuenta que
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”

para lorrar una mayvor exactitud haliria que deiiuir “idroals de
interpolacidn’ para secuentes. I'nlo se locra tosmondo 1 coo
formula de interpolacién para el secuante - —D 51 #ii 1o oo

. a v
para la formala [ =y il.

Jenostracidn de la orojposicidn 6.3.1: o incuceidn

serQin la leacitud n de la demosbtracidn en L5—01 del secnanbe o—D o,

1. Dage de induccidn: ¢i i —P i es un axioma, oentoucen ce crnisle
wio de lo scasos siruientes:
R 5 N
1.1. Supuesto que haya um parfmetro de predicado i, cue aparcec
i

tanto en (i como en Ii Tuera de las descripciones, onconces

1r
124

Ax.s.1: La Féraula I-(l u }:1,..'. ’ /\::l’:(z'i;:l...:::‘:) A "A"‘m"" )\:;11(;'1‘:,1

es una Térmula de interpolacidén para 1, i',q) = il: dado que
{Il,*\l",l"} v 1{1 son L3-ingsatisfcacibles, se cunple quo

L) ) . . - .
"-—LS GiaTFal)—> Ky v Ve Ky bl AdomAs el tnico pardmctro oo
prredicado que aparece en l-’.1 aparece taabién, por suvuceslto, on ..

y it

(biz:l,...,;;k)V -‘,\,::1,...,/\,.]_(;'j_\j...w‘

- K Yo, .
Ax,5,0: i, u )(1,..., /\Xk )

es una {érmula de interpolacién para i, —b =i, 17, HI 5 -—di

es deducible de Ax.s.2, Ra 2, Tib 2 y def v . i, —P 1 es an

axioma. Por tanto, los dos gsecucntes son Li-vAlidos (Lowa &.0.701).

k
Por el supuesto Pi aparece tanto cen i como en .

1:
., 0w x e X P N e et -A
Ao, . A 1 , A 1‘:(11 1 k) A -A

cea una féraula de interpolacidn porae 07, =1, ¥ =bd . o D

o un axionan y il,}——) i es 83=-Sl=dcwostrable o scarbir el Su5.

Lz
por pedio de tla 1, Por cl supuesco i aparcee tanto o en s cono
i
o il,
I< !
SO 1‘,4 oA Ryreees Al.k(l PR ,1.!:)\: -\_./\,.l, ey /\..L( PR ::)
¢ una FOoruula de interpolacidn para o oep AT,m=1, 10 H—D g o

5671 por Lia A th 2 = e sV o oDl ot DT ey o

deducible dec A: A

. k .
tai,  onbons secuenbes son L3-vAlidon; ') aparcce tanlo e o cono
i
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en I,

Ax.5 01, Ax.5.02, Ax.5.03: Las f6érmulas F, F, -T son ,%trivial-
mente,. férmulas de interpolacién para axiomas de la {forma

n, r—pr, H; {i, ¥F—b -, ¥y M, -F—d A}, H, respectivamente.
1.2 %i no hay un parimetro de predicado PE que aparezca tanto en
i1 como en Il fuera de las descripciones y I —b I es un axioma,
entonces lo es semin uno de los esquemas AX.s.1l - Ax.s5.4. En el

! caso de que lo gsea scrin los esquemas Ax.s.1l o Ax.s5.3, entonces

ﬁ es L3~insatisfacible., Fn el caso de que se trate de un axioma

v
gerun AX.s5,2 0 AX.5.4, I es L3-valido.

2. Paso de induccién: lLa loneitud n de la demostra-—
cidn de i =D il es mavor que 1. Supuesto de induccibn: Si r'-11—~§1.111
es demostrable en 53-31 con loneitud k, menor que n, (o si los
secuentes :Il———b “1 \d 1:12—b ”2 son demostrables cada uno con
loneitud menor que n) entonces se cumple, para ese sccuentc-, (esos

secuentes) el tecorema de interpolacidn.,

2.1 Guponenos ahora que hay al menos un pardmetro de predicado

o Iz ’
| Pi que aparece en il y en Ii.

2.1.1 5i i —b il e ha obtenido por la regla Re 1, entonces
! por supuesto de induccidn, hay una férmula de interpolacién K

para 117, a, ,{(a ) —D iI, ¥ntonces, por la adecuacién de 53-01,

Z
se cunple \-—3——-1 T, 01,(02)-01: y, por Ro 1, rewt] 1, o —b K
DR Lot Rl 0

Por supuesto de induccidn ocurre también que "ES K3 Il. K es, -
por tanto, una druaula de interpolacién para 11— I,
2,1.2 8i I—P i! se ha obfqnido por la rescla o 2, entonces, por
o supuesto de inducceidn, existe una fSrmula de illtel‘l.‘»o].aciéx'l'Ki
para i —d P
Tenenmnos cntonces que *,*3:—*, HE) Kl N ‘-“T”,——_"‘; i — Kj, de donde

i se sicue, por o 2 \-—,—-1 [~y Jiio\ K .. Adenmds, podenos alirmar
3= b .

t que \-(—?—_—1 I:i —_ o Hoy s K;j —b 0, ii, Por lo tanto,

il ¥y una férmula de interpolacidn I{J para i —d 0., t,
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. I,a L —p 0, H., K, A¥, e3, pucs, ana J6rnaln ae inberiolo-

(M- i J i J
cidn para [t —P> H,

2.1.3 %1 i —p i se ha obtenido por medio d¢ th 1, entoncrn, jor
supuesto de induccidn hay wna f6rmmla de interpolancidn i, aen
1

i, b, —P H v una Crmmula de interpolacidn }‘-j aara o, b —4y 5,

Yor lo tinto, sc cuple que i——_\—71 .',h,]—‘> KL'“‘ i e b B
NERS R aCh B B .-

N! SIS

Por h 1, RO 2 y Rb 2 podenos ariruar quc g L — (i PN
or otro lado, Ki—b Il es L3-v&lido, al iesval que i, —» .., Vor
[

2o 1 y b1, —(~KiA —Kj) — i e tanbiln L3-vAlide », con cllo,

—(~K, A -K,) . es la {6rmula de interpolacidn buscadun,
1 J

?2.1.4 3i 1 ~P N se ha oblenido por medio de I'h 2, cntencen, por

aupuesto de induccidn, hay una {Orwmla «de interpolacidn i para
it -~ b ,(172) 117 Entonces se cumple rue }—————] ao=—=Di v e
1 NISTSICN |

G K—b !)1,(6,3) ii,de donde se simue, por 10

K eq

, Por tanto, uwna {Srmula de interpolacidn para | s ..

2.1,5 3i i —D Il se ha obtenido por medio de 'c 1, entonces, or

supueslto de 1nduccidn, existe una Iérmula de interpolacidn L pars

27, cUAY —D i, Por tanto, v 7, cCAY —B 1 54— I —p i

53-01 S
Si 1la deseripeidén A no aparece en K o A aparcce en .7 o €, cnicii-
ces l~5—-;1 U7 ¢~ K ¥ tm, K —t i, o5 ontlonces ung
Y - DRSS A0

Cérrula de interpolacidn para o —P 0. i 1o deseripeidn &

(nue supondremos de la forma Ll’;l},) aparcce en L pero no cn . nd
en ¢, entonces por supuesto de incuccidn se cunsle que

T, ct»l*?]—b 1;&1!1,)] ¥ por HE 1, ke i,e —D !.c\":l,:\ .

ruesto que P, no aparece en L, ¢, por ¢ 2 vale ane
J

— il ¢ —D AXILAJ. I'or otre lado, de¢ t—/— Lo e

=i No=

si~ue, por Ko l, !“,"1—‘1 Ay D o, ADRDDYen, por bonlo, ann

Térimla de interpolacidn papan it —b .

2.1.6 94 == i se ha obtenido por llc 2, enboucesn, por supauesio

de induccidn, hay una [érimila de iaterpolacidn jara o —p cle”

“noconsecoucncia,  pee— - o b clv

3=

ty b =Dl
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. . 1
que [0 —p Il 3e ha obtenido por Rc 2, PJ no aparece en il, ¢, ni I,
Adenas, dado que K es wuna {6rmula de interpolacidn para

P . . 1
=P cled’ 3, 0, I’\j no aparece en X ( ya que, en otro caso,

1
J
aparccaria una descripeién o un parénetro de predicado fuera de
las descripciolies en K que no aparece en li). Por tanto, por Ric 2,
\-’—3—_—1 —b c, Il y K es una férmula de interpolacidn para H— I,
2.,1.7 i il —P1II se ha obtenido por RB 1, entonces, por supuesto
de induccidn, existe una férmula de interpolacién K para

11,0 T 1‘33 —>b Il. Entonces, %751 I, dC.P;lj:\ —b K y %,3_—?_1;4%1’-1. Ya
que 11—p ! se ha obtenido por RJ 1, PJ no aparece en i, d, I,

1
Pj no aparece tampoco en K, puesto que en otro caso habria en K
una degcripcidn o parimetro de predicado fuera de las descripcio-

nes que no aparece en I, £n consecuencia, W‘l 1, d — K es
DR ot ]

demostrable por IId 1 ¥y K es una f8rmula de interpolacidén para
MH—P I,

2.1.2 9i Ji—® [l se ha obtenido por RJ 2, entonces, por supuesto
de induccién, existe una férmula de interpolacibn K para

i1 — dUAY, Ii. Intonces, ':‘3_.3.:‘-51 H—d Ky ';;3:'-31 K-— dTAY, 11,
5i A no aparece en I o aparece en dJd o N, entonces, por R 2 se
cumple T,;:ﬂl K~ d, H y K es una férmula de interpolacidn
para I~ Il. 81 A aparece en K y no aparece en J ni H, entonces
por Ko 1 vale que W—El -l = dCAl, H y, por 1D 1,

§2-01 53-51

Por otro lado, de t——— I —b K se¢ sirue, por R0 2 y id 2,
PR At ]

\-75—“1 e~ A-IITXY. ~ AX-KIX] es, por tanto, una férmula de
(SRS Rt}

interpolacidén para i —H .
2.1.9 i 1l —D I sc ha obtenido por mzl 1 o0 nni 17, entonces la

It 1.
Sraule Koposes L AP)N w0 .X : r(p ,
féromla AX, y A I;( 5 1(:) A-‘A}\l""' /\yk(pix ,,_xk) e

1
una érrula de interpolacién para M ~—PN; 01 H—P M sc ha obte-

‘ St 44 g 2y AX N SN
2 0 Rlli 27, la 1érimila A,\l,....l\ l:(li 1 k)"

nido por RHi 2

“AZ-KUNDN —d JdTaly, H, de donde, por RO 2, ——_ _ = A X-KI[X)-dJd,
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A,y AL (R L K ) en tnma DAl de inberiolacidn oea
1 i1 14 - :
b, Hétese que exdinte la posibxlidad de eue vnr secucinte o

win $3-jil-denogstracién se hava oblenjdo nor i do lan vosbed

R, o que tenra longitud 1 de denostracidn, Lon f6manmlas do i-

terpolacibn son, en este caso, las nionan qgue en ¢l ecaso miiwerior,
1
2.2 9i no hay ninan pariselro de predicrao i”i' e
aparcxca tanto en i1 como cn il Tuera de lan deseripeionces - o —P
se ha obtenido de H'~D i ( o de 11" —b 17 7 1.7 —b i.”7) eutonce:n,
por supucsto de induccidn, o bien 7 (17 v i77) en Lo—incolista-
cihle o {17 (W™ y Ii"") es L3-vAlideo. l'or el lowa 2,7.1, o bion

.

i es L3-insatisfacible, o hien i ¢ LO~-vAlido. L.,

G.4 £l cAlculo 35—

P

Como ya dijimos en la introdnccidn a este coapiinds,

el cAlculo $3-31, s5i bien es Gtil para demostrar ol teoraw e
internpolacidn, contiene muchas re:-las innccesarics fosde ol aoiio

de vinta de 1a adecuncidn, Como vrucha de esbn ancverncido - renoii-

tomos cn este apartado y en el préxiino dom cAleunlo:s: sccucuncinlern

formado:r cada mmo de ellos por una parte de las re-las de
Los don cllculos $3-52 v 53-03 son adecundon narn Lo 7 asian

presenbtan la peculiaridad de que epcran ceoie ¢l srincinio

de las subhférmulas pero s50lo por un ludo de lon secucnioes, i
BR~2 los secenentes que se obliencn por la aplicoeidn e 1o
recrlos non bales que las (érmulan el antecedente do La(z) preai-

na(s) contiencen ndlo subldrmmlas de las CSmnlan del antecedieoe

de 1o conelusidn, .fn 23-533 ocurrce lo nisao en ¢l concecnenie,

2 se ha oricvitcvio de nnlbivos distintor - e
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modo independiente del "cAlculo de reglas" (Regelkalkiil) de Hlnu(a).
Sin cmbarro, guarda ciertas relaciones con &1, puesto que en ambos
cdlculos zon deducibles justamente fériulas (secuentes, en el ca-
so de $3-92) L3-insatisfacibles. Por ello mismo, el método de
deduccién recuerda a los cllculos de Arboles, asi‘como la defini-
cibén de deduccidén: lUna fdrmula ¥ se considera deducible de un
conjunto de supuestos 1 en 53-52 sil hay un subconjunto finito
NO de ! tal que el secuente Ho,ﬂlf——b es demostrable en {3~
o2,

Pasamos ya a presentar los postulados de S3-52:

iEgnuenas axiomiticos

Ax.s.l: i, AF, I —b H
Ax.s.3: 1, =", F —D i

keolas de deduccidn

ro 1: i, OL —_— N (L =1,2)
5, o —P H
Rb 1: T, b, —b il H, b, — I
r, b —b 1
Re 1: l,e Al —& 1
ity C —b H
) 1
Rd 1: .o iA,d(_q.P_,l] —D II

. ' P . 1 .
Hy d —D i 5i P no aparece en la conclusidn.

e
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Cono venos,

postulados en 33-51,

postintlados de 53=-31, y esto en el senlido sievidienteo: 01

v U, 1° se sustituyen por RH{ en 3-
i 1
mente las mismas T6érmaulas que cn ¢l sistena ori-innal, A

sa, si WI,7 se sustituye por IH 1 i 17 en 13=02, ¢l co
i

de férimilas demostrables en una y otra formulacidn o -

permanece idéntico.

La correccidn de 83=52 ne siemite de la de
pucsto que los postulados del primero son tobidén pozluls
del gecundo, salvo la repla NNi’,'cuya correccidén ¢n clar
s5i una valoracién J! satisface [, satistace taubidén Hj Ly
tanto, para que la premisa sca vilida, ha de haber ol aen

un elemento de (1 que es verdadero en cua valoracidbn.,

liostramos ahora la conpletud de 3-5¢, uti

wna propicdacd de consistencia analitica. Primero, al:unns

niciones. La defTinicidén de denmostracidn on 33=02 roaponrie
.

modificaciones de riror, a la de demostracidn cn 54, o oo

explicitamente aqui. Direwos, adeids, que un secuente L

trable c¢n S3-032 si hay yma demoshracidn de L enn Hn-0n,

LIOS b—__ para indicar que T o doemostrable on

N2

Pefinicibén G.1.1

los postulados de R2-57 mon Lo

L, son donostrablon

.-
i Eon

salvo la re~la 1", 7, que 110 nodisica lon
i

ernneln-
oo inver-
njmnio

Soen,

[RYARe1

o

ot
oL

[BES]

Liaruio
dCii-
, con 1o
1o dliuon
e denos-

meetdlh -

ina rcfutacidn en Go-1L para el conjunto Oiad o

Joes una dewostracidin en Ho-52 del seceuenbe
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)

iiiremos que ¢l conjunto I es refutable en G302
. . . . s s 0 ] !
i ¥ m88&lo si cxiste wn subconjunto rinito 7 de i1 tal que HO cu

52

refutalle en V3-012,

. . pesinieidn 6,4.2 [4
PATIELLE -2 hdd h!;!j,u A
La Térmula F es deducible en $3-52 del conjuiito
de supuestos: & Existe una refutacidén en $3-52
.0 . .0 PR
! e l ,ar} donde iiT es un subconjunto finito de
! .
{
; Lemna 6,4.3
H
: “ea E la propiedad de conjuntos il de férumulas
i 5]
$ E tales que el si y s6lo si [l no es refutable en
. L
‘ 3302, I‘J‘g es una propiedad trivalente de congigs-
H <
t
H tencia analitica,
Lenostracidn: Se cumplen las propiedades (17) -
' (vi”) Jde 1la definicidén de propicdad de consistencia analitica,
| (i7): i i contiens una férmmula r y su negacibdn fuerte o débil,
! entoncen los secuentes G, -7 —d v £, =n —d  son axiomas de
i
t §2-57 v por lo tanlo existe un subconjunto {«,an} finito .de i,
|
5 nue ¢a refabtavle. 'er tanto, i.;d.L‘.S.
.. . . . e ..
: (1i37): supnesto que haya un subconjunto Tinito i de it tal que
i Ka) Kol . .
! v, a, O'I -—bd o 7, a, 02 —bd son demostrabiles en 53-52, entonces,
.0 . .
por Ra 1, i 7, o —b es demostirahle en N3-02,
;
v Cia e s L0 ) .
. (iid7): o4 i, b, h'l_b voil, b, b?-—b son demostrables cn )
{ o :
i Erunlridn 1o es, ror ith 1, 11, U =—d
‘ . . .0 . - i &
| (iv") i 7, ¢lAl, ¢ —P eg dernostrable en lo ¢n boebhidn
i a ~ BTN §
( fi y, © =P, o1 hC I,
? . o R o 1
) (v?) ¢4 7, o, ¢l il —p en dewontrahle, con '] mmevo pars o, d
. J J
o

entonces i, d —b eg demostrable, por d 1,
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(W) 1 117, 11— 25 demostrable en 5-02, Lonwido 1o oo

I —p , por IZ‘I],'.

Uroposicidn G6.4.74., Conpletud resbrincetan de e
Sea ¥ un conjunto de Uéruilas, parand Ureicasenie
limitado y posibleniente vacio o una Soriaadla e
L3. Intonces,

K*IFEé i o=y i em—

N
[SEATL IR

Denmoctracidn: i x"'“T—,: I, entonces { JENES BSSTIE O
—_—— el
insntisTacible, Por lo tanto, por el Principio de linivicacidn,
dado nue I, es una propiedad de consistencin analilicn,

(]

{;i,ﬂl"}*l’:;’, o lo que es lo misno, 1 b—— i,

La completud no restrincida de H5=1, so cionmesien
como cen los casos precedentes. La adecuncidn de 50-02 a la ld-icen

L3 se sicue inmediatamente de su corveccidn v co:letudad,

6.% 11l cllculeo 53—

121 serundo cflculo adeonnvdo conltenido e h=01 o
S2=1n, que definimos a continuaeidn, Bnoentoe ¢filenlo s concrin

sy directanente lan féralas L3-viilidas.

Uouitulades de T3-50.

Enouciias axiowdticors

Az.a,? ¢ o —D A, l.fl)J
Ax..0 0 L —D -1;",-1—1"7N

Neclas de deduccidn




'
'

o i —b a,, H Ho—0,, 1

o)
.

H —b a, H

Rb 2: I —b bL' M . (L =1,2)
=D b, I
Re 2: I —p el Pf;], 1
. 1 .
H—p c, U si PJ no aparece en la conclusidn
nd 2: 1. ~—p OCA), H
[T ~—b d, I
RIT, "7 o—D 2,
i i
I —b I

La correccidn del cilculo estd asegurada, puesto
que los pogtulados de $3-33 gon postulados de $3-51, un cilculo
correcto, ¥y uﬂi", la Gnica reesla que no aparece en S3-51, es
correcta: si la prenisa es L3-vAlida, entonces, dado que ”i es3
L3-ngsatisfacible, para toda valoracién fA hay al nenos un clemen-

to de il que ez verdadero en f4 , de donde se sigue gque la con-

clusién ha de ser L3-valida, también.

Para demostrar la completud de 33-S3 necesitanos
alr~unas deviniciones v lemas previos, o definimos la demostira-—
hilidad de un secuente en 53-G3, por ser una nocidn anflora a la

’
de demostrabilidad cn 53. we hMA aMLLoyw
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pefinicidn n.5.1
ILa Tfériula ¥ cg dedueible en H0-00 o paprbins el
conjunto 1 de supueslon: & Pl il subeol o
A e . Ao . U
finito 7 de 3 tal gune =P = G), Moo nh-lne

demostrable,

Lewa H.5.2
Las dos req~las sijniontes son colisinib-les onn 00< 70
RA 1 i — i I . TR LIRS

I ———b'u, ¥ o=,

pemostracibin: La dewostracidn de b4 1 en nind Lo
1
a la correspondiente prueba para HA 1 en el leaa 4,500,

1

Demostranos  la admisibilidad de por induccidn cegue 1a

e
lon~itud de la denmostracidn de la prenmisas

Pase de induccidn: 51 la premisa es i axiona, cenlonces soe cunnloe
uno de los casos simuicentes: o bien

AR e h BRI, WO )
Ml —p 1, i ez de la lorma

i = g, =,
o bien hay mma foériula { en i y¥/o i sue Lince v M—=P it sotionn

e N4 - e L - E

v no es una subfornmla det iy i log dos jrrimeros cocos L o
cluszidn ¢ v axioma © ne sisue de un azxiona pois h D, b w1l e
caso, la concluszidnn s un axiona.
Paso de induccidn: Si M en la rarte princiy ol de oo dlicocidn

de la re~la, no hayry nada que denostrar. 03 Lo porce peincd; ool

de 1la nplicacidn de la regla por la gue se ha obloaddo 1o i

no e an ), del sunnesto de induccidn o la anlicaeidinn e Lr

re~la, se si~ue la couclueidn, GeCal
. Lena G.%, 0 N

Sea o la propicdoad v —P e donostraole on

0“
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HR=G3Y, I-:g es una propiedad trivalente de demos-

trabilidad analitica.

Deroglracibén: Es obvio que l-‘.q es una propiedad

de conjunton finitos. Ademds, se cumplen las sicuientes condicio-
nes:
(i) Dado que los secucntes —D F,AF y  ~—p =F, w9-F son axio-
mas, por aplicaciones repetidas de RA 1 ze sigue que

—D 1, F,A)F v —b 1,0, V-,
(ii) Por H-nov i =D I,~~TF es demostrable en $3-453, —b I, F
tamhién lo e"

(iii) «1 —b 1, a ¥y —b Ii,a son demostrables en S3-33,

2

también lo e —Ppil,a por Ra 2

(iv) @i —b i, l),l o —bii, b2 son demostrables en S3-53, entorni-—

ces lo ¢ tamhién —b 1, b , por Rb 2,

(v) o1 — 1i, clx 1"3) es demostrable en S3-03 vy Pi es nuevo

para ii, ¢, entonces también es demostrable —P #,C , por kc 2

(vi) ©i —d [, JLAY es demostrable en $3-53, también lo e¢s
—P 1,9, por RJY 2. ‘

(vii) @i —o i, —\Eli' es demostrable en S3-5S3, también lo e

—b i, por It?[i".

I'ronosicidn 6.5.4 Completud restringida de 53-53
4i ¥ es un convjunto de férmulas, paramétricamente
limitado y posiblemente vacio, y F es una ISrimla
de L3, entonces

® — [1¥— T,
‘ 13 ! = Sa-83

Dowontracidn: Si I:"“-I-‘-,J 1, entonces {,11,1 i") es
HAMILSIL 20 SE At} 3
L3~inmatisfacible y por el teorema de compacidad existe un sub-
N < -0 . . RPN . ;
conjunto finito ¥ dJde 1T tal que { ,1:-) es L3-ingatisfacible.

L} 3 z 2
Por tanto {'\(iio), F} es un conjunto disyuntivamente valido
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A
por la prop. 2.%.1, k"j(?'zo),l"} € J'fr. eodocir, nny

)
N

umn

nmbheonjanto

[e] A
Bode ootal que  — 0™, I'. ror tonto, ey,

La conplelud no reatrincida de o

de emte cAlcule se simuen de la provosicidn anterior pouv

ya conocidon.

G
N

Ia

oeineidn

.
s Lol
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‘-: I

ilotaz al capitulo 6

(1) smullyan (1963), pp.124 ss

(2) E1 método de demostracidn estld tomado de Smullyan (1968),pp.
177 ss, asi como la idea de los cilculos secuenciales siméiricos.
Otras deuwostiraciones del tecorema de interpolacidn, aparte de su
primera prueba en Craigs (1957), pueden encontrarse en Chans - [Keis-
ler (1972), p. o4 ss; Shoenfield (1967), p. 80 y Kleene (1967),

. 355 a3,

(3) Plau (1972), pp. 239 ss
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7.1 Introduccidn

Estudiamos en este Gllimo capitulo uel trabnajo
des consecuencias del lema de Crai«, antes dewoslrado, con la 16—
rica trivalente L3. La primera de cllas es una coneraliszacion el
teorema de definibilidad de Beth, La ceeunda ¢s una versnidn dol

Lecovema de Rhobinson apropiada a L2,

1.1 teorcma de beth relaciona dog nodo:n de cenienuoer
1la definibilidad en una teoria., Mo de ellor, la deliaibilidao:d
cxplicita de un predicado (y con ello de log si~nos Dmeicnalon)
en una teoria I - entiéndage lteoria coiio conjunto de Jdreulis
que conticne los axiomas de wna 16iica vy poasiblencnle oiros o
rue estid cerrado para la consecuencin 1é~ica —  se da cnsilao
un pardmnctro (o constante) de predicado 'H o nertenccicnie o1
vocabilario de la teoria es tal que existe un presicado {0 =dico
11 el parAmetro o constante e li=ddico) on ¢l goe no annrcccoe

1 X . . .
D7 que es satisfecho exactanente 01 las nidakioas ncecucnceing o
f,

objetos rque catisfacen Pl". e manera Lodavia wenhos rigmono,
¢l predicado n-adico f‘,[#1 yeses #“—.\ derine e:rlicilacmie ol
pardaelro o erando E'ﬁkl,... ,*“3 co verdadero exnchanenbe
de los ndomos ohjeton r|ue. iln Ng i’“ 1O nparece n ol [*1 e B J’l\.
s claro que gi un parimetro de prodicado o connbanle e sredich-—
do 1Y ra dervinible cxplicitaiente o rortir ae wa joredicaeio e

conticne ndlo oiros parductios distinton o 1‘__L , 1 redicodio

definible no en independiente civ 1o Gooria o ojrede ger, oo Lonto,
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elininado del vocabulario de la misma.

i sesundo concepto de definibilidad es el de
definibilidad jmplicita. Una constante o par&metro de predicado
Pz ¢s implicitamente definible en la teoria Il cuando, por agsi
decir, la teoria estd congtruida de tal modo que s8lo hay una
interpretacidén del parimetro P? que sea compatilble con la verdad
de los astiomas de la teoria. LEsto es lo que viene a decir la defi-
nicién 7.7,2 dc definibilidad implicita. Otra manera de entender
la definiribilidad implicita, equivalente a la anterior, es decir’

1 . .
que el pardmetro P; es implicitamente definible si dadas dos teo-

’ - -,

n
rias es el resultado de sustituir Pi en I
n
j'

toncern cn toda interpretacidén en que los enunciados de il y 17

v I7tales que Ii
por un nmevo pardmciro P distinto de los que aparecen en I, en-

n n
scan voraaderos, ', ¥y Pj son satisfechos por exactamente las
1

misans secuencians de n-tuplos de objetos. El teorema de Deth

alivrina la cquivalencia de ambos conceptos de definibilidad.

11 teorema de Robinson, por su parte, da lan
condiciones on que la unidn de dos teorias consistentes es
consintente. La condicidén que se precisa es que ambas teorias
sean completan cn el dominio del vocabulério comin, es decir,
que para toda CSrmila F en la que aparecen sblo pardmetros (o~
constantes) de predicado que pertenecen al vocabulario de ambos
conjunton il ¥ 117, una de las f6érmulas I 0AF sea demostrable

en ambas tcorias.

(1)

7.2 Teorema de befinibilidad

Damos primero las definiciones de definibilidad

implicita y explicita para pasar luepro a probar cl teorema de



leth para 1o 16mica L3, Minalmenle, <onos una versidn oo 8000
del teoremn de deTinibilidad, i'n el Apendico (7 rostrora o In
cquivalencia de lan dos definicionen e definibilidad iaplicita

que danos a continuacidn,

Definicidén 7.2.1

Sean It v 77 conjunton Sinitos de 6rusilon coinn. oo

sin descripciones i ;’,1‘1 ,...,E’“ S8 Lodor oo e

rametros de predicado gque aparecen on @, Conriocrs—
N mog, por ¢l nomento, o I’ cono un pardmetro nondiii-

co. Sea 117 el resultado de sustituir cadla aparicidn

de D en li por un nuevo pardnmetio I'7 que en distin-

to de P,F1 yreel o Fntoncern ne cungple, ror deilini-
1 n

cidén: P es delinible inw:lfcitonienle en 0 o oasbie

de X’J yvae ,I-’n: &) se cuaple que

HU T b AL = P70
donde = debhe entenderne como el slibolo e deon-
cibilidad en 22, o cono "-I-” o de cunlaricr oy
-

maurera equivale=-nte,

Pefinicidn 7.2.7

Bajo las condiciones de 1a desinicidn Yoo, soesn
lf N (,P' Lo—interpretaciones sobre ¢l ooniwabe »
ales que P = W' N (: - W' ).

ta SECER SOUDIES S EPRERRERL ACHR AR GLCY)

' e implicitanente
wy . . - AN G s . . b
Pleeenl i QLD S Q) s v o G O,

Licho de olra mancrs, para lf('.']), cees P (.‘“) divins,

tuible  en . aopartin o

haly como idaxino una ue (i') tal cue Le ) oo,

Pesinicidn 7.2.0

Sajo los supuegtos de la weiinicidn 7,01, o enx
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definible explicitamente en il a partir de Pl,...,
P“: &d  cexiste un predicado monidico GL«lj tal
cque en G[*P s6lo aparecen parametros de predica-
do en el conjunto {Pl,...,Pn} y se cumple

I — AX(PX = GixX)1)

Proposicidén 7.2.4, Teorema de definibilidad de
Beth para L3

I' es implicitamente’ definible en M a partir de

Pl,...,Pn sii es explicitamente definible en Ii

a partir de Pl,...,Pn, salvo el caso trivial en

que Il = {I} v en F sélooparece P fuera de las

descripciones. i

Lenostracién: Demostramos primero que si P es

explicitamente definible, lo es también implicitamente. Si [ es

7

definibie cixplicitamente en il a partir de Pl,...,Pn entonces g

cumple, por definicidn
(1) Hobk— AZ(PTXY = GLXYD)

fea ahora I’” nn pardmetro de predicado unario distinto de P,PJ,..

"Pn‘ fintonces, por proposicidén 1.7.2.6 (1i}) se cumple

(2) H— AX(PLXY = nlX1) _ .
puesto que 17, AX(P'CXY | ¢LX31) son variantes respecto a parductros
de Il y AX(PIXY = 6TXY), respectivamente, 17 puede entenderse en
el sentido de la definicién 7.2.1, Entendemos ahora b— comno F;a .
“Bntonces (1) v (2) equivalen a las férmulas (3) y (4)

(3) v i —d AZ(PTXY 2 GLXI)
(4) — 11— AX(UND = clX))

Lntonces se cumple



Z3'?

() |—-ﬁ) LT ACEIIE i) A ASCTEAAE ST

vovor 111,

a

(6) e A O s B R N O e Y
p ¥ o .

[

.

P . 1 . .
parn un parameliro de predicado ') e 1o anarece eir o, 07, 0t o o
J
es dintinto de P, 7. Por la tranpitividad de= 10 11 wole, -

ltoncers, quc

(7 B 117 =D AL = 2T,

en decir,
(8) UM EAXGLY=E 2L .

Demosiranios aliora 1o iaplicacidn inveror , o ooocir,
que si P oes inplicitamente definible, lo oo banndidn ool loitaaenbe
21 P en definible iwplicitamente, s cuwnle gue
TV LT AU E 1Y), en decir,

(9) = L1 —b AX(O=sE LY

-
DR
—— 1 !
Por 0 11 se cwaple pava una deseriscidn 7, Lol e Lo o -
W i
rece en 1,7, que
Ay 2 e T
(10) = L —b 1’[,;"»13 = e )
o3 . J
teniendo que cxiagtir un parametro PP, ane no roneocer e oo L,
N
- - . N < e - . P — —_—
puento gue {oy ii"son finitos. Por la definicidi do= W S

cuwplen (A1) v (12):

. . 1 .01
(11) =i (FirLe» ) & T uz',il )
TS i .

. et A
(1) = TS (L el e L)

lal
do donde e mieue, por derinicidn o ey L,

(1) — 0 --bT!'t».*];] -3 T L ;'],]

NG N N
(14) LT T VA S B N R S
(1,"\) — "i,‘lf' -—'OTI"F_u'\]i‘]—i T:’D-i‘],']
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T (16) B3 1 = AP 1"1]:] - 1P[u}’§)

y por NG 1, w2, 1‘—;-.3, m, la def, de — , se cuple
(17) b i TRk P‘Jl.j —D -c?’), TP P
(1) b 0y .I.l’l'.\l"l] —> 477, v 1;%]
(1) t-- . 1T1’[\.l’ 31— -\(H‘) kT T 1\3]
(20) b il *11.17\'.\4%] — M, ~rrrce Pl ;).

Pe (17)Y v (15) se sirue (21) y de (19) y (20), (22):

(21) b=, “,(Tl’l'.tf’]]v.l.l’tsl’ ; )= {1, Grnp 14\ LPp. vi-;
(22) vy x.(-nT"CtI’J]vwll’Ct pty) = M), Troe p RRSEELS I’J’J)

v ode (1) ¥ (22) se sirue (23):

(S

1

(23) =1, (-rm;‘r ]vLI’L\.P]] Y (-{TPT_»PE]V')J_PG—P 1) —d
1
J

[

1A .\,P't\.P3 I)aA K(TPBP Y alP Lo Pij

Por el teorema de interpolaciédn, existe una férmula de interpola-

1(1:‘], (TPLuD

cién 1L nara (23) -puesto que por la adecuacién de 33 el secuente
(23) en Li-vAlido - siempre gue haya al menos un parédmetro de pre-
dicndo que aparesxcn tanto en el antecedente como en el consecuelt—
te del secnente. i este pardmetro no existe, el tecorema e se
demuestra ¥ nse trata de la salvedad que hicimos en la formulacidn
del t{eorcna., kn ¢l caso que estudiamos, Il es {l‘l y F ez una 1rér-
mala ch la que sbélo aparece P fuera de las descripciones, Enton-
ces es trivialmente verdadero cue FF no es explicitamente defini-
ble. nNien, supuento que hay al menos un parfmetro de Pl"e(ll(.nd()

r'li" que nparcce tanto en el antecedente cono en el consecuente del
secuente (23), eninte una férimla de interpolacidn K para este
secuente. i P ni P aparecen en K. 51 en K aparece alruna desceripei
entonces en LP:E . Sca ahora f‘.Lkl‘x el predicado ¢gue se oriscina
cimnrlo cnda n.}!:lll‘icifm Je Ll’?j' en K se sustitnye por *]. mntonces,

r‘.[;l’ J ex i, Intonces se cumple



1

(R

LA

. 1 ) 1 1 o o
(21) b i, (PLTu j] VJ.Z’DI‘_.]‘J) ~ (2TPL. l'jjvﬂ.;‘[»i‘i] R B "‘: h!
_ N e g s PR P P /
o) ?—‘“’] F[_\]’ij‘—b .‘L' ), (TI' Lo ’”i] AL [ul‘:;]) A(RT G 3 Al T T])
: . ; i b
de donde se si~-ue (26) y (27)

5 1 1
(3’5)’77, iT— ((Tpt‘p%]v -U'[L"’ij ) v (WT-"E"‘:'-]J va"C‘:’]]-j):'—) “[»."1

PR

. 1 ’ P o0 ) . ’ . N
(27) by 11T =b r.u’j]—)((TI' O 1)] ALY us;]) PG USEN AR | mi"'tw‘l,)))
RN . N . J N

. 1 .
Puento que I’ no aparece en [i7, 1,7 > oes dictinte de 7, ()

“ v

es una variante respecto a pardiactros de (20):

(2‘"’)'73

.. 1 1 1. 1 1 .
it —b I’J] - Tre P-jj All’Gl"i]) LGB SR I NN WEk DR
- . o o '
Por tanto, {(23) es LI3-vAlido y derosbrable on (3. o ciarle,
adenas:

= (T V) v ATE VIE)) D ) A (G ((TEA L) AGTE A qL) ) )y =

. \
s

Lntonces de (26) v (23) sce zicuce (20)

m
o
(=)

(20) = L = ' l’J;]

J J

i . s
vy pucsto que 1P, no aparece en Lo, ni 7, thauaanidén se o cungldle (00
y!

.

(20) I '-TS A:i(}’[)‘i] =0Ud) L,

121 teorena de delinibvilidad paede eonorali e

N

en varian direccionens, Iin priner Inconr, no en aceenccio o
o mean aonddicos. Suponeamos que oen n=Adico. Lo denosbiocion
del Ccorenav en cnte caso se realinza cowoe en ¢l cosu ancerics s:l-

vo la siruicente diferencia: la neblnvariable oo oacho leeise 0olo

4
L

una abreviatura para 111...1111 yoen vern de oGy o réuemikan sl -

1 J

. 1 1 . , 1
res hay que enbender 2G0T L, o N ) , donde losn cardacition .

91 T i ’ “,'1

debeon encorerse de manera adecuada. i ¢l cono G ol
sean conjunbos infinitos paranétricaacnie lindtadon, ol Lcover.n
e delinibilidad resulta de la conplebud precviednoide e o0 o o
reducibles 2l caso findbto. i ol corno de conjunton po Lidii koo,

¢l teorona de ai~ue (e la completud gencral de 5,

o inlteresante notnys ame ni musbitoinon el odrno

>
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de la cquivalencia por el del bicondicional en las definiciones
de definibilidad implicita y explicita (defs. 7.2.1 y 7.2.3), sc
obticne una definicidn mis débil de dcfinibilidad, que puede expre-
sarce del moeodo sipuiente: bBajo las condiciones de la definiciébn

7.2.2, P es implicitamente definible en sentido débil en il a

partir de Pl,...,Pn sii, por definicién, Y (i1) =¢€l(“) = v =

@ ()% = ¢'(")*. &5 decir, esta definicién débil de definibili-
dad implicita nos ascrura sélo la unicidad del dominio positivo
de la interpretacidn del parametro definido. La equivalencia de
las dos versiones de definibilidad implficita en sentido débil

~ la que resnlta de sustituir la egquivalencia por el bicondicional
en la def 7.2.1 y la versién de 7.2,2 que hemos indicado inmedia-—
tamente arriba - se demuestra de manera similar al caso de 1la
defTinibilidad implicita sensu stricto (efr. Apéndice II). Final-
mente, la cnuivalencia de la definibilidad implicita en sentido
déhil con la definibilidad explicita en sentido débil - conceplo
que resulta de la sustitucidén de la equivalencia por el bicondi-
cional en 1la def. 7.2.3 - pucede probarse en el modo en que lo ha-

cenos, ocoquenaticamente, en la sipuiente proposicidn:

Proposicién 7.2.4

I’ es definible implicitamente en sentido débil cn
il o partir de Pl,...,Pn 5i y s6lo 5i es definible
cxplicitamente en sentido débil a partir de

LS £
1’ n
Demostracibn:ii P es definible explicitamente, se

cunple
(1) ok A L & aen)
G
Si P° oes nuevo para (1), sc puedce afirmar que

() 15’&,7 AT ey ALEY)

hYaNg



s

2t1

donde 1i,117,10, 7 deben entenderne cn 2l sentido de 1og o

9!

nes vy proposicién precedenten. De (0) e sisne (B) oproe ol s

definibilidad implicita de’:
(3) i, ‘f——— ALY & )
A 1o inversa, supuesto que 0 oes derindille iuplicitononte
se o cupnle
) 1, 177 e A(rLile L)

de donde se sicue

' 1 A, . _
() I, Pl 1‘_}3 - U7 c-.j,';'l

’

[ TRNAIRTAIEIS

1 . . .
donde L' es un pardnclro nuevo, lea il ana idrrula o intorcolocion

2 B .
para (B) ¥y GU P} sea K. Por el teorecua de interolacidn
cumplen (6) v (7)

3= cnrhy)
3 Ty

(s) ok, et

(7) 117, (o qu.
53 J

de donde, por ser (7) una variante respoecto a pordinenrons

. 1 1. X
I SOl (I T B € [\I‘j‘] ), se sieue
J .

(SN
v}

(c) N (J‘Csl*]]_"_\ o "C»‘N{'B)
. N

. ] . . .
da doncie,por ser P nuevo parn i, ', ne oi-nce

() i Y A1ty e 2TY)

A peasar de ostan sencjansians enbre aciaben concerlon
v déhil, de definibilidad, el se nado conceplo no en, en

estricto, nna nocidn apropiada e deidinibhilidas:, vnento

cuunple 1a condicidn de no-creatividad que on Hoodbund i

et

BTSRRI

[SARLC I AT

BELEIR RSN

sobre lan dediniciones: dada una concicidoa desind Lovio AL L) C

del parduetro U opor nmedio del prodicaelo ©ocn L Leorin
sario, parvoe que lo defindicidn de U osca coriecti gue M

statituinle por "M en Lodo convesto, o 1o jinverso, o

[AFSTNS PTSLSL.E oy

caoble

1)
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mecAnica, claro estd, ¥ que para toda Térmila F en que aparece
"prow ovalea 7 b— I, valpra también 17— I’ ,donde ii‘en el
conjunto de férimlas 11U {AX(PLX](*GEX])}y I'" es el resultado de
sustituir "PY por "G" o a la inversa. Esta (Qltima condicidn es

la no-creatividad de la definicién. Sea ahora il un conjunto de
férmulas ¥ 17 el conjunto definido como mAs arriba, siendo P

un parésietro nuevo para H y 6. Es claro que se cumple

11 “TZ‘; AZ(GLKI = cLd).

Sin eubarco, no es valido afirmar

M’"Ts A X(PLXY = owld).

Por tanio, no ne cumple la condicibdn de no-creatividad. Sin
embar~o lan deliniciones en sentido débil de un parametro de
predicado i nos ase~uran, sersn la prop. 1.7.2.6 (vii), 1la
sustituitividad de ese pardmetiro P por el predicado en contextos

G
que cacn fuera del dominio de los funtores ~,L,+,T,=.

7.3 Teorema de consistencia de Robingon

Como dijimos en la introduccién del capitulo, el
teoremna dé congsistencia de Robinsgon, que demostraremos por mnedio
del lenmn de Craie, indica las condiciones en que la unién de dos
conjunton congisteontes de fSrmulas es un conjunto consistente. bn
la demostracién de esta versidén del teorema de consistencia,

()

se~uinos el modeclo de la prueba de Kleene para esta propo-

aicién en la 1ldé-ica bivalente.

Proposicidn 7.3.1

sean iy M7 conjuntos de {Sramlas de L3, cerradas



¥ sin descripceciones. eon 1‘1 eensi yees bOLOS Lo
1 n

pardmetros de predicado gue oo

ocen on RS 4

P{ por e ;1’;1. vee 1o linta correspondicnte nen 7, Ton
pardmetros dec amban Listas o bLiciiea o nd oo
distintos, Cupuesio gue se cwaprle (i) o (i) !

(i) I ¥y 17 son consistentes, cos deeir, 110 vale g
n i-c— a0 ni I'*'!‘— VoA, copa ndineinga SEernle o,
(ii) 91 todo parAnetire de proud.eadlo Gile s ese on
una férimila cerrada cunlguicin ! uorbencee @l
conjunto interscccidil de los cotihilon {; R f
v {l’i,...,l‘r'l,...} OO ALATeCe e i ndoein
descripeién, entonce:; o bien

o bien

T T T e— D
c : (8

es decir, cuando .o 7 son confiiiton coo dletons

respeclto al vocabnlario corau, enioine: ooy Tay
iio hay una Sdrimla = tal nue 07 = a0, 1o
que es lo misno, W7 on ennnsicienibe,

iemoslracidin: Supnento que 07 =l a, ehdnio

conjunitos i€, 107, rinitos (por devinicibn o ke en cnnlogicin

. N P . (@] . -
de lon cAlculon que heuwon definido) tal gue c .,  "Te .

o . D . . L o0- ‘
y P, 'E' a2y, Hn oclaro que ni L0 i 197 son vaefon, cueiio

rd . . - . .
que en obro cnso,ll o 7 gserian ioconsicoenion, conlye 1 car oo,
o tanto, podenos afliraar que

(1) 0% e A A

Do el Leorema oo dexdnecidon e caacle (0)

o e}

iy, opnento que Re
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64

(5): .
(3) "= (GFaF)) 20
(4) W= (G (Fa -T)) 505

(%) 31° — 197}

Supuesto gue no hava ninetn parduetro de predicado que aparcce

.0

o}
tanto en i como on {¥”, entonces, por el teorema de interpolacidn,

se cuaple (6) o (7)

(5) =
(7)) path©9

Pero en acte caso tante 11 como li"son inconsistentes, contra el

supuesto. 'or tanto, existe un pardmetro de predicado que aparece
.0 O .

tanto cn | cono en i°°. Sea K una férmula de interpolacidn para

(5). Fntonces,

(3) i®w— K

(34
(9) 11V u°
Cada pardctro do predicado que aparece en K aparece eﬁ 1° v e,
Ademéis, en 7 no hay descripciones. Por lo tanto K pertenece al
vocabulayrio cownm de it y 117, Entonces, por la condicién (ii) de
la formulacidén de 1la proposicién, se cumple o bien (10) o hien

(11):

(10) IH—E— Kooy i I——( K
{(11) 1K ¥ n’u—-s AR
[

In el priwer caso, de (9) se si~ue quell'?:ﬂh v, por tanto,
Ii'l—-? oy e 0—(7111. En consecuencia, M7 es inconsistente, conira

el suvuesto. Bn el serundo cazo, de (8) se siscue i Yvor K o opor

(1), © LF-‘l 7. Imtonces Il seria inconsistente, contra ¢l supuen-
. s . O .
to. In consecuencin no existen subconjuntos 7, i%%de 7 v oi7
0 . . .- . . )
tales aque 1i7, 10~ A 2. I'or tanto i U ["eg consistente., g.o.d.

¢
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dotas al canitulo 7

(1) ¢rre, Smellyan (1963), rp. 131
de formalacidn del teoremn el nmdtbodo de pruacho, saloo,
entd, los aspectos cavacterinticos que so Jderivan o oone
an trate de uvna 1lbéaica trivalente.

(2) 1Mleene (1967), ». 374-Y4,

e donbe Lo
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1. Férmula sicnada en 83

. . (1) . -
Tomo dce Smullyan la idea de utilizar férnulas

sirsnadas para realizar 1a demostracién del llauptsatz y la idea
misna <de esta demogstracién, aunque se hace necesario, en nucstro

caso, introducir notables modificaciones al utilizar este iétlodo,

modificaciones gue se oripinan en las dificultades que la asimetria

caracteristica de las reglas para la negacidn fuertle producen.
Adends, los sirnos que preceden en este contexto a las férrulas

o clases de formulas no llevan consipo informacién seméntica, al
conirario que en la utilizaciébn que hace Swmullyan de las férimlas

signadas.

“ea 1 —b li un secuente en el que li = {Fl,...,Fn}
y Moo= {ﬂl,...,ﬂn]. Sionamos las férmulas del antecedente antepo-
nicndo una a a cada elemento del conjunto M y una € a cada ele-
mento del conjunto il. Entendemos que el nradb de una érmula
sienado oo el misimo que el de la correspondiente férmula sin sir-

nar,

Vamos a utilizar las metavariables h, M, N, K ,K,%

del modo sicuiente:

" Na N K K., 2
alrFam) ar an S(Fan) or o
c{al) ar ar A(Ar) _TY cr




n n, N, L9 K W
Az ar Ar S(=3) 3 G
c—-(1"a 1) c—i -0 A-(l A ) e P

A=t o =

DN

Aal

a At

reAY

o= ANrea

c-1'tn

Lxiste una relacidn, bastante clora,

e oo

metavariables a,b,c,d y il Ky AL AL L0 No 1105 bendeeos

analizarla,

das en el

.

fea ahora M un conjunio finito

ascentido precedente, c¢s

38

cir, 5o

e, C0 } tilizainos /li/ como abreviatura oo
1

Yodemon nhora

1"3 ,

I
s ee gl
il

soauema axionAtice: /fil,al,cl/

Vo lan do

. ..
dedunecidng

=

VAT T A

/s /

AR N

t:1/

/:',)‘/

(3 )Y bide el

svpnesbo de

aue o

reformilar el cAlenlo

=B e

O ode la g

. . :

doe iOmadaen i nn—

r:{::.'A,...,.ﬂ. sl
1

ol wooncitbie:

n

. L ()
[ANTH S R R RS R M
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W /e, /
a

i ficil ver que los postulados antzriores, auc
definen un calculo anc llamarenos 3% , no constituyen mis que

una reformilacidon de 03 sin repla de separacidén: Sea 1i, en las

re~las de 52, el conjunto de las férmulas signadas con a que

i

i aparccen cn /ii/ v i, en las mismas rerlas, el conjunlo de las-”

: rérulas de /iif que aparecen slenadas con c. Entonces, a titulo

f de cjemplo, tenemos que: '

|

f 1. Los azionas sceln el esquema axiomético de la formulacidn

; anterior son gecuentes de la forma I, F—P F,I , es decir, axio-

; mas scetnn el esquena axiomitico de 53.

s ; 2. 84 WM es-cnalf, Uiy nhos permite deducir del secuente /I7,aF,aF/

es decir, de /i',al/, el secuente /ii,c~F/ Fsto es lo mismo que
decir aue IG5 q perpite deducir 1T —p qF,1 del secuente 1" —b M.
ota ez la operacidn gue autoriza 1S 1 en S3, )

) A, tin es aszar, va permite deducir /ﬁ,aqu/ de un secuente

I /ii,al/, ¢ns decir, oen términos de 53, permite deducir 1i,I3T —% il

; del secuente 5,1 —4> il R34 es, por tanto, equivalente a R 3
en enlc cnso.

: 1 razonniiento cos sinmilar en los otros casos, por 1o que no lo

: daremnos aqui explicitamente,

é Puesto que todas las reglas primitivas de 43 son

; replas de la reformulacidén anterior, utilizaremos las reclas

i derivadns en 53 ain ulterior comentario.

| Sogtramos ahora conmo se puede demostrar el !tiaupt-

% satz para la anterior reformlacidn de S53.

!

‘! I'roposicibn A 1. 1

nio[H,ar/ v /l,cr/ son demostrables en $3 , enton-

ces [il) lo es también.
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Antes de entrar en la donestracidn propiccentce
A i i

-t
dicha de la anterior proposicidn hepoo de dar alowian desdinicio-

nes iy probar un lenn.

Pefinicidn A 1.2
(1) /07 es 52 —demostreable con lonedtnd o &Y

flay una demostracidn 7_1 s ooy tl- con ® -/ /.

it

(suponemos derinido el concento rie renmslroeis

s Linen:s

para 53% a lo larro de las

53).

(1i) /il/ eg demosirable via n(ow, X, m): [ A
en Ga-dewostrable v /L/ aparcce en i ddcnnsiracidn
como resultado de la aplicacidi de U n (remachi—

vamente, de v B0, 00 ).

Lena A 1,3

Las siruientes aiimmaciones son vAlidnn roniecio
de 53

(i) o1 /i_/ es Uo¥®-denostreble con longibne o, e
tonces /i.,il/ lo es Lewbidn, con lon:;iboo .

(iid) i /‘—, '1/ en U0 =demonsbral le vico W oo Jonciin.,

w, /i, Nar hz/ N /;",»l, W, N,/ sou wwon e les e

+

lon~itud menor quec .
(1i.11) Trual que el cano anberior, e K, K, Y.
(ii,iii) Trunl fue el cnoo anterior oo Ao XCY.

|
(ii.iv) Lemal eme el cono anteirdor oen , a6
: poopnl

1
con I', nueva para ..o .
)|
1

Y/ e o denostrathle o 0, chvion-
1

(1i1) i [l

S Lo

ces /‘i",)&[[‘x]/ cn dainostroble pa
Denoantracidn: (1) 90 /1 / &n wonoestrabls con loarci-

a1, entoncen por 1N ALy obn AL, oo opmede adiriey e /o0 en
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es demostrable con lonmitud k. (ii.i) 51 /i, n/ es denostravle
via q i lonqitudAk, entonces /FL n / se ha obtenido por ns»l ,
que supone la existencia de una demostracién para /ﬁ,q,,ql/ con
longitud k¢ k. I'or (i) se sicue, ademds, que /i, n, W,, W,/ es
denostrable con lonritud k7, 1 razonamiento en el resto de los
casos (ii.ii) - (ii.iv) es similar, (i1ii) se sipue de RS 11 ¥

ns 12 (efr., el lema 4,5.1).

Podemos pasar ahora a la demostracidn de la
proposicidn, la dewostracibdn es, de nuevo, por doble induccién
semn ¢l ~rado de las férmulas fuera de las descripciones y el
nanere o aque representa la suma de las longitudes k] v k2 de 1las
demostrociones de /:,EF/ y /i1 ,cl/, respectivamente; Los supuestos
de induccidén son log sipuientes: Il., si n es el gfado de } fuera
de 1las dezeripeiones, entonces, para todo erado m menor que n, se
culmple el teorema. 12, Supuesto que el grado de F es n, entonces

para toda lensitud k= kia-ké, con k’¢k, se cumple la proposicidn.

Lewmostracién de la proposicidn AP 1.

Lase de induceidn: Si k1= 0O o k2 = 0, entonces
/U,al/ v/o /ii,el’/  ©s un axiona. Suponpamos que kl = 0. Entonces
hay una férmnla o, off que pertenece a il W [aF}. 53 n es Iy, enton-

ces /l,0i/ es fUicn,an/ v /i,c¥/ es /117, ca,on/, es decir, /L/.

Inmeco /ii/ e dermostrable en 83 . Ol nn 4 ¥, entonces /1i/ = /[ii,n7,en/
es un axiona, ¥ por lo tante, demostrable. El caso en que i = O

se deinuestra de wodo aniloro.

Paso de induccidn: /ii,af/ se ha demostrado via iy loncitud ki » 1

1
(considcro a ¢, cn cste contexto, como una férmula sirmada).
/li,cF/ so ha denostrado via !l y lonmitud k,» 1. (i ey, de nuevo

una férmula si-nada). Puede ocurrir que (A) G £ all o il # ¢ o hien g

(B) n 1t 2 v II # cb,



(A) suponsenos que T # Ay

1. Zen oana hoo Penenos qus [y

Jown /L7, ", AE/e Lo i lies,

ror el lenn anterior, punto (ii), ~ue /:',;'.“,Vl "11"1'/’ Gt —

ble con loncsitud 1:{( 1:1. /F,El-‘/ cn /'-_‘"Vl ,2_:2"/. Joy el crusto (G
VAT

ded lenn precedente, [fHi7,n , h, Rore
I Por I2 v w, /iR /, co deponlrable o, lo que es lo

/T/ eon denostrable
L a i

nouna koo fit,al'/ eqs [/ ',:_J",K/. Popr (ii) oo ol oo 501,

.o tea
o, /hgar, Ky %/ v /H,aE, K, ko W/ mon deiontraibos o on-
ribud Lenor que i:]. /}—.,El"/ [e1s} /v;—’,::i»', /. e (L) i el Lo

AP 1L 3, JRTL,el, R, Ky, Ky oy [T, Y, R, K, Wi/ o donecs

2y
con lonedtud ):q. Por I2 y Riw, /i /o, cooddnciv, /7 o volonie -
ble,
A, fea 0 ownn A L fhhar/ es /i, A/ Vor (id.ii) oo ool b

AP 1,5, /7 ,ar, AtA, A/ es demontrabile coin losicdlaed sonos e

/T e¥/ es fi,cF, A /. Por (i), en cl lonn proceucnbe, /0 7,c, AU, AN/

rs denostrable con loneditud menor cne Do, Por snranento e L dd

1
/ﬂ'.l(/\] , A/ es denostrable. lor AT/ en denosbre Lo,

A. Ten 6 ouna . fit,al/ es JiT ol o /0 Vov (BilEv) cnoel lona S 100

= 1 e - . . .
/v yMB-P,IL M, cF [/ es demosbrable con lon-itng menor e 5,

(A%

para un l‘]. aque no Aparcee en M7,1, W Sl el w07 e, o /.

tor (i), /T, oF, /M-G.}‘]’;),,u./ es dewortiroble cont loneci bid L Do
I v g, /._'/ [e3e] Llcr;m;_,trnhle.

Y1 caso en gue 11 es distinto «do Giome Lanbne e armnorn oS las o,
(1) “mponeanos quad o H Al N B SR

o=l en [ 7

ﬁ/'—',El-'/ no demontrable, puesto que /L~ T/ me by oo nion i

N S MR T Y e Tl LR

T, e /'—.',::--."/ a0 niene /r—',.—-—-a"/ or ik, or 0 (eoe, lonn
ALY s oo /T, R/ In conpaeine i, ,/'i,?\i Foe /0 T nea o=
mionbrablaes, ado oue fr_l'(;.l") o (Cr7) € (=) = e (e=2 Y, or

V1o i ane 4/,
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En el rento do los casos, tenemos que una de las expresiones af

o CI' en nnNa K o W Ay la otra una ¥ o una . .

Supuesto que al ex una N, tenewos que /ii,3F/ es demostrable via
N v lonritnd kl v cque /i11,8I°/ es demostrable via §F (se pyata de
una «) con longitud kg? Dado que w es W con el signo cambindO,
n, ez K, con ¢l gi~no cambiado y W, es W, con el signo combiado.
Por (ii.i) y (ii.ii) en el lema precedente resulta

que /i, Nys W,/ co demostrable y que /ﬁ,\g/ y /0, K, / son de-
mostrables, Puesto que Mr Ma» Ky, Ky son de erado menor que I,
por Iil, /F“ 42/ ¢ deimostrable y del mismo modo, por PA 1 ¥y IWh 2,
lo e /ii/.

E]1 caso en gque I' ez una ® se trata de la misma manera, teniendo
en cuenta que ¢l es una n .

Consideramos ahora cl caso en que o H es una M, /ﬁ,) / es

/1,8 AXLLY/ o /T,8=- AXIEXY/. Por (1i.iii) en el lema AD 1.3,
JIL,ArtAY/ o /T,e-FILAY/ son demostrables. /Ti,er/ es /H,2 AXKFLI1/ o
/TL,A-AZFERY/. bor (ii.iv)y (iii), /M,8FCAT/ oM,;3-F(A1/ son demos-—
bles. bDado que LAY es de grado menor que AXFULX)Y, ia afirmacidn
se sicue de T1.

Ll caso en que 3i ¢s p  se trata de mancra similar, teniendo cn
cuenta que &F es una M .

Finalmente, hay que hacer notar que los casos en ¢I' es una nw  son
los casos en que OF ©s una Ky que los casos en que CF es wuna w
son los camos en que ar es una n ¥ que todos ellos han sido )
tratados anterioriente. Ipualmente, han sido ya tratados log ca-

s0s en e &F es una P o una m . q.e.d
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Lostranos en este apdudice que 1

dos aovindeio-
nens 7,2.,1 ¥y 7.2.2 son eauivalenisces. Aanarte de 1o deiosbroeidn o
PR 2 P . . -

51 misha, quizé lo nas interesante de Jo que mioe ces ol Ui
de sendntica que planteamos para la demostracidn, dictints e

la aue hemos empleado hasto ahora, nl menos on o leimnn: o

T B3]
ras~os.
La proposicidn ¢ne intentoso:s j-rohar e 950

S5Aarse como Sicuet

Proposicidn Al 2.1
' oes implicitaisente deiinirle en sentido e 1n
definicifmt 7.2.1 =i 3 cdlo =i lo o5 o Solieiao o

i

la definicién 7.2.2.

I'nra demosbrar cuba roposicidn necenlumaon o=

bar, previamente, aleanios leinas,

pefinicidin Al 2.7

Al .
Tea T [*1..-.,% b} il readei oo
11

viarveioo en i, v (f vin Li=interretacidi soore

n i
& i L ¥ ose eunple que (((.";1) SRR @l ) - o

) 3l I3

I
G I S I Y s

(2) \9 IS I i<"i~.""'dn>| (.il,...,v‘: € i 3"1,...,3.':

() @ 0% = Ly e, e f 3 L3

- “\'J,...,

;‘"1’: & f'(.') oo enminle ane (@ (A'] ) = B ¢ (;‘;1)
POLA et 3) = )y

i1
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]

(111) @ 1) == Gin*, (11)>

Leiaa AD 2.3
(1) ¢4 HL*],...,*V]
1 - -,.I{ .
LP(.I) LP(I‘]._)
benostracibn: Q(II)*: {(dl,...,dk)|31\1,...,BAR
con WA) = dyeney WIAD) = d & dy.ee.,d €D y@UiCAL...AT) =
v} = {((13,...,(‘&1_’7 | Ayseeyh son descripciones referenciales y
) RPN T 8 L™ \ R
(lf(/\l),...., \_f.(Ak)> & C?(I’i) = LP(Pi) . La alfirmacién

correaspondiente para ¥ (11)” se demuestra de modo similar.

=

k
Pi t*i' e L 1:] , entonces

(i3) si Hl'.*],...,:lnj u w(‘,[arl,...,nenj , entonces
won = (L)\LQ(G)"', W(G)*’).

henostracidn:

(dj,...,un» € ¢UD* sii (A, .., & @(a0)T

preeerdy ¢ p()F
sii (dl,...,dn‘, € D\ (o)t

(‘1.1."""‘117 € @(DT 5il gdj,...,dy e@)T

: sii (dl,...,dn) € c((r:)*'

sii {d

(iii) oi H['kl....,)l‘-n] u —Gckl....,*n'], entoices
g (1) = Q)™ @)+
Denostracidne
(a]_,...,a“\ € c((m*' 511 {dysee,d> € Y (-c)*+
sid (dl,...,dn) €y (o)~
<dl""'dn> e Lf(?l)" aii <'d1,.'..,dn‘> & (f(—r:)"
sii <"‘1""'dn> < of(n)+

iv) oi u g ® . .,% T A
(J ) E*l’ ’*l? 1 i]' ’ 11'
o U ,...,%71 donde G _[™, ,..., %, ens U pre-
2 i J 1 i i
1 m 1 1
dicado k-Adico ¥ 6, [, ,..., % 3 e un predidado

J

1 m

20



-Adico, Mk = n 1\6”:‘]_1;10; werbe o dey e o
pregdicadons es 0-Adico, en decir, on nan JO ule,
Loy A e .
entonce:sn tf GnT = {(dl,...,dlIS I 35,0 ine» con
: = A,y ees, () = d v T (e v (e
) = dyyen, ) n Y h-ts....,i‘_}e‘f- R
() = v) v i, . €&l (0 (o i) = ov)
(e ’I) ll,j1,...;1|”}(f 2 (? & }
‘f (H)= {((11,...,~:in>| [, e ooy (1) = 'i1,
.., T = d v [ g )7 (o o FE
(1) {nl Jl{i ,...,i,‘}e ?( 'l) Lo L\o( 1) )
o I (i) (o (=‘, ) = ). (ALose que
h yosoy 1 .I (f lf
los paréntcSl" del t.x,:,n (1‘0( Y = ov) oveaditen ol oo

en dque -’:] o G solt Srianlan) .

Denostracidn: Considorenios la clase Jd poovcancians
de ol:jetons cn ) representadans por Tuniciones D, Drnedt o ounieio i ew

H

tales que para todo h entre 1 v n, 7(h) = '1} €& . Vodnon dcienhi—
i}

ficar cade n-tuplo de objetos on i+ crn tna funcida dn o
Tenciyos entonces que (Lll,...,dn) € \f(,'I)f i 3/‘:,' y oo ait
Fi, Sinw b otal que £(1) = (11 = L()(,f-‘]) PRI of § 21 :_:,” . Le(;.”)

l{('!tf“\ ,...,z\nj) = Vv , por la deflinicidn de L((Z:)t Shenca e,
v (Mt A preee ,;‘\“1) = v equivale a LF ('“ [ y e ,Aj J) = v

(f(n,”[;\_ seeesN, ) = v , donde {/ "_.',\_ Vi et}
‘ i nl (R i
{(lj g “ d { ,...dn} . inboneon (e(r‘:;[/zl ,...,.'.:‘]) SN
- A R
i, .. 7 ecfkt *+, por delinicidin. Snbo oo cauivelenie
a
1 '
r oYY L Adeisdn i A ey h Y)Y o i
'{:il.....i, }eke( ). Adcids, @ (0L \\1 ’ .1?

A, ,.. [ sii 17 ,. . & (\)+ B R R T TRFILNR FET R NS
4 52 e (7, ii HJ["' iy Qi |

1 11
Ginilar parn lP( )T Teualuiente, ol cnso en s ana e b
L]
expresiones "11 o TLocnoung ropale, oo Jusilideionben o eneen

andloeo,



(v) @i 11 ['*1""' ¥~n] u A'mr_*l,..., *n,y] cniton-—
ces L((H)+ = {<d1"';'dﬂ> | para toda dezcripcidn
i, («11,...,dn5 ge.(:(G Cﬁ],...*n,l‘i}) .
% N~ = 5‘“1'-"'d55\ para una descripcidn B,

. v oo U G P .
{dyyened® €@(GOr ,uen, # 1D

llemostracién: La demostracién es similar a los

cagos anteriore:s,

Lema Al 2.4,

Goa [Tl 10 #}; un predicado n-adico y P,Pl,...,
', todos los pardmetros de predicado que aparecen
ch H. Sea 1"el resultado de sustituir cada apa-
ricién de P en 1l por una aparicién de P”, donde
7, donde P’es distinto de P’Pl""’PJ' Sean,
adends, T y ((‘La—interpretaciones sobre D tlales
que se cumple @ (P) = (_c'(}"'); L((E-‘l) = l{"(l’l);...
Y (Iﬁ) = Q'(Pj). Entonces se cumple que

¢ (D = @),

Bemostracidn: trivial, por induccién sepriin el
prado de 1 fucrn de las descripciones, apoyandose en el lema

anterior,

Lena AP 2,5
lajo las condicioniesn del lema anterior sea 11 un
prodicado monddico. Lntonces, ¢ (XY =(p(cxwtx1)

o ambas descripciones son indefinidas. ¥

i:cmoslracidn: por la definicidn de interpretacidn
de las descripciones (efr, Def.l.4.1.1 (iv)), el lema exire que
if UIDﬂ}) = Y'Ui'ﬂ*il) = {d‘, para cxactamente un d e, Iuesto

que se cuwaplen lan condiciones del lema anterior, se sicue la
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afipicocidn de este lewn.

Lowa AP 2.0

Sen iun conjunto Tindito de {6runles

Coir,

I’ ey’ todos los wardiaelpron de proibics o o
1 1 :

aparcecen en v .7 el recultado de omasbitodie cocle

aparicidn de I oo 0 onor v apnricidn de tn oo

,

melro de predic:iio ST e no seree e,

fooen uma deseri; cidin en L, sea A7 el e urno

realizar la sustituci®n anbes dre-icois oo S, e

adenis, \(J Ve L(?' LI-incerprevacieong: novre o,

tal modo cue (Fg) = ' (v ),... oy o)

' (f { (( 177 ’ (( n’ (( Y
I'ntonces, si t{(i‘) = Lf'(i"), enboncen
A ~,

e () = (i),

Denostracidu: lor induceidn soe-dn 1 i o
alcuentos de (i, Lasce de induccidn: .o os {L} Hotohoes o hicn (1)

Poeg clemental o bien (2) es de 1a Torin N, =, a7 ,A LY1:

L ’ A
R N TR L TN R

12 .
1 FRS A D I R \ -
(1) i ithy 12 PR ' S i

K IR . I

PFE U= Tai I, = 1 = enuoneon, sor g el oo L Lo

U, e > el 0%

~3d (q'(,.v\{),..., u{'(/\!’i))etf(;‘g)"s:;i.i c{(:-") = v, A e Lk

para t()(iv') = f o l.

N6, ne ctuaple que (f(l“) Y

'

(7Y “mpuensto que vara toda dimaula o, non () e ) e

el lenay, 1o«

Urnacién oo gione SAeilocite por oo coe o o 0

Lirnas pora concotivas vy cuontores,

0 de indnecidn: Ui L arirnacidn vele pora i oo

ocrhonees vale gorn n+ 1 o

Lomenlons cne o el e T el e s
nnn Périmila o (((l') = (( (7)) ce-0n Lo dornnigecifo e 1o o
de o dnduecidn,

ANMOYa podienos cen onhives Lo oseoner el f o]
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lerostracidn de la proposicidn AP 2,1:

Supnesto aue ne cruanle
Gy 1T AX(PIE PERY)

yoque ((’ N4 ‘f' son L3- interpretaciones que cumplen las condiciones

de la definicidén 7.2.2, entonces, supuesto que (1) = l('(l.’) =V,
irio oP e { " X8 - > . .

existe wna Li-interpretacién ' tal que ¢ (1 1) (‘o(l 1) HIR

n v — 1y . n had — il by L] — | R
@rr ) = @ )5 @ (PT) = () v () = i),
Puesto que le"(lx") = t{’(l“), por el lema AP 2.6 se cumple que

PUUT) = vosii (D) = v.

Supuesto que LP(I!) = v = '(i), entonces ((“(H") -= v. De modo

andloro, pesto gue W (r) = (('(P), podemos afirmar que
c,?"(n) =Vv sii PY) =v,

Por 1o tanto, ¢* (1) = v. En consecuencia, " (MVIl{") =V y, por
¢l supnesto-del teorcma, t{"(/\}{(PLXJE PLX)) = v, De-la Qltina
afirmacidn se sirue que para toda descripeidn A, (f"(I’[Aj) tiene
el micmo valor de vaerdad que t('(l-"U\]). Por lo tanto, ({"(P) = L("(I”).
Fntonces
L(’(P) = "(r’) = ‘-f"(l’) =¢('(P)-

A la inversa, supmesto que Y (HVM)=v y que se cumplen las condi-
cionen de la definicidn 7.’2.2, sea (.e' una L3-interpretacidn sobre
P otal que @HP) = @R @' (PT) = QP e ) =@ ()5
(('(1"11) = Q(l‘n). ntonces, por el lema AP 2, 6, ¢'(il) = Wi’ =
v, Por la del, 7.2.2 vale que L()'(P) = (), cs deeir, @(1) =

q) ("), Por lo tanto se cuweple que si ¢ (1 v ) = v, entonce:s
(_?(I\I;(PLJC] = U7[0I7) = v. Por los teoremas de completud vale

que 11V 7 — AU =B Py, q.e.d
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z . .
MR
-

liotas a los apéndicons I

(1) efr. Sundllran (1968), pp. 181 55
(2) A prinera vista se percibe wna cierta ralocidn,cne no Lo

analivadoe con detalle, cntre este cAlculo ¥ lon chilovlon o 0

Pogitivo/ilesativo (Positiv/ilerativ Kolliile) e onindic

en ‘chiitte (1960).
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1 lagn parinas precedentes he egstudiado una
soria o Lonos en borno a la 1ézica L3 gue, como deciamos cn el
rréloro, se sivian en torno a dos centros de interés: la investi-
racibnde cicirtos anpectos de la sintaxis de L2, particularmente
la definicidn do una serie de cldleulos, el andlisis de sus jro-
piedaden s Laportantes 7 la prueba de algunas proposiciones de

la teoxin do wodelos de L3.

21 prioer caritulo tiene un caracter prefeprente-

mente introdnctorio, puesto que en &1 defino la 1dpica L2, presen-

tan<to, adends, naa parte de los resultados va existentes en tor-
neo o eca lo-icn., e tratado en este capitulo de dar una idea ade—
cundn de emd <t L3 v de hacer explicitas las bases sobre lau

que 532 consltruve el trabajo posterior: befino el lenruaje L3

e cnm copeclons nintisticos v osewanticos, presento alruno:s
chdlculon va estudiades por . iilau v clertos resultados wmeta-—
tedricon e n bBien son necesarios para la comprensidn de 1lo

cque sicne o bien son de interds s~eneral a la hora de oitnar

LY ea o) nanorein Jo la lé-ica en ~eneral,

B 2l assunde capitulo, el primero en qgue prescit-
tamns rosonltados indditos, haccmo; un andlisis e lo que henos
liamoda Princiyio de tiniTicacidn de Swullyan, 11 rincipio de
Unificacidn que neni presentanos, una modificacidn de su ponidh-—
loso en 1 1dsica standard, aliraa la satisTacibilidad de todio
conjunto re poson una propicdad de conncistencia analitieca,

(3 N . a1 H . - b o N N
es decir, rme noses ang propicdad de conjunltos de Covanmlos, oie—

3



281

finida del nodo aque sea v que necesariamente Licne coao corooic-

risticas ¢l no contener, el conjunte nue vonern eng

Progsiedod, unn

férmula ¥ su negacidn fuerte o débil anf como ol conboenes Lodos
los sucesores potenciales en un Arlol lbsico de Graulns o one
conjunto. La 1importancia de este reonltiaddo, apuarte o oo

i

consecuencias formales que de ¢1 se derivan, eslpeiba on eoctid
un puente, por asi decir, entre nintaxis v soninbicn aae perite
obtener una serie de resultados de completa:d v otros,

En nuestra formulacién del Principio de ‘miivicuacidn, v coio con-
secuencia del nuevo tipo de demostracidn ond enpleonao:, podeno:s
prescindir del caricter finito de las jropiedodes o connislencin
e Smullyan exipge. La prueba del I'rincipio de 'mificncidn cxi-o
la introduccidn de la nocidn de conjunto-modelo en Ly li wonos—
tracién de la satisfacibilidad de esie tipo de conjuunins, Jon te-

-

mas. estos que también tratamos en el serundo coplitnlo, odeis

introducimos otro tipo de propiedades e coniimton de Arnnlac,

relacionadas con las propledades de connsintencia, o 1o ove 11ln-

mamos proniedades de demostrabilidad analitica., esbraies gore La-
.

do conjimto disyuntivanente vAlido tienc Loda prosiobei o decone

trabilidacd analitica,

Las consectiencian deld Drvincicio Jde tnid icocion

del teorona paralelo para las propiedindes de dessonbren +ildw
son amplias: asi, mostranos 1a complebind de loa cilenlon que

v

oeonee Lo oo aoye, e,

definimos posteriormente por nedio de «
W1 nrinceipio de Unificacidn en taabhidn la bane e caplennos agud

para moatrar la compleltud de los cllenlos celdiaidon or oo,

e
vand o enlpe 1o

121 teoarena oo compacidad para L3 pnede contarne
consacnoneias del CUrincipio Jde Undficocidn, fov oben Leding loa

cruehan de conpletud basadans on enbe Prineiodo o PndcienaciSn

resnllisnn particnlapvmente @encillac,
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i los cagdtulosn Lres, cuatro y cinco defininos

v oealndingos cualro e¢flenlos adecuados a L3. En el tercer copdtu-

lo oo Leaba ode no cdleulo axiomftico para la 1dgica de enuncin-
dos J3 e T3, Llowanos AJ2 a este cAlculo. Demostramos su cample—
tnd ntilisondo tna propiedad de demostrabilidad analitica vy yro-

bamos thehidn s correccibda respecto a J3,

o2l cuarto capilulo delfinimos el primero de una

serie e cnabre cileculos secnenciales que vamos definiendo a lo

, del cual tratamos en este capi-

larco i 1o Losia, 111 cdlenlo @
tulo cnavto, es e cfilenlo secuencial clidsico que tiene o coe

a la de los chlculos secuenciales parn la

tructoea o i
16::dcn ntrinrd, Cowo excepceidn, he dado agui reslas derivadas

pava daberen o coantores no pramitivos. Bl andlisis metaldgico
de estn ehlenloe se contra en tres puntos: correccibdn, completud

scidn del Tloupteatz, 11 teorema fundamental (Jlauptisabzn)

y denon
para T, odimen la no iadencendencia de laireqla de separacidn
que ntilisanos o la rermilacidn primitiva del cllculo. 6l
Leorens correscondicnte en la 1drica bivalente de priiner orden
on el conocisio Ttnmplaaty de flentzen, Danmos dos.prnehas distin-
tas de conpletnd: 1a nha 52 basa en la traducibilidad de las de-
nostracionan drl cfileculo de Arboles 33, definido por Blau vy ;re-
santace en ol seiser capitlo, a denostraciones de 2. La ne-
el ruieba e realiza wmostrondo que la nopeducibilidad e

. . .0 0 -
cuente dol tipo o —P , con [L7 subconjunto finito

ninsm o«
de i, en upna propiedad trivalente de consistencia analitica

de conjnnaton . Lanon también en este candtnlo una denostiracion

del Nanptaats opropiada a 12y nmoalranos la equivalencin de lows
chlenldons i v 'L o base a la intertraducibilidad de sus donon—

tracionan,
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1 capitnlo munto oeLd decbiciocio

cobopeiiaege [

Alenlons e deditccidn natural. ‘e dooelloc, T, oo of lonla

adecnndo a L2, La prucha de conplobing oo cntoe

crtko o i

Vo, doble. Lo primera de ellos Licnho cone broin Lo conpsleiag

cilenlo antomAtico A2 - c¢ileulo defindida op SR CIA BRI AL S

Lol se dormentra en el so-unde cap Tinlo — - s denarrolls oo

do como las denostraciones en AR jmciion Lrooacione

Lo U L e

nen en L3, Lo geeaunda prucba de cowplebved nLilic Lo dieinde i

de nna propiedad de denoslravilidod cooo aubo o

acwostracibn,

La 1égica de chnuncinaos guela iog Liceiis o

forun Je una re~la de consecunencio on 1o 1oed

vesla gunr vendria a afimiar 1o dedneiniliase. co 00 e Laos A

Ia o soe conmecnencin 1d: len en J0 o (G nle coaborie

ma dednecidn, W1lo nos hia llevade & oooe va aflenlo

o odedineaidu natnral parva JO, conotin oo iino e pe o e

el snntibuir en 2 a 1a rela Jde cornecooadiog o 160 don

e hinboroes, wnto es lo ocae prealise a0 v e g iy e

conpde b del cAleulo, la peiera Lonisdo cooo Lo Lo ] Rt

clisica de DAluar v o secwnds abilicoae oo ine e lo o

Crohd i para 1o léica e crimeianos.

Tos co; flnlos geins - ndicio: EETES ST S S

ey 1o Leorin de odelos. e bratooo oo

cicrbor renvlbadon duportante:s e Lo 4 ol [FES S STRTES RETINES b R ARSI §

vy vALdan el Sy, e nen oot ool e

oo sl laon e el Lenan e cheed [T SR : ST

’ ! * '
o vesesdinlan, Lec cniinboie s e [N T T BTNV FEPRE
e covuddetonalon Lo oo s ey et e i :
Levee Lo ot e iy BolAnmon, oo e e Do, o b e T

S PR N TN AN ST

Jotnd domoclrasos, OUras vaer a0 con b onele s i i

L

4

[T s

-
1.
Wy
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i, con consecuencing del lewa de Craig. Volvereiwos

s oy ellon,

‘o le dewostracidén del lema de Craig empleanos

11 T3=01 cuya caracteristica fundamental

un eflenls soecenenod

fe e coreaceidn ¥y conmpletud, que demostrames via la

coupletint o 03 - oo la de conglituir un cdlculo secuencial
~ipfterico o anbon lados de los secuentes, es decir, ne trata
de nn eflerlo cnoel oane Loda Térmula que aparece en el antecerden—

te de v corewisa e una resla es una subférmula de una U6ruula

en 1o cocclannidn, valiende lo niswmo para el consecuente., Lste
cAlculy wonde ner ninplificadb. En rigor, contiene dos cdlenulos
compleing, ‘mbo cn lo sue los cAlculos $3-52 y 53-33 ponen de
manificale, i nabos casos  so brata de clleculos que utilizan
n6lo unn paarbke e lon postnindos de S3-81 - 03-52 utiliza
postul-don cne prectan 38lo a los antecedentes en las reslas de
fRer1 o e a0 lo de vosbulados para los censecuentes -

yogque ~ia o avhoe- o, con correctos ¥ ocompletos.

el canitulo sicte demostramos el teorema de
definibitidadl e ety pova L3, Eaote teorema afirma la equivalen-—
cia Jde lon eonpeeenlon de dc.l‘j.nibilidav.l. implicita v explicita. Jun-
Lo con cirie Loorena nos ocusanos con este capitulo del teorciia de
Nobinnon cue indlica bajo qud condiciones la wmibdn de dos conjun-—
fon conmintonlen on concintente. Mibhs tooreman DO, COLIO hen(;r:

dicho, consecovoaing del layn de Crode,

el pednddice T odemostranos el Hauptanbs poara
G0 por o tion dislinbon o lon uvtilizados en ¢l cap. 3, nsauvlo
slhiors o A des sienmlas. Bl oapéndice YT se dedicn o owonberar

la emrivelonein do aon concepbon ae debinibilidad inolicita gue

I3

heron nonajelo va ol canitulo oéotino,
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