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t e o r ' a  t l o n o  e u e  ^î ar  c u c n t . a .  b n t r e  e l  s c f i u n d o  t i p o  d e  i d e a s  p o -

d . r l ç :  y s  Cl .un tn.i' :> l e s  i d e a s  e n i K t o m o l ô j j i c a s  q u e  de  i n a n e r a  m/in o 

Mcnor, cl-' r.-' .  u t i l l y . a n  l o s  c i o n t i f i c o s  e n  u n  i nomento d a d o ,  [ :of  e j c m -  

1 l o , c n  In  . i o l i i .  i  t a c l o n  de  l o s  m é t o d o s  c i e n t l f i c o n  q u e  s e  c c n -

s l  d e  r a n  v' i  3 i ...lo'i -  o ; : ; ' c r i i . i c n t r c i ô n , m é t o d o s  d e d u c t i v o s ,  e t c  -  y  
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cnt ici . 'H p u e  i iiio ton p o b l . d r  u n  u n i v e r s o  d e s c r i b i b l c  c i c n t i l ' i c a -  

morct'o.  on l i i i ' i ü l . s  t i e n ,  l a  p o s i b i l l d a d  de  a p c l a r  o no  a  l as ,

i t i i ' .as  i n :  1,' t." ", cc, . .o u n  olci . icr ,  t n  e x p l i c a t i v e  de  l a  a d q u i s i c i é n  d e l  

lou'-u.-i  .j c .

' l a . s  c i c n c i a . s  r o r i . i a l e . s  e.s q u i z a  ma.s d i f . é c i l  

ca l  ' t '  r  o ■ l i e  i. t a "  o l  t i p . o  de  i d e a s  a  q u e  a l u d i i n o s , a  l a  vos  i | ue  

p.-u'co n li'-ni.ir u n a  i,,.u'inr'  in. ' . ' li i c n c i a  q u e  c n  l a s  c l o n c i a s  aini ' l r i c a s  

e n  c l  ■' raa.ai -a , . i io  d e l  t r . a b a . i o  c i o n t i f i c o  c o n c r è t e ,  ( ' . o n s i d o r r i r  

q u e  . 1 V'U'...: : . .". toi ' . ' l t icaa,  s c  i n v e n t a n  o q u e ,  p o r  c l  c o n t r a r i o ,

s e  de. ' ieu'  ,r,ai i , uo i l  ; t l i r - . e  - l ' an  cos .a  on  e l  c o n t o n i d o  do un tooro;:i. ' ; 

n.i. ou ç]. ; ado s u  ' iemop. t r a c  L ôn . bo .sioi. ipi 'o e,s n s i ,  s.' in c, i b a r -  
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p o r  c.i' -i.iplo , In  i i e a n c i c m  do 3 n v; J.:i u c s  ir i i Ç'-: i "..-yl , |, ,Tn j ay , ,e 

t o r o l o  o ; : c l u n o ,  o u t r e  o t r n n  c;or;nr;,  un l l o v n ' - e  n in  / o r u n j  noj / i . :  

i n  t i i i o  i Ol i l s t n  do ].n:; n o t o i . in t i o n :  -,.

La l 6  ' i o n  ito Oi; nr.n on.oopo:! on  on on.i,.', an.; on. l .o , u:i 

I 'Or  l a  a p a r c n t e  f a l t a  de  r e l e v a n c i a  o u  c l  d o n a r r o i l o  c l o u t ' i i n o  

do In, I ' . ' roooi . i j ' j reur. iou d e l  o ’. ' . jo t o -  n 1 i ioi ton d n i l u - o  cad,: nun

do  l o s  dor,  " r a u d o H  p n r a d i " j i n s  r|Uo c u u n r c n u  ].n n i r t o r i n  u>. I n  1 6 -

g i c a  o c o i d e n t a l  -  n i  r<or l a  o n i n  t e i  t c i n . , r , i u  Ci.i m, i" o , do o r e  tj. •' 

do i d e a ; ;  q uo  c o n d i c i o u n i i  e l  d e s n r r o l l u  do i n  o i o n e i . r  . ' d roo  o,,,

r,o p o d r i a .  a f i n . i a r  q u a  l a  r o l a c i o i i  , pn; i n  l o - . i c a  r,ii,.li6. l i e ; .  h .-m’ In

c o n  I n  l 6 , ! f l oa  t r r . n . i i e i o i i a l  or; la.  i,;iu ia ,m e  d i n u n o ' .  i  t n  n I,;-1 u i n  

a  l a  "U(,’r r a  y  I n  p o l i t i c o :  l a  p e r n e o u e u é u  ue  lo.n i , i m.tnu idi ii"..; 

p o r  l i i a t i n t o s  m o d i  o s . i :n o . l ' o c t o ,  e l  cn.i.ii l i o  l i n  id; e,;.;! 11,," 1 ie n uo  n 

o t r o  i t a rn d i j q i i a  or; u n  c a m t i o  n o  liniiLo e n  l o r ;  | u'Cu'  l e ue u  t e e  le e n u -  

t e n i d o  r . i n o  on l o s  pro.uu;  l u on t o r ;  i le t o d o ]  6 '  i c o n , , i-ii l a  c m  i . ; i  Ie i-. ' -  

c i 6 n  do côii'.o s c  d e t . e  h a c c r  l.a c i c u c . l . a ,  y  no  . ' n  l a  d r i j . i i i o i o n

d e l  t c n a ,  do  l a  c i e n c i a .  i t ; t o  a,co;.î;,ae.;. .do, d e y d ç  ].ue'  u ,  a.e nu e, .

b i o  c n  c l  c o n , ] u n t o  do I,-;..-: a p l i o n c  j m i e y  Iumend . ry ;. e a  t  ;u'  :c " , -ni ; i 

c n h a r x o , ( lue I n  l 6 y i c a  r,c h a  do  i i a c c r  ,'il ; i ouc  u c  l,e i . m to m a t  i.e."

o a l  r.-.odo do  l a  r i l o s o i i n  n o  . ha  eu,  , u eu  t o  , ,u c ai  i b i e  o;;ea<: i a  1

oil I n  d o f i n j c i o n  d e l  o l i j e t o  <ic I n  16 i c , " ,  c n  • ii;< or , ; ,  ■ l;,i n e n d o  ::;i, 

do l a  d a  t e r i i i i u a c i . 6 i i  y .in.s t  il.' i,c.-ic io ;  i d,„ l,yr; .i,,e -l ie.-ic. i  ,a,e. ., y . ' l i  e.-n-. 

d s t o  n o  f | u i c r e  do c i  r  q u o  o l  cai.il.tio : , ; t " d o l 6  i c o  no ii,'n a  re'; e m , t o  

i.iodi f i c n c  l o u e r ;  c u  c l  r - . s p cc to  , t r a  t , ' y . , i e n to  , ' r I ' i r ,  .ne i .ma",  d..- .Ir.  - 

t co r l a , ' - :  1 6"  j car ;  n.a i  coi.io on  lor ;  l i  . i t c a  . le l o  c|ue con: , ; . .  1er- 

■ t r a t a b l e  p e r  l a  l 6 c i c a .  h e  tocJo e l l o  h; l i a b i d o .  i r; 1 ; i I ; r - - o ,

UM 3 6 "  i c o  lOri i .a. l  a c t u a l  pued.r; a cu j  t a r  :;:in . .er,: r;.i ;■ .ion ; e ' i ,y J 

l a  t . eo i ' i . a  , y r i y  t o t c l i c a  o o l  j l o -  I ,n . .; c : . t..:- 6 e.i c o  , o . la c.;, t o  l e a  

d e l  a  I ].op, lr;i,',o h i p o t e t i c o ,  a; , e ' tc  1,-' , om .u l i .  i.' o t r a  i ,;-.i e ., , 1;.

:,;Od.i . i  ir.e ciiei ' .a<lr; 'mr!olç.  CII itu érnyi.i.o . i.i, j o r c .  ; I,. ■ u 1 •••>;..,.le t u .
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b e - , r . i i l  oiiibaj.’.qo, c l e r t o s  p r e r . u p u e s t o s  Uc c o i i l . e i i i -  

do q u e  r.o iir.n i n a n t e n i d o  a  l o  l a r r o  d e  l a  h i s t o r i a  do  l a  l ô g i c a  

y  quo  r . ô l o  e u  é p o c a n  m.i.iy r e c i e u t e s  gg b a n  v i s t o  D o m e t i d o r .  a  d l u -  

c u n l é n .  I’r o r a i p u c a t o s  ctiyr.  M o d i f i c a c l ô n  p u e d e  l l e v a r  a  G i n t e u a G  

l ô q j  cor .  0.1 t e r n a t i v o i ; , e n  l o s  q u e  oo loonen e n  c t j e s t x o n  c i e r t a s  

n f i n . i a c l o n e n  q ue  e n  o . l a û n  iiiorr.ento b a n  l l e g a d o  a  a p a r o c e r  coi.io c l  

] ) a r ad i ' o . i i '  do l a  v c r d a d  l o q i c a .

d n i r ro  c s ' c o s  p r e s u v a i e s t o s  p o d r i a n i o s  c i t a r  l o s  s i -  

c u l e n  t e s  , ' o r l i c u l a r i , , e i i t e  r e l e v a n t e s  p a r a  n u e s t r o  c a n o .  l’r i m c i ' o  , 

l o  q u e  i-odriai . tOG l i a i  : a r  e l  p r e s u p u e s t o  de  d u a l i d a d , p r e s u p u e n t o  

q ue  s e  podi . ' î o  e r p r c s a r  d i c i e i i d o  q u e  b a y  j u s t a n e n t e  d o s  v a l o r e r ,  

do v c r d o d , l o  v o r ü o . d o r o  y l o  f a l s o .  A d e m â s ,  e l  p r e s u p u e s t o  uo 

t . i n l c i d a d ,  "uc v o u d r . i a  a  a f i r i n a r  a l q o  a s i  corno q u e  l o  q u e  t i e n e  

u n  v a l o r  do v o r d a d  s ô l o  t i e n e  u n o .  De q u i z â  n i en o r  i n i p o r t a n c i n  

t e o r i c n  s é r i a ,  p . or  e . j ç e . i j l o ,  l o  q u e  l l a i i i a r f a m o s  e l  p r e s u p u e s t o  i.Ic 

p r e e i  s i ô u , (juc a : ' i  r: , a r  i a  q u e  t o d o  a t r i b u t o ,  p a r a  s e r l o ,  h a  de  

r o d e r  s u r  b i e n  u e i l u i d i o ,  e n  e l  s e n t i d o  de  qu e  p a r a  n - t u p l o  d e

o!., ,jCtor, V a t r i b u  t o  n - â d j . c o ,  c l  n - t u j i l o  d e  o b j e t o G  t i e n e  e l  a t r i -

l 'U to  n - é d i c e  ou o u e s t i é i i  y  s e  p u e d e  a l ' i r i n a r  s i  l o  t i e n e  o no l o  

t i e n e ,  s  i n  c a r , o s  i n t e r ;  , o d i o . s . do p r e t e n d e m o s  a q u i  u n a  d i s c u -  

s i é n  l ' i - i i r o . s a  d e  e s t o s  p r e s u p u e s t o , s , n i  menos  un  a n â l i s i s  l ' i l o . - . ô -  

f i c o  c n  ;u ' o f u n d j  dr.d lic e s t a s  i d e a s ,  a n â l i s i s  q u e  i n c o r p o r a r i a ,

] o r  e . i c r . ' p l o ,  un  t r n  La.micri to d e  s u  ’p o s i b l e  e q u i v . a l c n c i . a  y  d e l  

' iM b i t o  - l i n r ü i s t i c o , c p i , s t c i , , o ' l 6 r i c o , o n t o l ô r i c o -  a  n u e  | o r t e u c c e u .  

; ' i , e n  c a n P i o ,  r uc ; r c ; , , o s  b a c c r  i i o t . a r  rpi e  e s t o s  p r e s u p u c s t o . s  s e  

l ' / r e s e n  t,au un l a  l 6 - i c a  , i ' u n d a i , ; c u t , a l n o n t e  e n  s u s  con . " . oc uc i i c i r : . s , 

p c r o  no  r o  j u . " , t i r i c , - - n  cu  c i l , a ,  s i n o  q u e  .son u n a  r i e d i u a  do l.-; 

acc} '  t a ' r i l i d r u  de  un,s l ô  oic.a d," . ia .  A . s i ,  no  b a y  l e y  l o - i c a  "u o

a i ' i r i i i c  quo h ; y  e; ; , ' . ict ;o, ioute do,s va  l o r e s  de  vord , a,  l o ruo'  i.uuo

prc. i ic .a .dlo u o n . â d i c u  o r  t é  t ' i r n  d o f ' i n i u o  , c r u  s i  h,ay u n a  l o "  J.o - i o a
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A;:(dÂ V a:-;.)

en  l a  l o g i c s  i i i v a l e n k e  f i no ,  ;vi. Ir- n i  lion. tci,.n. : co.  ,o ro,  ■ i ' ■ i i 

l a  le-,- ' ' o t o r e  i n  e x c l u ,  o , e n t o i  leo ; ,  : i, r;  i o ;  i. i-■ ' n o - Uo r  . i r  r ;

" r i - n i  Ci c a n o "  e n  l o n - n a . j c  onl ;c . l6-  j . c o ,  . o c  a.-.i u"C i  . -, y i - i ;•

a.r i  ri.ia.r q u e  t o  do u l ' J o l o  t i e n e  un  s t , i. : ni l.o un lo n un l o  t i , un , h

c u a l  v i o n O  a n e r  ni i n p r e n e n t a c i é i  i -  y  nu;., en .nneu- i ie i ic i  n ;:i ,n . e  i, -

d e  l o  q u e  lie mon l l a m a u o  n r o u n p ;  n;n i.o ; e - o c l . n i ô n  -  .u^r. i .o - n i j  

c l n y c  I n  i ' > o ; ; i l ) i l i d ;n i  d e  rjUG un  o l p i o t o  te i in .a  un  a  i: r i  t r i t e  ' e . : t n  

c i e r t o  p u n t o  s o l a i n e a  t o  -  y  n, l a  v o n  de I o n  ; r o . n i y  mn  i:nn ■ : 

u i i i c i d a d  y  b i v n l e n c i a , e n  u n a  . - l o n a  e n  t a  v e n  1 l i n  i i l  e t  i. c '  uo 

on t o l é g i e a ,  e n  c u a n t o  p o d i ' l a  e;;e.d i c u  r:.:u u i c i e u .  :o u n e  l.e dur.  n i l n  

en  e u e  a l i o n  I n d i e n  q u e  t o d o  e n u n o i . ' u i o  en  vc i ' . , ; i  .i.n-u u . l ue .

lin c.-! te s o n t i d o  l a  c : : ; n . ' en l é i i  : u ' c u e n t / '  a u i i c l l o - .  i " u u ;  i..-: :.

r o  uo  I o n  J u s  t i . C i c a .  l.a .ju.n t i f  i c a c i é n  .i.u I r a  i .eou i cu. d e  l u  en  ,• . I 

f ine con i cn t aMOr . , e n  t  o n t o  .que l o y  l é "  l e ; ., vl- . ’iia d.-d.u nu  • . i

b i l i d a d  e n  un  c ' i l c u l o  . ad o cu ad o  o !>j en  | oj- nu u n . t i - ;  i u. l.i

coi.Ki 1 6 ' n l c a i i i e n t e  v e u d a d c i ' . a  en  e l  , 'nco d ' - unu .-en 1,1 e; . i.iee i

c n  niiil'O.'î c a n o n  l a  j u i c t  j, i . ' i c a c i ô n  o i uiid,-'-.,eii t n o i é u  ce,  .o l e y  e e  1"

en.pi ' en l o i  1 <;.<•, l a  p r u c i  -,a u c  quo  l a  cee. i - cn i é ,  i cm., l e  1 .a. -, c.o , : t c  i " m

do nu,a de  t i n i c i é n  n o  de  v c r d a d  l o ,  . I c a  e n  e n c r a i  nj  ,,o < v e r . r - o  

16b i c a .  e n  un  lon. - 'U.aJe b i e n  dctc.- ,-  , i , i  c i o .  l.-i i'u.- i,--i c u  ,c i ■'.e - .

3 a  e:-:i , re r .  i o n  co i i o  l e y  n o  u n a  d i r e c t m  c . i t c  3 o ". . - c  - :u 'Um . i.on d- -

q u e  i i . ' d ' l an o n  , lo.". n n u o u c  . . I n i ,  e n t a  /lun l. j,.-.' ic.nc.i' 'm i u n i -  . ..c,, I,;

c l o u  r e -  i i l  t,e .ne r , on  t o  en  l o  i i i:.-m t, , i i  ii,.a i c i . I - i 1 ni. t c m '  

3.6" 1 c o  en  q u e  n e  j n - o d u c e  l a  c au rc ' n . i . ôu :  o . d . é  c e " ' ' ,  n- . '

i.û.".;ia. de l'.iuii nn.n un  c a l o u l o  anc c ' i . n un  - 1 u n n'-- • ' u l l e  , , - i ■ -n.,"

no , :n r ’ l;j.ca n o  on i . icnon d( ' r ; . ;a l  y  t e é  i-.i e.- e u e  e l  en 1 e u l o . . o - b ' i r i  -on

i  "U,'i.l .le u i e n ,  de  i.i ni r  u u a  ne,,,éi -, t i  c." y  o t r o  e n l c i ' l o  e n  -1 u ne 

IiC'e ' - .m I t o d o ; ;  c  a l .  . ui icn ;(c I o n  , r e n u ;  m i n  l.on. eu... bo,. cn. al;, ,l(.i, .-.
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y  e l  c â l o n l o  i o u r l a  c o r  i q u a l i x c n t c  a d o c u a d o  a  e s a  nem cu i t i ca . . v  

e s  que lor.  ■ rer.u] u-’u t o n  quo herior. q^untado an t e s ,  y  a l e u n o s  

o t i - o s ,  non l a  r a r a u t î n  do l a  "boni iad" do l a  t o o r î a ,  cn  t a n  Lo on 

cnant.o,  j'oder.ior. q,ooj>tr.r que l a  d e f i n i c i ô n  de  v e r d a d  3 ô q l c a  on  

en un 1- - i c  1, y l a  . . • r enonta i c iôn  de  l a s  v e r d a d e c  l ô q i c a s  eu  

e s c  l o i i i 'ua . ie  c o u s t i t u y o n  un a  b u e n a  r e p r o d u c c i ô n  de l o  que  c o n s i -

d.oraq’o s  v c r d a d  l é  I c a  en e l  â q b i t o  p r e t e é r i c o .

Vca; ,or. e s t o  de  s  de o t r o  p u n t o  de  v l s t n .  S i  

a c e p t a . u o s  r.uo t o d o  o b j e ' t o  e s  i q u a l  a  a l  rnismo o l a  v e r a i ô i i  

l i n q ü l s  Iqi.cn de e s t a  i d e a ,  que  t o d o  d e s i q n a d o r  d é s i g n a  l o  que  

do s i  m a  y n o s  e n c o n  tra! . .os  co n  una  e x i ; r e s i ô n  de una  l o r i c a ,  cn  

e s t e  co.so 1.3, co:;io

t A :; ( a= x )

«lue s e  pu od c  -lo.-j.ar . i i c i o n d o  que  no e s  v e r d a d  c|ue t o d o  o l . i j e t o  s e o  

i r«ua l  .a s i  i . i i smo,  o l ' i o n  f]uo pu e  «le h a b e r  d e s i y n a r t o re . s  de  l o s  

que  no ,sc ;,uüdo f  i  rr.'.a r  «luo « j c s i m a n  l o  que d e s  i  yuan ( s é r i a  e l  

c a s o  CM «lue un «Jesplynador no  t l c u c  des i i -u ian tum)  , y  adei . iâs  vemo;; 

«iue o s a  o : q : r c s l é n  os, l ô y . i c a m e n t e  v e r d o . d e r a  en L3 y  una  t e s i s  

on ca  l e u  l o s  ar iccua.dos  p.ara r.3, e n t o n c e s  n o s  verer. ios  o b l i s a d o s  • 

no ,a di .s eu t i r  l a  v a l i ' i n z  de l a  d e m o s t r a c i ô n  de l a  v e r d a d  l ô r i c a  

en L3 de cs.c; c n u n c i a d o , s i n o  a r e c l i a z a r ,  en p r l n c i . p i o  on b l o o u o ,

l.a de r i n  i . c i on  de vord.a«; 1 6 q i c a  en  L3 y  t o d a  l a  l 6 « ; i c a  «juc s o b i ’o

o i l , a s e  o o n s  truvi-; . V a r - c ch a sa r l . a  no  p o r  r a z o n e s  i n t r a t o ô r i e a s  

cor.io s  qrl.a una  ' ic .io.s t r a c i ô n  i..,al b ê c h a , . s ino  porcine l a  t c o r l : .  en  

su co n . i ' in to  e s  i n a e c p  t,aî «le d os  do l o s  p r c . s u p u e s t o s  que  s o b r e  l a  

l o ' q i c a  t i.nténor,lOs, nor( !ue  no e s  un a  "l 'uena" l ô a i c a ,  un,a 1 6 " i c a  

s  en  sa. t . a .

û ,ql ,  l o s  ; ' r c .q u j iuc s t o s  e;e que b,aulamo,s t  i o n , ' e u  

a , sor iui  !uncs .a l.q r o v i ' i i ô n  dcsdc;  d o n t r o  de l a  t e o r l r .  n i  sua  :

no bay  l i 'p i e . a  si ,ai  r  iai-, t ç|ue no,s l l c v e ,  d e s  de « i entro  « te l.a t m r l , ' , ,

n : l o d i i c a r , p o r  c . j c i . ip lo ,  l o  i;UO lior.ioa ll,ai.iu«lo pr i i i c ip .1  o do lue -
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l i d a d .  Hua l ô - i c n  a l t c r n n t l v a . ,  no  i. i; , i- ' . ,  tai.,: or;o J.o b a r é ,

i III e s  t o  quo  ce: t a  c o n o t r u l O o  n o i i r c  i a  l ' a ; a ;  ,',e oti-i>.-; -, r i j an :  ' a a a l a a . 

f i r . tn  e u  p r i n c i p i o ,  o i i n q u e  cr. i t i n o  ;a:>lo - nu  : ai un e;::i ■; L:i ■ ;-a n aa  

l ô r i c a  a n n r . a t a  ( p c r f J c n e s e i . i e  l a  v a a n c d a a  do l a  a;.;, r<o, i  nu  ) 

e j e m p l n , n o ^ a r a  o s e  p r o  au;  m o . a t o  ao Liua 1 1 ' ia. ! -  y an  a i  a, n : r-,

l a  ilO', i n r - , t r a e iô)n  t ie l a  l i . ipot j l  l ' i l l d a u  ta: i.a l  l é , , i c a  -  oii la' ;  m

oo  I t a r x a  n u  y d u d o s a  l a  p o a i l t i l i d . ' o . !  uo  i a  no - ; c i  é , , ,,a o s a  , oc -

r a t i ' u c n l o ,

I.,a d l f t c u f s i ô i i ,  e a t o n c o r ! , aol  -i-o ; i.'caaii oo. ;  i o a  io ' la

t e o r i n  a c  ti’. u ev o  e u  un  â n i i i t o  d i s t i u L o  a l  a  a l a  i . c f o l r i  c i o i i i a ' , 1 -  

c n  Mls-.i.în. i'in o l  c a n o  a c  l a  l o g  i c a , a i  i i onoa  le  oojoai- u-o ,

: ;e d o a a r r o l l a r i a  c u  e l  a e i i o  d e  l a  f i  l o a n  i l  a  do- la. l é  i . o a .

l ' o r  o t r o  l a t l o ,  o u  t r . u t o  c u  cu.au U> ao  "O 1 .-

a ' p l i c a l ' i l i u a d  do u n a  t c o r i a  l 6 " i o a ,  ou i a i . i . o  (ai cn.-aii.t '  ■. i a I ■

t a  t c n c r  u n n  l ô n  i c a  a; c l i  cacia . , l o r :  nrc . -m;  c  a d . c n  > •• y  a ' I ■

n on  o ac  l ' i ' c r . e n  t a u  caii.in c r j u d i c i o n o a  a- o -.a a 1 i.c ai 1 i.' i a  : i

p r o  l ,cu' i (0 :.on u l . i l i n a r  l a  I t t - c i c a  n t;..io u o ’a co..in .coo.  a . i  d ." ■ . J

c n c i ô n  tnôo- i c . a  un la.". i , , i a l i c a c i o u o . a  v , ' l i . i . -  . u .■.! .L - . o n , '  

r.- ' i l ,  " o r  0 ,1 0 1 :1) , l o , e n  i l e cca . a . r  l o  .ane ci i on- 1. c i ni.a i. , 

o .aan c." r." c i : o r i  r; t i c a r ;  a  q u e  a l n d i e ,  a : c l  : u .i,] c c .... i - . ' ; i.. -n

Ou un.", t n o r l a  l i â - i c a :  uc  i i i i cvo ,  dic.-e < . ,ar. ' ' :  1 '  . m.--. 1 i,, d , 1. ro. -

c i n i ô i  I de  Ion.  a t r i ' o n t o . a ,  e t c  . : i  . . rd.c ne  eoni-". . '  m  ' - "  «i.- , i .

-iM.c , lue v l a n :  l a  e x o l u n i ô n  fin 'O.-i c .é.:. . j. i n (;o,..o -o,"Il ; .1 c n ", .>

a p l i c a c l ô n  de  l a  t e o r x a ,  e l  d' "c r u é e , : en  o . le ju ' . :  , jir I, i ,'.i .: e

ie q u o  c l  I o n  " U : c  u a l . n r a l  o n t , '  ; ,a 1 !,. e: n  df.-e • : ", i uni . , .  ■ t  • .' i -

In lé -n i  .ce, n l a  i i-id.i .ldi c a c i é i  i do l.a l . - ' u i - ' a  I. é  :i t i r  n i . . , , ,  ce .  i.

lin I o n  l ' i l t l i n n  t l o . - . o . i  ,. ■l;c n- :. ' -i. :i ' - c , i i -'r , 

n  i n i;n , én  . ' ( . vocoo  i d ; , . i'.-i r o c .  c i a  r u  . -ne ou e l  l u ,  n : ; • i ' i r ,  i

'U n . , 'oce:  I o i . i i i ' t o n  : 'o:. i; ;ocai 'c::r, .3 l é ,  .li.cen c o..m n,. r  '  - . i n  . n i i  : I: .no i. "
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de ; , i on l r i cn i l o i - en  «|uo iiî'.ccn i.i ii r e c i s o r ,  a  l o s  i ' l 'CUicados  c|uc a c o L . - a -  

iian o de ; t o  d l cado : :  no ! Io n  dc i  i n i d o a , de  euunoiador' ,  a  lor: i ;uo 

ac  duda  on d ry  un va  l o i -  de v e r d a d  y  e l l e  no i'Oi- raz.oncr; epir :  t o n n -  

l o r . i c a a ,  c o n t c x t o s  i'ii ( |ue p a r e c e  no  Curnp l i rao  lar,  l oyer:  de l a  

ido t i  1 i «la: ;, e t c .  An I:- e r . t oa  h o c l i o s ,  ininane j a b l e s  p o r  l a  t o o j ’î a  

s t a n d a r d , a.o lia t ' i i L l d o  a o o n s t r i i i r  l ô g i c a s  nue  p e n . i i t a n  e x j ' l i c a r -  

l o o ,  on t o  dan la;;  c n a l c ; :  30  l ia rn 'o du c i do  un n l e i a m i e n t o  mayor  

o ;,ii;nor dcJ, n û c l c o  de  l a  l o g i c  a s t a n d a r d ,  l a  l ô y i c a  l i i v a l c n t o  de  

p r i i i c j '  oi-d.eii con  i d e n t i d a d .  A s î , p o r  e j o w p l o ,  en  un o s  ca no n  ;;c 

ban  iuto'od.uc j ■ !o i n  Uen.niones ; )or i i iedio do l ô n i c a s  do o r d o n  snp-i;-  

r i o r ,  i.ian t c n i c n d o  Ion  p r i n c i p i o n  de d u a l i d a d  y  p r e c i s i é n .  En 

o t r o s  c a n o n ,  co; ;o on c l  de l a s  " f u z z y  l o g i c "  ne i n t e n t a  e z p l i c a r  

l a  no p r é c i s i o n  «u; lor; p r c d i c a d o s  d e l  l e n g u a j e  n a t u r a l  l ' o c u r r i e n -  

do Cl un c o n j u n t o  i iuAi .n i to  do v a . l o r e s  do v e r d a d  y  en  o t r o s ,  or; e l  

car.o «io l e  1 6 - i c a  1,:; de  <;uc n o s  vamos  a  o c n p a r  cn  c l  ror; to  d e l  

t r e l i a j o ,  s o  Via r n ' c s c i n d i  lo d e l  p r e s u p u e s t o  de d u a l i d a d  l ' ara  i n -  

t o n t a r  o:r , l i c a r  pr a i r i e  mas d e l  l o n y u a j e  n a t u r a l  como l a  v ar y i e da d ,  

l a  pi ’o. -n;' I ' s i c i  6a o l a  cxir;  t o n e  i a  de dras ignac lorc s  n o - r e : C e r e n c i a l o r ; , 

crin.scrvî' ir.  l e , r ; i  n eriiia l ' sc  , un n'imoro f i n i t e  - t r è s -  do  v a l o r e r ;  'lo 

v e r d a d .

do e s  e s t e  c l  r.ioir.ento de  e n t i - a r  e n  a n â l i s i s  

c r i  t . i c o s  do e s t a s  t c o r l  a s  i r a i - c i a l i . ; e n t e  c o n c u r r e n t e s . r t l  s c  i n o d e  

a i u i n t a r ,  s.i n c i r . ba r po ,  q u e  l a  . l i s c u c i ô n  e n t r e  e u t o s  ; ; rO" rsa ; ar ;  

do i n v o ' ;  t i y n c i o n  no  Ita hpcb.o :.iâs ( |uo c o t i e n s a r  y  que  no  j - a r o c o  

q u o ,  c n  l a  s i t n a c i é n  a c  t n a l , ba;,-a ; m a  t c o r i a  c l a r a m c n  t e  p r c j ' o r i -  

b l o .  A d o i . â s ,  c n n / i n n é  p o n c i '  do i i i a n i f i c s t o  q ue  e s t a  ' I l s c n r ; i 6 i i  e s  

de r e l e v a  no i r ,  f i l o s é  r.i c a  p o r  c u a n t o  l a  d é c i s i o n  de  l a  coi . iuni  rin I 

c i  c u t i  Ai en. . s o b r e  c n a l  de  e s t a s  t c o r i a s ,  u  o t r a s  c o n ' / u i ' r - n i  t e .  ;, 

e s  p r e f o r i l i l ' : ,  c n n  t r i b n i  l ' â  <a d c j a r  c l r i r o  c n â l o s  do l o s  p j - e s i r u i e s -  

to . s  a  l o s  c n o  boi :os a l n d i d o  s o n  v a l i d e s ,  c u â . l c s  s o n  b c c ' n o s .
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l.a l ôq x ca .  L3 or; ' ma 3 6- ; ca  t r l v "  i it  - m- .Ti.! - o  

o n i o n ,  cour; trn. i  dn c o n o  c ; ; l cn r ; i 6 i i  oonson. ' , '  d .T /  do J. a I n i  o: ; : i . v -

l e n t e  o tntnJarU c n y a  c n r o c  t e r l n t l c a  l o r , d c T c  n i  

v i n  t a  mio a t i n î  coi. ieu tai.ior;, on l a  n i; i  l i:-, .- .oi6;i do i:.r< ;; v ; l n ! o a  « t, 

v o r d n d  -v o r d .a d o r o  , i inlo t i n i d o  , ",a l n n  -  y  -ç in un, \ i.,- ...ini i ,.;1 i , ,

BCf i.in.'i l ô r i c a  a i i r o p i a d a  pain,  o l  au 'o l i  lu ,  yi .cn-no; .âi, t i.c,, ■,-1

l e n g i in  j e  n a t u r a l ,  ilo v o y  a  d a r  r in: '  nna  , non,ai i tac. i .na . -or o r i T n a o  

do e n t a  l o y i c a  -  a  e l l o  .ne d o t i i c a  o l  pr l i : , e r  caj . -J. tnlo uo I r  t - r . i n  -

p c r o  nn i f cro  dc .ntncr .r  rinc I o n  v . - i l o d e  vord.an i i  I -, i : i i ■ i< ■ y

f a l s o  no mi i evon ,  p o r  ar. î  U e c l r ,  cn  o l  .'i..: - i  to  do l o  .me cn  i-  

l ô - i c a  s t a n d a r d  cr, l o  .Cal.no, e u e  do.ndo c l  j .aïulo d, • v i n  t r  i,. 1 

prccoi . i j . ' ron.niôn (jnc a q u i  no t i e n e  < ;c Io n  .' oné,..on,3 n l e  in, i. - n.i c, 1

I c n r n a . j e  n a i ; n r a l , cr. un c o n c c p t o  «jne 'i.ii.e.,dncu.n.d,- , ,,:n 1,-; c  i ne i ... ,

cu  l a  l ô g l c a  s t a n d a r d ,  c o n  c l  de n o - v c  r, :;nr.’ r , ) . domo y n. o, ; 

. apnntado  üi.a.n a r r i l i . a ,  e l  c o i i . l u n t o  de  a p l i e . - , . c l o n c n  y i.'r, i, .. ;

e n t a  t c o r i a  q u e d a  d o f i n . i  do p o r  l a  iü'n.'Ue ne. ne e;y . l . l .c .ncion a 1: 

va-i ied.y.ü de  Ion, p r c d i o a d o r .  ou  c l  l e u  <un,|c u a l - 'n - r l ,  , ion. . 'osé,  

non  do p r e s n p o n i c i ô n  y  a l a  e; ; i ,nt , . 'nci ; \  de ':c:ni nee i oren  n < n "  -n-- 

C i . a lo n ,  e n t r e  o tra .n  n p l i c a c i o n e . - ; . in en n; i é;;,i t n  -n. l e  l i e - e i t n

de e s  ton .r.'-noi.iono.n ou c l  l(.'n'-n;i,ie . . n l e i n a l  , iondn i.'i , ,-i , - ■

s c  ce .  '.e '.ma r\l t e r n a  tlv,-;. v a l i d a  e.n.-'1:1 n .1 n l é  i c n - n n , n é . , i. i c, ' - ;

I c n y n a . i c  n a t u r e l .  P in  c . i l e a r n o , n e  cr. . -eyii , Ion, t; ne .nii.-'n .m , ,n i ,m  

t r a ' T . i o .  du l a s  ;,é--:i.nas (juo n i - n e n  i .o .., e n c e n  I, '-n ré . r <■■■

,'u i .-lin-. i: ;  , le 1 I c i s  , na , jc  n a t u m l  n , ni, ea;..i,i o , iT'nt. .n n -

I o le.", i n é i l i t o s  de  l e  l ô - ' i c e  i , d . i e l  i , i ' ; ! ey i ‘.i . o i ' i e l  - i 1 '  - I e ; 

n<-ci'n:i t n i ' a  do j u s  t i  in. c a r  i u i  un ; li ',. 1 nui, ici , , ,i non,  nni . ,.i . n t o n

m e  p r o d n c o ,  <11 rlai .K” ! e u e  l.r.e ta.  .o. ■■ e, - ; i. r in r ■:!. ■ ,• . o s  l.r- •• en

!.. 11C ; ini  o.-îPor.O <- ; n ’O ne.  ; t a  , i.. .11., ' c ' , en.  ;0 i , I. l’i.n i n.- , l e .  '

Cl 1 l é y i e . s  ! o l i v a i e :  i t o c ,  . ; i : . o n.i" t ne  dopmal: ■ . . . . n: - ! ,  n . n

l ô  yi.c.'. . i': l ' i c n r ,  ( lyi’ec iK) ,  s i  - ;ne ra, . ,o '. , ,,..e. J. n.lo ; n . ' .  e d.o ! "  i,

: :on ' o r  u s  c r .u i no  'uc cuiu;lLdcr.'i;.;or ; rcr ic i . c d o r , nni, s - ,  c l  ie: m -



010

r r o ] , l o  l 'or ;;-:! de .le l' .eor'.a.

eu o l  l ' r lm o r  cr , p î l ;u lo  dation una  s i ' c r c u  t a c i o i i  

do I.:;.. Jiii 61 i!o s o  ii'.vu l . u s c a d o  a p o r t a c i o u ü n  nu ev n n  c l n o  uiüiplo;  i c u -  

t e  p r o s o ,  i t o r  los ,  o lo .  lOutor; i n d i s ; ' C n n a b l c s  j ' ara  l a  corip r e u n i o n  de 1 • 

l ' o s t o  de  l a  tor- . in.  I.os deii.an c a p i t u l o a  no i. iuovon e n  don  d l r e e c i o -  

ner, fi  vidai,s.-n ta l e s  : -d s .C lni c ion  y  n n â l i n i . n  mo t a l ô - i c o  de una  n e i - i c

de c é  Io n  Ion  y  c i o i - t a s  cnla.n on l a  t c o r i a  de m o d c l o s  de  1,3, Los  

c a n '  l n l o  -, a ,  «i , y  isai - tc  d e l  G ne s i t û a n  en  l a  p r i m e r a  d i r o c c i o n .  

E l  ror.i .o d o l  c a p l t n l o  G y  e l  n é p t i i n o ,  en  l a  n e g n n d a . En Ion  p i ' i -  

moron doGin imon v a r i o r .  c é . l c n l o n  de t i ] i o  a x i o i i i â t i c o , n c c n e n c i a l  

v  da dO' in oc  i o n  n . a t n r a l  adccnacor ;  p a r a  L3 o p a r a  s u  l é g i o n  de c n n n -  

ciador ;  y o i l o  : n l t i ; , o s  t r a t a i . i o s  b â s i c a i i i e n t e  de d a r  vo r . n io n en  

a i ’rn i i i a i i an  s a r a  I,', , lo Ion  teorcrn.ar; do C r a i g ,  K o b i n s o n  y  l l e t l i .  

bn p n o n t o  o n y c l a 1 o o u j a  o l  c a n î t n l o  s e g n n d o ,  en  c l  que  s e  e n t n -  

d i a  o l  o n . n c i s ' i o  do n n i f l c a c i ô n  de P in n l ly a n  p a r a  l a  l ô y i c n  1,3 

y un rTuyo  do c o . i c o i t o n  r e l n c i o n a d o . n  c o n  é l .  b na  b u e n a  p a r t e  

de  l o s  l'ca.nl ta,ii.;r. v o s  t o r i o r o . s  s e  'oanan en e s t e  c j i p i t u l o .  bn  Ion  

a pé nd ic or ;  s,o trri l .an d os  c n c s t i o n c s  - u n a  d o n o s t r a c i ô n  a l t o r n o . t i v a  

d e l  s su !  d.s.'vi.r. prn-.-i c i  c ' t l c u l o  s o c u c n c i a l  33  y  l a  c q u i v a l c n c l a  

(.!■:; l'on oonco].) !,nn de ie : i n i b i l i d a d -  que  s i  b i e n  e n t n n  î n t l i . i a u e n t o  

r c l a c i o n a d a s  co n  c l  r o n t o  d e l  t r a b n j o ,  e x i r T i i  un Ura, ta ini cnt o  a l  

niar -cn  d e l  -ic a r i - o l l c  y e n o r a l  d e l  i,',isiiio.



1 ,  LA LOGICA L3

1 . 1  I n t r o d u c c l 6 n

En e s t e  p r i m e r  c a p i t u l e  d e f i . n i i n o s  I n  I 6 g i c a  1,3, 

a  mode  tie i n t r o d u c c i o n  d e  l a  t e s i s  y  corno b a s e  t e ô r i c a  n o c e s a r i a  

p a r a  l a  c o r n p r e n s i ô n  cle l a  m i s m a .  Como o l  r e s t e  do  l a  t e s i s , e s t e  

c a p i t u l e  t i e n e  u n  c a r â c t e r  i n a r c a d a m e n t e  f o r m a l ,  p e r  l o  q u e  p r c s c i i i -  

d i m o s  e n  g e n e r a l ,  s a l v e  e n  e l  a p a r t n d o  d e d i c a d o  a  l a  s c m â n t i c a  

i n t e r p r é t â t ! v a ,  d e  i n d i c a r  l a s  m o t ! v a c i e n e s  i n t u l t i v a s  d e  e s t a  

l ô g i c a  q u e  l a  j u s t i f i c a r i a n  cerne  s e n s a t a ,  u t i l  y  a p r o p i a d a  d a n d o

r a z ô n ,  a  l a  v e z ,  d e  d e t e r r i i n a d a s  o p c i o n e s  t e ô r i c a s .

En  s u s  r a s g o s  g é n é r a l e s  l a  l ô g i c a  L3 s e  p i ' e s c n t a  

corne u n a  l ô g i c a  t r i v a l e n t e  d e  p r i m e r  o r d e n ,  q u e  c o u s t i t i i y e  u n a  c x -  

t e n s i ô n  c e n s e r v a d o r a  d e  l a  l ô g i c a  b i v a l e n t e  s t a n d a r d  a  l a  q u e  on  

l e  q u e  s i g u e  d e n e m i n a r e i n e s  L 2 .  P e r  e x t e n a i ô n  c e n s o r v a d o r . a  e n t c n d c -  

m e s  l o  s i g u i e n t e :  E l  v e c a b u l a r i o  l ô g i c o  d e  1,3 i n c l u y e  e l  de 1,3 

( e n  u n  s e n t i d o  q u e  p r é c i s a  d e  u l t e r i o r  c u a l i f i c a c i ô n ) y  t o d o  t e o -  

r e rn a  d e  L2 -  e n  e l  â m b i t o  d e  l a  t c o r i a  cornûn d e  l a  c u a n t i f i c a c i ô n  

s i n  i n c l u i r  l a  t o o r i a  d e  l a  i d e n t i d a d  -  e s  u n  t e o r e m a  d e  L3.  A l a  

i n v e r s a ,  t o d a  f ô r m u l a  q u e  s e a  a  l a  v c z  u n a  f ô r i n u l a  c n  L3 y  L 3 ,  s i

e s  un  t e o r e m a  e n  L 3 ,  l o  e s  t a m b i é n  c n  L2.

En l e  q u e  s i g u e  a l t e r n â m e s  l o s  p a r â g r a f o s  d e d i c a -  

doR a  l a  s i n t a x i s  c o n  l e s  q u e  e s t u d i a n  l a  s c m & n t i c a  d e  L3 ,  e n  l a  

e s p e r a n z a  d e  l o g r a r  a s i  u n a  m a y o r  c l a r i  d a d  d e  o x p o s i c i ô n .
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S i  b i e n  e n  e s t e  c a p i t u l e  n o  b a y  n i n g u n a  a p o r t a c i é n  

n u e v a ,  p u c s t o  q u e  e s t o s  a p a r t a d o s  r e s p o n d e n  a l  m a t e r i a l  c o n t e n i d o  

e n  l o s  c a p i t u l e s  1 - 3  d e  l a  p a r t e  I I  d e l  l i b r e  d e  U. B l a u  " D i e  

d r e i v r e r t i g e  L o g i k  d e r  S p r a c h e " , c o n s i d é r é  n e c e s a r i a  e s t a  p r e s e n t a -  

c i ô n  de  l a  l ô g i c a  L3 a  f i n  d e  h a c e r  c o m p r e n s i b l e  e l  r e s t e  d e l  t r a -  

b a j o .

( 1 )1 . 2  S i n t a x i s  I  '

( 1 )  V e c a b u l a r i o

( i )  Un c o n j u n t o  i n f i n i t e  e n u m e r a b l e  d e  p a r a m é ­

t r é s  do  p r e d i c a d o  n - â d i c o s :  p " ,  q*^, p " ,  q " ,  . . .  p a r a  c a d a  n u m é r o  

n a t u r a l  n .  D é s i g n â m e s  e s t o s  p a r â m e t r o s  c o n  l a s  m e t a v a r i a b l e s  p'^,

q" ,  p " , o” . . . .

( i i )  Un c o n j u n t o  s u p l e m e n t a r i o  d e  p a r â m e t r o s
1 1 1d e  p r e d i c a d o  m o n â d i c o s :  a  , b  , c  , . . ,  . La  c a r d i n a l i d a d  d e  e s t e  

c o n j u n t o  e s  t a m b i é n  V ,  .

( i i i )  La  c o n s t a n t e  d e  p r e d i c a d o  d i â d i c a  =

( i v )  Un c o n j u n t o  i n f i n i t e  e n u m e r a b l e  d e  v a r i a ­

b l e s  d e  i n d i v i d u o :  x ^ , x ^ ,  , . . .  q u e  d e s i g n a r e m o s  c o n  l a s  m e t a ­

v a r i a b l e s  , Y, %, X^ ,  Y^ ,

( v )  Los  f u n t e r e s  -  , y  A q u e  l l a m a m o s  n e g a c i ô n  

f u e r t e ,  n c g a c i ô n  d é b i l  y  c o n j u n c i ô n ,  r e s p e c t i v a m e n t e  , y  q u e  u t i -  

l i z am OG  n u t ô n i m a m e n t e  e n  e l  m e t a l e n g u a j e .

( v i )  ' E l  c u a n t o r  n o m i n a l  u n i v e r s a l  A , q u e  u t i -  

l i z a r e m o s  t a m b i é n  a u t ô n i m a m e n t e .
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( v i l )  E l  s i g n o  d e  d o s c r i p c i ô n  u o p o r a d o r  i o t a ;  t>

( v i i i )  P a r é n t c t î i s :  ( , )

A p a r t i r  d e  l o s  s i g n o s  c o m p r c n d i d o s  on  I o n  p i i n to r ,  

( i )  -  ( v i i i )  d e f i n i r e m o s  mâ s  a d e l a n t o  ( c f r .  p u n t o  (fJ) de  e s t e  a -

p a r t a d o )  l o s  f u n t o r e s  y  c u a n t o r e s  a i g u i e n t o s  T  , J. , 4- , I  , V , V ,

—> , <—» , =  , /  , B  ^ > A t o d o s  l o s  c u a l e s  s o r a n  u t i l i z n d o : ;  a u t ô -

n i m a i n e n t e  e n  e l  m e t a l e n g u a j e .

( 3 )  E x p r e s i o n e s ,  p r o - f 6 r m u l a s  y  i i r e - d c n c r i p c i o n c r ;

( i )  T o d a  ! 

de  L3 e s  u n a  e x p r e s i ô n  d e  L3.

( i )  T o d a  s e c u e n c i a  f i n i t a  3 ^ . . . 3 ^  de  s i g n o n

( i i )  Una  e x p r e s i ô n  p ' ^ S ^ . . . O |  f o r m a d a  p o r  u n  n a -  

r â m e t r o  de  p r e d i c a d o  k - â d i c o  p'" s e p u i d o  d e  k v a r i a b l e s  do  i n d i v i ­

d u o  y / o  p r e - d e s c r i p e i o n e s  S ^ , . . . , S ^  e s  u n a  p r e - l ' ô r u u l a  e l e m e n t a l .

( i i i )  S i  y  S s o n  p r e - r ô r m u l a s , c n t o n c n s  

-  S^  s o n  p r e f ô r i m i l a s  J - c o m p l e j a s .

( i v )  S i  S e s  u n n  p r e - f ô r i n u l a , X u nn  v a r i a b l e  

de  i n d i v i d u o ,  q u n  c u a n t o r ,  e n t o n c e s  qXS e s  u n a  p r e - J ' ô r n u l a  

q - c o n i p l e j a  y  tXS e s  u n a  p r e - d e s c r i p c i ô n .

( 3 )  C u a n t i f i c a d o r e s , d e s c r i p t o r ,  d o m i n i o n , 

v a r i a b l e s  l i g a d a s  y l i b r e s

( i )  S i  q e n  u n  c u a n t o r  y  X e s  u n a  v a r i a b l e  de  

I n d i v i d u o ,  qX e s  u n  c u a n t i f i c a d o r  y  uX e s  un  d c s c r i | i t o r .  S i  qXS 

e s  u n a  p r e - f ô r m u l a  y  v XS e s  u n a  p r e - d e s c r i p c i ô n ,  S e s  c l  d o m i n i o  

de  qX y t X .

( i l )  S i  S e s  u n a  p r e - f ô r m u l a  e l e m e n t a l  y  X a p a -  

r c c e  e n  S ,  e n t o n c e s  X e s t a  l i r . a d a  ] )o r  qX y  vX e n  l a s  e x p r e s i o n e s
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qXS y  t X 3 , r e s p e c t i v a m e n t e .

d i x )  S i  S e s  u n a  p r e - f ô r m u l a  no  e l e m e n t a l  o  u n a  

p r e - d e s c r i p c i ô n  y  X n o  e s t â  l i g a d a  e n  S ,  e n t o n c e s  X e s t ô  l i g a d a  

e n  l a s  e x p r e s i o n o s  qXS y  t X S .

( i v )  S i  a p a r e c e  e n  S ,  X a p a r e c e  n o  l i g a d a  e n

3^  y  n o  h a y  c u a n t o r  o d e s c r i p t o r  e n  S e n  c u y o  d o m i n i o  a p a r e z c a  X,

X e s t â  l i b r e  e n  S .  ( E s  c l a r o  q u e  X p u e d e  a p a r e c e r  l i b r e  y  l i g a d a  

e n  S ) .

( v )  S i  e l  c u a n t i f i c a d o r  qX o e l  d e s c r i p t o r  v X  a -  

p a r e c e n  e n  S y  n o  h a y  n i n g u n a  v a r i a b l e  X l i g a d a  p o r  qX o vX e n  S ,

d e c i m o s  q u e  qX y  kX s o n  l i g a d u r a s  v a c l a s  d e  X e n  S .

( 4 )  D e s c r i p c i o n e s  y  f ô r m u l a s

( i )  S i  S e s  u n a  p r e - d e s c r i p c i ô n  s i n  l i g a d u r a s  v a ­

c l a s  e n  l a  q u e  a p a r e c e n  l i b r e s  J u s t o  l a s  v a r i a b l e s  X ^  X ^ , S e s

unA d e s c r i p c i ô n  a b i e r t a  e n  X ^ , . . . , X ^ .

( i i )  S i  S e s  u n a  p r e - d e s c r i p c i ô n  s i n  l i g a d u r a s  

v a c l a s  n i  v a r i a b l e s  l i b r e s ,  S e s  u n a  d e s c r i p c i ô n .

( i i i )  L a s  d e s c r i p c i o n e s  y  d e s c r i p c i o n e s  a b i e r t a s

s e  l l a m a n  t é r m i n o s  d e s c r i p t i v e s . T é r m i n o s  d e s c r i p t i v e s  y  v a r i a b l e s

d e  i n d i v i d u o  s e  l l a m a n  t é r m i n o s .

( i v )  S i  S e s  u n a  p r e - f ô r m u l a  s i n  l i g a d u r a s  v a ­

c l a s  c n  l a  q u e  a p a r e c e n  l i b r e s  J u s t o  l a s  v a r i a b l e s  X ^ , . . . , X j ,  S e s

u n a  f ô r m u l a  a b i e r t a  e n  X ^ , . . . , X j .

( v )  S i  S e s  u n a  p r e - f ô r m u l a  s i n  l i g a d u r a s  v a ­

c l a s  n i  v a r i a b l e s  l i b r e s ,  S e s  u n a  f o r m u l a .
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{5 ) F ô r m u l a s  e l e n o n t a l e o  y  comi-ile. lar,

( i )  o i  r> e s  t i na  p ï - e - r o r m u l a  de  l a  f o f n a  

d o n d e  A ^ y . . . , A ^  s o n  d e s c r i p c i o n e s , en t o n c o ; ;  F o s  n n a  

f ô r n i u l a  e l e m e n t a l .

( I I )  ü l  o e s  u n a  f ô n u n l a  y  l i ay  f ô r i i i u l a s  1'^,  1^ 

t a i e s  q u e  S e s  d e  l a  f o r m a  , - a F ^  o (F ^ A  F ^ ) ,  e n f o n c e s  F e s

u n a  f ô r n i u l a  . 1 - comDle .1a .

( I I I )  S I  S e s  u n a  f ô n n u l a ,  u n a  p r e C ô n a u l a  y 

S e s  d e  l a  f o r m a  qX S^ ,  e n f o n c e s  S e s  u n a  f ô r m u l a  o - c o r n p l c . i a .

( I v )  S i  S e s  u n a  f o r m u l a  e l e m e n t a l  o  n o  o s  

J - c o m p l c J a ,  e n f o n c e s  e s  . 1 - e l e m c n f a l .

( 6 )  S i r . n o s  d e l  m e t a l e n r . u a . j e

U f l l l z a r e m o s  como m o f a l e n R u a j e  e l  c a s t oD. lano , u f  1 -

l l z a n d o  u n a  p a r t e  d e  l a  t e o r l a  d e  c o n j u n t o s  y  u n a  l ô o l c a  b l v n l e n -  
( ? )t e  c l A s l c a  " . Como s i g n o s  e s p e c l f l c o s  d e l  i n o t a l e n R u a . j e  e innlenr . ior ; , 

e n t r e  o t r o s ,  l o s  s i g u l e n t e s :

( 1 )  &, n o ,  o ,  =* , ^  , 3  , como f v i n t o r o s

y  c u a n t o r e s  m e t a l i n g t t l s t l c o s .  A m e n u d o ,  y  c o n  e l  rnlsmo s o n t l d o , 

u t l l l z a m o s  l a s  e x p r e s l o n e s  c a s  t e  11 a n a s  " y "  , " n o " ,  " o " ,  " . s i . . . e n ­

f o n c e s " ,  " s i l " ,  " p a r a  t o d o  . . . "  , " h a y  a l g û n  . . . " .

p r e s l o n e s  d e  L3.

( i l )  ' ^ ' ^ P r c s l o n c s  y c l o s e s  de o;: -

( 1 1 1 )  X,  Y,  / . ,  A^, Yj , , . . . : Mct . . ' ivar iai ) l cs

p a r a  l a s  v a r i a b l e s  d e  I n d l v l d u o .

( I v ) A,  B,

( v ) T,

( v l ) P , Q

'  ' 1'  1’  1

, . . .  : T ë r m ln o s

.  . . . ̂ . : i l o t a v a r l a b l o s  p a r a
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l o s  p a r â m e t r o s  d e  p r e d l c a d o  k - â d l c o s .

( v i l )  F ,  G,  II, F ^ ,  G^ ,  11^, . . . F ^ , G ^ ,  1 1 ^ , . . .  : 

F ô r n u l a s  d e  L3.  A l g u n o  d e  e s t e s  s l g n o s  s e r â  e t n p l e a d o  e n  e l  m e t a l e n -  

g u a j e  como c o n s t a n t e ,  a u n q u e  s u  u s e  h a b i t u a i  s e a  e l  d e  v a r i a b l e s .

( v l i l )  q  ; C u a n t o r

( i x )  Q, b ,  c ,  d : M e t a v a r i a b l e s  p a r a  c l e r t o s  

t l p o s  d e  f ô r r n u l a s  a  d é f i n i r  p o s t e r l o r m e n t e .

( x )  J i  ,J i^  , . . . .  : V a l o r a c l o n e s .

( x l )  Y , y ,  , . . . .  : I n t e r p r e t a c l o n e s .

( x l l )  , E g , . . .  : C o n j u n t o s  d e  c o n j u n t o s  de 

f ô r r n u l a s  ( p r o p l e d a d e s  d e  c o n j u n t o s  d e  f ô r r n u l a s ) .

( x l l l )  M, M, : C o n j u n t o s  d e  f ô r r n u l a s .

( x l v )  a : I g u a l d a d  s e m l ô t l c a :  *”s ^  ü é q u i v a ­

l e  a  e s  de  l a  f o r m a  S ^ .

( x v )  « ■= • E q u l v a l e n c l a  e  I g u a l d a d  p o r

d e f l n l c l ô n ,  r e s p e c t i v a m e n t e .

A l o  l a r g o  d e l  t r a b a j o  i r e m o s  I n t r o d u c l e n d o  o t r o s  

s l g n o s  p r o p l o s  d e l  m e t a l e n g u a j e . E l  s i g n e  d e  l a  I g u a l d a d  l o  e m p l e a -  

I mos  t a n t o  e n  e l  l e n g u  a j e - o b j e t o  como e n  e l  m e t a l e n g u a j e .  Cu and o

I e l  s i g n o  do l a  I g u a l d a d ,  = , s e  e m p l e a  e n  e l  m e t a l e n g u a j e  n o  como

j  n o m b r e  de  l a  I g u a l d a d  l l n g ü l s t l c a  s l n o  como s l g n o  de  l a  I g u a l d a d ,

i  s e p a r a r . i o s  c o n  u n  o s p a c l o  s u s  a r g u m e n t e s .  P o r  e j e m p l o :  ^  (A=B) = v .

U t l l l z a m o s  t a m b l é n  u n a  c l a s e  d e  s l g n o s  *  , *  ,
I 1  2
I ' . . .  q u e  l l a m a m o s  r n a r c a d o r e s .  E s t o s  s i g n e s  o r l g l n a n  u n  t l p o  de e x -

I p r e s l o n e s  m e t a l i n g U l s t l c a s  q u e  l l a m a m o s  p r e d l c a d o s .  G e a  F u n a  f ô r -

m u l a .  ; ; i  e n  F s e  " s u s t l t u y e n  a l g u n a s  d e s c r l p c l o n e s  ( p o r  l o  menos  

u n a )  p o r  ^  ^ , . . . ,  y  c i e r t a s  d e s c r l p c l o n e s  ( p o r  l o  m e n o s  u n a )  p o r
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p o r  e l  r e  s u  I t  a d o  s e  l l a m a  f ) r o d i c a d o  k - a d i c o .  Como ,.,o t a v a r l  ru­

b l e s  e rnp loamos

F , C [  * ^ .  . . #.^ 3  .

n a d o  u n  p r e d l c a d o  I p  t é r i n l n o ; ;  , . . . ,

T|_, s i  s c  c u n ip lo  l a  c o n d l c i ô n :

( #  ) Ilo a p a r e c e  it I n  gu n  ^   ̂ e n  I  ̂ e n  c l  d o -

r i i i n lo  de  u n  c u a n  t  i  F 1 c  a d o r  o d e r . c i ' i p  t o r  quo  1 l " u o  

u n a  v a r i a b l e  q u e  a p a r e c o  l l l . ' r c  e n  '1'  ̂ ( 1 - 1 .  . . )

e n t o n c e s  F C e s  l a  f ô n n u l a  ( a l ' i n r t a )  q u e  n e  o r l g . l n a  a l  nn r ; -

t l t u l r  t o d a s  l a s  a p a r i c l o n e s  do  -*^ p o r  T^ .  ( C u a n d o  u t l l l n a m o r i  

F C T ^ . . . T j l s e  s u p o n e  q u e  l a  c o n d l c i ô n  ( * )  s e  c u n p l o ) .  b lamamon  

m a r c a d o s  a  l o s  q u e  a p a r o c e n  e n  F l ' i ' ^ . . . on  l u g a r  de  ...........

P a d a  u n a  ( f ô r m u l a )  F l T ^ . . . ' j ’p ,  F l ' i ' ^ . . . Tg) y 

t l n g u e n  como inâxlmo e n  l o s  n i a r ca d o ; : "

■ r i s e  d i s
( 3 )  " ■ ’

Con F [  *  d o s l g n a m o s  un ru'Cdioado m oj iâ d i co ,  o M . c -  

n l d o  a  p a r t i r  d e  l a  f ô n n u l a  FCA^. . . p o r  s u ; ; t i t u c l ô n  de una  d o s -  

c r l p c l ô n  A^ p o r  un m a r c a d o r * ^ .

[;
U t l l l z a m o s  >.)•'' como ah rcn / l a  turn  p a ra  l a  d o s e r  lu  c i  An

VXF [ X ]  . 1,1 am am OS c s p e c l a l i z a c l ô n  de  làd [ d 1 o de q. 'd ' tdla l a  i 6 i -
1 5mula  F IA I .  Adomâs ,  u t l l l z a m o s  «. F , como a b r c v l a t u r a  de «. ,.l ,'t d.l .
J J

( 7 ) Grado  do una  fôrmuj .a ,  I n d u cc i c iu

U a b l t u a l i n o n t e  l o s  r a z o n a m l c n to;; n o r  l i i d u c c l ô u  .:;o- 

i i l ô t l c a  s e  h a r ô n  s c g ô n  e l  g,rado de  la; ;  f ô rrn u l as  fuo i -n de l a s  d e s -  

c r l p c i o n o s . P a r a  p o d o r  r c a l l z a r  er;);o t l p o  de  l i i d u c c i ô n  de f  j.nii lO;; 

c l  g r a d o  de una  f o r m u l a  f u e r a  de l a s  dor - , c r i i i c i on c ; : , a b r c v l n d o  en  

r r ( r ) , c o i ! i o  s i g n e :

( 1 )  F.1 F H P , donde  . ,A  ̂ s o n  d e s -

c r l ’p c l o n c s ,  c n t o n c e r ,  g r (  F) -  0 .
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( 1 1 ) S I F “ - G ,  e n t o n c e s  g r ( F )  = g r ( G ) 4 - l

( 1 1 1 ) S i F “ ~ lG ,  e n t o n c e s  g r ( F )  = g r ( G )  4- 1

( i v ) S i F “ G AH,  e n t o n c e s  g r ( F )  = g r ( G )  + g r ( l l ) +

( v ) S I F « A XGCX1, e n t o n c e s  g r ( F )  = g r ( G ) +  1 .

1.

En a l g û n  c a s o  h a r e m o s  u n  r a z o n a m i e n t o  p o r  i n d u c c i ô n  

s e r n i ô t i c a  s e g û n  e l  g r a d o  de  u n a  f ô r m u l a  e n  u n a  e x p r e s i ô n  p a r o i a l  S ,  

P a r a  d é f i n i r  e s t e  c o n c e p t o  n e c e s i t a m o s  a l g u n a s  n o c i o n e s  a u x i l i a r e s .

E x p r e s i ô n  p a r o i a l : T o d a  e x p r e s i ô n  d e  L3 q u e  a p a ­

r e c o  e n  l a  e x p r e s i ô n  S e s  u n a  e x p r e s i ô n  p a r c l a l  d e  S .

S u b f ô r m u l a  I n m e d l a t a :

( I )  E e s  u n a  s u b f ô r m u l a  i n m e d l a t a  d e  F .

( I I )  F o s  u n a  s u b f ô r m u l a  i n m e d l a t a  d e  F y - F

( I I I )  F(X1 e s  u n a  s u b f ô r m u l a  i n m e d l a t a  de  A X F t X j .

S u b f ô r m u l a :  F e s  u n a  s u b f ô r m u l a  d e  G s i  F e s

u n a  s u b f ô r m u l a  I n m e d l a t a  d e  G o  h a y  u n a  s u b f ô r m u l a  H d e  G t a l  

q u e  F e s  s u b f ô r m u l a  i n m e d l a t a  d e  H.

D o m l n l o  d e  l o s  f u n t o r e s : D a da  u n a  s u b f ô r m u l a  n  F ,  

— F ,  F A. G de  H, l l a m a m o s  d o m l n l o  de  ( r e s p e c t i v a m e n t e  d e  — y a  )

a  l a  s u b f ô r m u l a  F ( r e s p e c t i v a m e n t e  F ,  F y  G ) .

P o d c m o s  a h o r a  d é f i n i r  e l  g r a d o  d e  F e n  l a  c x p r e -

s l ô n  p a r c l a l  G, a b r e v l a d o  e n  g r ( F , S ) ,  como s l g u e :

( I )  S I  S n o  a p a r e c e  e n  e l  d o m l n l o  d e  n l n g û n  f u n -

t o r ,  c u a n t o r  o  d e s c r i p t o r  e n  F ,  e n t o n c e s  g r ( F , S )  = Q.

( I I )  S I  h a y  u n a  e x p r e s i ô n  p a r a f a i  S '  d e  F y  e l

g r a d o  d e  F e n  S ' e s  n  y  S e s  u n a  e x p r e s i ô n  p a r c l a l  d e  S '  t a l  que

h a y  o x a c t a m o n t e  u n  c u a n t o r , f u n t o r  o  d e s c r i p t o r  e n  c u y o  d o m l n l o  

a p a r e c e  S p e r o  n o  S î  e n t o n c e s  e l  g r ( F , S )  n + 1 .
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, ( 0 )  S l g n o s  d o f I n i d o s

' S e a n  F y  G f ô r r n u l a ; ;  o f ô r n u i l a n  n l j i e r ka . ' ;  y  F t X l n n a

f ô r m u l a  a b l e r t a  a l ' menos  e n  X, Kn l a  l i s t a  q ue  s i g n e  h a  do e n t o n -  

d e r s c  q u e  c a d a  u n a  de  l a s  e x p r e s l o n e s  l l n q U l s t l c a s  c o u r - , I r u l d a s  de 

a c u e r d o  c o n  e l  e s q u e m a  m é t a l I n g ü l s t l c o  d e  l a  d é r o c h a  d e l  s l g n o  de

J d e f l n l c l ô n  s e r â  c o n s l d e r a d a  como e l  d e f I n l e n s  do  l a  c o r r o n p o m l i o n -

I t e  e x p r e s i ô n  l l n g ü l s t i c a  f o r m a d a  rie a c u e r d o  c o n  e l  e s q u e m a  de l a

I i z q u i e r d a ,  e l  d e f I n l e n d u m .

' ( 1 )  T  F : ^  —~\F . T F  p u e d e  l e c r s o  como ' F

e s  v e r d a d e r o l

( 1 1 )  J-F:<=> T  *. F . _L F p u e d e  l e e r s e  c o m o ' F

e s  f a l s o .

 ̂ ( 1 1 1 )  + F : ^  ( - | F  A -o - f ) .  4-F p u e d e  l o c r s c  como

' F  e s  i n d é f i n i  do. '

( i v )  F V  G - ( - F a - 0 ) .  F V G iu i cd o  l e e r s e  c o ­

mo ' F o G.'

( v )  F~»G ->F V  G. F,1 d c f l n l e n ; ;  p u e d e  l e e r s e  

como ' s i  F ,  e n t o n c e s  G.'

( v l )  I  F - 4 - F .  % F p u e d e  l e e r s e  c o m o ' F  or;

v e r d a d e r o  o f a l s o C

( v i l )  F 4* G ( F - \  G) A (G-> 1 ' ) .  F 44G p u e d e  l e c r -

s e  c o m o ' F  s i  y  s ô l o  s i  G'. A l t e r n a t i v a m o n t e , c o m o ' F  o i l  G.'

( v l l l )  F = G  ( T  F f -4  TG) A ( X  F 4 4 1 G ) .  Kl d o f l -

n l e n s  p u e d e  l e e r s e  c o m o ' F  é q u i v a l e  o  e s  é q u i v a l e n t e  a  Gl

( I x )  I l ) :O A X (X = X )  . L é a s e ' l ' o  b l e u ' l a  f ô i ' m u l a

I n d e t e r n i l n a d a l

( x )  F /G : ^  ( G I' ) A ( - « G —aiTcl ) . Kl d c f l n l e n s

p u e d e  l e e r s e  como '  F b a j o  l a  p r o s u p o s l c l ô n  do g !

( x l )  VXF CXl  : *4  - A X - F t X l  . V  es c l  c u a n t o r  n o ­

m i n a l  c x i s t o n c i n l .
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( x l l )  A X F I X I  A X( X =X -»  F C X 3) .  A c s  e l

c u a n t o r  r e f e r e n c l a l  u n i v e r s a l .  E l  d e f l n i e n s  p u e d e  l e e r s e  como  ' t o -  

do  o b j e t o  e x i s t a n t e  t i e n e  e l  a t r l b u t o  F ' .

( x l l )  V X F [ X ]  V X ( T X = X  A FCX-j ) .  V  e s

e l  c u a n t o r  r e f e r e n c l a l  e x l s t e n c l a l .  E l  d e f l n i e n s  p u e d e  l e e r s e  como 

' h a y  u n  o b j e t o  e x l s t e n t e  q u e  t i e n e  e l  a t r l b u t o  F ' .

1 . 3  S l n t a x l s  I I  : L o s  l e n g u a . j e s  L3A^

P o r  l a s  r a z o n e s  q u e  a  c o n t l n u a c l ô n  d l s c u t l r e m o s , 

e s  c o n v e n l e n t e  d é f i n i r  u n a  f a m l l i a  d e  e x t e n s l o n e s  (L 3 A ^ )^ ^ ,  

- e n t e n d l o n d o  c x t e n s l 6 n  e n  e l  s e n t l d o  d e  S h o e n f l e l d ^ ^ ^ -  como s l g u e :

( i )  S e a  I  u n  c o n j u n t o  t a l  q u e  c a d a  e l e m e n t o  1 de  I  

e s  u n  c o n j u n t o  do  p a r & n e t r o s  d e  i n d i v i d u ©  c u y a  c a r d l n a l l d a d  p u e d e  

s e r  s u p e r i o r  a  W, , e s  d e c l r ,  p u e d e  s e r  u n  c o n j u n t o  i n f i n i t e  no  

e n u m e r a b l e .  E l  v o c a b u l a r l o  d e  c a d a  l e n g u a j e  L3A^ e s  e l  m l smo  q u e  

e l  d e  L3 s a l v o  q u e  e n  L3A^ e x i s t e  u n  c o n j u n t o  1 a c c e s o r l o  d e  p a r â n e -  

t r o s  do  I n d i v i d u © .  La  û n l c a  c o n d l c i ô n  q u e  i m p o n e m o s  s o b r e  e s t e s  

p a r â m e t r o s  e s  q u e  s e a n  d l s t l n t o s  e n t r e  s î  y  d e  l o s  s l g n o s  de  L3.

( i l )  L a s  n o c i o n e s  d e  p r e - f ô r m u l a ,  p r e - d e s c r l p c l ô n , 

f ô r m u l a ,  d o s c r l p c l ô n ,  p r e d l c a d o ,  e t c .  s e  d e f l n e n  d e l  m l smo  modo 

q u e  p a r a  1,3, p a r t l o n d o  d e l  n u e v o  c o n j u n t o  de  s l g n o s  p r l m i t l v o s  y 

t r a t a n d o  l o s  n u e v o s  p a r â m e t r o s  como d e s c r l p c l o n e s  a  l a  h o r a  d e  d é ­

f i n i r  l a s  f ô r r n u l a s  d e  L3A^ y  n o c i o n e s  r e l a c l o n a d a s . i l a b l a r e m o s  de  

f ô r r n u l a s  ( d e s c r l p c l o n e s , p r e d l c a d o s ,  e t c . )  e n  L3A^ o  s l m p l e m e n t c  

d e  L 3 A ^ - f ô r m u l a s  ( L 3 A ^ ^ - d e s c r l p c l o n e s , L 3 A ^ p r c d l c a d o s , e t c ) ,  p a r a  

r e f e r l r n o s  a  l a s  c o r r e s p o n d l e n t e s  e x p r e s l o n e s  d e  L3Aj.
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E s t a  a r n p l i a c i ô n  d e l  l e n g u a j e  1,3 s e  r o a l i z . a  i r a r a  

p o d c r  t r a t a r  d e  d o m i n i o s  d e  o t a j c t o s  i n f i n i  t o n  n o - o n u n i c r n i i l c s .  Co­

mo v e r e m o s  a  c o n t l n u a c l ô n ,  l a  s e m â n t l c a  de  1.3 e s t â  d e f i n l d a  d e  t a l  

m a n e r a  qu e  s e  e x i g e  qu e  t o d o  o b j e t o  d e l  d o m l n l o  de I n d l v l d u o s  t c n -  

g a  u n  n o m b r e ,  e s  d e c l r ,  q u e  b a y a  u n a  f u n c l ô n  s u p r a y c c t l v a  do lor ;  

t ô r m l n o s  no  v a r i a b l e s  d e l  l e n g u a j e  s o b r e  e l  d o m l n l o  de  o b j c t o s  de 

l a  I n t e r p r e t a c l ô n .  n a d o  q u e  e n  1.3 no  s e  u t l l l z a n  pa r â ] ; i o i : r o s  de  I n ­

d i v i d u ©  como s l g n o s  p r l m i t l v o s ,  l a s  d e s c r l p c l o n e s  li .acon e l  p . apo l  

d e  n o m b r e s  d e  l o s  o b j e t o s .  Es  c l a r o  q u e  no h a y  mas  q u e  un  nu mé ro  

I n f l n l t o  e n u m e r a b l e  de  e x p r e s l o n e s  en  1.3 y ,  c o n  e l l o ,  un  nu m ér o  

i n f i n i t e  e n u m e r a b l e  de  d e . s c r l p c l o n o s .  l’o r  l o  t a n t o ,  s ô l o  h.ny nom­

b r e s  s u f l c l e n t o s  p a r a  d o m i n i o n  d e  o b j e t o s  f i n î t e s  o  i n f I n l t o s  

e n u m e r a b l e . s . 31  d i s p o n e m o s  do u n  c o n j u n t o  I n f l n l t o  n o - o n u r . i o r a b l c  

de  p a r S m e t i ' o s  d e  I n d l v l d u o ,  t o n e m o s  l a  p o . s l b l l l d a d  de  q u e  c o d a  

o b j e t o  e n  u n  d o m l n l o  de  c a r d l n a l l d a d  I g u a l  o  m c n o r  a l a  d e l  c o n ­

j u n t o  a c c e s o r l o  d e  p a r â m e t r o s  de  I n d l v l d u o  v e n g a  a  s c r  n o m b r a d o  

p o r  u n  p a r â m e t r o  o d e s c r i p c l ô n  y  c o n  e l l e  s e  l o ; . r a . s l n  m o d l f l c a r  

e s e n c i a l m e n t e  l a  s e m â n t l c a ,  t r a t a r  de  do m l n io . s  n o - o n u m o ' . a b l o ; ; ,

P o r  l o  m l s m o ,  s e  h a c e  n e c e s a r l o  no  s ô l o  u n a  c x t e n s l ô n  de  1.3 s l n o  

l a  d e f l n l c l ô n  de  u n a  f a m i l l a  d e  t a i e s  e x t e n s l o n e s , p u e s  t o  q u e  iio 

s e  e n t a b l e c e  u n  l i m i t e  s u p e r i o r  a  l a  c a r d l n a l l d a d  d e  l o s  p o s i h l e s  

d o m i n i o s  de  o b j e t o s .

Se  p l a n t e a  e n  e s t e  c o n t c x t o  l a  s l g u l e n t c  d l f l c u l -  

t a d :  n o  p o d e m o s  d a r ,  de  h e c h o ,  u n  c o n j u n t o  I n f l n l t o  no -onnm er . a l> l c  

de  s l g n o s ,  e n  e l  s e n t l d o  d e  qu e  e.s I m p o s l l i l e  e s c r l b l r  o d e c l r  en  

un  l e n g u a j e  u n  c o n j u n t o  I n f l n l t o  n o - e n u m e r . a b l e  de  s l ; ; u o r . , p o r  la r ;  

misinar:  r a z o n e s  q u e  no  s c  p u e d e  h a c e r  e n  L3.  b i n  oml).arg,o, e s t a  d l -  

f l c u l t a d  no  o s  mas  q u e  a p a r e n t e .  b l  a c e p t a m o s  l a  c x l r . t e n o l a  de  un  

c o n j u n t o  D,  i n f l n l t o  n o - e n u m c r a b l e , como d o m l n l o  de  o b j e t o s  e n  u n a  

I n t e r p r e t a c l ô n  d e  E 3 , t a m b l é n  hemos  de a c c p t a r ,  p o r  l a  t o o r l . a  de
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c o n j u n t o s ,  e l  c o n j u n t o  d e  l o s  p a r e s  ( d , d >  d o n d e  d e D .  P o d e m o s  e n ­

t o n c e s ,  p o r  e j e m p l o ,  t o m a r  t a i e s  p a r e s  como n o m b r e s  d e  l o s  o b j e t o s  

d e  D. T a l  c o n j u n t o  t i e n e  c l e r t a m e n t e  l a  m i sm a  c a r d l n a l l d a d  q u e  D: 

e x i s t e  u n a  b l y e c c l ô n  e n t r e  e l l o s .  T a m b l é n  e s  p o s l b l e  t o m a r  como
( 5 )

n o m b r e  d e  c a d a  c l e m c n t o  d e  D a l  e l e m e n t o  ml smo . En c u a l q u i e r  

c a s o ,  e s  t a n  l l c l t o  a c e p t a r  l a  e x l s t e n c i a  de  c o n j u n t o s  n o - e n u m e r a -  

b l e s  como l a  d e  n o m b r e s  p a r a  l o s  e l e m e n t o s  d e  e s o s  c o n j u n t o s

U t i l l z a r e m o s  como m e t a v a r i a b l e s  p a r a  l a s  e x p r e s i o -  

n e s  d e  L3A^ l o s  m l s m o s  s l g n o s  q u e  p a r a  L 3 ,  s l e m p r e  q u e  n o  e x i s t a  

r l c s g o  d e  c o n f u s l é n .  En o t r o  c a s o  i n d l c a r e m o s  e x p l l c l t a m e n t o  a  q u é  

n o s  r e f e r l r n o s .

l . d  S e m â n t l c a  I n t e r p r e t a c l ô n

Vamos  a  d é f i n i r  e n  p r i m e r  l u g a r  u n a  s e m â n t l c a  

p a r a  L3 b a s a d a  e n  l a  n o c i ô n  d e  I n t e r p r e t a c l ô n ,  P o s t e r l o r m e n t e  d a -  

r e m o s  u n a  s e m â n t l c a  q u e  p a r t e  d e l  c o n c e p t o  de  v a l o r a c l ô n .  En ambos

I c a s o s  s c  t r a t a  de  s e m â n t l o a s  q u e  u t l l l z a n  u n a  i n t e r p r e t a c l ô n  s u s -
i ( 7 )t l t u t l v a  o l l n g i l l s t l c a  de  l o s  c u a n t o r e s  . Hemos do v e r  q u e  ambas

j f o r m u l a c l o n e s  de  l a  s e m â n t l c a  d e  L3 s o n  é q u i v a l e n t e s .  En l o  q u e

s l g u e ,  darnos  i T l m e r o  l a  s e m â n t l c a  p a r a  L3 y s ô l o  p o s t e r l o r m e n t e

l a  g e n e r a l l z a m o s  a  I ,3A^.

1 . 4 . 1 .  I n t e r p r e t a c l ô n

D e f .  1 . 4 . I . I : I n t e r p r e t a c l ô n ^

S e a J i i  u n  s u b c o n  j u n t o , p o s i b l e m e n t e  v n c l o ,  d e l  c o n ­

j u n t o  D e s ^ ^  d e  l a s  d e s c r l p c l o n e s  d e  L 3 .  S e a  P P r e d ^ ^  e l  c o n j u n t o  de
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l o r .  p a r â m e t r o s  de  p r e d l c a d o  y I r m l ^ ^  c l  c o n j u n t o  do  l a s  r ô r n i u l a s  

e n  L3.  ]J e s  u n  c o n j u n t o ,  p o s l l j l e i n o n t e  v a c î o ,  y  y  u n a  f u n c l ô n

k , I ;
t f  : U P P r e d j  ^ U T r m i ^ ^ ' DU U ( 5 ^ i )  ) X i ) u { v , f , t }  

k 7 / i
t a l  q u e  s e  c u m p l e :

( I )  V A ( A  « D o s ^ g  6 A is j d

& - ^ d ( d  G D ^  3 A ( A t J ï >  6 i f ( A )  -  d )  y

( I I )  y P * ^ ( p ’^ €  P P r e d ^ ^  #  ^ ( p ' ' )  = <  I * ,  I ~ >  )

d o n d e  I *  , l ' Ç D ^ ,  e s  d e c l r ,  I * ,  I *  s o n  c o n j u n t o s  de  l < - t u p l o n  (ie 

e l e m e n t o s  d e  D y  d o n d e  1 * 0  I ‘ = 0 .  A b rc v l a m o . s  I *  como i^ (P* ' )"^y 

I *  como Y  (1"'^) '  -

( I I I )  V F ( F €  r r m l j ^ g = ^ ' f  ( F )  6 )

c u m p l l ô n d o s c , a d e m â s  q u e

( 1 11 . 1 )

F a . . . A ^  Y  ( f ' ) =

( 1 1 1 . 1 1 )

F M A=l! ;=^

( 111. 111)

F a  -G =ÿ

( l l i . l v )
F a  -IG c »

( l l l . v )

F a  c; M I  ^

l f ( F )  =

Y ( F )  =

Y  ( F )  = 

( F )  =

( 1 1 1 . v l )

F a A F G l x j  =» Y (t^) =

V, s i , . .

f. s i A ^ , . .

o n o t r o c a s o

V, s i A ,  B €  ji &

f . s i A ,  F) €j4  &
. L , e n o t r o c a s o

’ V, s i Y  (G) rr f

f. s i Y ( ü ) “  V

. i-. e n o t r o c a s o

k "
s i Y ( G) = f  o

r . e n o t r o c a s o

V, s i Y (G ) -  Y ^

F , s 1 Y  ( G )  -  f

. e n o t r o c  a n  o

V, s i V A ( A  t  P oS j

f. s i 3  A (A € be.Sj

. en o t r o c a s o .

o Y  ( " ) f

Y (DCA])) T. r
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( i i i . v i i )  b i  e s  i g u a l  o  é q u i v a l e n t e  p o r  d e f l n l c l ô n  a  , e n t o n ­

c e s  Y

( I v )  S I  A a  LXGCX], e n t o n c e s ,  s i  "3 A ,  3 d ( A £ D e S j ^ ^  & d e D  6

Y (G (A3 )  V A V  )3(n e  UeSj^^ ^  (GCB3 )  =v aÿ^ ( 0 )  =  d )  ) ) , e n t o n c e s

Y ( t .X ü tX3)  = d .  l in o t r o  c a s o  Y ( L XGCXl) q u e d a  i n d e f i n l d a ,  e s  

d e c l r ,  IXG[X] e  Des^

1 . 4 . 2 .  A n â l l s l s  d e  l a  d e f l n l c l ô n  d e  i n t e r p r e t a c l ô n

( 1 )  W  d o m l n l o  d e  o b j e t o s  y  l a  I n t e r p r e t a c l ô n  

d e  l o s  p r e d l c a d o s

H a b l a m o s  d e  u n a  I n t e r p r e t a c l ô n  y  s o b r e  e l  d o m l n l o  

d e  o b j e t o s  ü  p a r a  r e f e r l r n o s  a  u n  p a r  ( y e n  q u e  ^  y  b  c u m p l e n  

l a s  c o n d l c l o n e s  d e  l a  a n t e r i o r  d e f l n l c l ô n .  Como v e m o s , e l  d o m l n l o  

de  o b j e t o s  p u e d e  s e r  v a c l o ,  a  d l f e r e n c l a  d e  l o  q u e  o c u r r e  h a b i t u a l -  

m e n t e  e n  l a s  f o r m u l a c l o n e s  s t a n d a r d  de  l a  l ô g l c a  b i v a l e n t e .  C o n s l -
( 9 )

d e r o ,  c o n  B l a u  , q u e  d e s d e  e l  p u n t o  d e  v l s t a  p u r a m e n t e  l ô g l c o  e s  

p r e f e r l b l e  a s u m l r  l o s  m e no s  p r e s u p u e s t o s  o n t o l ô g l c o s  p o s l b l e s , i n -  

c l u y e n d o  e n  e s t o s  p r e s u p u e s t o s  e l  d e  l a  e x l s t e n c i a  d e  a l g o .

L a  c o n d l c i ô n  p r i m e r a  d e  l a  d e f l n l c l ô n  a f l r m a  q u e  

Y  e s  u n a  f u n c l ô n  s u p r a y e c t l v a  d e e n  D, d o n d e e s  e l  c o n j u n t o  

d e  l a s  d e s c r l p c l o n e s  q u e  d e s l g n a n  u n  o b j e t o  d e l  d o m l n l o  e n  l a  I n ­

t e r p r e t a c l ô n  Y  • C a d a  o b j e t o  d e l  d o m l n l o  t i e n e ,  p u e s ,  u n  n o m b r e .  

E s t o  c o n l l e v a ,  como d l j l m o s ,  e l  q u e  l o s  d o m i n i o s  d e  o b j e t o s  p u c d a n  

s e r ,  como m a x l m o .  I n f i n i t e s  e n u m e r a b l e s .  C o n s e c u e n c l a  d e  e l l o  e s  

q u e ,  p o r  e j e m p l o ,  e n  L3 n o  s e  p u e d a  h a b l a r  de  l o s  n u m é r o s  r c a l o s .  

E s t a  r e s t r l c c i ô n  s e  é l i m i n a  a l  a m p l l a r  L3 a  L3A^.  La  e x l g c n c l a  de  

q u e  l a  r e s t r i c c l ô n  de  Y a l  c o n j u n t o ^ ^  s e a  u n a  f u n c l ô n  s u p r a y e c t l -
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v a  s o b r e  D o s  u n a  c o n s o c u o n c i a  d e l  t l p o  de  s o i . i â n t l c n  rlo l o s  

c u a n t o r e s  q u e  s e  u t i l i z a  o n  l a  p r o s e n t . c  c i c f i n i c i f i n .  l,I,<ati;uior, s u n t i t i ; -  

t . l v a  o l l n g ü l s t i c a  a  l a  s e m â n t l c a  q u e  l n t c r p r e f ; a  l a  c u a n k i l l c a c l ô n  

a  t r a v é s  d e  l o s  v a l o r e s  d e  vc r c J ad  d e  l a s  c s p e c  1 a l  I r . a c  l o u e s  de  

l a s  f o r m u l a s  c u a n t l f I c a d a s . b e l  p u n t o  ( 1 1 1 . v l )  do l a  do r l n l c i ô n  

s e  s l g u e  q u e  u n a  f ô r m u l a  d e l  t l p o  e s  v e r d a d o r a  e n  l a

I n t e r p r e t a c l ô n  ^  a i l  p a r a  t o d a  d o s c r l p c l ô n  A l a  f ô r t i i u l a  l’^ [A3 e s  

v e r d a d o r a  e n  ^  • S I  h a y  u n  e l e m e n t o  d e  b ,  d iga ; i i o s  d '  t a l  q u e  J i o  

h a y  n l n g u n a  d o s c r l p c l ô n  A '  c o n  ^  ) = d ' , y  s i  d '  ^  y

p a r a  t o d a  d e s c r i p c l ô n  A,  y  ( b  [ A 3  ) = v , e n t o n c e s  A ' d ’^ C x l  o s  

v e r d a d e r o  s e g u n  l a  d e f l n l c l ô n  a n t e r i o r ,  l o  c u a l  I m p l l c a r l a  l a  i n a -  

d e c u a c l ô n  de  l a  i nl s t na ,  p u e s t o  q u e  n o  c u r n p l i r l a  l a  c o u v m i c l ô n  T 

t a r s l c l a n a ^   ̂ : l a  t r a d u c e l ô n  d e l  c n u n c l a d o  e n  c u o s t l ô n  a l  i . i c t a l o n -  

g u a j e  s o m â n t l c o  s é r i a  ' t o d o  t i e n e  l a  p r o p l c d a d  P ^ ' .  r ; i n  o n l s a r r o ,  

d a d o  q u e  d '  ^  ’ t e  nemo s  q u e  h a y  u n  o b j e t o  r |uc n o  t l c n c  l a

p r o p l e d a d  P ^ .  b e  c u r n p l i r l a  e n t o n c e s

" A XP^C X] " e s  v e r d a d e r o  y  n o  t o d o s  l o s  o l i j c t o s  t l c i i o n  

l a  p r o p l e d a d

c o n t r a  l a  c o n v c n c l ô n  T ,  q u e  e x l g l r l a  q u e  s o  c u . . i p l i e r a

b l  "AXP^LX3" e s  v e r d q d c r o ,  e n t o n c e s  t o d o s  l o s  o b j e t o s  

t l e n o n  l a  p r o p l c d a d  P ^ .

Y a  e n  l o s  p r l m e r o s  p l a n t e a i n l e n t o s  tic e s t o  t l p o  de  I n i . e r p r c  t a c l ô n
( i l )

l l n g ü l s t l c a  de  l o s  c u a n t o r e s  s e  p u s o  de m a n l f l e s t e  e s t ; a  n o c e s i d a d  

llo s e  e x i g e ,  e n  c a n i b l o ,  q u e  b a y a  u n  l ' u i lco  n o m b r e  p a r a  c a d a  ol) j  c Lo : 

d i v e r s a s  d e s c r l p c l o n e s '  p u e d e n  d o s l y . n a r  o l  rnlsmo I n d l v l d u o .

L l am am os  r e f e r e i i c l a l c s  en  1a  I n t e r p r e t a c l ô n  y

l a s  d e s c r l p c l o n e s  A t a i e s  q u e  Y  (A) € I ' ,  e s  d e c l r ,  a  l o s  e l e m e n ­

t o s  d e l  c o n j u n t o  .2^ . l : l  c o n j u n t o  be s^  ^  pd e s  e l  c o n j u n t o  de

l a s  d e s c r l p c l o n e s ;  n o - r e f c r c n c l a l c : ; . d a y  q ue  n o t a r  q u e  e n  l a  ( i e f l -  

n i c l ô n  de  I n t e r p r e t a c l ô n  no  h a y  n a d a  q u e  e x l j a  q u e  11 /  0 :  p u e d e
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n o  h a b e r  d e s c r i p c i o n o o  r e f e r e n c i a l e s  e n  u n a  i n t e r p r e t a c l ô n  

E s t o  e s  s ô l o  p o s l b l e ,  e v l d e n t e m e n t e , e n  e l  c a s o  d e  q u e  D = 0  .

La  c o n d l c i ô n  ( 1 1 )  d e  l a  d e f l n l c l ô n  d e  I n t e r p r e t a -  

c l ô n  e x i g e  q u e  u n a  I n t e r p r e t a c l ô n  a s l g n e  a  c a d a  p a r â m e t r o  de  p r e ­

d l c a d o  u n  p a r  d e  c o n j u n t o s  Y(P*^)"*" , ^  , q u e  l l a m a m o s  d o m l n l o

p o s l t l v o  y  d o m l n l o  n e g a t l v o  d e  e n  Y • C a d a  e l e m e n t o  e n  e s t o s  

d o m i n i o s  e s  u n  k - t u p l o  o r d e n a d o  d e  e l e m e n t o s  de  D. Se  a d m l t e  l a  

p o s l b l l l d a d  d e  q u e  u n o  d e  l o s  e l e m e n t o s  d e l  p a r ,  o  l o s  d o s , s e a  v a ­

c l o .  Y (P^ )*  y Y  ( d e b e n  s e r  d l s j u n t o s .  E s  c l a r o  q ue  s i  

Y  (P*^)"* U  e x i s t e  u n  c o n j u n t o  n o  v a c l o

Y ( p '  ) ' )  u l  q u e  l l a m a m o s  d o m l n l o  n e u t r o  d e  P ^  e n  Y  . D é s i g n â m e s  

e s t e  d o m l n l o  n e u t r o  c o n  Y  (P*^)° • I n t u l t l v a  e I n f o r m a l m e n t e  d i r e -  

mos  q u e  e l  d o m l n l o  p o s l t l v o  d e  P*  ̂ e s t â  f o r m a d o  p o r  l o s  k - t u p l o s  

d e  o b j e t o s  e n  D q u e  de  m a n e r a  C l a r a  t l e n e n  l a  p r o p l e d a d  P*' o  e s t â n  

e n  l a  r o l a c l ô n  p '^.  Y  (P^ e s  l a  c l a s e  de  k - t u p l o s  q u e  d e  m a n e r a  

n o  m en o s  c l a r a  y  p r é c i s a  n o  e s t â n  e n  l a  r e l a c i ô n  P^^. E l  d o m l n l o

n e u t r o  de  P*  ̂ e n  l a  I n t e r p r e t a c l ô n  ^  r e p r é s e n t a  l a  z o n a  de  v a g u e d a d

d e l  p r e d l c a d o  P*^. R e c o r d e m o s  q u e  l a  l ô g l c a  L3 e s t â  c o n s t r u I d a  c o n  

e l  f i n  de  t o n e r  u n  i n s t r u m e n t e  f o r m a i  a p r o p l a d o  a l  a n â l l s l s  l ô g l -

c o  d e l  l e n g u a j e  n a t u r a l ,  e n  d o n d e  u n o  d e  l o s  p r o b l e m a s  l ô g l c o s

e x l s t e n t o s  o s  p r e c l s a m e n t e  e l  d e  l a  v a g u e d a d  d e  l o s  p r e d l c a d o s .

( 2 )  W  t r l v a l e n c l a

E l  p u n t o  ( 1 1 1 )  d e  l a  d e f l n l c l ô n  q u e  c o m e n t a m o s  p u e ­

d e  I n t e r p r e t a r s e  como p r i n c i p l e  d e  t r l v a l e n c l a : l a  d e f l n l c l ô n  de 

I n t e r p r e t a c l ô n  e x i g e  q u e  t o d a  f ô r m u l a  o  e n u n c l a d o  t e n g a  u n o ,  y  

s ô l o  u n o ,  Gc l o s  t r è s  v a l o r e s  de  v e r d a d ,  v e r d a d e r o  v ,  f a l s o  f  e  

I n d e t e r m l n a d o  L.  L a s  c o n d l c l o n e s  ( 1 1 1 . 1 ) - ( 1 1 1 . v l ) c o n s t l t u y e n  u n a  

d e f l n l c l ô n  p o r  r e c u r s l ô n  d e l  v a l o r  d e  v e r d a d  de  l a s  f ô r r n u l a s , t o ­

rn a n d o  como b a s e  e l  v a l o r  d e  v e r d a d  d e  l a s  f ô r r n u l a s  e l e m e n t a l e r ; .
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b e g u n  ( i i l . i )  u n a  f ô r m u l a  e l e i n o n t a l  e s  v o r ' l a d o i - a  e n  uno j. n i e r ] . ' r e -  

t a c i ô n  y  e x a c t a j n c n t e  c u a n t o  e s t â  f o r m a d a  p o r  un i i o r â i n o t r o  de  p r e ­

d l c a d o  k - â d i c o  n e g u i d o  do  k d o . ' î c r i p c i o n o n  r o f e i - c n c i a l c s  e n  l o  i n ­

t e r p r e t a c l ô n  Y  y  c l  k - t u p l o  f o r m a d o  p o r  l o s  o b j e t o ; ;  de; ; l r ] i tado.u 

p o r  l a s  d o s c r l p c l o n e . s  p e r t o n e c e  a l  d o m l n l o  p o s l  t i  vo  d e l  | ) a r â m c t r o  

do  p r e d l c a d o  e n  e s a  I n t e r p r e t a c l ô n .  b l  l a ; ;  do se r D  p c l o n c ; ;  non r c  Co- 

r o n c l a l e s  y  e l  k - t u p l o  do  o b j e t o . "  qvic d o s i . ; : na n  c . n t â  on  o l  d o m l n l o  

n e g a t l v o  d e l  p a r â m e t r o  d e  p r e d l c a d o ,  e n t o n c e s  l a  f ô r .  in.l a c l e i : i e n l ; a l  

e s  f a l s a .  F l n a l t n o n t e , s i  a l g u n a  de  l a s  d o . s c r l p c l o n c . s  no  o s  r e r e -  

r e n c l a l  o ,  s i e n  do r e f  e r  o n c i a l e  s  l a . s  d o s c r i p c i o n o . s , e l  k - t u p . l o  do 

o b j e t o s  q u e  d e s l g n a n  e s t â  e n  e l  d o m l n l o  n e u t r o  d e l  p a r â u i c t . r o  de  

p r e d l c a d o ,  l a  f ô r m u l a  e l e m e n t a l  e.-; l n i l e t o r ; n i n a d a .  P o r  o t r o  J a  lo,  

s i  l a  f ô r m u l a  e l e m e n t a l  t i e n e  l a  f o r m a  A = b , e n t o n c o ; ; ,  s i  A y .u ;:on 

d o s c r i p c i o n e s  r e f e r e n d a  l e s , e n t o n c e s  l a  f ô r m u l a  e s  v e r d a d o r a  o 

f a l s a  s e g û n  q u e  A y  B d e a l g n c n  o no  o l  ml smo o b j e t o  e n  l a  I n l o r -  

p r e  t a c  l ô n  Y  • C l  u n a  de  l a s  d c . s c r - i p c i o n c s , o l a . s  do . s , no  .-.on r i - i c -  

r e n c l a l e s ,  e n t o n c e s  l a  f ô r m u l a  e s  I n d e t e r m l n a d a .  E s t o  e;-. l o  que  

a f l r m a  l a  c o n d l c i ô n  ( 1 1 1 . 1 1 )  de  l a  d e f l n l c l ô n  do l u  koiq; r e l a c l ô n . 

E s t a  c o n d l c i ô n  ( 1 1 1 . 1 1 )  i m p l l c a  q u e  P ;;c c o n s i d é r a  un  c o n j u n t o  en  

s e n t l d o  c l â s l c o  y  p o r  e l l o  c e  s u p o n e  q u e  " ( a )  P a r a  t o d o  d v a l u  o uc  

o b i e n  e s  u n  e l e m e n t o  de  U o n o  l o  e s .

(1:j ) ko;; c l c m e n t o . s  d , d^
( 1 P )

d e  1) o b i e n  s o n  I d ô n t l c o n  e n t r e  sî .  o b i e n  no  l o  s o n ”

F..'3 d e c l r ,  s e  s u j i o n c  q u e  l a  l | ; u a l d ; u l  e n  un  j î r c d i c a -

d o  q u e  n o  t i e n e  z o n a s  d e  v a g u e d a d  y  l o  i n l ; ; t : i O c a b e  d i o c i r  d e  l . a  p e r -

t e n c n c l a  a l  d o m l n l o  I) .  Que e s t o ; ;  . supue.s t o ; i  s c a n  c v i d o n  I.e.". c;;  a l ;  o
( 13  )d l . s c u t l b l e ,  como e l  m l smo B l a u  h a  p u e s t o  de  man 1 f i e . s  t o  ' . I

p r e c i s o  r e c o n o c e r ,  s l n  e rn ba r r . o ,  q u e  p i - e s c l n u l r  de  c;:;ta.'; ; ; u p o s i c l o -  

n e s  n o s  a p a r t a r î a  r a d l c a l m e n t e  de  l a  16 g l e , a  l ; i v a l e n t e  c l â s l c a .
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O u l z â  c e a  e s t e  e l  mo m en to  d e  a p u n t a r  a l g u n a  d i f i -  

c u l t a d  a c c o s o r i a  o n  e l  t l p o  d e  s e m â n t l c a  q u e  e s t u d l a m o s ,  a u n q u e  

no  s e a  d e  t l p o  f o r m a i  s l n o  q u e  s e  p l a n t e a  a l  c o n s l d e r a r  l a s  a p l l -  

c a c l o n e c  d e  L3 .  Como v a  he m o s  d l c h o ,  L3 s e  c o n s t ï ' u y e  p a r a  a n a l l z a r  

l a  l ô g l c a  d e l  l e n g u a j e  n a t u r a l ,  como u n a  t e o r l a  d e  e s a  l ô g l c a .

D e s d e  e s t e  p u n t o  d e  v l s t a  h a y  q u e  p o n e r  d e  m a n l f l e s t o  q u e  e l  t l p o  

de  s e m â n t l c a  q u o  e s t a m o s  d a n d o  o r i g l n a  f o r m a l l z a c l o n e s  I n c o r r e c t e s :  

e l  e n u n c l a d o

( 1 )  P L e n s o  en  A tL cL o

c u a n d o  ALLc Lq e s  e l  n o m b r e  de  l a  p r o t a g o n l s t a  d e  a l g u n o  d e  l o s  1 1 -  

b r o s  d e  b o w l s  C a r r o l l ,  d e b e r l a  f o r m a l l z a r s e  - t o m a n d o  ALLcLo como 

u n a  d e s c r i p c l ô n -  como ( I f )

( I f )  p l i x q ^ x X i x q ^ x )

d o n d e  p x y :  x  p l c n s a  e n  y ;  q ^ x :  x  e s  e l  q u e  e s c r i b e  e s t a s  l l n e a s ;  

q ^ x :  X e s  l a  p r o t a g o n l s t a  d e  ' A l l c l a  e n  e l  P a l s  d e  l a s  H a r a v l l i a s  1 

S e g û n  l a  s e m â n t l c a  q u e  t iomos d e f l n l d o  a n t e r l o r m e n t e , ( I f )  t l c n c  

e l  v a l o r  de  v e r d a d  t  p u e s t o  q u e '  i x q ^ x ' n o  e s  r e f e r e n c l a l .  S l n  em­

b a r g o  ( 1 )  e s  v e r d a d e r o .  L u e g o  l a  f o r m a l l z a c l ô n  n o  t i e n e ,  e n  l a  

I n t c r i i r e t a c l ô n  d c s e a d a  e l  m l s m o  v a l o r  d e  v e r d a d  q u e  e l  e n u n c l a d o  

q u e  s e  f o r m a l l z a ,  s l e n d o ,  p o r  t a n t o ,  u n a  f o r m a l l z a c l ô n  I n c o r r e c t s ,  

b l a u ^ ^ ^ ^  p r o p o n o  s o l u c i o n a r  e s t e  t l p o  d e  p r o b l e m a s  p o r  t n e d l o  de 

u n a  d l s t l n c l ô n  e n t r e  l u g a r e s  a r g u m e n t a l e s  r e f e r e n c l a l e s  y  n o  r e f c -  

r e n c i a l e s  d e  u n  p r e d l c a d o .  S e g û n  e s t a  c o n c e p c i ô n ,  c a d a  l u g a r  a r ­

g u m e n t a i  d e  u n  p r e d l c a d o  s e  c a r a c t é r i s a  p o r  u n  I n d i c e  ' r '  o  ' n '  

s e g û n  q u e  c l  l u g a r  o n  c u e s t i ô n  s e a  r e f e r e n c l a l  o n o ,  e s  d e c l r ,  s e ­

g û n  q u e  e l  s l g n l f I c a d o  d e l  p r e d l c a d o  e n  c u e s t i ô n  e x i j a  d e  c a d a

a r g u m e n t e  q u e  s e a  r e f e r e n c l a l  o  n o .  P o r  e j e m p l o ,  e l  p r e d l c a d o  

' x  p l e n s a  e n  y ' s e  f o r m a l l z a r l a  p o r  m e d l o  d e l  p a r â m e t r o  p'  ̂" ,  I n d l -  

c a n d o  c o n  e l l o  q u e  c l  p e n s a d o r  h a  d e  e x l s t l r  m l e n t r a s  q u e  I p  p e n -
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n a d o  n o  h a  d e  e x i s t i r  n e c e s a r i a i n o n t e . I,a l o r m a l i z a c l ô n  do ( l )  

s e r l a ,  d e sO o  e n t a  n a e v a  p e r s p e c t i v a ,  ( i f ) :

( I f )  p ^ ’̂ ( t x q ^ x )  ( C x q . j O

La  s e m & n t i c a  ne  n i o d i f i c a r l a  e n t o n c o n  n n n t i t x i y o n d o  l a  c o n d l c i ô n

( 1 1 )  p e r  o t r a  quo  e x l g l e r a  quo  ^  ( P )"*", s c a n  c o n j u n t o s  r l l n -

j u n t o n  de  k - t u p I o n  t a l e s  q u e  c a d a  e l e m e n t o  d e l  l : - t u p l o  f u o r a  o 

b i e n  u n  o b j e t o  d e l  d o m l n l o  P ( on e l  c a s o  do I o n  l u g a r o n  a r r n m c n -  

t a l e n  r e f o r e n c l a l e n ) o  b i e n  u n  t o r i x l n o  ( o n  I o n  l u g a r o n  no  r c f c r e n -  

c i a l e n ) .  La  c o n d l c i ô n  ( 1 1 1 , 1 )  no m o d l f l c a r l n  on e l  s e n t l d o  do c o n ­

s l d e r a r  v e r d a d o r a  u n a  f ô r m u l a  e l e m e n t a l  d e  l a  f o r m a

p " l "  . ,A|

d o n d e  n^  ( i f l f k )  en  u n  I n d i c e  “ r ' o  ' n '  y  ( l / l f l ; )  o s  u n a  d o s ­

c r l p c l ô n  , e n  e l  c a s o  de q u e  ^ ^ ( A ^ )  , .  . . , (A; , ) ' )  G ( P " l  ' '  ' " k ) t

La  f a l s e d a d  d e  l a  f ô r m u l a  s c  d e f l n l r l a  de  modo c o r r c n p o n d l c n l . e .

La  m o d l f I c a c l ô n  de  l a  c o n d l c i ô n  ( 1 1 )  t r a e r i a  c o n n i g o  u n  c a m b l e  en

l a  c o n d l c i ô n  ( 1 ) ,  e n  a l  s e n t l d o  de  q u e  y ( A )  d ,  p a r a  a l ; , u n  d e l ' ,

s i  A g i d  y  Y ( A )  = A s i  A ^  , Donde  e l  p u n t o  de v l s t a  f o r m a i

e l  c a t . i h lo  on  l a  c o n d l c i ô n  ( 1 )  h a r l a  do u i ia  f u n c l ô n  t o t a l  sobi 'c;  

e l  c o n j u n t o  d e  l a s  d e s c r l p c l o n e s , l o  q u e  s l n  d u d a  s e r i n  u n a  o l c r -  

t a  s l m p l i f I c a c l ô n  de  l a  s e m â n t l c a .  S l n  e m b a r g o , l a  s u s t l t u c i ô n  

d e  p a r â m e t r o s  de  p r e d l c a d o  t r o p e z a r i a  c o n  m a y o r e s  d l f i c u l t a d e s  

q u e  l a s  q u e  e x l s t o n  e n  l a  f o r m u l a c l ô n  de  1.3 q u e  a q i i l  u t  11 in.oir.or;. 

llo o n t r a r e m o s  a q u i  en  e s t o s  p r o b l e m a s  y  s e g u l r c m o . s  u t l l l z a n d o  l a  

f o r m u l a c l ô n  de  1.3 q u e  he m o s  p r e s c n t a d o ,  p u e s t o  q u e  e s  m.âs s e n c l l l a  

d e s d e  e l  p u n t o  de  v i s . t a  f o r m a i  y  l o s  p r o b l e m , a s  a q u i  jj l a n  te.ados,  

c a e n  f u e r . a  d e l  âml . ' l t o  d e l  t r a b a j o ,  q u e  no  s e  o c u p a  de  l ,a a p l l e . ' i -  

c i ô n  d e  1,3 a l  l o n g ' l a j e  n a t u r a l ,  s l n o  d e l  d e s . a r r o l l o  d e  t e n a s  f o r -  

m a l e s .

A p r o p ô . s l t o  d e l  t e m a  de  l a  t r l v a l e n c l a  que rcmor ;
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h a c e r  n o t a r  q u e ,  d e s d e  u n  p u n t o  d e  v i a t a  i n t u i t l v o  o  p r e f o r m a i ,

e l  v a l o r  do v e r d a d  v e r d a d e r o  n e  e n t i e n d e  e n  L3 d e l  m l sm o  modo q u e

l o  e n t i e n d e  - p r e t e ô r l c a i s i c n t c -  l a  l ô g l c a  s t a n d a r d .  P o r  e l  c o n t r a r i o ,

l a  d l s t l n c l ô n  e n t r e  l o s  v a l o r e s  d e  v e r d a d  I n d e t e r m l n a d o  y  f a l s o

p r e t e n d e  s e r  u n  a n â l l s l s  mas  f i n o  q u e  e l  d e  l a  l ô g l c a  b i v a l e n t e

d e l  c o n c e p t o  I n t u i t i v e  de  ' n o  v e r d a d e r o ^  q u e  e n  L2 s e  h a c e  c o l n c l -
( 15 )d l r  c o n  e l  de  f a l s o .  U t l l l z a n d o  u n  e s q u e m a  d e  B l a u  , r e p r e s e n -  

t a r i a m o n  l a s  r e l a c l o n e s  e n t r e  v e r d a d e r o  y  f a l s o  e n  L2 y  l a  t r l c o -  

t o m i a  v e r d a d e r o  -  f a l s o  -  I n d e t e r m l n a d o  e n  L3 como s l g u e ;

v e r d a d e r o f a l s o

v e r d a d e r o i n d e t e r m l n a d o  1 f a l s o

Con  u n  e j e m p l o ;  u n  e n u n c l a d o  n o  v e r d a d e r o  como:

( 2 )  Peg oso  du e r m e  en co b o  S o u n t o n

s e  I n t e r p r é t a  e n  1,2 como f a l s o .  E n  L3 s e  a c e p t a  como n o  v e r d a d e r o ,  

p e r o  s e  c o n t i n u a  e l  a n â l l s l s  m o s t r a n do  q u e  l a  n e g a c l ô n  n a t u r a l  d e  

( 2 ) ,

( 3 )  Peg oso  no d u e r m e  en c o b o  S o u n t o n  

p u e d e  j u s t i f I c a r s e  a f l r m a n d o  ( 4 )  o ( 5 )

( 4 )  Peg os o  no duerme en  c o b o  S o u n t o n  s t n o  en 

P e t f o s

(5 )  Peg os o  no due rme  en  c ob o  S o u n t o n  n t , p o r o  

d e c t p L o  t o d o ,  en  n t n g û n  o t r o  s t t t o ,  p u e s t o  

que  Peg oso  no e x t s t e

S I  ( 4 )  no  e s  v e r d a d e r o  y  ( 5 )  s i ,  l a  n o  v e r d a d  d e  ( 2 )  s e  c o n s i d é r a  

f a l s e d a d  o n  1,2 e  I n d c t e r m l n a c l ô n  e n  L3.  V o l v e r e m o s  s o b r e  e s t o  inâs 

a d e l a n t c .  En c u a l q u i e r  c a s o ,  e s t a s  o b s e r v a c l o n e s  b a n  de  e n t e n d e r s e ,  

i n s l s t o ,  d e s d e  u n  p u n t o  d e  v l s t a  p r e t e ô r l c o .  D e s d e  e l  p u n t o  de 

v l s t a  do  l a  t e o r l a  f o r m a i  m a n e j a m o s  e x c l u s l v a m e n t e  u n  c o n j u n t o  d e
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t r è s  o b j e t o s ,  q u e  d e s i g n a m o s  c o n  v , f  o 1 y  de  c u y a  n a t u r a l c z a  s ô ­

l o  n o s  I n t e r e s a  s a b e r  q u e  n o n  d l s t l n t o s  e n t r e  s i  y  d e l  r n n t o  d e l  

v o c a b u l a r l o  y e x p r e s l o n e s  do  L3.

( 3 )  S e m â n t l c a  do l o s  f u n t o r e s  p r l m i t l v o s

b a s  c o n d l c l o n e s  ( 1 1 1 . 1 1 1 ) - ( l l l . v )  de  l a  i l o f i n l -  

c i ô n  de  I n t e r p r e t a c l ô n  n o s  a s o g u r a n  do q u e  t o d a  f u n c l ô n  de  i n t e r ­

p r e t a c l ô n  Y  I n t e r p r é t a  l o s  f u n t o r e s  - ,  n  y  A como f u n c i o n e s  

de  v e r d a d .  En p r i m e r  l u g a r ,  e l  f u n t o r  -  s e  i n t e r p r é t a  como nog . a -  

c i ô n  f u e r t e  o  p r e s u p o s l t l v a  ( s t a r k o  n e g a t i o n , p r • a  ,s u p p o n 1 e  r  c  u  d o 

n e g a t i o n ) . P o de m os  h a c e r  e x p l i c i t a  l a  o p e r a c l ô n  q u e  l l a i . i a mo s  n e ­

g a c l ô n  f u e r t e  p o r  m e d l o  do l a  s l g u l c n t e  t a b l a  (Je v e r d a d ,  d o n d e  i' 

e s  u n a  f ô r m u l a :

F - F

V f

f V

L L

E s t a  n e g a c l ô n ,  q u e  a p a r e c e  niuy a  mc uudo  e n  l a  1 1 -  

t e r a t u r a  s o b r e  l ô g l c a  t r l v a l c n t o ^  ^ r e p r é s e n t a  u n o  de  l o s  d o s  t l ­

p o s  do n e g . a c i ô n  o n  L3.  Con e l l a  s e  p  r e t e n d e  c a i d . a r  e n  c l  l en ,< ;ua jc  

l ô g i c o  u n  t l | i o  de  n e g a c l ô n  q u e  a p a r c c c  f r e c u e n t e m e n t e  en  e l  l o n -  

g u a j e  n a t u r a l :  llo p a r e c e  i n s e n s a t o  a f i r m a r  q u e  l a  n e g a c l ô n  e n  un  

l e n g u a j e  como e l  c a s t o l l a n o  e s  a m b l g u a  y q u e  e s t a  n e g a c l ô n  I n e r t e  

e s  u n a  de  s u s  I n t e r p r e t a c l o n e s .  C o n s l d e r c i i i o s  l o s  s i g . u l c n t o s  e j c i , ; -  

p l o s  :

( 1 )  EL oq uo  no t i e n e  c o l o r

(2 )  E l  ô t e r  no t i e n e  c o l o r

Po d em os  p a r a f l ' a s e a r  ( 1 ) y ( 2 )  de  d o s  i n a n e r a s  d l f c r e n t e s  :
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( 1 ' )  EL Q g u Q  e s  L n c o L o r o

( 1 ' ' )  No e s  v e r d a d  q u e  eL o g u o  t e n g o  c o L o r

( 2 ' )  EL é f ce r  e s  L n c o L o r o

( 2 ' ' )  No e s  v e r d a d  q u e  eL é t e r  t e n g a  c o L o r

( 1 ' )  y  ( 1 ' ' )  s o n  d o s  l e c t u r a s  d i f e r e n t e s  d e  ( 1 ) .  Lo ml sm o  v a l e

d e c l r  de  ( ? ' )  y  ( 2 ' ' )  r e s p e c t e  d e  ( 2 ) .  C r e e m o s  q u e  ( ! ' )  y  ( ! ' ' )  

( r e s p e c t i v a m e n t e ,  ( 2 ' )  y  ( 2 " ) )  t l e n e n  f o r m a s  l ô g l c a s  d i f e r e n t e s :

S i  ( 2 ' )  y  ( 2 " )  t u v l e r o n  l a  m l sm a  f o r m a  l ô g l c a  s e r î a n  l ô g l c a m e n t e  

é q u i v a l e n t e s ,  s e  I m p l l c a r f a n  e n t r e  s i .  C o n s l d e r e m o s , s l n  e m b a r g o ,  

l o s  e n u n c i a d o s  ( 3 )  y  ( 4 )  d o n d e  s i g n i f i e s  ' d e  s e  s l g u e , e n

c l e r t o s  I d i o l e c t e s  c a s t e l l a n o s  ( o  " i n t u i t i v a m e n t e " ) , q u e

(3 )  EL é b e r  e s  L n c o L o r o  'ty No e s  v e r d o d  q ue  eL é t e r  t e n ­

ga  c o L o r

(4 )  No e s  v e r d o d  q u e  eL  é t e r  t e n g a  c o L o r  1*̂  E L é t e r  e s  

L n c o L o r o

C l a r a m e n t e ,  l a  a f i r m a c i ô n  ( 3 )  e s  v e r d a d e r a ,  m l e n t r a s  q u e  ( 4 )  n o  

l o  e s .  i P o r  q u é ? .  Una a f i r m a c i ô n  como ( 3 )  o  ( 4 ) ,  q u e  a f l r m a  q u e  

e x i s t e  u n a  r e l a c i ô n  d e  c o n s e c u e n c l a ,  d e s d e  u n  p u n t o  d e  v l s t a  " I n ­

t u i t i v e "  o  p r e f o r m a l  e n t r e  d o s  e n u n c i a d o s ,  e s  v e r d a d e r a  c u a n d o  n o  

h a y  u n a  s l t u a c i ô n  t a l  q u e  e n  e l l a  e s  v e r d a d e r o  e l  p r i m e r  e n u n c i a -  

do  y  no  e s  v e r d a d e r o  e l  s e g u n d o .  E x i s t e ,  s l n  e m b a r g o ,  u n a  s l t u a c i ô n  

a s f ,  e n  l a  q u e  ( 2 " )  e s  v e r d a d e r o  y  ( 2 ' )  n o  l o  e s ,  a  s a b e r ,  l a  

s l t u a c i ô n  r e a l ,  e n  l a  q u e  e l  é t e r  n o  e x i s t e  ( e v l d e n t e m e n t e ,  no  

me r e f l e r o  e n  l o s  e j e m p l o s  q u e  c o n s i d é r â m e s  a l  g a s  é t e r  s l n o  a l  

p r e t e n d l d o  s o p o r t e  de  l a s  I n t e r a c c i o n e s  e n t r e  l o s  c u e r p o s  c e l e s t e s ) .  

S i  e l  é t e r  n o  e x i s t e  n o  e s  v e r d a d  q u e  e l  é t e r  t e n g a  c o l o r ,  d e s d e  

l u e g o , p e r o  e s o  n o  I m p l l c a  q u e  s e a  i n c o l o r o :  p a r a  q u e  a l g o  s e a  

I n c o l o r o ,  como p a r a  q u e  t e n g a  c o l o r ,  e s  n e c e s a r l o  q u e  e s e  a l g o  

e x i s t a .  Po de m o s  a f i r m a r ,  e n t o n c e s ,  q u e  l a s  d o s  p a r â f r a s l s  d e  ( 2 )
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n o  s o n  l o g i c a r n e n t c  o q u i v a l e n t c s  y  q u o  l a  n e g a c l ô n  qno  a p a r c c c  en

( 2 )  or, a m b i g u  a .  E s t a  a m b l g ' i e d a d  dc  l a  n e g a c l ô n  n o  no I ' c r c l b c  l i a -  

b l t u a l m c n t e , p u e s t o  q u e  t c n d e i n o s  a  l i a c c r  a l ' l r m a c l o n c r .  s ô l o  a c o r c a  

de  o b j e t o s  de  l o s  q u e  p r e s u p o n e i . i o o  q u e  e x  I s  t e n .  b l  ( 1 ' )  y  ( 1 ' ' )  . 

s e  s u e l o n  p e r c l b l r  como s l n ô n l m o s  o s  p o r q u e  s a b c m o s  do an t ,c ; nano  

q u e  l a  p r o s u p o s l c l ô n  do q u e  e l  a ; ; u a  e x i s t e  s o  c u n i ' l e .

La  n e g a c l ô n  f u e r t e , c a r a c t e r i n a d a  p o r  man t o n e r  I a n  

p r e s u p o s l c l o n e o  d e  l o s  e n u n c i a d o s  q u e  s e  n l e g n n ,  l a  n e g . a c l o n  o j cn i -  

p l l f l c a d a  e n  ( ! ' )  y  ( ? ' ) ,  e s  r e p r e s e n t a d a  f o r i . i a l r . i e n t e  p o r  o l  t u n -  

t o r  q u e  e s t a m o s  c o n s l d e r a n d o : u n a  f ô r m u l a  d e  l a  f o r m a  - F  s c  com­

p o r t a  como l a  n e g a c l ô n  c l a s l c a  b i v a l e n t e  e n  o l  c a s o  de  q u e  t  t e n ­

g a  u n  v a l o r  de  v e r d a d  c l â s l c o ,  e s  d c c l r ,  e n  e l  cn: ; o  do q u e  F s o n  

v e r d a d o r a  o f a l s a .  En e l  c a s o  do q u e  F s o  a  I n d o t o n n i n a d a  - F  v.n I n -

d c t e r m i n a d a  t a m b l é n .  b u p u e s t a  l a  I n t e r p r e t a c l ô n  do ( ? )  como ( ? ' ) ,

c o n  n e g a c l ô n  f u e r t e ,  f o r m a i I z a r i a r . i o s  ( 3 )

( 3 )  EL é t e r  t L o n c  c o L o r

como ( 3 f ) ,  t o m a n d o  - i n a d e c u a d a i n e n t e , p e r o  s l n  c o n s e c u e n c l a ; ;  a t i u l -  

' e l  é t o r  ' c o m o  u n a  d o s c r l p c l ô n :

( 3 f )  p ( t x q x )

d o n d e  p x :  x  t i e n e  c o l o r ;  q x :  :< o s  o l  é t e r ,  m l e n t r a s  qu o  l a  t o r m a -

l l z a c l ô n  d e  ( ? )  y  ( ? ' )  n o r i a  ( 2 f )

( 2 f )  - p ( l x q x )

r . n p u c s t a  u n a  I n t e r p r e t a c l ô n  como l a  q u e  u t i l i s a i , lo.s I m p l i c i t , a m e u t e  

a q u i ,  ( 3 f )  s o r i a  u n a  f ô r m u l a  I n d e  t o r i . i i n a d a ,  p u e s t o  u n e  ' t ; : q ; ; ' c r ;  

u n a  d c . s c r l p c l ô n  n o  r e f e r e n c l a l ,  e I g u a l m o n t o  : ; o r I , a  i n d o t o n n i n a d . a .  

( 2 f ) .  E s t o  p a r e c e  r e s p o n d e r  a  n u o n t r n  I n t u l c l ô n  ,s o b r e  l a  d i r o r c n -  

c l a  e n t r e  I o n  d o s  t l p o s  de n e g a c l ô n .

,31 e l  f u n t o r  -  r c p r e . s o n t a  l a  n e g a c l ô n  f u e r t e  d e l
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l e n g u a j e  n a t u r a l ,  e l  r . eg u nd o  f u n t o r  q u e  v am os  a  a n a l l z a r  e s  e l  co~ 

r r e l a t o  f o r m a i  d e  l a  n e g a c l ô n  & é k , l a  n e g a c l ô n  q u e  s e  e j e m p l l -  

f l c a  e n  ( 1 ' ' )  y  ( 2 " ) :  S i  a c e p t a m o s  q u e  ( 1 )  y  ( 2 )  s o n  r e s p e c t i ­

v a m e n t e  v e r d a d e r o  o i n d e t e r m l n a d o ,  ( 1 " )  y  ( 2 " )  s o n  I n t u l t l v a -  

m e n t c  v e r d a d e r o s ,  ' I I o  e s  v e r d a d '  s e  c o m p o r t a  como u n  f u n t o r  q u e  

c o n s t r u y e  un  e n u n c l a d o  v e r d a d e r o  d e l  t l p o  “n o  e s  v e r d a d  q ue  F '  

c u a n d o  F o s  f a l s o  o I n d e t e r m l n a d o ,  y  u n  e n u n c l a d o  f a l s o  c u a n d o  F 

e s  v e r d a d e r o .  E s t o  r e s p o n d e  a  l a  I n t e r p r e t a c l ô n  d e l  f u n t o r  ~\ ,

c u y a s  c o n d l c l o n e s  d e  v e r d a d ,  d e f l n i d a s  e n  ( i l i . l v ) ,  d amos  a q u i  en  

f o r m a  do t a b l a  d e  v e r d a d :

F n  F

v f

f V

L V

E s t a  n e g a c l ô n ,  a l  I g u a l  q u e  l a  n e g a c l ô n  f u e r t e ,  s e  c o m p o r t a  como 

l a  n e g a c l ô n  b i v a l e n t e  e n  e l  c a s o  de  v a l o r e s  d e  v e r d a d  c l d s l c o s .

E l  t e r c e r  f u n t o r  p r i m i t i v e ,  l a  c o n j u n c l ô n  A

( p u n t o  ( l l l . v )  d e  l a  d e f l n l c l ô n  de  I n t e r p r e t a c l ô n ) ,  e s  de  n u e v o
( 17 )u n a  f u n c l ô n  d e  v e r d a d  t r i v a l e n t e  c l â s i c a  . Su  t a b l a  de v e r d a d  

s e r l a  l a  s l g u l c n t e :

F G F A  G

V V V

V f f

V L L

f V f

F f f

f L f

L V L

L f f
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r  . G t'A G

L L i-

(4 )  C u a n t l f i c a d o r e s  ^  d o s c r l p c l o n c n

En c l  p u n t o  ( 1 1 1 . v l )  do l a  d e f l n l c l ô n  q ue  coir .cn-  

t a n o n  s e  e s t a b l e c e  l a  I n t e r p r e t a c l ô n  d e l  c u a n t o r  u n i v e r s a l :  u na  

f ô r m u l a  e s  v e r d a d e r a  en  l a  I n t e r p r e t a c l ô n  a l  t o d a  f o r ­

m u l a  G[A]  e s  v e r d a d e r a ,  o s  d c c l r ,  s i  s o n  v c r d a d o r a s  t o d a s  y c a d a  

u n a  de  l a s  o s p e c l a l l z a c i o n e s  dc  l a  f ô r m u l a  A X O U O .  AücCXl  e s  f a l ­

s a  s i  b a y  a l  m e n o s  u n a  e s p o c l a l i z a c l ô n  C.[Al t a l  q u e  ^  (G CAT ) = f .

La  f ô r m u l a  e s  I n d e t e r m l n a d a  e n  Y  d  no  h a y  n l n g u n a  e s p o c l a l l z a -  

c l ô n  q u e  s e a  f a l s a  e n  ^  V b a y  a l  m e n o s  u n a  e s p c c l a l l z a c i ô n  de  l a  

f ô r m u l a  q u e  e s  I n d e t e r m l n a d a .  Como y a  d l j l n o . s ,  d a d o  q u e  e n  e s t o  

t l p o  de  s e m â n t l c a ,  l l n g ü l s t i c a  o  s u s t l t u t l v a ,  no  l iay r e f o r e n e l a  

e x p l i c i t a  a l  d o m l n l o  d c  o b j e t o s  e n  l a  I n t e r p r e t a c l ô n  do l o s  c u a n ­

t o r e s ,  l a  a d c c u a c l ô n  do l a  d e f l n l c l ô n  de  v e r d a d  s e  l o g i - a  p o r  e l  

c a m l n o  i n d i r e c t e  de  l a  u t i l l z a c l ô n  d c  " n o m b r e s "  dc l o s  o b . j o l . o s .  

C u a n d o  l a  f ô r m u l a  G [A l  e s  v e r d a d e r a  j i a r a  t o d a  d e r ; c r l p c l 6 n  A,  s i  

t o d o  o b j e t o  v l e n o  a  s e r  n o m b r a d o  p o r  u n a  d c r . c r l n c l ô n , e n t o n c o , s  

o c u r r e ,  d l c h o  s e a  s l n  p r e t e n e l o n c , s  do r l g o r ,  q u e  t o d o  o b j e t o  t i e ­

n e  l a  p r o p l e d a d  G y ,  c o n  e l l o ,  l a  t r a d u c c l ô n  me t  a  11 n g ü  1 ,s 1,1 c ,a do 

l a  f ô r m u l a  AXGCX]cs v e r d a d o r a  t a m b l é n .  Como vci: io,s, e s t e  t l p o  fin 

s e m â n t l c a  I n t e r p r é t a  l a  c u a n t l f  I c a c l ô n  u n i v e r s , a l  como un,a c o n j u i i -  

c l ô n ,  p o s i b l e m e n t e  i n f l n l t a ,  de  e n u n c i a d o s .

Dunn  y  B e l n a p   ̂  ̂ b a n  p u e s t o  de  mun i  r i e s  t o  c i c r t f i :

d l f l c u l t a d c s  e n  l a  I n t e r p r e t a c l ô n  s u s t l t u  t l v a  d c  l o s  c u a n  t o r e s . 

K s t o , s  p r o b l e m a s  s o  p l a n t e a n  e n  r c  l a c l ô n  c o n  l .a coia| ‘; l c t u d  on s c u -  

t l d o  f u e r t e  o c o i n p l e t u d  r e s p o c t o  a  l a  c o n s e c u e n c l a  ( ,■; t rou,s,  coii,-  

n l c  t e n o n s  , r  o l g e r u n g s v o l l s t ü n d l r j z c l  t  ) . b c c l m o s  q u e  un  , s l s  torn,a  d e -
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d u c t i v o  SS  o s  c o i i i p l e t o  e n  s e n t l d o  f u e r t e  s i  o c u r r e  q u e  c u a n d o  l a

f ô r m u l a  F  e s  c o n s e c u e n c l a  e n  s e n t l d o  s e m â n t l c o  de  l a  c l a s e  de

f ô r r n u l a s  l i ,  e n t o n c e s  F e s  s l n t â c t l c a m e n t e  d e d u c l b l e  e n  ,25 d e  H. 

C o n s l d e r e m o s  a h o r a  c l  c o n j u n t o  ( 1 )

( 1 ) F^Ag ,  . . .  , P ^ A ^  A X P ^ X l }

( 1 )  e s  u n  c o n j u n t o  I n f l n l t o  de  f ô r r n u l a s  e n  L3 .  Es c l a r o  q u e  AXP^C X]

e s  u n a  c o n s e c u e n c l a  s e m â n t l c a  d e  l a  c l a s e  d e  f ô r r n u l a s  | P ^ A  , . . . ,
1 ,

P }• p u e s t o  q u e ,  s e g û n  l a s  c o n d l c l o n e s  d e  v e r d a d  d e  u n a

f ô r m u l a  c u a n t l f I c a d a  u n l v e r s a l m e n t e  q u e  d a  l a  d e f l n l c l ô n  1 . 4 . 1 . 1 . ,
1 1  1s i  t o d a s  l a , s  o s p e c l a l l z a c i o n e s  P A ^ ,  P A ^ , . . . , P  A ^ , . . .  d e  l a  f ô r ­

m u l a  / \  XP^L X] s o n  v o r d a d e r a s  e n  u n a  I n t e r p r e t a c l ô n  , t a m b l ô n
1 1 1 '  '  

l o  e s  l a  f o r m u l a  ^  XP [ X l  . S l n  e m b a r g o ,  A X P  CX ]n o  e s  d e d u c l b l e

d e  e s a  c l a s e  d e  p r e m i s a s  e n  u n  s l s t e m a  d e d u c t i v e  c o m p l e t e  c o n  r e s ­

p e c t e  a  l a  c o n s e c u e n c l a ;  s i  l o  f u e r a ,  h a b r l a  u n  s u b c o n j u n t o  f i n i ­

t e  M° d e  I  P ^ A ^ , P ^ A ^ , . . . . , P ^ A ^ , . . . . I  a  p a r t i r  d e l  c u a l  s e  d e d u -  

c l r l a  A XP^CX] , s e g û n  l a  d e f l n l c l ô n  h a b i t u a i  d e  d e d u c c l ô n .  A h o r a  

b i e n ,  s i  e l  s l s t e m a  on  c u e s t i ô n  e s  c o m p l e t e  e n  s e n t l d o  f u e r t e  

c n t o n c e , s  AXP^CXl  n o r i a  c o n , s e c u e n c l a  s e m â n t l c a  de  M° ,  e s  d e c l r ,  

d e  u n  s u b c o n j u n t o  f i n l t o  de  ( 1 ) ,  l o  c u a l  e s  e v l d e n t e m e n t e  f a l s o .  

D l c h o  d e  o t r a  m a n e r a :  l a  s e m â n t l c a  q u e  s e  d e f i n e  e n  l a  d e f .

1 . 4 . 1 . 1 .  e,s t a l  q u e  o l  t e o r e n i a  d e  c o m p a c l d a d  n o  s e  c u m p l e  j ie  ma­

n e r a  g e n e r a l :  e l  c o n j u n t o  ( 2 )

( 2 )  { P ^ A ^ , P ^ A g , . . . , P ^ A _ ^ ...........  - ,  AXP^ CX: }

e s  I m a t l s f a c i b l e ,  en  c l  s e n t l d o  d e  q u e  n o  h a y  n l n g u n a  i n t c r p r e t a -  

c i ô n  Y t a l  q u e  ( F)  = v ,  p a r a  t o d a  f ô r m u l a  F e n  ( 2 ) ,  y  s l n  

e m b a r g o  n o  h a y  n l n g û n  s u b c o n j u n t o  f i n l t o  d e  ( 2 )  q u e  s e a  I n s a t l s -  

f a c i b l e .

P a r a  e v l t a r  e s t e  p r o b l e m s  u t l l l z a r e m o s  l a  n o c i ô n  

d e  c o n j u n t o  do f ô r m u l , a s  I n f I n i t a n i e n t e  a m p l l a b l e  o  c o n j u n t o  dc
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r ô m i u l a s  p a r a i n é t r i c a m e n t G  l l n i i t a d o  ( I n f i n i t e l y  c x t c n d i l i l c  :-.ot ;

b e s c l i r ü n k t c  F o r m o l n i e n n e ^^*^^ ) .  Un c o n j u n t o  do f o r m u l  a:; ou  i n f l n i t ; a -  

m o n t o  a m p l l a b l e  c u a n d o  l i ay  u n  n u m é r o  I n f l n l t o  d e  d o . n c r i p c l o u c r ;  

q u e  n o  a p a r e c e n  e n  6 1 ,  En e l  m a r c o  d e  l a  l ô g l c a  1,3 a f I n n o r e i i o r :  

l a  c o m p l e t u d  e n  s e n t l d o  f u e r t e  d e  l o s  s l s t e m a s  d e d u c t l v o s  qu e  

t r a t e m o s  s ô l o  p a r a  c o n j u n t o s  do p r e m i s a s  p a r a m ô t r l c a m c n t c  l l m l t . a -  

d o s ,  e  I g u a l m e n t e  a f l r m a r e m o s  e l  t e o r e m a  d e  c o m p a c l d , a d  s ô l o  p a r a  

e s t o s  c o n j u n t o s .  Dado q u e  ( 1 )  no  e s  u n  c o n j u n t o  p a r a i n ô t i - i c n i  nen t e  

l l m l t a d o ,  l a  d l f I c u l t a d  d e s a p a r e c e .  P o r  o l  c o n t r a r i o  po d em o s  

a f i r m a r  l a  v a l i d e z  no  r e s t r i n g i d a  d e l  t e o r e m a  d e  c o m p a c l d a d  p a r a  

l a  l ô g l c a  L3A^y c o n  e l l o ,  l a  c o m p l e t u d  e n  s e n t l d o  f u e r t e  do c l a r ­

t é s  s l s t e m a s  d c d u c t l v o o  q u e  r e s u l t a n  s c r  a d e c u . a d o s  i iaivi  î .3A^. 

V o l v e r e m o s  de  n u e v o  s o b r e  e s t e  t e m a  en  p a r a g r a f o s  p o s t n r i o r o s .

Dado q u e  n o  v am os  a  a n a l l z a r  p o s t e r l o r , i e u t , c  l a

l ô g l c a  d e  l a  I d e n t l d a d  q u e  s c  c o n t l c n c  e n  T,3, c o n v l c u o  mos t  r a r  

a q u i  q u e  e l  e n u n c l a d o

A a ( x=x )

( ?  1 ) *n o  e s  l ô g l c a m e n t e  v e r d a d e r o  e n  fj3 ' , s l n o  l ô g l c a m c n t o  i u d o t c r -

m l n a d o ,  e s  d e c l r ,  p a r a  t o d a  1,3- l u  t e r  p r o  t a c  l ô n  ^  > v a l c  q u e  

Y  ( A X ( X - X ) )  -  L .  La d e r n o s t r a c l ô n  do e s t e  h e c h o  e s  soi  ici  l i a  : s o -  

g û n  l a  d e f l n l c l ô n  de  I n t e r p r e t . a c l ô n  q u e  e s t , a n o s  d l s c u t i o i u l o ,  v . a l o  

p a r a  t o d a  I . 3 - i n t o r p r e t a c i ô n  ^  q u e  y  ( A  X(X=%) ) == v s  11 Y  (A=A) ^ v ,  

p a r a  t o d a  d e s c r i p c l ô n  A,  r e f e r e n c l a l  o n o .  En c u a l q u l c r a  do l o s  

do.s ca;io.r>, s e a  A r e f e r e n c l a l  o  n o , ^  (A=A) /  f . l .ucr .o n o  h a y  u n a

d c . s c r l p c l ô n  P> t a l  q u e  ( - D = b )  = v , s e g û n  o l  p u n t o  ( 1 1 1 . 1 1 1 )  do

l a  d e f l n l c l ô n .  C o n . s l d e r e m o s  a h o r a  l a  d c . s c r l p c l ô n  b % ( - x = % ) .  Uogûn 

c l  p u n t o  ( I v ) ,  t x ( - x = x ) ^ W  f p u e s t o  q u e  n o  h a y  n l n g u n a  I! t a l  

q u e  Y ( -D =D ) = V, y  e s t a  c o n d l c i ô n  e s  n e c e s a r l . a  p a r a  <iue i x ( - x  = x )  

s e a  r c f e r o n c i a l .  Lu eg o  p a r a  t o d a  L . ' J - l n t e i ' p r c t a c i ô n  Y  v a l e  q u e  

Y  ( c x ( - x = x ) =  t x ( - x - x )  ) = L. P o r  l o  t a n t o ,  Y  ( A X( X - f ) )
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p a r a  t o d a  i n t e r p r e t a c l ô n  y  .

J.a c o n d l c i ô n  ( 1 1 1 , v i l )  e s t a b l e c e  q u e  l a s  e x p r c -  

s i o n e s  c u y a  e q u l v a l e n c l a  o  I g u a l d a d  s e  h a  e s t a b l e c l d o  p o r  d e f l ­

n l c l ô n  r c c l b e n  l a  m l s m a  I n t e r p r e t a c l ô n  s e m â n t l c a .  A t r a v ô s  d e  e s ­

t e  p u n t o  r,o e s t a b l e c e ,  p o r  l o  t a n t o ,  l a  s e m â n t l c a  de  l o s  s l g n o s  

d e f I n l d o s , d e  l a  q u e  n o s  o c u p a r e m o s  mâs  t a r d e .

La  c o n d l c i ô n  ( I v )  e s t a b l e c e  l a s  c o n d l c l o n e s  p a r a  

q u e  u n a  d e s c r i p c l ô n  s e a  r e f e r e n c l a l .  Dado  u n  p r e d l c a d o  m o n â d i c o  

G [ ,  l a  p r i m e r a  c o n d l c i ô n  e x i g l d a  p a r a  q u e  l a  d e s c r i p c l ô n  

V.XGtXj s e a  r e f e r e n c l a l  e n  l a  I n t e r p r e t a c l ô n  e s  q u e  h a y  a  u n a  

d e s c r i p c l ô n  A t a l  q u e  ^  ( G [ A ] )  = v .  A d e m â s , y  e s t o  e s  l a  s e g u n d a  

c o n d l c i ô n ,  d o b e  o c u r r l r  q u e  s i  h a y  a l g u n a  d e s c r i p c l ô n  B t a l  q u e  

Y (G [B 1 )  = V ,  e n t o n c e s  Y ( â )  = d  = Y ( D ) . De e s t a  s e g u n d a  c o n d l -  

c l ô n  s e  s l g u e ,  p o r  l o  t a n t o ,  q u e  A e s  r e f e r e n c l a l  y ,  e n  t é r m l n o s  

d e  l a  s e m â n t l c a  d e  t l p o  n o  l i n g U l s t l c o ,  q u e  h a y  u n  o b j e t o  y  s ô l o  

u n o  q u e  s a t l s f a c e  c l  p r e d l c a d o  G S i  d é s i g n â m e s  c o n  Y  (GL'K,!)'*'

a l  c o n j u n t o  D ' d e  l o s  e l e m e n t o s  d e  D t a i e s  q u e  s i  Y ( ^ )  £  D*,  e n ­

t o n c e s  ( f ( c :CA ' j )  = V ,  p o d e m o s  r e d é f i n i r  l a  c o n d l c i ô n  ( I v )  d l c l c n d o  

q u e  s i  A ü cX G[X ] ,  e n t o n c e s  Y ( â )  = d  s l l  Y (G )d  K  Es  d e ­

c l r ,  u n a  d e s c r i p c l ô n  e s  r e f e r e n c l a l  y  d é n o t a  e l  o b j e t o  d c u a n d o  

e l  d o m l n l o  Y ( G L * , ]  )'*' d e l  p r e d l c a d o  m o n â d i c o  G e s  e l  c o n j u n t o

c u y o  û u l c o  e l e m e n t o  e s  d .

D e s e a r l a m o s  c o i n e n t a r  e n  e s t e  p u n t o  l a  a u s e n c i n  de 

p a r â m e t r o s  d e  I n d l v l d u o  como s i g n e s  p r l m i t l v o s  d e  L3.  C o n s i d é r â m e s  

como p a r â m e t r o s  t o d o  s l g n o  c u y o  s l g n l f l c a d o  p e r m a n e c e  f l j o  e n  

c a d a  I n t e r p r e t a c l ô n  - a l  c o n t r a r i o  q u e  l a s  v a r i a b l e s -  p e r o  q u e  cam­

b i a  d e  s l g n l f l c a d o  e n  d i f e r e n t e s  I n t e r p r e t a c l o n e s  - a l  c o n t r a r i o  

q u e  l a s  c o n s t a n t e s - .  Es  b a s  t a n t e  f r e c u e n t e  u t i l l z a r  l o s  p a r â m e ­

t r o s  do  i n d l v l d u o  como " n o m b r e s "  d e  l o s  o b j e t o s  d e l  d o m l n l o  d e
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i n t e r p r e t a c l ô n  y d a r  l a  a e r u ô n t l c a  - s n s t i t i i  t l v o -  do I o n  c i i n j i t o r e : ;  

p o r  r aod io  do  e s t o : :  s l g n o s . Como Iicmor; d l c h o ,  on  I.d n o  a p a r o c o n  Io n  

p a r â m e t r o s  de  I n d l v l d u o  como s i g n o n  p r i i n i t l v o n , a l  c o n t r a r i o  q ue  

e n  l a s  f o r m u l a c l o n e s  mâs  h a b l t u a l e r .  de  l a  l ô g . i c a  d c  p r i m e r  o r  l e u , 

a u n q u e  p u e d e n  I n t r o d u c l r s e  p o r  d e f l n l c l ô n ,  p o r  m e d l o  d e  c l c n c r i u c l o -
I I

n é s  f o r r . i a d a s  c o n  l o s  p a r â m e t r o s  dc  p r e d l c a d o  m o nâ d i co . n  a  , b , . . .  

( c f r .  1 . 2 ,  ( 1 ) ,  ( 1 1 ) ) .

Ko v e o  m a y o r e s  d l f l c u l t a d c s  p a r a  I n t r o d u c i r  o s e  

t l p o  d e  s l g n o s  como c a t e g o r i a  s l g n l c a  p r l n i i t l v a ,  p r o d u c i ô n d o r ; c  

I n c l u s o  u n a  c l e r t a  s l m p l i f I c a c l ô n  de  l a s  d o m o s t r a c i o n c n , p o r  c u a n -  

t o  c a d a  e s p c c l a l l z a c i ô n  C t a l  , d o n d e  a  on u n  p a r â m e t r o  do l u d l v i -  

d u o ,  do  u n a  f ô r m u l a  u n i v e r s a l  t c n d r l a  u n  g r a d o  m c n o r  qu e  e l  c o r i ' o s -  

p o n d l o n t e  e n u n c l a d o  u n i v e r s a l  A X r . l X l ,  m l e n t r a s  q u e  e n  i m o n t r a  

f o r m u l a c l ô n  a c t u a l  C L A l p u e d e  s e r  u n a  l ' ô n . m l a  rie q.r 'ado n . a yo r  q u e  

l a  f ô r m u l a  u n i v e r s a l  c o r r e s p o n d l e n t c  : b a s  t a  pa r , a  e l l o  q u e  A co i i -  

t o n g a  u n  p r e d l c a d o  do g r a d o  I g u a l  a  C.  La r c r u i n c i a  a  l o : ;  i ; a r  

t r o s  como s l g n o s  p r l m i t l v o s  s e  d e b e  a  r a z o n e s  d e  t l p o  iio en  t r i e  t a -  

i n o n t e  f o r m a i .  En p r l n c l p l o ,  u n  p a r â m e t r o  dc  i n d l v i d i l o  ( o  v a r i a b l e  

l i b r e ,  q u e  c u m p l e  e n  o c a s i o n e s  l a s  ml : :mas  f u n c i o n e s )  ne  i n l . o r r . r o -  

t a  como u n  s l m b o l o  c o n  d e n o t a c l ô n .  Con p a l a b r a . - ;  d e  du  i n c  : "Vii . ion 

. . . q u e  l a s  a r g u m o n t a c l o n e s  q u e  g l r a n  e n  t o r n o  a  u n  t ô r i . i i n o  ; ; l u r u -  

l a r  p u e d e n  r e a l l s a r s e  m e d l a n t e  l a  t e o r l a  de  l a  c u a n t i f l c . ' i c i ô i n  c o n  

u n a  v a r i a l ' l e  l i b r e ,  ' y ' ,  p o r  o j c m p l o , p a r a  e l  t ô r m i n o  . n l n g u l . e r , 

p e r o  q u e  l a  a p i  i c a c l ô n  d e  lo.n r c s u l t a d o . s  d o p e n  le do  q u e  y .ne cou,"— 

t r u y a  como e l  o b j e t o  n o m b r a d o  | ) o r  e l  t ô r m i n o  ; ; i n r u l a T - ,  q u e ,  poi- 

t a n t o ,  d o n e n d c  on  u l t i m a  I n s t a n c l ; :  d c  l a  c x i . s t e u c i a  de  t . - ' l  o b j e t o .  

E s t a  c o n . s t r u c c l ô n  d e  y y l a  s u p o : : l c l 6 n  de o x i . s t c n o l . ' i  q u e  c: . t .â  a  

-SU ba .so  no  f  l , g u r a n  e n  l a  e s  q ucm a  11 z a c  l ô n  de  l a  d e d u c c l ô n  , s l n o  

s ô l o  en  e l  p a s o  n o  f o r m a i  <|uo o:; l a  .ap] . i cac . i . 6u  d e l  r e n u l  l:,ndo"

P o r  e l  c o n t r a r i o ,  l a s  d o . s c r l p o i o n c s  - f r o n t e  a  par . âme t r o s  de  I n d l -
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V i duo  y  v a r i a b l e s  l i b r e s -  l l e v a n  c o n s i ^ o ,  p o r  a s i  d c c i r ,  l a  a f i r -  

m a c i ô n  d e  c x i n t c u c i a  o n  l a  f o r m a l l z a c i ô n  t n i sm a .  E s t o  a d q u i e r e  

p a r t i c u l a r  i n p o r t a n c i a  on  l e n g u a j e s  q u e ,  como L 3 ,  a e  c o n s t r u y e n  

c o n  l a  f i n a l i d a d  do t r a t a r  l ô g i c a m e n t e  t é r m i n o s  s i n  d e n o t a c i ô n .  

l’o r  o t r o  l a d o .  I o n  n o m b r e s  d e l  l e n g u a j e  n a t u r a l  p u e d e n  s u s t i t u i r -  

s e ,  p a r a  s u  t r a t a m i e n t o  l ô g i c o ,  p o r  d e s c r i p c i o n e s . Lo q u e  e n  c l  

l e n q u a j e  n a t u r a l  p u e d e  s e r  u n  n o m b r e  p u e d e  i n t e r p r e t a r s e , d e s d e  

u n  p u n t o  d e  v i s t a  l o g i c o ,  s e g u n  Q u i n e ,  como u n  p r e d i c a d o  p r i m i t i ­

v e  q u e  c o n v i e n e  c x o l u s i v a m e n t e  a  u n  o b j e t o .  E l  n o m b r e  l ô g i c o  

d e l  o b j e t o  e s ,  c n t o n o e s ,  l a  d e s c r i p c i ô n  q u e  t i e n e  como p r e d i c a d o  

l a  t r a d u c e i o n  a l  I c n g u a j e  f o r m a l  d e l  n o m b r e  d e l  l e n g u a j e  n a t u r a l .

De n u e V O ,  Q u i n e :  "No h a y ,  p u e s ,  n i n g u n  o b s t a c u l o  q u e  n o s  i m p I d a  

t r a t a r  t o d o s  l o s  t é r m i n o s  s i n g u l a r e s  como d e s c r i p c i o n e s .  Dado  c u a l -  

q u i e r  t é r m i n o  s i n g u l a r  d e l  l e n g u a j e  o r d l n a r i o ,  p o r  o t r o  l a d o ,  ' S o ­

c r a t e s  ' o  ' C e r b e r o '  o  ' e l  a u t o r  d e l  Q u i j o t e ' ,  l a  e l e c c l é n  d e l  ' E '  

a p r o p i a d o  n o  n o s  p o n d r a  n u n c a  e n  u n  c a l l e j ô n  s i n  s a l i d a .  S i  t o n e -  

moo a  mano  u n a  t r a d u c e i 6 n  c o r r e c t a  y  c é m o d a  d e l  t l p o  ' ( o x ) ( x  c s -  

c r i b i ô  e l  Q u L j o t e ) '  m c j o r  q u e  m e j o r ;  p e r o  s i  n o  l a  t o n e m o s ,  n o  v a -

c i l a r e m o s  on a d m i t i r  u n a  v e r s i ô n  d e l  t i p o  ' ( < » x ) ( x  e s - S 6 c r a t e s ) ' o
( 23 )(*»x) (x  e o - C e r b e r o  ) '  ; . . . "  . E l  p r o b l e m a  a  l a  b o r a  de  u t i l i z e r

p a r a m c t r o o  e s  l o  n p u n t a d o  e n  l a  p r i m e r a  c i t a  d e  Q u i n e :  s e  s u p o n e  

s i e m p r e  q u e  u n  p a r a m è t r e  ( o ,  e n  s u  c a s o ,  u n a  v a r i a b l e  l i b r e ) t i o n e  

d e n o t a c i ô n , e s  r e f e r e n c i a l .  E s t e  s u p u e s t o  n o  s e  p u e d e  m a n t e n e r  

e n  f .3,  d o n d e  s e  f o r m a l i z a n  t é r m i n o s  s i n  d e n o t a c i ô n  d e l  l e n g u a j e  

n a t u r a l .  P o r  o t r o  l a d o ,  c o n o  a p u n t a  Q u i n c ,  l a s  d e s c r i p c i o n e s  s o n  

s u f i c i e n t e s  como c n t e g o r l a  d e  d e s i g n a d o r e s  d e  i n d i v i d u o s .  I n c l u s o  

l a s  d e s c r i p c i o n e s  p u e d e n  d e s a p a r e c e r  p o r  m e d i o  de  d é f i n i e i o n c s  

c o n t e x t u a l e s  como l a s  de R u s s e l l  o  e l  m i sm o  Q u i n e .  S i n  e m b a r g o  e s  

mâs  cômodo  u t i l l z a r l a s  q u e  n o  h a c e r l o .  P o r  o t r o  l a d o ,  s i  s e  u t i l i -  

z a  u n a  s c m a n t i c a  s u s t i  t u t i v a  o :,uia s e r n â n t i c a  d e  v a l o r a c i o n e s , cro-
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mo l a  q u e  d a r e m o s  a  c o n t i n u a c i ô n , l a  a u p r e s i ô n  d e  I o n  t é r i n i r i o : ;  

s i n g u l a r e s  n o  v a r i a b l e s  n o  p u e d e  s e r  t o t a l ,  p u e s t o  q u e  s i n  e l l o r .  

n o  p o d e m o s  d é f i n i r  l a  s e r n â n t i c a  d e  l a  c u a n t i f i c a c i ô n .

l Un u l t i m o  p u n t o  r e s p e c t e  a  l o s  t é r m i n o s  s i i v . n l a -

t r e s  en  L3.  La  u t i l i z a c i ô n  d e  d e s c r i p c i o n e s  como u n i c e s  c l e s i g n a d o -

r c s  de  i n d i v i d u o s  no  p r e j u z g a  e n  modo a l g u n o  l a  s o l u c i o n  a  l a  

d l s c u s i é n  a c t u a l  e n  t o r n o  a  l o s  n o m b r e s :  s e a n  l o s  n o m b r e s ,  d e s d u  

j u n  p u n t o  d e  v i s t a  f i l o s ô f i c o ,  d e s c r i p c i o n e s  a l i r e v i a d a s  de  un  t i p o

i u  o t r o ,  o  d e s i g n a d o r e s  r i g i d e s  à  l a  JC r i p ke  o  l o  cpie s c a n ,  l o  u n i -

I . c o  q u e  s e  u t i l i z a  e n  L3 e s  l a  p o s i b i l i d a d  de  d é s i g n e r  u n  o b j e t o  

I  ̂ p o r  u n a  d e s c r i p c i ô n  tXP^CX],  d o n d e  e s  l a  t r a d u c c i ô n  do u n  p r e -  

i d i c a d o  d e l  l e n g u a j e  n a t u r a l  como ' x  e s - ( l l a m a d o ) . E s t a  p o s i -

! b i l i d a d  e s  i n d e p e n d i e n t e  d e  l a  e x p l i c a c i ô n  f i l o s ô f i c a  d e l  modo
[
! de  d e s i g n a r  u n  n o m b r e .

1 . 5  S e r n â n t i c a  I I  : V a l o r a c i o n e s  ( l i e v j e r t u n g . s s c m a n -  

t i k , T r u t h - v a l u e  s e m a n t i c s )

D é f i n î m e s  a h o r a  u n  t i p o  d e  a e n i â n t i o a  q u e  t i e n e  

como c a r a c t e r l s t i c a  e l  t o m a r  como e l e m e n t o  b n s i c o  de  l a  d c f i n i c i ô n  

p o r  r o c u r s i ô n  d e l  c o n c e p t o  de  v e r d a d  u n a  v a l o r o c i ô n  de  l a s  f o r ­

m u l a s  e l e m e n t a l e s  de  L3.  E s t a  v a l o r a c i ô n  e s  s i m p l e m e n t c  u n a  a t r i -  

b u c i ô n  d e  v a l o r e s  d e  v e r d a d  a  e n t a s  f ô r m u l a s . En l a  s e r n â n t i c a  de  

v a l o r a c i o n e s  t a n t o  l o s  t é r m i n o s  como l o s  p a r â m e  t r o s  de p r e d i c a d o  

p e r m a n e c e n  I n i n t c r p r e C a d o s .

D e f I n i c i ô n  1 . 5 . 1 . V a l o r a c i ô n ^ ^

Dea  p ,  u n a  f u n c i ô n  d e l  c o n j u n t o  de  l a s  f ô r m u l a s  de  

L3 e n  e l  c o n j u n t o  { v , f , t j .  e s  u n a  v a l o r a c i ô n  s i i  c u m i ' l e  l a s



04;

s i g u i e n t o s  c o n d i c i o n e r , ;

( i )  S i  1' 03  u n a  f ô r r m i l a  e l e m e n t a l ,  e n t o n c e s  ( 3 ( F )  e  | v , F , L ^ .

( 1 1 )  v , r , l  ( 1 ( G)  = f

S i  F y -Ci , e n t o n c e s  ( F ) -

( 111)

>1 F a  i G ,  e n t o n c e s  | 3 ( F )  =

( I v )

S I  F a  G A I I ,  e n t o n c e s  p ( F )  =

( v )

Î1 F a  AXGfX] ,  e n t o n c e s  f ^( F)  -

f , s i  p ( G )  = V 

L , e n  o t r o  c a s o .

v , s i  ( i (Ci)  = f  o (3(G) = L 

f ,  e n  o t r o  c a s o .

V, s i  f3 (G) = | 3( I I )  = V 

f ,  s i  (3(G)  = f  o  ( 3 (H)  = f  

L,  e n  o t r o  c a s o .

V ,  s i  (3(GCAD) = V ,  p a r a  t o  d a  

d e s c r i p c i ô n  A.  

f , s i  ( l (G[A]  ) = f , p a r a  a l g u -  

n a  d e s c r i p c i ô n  A 

L , e n  o t r o  c a s o .

( v l )  S I  e s  é q u i v a l e n t e  o  I g u a l  p o r  d e f i n l c i ô n  a  S ^ ,  e n t o n c e s  

p ( S ^ )  = p ( S g ) .

( v l i )  p ( 1 F ^ l A l - »  A=A) = v

( v i i i )  p  ( (A-A A, B=13) IA=B)  = v

( I x )  p ( A = l i - ^  (F [A 3  F I B ] ) )  = V

( X ) p> ( t  X F CX] i=A F [A3 N A x  ( FXX] -V X=A ) ) = v

L os d o s  t i p o s  d e  s e m â n t lG a -q u e  hem os d e s a r r o l l a d o  

h a s t a  a h o r a  s o n  é q u i v a l e n t e s ,  p u e s t o  q u e  c o i n c l d e n  r c s p e c t o  a  l a

v a l i d e z  l ô g i c a ,  l a  c o n s e c u e n c l a  l ô g l c a  y  l a  s a t l s f a c i h i l l d a d .  i lo

v o y  a  d c s a r r o l l a r  l a s  p r u e t a a s  de  e s t a s  a f I n n a c l o n e s , q u e  p u o d e n  

e n c o n t r a r s e  e n  l a s  p a g s .  1 8 1 - l S d  y  1 9 1 - 1 9 3  de  B la u  ( 1 9 7 8 ) .  l ie l i ­

m i t e ,  p u e s ,  a  e n u n c l a r  l a s  c o r r e s p o n d i e n t e s  p r o p o s l c i o n e s  y  a  l i on -
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q ue  j a r  l ar ;  p r u o b a s ,

( 2'> )
P r o p o n l c . l ô n  1 . 5 . 2

Toiln i n t e r p r c t a c i ô n  tic L3 co i i i - i o n c  u n a  va J  oi-acj .ui i

do L3.

D c n o s t r a c i ô n : E l  n û c l c o  de  l a  de:non1:-raciôi i  or; b a ­

r e r  v e r  quo  t o d a  i n t e r p r e t a c i ô n  y  c u r i i ' l e  l a s  p r o n i o d a d e r ;  do l a  

d e f i n l c l ô n  d e  v a l o r a c i ô n .  Kn e f e c t o ,  p o r  cl.  pun Lo  ( x i i )  de  l a  d o -  

f i n i c i ô n  1 . 4 . 1 . 1 ,  l a  r e s t r i c c i ô n  de  u n a  i n t e r p r c  t a c i ô n  a  l a s  l ô r -  

r nu l a s  e s  u n a  f u n c i ô n  do l a s  f ô r m u l a s  de  L3 o n  e l  c o n j u n t o  de  l o i ;  

v a l o r o s  de v e r d a d  y  c u m p l o  l a s  c o n d i c i o n o s  ( i i ) - ( v i )  de  l a  do 11 -  

n i c l ô n  d e  v a l o r a c i ô n .  A d e m â s , t o d a  i n t e r p r e t a c i ô n  d a  c l  v a l o r  do 

v e r d a d  v e r d a d e r o  a  l o s  e n u n c i a d o s  s o g u n  l o s  o s q u o m a s  ( v i 1 .

P o r  l o  t a n t o ,  t o d a  i n t e r p r e t a c i ô n  c o n t i c n c  u n a  v a l o r a c i ô n .

P r o p o s i c l ô n  1 . 5 . 3

T o d a  v a l o r a c i ô n  de  1.3 o s  amp l i a i ,  l e  a  u n a  i n  t o r n  r c -

t a c i ô n  do  L3.

D e i i i o s t r a c i ô n : E l  m é t o d o  mas  s c n c i l l o  pai -a  [ i roba i -  

e s t a  p r o p o s i c i ô n  e s  u t i l i z a r  e n t i d a d o s  l i n g ü l s t i e n s , a  . s a b e r ,  l a s  

d e s c r i p e l o u e . s  d e  L 3 , como o l o m o n t o s  d e l  d o m i n i o  de  i n d i v i d u o s  de 

l a  i n t e r p r e t a c i ô n  a  q u e  c e  a m p l i  a  l a  v a l o r a c i ô n .  f i n  oiiiliai’^ o ,  p a ­

r a  l o g r a r  r l e i n o c t r a r  q u e  a l  amp l i a r  fi a  u n a  i n t e r p r e t a c i ô n  e l  

b o l o  -  co  e n t i o n d e  como a u t é n t i c a  i p . u a l d a d , e s  d c c i r ,  n a i ' a  m o s -  

t r a r  q u e  c e  cu in p l e  e l  p u n t o  ( i i i . i i )  d e  l a  t l o f i n i c l ô u  de i n t o r | u e -  

t a c i ô n ,  c e  t o m a n  como e l e m o n t o c  d e l  d o m i n i o  de  ob, jcl ;o.s no  l a s  

d o r ; c r i p c i o n e . s  mi.smar; . s i no  l a s  c l a s e s .  do o c i u i v a l o n c i a  i i ô d u l o  -  en  

l a  v a l o r a c i ô n ,  cr; d o c i r ,  d c f i n i i a O G

I Al^ := ( i :  \ /î(!b=A) = v )  

0 : = | | M j  l AI^^ 0 }
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P o d e m o s  e n t o n c e s  d é f i n i r  l a s  d e s c r i p c i o n e s  r e f e -  

r e n c i a l e s  y  l o s  d o m i n i o s  p o s i t i v e s  y  n e g a t i v e s  d e  l o s  p r e d i c a d o s  

corne s i g n e  ;

I : = |Aip s i  \ Al ^ 0
| i ( A )  J

y i n d e f i n i d a ,  e n  o t r o  c a s e .

P  (P )'  ̂ : =  I  < V A^lj^ , . .  • , \ \ / i ( P  A j -  • .A j ^ )  =  V [

fî,(p'")-:= ( < i A ^ i ^  ' V aV ' p , ( p \ . . . A ^ )  = f y

A p a r t i r  de  e s t a s  d e f i n i c l o n e s  e s  r e l a t i v a n i e n t e  

f â c i l  m o s t r a r  q u e  l a  v a l o r a c i ô n  j i ,  a s !  a m p l i a d a ,  c u m p l e  l a s  c o n d i -  

c i o n e s  q ue  d e f i n e n  u n a  i n t e r p r e t a c i ô n .

E s t e s  r e s u l t a d o s  s o n  l a  b a s e  p a r a  a f i r m a r  q u e  l o s  

d o s  t i p o s  d e  s e r n â n t i c a  s o n  é q u i v a l e n t e s .  A d e l a n t â n d o n o s  a  l o  que  

d i r e m o s  e n  e l  a p a r t a d o  7 d e  e s t e  c a p i t u l e ,  p o d e m o s  i n d i c a r  q u e  

u n a  f ô m i u l a  F e s  l ô g i c a m e n t e  v e r d a d e r a  e n  s e n t i d o  d e  l a  s e m â n t i -  

c a  de  i n t e r p r e t a c i o n e s  ( r e s p e c t i v a m e n t e , e n  s e n t i d o  d e  l a  s e m â n -  

t i c a  de  v a l o r a c i o n e s )  s i i  p a r a  t o d a  i n t e r p r e t a c i ô n  ( r e s p e c t i v a -  

r e n t e ,  v a l o r a c i ô n )  l a  f o r m u l a  e s  v e r d a d e r a  e n  e s a  i n t e r p r e t a c i ô n  

( v a l o r a c i ô n ) .  Una  f ô r m u l a  e s  s a t i s f a c i b l e  s i  h a y  u n a  i n t e r p r e t a c i ô n  

( v a l o r a c i ô n )  e n  q u e  e s  v e r d a d e r a .  U n a  f ô r m u l a  F e s  c o n s e c u e n c l a  

l ô g i c a  d e  u n a  c l a s e  d e  f ô r m u l a s  M s i  t o d a  i n t e r p r e t a c i ô n  ( v a l o r a ­

c i ô n )  q u e  s a t l s f a c e  t o d a s  l a s  f ô r m u l a s  e n  H s a t i s f a c e  t a m b i ô n  a  F.  

L a s  p r o p o s l c i o n e s  1 . 5 . 2  y  1 . 5 . 3  c o n l l e v a n  l a  a f i r m a c i ô n  d e  q u e  

p a r a  t o d a  l n t e r p r e t a c i ô r \  h a y  u n a  v a l o r a c i ô n  q u e  c o i n c i d e  e n  e l  

v a l o r  d e  v e r d a d  d e  l a s  f ô r m u l a s  y  a  l a  I n v e r s a .  P o r  e l l o  l a s  d o s  

s e m â n t i c a s  s o n  é q u i v a l e n t e s .  A modo d e  e j e m p l o ,  v e a m o s  q u e  l o s  

c o n j u n t o s  d e  f ô r m u l a s  l ô g i c a m e n t e  v e r d a d e r a s  on  s e n t i d o  d e  l a  

s e r n â n t i c a  d e  i n t e r p r e t a c i o n e s  y e n  s e n t i d o  d e  l a  s e r n â n t i c a  de  

v a l o r a c i o n e s  c o i n c i d e n :  S u p u e s t o  q u e  F e s  l ô g i c a m e n t e  v e r d a d e r a  

e n  s e n t i d o  d e  l a  s e r n â n t i c a  de  i n t e r p r e t a c i o n e s ,  e n t o n c e s  s i  h a y
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u n a  v a l o r a c i ô n  I», t a l  q u e  ( 3 ( F )  ^ v ,  e n t o n c e s  h a y  u n a  i n t e r p r e t a ­

c i ô n  Y , p o r  l a  p r o p .  5 . 2 ,  t a l  q u e  y  ( F )  0 v , c o n t r a  o l  s u p u e s t o .  

Un r a z o n a m i e n t o  s i m i l a r ,  p a r t i e n d o  d e l  s u p u e s t o  do  q ue  F o s  ] ô g i -  

c a m e n t e  v e r d a d e r a  e n  s e n t i d o  de  l a  s e r n â n t i c a  de  v a l o r a c i o n e s , nos  

m u e s t r a  q u e  a m b o s  c o n j u n t o s  c o i n c i d e n .

1 . 6  S i n t a x i s  I I I : C â l c u l Q S

P r é s e n t â m e s  e n  e s t e  a p a r t a d o  d o s  do l o s  t r è s  c a l ­

c u l e s  q u e  s e  d e f i n e n  e n  B l a u  ( 1 9 7 8 ) .  La  r a z ô n  d e  s u  i n c l u s i ô n  a q u i  

e s  q u e  p a r t e  d e l  t r a b a j o  p o s t e r i o r  e s t é  b a s a d o  e n  o l l o s .

{27 )
1 . 6 . 1 .  C a l c u l e  a x i o m â t i c o  A3 

E s q u e m a s  a x i o i n ô t i c o s

Ax. 1 F ,  e n  e l  c a s o d e  q u e II— F
13 ,

Ax. 2 AXFLXl -4 FIA]

Ax. 3 A X -» - F [ X ] m - | ^AXFCX]

Ax. 4 T P ^ I A ]  -> A=A

Ax. 5 (A=A ^ B = B )  - t 1A=B

Ax. 6 A=B A F [Al  FCB3

Ax. 7 ( tF = A )  *-* (F [Al X AX(FLX1 X=A))

R e g l a s  de  d e d u c c i ô n

(HP) F ,  G

(HG) F ü C v P y

AXüCX] e n  e l  c a s o  d e  q u e  P^ n o  a p a r e z c n  on e l

c o n j u n t o  de  s u p u e s t o s  n i  e n  l a  c o n c l u s i ô n .
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Llamcunos a x l o m a  a  c a d a  f ô r m u l a  s e g û n  u n o  d e  l o s  

e s q u e m a s  d e  a x l o m a  A x . 1 -  Ax .  7 .  E l  e s q u e m a  de  a x l o m a s  A x . l  i n d i -  

c a  q u e  e s  u n  a x l o m a  de  A3 t o d a  f ô r m u l a  F t a l  q u e  p a r a  t o d a  

e - v a l o r a c i ô n  p  , p ( F )  -  v , d o n d e  (J e s  u n a  e - v a l o r a c l ô n  s l l  f i  e s  

u n a  f u n c i ô n  de  l a s  f ô r m u l a s  d e  L3 q u e  c u m p l e :

( i )  S i  F e s  u n a  f ô r m u l a  e l e m e n t a l  o  q - c o m p l e j a ,  ( F ) e

( 1 1 )  S i  F e s  j - c o m p l e j a ,  e n t o n c e s  (i c u m p l e  l a s  c o n d i c i o n e s  

( i l ) ,  ( i i i )  y  ( i v )  de  l a  d e f i n i c i ô n  d e  v a l o r a c i ô n  ( D e f .  1 . 5 . 1 ) .  

D i c h o  d e  o t r a  m a n e r a ,  t o d a  f ô r m u l a  t a u t o l ô g i c a  e s  u n  a x l o m a .

Una  a p l i c a c i ô n  d e  u n a  r é g l a  e s  e l  p a r  o  t r i p l e t s  

f o r m a d o  p o r  l a ( s )  f ô r m u l a ( s )  s e g û n  l a  p a r t e  s u p e r i o r  d e  u n a  r é g l a  

d e  d e d u c c i ô n  y l a  f ô r m u l a  c o r r e s p o n d i e n t e  f o r m a d a  s e g û n  l a  p a r t e  

i n f e r i o r  de  l a  m i s m a .  L l a m am os  p r e m i s a ( s )  a  l a ( s )  p r i m e r a ( s )  f ô r -  

m u l a ( s )  y  c o n c l u s i ô n  a  l a  û l t i m a .

D e f i n i c i ô n  1 . 6 . 1 . 1

F e s  d e d u c l b l e  e n  A3 d e l  c o n j u n t o  d e  s u p u e s t o s  M

( M H ^  F )  : ^  Hay u n  s u b c o n j u n t o  f i n i t e  M° de  M, p o s i b l e m e n t e

v a c l o ,  y  u n a  s e c u e n c i a  f i n i t a  d e  f ô r m u l a s  F ^ , . . . , F ^  t a l  q u e :

( i )  F a  F
. n

( l i )  P a r a  t o d a  f ô r m u l a  F^ de  l a  s e c u e n c i a  F ^ , . . . , F ^  s e  cum­

p l e  a l  m e no s  u n a  d e  l a s  s i g u i e n t e s  c o n d i c i o n e s :

( i i . i )  F^  6  I ' °

( i i . i i )  F^ e s  u n  a x i o m a

( i i . i i i )  F^  e s  l a  c o n c l u s i ô n  d e  u n a  a p l i c a c i ô n  d e  u n a  r é g l a

c u y a s  p r e m i s a s  s o n  e l e m e n t o s  a n t e r i o r e s  e n  l a  s e c u e n c i a .

( i i . i v )  F^ s e  h a  o b t e n i d o  d e  l l n e a s  a n t e r i o r e s  e n  l a  s e c u e n c i a  

p o r  e l i m i n a c i ô n  o i n t r o d u c c i ô n  d e  u n a  d e f i n i c i ô n .

D e f i n i c i ô n  1 . 6 . 1 . 2

D e s  d e m o s t r a b l e  e n  A 3 ,  F e s  u n  t e o r e m a  d e  A3,
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( \----- F ) : ^  F e s  d e d u c l b l e  d e l  c o n j u n t o  0 .
A3

1 . 6 . 2  C â l c u l o  d e  â r b o l e s  133  ̂ ^

Dames p o r  s u p u e s t a  l a  d e f i n i c i ô n  de  â r b o l  d e  C ô r -  

m u l a s  y  c o n c e p t o s  r e l a c i o n a d o s  c o n  6 l  ( s u c e s o r ,  a n t e c e s o r ,  r a i n a ,  

â r b o l  i n f i n i t a  o  f i n i t a m e n t e  r a m i f i c a d o ,  e t c . . . . )  p a r a  p a s a r  

d i r e c t a r . i e n t e  a  p r e s e n t a r  l a s  r e g l a s  d e  d e d u c c i ô n  do  153

R é g l a s  d e  d e d u c c i ô n

RB 1 _  _  RB 2

F

RB 3 F A G RB 4 n  -  ( F A G)

F n  -F

G n  -G

RB 5 - ( F a G) RU 6 -|  ( F / \  G )

- F  I -G  -1 F I - ,  G

RB 7 A X F t X ]  RB 8 n  - âXF[X]

FCA] n  -  F [A3

RB 9 -A XF C X l  RB 10 n A X F l X ]

- F C i p l ]  1  FCuP^]
J J

RB 9 y  RB 10 s e  u t i l i z a n  b a j o  l a  c o n d i c i ô n  de  q u e  P j  no  

a p a r e z c a  n i  e n  e l  c o n j u n t o  de  s u p u e s t o s  n i  on u n  p r e d c -  

c e s o r  de  l a  c o n c l u s i ô n .

RB 11 I  p'^CA] A-A RB 12 (A=A a B==B) -»TA=d5
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RB 13 ( A = a A F C A l ) - V  F t i a  RB 14 iF= Af 3 (F CA ]  A AX(FCX] - ^ X = A )

Como e n  e l  c a s o  d e  A3 ,  u n a  a p l i c a c i ô n  d e  u n a  d e  

l a s  r e g l a s  113 1 -  RB 10 e s  u n  p a r  d o n d e  e l  p r i m e r  e l e m e n t o  e s  u n a

f ô r m u l a  s e g û n  l a  p a r t e  s u p e r i o r  d e  u n a  r é g l a  y  e l  s e g u n d o  e s  l a

f ô r m u l a  c o r r e s p o n d i e n t e  s e g û n  l a  p a r t e  i n f e r i o r  d e  l a  r é g l a  e n  

c u e s t i ô n .  En e s t a s  r e g l a s  e l  p r i m e r  e l e m e n t o  d e l  p a r  s e  l l a m a  p r o ­

m i s e  y  e l  s e g u n d o ,  c o n c l u s i ô n .  En e l  c a s o  de  l a s  r e g l a s  RB 11 -  

RB 1 4 ,  t o d a  f ô r m u l a  s e g û n  u n o  d e  l o s  e s q u e m a s  q u e  a p a r e c e n  e n  e l l a s  

e s  u n a  a p l i c a c i ô n  d e  l a  r é g l a .  Se  t r a t a  a q u l  d e  r e g l a s  s i n  p r e m i -  

s a s ,  e s  d e c i r ,  l a s  f ô r m u l a s  s e g û n  e s t o s  e s q u e m a s  p u e d e n  a n a d i r s e  

e n  c u a l q u i e r  p u n t o  d e  u n a  r a m a  d e  u n  â r b o l  l ô g i c o .  P a s a m o s  a h o r a  

a  d é f i n i r  l o s  c o n c e p t o s  d e  â r b o l  c e r r a d o  y  d e d u c i b i l i d a d  en  B3.

D e f i n i c i ô n  1 . 6 . 2 . 1

B e s  u n  â r b o l  p a r a  l a  - f ô r m u l a  F a  p a r t i r  d e l  c o n ­

j u n t o  1 1 ° : ^  H °  e s  u n  c o n j u n t o  f i n i t o  d e  f ô r m u l a s ,  q u i z â  v a c l o ,  t a l

q u e :

( i )  0 t i o n e  s u  o r i g e n  e n  F y  s e  c u m p l e  ( i i )

( i l )  C a d a  p a r  d e  s u c e s o r e s  i n m e d i a t o s  c u m p l e  u n a  de  l a s

s i g u i e n t e s  c o n d i c i o n e s :

( i i . i )  I l ' o s  e l  û n i c o  s u c e s o r  i n m e d i a t o  d e  II y  

I l ' fe  o

H '  e s  l a  c o n c l u s i ô n  d e  u n a  d e  l a s  r e g l a s  RB 1 -  HB 4 ,  RB 7 -  

RB 14  y  s u  p r o m i s a  a p a r e c e  e n  l a  m i sm a  r a m a  q u e  H ' o  

M ' s e  o b t i e n s  p o r  i n t r o d u c c i ô n  o e l i m i n a c i ô n  d e  s i m b o l o s  

d e f i n i d o s  e n  e l e m e n t o s  a n t e r i o r e s  d e  l a  r a m a  e n  q u e  a p a ­

r e c e  I I ' .

( i i . i i )  H ' y  o t r a  f o r m u l a  I I ' ' s e  h a n  a n a d i d o  como s u c e s o r e s  i n m e d i a ­

t o s  d e  II p o r  a p l i c a c i ô n  de  l a s  r é g l a s  RB 5 o RB 6 .
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D e f I n i c i ô n  l . G . 2 . 2

La  r a m a  d e  u n  ô r b o l  D e s t &  c e r r a d a ife» R c o n -  

t l e n e  u n a  f ô r m u l a  G y  s u  n e g a c i ô n  f u e r t e  -G o d é b i l  n  G.

E l  â r b o l  ü e s t â  c e r r a d o : T o d a s  l a s  r a m a s  de

B e s t â n  c e r r a d a s .

D e f i n i c l ô n  l . G . 2 . 3

Hay u n  â r b o l  c e r r a d o  B p a r a  e l  c o n j u n t o  d e  f ô r m u -  

l a s  M: ^  Hay  u n  s u b c o n j u n t o  f i n i t o  H°  Ç H y  u n a  f ô r m u l a  F €  : l 

t a l  q u e  B e s  u n  â r b o l  c e r r a d o  p a r a  F a  p a r t i r  d e  l o s  s u p u e s t o s  iT°,

D e f i n i c l ô n  1 . 6 . 2 . 4

B e s  u n a  r e f u t a c i ô n  d e  F a  p a r t i r  d e  I) e s

u n  â r b o l  c e r r a d o  p a r a  F a  p a r t i r  d e l  c o n j u n t o  de  s u p u e s t o s .

D e f i n i c l ô n  1 . 6 . 2 . 5

F e s  d e d u c l b l e  d e  11 e n  B3 (il F ) :  Hay

u n  s u b c o n j u n t o  f i n i t o  H°  d e  H y  un  â r b o l  ü t a l  q u e  U e s  un  â r b o l

c e r r a d o  p a r a  n  F a  p a r t i r  d e l  c o n j u n t o  d e  s u p u e s t o s  11°.

D e f i n i c l ô n  1 . 6 . 2 . 6

F e s  d e m o s t r a b l e  e n  B3 ( F ) :  Hay u n a  r e ­

f u t a c i ô n  d e  F a  p a r t i r  d e l  c o n j u n t o  0 d é  s u p u e s t o s .

D e j a m o s  e n  e s t e  p u n t o  l a  p r o s e n t a c i ô n  de  l o s  

c â l c u l o s  p a r a  L3.  En c a p i t u l e s  p o o t c r i o r c s  n o s  o c u p n re m o : ;  do s u  

c o r r e c c i ô n  y  c o m p l e t u d  y  d e f i n i r e m o s  o t r o s  c â l c u l o s  d l s t i n t o s ,  

a l R u n o  de  e l l o s  de  t i p o  a x i o m â t i c o ,  como l o s  c â l c u l o s  s e c t i c n c i a l e r  

y  o t r o s  d e  d e d u c c i ô n  n a t u r a l .  I g u a l i n e n t e  d e f i n i r e m o s  u n  c â l c u l o  

a x i o m â t i c o  a d e c u a d o  p a r a  l a  l ô g i c a  de  e n u n c i a i l o c  de  L3.
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1 .  7 S e r n â n t i c a  I I I  : D e f i n i c l o n e s  ^  t e o r e m a s .

S e r n â n t i c a  p a r a  L3A^ .

1 . 7 . 1  S e r n â n t i c a  d e  l o s  s i g n o s  d e f i n i d o s

L a  c o n d i c i ô n  ( i i i . v i l )  d e  l a  d e f i n i c l ô n  d e  i n t e r ­

p r e t a c i ô n  ( d e f .  1 . 4 . 1 . 1 )  e s t a b l e c e  l a s  p r o p i e d a d e s  s e m â n t i c a s  de  

l o s  s i g n o s  d e f i n i d o s  d e  L3 .  B â s i c a m e n t e  s e  t r a t a  d e  q u e  e l  d e f i n i e n s  

y  e l  d e f i n i e n d u m  d e  u n a  d e f i n i c l ô n  s o n  s e m â n t i c a m e n t e  é q u i v a l e n t e s .  

En  e s t e  a p a r t a d o  d am os  l a  s e r n â n t i c a  d e  e s t o s  s i g n o s  d e  modo e x p l l -  

c i t o ,  u t i l i z a n d o  t a b l a s  de  v e r d a d  p a r a  l o s  f u n t o r e s  d e f i n i d o s .

De l o  q u e  a c a b a m o s  de  d e c i r  s e  s i g u e ,  e v i d e n t e m e n t e ,  q u e  l a s  

t a b l a s  d e  v e r d a d  de  l o s  f u n t o r e s  d e f i n i d o s  n o  s o n  o t r a  c o s a  q u e  

l a s  t a b l a s  d e  v e r d a d  d e  l a s  e x p r e s i o n e s  q u e  a c t û a n  como d e f i n i e n s .

A f i n  de  l o g r a r  u n a  v i s i ô n  d e  c o n j u n t o  i n c l u y o  l a s  t a b l a s  d e  v e r -
( 29 )d a d  d e  l o s  f u n t o r e s  p r i m i t i v o s

m F - F n F T F I F + F I F

L V f f V f f V

f V V f V f V

L L V f f V f

A V f L V V f L

V V f l V V V

f f  f r r V f L

L L f L L V l L

V f L
<-4 V f L

V V f L / V f L

f V V V 1r f V V

L V V V L L V V
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V f L / V f L

V V f f V V t L

f f V f f f L L

L f f V L l L L

C D  p u e d e  c o n d i d e r a r s o  c o n o  u n  f u n t o r  c e i ' o - â d i c o ,  

e s  d e c i r ,  como u n a  c o n s t a n t e  q u e  t i e n e  e l  v a l o r  do  v e r d a d  i n d e -  

t c r m i n a d o  p a r a  t o d a  i n t e r p r e t a c i ô n .  Su i n t r o d u c c i ô n  e n  1.3 r c . c p o n -  

d e  a  l a  n e c e s i d a d  de  c o n s e g u i r  u n  c o n j u n t o  de  f u n t o r e , - ,  I n d c p e n -  

d i e n t e s  q u e  s e a  v o r i t a t i v o - f u n c i o n a l m o n t e  c o n p l e t o .  En l a  l ô g i c a  

de  e n u n c i a d o s  de  L3 CD h a  d e  s e r  c o n s i d e r a d a  c o n o  u n a  c o n ; ; t a n t e  

p r i m i t i v e .  En e l  m a r c o  mâs  a m p l i o  de  L l ^ l D p u o d c  d e f i n i r . s e  c o n o  

é q u i v a l e n t e  a  l a  f ô r m u l a  AX(X=X) q u e , c o n o  v i n i o s . c s  i n d o t e r m i n . a d a  

e n  t o d a  i n t e r p r e t a c i ô n .  O t r a  p o s i b i l i d a d ,  a p u n t a d a  p o r  H l a u  ( l O S ' i )  

e s  u t i l i z e r  como f u n t o r e s  p r i m i t i v o s  -  , y /  . Dado  q u e  

- ,  C 3  y  —> c o n s t i t u y e n  u n  c o n j u n t o  do  f u n t o r e s  f u n c i o n a l n e n t o  

c c m p l e t o  y  q u e  CD Y —> p u e d e n  d e f i n i r s o  a  t r a v ô s  d e  ~i y  de  /  , 

l a  n e g a c i ô n  d é b i l  y  l a  c o n j u n c i ô n  a s i m é t r i c a ,  e s t o s  t r è s  f u n t o r e  .s 

f o r m a n  u n  c o n j u n t o  v e r i t a t i v o - f u n c i o n a l m e n t e  c o m p l è t e  de  c o n o c l d -  

v a s  p r i m i t i v a s .  '

E l  f i i n t o r  /  , I n t r o d i i c i d o  p o r  B l a u  e n  b l a u  (10; ; ( j )  

e n  e l  m a r c o  d e  u n a  l ô g i c a  p a r a  l a  c u a n t i f i c a c i ô n  c o l o c t l v a  y d i n -  

t r i b u t i v a ,  s e  l l a m a  c o n j u n c i ô n  p r o s u p o s l t i v a  a s i m é t r i c a .  Jlo l o  

u t i l i z a r e r n o G  e n  l o  q u e  s i g u e .

E l  f u n t o r  c o n d i c i o n a l  o ,  m e j o r ,  s u  t a b l a  de  v e r ­

d a d ,  e n c u e n t r a  s u  m o t i v a c i ô n  i n t u i t i v a  e n  e l  i n t e n t e  d e  f o r i n a l i z a r

d e  m a n e r a  a d e c u a d a  l o s  e n u n c i a d o s  u n i v o r s a l o s  r e ; ; t r i n g i d o s  d e l
( 31 )

t i p o  AX(E[X1 -4G [XI  ) . l io e n t r a r e m o s  a q u l  e n  e s t a  c u c . s t i ô n

n i  e n  l a  d e  c o m p a r a r  l a  d e f i n i c l ô n  de  l o. s  f u n t o r e s  cjue a q u l  s e  

u t i l i z a  c o n  o t r a r ,  d e f i n i c l o n e s  a l t e r n n t i v a s , como l a s  de  l o s
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s i s t e i n a s  d e  l ô g i c a  t r i v a l e n t e  de  3 b u k a s i e w i c z  o K l e e n e .

En L3 s e  d i s t i n g u e  e n t r e  e l  f u n t o r  b i c o n d i c i o n a l  

y  e l  f u n t o r  e q u i v a l e n c i a  5  , f u n c i o n e s  c o ï n c i d e n t e s  e n  l a  

l ô g i c a  b i v a l e n t e .  Una  e x p r e s i ô n  b i c o n d i c i o n a l  Fé-VG e s  v e r d a d e r a  

s i  s o n  v e r d a d e r o s  l o s  c o n d i c i o n a l e s  F —♦ G y  G -> F .  E l l o  n o  i m p l i -  

c a ,  s i n  e m b a r g o ,  q u e  F y G t e n g a n  e l  m i sm o  v a l o r  d e  v e r d a d :  a s l ,

F f -» G p u e d e  s e r  v e r d a d e r o  s i e n d o  f a l s a  l a  f ô r m u l a  F e i n d e t e r m i -  

n a d a  l a  f ô r m u l a  G. P o r  e l  c o n t r a r i o ,  l a  v e r d a d  d e  l a  e x p r e s i ô n  

F 5  G i m p i i c a  j u s t a m e n t e  q u e  l a s  d o s  f ô r m u l a s  F y  G t i e n e n  e l  m i s ­

mo v a l o r  d e  v e r d a d .

L a s  r e g l a s  d e  i n t e r p r e t a c i ô n  d e  l o s  c u a n t o r e s  

d e f i n i d o s  s o n  l a s  s i g u i e n t e s ;

Y  ( V X F i X ]  ) =

Y (  A X F C X l )  =

Y ( 9 X F C X 1 )  =

v , s i i  5 A ( A  ÉDeSj^^ & ^  ( F I A ]  ) = v ) 

f ,  s i i  VA(A 4 DeSj^g Y  (FCAl )  = f )  

L» en  o t r o  c a s o

V ,  s i i  VA(A É W => i f i F C A ) )  = v )

f , s i i  3 A (A  4 ad & Y ( F f A l )  = f  )

L, e n  o t r o  c a s o

V ,  s i i  3A(A 4 jid & y ( F C A ] )  = v )

f ,  s i i  VA(A « Jd ^  i f ( F t A ] )  = f  )

L, e n  o t r o  c a s o

1 . 7 . 2  C o n c e p t o s  2  t e o r e m a s  s e m â n t i c o s  f u n d a m e n t a i e s

Vamos a  d é f i n i r  e n  p r i m e r  l u g a r  u n a  s e r i e  de  c o n ­

c e p t o s  s e m â n t i c o s  b â s i c o s .  En t o d o s  l o s  c a s o s  s e  t r a t a  de  t r a n s p o -  

s i c i o n e s  a  l a  l ô g i c a  t r i v a l e n t e  d e  l o s  c o r r e s p o n d i e n t e s  c o n c e p t o s  

d e  l a  l ô g i c a  b i v a l e n t e ,  l o  q u e  h a c e  i n n e c e s a r i o  e x t e n d e r s e  en
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c o m e n t a r i o s  u l t e r l o r e r a .  D e f i n l m o s  e a t o a  c o n c c p t o s  on  s o n t l r l o  do 

l a  s e r n â n t i c a  d e  i n t e r p r e t a c i o n e s .  L a s  d e f i n i c l o n e s  c o r r e s p o n d i e n ­

t e s  p a r a  l a  s e r n â n t i c a  de  v a l o r a c i o n e s  s e  o b t i e n e n  s u s t i t n y e n d o  

l a s  r e f e r e n c i a s  a  i n t e r p r e t a c i o n e s  p o r  r e f e r e n c i a s  a  v a l o r a c i o n e s  

e n  l a s  d e f i n i c l o n e s  q u e  s i g u e n .

D e f i n i c l ô n  1 . 7 . 2 . 1 ( 3 3 )

S e a n  F y  G f ô r m u l a s ,  n  u n  c o n j u n t o  de  f ô r m u l a s  y  

u n a  L 3 - i n t e r p r e t a c i ô n .  E n t o n c e s ,

( i )  F ,  F e s  l ô g i c a m e n t e  v e r d a d e r o  e n  L 3 , F e s  1 - v o r d a -

d e r o . F e s  1 - v â l i d o : f  ' *-f (^' ) = v .

( i i )  F e s  l ô g i c a m e n t e  f a l s o , 1 - f a l s o . e n  L 3 : ^  V y , ^ ( F ) = r

( i i i )  F e s  l ô g i c a j n e n t e  i n d e  t e r m  I n a d o  e n  L3 : V y  , ̂ (  1 ) = L

( i v )  F e s  i n s a t i s f a c i b l e  e n  L3 ,  F e s  L 3 - i n s a t i s f a c i b l e : ^

P&9Y» = v

( v )  F e s  s a t i s f a c i b l e  e n  L 3 ,  F e s  L 3 - s a t i s f a c i b l e  : (p) = '

( v i )  Y  s a t i s f a c e  F ^ ( F )  = v

( v i l )  Y a a t l s f a c e  H y  F ( F « M Y  ̂^   ̂ “  v )

( v i i i )  H e s  s a t i s f a c i b l e  e n  L 3 ,  Il e s  L 3 - s a t i s f a c i b l e :(* Icf t a l

q u e  Y  s a t i s f a c e  a  M.

( i x  ) M e s  i n s a t i s f a c i b l e  on  1,3, il o s  L 3 - i n s a t l s f a c i b  l e  :

Y t a l  q u e  y  s a t i s f a c e  a  M.

( x )  G F ,  F e s  c o n s e c u e n c l a  l ô g i c a  do G, F S£ s i g u e

l ô g i c a m e n t e  d e  G:<=> ( Y ) = v ^  Y ^ * ' )  ^ ^ )

• ( x i )  M F ,  F e s  c o n s e c u e n c l a  l ô g i c a  de  M, F s £  s i g u e  de

!!:(=> ^ Y  ( Y b a t i s f a c e  il y  s a t i s f a c e  F )

( x i i )  F y G s o n  b i c o n d i c i o n a l e a  on  L3 ,  s o n  L 3 - b i c o n d i c i o n a l e o :

4=> F e s  c o n s e c u e n c l a  l ô g i c a  d e  G y  G l o  e s  do F.

( x i i i )  F y G s o n  é q u i v a l e n t e s  e n  L3.  L 3 - c q u i v a l e n t e s  :

V y i Y ( i’ ) -  Y( "^ ) -

( x i v )  F p r e s u p o n e  a  G e n  L 3 : ^ F ) = v o Y ( f  ) -  i  ^  F,) -  '
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P r o p o s i c i ô n  1 . 7 . 2 . 2
( 3 4 )

" r , 0

" r , F é» 0 F

F <=) I F  e s

, . , F n t ' t r  '

( i )

( i i )

( i i i )

( IV)   f  #  II;;; . . .  a F^ -^  F

( v )  **Tî' ^ ^  { a F }  e s  L 3 - i n s a t i s f a c i b l e

( v l )  | F ^ , . . . , F ^ f  e s  L 3 - s a t i s f a c l b l e  ^  " ‘ ( i ' j A  . . . a  F ^ )

( v i l )  H e s  L 3 - s a t i s f a c i b l e  May u n a  f ô r m u l a  F t a l  q u e  no

U F.

U e m o s t r a c i ô n : La  d e m o s t r a c i ô n  e s  muy s e n c i l l a  

e n  t o d o s  l o s  c a s o s .  A t l t u l o  d e  e j e m p l o  d e m o s t r a m o s  e l  p u n t o  ( v i l )  

de  l a  p r o p o s i c i ô n .  S i  M e s  L 3 - s a t i s f a c i b l e , e n t o n c e s "3 Y  t a l  q u e  

Y (G)  = V ,  p a r a  t o d a  f ô r m u l a  G e n  M . A h o r a  b i e n ,  VY , Y  - G )  = f .  

L u e g o  h a y  u n a  f ô r m u l a  F y  u n a  i n t e r p r e t a c i ô n  Y t a l  q u e  Y  s a t i s ­

f a c e  Il y  Y  ( i  ) 0 V , s i  M e s  s a t i s f a c i b l e .  L u e g o  n o  H 11-^ F .  P o r

o t r o  l a d o ,  s i  no  M IH;'  F e n t o n c e s  9  Y , Y ) = v y  Y  ( F )  0 v . L ue go

h a y  u n a  i n t e r p r e t a c i ô n  q u e  s a t i s f a c e  M.

D e m o s t r a m o s  a  c o n t i n u a c i ô n  q u e  L3 e s  c o n s i s t c n t e .

Una  t e o r î a  e s  c o n s i s t e n t e  s i i  no  t o d a  f ô r m u l a  d e l  l e n g u a j e  d e  l a

t e o r x a  e s  l ô g i c a m e n t e  v e r d a d e r a  o ,  d e  modo e q u i v a l e n t s ,  s i i  h a y  

u n a  i n t e r p r e t a c i ô n  d e l  l e n g u a j e .

P r o p o s i c i ô n  1 . 7 . 2 . 3 ( ^ ^ ^

May u n a  ' i n t e r p r e t a c i ô n  p a r a  L3

D e m o s t r a c i ô n : G e a  D = 0 , f i ÿ  = 0  y Y u n a  f u n c i ô n  d e l  

c o n j u n t o  u n i ô n  d e  l o s  c o n j u n t o s  d e  l o s  p a r â m e t r o s  d e  p r e d i c a d o  y 

l a s  f ô r m u l a s  e n  x  t a l  q u e  p a r a  t o d o  p a r â m e t r o  do  p r e ­

d i c a d o  P ^ ,  Y  ( i "^)  = (  0 , 0 )  . A d e m â s ,  Y  ) = û , p a r a  t o d a  f ô r m u ­

l a  e l e m e n t a l .  Y ( i ) >  P ® r a  F c o m p l e j a ,  s e  d e f i n e  s e g û n  l a s  c o n d i c i o ­

n e s  ( i i i . i i i )  -  ( i i i . v i i )  d e  l a  d e f i n i c l ô n  1 . 4 . 1 . 1 ,  E s  f â c i l  v e r  

p o r  i n d u c c i ô n  s o b r e  e l  g r a d o  d e  l a s  f ô r m u l a s  q u e  t o d a  f ô r m u l a  

r e c i b e  u n a  i n t e r p r e t a c i ô n  e n  e l  c o n j u n t o  ^ v , f , L ^ y  q u e  s e  c u m p l e



055

l a  c o n d i c i ô n  d e  i n t e r p r e t a c i ô n  d e  l a s  d e s c r i p c i o n e s ,  puer ,  Lo q u e  

D e s  v a c l o  y p o r  t a n t o  t o d a  d e s c r i p c i ô n  e s  i n d e f i n i d a .

A c o n t i n u a c i ô n  e n u n c l a r n o s ,  s i n  p r u e b a ,  d o s  v c r -  

s i o n e s  d e l  t e o r e m a  d e  g e n e r a l i z a c i ô n  q u e  u t i l i z a r e m o s  p o s t e r i o r -  

m e n t e  c o n  c i e r t a  f r e c u e n c i a .

P r o p o s i c i ô n  1 .  7 .  2 . 4   ̂ ^

S i  e l  p a r â m e t r o  d e  p r e d i c a d o  P ^ n o  a p a r c c c  en

A X F I X I ,  e n t o n c e s  I K j  F [( .XP^CXll

( 37 )
P r o p o s i c i ô n  1 . 7 . 2 . 5

S e a  H° u n  c o n j u n t o  f i n i t o  d e  f ô r m u l a s ,  p o s i b l o -

m o n t e  v a c l o ,  y  P^  u n  p a r â m e t r o  de  p r e d i c a d o  m o n â -

d i c o  q u e  n o  a p a r e c e  e n  11°, F ,  AXGCXÎ.  F n t o n c o s  

F - »  G C v X P ^ n ]  “ ° " T T  > AXGCX]

L a s  s i g u i e n t e s  d e f i n i c l o n e s  y  t e o r e m a s  s e  r e f i e r e n  

a  u n a  s e r i e  d e  o p e r a c l o n e s  d e  s u s t i t u c i ô n .  Como e n  l o s  c a s o s  a n ­

t e r i o r e s ,  e n u n c l a r n o s  l o s  t e o r e m a s  s i n  d e m o s t r a c i ô n ,  a  f i n  de  no 

a l a r g a r  e x c e s i v a m e n t e  e s t e  c a p i t u l e .

D e f i n i c l ô n  1 . 7 . 2 .

( i )  S g s e  o r i g i n a  d e  p o r  c a i n b i o  a l f a b é t i c o  de  l a  v a r i a l i l e  X 

p o r  l a  v a r i a b l e  Y s i  G g e s  e l  r e s u l t a d o  de  s u s t i t u i r  e n  l a  v a l  

r i a b l e  X de  c a d a  c u a n t l f i c a d o r  qX o d e s c r i p t o r  X y t o d a s  l a s  X 1 1 -  

g a d a s  p o r  e s e  c u a n t i f i c a d o r  o  d e s c r i p t o r  p o r  l a  v a r i a b l e  Y, d e  t a l  

modo q u e  l o s  n u e v o s  c u a n t i f i c a d o r e s  o d e s c r i p t o r o s  no  l i r u e n  o t r o s  

v a r i a b l e s  f u e r a  d e  Y.

( i i )  Las  e x p r e s i o n e s  y  s o n  v a r i a n t e s  r e s p c c L o  a  v a r i a l i l e s  

l i g a d a s  c u a n d o  S s e  o r i g i n a  a  p a r t i r  de  p o r  u s o  r c p o l ; l d o  d e l  

c a m b i o  a l f a b é t i c o  do  v a r i a b l e s

( i i i )  G g s e  o r i g i n a  d e  f>̂  p o r  cai.ib i o  a l f a b é t i c o  d e l  p a r â m c  L ro P*'
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p o r  e l  p a r â m e t r o  c u a n d o  n o  a p a r e c e  e n  S y  S e s  e l  r e r , u l -
k  1 2

t a d o  d e  s u s t i t u i r  t o d a  a p a r i c i ô n  de  P en  p o r  u n a  a p a r i c i â n  

d e  0*  ̂ e n  S ^ .

( i v )  L a s  e x p r e s i o n e s  o c l a s e s  d e  e x p r e s i o n e s  y  s o n  v a r i a n t e s  

r e s p e c t e  a  p a r â m e t r o s  s i  s e  o r i g i n a  d e  p o r  u s o  r e p e t i d o  d e l  

c a m b i o  a l f a b é t i c o  d e  p a r â m e t r o s  d e  p r e d i c a d o ,

D e f i n i c l ô n  1 . 7 . 2 . 7 ( ^ ^ ^

A îsî  B : A=B v  ( t (A=A ) a *\ ( B=B ) )

P r o p o s i c i ô n  1 . 7 . 2 . 8 ( ^ * ^ ^

( i )  Di  F e s  u n a  v a r i a n t e  d e  G r e s p e c t e  a  v a r i a b l e s  l i g a d a s ,  e n t o n ­

c e s  G =  F

( i i )  S e a  M U (f1 = ( F ^ , . . . , F ^ , . .  . j  U I f | u n  c o n j u n t o  d e  f ô r m u l a s  y  

s e a n  l a s  f ô r m u l a s  d e  M U { g \  = ^ F ' , f ' \  U | g ) v a r i a n t e s  r e s p e c t e  

a  p a r â m e t r o s  de  p r e d i c a d o  do l a s  f ô r m u l a s  d e  H.  E n t o n c e s

( i i . i )  M e s  L 3 - s a t l s f a c i b l e  / —ÿ N e s  L 3 - s a t l s f a c i b l e

( i i . i i )  n  I' 4=) N G

( i i i )  A «  B F fA ]  % FCB]

( i v )  G u p u e s t o  q u e  F^  s e  o r i g i n a  d e  F̂  ̂p o r  s u s t i t u c i ô n  de  U p o r  G

e n  F y  q u e  G n o  a p a r e c e  e n  e l  d o m i n i o  d e  u n  f u n t o r  - , X  . +  , %  , =  ,

e n t o n c e s  G !l il—  F_ <—V F ,
Ll G H

( v ) S i  G a p a r e c e  e n  F ,̂ y  F̂  ̂ e s  e l  r e s u l t a d o  d e  s u s t i t u i r  G p o r  H

e n  F ,  e n t o n c e s  G =  Il F^  =  F^^.

( v i )  S u p u e s t o  q u e  F^,j^ da .  o r i g e n  a  F^^k p o r  s u s t i t u c i ô n  d e  u n  p r e ­

d i c a d o  g ' '  p o r  o t r o  p r e d i c a d o  , e n t o n c e s

A X ^ . . . X , ^ ( ( G [ X ^ . . . X ^ ^ 3 )  =  ( n [ x ^ . . . x ^ ] ) ) M - ; ; ^  F ^g  =  F „ k  

( v i l )  S u p u e s t o  q u e  F ^ k  s e  o r i g i n a  d e  F ^ k  p o r  s u s t i t u c i ô n  d e  g '  ̂

p o r  II'^ f u e r a  d e l  d o m i n i o  d e  u n  f u n t o r  , e n t o n c e s

A X ^ . . . X ^ ( (  Gt X ^ . . .X j^ l )< -V  (II tXj^. . .X|^- i ) )  F ^ k f + F j ^ k .
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1 . 7 . 3  S e r n â n t i c a  p a ' r a  L3A .

D e f i n i m o s  a  c o n t i n u a c i ô n  l a  s e r n â n t i c a  do  I.3A^.  

P o d e m o s  i n d i c a r  l o s  r a s g o s  c s e n c i a l c . s  d e  e s t a  s e r n â n t i c a  d i c i c n d o  

q u e  Y ^  e s  u n a  L 3 A ^ - i n t e r p r e t a c i ô n  s i i  c u m p l e  l a s  c o n d i c i o n e s  dn 

l a  d e f i n i c l ô n  1 . 4 . 1 . 1  c u a n d o  l a s  m e t a v a r i a b l e s  s e  i n t c r p r e t a n  

t e n i e n d o  como r a n g o  l a s  e x p r e s i o n e s  d e  L3A^ y ,  a d o ü i â s , p a r a  

c a d a  p a r â m e t r o  d e  i n d i v i d u o  a  e n  e l  c o n j u n t o  i  s e  c u m p l e  q u e

Y ( a )  6 D d e  t a l  modo q u e  l a  r e s t r i c c i ô n  do f . a  W U 1 cr; u n a  
' A ~~ ' A

f u n c i ô n  s u p r a y e c t i v a  s o b r e  D. La  i n t e r p r e t a c i ô n  d e  l o s  p a r â m c t r o r ;  

d e  i n d i v i d u o  e n  e l  c o n j u n t o  i  e x i g e ,  e v i d e n t e m e n t e ,  m o d i f i c a c i o n e r :  

d e  o r d e n  m e n o r  e n  l a  d e f i n i c l ô n  de  l a  n o c i ô n  d e  i n t e r p r e t a c i ô n .

IIo e n t r a r e m o s  o n  e s t e  berna a q u i ,  p o r  c a r e c o r  d e  i m p o r t a n c i a  e n  e l  

c o n t e x t e  d e  e s t o  t r a b a j o .  S i  q u e  t i e n e  i n t c r é s ,  s i n  e m b a r g o ,  a p i i n -  

t a r  q u e  l o s  c o n c e p t o s  s e m â n t i c o s  b â s i c o s  de  L3A^ s e  d e f j . n e i i  do 

modo s i m i l a r  a  como l o  h e m o s  h c c l i o  mâs  a r r i b a ,  p a r t i e n d o  d e l  

c o n c e p t o  de  L 3 A ^ - i n t e r p r e t a c i ô n .

En l o  q u e  q u e d a  d e  e s t e  a p a r t a d o  s o b r e  l a  s e n i â n -  

t i c a  d e  L3A^ va m o s  a  d a r  d o s  v e r s i o n e s ,  s i n  p r u e b a ,  do d o s  t e o i - o -  

mas  i m p o r t a n t e s , e l  d e  c o m p a c i d a d  y  e l  d e  LBwenhe ii . i - .Skolc j ; ; , a d a n t n -  

d a s  a  l a  l ô g i c a  L3A^.

P r o p o s i c i ô n  1 . 7 . 3 . 1 .  T e o r e m a  d e  c o m p a c i d a d  p a r a  L3A^ 

P a r a  t o d o  c o n j u n t o  M d e  f ô r m u l a s  de  L3 v o l e  q u e  

M e s  L 3 A ^ - s a t i s f a c i b l c  T od o  s u b c o n j u n t o  f i n i t o  

d e  M o s  L 3 A - n a t i n f a c i b l e .

(42)
P r o p o s i c i ô n  1 . 7 . 3 . 2 .  T e o r e m a  d e  L b u c n h o i m - G k o l c m  

T o d o  c o n j u n t o  M d e  f ô r m u l a s  de  L3 q u e  e s  L3A^-  

s a t i s f a c i b l e  o s  T . 3 / m - s a t l s f a c i b l e  en  u n  d o m i n i o  

e n u m e r a b l e .
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O b s o r v e m o s  q u e  e n  l a  f o r m u l a e i ô n  d e  e s t o s  t e o r e ­

mas  h a b l a m o s  d e  c o n j u n t o s  d e  f ô r m u l a s  d e  L3 q u e  s o n  s a t i s f a c i b l e s  

e n  L 3A ^ . E s t o  e s  n e c e s a r i o  p u e s t o  q u e  e n  l a s  f o r m u l a e l o n e s  h a b i -  

t u a l e s  d e l  t e o r e m a  de  L b w e n h e l m - S k o l e m  s e  s u p o n e  q u e  e l  a l f a b e t o  

d e l  l e n g u a j e  e s  e n u m e r a b l e .

En e s t e  c o n t e x t e  e s  f â c i l  o b s e r v a r  u n a  d e  l a s  

d i f e r e n c i a s  i m p o r t a n t e s  e n t r e  l a s  l ô g i c a s  L3 y  L3A^ .  En L3 e l  

t e o r e m a  d e  E b w e n b e i r n - S k o l e m  e s  t r i v i a l ,  p u e s t o  q u e  p o r  l a  d e f i n i ­

c i ô n  d e  i n t e r p r e t a c i ô n ,  t o d o  d o m i n i o  d e  u n a  i n t e r p r e t a c i ô n  d e  1,3 

e s  u n  d o m i n i o  e n u m e r a b l e .  E s t e  t e o r e m a  n o  e s ,  e v i d e n t e m e n t e ,  t r i ­

v i a l  e n  L3A^ .  P o r  o t r o  l a d o ,  e l  t e o r e m a  d e  c o m p a c i d a d ,  c u y a  d e m o s ­

t r a c i ô n  d a r e m o s  e n  e l  p r ô x i m o  c a p i t u l e  p a r a  L3 ,  s ô l o  p u e d e  a f i r -  

m a r s e  p a r a  c o n j u n t o s  r e s t r i n g i d o s  d e  f ô r m u l a s  de  L 3 .  En c a m b i o ,  

como he m o s  v i s t o ,  s e  p u e d e  a f i r m a r  d e  m a n e r a  g e n e r a l  e n  L3A^.

1 . G U e l a c l o n e s  e n t r e  L2 y  W

L a s  s i m i l i t u d e s  y  d i f e r e n c i a s  d e  l a  l ô g i c a  b i v a ­

l e n t e  c l â s i c a  y  l a  l ô g i c a  t r i v a l e n t e  L3 p u e d e n  a n a l i z a r s e  d e s d e  

d i v e r s e s  p u n t o s  d e  v i s t a  o ,  m e j o r ,  d e s d e  e l  p u n t o  do  v i s t a  d e  l a s  

d i f e r e n t e s  t e o r l a s  p a r c i a l e s  q u e  f o r m a n  e s a s  l ô g i c a s ,  Los  r e s u l t a ­

d o s  s o n  p a r c i a l m e n t e  d i s t i n t o s  s i  c o m p a r â m e s  l a  l ô g i c a  de  e n u n c i a -  

d o s e n  anibas  t e o r i a s  o l a  l ô g i c a  d e  l a  c u a n t i f i c a c i ô n  s i n  i d e n t i d a d  

o  c o n  e l l a .

P a r a  r e a l i z a r  e s t e  a n â l i s i s  c o m p a r a t i v e  d e  ambas  

l ô g i c a s  e s  n e c e s a r i o  e n  p r i m e r  l u g a r  t e n e r  u n  d o m i n i o  s i n t â c t i c o  

comûn  a  L2 y  L3 .  Da da  l a  p e c u l i a r  c o n s t r u c c i ô n  d e  L3 d c f i i i r e m o s  

como f ô r m u l a s  d e  L2 e n  L3 a l  m âs  p e q u e h o  c o n j u n t o  d e  f ô r m u l a s  de  

L3 t a l c s  q u e  " f u e r a  d e  l a s  d e s c r i p c i o n e s  c o n t i e n e n  s ô l o  p a r â m e t r o s
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d e  p r e d i c a d o ,  l o s  f u n t o r e s  s t a n d a r d  a  , A , v  y c u a n t o ­

r e s  n o m i n a l e s  q u e  s ô l o  l i g a n  v a r i a b l e s  f u e r a  d e  l a s  d e s c r i p c i o n e s " ^  

S o b r e  l a  b a s e  d e  e s t a  s i n t a x i s  comûn  a c  p u e d e  e s t a b l e c c r  c l  r c s u l -  

t a d o  p r i n c i p a l  d e  e s t a  s e c c i ô n :  l a  l ô g i c a  c u a n t i f l c a c l o u a i  do  1,3 

e s  u n a  e x t c n s i ô n  c o n s e r v a d o r a  de l a  c o r r e s p o n d i e n t e  l ô g i c a  L2.

S e  p u e d e  a f i r m a r  q u e  s i  II e s  u n  c o n j u n t o  de  f ô n . i u l a r ;  en  e l  doi ; , l -  

n i o  s i n t â c t i c o  comûn  a  L2 y  1,3 y  F e s  u n a  f ô r m u l a  en  o s e  d o i . i l n i o ,  

e n t o n c e s ,  s i  F e s  c o n s e c u e n c l a  de  M e n  l a  t c o r i a  d e  l a  c u a n t i f i c a ­

c i ô n  s i n  i d e n t i d a d  de  L2 ( L C 2 ) ,  e n t o n c e s  F oc c o n s e c u e n c l a  de  M 
( 4 4 )

e n  1,3, e s  d e c i r ,

M H  F -=» I! Il—  FUCT. Wî

P o r  o t r o  l a d o ,  u t l l i z a n d o  o l  s i g n o  s s  q u e  i n t r o -  

d u j i m o s  a n t e r i o r m e n t e  p o d e m o s  a n i p l i a r  l a  c o r r e s p o n d e n c i a  e n t r e  am­

b a s  l ô g i c a s  de  l a  m a n e r a  s i g u i e n t e :  S i  [ I~  ,F'~'  e s  e l  r e s u l t a d o  de  

s u s t i t u i r  t o d a  a p a r i c i ô n  d e l  s i g n o  -  e n  II, F p o r  e n  l . as  f ô r m u -  

l a s  d e  M y  e n  F ,  e n t o n c e s  s e  p u e d e  a f i r m a r  q u e  ^

M B  F =4 I ! ' '  B—  F
IV  t i

d o n d e  12 e s  u n a  l ô g i c a  c u a n t i f i c a c i o n a l  b i v a l e n t e  de  p r i m e r  o r d e n

c o n  i d e n t i d a d .  E s t o s  r e s u l t a d o s  c o n l l e v a n ,  a l  t r a v ô s  de  l a  a d c c u a -

c i ô n  d e  l o s  c â l c u l o s  p a r a  1,2 y  1,3, l o s  c o r r e s p o n d  i o n  t e r ,  r c c u l t a i l o s

s i n t â c t i c o s .

E l  û l t i m o  r e s u l t a d o  q u e  q u e r e m o s  e n u n c l a r  a q u i

m u e s t r a  l a  c o i n c i d e n c i a  d e  l a  t c o r i a  de  l a  c u a n t i f i c a c i ô n  e n  1,3

c o n  l a  l ô g i c a  L C 3 , r e s u l t a d o  de  s e g r e g a r  de 1,3 l a  t e o r i a  do  l a  

i d e n t i d a d  y l a  t e o r i a  d e  l a s  d e s c r i p c i o n e . s  ( t o m a n d o  l a s  d e s c i v i p c i o -  

n e s  como p a r â m e t r o s  d e  i n d i v i d u o ,  s i g n e s  i n a n a l l z a d o s ) . E s t a s  d o s  

t e o r i a s  c o i n c i d e n  r e s p e c t o  a  l a  s a t i s f a c i b i l l d a d  y  l a  c o n s e c u o n -  

c i a : "  P a r a  t o d a  f ô r m u l a  d e  E2 e n  L3 y c o n j u n t o  de  f o r m u l a s  ii v.a-

l e  q u e :  a )  il e s  s a t i s f a c i b l e  en  LC2 ^  ii en  s a t i s f a c i b l e  on  I.C3



QUO

b )  M F <=» ”  ' t j

E s t o  c o n f i g u r a  a  LC3 como e x t c n s i ô n  c o n s e r v a d o r a  

de  LC2,  p u e s t o  q u e  u n a  y  o t r a  c o i n c i d e n  r e s p e c t o  a  l a  s a t i s f a c i -  

b i l i d a d ,  v a l i d e z  y c o n s e c u e n c l a  e n  e l  d o m i n i o  d e  l a  s i n t a x i s  

comûn .
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n o t a s  a l  c a p l t u l o  1

( 1 )  B â s i c a m e n t e ,  e s t e  a p a r t a d o  c o n t l e n e  e l  m a t e r i a l  ' le  B l a u  ( 1 9 7 B ) 
p p .  1 6 7 - 1 7 6 .  1 . 2 . ( 0 )  p r é s e n t a  l a s  d e f i n i c l o n e s  de  l a  | ) . 173  de  l a  
m i sm a  o b r a .
( 2 )  C f r .  B l a u  ( 1 9 7 0 )  p p .  137 s s .
( 3 )  B l a u  ( 1 9 7 0 ) ,  p p .  1 7 0 - 1
( 4 )  S h o e n f i e l d  ( 1 9 6 7 ) ,  p .  41
( 6 )  C f r .  S m u l l y a n  ( 1 9 6 8 ) ,  p .  4 6 ;  B l a u  ( 1 9 7 8 )  p p .  2 5 1 - 2 ;  B l a u  ( 1 9 7 9 )  
p p .  120  O S .  E s t a  p r o p u e s t a  p a r e c e  t e n e r  u n  a i r e  de  a u  t o r e f e r e n c i a -  
l i d a d .  A p e s a r  de  e l l o  n o  p a r e c e  q u e  s e a  i n v i a b l e .
( 6 )  Con e s t o  d e s a p a r e c e n ,  d i c h o  s e a  a  modo de  e x c u r s o ,  u n a  d e  l a s  
c r l t i c a s  a  l a  s e r n â n t i c a  c a r n a p i a n a ,  q u e  s e  b a s a b a  j u s t a m e n t e  e n  
l a  i m p o s i b i l i d a d  d e  t r a t a r  d e  d o m i n i o s  n o - e n u m e r â b l e s  en  e s a  o c r i â n -  
t i c a ,  p u e s t o  q u e  e x i g i a  u n  " n o m b r e "  p a r a  c a d a  i n d i v i d u o  d e l  d o m i ­

n i o .  C f r .  M a r t i n  ( 1 9 6 3 ) ,  p .  3 7 3 .
7 )  C f r .  u n  a n â l i s i s  d e  e s t e  t l p o  d e  s e r n â n t i c a ,  E r i p k e  ( 1 9 7 6 )
8 )  C f r .  B l a u  ( 1 9 7 8 )  p p .  1 7 9 ,  188
9 )  C f r .  B l a u  ( 1 9 7 0 ) ,  p .  207

d e  l a  s e r n â n t i c a  c a r n a p i a n a
(1 0 T a r s k i  ( 1 9 3 5 ) ,  p .  191
(11 C f r ,  e l  a n â l i s i s  q u e  M a r t i n  h a c e
e n c h i l p p ( ) p .
( 1 2 B l a u ( 1 9 7 0 ) , p .  69
( 1 3 B l a u ( 1 9 7 0 ) , p  6 9 - 7 1
(1 4 B l a u ( 1 9 7 0 ) , p .  121 y  s s .
( 15 B l a u ( 1 9 7 8 ) , p .  47
( 1 6 C f r .  , p o r  e j e m p l o ,  L u k a s i e w i c z  (
(1 7 ^ . u k a s i e w i c z ( 1 9 3 0 ) ;  K l e e n e  (1 9 5 2
(1 8 Dunn & D e l n a p  ( 1 9 6 0 ) ,  p . 100
(1 9 L e b l a n c  (1 9 0 9 V )  p .  7
( 2 0 B l a u ( 1 9 7 8 ) , p . 221
(21 B l a u ( 1 9 7 0 ) , p p .  1 6 5 - 6
( 2 2 Q u i n e ( 1 0 5 2 ) p . 293
(2 3 Q u i n e ( 1 9 5 2 ) p . 295
( 24 B1 a u ( 1 9 7 8 ) , p p .  1 7 3 , 1 8 0 ,  191 y
( 2 5 B l a u ( 1 9 7 0 ) , p p .  191  s s .
( 2 6 B l a u ( 1 9 7 0 ) , p p .  103 S S .

( 2 7 B l a u ( 1 9 7 8 ) , p p .  22 2  s s .
( 28 B l a u ( 1 9 7 8 )  , p p .  22 7  s s .
( 29 B l a u ( 1 9 7 0 ) , p .  144
( 3 0 B l a u ( 1 9 0 0 ) , p .  16
(31 B l a u ( 1 9 7 0 ) , p p .  92 s s .  y  99 s s .
( 3 2 B l a u ( 1 9 7 0 )  , p .  1 4 5 ,  180
( 3 3 B l a u ( 1 9 7 8 ) , p p .  1 0 9 - 9 0
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( 3 4 ) B l a u ( 1 9 7 3 ) p p . 145
( 3 5 ) B l a u ( 1 9 7 8 ) p . 190
( 3 6 ) B l a u ( 1 9 7 8 ) p . 212
( 3 7 ) B l a u ( 1 9 7 8 ) p p . 2 1 2 - 3
( 3 8 ) B l a u ( 1 9 7 8 ) p p . 1 9 6 - 7
( 3 9 ) B l a u ( 1 9 7 8 ) p . 184
( 4 0 ) B l a u ( 1 9 7 8 ) p p . 1 9 6 ,
( 4 1 ) B l a u ( 1 9 7 8 ) p . 255
( 4 2 ) B l a u ( 1 9 7 8 ) p . 255
( 4 3 ) B l a u ( 1 9 7 8 ) p . 176
( 4 4 ) B l a u ( 1 9 7 0 ) p . 193
( 4 5 ) B l a u ( 1 9 7 0 ) p . 186
( 4 6 ) B l a u ( 1 9 7 8 ) p . 177

p p . i u o - y  
p .  134
p p .  1 9 6 ,  1 9 3 ,  1 9 9 ,  2 0 1 ,  2 0 0 ,  2o3  
p .  255



2 .  E L^PyiH C IPIO ^D E ^U yW -IC A C IO U ^U E ^G X U L L Y A n 

DE COÏIGISÏEHCIA Y DEMOSTRABILIUA])

2 , 1  I n t r o d u c c i ô n
I

I E l  n û c l e o  d e  l a s  demos  t r a c  i o n  e s  de  c o i n p l o t u d  e n

l a  l ô g i c a  b i v a l e n t e  y ,  como bem os  d e  v e r ,  t a m b i ô n  e n  l a  t r i v a l e n ­

t e ,  c o n s i s t e  e n  d é f i n i r  u n a  c l a s e  d e  f ô r m u l a s  c o n  p r o p i e d a d e s  s i n -  

I t â o t i c a s  t a i e s  q u e  u n a  p r o p i e d a d  s e r n â n t i c a ,  a  s a b e r ,  l a  s a t i s f a c i -

I b i l i d a d ,  s e  d e r i v e  d e  e l l a a .  L o s  l l a m a d o s  c o n j u n t o s  g o d e l i a n o s

I s o n  c l a s e s  d e  f ô r m u l a s  q u e  g o z a n  de  l a s  n e c e s a r l a s  p r o p i e d a d e s

I s i n t â c t i c a s  y  e n  e l l o s  s e  b a s a n  l a s  p r u e b a s  d e  c o r . i p l c t u d  t i ; r o

I G b d e l - H e n k i n .  Vamos a  a n a l i z a r  b r e v o m e n t e  e s t e  c o n c e p t o  de c o n j u n -

i t o  g b d e l i a n o .  Un c o n j u n t o  d e  f ô r m u l a s  H e s  g b d e l i a n o  c u a n d o  t i e n e

; l a s  p r o p i e d a d e s  s i g u i e n t e s :

 ̂ ( i )  M e s  c o m p l è t e  y  n o  c o n t r a d i e t o r i o , i . e . ,  p a r a  t o d a  f ô r m u l a p d c l

- l e n g u a j e  L e n  c u e s t i ô n ,  E t  N s i i  n i ’ ^ 11.

( i i )  N e s t â  c e r r a d o  p a r a  l a  d e d u c c i ô n ,  i .  c . , s i  C e s  un  c â l c u l o

p a r a  L y  M1 - ^  F ,  e n t o n c e s  F g. H  ̂^ \

La p r i m e r a  p r o p i e d a d  i m p o r t a n t e  de  l o s  c o n j u n t o ; ' .  

g o d e l i a n o s  e s  q u e  c l  c o n j u n t o  d e  l a . s  f ô r m u l a s  v o r d a d c r a . s  ou  I, p a ­

r a  u n a  i n t e r p r e t a c i ô n  Y e s  u n  c o n j u n t o  g o d e l i a n o .  La  s eg .undn p r o ­

p i e d a d  de  e s t o s  c o n j u n t o s  q u e  n o s  i n t e r e s n  d e s t a c a r  c o n s i s t e  e n

q u e ,  p o r  e l  t e o r e m a  d e  c o m p l e t u d  de  G o d c l ,  s a l i e i nos  c | uo ,  d a d o  un  

c â l c u l o  C a d e c u a d o  a  l a  l ô g i c a  b i v a l e n t e  d e  p r i m e r  o r d e n ,  ( i )  

t o d o  c o n j u n t o  g o d e l i a n o  r e s p e c t o  a  C e s  c l  c o n j u n t o  de  l a s  f ô r ­

m u l a s  v e r d a d e r a s  on  u n a  i n t e r p r e t a c i ô n  a d e c u a d a  y ( i l )  t c i o  c o n -
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j u n t o  M c!c f ô r m u l a s  q u e  s e a  c o n s i s t e n t e  ( e s  d e c i r ,  t a l  q u e  no

h a y  u n a  f o r m u l a  F c o n  I‘' Y M a  F)  p u e d e  a m p l i a r s e  a  un

c o n j u n t o  g o d e l i a n o .  Con e s t o  t e n e m o s  q u e  s i  N e s  u n  c o n j u n t o  g o -

d e l i a n o  h a y  u n a  i n t e r p r e t a c i ô n ' ^  t a l  q u e  p a r a  t o d a  f ô r m u l a  F ,  F £ M

s i i  F e s  v e r d a d e r a  e n  tp  . E l  c o n j u n t o  d e  l o s  e n u n c i a d o s  v e r d a d e -
( 2 )r o s  e n  ^  y  e l  c o n j u n t o  g d d e l i a n o  N c o i n c i d e n ,  p o r  l o  t a n t o  

De l o  d i c h o  s e  s i g u e ,  e v i d e n t e m e n t e ,  q u e  e l  c o n c e p t o  d e  c o n j u n t o  

r r b d e l i a n o  e s  u n a  m e j o r  a p r o x i m a c i ô n  s i n t â c t i c a  a l  c o n c e p t o  de  

v e r d a d  q u e  o l  de  t e o r e m a :  e s  c l a r o  q u e  e n  c u a l q u i e r a  d e  l o s  c â l ­

c u l o s  h a b i t u a l e s  p a r a  L2 h a y  f ô r m u l a s  t a i e s  q u e  n i  e l l a s  n i  s u  

n e g a c i ô n  s o n  t e o r e m a s ,  a u n q u e  n e c e s a r i a m e n t e  u n a  d e  l a s  d o s  e s  

v e r d a d e r a .

E l  c o n c e p t o  de  c o n j u n t o - v e r d a d  ( t r u t h - s e t ) de
( 3 )( t e o r i a s  d e )  p r i m e r  o r d e n  q u e  u t i l i z a ,  e n t r e  o t r o s ,  S m u l l y a n  

v i e n e  a  c o i n c i d i r ,  d e s d e  o t r o  p u n t o  d e  v i s t a ,  c o n  e l  d e  c o n j u n t o  

g f j d e l i a n o .  Vamos a  d i s c u t i r  e s t e  p u n t o  a u n q u e  s ô l o  s e a  i n f o r m a l -  

m e n t o .  A n t e s  d e  e n t r a r  e n  m a t e r i a  p r é s e n t â m e s  u n a  n o t a c i ô n  m e t a l i n -  

g ü i s t i c a  q u e  S m u l l y a n  d e f i n e  p a r a  l a  l ô g i c a  b i v a l e n t e  y  q u e  n o s o -  

t r o s  a d a p t a r e m o s  l u e g o  a  L3.

S e a n  o( » o( ^ g » (3 « ^ » (& g « f  » % ^  >

J  Ta l  f ô r m u l a s  do  1.3, d o n d e  ' a '  e s  u n  p a r â m e t r o  d e  i n d i v i d u o ,  d e -  

f i n i d a s  s e g û n  l o s  c u a d r o s  s i g u i e n t e s ^ :

o' « i  a On

(F A G) F -1 (F  G) -, n  G

-»(F V G) -1 F ( F V G ) F G

n ( F - >  ri) F 1  G
(F > C ) 1  F G

n F F h
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Y J ' c a l

A X F r x i F [ a l VXF tXl F i a i

aVXFCXl -,  F i a i a A XF tX l - , F l a T

U t l l i z a n c i o  e s t a  n o t a c i ô n  pode inos  d é f i n i r  un

c o n j n n t o - v e r d a c l  como s i g n e :  M e s  u n  c o n j u n t o - v e r d a d  r ; i i  )'■ or. un

c o n j u n t o  d e  f ô r t n u l a s  q u e  c u m p l e :

( 1 )  P a r a  t o d a  f ô r m u l a  F ,  F e  li s i i  n F  ^  11

( i l )  € M s i i  € II y  o( g « II.

( l i i )  e H s i i  M o \b ^ e .u .

( i v )  "fi c  II s i i  p a r a  t o d o  p a r â m e t r o  de  i n d i v i d u o  a ,  ■y [ a l  è ii

( v )  j  É M s i i  h a y  u n  p a r â m e t r o  d e  i n d i v i d u o  a  t a l  q u e  e  II.

A h o r a  e s  f â c i l  v e r  q u e  c o n j u n t o  r r t i d e l i a n o  y 

c o n j u n t o - v e r d a d  c o i n c i d e n :  am ba s  d e f i n i c i o n c s  c o n i p a r t e n  l a  c o n d i -  

c i 6 n  ( i )  y  l a s  c o n d i o i o n e s  ( i i ) - ( v )  d e  l a  d e l ' i n i c i ô n  do c o n j u n t o -  

v e r d a d ,  t o m a d a s  J u n t a i i i e n t e , c o i n c i d e n  c o n  l a  c o n d i c i ô n  ( i i )  de  

l a  p r i m e r a  d e f i n i c i ô n ,  c u a n d o  e l  c & l c u l o  q u e  s e  t o ina  on c o n s i d c r n -  

c i 6 n  e s  u n  c â l c u l o  de  â r b o l e s  l ô g i c o s .  V e û m o s l o .  Suponi^nmon q u e  ii 

e s  u n  c o n j u n t o - v e r d a d  y  q u e  H 1 - ^  F ,  d o n d e  ü?. e s  u n  c â l c u l o  d e  â r ­

b o l e s  p a r a  l a  l ô g i c a  s t a n d a r d .  En e l  s u p u e s t o  do q u e  F ^  11, do l a  

c o n d i c i ô n  ( i )  s e  s i g n e  q u e  n F e  II. A h o r a  b i e n ,  l a s  r é g l a s  de  d o -  

d u c c i ô n  de  u n  c â l c u l o  do  â r b o l e s  p u e d e n  f o r i n u l a r s e  d e  l a  s l g u i o n t o  

i n a n o r a  :

Yfi

f t ,  I P i t e a ]

t e n i e n d o  e n  c u e n t a  q u e  l a  u l t i m a  r c g l a  s o  u t i l i s a  h a j o  l a  c o n d i ­

c i ô n  de  q u e  ' a '  n o  a p a r e a c a  en  l o s  s u p u e s t o s  n i  on é  .
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E n t o n c e s ,  d a d o  q u e  h a y  u n  â r b o l  o e r r a d o  p a r a  e l  

c o n j u n t o  M U | t f |  d e  s u p u e s t o s ,  p o r  l a s  c o n d l c i o n e s  ( i i ) - ( v ) ,  t o -  

d o s  l o s  s u c e s o r e s  d e  -iF e n  e l  â r b o l  p e r t e n e c e n  a  M, p u e s  n F e  11.

Lu e g o  h a y  u n a  f ô r m u l a  G t a l  q u e  G 6 . M y  - ï G e M ,  e n  c o n t r a d i c c i ô n  

c o n  l a  a f i r m a c l ô n  d e  q u e  M e s  u n  c o n j u n t o - v e r d a d .  P o r  l e  t a n t o ,

F «  n .  Las  c o n d l c i o n e s  ( i ) - ( v )  i i n p l l c a n ,  e n  c o n s e c u e n c i a ,  q u e  M 

e s t â  c e r r a d o  p a r a  l a  d e d u c c i ô n .  A l a  I n v e r s a ,  s i  s e  c u m p l e  q u e  

F i m p l i c a  q u e  F €  M, e n t o n c e s  s e  c u m p l e n  l a s  c o n d l c i o n e s

( i i ) - ( v ) ,  p u e s  s i  F e s  u n  ot , p o r  e j e m p l o ,  y  F 6 M, e n t o n c e s  F

y ,  a d e m â s ,  d a d o  q u e  «  y  • s e  s i g u e  q u e  Fi t— y

M '■ "  =(2, . Lue  go o(^ t  M y  o(^ € M. A l a  i n v e r s a ,  s i  « ^ e  M y  0 ( ^ 6  M, 

d a d o  q u e  . e n t o n c e s  M — F y  F 6 M. Lue  g o  p o d e m o s

a f i r m a r  q u e  e s t a s  c o n d l c i o n e s  s o n  é q u i v a l e n t e s .

C a b e  p l a n t e a r s e  s i  h a y  c o n d l c i o n e s  mâs  d é b i l e s  qu e  

l a s  d e l  c o n j u n t o  g d d e l l a n o  p a r a  d é f i n i r  u n a  c l a s e  d e  f ô r m u l a s  q ue  

s e a  d e m o s t r a b l e m e n t o  s a t i s f a c l b l e . U n a  p r i m e r a  d e b i l i t a c i ô n  r é s u l ­

t a  d e  l a  s u s t i t u c i ô n  d e l  b i c o n d i c i o n a l  p o r  e l  c o n d i c i o n a l  d e  

i z q u i e r d a  a  d é r o c h a  en  l a s  c o n d l c i o n e s  ( i i ) - (  v ) . En e f e c t o ,  p a r a  

a s e g u r a r n o s  q u e  II e s t â  c e r r a d o  p a r a  l a  d e d u c c i ô n  s ô l o  n e c e s i t a j n o s  

e s e  c o n d i c i o n a l ,  como s e  d e s p r e n d e  d e l  b o s q u e j o  d e  p r u e b a  q ue  

h e m o s  h c c h o  mâs  a r r i b a .  La  s e g u n d a  s l m p l i f i c a c i ô n  p o s i b l e  c o n s i s ­

t e  e n  e l i m i n a r  l a  m i t a d  de  l a  c o n d i c i ô n  ( i )  y  e x i g i r  q u e  II no  

c o n t e n g a  u n a  f ô r m u l a  y  s u  n e g a c i ô n .  0 ,  mâs  r a d i c a l m e n t e , q u e  II 

no  c o n t e n g a  u n a  f ô r m u l a  . e l e m e n t a l  y  s u  n e g a c i ô n .  D e m o s t r a c i ô n  de 

l a  s u f i c i o n c i a  d e  l a s  c o n d l c i o n e s  a s i  d e b i l i t a d a s  p a r a  d é f i n i r  

c o n J u n t o G  s a t i s f a c i b l e s  s e  p u e d e  e n c o n t r a r  e n  S m u l l y a n ^ * ^ ^ . U t i l i -  

z a n d o  e s t o s  r e c u r s o s  mâs  d é b i l e s ,  ( i ) - ( v )  s e  f o r m u l a r i a n  a s î :

( i ' )  P a r a  t o d a  f ô r m u l a  e l e m e n t a l  F ,  F e  Ii =* - \ f 4  II 

( i i ' )  (X g M -=4» e. II & V g  & n .

( i l l ' )  M #  FI O M
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( I v ' )  C € n  g (a]€ I l , p a r a  t o d o  p a r â i n e t r o  d e  i n d i v i d u o  a ,

(v*) ( f€  M =ÿ 5 [ a ] é l l ,  p a r a  a l  incnoa un  p n r â i a e t r o  de i n d i v i d u o  a .

I l i n t i K k a  l l a m ô  c o n . J u n t o s - m o d e l o  ( ; n o d o l - :;c t  ) ' a

l o a  c o t , j u n t o s  de  f ô r m u l a s  q u e  cumi>len  l a s  c o n d i c i o n e r ;  ( i ' ) - ( v ' ) .

Se  l e s  G u e l e  d e s i g n a r  t a m b i é n  c o n  c l  n o m b r e  de  c o n j u n t o . ' ;  de  l l i n l i -

k k a .  d e  p u c d e  d e i n o s t r a r  q u e  l o s  c o n j u n t o s - i . n o d c l o , como I o n  c o n -

j u n t o s  g b d e l i a n o s ,  s o n  s a t i s f a c i b l c s  e n  u n a  i n k c r p r o  L a c i ô n  a d c c u a -
( d  )d a  s o b r e  e l  d o m i n i o  d e  l o s  p a r a m è t r e s  de  i n d i v i d u o  "  . A p a r t i r  

de  l a  n o c i ô n  de  c o n j u n t o - m o d c l o  o s  f â c i l  m o n t r a r  quo  un  c â l c u l o ,  

p o r  e j e t a p l o  d e  â r b o l e s  l ô g i c o s ,  o s  c o m p l c t o :  En p r i m e r  l u g a r  ne  

m u e s t r a  q u e  l o s  p u n t o s  d e  u n a  r a m a  a b i e r t a  de  un  â r b o l  p u c d c n  

e x t e n d e r s o  h a s t a  u n  c o n j u n t o  d e  I l i n t i k k a .  E n t o n c e s ,  r ; i  !■' en  u n a  

f ô r m u l a  v a l i d a  y  n o  d e d u c i b l e ,  h a y  u n  â r b o l  a b i o r t o  p a r a  i l ' .

Una  de  l a s  r a m a s  a b i e r t a s  de  e s c  Arl)Ol  p u e  de  c x t c n d c r n c  a ui\ 

c o n j u n t o  d e  I l i n t i k k a .  E s e  c o n j u n t o  e s  s a t i s f n c i b l c y c o n  6] l a  

f ô r m u l a  nF  , c o n t r a  e l  s u p u e s t o  de  q u e  I’ e r a  l ô j T . i c a me n to  v c r d a d c -  

r a .  P o r  l o  t a n t o ,  F e s  d e d u c i b l e .

Una  d e  l a s  t a r e a s  q u e  n o s  p r o p o r i c m o s  on o. ' i t e  c a -  

p l t u l o  e s  e x t e n d e r  e s t o s  r e s u l t a d o s  a  l a  l ô g i c a  t r i v a l c n t o  J.û. 

I lomos do d é f i n i r  l a  n o c i ô n  do c o n j u n t o - m o d e l o  t r i v a l c n k o  y m o n t r a r  

q u e  t o d o  c o n j u n t o - m o d e l o  a s i  d e  f i n i  do  e s  s a t i s f a c i b l e  e n  l a  r-.o- 

m â n t i c a  p r o p i a  d e  b 3 .  U t i l i z a n d o  u n a  i . i o d i f i c a c i ô n  de  l a  n o k a c i ô n  

de  U m u l l y a n ,  p o d e m o s  d é f i n i r  l o s  c o n j u n t o s - n i o d o l o  t r i v a l c n t o ; ;  en  

t é r m i n o s  c a s i  i d é n t i c o s  a  l o . s  q u e  s c  o i ; ; p loan  e n  l a  l 6 ; ; i c a  b i v a l e n ­

t e .  A qu I  30  p l a n t e a  u n  t e m a  q u e  no  a b o r d a r o  on  e n t e  t r a b a j o  p c r o  

que  c j u i z â  s o n  i n t o r o s a n t c  a p u n t a r :  p o de m o s  d é f i n i r  c i c r k o : ;  c o n -  

c e p t o s  b â . s i c o s  do l a  m e t a t e o r î a  de l a  l ô y i c a  t r i v a l e i i  ko de  p r i m e r  

o r d o n  r c c u r r i e n d o  a  n o c i o n e s  q u e  s c  a s o m c j a n  mucho  a  ] .as  c o r r o s -  

p o n d i o n t c s  e n  l a  l ô g i c a  h i v a l c n t o .  llori p o de m o s  p l a n k o a r  en I .onces  

l a  c u c s t i ô n  d e  s i  e x i s t e  u n  n i v c l  d e  a l j s t r a c . c i ô n  q u e  e n g l o l j o  n
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a m b a s  t o o r i a s o , g e n o r a l i z a n c l o ,  a  t o d a s  l a s  t e o r i a s  n - v a l e n t c s  d e  

p r i m e r  o r d o n .  D l c h o  d e  o t r o  mod o ,  i p u e d e  d a r s e  u n a  m e t a t e o r x a  

g e n e r a l  do  l a s  t e o r i a s  de  p r i m e r  o r d e n  n - v a l e n t e s ? .  Como y a  h e  

d i c h o ,  n o  me o c u p a r é  d e  e s t e  t e m a  a q u i ,  p e r o  l o s  r e s u l t a d o s  q u o  

s e  o b t i e n c n  e n  e s t e  c a p l t u l o ,  a s i  como en  e l  r e s t o  d e l  t r a b a j o ,  

p a r e c o n  a p u n t a r  en  l a  d i r e c c i ô n  d e  u n a  r e s p u e s t a  p o s i t i v a  a  e s t a  

p r e g u n t a .

En S m u l l y a n  ( 1 9 6 8 )  s e  d e f i n e n  u n a  c l a s e  d e  p r o p i e -

d a d e s  do c o n j u n t o s  do f ô r m u l a s  l l a m a d a s  p r o p i e d a d e s  d e  c o n s i s t e n -
(»)

c l a  a n a l i t i c a  ( a n a l y t i c  c o n s i s t e n c y  p r o p e r t y ) . Son  p r o p i e d a d e s  

r e l a c i o n a d a s  c o n  l a  n o c i ô n  d e  c o n j u n t o  de  I l i n t i k k a  e n  e l  s e n t i d o  

d e  q u e  e l  t e o r e i n a  f u n d a m e n t a l  q u e  d e  e l l a s  s e  a f i r t n a  e s t a b l e c e  

l a  s a t i s f a c i b l l i d a d  d e  t o d o  c o n j u n t o  q u e  p o s e a  u n a  d e  e s t a s  p r o ­

p i e d a d e s  y  e l l o  p o r  e l  c S m i n o  d e  m o s t r a r  q u e  s i  u n  c o n j u n t o  g o z a  

d e  u n a  p r o p l e d a d  d e  c o n s i s t e n c i a ,  e n t o n c e s  e s  a m p l l a b l e  a  u n  c o n ­

j u n t o  de  I I l n t l l : k a .  E s t e  r e s u l t a d o ,  q u e  S m u l l y a n  p r é s e n t a  p a r a  l a  

l ô g i c a  b i v a l e n t e ,  s e  g é n é r a l i s a  a q u i  p a r a  l a  l ô g l c a  t r i v a l e n t e ,  

b a j o  c l  n o m b r e  d e  P r i n c i p l o  d e  U n i f i c a c i ô n  d e  S m u l l y a n .  D e l  a l -  

c a n c e  d e  e s t e  p r i n c i p l o  d a  I d e a  e l  q u e  s e a n  c o n s e c u e n c i a s  s u y a s ,  

p o r  e j e m p l o ,  e l  t o o r e m a  de  c o m p a c l d a d  y  u n a  s e r l e  d e  r e s u l t a d o s  

d e  c o m p l e t u d  q u e  I r e m o s  m o s t r a n d o  e n  e s t e  y  s i g u l e n t e s  c a p i t u l o s .

En s l n t e s l s ,  u n a  p r o p l e d a d  de  c o n s i s t e n c i a  a n a l i ­

t i c a  E e s  u n a  p r o p l e d a d  d e  c o n j u n t o s  de  f ô r m u l a s  t a l  q u e  t o d o  

c o n j u n t o  n q u e  t l e n e  l a  p r o p l e d a d  e s  t a l  q u e  no  c o n t i e n e  u n a  f ô r ­

m u l a  y  s u  n e g a c i ô n  y ,  a d e m â s ,  l a  u n i ô n  d e  1-5 c o n  l o s  s u c e s o r e s  do
1 '

l a s  f ô r m u l a s  en  H e s  u n  n u e v o  c o n j u n t o  q u e  t i e n e  l a  p r o p l e d a d  E,  

e n t e n d i e n d o  s u c e s o r  d e  u n a  f ô r m u l a  como a q u e l l a s  q u e  p u e d e n  s e r  

s u c e s o r e s  d e  l a  f ô r m u l a  e n  u n  â r b o l  l ô g l c o .

A n u c s t r o  e n t e n d e r ,  l a  f o r m u l a c l ô n  q u e  a q u i  d a -
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mo5 d e l  P r i n c i p l o  do  U n i f  i c a c i ô n  p r é s e n t a  c i c r t a r ,  v e n t a j a s  s o b r e  

l a  do  S m u l l y a n .  Un c o n c r e t o ,  d é b i l i t a i , lo s  l a s  c o n d i c i o i i c s  c(uo 

d e f i n e n  u n a  p r o p l e d a d  a n a l i t i c a  d e  c o n s i . s t c n c l a ,  p u e s t o  q uo  no  

e x i g i m o s  s u  c a r â c t e r  f i n l t o  - d e c l i n o s  q u e  l a  p r o p l e d a d  1C o s  dc  c a -  

r a c t e r  f i n i t o  s i  o c u r r e  q u e  u n  c o n j u n t o  [i t i e n e  l a  i ^ r o p i e d a d  1: 

s i  y  s ô l o  s i  l a  t i e n e n  t o d o s  l o s  s u b c o n j u n t o s  f i n i t o s  d c  i! -

y  n o  b a s a n i o s  l a  d e m o s t r a c i ô n  d e l  P r i n c i p l o  on  n i n g u n  c â l c u l o

c o n c r e t e .

En l o  q u e  s i g u e  h a r e m o s  f r e c u e n t e  u s o  dc  l a  n o c i ô n  

de  p r o p l e d a d  d e  c o n s i s t e n c i a ,  a p l i c a d n  a  L 3 , p a r a  m o s t r . s r  l a  com­

p l e t u d  d c  d i v e r . 3 0 s  c â l c u l o s .  En e s t e  c a p i t u l e  p r o b a r e m o s  l a  coin-

p l e t u d  de  B3 m o s t r a n d o  q u e  " s e r  u n  c o n j u n t o  il t a l  q u e  n o  b ay  un

â r b o l  c e r r a d o  p a r a  n i n g u n  s u b c o n j u n t o  1!°,  f i n i t o , d e  1C" e.s u n a  • 

p r o p l e d a d  t r i v a l è n t e  d e  c o n s i s t e n c i a  a n a l i t i c a .  Uo e . s t o  s c  s i g u e  

l a  d e m o s t r a c i ô n  do  l a  c o m p l e t u d  d e  B3 p o r  un ca i . i ino  d l s l i i n t o  a l  

q u e  s i g u e  U l a u   ̂ \  A d e m â s ,  d a r e m o o  u n a  d c r a o s t r . a c i ô u  d e l  tcor c iv .a

de c o m p a c i d a d  p a r a  L3 b a s â n d o n o o  t a m b i e r i  e n  c l  P r i n c i p l o  do l l n l f l -  

c a c i ô n .

Una  c l a s e  d e  c o n j u n t o s  de  c o n j u n t o . s  d c  f ô r m u l a s  

c o n  c a r a c t e r î . s t i c a s  s i m i l a r e s  a  l a s  dc  l a s  p r o p i e d a d e s  d c  c o n s i s ­

t e n c i a  a n a l  i d e a  e s  l a  c l a s e  d e  l a . s  p r o p i e d a d e s  d e  d c m o s t r a l i i l i d a , !  

a n a l i t i c a  ( a n a l y t i c  p r o v a b i l i t y  p r o p e r t y )  ̂ \  E s t a s  p r o p i c d ' a u c s  

d c  d c i n o . s t r a b i l i d a d  a n a l i t i c i ^  c u y a  d c f i n i c i ô n  p a r a  l a  l ô g i o a  t r i v a -  

l e n t c  dareiTios e n  l a  d c f i n i c i ô n  2 . 3 . 1 ,  s o n " d u . a l e s " d e  l a  t u -o p io d . a -  

d e s  de  c o n s i s t e n c i a ,  p u e s  t o  q u e  p o d e m o s  e s t . a b l e c c i -  ( i j r c q i o s i c i ô n  

2 . 5 . 3 )  q u e  d a d o  u n  c o n j u n t o  II t a l  q ue  l a  c o n j u n c i ô n  de  l a s  

n e g a c i o n o s  de  s u s  e l e m e n t o s  e s  i n s . a t i s f a c i b l c  y  u nn  u r o p i o d . a d  t r i -  

v a l e n t o  d e  d e m o s t r a b l l i d a d  a n a l i t i c a  E,  e n t o n c e s  11 t i c n e  l a  p r o p i e -  

d a d  E.  A l  t r a v é s  d e  e s t e  c o n c e p t o  d e  p r o p l e d a d  dc  d e m o s t r . a b i l  i d a d  

p o n d r e m o s  de  m a n i f  l e s  ko q u e  e l  c â l c u l o  A3 c.s c o m p l e t o , u t i l i z a n d o .
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d e  n u e v o ,  m é t o d o s  d i s t i n t o s  a  l o s  y a  e x i s t e n t e s .  No s e r a  e s t a  

l a  u l t i m a  v e z  q u e  u t i l i c e m o s  e s t a s  p r o p i e d a d e s ,  s i n  e m b a r g o .

Lo s  d o s  t i p o s  de  p r o p i e d a d e s  r e l a c i o n a n  u n  c o n c e p t o  

s e m â n t i c o ,  e l  d e  s a t i s f a c i b l l i d a d ,  c o n  c o n c e p t o s  s i n t â c t i c o s  de  

v a r i e s  t i p o s ,  s c g u n  e l  t i p o  d e  p r o p l e d a d  d e  q u e  s e  t r a t e .  E s t a  

r e l a c i ô n  e s  l a  b a s e  s o b r e  l a  q u e  s e  a p o y a  e l  u s o  de l a s  p r o p i e d a ­

d e s  de  c o n s i s t e n c i a  o d e m o s t r a b i l i d a d  e n  p r u e b a s  de  c o m p l e t u d  

d e  l o s  c â l c u l o s  p a r a  1.3.

2 . 2  N o t a c i ô n

I n t r o d u c i m o s  e n  e s t e  a p a r t a d o  u n a  n u e v a  n o t a c i ô n  

p a r a  c i e r t a s  c l a s e s  d e  f ô r m u l a s  d e  L3.  Como s e  v e r â ,  s e  t r a t a  de* 

u n a  g e n e r a l i z a c i ô n  d c  l a  n o t a c i ô n  de  S m u l l y a n  a  q u e  a n t e s  he m o s  

a l u d i d o .  La  b a s e  i n t u i t i v a  d e  l a  n o t a c i ô n  e s  s i e m p r e  l a  m i s rn a ;  s e  

c o n s l d o r a n  f ô r m u l a s  d e  t i p o  o (o< , e n  S m u l l y a n )  l a s  f ô r m u l a s  

j - c o m p l e j a s  q u e  n o  d a n  l u g a r  a  r a m i f i c a c i o n e s  e n  u n  c â l c u l o  d e  â r ­

b o l e s  l ô g i c o s .  De t i p o  b ( (i , en  S m u l l y a n )  s o n  l a s  f ô r m u l a s  

J - c o m p l e j a s  q u e  r a m i f i c a n  e n  e l  c â l c u l o  d e  â r b o l e s .  c ( ,  e n  Smu­

l l y a n )  s o n  l a s  f ô r m u l a s  d e  l a  t e o r l a  d e  l a  c u a n t i f i c a c i ô n  d e  l a s  

q ue  s o n  d c d u c i b l e s ,  e n  e l  m i sm o  t i p o  d e  c â l c u l o ,  t o d a s  s u s  e s p c -  

c i a l i z a c i o n c . s .  i’i n a l m e n t e ,  d e l  t i p o  d ( J  , en  S m u l l y a n )  s e r â n  

a q u e l l a s  f ô r m u l a s  c u y a s  e s p e c i a l i z a c i o n e s  s ô l o  s o n  d e d u c i b l e s  

h a j o  c i e r t a s  c o n d i c i o n e s .

S c a n  e n t o n c e s  d e l  t i p o  o l a s  f ô r m u l a s  d e  l a  f o r m a

- n F  ( F a  G )  n - ( F  A G ) .
->n

En d e p e n d e n c i a  c o n  e s t e  t i p o  d e  f ô r m u l a s  d é f i n i m o s  l o s  t i p o . s  de  

f ô r m u l a  o^ y  :
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; i  Q cr> (F  A G) 

n - ( r  A G)

c n t o n c c G  e s

F

F

n - F

y

Con b d e s l g n a i . i o a  I a n  f o r m u l a s  d c  l a  f o r m a  

- ( F a G )  - ,  (F  a  G)

bg s o n  l o s  p o s l b l O G  s u c e s o r e s  d c  u n a  f ô r m u l a  b :

U- - ,  p - IF  ' ’

S i  b e s  ■ - ( F a G ) ' e n t o n c e s  b̂  e s -  F y  b  O S

i ( F  A G) L - I f ,

I F 

- G

b e l  t i p o  c s o n  l a s  f o r m u l a s  

AXFtXl  n -AXFCXl

L a s  f o r m u l a s  cCAl s e  d e f i n e n  como s i g u e :

I AXFCXl I { F [A3
S i  c e s  ) I e n t o n c e s  c[Al c s  )

[ l - A X F C X i  I - I - F [A3

F i n a l m e n t e ,  l a s  f ô r m u l a s  dc  t i i i o  cJ t i o u o n  l a  f o r m a

- A X F t x i  - | A X F [ X 3

y  l a s  f ô r m u l a s  d C A l s o n  d e f i n i d a s  a s i :

- A X F t X l  I j -FCA3
S i  d OS I e n t o n c e s  dCAl e s  J

- l A X F t X l  I I -vFCAl

F o r  o t r o  I n d o  u t i l i z a r o i n o s  cn  l o  q u e  s i g u n  l o s  

s i g n e s  y  11̂  como c o n s t a n t e s  on  e l  m o t a l c n g u a j c  ] i a r a  d o - -

s i g n a r  l a s  s i g u t e n t e s  f ô r m u l a s :

!1^ d c r . i g n a r â  l a  f ô r m u l a  A3 —♦ A=A

(AT.F * F CAD - »  FCIO 

(A~A a F'“ b )  —$ A-'Si 

iF=A ( F [A3 A AX(F[X5 X=A).
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En r i g o r ,  y  c o n t r a  l o  q u e  a n t e s  hemos  d i c h o , h a y  

u n  t i p o  d c  f ô r m u l a s  b q u e  no  r a m i f i c a  e n  B3 ,  a  s a b e r ,  l a s  f ô r ­

m u l a s  ( e n t i ô n d a s e  F como a b r e v i a t u r a  de  d o s  t i p o s  do

f ô r m u l a s :  i - n  F y  i — F.  De modo s i m i l a r  d e b e  e n t e n d c r s e  - a  g ) ,

S i  c o n s i d e r a m o G  de  t i p o  b a  l a s  f ô r m u l a s  ^ I 2 f , e s  p o r  c u e s t i o n e s  

de  d u a l  i d a d  c o n  l a s  f ô r m u l a s  ^ ' ^ F ,  como l u e g o  s e  p o n d r â  de  m a n i f  i e s -  

t o .  T e n i e n d o  e s t e  on  c u e n t a ,  p o d e m o s  p r e s e n t a r  l a s  r e g l a s  d e l  

c â l c u l o  B3 como s i g u e :

(1 )  °  ( 2 )  ^ ( 3 )  ^ (4)

b ^ j b g  cCAl  dC tP^3

(5 )  Il ( l i i < 4 )
X

u t i l i z a n d o  l a  r é g l a  ( 4 )  b a j o  e l  s u p u e s t o  de  q u e  P 

n o  a p a r e z c a  e n  l o s  s u p u e s t o s  n i  e n  u n  p r e d e c e s o r  de  l a  

c o n c l u s i ô n .

E l  t r a t a r  l a s  f ô r m u l a s  F como p e r t e n e c l e n t e s

a l  t i p o  b no  p l a n t e a  m a y o r e s  p r o b l e m a s :  a l  u t i l i z a r  l a  r é g l a  ( 2 )  

c o n  e s t a s  f ô r m u l a s  s e  g e n o r a n  d o s  r a m a s  i g u a l e s  u n a  de  l a s  c u a l e s  

d e b e  e l i m i n a r s o .

Vamos a  e s t u d i a r  a h o r a  a l g u n a s  p r o p i e d a d e s  s e m â n -  

t i c a s  de  e s t a  n o t a c i ô n  q u e  u t i l i z a r e m o s  mâs  a d e l a n t e .

Lema 2 , 2 . 1

P a r a t o d a  v a l o r a c i ô n  p  ( 0  i n t e r p r e t a c i ô n  ) v a l e

( i ) ( ï ( o )  = V s i i P  (Q..,) = V y  p ( o ^ )  = v .

( i i ) p ( b )  = V s i i p  ( b ^ )  = V 0  p ( b ^ )  = V.

( i i i ) p, ( c )  = V s i i P  (cCM) = V, p a r a  t o d a  d e s c r i p c i ô n  A.

( i v ) p  (d )  = V s i i f i ( d t W )  = V, p a r a  a l  me no s  u n a  d e s c r i p c i ô n  A

( v ) " i '  " 2 '  " 3  y IF  s o n  L 3 - V 0 r d a d o r a s . 4
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b o i i i o s t r a c l ô n : E l  l e m a  o s  t r i v i a l  a i  ao  t i e n e  en  

c u c n t a  q u é  t i p o s  d e  f  é m u l a s  s e  d c s i g n a n  c o n  l a s  l e t  r a s  o , o ̂  , o , 

t) , ti^ , , c , c TA) , d , dCAl y  l a s  c o n d i c i o n e s  d e  d e f j . n i c i ô n  dc  l a s

v a l o r a c i o n e s .

En e l  l e m a  s i g u i e n t o  a n a l i z a m o s  l a s  r o l a c i o n o s  e n ­

t r e  l o s  d i f e r o n t e s  t i p o s  do  f o r m u l a s  q u e  hcm os  d e f i n i d o , p a r t i c u -  

l a r iT i e n t e  e n  e l  c a s o  do q u e  s e  t r a t e  d e  u n a  f o r m u l a  n e g a d a .  Vcmos 

q u e  l a s  f ô r m u l a s  o y  b s o n ,  e n  c i o r t o  s e n t i d o ,  d i i a l e s , n i  i g u a l  

q u e  c y  d .

Lema 2 . 2 . 2

P a r a  t o d a  f ô r m u l a  d e l  t i p o  o , b , c  o d y  s u s  

s u c e s o r e s  o d e s c e n d i e n t e s  o^ , , b^ , , c [ / q,  d[A], v a l e  q u e

( i )  - \ o  e s  u n a  b ( F ;  ■ >( F a G) )  y / o  e s  L 3 - b i c o n d i c i o n a l  c o n  .

u n a  b. (1 1 ^  ■- i n  F n-~\ F ; IV ^  - i -> - (F  a G) - ( F a G ) ) .

( i i )  ”ib e s  u n a  a  ( * i —( F a G ) )  y / o  e s  L 3 - b i c o n d i c i o n a l  co n  unn  o

(Itq^ F<-* - - 1 F;  n a ( F  A G) 4-* (F Ad)  ) .

( i i i )  - t e  c s  u n a  d ( t  A XFCXl ) y / o  e s  L 3 - b i c o n d i c i o i  l a l  c o n  u n n  d  

(IF [^  - n - A X F t X l  <-> - A X F C X l ) .

( i v )  nd e s  u n a  c ( - i - A X F C X l )  o o s  L 3 - b i c o n d i c i o n a l  c on  u n a  c.

( v )  P u e d e n  b a c e r s e  a f i r m a c i o n e s  a n â l o g a s  r e s . p c c t o  a  , e , . , b  ̂ ,

b ^ , c C A 3 , d CAl .

En r e l a c i ô n  c o n  f u t u r a s  d c n i o s t r a c i o n c s  s c  d e b e  

n o t a r  q u e ,  e n  u n a  i n d u c c i ô n  s c g û n  e l  g r a d e  dc  u n a  f ô r m u l a  l ' u o r a  de 

l a s  d o s c r i p c i o n e s  l a s  f ô r m u l a s ,  , b^ , b^  , c CAl , d fA l  t i c n c i i  u n  s  r a ­

d e  i r icnor  q u e  l a s  c o r r e s p o n d i e n t c s  f ô r m u l a s  o , b , c , d .

b i s c u t i n i o s  f i n a l m c n t e  s i  t o d a  f o r m u l a  de  1,3 q u e d a  

o n r . l o b a d a  on l a  c l a s i f i c a c i ô n  de  l a s  f ô r m u l a s  s o / ' û n  l o s  t i p o s  

q u e  l iomos d e f i n i d o  en  e s t e  a p a r t a d o .  Vcmos q u e  n o  e s  a s i  y  po n em os  

do m a n i f l e s  t o  q u ô  o t r o s  t i p o s  d e  f ô r m u l a s  e x i s t e u .  E l  l e m a  s i c u i c n -
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t e  a c i q u i e r e  i m p o r t a n c i a  e n  d e m o s t r a c l o n e s  p o s t e r i o r e s ,  e n  q u e  

d e b e r e i n o s  l i a c c r  i n d u c c i o n e s  s o b r e  t o d a s  l a s  f ô r m u l a s  d e  L3 y  no 

s ô l o  s o b r e  e l  c o n j u n t o  d e  l a s  f ô r m u l a s  e , b , c , d  y  s u s  d e s c e n d i e n t e s .

Lema 2 . 2 . 3

T o d a  f ô r m u l a  F d e  L3 q u e  c o n t e n g a  s ô l o  s i g n e s

p r i m i t i v e s  o  b i e n  ( i )  e s  e l e m e n t a l  o  ( i i )  e s  de

l a  f o r m a  - G ,  n G , " \ - G ,  c o n  G e l e m e n t a l  o b i e n

( i i i )  e s  u n a  o , b , c , d .

D e m o s t r a c i ô n : P o r  i n d u c c i ô n  f u e r t e  s e g û n  e l  g r a d o  

d e  F f u c r a  d e  l a s  d e s c r i p e i o n e s .  B a s e  d e  i n d u c c i ô n :  F e s  e l e m e n t a l .  

En e s t e  c a s o  F p e r t c n e c e  a  l a  c l a s e  ( i )  d e  f ô r m u l a s .

P a s o  d e  i n d u c c i ô n .  S u p u e s t o  de  i n d u c c i ô n : p a r a  t o d a  f ô r m u l a  dq 

g r a d o  m e n o r  q u e  F f u c r a  d e  l a s  d e s c r i p c i o n e s  s e  c u m p l e  e l  l e m a .  

S u p u e s t o  q u e  F e s  j - c o m p l e j a  o  q - c o m p l e j a ,  e n t o n c e s  s e  c u m p l e  q ue  

o  b i e n  ( 1 )  F e s  -G  o ( 2 )  F e s  -\G o ( s )  F e s  (G^A G^)  o (4  ) F e s  

AXFCXl .

( 1 )  P o r  s u p u e s t o  d e  i n d u c c i ô n ,  o  ( 1 . 1 )  G e s  e l e m e n t a l  o  ( 1 . 2 )

G a -G o ( 1 . 3 )  G a - iGg o ( 1 . 4 )  G a*l-G^ o ( 1 . 5 )  G e s  u n a  o , b , c ,

o d .

( 1 . 1 )  F a - G ,  c o n  G e l e m e n t a l .  P o r  l o  t a n t o  c u m p l e  ( i i ) .  En 

l o s  c n s o s  ( l . 2 ) - ( l . 4 )  F e s  u n a  o .  En l o s  c a s o s  c o m p r e n d ! d o s  e n  

( 1 . 5 )  F e s  u n a  a , b , c ,  o d , c o m o  s e  c o m p r u e b a  f â c i l m e n t e .

( 2 )  P o r  s u p u e s t o  d e  i n d u c c i ô n ,  o b i e n  ( 2 . 1 )  G e s  e l e m e n t a l  o  b i e n

( 2 . 2 )  G a  -G, ,  o. ( 2 . 3 )  G a  - ,  G^ O ( 2 . 4 )  G « T - G ^  o ( 2 . )  G e s  u n a

o , b , c , o d .

( 2 . 1 )  F a  - , G , c o n  G e l e m e n t a l .  P o r  l o  t a n t o ,  c u m p l e  ( i i ) .  En 

e l  c a s o  ( 2 . 2 )  F a T —G^, P o r  s u p u e s t o  d e  i n d u c c i ô n ,  C,  ̂ c u m p l e  

e l  l e m a .  S i  G^ e s  e l e m e n t a l ,  e n t o n c e s  F o s  d e  l a  f o r m a  n -  

c o n  G,.,, c o n  G,  ̂ e l e m e n t a l  y  c u m p l e  ( i i ) .  En l o s  o t r o s  c a s o s ,
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F e s  u n a  a , b , c ,  o d .  En l o s  c a s o s  ( 2 . 3 )  y  ( 2 . 4 )  r  c s  u n n  o .  

En l o s  c a s o s  c o m p r e n d i d o s  en  ( 2 . 5 )  F e s  u n a  o , b , c ,  o d .

( 3 )  K e s  u n a  o .

( 4 )  F e s  u n a  c .  q . o . d .

(-1 2 )
2 . 3  C o n . i u n t o s - n i o d o l o  t f l v a l e n t o s

Como y a  he m o s  d i c h o ,  l o s  c o n j u n t o s - i i i o d o l o  t r i v a l c n -  

t e s  r e p r e s e n t a n  ü n a  n o c i ô n  a f i n  a  l a  do c o n j u n t o  s a t i s f a c i b l e ,  

a u n q u e  mâs  d o b i l  q u e  e s t a .  En s i n t e s i s , p o de m o s  d c c i r  q ue  t o d o  

c o n j u n t o - m o d e l o  c s  s a t i s f a c i b l e ,  a u n q u e  h a y  c o n j u n t o s  s a t i s f a c i b l e : :  

q ue  no  s o n  c o n j u n t o s - m o d e l o .  S i  s e  puoUc  a f i r m a r ,  en c n m b i o ,  q u e  

t o d o  c o n j u n t o  s a t i s f a c i b l e  e s  a m p l l a b l e  a  un  c o n j u n t o - i . i o d o l o .  J ri 

e s t a  s n c c i ô n  darnos  l a  d c f i n i c i ô n  d c  c o n  j u n  t o - m o i i c l o  p a r a  l a  l ô " i -  

c a  t r i v a l e n t e  y  d e m o s t r a m e s  s u s  p r o p i e d a d e s  o s e n c i a l c s ,  a  l a s  q ue  

a c a b a rn o s  de  a l u d i r .  C o n v i e n e  i n s i s t i r  c n  q u e  l a  n o c i ô n  de c o n j u n t . o -  

m o d c l o  e s  p u r a m e n t e  s i n t â c t i c a ,  a u n q u e  s u s  p r o p i e d a d e s  rnâs i n t c -  

r e s a n t e s ,  en  c o n c r e t o ,  s u  s a t i s f a c i b i l l d a d , s e a n  s c m â n t i c a s .  En 

o n t o  s e n t i d o  e l  c o n c e p t o  d e  c o n j u n t o - m o d c l o  c o n s t i t u y o  un  p u c n t e  

de  c a p i t a l  i m p o r t a n c i a  e n t r e  s i n  t a x i s  y  s c m â n t i c a .  Como c n  c l  c a ­

s o  do  l o s  c o n j u n t o s - m o d e l o  p a r a  l a  l ô g l c a  b i v a l e n t e ,  l o  d o f i n i t o -  

r i o  d e  e s t o s  c o n j u n t o s  d c  f o r m u l a s  e s  no  o o n t c n e r  d o s  c x p i o s i o u c s  

t a l c s  q u e  u n a  s e a  l a  n e g a c i ô n  do l a  o t r a  y  l a  p c r t c u o n c i a  a l  c o n ­

j u n t o  do t o d o s  l o s  d e s c e n d i e n t e s  do f ô r m u l a s  e n  e l  c o n j u n t o .  D c l i i -  

do a  q u e  e n  L3 c x i s t e n  d o s  n e g a c i o n o s  d i s t i n t a s ,  l a  c o n d i c i ô n  

p r i m e r a  do l a  d c f i n i c i ô n  dc  c o n j u n t o - m o d c l o  s e  a p a r t a  dc l o  u n e  

o s  h a b i t u a i  c n  l a  l ô g i c a  b i v a l e n t e  ( c f r .  e l  p u n t o  ( i )  de l a  d e f 1 -  

n i c l ô n  q u e  s i f u i e )  a u n q u e  c l  f i n  b u s c a d o  c s  c l  mi smo  : o r . c l u i r  dc 

l o s  co n  j u n  t o s - m o d o  l o  l o s  p a r e s  do f ô r i i u l a r -  que  no  s c a n  s i m u l t â n c a -  

m o n t o  s a t i s f a c i b l e s .  1 2 :t o  p u c d c  l o g r a r s e  o l i i c n  d o f i n i e n d o  l o s
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l o s  c o n J u i i t O R -m o c le l o  de  t a l  modo q u e  n o  c o n t e n g a n  u n a  f o r m u l a  

y  s u  n e g a c i ô n  f u e r t e  o  d é b i l  o  b i e n ,  y  de  modo é q u i v a l e n t e ,  e n  

l a  f o r m a  d c  l a  c o n d i c i ô n  ( i )  d e  l a  d e f i n i c i ô n  d e  c o n j u n t o - m o d e l o  

t r i v a l e n t e .  La  e q u i v a l e n c i a  d e  e s t a s  d o s  c o n d i c i o n e s  s e  r n o s t r a r d  

p o s t e r i o r m e n t e  e n  l a  n o t a  ( 1 0 ) .

D e f i n i c i ô n  2 . 3 . 1 .  C o n j u n t o - m o d e l o  t r i v a l e n t e

S e a  M u n  c o n j u n t o  d e  f ô r m u l a s  d e  L3.  P o r  d e f i n i ­

c i ô n ,  n  s e  l l a m a  c o n j u n t o - m o d e l o  s i i

( i )  Mo h a y  n i n g u n a  f ô r m u l a  e l e m e n t a l  F t a l  q u e  o
( 13 )

b i e n  F 6  M y e M o b i e n  - F  (  M y  n —F *  H

( i i )  S i  o » M, e n t o n c e s  C M y  e M.

( i i i )  S i  b «  n ,  e n t o n c e s  b,^ €  Il o b ^  6 H.

( i v )  S i  c € M, e n t o n c e s  cCAl €  H,  p a r a  t o d a  d e s ­

c r i p c i ô n  A.  A

( v )  S i  d € M, e n t o n c e s  d tA)  6 M, p a r a  a l  me nos  

u n a  d e s c r i p c i ô n  A.

( v i )  îl^ é- M, ( 1 6  i g  A ) .

V im os  a n t e s  q u e  u n  c o n j u n t o  g d d e l i a n o  e s t â  c e r r a ­

do  p a r a  l a  d e d u c c i ô n  e n  c â l c u l o s  a d e c u a d o s .  En e l  c a s o  d e  l o s  

c o n j u n t o s - m o d e l o  a l c a n z a m o s  u n  r e s u l t a d o  mâs  d é b i l  e n  l a  m l sm a  

d i r e c c i ô n .  Se  p u e d c  a f i r m a r  q u e  u n  c o n j u n t o - m o d e l o  o e s t â  c e r r a ­

do  p a r a  l a  d e d u c c i ô n  o e s  a m p l l a b l e  a  u n  c o n j u n t o - m o d e l o  c e r r a d o  

e n  e s e  s e n t i d o .  P o d e m o s  j u s t i f i c a r  e s t a  a f i r m a c i ô n  como s i g n e :

S e a  Ii u n  c o n j u n t o - m o d e l o  y  F u n a  f ô r m u l a  c u a l q u i e r a  t a l  q u e

F ,  s i c n d o  C u n  c â l c u l o  a d e c u a d o  p a r a  L3 .  S i  F t  M, n o  h a y  

n a d a  q u e  d e m o s t r a r .  S u p o n g a m o s  q u e  F ^  H. S e a  C e l  c â l c u l o  l î 3.  S i  

c o m p a r â m e s  l a s  c o n d i c i o n e s  ( i i ) - ( v i )  d e  l a  d e f i n i c i ô n  p r e c e d c n t e  

c o n  l a s  r e g l a s  d e l  c â l c u l o  B3 e x p r e s a d a s  p o r  m e d i o  d e  l a  n o t a c i ô n  

o , b , C , e t c . , v em os  q u e  d a d a  u n a  f ô r m u l a  como o r i g e n  d e  u n  â r b o l  

l ô g i c o ,  t o d o s  l o s  s u c e s o r e s  d e  l a  f ô r m u l a  p e r t e n e c e n  a  t o d o  c o n -
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j n n t o - m o d e . l o  a l  q u e  p e r t c n e c e  l a  f ô r m u l a .  rJea il u n  â r b o l  c o n  a i j -  

p u e n t o s  nU|_TF\ . S i n F é  11, p e r t e n e c e n  a l  c o n j u n t o - m o d c l o  il to<lor; 

l o s  s u c e s o r e s  d e  l F  y ,  c n  p a r t i c u l a r ,  u n a  f ô r m u l a  y  s u  n c g a c i ô i i  

f u o r t c  o d é b i l .  En e s e  c a s o  M n o  s o r â  u n  c o n j u n t o - m o d c l o , c o n t r a  

e l  s u p u e s t o .  L ue go  u F  ^  II. C o n s i d o r e m o s  a h o r a  e l  c o n j u n t o  11 U 

(G I H F—  G j .  Es  c l a r o  q u e  II S 1 I U { g |  Il —  V,\ y  q u e  l e  i j u ( r , l i [ e —-  r,l .
I > O  i - J  O  J  » C  ■

A f i r i n a m o s  q u e  II V | g |  Ml— G) c s  u n  c o n j u n t o - m o d c l o .  En c f c c t o ,  

l a s  c o n d i c i o n e s  ( i i ) - ( v i )  d e  l a  d c f i n i c i ô n  2 . 3 . 1  s c  c u i . i p l c n  L r i -  

v i a l m e n t e .  A d e m â s ,  s i  s u p o n c m o s  q u e  h a y  u n a  f ô r m u l a  l '  t a l  q u e  

F '  y  - |  F ' p e r t e n e c e n  a  II v  { c  ) III—-_^G} , e n t o n c e s ,  p o r  l a  c o r r e c c i ô n  

d e  C3 ,  s e  p u c d e  a f i r m a r  q u e  F '  ^  1 F '  . En e s c  c a s o ,  il s é r i a

i n s a t i s f a c i b l e , c o n t r a  l a  p r o p o s i c i ô n  , 7 . 3 , 2  ( c f r .  mâs a b a j o  ) ,  quo  

a f i r m a  l a  s a t i s f a c i b l l i d a d  dc  t o d o  c o n j u n t o - m o d c l o .  L u e g o  il 0  

{ g  \ GI— —3  G ) o s  u n  c o n j u n t o - m o d c l o  c e r r a d o  p a r , a  l a  d e d u c c i ô n  a  

p a r t i r  d e  f ô r m u l a s  c o n t e n i d a s  e n  é l .

P a s a m o s  a h o r a  a  e s t u d i a r  un o  de  l o s  r e s u l t , a d o s  

mâs  i m p o r t a n t e s  d e  e s t e  c a p i k u l o . V a m o s a  v e r  q u e  t o d o  c o n j u n l o - m o -  

d e l o  e s  . s a t i s f a c i b l e  e n  a l  me nos  u n a  v a l o r a c i ô n  y ,  p o r  l o  t a u  t o , 

o n  a l  me no s  u n a  i n t e r p r e t a c i ô n .  l i u e s t r a  d e m o s t r a c i ô n  d c  e s t e  Lcci i o 

e s t â  muy r e l a c i o n a d a  c o n  l a  d e m o s t r a c i ô n  de  b l a u ^ ^ ' ^  d e  q u e  Inr.; 

r a m a s  a b i e r t a s  d e  d e t e r m i n a d o  t i p o  dc  â r b o l e s  l ô g i c o s , cn  c o u c i - c t o ,  

dc  lo .s  l l a m a d o s  â r b o l e s  . s l s t e m â t i c o s , s o n  s a  t  i  s  f  a c  i  b 1 c  s  . En c j . o r t o  

s e n t i d o ,  l a  p r u e b a  q u e  a q u i  damos  c s  a n t e r i o r  n  l a  domor; l ; r a c i ô u  

d e  E l a n ,  p u e s t o  q u e  e s t a  u l t i m a  c . s ,  a r . e n c i a l i r . c n  t e , u n a  dc i . i o r1 . r a -  

c i ô n  s i n u l t â n e a  de  q u e  t o d a  r a m a  a b i e r t a  do un  â r b o l  s  j . r  t cm â  l . i oo  

Os u n  c o n j u n t . o - m o r i c l o  ( n o c i ô n  q u e  l i l a u  1 1 0  c m p l o a )  y  d e  q u e  un  

c o n j u n t o - m o d c l o  c s  s a t i s f a c i b l e . En l a  form.a c n  q u e  n o r o t r o ; ;  u r o -  

s c n t a m o s  e s t e  r e s u  I t a d o , n e  de r i  v a n  c o n s c c u c n c i . a r  mâ r  g c n c r a l e r  

q u e  en  c l  c a . r o  dc  D l a u .  E l  c l e m c n t o  e . r e u c i a l  de  l .a d o i . i o r t r a c i ô n  

e s  c o n r t r i i i r  o ,  r . i e jo i ’ , d a i '  i n . r t r u c c i o n c r  pa r , a  d é f i n i r  un.' i i n t e r -
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p r e t a c i ô n  o v a l o r a c i ô n  q u e  s a t i s f a g a  t o d a s  l a s  f ô r m u l a s  dc  un 

c o n j u n t o - m o d e l o  d a d o .

P r o p o s i c i ô n  2 . 3 . 2

T o do  c o n j u n t o - m o d e l o  t r i v a l e n t e  e s  L3 - s a t i s f a o i b l e

U e m o s t r a c i ô n :  S e a  p  l a  s i g u i e n t e  L 3 - v a l o r a c i ô n :

f V, s i  F e M

P a r a  t o d a  f ô r m u l a  e l e m e n t a l  F ,  J i ( F )  = 1 f , s i  - F c  M

e n  o t r o  c a s o

L a s  f ô r m u l a s  j - c o m p l e j a s  y  q - c o m p l e j a s  s e  v a l o r a n  s e g û n  l o s  p u n t o s

( i i ) - ( % )  d e  l a  d c f i n i c i ô n  de  v a l o r a c i ô n  1 . 5 . 1 .  E s  c l a r o  q u e  p  e s  

u n a  v a l o r a c i ô n  u n l v o c a  d e  l a s  f ô r m u l a s  e l e m e n t a l e s  y ,  p o r  l o  t a n ­

t o ,  l o  e s  t a m b i é n  d e  t o d a s  y  c a d a  u n a  d e  l a s  f ô r m u l a s  c o m p l e j a s .  

A de m â s ,  s e  p u e d e  d e m o s t r a r  q u e  l a  v a l o r a c i ô n  a s i  d e f i n i d a  s a t i s -  

f a c e  t o d a s  l a s  f ô r m u l a s  d e l  c o n j u n t o - m o d e l o  M. La  d e m o s t r a c i ô n  

s e  h a c e  p o r  i n d u c c i ô n  f u e r t e  s e g û n  e l  g r a d o  d e  c a d a  f ô r m u l a  H de  

M f u e r a  de  l a s  d e s c r i p c i o n e s  ( g r ( H ) ) .

B a s e  de  i n d u c c i ô n :  H e s  e l e m e n t a l .  P o r  l a  d e f i n i ­

c i ô n  d c  y ) , s e  s i g u e  q u e  ^{IT) = v .

P a s o  de i n d u c c i ô n .  S u p u e s t o  d e  i n d u c c i ô n ; p a r a  

t o d a  f ô r m u l a  F €  H, t a l  q u e  g r ( F ) <  g r ( H )  s e  c u m p l e  q u e  / 3 ( F )  = v .  

Gca  a h o r a  II j - c o m p l o j a  o  q - c o m p l e j a .  S e g û n  e l  l e m a  2 . 2 , 3 ,  Il t i e n e  

u n a  de  l a s  s i e t c  f o r m a s  s i g u i e n t e s :  ( 1 )  - F ;  ( 2 ) “>— F;  ( 3 )  - , F ;  ( 4 )

II e s  u n n  o ;  ( 5 )  II o s  u n a  b ; ( 6 ) Il e s  u n a  c ; ( ? )  H e s  u n a  d . E n  l o s

c a s o s  ( 1 ) , ( 2 )  y  ( 3 )  F e s  u n a  f ô r m u l a  e l e m e n t a l .  E n t o n c e s ,  s e g û n  

l a  d c f i n i c i ô n  dc  J i  r é s u l t a  q u e

( 1 )  / 3 ( F )  = F.  P o r  l o  t a n t o ,  j )  (II) -  j 3 ( - F )  = v

( 2 )  S e g û n  l a  c o n d i c i ô n  ( i )  do  l a  d c f i n i c i ô n  2 . 3 . 1 ,  - F ^  i l . E n t o n c e s  

p o r  l a  d c f i n i c i ô n  de  / 3 , _ / i ( F )  = v o / i ( F )  -  L. En ambos  c a s o s ,

/ )  ( l - F )  =  J 3 ( M )  =  V .

( 3 )  P o r  ( i )  e n  l a  d e f .  2 . 3 . 1 ,  F ^  II. P o r  l o  t a n t o  p ( l  ) /  v y / 3 ( - ^ F )  

= V = / i  ( l I) .
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(A )  G i  li e s  u n a  o ,  s e g û n  e l  p u n t o  ( i i )  do l a  d o j ? i n i c i 6 n  dc  oon . ju r i -  

t o - r , i o d o l o , o^£M y  6 M. E l  g r a d o  do o  ̂ y  o,^ o s  n o n o r  qu o  o l  do : I .

P o r  s u p u e s t o  do i n d u c c i ô n  p (o , ^  ) = v = / l ( o , ,  ) .  b e g u n  o l  I o n a

2 . 2 . 1 ,  / 3 ( o )  = V = / ) ( [ ! )  .

( 5 )  S i  II e s  u n a  h ,  s c g u n  l a  d c f . 2 . 3 . 1  ( i i i ) ,  o  b, ,€i : .  l o r  s u -

p n e s t o  do  i n d u c c i ô n  = v o j i ( b ^ )  = v .  P o r  o l  1er,in 2 , 2 . 1 ,

P>(b )  = V = p ( l l ) .

( 6 ) S i  II e s  u n a  c , s e g û n  d e f .  2 . 3 . 1  ( i v )  c [a3 e I . ,  p . a r a  t o d a  d e s ­

c r i p c i ô n  A. P u e s t o  q u e  g r ( c C A l )  e s  i n cn o r  quo  g r ( :  I ) , p a r . a  t o d a  rlcr;~

c r i p c i ô n  A,  s e  s i g u e  q u e  p ( c t A ' l )  = v .  P o r  e l  l e m a  2 . 2 . 1  s c  cui. i-

p l e  quo  J i ( c )  = V = j )  ( I I ) .

( 7 )  r . i  II e s  u n a  d ,  s e g û n  l a  d e f .  2 . 3 . 1 ,  d[A1 6 I i ,  i ; .ara a l  i i c no s  

u n a  d e s c r i p c i ô n  A. Dado q u e  g r ( d l A l )  < g r ( i l ) ,  p o r  e l  snpuc r - . t o  dc  

i n d u c c i ô n  JS ( d ( A ]  ) -  p a r a  a l  r i en os  u n a  d e s c r i p c i ô n  A. b c " u n  c l  

l o m a  2 . 2 . 1  s o  s i g u e  ^  ( d ) = v = J 3 ( l l ) .  En c o n s e c u e n c i a ,  c n a l i i u i c -  

r a  q u e  s e a  l a  f o r m a  d e  II, II e s  v c r d a d c r a  en l a  v a l o i - a o l ô n  ( i  s i

I l e M .  Dado  q u e  II e s  u n a  f ô r m u l a  c u a l q u i e r a ,  l a  a f i r m a c i ô n  v a l  o

p a r a  t o d a s  l a s  f ô r m u l a s .  P o r  o t r o  I n d o ,  11̂  ,11^,1 q, y  11̂  s o n  r ô i ’i.m- 

l a s  d e  II, p o r  d e f .  2 . 3 . 1  ( v i ) .  P o r  l o  t a l i t o ,  / ) ( I P  ) -  v ( I f  i  { 4 ) .  

L u e g o / i  e s  u n a  v a l o r a c i ô n  q u e  s a t i s f a c e  a  11. r i . e . d .

Dado q u e  sogv'in l a  p r o p o s i c i ô n  1 . 5 . 2  t o i  la v a l o r a ­

c i ô n  do L3 e s  a m p l l a b l e  a  u n a  L 3 - i n t c r p r e t a c i ô n , y q u e  t o d a  1.3- 

i n t o r p r c t a c i ô n  l o  e s  s o b r e  u n  d o m i n i o  e n u m e r a b l e ,  dc  l a  p r o p o s i c i ô n  

a n t e r i o r  s e  s i g u e  q u e  t o d o  c o n j u n t o - m o d c l o  d e  rôi ' i . iular .  d c  1.3 o s  

s a t i s f a c i b l e  e n  u n  d o m i n i o  e n u m e r a b l e ,  p o r  e j e m p l o  y cn  c o n c r e t o ,  

s o b r e  e l  d o m i n i o  i n f i n i t o  e n u m e r a b l e  do  l a s  c l a s c . s  dc  i l e . s c r i j i c i o n c . ' !  

é q u i v a l e n t e s  m o d u l o  -  e n  l a  v a l o r a c i ô n ^ .

Como hem os  d l c h o , e l  c o n c e p t o  d e  c o n j u n t o - m o d c l o  

no  e s  é q u i v a l e n t e  a l  do  c o n j u n t o  s a t . i s f  a c i b l c . il.S'  ̂ c o n j u n t o . s  

s a t i s f a c i b l e s  q u e  no  s o n  c o n j u n t o . s - i n o d c l o . . ' l in e m b a r g o ,  c l  p r o x i m o
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t e o r c r n n  ( p r o p .  2 . 3 . 3 )  n o s  d a  l a  s e g u r l d a d  d e  q u e  t o d o  c o n j u n t o  

s a t i s f a c i b l e  e s  s u b c o n j u n t o  de  u n  c o n j u n t o - m o d c l o .  La  p r o p .  2 . 3 . 4 ,  

u n a  c o n s e c u e n c i a  t r i v i a l  d e  l a  p r o p . 2 . 3 . 2 ,  a f i r m a  l a  r e l a c i ô n  

i n v e r s a ,  a  s a b e r ,  q u e  t o d o  s u b c o n j u n t o  d e  u n  c o n j u n t o - m o d e l o  e s  

s a t i s f a c i b l e .

P r o p o s i c i ô n  2 . 3 . 3

S i  rj e s  u n  c o n j u n t o  d e  f ô r m u l a s  d e  L3 y  e s  L 3 -  

s a t i s f a c i b l e , e n t o n c e s  h a y  u n  c o n j u n t o - m o d c l o  11 

t a l  q u e  N C M.

D e m o s t r a c i ô n : S e a / i  u n a  d e  l a s  L 3 - v a l o r a c i o n e s  on 

l a s  q u e  l a s ‘ f ô r m u l a s  d e l  c o n j u n t o  N s o n  v e r d a d e r a s .  S e a  M e l  c o n ­

j u n t o  do  l a s  f ô r m u l a s  d e  L3 q u e  s o n  v e r d a d e r a s  e n  Ji> . E v i d e n t e -  

m e n t e ,  il G ri. Ad ci t a s , il e s  u n  c o n j u n t o - m o d e l o ,  como d e m o s t r a m o s  

a  c o n t i n u a c i ô n ;  ( i )  p a r a  t o d a  f ô r m u l a  F €  M n o  e s  c i e r t o  q u e  F 

y  3.F s e a n  v e r d a d e r a s  y  p o r  l o  t a n t o  s ô l o  u n a  do e l l a s  p e r t c n e c e  

a  i l .  Gcgun  e l  l e m a  2 . 2 . 1 , s e  c u m p l e n  t a m b i é n  e l  r e s t o  d e  l a s  c o n ­

d i c i o n e s  d e f i n i t o r i a s  d e  l o s  c o n j u n t o s - m o d e l o ,  p u e s  s i ,  p o r  e j e m p l o ,  

u n a  f ô r m u l a  Q e s  v o r d a d e r a  y ,  p o r  t a n t o ,  p e r t c n e c e  a  H , e n t o n c e s  

l a s  c o r r e s p o n d i e n t e s  f ô r m u l a s  y  t a m b i é n  s o n  v e r d a d e r a s  y 

p e r t e n e c e n  a  H. Lo mi smo v a l e ,  m u t a t i s  m u t a n d i s ,  d e  l o s  o t r o s  t i ­

p o s  dc  f ô r m u l a s  b , c , y  d .  F i n a l m e n t e ,  p o r  l a  d e f i n i c i ô n  d c  v a l o r a ­

c i ô n ,  l a s  f ô r m u l a s  ( 1 ^  i f  4 )  s o n  v e r d a d e r a s  e n  t o d a  v a l o r a c i ô n  

y ,  e n  p a r t i c u l a r  e n  . De e l l o  s e  s i g u e  s u  p e r t e n e n c i a  a  M, cu m -  

p l i é n d o s e  l a  c o n d i c i ô n  ( v i )  de  l a  d e f i n i c i ô n  d e  c o n j u n t o - m o d e l o .

q .  e . d .

P r o p o s i c i ô n  2 . 3 . 4

j S i  l; e s  u n  c o n j u n t o - m o d e l o  y  il G M, il e s  s a t i r ; -
I

f a c i b l e .

r
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Demont r a c i ô n : D cgû n  l a  p r o p o s i c i ô n  2 . 3 . 1  l i ay  u n a  

v a l o r a c i ô n  q u e  s a t i s f a c e  t o d a s  l ac .  f ô r m u l a s  dc  : : y ,  on  p a r t i c n l ; ' ! '  

t o d a s  l a . s  do N.

2 .  4 P r o p i c  d a d o  .s t r i v a l o n t o G  de  c o n s i s t e n c i a  

a n a l i t i c a

Ya h e m o s  v i s t o  c n  l a  i n t r o d u c e i ô n  a l  c a p i l u l o  q u e  

f u n c i o n o s  c u m p l e n  l a s  p r o p i e d a d e s  dc  c o n s i s t e n c i a  a n a l i t i c a .  Se 

t r a t a  d e  p r o p i e d a d e s  d e  c o n j u n t o . s  d e  f ô r m u l a s  t o d a s  l a . s  c u a l c s  

a s o g u r a n  l a  s a t i s f a c i b l l i d a d  d c  l o s  c o n j u n t o . s  d c  f ô r ü i n l a s  q u e  1 n s  

p o s e e n .  Como e n  c l  r e s t o  d e l  t r a b a j o ,  h a b l a m o s  acp i l  dc  p n - o p i c d a -  

dc.s de  c o n j u n t o . s  de  f ô r m u l a s  y  de  c o n j u n t o s  d c  c o n j u n t o . s  d e  f ô r ­

m u l a s  s i n  h a c e r  d i s t i n c i o n e s  e n t r e  am b os  g i r o s . 111 a t r i l m t o  f u n ­

d a m e n t a l  d e  e s t a s  p r o p i e d a d e s  d e  c o n s i s t e n c i a ,  a l  q u e  a c a b a r n o s  cio 

a l n d i r ,  s c  e n u n c i a  c n  e l  t e o r e m a  q u e  hem os  l l a m a d o  P r i n c i p i o  do 

U n i f i c n c i ô n  d e  G m u l l y a n .  Como h em os  d c  v e r  e n  l a  d e m o s t r a c i ô n  de 

o n t o  t e o r e m a , c n  l a  b a s e  d e l  P r i n c i p i o  d c  U n i f i c a c i ô n  e s t a  l a  n o ­

c i ô n  d c  c o n j u n t o - m o d c l o .  F r e n t e  a l  c o n c e p t o  d e  c o n j u n t o - m o d c l o ,  l a  

d c f i n i c i ô n  de  p r o p i e d a d  d e  c o n s i s t e n c i a  p r e . s c n t a  l a  v c n t a j a  dc  c . s -  

t a r  mâs  o r i e n t a d a ,  p o r  a s i  d c c i r ,  l i a c i . a  l a  e s t r i i c t u r . a  dc  l o s  c â l ­

c u l o s  c o n c r e t o r .  : e s  mucho  inâ.s f â c i ]  , on  g e n e r a l ,  :.ios t r a r  q u e  u n a  

p r o p i e d a d  r e l a c i o n a d a  c o n  l a  d o i t u c i b i l i d a d  c s  u n a  pi-oi>inda<l  t r i ­

v a l c n t o  d c  c o n s i s t e n c i a  a n a l i t i c a  q u e  d e m o s t r a r  q ue  c l  c o n j u n t o  

dc  f ô r m u l a s  q u e  t i e n e  o.sa p r o p i e d a d  c.s un  c o n j u n U o - i . i o d c l o  o sui . i-  

c o n j u n t o  do  u n  c o n j u n t o - m o d e l o .  F i n a l m e n t e ,  l i cmos do a p u n t a r  l a  

g  r a n  v i r t u a l  i d a d  d e  l a  d c f i n i c i ô n ,  q u e  p o r m i  t e  .afii-m.-tr I m p o i ' t . u i  ta . s  

p r o p i e d a d e s  s e m â n t l c a s  dc  c o n j u n t o s  cuy. a d e f i n i c i ô n  r x i n t â c t i c a  c s  

;:iuy v a r i a d a .
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( i i ' )  Gi  | l , Q ,  Q^J ^  E o ^  E ,  e n t o n c e s  . [ n , o]  4 - E •

( i i i ' )  S i [ i i , b , b ^ J  ^  E y  ( h  b , b ^ (  ^  E,  e n t o n c e s  {̂ 11,bj  t- E .

( i v ' )  G i  { l l , c , c CM} ^  E,  e n t o n c e s  111, c } ^  E .

( v '  ) G i  { u , d , d C «i’ j î l  $  E , c u a n d o  n o  a p a r e c e  e n  i l l . d j  e n t o n c e s

V ’ . d }  i E .

( v i ' )  Gi  4‘ E ,  e n t o n c e s  II t  E.

Vamos a l i o r a  a  e n u n c i a r  y  d e m o s t r a r  e l  P r i n c i p i o  

de  U n i f i c a c i ô n  d e  S m u l l y a n  p a r a  L3.  Q u i z â  s e a  c o n v e n i e n t e  a n a l i -  

z a r  l a  c s t r u c t u r a  d e  l a  d e m o s t r a c i ô n  a n t e s  d e  r c a l i z a r l a .  So p a r ­

t e  de  un  c o n j u n t o  do  f ô r m u l a s  I I*  , p a r a m é t r l c a i n c n t e  l i m i t a d o ,  q u e  

p o s e e  u n a  p r o p i e d a d  t r i v a l e n t e  d e  c o n s i s t e n c i a  a n a l i t i c a  E,  E l  

j p r i m e r  p a s o  d e  l a  d e m o s t r a c i ô n  d e  q u e  e s t e  c o n j u n t o  M e s  s a t i s f a -

j c i b l e  e s  l a  d c f i n i c i ô n  p o r  i n d u c c i ô n  d e  u n a  s e c u e n c i a  S ,S  ,
I 1 '  2 ’

S , . . .  t a l  q u e  c a d a  c o n j u n t o  S e n  l a  s e c u e n c i a  t i e n e  a  II como 
n  i

s u b c o n j u n t o  y  g o z a  de  l a  p r o p i e d a d  E.  E s t a s  p r o p i e d a d e s  d e  l o s  c o n ­

j u n t o s  de  l a  s e c u e n c i a  s e  d e m u e s t r a n  e n  l o s  l e m a s  1 , 2 , 3  y  4 ,  que  

a p a r o c e n  c n  e l  d c s a r r o l l o  de  l a  p r u e b a .  La  s e g u n d a  p a r t e  de  l a  d e ­

m o s t r a c i ô n  e s  l a  d e f i n i c i ô n  d e  u n  c o n j u n t o  Ii ,  d e f i n i d o  s o b r e  l a  

b a s e  de  l a  s e c u e n c i a  a  q u e  a n t e s  h em os  a l u d i d o ,  q u e  c o n t i e n e  a  II 

como s u b c o n j u n t o  y  q u e  o s  u n  c o n j u n t o - m o d e l o .  La  s a t i s f a c i b l l i d a d  

de  II 0 0  s i g u e  e n t o n c e s  d e l  s e g u n d o  p a s o  d e  l a  d e m o s t r a c i ô n  p o r  

l a  p r o p .  2 . 3 . 4 .  E l  e l e m e n t o  e s e n c i a l  de  l a  d e m o s t r a c i ô n  e s  l a  d e ­

f i n i c i ô n  d e l  c o n j u n t o  II y  l a  p r u e b a  de  q u e  e s  u n  c o n j u n t o - m o d e l o .

P r o p o s i c i ô n  2 . 4 . 2 .  P r i n c i p i o  d e  U n i f i c a c i ô n  de 

S m u l l y a n .

S e a  : u n  c o n j u n t o  p a r a m é t r i c a m e n t c  l i m i t a d o  de  

f ô r m u l a s  d e  L3 y  E u n a  p r o p i e d a d  t r i v a l e n t e  de  

c o n r ; l s t o n c i a  a n a l i t i c a .  S c  p u e d e  a f i r m a r  que  

s i  îl’feE,  e n t o n c e s  i i ^ e s  s a t i s f a c i b l e  en  1,3.
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Como y a  d i j i n i o s  o n  l a  i n t r o d n c c i ô n  a l  c a p  I  U n l o , 

l a  d i f e r e n c i a  e s e n c i a l  e n t r e  n u e s t r a  d e f i n i c i ô n  do p r o p i c d o a l  do 

c o n s i s t e n c i a  a n a l i t i c a  y  l a  de  G r u i l l y a n ,  a p a r t o , n a i u r o l m c n t o , 

d e  q u e  en  n u e o t r o  c a s o  s e  t r a t a  d e  u n a  g o n e r à l i z a c i ô n  a  l d i ,  r e s i ­

d e  e n  q u e  no e x i g i m o s  q u e  l a s  p r o p i e d a d e s  dc  c o n s i s t e n c i a  s o a n  

d e  c a r â c t e r  f i n i t o .

R e s p e c t o  a  l a  n o t a c i ô n  a p u n t a t n o s  e l  u s o  d o i ' J -  

p a r a  i n d i c a r  e l  c o n j u n t o  H O | f } .  E s t a  n o t a c i ô n  l a  c n i p l c a m o s  c o n  

c a r â c t e r  g e n e r a l  p a r a  o t r o s  t i p o s  dc  n e  b . a v a r i a l i l e r , .

D e f i n i c i ô n  2 . 4 . 1 .  P r o p i e d a d e s  t r i v a l c n t o s  de
( 1 5 )c o n s i s t e n c i a  a n a l i t i c a  e n  1,3.

S e a  E u n  c o n j u n t o  do  c o n j u n t o s  dc  i ô r m u l a s  do L,'!.

E e s ,  p o r  d e f i n i c i ô n ,  u n a  p r o p i e d a d  t r i v a l e n t e

d e  c o n s i s t e n c i a  a n a l i t i c a  s i i  p a r a  t o d o  c o n j u n t o

M d c  f ô r m u l a s  d e  L3 t a l  q u e  ü g  E , c e  c u m p l c

( i )  M n o  c o n t i e n e  u n a  f ô r i . m l a  y  s u  n e g a c i ô n

f u e r t e  o d ô i j i l .

( i i )  S i  q € M ,  e n t o n c e . s  G 1: y G. i : .

( i i i )  S i  b € I l ,  e n t o n c e . s  ( n , b , | |  £ i: o fe I : .

( i v )  S i  c fe I I ,  e n t o n c e s  ( l i , c [A l^  £ E, p a r a  t o d a

d e s c r i p c i ô n  A.

( v )  S i  d fe I I ,  e n t o n c e s  { i l , d [ i P ^  3^ fe I :, p . a r a  t o d o
]

p a r â m e t r o  dc  p r c d i c a d o  P q u e  n o  ap . ' i r o cc  cn 

I I .

( v i )  { l l . IF  I fe 1: ( 1  fe i  f  4 ) .

P o d e m o s  d a r  c s  t a s  c o n d i c i o n e s ,  d e  mane r . a  equ i v . - i -  

l o n t c  y e n  o c a s i o n e s  mâs  . ap rop i .a r t a  a  n u c s t r a s  ncce . s i d. ado. - ;  p o s t e -  l

r i o r e s ,  como s i g u e :

( ! ' )  S i  l iay u n a  f ô r m u l a  F t a l  q u e  F y  ^ F  a p a r c c c n  c n  c l  c o n ­

j u n t o  i l ,  e n t o n c e s  I! ^  E.
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D e m o s t r a c i ô n : ( 1 )  D e f i n i c i ô n  d e  l a  s e c u o n c i n  f  y 

p r o p i e d a d e s  d e  l o s  e l e m e n t o s  d e  l a  s e c u e n c i a .

( 1 . 1 )  D e f i n i c i ô n  d e  l a  s e c u e n c i a :  S e a  g u n a  s e ­

c u e n c i a  , F ^ , , , . , F ^ , . . ,  d e  l a s  f ô r m u l a s  de  L3 .  D e f i n i m o s  f  como 

u n a  s e c u e n c i a  de  c o n j u n t o s  d e  f ô r m u l a s  . i )^  , .  . . . . .  como

s i g u e :

( 1 . 1 . 1 )  S e a  14  ̂ e l  c o n j u n t o  i l f

( 1 . 1 . 2 )  S u p u e s t o  q u e  s e  h a  d e f i n i d o  y a  M , d e f i n i m o s  il . C o n s i -
n  n+ 1

d e r e m o s  l a s  s i g u i e n t e s  c o n d i c i o n e s :

( i )  Hay u n a  o t y  F o s  l a  c o r r e s p o n d i e n t e  o

( i i )  Hay u n a  b & y F e s  l a  c o r r e s p o n d i e n t e  b,  ̂ y  { N^,b_^l;feF.

( i i i )  I l ay  u n a  b 6  i j^ y  F e s  l a  c o r r e s p o n d i e n t e  y  { , b^) e u

( i v )  Hay u n a  c  *  l i ^  y  F a  c [ A l  .

( v )  Hay u n a  d e  fi^ y  F a s i e n d o  u n  p a r â m e t r o  q u e  no

a o a r e c e  e n  14 n i  c n  6 . 
n

( v i )  F  a  iF  ( i s  i fe 4 ) .

E n t o n c e s ,

^14 , F{ , s i  e x i s t e  u n a  f ô r m u l a  F e n  l a  s e c u e n c i a  g t a l  

q ue  F e s  l a  p r i m e r a  f ô r m u l a  e n  g q u e  n o  p e r -

" n + 1
t e n e c e  a  Î4^ y  F c u m p l e  a l g u n a  de  l a s  c o n d i ­

c i o n e s  ( i ) - ( v i ) .

ii , e n  o t r o  c a s o  
n

Con e s t o  q u e d a  d e f i n i d a  l a  s e c u e n c i a  f  -  , .  . . , l i ^ ,  . . . . E s t u -

d i e m o s  a h o r a  a l g u n a s  p r o p i e d a d e s  d e  l o s  e l e m e n t o s  d e  l a  s e c u e n c i a .

Lema 1:  La  r e l a c i ô n  S. e s  u n  o r d o n  l i n e a l  c n  l o s  

e l e m e n t o s  d e  l a  s e c u e n c i a  f .

D e m o s t r a c i ô n ; Q u e r e m o s  m o s t r a r  q u e  s e  p u e d e  a f i r ­

m a r  d e  c a d a  p a r  de  e l e m e n t o s  44̂  y  il^ e n  l a  s e c u e n c i a  f  q u e  o b i e n

i), 4  14, o b i e n  D,  S  H . ,  E l  r e s t o  d e  l a s  c a r a c t e r i  s t i c a s  de  u n a  
i  J  J 1

r e l a c i ô n  dc  o r d e n  l i n e a l  s e  c u m p l e n  d e  S> , como e s  s a b i d o .  E n -



t o n c o o ,  s u p u e s t o  q u e  i <  j ,  e s  é v i d e n t e  q u e  j  -  i  + ):. Go n i g u o  

q ue  G< ii^ =4 G e  q u e  -  II. o

" i . i  “  I h ' d
G g  ̂ cr^ G S li ^  g , p o r  l o  mi.'jiiio

' ' " " l . ( k _ l ) = »  '  * 1 ,  k = " j
P o r  l a  t r a n s i t i v i d a d  d e l  c o n d i c i o n a l  n e  s i g u e  e l  l e m a .

e  i : , c o n  i  7 / 1

Lema 2 :  P a r a  t o d o  c o n j u n t o  on  l a  n c c u c n c i a  f ,

D e m o s t r a c i ô n :  P o r  i n d u c c i ô n  n c c û n  i . l i a n e  d e  i n ­

d u c c i ô n :  II ,  e.s d c c i r ,  p e r t c n e c e  a  E ,  p o r  nupuor- . to  i.lcl t oo r cm. - i . 

Pa.so d e  i n d u c c i ô n :  S u p u e . c t o  d e  i n d u c c i ô n :  ii , e  E.  l ’o r  l a  d n r i n i -
( n - ]

c i ô n  do  l a  s e c u e n c i a  ii e s  ii o  | l i  , l ) . En c l  p r i i i i o r  c a n o . l i
n  n - 1  n - 1  ' n

£ K ,  p o r  s u p u e s t o  d e  i n d u c c i ô n ,  G i  = { I ^ , 1 } o n t o n c c r .  E c;:

u n a  o . , o , b , b , c CAi o d [ i_p^]  ( c o n  P^ n u e v o  p a r a  il ) y | ) o r  
1 2  1 2  J J n - 1

d e f i n i c i ô n  dc  l a  s e c u e n c i a  f ,  l a  c o r r e s p o n d  i o n  t e  o , h , c o d r i p a r c -  

c c  e n  n l g û n  II^ c o n  j  6  n - 1 . P o r  e l  l e m a  1 l a  o , b , c  o d c n  c n e . - . t i ô n  

p e r t c n e c e  a  ^ . A h o r a  b i e n ,  ^ « E  p o r  s u p u e s t o  do  i n d u c c i ô n  

y  s e g û n  l a s  c o n d i c i o n e s  ( i i ) - ( v )  do l a  d c f i n i c i ô n  dc ] i r o p i c d a d  

de  c o n s i s t e n c i a ,  { Eî  ̂ ^ , p J é E ,  e s  dc  c i / ' ,  11̂  ̂€ E.  T.o mir;i.iO v a  l e  d c c i i -  

c u a n d o  F o.s u n a  11̂  ( I f e  i  fe 4 ) .

Lema 3 :  U i n g û n  l y  ( i  %" 1 ) c o n t i e n e  u n a  f ô n . i u l a  

y  s u  n e g a c i ô n  f u e r t e  o d é b i l .

U e i i i o s t r a c i ô n : P n d o  q u e  t o d o  Ig  S E ,  p o r  l a  e o n d l c i ô n

( i )  de  l a  d c f i n i c i ô n  de  p r o p i e d a d  dc  c o n . s i s t o n c i a  ,".c s i g n e  e ]  l e m a .

Lema 4 :  i l i n e û n  i l^ ( l ' Z  l  ) c o n t i e n e  u n a  fô i -m u l a  3  11.. 

P e i . i o s t r a c i ô n : l ' o r  i u ' l u c c i ô n  s . c - ûn  i .  Uas.e ,1e i n -  

( l u c c i ô n :  II,  e s  d c c i r ,  il.  ̂ no  c o n t i e n e  %i i p  . En o t r o  c a s o ,  d a d o  q u e  

: i e  E,  t e n d r î a m o . s  q u e  E î i f  , T I ' f J fi E,  co r , a  q u e  n o  r m o d e  o o u r i u . r
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a  l a  v i s t a  de  l a  c o n d i c i ô n  ( i )  d e  l a  d e f .  2 . 4 . 1 . P a s o  de  i n d u c c i ô n :  

e l  mi smo  r a z o n a m i e n t o  q u e  e n  l a  b a s e  e x c l u y e  l a  p r e s e n e i a  do ^  ] l , 

e n  e l  p a s o  d e  i n d u c c i ô n .

( 2 )  D e f i n i c i ô n  d e l  c o n j u n t o  i l .  M e s  u n  c o n j u n t o -

m o d e l o .
<*>

Gc a  I I : -  . i l ô t  e s e  e n  p r i m e r  l u g a r  q u e

II*= ri ç  M  N . A de m âs ,  H e s  u n  c o n j u n t o - m o d e l o :
1  1 = 1  i

( i )  S u p u e s t o  q u e  b a y a  u n a  f ô r m u l a  F t a l  q u e  F y  I F  p e r t e n e z c a n  a  

II,  e n t o n c e s  h a y  u n  e n  l a  s e c u e n c i a  f  q u e  c o n t i e n e  a  F y  H  F,  

c o n t r a  e l  l e m a  3 .

( i i )  S u p u e s t o  q u e  b a y a  u n a  a  fe II, e n t o n c e s  h a y  u n  i  t a l  q u e

S i  l a  c o r r e s p o n d i e n t e  e n t o n c e s  no  h a y  n a d a  qu e  d e m o s t r a r .

S i  o^ ^  ilj^, e n t o n c e s  e x i s t e  u n  c o n j u n t o  de  f ô r m u l a s  { F^ , F ^ ^^  . F̂  ̂{

( j S k ) ,  q u i z â  v a c l o ,  t a l  q u e  F^= c o n  m = k 4 1 .  S i  l a s  f ô r m u l a s  

F ^ . F g ,  . . . ,F^^ q u e  p e r t e n e c e n  a l  c o n j u n t o  { F ^ , F^ , . .  . , F^^{ c u m p l e n  

l a s  c o n d i c i o n e s  de  l a  d e f i n i c i ô n  de  N ^ , e n t o n c e s ,  s e g û n  l a  d e f .

2 . 4 . 1  do  c u m p l e  q u e

^ = lîj  ̂ U { F^l  p e r t c n e c e  a  E ,  p o r  l e m a  2

" « 2  -  " l . l "  f u i  "  ”  "

- "l.(„_l,"l"ht" " "

E n t o n c e s  IL  ̂  ̂ U ( o^{ £ F , p o r  l a  d e f .  2 . 4 . 1  ( i i ) ,  y a  q u e  o t  ç  iL^  

( l e m a  1 ) .  Te nc m o s  e n t o n c e s  q u e  h a y  u n a  c u y a  c o r r e s p i o n d i e n ­

t e  e s  l a  p r i m e r a  f ô r m u l a  e n  r  q u e  c u m p l e  l a  c o n d i c i ô n  ( i )  de  

l a  d e f i n i c i ô n  d e  l a  s e c u e n c i a  f .  P o r  l o  t a n t o ,  { e^{ = ^^i4_h 4-l

e s  u n  e l e m e n t o  d e  l a  s e c u e n c i a  f .  En c o n s e c u e n c i a  h a y  u n  j  t a l  

q u e  Q.jÊ î ï j  y  o^ & II. En e l  c a s o  d e  q u e  e l  c o n j u n t o  | f ^ , .  . . , l ’̂ I s e a  

v a c l o ,  ii .  = Il y  i l .  = N . t *  { o ) y  l a  a f i r m a c i ô n  s c  s i g u e  como
l . ' Vj ' l  1  I t X  1  I
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e n  e l  c a s o  a n t e r i o r .  R é s u l t a  e n t o n c e o  q u e  c n  t o d o s  I o n  c a n o n  

o £ II 0 ^ C rj y  n e  c u m p l e  l a  m i t a d  de  l a  c o n d i c i ô n  ( i i )  de  l a  

d e f i n i c i ô n  d c  c o n j u n t o - m o d c l o ,  La o t r a  m i t a d  de  on t. a  c o n d i c i ô n ,  

l a  r e f e r o n t e  a  o ^ ,  n e  c u m p l e  p o r  l a n  mlnr. iac r a z o n c n .

( i i i )  o u p u e n t o  q u e  b 6 U, e n t o n c e s  h a y  u n  e l e m e n t o  fi, d c  l a  n c c u c u -  

c i a  r  a l  q u e  p e r t e n e c o  b . G i  b^ o b ^  p e r t e n e c e n  a , no  h a y  n a ­

d a  q u e  d e m o s t r a r .  S i  n i  b^ n i  b^  a p a r o c e n  e n  N^ ,  e n t o n o c : ; ,  do i.iO-

do  t o t n l m o n t e  a n â l o g o  a l  c a s o  do q u e  acabam ot ;  d c  d i s e n t i r ,

b^ 6  N ,  o  b €. N . En c o n s e c u e n c i a ,  b e  II b fe Ii o b„fe J! .
1  i + h + 1  2  i + h + 1  i  2

( i v )  S u p u e s t o  q u e  c C H,  e n t o n c e s  h a y  u n  e l e m e n t o  c n  f  a l  qu e  

p e r t e n e c e  c .  S e a  a h o r a  A u n a  d e s c r i p c i ô n  t a l  q u e  c f A l n o  c r ; t a  c o n -  

t e n l d a  e n  f j^.  De modo s i m i l a r  a  l o s  c a s o s  a n t c r i o r e s  i^odoivios 

a f i r m a r  q u e  cCAl 6  y ,  c o n  e l l o , q u e  s i  c e  Ii -=> c CAl fe il.

( v )  G u p u c s t o  q u e  d t l l ,  e n t o n c e s  h a y  u n  N . e n  f  a l  q u e  p e r t c n e c e  d .

S u p o n g a m o s  q u e  n o  l i ay  n i n g u n a  f ô r m u l a  d B - P ^ l  q u e  p c r t e n o r . o a  a

H , c o n  P j  n u e v o  p a r a  i l .  . S e a  a h o r a  N. u n  c o n j u n t o  d o f i n l d o  
i  j  1 — 1  ife h

como e n  e l  c a s o  dc  , q ue  he m o s  t r a t a d o  mâs  a r r i b a .  P ode mo s

s u p o n e r  q u e  P .  no  a p a r e c e  e n  N . La  f ô r m u l a .  d C- P ) e s  l a  p r l -  
J  i+ h j

r n e r a  f ô r m u l a  e n  g q u e  n o  p e r t c n e c e  a  Y c u m p l c  l a  c o n d i c i ô n

( v )  de  l a  d c f i n i c i ô n  de  l a  s e c u e n c i a  f .  d ô t e s o  q u e  l a  o x i s . t o n e . i a  

d e  u n  P^ n u e v o  p a r a  o s  u n a  c o n s e c u e n c i a  dc  qu e  a^cr; un  c o n ­

j u n t o  p a r a m é t r i c a m e n t c  l i m i t a d o  y , c o n  e l l o ,  c a d a  L . c n  l a  s c c u c n -
1

c i a  f .  P o r  l o  t a n t o  d C - P ^ J  e  '*l  + h + l ’ ' "  c o n s e c u e n c i a , s i  d t  d ,  

e n t o n c e s  d l u  P ̂ ]  fe IJ, p a r a  a l  me no s  u n a  d e s c r i p c i ô n  D'* , como 

e x i g e  l a  c o n d i c i ô n  ( v )  de  l a  d c f i n i c i ô n  de  c o n j n n t o - i  l o d c 1 o .

( v i )  ho.gûn l a  c o n d i c i ô n  ( v i )  de  l a  d c f i n i c i ô n  de  l a  s e c u e n c i a  J', 

p a r a  t o d a  f ô r m u l a  h a y  u n  e l e m e n t o  Ug 'Je l a  s o c n c n c i n  t a l  u ' i c

M. fe Nj . l’o r  l o  t a n t o , p a r a  t o d a  IL v a l c  q u e  : L fe II. d o n  e s t o  

q u e d a  d o m o s t r a d o  q u e  II or; u n  c o n  j u n  t o - m o d c l o .

( 3 )  M e s  s a t i s f a c i b l e  

b a d e  q u e  I! Ç  II y  q u e  il c s  u n  c o n j u n t o - m o d o l o , do l a  |U'0 |:' . 2 . 3 .  I
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n e  s i g u e  q u e  il e s  s a t i s f a c i b l e .  q . e . U .

Vamos a  m o s t r a r  a h o r a  u n a  p r i m e r a  a p l i c a c i ô n  

d e l  P r i n c i p i o  d e  U n i f i c a c i ô n  q u e  a c a b a r n o s  d e  d e m o s t r a r  v o l v i é n d o -  

n o s  a  u n  p r o b l e m a  q u e  q u e d ô  p l a n t e a d o  y  s i n  s o l u c i ô n  en  e l  p r i m e r

c a p l t u l o .  Ge t r a t a  d c  l a  c u e s t i ô n  d e  l a  c o m p l e t u d  d e l  c â l c u l o  133,

d e  â r b o l e s  l ô g i c o s .  P o r n o s t r a r e m o s  p r i m e r o  l a  c o m p l e t u d  p a r a  c o n =  

j u n t o s  p a r a r n é t r i c a r n e n t e  l i m i t a d o s  y  l u e g o  a m p l i a r e m o s  e s t e  r e s u l ­

t a d o  a  c o n j u n t o s  en  g e n e r a l .  E l  p r o c e d i m i e n t o  de  d e m o s t r a c i ô n  e s  

e l  s i g u i e n t e :  d e f i n i m o s  u n a  p r o p i e d a d  d e  c o n j u n t o s  de  f ô r m u l a s  

d i r e c t a m e n t e  r e l a c i o n a d a  c o n  l a  d e d u c i b i l i d a d  e n  B3.  M o s t r a m o s  

e n t o n c e s  q u e  s i  E ,  e l  c o n j u n t o  d e  d o n d e  s e  a i ­

g u ë  muy f â c i l r a e n t e  q u e  I I P .  V e â m o s l o .

D e f i n i c i ô n  2 . A . 3

Gea  E ^ ,  p o r  d e f i n i c i ô n ,  l a  p r o p i e d a d  o c l a s e  de

c o n j u n t o s  M d e  f ô r m u l a s  d e  L3 t a i e s  q u e  p a r a  t o d o

s u b c o n j u n t o  f i n i t o  d e  M n o  h a y  u n  â r b o l  c e r r a -  
O 1

do  c o n  p r e m i s a s  H .

I.ema 2 . 4 . 4

E^ e s  u n a  p r o p i e d a d  t r i v a l e n t e  d e  c o n s i s t e n c i a

a n a l i t i c a .

D e m o s t r a c i ô n : En l o  q u e  s i g u e  d i r e m o n  q u e  e l  c o n ­

j u n t o  î! e s  r e f u t a b l e  s i  M s i i  M ^ E ^ .  E s t e  c o n c e p t o  d c  r e f u t a b l e  

s e  u t i l i s a  s ô l o  a  l o  l a r g o  de  e s t a  d e m o s t r a c i ô n .  M o s t r a m o s  a h o r a  

q u e  E^ c u m p l e  l a s  c o n d i c i o n e s  d e  l a  d e f i n i c i ô n  de  p r o p i e d a d  île 

c o n s i s t e n c i a .  S u p u e s t o  q u e  M f eE ^ ,  e n t o n c e s

( i )  Mo h a y  n i n . g u n a  f ô r m u l a  E t a l  q u e  F y  i F  o - F  e s t ô n  e n  - II. En 

o t r o  c a s o  i l  t e n d r i a  u n  â r b o l  c e r r a d o  y  s é r i a  r e f u t a b l e .

( i i )  S i  o €  II y  \ t l , o.^} o { M , o ^ \  s o n  r é f u t a b l e s ,  e n t o n c e s  t a m b i é n  

l o  e s  H,  c o n t r a  c l  s u p u e s t o  do  q u e  P o r  l o  t a n t o  / i l , o ^ } f e i : ^
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( i i i )  S i  b e n ,  e n t o n c e s ,  s i  { n , b^{ y  { I, s o n  r c  L’u t a b  l .cs  , t n i , , l i i 6 n

l o  e s  i l ,  c o n t r a  e l  s u p u e s t o .  P o r  l o  t a n t o , { n , e  1:^ o  { 11, b .. j & 1 :^.

( i v )  Gi  c t n  y  { I I , c [A]  } c s  r e f u t a b l e  p a r a  n l a u n a  dcr - ,c r l ;  .c I o n  A, 

e n t o n c e s  M eg  r e f u t a b l e ,  c o n t r a  e l  s u p u e s t o .  Lue; ,o  { l l , c [ A ]  ] fe 1 , 

p a r a  t o d a  d e s c r i p c i ô n  A.

( v )  S i  d e n  y  { t l , d [ L p ^ ]  { e s  r e f u t a b l e  s i c n d o  u n  p a r â ; , ; c t r o  

n u e v o  p a r a  i l ,  d , e n t o n c e s  1! e s  r e f u t a b l e ,  c o n t r a  o l  s u p u o s  t o .  I .no.;o

, d t i P^’11 € p a r a  a l g i i n  P^ n u e v o  p a r a  II,

( v i )  P a d o  q u e  II no  e s  r e f u t a b l e ,  p o r  e l  s u p u e s t o ,  t j i r i poco  l o  or:

q . c . . J

D e l  l e m a  q u e  a c a b a r n o s  dc  d e m o s t r a r  s o  s i g n e  I s  

c o m p l e t u d  de  B3 de  m a n e r a  p a r t i c u l a r m c n t c  e l c y a n t e , conio v a m o s  a  

v e r  e n  l a  p r o p o s i c i ô n  s i g u i e n t c .

P r o p o s i c i ô n  2 . 4 . 5  Co i r . p lo tu d  ( r e s t i ’i n y i d a ) de  d.d 

Gea  I I*  u n  c o n j u n t o  d e  f ô r i i u l a s  pa r a n , ô  t r i e  a m e n t a  

l i m i t a d o  y  F u n a  f ô r m u l a .  E n t o n c e s

D e m o s t r a c i ô n  : Gi  lAl—p-  ̂ F,  e n t o n c e s  { I T - iF^cs  

L 3 - i n s a t i s f  a c i b l c , s c q û n  l a  p r o p . l . V . 2 . 2  ( v ) .  b a d o  qu e  o s  u n s  

p r o p i e d a d  de  c o n s i s t e n c i a  s e g û n  o l  1 er,,a  p r é c é d e n t e ,  s i  i l s  i :^^ ,cn-  

t o n c e s  II c s  s a t i s f a c i b l e ,  s e g û n  l a  p r o p .  2 . 4 . 2 .  l ’o r  l o  t a n t o ,

U '  , 1 4  E^ o , l o  q u e  c s  l o  m i s m o ,  h a y  un  s u b c o n j u n t o  f i n i  t c f  ; qF|,lo 

| i 'nf{tal r |uc e x i s t e  u n  â r b o l  c e r r a d o  c on  s u p u e s t o s ( ; i ° , n  l ]  . l ’oi- l a  

d c f i n i c i ô n  d e  d e d u c i b i l i d a d  on f.3 ( d c f .  l . G . 2 . 5 ) ,  : t - r —- F.  ( | . e . d

P r o n o s i c i ô n  2  . 4 .  r , . Coi.ii.ile t u d  ( g c n e r a l  ) de  d.'j I

Gca  II un  c o n j u n t o ,  p o s i b l o m c n t c  v a c l o ,  cio f ô r u . u -  i

1 n s  do 1.3. E n t o n c e s  |
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D e n i o s t r a c l ô n : S i  ^  G n t o n o e a  j_il,-iF} cr.

L3 A ^ - i ) i s a t i r 3f a c l b l e  y  p o r  e l  t o o r e m a  d e  o o m p a c i d a d  a p l i c a d o  a  ‘ 

L3A^ ( p r o p .  1 . 7 . 3 . 1 )  h a y  u n  a u b c o n j u n t o  f i n i t o  M° de  t! t a l  q ue  

1^11°,1 F} en  L v S A ^ - i n s a t i o f a c i b l e .  E n t o n c e s , d a d o  que  M° e s  p a r a r . i ô t r i -  

c a r n e n t o  1 1  m i t  a d o  y  q u e  p a r a  c o n j u n t o s  l i i n i t a d o s  v a l e  q u e  s o n

' iL 3 - n a t i o f a c i b l e G  a i l  s o n  L3A - s a t i s f  a c i b l e s   ̂  ̂ , | m °  ,T 1'} e s  L 3 - i n -

s a t i s f a c i b l e  y  F .  De l a  p r o p o s i c i ô n  a n t e r i o r  s e  s i q u o  q ue

M V- j j j  F" q • e . d .

Como s e g u n d a  a p l i c a c i ô n  d e l  p r i n c i p i o  d e  U n i f i c a -  

c i 6 n  d c m o s t r a r n o s  e l  t e o r e m a  d e  o o m p a c i d a d  p a r a  L3.

L e n a  2 . 4 . 7 .

S e a  E^ l a  p r o p i e d a d  d e  c o n j u n t o s  de  f ô r m u l a s  de  

L3 t a l  q u e  u n  o o n j u n t o  H t i e n e  l a  p r o p i e d a d  E^ 

n i i  t o do  s u b c o n j u n t o  f i n i t o  d e  II e s  L 3 - n a t i s f a c i -  

b l e .  A f i r m a m o s  q u e  e s  u n a  p r o p i e d a d  t r i v a l e n t e  

do  c o n s i s t e n c i a .

D e m o s k r a c i ô n :  L a  c o n d i c i ô n  ( i )  dé  l a  d e f . 2 . 4 . 1  

s e  c u n p l e ,  p u e s t o  qu e  s i  h a y  u n a  f ô r m u l a  F y  s u  n e g a c i ô n  f u e r t e  

o d é b i l  e n  u n  c o n j u n t o  II t a l  q u e  M C E ^ , e n t o n c e s  h a y  u n  s u b c o n j u n ­

t o  f i n i t o  | f , t F[ d e  II q u e  e n  i n s a t i s f a c i b l e , c o n t r a  e l  s u p u c s t o .  

L a s  c o n d i c l o n e s  ( i i ) - ( v )  s e  s i g u e n  f â c i l m e n t e  d e l  l e m a  2 . 2 . 1 .  F o r  

o t r o  l a d o ,  e s  c l a r o  q u e  s i  t o do  s u b c o n j u n t o  f i n i t o  d e  II e s  

L 3 - s a t i s f a c i b l e , e n t o n c e s  t a m b i é n  l o  e s  t o d o  s u b c o n j u n t o  f i n i t o  

d e  » c o n  l o  q u e  s e  c u m p l e  l a  c o n d i c i ô n  ( v i ) .

F r o p o s l c i é n  2 . 4 . 3

Dca  I I *  u n  c o n  j u n t o  p a r a m é t r i c a m e n t e  l i i n i t a d o  de 

f ô r m u l a r !  d e  L 3 .  il'** e s  L 3 - s a t i s f a c i b l e  s i  y  . sô lo  

s i  t o d o  s u b c o n j u n t o  f i n i t o  d e  l o  e s .

D o m o s t r a c i ô n : S i  i l *  e s  s a t i s f a c i b l e , e n t o n c e s  l o
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or, t n n i b i é n  t o d o  s u b c o n j u n t o  f i n i t o  de   ̂ c v i d c n  tO M C n tc . d u i i u c s -  

t o  e n  car . i b io  qu o  t o d o  s u b c o n j u n t o  f i n i t o  do h  s e a  b d - s a t i s f a c i b l c , 

e n t o n c e s  i , é  . b a d o  q ue  E^ c s  u n a  p r o j i i c d a d  t r i v a l e n t e  do c o u -  

G i n t o n c i a  a n a l l t i c a ,  II e s  L S - s a t i r . f a c i b l c . o . e . d .

2 . 5  F r o p i e d a d e s  t r i v a l e n t n s  do  demor: t i ' a b i l i d a d  

a n a l i t i c a

Como e n  c l  c a s o  de  l a s  p r o p i o d a d c s  do c o n s i r ; t e i i -

c i a ,  l a s  p r o p i e d a d e s  t r i v a l o n t o s  do  d c i n o s t r a b i l i d a d  a n a l i t i c a

s o n  c l a s e s  d e  c o n j u n t o s  de  f ô r m u l a a  d e  1,3 q u o ,  s i  l>ien  s o n  d c f i i i i -

dS 3  s i n t ô c t i c a m e n t e , g o z a n  de  u n a  p r o p i e d a d  s c m a n t i c a  i i i i p o r t a n t c

s o b r e  c u y a  b a s e  p u o d e n  o b t e n o r s e  r e s u l t a d o s  como l a  c o m p l c t u d  do  •

c i e r 1 ; o s  c i s t e i n a s .  En e l  c a s o  do l a s  p r o p i e d a d e s  dc  doiaor; t r a b i l i -

d a d ,  l a  r e l a c i ô n  e n t r e  s i n t a x i s  y  s e i n a n t i c a  s c  o s t a l ' l o c o  a t  j i o -
( 1 7 )d e r  a f i r n a r  q uo  l o s  c o n j u n t o s  d l s y u n t i v a m e n t o  v f i l i d o s  ' , e s  d e -

c i r ,  l o o  c o n j u n t o s  d o  f ô r r n u l a s  t a l c s  q u o  l a  d i s y u n c i ô n  do s u s  

e l e r i e n t o s  e s  1 , 3 - v ô l i d a ,  t i c n e n  l a  p r o ' p i c d a d  E,  c u a n d o  E or; lui . i  

p r o p i e d a d  do d e m o n t r a b i l i d a d  a n a l i t i c a .  E l  u n o  dc  p r o p i c d a d o r .  dc  

demon t  r a b  i  1 1  d a d  n o  a d a p t a  p a r t  i c u  l a  m e n  t o  !> icn  a  s i s t e m . i s  d c  Isino 

a x i  o rn â t i C O , ooino v e r e m o n  a  c o n t i n u a c l ô n ,  a l  m o n t r a r  l a  comj- ' lc t u d  

do 1 c â l o u l o  A3 p o r  m e d i o  do e s t a s  p i o p i c d a d o s .

D o f i n i c i ô n  2 . 5 . 1 .  I’r o j i i c d a d  t r i v a l e n t e  ile d o m o n -
( 1 9 )

t r a b i l i d a d  a n a l i t i c a .

P e a  E u n a  p r o p i e d a d  dc  c o n j u n t o s  f i n i t o s .  I t e r ;  

u n a  p r o p i e d a d  t r i v a l e n t e  do  d c m o . i t r a b i l  i d a d  ana . -  

l l t i c a  n i i  p a r a  t o d o  c o n  j u n t o  f i n i t o  ii*^, f o r m a  l a  

E y  f o r m u l a s  do t l ) ' 0  Q , b , c  y  d v a l e  q u e :

( i )  c  y  n - t )  e
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( i i )  ( m ° ,  t , f }  6  F #  { f ° , f |  6  E.

( i l l )  e E y { H ° , Qg( 6  E =» { j I , q \  G E.

( i v )  { l 1 ° , b ^ ^ 6 E  #  ( r i ° , b } e E  y

( M ° , b g )  6 E =4' { H ° , b j  Ê E.

( v )  [ M ° , c C t F j l j  6 E y P j  n o  a p a r e c e  e n  l i fe .

=»  { l l l c ^  g E.

( v i )  [ l I ° , f ) C A l )  6  E =»  e -  E .

( v i i )  ( n ° ,  T i r ^ J  6  E 5 » M°eE.

D e f i n i c l ô n  2 . 5 . 2

E l  c o n j u n t o  f i n i t o  d e  f ô r m u l a s  H e n  d i s y u n t i v a -  

t n e n t e  v â l i d o : ^ = ^  P a r a  t o d a  v a l o r a c i ô n  p t  h a y  a l  

menoB u n a  f ô r n m l a  F d e  M t a l  q u e  / 3 ( f )  = v

S e a  II e l  c o n j u n t o  f i n i t o  d e  f ô r m u l a s  [ F ^ .............F ^ j .

Con li dOBignamo.B c u a l q u i e r  d l s y u n c i ô n  d e  l a s  f ô r m u l a s  d e  l i ,  e n  

c u a l q u i c r  o r d e n  y  c o n  c u a l q u i e r  o . r d e n  d e  p a r é n t e s i s .  De modo s i ­

m i l a r ,  1*1 d é s i g n a  u n a  c o n j u n c i ô n  de  l a s  f ô r m u l a s  d e  H . E l  o o r o l a -  

r l o  q u e  s i g n e  e s  u n a  c o n s e c u e n c i a  i n m e d i a t a  d e  l a  d e f i n i c i ô n  a n ­

t e r i o r .

C o r o l a r i o  2 . 5 , 3

Il e s  d i s y u n t i v a m e n t o  v â l i d o  s i i  (-i F ^ a . . . A n  F^ ) 

e s  L 3 - i n s a t i s f a c i b l e , c u a n d o  J ^ F ^ , . . . , F ^ }  = II.

E l  r e c u l t a d o  f u n d a m e n t a l  d e  e s t e  a p a r t a d o  e s  l a

s i  g u i  on t e  p r o p o s i c i ô n  qu' e ,  c o n  p a l a b r a s  d e  S m u l l y a n ,  p o d r i a n o s
( 10 )

l l a m a r  " u n a  v e r s i ô n  d u a l  d e l  P r i n c i p i o  d e  U n i f i c a c i ô n "  . La 

d e m o s t r a c i ô n  d e l  t e o r e m a  l a  p o s p o n d r e m o s  h a s  t a  e l  f i n a l  d e l  a p a r -  

t a i l o .

P r o p o s i c i ô n  2 . 5 . 4

S i  il e s  u n  c o n j u n t o  f i n i t o ,  d i s y u n t i v a m e n t o  v â l i -
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cio, d e  f ô r m u l a s  do  L3 y  E c s  u n a  p r o p i e d a d  t r i v a -  

l o n t o  do d o m o s t r a b i l i d a d  a n a l i t i c a ,  on t o n c c n  : : e  I:.

C o r o l a r i o  2 . 5 . 5

Tioa C u n  c A l c u l o  p a r a  I / î .  31 l a  p r o p i e d a d  " l a  

d l s y u n c i ô n  d e  l o s  c l c m c n t o r .  d e l  c o u . j u n t o  f i n i t o  

!î e s  u n a  f ô r m u l a  d é m o n t r a b l e  e n  C" c e  u n a  ] i r o p i r ; -  

d a d  t r i v a l e n t e  d e  d e m o s t r a b i l i d a d  a n a l i t i c a , ■ e n ­

t o n c e s  C e s  u n  c a l c u l e  c o m p l è t e  r c s p e c t o  a  l a  

c o n s e c u e n c i a .

D e m o s t r a c i ô n : En e l  c a s o  d e  q u e  i e n t o n c e s

j  n ( l i ° )  , F } e s  d i s y u n t i v a m e n t e  v a l i d e  , s i e n d o  i u n  s u b c o n  j n n  l;o 

f i n i t o  d e  II, p o r  e l  t e o r e m a  de  o o m p a c i d a d  pa i - a  J.3 ( p r o u .  P . d . d )  

e l  c o r o l a r i o  2 . 5 . 3 .  P o r  l a  p r o p o s i c i ô n  2 . 5 .  4 ,  ^ - , ( 1 , ° )  v  i l  c s  d c m o s -  

t r a b l e  e n  C.  De a h l  s e  s i g n e  q u e  ;i°V—— P y  q u e  q . c . d .

En u n  c a p i t u l e  p o s t e r i o r  u t i l i s a r c m o ; :  l a  n o c i ô n  

do p r o p i e d a d  d e  d em os  t r a b i l i d a d  a n a l i t i c a  p a r a  rlomos t r a r  l a  co;, ;-  

p l e t u d  de  u n  c â l c u l o  a x i o i n â t i c o  p a r a  l a  l ô g i c a  d e  c n u n c i a d o s  de  

E3.  A f i n  d e  t o n e r  a  n u e s t r a  d i s p , o s i o i ô n  u n  c o n c c p  t o  de  i ; r o p i e d a d  

dc  d e r n o s t r a b i l i d a d  r c s t r i n g i d o  a l  c â l c u l o  d e  f u n t o r o r . , dnmos  a 

c o n t i n u a c l ô n  l a  d e f  i n i c i ô n  d e  p r o p i e d a d  t r i v a l e n t e  d e  demo, : t j -ab  i -  

l i d a d  a n a l i t i c a  p a r a  J 3 ,  l a  de  c o n j u n t o  d i s y u n t i v a m e n t e  v â l i d o  y 

c l  t e o r e m a ,  s  i n  d e m o s t r a c i ô n ,  q u e  r e l a c i o n a  e s  t o u  con co ) . ' I.os,.

D e f  i n i c i ô n  2 . 5 .  (i

l l a j o  l a s  c o n d i c l o n e s  d e  l a  d e f .  2 , ' . , 1  t ' e s ,  poi-  

d e f i n i c i ô n ,  u n a  p r o p i e d a d  do de:, ios t r a b i i i d a . d  nn.a-  

l l t i c a  p a r a  J 3  s i i  s o  cum’p l e n  l a s  c o n d i c i o n e s  

( i ) - ( i v )  do  o s a  d e f i n i c i ô n .
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D o f I n i c i ô n  2 . 5 . 7

E l  c o n j u n t o  f i n i t o  d e  f ô r m u l a s  M e s  d i s y u n t i v a ­

m e n t e  v â l i d o  e n  J 3 : ^ *  P a r a  t o d a  e - v a l o r a c i ô n  f i  

h a y  a l  m en o s  u n a  f ô r m u l a  F d e  M t a l  q u e  / i ( F )  = v .

P r o p o s i c i ô n  2 . 5 . 0

31 îî e s  u n  c o n j u n t o  f i n i t o ,  d i s y u n t i v a m e n t e  v â l i ­

do  e n  J 3 ,  y  E e s  u n a  p r o p i e d a d  t r i v a l e n t e  d e  d c -  

m o s t r a h i l i d a d  a n a l i t i c a  p a r a  J 3 ,  e n t o n c e s  r i e E .

Varnor; a  d a r  a h o r a  l a  d e m o s t r a c i ô n  d e  l a  p r o p .  2 . 5 .

4 .  P a r a  h a c e r l o  u t i l i z a m o s  c l  c â l c u l o  d e  â r b o l e s  d e l  s i g u i e n t e  

modo :  e n  c l  l e m a  q u e  s i g n e  i n m e d i a t a m e n t e  a  e s t a s  l i n e a s  mo s t r a m o . s  

q u e  e l  c o n j u n t o  de  l a s  n e g a c i o n e s  d é b i l e s  d e  l o s  p u n t o s  do u n a  

r a m a  de  u n  â r b o l  c e r r a d o  t i e n e n  l a  p r o p i e d a d  E,  s i  E e s  u n a  p r o ­

p i e d a d  t r i v a l e n t e  d e  d e r n o s t r a b i l i d a d  a n a l i t i c a .  B a s â n d o n o s  

e n  e l  c o r o l a r i o  2 . 5 . 3  m o s t r a m o s  q u e  s i  M e s  u n  c o n j u n t o  d i s y u n t i -  

va m e n e  v â l i d o ,  e n t o n c e s  e l  c o n j u n t o  d e  l a s  n e g a c i o n e s  d é b i l e s  de  

s u s  e l e m e n t o s  t i e n e  u n  â r b o l  c e r r a d o .  De e l l o  s e  s i g n e ,  p o r  c l  

l e m a  y  l a  d e f i n i c i ô n  d e  p r o p i e d a d  de  d e r n o s t r a b i l i d a d ,  q u e  F! G E .

Lema 2 . 5 . 9

S e a  i! e l  c o n j u n t o  f i n i t o  de l o s  s u p u e s t o s  d e  un  

â r b o l  c e r r a d o  □ y  H e l  c o n j u n t o  , .  . . |  d c

l a s  n e g a c i o n e s  d é b i l e s  de  l o s  e l e m e n t o s  G ' , . . . , 3^' 

d e  M. A d e m â s ,  s e a u  P ,  £ ,  p u n t o s  d c  I! ; l o s

c o n j u n t o s  de  l o s  p r e d e c e s o r e s  d e  P , £  e n  8 j

l o s  c o n j u n t o s  d e  l a s  n e g a c i o n e s  d é b i l e s  de  

l o s  e l e m e n t o s  d e  '.i , W y  E u n a  p r o p i e d a d  t r i v a l c n -
L  2

t e  do  d e r n o s t r a b i l i d a d  a n a l i t i c a .  E n t o n c e : ;  s e  cuia -  

p l e  q u e  |  6  E ,  p a r a  t o d o  p u n t o  P dc F .
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D c r i i o s t r a c x ô n : P o r  i n d u c c i ô t i  ocix' in c.l nû:,;(.u'o -te: 

s u c e o o r e r .  de  P en  U.

1 .  l i an e  d e  i r u h i c c i ô n :  P e s  un  p u n t o  f i n a l ,  i ù i l .on-  

c c s  j l l .Wpl e s  V/p,F,  T f |  o  , F , - I - ' ) . l ’o r  l o  t a n t e ,   ̂ q, I

e a  I H , V.'p , ~ |F,  "> n r}  o 11, t ' ^  , - \ F ,  i - f \ .  P e g û n  l a s  cond i c . i . on e r ;

( i )  y  ( i i )  do l a  d e f i n i c i ô n  2 . 5 . 1 ,   ̂Ti, 5'^ } € 1: .

2 .  P a s o  d e  i n d u c c i ô n :  r . u p i i e s t o  do  i n d i i o c i ô n :  : l n-  

p u e s t o  q u e  Q t i e n e  m e n o s  s u c e c o r o G  q u e  P ,  o n t o n c o u  { '  ^

G ide re i i i on  a h o r a  u n  p u n t o  P c o n  n , n  $  1 ,  . s u c c n o r o G .  1:1 i n m n u i a t o

G u c e n o r  ( I og i n m c d i a t o G  s u c e s o r e n )  dc  P on ( n o n )  o  t i i c n

2 . 1  u n a  °  ° 2  °

2 . 2  u n a  y  u n a  b^  o

2 . 3  u n a  ctAl o

2 . 4  u n a  dtAl o

2 . 5  u n  e l e r . i e n t o  de  II o

2 . 0  u n a  f ô r i . i u l a  I F .  Tei iet ioG c n t o u c o r ;  lor ;  n i r ' u i e u t c G  cri.-iOG :

2 . 1  3 i  I l ,  ̂ CG 1̂1 o I , c n t o n c c . ç

1 "  "n i  -, e  e s  n ( F  A G) ■ e n t o n c e s  og < - ,  P

t - ( F a G) [ m - F

2 . 1 . 1  r . i  n o  en  ^%I^F o -, (F  A h )  , e n t o n c e r ,  -lO e n  u n a  b ,-\u  ̂ l a  co i- i ’c: ; -  

p o n d i c n t e  b^ y  “lo^  l a  c o r r c u p o n d l e n t e  b ^ .  l ’o r  . '•.up'icr.t o  i n -  

d u c c l ô n ,  I n , “r  , - , o , n o ^ ^  €  E o ^ 1 1 , W o  , -lo^ ^ t  E ,  e s  d e c i r ,

\ f i , v r , b , b ^ j  ~<k ]■: o ( M , Ü ' , b , b ^ |  é  e .  r i cgûn l a  d e f .  2 . ' - . l  ( i v ) ,  

(M,V. ' ' , ,b j e  E.  A h o r a  b i e n  , i b  |  on buc ; , o  i , j e. i :.

2 . 1 . 2  b i l e  e n  —m F .  e n t o n c c . n  y no n o n  - ,  1 . Poi- nuptiO!; t o  do

I n d u n c i ô n  , b ' F ,  1  F ]  €  F.  C o n r : i d o r an ' . i o  -, F c o n o  y  o,^,

c n t o u c C G ,  Gcy.ûn l a  d e f .  2 . 5 . 1  ( i i i ) ,  [ i i ,  b " i n  i ' , •o t i f 'j £. a ,

e n  f i o c i r ,  [ b , V ' p \  €  F,.

2 . 1 . 3  ; ' l  -iQ e n  - , - , - (  F A P, ) , e u t o n c o n i o  e n  - i l - F  y l a  en  n n  — G. P o r
•1 2

1 - 1  Fa -, T
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s u p u e n t o  d o  i i i d u c c l o n ,  {  I : , Vf/, , n - (  F a  G ) ,  ~i ~  f )  t  E  o  [T: , ,  

- ' T - ( F a G ) ,  m - r , J  e  i : .  Go gun  i n  d e f .  2 . 5 . 1  ( i i )  v a l e  q u e  %T,, È ; , 

- ( F a G ) , - f }  fe r, o [ n , W ^ ; , - ( F  A G) , - c )  6  E .  F o r  e l  p u n t o  ( i v )  do  

l a  mi s ina  d e f i n i c i ô n  a e  s i  que  q u e  , - (  F a  o) } fi E y  s e g û n  l a

c o n d i c i ô n  ( i l l ) ,  | f l , V'p, t i - ( F ' a  G ) |  , e s  d e c i r [ l I , W p [ ,  p e r t e n c c e  a  E.

2 . 2  S i  j n ,Vi ' j^ | es  ( M , V / p , b | ,  e n t o n c e s ,  p o r  n u p u e o t o  

d e  i n d u c c i ô n ,  I , a  b , ab^  |  fi E y  ( H , W p , a b , n b g \  £  E .  i ' e n e m o s  q ue

; i  n b  e s -a - ( F A G ) y e n t o n c e s  i b ^  ç s  j a - F  

m ( F A  G) J l -l-XF
y  -ab^ es

Cor.io v e r i o s ,  n b  e s  u n a  o o~«"iQ, ”i b^ e s  l a  c o r r e s p o n d i e n t e  o~ ' lo^  

y  -i  b^  l a  c o r r e s p o n d i e n t e  o a a  o ^ . S e g û n  l a  d e f .  2 . 5 . 1  ( i i )  y

( i i i ) ,  s e  s i g n e  e l  l e m a .

2 . 3  S i  {ii ,V, 'p|  e s  { î î , W p , c |  , e n t o n c e s ,  p o r  s u p u e a -  

t o  d e  i n d u c c i ô n ,  i ,V. ' , ->c , c C A l } C E , E n t o n c e s ,

- . A X F r X l j  j  aF C A l
y e n t o n c e s  -acCAl e s  -j 

- , n - A X F C X l  J I  - l a - F r A l

n e  e s  u n a  d o a a d  y  c [A]  c s  l a  c o r r e s p o n d i e n t e  d tA l  o —f”i d r A l  . b e l  

s u p u e s t o  dc  i n d u c c i ô n  y l a s  c o n d i c i o n e s  ( i i )  y  ( v i )  d e  l a  d e f .

2 . 5 . 1  s c  s i g u o  c l  l e m a .

2 . 4  C i  [ n ,  V/p^ e s  y n ,  V /p ,d [  , e n t o n c e s ,  p o r  s u p u e c  

t o  do i n d u c c i ô n ,  |  M,V/p,“,d , - \ d D - F ^ l^ f i E ,  d o n  de  no  a p a r e c e  on 11 , 1/' ,

d . E n t o n c e s ,  • «

1
- a - ,A X F C; n  ^

; i  -ad or. J > e n t o n c e s  ndC^-P 1  e.t
l  n - A X F C X l l

■a - 1  FCuP^ 1  

—1 — F Cv p  ̂ 1

Do modo s i m i l a r  a  l o s  c a . so s  a n t c r i o r o s , - a d  e.s u n a  c o l a c  y a d C c i ’ I
1  J ^

e s c O - P . l  o  i i c C i - r . ] .  De l  s u p u c s t o  d e  i n d u c c i ô n  y l a s  c o n d i c i o n e s

( i i )  y  ( v )  de  l a  d o f .  2 . 5 . 1  no s i g n e  c l  l e m a .
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2 . 5  51 e l  G u c c s o r  (to '£ c s  u n  c l c m c u l . o  I* >!o :i c;u- 

t o n c o G ,  p o r  s u p u o s t o  d e  i n d u c c i ô n ,  [ -, t ) c i ; ,  /vlioj 'a b i e n ,

i b . b p ,  1'} o s  e l  c o n j u n t o  [H  , 0 ^ }  . Lu e g o  £  j; .

2 . 6  3 i  c l  G u c e n o r  d e  P e s  u n a  iL e n t o n c e s ,  ,.'Or 

oupue r ; t ; o  d e  i n d u c c i ô n ,  { l l i l ' j ,  » |  6  E ,  d e  d o n d c  s e  s i r . u e , p o r  i r .

d e f i n i c i ô n  2 . 5 . 1  ( v i i )  q u e  y l ï , _ (  €. E .  q . o . d .

Podeiaor ,  a l i o r a  d e m o n t r a r  q uo  n i  il e s  u n  c o n j u n t o  

d i s y u n t i v a m e n t e  v â l i d o  y  E u n a  p r o p i e d a d  t r i v a l e n t e  d c  d o i , o s t r a ­

b i l i d a d  a n a l i t i c a  e n t o n c e a  M 6 E.

D e t n o a t r a c i ô n  dc  l a  p r o p .  2 . 5 . 4 : 5u] iue: ; i : o '"tic i or; 

u n  c o n j u n t o  f i n i t o  d i a y u n t i v a m o n t c  v â l i d o  de  f ô r m u l a s  de  1,3, p o r  

e l  c o r o l a r i o  2 . 5 ,  3 , ( - »  1’^ a . . . A i p  ) oo  u n a  f ô r m u l a  L d - i n a a t i ; :  f a c i l ' l c  , 

s  i o n  do  E ^ , . . . , E  ̂ l o r .  c l e m e n t o a  d e  i ! . P o r  l a  c o m p l c t u c i  d e  dp n a d o -  

r,ion q u e  e x i r . t o  u n  a r i i o l  c e r r a d o  li c o u  G u r > n c a t o r . ( - > , . . . j:  j,. I.'e 

O n t o  GC a i g u ë ,  a o g û n  e l  l e m a  q u e  a c a b a m o a  dc  d c i . i o a t r n r ,  i ;nc 

{ t i  E., , . . . , ~ n E ^ \ f i  E , p a r a  t o d a  p r o p i e d a d  t r i v a l e n t e  de  dot.,o:: t  i.’al ; i -  

l i d a d  a n a l i t i c a  E . S c g û n  l a  d e f i n i c i ô n  2 . 5 . 1  ( i i ) ,  [ 1 ^ , . . . , i |  fi , 

er> d e c i r  ü € K. q . c . d .

La p r o | > o a i c i 6 n 2 . 5 . 6 ,  u n  cnr;o e a p c c i . a l  d e l  i . e o r o -  

r.ia <iuc acabarriOG do  d c i n o a t r a r ,  n e  a l g u e  t a m l i i ô n  d e l  loi:.a. 2 . 5 . ' '  y 

La  c o m p l c t u d  dc  113, e n  p a r t i c u l a r  d e  l o a  p u n t o s  1 ,  2 . 1 , 2 . 2 , 2 . ' .

( l o i  l e m a  y p o i '  c l  rniatno r a z o n a m i c n t o  q u e  homoa b cc l t o  e n  ] a  d e i . o : ; -  

t r a o i ô n  p r o c e r l e n t o .
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c . G C o m p l c t u d  dc  A3

Vnmoa a  m o r . t r a r  e n  e n t e  a p a r t a d o  u n  e j e m p l o  dc  

l a s  a p l i c a c i o n e n  de  l a s  p r o p i e d a d e s  t r i v a l e n t e s  d e  d e m o s t r a h i l i -  

d a d  a n a l i t i c a  r e a l i z a n d o  u n a  p r u e b a  muy s e n c i l l a  d e  l a  c o m p l c t u d  

t  d e l  c â l c u l o  A3 ,  t r e n t e  a l  m é t o d o  q ue  s i g u e  B l a u ^ ^  \ i a r a  m o n t r a r

l a  c o m p l c t u d  d e  e s t e  c â l c u l o , m é t o d o  q u e  s e  b a s a  e n  l a  o o m p l e t u d  

d e  D3,  n o s o t r o s  u t i l i z a m o s  u n a  v i a  d i f e r e n t e  q u e ,  e n  s l n t o s i s ,  

p u e d e  d o r . c r i b i r s e  como s i g u e :  e n  p r i m e r  l u g a r ,  m o s t r a m o s  q u e  l a  

d e r n o s t r a b i l i d a d  d e  c i e r t a s  f ô r m u l a s  e n  A3 e s  u n a  p r o p i e d a d  de  d e ­

mos t  r a b  i  1 i  d a d  a n a l i t i c a .  La  p r u e b a  d e  c o m p l e t u d  p r o p i a m e n t e  d i c h a  

o c  r e a l i z a  p o r  m e d i o  d e l  t e o r e m a  d e  o o m p a c i d a d  y l a  p r o p . 2 , 5 , 4

m o s t r u n do q u e  s i  b IHr— F ,  e n t o n c e s  h a y  u n  s u b c o n j u n t o  f i n i t o  
( ^ o  ,

de  II t a l  q u o p ( i , '  ) ,  F ) e s  d i s y u n t i v a m e n t e  v â l i d o  y , p o r  t a n t o ,  d c -  

m o s t r a b l c  e n  A3.

Mo e s  e s t e  e l  u n i c o  c a s o  e n  q u e  v a m o s  a  e m p l c a r  

l a s  p r o p i e d a d e s  de  d e r n o s t r a b i l i d a d .  En  l o s  p r ô x i m o s  c a p i t u l o s  l a s  

e m p l c a r c m o s  p a r a  m o n t r a r  l a  c o m p l e t u d  de  o t r o s  c â l c u l o s .

Lema 2 . G. 1

S e a  E,, l a  p r o p i e d a d  d e  c o n j u n t o s  M de  f ô r m u l a s  

" !1 e s  d e m o s t r a h i e  e n  A 3 " .  e s  u n a  p r o p i e d a d  

t r i v a l e n t e  d e  d e r n o s t r a b i l i d a d  a n a l i t i c a .

D e m o s t r a c i ô n  : M ô t e s e ,  e n  p r i m e r  l u g a r ,  q u e  cr; 

u n a  p r o p i e d a d  d e  c o n j u n t o s  f i n i t o s , y a  q u e  no  h a y  f ô r m u l a s  do
V

l o n g i t u d  i n f i n i t a  e n  L3.  P o r  l o  t a n t o ,  M s ô l o  e x i s t e  - y  p u e d e  s e r  

d é m o n t r a b l e  e n  A 3 -  c u a n d o  !■! o s  u n  c o n j u n t o  f i n i t o .  Adcmâ n , : ; c  

c u m p l e :

( i )  S e a  n u n  c o n j u n t o  f i n i t o ,  11 -  ( F ^ , . . . , F ^ \ . L a s  f ô r m u l a s  

( F ^ v  . . .  V ( F ^ V  (F V - i F ) ) .  . . )
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y  ( V . . . V  ( F̂  ̂V ( - i l '  V  -, - F  ) ) . . . )

n on  ax. iOüias d c  A3 n e  g un  e l  c s qu c i . i a  a x l o m â t i c o  A:: .  1 ( c f i ’ . a j ' n r l n -  

do l . G . l ) .  Lu e g o  ( d , F , - |F} € y  { L . T F . T - f } e L„ y F,, c i i i inl  c ],;i 

c o n d i c i ô n  ( i )  d c  l a  d e f .  2 . 5 . 1 .

( i l )  51 ( F ^ v  . . . V  ( F^' J I’) . . .  ) e s  A 3 -d c t i i o n t i ' a l ; l o  , e n t o n c e s  l .oii 'niéii

l o  er, ( F ^ v  . . . y  ( F ^ v  F ) . . . ) ,  n u e s  t o  qu o  >—y - n  F —'» !■' p o r  A;;. T. l ' o r

t a n t o  ne  c u m p l e  q u e  j  II , m  F [ fi =* { : , !   ̂ £ F. , ,  l a  c o n d i c i ô n  ( i l )

dc  l a  d e f .  2 . 5 . 1 .

( i i i )  ( 1 1 , 0 ., ( €  E3  y ( l l . O g )  fi e q u i v a l o n  a  n y

n v o ^ .  P o r  Ax.  1 y  IIP podomon a f i r m a r  q u e  trgj  i i v o ,  en  d e ­

c i r ,  { M,Q \ V F.^

( i v )  { I l , é q u i v a l e  a  do  d o n d c  ne  n i - i i c , p o r

Ax.  1 y  IIP q u e  M v  b . f; v b é q u i v a l e  a  ou  v o x  a  , b \ e  F,  .

E l  iniaiito r a z o n a m i o n t o  n o 3  l l e v a  a  a f i r m a r  q ue  (i i , b^ j t  F,^

( v )  G u p u e r . t o  q u e  [ d , c [ c  p j  * ' ' 3  " c  a p a r e c c  e n  , I n i  eu  c , c n -

{ n , b |   ̂ c u m p l e  p o r  t a n t o  l a  c o n d i c i ô n  ( i v )  do  l a  de  f . 2 . 5 . 1 .
1

3 ] )
t o n c c R  podetno.s  d c m o r d i r a r , s e g u n  q u c c L ' - F . l  s e a  ' : [ < - 1 ' 1  o  - , - C  [c p _ 3 ,

q u e  l— Il V A X G tX ]o  q u e  %—  L v - i - A X G t X l , e.n d c c i r  (  i , c \ £ F . La
y v . j  J t v )  'D

d e m o s t r a c i ô n  er.  como s i g u e :

V 1
( a )  1 . l~—  i i v O C ^ P . I  F u p u c n t o

w J 1
2 .  -IL GD- P , 1 1 ,  Ax.  1 y .

3 . i n  - »  A x r . c r . l  2 , lu;

4. ii V AKGt y.-J 3 , Ax. 1. y 1 ,1'.

V 1
( b )  1 . H-— 11 V -, -  G [ c  p 3  Gupuon  t o

2 . V ^  T 1; - >  n  - C t - i ' j i  1 ,  Ax.  1 y , p

3 .  -, L - 4  A F a -  GCx]

4. ->F -4 -I-A r.r.CFl 3, A;

A3

Fn at.ibo

. 1L s y  A F ' l C F ]  4 ,

r, c a n o n  s e  c u m p l e ,  p u o n ,  r | uc  {F , c t  [ e  F,. =4  [ i  , c | 6  F , , .
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( v i )  En c l  c a s o  do q u e  ( I I , d [ A 3 ) t  d i s t i n g u l m o s  d o s  c a s o s ,  s c g û i  

q u e  d [A]s o n  ( a )  -C [A ]  o ( b )  a  G CA3. Q u e r e m o s  d e m o s t r a r  q u e  ( a )

En ambos  c a s o c

mas a x i o m â t i c o i

X] o q ue ( b ) il V  -, AXGtXl .

( a )  1 . *T3 M V  -GCA3 H u p u e s t o

2 . n - A  XGCX3- 4  AXt-GCX-j A x . 3  d o f  £ - 4  y  ilP

3 .
*Â3‘ AXT-G CXl - 4a -G CA3 Ax .  2

4 . - i -G C A l - »  n 1 ,  A x . l  y  HP

5 . n - A x c . t x i  - 4  il 2 , 3 , 4 ,  A x . 1 y  HP

6 . uM - 4  - A X O t X l 5 ,  A x . l  y  HP

7 .
‘T a H > / - A X G t X l G, A x . l , H P

( b )  1 . t e V - ,  G [A3 G u p u e s t o

2 . t e AXGIX] - »  GCAl Ax.  2

3 . t e G [A] -M(FI ) 1 ,  A x . l ,  HP

4 . t e A x g [X3 -41(H) 2 , 3 ,  A x . l ,  HP

5 . t e H —4 1 AXGtXl 4 , A x ,  1 ,  HP

s e  c u m p l e , p u e s ,  q u e  s i  (M ,d CA l J f i  =4  ( M , d ) t E ^ .

E ^  é q u i v a l e a  M N 1 . P o r e l  A x . l ,  l o s  e s q u o

Ax .  4 - Ax. 7 y  HP s e  s i g u e  q u e E^ c u m p l e  l a  c o n d i

a  d e f . 2 . 5 . 1 . q . e . d

P r o p o s i c i ô n  2 . G . 2 .  C o m p l e t u d  ( r e s t r i n g i d a )  dc  A3

So n  i l* u n  c o n j u n t o  d e  f ô r m u l a s , p o s i b l e m e n t o  v a -

c l o ,  p a r a i n ô t r i c a m e n t e  l i m i t  a d o  y  F u n a  f ô n n u l a .

E n t o n c e s '  s e  c u m p l e  q u e  —— F -=  ̂ Ii*‘ b—-  F
E3 A3

D e m o s t r a c i ô n : T5i F ,  e n t o n c e s  II* U ( a l  ) on

I . 3 - i n s a t i s f a c i b l e . De e l l o  s e  s i g u e , p o r  e l  t e o r e m a  d e  o o m p a c i d a d

( p r o p .  2 . 4 . 3 ) , q u e  e x i s t e  u n  s u b c o n j u n t o  f i n i t o  11° do  M t . a l  que

e s  1 . 3 - i n s a t i s f a c l b l o . [  11°, n  f }  e s  i n s a t i s f  a c i b l e  s i i  l a

f ô r m u l a { n ( l ô  A T F ) e c  I n s a t i s f a c i b l e . P o r  e l  c o r o l a r i o  2 . 5 . 3 ,
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e s  d i s y u n t i v a m e n t e  v â l i d o .  Fn v i r t n d  do l.-i n ’o n .  2 . .

4 y  d e l  l e m a  p r e o c d e n t e ,  s e  p u e d e  a f i r m a r  q u e  ^  ( F ° ) , F ) e  F, , .  t ,uC" 0

O
h a y  u n  s u b c o n j u n t o  f i n i t o  II do  M t a l  q ue  1 - ^  - , ( F  ) v  F.  F o r  t a n t o ,  

11°b—  )■'. P o r  d e f i n i c i ô n  d e  d c d u c c i ô n  e n  A3 ,  11*1-. F.

F r o i j o s i c i ô n  2 . 6 . 3 .  C o m p l e t u d  ( r r e n e r a l )  dc; A l  

F.ca ii u n  c o n j u n t o  do  fôr i . - .ular;  fie F d , j ' o n i l i l o m c n  t e  

v a c l o ,  y  F u n a  f ô r m u l a  de  1,3. F n t o n c c r ; ,

' " Â T '  -
D e m o s t r a c i ô n : P o r  e l  t e o r e m a  dc  c o i n p a c i i i a d  ] , a r a  

I ,3A^,  r , i  il I b y ^  F ,  e n t o n c e u  i i ay  u n  r u i ' n c o n j u n t o  f i n i t o  F °  dc  i , 

t a l  q u e  \ ; ; ° , t F [ o b  I , 3 A . - i n s a t i n f a c i l i l c .  E n t o  i ü i p l i c a  q u e  ° , a  ' 1  

o c  L 3 - i n s a t i r . f a c i l ) l o ^ ^ ^ ’ \  P o r  l a s  mir.mnr; r a z o n o ; ;  q u e  e n  e l  c a s o  

d e  l a  i i r o p o . i . i c i ô n  a n t e r i o r ,  r,o p u e d e  a f i r m a r  f ine i : V 1 .
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; lo t a s  a l  c a p i t u l o  2

( 1 )  T a n t o  e l  n o m b r e  como l a  d e f i n i c i ô n  de c o n j u n t o  g o d o l i n n o  e c ~  
t a n  t o r n a d a a  d c  l l a n i n  ( 1 9 7 7 ) ,  p .  3 2 .  Lo c  c o n j u n t o s  g o d e l i a n o s  
e q u i v a l e n  a  l o o  o o n j u n t o s  n o - c o n t r a d i c t o r i o s  y  c o m p l e t o s  d e ,  
p o r  e j e m p l o ,  T a r s k i  ( 1 9 3 5 ) .  I l ô t o n e  q u e  en  l a  d i o c u o i ô n  q u e  o i g n e ,  
e n  l a  i n t r o d u c c i ô n  d e l  c a p i t u l o ,  s e  s o b r e e n t i e n d e  q u e  h a c e m o s  r e ­
f e r e n d a  a  l a  l ô g i c a  b i v a l e n t e  s t a n d a r d .
( 2 )  P a r a  u n a  d e m o s t r a c i ô n  d e  e s t o s  r e s u l t a d o s  c f r . , p o r  c j e m n l o ,  
I l a n i n  ( 1 9 7 7 )  p .  32 y  s s .  y  5 8  s s .  T a r s k i ,  e n  T a r s k i  ( 1 9 3 5 )  m u e n t r a  
q u e  c l  c o n c c p t o  V r  - v e r d a d  e n  u n  c â l c u l o  de  c l a s e s -  e s  u n . c o n j u n ­
t o  n o  c o n t r a d i c t o r i o  y  c o m p l è t e .  C f r .  T a r k i  ( 1 9 3 5 )  p p .  109  y  2 0 0 .
( 3 )  G n u l l y a n  ( 1 9 6 0 ) ,  p p .  1 2 - 1 3 ,  4 7 .
( 4 )  O n u l l y a n  ( 1 0 6 0 ) ,  p p .  2 0 - 2 1 ,  52
( 5 )  S m u l l y a n  (1 9 6 3 ) . ,  p .  53
( 6 )  r imu l l . yan  ( 1 9 6 3 ) ,  P .  5 8 .  O b s e r v e m o s  q u e  l a s  d o s  d e b i l i t a c i o n e s ,
j u n t a s ,  no  d a n  l u . g a r  a  c o n j u n t o s  c e r r a d o s  p a r a  l a  d e d u c c i ô n .  S i ,  
e n  c a m b i o ,  l a s  c o n d i c i o n e s  ( i ) , ( i i ' ) - ( v ' ) .
( 7 )  C f r .  V .  g r .  : I l i t i t i k k a  ( 1 9 5 5 ) ,  ( 1 9 7 0 ) .
( 0 )  C f r .  , p o r  e j e m p l o ,  S m u l l y a n  ( i 9 6 0 )  p .  50
( 9 )  S m u l l y a n  ( 1 9 6 3 ) ,  p p .  65 s s
( 1 0 )  31 a u  ( 1 9 7 8 ) ,  p .  2 35  s s .
( 1 1 )  S m u l l y a n  ( 1 9 6 0 ) ,  p .  69
( 1 2 )  E l  c o n c c p t o  q u e  a q u l  p r é s e n t â m e s  e s  u n  d é s a r r o i l o  dc  l o  d i c h o  
e n  S m u l l y a n  ( 1 9 6 8 ) ,  p p .  57  s s .
( 1 3 )  D e m o s t r a r e m o . s  a q u l  q ue  l a  c o n d i c i ô n  ( i )  de  l a  d e f i n i c i ô n  de  
c o n j u n t o - r n o d e l o  t r i v a l e n t e  p u e d e  s e r  s u s t i t u i d a  p o r  e l  s i g u i c n t e  
c n u n c i a d o  ( i ' ) :
( i ' )  II n o  c o n t i c n e  n i n p u n a  f ô r m u l a  y  s u  n e g a c i ô n  f u e r t e  o d ô b i l .
Es  c l a r o  q u e  s i  s e  c u m p l e  ( i ' )  s e  c u m p l e  ( i ) .  La  i m p l i c a c i ô n  i n ­
v e r s a  s e  d c m u e s t r a  como s i g u e :  

j P r o p o s i c i ô n : 3 i  II e s  u n  c o n j u n t o - m o d e l o  t r i v a l e n t e ,  e n t o n c e s  II no
i c o n t i c n e  u n a  f ô r m u l a  E y  s u  n e g a c i ô n  f u e r t e  o d é b i l .
i D e m o s t r . a c i ô n : P o r  i n d u c c i ô n  s o b r e  g r ( F ) .  B a s e  dc  i n d u c c i ô n ;  F e s
! e l e m e n t a l . l’o r  l a  d e f .  2 . 3 . 1  s e  c u m p l e  q u e  como rnâ:<imo u n a  dc  l a s
i f ô r m u l a s  F , - i F ,  - F  p e r t o n e c e  a  M.

J  P a s o  dc  i n d u c c i ô n .  k u p u c s t o  d e  i n d u c c i ô n :  p a r a  t o d a  f ô r m u l a  11 t a l
j q u e  g r ( I I )  <  g r  (F )  , 11 n o  c o n t i c n e  a  II y  s u  n e g a c i ô n  P u e r t o  o d é b i l .
i ( i )  F 4 1 1 1 . G u p u e s t o  q u e  Ffe H,  e n t o n c e s  - iF e s n l l  y  - F  e s ' - a l i .  3 i
i 1 -1 II £  II, e n t o n c e s  U t i l  . segun l a  d e f .  2 . 3 . 1  ( i i ) .  En e s c  c a s o  li y
; -i!I p c r t c n e c e r l a n  a  II, c o n t r a  e l  s u p u e s t o  d c  i n d u c c i ô n .  S i —i l l f c i l ,

e n t o n c e s  e n t o n c e s  U t i l ,  p o r  l a  d e f .  2 . 3 . 1  ( i i ) ,  c o n t r a  e l  s u j u i o s t o  
d e  i n d u c c i ô n .  P o r  l o  t a n t o ,  n i  1 F g II n i  - F  fe l l .  S u p u o s t o  q u e  -vFfc i , 
e s  d e c i r ,  q u e  i i l !  «. I ! , e n t o n c e s  l l f c l l  p o r  d e f .  2 . 3 . 1  ( i i ) .  P o r  c l  
s u p u c s t o  do  i n d u c c i ô n ,  -, II, e s  d e c i r ,  F ,  n o  p e r t e n c c e  a  il .  En c l  
s u p u c s t o  dc  qu e  - F t  II,  e s  d e c i r ,  d e  q u e  - a I I  «  II, e n t o n c e s ,  p o r  l a
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niir.nia r a z ô n  q u e  a n t e s , II e H.  P o r  s u p u c s t o  dc  i n d u c e I 6 u ,  i' ^
( i i  ) 1'' ü  - I I .  E n t o n c e s  - i '  ü — II. G i  s u p o u e i n o s  q u o  !■' e , , c n t o n c c u  
a i  - p e u ,  e n t o n c e s  II « i l  p o r  d e f .  2 . 3 . 1  ( i i ) .  Pu t a l  c a s o  e  . 
y  - ü e ü ,  c o n t r a  e l  s u p u o s t o  dc  i n d u c c i ô n .  P o r  l o  t a u  t o ,  - I '  #  i , .  

G u p u e s t o  q u e  a F e  II , e s  d e c i r , —P «  ; e n t o n c e s  o i i i o n  il e s  e l e ­
m e n t a l  y  - I l  $11. e s  d e c i r ,  F *  : I , p o r  d o f .  2 . 3 . 1  ( i ) ,  o i i i c i i  il
t i e n e  u n a  de  l a s  f o r m a s  s i g u i o n  t e s  : ( i i . i )  Il « n d  ; ( i i . l i ) l i  « -C ;
( 1 1 . 1 1 1 )  11 H (G À r, ) ;  ( i i . i v )  II “ A P C C - J .  P n t o n c d s ,  ’
( 1 1 . 1 )  F « - I G  y a F  U i - i G
( i i .  i i )  F a  — G y-,F “ — r.^
( 1 1 . 1 1 1 )  F a  - ( H  A G^)  y  i F  H - , - ( G  a P i
( i i . i v )  F a - A X C ^ L X j y - i F  o s a - A  Xd  ̂t  Xi.  A n . a l i z a i  lOS l o s  di:.; t.l.n t o s  
c ac jos  :
( 1 1 . 1 )  q - a  G^6  M =4-> H p o r  d e f .  2 . 3 . 1  ( i i i ) .  Dc a l ix s.o s l " , i c  
- 1 G 6  11, p o r  s u p u c s t o  de  i n d u c c i ô n ,  y a  q u e  g r ( a  G ) < g r ( a ) .

l’o r  l o  t a n t o  F f i l .
( i i . i i ) q  — G 6  ü - « ^ q G ^ f i l ] ,  p o r  d e f .  2 . 0 . 1  ( i i i ) .  l ' c a l i i  s o  s i ­
g uo  q u e - l G ^ f  i l ,  e a  d e c i r ,  F f u .
( 1 1 . 1 1 1 )  -, - ( i l .  A Gg)& Il = 4  - , —G ^ c - i i  y  a  —11,^4. i t .  P u p u o s t o  q u e  -  ( "  ̂A ■': ) 
Ê îi n  o -G^  t  II. G u p u e s t o  q u e  - ' l ^ e  I i , e n t o n c e s  -d ^  t

y i - c ; i «  Ii ,  c o n t r a  c l ' " s u p u e s t o  d c  i n d u c c i ô n .  I.o Fiisi.io v a l  o on c l  
c a s o  de  cjuc - 0 , ^ 6  11. Fo i '  l o  t a n t o  -  (G a G^ ) I .
( i i . i v )  q — A XG(X\)« II =4  q -  GCAl II , p a r a  t o d a  d e s c r i p c i . ô n  A. l ' u i - u c s -  
t o  g u e  -  A XcCXJ g  M, ^ e n t o n c e a  hay’ p o r  l o  m en os  u n a  u c s c r i  n c j  ou 

L F . t . a l  q u e  - G î t  P . 3 É M, en  c o n t r a d i c c ô n  c o n  c l  sup -uc . s t o  ilo 
i n d t i c c i ô n .
Kl  c a s o  e n  qu e  F e s  - I I  o F e s  -, -II y  F £  I i , s e  t r a l . a  do f o r ,  ,s . J.i i i -  
l a r  ,al c a s o  a n t e r i o r ,  p o r  i n d u c c i ô n  . s o b r e  e l  g r . ad o  do ii.
( i i i )  F H (G a G,j ) .  Gi  (G a G ^ ) £ i i ,  e n t o n c e s  G  ̂ fe d y  ' f . t  p o r  
d e f .  2 . . 3 . 1  ( i i  ) .  ' Gi  -, (G^ A G^) é ' i l , e n t o n c e s  -, 3 ^ 6 '  ' o a  ' f  : , c o n ­
t r a  e l  s u p u c s t o  de  i n d u c c i ô n .  Gi  - (G^  a g ^ )  e  X, cn toncô ; - .  e. .  
o  -G_^6 11, c o n t r a  c l  s u p u c s t o  de  i n d t i c c i ô n .  l ’o r  l o  t . - m t o ,  n.,
- ,  (g ^ A ' I p )  €.11 n i  -  ( G  ̂ A r; ̂  ) e  F . l ,o s  c a s o  s  e n  q u e  -, ( G ̂  a ' :,, ) £  , o 

on  qiic - ( G  a G.,) 6  I I , s.c t r a t a n  do  m a n e r a  s i i  . i l a r .
( i v )  F Ü A x i l C s l .  Gi  A XfiCI'.q e  i I , en  t o n c e . s  G DU fi X , p . s r a  tod.a 
d e . s c r i p c i ô n  A,  .sogi'in l a  d e f .  2 . 3 . 1  ( i v ) .  Gi  -, A XGCXl 6  I o -  A 11 1C 1

e  c u t o n c c s  h.ay u n a  d c s c r i p c i ô i i  l l ’^ t . a l  q u e  - i n D - s ' l  £  : o
- G C - r ^ l  fi r .  Dado q , , e  g r ( C  C - P ^ l  ) < r , r / A  Xg CX 3 ) ,  e n t o n ü c t i  l ' ^. l f ,

G [u l 4 ]  f  II. P o r  l o  t a n t o ,  -,'^A XGLGj f  : : y - A X G L i n f i :  . Al- O
t i u i l a r ' ^ v a l e  p a r a  l o s  caso .a  e n  <iuc a  A GGLIli g  G o o i  .-|uc -  A II. Cille

q . o . (i .
( 1 4 )  C f r .  Il l a , ,  ( 1 0 7 3 ) ,  p p .  2 3 7 - 3
( 1 3 )  i,a d c r i n i c i ô n  c o r r e . s p o , i d i e n t e  pai ' .a 1,2 p u c l c  v ' o r s o  ou Giiul 1 riii
( 1 9 6 3 )  p .  or,
( 1 0 )  C f r .  i’. l a , ,  ( 1 0 7 3 )  p .  2 3 3 - 4
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( 1 7 )  E s t e  c o n c c p t o  c s  n n a  s i m p l e  t r a n s p o s i c i ô n  a  1.3 c i e l  c o r r e s ­
p o n d  i o n  t e  c o n c c p t o  e n  1,2. C f r .  S m u l l y a n  ( 1 9 G 0 ) ,  p . 09
( 1 0 )  La d e f i n i c i ô n  c o r r e s p o n d i e n t e  p a r a  L2 p u e d e  e n c o n t r a r s e  en  
S m u l l y a n  ( 1 9 G C ) ,  p .  0 9 .  La  d i f e r e n c i a  e s e n c i a l  c o n  e s t a  d e f i n i ­
c i ô n  de  S m u l l y a n  e s t r i b n ,  e v i d e n t e m e n t e , e n  e l  d i f e r e n t e  s i g n i f i -  
c a d o  do l a s  m e t a v a r i a b l e s ,  e n  q u e  s e  t r a t a  a q u i  de  L3 y  e n  l o r ,  
p u n t o s  ( i )  y  ( i i ) ,  e x i g i d o s  p o r  l a  e x i s t e n c i a  d e  d o s  t i p o s  do 
n e g a c i ô n  e n  L3.
( 1 9 )  S m u l l y a n  ( 1 9 0 0 ) ,  p .  09
( 2 0 )  D l a n  ( 1 9 7 0 ) ,  p p .  243  s s .



,'v ;
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3 .  EL CALCULO AXIUUAT.IICO A.l 1 ’.’AKA I,A LOKXCA 

UK Kiiui iciADo;;  ui: 1 ,3

3 . 1  I n t r o d u c c i ô n

f-'.n e l  c â l c u l o  A3 no  s c  t r a t a  c x p l i c i  tai.icn I.o l a  l o ­

g i c  a  dc  e n u n c i a d o n ,  p u e . c t o  q u e  s c  i n c o r p o r a  t o d a  c l  l a  on  i in : ô l o  

e squc i . i a  a x i o m a t i c o ,  c l  Ax.  1 ,  s e g ' m  c l  c u a l  t o d a  t a u t o l o c l a  oy  un  

ax io i . i a  d e l  c â l c u l o .  Dado  quo  e n  L3 - a l  i g u a l  quo  on T..” -  l a  n o c l ô ; i  

d e  v e r d a d  l ô g i c a  en  c l  m a r c o  do  l a  l ô r . i c a  de  c n u n c i a d o s  c o i n c i d e  

c o n  l a  d o  t a u t o l o g l a  y  qu e  e s t a  u l t i m a  n o c i ô n  e.s d e c i d i t i l e  - p o r  

e j e m p l o  p o r  i r . cdio  d e l  a l g o r l t n i o  dc  l a s  t a b l a . s  de  v e r t . l a d -  p a r c c r  

r a z . o n a b l e  a c e p t a r  u n  e s q u e m a  a x i o i . i â t i o o  como c l  c i t . a d o  A x . 1.

3 i n  e m l i a r g o ,  n o  d e  j  a  de  t o n e r  s e n t i d o  e l  d u r  u n a  c a r . a c  t c r l : . . e c i n n  

a x i o m ô t i c a  e x p l i c i t a  de  l a  l ô g i c a  dc  c n u n c i a d o s  p o r  i . i o d . i o  d e  u n  

c o n j u n t o  d e  p o s t u l a d o s  q u e  no  e x i j a n  c l  r c c u r s o  a  un i . . o o a i i i ,  ;i.;o <;u 

p r i n c i p i o  e x t r a i i o  a  l o s  c â l c u l o s  a x i o i . , . â t i c o s  c o .mo  c s  c l  u s e  u c  l u s  

t a b l a s  de  v e r d a d  o a r t i l u g i o  é q u i v a l e n t e .  E s  t o  v a l e  L a s . b l ô u  P'.ui'a 

e l  c . aso  e n  q u e  l a s  t a b l a s  do v e r d a d  y  l a  n o c i ô n  d e  t a u  t o l o '  î.a r<: 

en  t i c n d c n  de  m a n e r a  s i n  t a c  t i c a  y  n o  s e i n â n t i c a ,  c o s a  i > c r , i ' o c  tu;  i c n  I.o 

p o s  i l ,  l e .

Los  p o . s t u l a d o : ;  - c s f i u c m a s  a x i o m ; ' t l c o . s  y  r o  l,a.",- 

d c l  c â l c u l o  A.J3 q u e  p r e . s e n t a m e s  a  c o n t i i l u . a c i ô n  _ es. t;'ui j n s p  i r a . i o s  

e n  c l  c â l c u l o  p a r a  l a  l ô g i c a  b i v a l e n t e  de c n u n c i a d o s  do ::I c c n u  ^ . 

Como e n  c l  c a s o  de  L l e e n e ,  damos  une ; ;  c squ c r . i a s  a x i o m â  l' .ioor, q u e , en 

c io i d ' . a  i . i c d i d a ,  r o c u o r d a n  l . a s  r é g l a s  dc i n t r o d u c c i ô n  y  c l i ; . ; i n . " i c i ô n  

; ie X.os s i , ' . n o s  dc  un  c â l c u l o  de  d o d n c c l ô n  n a t u i ' a l .  Ko do i ' c  l . o i . i a r s s .  

c s t o ,  r ; i n  e m b a r g o ,  dc  u n  modo d e ; ; : a s i a d o  r i . q u r o s o .  K ô i o  en  c l  c a s o
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de  l a  c o n j u n c i ô n  t on e i . i o s  un  e sq u e r a a  a x i o m â t i c o  q u e  s i r v c  p a r a  l a

i n t r o d u c c i ô n  dc  c o t e  c i g n o  y  o t r o s  d o s  c s q u e m a s  p o r  m e d i o  de  l o a

c u a l o a ,  y  c o n  a y u d a  d e l  modus  p o n c n s ,  s e  p a s a  d e  t e o r e m a s  q u e  c o n -

t i e n e n  e l  s i g n o  de  c o n j u n c i ô n  a  o t r o s  q u e  no  l o  t i e n e n .  Lo s  o t r o s

c i n c o  c s q u e m n s  a x i o m d t i c o s  d e f i n e n  l a s  r e l a c i o n e s  q u e  a q u i  t r a -

t a r i o s  como l i â s i c a s  p a r a  c o i n b i n a c i o n o s  d i v e r s a s  de  l a s  n e g a c i o n e s

c a r a c t e r i s t i e n s  dc  L3 y  d e  e s t a s  c o n  l a  c o n j u n c i ô n .  P o r  o t r o  l a d o ,

n o  damos  p o s t u l a d o s  p a r a  t o d o s  y  c a d a  u n o  d e  l o s  f u n t o r e s  do 1,3

s i  n o  s ô l o  p a r a  l o s  i ' u n t o r e s  p r i i n i t i v o s .  Ho n o s  h e m o s  p r e o c u p a d o

e n  c x c e s o  d e l  p r o b l e m a  de  l a  i n d c p e n d e n c i a  d e  l o s  p o s t u l a d o s  y

a s i  u t i l i z a m o s  d o s  r é g l a s  d e  d e d u c c i ô n ,  l a  r é g l a  q u e  l l a m a m o s

MP (mod us  p o n c n s )  y  u n a  r é g l a  d e  t b a n s i t i v i d a d  q u e ,  p r o b a b l e r . i e n t e ,

n o  e s  i n d c p e n d i e n t o .  En p r i n c i p i o  n o s  p a r e c e  mas  i m p o r t a n t e  l a

s e n c i l l e z  do  l a a n e j o  de  u n  s i s t e m a  a x i o m â t i c o  q u e  l a  i n d c p e n d e n c i a

d e  l o s  p o s t u l a d o s .  A s i  p o r  e j e m p l o ,  l a  a x i o n i a t i z a c i ô n  d e  l a  1 6 -
( 2 )g i c a  t r i v a l e n t e  do  b u k a s i e v / i c z  r e a l i z a d a  p o r  V / a j s b e r g  s i  b i e n  

e s  d e  u n a  g r a n  c l e g a n c i a  f o r m a i ,  r é s u l t a  d e  u n a  c o m p l i c a c i ô n  e x -  

c e s i v a  i n c l u s e  a  l a  b o r a  de  d e d u c i r  t e o r e m a s  muy b â s i c o s .  E s t e ,  

e v i c l e n t e m e n t e . n o  q u i  t a  n a d a  a l  v a l o r  d e  a q u e l l a  a x i o n i a t i z a c i ô n  

p r i m e r a  d e  l a  l ô g i c a  de  c n u n c i a d o s  t r i v a l e n t e ,

E.'i l o s  a p a r t a d o s  3 y  4 de  e s t e  c a p i t u l o  m o s t r a m o s  

l a  c o r r o c c i ô n  y c o m p l e t u d  r e s p e c t e  a  l a  c o n s e c u e n c i a  dc  A J 3 .  La 

d e m o s t r a c i ô n  de  c o m p l c t u d  d e l  c â l c u l o  l a  b a c e m o s  b a s â n d o n o s  e n  e l  

c o n c c p t o  dc  p r o p i e d a d  t r i v a l e n t e  d e  d e r n o s t r a b i l i d a d  p a r a  l a  l ô g i ­

c a  de  c n u n c i a d o s , q u e  i n t r o d u j i m o s  e n  c l  c a p i t u l o  a n t e r i o r .  A l  

t r a t a r  d e l  c â l c u l o  d c  d e d u c c i ô n  n a t u r a l  TU3 d a r e n i o s  u n a  p r u e b a  

d e  c o m p l e t u d  p a r a  l a  l ô g i c a  d c  f u n t o r e s  t r i v a l e n t e  s i g u i e n d o  l a  

e s t r u c t u i ' a  d e  p r u e b a s  mâs  c l â s i c a s ,  como  l a  d e  K â l n i a r ,  l o  q u e  j-por- 

m i t e  c o m f i a r a r  l a s  v c n t a j a s  c  i n c o n v e n t e n t e s  de  a m b os  m é t o d o s .

A l  b a c e r  l a  d e m o s t r a c i ô n  de  c o m p l e t u d  de  AJ3  u t i l i z a m o s  u n a  s c r i o
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de  t e o r e m a s  q u e  s ô l o  d e m o s t r a r e m o s  e n  e l  a p a r t a d o  5 ,  d o n d c  h a h r â  

o c a s i ô n  de  u t i l i s a r  e n  l a  p r a c t i c a  e l  c â l c u l o  q u e  a q u i  d e f i n i m o s .

A l  p r e s e n t a r  e l  c â l c u l o  A3 ,  e n  e l  a p a r t a d o  1 . 0 . 1  

d e l  p r i m e r  c a p i t u l o ,  h i c i m o s  m e n c i ô n  d e l  c o n c e p t o  q u e  c o n s i d e r a m o s  

f u n d a m e n t a l  a  l a  h o r a  de  d é f i n i r  q u é  e s  u n a  l ô g i c a  de  c n u n c i a d o s , 

a  s a b e r ,  e l  d e  e - v a l o r a c i ô n .  Como y a  d i j i m o s  a l l i ,  u n a  e - v a l o r a c i ô n  

p a r a  l a  l ô g i c a  d e  e n u n c i a d o s  e s  u n a  f u n c i ô n  Jh d e l  c o n j u n t o  d e  l a s  

f ô r m u l a s  de  L3 e n  e l  c o n j u n t o  [ v , f , l j  t a l  q ue  c u m p l e :

( i )  P a r a  t o d a  f ô r m u l a  F e l e m e n t a l  o  q - c o n p l e j . a ,  p ( F )  £  { v , F , L }

( i i )  S i  F  w - G ,  e n t o n c e s  J i ( F )  e s  v , f  o L s e g u n  q u e  j i  {(',) s c a  f , v 

o  L , r e s p e c t i v a m e n t e .

( i i i )  S i  F a - | G ,  e n t o n c e s  j )  ( F )  = v n i  ( d )  = f  o  L y  j ^ ( F )  -  f  

e n  o t r o  c a s o .

( i v )  S i  F a (G ^^  C p ) ,  e n t o n c e s  p  (F )  = v s i  f i  (G^ ) =, ,43(0,^)  = v .

P  ( F )  = F s i  f l ( a ^ )  = f  o  y ) ( G g )  = f .  ( F)  = c e n  o t r o  c a s o .

( v )  S i  e s  i g u a l  o é q u i v a l e n t e  a  p o r  d e f i n i c i ô n  de u n  f u r i t o i ' ,  

e n t o n c e s  / i ( S ^ )  -

Como v e m o s ,  u n a  e - v a l o r a c i ô n  s ô l o  t i e n e  e n  c u e n t a ,  

a l  d a r  v a l o r e s  de  v e r d a d  a  l a s  e x p r o s i o n c s  c o r . i p l e j a s ,  l a  e s t r u c t n -  

r a  v e r i t a t i v o - f u n c i o n a l  de  l a s  m i s m a s .  Kn b a s e  a  e s t e  c o n c c p t o  de 

e - v a l o r a c i ô n  s e  d e f i n e n  e l  r e s t e  d e  l o s  c o n c c p  t o s  s c m â n t i c o s  p a r a  

l a  l ô g i c a  de  f u n t o r e s .  A s i ,  p o r  e j e m p l o ,  d i r e m o s  q u e  l a  f ô r i i u i l a  

F e s  J 3 - v â l i d a  o l ô g i c a m e n t e  v c r d a d o r a  on  l a  l ô g i c a  do j u n t o r e s  

o e n u n c i a d o s  d e  1.3 s i i  p ( F )  = v p a r a  t o d a  e - v a l o r a c i ô n  p ,  . E l  r e s ­

t e  dc  l o s  c o n c e p t o s  s e m â n t i c o s  s c  d e f i n e  d e l  niodo q u e  c a h o  o s p , c -  

r n r .  L l am amo s  l ô g i c a  d e  j u n t o r e s  o  e n u n c i a d o s  en  L3 a l  mâs  i>equc -  

n o  c o n j u n t o  q u e  c o n t i c n e  t o d a s  l a s  e x p r e s i o n e r ;  J 3 - v â l i d a s .
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Ax. ,11

Ax. J 2

Ax. J 3

Ax. J d

Ax. J 5

Ax. J 6

Ax. J 7

Ax, J 8

3 .  2 r o s t u l a d o s  etc A J 3 .  D e d u c c i ô n  y  d e m o s t r a c i ô n  

e n  A J 3 .

3 . 2 . 1  P o o t u i a d o s

Esq uem ao  a x i o m â t i c o s

F n t e

1 1  F —4 F 

F - 4  (G - 4  ( F a  G) )

( F a  g )  —4 F 

( F a  G) - 4  G 

- F  - ( F a  g )

-G _4 -  ( F A G )

( —F —4 îî ) —4 ( ( —G —4 H) —4 (“  ( F A G) —4 II))

H e g l a s  d c  d e d u c c i ô n

D o d u s  p o n c n s  (MP) ^AJ3 '

F
AJ3

AJ3

T r a n s i t i v i d a d  ( T r )  ^

■ÂTa

'A.I3

F - 4  II

G vM

Los  cr.qufemas a x i o m â t i c o s  d e b e n  e n t c n d e z ' s e  e n  e l  

s e n t i d o  dc  q u e  l a s  n u s t i t u c i o n e s  - c o n  l a s  c a u t e l a s  de  r i g o r -  dc 

l a s  m e t a v a r i a b l e s  on  l o s  e s q u e r n a s  p o r  f ô r m u l a s  de L3 d a n  l u g a r  

a  a x i o i u a s  d o l  c â l c u l o .  Los  o squc r . i a s  A x . J l  y  A x . J 2  p u e d c n  e n t c n d o n -  

d e r s e  como b a s e s  p a r a  l a  i n t r o d u c c i ô n  y  e l i m i n a c i ô n  de  d o b l e s  

n e g a c i o n e s  do  d i v o r n o s  t i p o s .  Los e s q u e r n a s  A x . J 3  -  A x . J b  s . i i ' v e n  

a  l o s  r n i smos  f i n e s  e n  c l  c a s o  de  l a  c o n j u n c i ô n .  E l  r e s t e  dc  l e s
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e s q u e n i a a  a x i o n i â t x c o r .  i n t r o d i i c e n  l a : ;  l u ’o p i c d a d c s  b â . s i c a : ;  du l a  , ii/ -  

g a c i ô n  f u e r t e  d e  l a s  c o n j u n c l o n o r ; , Los  r é g l a s  dc  d c d u c o l ô i i  d o h c n  

e i i t e n d c r s c  e n  e l  s e n t i d o  l i a b i t u u l .  L n t e n d c m o s  q u e  n n a  a . a l i c a c i ô i i  

dc  u n a  r e g i n  e s  c l  t r i p l e t e  f o r i . i a do  ; , o r  t r è s  f é m u l a : ; ,  don de l a : ;  

c u a l e a  e s t  a n  f o r i a a d a s  s e g û n  l o s  e s q u e r n a s  q u e  a p n r c c o n  cnc i : , ; a  do 

l a  r a y a ,  l a s  p r e m i s a s  do l a  a p l i c a c i ô n  d e  l a  r e ^ l a , y  l a  l . c r c c r a  

r e s p o n d c  a l  c s q u e m n  q u e  a p a r e c e  d c b a j o  de  l a  r a y a .  I,la:..a; lOs c o n -  

c l n s i ô n  ( d e  l a  a p l i c a c i ô n )  d c  l a  r é g l a  a  o s  t a  t  c r é e r a  C6ri,.i i l a .

3 . 2 . 2 .  D e d u c c i ô n  y d e m o s t r a c i ô n  ou  AJ3

D e f i n i c i ô n  3 . 2 . 1 .  D c d u c c i ô n  on A J 3 ( A J g - d e  : nc e  i ô n )

U na  d e d u c c i ô n  -  1' e n  AJ d  ; ; a r a  l a  f ô r . i n l a  I'A J  J
a  p a r t i r  d e l  c o n j u n t o  f i n i t o  do f ; n p n e : ; t o s  d o : ; 

u n a  r . e c u e n c i a  f i n i  t a  f  , . . . , do  f ô r u u J a : ;  do 1.3 

t a i e s  q u e  e s  F y  p a r a  cada i '^ e n  l a  s c c n o n o x a  

s e  c u m p l e  u n a  de  l a s  s i g n i o n t c s  c o n d i c i o n o . ; ;

( i )  F^ cr. u n  a%io: . ;a  do A,.I3, s c g û n  l o s  o;;quo:.'.,-r', 

dc  a x i o m a s  A x . J l - A : : . J C .

( i i )  F^ c s  u n  c l c i : i c n t o  do 3 °

( i i i )  Hay f ô r m u l a s  F . , , e n  l.'i s e c u c n c : i  a ,  c o u

Il , j  i  , t a i e ; :  q u e  ^   ̂ ' j ' ' ° ’' ' 'd'

c l ô n  d c  u n a  de la.-, r eg l . a . s  t:P o T r .

( i v )  F^ c s  e l  r c s u l t a d o  do l .a i n t r o d u c c i ô n  o c  1 i  -

l i i i n a c i ô n  d e  n n a  d e f i n i c i ô n  e n  n n a  f ô r m . u l a  F11
do  l a  o o c u o n c i a ,  c o n  l i < i ,

Coi:',o vcnio.s,  l a  d e f i n i c i ô n  de  d c d u c c i ô n  en  A.13 r c : ; -  

p o n d c  a  l o s  c .anonc.s  l i a b i t u a l c ; ' , . L a s  d e f  i n i c i o n o ; - .  c|uc :; : i .-uon t,:ii 

p o c o  c o n  t i e n e n  s o r p r o s a s .

D e f i n i c i ô n  . 3 . 2 . 2

F o s  d o d u c i b l e  on  .'..f.'; d o l  c o n j u n  Lo , de  ."iq.nc:;  to,-. :
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Hay u n  s u b c o n j u n t o  Fl°,  f i n i t o ,  do  (I t a l  q u e

’ " ’m

D e f i n i c i ô n  3 . 2 . 3

( i )  Una  d e m o s t r a c i ô n  e n  AJ3  p a r a  l a  f ô r m u l a  F c g  

u n a  A J 3 - d e d u c c i ô n  de  F a  p a r t i r  dc  l a  c l a a e  

v a c i a  d e  s u p u e o t o s .

( i i )  F e s  A J 3 - d e n i o s t r a b l e : I lay u n a  A J 3 - d e m o s t r a -  

c i ô n  d e  F .

Con e s t e  q u e d a n  d é f i n i d o s  l o s  c o n c e p t o s  f u n d a m c n -  

t a l e s  de  A J 3 .  Vamos  a  d i s c u t i r  a h o r a  l a  c o r r e c c i ô n  y  c o m p l e t u d  de  

A J 3 .

3 . 3  C o r r e c c i ô n  d e  AJ3

Como sabornoG,  u n  c â l c u l o  e s  c o r r e c t e  p a r a  u n a  l ô ­

g i c a  c u a n d o  l a  r e l a c i ô n .  de  d c d u c c i ô n  e n  e l  c â l c u l o  e s  u n  s u b c o n ­

j u n t o  dc  l a  r e l a c i ô n  d c  c o n s e c u e n c i a  e n  l a  l ô g i c a .  K l  c â l c u l o  e s  

c o m o l o t o  c u a n d o  s c  d a  l a  r e l a c i ô n  i n v e r s a ,  e s  d e c i r ,  c u a n d o  l a  

r e l a c i ô n  d e  c o n s e c u e n c i a  e s  u n  s u b c o n j u n t o  d e  l a  r e l a c i ô n  d c  d o -  

d uc  c i  ô n  . b e c i m o s  q u e  e l  c â l c u l o  e s  a d e c u a d o  p a r a  l a  l ô g i c a  c u a n ­

do  d e d u c c i ô n  y  c o n s e c u e n c i a  c o i n c i d e n .  I l a b l a m o s  a q u i ,  n a t u r a l m o n -  

t e , d e  c o r r e c c i ô n  y  c o m p l c t u d  r e s p o c t o  d e  l a  c o n s e c u e n c i a .  I . o g  

c o n c e p t o s  d e  c o r r e c c i ô n  y c o m p l e t u d  r e s p e c t e  d e  l a  v a l i d e z  o v o r -  

d a d  l ô g i c a  s e  d e f i n e n  dc  modo s i m i l a r ,  s u s t i t u y e n d o  l a s  r e f c r c n -  

c i a s  a  l a  c o n s e c u e n c i a  p o r  a l u s i o n e s  a  l a  v a l i d e z .  P up on c i ao s  

d o f i n i d o s , e n  l o  q u e  s i g u e ,  l o s  c o n c e p t o s  do v e r d a d  y  c o n s e c u e n c i a  

l ô g i c a s  e n  l a  l ô g i c a  de  f u n t o r e s  de  L3,  s o t u - e  l a  b a s e , c l a r o  c s t â ,  

d e l  c o n c e p t o  d c  e - v a l o r a c i ô n  q u e  a n t e s  h em os  d c f i n i d o .
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l .a d e m o s t r a c i ô n  d e  l a  c o r r e c c i ô n  do  A3d n e  r c c . t i -  

z a  p o r  i n d u c c i ô n  aol  i r e  l a  l o n g i t u d  de  la.", d o d u c o l o n o ; ; , : .or. ! l ' an  o 

q u e  t o d o  c l o m c n t o  d c  l a  . s o o u c n c i a  q u e  con ; ;  t i  t . nyc  un,a d c d u c c i ô n  

c e  v c r d a d c r o  n i  l o a  e l e m e n t o s  d e l  c o n . j u n t o  dc  .ouniicn to.a l o  n o n . 

P r c v i a i T i c n t o  d e m o s t r a r , i o n , e n  u n  Ic i . ia ,  c]uc l o a  .ax.i.oi.taa de  A.M .".ou 

1 - v e r d a d e r o a  e n  J 3 ,  l a  l ô g i c a  d c  c n u n c i a d o s  de  I,:i, y  n u e  l a n  r é ­

g l a s  d e  d c d u c c i ô n  t r a n s m i t e n  l a  v e r d a d  do l a a  pi ' cuin. ' i , a  ],a c on o . l u -  

a i ô n .

Lcrna 3 . 3 . 1

( i )  T o d o  a x l o i n a  d c  A J3  c.a l - vc) . -u , adcj -o e n  ,J3

( i i )  T o d a  a p l i c a c i ô n  do u n a  i - o y l a  do d c d u c c i ô n  nc 

A.J3 t i e n e  u n a  c o n c l u r s i ô n  v c r d a d c r . a  e n  toU.", 

e - v a l o r a c i ô n  p  e n  q u e  l.e.a t.rcr,;X.".,e.-; .".can vci.-- 

d a d e r a s .

D e m o s t r a c i ô n : ( i )  l i s  f a c i l  v e r ,  p o r  i . i cd io  de  l.:.s

t a b l a s  dc  v e r d a d  o p o r  o t r o  m é t o d o  c q u i v . a l c n t o , q u o  n a r a  lo.i. ' i  

r ô n n u l a  F , G , : I s e  c u m p l e  q u e

" T b  » - • ’ F'

‘‘- Î 3

- o r  — 4 FJ 3

T n

~ 3

'*T3 F —4 (G ->  (F  A G ) )

( F A G) - 4  'F

( V  f \  G ) ■—y G

- 1 '  —  ̂ — ( i ’ A r; )

- G  - >  - ( ] ■  A g )

( —!•’ —̂  11 ) —^ ( ( —*'1 —4 11 ) —^ — ( I ' A ^ '  )  '—^ ‘ ) -

.13

' t e
'te .
te
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Todo  a x i o i i a  e s  1 - v e r d a d e r o  e n  J 3 ,  p o r  l o  t a n t o .

( l i )  G u p u e s t o  q ue  l a s  p i - on i i s a s  d e  u n a  a p l i c a c i ô n  d c  MP s o n  v c r d a -  

d c r a s  e n  / )  , e n t o n c e s  p  ( o )  = v ,  p u e s t o  q u e  s i  / Î ( G )  ^ v e n t o n ­

c e s  o  f h ( \  ) ^  V o p  { V — 4  g )  i- V ,  c o n t r a  e l  s u p u c s t o .

S u p u e s t o  (jue l a s  fi r e m i s a s  de  u n a  a p l i c a c i ô n  d e  T r  s o n  v e r d a d  e r a s  

e n  l a  e - v a l o r a c i ô n  jQ , e n t o n c e s  / 3  (F  v G) = v .  P o r  l o  t a n t o ,  p i V )  =

M a p  (G)  == V .  Gi p  (F )  = V ,  e n t o n c e s  / î  (II) = v ,  y a  q u e ,  p o r  s u ­

p u e s t o ,  p (F—4 11) = V .  En c o n s e c u e n c i a ,  ^ ( r , v H )  = v .  S i  J Î ( G )  = v ,

e n t o n c e s  (G v  II) = v .  En am bo s  c a s o s  v a l e  p u e s  q u e  ^ ( G  v  II) = v .

P r o p o s i c i ô n  3 . 3 . 2 .  C o r r e c c i ô n  d e  A J3  r e s p e c t o  a 

l a  c o n s e c u e n c i a

S e a  II u n  c o n j u n t o  de  f ô r m u l a s ,  p o s i b l e m e n t o  v a c î o ,  

y  F u n a  f ô r m u l a  d e  L3.  E n t o n c e s

^ ' t e - 3  " ” T 3
D e m o s t r a c i ô n : S u p u e s t o  q u e  h a y  u n a  d e d u c c i ô n  on 

AJ3  d e  l a  f ô r m u l a  F a  p a r t i r  d e l  c o n j u n t ô -  M de  s u p u e s t o s  y  q u e  

l a  o - v a l o r a c i ô n j i s a t i o f a c e  a l  c o n j u n t o  M e n t o n c e s  s e  p u e d e  a f i r m a r ,  

p o r  i n d u c c i ô n  s o b r e  l a  l o n g i t u d  d e  l a  d c d u c c i ô n  d e  F ,  q u e  [3(F) = v .  

l î a s o  de  i n d u c c i ô n :  S i  F e s  un  a x i  orna,  e n t o n c e s  / 3 ( F )  ? v, p o r  e l  

l e m a  q u e  s c  a c a b a  d c  d e m o s t r a r .  S i  F e s  u n  s u p u e s t o ,  e n t o n c e s  

fî> (F )  = V ,  p o r  l a s  c o n d i c i o n e s  d e l  t e o r e m a .

P a s o  de  i n d u c c i ô n :  P o r  e l  s u p u e s t o  d c  i n d u c c i ô n  y  e l  l e m a  a n t e r i o r ,  

s i  Fj  ̂ e s  l a  c o n c l u s i ô n  dc  u n a  r é g l a  do  d e d u c c i ô n  c u y a s  p r e m i s a s  

s o n  e l e m e n t o s  a n t o r i o r o s * o n  l a  s o c u e n c i a ,  e n t o n c e s  / Î ( F ^ )  = v .  

A d e m â s , p o r  l a  c o n d i c i ô n  ( v )  d c  l a  d e f i n i c i ô n  de  e - v a l o r a c i ô n  y 

e l  s u p u c s t o  d e  i n d u c c i ô n ,  s i  F^ s e  h a  o b t o n i d o  p o r  i n t r o d u c c i ô n  

o e l i i n i n a c i ô n  d e  u n a  d e f i n i c i ô n  e n  e l e m e n t o s  a n t e r i o r e s  do  l a  

s o c u e n c i a ,  e n t o n c e s  p  ( 1 \ )  = v .  q . e . d .
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. 4  C o n | ) l o t i u I  ( i c  AvTO r o s p c c i . o  a  l a  c o i i . ' . c c u o i i c i :

I,a  d e m o s t r a c i ô n  d c  l a  c o m a l c t n d  d e l  c â l c u l o  A,Id 

c s  r c s u l t a d o  d e  l a  u t i l i z a c i ô n  do la.  I d e a  do p ro i> i cda .d  t  r i v a l  c: i -  

t e  do d e r n o s t r a b i l i d a d  a n a l i t i c a  p a r a  J ’’ . Cn s i n  t c s i s  , : ,o.s i r a r ' -mos 

quo l a  p r o p i e d a d  " l a  d l s y u n c i ô n  do l o s  c l c . , i c iU;os  d e l  c o i i j u i d . o  

II o s  u n a  f ô r m u l a  A . I 3 - d c m o s t r a b l o "  o s  u n a  p r o i i i c d a d  dc  dci , ;os l . j - ad i -  

l i d a d  p a r a  J 3 .  E n t o n c e s  r é s u l t a  q u e  s i  u n a  X'ôr iculn I' e s  c o ; i s ( ; c n e n -  

c i a  do u n  c o n j u n t o  de  s u p u e s t o s  d ,  e x i s t e  un  s u b c o n j u n t o  f i n i t o  

M° d c  II t a l  q u e  î° ) , F j  e  , d e  d o n d c  s c  s i g n e  q u e  i' c s  dr  d u -

c i b l e  on  AJ3  d e l  c o n j u n t o  de  s u n u e s  t o s  I :. En l a  doiuos t r a c  i ô n  va 

a  q ue  d a r  un  c a b o  s u c l t o ,  a  s a b e r , vai . ios a  u t i l i s a r  c l  tf 'orc;, , ia •se 

. c o m p a c i d a d  p a r a  J 3  s i n  d e m o s t r a c i ô n  p r e v i a .  Ea  r r u c b n  d e . c s t o  

t e o r e m a  p u e d e  h a o e r s e ,  s i n  or . ;bar ; ; o,  p .or  medio.'-, s i m i l a i - o . s  a l o s  

e i n p l e a d o s  on  e l  c a s o  d e  1,3. Ge d e f i n e  l .a n o c i ô n  dc  c o n  j u n  I.o-;.-.od;’ -

10 p a r a  .13 p o r  m e d i o  d e  l a s  c o n d i c i o n e s  ( i ) - ( l i i )  dc  l a  ,1c t l n i -  

C i ô n  d c  c o n j u n t o - m o d e l o  p a r a  1,3 y  s c  m u e s t r a  l a  . ' - , a t l . s . f a c . I . b i l i da d  

c n  .13 d e  l o s  c o n j u n t o s  a s i  d e f  i n i d o s . La d e f i n i c i ô n  do p r o ] ; i o d , " d  

do c o n s i s t c n c i . a  a n a l i t i c a  p a r a  .13 c o u s i s  t e  t a m l i i ô n  on  l.s. a. u r i , .  o -  

r a n  c o n d i c i o n c s  d e  l a  d e f i n i c i ô n  c o i - r c s p o n d i c n t o  p , a r a  Ed.  ; ' .In.-nl- 

n o n t o  s o  a f i r m a  u n a  v e r s i ô n  a d o c u a d a  a  J,3 d e l  F r i n o i p i o  • ic i i n i -  

f i c a c i ô n  y  q u e  l a  p r o p i e d a d  " t o d o s  l or ;  s u b c o n  j u n t o s  f i n i t o : - .  de

11 s o n  s,a t i s f a c i b l e s "  e s  u n a  l i r o p i e d . a d  do c o n s i s t o n c i n  ; i;i r.a .1 .3 .

F I  t o o  rem,a d c  co .n p . a o id a d  .so s i " u c  on  t o n e  o s  como ou  c l  o . s so  do l.;i.

Par,a l o g r a r  u n a  m,syor e l: ir i< Ia d  de o;;po:;:icic'n d c -  

m ostr .sm os p r im o r o  q u e  Iq̂  c.s u n a  p r o p io d .a d  t r i v . - i l o n t o  le do: ;o.s tr,-'-  

b i l i d , ' u i  , s n . a l l t i c n  p a r a  .1.3, u t i  l lr.;ind.o un.a .s o  r i e  , l o  .s ,'i r. i . ' o lo n o s  

C|uo s ô l o  n o s  t c r i o r m o n  t e , cji c l  loirn . 3 . 4 . 3  y "•. 4 . , sor:'ui • io; l o s -

t r adf i : - . .

Lb:i..n 3 .  i . 1

l„s p r o u i c ' I a d  ,F  ̂ : " l a  d i s y u n o  i ô n  lo l u : ;  c l o ,  ;oi . ;,o;;
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d e l  c o n j u n t o  H d e  f ô r m u l a s  d e  L3 ers d e m o s t r n b l e  

e n  A.73" e s  u n a  p r o p i e d a d  t r i v a l e n t e  d e  demon t r a ­

h i  l i d a d  a n a l i t i c a  p a r a  J 3 .

D e m o s t r a c i ô n : l .a  p r o p i e d a d  e s  u n a  p r o p i e d a d  dc 

c o n j u n t o s  f i n i t o s ; l a  d i s y u n c i ô n  n d e  l o s  e l e m e n t o s  de  u n  c o n j u n ­

t o  de  f ô r m u l a s  H s ô l o  e x i s t e  c u a n d o  II e s  u n  c o n j u n t o  f i n i t o ,  A de ­

mâs  s c  c u m p l e :

( i )  Gi  i :  en  u n  c o n j u n t o  f i n i t o ,  e n t o n c e s  p a r a  t o d a  f ô r m u l a  E
V ,

v a l e  q u o  l i v - i p v F ,  e s  d e c i r ,  € E ^ .  I g u a l m e n t o ,

[ m , i F , t - f ) c E ^ .  En ambos  c a s o s  l a  a f i r m a c i ô n  s c  j u s t i f i c a  e n  e l  

l e m a  3 . 4 . 4  ( a ) .

( i i )  G i { b , i i l  } fi E , e s  d e c i r ,  s i  M v n F ,  e n t o n c e s  p o r  Ax.

J 2  y  T r  v a l e  q ue  ^ i 1 , F | f i  E^ .

( i i i )  Gi  fi E^ y  [^T!,Og\ fi F.^, e s  d e c i r ,  s i  H ' / o ^  y

t e T j  ^  , o ) fi p o r  A x . J l ,  A x i J 3 ,  Lema 3 . 4 .  ( 5 )

y  ( 1 5 ) .

( i v )  G i  [ i ; , fi E^  o | i l , b ^ ]  fi E ^ ,  e n t o n c e s ,  p o r  e l  l e m a  3 . 4 . f

( 0 ) ,  ( 1 7 ) ,  ( 1 C ) , ( 1 9 )  y  A x . J G ,  A x . J 7 ,  T r  y  HF,  v a l e  q u e  M v  b ,

e s  d e c i r ,  fi E ^ .  Con e s t o  q u e d a  d e m o s t r a d o  q u e  s e  c u r a p l e n  l a s

p r o p i e d a d e s  d e  l a  d e f i n i c i ô n  2 . 5 . 3 .  q . e . d

P r o p o s i c i ô n  3 . 4 . 1 .  C o m p l e t u d  dc  A J 3

Gi  ii e s  u n  c o n j u n t o  d c  f ô r m u l a s , p o s i b l e m e n t o

v a c l o , y  F e s  u n a  f ô r m u l a  d e  L 3 , e n t o n c e s

" " - T a "  " t e a

D e m o s t r a c i ô n  : G i  il F ,  e n t o n c e s  G , q I [ c s  i n s a ­

t i s f a c i b l e  e n  JG .  De o : : t o  s c  s i g u o ,  p o r  e l  t e o r e m a  d e  c o i i r p a c i d a d  

a p l i c a d o  a  J 3 ,  q u e  h a y  un  s u b c o n j u n t o  f i n i t o  11° de  ii t a l  q u e

c s  i n s a t i s f a c i b l e  e n  J 3  o ,  l o  q u e  e s  l o  i i is .mo,  q u e  l a  

f ô r m u l a  ( n ( :  i ) a i F) e s  J G - i n s a t i s f a c i b l c . En c o n s e c u e n c i a ,  p o r
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l a  ( i e f .  c l  c o n j u n l . o  { i ( :  ° )  , t { er.  ( i i ayv in l i . v a r . i on to  va  l l r l o  y

por;o(>, ' , )or l a  p r o p .  2 . V> . 2 ,  l a  | i r o p l c d a ' l  1:^̂ , q ue  v.r, u n a  |:ro; , l c ' l a ,  I

cJe ( . I c i a o a t r a b i l i d a d  p a r a  J d ,  coriio Iioiiior; v i a  l:o en  c l  let i ia an  r .

P o r  l o  t a n t e ,  > ■ ~ > ( P ° ) v K  y  “ K. l ’o r  l a  d c l ' i n l c . i . é n  Po
A»> 3  A»J Cl

i l e d u c c i ô n  e n  A J 3 ,  P.

L’r o p o n l c i ô n  3 . ' 1 . 3 .  A d e o t j a c i ô n  d e  AJ:.i

S I  i-i cr,  u n  c o n j u n t o  de  f 6 r i « u l n . e , i i o r . ü ' l o : a ; n t : e

v a c i o ,  y  K u n a  r ô r i i u i l o  do L3,  o n t o n e o r ; ,

" 'n ? i  '  -

I J e i n o n t r a c l 6 n : I.a p r o p o r a l c i ô n  no n i  m e  de  l a  c o -  

r r e o c i ô n  y  c o n i p l e t u d  d e  A J3 .

Vamon a  p r o b a r  a l i o r a  I o n  l o n a n  qu o  lie, lon n t l l  .i r .n-  

clo p a r a  d c m o s t r a r  l a  c o n p l e t u d  de  A J 3 .  1:1 p r i m e  r o  de  c l  l o n  a i ' i r -  

nia q u e  l a  p r o p i c d a d  1:^ c u m p l e  l a  o o n d i c i ô n  ( i )  de  l a  lic l i n i c J . ô n  

de  p r o p i e d a d  t r i v A l e n t e  de d e n o c t r a b i l i i . l a d . 1:1 ne ; , u n d o  a n c ,  , u r a  

l a  d e r a o n t r a b i l i d a d  d e  c i e r t a n  ox r i ron , i oncn> .

l.euia 3 . 4 .  d

oca II - , . ! . , u n  eon junto l'ini i:o de i'éruu-

lan. IJntoncen,

(a) ' (. . . (d V . . . V n ) V ;■ )v ~il.
J\^) O . i. Il

(b) ( . . . (q ^v  . . . V (î )̂ V a l ) v -1-p.

Dei.iontraciôn: l’or elininaciôn de la definiciôn 

on cl lenia 3 . 4 . 1 ,  (4) ne puedo afiri.iar q u e  -, 1 v  1'. l’or la conmuta- 

tividad do v (ofr. cl lema 3.4.5 (1)) valc ‘ (P).

on cl mini.io leiiia,4j  ̂ y repitiendo ont.a oiioraciôn

n-1 vncen t- ■ v (C x . . .  v (C vy ( !■■ v P ) . • • ) ■ Por la;; le; en de
i l  f -  î i

anociatlvldad ( l o ) , ( l l )  y (13) del cliia 3.4.5, ne ni"ue la a , l r -

i.iaci.éu ( a ) ,  ( b )  no ni eue del Ax.dl co;;'.o en cl cano anterior.
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e l  A x . j y .

Lema 3 . 4 . 5

L a s  e x p r e s l o n e s  ( l ) - ( 1 9 )  s o n  t e s i s  de  A J 3 ;

( 1 )  » ^ 3  ( F v  G) - *  (0  V F)

l ' o i n o s l r a c i ô n : 

“—F —̂  —( —G A —1* ) 

- —G —) —( —G A —F )

Ax .  J7  

A x . J G

3 ■ ( —  F —̂  —( —G a — i ' ) )  —̂  ( ( — G —4 —( —G A —F ) )  —4 - (

—* - ( - G a - F ) ) A x . J G

4 . ( — G —V — ( —G A —1 ) ) ( — ( —F A —G ) —4 — ( —G A —I* ) )

5 . — ( —F ^  —G ) —̂  — ( —G ^ —i  ) HP 2 , 4 .

G. ( F v  G) - »  ( G v  F) D e f . v  , 5 .

( 2 )  ^ Z Î 3  f  - +  ( r v  G)
i ) e n i o s t r a c i 6 n :

1. — F —4 —( —F a —g ) A x . J  G

2 . F —> — F Ax.  J1

3 . t F v — F D e f . - 4  2 .

4 . (t F s/ — F) - »  ( — F- j t F) ( 1 )

5 . —  F v-< F MF 3 , 4

G . 1 F  V - ( - F a  - g ) T r .  1 , 5

7 . F - 4  ( F V G ) D e f  —A, , V , 6

(3) (G "  F)
D e m o s t r a c l 6 n : Como e n  ( 2 ) .  La  p r i m e r a  l i n e a

<-> "ÂP, '
Demos t r a c i ô n :

(1)



117

3 .  ' i m F s y  F

A.  F ^ / tF  T r  2 , 3

5 .  ( F v  t F) - 4  (-iF V F )  ( 1 )

6 .  - i F v F  K!> 4 , 5

7 .  F - 4  F G.

t e
D o m o s t r a c l o n :

1.. - I  F - 4  - 1 F ( 4 )

? .  T l  F V n  F D e f .  - 4 ,  .1.

3 .  (~nF  V T F ) - 4  (“>F v m F )  ( 1 )

4 .  n F V 4 - , F  i i l  ,3,3)

5 .  F - 4 T t F D e f - 4 , 4

(r. ) 1  -  - F  —4-IF

D e m o s t r a c l é n :

F —4 — F A; : , J 1

- i F v  — F  D h r - 4 ,  3

1 3 — I ' v i F  T r  3 , 3

- I — F - » 3 I '  D e f  -4  , 4

t e l
Doinor; t r a c i 6 n  :

1 . —i  —4 -| ——I' Ax . J 3,

3 .  3 - F v - i — F L'Cf-4,  1

3.  1 — F —4 3 F  ( d )

4 .  3 - F  v - i F  T r  ,?,3

5 .  - F  - 4  -3F D e f  - 4 ,  4
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t e  ^
D e m o s t r a c i é n :

A x .  J 2

( 5 )

D e f  - 4 , 1  

T r  2 , 3  MP ( 1 )

5 .  3 F —4 — F D e f  -»  , A

( 9 )  S i  V—  F —4 G y  - G - 4  II, e n f o n c e s
A J  iJ A J  o

AJ3 F H-
D e m o s t r a c i 6 n : G i i p u e s t o  q u e  l a s  l i n e a s  1 .  y  2 ,  a -  

p a r e c e n  e n  u n a  A J 3 - d e i n o s t r a c i 6 n  e n f o n c e s  p u e d e n  a p a r e c e r  t a m b i é n  

l a s  l l n e a s  3 . - 7 ,  e n  e r . a  A J 3 - d e m o s t r a c i 6 n .

1 .  F —4 G S u p u e s t o

2 .  G - 4  II S u p u e s t o

3 .  - i F v  G D e f -4^1

4 .  {-iF V G)-4(.G N» ~iF) ( 1 )

5 .  G V 3 F  MP 3 , 4

6 .  n F v l I  T r . 2 , 5

7 .  F - 4  II D e f  - 4  ,G

( 1 0 )  4 - ^  F V ( G v I I ) - 4  G v ( F v H )

Dcrnon t r a o i é n  :

1 .  — F -4  F ' A X . J 2

2 .  F - 4  (F V II) ( 2 )

3 .  ( F v  I I )  - »  ( G  V  (J . - w I I )  ) ( 3 )

4 .  — F - 4  (G V (F V I I ) )  ( 9 ) , 1 , 2 , 3

5 . — G —4 G A x . J  2

6 . ,  G - 4  (G V  ( F v  II) ) ( 2 )

7 .  — G -4(G V ( F v  H ) )  ( 9 ) , 5 , G
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o* — H —> Il

0 .  Il - 4  ( F  V 11) ( : ; )

1 0 .  ( F  V I I )  - 4  (G V ( F v  l i )  ) ( 3 )

1 1 .  — Il -4 (G V ( F v  11) ) ( 0 ) ,  G , 1 1 , 10

1 2 .  ( — G —4 (G V ( F  v i l ) ) )  —4 ( ( — 11 —4 ( G v  ( 1‘ v  G ) ) —4

( _ ( _ G a - I I ) - 4  G V ( F  V II) ) ) A x . J G

1 3 .  - ( - G  A - I ! )  - 4  ( G v ( F v l ! )  II!' 1 2 , 7 ; ! , r  11

1 4 .  (G V  i l )  - 4  (G V  ( F v  H)  ) l i o F v  , 1 3

1 5 .  — ( G v ; i ) - >  (G II) Ax J 2

1 6 .  — ( G v  II) - 4  (G V ( F  v l ! ) )  ( G ) , 1 4 , 1 5

1 7 .  — F  —4  ( G V ( F’ V 11 ) ) —4 ( (  (Çr v i l )  —4 G v  ( F  v  i l ) )  —4

( - ( - F a - ( G v  1 1 ) ) - 4  ( G v  ( F  v i l ) ) )  A x . J G

1 8 .  - ( - F a - ( G v  I I ) )  - 4  (G V ( F v  I I ) )  1:1' , 1 7  , 4 , i il' IG

1 9 .  F v  (G v l O — 4  G v ( F v I l )  n e f  - 4 , 1 F,

( 1 1 )  (F V G) v l !  - 4  F V (G V II)

I 3 e i n o r . t r a c i 6 n :  s i m i l a r  a  ( 1 0 )

( 1 2 )  F V  (G V II) —4  ( F V F,) V !I

D c i n o s t r a c i ô r i ;  s i m i l a r  10

( 1 3 )  (F - 4 I I )  - 4  ( (G  - 4 1 ! )  -4  ( ( F v  5 )  —4 : 1 ) ) )

D e m o a t r a c i ô u  :

-, F - 4 3  — F ( F )

- I  —  F - 4  (-» — F  V I I )  ( , ? )

1 1 - 4 ( 3 — F V I I )  ( 3 )

—  IF  —41 F A x . J G

—  II  - 4  11 A x . J G

— 3 F —4 ( 3 —  F V 11 ) ( ’' ) ,  '1,1 , '

—  il  -4  ( 3  F v  Î I )  ( 9 )  , 5 , 3
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3 .  - ( - I F a - I ! )  - 4  ( - » — F V H )  A x . J 8 , I ! P  6 M l ’ 7

9 .  ( F - 4  ! I ) - 4  ( — F - S  11) D e f v , - 4 -  , 8

tlG mo do  s i m i l a r  s e  c o n s i ^ u e  l a  l l n e a  lO :

1 0 .  (r,  - 4  i l )  - 4  ( — 0 -4 11)

1 1 .  ( — 1" —4 11 ) —4 ( ( — G —4 11 ) -4  — ( —F A —G ) —4 M ) A x . J  8

1 2 .  (F  -4  II) - 4  ( ( — G -4  II) - 4  ( - ( - F a  -G )  -4  n ) )  O )  , 9 , 1 1

1 3 .  - | ( F — 4  n ) v  ( - , ( — G - 4  l l ) - 4 ( - ( - F A  -G )  - 4  H ) )  U e f - 4 , 1 2

1 4 .  l ( — g - 4  I l ) v  ( n ( F - 4  II) V ( - { - F a  - G ) - 4  11))  ( 1 0 ) ,  IIP 13

1 5 .  1  ( G - 4  n )  V (-, ( F - 4  It) V ( - ( - F a  - G )  -4  H ) )  T r .  1 4 , 1 0

1 5 .  1 ( F - 4  n )  V ( i ( G  -4 1!) V ( - ( - F a  - a )  - 4  H) ) ( 1 0 )  MP 15

1 7 .  ( F - 4  II) - 4  ( ( G - 4  II) ( ( F v G )  - 4  11)) D e f . - » ,

16

( 1 4 )  - ( F  A G) - 4  ( - F V  - G )

D e m o a t r a c i 6 n :

1 • —i  —4 ( -1* V —G ) ( 2 ) - t

2 .  —G —4 ( —F V —G) ( 3 )

3 .  - ( F a  G) - 4  ( - F V  -G)  A x . J 8 ,  IIP l . I I P  2

( 1 5 )  3 - F  - 4  ( 3 -G - 4  - ( F a G) )

D e m o s t r a c i ô n :

1 . - F  —4 1 3 - F ( 5 )

2 . - G  - 4  3 3 - G ( 5 )

3 . ■33 - F  —4 ( 3 3 - F  V 3 3  - G ) ( 2 )

4 . 3 a  —G —4  (3 3  —i  V 31 —G ) ( 3 )

5 . - F v  - G  —4 (3 3  - F  V 3 3  -G ) ( 9 ) ,  1 ,  3 ; 2 , 4

5 . - ( F a  G)  - 4  ( - F v  - G ) ( 1 4 )

7 . — ( F A  G ) —4  (3 3  — i  V  3 3 —a ) ( 9 ) ,  5 ,  G.

3 . 3 - (F  A  G )  V  (33  - F  V 3 3 - G ) D e f  - »  ,  7

9 . 33 - F  V (3 -  (  F A G )  V 3 3  - G  ) HP 8 , ( 1 0 )
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1 0 .  ( t - ( 1 ’ a  n ) v  3 1 - n )  - 4  ( m -f,  V1-(F A G) ) ( 1 )

1 1 .  1 1  - K  V  ( m  - G  V  a _ ( K  A ) ) Tr .  , 10

1 2 .  3  - 1 ’ - 4  ( t - g  - 4  1  -  ( F A  a  ) ) l i e  i; - > , 1 1

( 1 6 )  ( F - >  a )  - 4  h o  - 4 1  F)

D o t n o r . t r a c l d n :

1.  3 F -> (mn V I F )  (2.)

2. r, —4 no  (5)

3 .  3 1  0  -4  ( n o V  I F )  ( 2 )

4 .  O - 4  ( a  10  V l F )  ( 9 )  , 2 ,  I

5 . ( l  F V  G ) - >  ( 3 3  G V I F  ) (l3) 1 , 3

G. ( F - 4 G)  —4 ( 3 G - 4 1 F )  Del'  -4  , 4

( 1 7 )  4 ^  l F - 4  3 ( F  A 0 )

D e n i o n t r a c l 6 n  :

1 .  ( F a G ) - >  F A X . J 4

2 .  3 F 1 ( F A 0 )  FF ( 1 0 )  , 1

( 1 3 )  4— , 1 0  -4  3  ( F A O )
j \ J  '■J

D o M o a t r g c i 6 n : A p a r t i r  d e l  Ax. . IV,  como on  ( I V) .

t e
l ) e ; . ) o . s t r a c i 6 n :

1 .  - I F —» F Ax.  ,12

2 .  3  F —> 1 - 1  F FF ( 1 0 ) , 1
( I . e . ( I .

Fn l a  doiaoa  L r a c l 6 n  do I.a co i . i j i lc t nd .  do A.t , : hOi-.on

n t i l i z . a d o  i i . i j i l i c l  t a i a c n t e  e l  tooro:r . ,a d('  l i e d u o c i ô n ,  .al a J ' i  ri.ia i- qno

.ai I-— 1 (  : | ° )  V F , e n t o n o e a  ! 4 — I’ . At:n(|UC < ie l u a c l i o  111,1 lia.a.mo:
A-.J ,1 A,T •
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n ô l o  l a  p a r t e  t r i v i a l  d e l  t c o r e m a ,  no  e s t â  f u e r a  t l e - l u ; ; »a r  e l  

d e m o s t r n r l o .

Lema 3 , 4 , G

S i  ;; en  u n  c o n j u n t o  de  f ô r m u l a c  y F ,G  n o n  f o r m u ­

l a s  de L 3 , e n f o n c e s

'' ' F t e  "  t e

D e i n o s t r a c i O n : E l  c o n d l c i o n a l  d e  d e r e c l i a  a  i z q u i e r d a

s e  s i g n e  do  l a  e x i s t c n c i a  d e l  IIP e n  A J 3 ,  de  modo t r i v i a l .  E l  c o n -

d i c i o n a l  d e  i z q u i e r d a  a  d e r e c h a  s e  d e m u e s t r a  p o r  i n d u c c i O n  s e g û n

l a  l o n q i t u d  de  l a  d e d u c c i ô n  de  G a  p a r t i r  d e l  c o n j u n t o  Ii i , f ) .

B a s e  de  i n d u c c i ô n :  S i  G e s  u n  a x i o n a  o  u n  e l e m e n t o  de  M, do

H—  G —> ( 3  F V G) s e  s i  n ue  q ue  II 4-— F —> G .  S i  G e s  F ,  p o r
AvJ g3 / vJ  o

l e m a  3 . 4 . 5  ( 4 )  s e  s i g n e  q u e  ' '  F  - 4  G. P a s o  d e  i n d u c c i ô n :  S i

G e s  u n  a x i o m a  o un  e l e m e n t o  d e  II o  e s  F ,  e n f o n c e s  l a  a f i r m a o i ô n  

s e  s i g n e  como e n  l a  b a s e  de  i n d u c c i ô n .  S i  G e s  l a  c o n c l u s i o n  

de  l a  a p l i c a c i ô n  d e  u n a  d e  l a s  r e g l a s  d e  d e d u c c i ô n ,  e n f o n c e s  p o r  

s u p u e s t o  de  i n d u c c i ô n  v a l e n  1 .  y  2 .

t e  "
Il 4 - F —* IlI AJ3

d e  d o n d e  s e  s i g n e

3 .  il I I - ♦  ( F —♦G)  » e f - » , l .  ( 1 0 ) ,  MP

4 .  G F - >  ( F - 4  G) ( 9 )  2 , 4

5 .  D e f  -4  , 2 , ( 9 )  IIP 4.

T a m b i ô n  p o r  s u p u e s t o  de  i n d u c c i ô n  s e  c u rn p l e n  1.' y 2. '  :

" t e
" t e

de d o n d e  s e  s i g n e

3 :  I: 4—  G V (1F  V II ) D e f - »  1 ,  ( 1 0 )  ,M1'
/ \J  1

4 :  K -vG V ( t F V 11^) D e f  , 2  ( 1 0 )
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'3: Il ( a F V 11̂  ) V ( - , F v  i Jo r .  V l ' .  -1'

R:  M ^33 F -»  ( l l j v  I tp )  ( 1 0 ) ,  ( ; > ) , ( ■ ; ) , M>

Ij c F

S i  G ne  h a  oh t o n !  do  p o r  i n t r o d u c e  iOn  o e l i r . i i n a o i O n  do  u n a  d c . i n l -  

c i 6 n ,  l a  a f i r m a c l ô n  r;c n i g u e  d e l  n u p u e n t o  d e  I n d n c c i O n ,  p o r  c l  

r.iinnio p r o c e d i n i i e n t o  do  i n t r o d u c i r  o e l i i . i i n a r  un  n i " , n o  u e f i u i d o .
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n o t a s  a l  c a p î t u l o  3

( 1 )  C f r .  K l e o n o  ( 1 9 5 2 )  p .  82
( 2 )  Wa . i s l i e rg  ( 1 9 3 1 )  e n  M c C a l l  ( 1 9 6 7 )  p p .  2 6 4 - 2 8 4
( 3 )  C f r .  G n u l l y a n  ( 1 9 6 0 )  p p .  3 0 - 4 0 ,  p a r a  u n a  l a r g a  o e r i e  de
d e m o n t r a c i o n e s  d e l  t e o r e m a  d e  c o r n p a c l d a d  e n  l a  l ô g i c a  de  e n u n c i a -
d o s  b i v a l e n t e ,  a l g u n a s  d e l  m i s m o _ t i p o  q u e  l a  q u e  b o s q u e j a r n o s  a q u i .



4 .  EL_CALCUL0_n3_^_EL_;^nAUPT

4 . 1  I n t r o d u c c i ô n

En  n u s  U n t e r s u c h n n g e n  ( i b e r  d a s  l o g l G c l i e  b c h l i o n n c n ^  ̂ ^

d c f i n i ô  G e n t z e n  p o r  v e z  p r i m e r a  d o s  t i p o s  do  c â l c n l o  do  g r a n  Im -

p o r t a n c i a  e n  l a  h i s t o r i a  d e  l a  l ô g i c a  p o s t e r i o r .  Uno de  e l l o s  e r a

e l  c â l c u l o  de  d e d u c c i ô n  n a t u r a l  y  e l  o t r o  e l  c a l c u l e  s e c u e n c i a l .

E l  s e g u n d o  d e  e l l e s  o c u p a  un  l u g a r  i n t c r m e d i o  e n t r e  l o s  o é l c u l o r ;

" l o g i s t i c o s "  p u r o s ,  como l o s  d e  l o s  F r i n c i p i a  M a t b e m a t i c a . y  l e s

c ô l c u l o R  d e  d e d u c c i ô n  n a t u r a l  y a  q u e  " p o r  u n  l a d o  e s " l o g £ s t i c o " ,

p u e s  e n  é l  l a s  d e d u c c i o n e s  n o  c o n t i e n e n  s u p u e s t o s  como e n  lU

[ e l  c â l c u l o  d e  d e d u c c i ô n  n a t u r a l  d e f i n i do  p o r  G e n t z e n ^  , p e r o

p o r  o t r o  t o m a n  d e l  c â l c u l o  NJ l a  d i v i s i ô n  de  l o s  inodor, d e  d e d u c c i ô n
( 2 )

e n  i n t r o d u c c i o n e s  y  e l i m i n a c i o n e s "  . Los  c â l c u l o s  s e c u e n c i a l e s
«

s o n  a x i o m â t i c o s  y ,  J u n t o  c o n  l a  c a r a c t e r i s t i c a  q u e  a p u n t a  G e n t z e n  

e n  l a  c i t a  q u e  a c a b a m o s  d e  l i a c e r ,  p r e s e n t a n  l a  p e c u l i a r i d a d  d e  q u e  

no  o p e r a n  s ô l o  c o n  f ô r m u l a s  s i n o  t a m b i é n  c o n  s e c u e n c i a s  o  c o n  

c o n j u n t o s  d e  f ô r m u l a s .

E l  c o n c e p t o  f u n d a m e n t a l  d e  e s t o s  c a l c u l e s  e s  c l  

de  s e c u e n t e .  De modo i n t u i t i v e  d i r e m o s  q u e  u n  s e c u e n t e

- • • ,En » ("1..........

d o n d e  F . , . . , , E  , G , , . . . , G  s o n  f ô r m u l a s , e s  u n a  e x p r e s i ô n  q u e  s e -  

m â n t i c a m e n t e  no  s e  d l f e r e n c i a  d e  l a  f ô r m u l a

( F .  A . . .  A F ) —> ( G v  . . . v G ) .
1 n i  m

P o de m os  d e c i r ,  p u e s  q u e  u n  s e c u e n t e  e x p r e s a  u n a  e s p e c i e  d e  r e l a -  

c i ô n  de  c o n s e c u e n c l a  g e n e r a l i z a d a  e n t r e  c l a s e s  d e  f ô r m u l a s .  En
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c o n c r e t e ,  p o d e m o s  h a c e r  e x p l i c i t a  e s t a  r e l a c i ô n  d l c i e n d o  q u e  un  

s e c u e n t e  e s  v e r d a d e r o  s i  e s  v e r d a d e r o  e l  c o n d i c i o n a l  q u e  u n e  l a  

c o n j u n c i ô n  de  l a s  f ô r m u l a s  a  l a  i z q u i e r d a  d e l  s e c u e n t e  c o n  l a  

d i s y u n c i ô n  de  l a s  f ô r m u l a s  a  l a  d e r e c h a  d e l  s i g n o  d e  s e c u e n t e .

D l c h o  d e  o t r o  modo :  e l  s e c u e n t e  e s  v e r d a d e r o  s i  a l  m e n o s  u n a  

f ô r m u l a  a  l a  i z q u i e r d a  d e l  s i g n o  d e  s e c u e n t e  e s  f a l s a  o  a l  menos  

u n a  d e  l a s  f ô r m u l a s  d e  s u  d e r e c h a  e s  v e r d a d e r a .  En e l  c a s o  de  que  

a  l a  d e r e c h a  y  a  l a  i z q u i e r d a  d e l  s i g n o  d e  s e c u e n t e  h a y a  u n a  f ô r ­

m u l a ,  e l  s e c u e n t e  e s  v e r d a d e r o  s i  e l  c o n d i c i o n a l  q u e  u n e  a  e s a s  

d o s  f ô r m u l a s  e s  v e r d a d e r o .  En e s t e  s e n t i d o  d e c i m o s  q u e  e l  s e c u e n ­

t e  e x p r e s a  u n a  g e n e r a l i z a c i ô n  d e  l a  i d e a  de  c o n s e c u e n c i a  o ,  p a r a  

s e r  mâs  e x a c t e s ,  d e  l a  n o c i ô n  d e  f ô r m u l a  c o n d i c i o n a l .

L l a m am os  a n t e c e d e n t e  d e  u n  s e c u e n t e  a l  c o n j u n t o  

de  f ô r m u l a s  q u e  a p a r e c e  a  l a  i z q u i e r d a  d e l  s i g n o  d e  s e c u e n t e  

y  c o n s e c u e n t e  d e l  s e c u e n t e  a l  c o n j u n t o  d e  f ô r m u l a s  q u e  e s t é  a  l a  

d e r e c h a  d e l  m i sm o .

L o s  c â l c u l o s  s e c u e n c i a l e s  LJ y  LK d e  G e n t z e n  t l e n e n  

como e s q u e m a  a x i o m â t i c o  o s e c u e n t e  i n i c i a l  l a  e x p r e s i ô n

F ^  F

(3  )d o n d e  F e s  u n a  f ô r m u l a  c u a l q u i e r a  . Se  d i s t i n g u e n  d o s  t i p o s  de  

r e g l a s  d e  d e d u c c i ô n  e n  e s t o s  c â l c u l o s .  L a s  p r i m e r a s  p e r m i t e n  a i i a -  

d i r  u n a  f ô r m u l a  a l  a n t e c e d e n t e  y  a l  c o n s e c u e n t e  d e  u n  s e c u e n t e , 

c a m b i a r  e l  o r d e n  d e  l a s  f ô r m u l a s  y  e l i m l n a r  f ô r m u l a s  d e l  a n t e c e ­

d e n t e  y  c o n s e c u e n t e  e n  c i e r t o s  c a s o s .  Una  d e  e s t a s  r e g l a s  d e  e l i -  

m i n a c i ô n  e s  l a  r é g l a  de  c o r t e  o  s e p a r a c i ô n  ( S c h n i t t s r e g e l ) , q ue  

n o s  o c u p a r â  l u e g o .  E s t e  p r i m e r  c o n j u n t o  d e  r é g l a s  s o n  l a s  r e g l a s  

e s t r u c t u r a l e s . E l  s e g u n d o  c o n j u n t o  d e  r e g l a s  i n d i c a  l a s  c o n d i c i o n e s  

b a j o  l a s  c u a l e s  e s t é  p e r m i t i d a  l a  i n t r o d u c c i ô n  de  l o s  s i g n e s  l ô -  

g i c o s  e n  e l  a n t e c e d e n t e  y  c o n s e c u e n t e .
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Una  p r o p i e d a d  f u n d a m e n t a l  d e l  c â l c u l o  s e c u e n c i a l  

de  G e n t z e n  e s  q u e  l a  r é g l a  d e  c o r t e  n o  en  i n d e p e n d i e n t e , e n  d e c i r ,  

q ue  p u e d e  d e m o s t r a r s e  q u e  t o d a  t e s i n  d e l  c â l c u l o  s e c u e n c i a l  c o n  

r é g l a  d e  c o r t e  e s  t a m b i é n  u n a  t e s i s  de  c s e  c â l c u l o  n i n  r é g l a  de  

c o r t e .  E s t e  e s  e l  s e n t i d o  c i e l  t e o r e m a  f u n d a m e n t a l  ( l l a u p t n n l z  ) do  

G e n t z e n .  La  r é g l a  de  s e p a r a c i ô n  p o r m i t e  d o d u c i r  u n  n e c u e n t o  como

i i . M ' — {> n , M '

e n  u n a  d e d u c c i ô n  e n  q u e  h a n  a p a r e c i d o  l o s  s e c u e n t e n  

M,F — 0  II y  M'— 1> m ; f

e s  d e c i r ,  p e r m i t e  e l i m i n a r  u n a  f ô r m u l a  q u e  a p a r e c e  e n  e l  a n t e c c d e n -

t e  y  c o n s e c u e n t e  d e  d o s  s e c u e n t e n .  S i  e n t a  r é g l a  e s  e l i m i n a b l o ,

e n t o n c e s  s e  p u e d e n  c o n s t r u i r  d e d u c c i o n e s  en  l a s  q u e  " t o d a s  I n n

f ô r m u l a s  s e c u e n c i a l e s  d e  l a  d e d u c c i ô n  ( I l - S - F o r i n e l n ) s o n  s u b f ô i ' -

t n u l a s  d e  l a s  f ô r m u l a s  q u e  a p a r e c o n  e n  e l  s e c u e n t e  f i n a l ................. de

m a n e r a  i n t u i t i v a ,  s e  p u e d e  e x p r e s a r  l a  c i t a d a  p r o p i e d a d  de  l a  d o -

d u c c i ô n  n i n  c o r t e  mâs  o  m e n o s  como s i g u e : l a s  f ô r m u l a n  s c c u e n c i a -

l e s  s e  v a n  h a c i e n d o  c a d a  v e z  mâs  l a r g a s  h a c i a  a b a j o ,  n u n c a  r.iân

c o n t a s .  P o r  d e c i r l o  a s i , s e  v a  c o n s t r u y e n d o  e l  r e n u l t a d o  f i n a l  a
( 4 )

p a r t i r  d e  s u s  e l e m e n t o n  c o m p o n e n t e s "

Gi  co m p a r a i n o s  e l  c â l c u l o  s e c u e n c i a l  c o n  e l  de  

â r b o l c s  l ô g i c o s , o b s e r v a m o s  q u e  l o s  d o s  o p e r a n  s o g û n  e l  p r i n c i p i o  

de s u b f ô r m u l a  a  q u e  a l u d e  G e n t z e n  e n  l a  c i t a  a n t e r i o r ,  a l  c o n t r a ­

r i o  q ue  l o s  c â l c u l o s  a x i o m â t i c o s  d e l  t i p o  de  A3:  De mon t r amor :  l a  

v a l i d e z  de  u n a  f ô r m u l a  u t i l i z a n d o  s u b f ô r m u l a s  n u y a n  a  l o  l a r g o  do 

l a  d e d u c c i ô n .  Ln e l  c â l c u l o  s e c u e n c i a l  n e  s i g n e ,  s i n  e m b a r g o ,  u n  

p r o c e s o  q u e  p o d r l a m o s  l l a m a r  s i n t ô t i c o ,  a l  c o n t r a r i o  q u e  e n  c l  

c â l c u l o  de  â r b o l e s .  En e l  p r i m e r o  e l  p u n t o  d e  p a i ' t i d a  d o  u n a  d e ­

d u c c i ô n  v i e n e  d a d o  p o r  s u b f ô r m u l a s  d e  l a  f ô r m u l a  c u y a  v a l i d e z  

quo rcm oK  d e m o s t r a r ,  m i e n t r a s  q u e  e n  e l  c â l c u l o  d e  â r b o l e s  c l  o r i -
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g e n  d e  l a  d e d u c c i ô n  e s  l a  f o r m u l a  m i sm a  o ,  m e j o r ,  s u  h e g a c i ô n .

(5  )C a r n a p  i n t r o d u j o  e l  c o n c e p t o  d e  i n v o l u c r a c i ô n  

o  e n v o l v i m i c n t o  ( I n v o l u t i o n ) como u n  p o s i b l e  c o n c e p t o  b â s i c o  de  

l a  s e m â n t i c a .  La i n v o l u c r a c i ô n  l ô g i c a  p u e d e  t o m a r s e  como u n  c o ­

r r e l a t e  s e m â n t i c o  d e  l a  n o c i ô n  d e  s e c u e n t e .  S e g û n  C a r n a p ,  l a  c l o ­

s e  d e  f ô r m u l a s  H i n v o l u c r a  ( i n v o l v e s ) l a  c l a s e  N d e  f ô r m u l a s  e x a c t a -  

m e n t e  e u a n d o  a l  m en os  u n  e n u n c i a d o  d e  M n o  e s  v e r d a d e r o  o a l  me­

n o s  u n  e n u n c i a d o  o  f ô r m u l a  d e  N e s  v e r d a d e r o .  E s  d e c i r ,  M i n v o l u ­

c r a  N j u s t o  c u a n d o  e l  s e c u e n t e

M —1> N

e s  v e r d a d e r o  s e g û n  l a  c a r a c t e r i z a c i ô n  i n f o r m a i  d e  G e n t z e n .  Los 

K n e a l e ^ * ^  h a n  d e f i n i d o  s i s t e m a s  s e c u e n c i a l e s  d e  d e d u c c i ô n  u t i l i ­

z a n d o  l a  n o c i ô n  c a r n a p i a n a  d e  i n v o l u c r a c i ô n  como c o n c e p t o  s e m â n ­

t i c o  b â s i c o .

E l  n û c l e o  f u n d a m e n t a l  d e  e s t e  c a p i t u l e  e s  l a  d e f i -  

n i c i ô n  d e  un  c â l c u l o  s e c u e n c i a l  p a r a  l a  l ô g i c a  L3 y  l a  d e m o s t r a -  

c i ô n  de  u n a  v e r s i ô n  d e l  H a u p t s a t z  a d e c u a d a  a  e s t e  c â l c u l o .  N i  q u e  

d e c i r  t i e n o  q u e  l a  d i f e r e n c i a  e s e n c i a l  c o n  l o s  c â l c u l o s  s e c u e n c i a ­

l e s  d e  G e n t z e n ,  l o s  K n e a l e  o  S m u l l y a n  e s t r i b a  e n  q u e  a q u I  s e  t r a -  

t a  d e  d a r  u n  c â l c u l o  s e c u e n c i a l  p a r a  u n a  l ô g i c a  t r i v a l e n t e , E s t e  

h e c h o  i m p l i c a  l a s  d i v e r g e n c i a s  m a y o r e s  e n t r e  S3  y  l o s  c â l c u l o s  a  

q u e  a c a b a m o s  d e  h a c e r  m e n c i ô n .  I l ay  o t r a s  d i f e r e n c i a s  de  o r d e n  me -
( 7 )

n o r , s i n  e m b a r g o .  A l  c o n t r a r i o  q u e  G e n t z e n  y  s i g u i e n d o  a  S m u l l y a n  

c o n c e b i m o s  e l  a n t e c e d e n t e  y  c o n s e c u e n t e  d e  u n  s e c u e n t e  como un  

c o n j u n t o  d e  f ô r m u l a s  y  n o  como u n a  s e o u e n c i a  d e  f ô r m u l a s .  A c o n ­

s e c u e n c i a  de e s t o  l a s  r e g l a s  e s t r u c t u r a l e s  s a l v o ,  e n  p r i n c i p l e , 

l a  de  c o r t e ,  s e  h a c e n  i n n e c e s a r i a s .  Es  c l a r o  q u e  l a  c l a s e  d e  f ô r ­

m u l a s

. , F ^ , .  . .  , F ^ ^
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e s  l a  m i s m a  c l a s e  q u e

>; • ■> E ^ . • • • , ]

y  q u e  e l  c o n j u n t o  d e  f ô r m u l a s

^ E^ , • . . , F̂  ̂ I

e s  e l  m i sm o  c o n j u n t o  q ue

1 E^ , • .  • , F J , . • . , F^ , • . • , F^  I

Dos d e  l a s  r e g l a s  e s t r u c t u r a l e s  d e  G e n t z e n  p e r m i t l a n  r e a l i z a r  e s ­

t a s  o p e r a c i o n e s  d e  e l i m i n a c i ô n  d e  u n a  f ô r m u l a  r e p e t i d a  y  c a m b i o  

de  o r d e n  d e  l a s  f ô r m u l a s  t a n t o  e n  e l  a n t e c e d e n t e  como e n  e l  c o n ­

s e c u e n t e  d e  l o s  s e c u e n t e s .  R é s u l t a  a s i  q u e  s i  e l  a n t e c e d e n t e  y  e l  

c o n s e c u e n t e  s o n  c o n j u n t o s  y  n o  s e c u e n c i a s ,  e s t a s  d o s  r é g l a s  s o n  

s u p e r f l u a s .  P o r  o t r o  l a d o ,  l a  r é g l a  d e  a m p l i a c i ô n ,  q u e  p e r m i t e  

d e d u c t r

M, F — C> H o M '— [> U, F

de

M — 1> II

d o n d e  M, N s o n  c l a s e s  d e  f ô r m u l a s  y  F u n a  f ô r m u l a ,  l a  d e m o s t r a r c -  

mos como u n a  r é g l a  d e r i v a d a .  F i n a l m e n t e ,  a l  d e m o s t r a r  e l  H a u p t s a t z  

p a r a  e l  c â l c u l o  S3  h a b r e m o s  s u p r i r n i d o  t o t a l m e n t e  l a  n c c e s i d a d  do 

r e g l a s  e s t r u c t u r a l e s .  L a s  r e g l a s  d e  d e d u c c i ô n  d e  S 3  s o n  t o d a s  , p o r  

l o  t a n t o ,  s a l v o  l a  d e  c o r t e ,  r e g l a s  d e  i n t r o d u c c i ô n  do l o s  s i g n o s ,  

lÔgiCOG 3 ,  -  , A. , A  .

Una  d e  l a s  r a z o n e s  d e  l a  e l e g a n c i a  do  l o s  c a l c u l e s  

s e c u e n c i a l e s  e n  l a  l ô g i c a  b i v a l e n t e  e s  q u e  c a d a  s i g n o  l ô g i c o  t i c n c  

d o s  r é g l a s  s i m é t r i c a s , , d u a l  e s  p a r a  l o s  s i g n o  s  d u a l c s ,  u n a  p a r a  l a  

i n t r o d u c c i ô n  d e l  s i g n o  en  e l  a n t e c e d e n t e  y  o t r a  p a r a  s u  i n t r - o d n o c i ô n  

en  e l  c o n s e c u e n t e .  F n  L3 ,  s i n  e m b a r g o , n o  e s  p o s i b l e  d é f i n i r  un
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c â l c u l o  s e c u e n c i a l  t a n  s e n c l l l o .  La  r a z ô n  f u n d a m e n t a l  e s t r i b a  en  

e l  c o m p o r t a m i o n t o  d e  l a  n e g a c i â n  f u e r t e :  No h a y  d i f i c u l t a d  p a r a  

d a r  u n a  r é g l a  d e  i n t r o d u c c i ô n  de  l a  n e g a c i ô n  f u e r t e  e n  e l  a n t e c e ­

d e n t e  d e  l o s  s e c u e n t e s ,  p o r  e j e m p l o  l a  s i g u i e n t e :

M — >  t i , F

H , - F  — 1> N

S i n  e m b a r g o  n o  e s  v i a b l e  l a  r é g l a  s i m é t r i c a  p a r a  e l  c o n s e c u e n t e ;

I l , F — h  N

M — 1> H , - F

p u e s t o  q u e  e s t a  r é g l a  no  s é r i a  s e m â n t i c a m e n t e  c o r r e c t a .  En e f e c t o ,  

u n a  c o n d i c i ô n  s e m â n t i c a m e n t e  n e c e s a r i a  d e  u n a  r é g l a  d e  d e d u c c i ô n  

e s  q u e  s i  l a  p r e m i s a  de  l a  r é g l a  e s  v e r d a d e r a  - e n  e s t e  c a s o ,  e l  

s e c u e n t e  M,F  —1> I I -  l a  c o n c l u s i ô n  - e l  s e c u e n t e  H — ^  N , - F  -  d e b e  

s e r  v e r d a d e r a  t a m b i é n .  P e r o  e s t e  n o  e s  e l  c a s o  a q u i ,  como s e  p u e ­

de v e r  f â c i l m e n t e ;  s u p o n i e n d o  q u e  M e s  v e r d a d e r o  e n  l a  v a l o r a c i ô n  

f i  y  q u e  F e s  i n d e t e r m i n a d o  y  H f a l s o  e n  e s a  v a l o r a c i ô n ,  e l  a n t e ­

c e d e n t e  de  l a  r é g l a  e s  v e r d a d e r o  y  e l  c o n s e c u e n t e ,  n o .  E s t â m e s  

a c e p t a n d o  i m p l i c i t a m e n t e ,  c l a r o  e s t a ,  q u e  u n  s e c u e n t e  e s  v e r d a d e ­

r o  c u a n d o  e l  a n t e c e d e n t e  i n v o l u c r a  l ô g i c a m e n t e  a l  c o n s e c u e n t e .  

S a l v a m o s  e s t a  d i f i c u l t a d ,  a l  p r e c i o  de  l a  e l e g a n c i a  f o r m a i ,  t o -  

mando  o n  c u e n t a  l a  e s t r u c t u r a  i n t e r n a  d e  l a s  e x p r e s i o n e s  q u e  v i e n e n  

p r e c e d i d a s  p o r  l a  n e g a c i ô n  f u e r t e  y  d a n d o  r e g l a s  p a r a  e s t a s  e x p r e ­

s i o n e s ,  e s  d e c i r ,  d amos  r e g l a s  d e  i n t r o d u c c i ô n  p a r a  e x p r e s i o n e s  

de  l a  f o r m a

—3 F ,  ——F ,  —( F a O ) ,  —a  XG ex  J  .

La  d e m o s t r a c i ô n  d e  l a  c o m p l e t u d  y  c o r r e c c i ô n  d e l  c â l c u l o ,  q u e  

l u e g o  d a r e m o s ,  n o s  a s e g u r a  l a  e f e c t i v i d a d  de  e s t e  p r o c e d i m i e n t o .

Hay  c u a t r o  r e g l a s  e n  S3 q u e  n o  s u e l e n  a p a r e c e r  en
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l o s  c â l c u l o s  s e c u e n c i a l e s  o r d i n a r i e s  : l a s  r é g l a s  s i n  p r e m i s a s

n s  , -  n s  . P o d r i a n  t o m a r s e  como  e s q u e m a s  a x i o m â t i c o s  p e r o  t iemos 
=  1 1̂

p r e f e r i d o  d a r l e s  c a r a o t e r  d e  r e g l a s  p a r a  c o n s e r v a r  e l  p a r a l c l i s m o  

c o n  o t r o s  c â l c u l o s  de  L3 y  c o n  l o s  c â l c u l o s  s e c u e n c i a l e s  s t a n d a r d .  

E s t a s  r e g l a s  n o  s u p o n e n ,  e v i d e n t e m e n t e , u n  a l e j a m i e n t o  s u s t a n c i a l  

d e  l a s  f o r m a s  c l â s i c a s  de  l o s  c â l c u l o s  s e c u e n c i a l e s .

Memos d i c h o  y a  q u ê  e n t e n d i a m o s  p o r  s e c u e n t e  v e r ­

d a d e r o .  P o s t e r i o r m e n t e  v o l v e r e m o s  s o b r e  e l l o ,  p r e c i s a n d o  l a  n o c i ô n .  

Nos  i n t e r e s a  d e s t a c a r  a q u i  q u e  u n  s e c u e n t e  e s  l ô g i c a m e n t e  v â l i d o  

c u a n d o  l a  I m p l i c a c i ô n  M —» H e s  l ô g i c a m e n t e  v e r d a d e r a ,  d o n d e  M 

e s  u n a  c o n j u n c i ô n  de  l a s  f ô r m u l a s  de  M y  H u n a  d i s y u n c i ô n  d e  l o s

e l e m e n t o s  de  N,  u n  c o n j u n t o  d e  f ô r m u l a s .  Una  f ô r m u l a  F e s  l ô g i c a ­

m e n t e  v a l i d a  c u a n d o  e l  s e c u e n t e  0  — >  F o ,  s i m p l e r n e n t e ,  ^  F

e s  l ô g i c a m e n t e  v e r d a d e r o .

En  l o  q u e  s i g u e ,  d a r e m o s  p r i m e r o  l a s  d e f i n i c l o n c s  

d e  s e c u e n t e  y  s u s  p r o p i e d a d e s  s e m â n t i c a s ,  a s i  como l a  de  d e d u c c i ô n  

e n  53  y  o t r o s  o o n c e p t o s  r e l a c i o n a d o s  c o n  e s t o s ,  p a r a  p a s a r  l u e g o  

a  p r e s e n t a r  e l  e s q u e m a  a x i o m â t i c o  y  l a s  r e g l a s  d e  d e d u c c i ô n  d e l  

c â l c u l o .  P o s t e r i o r m e n t e  e s t u d i a r e m o s  l a  c o r r e c c i ô n  d e  5 3 ,  a l g u n a r ,  

r e g l a s  d e r i v a d a s  y  l a  c o m p l e t u d  d e  S 3 ,  b a s â n d o n o s  e n  l a  c o m p l e t u d  

d e  D3.  A c o n t i n u a c i ô n  da ine s  o t r a  p r u e b a ,  d i f e r e n t e ,  d e  l a  c o m p l e ­

t u d  de  S 3 ,  s o b r e  l a  b a s e  d e  l a s  p r o p i e d a d e s  a n a l i t i c a s  d e  c o n s i s -

t e n c i a .  La  d e m o s t r a c i ô n  d e l  T e o r e m a  F u n d a m e n t a l  y  l a  e q u i v a l e n c i a  

de  S3 y  U3 o c u p a n  l a  p a r t e  f i n a l  d e l  c a p i t u l e .

4 . 2  D e f l n i c i ô n  d e l  c â l c u l o  S3 

D e f i n i c i ô n  4 . 2 . 1

Un s e c u e n t e  % e s  u n  t r i p l e t e  ( f l , l i , —1>> d o n d e  II
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y  N s o n  c o n j u n t o s  f i n l t o s ,  p o s i b l e m e n t e  v a c f o s ,  

d e  f ô r m u l a s  de  L3 .  E s c r i b i m o s  

M — 1> N

p a r a  n o m b r a r  e l  s e c u e n t e  {  M,N,—o >  ,

D e f l n i c i ô n  4 , 2 . 2  

. S u p u e s t o  q u e  Z a M — >  H, d e c i m o s  q u e  e l  s e c u e n t e

Z  e s  v â l i d o  e n  L3 o  L S - ' V e r U ad e r o  s i i  p a r a  t o d a

v a l o r a c i ô n  d e  L 3  f i  , / i  (M) = v •sÿ J3(M) = v .

En  l o  q u e  s i g u e ,  e s c r i b i m o s  t  p a r a  i n d i c a r  q ue  

e l  s e c u e n t e  Z  e s  v â l i d o  e n  L3.  Es  c l a r o  q u e  u n  s e c u e n t e  Z. e s

L 3 - v e r d a d e r o  s i  p a r a  t o d a  v a l o r a c i ô n  j i  , J i  (M) v o f i ( N )  = v ,

c u a n d o  Z a  îl — & U.

P r o p o s i c i ô n  4 . 2 . 3

( i )  14^3 M - t "  M <=> M - »  N

( 1 1 )  ""Yâ H - O  E 4 4  A F

( l i i )  «Yà —0 F <=> Ys ^
( i v )  M —^  ^  M e s  L 3 - l n s a t i s f a c i b l e

( v )  0  — >  0 n o  e s  v â l i d o  e n  L3.

D e m o s t r a c i ô n : ( i )  P o r  d e f l n i c i ô n ,  \4— H —>  N e s
A ^ E3

é q u i v a l e n t e  a  V , f i  (M) = v ^  (H)  = v . E s t o  é q u i v a l e  a  s u  v e z

a  1 ^ 3  H -4 M.

( i l )  e s  u n a  c o n s e c u e n c l a  t r i v i a l  de  ( i )

( i i i )  ^  F e s  e q u i v a l e n t s  a  d e c i r  q u e  p a r a  t o d a  v a l o r a c i ô n

J i  s i  JV s a t i s f a c e  t o d a s  l a s  f ô r m u l a s  d e l  a n t e c e d e n t e ,  e n t o n c e s  

J ) ( F )  = V. P e r o  e l  a n t e c e d e n t e  e s  v a c i o .  L u eg o  t o d a  v a l o r a c i ô n

s a t i s f a c e  t o d a s  l a s  f ô r m u l a s  d e l  a n t e c e d e n t e  y  c o n  e l l o ,  a  F.

( i v )  S u p u e s t o  q ue  h a y a  u n a  v a l o r a c i ô n  / ) ,  t a l  q u e  p  (M) = v ,  e n t o n ­

c e s ,  p o r  d e f i n i c i ô n  d e  M—> , f i  ( 0 )  = v .  A h o r a  b i e n ,  J i  ( 0 )  = v
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é q u i v a l e  a  l a  a f i r m a c l ô n  de  q u e  h a y  u n a  f o r m u l a  F f a i  n u e  )■'C 0  y  

P  ( l  )  -  V .  P e r o  n o  h a y  t a l  f ô r m u l a ,  l u e g o  M e s  L 3 - in . n a t i . - ,  r a c l l i l n .

( v )  i 'C  0 =* P ( F )  = V ,  p a r a  t o d a  v a l o r a c i ô n  /3 . L u e g o  p a r a  t o d a

P, , / i ( 0 )  = V . Como hemoG v i s t o  m an  a r r i b a , ( 3 ( 0 )  0  v .  L u e g o  n o  er. 

c i e r t o  q u e  0 —1> 0

I n t r o d u c i m o s  a h o r a  l o s  p o s t u l a d o s  do 5 3 .  3 c  t r a t a  

d e  u n  e s q u e m a  a x i o m â t i c o  y 18 r e g l a s  d e  d e d u c c i ô n .  E n t r e  c l  l a s  e s ­

t a  l a  r é g l a  d e  c o r t e  o  s e p a r a c i ô n ,  c u y a  é l i m i n a i ) ! l i d a d  d o m o s t r a r o -  

mos mâs  t a r d e .

E s q u e m a  a x i o m â t i c o

M, F —1> II, F

R e g l a s  d e  d e d u c c i ô n

RS 1 RG 2 Il — II, F

1 F ,  N M , -> 1'

RS 3 M, F . ( 9 )

M,

RS 4 II — t  F ,  il

n — 4  - : ; f ,  m

M, - F

RS 6 II, F ,  r.

I l ,  F A G —> II

RS 7 II —L II, F 11 — t. i l ,  G

1 1 ,  F a  g

RS 8 II,  - F — Il II, -G —1> II 

I l , -  ( F A G ) — 4 II

113 9 11, - F ,  -G

M —1> II, - ( F A  G)
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RS 10 M, FCAl—4 N  RS 11 M —1> N,  F [ v P ^  ]
{ *  )

I I ,  A X F C X Î —t >N M  (> N ,  A X F t X D

RS 12 M, -FC*-P^3—t> N RS 13 M —1> M, -F IAT
j : ( *  )

II, -  AXFtXÎ  — 1> N M — 1> N,  - A X F t X l

( )  b a j o  e l  s u p u e s t o  de  q u e  P^ n o  a p a r e z c a  e n  l a  c o n c l u s i ô n .

RS^^ M--------->  I  p ' ^ tA l - 4  A=A, N

RS^g M  A=D a  FCA1-» F [B]  , N

RS_3 M--------- 1> A=A* B=B - >  1 A = B ,  N

RS^^ M — 1> t F = A f 4  ( F tA l  X AX(FCX1- 4  X=A))

R e g i a  d e  s e p a r a c i ô n  , F — ^  ■— > F ,  M
2

Mj,  Mg—1> N^,Ng

Como v e m o s ,  t o d o  s e c u e n t e  e n  e l  q u e  u n a  f ô r m u l a .

F a p a r e c e  t a n t o  e n  e l  a n t e c e d e n t e  como e n  e l  c o n s e c u e n t e ,  e s  un  

a x i o m a .  E l  s e n t i d o  de  l a s  r é g l a s  d e b e r i a  s e r  c l a r o .  L as  r é g l a s  

11 y  12 s e  p u e d e n  a p l i c a r  s ô l o  e n  e l  c a s o  de  q u e  e l  p a r â m e t r o  de  

p r e d i c a d o  P^ n o  a p a r e z c a  e n  M,N n i  F .  En o t r o  c a s o  s e  p o d r i a n  

r e a l i z a r  d e d u c c i o n e s  i n c o r r e c t a s  d e s d e  e l  p u n t o  d e  v i s t a  s e m â n t i ­

c o .  Como e n  c a s o s  a n t e r i o r e s  l l a m a m o s  a p l i c a c i ô n  de  u n a  r é g l a  de  

S3 a l  p a r  o t r i p l e t e  t a l  q u e  e l  p r i m e r  ( l o s  d o s  p r i m e r o s )  e l e m e n -  

t o ( s )  d e l  p a r  ( t r i p l e t e ) '  e s t â n  f o r m a d o s  s e g û n  l a  p a r t e  s u p e r i o r  

de  u n a  de  l a s  r e g l a s  RS 1 -  RS 13  y  e l  û l t i m o  e l e m e n t o  d e l  p a r  

e s t â  f o r m a d o  s e g û n  l a  p a r t e  i n f e r i o r  de  u n a  d e  e s a s  r e g l a s .  Es  

t a m b i é n  u n a  a p l i c a c i ô n  de  u n a  r é g l a  c a d a  s e c u e n t e  f o r m a d o  s e g û n  

u n a  de  l a s  r e g l a s  R S _ ^ -  R S ^^ .  En e l  c a s o  de  l a s  r e g l a s  RS 1 -  

RS 13 l l a m a m o s  p r e m i s a ( s )  d e  l a  ( a p l i c a c i ô n  d e  l a )  r é g l a  a l  p r i ­

m e r  o d o s  p r i m e r o s  e l e m e n t o s  de  l a  a p l i c a c i ô n .  L l am amo s  c o n c l u s i ô n
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d e  l a  r é g l a  a l  o t r o  e l e m e n t o  d e l  p a r  o  t r i p l e t e .  Kn e l  ca . so  de  l a s

r é g l a s  -  RS^^ l a  a p l i c a c i ô n  y  l a  c o n c l u s i ô n  de l a  r é g l a  c o i u -

c i d e n .  Se  t r a t a ,  p o r  l o  t a n t o ,  de  r é g l a s  s i n  p r e n i i s a s .

D e f i n i m o s  a h o r a  u n a  s e r i e  de  c o n c e p t o : ;  r e l a e l o u f i -  

d o s  c o n  e l  de  d e d u c c i ô n  e n  S 3 .

D e f i n i c i ô n  4 . 2 . 4

La s e c u e n c i a  f i n i t a  F ^ , . . . , Z ^  do s e c u e n t e s  e s  u n a

d e m o s t r a c i ô n  d e l  s e c u e n t e  1  e n  c a d a Z ^

e n  l a  s e c u e n c i a  c u m p l e  u n a  de l a s  c o n d i c i o n e s  s i -  

g u i e n t e s :

( i )  e s  u n  a x i o m a .

( i i )  e s  l a  c o n c l u s i ô n  d e  u n a  r é g l a  cu y a : :  p r e ­

m i s a s  , e n  e l  c a s o  do  r e g l a s  c o n  p r e m i s a s ,  s o n  e l e ­

m e n t o s  a n t e r i o r e s a  e n  l a  s e c u e n c i a .

( i i i )  s e  h a  o b t e n i d o  p o r  i n t r o d u c c i ô n  o c l i i . i i -

n a c i ô n  de  u n  s i g n o  d e f i n i d o  e n  u n  e l e m e n t o  de l a  

s e c u e n c i a  a n t e r i o r  a

D e f i n i c i ô n  4 . 2 . 5

Z e s  u n a  t e s i s  d e  S3 o Z  e s  d é m o n t r a b l e  e n  33 o 

Hay u n a  d e m o s t r a c i ô n  d e  I  e n  3 3 .

D e f i n i c i ô n  4 . 2 . G

La f ô r m u l a  F e s  d e d u c i b l e  en  33  d e l  c o n j u n t o  II de 

s u p u e s t o r .  o  H F :(=4 Hay u n  s u h c o n j n n t o  f i n i t o  

l i °  de  H t a l  q u e  — 1> F.

D e f i n i c i ô n  4 . 2 . 7

La f ô r m u l a  F e s  u n a  t e s  i s  de  3 3 .  F en d o m o s t r n b l o

e n  3 3 .  Y g  E : t eg  — ^ E .
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D e f i n i c i ô n  4 . 2 . 0

La f ô r m u l a  F e s  S 3 - r e f u t a b l e  : 4 =^ E — 1>

4 . 3  C o r r e c c i ô n  d e  S3 r e s p e c t e  a  l a  c o n s e c u e n c l a

C o r r e c c i ô n  y c o n s l s t e n c i a  s o n  c o n c e p t o s  q u e  g u a r -  

d a n  e s t r e c h a s  r e l a c i o n e s .  Dado u n  c â l c u l o  c o r r e c t e  r e s p e c t e  a  l a  

c o n s e c u e n c i a  ( f o l g e r u n g s k o r r e k t e r  K a l k ü l ) p a r a  u n a  l ô g i c a  c o n s i s -  

t e n t e ,  en  d e c i r ,  p a r a  u n a  l ô g i c a  e n  q u e  a l  m e n o s  u n a  f ô r m u l a  no  

s e a  l ô g i c a m e n t e  v e r d a d e r a ,  s e  p u e d e  a f i r m a r ,  c l a r a m e n t e ,  q u e  h a y  

a l  m en os  u n a  f ô r m u l a  q u e  n o  e s  t e o r e m a  d e l  c â l c u l o  o ,  l o  q u e  e s  

l o  m i s m o ,  q u e  e l  c â l c u l o  e s  c o n s i s t a n t e  e n  s e n t i d o  d e  p o s t ^ ^ " ^ .  

A f i r m a c i o n e s  s i m i l a r e s  p u e d e n  h a c e r s e  p a r a  o t r o s  s e n t i d o s  de  c o n -  

s i s t e n c i a .  En e s t e  a p a r t a d o  e s t u d i a r a o s  l a  c o r r e c c i ô n  d e l  c â l c u l o  

S3 c o n  r e s p e c t e  a  l a  c o n s e c u e n c i a .  E s t e  c o n c e p t o  d e  c o r r e c c i ô n  

e n g l o b a ,  como y a  h e  d i c h o ,  a l  d e  c o r r e c c i ô n  c o n  r e s p e c t o  a  l a  

v a l i d e z .  P o r  e l l o  s ô l o  damos  u n a  p r u e b a  e x p l l c t a  de c o r r e c c i ô n  e n  

e l  p r i m e r  s e n t i d o .  La d e m o s t r a c i ô n  s i g u e  l a  p a u t a  h a b i t u a i  d e  e s ­

t e  t i p o  d e  p r u e b a s  en  e s t e  t r a b a j o .  H o s t r a m o s  p r i m e r o ,  e n  u n  l e m a ,  

q u e  l o s  n x i o m a s  de  S3 s o n  s e c u e n t e s  1 - v e r d a d e r o s  y  q u e  l a s  l’e g l a s  

de  d e d u c c i ô n  t r a n s m i t e n  l a  v e r d a d  de  l a s  p r e m i s a s  a  l a  c o n c l u s i ô n .  

L u e g o , e n  u n a  d e m o s t r a c i ô n  p o r  i n d u c c i ô n  s o b r e  l a  l o n g i t u d  de  l a s  

d e m o s t r a c i o n e s  d e  S 3 ,  s e  ' p r u e b a  q u e  t o d o  s e c u e n t e  e n  u n a  d e  e s a s  

d e m o s t r a c i o n e s  e s  un  s e c u e n t e  1 - v e r d a d e r o  y ,  c o n  e l l o ,  t o d a  t e -  

s i o  d e l  c â l c u l o  S 3 .  Dado  q u e  s i  d e l  c o n j u n t o  H s e  s i g u e  l a  f ô r m u l a  

F e n t o n c e s  e l  s e c u e n t e  M — ^ F  e s  1 - v e r d a d e r o  y  a  l a  i n v e r s a ,  

r é s u l t a  q u e  s i  t o d a  t e s i s  de  S3 e s  1- v e r d a d e r a ,  e n t o n c e s  e l  c â l ­

c u l o  e s  c o r r e c t o .
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Lema 4 . 3 . 1

( a )  T od o  a x i o m a  de  S3 e s  L 3 - v e r d a d o r o

( b )  T o d a  a p l i c a c i ô n  de  u n a  r e g i a  d e  S3 c u y a s  p r o -  

m i s a s ,  e n  e l  c a s o  d e  q u e  e x i s t a i ! , s o n  l ô n i c a m e n t c  

v e r d a d e r a s ,  t i e n e  u n a  c o n c l u s i ô n  L 3 - v e r d a d c r a .

D e m o s t r a c i ô n : ( a ) .  T o do  a x i o m a  e s  do l a  f o r m a  

M, F — h  E ,  M. P o r  l o  t a n t o ,  p a r a  t o d a  v a l o r a c i ô n  q u e  s a t i s f a c e
K V
H a F v a l e  d e c i r  q u e  s a t i s f a c e  F y ,  c o n  e l l o ,  F v  II. ( b ) .  Ln l o  q u e  

s i g u e ,  m o s t r a m o s  q u e  (Î(M) = v = v c u a n d o  M —1> II e s  l a  c o n ­

c l u s i ô n  de  u n a  r é g l a  c u y a s  p r e m i s a s  s o n  v e r d a d e r a s  e n  fît . E s t o  e s  

é q u i v a l e n t e ,  s e g û n  l a  p r o p o e i c i ô n  4 . 2 . 3 ,  a  l a  p a r t e  ( b )  d e l  l e m a  

q u e  c o n s i d é r â m e s .

lîS 1 :  p a r a  t o d a  v a l o r a c i ô n  t a l  q u e  fît (IJ) = v v a l e  q u e  o b i e n  

/ i ( F )  = V y  e n t o n c e s  (M) = v , p o r  e l  s u p u e s t o ,  c o n  l o  c u a l  

( î (M v F ) =  V o b i e n  ( \ ( F )  v , y  e n t o n c e s  f l C iF )  = v, do do nd o  

p ( N  V F) = V. En  am bo s  c a s o s ,  p u e s , ^ ( I t  —» ( - . F v i l ) )  = v .

Rf. 2 :  s i  f i  (M) = V, e n t o n c e s ,  p o r  e l  s u p u e s t o  J i ( i i )  = v o / 1 ( F )  =

V . S i  Ji (M) = v ,  e n t o n c e s  f î  ( ( I î a - » F ) - >  FI) = v .  ; ; l  ( F ) = v , e n ­

t o n c e s / I  ( i F )  0 V y ,  c o n  e l l o ,  ^ ( M a t F )  4 y  / I  ( (H A -i F)  —» II) = v .

RS 3 :  s i  P (H A 2 1 F )  = V,  e n t o n c e s  /)> (Il a F )  = v ,  p u e s t o  q ue

F —» F .  P o r  l o  t a n t o ,  / 1 (H)  = v ,  p o r  e l  s u p u e s t o .  P o r  l o
A l

t a n t o ,  s i  s e  c u m p l e  e l  s u p u e s t o ,  e n t o n c e s  f î  ( i i a ^ t F ) - »  il) -  v .  

Ro 4 :  s i  f î (A )  -  V, e n t o n c e s ,  p o r  e l  s u p u e s t o ,  / ) ( F )  = v o ( d )  =

V . S i  f i  ( F )  = v ,  e n t o n c e s  ( l ( l î F )  = v ,  p o r  l a  t a u t o l o g i a  a n t c r î  c i ­

t a d a ,  y ,  p o r  l o  t a n t o , / i  (l-T F V M) -  v . S i  (1 ( H )  = v ,  e n t o n c e s  

/*, (Z ?  F ^ II ) = v .  L u e g o , e n  a m b o s  c a s o s ,  (% ^  F v  II ) = v .

RS 5 :  s i  P> ( I1 a - F )  = v ,  e n t o n c e s  fS (M ) -  v y  (T (F )  = t .  P o r  c l  

s u p u e s t o ,  s i  fl (H) = V,  e n t o n c e s  (5(11) = v o (3 ( F ) = v .  A b o r a  b i e n ,  

h e m o s  a c e p t a d o  q u e  (3 ( F )  = t .  L u eg o  s i  (3, (II 4 - F )  = v ,  e n t o n c e s  

n o c e s a r i n m e n t e  p, ( i l )  -  v .
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R e g i a  d e  s e p a r a c i ô n :  s u p u e s t o  q u e p ( M ^ A M ^ ) =  \  e n t o n c e s  ( 3 ( F )  =

V o fb (F )  0 V, En  e l  p r i m e r  c a s o ,  p o r  l a  p r i m e r a  p r e m i s a ,  q u e  s u -  

p o ne m o s  v e r d a d e r a ,  (3 (1)^)  = v y ,  c o n  e l l o ,  P  (N^ v r i ^)  = % En e l  c a ­

s o  d e  q u e  (1 (F )  0 \  e n t o n c e s ,  p o r  l a  s e g u n d a  p r e m i s a ,  P  ( H g ) =

y ,  p o r  t a n t o ,  f i  (N^ v N^) = %

RS 6 :  l a  d e m o s t r a c i ô n  e s  t r i v i a l .

RS 7 :  s i  p ( f [ )  = V, e n t o n c e s ,  p o r  e l  s u p u e s t o  de  l a  v e r d a d  de  l a s

p r e m i s a s  en  (î , o b i e n  P(?I )  = v o b i e n  P ( F )  = v ÿ- p  (G) = v . En

ambos  c a s o s  s e  c u m p l e  q u e  P ( N  v ( F  a G ) ) = v .

RS 8 :  s i  (T, (m) = v y  f i  ( - ( F  a G) ) = v, e n t o n c e s  fl ( M a - F )  = v o

(1 ( m a -G )  = V . En ambos c a s o s  s e  s i g u e  d e l  s u p u e s t o  que (3 (11) = v .

RS 9 :  s i  Ji (H) = v , e n t o n c e s ,  p o r  e l  s u p u e s t o ,  P ( N )  = v o p  ( - F )

= V o  fS ( - G )  = V . s i  (3 ( - F )  = v o  P  ( - 0 )  = V, e n t o n c e s

p  ( - ( F  A G) ) =  V , p u e s t o  q u e  - F  —» - ( F  a  G) y  -G  -» - ( F  a G ) .

Luego  e n  e s t o s  d o s  c a s o s  P  (N y - ( F  a G ) )  = v ,  31 f l ( N )  = v , e n t o n ­

c e s  t a m b i é n  P  (N v - ( F  a G) ) = v .

RS 1 0 :  s i  (i (M) = V y  P  ( A X F lX J )  = v , e n t o n c e s  p  (II) = v y

P  (F IAT )  = V , p a r a  t o d a  d e s c r i p c i ô n  A.  P o r  e l  s u p u e s t o  v a l e

e n t o n c e s  q u e  p  (M) = v .

RS 1 1 :  s i  p ( M )  -  V ,  e n t o n c e s ,  p o r  e l  s u p u e s t o ,  p  ( 3 )  = v o

P ( F [ v P ^ l ) = V . En e l  p r i m e r  c a s o ,  p ( N  v  A X F tX l )  = v . En e l  s e ­

g u n d o ,  p o r  e l  t e o r e m a  d e  g e n e r a l i z a c i ô n  ( p r o p . 1 . 7 . 2 . 5 )  y  p u e s t o

q u e ,  p o r  e l  s u p u e s t o ,  v a l e  q u e  M a ( N )  —> F [ c P . 3  y  e l  p a r â m e -
1 y .

t r o  P no  a p a r e c e  e n  H , M, F  p o d e m o s  a f i r m a r  q u e  H 14—■ “v(N) —>
J y

AXF[Xi  , o  l o  q u e  e s  l o  m i sm o ,  H I4rr (N v  AXFLX] ) .
1

RS 1 2 :  s u p u e s t o  q u e  e l  s e c u e n t e  M, - F [<. P T —M I  e s  L 3 - v â l i d o ,
A 1

e n t o n c e s ,  p o r  l a  p r o p .  4 . 2 . 3 ,  \4-^ Ê “4  ( - F D - P j T  —> N ) ,  P o r  e l

t e o r e m a  de g e n e r a l i z a c i ô n  s e  p u e d e  a f i r m a r  que

' V 3  " — ^ A X ( - F t X 3 - *  II) t .  d e  g e n e r a l .

H II—  MX-FtXT - >  Il e s q u e m a  v a l i d o .
L3



139

M 1 ^ 3  — FCXl-VM D e f .  V

H ll-JY -  A X F t X l - >  H p ro r»  .1.. 7 . 2 .  P. ( v )

((M A —A X F t X l ) —» M t e o r e m a  de  d e d u c c i ô n .

1!S 13 :  c i  p (M )  -  V ,  e n t o n c e s ,  p o r  e l  s u p u e s t o ,  fi (U)  = v  o (1 ( - i  [ A l  ) 

= V .  En e l  p r i m e r  c a s o ,  J l ( N v  -AXFCXl )  = v .  En e l  s o g u n d o ,  do 

^  (-1 [A% ) -  V s e  s i g u e  q u e  J i ( A X F t X ] )  -  f  y , e n  c o n c o c u e n o i a ,  

/ î ( - A X F C X I )  -  V. P o r  l o  t a n t o ,  j i  (il v  -AXFCX3)  = v .

RS_j  -  R3^^ : d a d o  q u e  e l  c o n s e c u e n t e  o s  l ô g i c a m e n t e  v e r d a d c r - o ,  po i '  

l a  d e f i n i c i ô n  d e  v a l o r a c i ô n ,  e l  s e c u e n t e  e s  E 3 - v â l i d o .  q . e . d

P r o p o s i c i ô n  4 . 3 . 2  C o r r e c c i ô n  d e  53  r e s p e c t e  a  l a  

c o n s e c u e n c i a .

S I  M e s  u n  c o n j u n t o  d e  f ô r m u l a s ,  p o c i b l e i . i c n t c  

v a c i o ,  y  F e s  u n a  f ô r m u l a  d e  1,3, e n t o n c e s  

H F =*  M 14-^  F

D e m o s t r a c i ô n :  P o r  d e f i n i c i ô n  d e  d e d u c c i ô n  podemos,  

s u p o n e r  q u e  e l  s e c u e n t e  H ° — >  F ,  c o n  M°& M y  11° f i n i  t o ,  e s  d c m o s -  

t r a b l e  e n  S 3 .  A h o r a  b i e n ,  s a b e m o s  q u e  t o d o  s e c u e n t e  en  u n a  5 3 -  

d e m o s t r a c i ô n  e s  L 3 - v â l i d o ,  como e s  f â c i l  p r o b a r  p o r  i n d u c c i ô n  

s o b r e  l a  l o n g i t u d  d e  l a  d e d u c c i ô n  de  l o s  s e c u e n t e s  d c i n o s t i a b l e s : 

s i  u n  s e c u e n t e  e s  u n  a x i o m a ,  e s  L 3 - v â l i d o  s e g u n  o l  p u n t o  ( a )  d e l  

l e m a  a n t e r i o r .  S i  e s  l a  c o n c l u s i ô n  d e  p r e m i s a s  a n t e r i o r e s  on  l a  

d e d u c c i ô n ,  d a d o  q u e ,  p o r  s u p u e s t o  d e  i n d u c c i ô n ,  s e  p u e d e  s u p o n e r  

q u e  e s t a s  s o n  L 3 - v d l i d a s ,  l a  c o n c l u s i ô n  t a m b i é n  l o  e s ,  poj-  e l  

p u n t o  ( b )  d e l  l e m a  4 . 3 . 1 .  Lu eg o  e l  s e c u e n t e  ) ! ° — F e s  L 3 - v , a l i d o  

y  p o r  l o  t a n t o  v a l e ,  p o r  l a  p r o p . 4 . 2 . 3 ,  q u e  1 ^ ,  — 4 F , d e  d o n d e

s e  s i g u e ,  p o r  e l  t e o r e m a  d e  c o r n p a c l d a d  q u e  ‘" Y j   ̂ ' q . e . d .
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4 . 4  R e p . l a s  d e r l v a d a s  e n  S3

En e s t e  a p a r t a d o  v a m o s  a  d a r  r e g l a s  de  i n t r o d u c c l 6 n  

e n  l a s  d e d u c c l o n e s  d e  S3 p a r a  l e s  f u n t o r e s  s t a n d a r d  y  e l  c u a n t o r  

n o m i n a l  e x i s t e n o i a l , r e g l a s  q u e  n o  h a n  s i d o  I n t r o d u c I d a s  e n t r e  

l a s  r e g l a s  p r i m i t i v a s  d e  S 3 .  A u n q u e  e l  o â l c u l o  S3 e n  s u  f o r m u l a -  

c i ô n  o r i g i n a l  e s  c o m p l e t e ,  i n c l u s o  s i n  l a  r é g l a  d e  s e p a r a c i 6 n , l o  

q ue  h a c e  t e ô r i c a m e n t e  i n n e c e s a r i a s  e s t a s  r e g l a s ,  e s  i n t e r e s a n t e  

d a r l a s  como e l e m e n t o  de  c o m p a r a c i ô n  e n t r e  S3 y  l e s  c a l c u l e s  s e -  

c u e n c i a l e s  p a r a  L 2 : e n  am bo s  t i p o s  de  c â l c u l o s  n o  s e  d i f e r e n c i a n  

s i n t â c t i c a m e n t e  l a s  r e g l a s  p a r a  l e s  f u n t o r e s  s t a n d a r d  y  e l  c u a n t o r  

n o m i n a l  e x i s t e n c i a l .  P r i m e r o  i n t r o d u c i m o s  l a s  r e g l a s  y  l u e g o  m e s -  

t r a m e s  q u e  s o n  r e g l a s  a d m i s i b l e s  e n  S 3 .

n s . i
M, F — 0  N II, G —1> N M----k  N , F ,  G

M , F V G — > M M —► U, F v  G

H — >  i l , F M , G —1> M M, F -4» N, G

M , F -»  G —>  I l M — N, F - >  G

M, F - » G ,  G - 4  F N R S ^  2 "  — N t F - V  0 M—

n ,  F f-»  G ----1> N M—t» M, F*-» G

R ^ v i M, F t * . p b ----1* N M — b l i ,  FCAl

l î ,  V x r C x i —t>H N, V X F t X l

) b a j o  l a  c o n d i c i 6 n  d e  q u e  n o  a p a r e z c a  e n  l a  c o n c l u s i ô n .  '

P o d e m o s  m o s t r a r  a h o r a  q u e  c u a n d o  e n  u n a  S 3 - d e -  

d u c c i ô n  a p a r e c e  u n  s e c u e n t e  o  s e c u e n t e s  d e  l a  f o r m a  de  l a s  p r e m i ­

s a s  de  u n a  d e  l a s  r e g l a s  I?S ^ -  PS y  e n t o n c e s  t a m b i é n  p u e d e  

s e r  u n  e l e m e n t o  d e  e s a  d e d u c c i ô n  u n  s e c u e n t e  q u e  t i e n e  l a  f o r m a
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d e  l a  c o n c l u a i d n  de  l a  c o r r e s p o n d ! e n t e  r é g l a .  En v i r l a i d  de  l a  

c o r r e c c l ô n  d e  S3  r e s p e c t e  a  l a  c o n s e c u e n c i a  s e  p u c d c  a f i r m a r  q u e  

e s t a s  r e g l a s  s o n  t a m b i é n  c o r r e c t a s .  I g n a l r i i e n t e , s i  c l  c â l c n l o  S3 

e s  c o m p l e t e  e n  s u  f o r m a  p r i i n i t i v a ,  l e  h a  de  s e r  t a m b i é n  e l  c â l c u -  

l o  q u e  s e  o r l g i n a  a l  a n a d i r  a  l a s  r e g l a s  p r i m i t i v a s  d e  S3 e s t a s  

n u e v a s  r e g l a s .  En l a s  d e m o s t r a c i o n e s  q u e  s i g u e n  s e  s u p o n e  s i c m n r e  

q u e  en  u n a  S 3 - d e d u c o l 6 n  a p a r e c e n  s e c u e n t e s  d e  l a  f o r m a  de  l a  p r o ­

m i s a  o p r e m i s a s  de  u n a  r é g l a  d e r i v a d a s  y  s e  m u c s t r a  como s e  p o -  

d r l a  d e d u c i r  l a  c o n c l u s i é n ,

D e m o s t r a c i ô n  de  l a  a d m i s i b i l i d a d  e n  S3 de l a s  

r é g l a s  R S .^  ̂ -  RG^ ^ .

RS 1 .  II, F —^  N S u p u e s t o
NI 1

2 .  M, G —>  H S u p u e s t o

3 .  M, — F —1> M RS 3 , 1

4 .  H,  — G H RS 3 ,  2

5 .  M, _ ( - F a - G ) —Î>M RS S ,  3 , 4

6 .  M, ( F v  G) —> M d c f ,  V , S

RS 1 .  M — F , G,  n  S u p u e s t o

2 .  M  b  — F ,  — G, il IIS 4 ,  1

3  • il — b  i l , — ( —F A  —G ) RS 3 , 2

4 .  Il —b M ,  ( F v G )  d c f . v ,  3

RS ^ 1 .  M—b  l'J, F S u p u e s t o

2. I I ,  G —b  il ' S u p u e s t o

3 .  M , - ( F —1> il RS 2 ,  1

4 .  H , F V G —b  il * V 1 ’

5 .  I l ,  F - >  G — 1> II d c f  - >  ,
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ns 1 .  M, F —1> N, G

2 .  M — 4> l F ,  G, i l

3 .  M ----1> '■> F V G , M

4 .  H — b  H, F - »  G

S u p u e s t o  

RS 1 ,  1 

R8 2

d e f . . 3

1 .  M, F -V G, G - 4  F —^  M S u p u e s t o

2 .  M, ( F - 4  G) A (G - »  F)  b  H RS 6 , 1

3 .  H, F« -* G  — > il d e f . 4-> , 2

RS
2

1. M —b N, F -> G S u p u e s t o

2 .  H — b i l ,  G -> F S u p u e s t o

3 .  M —b l l ,  ( F - 4  G) A ( G F )  RS 7 ,  1 , 2

4 .  M —b i l ,  F*-* G d e f .  4+  , 3

RS
V 1

1 .  M, F[L F j ]  —b  H

2 .  M, — F[<-P^l  — b  N

3 .  i l ,  - A X - F t X l —b  N

4 .  M, VXFCX3 —C> il

S u p u e s t o  

RS 3 ,  1 

RS 1 2 ,  2 

d e f . V  , 3

RS
V 2 1 .  H —b  H, F CM

2. M —b  il, — FCA1

3 .  M —b M ,  - A X - F C X 3

4 .  M —b M ,  VX FC Xl

S u p u e s t o  

RS 4 ,  1 

RS 1 3 ,  3 

d e f  V . 3
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4 . 5  C o m p l e t u d  de  S3 r o s p e c t o  a  l a  c o n a o c u e i i c l a

Vamos a  d a r  d o s  d e m o s t r a c i o n e s  de  l a  c o m p l o t u d  de

S3 e n  e s t e  a p a r t a d o .  La p r i m e r a  d e  e l l a s  s e  b a s a  en  I t i  c o w p l e t u d

de  133 y  s e  r e a l i z a  m o s t r a n d o  q u e ,  d a d a  u n a  d e d u c c i ô n  on  c l  c a l c u ­
l i  1)l o  d e  â r b o l e s ,  h a y  u n a  d e d u c c i ô n  c o r r e s p o n d i e n t e  on  S3 . La 

d e m o s t r a c i ô n  s e  h a c e  p o r  m e d i o s  c o n s t r u c t i v o s , i n d i c a n d o  e l  p r o c o -  

d i m i e n t o  p a r a  r e a l i z a r  l a  d e d u c c i ô n  e n  S3 q u e  c o r r e s p o n d e  a  u n a  

d e d u c c i ô n  d a d a  e n  D3.  E s  i n t e r e s a n t e  e l  h e c h o  d e  q u e  a  l o  l a r g o  

de  e s t a  d e m o s t r a c i ô n  s e  p o n e  d e  m a n i f i e s t o  l a  n o c e s i d a d  d e  l a  r é ­

g l a  d e  c o r t e ,  y a  s e a  como r é g l a  p r i m i t i v a  o d e r i v a d a .  E s t a  e n  l a  

r a z ô n  d e  q u e  h a y a m o s  i n t r o d u c i d o  l a  r é g l a  d e  n e p a r a c i ô n  c n i : r e  

l a s  r e g l a s  p r i m i t i v a s  d e  S 3 ,  a u n q u e  p o s t e r i o r m e n t o  d em on t r a m o s  

s u  e l i m i n a b i l i d a d .  En l a  s e g u n d a  d e m o s t r a c i ô n  de  c o m p l o t u d  de  .'Ei, 

r e a l i z a d a  t o m a n d o  como b a s e  l a  n o c i ô n  d e  p r o p i e d a d  t r l v a l e n t c  de  

c o n s i s t e n c i a  a n a l i t i c a ,  v u e l v e  a  u t i l i z a r s e  l a  r é g l a  d e  c o r t e .  La

p r i m e r a  d e m o s t r a c i ô n  n o s  s i r . v e  a  l a  v e z  p a r a  p r o b a r ,  e n  p a r t e , l a

e q u i v a l e n c i a  d e  S3 c o n  B3.  En c o n c r e t e ,  m o s t r a r n o s  q u e  I o n  d o d u c c i o -  

n e s  e n  B3 s o n  u n  s u b c o n j u n t o  de  l a s  d e d u c c i o n e s  e n  S3 o ,  r n e j o r  

d i c h o ,  q u e  a  c a d a  d e d u c c i ô n  e n  B3 l e  c o r r e s p o n d e  u n a  d e d u c c i ô n  

e n  S3 q u e  d e m u e s t r a  l o  m i s m o .  P o s t e r i o r m e n t o ,  a l  e x t e n d e r  e l  l l a u p t -  

n a t z  a  133, m o s t r a r e m o s  l a  r e l a c i ô n  i n v e r s a .  Con  e n t o  q u c d a r ô  d o -  

m o s t r a d a  l a  e q u i v a l e n c i a  d e  am bos  c ô l c u l o s  y a  l a  v e z ,  e u  b a n c  

a  r e s u l t a d o s  o b t e n i d o s  p o r  D l a u ^ ^ ' \  l a  e q u i v a l e n c i a  de  S3 c o n  e l  

r e s t o  d e  l o s  c â l c u l o s  a d e c u a d o s  p a r a  L3.  E s t e s  r e s u l t a d o s  s o n  t r i ­

v i a l e s  d e s d e  u n  p u n t o  de  v i s t a  p u r a m e n t e  s o r . i â n t i c o ,  p u e s  t o  q u e  

d a d o s  d o s  c â l c u l o s  a d e c u a d o s  p a r a  u n a  l ô g i c a ,  e s  c l a r o  q u e  1n s  

c l a s e n  d e  l o s  p a r e s  (M, F),  t a i e s  q u e  F e s  do duc  i b  l e  de  II en  c o d a  

u n o  de  l o s  c â l c u l o s ,  c o i n c i d e n .  G i n  e m b a r g o ,  on  t a n  t o  e n  e u a n  t o  

l a  e q u i v a l e n c i a  e n t r e  l o s  d i s t i n t o s  c â l c u l o s  no  e s t a b l e c e  p o r  me -
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c l i o s  s i n t â c t l c o s ,  i n d i c a n d o  l o s  p r o c e d i m i e n t o s  d e  c o n s t r u c c i ô n  de 

d e d u c c i o n e s  e n  u n  c â l c u l o  a  p a r t i r  d e  d e d u c c i o n e s  y a  d a d a s  en  o t r o  

c â l c u l o  d i s t a n  d e  s e r  t r i v i a l e s ,  como v e r e m o s  l u e g o .

Como hem os  d i c h o ,  l a  s e g u n d a  p r u e b a  de  c o m p l e t u d  

s e  b a s a  e n  l a  n o c i ô n  de  p r o p i e d a d  d e  c o n s i s t e n c i a .  C o n s t i t u y e  u n a  

n u e v a  a p l i c a c i ô n  d e  l a  t e o r l a  q u e  hemos  d e s a r r o l l a d o  e n  e l  c a p i ­

t u l e  s e g u n d o .

En l a s  d o s  d e m o s t r a c i o n e s  u t i l i z a m o s  u n a  s e r i e  

d e  r e g l a s  d e  d e d u c c i ô n  d e r i v a d a s ,  q u e  d e m o s t r a r e m o s  p r i m e r o  d e  t o -  

do  e n  d o s  l e m a s ,  A p o y â n d o n o s  e n  e s t o s  l e m a s  d e s a r r o l l a r e m o s  p o s t e -  

r i o r m e n t e  l a s  p r u e b a s  de  c o m p l e t u d  e n  s e n t i d o  e s t r i c t o .

E l  p r i m e r o  de  l o s  d o s  l e m a s  q u e  h em os  de  c o n s i ­

d é r e r  a f i r m a  l a  a c e p t a b i l l d a d  d e  c i e r t a s  r e g l a s  d e  d e d u c c i ô n  que  

p o d e m o s  c o n s i d e r a r  i n v e r s i o n e s  d e  r e g l a s  o r i g i n a l e s  de  5 3 .  Se  

t r a t a  d e  l a s  r e g l a s  TîS 2 -  RS 1 3 ,  e n  l a s  q u e ,  e n  g e n e r a l ,  l a  

p r e m i s a  v i e n e  d a d a  p o r  l a  c o n c l u s i ô n  de  u n a  r é g l a  p r i m i t i v a  de  

S3 y  l a  c o n c l u s i ô n  e s  l a  p r e m i s a  o  p r e m i s e s  de  e s t a s  r e g l a s  p r i ­

m i t i v e s .  E l  s e g u n d o  l e m a  m u e s t r a  l a  a d m i s i b i l i d a d  d e  r e g l a s  d e  

d e d u c c i ô n  i n s p i r a d a s  e n  e l  c â l c u l o  B3,  En t o d a s  e l l a s  s e  m u e s t r a  

q u e ,  d a d a  u n a  d e d u c c i ô n  e n  S3 e n  l a  q u e  a p a r e z c a  u n  s e c u e n t e  en  

c u y o  a n t e c e d e n t e  h a y  u n a  f ô r m u l a  y  s u  s u c e s o r  e n  u n a  r a m a  d e  un 

â r b o l  l ô g i c o ,  t a m b i é n  p u e d e  p e r t e n e c e r  a  e s a  d e d u c c i ô n  u n  s e c u e n ­

t e  e n  c u y o  a n t e c e d e n t e  a p a r e c e  s ô l o  l a  f ô r m u l a  e n  c u e s t i ô n  y  no  

s u  s u c e s o r .  E s t e  l e m a  e s  l a  b a s e  p a r a  p a s a r  de  d e d u c c i o n e s  e n  Ü3 

a  d e d u c c i o n e s  en  5 3 .  La j u s t l f i c a c i ô n  d e  e s t e  p a s o  s e  d a r â  en  e l  

l e m a  4 . 5 , 3 ,  u t i l i z a n d o  u n  r a z o n a m i e n t o  s i m i l a r  a l  de  l a  p r u e b a  

d e l  l e m a  2 . 5 , 1 .

Lema 4 . 5 . 1

L as  s i g u i e n t e s  r e g l a s  US I  -  liS 13 s o n  a d m i s i b l e s
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e n S3 :

R?r"2 M, - l E  —1> II

Il —1> II,  F

n s 4 M '— b  ]M, - q F

Il — t>M, t

RS 7 H ----> II, F a G

M ----1> II, F

II, G )

RS 9 I I ----1> H, - ( F a  G)

M — b II, - F ,  -G

RS 11 M ----b II, A XFCX]

II ---- 1> II, FCA]

RS 13 H ----b II, -  AXFCX]

Il — b II, - F C P ^ Î

I t : ;  3

hIT~B

RG 10 II

u;i 12 M

II,
—>~i
- q F  — O  II

II, F - - b  II

II, G A II —b  II

II, G, Il —b  II

II, — ( F A G )  '— b il

II,

(II , —G ----b  11 )

II, A XFCXI —b I

II, F C i p l ]  —b
(

II

11, — A .'1 C / ' I  —b  11

II, -F CA ]  —b II

)

( 4k ) b a j o  e l  s u p u e s t o  d e  q u e  tio a p a r e c e  e u  l a  c o n c l u r ' . i ô i i .

D e m o s t r a c i ô n : En t o r l o s  l o s  c a s o r ,  n e  t r a t a  de  d e ­

m o s t r a c i o n e s  p o r  i n d u c c i ô n  s o b r e  l a  l o n g i t u d  d e  l a  d o m o s t r a c i ô n  

d e  l a  p r e m i s a  d e  l a  r é g l a  e n  1:3. G c i i a l a m o a  c o n  1 .  l a  b a s e  de  i n ­

d u c c i ô n  y  c o n  2 .  e l  p a s o  de  i n d u c c i ô n .

RG 2 :  1 .  S i  l a  p r e m i s a  e s  u n  a x i o m a , e n t o n c c r ;  i tic- 

d e  o c u r r i r  u n o  de  l o s  s i g u i e n t e s  c a s o s :

1 . 1  M e s  e l  c o n j  u n t o  ( l - l ' , !■■} . E n t o n c e s  d e l  ax ior . ia

II,  E - b  E,  I I '

s e  s i g n e ,  p o r  KG 1 ,
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M —b  F ,  W ' , 1  F 

e s  d e c i r ,  II —1> N, F

1 . 2  S i  II y  M c o n t i e n e n  ambos  u n a  f ô r m u l a  G, e n t o n c e s  e l  s e c u e n t e  

M — b  i l ,  F e s  u n  a x i o m a .

F n  l o  q u e  s i g u e ,  d i r e i n o s  q u e  u n a  r é g l a  s e  a p l i c a  

v i a  l a  f ô r m u l a  F o l a s  f ô r m u l a s  F ,  G o  q u e  F (F  y  G) s o n  l a s  

p a r t e s  p r i n c i p a l e s  d e  l a  a p l i c a c i ô n  d e  u n a  r é g l a  c u a n d o  l a  c o n c l u ­

s i ô n  de  l a  r é g l a  s e  h a y  o b t e n i d o  p o r  u n a  t r a n s f o r m a c i ô n  d e  l a  f ô r ­

m u l a  F o d e  u n a  s u b f ô r m u l a  d e  F (o  de  F y  g ) ,  q u e  a p a r e c e  e n  l a  c o n -  

c l u a i ô n .  P o de m o s  d a r  e l  p a s o  d e  i n d u c c i ô n  como s i g u e :

2 .  S i  I I , F —1> M s e  h a  o b t e n i d o  p o r  m e d i o  de  u n a  

r é g l a ,  e n t o n c e s  v a l e  u n o  d e  l o s  c a s o s  s i g u i e n t e s :

2 . 1  F e s  l a  p a r t e  p r i n c i p a l  d e  l a  r é g l a .  En  e s e  c a s o  l a  p r e m i ­

s a  s e  h a  o b t e n i d o  de  11 — b M, F p o r  m e d i o  d e  HS 2 ,  y  no  h a y  n a d a  

q u e  d e m o s t r a r .

2 . 2  Una  f ô r m u l a  d e  M o  N e s  p a r t e  p r i n c i p a l .  E n t o n c e s ,  p o r  s u p u e s ­

t o  d e  i n d u c c i ô n  y  e l  u s o  de  l a  m i s m a  r é g l a  p o r  l a  q u e  s e  h a  o b t e ­

n i d o  l a  p r e m i s a ,  s e  s i g u e  l a  c o n c l u s i ô n  d e  RS 1 .  •

A n t e s  de  e n t r a r  e n  l a  d e m o s t r a c i ô n  d e  l a s  r e g l a s  

RS 3 y  RS 9 h a y  q u e  h a c e r  n o t a r  q u e  l a s  r e g l a s

II, F  b  N M t>N,  F

I
j H , T \ F  H M  b N , - i - \ F
i

s o n  a d m i s i b l e s  e n  S 3 ,  como c o n s e c u e n c i a  i n m e d i a t a  d e  RS 1 y II S 2

RS 3 :  s i  l a  p r e m i s a  e s  u n  a x i o m a  e n t o n c e s  v a l e  

u n o  de  l o s  s i g u i e n t e s  c a s o s :

1 . 1  M e s  e l  c o n j u n t o  | m ' , " ^ f } .  E n t o n c e s  d e l  a x i o m a

H,  F — 1> i r ,  F
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s e  s i g n e  p o r  RG 4 o  p o r  u n a  de  l a s  r e g l a s  q u e  h em os  c i t a d o  

i n m e d i a t a m e n t e  a r r i b a

M, F - b  i r  ,3"1 y 

e s  d e c i r ,  l a  c o n c l u s i ô n  M , F — 1> II.

" 1 . 2  S i  t a n t o  M como II c o n t i e n e n  u n  e n u n c i a d o  G e n t o n c e s  F ,  F — Il 

e s  u n  a x i o m a .

2 .  S i  l a  p r e m i s a  s e  h a  o b t e n i d o  p o r  m e d i o  de  u n a  

r é g l a ,  e n t o n c e s  v a l e  u n o  de  l o s  s i g u i e n t e s  c a s o s :

2 . 1  S i  l a  r é g l a  s e  h a  a p l i c a d o  v i a  ~^~qF ,  e n t o n c e s  l a  p r o m i s a  s e  

h a  o b t e n i d o  p o r  m e d i o  d e  RS 3 o  p o r  u n a  do  l a s  r e g l a s  d e r i v a d a s  

q u e  a ca b a m o G  d e  c l t a r ,  y  n o  h a y  n a d a  q u e  d e m o s t r a r .

2 . 2  S i  l a  r é g l a  s e  h a  a p l i c a d o  v i a  u n a  F ô r m u l a  do li o i l ,  e n t o n c e s ,  

p o r  s u p u e s t o  d e  i n d u c c i ô n ,  y  p o r  l a  a p l i c a c i ô n  de  l a  m i sm a  r é g l a

a  t r a v é s  do  l a  c u a l  s e  h a  o b t e n i d o  l a  p r e m i s a ,  s o  s i g u e  l a  c o n c l u ­

s i ô n  d e  RS 3 .

RS 4 ;  La d e m o s t r a c i ô n  e s  muy s i m i l a r  a l  c a s o

a n t e r i o r ,

RS 6 :  S i  l a  p r e m i s a  e s  u n  a x i o m a ,  c n t o n c c s  v a l e  

u n o  do  l o s  c a s o s  s i g u i e n t e s :

1 . 1  II e s  e l  c o n j u n t o  j l l ' , ( G A l l ) \ .  E n t o n c e s ,  de  l o s  a x i om a ; ;

II ,  G,  II — b  G,  M' y  M, G, H — > 1 1 ,  N '  s e  s i g u e ,  p o r  IIG 7 ,  l a  c o n ­

c l u s i ô n  de  RG G,  M , G , 11 —>11.

1 . 2  r . i  II y  M c o n t i e n e n  am bo s  u n a  F ô r m u l a  F ,  e n t o n c e s  l a  c o n c l u s i ô n  

0 3  u n  a x i o m a .

2 .  E l  p a s o  d e  i n d u c c i ô n  e s  a n ; ' l o g o  ; i l  c;ir;o de  RG P.

RS 7 :  1 .  S i  l a  p r e m i s a  e s  u n  ax io rn . i ,  e n t o n c e s  o c u -  

r r o  u n o  de  l o s  c a s o s  s i g u i e n t e s :

1 . 1  II e s  e l  c o n j u n t o   ̂I I ' , F a  g )  . E n t o n c e s  d e l  a x i o m a  I ' ,  F ,  n — ( > ] • ' , i l  

s e  s i ^ u o ,  p o r  RG G, Il —1> M, F .  b e l  misi . io mod o ,  d e l  a x i o m a
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I I ' ,  F ,  G — >  G, K n e  s i g u e ,  p o r  l a  m i s m a  r é g l a ,  M —1> N, G.

1 . 2 .  Como e n  l a  r é g l a  a n t e r i o r .

2 .  Como e n  l a  r é g l a  a n t e r i o r .

RS G : 1 .  S i  l a  p r e m i s a  e s  u n  a x i o m a  e n t o n c e s ,

1 . 1  S i  U e s  e l  c o n j u n t o  {m ' ,  - ( F a G ) J ,  e n t o n c e s  d e l  a x i o m a

II,  - F —b N ' ,  - F ,  -G ( o  d e l  a x i o m a  II, -G —b  N ' ,  - F ,  -G)  s e  s i g u e ,

p o r  RS 9 ,  l a  c o n c l u s i ô n  M, - F  — b  N ( o  M, - G —b  N ) .

1 . 2  Como e n  l a s  r e g l a s  a n t e r i o r e s .

2 .  Como e n  l a s  r e g l a s  a n t e r i o r e s .

RS 9 :  La  d e m o s t r a c i ô n  e s  como e n  l a s  r e g l a s  a n t e ­

r i o r e s ,  t e n i e n d o  e n  c u e n t a  q u e  e l  c a s o  1 . 1  s e  p l a n t e a  d e  l a  s l g u i e n -  

t e  m a n e r a :  1 . 1  S i  II e s  e l  c o n j u n t o  I I ' ,  - ( F  a G ) ,  e n t o n c e s  de  l o s  

a x i o m a s  M ' ,  - F —b - F ,  - G ,  II y  M ' ,  - G , —b  - F ,  - G ,  U , s e  s i g u e  

l a  a f i r m a c i ô n ,

RS 10 :  La  d e m o s t r a c i ô n  e s  s i m i l a r  a  l a  d e  l a s  r e ­

g l a s  a n t e r i o r e s ,  s a l v e  e n  e l  c a s o  d e l  p u n t o  1 . 1 :  S i  N e s  e l  c o n ­

j u n t o  }m ' ,  A X F t X l } ,  e n t o n c e s  d e l  a x i o m a  II, FC^-P^Ü —b  N ' , F b  (/l ' i l
1 4 1

d o n d e  P^ n o  a p a r e c e  e n  M, F ,  I l ' s e  - s i g u e , p o r  RS 1 1 ,  II,  F D - P ^ j —b N .

•RS 1 3 :  1 .  1 . 1 ,  S i  M e s  e l  c o n j u n t o  M ' ,  - A X F C X j ,
. 1  1 1e n t o n c e s  d e l  a x i o m a  IIî - F O - P j l —b H,  - F C * . P , d o n d e  P^ n o  a p a r e c e

e n  I I ' ,  F ,  II, s e  s i g u e , p o r  RS 1 2 ,  l a  a f i r m a c i ô n ,  Lo s  c a s o s  1 . 2  

y 2 .  s e  t r a t a n  d e  modo s i m i l a r  a  l a s  d e m o s t r a c i o n e s  a n t e r i o r e s .

RS 12 : 1 .  La  p r e m i s a  e s  u n  a x i o m a ,  E n t o n c e s

1 . 1  s i  M e s  e l  c o n j u n t o  ( i l ' , -A X FC X j] ,  d e l  a x i o m a  M, - F C A l —b - F I A I  ,N

s e  s i g u e ,  p o r  RS 1 3 ,  M, -FCAl  —b  -  A X F t X l .

1 . 2  S i  t a n t o  M como M c o n t i e n e n  u n a  f ô r m u l a  G, e n t o n c e s  l a  c o n ­

c l u s i ô n  e s  t a m b i é n  u n  a x i o m a .

2 .  E l  p r i m e r  c a s o  q u e  c o n s i d e r a m o s  en  à q u e l  on  qu e

l a  p r o m i s a  d e  l a  r é g l a  a p a r e c e  e n  u n a  d e d u c c i ô n  e n  S3 como r e s u l -
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t a d o  d e  l a  a p l i c a c i ô n  d e  l a  r é g l a  RG 12 .

2 . 1  La p r o m i s a  s e  b a  o b t e n i d o  p o r  m e d i o  d e  l a  r é g l a  Lo 12 de  un
1

s e c u e n t e  M, -FC' -P  1 —b  M, S i  l a  d e s c r i p c i ô n  A q u e  a p a r e c e  on  l a
^ y

c o n c l u s i ô n  d e  l a  r é g l a  q u e  d i s c u t i m o s  e s  v P^  , e n t o n c e s  n o  h a y

n a d a  q u e  d e m o s t r a r .  S u p o n g a m o s  a h o r a  q u e  A â <- p |  . S i n  r o n t r i c c i ô n
1

d e  l a  g e n e r a l i d a d  p o d e m o s  s u p o n e r  q u e  A ü i  P^ . h a d o  q u e  l a  pi-c_ 

m i s a  d e  l a  r é g l a  s e  h a  o b t e n i d o  poi-  u n a  a p l i c a c i ô n  d e  l a  r e ^ l a

RS 1 2 ,  e x i s t e  u n a  d e d u c c i ô n  e n  53  d e  u n  s e c u e n t e  M, - F C ; - —b  ji
1  ̂

d o n d e  I’^ n o  a p a r e c e  e n  M,F , I J .  E n t o n c e s  p o d e m o s  a f i r m a r  l o  s i g u i c n t o ;

(A)  B a j o  l a s  c o n d i c i o n e s  q u e  a c a b a m o n  ' l e  i n d i c a r
•y

e x i s t e  t a m b i é n  u n a  5 3 - d e d u c c i ô n  de  M, -  F [ i P  .3  —1> fi ( e s  d e c i r ,
1

u n  s e c u e n t e  e n  e l  q u e  c a d a  a p a r i c i ô n  de  P .  h a  s i d o  s u s t i t u i d a  p o r

u n a  a p a r i c i ô n  de  P ^ )  c a m b i a n d o  c a d a  a p a r i c i ô n  de  P^ p o r  u n a  a i j a -  
1r i c i ô n  do P e n  l a  d e m o s t r a c i ô n  d e l  s e c u e n t e  M, - F L ^ - P . l - b i i  y e n -

1 1
c o g i e n d o  c a d a  p a r a m è t r e  de  p r e d i c a d o  P q u e  s c a  n e c e s a r i o  de  t n l

1 1 1  m a n e r a  q u e  P^  ̂ s e a  d i s t i n t o  d e  P^ y  d e  P ^ .

P r u e b a  d e  l a  a f i r m a c i ô n  (A) : S en  If u n a  rôr i . - .uln 
1 1o c l o s e  d e  f ô r m u l a s .  Con (II) P / P  i n d i c a m o s  e l  r e s u l t n d o  de  l a

1 1 s u s t i t u c i ô n  d e  c a d a  a p a r i c i ô n  de  P^  ̂ e n  il p o r  u n a  a p a r i c i ô n  de î ’^ .

En l o s  s u p u e s t o s  d e  l a  a f i r m a c i ô n  q u e  t r a t a m o s  d e  p r o b a r ,  v a l e

q u e  ( i l )  p j ^ /P^  = M y  q u e  ( H ) P ^ / P ^  = M, p u e s t o  q ue  1 \  no  a p a r e c e  e n
^  1 1 1

II n i  e n  M. P o r  o t r o  l a d o , ( - F [ i  = - F C ^ P j ] ,  p u e s t o  q u e

pj^ n o  a p a r e c e  t a m p o c o  e n  F.  R é s u l t a  e n t o n c e s  q u e

i . S i  II,  - F C ; - p j l  M e s  u n  a x i o m a ,  e n t o n c e s  II, - F [ t  P^ 1 —b> il e s

u n  a x i o m a .

1 1 . 1  S i  II,  -F[ , t  pj^l  —b  il s e  h a  o b t e n i d o  p o r  m e d i o  do u n a  r é g l a  l i l s -

t i n t a  d e  RS 11 y  RS 1 2 ,  t e n i e n d o  como p r e m i s a  u n  s e c u e n t e  i l " —b  II"

(o  d o s  s e c u e n t e s  H " —t.  II" y  II" —t> I1(J) y  como c o n c l u s i ô n  u n  s e c u e n -
1 1 2  2 1 1  

t e  I r  —b  II" , e n t o n c e s  , p o r  s u p u e s t o  d e  i n d u c c i ô n  ( F " ) r ^ / l ' j

( i l"  )P j  /P^^ e s  d é m o n t r a b l e  e n  S3 ( e l  c a s o  de  d o s  p r c r . i i s a s  o s  s i m i l a r )  ,
1 3  1 1P o r  u n a  a p l i c a c i ô n  de  l a  r é g l a  e n  c u e s t i ô n  a  ( M " ) P ^ / P j —b ( n " ) P ^ / F ' ,
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s e  o b t i e n s  l a  c o n c l u s i ô n  ( i r ) P ^ / P ^  —b  ( N ' - ) P ^ / p ^  , e s  d e c i r ,
1 i l  i  J

M, - F L v P p - b l I .

i i , i i .  En e l  c a s o  de q u e  l a  r é g l a  p o r  l a  q u e  s e  h a  o b t e n i d o  

M, - F t P ^ l —b u  s e a  RS 11 o RS 1 2 ,  e n t o n c e s  h a y  q u e  t e n e r  e n  c u e n ­

t a  q u e  - F C ^ P ^ l  n o  e s  d e s d e  l u e g o ,  l a  p a r t e  p r i n c i p a l  de  l a  a p l i ­

c a c i ô n  de l a  r é g l a .  S i  h a y  u n a  e x p r e s i ô n  como A X F [ X ] ( o  -  AEFCX] ) 

e n  r P q u e  s e  h a  o b t e n i d o  a  p a r t i r  d e  FL^-Pj^l (o  e n  H " ,  q u e  s e  h a  o b ­

t e n i d o  de  - F t P M )  e n t o n c e s  p u e d e  e s c o g e r s e ^ ^ ® ^  P^  -  p u e s t o  q u e
1 1 1P n o  a p a r e c e  e n  II,  H, F b  P 1 -  de  t a l  m a n e r a  q u e  P s e a  d i f e r e n -

1 1 1 1  1 1
t e  d e  P . E n t o n c e s  (M" —b N " , F b P  0 ) P  / P  « (M")P /  P — b  (N")  

1 1 1  n i j  I j
P ^ / P j ,  F b  P ^ ] y  p o r  l a  r é g l a  RS 11 s e  s i g u e

( r i " ) P ^ / P j  —>  ( N " ) p J / P j ,  A X F t X l  

e s  d e c i r ,  M, - F [ v P j ] —b  N.

Lo mi smo  v a l e  p a r a  e l  c a s o  e n  q u e  e n  M " ' a p a r e z c a  -  A XF X . Con e s ­

t a  q u e d a  d e m o s t r a d o  e l  p a s o  de  i n d u c c i ô n ,  l a  a f i r m a c i ô n  (A) y  e l  

p u n t o  2 . 1  de  l a  d e m o s t r a c i ô n  de  l a  a d m i s i b i l i d a d  de  RS 12 .

2 . 2 .  S i  -  A X F tX jn o  e s  l a  p a r t e  p r i n c i p a l  d e  l a  

a p l i c a c i ô n  d e  l a  r é g l a  p o r  m e d i o  d e  l a  c u a l  s e  h a  o b t e n i d o  l a  

p r e m i s a  de  l a  r é g l a  RS 1 2 ,  e n t o n c e s  l a  c o n c l u s i ô n  s e  s i g u e  d e l  

s u p u e s t o  d e  i n d u c c i ô n  y l a  a p l i c a c i ô n  d e  l a  r é g l a  c o r r e s p o n d i e n t e .

RS 11 :  1 .  1 . 1  S i  M e s  e l  c o n j u n t o  M ' , A X F t X l ,  

e n t o n c e s  d e l  a x i o m a  l i ' ,  FCAD —b  N,  FCAl s e  s i g u e  l a  c o n c l u s i ô n  

p o r  RS 10 .

1 , 2  S i  M y M c o n t i e n e n  ambos  u n a  f ô r m u l a  G, e n t o n c e s  l a  c o n c l u s i ô n  

e s  un  a x i o m a ,

2 .  E l  p a s o  de  i n d u c c i ô n  e s  s i m i l a r  a l  de  l a  r é g l a

a n t e r i o r ,

Lema 4 , 5 , 2

Las  s i g u i e n t e s  r é g l a s  RS B1 -  RS A2 s o n  a d m i s i b l e s
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n s  D i  F — b  H n s  r ,2 F , - i  f

e n  S3 :

H , - n F - >  II H-

RS B3 M, F a G ,  F ,  Ü —1> II ' i;r, 154 II , n - (  F a  G ) , n - F  , n - r

It ,  F A G — b  U  F ,  -1 - ( I  A  n )

n s  H5 M, - ( F a G ) ,  - F  — b  M II ,  - ( F a G ) ,  - '

M, - ( F a G)

RS BG M  - i ( F a G ) , - , F  — b N W, -i (  F a  G ) , -,  G —b  il

M, T ( F  A G) —b  W

RS D7 M, A X F t X D ,  FCA] —b  H RS 118 M, n -  A XFCX] ,n  - F [ / G

M, A X F C X D — b n  II, n - A X F C X ]

RS 139 II,  - A X F l X l , - F C v  P ^ 3 - b  M RS H l o  M . n A X F C X l ,  n F C O ' ^ ] —b  li
-------------------------------------J ------------ (,*)  4  ( ^  )

H,  -  A XFCX] —b  l i  11,-1 A XFCXJ —b  II

(4|<f) b a j o  e l  s u p u e s t o  de  q u e  P^ no  a p a r e z c a  e n  l a  c o i i c i n a i ô n .

RS A 1 M  b  M RS A2 n — b

M , G '—b  II F '— b  i l , li

D e m o s t r a c i ô n :

RS 131; Se  s i g u e  i n i i i c d i a t a r r . eu  t e  d e  FF 3 ,  RS 1 y

RS 2.

RS 132 : S u p u e s t o  q u e  e n  u n a  d e m o s t r a c i ô n  en  S3 a p a -  

r e c e  u n  s e c u e n t e  de  l a  m i s m a  f o r m a  q u e  l a  p r e m i s a ,  e n t o n c e s  t a m i i i é n  

p u c d e n  a p a r e c e r  e n  e s a  d e n i e s t r n c i ô n  l o s  s i a u i c n t o s  s e c u e n t e s :

1 .  M , l , 1 “ F , - i F - — b  II S u p u e s t o
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2 .  H —b  F ,  H RS 1 , 1 ;  R S ^

3 .  M —b  F ,  N R S ^ ,  2

4 .  M, - ,  F —b  M RS 2 ,  3

RS B3:  La c o n c l u s i ô n  s e  s i g u e  de  l a  p r e m i s a  p o r

RS 6 .

RS B 4 : S i  l a  p r e m i s a  d e  l a  r é g l a  a p a r e c e  e n  u n a  

S 3 - d e m o g t r a c i 6 n ,  t a m b i é n  p u e d e n  a p a r e c e r  e n  e l l a  l o s  s i g u i e n t e s  

s e c u e n t e s :

1 .  M , i  - ( F  A g )  , n - F ,  - 1 -G —b  H S u p u e s t o

2 .  H , -> - ( F  A G) —b  N,  - F ,  -G RS~~2, 1

3 .  H, -, -  (F  A G) —b  N,  - ( F a G) RS 9 ,  2

4 .  H, n  -  ( F *  G) —b  N RS 2 ,  3 '

RS B5:  l a  c o n c l u s i ô n  s e  s i g u e  de l a  p r e m i s a  p o r

RS 8

RS B6:  S i  l a  p r e m i s a  d e  l a  r é g l a  a p a r e c e  e n  u n a

S 3 - d e r a o s t r a c i ô n , e n t o n c e s  t a m b i é n  p u e d e n  a p a r e c e r  e n  e l l a  l o s

s i g u i e n t e s  s e c u e n t e s :

1 .  M, - 1  (F A G) , -, F —b  N S u p u e s t o

2 .  M, -, (F A G) , "I G —b  H S u p u e s t o

3 .  n ,  -, (F  A G)  > N,  F RS~2 ,  1

4 .  H, -, (FA G) —b  N, G HS ~2 , 2

5 .  n ,  -, (F  A G) —b  M, F a G RS 7

6 .  M, -, ( F A  G) —b  N RS 2

RS B 7 : De l a  p r e m i s a  s e  s i g u e  l a  c o n c l u s i ô n  p o r

RS 1 0 .

RS B8:  S i  l a  p r e m i s a  a p a r e c e  e n  u n a  E 3 - d e m o c t r a c i ô n ,  

e n t o n c e s  l o s  s i g u i e n t e s  s e c u e n t e s  p u e d e n  f o r m a r  p a r t e  de  e l l a :

1 .  Ti, t - A X F C X I ,  n - F C A ] — b  N S u p u e s t o

2 .  H,  - 1 -A X FC X I  — b N, -FCA]  RS 2, 1
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3 .  H,  1  -  A X F C X I —1> M, -  A XFCX] FF 1 3 ,  2

4 .  H,  1 -  A X F t x i  — 1> iJ r ; ;  2 ,  3

RS B9:  La  c o n c l u s i o n  o e  s i g u e  de  l a  p r e m i s a  s c g u n

RS 12

RS RIO:  S i  l a  p r e m i s a  a p a r e c e  e n  u n a  S S - d o n i o s t r a -  

c i 6 n ,  e n t o n c e s  l o s  s i g u i e n t e s  s e c u e n t e s  p u e d e n  a p a r e c e r  e n  e l l a :

1 .  I l ,  - l A X F L X l ,  1  FC^-Fj ] —1> Il S u p u e s t o

2 .  I l ,  n  A X F [ X ]  —b  L ,  F C u R j ]  Ï Ï Î T ^ ,  1

3 .  M, -tA XFCX] —b  II, A XFCX]  i i ,  2

4 .  I l ,  1  A XFCX]  —b  M a s  2 ,  3

RS A l :  d e m o s t r a c i ô n  s e g û n  l a  l o n g i t u d  de l a  3 3 -  

d e m o s t r a c i ô n  d e  l a  p r e m i s a :  1 ,  S i  I I — b  N e s  un  a x i o m a ,  t a i . l j l é n  

l o  e s  M, r , —.>11.

2 : 2 . 1  T o d a  a p l i c a c i ô n  d e  u n a  r é g l a ,  f u e r a  de  l a s  r é g l a s  I!:; 11 y 

RS 1 2 ,  e s  t a m b i é n  u n a  a p l i c a c i ô n  de  l a  m i sm a  r e n i a  c u a n d o  p r e m i ­

s a s  y  c o n c l u s i ô n  s e  a n i p l i a n  e n  l a  f ô r m u l a  G.

2 . 2  S i  H —b u  s e  h a  o b t e n i d o  de  II —b  U '  , F C k p o r  u n a  a p l i c a c i ô n  

de  l a  r é g l a  RS 1 1 ,  e n t o n c e s  s e  p u e d e  s u s t i t u i r  c a d a  a p a r i c i ô n  de  

e n  l a  d e m o s t r a c i ô n  p o r  u n a  a p a r i c i ô n  d e  u n  p a r ô m e t r o  t l i n t i n t o  

d e  t o d o s  I o n  d e  l a  d e m o s t r a c i ô n  y  do G.  E n t o n c e s ,  p o r  s u p u e s t o  de  

i n d u c c i ô n ,  v a l e  q u e  I I , G —> 1 1 ' ,  FC,- l'j^] , d o n d e  p j  e s  c l  n u o v o  p a r â -  

m e t r o , en  u n  s e c u e n t e  de  u n a  S 3 - d e m o s t r a c i ô n ,  y  p o r  PS 11 s e  s i g n e  

l a  c o n c l u s i ô n .  Lo mi smo  v a l e  p a r a  e l  c a s o  e n  q u e  l a  p r e m i s a  s o  b a ­

y a  o b t e n i d o  p o r  u n a  a p l i c a c i ô n  d e  l a  r é g l a  RF 12 .

RS A2:  La  d e m o s t r a c i ô n  e n  s i m i l a r '  a l  c a s o  . a n t e r i o r .

Pa.samor; a h o r a  a  m o s t r a r  l a  r e l a c i ô n  e n t r e  d e d u c c i o ­

n e s  en  f.'3 y  d e d u c c i o n e s  e n  S 3 ,  como p a s o  p r e v i o  p a r a  d a r  l a  p r i m e ­

r a  p r u e b a  de  c o m p l e t u d  d e  S 3 .
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Lema 4 . 5 . 3

S e a  0 o -  u n a  d e d u c c i ô n  de  F a  p a r t i r  d e l  c o n -  
II , 1 F

■ j u n t o  11° de  s u p u e s t o s  e n  e l  c â l c u l o  133, s i c n d o

11° u n  c o n j u n t o  f i n i  t o .  S e a  £  u n  p u n t o  de

y Vip c l  c o n j u n t o  de  l o s  p r e d e c e s o r e o  de  £  e n

QpO _,p.  D a j o  e s t o s  s u p u e s t o s ,  s e  c u m p l e  q u e  p a r a

t o d o  p u n t o  P d e l  â r b o l  f i n i t e  c e r r a d o  B „  e s
-  11° ,“1 F

d e m o s t r a b l e  e n  S3 e l  s e c u e n t e  I i ° ,  V/p— 1>

D e m o s t r a c i ô n ; P o r  I n d u c c i ô n  f u e r t e  s e g u n  e l  n um é­

r o  n  d e  s u c e s o r e s  de  P e n  p*

B a s e  d e  i n d u c c i ô n :  n  = 0 .  En e s t e  c a s o  P e s  u n  

p u n t o  f i n a l .  E n t o n c e s  V/p e s  e l  c o n j u n t o  o  . ( _ H ° , F , - f | ,

D e l  a x i o m a  U ° , F —4> F s e  s i g u e ,  p o r  RS 2 y  RS 5 ,  H ° , F ,~ i F  

y  M ° , F ,  - F

P a s o  de  i n d u c c i ô n :  S u p u e s t o  d e  i n d u c c i ô n :  S i  e l  

p u n t o  Q '  de  B j^o _,p t i e n e  me nos  s u c e s o r e s  q u e  P ,  e n t o n c e s  o s  démon­

t r a b l e  e n  S3 q u e  11°, \1 ,  •— b
— O

1 .  A P s e  l e  h a  a n a d i d o  u n  s u p u e s t o  G,  G € M  . P o r

s u p u e s t o  d e  i n d u c c i ô n ,  H ° ,  Wp, G -—b  e s  S 3 - d e m o s t r a b l e . E s t o  e s  

l o  mi smo  q u e  d e c i r  q u e  11°, V/p —b  e s  S 3 - d e m o s t r a b l e .

2 .  A £  s e  l e  h a  a f i a d i d o  u n  s u c e s o r  U o d o s  s u c e s o ­

r e s  y  llp p o r  m e d i o  d e  u n a  a p l i c a c i ô n  d e  u n a  de  l a s  r e g l a s

RB 1 -  RB 1 0 .  E n t o n c e s  s e a  M = M°U ( VIp\ | ^  ) ) ,  d o n d e  Q e s  un  p u n t o

de  Wp, a  d e t e r m i n a r  e n  c a d a  c a s o .

2 . 1  S i  H s e  h a  o b t e n i d o  p o r  RB 1 ,  e n t o n c e s  H e s  

F y  h a y  u n  0  c  V/p t a l  q u e  Q H q m  F .  E n t o n c e s ,  p o r  s u p u e s t o  d e  i n ­

d u c c i ô n ,  n ,  —s F ,  F — 1> e s  S 3 - d e m o s t r a h i e .  RS Bl ,  i î ,  F 

d e c i r ,  l t ° , V/p—b  e s  S 3 - d e m o s t r a b l e .

2 . 2  S i  II s e  h a  o b t e n i d o  p o r  RB 2 ,  h a y  u n  Q t a l  q ue

Q « V/p y  £  s* ^ r ^ F .  E n t o n c e s ,  p o r  s u p u e s t o  do  i n d u c c i ô n ,  F —b
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e s  S 3 - c l e m o s t r a b l e . P o r  RS B2, F — b  e s  S 3 - r i e i n o n t r a b l c .

2 . 3  S i  II e s  F o e s  G y  s e  h a  o b t e n i d o  p o r  l.’F B 2 ,

h a y  u n  Q e n  V/p t a l  q u e  £  e s  F a G. S i  H e s  F ,  e n t o n c e s ,  po i '  s u p u e s ­

t o  d e  i n d u c c i ô n ,  M, F a G,  F '—> e s  S 3 - d e i n o s t r a b l c . P o r  lîS A l  y

RS B3 M, F a G — b  e s  S 3 - d e m o s t r a b l e .  Un r a z o n a m i e n t o  s i m i l a r  

v a l e  p a r a  e l  c a s o  e n  q u e  U e s  G.

2 . 4  S e a  H a - F  o a - q ,  h a b i é n d o s c  o b t e n i d o  p o r  RB 4.

Hay u n  g  e n  V/p t a l  q u e  g  e s  t - ( F a g ) .  P o r  s u p u e s t o  d e  i n d u c c i ô n

II, n  - ( F  A G) , -% - F  — b  e s  S 3 - d e m o s t r a b l e  o  M, i - ( F a g ) ,  n - n  ------------

e s  S 3 - d . e m o s t r a b l e .  P o r  RS A l  y  RS B4 M , - \ - ( F a G) — b  e s  S3 -do i , i os  i : r a -  

b l e .

2 . 5  S e a n  y  11  ̂ l a s  f ô r m u l a s  - F  y  -G ,  r o r , | ) C c t i -  

v a i n e n t e .  S u p u e s t o  q u e  s e  h a n  o b t e n i d o  p o r  RB 5 ,  e x i s t e  un  G en

V/p q u e  e s  de l a  f o r m a  - ( F a G ) .  P o r  s u p u e s t o  de  i n d u c c i ô n ,

M, - ( F a G ) ,  - F  — b  y  M, - ( F a G ) ,  -G —b  s o n  S 3 - d c m o s  t r a h i e s .

M, - ( F a g ) — 1> e s  8 3 - d e m o o t r a h i e  p o r  RS B 5 .

2 . 6  S i  11̂  y  s o n  - tF y - i G  h a b i é n d o s e  o l i t o n i d o  

p o r  RB G , e x i s t e  u n  p u n t o  Q e n  V/p de  l a  f o r m a  - i ( F a G ) .  P o r  r ; u!>ues to  

d e  i n d u c c i ô n .  H,  i ( F a  G ) ,  -, F —> y K,  -, (F  A G ) ,  G -—b s o n  S B - d o -  

m o s t r a b l e s .  P o r  RS BC, H , -, (F  a G) —b  e s  S 3 -  d c mo s  t  r  ab  1 c .

2 . 7  S i  II e s  F IA] ,  e n t o n c e s  h a y  u n  G en  V/p de  l a  

f o r m a  A X F C X ] , s i  II s e  h a  o b t e n i d o  p o r  B 7 . P o r  s u p u e s t o  de  i n d u c c i ô n ,  

II,  A XFCX) , F C A l— b  e s  S 3 - d e m o r . t r a l j l e , y  p o r  RB lîv l o  en

II, A XFCX] — b

2 . 0  S i  II e s i - I ' C A l ,  h a l v i ô n d o n e  o b t e n i d o  p o r  I:B 

e n t o n c e s  h a y  u n  Ç) d e  l a  f o r m a  a  -  A XFCX) e n  \/p . K n t o n c c n ,  p o r  

s u p u e s t o  d e  i n d u c c i ô n ,  il , . - i  -  A Xl'CXl P-FCAl —b  e s  S l - d e m o : ;  t r a h i e .

P o r  RS BO, l o  e s  t a m b i é n  i l , -, - A  XFCXl  b  .

2 . 9  S i  II e s  - F t  p j l  y  n e  l ia o b t e n i d o  j i o r  l/b 0 ,  

e n t o n c e s  h a y  u n  n do l a  f o r m a  -  A XFCX]on \ ' p .  P o r  su ;  l ue s  t o  a e  i n -
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( i u c c i ô n ,  n ,  - A X F C X ] ,  - F t  F j l — b  e s  S 3 - d e m o s t r a b l e  y  p o r  US 

D9 l o  en  t a m b i é n  H,  - A  XFCX] —1> .

2 . 1 0  S i  II e s  - t F D - P j l  y  s e  h a  o b t e n i d o  p o r  lîll 1 0 ,  

e n t o n c e s  h a y  u n  Q e n  Wp de  l a  f o r m a  ~i AXFCXI .  P o r  s u p u e s t o  de  

i n d u c c i ô n .  II,  n  A X F I X I , F D - D —b  e s  S 3 - d e m o s t r a b l e  y  p o r  US BID

l o  e s  t a m b i é n  M, n A  XFCXI

3 .  S i  e l  s u c e s o r  d e  P p e r t e n e c e  a  p p o r  u n a

d e  l a s  r e g l a s  lîB 11 -  RD 1 4 , e n t o n c e s ,  p o r  s u p u e s t o  d e  i n d u c c i ô n ,  
o p,  I L — 1> e s  S 3 - d e m o s t r a b l e . P o r  l a s  r e g l a s  RS ^ -  R S ^ ^ ,  

e s  S 3 - d e m o s t r a h i e .  P o r  l a  r é g l a  d e  s e p a r a c l ô n ,  

e s  S 3 - d e m o s t r a b l e .  q . e . d .

o

P

La d e m o s t r a c i ô n  d e  l a  c o m p l e t u d  de  S3 e s  a h o r a  

muy s e n c i l l a .  P a r t i e n d o  d e  l a  c o m p l e t u d  d e  B3,  d e m o s t r a m o s  q ue  s i  

u n  e n u n c i a d o  e s  c o n s e c u e n c i a  s e m a n t i c s  d e  u n a  c l a s e  d e  e n u n c i a d o s ,  

e n t o n c e s  e s  d e d u c i b l e  e n  B3 y ,  p o r  e l  l e m a  q u e  a c a b a m o s  d e  d e m o s t r a r ,  

e n  S 3 .

P r o p o s i c i ô n  4 . 5 . 4  C o m p l e t u d  ( r e s t r i n g i d a )  de  03  

S i  II *  e s  u n  c o n j u n t o  de  f ô r m u l a s  p a r a m é t r i c a m e n t e  

l i m i t a d o ,  p o s i b l e m e n t e  v a c l o ,  y  F u n a  f ô r m u l a  de 

L 3 , e n t o n c e s

D e m o s t r a c i ô n : S i  F ,  e n t o n c e s  p o r  l a  c o m p l o ­

t u d  de  03  ( p r o p .  2 . 4 . 5 ) ,  F .  P o r  l a  d e f i n i c i ô n  de  d e d u c c i ô n

e n  B3 s e  s i g u e  q u e  h a y  u n  ar tmol  c e r r a d o  f i n i t o  c o n  s u p u e s t o s  

11°, 1 F d o n d e  M° C  II.  P o r  e l  l e m a  4 . 5 . 3  H ° ,  W_^p—1> e s  5 3 - d e m o s -

t r a b l e ,  e s  d e c i r  H ° , F — 1> e s  S 3 - d e m o s t r a b l e .  P o r  l o  t a n t o ,  p o r  

RS 2 ,  M ° —O  F e s  G 3 - d e m o s t r a b l e  y  p o r  l a  d e f i n i c i ô n  de  d e d u c c i ô n  

e n  S 3 ,  F .  q . e . d .
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P r o p o s i c i ô n  4 . 5 . 5 .  C o m p l o t u d  ( g e n e r a l )  d e  B.'î

S e a  M u n  c o n j u n t o  d e  X 'ô r m u l a s ,  p o s i b l e m e n t e  v a c l o ,

y  F u n a  f ô r m u l a  de  L 3 .  E n t o n c e s

” ”  ‘l ï ï T "

D e m o s t r a c i ô n : Como e n  l a  p r o p o s i c i ô n  a n t e r i o r ,  

u t i l i z a n d o  l a  c o m p l e t u d  g e n e r a l  de  D3.

P r o p o s i c i ô n  4 . 5 . G A d e c u a c i ô n  d e  S3

S i  fi**es u n  c o n j u n t o  d e  f ô r m u l a s  p a r a m é t r i c a m e n t e

l i m i t a d o  y  F e s  u n a  f ô r m u l a  de  LO, e n t o n c e s

D e m o s t r a c i ô n : La  p r o p o s i c i ô n  e s  c o n s e c u e n c i a  i n m e ­

d i a t a  de  l a  c o m p l e t u d  r e s t r i n g i d a  y  l a  c o r r e c c i ô n  d e  S3  ( p r o p o s i -  

c i o n e s  4 . 5 . 5  y  4 . 3 . 2 ) .

Uos  v o l v e r n o s  a h o r a  a  l a  s e g u n d a  d e m o s t r a c i ô n  de 

l a  c o m p l e t u d  d e  S 3 .  En e s t e  c a s o  n o s  b a s a m o s  e n  l a  n o c i ô n  do [>ro-  

p i e d n d  t r i v a l e n t e  d e  c o n s i s t e n c i a  a n a l i t i c a .  Como e n  e l  c a s o  de  

H3,  d e m o s t r a m o s  q u e  l a  d e m o s t r a b i l i d a d  d e  c i e r t o s  s e c u e n t e s  o ,  

r n e j o r ,  s u  no  d e m o s t r a b i l i d a d  e n  S 3 ,  e s  u n a  p r o p i e d a d  de c o n s i s t o n -  

c i a .  De a h l  s e  s i g u e  l a  c o m p l e t u d  de  S 3 .  Au nqu e  e l  c o n t o n i i l o  

f i n a l  d e  l a  p r u e b a  n o  d i f i e r e ,  n a t u r a l m e n t e , do l o  f | ue  a f  ii ' i . ia l a  

a n t e r i o r  p r u e b a  d e  c o m p l e t u d ,  j u z g o  i n t e r o s a n t e  e s t a  d e m o s t r a c i ô n  

e n  s i  m i s m a ,  como a p l i c a c i ô n  de  l a  i d e a  d e  p r o p i e d a d  de  c o n s i r .  t o n -  

c i a  a  u n  c â l c u l o  n u e v o .

D e f i n i m o s  l a  p r o p i e d a d  E,. como s i g u e :  S i  o s  un  

c o n j u n t o  de  f ô r m u l a s  do  L 3 , M t  s i i  p a r a  t o d o  s u b c o n j u n t o  f i n i ­

t o  M° d e  ii n o  h a y  u n a  3 3 - d e m o s t r a c i ô n  d e l  s e c u e n t e  — 1> . Vamos

a  d e m o s t r a r  a  c o n t i n u a c i ô n  q u e  E^ e s  u n a  p r o p i e d a d  t r i v a l e n t e  de  

c o n s i s t e n c i a  a n a l i t i c a .  G i n  e m b a r g o ,  e n  v e z  de  p r o b a r  q u e  E,_
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c u m p l e  I a n  c o n d i c i o n e s  de d e f i n i c i ô n  d e  l a s  p r o p i e d a d e s  d e  c o n ­

s i s t e n c i a  vamos  a  p r o b a r  qu e  e l  c o m p l e m e n t o  d e  E ^ ,  e s  d e c i r ,  l a  

c l a s e  de  c o n j u n t o s  de  f ô r m u l a s  t a i e s  q u e  t i e n e n  u n  s u b c o n j u n t o  

f i n i t o  M° c o n  u n  s e c u e n t e  M°—b  q u e  e s  S 3 - d e m o s t r a b l e , c u m p l e  l a s  

c o n d i c i o n e s  ( i " )  -  ( v i ' )  d e  l a  d e f i n i c i ô n  d e  p r o p i e d a d  d e  c o n s i s ­

t e n c i a .

Lema 4 . 5 . 7

S e a  E l a  p r o p i e d a d  de  c o n j u n t o s  de f ô r m u l a s  M d e -  
5

f i n i d a  p o r :  M e E ^  s i i  p a r a  t o d o  s u b c o n j u n t o  f i n i ­

t o  H°  de  H n o  h a y  u n  s e c u e n t e  M°— >  d e m o s t r a b l e  

e n  S 3 .  E n t o n c e s  E^ e s  u n a  p r o p i e d a d  t r i v a l e n t e  de 

c o n s i s t e n c i a  a n a l i t i c a .

D e m o s t r a c i ô n : ( i ' )  S i  M c o n t i e n e  u n a  f ô r m u l a  y s u  

n e g a c i ô n  f u e r t e  o d é b i l ,  e n t o n c e s  h a y  u n a  S 3 - d e m o s t r a c i ô n  de  M°—&, 

p a r a  u n  s u b c o n j u n t o  f i n i t o  M° d e  M. En c o n c r e t e ,  l a  s i g u i e n t e :

1 .  F , - ,  F — > F A x io ma

2 .  F ,  n  F — >  RS 2 ,  1

o b i e n

1 . F , - F  —>  F A x ioma

2 .  F ,  - F  —1> RS 5 ,  1

Es c l a r o  q u e  l o s  c o n j u n t o s  ^ F , - \ F i  y  ^ F , - f }  s o n  s u b c o n j u n t o s  f i n i t q s  

d e  M. Lu e go  s e  c u m p l e  l a  c o n d i c i ô n  ( i ' ) :  S i  h a y  u n a  f ô r m u l a '  F en 
n t a l  q u e  e l l a  y  s u  n e g a c i ô n  f u e r t e  o d é b i l  a p a r e c e  e n  M, e n t o n ­

c e s  h a y  u n  s u b c o n j u n t o  f i n i t o  H°  d e  H t a l  q u e  e l  s e c u e n t e  I i °—fc> 

e s  d e m o s t r a b l e  e n  S 3 ,  e s  d e c i r ,  M

( i i ' ) ;  S i  ^  E^ o 1 1 1 , 0 , 0^ ^  ^  E ^ ,  e n t o n c e s

s e a  M° u n  s u b c o n j u n t o  f i n i t o  d e  M t a l  q u e  l o s  s e c u e n t e s  M , q , q ^ —b> 

o M°,  o ,  — fc> s o n  S 3 - d e m o s t r a b l e s .  E n t o n c e s  s e  c u m p l e  que
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( 1 )  S i  o e s  I g F ,  e n t o n c e s

1. F

2 .  K ° , F

( 2 )  S i  a  e s  ( F a O ) ,  e n t o n c e s

1 . M ° , F a G ,  F 

( 1  ' .  1 1 ° ,  F a G ,  G - >

2 .  1 1 ° , F A G , F , G -

3 .  M° ,  F A G

( 3 )  S i  Q e s  1  - ( F A  G ) , e n t o n c e s
, .o1 .  n  , - i - ( F a  g )  , -, -F  

(1  . M , —ï — ( F A  G ) , -, —G ■

2 .  li , - ( F  A  G) , 1 - F , -, -G

S u p u e s t o  

lis 1 )2

S u p u e s t o  

S u p u e s t o 1 

lis  A l , 1 o 1 ' 

n s  G , 2

Sup i i c . ' î t o  

S u p u e s t o )

lis A l ,  1 o 1 '

3 .  Il , - 1 - ( F  G) lis ];4

P o r  l o  t a n t o ,  s i  M , o , a e s  S 3 - d e i p . o s t r a t ) l c  o l o  e s  i l ° , Q ,  o .  

> . Fn  c o n s e c u e n c i a ,  s e  cuii ip.lc I ne n t o n c e s  l o  e s  t a m b i é n  11°, o -  

c o n d i c i ô n  ( i i ' ) .

( i i i ' ) :  G i  { l l , b , b ^ )  ^  y  {il ,  b , b^}  ^  F, . ,  c n t o n c e r ;  

s e a  M° u n  s u b c o n j u n t o  f i n i t o  de  M t a l  q u e  l o s  s e c u e n t e s

"  , b , b ^

s e c u e n t e s

o

y

o b i e n

y

y M , b , b . s o n  8 3 - d e m o s t r a b l c s . E n t o n c e s ,  l o s

( 1 )  " ° ,  U n  F , -»  F —1>

( 2 )  H, - ( F  A G ) ,  - F  - t >  

( 2 ' )  H, - ( F a  g )  , -G - t >

( 3 )  II, -,  ( F A G ) , -, F —b. 

( 3 ' )  II,  - ,  ( F a  g )  ,  - ,  g — fc.

- o n  d o m o s t r a b l e s  e n  S 3 .  E n t o n c e s ,  p o r  HG D2,  EG lit, y  EG EG, e l

s e c u e n t e  il , b en  G 3- de mo s  t r a l ) l o .

( i v ' ) :  Gi  { l l , c  , c  TAl J  4  F|. , e n t o n c e s  s c a  i i °  u n  s u b ­

c o n j u n t o  f i n i t o  de  K, t n l  q u e  e l  s e c u e n t e  11°, c ,  cCAl  — O r;ea 

G 3 - d e m o s t r a b l e , E n t o n c e s ,  l o s  s e c u e n t e s
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( 1 )  M°,  A  XFCX] , FCA] ----1>

O *
( 2 )  11° ,  T -  A X F r x l , 7 - F [ A ] - H >  

s o n  S 3 - d e m o s t r a b l e s .  F o r  RS B7 y  RS B8 ,  M°,  c . — fc, e s  S 3 - d e m o s -  

t r a b l e .

( v ' ) ;  S i  { n , d  , d  D. p 5 |  ^  E , e n t o n c e s  s e a  11° u n
^ o 1

s u b c o n j u n t o  f i n i t o  d e  M, t a l  q u e  e l  s e c u e n t e  M , d , dC, .P^ 3 — C> s e a

S 3 - d e i ; i o s t r a b l e .  S u p u e s t o  que  n o  a p a r e c e  e n  M ° , d ,  l o s  s e c u e n t e s

t ( 1 )  11°,  -  A X F C X ] ,  - F L i p h
I „  J

( 2 )  11°, n A XFCX],  - i F U P j ]  

s o n  S 3 - d e m o s t r a b l e s .  P o r  RS B9 y  RS B 1 0 ,  H , d  — >  e s  S 3 - d e m o s -  

t r a b l e ,  e s  d e c i r ,  s i  { l l , d  , d [ v  P j ] )  ^  E g , e n t o n c e s  { M , d }  4̂  , como

e x i g e  l a  c o n d i c i ô n  ( v ' ) .

( v i ' ) :  S i  ^  E ^ ,  p a r a  l S i 5  4 ,  e n t o n c e s  s e a

H°  u n  s u b c o n j u n t o  f i n i t o  t a l  q u e  e x i s t e  u n a  S 3 - d e m o s t r a c i ô n  p a r a

1 .  M ° ,  1> .

E n t o n c e s  s e  p u e d e  h a c e r  l a  s i g u i e n t e  S 3 - d e m o s t r a c i ô n :

2 .  11° —t> RS ^^ - .  RS^^

3 .  11° — 1> R é g l a  d e  s e p a r a c l ô n

En c o n s e c u e n c i a ,  d e  l a  S 3 - d e m o s t r a b i l i d a d  de  H ° , — >  s e  s i g u e

l a  d e m o s t r a b i l i d a d  d e  11° —k  . P o r  l o  t a n t o ,  s e  c u m p l e  l a  

c o n d i c i ô n  ( v i ) .  q . e . d

D e l  l e m a  s e  s i g u e  l a  c o m p l e t u d  r e s t r i n g i d a  de  33

como s i g u e :

P r o p o s i c i ô n  4 . 5 . 8 .  C o m p l e t u d  ( r e s t r i n g i d a )  de S3 

S e a  M ^ u n  c o n j u n t o  d e  f ô r m u l a s  p a r a m é t r i c a m e n t e  

l i m i t a d o ,  p o s i b l e m e n t e  v a c l o ,  y  F u n a  f ô r m u l a  de  

L3.  E n t o n c e s  s e  c u m p l e  q u e
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”  "  =>
D e m o s t r a c i ô n : S i  i 11^ F,  e n t o n c e s  { I i f i  i  ) en  

L S - l n s a t i s f a c i l i l e . D o r  e l  P r i n c i p i o  rle D n i i i c a c i ô n ,  { ^  -

E s t o  e s  é q u i v a l e n t e  a  d e c i r  q u e  h a y  un  s u b c o n j u n t o  f i n i t o  11° ho

M t a l  q u e  e l  s e c u e n t e  M ° , T F  >  e s  S 3 - d e m o s  t r a b  l e . F o r  iîS 2 ,

II”—> F  e s  S 3 - d e m o s t r a b l e .  P o r  d e f  i n i c i ô n  de  d e d u c c i ô n  en  s i ,

La  c o m p l e t u d  g e n e r a l  de  S3 y  s u  a d e c u a c i ô n  s e  s:i- 

R u e n ,  s o b r e  l a  b a s e  d e  l a  p r o p o s i c i ô n  a n t e r i o r ,  d e l  mi smo i,,odo 

q u e  e n  l o s  dem âs  c â l c u l o s .

4 . 6  E l i m l n a c i ô n  d e  l a  r é g l a  de  s e p a r a c l ô n  e n  G3

En e s t e  a p a r t a d o  d e m o s t r a m o s  e l  n a u | i t s a i ; z  p a r a  

8 3 ,  d e  c u y o  c o n t e n l d o  y  c o n s e c u e n c i a s  y a  hem os  ha ï ,  1 a d o . i . ' i cbo c n n  

c i e r t a  p r e c i s i o n ,  l o  q u e  h a c e m o s  e s  r n o s t r a r  q u e  e n  un  c â l c u l o  r ; e -  

c u c n c i a l  i g u a l  a  S3 s a l v o  q u e  e n  é l  n o  a p a r e c e  l a  r é g l a  d e  c o r t e ,  

s o n  d é m o n t r a b l e s  l o s  m i s m o s  s e c u e n t e s  q u e  e n  S 3 ,  i i na  v e z  rpic l i ay a -  

mos p r o b a d o  e s t a  a f i r m a c i ô n ,  h a b l a r e i n o s  de  S3 b a j o  c l  s u p t i c s t o  Im­

p l i c i t e  de  q u e  s e  t r a t a  d e  e s e  c â l c u l o  s i n  r e ^ l a  de  s e p a r a c l ô t i .

P r o p o s i c i ô n  4 . G.1

S u p u e s t o  q u e  h a y  d e m o s t r a c i o n e s  e n  S3 p a r a  l o s

s e c u e n t e s  P I :  11^, F — (> y  l'I-: >  I , 3,, e n

l a s  c u a l e s  no  s e  h a  e i i i p l cad o  l a  r c l a  de  scr-ar,- 

c i ô n ,  e n t o n c e s  h a y  t a m . b i é n  u n a  . , 3 - d e i , i o s t r a c l ô n  

d e l  s e c u e n t e  l i ^ , — > i l ^ , d,^ e n  l a  q u e  n o  s o

e i n p l e a  l a  r é g l a  do s c ] , a r a c i ô n .
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La d e m o s t r a c i ô n  do e s t a  p r o p o s i c i ô n  s e  r e a l i z a  

p o r  u n a  d o b l e  i n d u c c i ô n  s e g û n  l a  l o n g i t u d  de  l a s  d e m o s t r a c i o n e s  

de  P I  y  P2 y s o g u n  e l  g r a d e  d e  F f u e r a  d e  l a s  d e s o r i p c i o n e s , s i -  

g u i e n d o  e l  m o d e l o  de  l a  d e m o s t r a c i ô n  de  G e n t z e n .  En e l  a p é n d i c e  I  

d a r e m o s  o t r a  d e m o s t r a c i ô n  d i s t i n t a  d e l  mi smo  t e o r e m a ,  b a s a d a  e n  

i d e a s  de  S m u l l y a n .

D e m o s t r a c i ô n  d e  l a  p r o p .  4 . 6 . 1 : P o r  d o b l e  i n d u c c i ô t  

s e g u n  ( i )  l a  suma  k de l a s  l o n g i t u d e s  y  k ^  de  l a s  d e m o s t r a c i o n e s  

e n  S3 de  l o s  s e c u e n t e s  P I  y  P 2 y  ( l i ) s e g u n  e l  g r a d o  de  F f u e r a  de 

l a s  d e s o r i p c i o n e s .

1 .  B a s e  de  i n d u c c i ô n :  S i  k  = 2 ,  e n t o n c e s ,  p a r a  t o d o  

g r ( F ) ,  P I  y  P2 s o n  a x i o m a s  y  h a y  u n a  f ô r m u l a  G q u e  a p a r e c e  e n  e l

a n t e c e d e n t e  y e l  c o n s e c u e n t e  d e l  s e c u e n t e  P^ y  u n a  f ô r m u l a  n '  que

a p a r e c e  e n  e l  a n t e c e d e n t e  y  c o n s e c u e n t e  d e  P 2 .  C o n s i d e r e m o s  e l  c a ­

s o  e n  q u e  G o  G ' s o n  d i s t i n t a s  de  F .  E n t o n c e s  o b i e n  P I ,  e s  d e c i r ,

, F — 1> rj  ̂ e s  M ' ,  G,  F — t>M' ,  G o b i e n  P 2 ,  e s  d e c i r ,  F ,  il

e s  H g , G ' — > F,  G ' ,  i t g . En ambos  c a s o s  , H g e s  un

a x i o m a ,  y  p o r  l o  t a n t o  e s  d e m o s t r a b l e .  En e l  c a s o  de  q u e  G s e a  

i g u a l  a  F i g u a l ,  a  su  v e z j a  G ' ,  t e n e m o s  q u e  M^ , F — e s  

^ , F — M ' ,  F y  t l ^ —ts 11^, F e s  M ' ,  F —>11^,  F .  En e s t e  c a s o  

1* ” 2  — ^  ” 1 ’ ” 2  ° °  t a m b i é n  u n  a x i o m a ,  e n  c o n c r e t e  , M'  , F — ^  

g , U ' ,  F . E s t o  c o m p l é t a  l a  d e m o s t r a c i ô n  de  l a  b a s e  d e  i n d u c c i ô n .

a.  P a s o  de  i n d u c c i ô n ,  S u p u e s t o  de  i n d u c c i ô n :  S e a

k '9^2 y n  e l  g r a d o  de F f u e r a  de  l a c  d e s o r i p c i o n e s .  S e a  m e l  g r a d o

de  G f u e r a  de  l a s  d e s o r i p c i o n e s .  E n t o n c e s  I I :  s i  m < n  y

M , G — b  il y  II —b  i i „ ,  G s o n  S 3 - d e m o s  t r a b  l e s  s i n  r é g l a  de  c o r t e ,
1 1 2 2

e n t o n c e s  t i ^ , i i ^ —(> 11^, e s  S 3 - d e m 0 s t r a b l e  s i n  r é g l a  do c o r t e .

12 :  s i  m 9  n  y  P ' : , G —>  y  P ' :  —b  G s o n  G 3 - d e m o s t r a ­

h i e s  s i n  r é g l a  d e  s e p a r a c l ô n  c o n  l o n g i t u d e s  le'  y  k '  r c s p e c t i v a m c n -  

t b  y  k^ 4- kg  < k ,  e n t o n c e s  , I L —> 11^, i l^ e s  5 3 - demos  t r a b l e  s i n
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a p l i c a r  l a  r e g i a  d e  s e p a r a c l ô n .

2 . 1 :  f l ^ ,  I’ —1> o —b  F ,  s e  h a n  o b t e n i d o  

p o r  RG 1 v i a  u n a  f ô r m u l a  G o G ' .  Gea  G o G ' d i s t i n t a s  do 1' on l ' I  

o P 2 .

2 . 1 . 1 ;  S i  11^, F — 1> N en  , F — 6  U ' , i  G , e n t o n c e s  : 15 ̂  , i - . h - i >  i i '

e s  S 3 - demos  t r a b  l e  c o n  l o n g i t u d  k ' <  k  . Dado  q u e  h + 1;'  < 1:, d e  i ' '
1 1 2 1 1

y  P2 c e  s i g u e ,  p o r  1 2 ,  q u e  ' ^^2 ' ”  — ^ ” l ' ” 2 °  '  G3 -c i emo ;v t r ab . l e  s i n  

r é g l a  d e  s e p a r a c l ô n  s i  P I  y  P2 l o  s o n .  S e g û n  1!G 1 ,  1 ,11^ — b  Ii , r l ^

e s  t a m b i é n  d e m o s t r a b l e  s i n  u s o  de  l a  r é g l a  d e  s e p a r a c l ô n .

2 . 1 . 1 ' :  S i  —b  F ,  e s  —> F , H ' ,  G. ' ,  e n t o n c e s  F> '  : II„ , G '—1> F , i.’'

e s  G 3 - d e m o s t r a b l e . E n t o n c e s ,  p o r  1 2 ,  s e  s i g u e  q u e  i , 1 , G ' — 1> ,  n '

e s  S 3 - d e m o s t r a b l e  s i n  r é g l a  d e  s e p a r a c l ô n  s i  P I  y  P2  l o  s o n . F o r  

RS 1 ,  l o  e s  t a m b i é n  11̂  ,11^— ^

S u p o n e m o s  a h o r a  q u e  G y  G ' s o n  F ,  e s  d e c i r ,  s u p o n e m o s  q u e  P I  o P2

s e  h a n  o b t e n i d o  p o r  RS 1 v i a  G o G '  y  q u e  G y  G ' s o n  F o ,  l o  q u e

e s  l o  m i s m o ,  q u e  F e s  l a  p a r t e  p r i n c i p a l  de  l a  a p l i c a c i ô n  de  RG 1 

e n  P I  o P 2 .  Dado  q u e  l a  p a r t e  p r i n c i p a l  de  RS 1 a p a r e c e  e n  c l  

c o n s e c u e n t e  d e  l a  c o n c l u s i ô n ,  e l  û n i c o  c a s o  q u e  c a b e  c o n s i d e r a r  

e s  e l  s i g u i e n t e :

2 . 1 . 2 ' :  Gi  M — b  F ,  N e s  M  b i O , M  , e n t o n c e s  P ' : ' L  ,r; —b  jI..
  ( i d Te s  G 3 - d e m o s t r a b l e  p o r  RG 2 y  RG 3 >.  P I  e s  c l  s e c u e n t e

,-iG — b  H ̂ , d e  d o n d e  s e  s i g u e ,  p o r  P. G 1 y RG -1, i y  — b  i I ̂  , G. De

e s t e  u l t i m o  s e c u e n t e ,  j u n t o  c o n  P '  s e  s i g u e ,  p o r  I I ,  p u c : ; t o  rpte

g r ( G )  < g r ( - i G )  = g r ( F ) ,  q u e  ---- b  11^,11^ e s  G G - d c m o n . t r a b l e  s i n

r é g l a  de  s e p a r a c l ô n ,  c u a n d o  P I  y  P?  s e  l i an  o b t e n i d o  s i n  r e - l a  

d e  s e p a r a c l ô n .

2 . 2 :  P I  o P2 s e  h a n  o b t e n i d o  m e d i a n  t e  l a  i - e ; ; l a  

RG 2 ,  v i a  G o g T C o n s i d e r a m o s  p r i m e r o  e l  c a s o  e n  q u e  G o r ; ' s o n  

d i s t i n t a s  d e  F.

2 . 2 . 1 ;  Gi  P I  s e  h a  o b t e n i d o  poi-  RG 2 ,  e n t o n c c r ;  i , I '  b i. or;
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Il G , F — > 11̂  . E n t o n c e s ,  P ' :  11' , F —t > N ^ , a  e s  S 3 - d e m o s t r a b l e  c o n  

l o n g i t u d  k ' t  . P u e s t o  q u e  k ' +  k ^ <  k ,  d e  P '  y  P2 s e  s i g u e ,  p o r  

1 2 ,  l a  d e m o s t r a b i l i d a d  de  —t* ” i ’ ” 2 r é g l a  d e  c o r t e  s i

P I  y  P2 n e  h a n  o b t e n i d o  s i n  r é g l a  d e  c o r t e .  P o r  RS 2 t a m b i é n  e s  

d e m o s t r a b l e  s i n  r é g l a  de  s e p a r a c l ô n  e l  s e c u e n t e  11^,M^ —^  ” i ’ ” 2 ‘ 

2 . 2 . 1 ' ;  S i  P2 s e  h a  o b t e n i d o  p o r  RS 2 ,  e n t o n c e s  — b  F.M^ e s  

Mg ,-fG — >  F ,  Mg y ,  e n  c o n s e c u e n c i a ,  P ' :  M'  — b  F , G , U ^  e s  S 3 - d e m o s -  

t r a b l e  c o n  l o n g i t u d  k ' <  k ^ .  De P '  y  P I  s e  s i g n e ,  p o r  1 2 ,  que

— 1> H ^ , H ^ , g e s  S 3 - d e m o s t r a b l e  s i n  r é g l a  d e  s e p a r a c l ô n  s i  

P I  y  P2 l o  s o n .  P o r  RS 2 l o  e s  t a m b i é n  b

S e a n  a h o r a  G y  G '  l a  f ô r m u l a  F.  I l ay  q u e  c o n s i d e r a r  e l  s i g u i e n t e  

c a s o  :

2 . 2 . 2 :  S i  M^, F - t >  e s  H ^ , - i G —1> , e n t o n c e s  P '  e s  S 3 - d e r n o s t r a -

b l e ,  p o r  RS 1 y RS 4 .  E n t o n c e s  e x i s t e  l a  s i g u i e n t e  d e m o s t r a c i ô n  

en  S3:

1 .  b  N^ ,  G P '

2 .  «2  — b  nCLNg P2

3 .  Hg , m  G —b  Ng RS 2 ,  2

4 .  M^,G —b  Ng HS“ 3 ,  3

P u e s t o  q u e  e l  g r a d o  de  G e s  m e n e r  q u e  e l  g r a d o  d e  - ,  G , p o r  I I  

s e  s i g u e  de  1 .  y  4 .  l a  a f i r m a c i ô n  de  l a  d e m o s t r a b i l i d a d  e n  53 

de  ,11^ — >  ,1'L s i n  r é g l a  de  s e p a r a c l ô n  s i  P I  y  P2  s e  o b t u v i e -

r o n  s i n  u s a r l a .

F i n a l m e n t e ,  no  c a b e  c o n s i d e r a r  e l  c a s o  e n  q u e  P2  s e  h a  o b t e n i d o  

p o r  RS 2 v i a  F ,  p u e s t o  q u e  F a p a r e c e  e n  e l  c o n s e c u e n t e  de  P2.

2 . 3 :  P I  o P 2  s e  h a n  o b t e n i d o  m e d i a n t e  R5 3 ,  v i a  

G o  G ' .  C o n s i d e r a m o s  p r i m e r o  e l  c a s o  en  q u e  %%^G o “ ^ G ' s o n  

d i s t i n t a s  de  F e n  P I  o  P2 :

2 , 3 . 1 :  S i  P I  s e  h a  o b t e n i d o .  m e d i a n t e  R5 3 ,  e n t o n c e s  P I  en
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y  n e  h a  o b t e n i d o  clc r ' ;  ] i ' , n , v  — & h ^ ,  l a  l o i  K-1 t u  d 

de  c o y a  d e r n o n t r a c i ô n  e o  rn e n o r  q u e  l a  l o n q i t u d  dc  l a  doi.ion t r r i -

c l 6 n  d e  P I .  P o r  1 2 ,  s e  s i t r u o  q u e  l l ' , r , , I ' i ^  — > er; :;3-dciiio.-, t r a ­

h i e  y  p e r  PS 3 11̂  ,11^ — P  e s  S 3 - d e m o s  t r a h i e  s i n  r e r l a  do s c -

p a r a c i ô n  s i  P I  y  P2  l o  s o n ,

2 . 3 . 1 ' :  P2 s e  h a  o b t e n i d o  p o r  RS 3 .  P2 e s  e l  s e c u c n t o  11 '  , —â  d '  — V', I i , 

La d e m o s t r a c l 6 n  e s ,  e n  e s t e  c a s o ,  s i m i l a r  a  l a  a n t e r i o r .

S e a  a h o r a  G y  O ' i p u a l  a  F ,  D ado  q u e  F a p a r e c o  e n  c l  c o n s c o u o n t c  

d e  P 2 ,  e s t e  s e c u e n t e  n o  s e  h a  o b t e n i d o  p o r  m e d i o  d e  It :  3  v i a  F .  F.l 

c a s o  q u e  q u e d a  p o r  c o n s i d e r a r  e s , e n t o n c e s ,  e l  s i q u i e n t c :

2 . 3 . 2 ;  P I  s e  h a  o b t e n i d o  p o r  n s  3 .  E n t o n c e s ,  P I  o s  —1> W^.

P o r  RS 3 ,  M^.G — > e s  3 3 - d e m o s t r a b l e . b e  P2  s e  n i q u e ,  I ' o r  I t :  -I,

ilg — > G .M^.  P o r  I I  s o  s i r u e  q u e  :l^ ,11^ — 1 > l l ^ , i l ^ - c s  G a - d c i . i o s t r a l ' l e  

s i n  r e q l a  d c  s e p a r a c i ô n  s i  l o  s o n  t a m b i é n  P I  y ’ P 2 .

2 . 4 :  P I  o  P2 s e  b a n  o b t e n i d o  p o r  1(3 4 ,  v i a  r, o r, ' .

E s t u d i a m o s  e l  c a s o  on  q u e  G o G ' s o n  d i s t i n t a s  d e  F.

2 . 4 . 1 .  G i  P I  s e  h a  o b t e n i d o  p o r  P.3 4 ,  e n t o n c e s  P I  o s  , I — > i : ' , Z^'" 

y  h a y  u n a  f j 3 - d e m o s t r a c i ô n  de  P ' :  H ^ , F — ^ II '  ,r, c o u  l o n q i t u d  1 : ' <  .

De P '  y  P2 s e  n i q u e ,  p o r  1 2 ,  ,11^--1> L ' . G , ! ! , , .  P o r  RP 4 ,

11̂  ^  S 3 —d é m o n t r a b l e  n i n  r o r - l a  de  s e p a r ; i c i 6 n  s i  P I

y  P2  l o  s o n .

S e u  a h o r a  F l a  p a r t e  p r i n c i p a l  d e  la a p l i c a c i o n  de  l a  roqla. Puosto 

q u e  F a p a r e c e  e n  e l  a n t é c é d e n t e  de  P I ,  P I  no  s e  ha obtenido por 

PS 4 v i a  F .  C o n s i d e r a m o s  e n t o n c e s  e l  c a s o  2 . 4 . 2 ' :

2 . 4 . 2 ' ,  S i  P2 s e  l ia  o b t e n i d o  p o r  RS 4 ,  e n t o n c e s  i ' . i ' , ,  e s

1 ! ^ —1> ^ ^ G , 11^. E n t o n c e s  d c  P I :  s e  n i q u e ,  p o r  i(S S ,

^ , G  ---- 1> De P2 s e  n i q u e ,  p o r  RS 4 ,  !!,, P or  11 s e

s i  s u e  q u e  11^,:]^ ---- ^  11^,11^ en  S 3 - d c i n o s t r a l ' l e  s  i n  r e ; ; l a  dc  c o r  te

s i  P I  y  P2 l o  s o n .

P I  o P2  s o  b a n  o b t e n i d o  p o r  RS b , v i a  r. o
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D i s c u t i m o n  p r i i n e r o  I o n  c a s e s  en  q u e  G o G ' s o n  d i s t i n t a s  d e  !■'. 

2 . 5 . 1 :  S i  P I  30  h a  o b t e n i d o  p o r  RS 5 ,  e n t o n c e s  , F — 1> e s  

M ' , - G , F  —1> . E n t o n c e s  P ' : H ' , F —>  ,G e s  S S - d e m o s t r a b l e  c o n

l o n q i t u d  k ' <  V:^. De P '  y  P2 s e  s i q u e ,  p o r  1 2 ,  qu e  H ' , H g  1>

e s  d e m o s t r a h i e  s i n  r e q l a  de  c o r t e  s i  P I  y  P2 l o  s o n .  En c o n s e c u e n -  

c i a ,  p o r  RS 5 ,  e s  t a m b i é n  d e m o s t r a h i e  s i n  r e q l a  de

c o r t e  s i  P I  y  P2 l o  s o n .

2 . 5 . 1 ' :  E l  c a s o  e n  q u e  P 2  s e  h a  o b t e n i d o  p o r  RS 5 v i a  u n a  f é r m i i l a  

G d i s t i n t a  d e  F ,  s e  t r a t a  de  m a n e r a  s i m i l a r  a l  c a s o  a n t e r i o r .  

C o n s l d e r e m o s  a h o r a  l o s  c a s o s  e n  q u e  G o G ' s o n  F ,  e s  d e c i r , l o s  

c a s o s  e n  q u e  F e s  l a  p a r t e  p r i n c i p a l  de  l a  a p l i c a c i é n  d e  l a  r e -  

q l a .  I lay q u e  n o t a r  q u e  n o  o c u r r e  q u e  P2 s e  h a y a  o b t e n i d o  p o r  

RS 6 c o n  G ' =  F ,  p u e s t o  q u e  e s t a  r e q l a  t i e n e  como p a r t e  p r i n c i p a l  

d e  s u  a p l i c a c i é n  u n a  f ô r m u l a  e n  e l  a n t e c e d e n t e  y  F a p a r e c e  e n  e l  

c o n s e c u e n t e  de  P 2 .  C o n s i d e r a m o s  s 6 l o  e l  c a s o  s i q u i e n t e :

2 . 5 . 2 :  S i  P I  s e  h a  o b t e n i d o  p o r  RS 5 ,  e n t o n c e s  P I  e s  M ^ , - G  —^  

y  s e  h a  o b t e n i d o  d e  P ' :  ^  N ^ , q .  E n t o n c e s  e x i s t e  l a  s i q u i e n -

t e  G 3 - d e r n o s t r a c i 6 n  :

1 .  G P '

2 .  Mg —> H g, -G P2

3 .  H g , - - G  — >  hg  RS 5 ,  2

4 .  Hg ,G  — Ng RS 3 ,  3

De 1 .  y  4 .  s e  s i r u e ,  p o r  I I ,  q u e  , H g — ^  ,Hg e s  S 3 - d e m O s t r a b l e

s i n  r é g l a  d e  s e p a r a c i é n  s i  P I  y  P2 l o  s o n .

2 .  G: P I  o P2 s e  h a n  o b t e n i d o  p o r  RS 6 ,  v i a  G o G.'

E s t u d i e m o s  p r i r n e r o  e l  c a s o  e n  q u e  P I  s e  h a  o b t e n i d o  p o r  RS G. P u ed e  

o c u r r i r  q u e  G, e s  d c c i r ,  l a  p a r t e  p r i n c i p a l  de  l a  a p l i c a c i é n  de 

l a  r é g l a ,  s e n  d i s t i n t a  d e  F ( 2 . G . 1 )  o  q u e  s e a  F ( 2 . 6 . 1 ' ) .

2 . 6 .  En e s t e  c a s o  P I  e s  e l  s e c u e n t e  M ' , (Hr> 1 1 ' )  , F —ü  il^ . Se  l ia o h -
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t c n i d o  d e  P ' :  l î ' , F , 11,11'— ^  s e c u e n t e  q u e  e s  S 3 - d c i , i o y t r o b l e  c o n

l o n q i t u d  k ' <  k^  . De P '  y  P2 no  n i q u e  , p o r  1 2 ,  11 ' , ü g  ,11, ' I '  — >

P o r  PS G, , Hg — 1> e s  S 3 - d o r n o u t r a b l e  s i n  r é g l a  d e  r: c p a r a -

c i  6 n  s i  P I  y  P2 l o  s o n ,

2 . G . 1 ' :  En  e l  c a o o  d e  que  P I  s e  Inaya o b t e n i d o  p o r  PS G v i a  S y

G s e a  F ,  e n t o n c e s  P i  e s  e l  s e c u e n t e  ; [ ^ , ( l l A n ' )  — fc> 11^, V? e s  c l

s e c u e n t e  Mg— & P g , (H A H ' ) .  P o r  PS G y  PS 7 ,  do P I  y  i ’2 s e  s i g u e n

l o s  s e c u e n t e s  J I ^ , H , I ! '  — ^  ; E g — 1> ! I ^ ,U y  ii^ — O  F o r

1 1 ,  e l  s e c u e n t e  fl j^,Mg-—>11^,11^ e s  3 3 - d e m o s t r a b l e  s i n  r e r ' l a  de

s e p a r a c i é n  s i  P I  y  P2 l o  s o n .

C o n s i d e r a m o s  a h o r a  e l  c a s o  e n  q u e  P2 s e  h a  o b t e n i d o  p o r  If .  G. l:u

e s t e  c a s o ,  l a  p a r t e  p r i n c i p a l  d e  l a  a p l i c a c i é n  dc  l a  r é g l a ,  l.a 

f ô r m u l a  R ' , e s  d i s t i n t a  d e  F ,  p u e s t o  q u e  PS G a c t u a  s o b r e  e l  a n t e ­

c e d e n t e  d e  l o s  s e c u e n t e s  y  F a p a r e c e  e n  e l  s e c u e n t e  d c  P 2 .  'l’e n o -

mos e n t o n c e s  q u e  P2 e s  e l  s e c u e n t e  ; i g , { I l A l I ' )  — & F , d g , q u e  r;c 

h a  o b t e n i d o  d e  P '  : M g , H , ! l ' —1> F ,  Mg, c u y a  d e i n o s t r a c i é n  t i c n o  u n a  

l o n g i t u d  kg  m e n o r  q u e  k g ,  l a  l o n g i t u d  d e  P 2 .  E n t o n c e s  dc  P '  y  l ’I ,

p o r  1 2 ,  s e  s i g n e  q u e  H g , H ^ , H , H  — p  , f lg e s  G G - d e m o . s t r a b l e  s i n

r é g l a  d e  c o r t e  s i  P I  y  P2 l o  s o n  y ,  c o n  e l l o ,  E ^ , i ! g  ... 

t a m b i é n  l o  e s ,  p o r  RG G.

2 . 7 :  P I  o P2 s c  h a n  o b t e n i d o  fioi'  PG 7 .  C o n . s i n c r a -  

mo.s p r i r n e r o  e l  c a s o  e n  q u e  P I  s e  l ia  o b t e n i r ' , o  p o r  i . i cd io  de  o s a  

r é g l a .  G ea  G l a  p a r t e  p r i n c i p a l  d e  l a  a p l i c a c i é n  de  l a  r é g l a ,  i", 

h a  d c  s e r  d i s  t i n t a  de F ,  p u e s t o  q u e  PG 7  a c t û n  s o b r e  e l  c o n r . o c u c n -

t e  d e  1 0 3  s e c u e n t e s  y  F a p a r e c e  e n  e l  a n t é c é d e n t e  d e  P l .  I nv t onc o , ; ,

P i  e s  c l  s e c u e n t e  1 , F —^  M ' , ( I I a H ' ) .  E s t e  s e c u e n t e  s e  h a  o b t e n i ­

do  d e  d o s  s e c u e n t e s  a n t o r i o r e . s  e n  l a  domos  t r a c i é n , a  s a b e r ,

P ' : i 1 ^ , F — 1> M ' , H  y  P ' ' :  , F — (> c o n  l o n g i t u d e s  k '  d c  P '

y  k ' '  do P '  ' ,  a m b a s  m e n o r e n  q u e  1:^, P o r  1 2 ,  de  P2 y P '  s e  s i r s j c  

r i ^ , ï l ^— ^  F2 y  P '  ' s e  s i g n e  , l i g  — E '  , II '  , b'.^. De
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a q u l  s e  d e d u c e  , 11^— ES 7 s i n  u t i l i z a r  l a  r e g i a  do 

s e p a r a c i é n  s i  e n  l a s  d e m o s t r a c i o n e s  de  P I  y  P2 t a i n p o c o  s o  u t i l i z é .  

C o n s i d e r a m o s  a h o r a  e l  c a s o  e n  q u e  P2 s e  h a  o b t e n i d o  p o r  KS 7 ,  P u o -  

de  o c u r r i r  q u e  ( 2 . 7 . 2 )  l a  p a r t e  p r i n c i p a l  de  l a  a p l i c a c i é n  de  l a  

r e g i a ,  l a  f ô r m u l a  G, s e a  d i s t i n t a  de  F o q u e  ( 2 . 7 . 2 ' )  s e a  i puo .1  

a  F .

2 . 7 . 2 :  En  e s t e  c a s o  e l  s e c u e n t e  P2 e s  Mg— ^ F , ( H a H ' ) ,  N^ .  La 

d e m o s t r a c i é n  e n  e s t e  c a s o  e s  s i m i l a r  a  l a  a n t e r i o r .

2 . 7 . 2 ' : e l  s e c u e n t e  P2 e s  M ,—1> F ,  (H a I I ' ) , , P I  e s  (H A I I ' )  — t,  1!^.

De p i  y  P2 s e  s i g u e ,  p o r  RS 6 y  lîS 7 q u e  ,11,11'—> ; Mg—f e l l , 11g

y  Mg— P  H ' , s o n  S 3 - d e m o s t r a b l e s .  P o r  11 l o  e s  , ü g — fe , Hg ,

s i n  r é g l a  d e  s e p a r a c i é n  s i  P I  y  P2 l o  s o n .

2 . 8  P I  o  P2 s e  h a n  o b t e n i d o  p o r  m e d i o  de  RS 0 ,

v i a  u n a  f é r i n u l a  G o G ' ,  C o n s i d e r a m o s  p r i r n e r o  e l  c a s o  e n  q u e  P l  s e

h a  o b t e n i d o  p o r  RS 8 .  O b i e n  G e s  d i s t i n t a  de  F ( c a s o  2 . 3 . 1 )  o b i e n

G e s  F ( c a s o  2 . 8 . 1 ' ) .

2 . 0 . 1 :  P l  e s  M ' , - ( F t  a i l ' )  , F  —fe y  s e  h a  o b t e n i d o  d e  s e c u e n t e s

a n t e r i o r e s  e n  l a  d e m o s t r a c i é n , a  s a b e r ,  P '  : I ' i ' , - U , F  —fe 11̂  y  

P ' ' :  M ' , - H ' , F —fe c o n  l o n g i t u d e s  de  d e m o s t r a c i é n  k '  y  k ' ' ,

r a e n o r e s  q u e  . De P '  , P '  ' y  P2 s e  s i g u e , ; > p o r  1 2 ,  q u e  

M '  ,Mg , - I I , - H ' —1> l i i  ,fJg e s  S 3 - d e m o s t r a b l e  s i n  r é g l a  d e  c o r t e  s i  P l  

y  P2 l o  s o n .  P o r  KS 8 l o  e s  t a m b i é n  M^,Mg—fe

2 . 8 . 1 ' ;  En e s t e  c a s o  P l  e s  , - ( I I  A H ' ) —fe P o r  RS 9 y  RS 1 0 ,

s e  s i g u e  de  P l  y  P2 q u e  l o s  s e c u e n t e s  11^, -M -fe ; M ^ , - H  ' —fe t i^y 

M g —t > n ^ , - I I , - H '  s o n  d e m o s t r a b l e s  en  S 3 .  P o r  I I  s e  s i g n e  q ue  

, H g —fe M^.Hg e s  S 3 - d e m o s t r a h i e  s i n  r é g l a  de  c o r t e  s i  P l  y  P2 

l o  s o n .

C o n s i d e r a m o s  a h o r a  e l  c a s o  e n  q u e  P2 s e  h a  o b t e n i d o  p o r  KG 0 .  En 

e s t e  c a s o ,  F no  e s  l a  p a r t e  p r i n c i p a l  d e  l a  a p l i c a c i é n  do ].a r é ­

g l a ,  p u e s t o  q u e  F a p a r e c e  e n  e l  c o n s e c u e n t e  de  l a  r é g l a .  E n t o n c e s ,

P2 e s  i l ' , - ( M a  H ' )  —fe F , h g  y  l a  d e m o s t r a c i é n  e s  s i m i l a i ’ a  2 . 3 . 1 .
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2 . 9 :  P l  o  P2 n e  h a n  o b t e n i d o  p o r  !!:; 0 ,  v i a  uno. 

f o r m u l a  G o G ' .  Su po nga n io n  q u e  P l  s e  h a  o b t e n i d o  p o r  I f  9 .  Kn 

e n t e  c a s o ,  l a  p a r t e  p r i n c i p a l  do  l a  a p l i c a c i é n  dc  l a  r o f r l a ,  l a  

f o r m u l a  G, e s  d i s t i n t a  de  F .  P o r  l o  t a n t o  r . é l o  c a b e  c o n s i d e r a r  c l  

c a s o  2 . 9 . 1 :

2 . 9 . 1 .  P l  e s  11  ̂ , F —fe H ' , - ( M a M ' )  y  s c  h a  o b t e n i d o  de  u n  s e c u e n t e  

P '  a n t e r i o r  e n  l a  d e m o s t r a c i é n .  P '  o s  i i ^ , F - f e  M ' , -11, -11'  y  l a  l o n ­

g i t u d  k '  d e  s u  d e m o s t r a c i é n  e s  r nen o r  q u e  , De F '  y  P2 n e  s i g n e , 

p o r  1 2 ,  — fe M ' , - H , - H ' , M g  y  d e  e s t e  s e c u e n t e ,  p o r  I f  ' J ,

" l ' " p  ^  " l ' " 2 "
En e l  c a s o  de  q u e  P2 s e  h a y a  o b t e n i d o  p o r  I!S 9 ,  p u e d e  o c u r r i r  q ue  

q ' s e a  d i s t i n t a  d e  F ( c a s o  2 . 9 . 2 )  o  q u e  G ' s e a  F ( 2 . 9 . 2 ' ) .

2 . 9 . 2 :  P2 e s  Mg— fe F , - ( i l  a H ' ) ,11^. La  d e m o s t r a c i é n  e s  s i m l l a r  a 1 

c a s o  a n t e r i o r .

2 . 9 . 2 ' :  P2 e s  11^— fe - ( M a H ' ) ,  N,^. E n t o n c e s ,  p o r  I f  9 y i f  non  

d é m o n t r a b l e s  l o s  s e c u e n t e s  Mg—fe - ) I , - H ' , i l g  y  , - M —O y 

M ^ , - I l ' —fe l l ^ ,  e s t o s  û l t i r n o s  t o r na n do  como p r e m i s a  a  P l .  Foi '  11 :;c 

s i g n e  H ^ , M g  C > n ^ , N g .

2 . 1 0 :  P l  o  P2 s c  h a n  d e . i u c i d o  p o r  I f  l O ,  v i n  

u n a  f é r m u l a  G o G ' .  S u p u e s t o  q u e  P l  s e  h a  o b t e n i d o  p o r  I f  1 0 ,  p u e ­

d e  o c u r r i r  q u e  o b i e n  g s e a  d i s t i n t a  de  F ( c a s o  2 . 1 0 . 1 )  o b i e n  

q u e  s e a  i g u a l  a  F ( c a s o  2 . 1 0 . 1 ' ) .

2 . 1 0 . 1 :  P l  e s  M' , A X F i X l , F —fe 11̂  y s e  h a  o b t e n i d o  do u n  n c c u c n t o  

P '  : I l ' , G [ A l ,  F — b  q u e  e s  5 3 - d e m o s  t r a h i e  c o n  l o u a i  t n d  k '  t . ionor  

q u e  k ^ .  De P '  y P2 s e  s i g n e , p o r  1 2 ,  q u e  M ' ,  G[ Al , i i —fe 11^,1,,^ e s  

5 3 - f l e m o s t r a b l e  s i n  r é g l a  de  s e p a r a c i é n  s i  P l  y  F 2 l o  s o n .  L'o c s -  

t o  s e  s i g n e  l a  5 3 - d e m o s  t r a h i  l i d a d  d c  — 1> s i n  l 'C.gla dc

c o r t e ,  p o r  I f  10 .

2 . 1 0 . 1 ' :  P l  e s  n ^ ,  A X G D O  —>  11^. P o r  i f  1 0 ,  . IL. F ^ j l — fe e s

5 3 - d e m o s t r a b  l e . De P 2 :  M — fe 1.' , A yr;C F 1 s e  s i  « n e , ; o r  K.'; 1 2 ,
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r i g —fe Mg ,r,C>. p j l .  P o r  I I ,  o e  o i g u e  l a  p r o p o s l c i é n .

En e l  s u p u e s t o  d e  q u e  P2 s e  h a y a  o b t e n i d o  p o r  RS 1 0 ,  G ' o a  d i s t i n -  

t o  d e  F ,  p u e s t o  q u e  F a p a r e c e  e n  e l  c o n s e c u e n t e  d e l  s e c u e n t e .  En ­

t o n c e s  P2 e s  de l a  f o r m a  M ' ,  AXGlXl  —feF ,Hg  y l a  p r o p o s i c i é n  s e  s i -  

g u e  como e n  2 . 1 0 . 1 .

2 . 1 1 :  P l  o P2 s e  h a n  o b t e n i d o  p o r  m e d i o  d e  l a  r e ­

g i a  RS 1 1 .  S u p u e s t o  q u e  P l  s e  h a  o b t e n i d o  p o r  RS 1 1 ,  e n t o n c e s  l a  

p a r t e  p r i n c i p a l  d e  l a  a p l i c a c i é n  d e  l a  r e g i a  e s  u n  f é r m u l a  G d i s ­

t i n t a  de  F ,  y  s é l o  c a b e  c o n s i d e r a r  e l  c a s o  2 . 1 1 . 1 :

2 . 1 1 . 1 :  P l  e s  M , F  —t > M ' , A X G C X l .  P l  s e  h a  o b t e n i d o  de
1P ' :  M^ ,F  — fe N ' ,G Cv -P^ l  y  l a  l o n g i t u d  de  l a  d e m o s t r a c i é n  de  P '  e s

m e n o r  q ue  k , l o n g i t u d  de  l a  d e m o s t r a c i é n  de  P l .  De F '  y  P2 s e
1

s i g n e ,  p o r  1 2 ,  It^ , H g — fe M' ,GC«-P^ 1 ,Hg y , p o r  RS 1 1 ,  M ^ , H g — fe , i l g

e s  d e m o s t r a h i e  s i n  r é g l a  d e  c o r t e  s i  P l  y  P2 l o  s o n .

S e a  a h o r a  P2 e l  r e s u l t a d o  de  u n a  a p l i c a c i é n  d e  RS 1 1 .  D i s t i n g u i n i o s  

e l  c a s o  e n  q u e  l a  p a r t e  p r i n c i p a l  de  l a  a p l i c a c i é n ,  l a  f ô r m u l a  G ' ,  

e s  d i s t i n t a  d e  F ( c a s o  2 . 1 1 . 2 )  d e l  c a s o  e n  q u e  G ' e s  F ( c a s o  

2 . 1 1 . 2 ' ) .

2 . 1 1 . 1 :  P2 e s  H g — fe F , t l ' , AXGCXly l a  d e m o s t r a c i é n  e s  s i m i l a r  a l  

c a s o  2 . 1 1 . 1 .

2 . 1 1 . 2 ' :  P2 e s  11 — fe AXGCX1,IJ . De P l :  H , AXGCXl — fe N s e
  1   - 1

s i g n e ,  p o r  RS 1 0 ,  n ^ . G f e P j l —fe 11^, y  de  P 2 ,  p o r  RS 1 1 ,  M g , G C - P ^ 3 - f e  h  g

P o r  11 s e  s i g n e  l a  p r o p o s i c i é n .

2 . 1 2 :  P l  o  P2 s e  h a n  o b t e n i d o  p o r  m e d i o  de  RS 1 2 .  

C o n s i d e r a m o s  p r i r n e r o  e l  c a s o  e n  q u e  P l  s e  h a  o b t e n i d o  p o r  e s a  r é ­

g l a .  D i s t i n g u i m o r j  e n t r e  l o s  c a s o s  e n  q u e  l a  p a r t e  p r i n c i p a l  de  l a  

a p l i c a c i é n  de  l a  r é g l a  e s  d i s t i n t a  de  F ( 2 . 1 2 . 1 )  y  l o s  c a s o s  en  

q ue  o s  i g u a l  a  F ( 2 . 1 2 . 1 ' ) :

2 . 1 2 . 1 :  P l  e s  M ' , -  AXOCXl , F — fe 11̂  y  s e  h a  o b t e n i d o  de  P '  :

M' , -G[L P j 1 , F -—fe , s e c u e n t e  c u y a  d e m o s t r a c i é n  t i e n e  u n a  l o n g i  t u d
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m e n o r  q u e  l a  de  P l .  De P '  y  P2 n e  n i q u e ,  p o r  1 2 ,  i i '  ,i i , , , - g fe r^.'l —fe ; 1,

De e s t e  u l t i m o  s e c u e n t e  s c  s i g n e ,  p o r  US 1 2 ,  — fe •/,

c o n  e l l o ,  l a  p r o p o s i c i é n .

2 . 1 2 . 1 ' :  P l  e s  H , - A XGLXI - f e l l  . P o r  I f  12 y I t :  10 s c  n i q u e  dc
1 1 

P l  y  P2 l a  dem os  t r a b i  l i d a d  de  M , - G t ' - P . l  — feu y  de  —fe r; f e P  , 1  , II, .
1 J 1 2 ,'i 2

P o r  11 s e  s i g u e  l a  p r o p o s i c i é n .

E s t u d i e m o s  a h o r a  e l  c a s o  e n  q u e  P2 s e  l i a  o b t e n i d o  p o r  HP. 1 2 .  Es

c l a r o  q u e  l a  p a r t e  p r i n c i p a l  d e  l a  r é g l a  n o  e s  F.  P o r  l o  t a n t o

s é l o  c o n s i d e r a m o s  e l  c a s o  2 . 1 2 . 2 ;

2 . 1 2 . 2 :  P2 e s  H g , - A X C L X J  —1> F , l i g .  La p r o p o . s i c i é n  s e  s i g n e  dc mo­

do  s i m i l a r  l a  c a s o - 2 . 1 2 . 1 .

2 . 1 3 :  P l  o P2  s e  h,an o b t e n i d o  p o r  r . i edio de  H;; 1; : .

En c l  c a s o  de  q u e  P l  s e a  e l  s e c u e n t e  o b t e n i d o  p o r  m e d i o  dc  1 0 , 

e n t o n c e s  l a  p a r t e  p r i n c i p a l  de  l a  r é g l a  no  e s  F .  C o n s i d o i - a m o r ; , 

e n t o n c e s ,  e l  c a s o  2 . 1 3 . 1 :

2 . 1 3 . 1  : P l  e s  M ^ , F —fe N ' , - A x r , C X ] .  r.e h a  o b t e n i d o  de  P  '  :

1:^— fe I l ' . - G r A l ,  c u y a  l o n g i t u d  de  d e m o s t r a c i é n  e s  m e n o r  cpic l ; ^ , l o n -  

g i t u d  de  l a  d e m o s t r a c i é n  d e  P l .  P o r  1 2 ,  s c  s i g n e  dc  P '  y  P2 q u e  

e l  s e c u e n t e  11  ̂ —fe I I ' , ! I 2  , -GLAl e s  d e m o s t r a l i l e  s i n  r e ^ l a  de  c o i ' -

t e  s i  P l  y  P2 l o  s o n .  P o r  RG 13 s e  s i g n e  q ue  t am l> i én  l o  e s

” l > ' ' 2 - * ^ " l ' " 2 -
Gu po ng am o s  q u e  P2 s e  h a  o b t e n i d o  p o r  m e d i o  de  HG 1.0. Di .st . i  u r ç i im o s  

l o s  c a s o s  e n  q u e  l a  p a r t e  p r i n c i p a l  d c  l a  r é g l a  e s  d i s t i n t a  <lc F 

( c a s o  2 . 1 3 . 2 )  dc  l o s  c a s o s  e n  q u e  e s  F ( c a s o  2 . 1 . 0 . 2 ' ) :

2 . 1 3 . 2 :  P2 e s  11^ fe F , I I ' , -  AXGCXl . La d e m o s t r a c i é n  dc  l a  pu o p o s . l -

c i ô n  e s  s i m i l a r  a l  c a s o  2 . 1 3 . 1 .

2 . 1 3 , 2 ' :  P2  e s  11^— fe 11^, -  A XoCXl . P l  e s  I -  A I fCX ] —fe . Pc F I

y P2 s c  s i g n e ,  p o r  iTÔ 12 y RG 1 3 ,  l a  dcmos  t r a b i  l i d a d  de
] 1 

; : ^ , - G C ' - P , p   fe 11̂  y  1 : ^— fe l l , ^ , - G C - P j ]  . P o r  11 -ce . s i ^ u o  l a  p r o p o ­

s i c i é n .
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2 . 1 4 :  P l  o P2  s e  h a n  o b t e n i d o  p o r  m e d i o  d e  n n a  de

l a s  r é g l a s  RG , -  RS , .  Vamos a  e s t u d i a r  s 6 l o  u n o  d e  l e s  c u a t r o= 1 kl
C a s o s  p o s i b l e s ,  p u e s t o  q u e  l a  d e m o s t r a c i é n  e s  s i m i l a r  e n  t o d o s

e l l o s .  A s i , s u p o n g a m o s  q u e  P l  s e  h a  o b t e n i d o  p o r  RS . En  e s t e
- 1

c a s o ,  F e s  d i s t i n t a  de  l a  p a r t e  p r i n c i p a l  d e  l a  r é g l a ,  l a  f é r m u l a  

11  ̂, y  11  ̂ — 1> s e  o b t i e n e  p o r  l a  m i sm a  r é g l a  R S L o  mismo

o c u r r e  e n  e l  c a s o  d e  q u e  P2 s e  h a y a  o b t e n i d o  p o r  RS_^ y  s e a  

d i n t i n t o  d e  F .  S u p o n g a m o s  a h o r a  q u e  P2 s e  h a  o b t e n i d o  p o r  m e d i o  

d e  RS_^ y  s e a  F .  Tenen io s  e n t o n c e s  l a  s i g u i e n t e  p o s i b l e  d e d u c c i é n :

1 .  î ! ^ , 1 p \ a3 -> A=A — P l

2 .  h g  —fe H g , l p \ A l ' ^ A = A  P2

3 .  ! ï ^ —fe I I ^ , I p ’̂ CAl D e f  ->  , 1  ;RÏÏ~8,

RS 3 ,  RS 2 ,  RS 4

4 .  H ^ , A = A —feN^ D e f - >  , 1 ;  R T D ,

RS 3 ,

5 .  I Ig,XPH A —fe A=A, Hg D e f  -fe , 2 ; R S  9 ,

RS 2 , R S  3 ,  RS 4 .

6 .  M^ ,Mg—fe A=A,M^ ,Ng  I I ,  3 , 5

q . e . d

Con e s t o  q u e d a  d e m o s t r a d a  l a  p r o p o s i c i é n  4 . G . 1  y  

p o demos  p a s a r  a l i o r a  a  l a  d e m o s t r a c i é n  d e l  H a u p t s a t z

P r o p o s i c i é n  4 . G . 2 .  E l  H a u p t s a t z  e n  S3

S e a  S j  u n  c â l c u l o  i g u a l  a  S 3 ,  s a l v o  p o r  l a  a u n c n -

c i a  e n  de  l a  r é g l a  de  s e p a r a c i é n .  E n t o n c e s ,

Demos t r a c  i é n : Se  t r a t a  de  u n  s e n c i l l a  i n d n c c i é n  

s o b r e  l a  l o n g i t u d  do l a s  d e m o s t r a c i o n e s  e n  S3 ,  a p o y â n d o s o  on  l a
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p r o p .  4 . 0 . 1 ;  31 Z e s  u n  ax ior . ia  de  3 3 ,  t a m b i é n  l o  o s  d c  3 * .  31 l a  

l o n g i t u d  do  l a  d e m o s t r a c i é n  d c  X e n  ]; ,  lc> 1 ,  e n t o n c e s , p o r  c l  

s u p u e s t o  do  i n d u c c i é n  y  l a  p r o p .  4 . G . 1  s c  s i g u c  e l  t e o r e i . i a .
f I . c . fi .

P o de m o s  r e f o r z a r  e l  t e o r o m a  a n t e r i o r  i n d i c a n d o  q ue  

l o s  c â l c u l o n  3 *  y  33 s o n  é q u i v a l e n t e s . P a r a  e l l o  l o  û n i c o  ciuo n e -  

c G s l t a r . i o a  e s  p r o b a r  e l  c o n d i c i o n a l  i n v e r r . o  a l  q u e  a c  a i i r t . i a  o n  l a  

p r o p .  4 . 6 . 2 .  E s e  c o n d i c i o n a l  s e  n i q u e  t r i v i a l m e n t o  d e l  I tocl to ilc 

q u e  t o d o  a x i o m a  y  r é g l a  d e  d e d u c c i é n  d c  3*  l o  s e a  t a m b i é n  do :' .3.

En c o n s c c u e n c i a ,  a  p a r t i r  d e  a h o r a  i d e n t i l ' i c a r o m o . s  c l  c a l c i i l o  ,33 

c o n  e l  C a l c u l e  3 ^ ,  e n  e l  q u e  l a  r e q l a  do  s e p a r a c i é n  e s  u n a  r é g l a  

d e r i v a d a  y  n o  p r i m i t i v a .

E s  i n t e r e s a n t c ,  q u i z â ,  h a c c r  n o t a r  q u e  l a  r e ca l a  

de s e p a r a c i é n  é q u i v a l e  a  l a  s i q u i e n t e  a l ' i r m a c i é n :  31 —b> ll^

y  h r t  M , n p  — fe H , e n t o n c e s  h — ÎL '— fe-E,  , i l „ .  Ea r a s é i i  c.s c i a -
‘4 0 & O «->0 i  t_ 1 t-

r a :  s i  s e  c u m p l o n  l o s  s u p u e s t o s  d e  l a  a f i r m a c i é n ,  e n t o n c e s  r -or  33, 1

y  P3 4 s e  c u m p l e n  t a m b i é n  l a s  p r e m i s a s  d e  l a  r o q l a  de  s e p a r a c i é n  

y ,  c o n  e l l o ,  l a  c o n c l u s i é n  d e  l a  r é g l a  de s e p a r a c i é n  y dc  l a  a -  

i i r m a c i é n  a n t e r i o r .  A l a  i n v e r s a ,  s i  s e  d a n  l a s  p r emi . s a . s  lic l a  

r o q l a  do  c o r t e ,  e n t o n c e s ,  p o r  t!3 2 ,  s c  c u m i i l e u  la . s  p r e m i s a s  dc  l a  

a f i r m a c i é n  q u e  comentarnor ;  y ,  c o n  e l l o ,  l a  c o n c l u s i é n  do l a  j’O q la  

dc  c o r t e .  Un c a s o  p a r t i c u l a r  de  e s t a  v c r ; : i é n  d e  l a  r c g l a  q u e  n o s  

o c u | ) a  e s  a q u e l  e n  q u e  11̂  y  11,  ̂ . son c o n  j u n t o s  v a c i o s .  3.1 llam.a.mos. 

é l i m i n a i ) l e  e n  33  a  t o d a  f é r i n u l a  t a l  q u e  s i  e x i s t e  u n a  33-<ic i ; io , r t r . a-  

c i ô n  d e  l ! , E — fe y  4 , n  F — fe e n t o n c e s  e x i s t e  n n a  3 , 3 - d e m o . s t r a o i é n  

fie II — 1> , p o d o m o s  r e f o r m u l a r  e l  i ' a u p t s a t z  d i c i o n d o  q u e  t o ' i a  

f é r m u l a  er. e l i m i n a . b l e .  E s t a  e s  l a  f o r m u l a c i é n  n n o  d a  E m n l l y a n  

a  s u  v e r s  i é n  d e l  I l a u p t . s a t z  p a r a  l a  l é q i c a  b i v a l e n t e  y e s t , '  

muy c c r c a n n  a  l o  q u e  vam os  a  t r a t n r  on  c l  p r é x i m o  a ; t a r t a f i f )  do c . s -  

t e  c a p l t u l o ,  u n a  c x t e n s i é i i  d e l  Tco i- ema F u n d a m e n t a l  a l  c â l c i i l o  :'-3.
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La r e l a c i ô n  f u n d a m e n t a l  e s t r i b a  e n  q u e  u n a  f ô r m u l a  e o  e l i m i n a b l e  

e n  e l  o e n t l d o  d e l  p r ô x i m o  a p a r t a d o  e x a c t a m e n t e  c u a n d o  e s  e l i m i ­

n a b l e  e n  3 3 ,  como s e  v e  f â c i l m e n t e  s i  t e n e i n o s  e n  c u e n t a  l a  a d e -  

c u a c i ô n  d e  l o s  c â l c u l o s  D3 y  53 .

4 . 7  Una  v e r s i ô n  d e l  H a u p t s a t z  a d e c u a d a  a  B 3 .

K g u i v a l e n c i a  d e  D3 y  S 3 .

( 15 )L l am amo s  e l i m i n a b l e  a  t o d a  f ô r m u l a  F t a l  que

s i  e x i s t e  u n  â r b o l  c e r r a d o  ^  c o n  s u p u e s t o s  \ ^ H , i F ) y  u n  ô r b o l

c e r r a d o  B , c o n  s u p u e s t o s  ( H , F e n t o n c e s  e x i s t e  u n  â r b o l  c e r r a d o  r 1, F
c o n  s u p u e s t o s  M. La  a f i r m a c i é n  f u n d a m e n t a l  de  e s t e  a p a r t a d o  e s  

l a  s i g u i e n t e  p r o p o s i c i é n :

P r o p o s i c i é n  4 , 7 . 1

T o d a  f ô r m u l a  F e s  e l i m i n a b l e

D e m o s t r a c i é n : S e q û n  e l  l e m a  4 . 5 . 3 ,  s i  e x i s t e  un  

â r b o l  c e r r a d o  ^  y  o t r o  â r b o l  c e r r a d o  e n t o n c e s  l o s  s e c u e n ­

t e s  11,1 F —fe y  M , F —fe s o n  d e m o s t r a b l e s  en  S 3 ,  P o r  l a  r e q l a  d e  s e p a ­

r a c i é n  , H — fe e s  S 3 - U e m o s t r a b l e .  S u p u e s t o  que  d e  l a  S 3 - d e m o s t r a -  

b i l i d a d  de  II —fe s e  s i g a  q ue  b a y  u n  â r b o l  c e r r a d o  c o n  s u p u e s t o s  

M, e n t o n c e s  l a  p r o p o s i c i é n  e s t a  d e m o s t r a d a .  E s t a  u l t i m a  a f i r m a c i é n  

e s  e l  c o n t e n t  do d e l  s i g u i e n t e  l e m a .

Lema 4 . 7 . 2

>ÎI, e n t o n c e s  b a y  u n  â r b o l  f i n i  t o  c e r r a -
' 5 3

do  c o n  s u p u e s t o s  . . .  d o n d e   ̂ , . . . ,  ,H j  ^  II,

Domo.s t r a c  i é n :  P o r  i n d u c c i é n  O b re  l a  l o n g i t u d  de  

l a  S 3 - d e m o s t r a c i é n  de  M — fe M. En l o  q ue  s i g n e ,  a b r e v i a m o p  , . .

. e n  l a  f o r m a  i ( n ) .
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1 .  B a s e  de  i n d u c c i é n :  !l —fe 1,' or; u n  ax io i . i n .  i —fe i. 

e s  e l  s e c u e n t e  I I ' ,  r, —fe I f ' ,  O. Es  cl. -u'O q u e  o x l s t e  un  é r i - o l  c c r r , - -

do  c o n  s u p u e s t o s  d '  ,G , i ( i l ' ) , ~ i n ,  o s  d c c i r ,  c o n  s u p u e s t o s  l i , a  ( u ) .

2 .  P a s o  d e  i n d u c c i é n :  S u p u e s t o  do  i n d u c c i é n :  S i  

M '—fe M ' e s  3 3 - d e m o s t r a b l e  c o n  l o n g i t u d  m e n o r  q u e  n ,  e n t o n c e s  v a l e  

e l  l e m a .

2 . 1  I ! —f e u  s e  l ia  o b t e n i d o  p o r  PS 1 de  i:( i-' —fe il.

P o r  s u p u e s t o  d e  i n d u c c i é n  , e x i s t e  un  â r b o l  c e r r a d o  U . , . .
M , 1 , 1 ( 4 )

S e a  B '  e l  â r b o l  q u e  s e  o r i q i n a  a l  a f i a d i r  a  B , ,, , , c l  u u p u c s -
M , 1' , - i ( l l )

t o  1 1 E , j u s t i f i c a n d o  l a  a p a r i c i ô n  de  E p o r  u n a  a i > l i c n c i é n  dc

lis  1 .  B '  e s ,  e v i d e n t e m e n t e  u n  â r b o l  c e i - r a d o  c o n  uupu i c s  Los ! i , i i  1 ' ,  ' i ( i. ) .

2 . 2  M —fe H s e  h a  o b t e n i d o  p o r  m e d i o  dc  PS 2 dc  un

s e c u e n t e  II ' —b U , F ,  E n t o n c e s ,  p o r  s u p u e s t o  do  i n d u c c i é n ,  e x i s t e

u n  â r b o l  c e r r a d o  0 P u e s t o  q u e  ii — fe il t i e n e  l a  Fo rma
M , 1 ( N ) , 1 1 -

n ' , i F  —f e u ,  s e  s i g u e  l a  a f i r m a c i é n .

2 . 3  y  2 . 4  Lo s  c a s o s  e n  q u e  L —fe i'  s c  ha  o h  t o n i  do 

p o r  HP 3 o H3 4 s e  t r a t a n  de  m a r i e r a  s i m i l a r  a l  c a s o  a n t e r i o i - .

2 . 5  r . u p u e s t o  q u e  U —fell s o  h a  o b t o n i f l o  j i o r  m c d i o  

d o  R3 5 ,  e n t o n c e s  e s  de  l a  f o r m a  i l ' ,  - F  —fe II. F o r  s u p u e s  t o  de  

i n d u c c i é n  e x i s t e  u n  â r b o l  B ,  c e r r a d o ,  c o n  s u p u e s t o s  . i , -\ ( I i ) , i  F .

Poden io s  f o r m a r  u n  â r o l  B '  c o n  s u p u e s t o s  l l ' , i ( I i ) , - F  c u y a  p r i x , c r u  

l i n e n  f u o r a  de  l o s  s u p u e s t o s  s e a  - F —> i F .  P u e s t o  q u e  c l  r. iodus 

p o n e n s  e s  u n a  r é g l a  a d i n i . s i b l e  on  E 3 ,  s c  p u e d e  c o n t i n u a i -  c l  â i -Lo l

B ' d o  l a  m i s m a  m a r i e r a  q u e  B.  Es  c l a r o  q u e  B '  e s  c l  â r b o l  l i u s c a d o .

2 . 6  S i  i l — fe fi s e  h a  o b t e n i d o  p o r  ES 6 ,  c u t o u c c s  

e s  d c  l a  f o r m a  11' ,  F a G  — fe II. P o r  s u p u e s t o  de i n d u c c i é n  e x i s t e  

u n  â r b o l  c e r r a d o  U c o n  s u p u e s t o s  11, i ' , G , i  ( i i ) .  J.a c x i s l ; e n c i a  de  un  

â r b o ] ,  c e r r a d o  B '  c o n  s u p u e s t o s  n  '  , F a g  , i ( l i )  u c  s i g n e  l i r i v i a l -  

men t e .

2 . 7  l i c a  il —fe il d e  l a  f o r m a  ii -—fe l i ' , i ’ A G,  h a h i é i n ' o -
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s o  o b t e n i d o  p o r  m e d i o  de  RS 7 .  P o r  r . u p u e s t o  d e  i n d u c c i é n  h a y  n r -  

b o l e s  c c r r a d o s  B y  B "  c o n  s u p u e s t o s  , i F  y  II,  i  (HO , i G . E x i s ­

t e ,  p o r  t a n t o ,  t a m b i é n  un  â r b o l  c e r r a d o  c o n  s u p u e s t o s  M,-v( F a r , ) ,  

i ( N ' )  e n  e l  q u e  s e  u t i l i z a n  l o s  â r b o l e g  B y  B "  p a r a  c e r r a r  l a s  

r a m a c  g e n e r a d a s  p o r  e l  u s o  de  RD 6 .

2 . 0  E l  c a s o  e n  q u e  H — fe H s e  o b t i e n e  p o r  m e d i o  de  

RO 8 s e  t r a t a  de  modo s i m i l a r  a l  c a s o  a n t e r i o r .

2 . 9  I I —fe IJ, de  l a  f o r m a  H —fe l i î  - ( F  a G ) ,  s e  h a

o b t e n i d o  p o r  RS 9 .  P o r  s u p u e s t o  de  i n d u c c i é n ,  e x i s t e  un  â r b o l

c e r r a d o  B c o n  s u p u e s t o s  M , i ( M )  - F , i - G .  P o r  m e d i o  d e  RB 4 s e  n i ­

q u e  l a  e x i s t c n c i a  de  u n  â r b o l  D '  c o n  s u p u e s t o s  ( H ' ) , i - ( F  A G ) .

2 . 1 0  S i  M —fe H s c  h a  o b t e n i d o  p o r  l a  a p l i c a c i é n

de RS 1 0 ,  d e l  s u p u e s t o  d e  i n d u c c i é n  s e  s i g u e ,  u t i l i a a n d o  RB 7 , 1 a

p r o p o s i c i é n .

2 . 1 1  S e a  M— fe M de  l a  f o r m a  H —1> N ' , A XFCX3 , h n -

b i é n d o s e  o b t e n i d o  p o r  m e d i o  d e  RS 1 1 .  P o r  s u p u e s t o  de  i n d u c c i é n

e x i s t e  u n  â r b o l  c e r r a d o  U p a r a  H ,n (H' )  , i F [ k P ^ i . Dado  q u e  P^ n o  a -  

p a r e c c  e n  I I , I I , F ,  e x i s t e  t a m b i é n  u n  â r b o l  c e r r a d o  p a r a  M,t ( H ' ) ,

1 A X F t X l .

2 . 1 2  E l  c a s o  e n  q u e  M —fe H e s  M ' , - A X F C X 1 —f e u ,  

h a b i é n d o s e  o b t e n i d o  p o r  RS 1 2 ,  s e  t r a t a  de  m a n e r a  s i m i l a r  a l  c a s o  

a n t e r i o r .

2 . 1 3  S i  H —fe H e s  de  l a  f o r m a  M —fe H ' ,  - A X F t X I

y  s e  h a  o b t e n i d o  p o r  m e d i o  d e  RS 1 3 ,  e n t o n c e s ,  p o r  s u p u e s t o  de

i n d u c c i é n  y  poi-  e l  u s o  de  RB ^  c e  s i g u e  q u e  e x i s t e  u n  â r b o l  c e r r a d o  

c o n  s u p u e s t o s  i l , i(MO , i - A XF X .
2 . 1 4  31 M— fe M s e  h a  o b t e n i d o  p o r  u n a  de  l a s

r e q l a  RS ^ -  RS^^ , e s  t r i v i a l ,  p o r  l a s  r é g l a s  RB 11 -  RB 1 4 ,  q ue

e x i s t e  u n  â r b o l  c e r r a d o  c o n  s u p u e s t o s  I ! , i ( N ) .  q . e . d .

Eg, c l a r o  q u e  l a  a f i r m a c i é n  q u e  u t i l i z â b a m o o , s i n
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d e m o s t r a c i é n ,  o n  l a  p r u e b a  do I n  i i r o i i o r i i c i ô n  4 . 7 . 2  e s  nu  c n n o  

p a r t i c u l a r  d e l  l e m a  q u e  ncabamor .  d c  d c m o n t r n r .

De l o s  l e i n a s  4 . 5 . 3  y  4 . 7 . 2  s e  n l ^ i i c  u n a  dc;.io.'. I, r n -  

c l ô n  de  l a  e q u i v a l o n c i a  de l o s  c â l c u l o s  r.G y D3.  Coi ,o l i cmos f J i c ho  

a n t e s ,  l a  e q u i v a l e n c i a  e n t r e  e s t o s  c â l c u l o s  e s  u n a  c o n s c - c u e n c i n ,  

de  s u  a d e c u a c i é n :  e v i d e n t e m e n t e ,  s i  c l  c o n c e ; ) t o  dc  d o n u c c i é n  ou 

anibos  c â l c u l o s  c o i n c i d e  c o n  e l  de  c o n s e c u c n c i a  s e m a n t i c a ,  e n t o n c e s  

l o s  d o s  c â l c u l o s  s o n  é q u i v a l e n t e s  e n  e l  a e n t l d o  de cjuc s o n  d c d u c i -  

b l e s  en  o l l o s  l a s  i n i sm ns  c x p r c s i o n o s  a  p a r t i r  de c o n . i u n t o s  i m i a l o s .  

d e  s u p u e s t o s .  Una  d e m o s t r a c i é n  d c  l a  o t | u i v a l e n c i a  do Dp y P'j n a s a -  

d a  e n  e s t a s  i d e a s  s c r i a ,  s i n  e m b a r g o ,  t o t a l m e n t c  n o - o o n s t r u c t i v a , 

p u e s t o  q u e  no  s e  i n d i c a  e l  m é t o d o  de  t r a n s p o s i c i é n  i.io l a s  d o d n c o i o -  

n e s  d e  u n  c â l c u l o  a l  o t r o .  D o r  e l  c o n t r a r i o ,  e n  l a  p r u c l i a  'Jo OfMii- 

v a l c n c i a  q u e  a q u i  d a m o s , s a b e m o s  céiiio p a s a r  de  d c H i u c c l o n c s  en  

a  d o d u c c i o n e s  é q u i v a l e n t e s  e n  H3 y a  l a  i n v e r s a ,  b a s â n d o n o r ;  on  l a s  

i n s t r u c c i o n e s  q u e  n o s  d a n ' l a s  d e m o s t r a c i o n e s  dc  los .  l em a  s  c l t a d o s .

P r o p o s i c i é n  4 . 7 . 3  ,

S i  Ii e s  u n  c o n , J u n t o ,  p o s i b l e : , : o n t e  v n c l o , y 1' 

n n a  f é r m u l a  de  1.3, c n t o n c e . s

D e m o s t r a c i é n  : 5 i  I i I' , e n t o n c e s  l i a y  u n s u i  - c o n -  

j u n t o  f i n i  ko d e  il t a l  q u e  e s  u n  â r b o l  c o r r r u i o  c o u  :a i;,.uo,s-

t o s  , 1  l'f. P o r  e l  l e m a  4 . 5 . 3 ,  e s  d e m o s  t r a b l c  e n  3 3  e l  s o c u o n t o  

I , 1  I ' — 1> , P o r  113 1 y  P3 4 ,  (77 :̂  i ° — t» P y .  p o r  d o  1 i n i c i é n  do

3 3 - d e d i i c c i é n ,  Il P .  A l a  i n v e r s a ,  s i  i : F ,  e n t o n c e s  l i a y  un  ::u!i-

c o n j u n t o  f i n i  t o  ; 1° d c  II t a l  q u e  tyy; l . ° — 1> F y ,  p o r  c l  let,.;-, 1 . 7 . 2 ,

h.ov un  . â r b o l  c e r r a d o  P o ,, o , l o  q u e  or; l o  i . i i smo, b tsyy F .  q . e . d .
: 1 ,1  1- '
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n o t a s  a l  c a p l t u l o  4

( 1 )  G e n t z o n  ( 1 9 3 4 )
( 2 )  G e n t z e n  ( 1 9 3 4 ) , p . 10
( 3 )  G e n t z e n  ( 1 9 3 4 ) ,  p . 16
( 4 )  G e n t z e n  ( 1 0 3 4 ) ,  p .  21
( 5 )  C a r n a p  ( 1 9 4 2 ) ,  p p .  151 s s .
(6): K n e a l e  ( 1 9 6 1 ) ,  p p .  499  s s .
( 7 )  S m u l l y a n  ( 1 9 6 8 ) ,  p .  104
( 8 )  Una v e r s i ô n  de  e s t a  p r o p o s i c i é n ,  p a r a  l a  l é q i c a  b i v a l e n t e ,  p u e ­
de  e n c o n t r a r s e  e n  D l a u  ( 1 9 7 9 ) ,  p .  78
( 9 )  La r e q l a

H , F — 1> ii

i l ,  -  T F —b  H
c o n t e n i d a  e n  RS 3 n o  e s  i n d e p e n d i e n t e : s e  s i q u e  d e  RS 1 y  RS 5.
La c o n s e r v o  e n t r e  l a s  r e q l a s  p r i m i t i v a s  p o r  r a z o n e s  de  s i m e t r x a .
( 1 0 )  C f r .  C h u r c h  ( 1 9 5 6 ) ,  p .  108
( 1 1 )  E s t a  d e m o s t r a c i é n ,  a s i  como s u  b a s e ,  e l  l e m a  2 . 5 . 3 , e s  u n a  
m o d i f i c a c i é n  d e  u n a  d e m o s t r a c i é n  s i m i l a r  de  B l a u ,  p a r a  l a  l é g i c a  
b i v a l e n t e .  C f r .  U l a u  ( 1 9 7 9 ) ,  p .  02  s s
( 1 2 )  C f r .  D l a u  ( 1 9 7 8 ) ,  p .  247 ^
(1 3 )  O b s é r v e s e  q u e  e s  v â l i d o  l o  s i g u i e n t e :  S i  M, G[k F ]  —fe H
(o  H — fe Gfe F j  3  /  i l ) , e n  d o n d e  P j  n o  a p a r e c e  e n  M,G,II  ., e s  d e  inos-
t r a h i e  e n  S 3 ,  e n t o n c e s  t a m b i é n  l o  e s  M,GB-Pj^3 — fe H (o  11—feGfe-p%,N)
p a r a  t o d o  pj^ q u e  n o  a p a r e c e  e n  M,G ,N.  La d e m o s t r a c i é n  e s  t r i v i a l  
p u e s t o  q u e  s i  II,  g G-PJd — fe M e s  u n  a x i o m a ,  l a  f ô r m u l a  q u e  a p ç -
r e c e  t a n t o  e n  e l  a n t e c e d e n t e  como e n  e l  c o n s e c u e n t e  n o  e s  GC^ P j !
y  p o r  l o  t a n t o .  I l ,GG- Pj^] e s  t a m b i é n  u n  a x i o m a ,  D e l  s u p u e s t o  de  
i n d u c c i é n  s e  s i q u e  f â c i l m e n t e  l a  a f i r m a c i é n  e n  e l  r e s t o  d e  l o s  
c a s o s .
( 1 4 )  U t i l i z a m o s  a q u i ,  y  e n  e l  r e s t o  de  l a  d e m o s t r a c i é n ,  l a s  r é ­
g l a s  d e r i v a d a s  s e  3 3 ,  a u n q u e  s u  a c e p t a b i l i d a d  h a  s i d o  d e m o s t r a d a  
s o b r e  l a  b a s e  d e l  s i s t e m a  S3 c o n  r e q l a  de s e p a r a c i é n .  F . s t o  no  s u -  
p o n e  n i n q û n  p r o b l e m s  p u e s t o  q u e  s o n  i g u a l m e n t e  a d i n i s i b l e s  e n  e l  
s i s t e m a  83 s i n  r o q l a  de s e p a r a c i é n :  e n  n i n q û n  momen to  hemos  u t i -  
l i z a d o  l a  r e q l a  do  s e p a r a c i é n  e n  l a  d e m o s t r a c i é n  d e  l a s  r é g l a s  
d e r i v a d a s .
( 1 5 )  La n o c i é n  t i e n e  s u  o r i q e n  e n  S m u l l y a n  ( 1 9 6 8 )  q u e  d e m u e s t r a ,  
a d e m â s , un  t e o r e r n a  a n â l o g o  a  l a  p r o p o s i c i é n  4 . 7 . 1 ,  a u n q u e  p a i ' a  l a  
l é q i c a  b i v a l e n t e .
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5 . 1  I n t r o f l u c c l é n

Como e s  s a b i c l o ,  l o s  c ' l l c u l o o  de d e d u c c i é n  n n t u i ’u l ,  

como l o s  s e c u e n c i a l e a , t i e r i e n  a u  o r i g c u  e n  l a  k o a l a  d o c t o r , i l  d c  

C e n t z e n ^ ^ ^ .  S e  t r a t a  d e  c â l c u l o s  e n  l o s  q u e  s a  r e p r o d u c e ,  1 r s t.a 

c i e r t o  p u n t o ,  e l  modo h a b i t u a i  de  r a z o n a i i i i o n t o  : : . a t c i , ; â t i c o , e n  ( luo,  

e n  g e n e r a l ,  n o  s e  p a r t e  d e  a x i o r n a s , s i n o  de  s u i . n i e s t o s  n. i ; u ' l , i r  d e  

l o s  o u a l e s  s e  d e d u c e  u n a  c o n c l u s i o n ,  p a r a  r c a l i n a r ,  i ' in. ' i l i  e n t e , 

a l q û n  t i p o  d e  e l i m i n a c i ô n  d e  l o s  s u p u e s t o s .  A s i ,  i>or e j e m n l o ,  s  i  

e s t u d i a m o s  e l  p r o c e s o  d e  d e m o s t r a c i é n  e n  u n a  p r n c l i a  do co: ipi  c t u d , 

e n c o n t r a m o o  q u e  e l  d e s a r r o l l o  t i p i c o  d e  l a  m i sma  e s  l a r t i r  fie un 

s u p u e s t o ,  a  s a b e r ,  q u e  u n a  f o r m u l a  F e s  c o n s e c u c n c i a  s o m é n t i c a  

de  u n  c o n  j u n t o  P d c  f ô r m u l a . s  , i ) a r a  r n o s t r a r  I n o g o ,  s o b r e  l a  I , a s c  do 

e s c  s u p u e s t o ,  q ue  e s a  f é r m u l . a  e s  d e d u c i b l c ,  e n  e l  c A l c u l o  on  c u c s -  

t i ô n ,  d e l  c o n j u n t o  de  f é r m u l a s .  La e l i m i n a c t é n  d e l  s u p u e s  t u  so  

r e a l i z . a  d a n d o  fo i -ma dc  c o n d i c i o n a l  a l  t e o r o m a .  i Jo l  mi smo mono ,  

e n  un  c â l c u l o  de d e d u c c i é n  n a t u r a l  s c  p a r t e  de  s u p u e s t o s ,  no  do 

a x i o r n a s , s o  d e d u c e  u n a  c o n c l u s i o n  y  f i n a l m e n t c  p n e d e n  c l i ; . , l r i a r s o  

l o s  s u p u e s t o s  mod i  a n  t e  u n a  r é g l a  e s p e c i a l .  En r i g o r ,  pod r l . - u  ;os 

d e c i r  fpie l o  q u e  s e  h a c o  n o  e s  t a n t o  e l i i . d . n a r  l o s  su i  n o s  ton. coi,,u 

i n c l u i r l o s  e n  l a  a f i r m a c i é n  f i n a l .  I f ado  fine n o  j'uiy n; : io i : i ,as , e s  t e  

t i | ) o  de  c â l c u l o s  s e  d e f i n e  e x c l n s i v a m c n t c  p o r  i . c d i o  do  r c '  l a s  ir 

d e d u c c i é n ,  r c n a r t i d n s  on  d o s  r T u p o s , r o q l a  s  do i n t r , ' i : l u c c i < ' n  do l o s  

s i r n o s  l o q l c o s  y  r e q l a s  d c  e l i i ü i n a e i ô n  dc l o s  . . . i smos .
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Acabaii ' .oa de  d e c i r  q u e  l a s  d e d u c c i o n c s ,  e n  u n  c â l ­

c u l o  d c  d e d u c c i é n  n a t u r a l ,  p a r t e n  de  s u p u e s t o s .  E s t o s  s u p u e s t o s  

■ no  t i c n e n  p o r  q u é  s e r  - n i  s u e l e n  s e r ,  d e  h e c h o -  v e r d a d e s  l é g i c a s .

S i  e l  c â l c u l o  do d e d u c c i é n  n a t u r a l  e s  c o r r e c t e ^  l a  c o n c l u s i é n  de 

u n a  d e d u c c i é n  s e r a  v o r d a d e r a  en  e l  c a s o  d e  q u e  l o s  s u p u e s t o s  l o  

s e a n .  Las  l e y e s  l é q i c a s ,  s i n  e m b a r g o ,  s e  p u e d e n  a f i r r . i a r  como v e r -  

d a d e r a s  i n c o n d i c i o r i a l M o n t e ,  I n d e p e n d i e n t e n i e n t e  d e  s u p u e s t o  a l g u n o .  

La d e d u c c i é n  de  l a s  v e r d a d e s  l ô g i c a s  s e  r e a l i z a  p o r  m e d i o  de  l a  

r é g l a  de  e l i m i n a c i ô n  dc  s u p u e s t o s  a  q u e  a n t e s  h em os  a l u d i d o .  E s t a  

r é g l a  - s e  t r a t a  de  (ES)  e n  N3 y N J 3 ,  c f r .  mâa a b a j o -  a f i r m a ,  d i c J io  

s e a  s i n  p r e t e n a i o n e s  de  r i g o r ,  q u e  s i  l a  f é r m u l a  G e s  d e d u c i b l e  

d e l  s u p u e s t o  F e n  e l  c â l c u l o ,  e n t o n c e s  t a m b i é n  e s  d e d u c i b l e  l a  

f o r m u l a  F —> r, y  e l l o  i n d e p e n d i e n t e n i e n t e  d e l  s u p u e s t o  F.  E s t a  

r é g l a  v i c n e  a  c o i n c i d i r  c o n  una -  de  l a a  a f i r m a c i o n e s  d e l  t e o r e r n a  

d e  d e d u c c i é n  e n  e l  r e s t o  d e  l o s  c â l c u l o s .  La d i f e r e n c i a  e s e n c i a l  

e s t r i b a ,  c l a r o  e s t a ,  e n  q u e  a q u i  s e  t r a t a  d e  u n o  de l o s  p o s t u l a -  

d O G  d e l  c â l c ' u l o  m i e r i t r a s  q u e  e n  o t r o s  c a s o s  s e  t r a t a  de  u n  m e t a -  

t e o r c r n a .

En e s t e  c a p i t u l e  d e f i n i m o s  d o s  c â l c u l o s  de  d e d u c c i é n  

n a t u r a l ,  a  l o s  q u e  l l a m a m o s  113 y  1113. E l  p r i r n e r o  d e  e l l o s  e s  u n  

c â l c u l o  a d e c u a d o  a  l a  l é g i c a  L 3 , e l  s e g u n d o  l o  e s  p a r a  l a  l é g i c a  

de  e n u n c i a d o s  dc  L3.  I1J3 n o  e s  s i m p l e m e n t e  u n a  r e p r o d u c e  i é n  dc  u n a  

p a r t e  dc  l a s  r e g l a s  de  M3, p u e s t o  q u e  l a  l é g i c a  d e  e n u n c i a d o s  q u e ­

d a  i m p l i c i t a  e n  113, como o c u r r i a  e n  A3 ,  e n  u n a  r é g l a  ( J C )  q u e  p e r -  

m i t e  l a  d e d u c c i é n  e n  M3 de  t o d a  f o r m u l a  q u e  s e a  c o n s e c u e i i c i a  

s e m a n t i c a ,  on  l a  l é g i c a  d e  e n u n c i a d o s  d e  1,3, de  e l e m e n t o s  a n t e r i o ­

r e s  en  l a  d e d u c c i é n .  En UJ3 s e  s u s t i t u y e  e s t a  r é g l a  p o r  u n  c o n j u n -  

t o  de  r é g l a s  e x p l i c i t a s  p a r a  l a s  c o n e c t i v a s .  En ambos  c a s o s  d c in o s -  

t r a r e m o s  l a  a d e c u a c i é n  d e  l o s  c â l c u l o s  r e s p e c t e  a  l a s  l ô g i c a s  c o -  

r r e s p o n d i e n t c s . D a r e m o s  d o s  d e m o s t r a c i o n e s  d i f e r e n t e s  de l a  corn-
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p l e t u d  d e  I o n  c â l c u l o s .  En ambos  c a s o s ,  l a  r . cgunt la  pr i ie !>a  uc

co rnp l e l .uU s e  b a s e r a  s o b r e  l a s  p r o p i e d a d e s  de  d e m o s t r a b  L1 i d a d  q u e

i n  t r o d u . j  i n io s  e n  e l  s e g u n d o  c a p i t u l e  d c  e s t e  t r a b a j o .  La j u ' i i . i o r a

d e m o s t r a c i é n  do c o m p l e t u d  d e  M3, a s !  como l a  d e m o s t r a c i é n  de  s u

c o r r e c o i é n  y l a  f o r m u l a c i é n  mi sm a  d e l  c a l c u l e  s o n  t r a n s p o s i c i o n u s

a  l a  l é g i c a  t r i v a l e n t e  de  u n  c â l c u l o  de  d e d u c c i é n  n a t u r a l  p a r a  l a
(2  )

l é g i c a  b i v a l e n t e  d e f i n i d o  p o r  E l a n  . Lar; p r u e b a s  s i ^ u e n  muy do 

c e r c a  l a s  d e m o s t r a c i o n e s  de  l o s  t e o r e m a s  c o r r e s p o n d i e n t o s  e n  e s t a  

o b r a .  La p r i m e r a  d e m o s t r a c i é n  de  c o i u p l e t u d  de  4 J 3  s i ” ue l o s  :.;c- 

t o d o s  c l â s i c o s  de  E â l n i a r  p a r a  l a s  p r u e b a s  de  c o m p l e t u d  e n  l é g i c a  

d e  e n u n c i a d o s .

En l a  i n e d i d a  de  l o  p o s i l i l e  hemos  j T o c u r a d o  a j u s t a r -  

n o s  a  l o s  m o l d e s  t r a d i c i o n a l e s  e n  l a  f o r m u l a c i é n  Un c i . t o s  c â i . c u l o s  

y  a s i ,  h e m o s  p r e f e r i d o  d a r ,  p o r  c j e n i p l o ,  r e g l a s  i a r a  l a  l u t r o U n c c i é i i 

y  e l i r a i n a c i é n  d e l  c u a n t o r  e x i c t c n c i a l  n o m i n a l  o  de  l a  i , ! i r : yu nc iô n ,  

a  d é f i n i r  r e g l a s  s é l o  p a r a  l o s  s i g n o s  p r i r n i t i v o s  rio 1.3. Es  c l a i - o ,  

s i n  e m b a r g o ,  q u e  e l  p a r a l e l i s n i o  c o n  l o s  c â l c u l o ; ;  dc d e d u c c i é n  ; v ; -  

t u a l  e n  l é g i c a  b i v a l e n t e  no  p u e d e  s c r  c o m p l c t o : Nos ira s i d o  p r o c i -  

3 0 ,  p o r  e j e m p l o ,  d a r  r é g l a s  p a r a  l a  i n t r o d u c c i é n  y c l i i i i n a c i é u  

l i o l  c u a n t o r  u n i v e r s a l  p r e c e d i d o  p o r  d o s  n e g a c i o n c s , l a  | r i m e r a  

f u e r t e  y  l a  s e g u n d a ,  d é h i l .

5 . 3 E l  c â l c u l o  1Î3

5 . 2 . 1 .  P o s t u l a r l o s  do l i 3.  b e d u c c i é i i  y  l iemos t r a c i é n  

e n  Îi3

Ear.iO.s p r l r i e r o  l a s  r é g l a s  de  E3 y a n a l i s a i . r o s  l u - cvc -  

n i c n t e  .su e s t r u c t u r a  p a r a  p a . s a r  I n c o  a l a s  f l c f i n i c i o n c r ;  de  d e ­

d u c e  i é n  y dciiio.s t r a c i é n  e n  h'3.
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( 1 5 ) n  (n ) F

(E5) j  ( j ) F

m ( , . , . '  FI j , J  ^ G

n  (m^,*  . • F - ^  G

( J C )
' " l ^ ' " l , l ...........

" ' j h . i ............" " j . k /

d e  q u e  .

( E A  ) m (m^ , . . ,  ,m^^) AXFCX3

n  (ni^i  a • • ,m^ ) F [A3

( E l - A ) m ( m ^ , # . # , n i ^ ) - I - A X F C X 3

n  (m^iaaa. ITl j^) -1 -  FCA3

( I  V ) m ( m ^ p a . a . r n ^ ) F CAT

n  ( , • • ■ , riiĵ  ) VXFCX3

( E V ) M (m^ , . . . ,rn  ̂ ) s / x F o n

en  e l  c a s o  de  q u e  c l  p a r â n i e t r o  d e  p r e d i c a d o  n o  n p a r e z c a  en



1 1n i n g u n n  l l n e a  a n t e r i o r  a  n  y  q u e  i , . . . s c a n  t o d a" ,  l .  i;: Uo,s-

c r i p c i o n e n  do l a  i o r w a  l P^ q u o  a p a r o c o n  o n  V X I [ X I .

( l A )  m (ni , . . . ,t,i ) '.■'CeF ,̂ 3

on e l  c a n o  de  q uo  1 .  n o  l i a y a  c i d o  n i a r c a d o  on  n i n r n m a  l i n o a

2 .  P-] n o  a p a r e z c a  on  l a s  l i n e a r ;  n , n i  , . . . ,m,_
✓

3 .  Mo a p a r e z c a  o n  l a s  l i n e a a  n , ,  . . . , t niu"Un 

p a r a m o t r o  de  p r e d i c a d o  pj^ d e p e n d i c n t e  de P . .

( i n  - A )  m ( m ^ , . . . , m ^ )  - f -  ! ' [L!% 3

e n  e l  c a s o  de  q u e  s e  c u rn p l a n  l a s  c o n d i c i o n e s  1 .  -  3 .  dc I n  r t v l a

( I  A ) .

( I ^ = )  n  ( ) I p k p A l - »  A :.A

( 1 ^ = )  n  ( ) A-A A i A -,, ;

( E = )  n  ( )  A ^ ! .  A l - C A l - > r C i  l

( t )  n  ( ) ki'AA KCAT A AX( i [X]  -> / X )

Coi;io dc  c o r . t u r i b r e , l la ; , i a i , io s  a ] ) l . i c a c  j An d o  n un  r é ­

g l a  d o  Ü. 3 0 . 1  n - t u p l o  c u y o s  n - 1  p r i m e r  c l o r i e n t o r ;  e s t n u  F u i - m n d o n  

scfTun l a s  n - 1  e x ] i r e r ; i o n c n  q u e  a p a r c c e n  e n  l a  r ' a r t o  . suj ic i ’l o r  n o  

u n a  de  l a . s  r é g l a s  p r é c é d e n t e s  y  e l  n  e lc i i i on  t o  d e l  n - t u i  l o  o:;t,,n 

f o r n i a d o  s c  g u n  l a  c x p r c r ; i 6 n  q u e  a i i a r o c c  c n  l a  p a r t e  i u r o i - i o r -  d o  1,-'  

mi sm a  r e g i a .
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A p a r t e  d e  l a s  c u a t r o  u l t i m a s  r e g l a s ,  q u e  d e f l n e n  

l a  l é g i c a  d e  l a  i d o n t i d a d  y  de  l a s  d e s c r i p c i o n e s , e l  r e s t o  de  l a s  

r é g l a s  de  113 e s t â n  d i v i d i d a s  e n  d o s  g r u p o s .  E l  p r i r n e r o  de e l l o s  

e s t é  f o r m a d o  p o r  r e g l a s  d e  i n t r o d u c c i ô n  de  s i g n o s ,  e l  s e g u n d o ,  

p o r  r e g l a s  de  e l i m i n a c i ô n .  En l o s  n o m b r e s  d e  l a s  r e g l a s ,  l a s  e x p r e -  

s i o n e s  e n t r e  p a r é n t e s i s  q u e  p r e c e d e n  a  l a  p r i m e r a  l l n e a  de  c n d a  

r é g l a ,  l a  E i n d i c a  q u e  s e  t r a t a  de  l a  r é g l a  de  e l i m i n a c i ô n  d e l  

s i g n o  o  c o n j u n t o s  d e  s i g n o s  q u e  l a  s i g ü e n ,  y  l a  I ,  q u e  s e  t r a t a  de 

u n a  r é g l a  de  i n t r o d u c c i ô n ,

Au nq ue  l u e g o  v a m o s  a  d a r  u n a  d e f i n i c i é n  e s t r i c t a  

de  d e d u c c i é n  e n  1(3, e s  c o n v e n i e n t e  h a c e r  a l g u n o s  c o m e n t a r i o s  i n f o r -  

m a l e s  s o b r e  l a  f o r m a  de  l a s  r e g l a s  y  l a s  d e d u c c i o n e s .  Como hem os  

v i s t o ,  en  c a d a  l l n e a  d e  u n a  r é g l a  e j i g q a l l h e n t e ,  e n  c a d a  l l n e a  de  

u n a  d e d u c c i é n , e n c o n t r a m o s  p r i r n e r o  u n  n u m é r o  n a t u r a l ,  s i m b o l i z a d o  

e n  l a s  r e g l a s  p o r  n  o  m, q u e  i n d i c a  e l  p u e s t o  de  l a  f ô r m u l a  q u e  

s i g u e  e n  l a  d e d u c c i é n .  E s t e  n u m é r o  o p e r a  como n o m b r e  de  l a  l l n e a .

A c o n t i n u a c i ô n  de  e s t e  n u m é r o  a p a r e c e n  u n a  s e r i e  d e  n u m é r o s  e n t r e  

p a r é n t e s i s ,  s i r n b o l i z a d o s  en  l a s  r e g l a s  p o r  l a  l e t r a  m c o n  s u b i n d i ­

c e s ,  q u e  r e m i t e n  a  l o s  n o m b r e s  de  l o s  s u p u e s t o s  de  q u e  d é p e n d e  l a  

l l n e a  e n  c u e s t i é n .  Como v e m o s ,  l a  û n i c a  r é g l a  q u e  r e d u c e  e l  né rne -  

r o  d e  s u p u e s t o s  d e  que  d ep e nd ©  l a  c o n c l u s i é n  de  u n a  r é g l a  e s  l a  

r é g l a  d e  e l i m l n a c i é n  de s u p u e s t o s  ( E S ) .  La  c o n c l u s i é n  de  u n a  a p l i ­

c a c i é n  de  l a  r o g l a  de  c o n s e c u e n c i a  e n  l a  l é g i c a  de  J u n t o r e s  ( J C)  

d c p e n d e  de t o d o s  l o s  s u p u e s t o s  d e  q u e  d e p e n d e n  c a d a  u n a  de l a s  

p r e m i s a s  de l a  r é g l a .  En e l  r e s t o  de  l o s  c a s o s  l a  c o n c l u s i é n  d é p e n ­

de  de  l o s  m i s m o s  s u p u e s t o s  q u e  l a  p r e m i s a  de l a  r é g l a .  A c o n t i n u a -  

c i iSn de  l a  i n d i c a c i é n  s o b r e  l o s  s u p u e s t o s  de  q u e  d e p e n d e  l a  f é i -mu-  

l a  a p a r e c e  l a  f é r m u l a  m i s m a  y ,  f i n a l m e n t e ,  e n  a l g u n o s  c a s o s ,  u n a  

c o n d i c i é n  s u p l e t o r i a .  En e l  c a s o  de  l a  r é g l a  ( J C )  s e  t r a t a  de l a  

c o n d i c i é n  s i g u i e n t e :  l a  c o n c l u s i é n  d e b e  s e r  c o n s e c u e n c i a  l é g i c a .
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e u  l é g i c a  de  e n u n c i a d o s ,  dc  l a s  p r e i . i i s a r ;  dc  I n  i , 'C"l ; i .  du c l  c.-ico

de  l a  r o g l a  d e  e l i m i n a c i é n  d e l  c u a n t o r  c . x i s  t o n c i n l  noi . i i i . - ' l  ( j . V ) ,

s e  e x i g e  t jue e l  p a r â i u e t r o  do p r e d i c a d o  i . i o n â d i c o  f |uo a - j a r c c c  e n  l e

c o n c l u s i é n  como r e s u l t a d o  do l a  c l i n i n a c i é n  d e l  c u a n t o r , a c a

n u e v o  e n  l a  d e d u c c i é n .  A d e m â s ,  c u a n d o  u n  p a r â m c t r o  de ■ lï 'cd 1 cai '<’

r a o n â d l c o  a p a r e c e  c n  l a  c o n c l u s i é n  como r e s u l t a d o  do u n a  a ' ; l  i o a c l é n

do l a  r é g l a  ( ü  V ) , e n t o n c e s  e s e  i i a r â m e t r o  q u e d a  c . a r o a d o  en  c e ; n u i -

d c n c i a  do 1 r e s t o  de  l o s  p a r â i r . e t r o s  fjuo l ' o r ma n  o l  , . r c d i o a d o  de;
1 1l a s  d e s c r i p c i o n e s  P̂  q u e  a p a r e c e n  en  l a  lu 'ci  . l s a  do l a

g l a .  Dado  q u e  e s t a s  d e s c r i p c i o n e s  cu r . q i l en  e n  1,.'; l a  j .ui ici .ôn de q a -  

r â m e t r o r ,  de  i n d i v i d u o ,  l a  c o n d i c i é n  p o d r l a  p a r a r i - a s e a r s o , u t i l i ­

z a n  do p a r â m o t r o a  de  i n d i v i d u o  como r i i g u o s  d o j ' l n i i î o s ,  d i c i o in . l o  que  

e l  p a r â m e t r o  de  i n d i v i d u o  q u e  a p a r e c e  en  l a  c o n c l u s i é n  dc l a  m -  

r r l a  ( E V )  q u e d a  m a r c a d o  o n  d e p e n d e n c i a  d e l  r e s t o  d<; l o s  ) .- r â i . ' s -  

t r o s  de  i n d i v i d u o  q u e  a p a r e c e n  c n  l .a c o n c l u s i é n  de l a  r é g l a .

I.a i n d i c a c i é n  ( P J , . . . , rj*" ) q u e  a p a r e c e  d e s q u i é s  do l a  c o n o l i  i, s iéi  i 

d e  l a  r c g l a  q u e  c o m c n t a m o s , i n d i c a  c n  d c p i c n d c i i c i a  u r  ,.;ué i r e d  ! -  

c a d o r ,  q u e d a  m a r c a d o  e l  p r e d i c a d o  q u e  a j i a r c o e  on  l a  c o n c l u s , i é n  c o ­

mo c o n s o c u o n c i a  de  l a  a p l i c a c i é n  de  l a  r e ^ l a .

L a s  c o n d l c i o n c s  imnue. s  t a s  s o i i r o  l a  r c - s l a  ne  i u -

t r o d u c c l o n  d e l  c u a n t o r  u n i v e r s a l  n o m i n a l  ( 1 A ) y  sou i - e  l ; i  r e  d  ;;

dc  i r i t r o d u c c i é n  d c  l a  c o i n b i n a c i é n  dc  s i g n o s  -v -  A ( l i - A )  s o n  qu-e-

c i s n s ,  p a r a  e v i t a r  l a  d e d u c c i é n  de  c o n c l u s i o n c s s  s.cm.sn t i c a m o n  tt- i n -
( 3 )c o n n e c t a s .  P . lau  h a  m o n t r a  do ' l a  n e c e . s i d a d  dc  c,'-, t u s  c o n d i c i o n o s  

pars» l a  l é g i c a  b i v a l e n t e .  L.a n c c e r ; i d a d  s.c t r a n s . m i t c  ' i i r e c  ta: . :cu t e  

a  I . ' î , puer ;  Lo q u e  l a s  f o r m u l a s  que  s c  c m p l e n n  p a r u  m o s t r a r  l a  n c -  

c c s i d a d  do e s t a s  c o n d i c i o n e s  s o n  t a m b i é n  Péi -mular ;  de; L i , y c l  

r a z o n a i . i i o n t o  es, . s i m i l a r  c n  am bo s  c a s o s . .  ilo cn  t r . a r emos .  on  o ; t e  t c -  

msi. Las  d o s  c o n d i c i o n e s  p r i m e r a s  de  l a  r c g l a  .son c l a r a : ; . t..a t c r ­

é e r a  c o n d i c i é n  p i ' c c i . s . a  dc  n n a  a c l a r n c i o n :  un  t . a r é m c  t r o  de u - e d i -  

c u d o  i . i onâf l ico  e s  d e ; ' O n d i e n t c  o ,  s j .mr ' l emen  t e , d é p e n d e  de  n t e r  p a r é -
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m e t r o  c u a n d o  o  b i e n  e l  p r i r n e r o ,  a l  que  l l a m a m o s  h a  s i d o
^ 1  1 m a r c a d o  e n  d e p o n d c n c i a  de  P . o b i e n  h a y  u n  p a r â m e t r o  P t a l  que

1 1 1  1
P^  d e p e n d e  d e  P^ y  P  ̂ d e p e n d e  de  P ^ .  Las  c o n d i c i o n e s  i m p u e s t a s

s o b r e  l a s  a p l i c a c i o n e s  de  l a  r é g l a  ( l A  ) s o n  l a s  m i s m o s  q u ç  l a s  

d e  l a  r é g l a  ( 1 1 - A ) .

P odo mo s  p a s a r  a h o r a  a  l a s  d e f i n i c i o n e s  d e  d e d u c c i â n  

y  d e m o s t r a c i é n  e n  H3.

D e f i n i c i é n  5 , 2 . 1 . 1  D e d u c c i é n  e n  N3 

Una  d e d u c c i é n  e n  N 3 , N 3 - d e d u c c i é n , d e  l a  f ô r m u l a  P 

a  p a r t i r  d e l  c o n j u n t o  f i n i t e  M° e s  u n a  s e c u e n c l a  

f i n i t a  de  l l n e a s  Z ^ , . , . , Z ^  q u e  t i e n e n  l a s  s i g . u i e n -  

t e s  p r o p i e d a d e s ;

( 1 )  C a d a  l l n e a  Z^ ( 1 $  i  $  n )  t i e n e  l a  f o r m a

1 (m ^ ............ m^)  II P ^ ( P j  , .  . . , P ^ )

d o n d e  i  e s  e l  n u m é r o  d e  l a  l l n e a , ( m ^ , . . . ,m^ )  l a  

i n d i c a c i é n ,  p o s i b l e m e n t e  i n e x i s t e n t e  , d e  l o s  n u ­

m é r o s  do l a s  l l n e a s  d e  l o s  s u p u e s t o s  d e  q u e  d e p e n -
1 1  1

de  11, Il e s  u n a  f ô r m u l a  de  L3 y  P | ^ ( P j , . . . , P ^ )  e s  e l  

m a r c a d o r  d e  d e s c r i p c i o n e s . q u e  t a m p o c o  h a  de  a p a -  

r e c e r  n e c e s a r i a m e n t e  e n  l a  l l n e a  y  q u e  s e  a f i a de  a  

e s t a  c u a n d o  s e  h a  o b t e n i d o  p o r  m e d i o  de  l a  r é g l a  

(E V ) .

( i i )  La f é r m u l a  q u e  a p a r e c e  e n  Z^ e s  P y  P d e p e n d e  

s é l o  de  s u p u e s t o s  e n  11°.

( i i i )  flo h a y  n i n g u n  p a r â m e t r o  P^ de  l o s  q u e  a p a r o -  

c c n  e n  P y 11° q u e  h a y a  s i d o  m a r c a d o  on  n i n g û n  

l u f ' . a r  de  l a  d e d u c c i é n .

( i v )  C a d a  u n a  d e  l a s  l l n e a s  ( 1 & i 6 n )  a p a r e c e  

e n  l a  d e d u c c i é n  como c o n c l u s i é n  d e  u n a  a p l i c a c i é n
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clc u n a  de l a s  r e c l a s  ( I E)  -  ( i )  cu y a u  urcnn.ua:;, 

s i  l a s  l i u b i c r e ,  s o n  o lc n c n io . ' ;  n n t c r iu r e . - ;  Uc In  

d e d u c c i é n  o er> c l  r o s u l U a d o  dc  l a  e l i m i n a c i ô n  o 

i n t r o d u c c i é n  p o r  d o f i n i c i é n  do un s i r ,n o  en  . i ln o  i; 

, ' u i i e r i o r e s  d e  l a  d e d u c c i é n .

D e f i n i c i é n  5 . 2 . 1 . 2

F e s  d e d u c i b l e  d e l  c o n j u n t o  ii de su p u o;;to ::  cn  i , u , 

M F : 4=4 May un s u b c o n j u n t o  f i n i t e  do : : y 

u n a  t i 3 - d e d u c c i é n  de  a  p a r t i r  d e l  c o n j u n t o  dc 

s u p u e s t o s  n ° .

D e f i n i c i é n  5 . 2 . 1 . 3

La f é r m u l a  F e s  d é m o n t r a b l e  en ü 3 ,  b—7 I':

u n a  1 1 3 -d e d u c c i é n  de  F n p a r t i r  dc  l a  c l  a s c  v a c i .a

de s u p u e s t o s .

5 . 2 . 2  C o r r e c c i é n  de 113 r c a p e c t o  a  la.  c o ns .o cu c i i o i . a

n e b i d o  a  l a s  p c c u l i a r i d a d e . s  dc  e s  t e  c â l c u l o ,  ].,a 

p r u o b a  de  c o r r e c c i é n  e s  a l g o  ma.s c o m p l c  j a  cjue o n  l o : ;  o t r o  y. c â l ­

c u l o s  q u e  he mo s  t r a t a d o  e n  e s t e  t r a b a j o .  L.a d l . f  i c u l  t . - y i . r i i i c i  1 J  

e . s t r i b a  e n  e l  t r a t a m i c n t o  de  l a . s  f é r m u l a s  cn  q u e  a p . a r c c c i  i dc.-.cy.ij 

c l o n e s  d e r i v a d a s  de  l a  a p l i c a c i é n  de  l a  r e n  i a  do o l i ,  1 i .nac i  ôii cc.i 

c u a n  t o r  c x i s t c i i c i a l .  Como y a  hci . ios d i c h o ,  o l  mcl .odo '.le demor; In.-a- 

c i ô n  y l a  c o n s t  r u c c  i é n  mi s m a  de  l a  p i -uc ls i  : . i y u e  mu;.' i.ic c e  r c a  ci.  

d c : i a r r o l l o  lio t e o r e m a s  a n â l o c o s , p a r a  l a  l é  " i c a  i .'i. v.y l c n  t e , on 

D lau  ( 1 9 7 3 )

Con . s ido rc mo . s  l a  s c c u o n c i . a  ly^ , . . . , do l.o-

da: ;  l a s  f o rm u l a . ' ;  on  u n a  Ü J - d c d u c c i é n  $  . ! 'ar .a  c a  .la n i 1 : . i o  i . ' o  dc  i  'nr.-i
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n  ( l <  n f  r ) s e a  5^  ̂ e l  c o n j u n t o  {5^^ |  cie l o s  s u p u e s t o s  de

q u e  d e p e n d e  l a  l î n c a  n .  L l a m am os  i n t r o d u c c i é n  de  d e s c r i p c i é n

( p a r a  P^) a  c a d a  un o  de  l o s  c o n d i c i o n a l e s  V X F tX l—v FC>-P^ 1 q ue  s e

f o r n a n  u n i e n d o  c o n  u n  c o n d i c i o n a l  l a  p r e m i s a  y  l a  c o n c l u s i é n  de

c a d a  a p l i c a c i é n  de  l a  r é g l a  (F  V ) .  L l am am os  r e l e v a n t e s  p a r a  F̂ ^

a q u e l l a s  i  n  t  r o  du  c c i  one  s  de  d e s c r i p c i é n  t a l c s  q u e  e l  p a r â m e t r o

o b i e n  a p a r e c e  on  l a  f é r m u l a  F^ m i s m a  o e n  o b i e n  h a y  un  p a r â -

m e t r o  F d e p e n d i c n t e  de  P ,  q u e  a p a r e c e  e n  F o e n  5 . E l  c o n j u n -  
k  j  n  n

t o  dc  l a s  I n t r o d u c c i o n e s  de  d e s c r i p c i é n  q u e  s o n  r e l e v a n t e s  p a r a  

l o  d c s i g n a m o s  c o n  DR^. E n t o n c e s  p o d e m o s  d e m o s t r a r  e l  s i g u i e n t e  

l e m a :

Lema 5 .  2 .  2 . 1

d e a  II un  c o n j u n t o  f i n i t o  d e  f é r m u l a s  y  u n  p a r â ­

m e t r o  de  p r e d i c a d o  q u e  n o  a p a r e c o  e n  f I , F C X I , G . 

E n t o n c e s ,

V XFCX1 - 4  FCk pj^] ,11 11-^ G =»

A
D e t i i o s t r a c l o n : Se  p u e d e  a f i r m a r  de  i a  c o n j u u c l ô n  M 

de  l aG  f o r m u l a i  e n  11 q u e

( V  XF[ Xl -4  F U  ] )  - »  (H —»G) p o r  s u p u e s t o

A X ( (  V X F t X l - » F C X 1 ) —\  (M—» G ) )  p o r  p r o p . 1 . 7 . 2 . 4  

- V X ( ( V X F t > n - * F l X l ) — » ( T l - ^ r , ) )  l e y  l é g i c a  e n  1.3
L3

( V  XTCKl —'yVXFtXD—» ( I I —» G) l e y  l é g i c a  e n  L3

e s  d e c i r .

1,3

*75

*■ "T5

Lema 5 . 2 . 2 . 2

S i  V d dC X ]  —» F D - P ^ 1  e s  u n a  i n t r o d u c c i ô n  do d c s -
 ̂ 1 c r i p c i ô n  q u e  no  p e r t o n e c e  a l  c o n j u n t o  1)K^ y  P^ no

a p a r e c o  o n  M y  s e  p u e d e  a f i r m a r  que



V/Xl'C X ]-4  KO-I ' l l  , I i , I Ji'; , 5  II   i' , o i i t o n c o y  imo-ic
J n  tl 1,3 11

a f i r m a r  q u e  il,Lii; , 5  H— -  F .
' n n 1,3 n

Pet,10,1 t r a c i é n : 3 i  I’  ̂ no  a i a r c c c  en  14:^ ,̂ o n t o n c o r  un

a p a r e c e  en  5̂  ̂ n i  en  G u p u en to  que l’I' a p a r e c e  en  un,a f é i  ;,iu3

V X C l X l —> GCk de DR , e n t o n c e c  P^ o b i e n  or: o l i i o n  u cp o n u c
1 1 "  " i  ]

dc P . ,  en  d e c i r ,  P o un p a r â m e t r o  P d c p e n d i e n t c  de 1’ , a p a r e c o
1 . 1 1 en  S o F . E n t o n c e s  P .  o  un i ia r â m o tr o  P d o p c n d io n  l;o ilo P ,p ,a -  

n n .1 h J ,!
r c c e  e n  E^^F^. En e s e  c a s o , V  X F lX l —̂  FC.v p s e r i n  un o lc; ,ioni;o  no 

c o n t r a  e l  s u p u e s t o .  En e s t e  c a s o ,  l a  a f i r m a c i é n  :;c .o ii 'uc . o r  

e l  le in a  a n t e r i o r .

Lema 5 . 2 . 2 . 3  

" T 3  ‘"n

D e i n o s t r a c i é n  : P o r  i n d u c c i é n  i  n e r t e  s c  '.ûn o l  nui  , e ro  

n  de  c a d a  l l n e a , . ’ B a s e  de  i n d u c c i é n :  1 .  3 i  F̂  ̂ s e  lia o b t e n i d o  | m r  

( 1 5 ) ,  l a  a f i r m a c i é n  s e  cu n ip l c  t r i v i a l m e n t e , p u e s  t o  q u e  j  I' | .

2 .  S i  F^ s e  h a  o b t e n i d o  p o r  u n a  de  l . a a  r é g l a s  ( 1 ^ -  ) -  ( c ) .  c n t o n -  

c e s  l a  a f i r m a c i é n  s e  s i g u e ,  p u e s t o  q u e  l a  c o n c l u s i é n  d e  l a  r c " l a  

e s  L 3 - v e r d a d e r a .

P a s o  de  i n d u c c i é n :  1 .  S u p u e . s t o  q ue  F̂  ̂ e s  F ^ —» i''̂  y  que  s e  lia o b ­

t e n i d o  de  F . , F  p o r  ( E 5 ) , e n t o n c e s ,  d a d o  que  5 U  e s  b quo
.1 [fi n J III

p o r  . s u p u e s t o  de  i n d u c c i é n  v a l e  q u e  3^^, LiP̂   ̂ ( i y- ,  F , o i i l . o no os  v a  l e

qu e  5 , DP . . .  F , p u e s t o  q ue  DP = DP . 
n  tl Lo n t.i tt

2 .  Pupoiir 'ar. io.s q u e  F .se l ia  o b t e n i d o  do F , . . . , F p o r  i i c u i o  do n  Mj
( J C ) .  P o r  s u p u e . s t o  de  i n d u c c i é n  v a  l o  q u e  F. , . . . , 5  , DP , . . . ,

DP *r-—  F A. . . .  A  I ' . Üado q ue  F = 5  U  . . . U P  :/ ' p i em . 1,3 1:1 m . n m :,i .
J 1 J 1 ,J

!' A . . .  A F II—- F ,  v a l o  q u e  P , DP  D P " “ T", I' . P u r  c l
111 in, 1,3 n  1,1 III. L,i n

1 .1 1 J ".J
l em a  a n t e r i o r  .so p u e d e n  o l i i i i i n a r  l o s  c l o m c i i t o . s  dc W  DP . e u e  u o

p c r t e n o c e n  ,a DP . P o r  l o  t a n t o  s o  piuede a f i r m a r  t a i e  ,P!.  ||— ■n u n  b."
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3 .  Suponrtamor!  q u e  e s  F CAT y  q u e  s e  h a  o b t e n i d o  de  ü A XF[ %].

P o r  s u p u e s t o  de  i n d u c c i ô n  v a l e  q u e  ' * ^ 3  AXFC ^] .  Uado  que

S = ni y q u e  î)Ii S O I !  y  q u e  A XI [ Xl  Ih— FCA3, s e  s i  p u e  l a  a f l r i n a -  n ni n  }jo
c i 6 n .

4 .  S u p o n q a m o s  qu e  F̂  ̂ r . e a  FIAI y  q u e  s e  h a  o b t e n i d o  de  F^  H

• ^ - A X F C X I p o r  m e d i o  de  ( E i - A ) . P o r  s u p u e s t o  de  i n d u c c i ô n ,

G ,DR tl—  F . P u e s t o  q u e  S = S y  DIî S  DR y  q u e  n -A XFt Xl l > - ~  T - F C A l ,  m m Lo m n  m m, ^  L3  ’
s e  s i q u e  l a  a f i r m a c i ô n .

5 .  G u p u e s t o  q ue  F^  e s  VXFCXl y  q u e  s e  h a  o b t e n i d o  de  F t A l p o r

( I V ) ,  e n t o n o e o ,  p o r  s u p u e s t o  de  i n d u c c i ô n  v a l e  q u e  F ^ .D R ^  1 TA] .

P u e s t o  q u e  S = 3 y  q u e  FIAI  ' Ipr  VXFCX], v a l e  q u e  FI ,DR \b--  \ / F [X ]  .Ill II iv j  n  m ijo
Los  c l o m c n t o s  de  U!î^ q u e  n o  p e r t e n e c e n  a  DR^ s e  p y e d e n  e l l m i n a r ,  

so R u n  e l  l e  ma 5 .  , . 2 .  P., P o r  t a n t o ,  l a  a f i r m a c i ô n  s e  c u m p l e  e n  e s t e  

c a s o  t a r . i b i é n .

G. G u p u e s t o  q u e  F^  ̂ e s  F t > - y  q u e  s e  h a  o b t e n i d o  de  F ^  ü V XF[X3 

p o r  m e d i o  de  ( E V ) ,  e n t o n c e s ,  p o r  s u p u e s t o  de  i n d u c c i ô n ,  v a l e  que

3  ,DR I I - -  VXFCX] y ,  c o n  e l l o ,  DR , S  .VXFtX] — V FC» p S  Ifp-F t  p S  . Yam ni i i j  in rn i . i^o i
q u e  G = 3  y  DR DR U  ( VXFCX]  —$ Ft<-P,  l ]  , s e  s i a u e  l a  a f l r -  m n  n  m i  1
m a c i ô n .

7 .  S i  F̂  ̂e s  AXF CXl y  s e  h a  o b t e n i d o  d e  F ^  ü F [ i  pj^] p o r  ( l A  ) , e n -

t o n c e s ,  p o r  s u p u e s t o  de  i n d u c c i ô n ,  v a l e  q u e  G , DR II— FC"-p]] .
m ni 1jv3 1

Sertim l a  s e ^ u n d a  c o n d i c i ô n  d e  l a  r e ^ l a  ( I  A ) ,  !'} n o  a p a r è c e  . e n  G
1 1 "  

n i  e n  F . r i i  P a p a r e c e  e n  u n a  f ô r m u l a  VXCCX] —V r. Ĉ -P . ^ de  DR ,
"  1 1 1  1 "  

e n t o n c e s  o b i e n  P e s  P o P d e p e n d e  d e  P , e s  d e c i r ,  o  b i e n
1 1 1

P^ o b i e n  un  p a r S m o t r o  P^^, d e p e n d i e n t e  d e  P ^ ,  a p a r e c e  en

e s  d e c i r ,  o b i e n  P^ o b i e n  u n  p a r a m é t r é  pj^, d e p e n d i e n t e  do
1 J 1

P ^ ,  a i> a r c c e  e n  F^^,3^^. 31 e s  P^ ml smo  e l  p a r â m e t r o  q u e  a p a r e c e  e n

G o F , c a em oa  e n  c o n t i - a d i c c l 6 j i  c o n  l a  s e r u n d a  c o n d i c i ô n  de l a  
n u  ^

r e % l a  ( l A ) .  31 s e  t r a t a  de u n  p a r a i n e t r o  Pj^ q u e  d e p e n d e  de  P ^ ,  

e s t â m e s  e n  c o n t r a d i c c i ô n  c o n  l a  t e r c e r a  c o n d i c i ô n .  P o r  l o  t a n t o ,
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n o  a p a r e c c  e n  S .iMï , . T o r  c l  t c o r c n ; a  vie e cn o r . n  l i : ; p e l ô i i  v- i l .
1  n  n  11

' 1 3  ' ' n -
» .  S i  c s  T-AXFCXl y s o  h a  o b t e n i d o  p o r  (Xt -A)  do ip “  1  - 1-0- i ! 3,

e n t o n c e s ,  p o r  s u p u e s t o  de  i n d u c c i ô n ,  podor. ios a I ' i rmrn '  ouo

,bP^ H-pX- FC ' - l ' ^ ] . bo irtodo a n a l o p o  o l  c a r . o  a n t o i - i o i '  p o d o i . o s  i.my,-

t r a r  q uo  1’} n o  a p a r o c e  o n  , b l i  , F . l ' o r  e l  t e o r c i . a  dc  ; . cue  r a i l -  
^ n  n  n

z a c i o n  t c n c i n o s  q u e  AX 1-! CX3 .  Ai io r a  l i i c n ,  pa r r ,  t oa r ,  v ; i -

l o r a c i ô n  v a l e  quo  /\ -  v p ( A X a - l C X I )  v .  ilr/Lo

i n p l i c a  q u o  / J C t - F C A I )  -  v , p a r a  t o d a  d e s c r i ; > c i ô n  A. F n t o n c e , " . , 

p a r a  t o d a  d o s c r i p c i o n  A,  J), (F [A1  ) X. P o r  t a n t o ,  j l  ( A X i ’Ci: 1)  i  ; 

y ( - I - A X F C X 1 )  =  V .  F o r  t a n t o ,  3^^,  bi:^^ T -A  Xi C XI . q . e . d .

P r o p o s l c i ô n  5 . 2 . 2 . 4

S i  Ü o s  u n  c o n  j u n t o  Ue f'oi' i.uil.an y F ni in l . o r i .u l r ,  

d e  L3 ,  e n t o n c e s  fi 1—q F ■=  ̂ Il HyiT F

ü eni o s  t  r o c  i  o n  : P o r  s u p u e s t o  e x i s t e  u n a  i X-d c  u u c c  i é i i

de  F a  p a r t i r  d e  u n  c o n  j u n t o  f i n i t e  i ; ^ ,  , j ' . s c p u u  e l  lo;,;;,

1 5 . 2 . 2 . 3 ,  r, ,br i  It-—-  F.  P u e s t o  q u e ,  p o r  d e f i n l c i ô n  tlo • i< : auec i é i i
i  F 1.3 ^

e n  113, n o  h a y  n i n q û n  p a r a i . i e t r o  de  p r c d i c a d o  F .  de  l o s  q u e  ap.irc.-- 

c e n  e n  11^, F q u e  b a y a  s i d o  m a r c a d o ,  entonce, , ' - .  PR^, -•= 0 .  : o r  o t r o  l a -  

d o ,  S^, S d ° .  P o r  l o  t a n t o ,  ! i F .  r , . e . d .

3 . 2 . 3  Cor.iji letud d e  1, 3 r0 3 p o c : to  n l a  c o n s c c u c n c i  : ,

P c  n u o v o  v . n m o s  a  f l a r  d o s  d o n o s  t r a c i o n e r ,  d i . s  t i n t . ' i s  

d o  l , a  c o i n p l e  t u d  r i e  113. La  p r i m e r a  d o  c l l a s , b a s . " 3 a  o n  l a  c o ;  ia l e  t a , 

d e  A 3 ,  y  a  d c r . i o s t r . a d a ,  o . s  u n a  . s i i . i p l c  t i r a i  i s p o s  l e  i o n  .a u 3 , d e  u i i a  

T i r i K ' b . a  s i i . i i X - . a r  d o  l ' . ï a u   ̂  ̂ p a r a  l a  l 6 r  I c . a  ( l i v a l e n t e .  , , u  .1 n t . j r ô s

r e s i d i e  o n  n o u e r  e n  r e l a c i o n  d l r c c  t a  l a s  i l e r i u c c i o n e s  e n  a ;  i : . o s ,



1 9 2

c ô l c u l o s .  La  s e f ; \ i n d a ,  q u e  u t i l i z e  coiuo i d e a  b n s i c a  l a  a r i r n i a c i o t i  

do q u e  l a  d c u i o s t r a h l l i d a d  on ri3 e s  u n a  p r o p i e d a d  d e  d e m o a t r a b i l i -  

d a d  a n a l i t i c a ,  s e  d e s a r r o l l a  e n  e l  m a r c o  q u e  s e  d e f i n i ô  e n  e l  

c a p i t u l o  s e o u n d o .  A n t e s  de e n t r a r  e n  l a  p r i m e r a  de  l a s  d o s  d e m o s -  

t r a c i o n e s ,  n e c e s i t a m o s  p r o b a r  e l  s i R u i e n t e  l e t n a ;

de

Lerna 5 . 2 .  3 . 1

Gean  y  l i 3 - d e d u c c i o n e s  de  y F^ a  p a r t i r  

l o s  c o n j u n t o s  de  s u p u e s t o s  y  M°,  r e s p e c t i v a m e n -  

t e .  E n t o n c e s  e x i s t e  u n a  N 3 - d e d u c c i 6 n  $  = 

p a r a  a  p a r t i r  d e  M° e n  d o n d e  $ ! ,  e s  u n a  N 3 - d e -  

d u c c i ô n  d e  a  p a r t i r  d e

D e i n o s t r a c i ô n : S e a  l a  s e c u e n c i a  . . . ,Z^  y  

l a  s e c u e n c i a  D e f i n i m o s  como e l  r e s u l t a d o  d e  l a

s u s t i t u c i ô n  do t o d o  p a r â m e t r o  F^ q u e  a p a r e z c a  m a r c a d o  e n  p o r

u n  n u e v o  p a r â m e t r o  q u e  n o  a p a r e z c a  e n  S e a

l a  c o r r e s p o n d i e n t e  s u s t i t u c i ô n  e n  , F o r  f i n ,  s e a  e l  r e ­

s u l t a d o  de a u m e n t a r  e l  n u m é r o  d e  c a d a  l i n e a  d e  e n  t a n t a s  u n i -

d a d e s  como l i n e  a s  t c n q a  D e f i n i m o s  ^  como i p u a l  a  Ü ,  $

$  e s ,  c l a r a m e n t o ,  u n a  U 3 - d e d u c c i ô n  de  F^ a  p a r t i r  d e  11° y  î ! ,  u n a  

i I 3 - d c d u c c i ô n  d e  F^ a  p a r t i r  d e  I i ° .

P r o p o s i c i ô n  5 . 2 . 3 . 2 .

S i  lî e s  u n  c o n j u n t o  d e  f ô r m u l a s  y  F e s  u n a  f ô r m u l a  

d e  L3,  e n t o n c e s

Ü c m o s t r a c i ô n : F o r  e l  s u p u e s t o ,  e x i s t e  u n a  d e d u c e i ô n  

e n  A3 p a r a  F a  p a r t i r  de  u n  c o n j u n t o  f i n i t o  M°, i i ° S . l I .  M o s t r a m o s ,  

p o r  i n d u c e i ô n  s e q û n  l a  l o n q i t u d  n  d e  l a  d e d u c e i ô n  5 ^  e n  A3,  que  

e x i s t e  u n a  d e d u c c i ô n  on  113 p a r a  F a  p a r t i r  d e l  c o n  j u n t o  11° de 

s u p u e s t o s .



193

B a s e  do i n d u c c i o n :  1 .  I’ erj uii  s u p u e s t o  e u . ^ ,  ou 

d o c i r ,  F 6  i i ° .  K n t o n c e r ,

1 .  ( 1 )  F 1:1

er. u n a  113-do d u c c i ô n  de  F a  j i a r t i r  do I ; ° .

2.  F 05 un  a x i o n i a  s o q u n  e l  e squc i . i a  a x i o M i i t i c o  Ax.. J .  d u t u u c o ; ;

1 .  F J F

65 u n a  d e d u c c i ô n  de  F e n  113.

3 .  F e s  un  a x i o m a  s e q û n  c l  e squ e i . i a  a x i o h i ô . t i c o  Ax.  2 .  F n t o n c e : ;

1 .  ( 1 )  A a FC;;] 1:'

2 .  ( 1 )  I CAl .LA

3 .  A a f Cà ] —V F [A3 :

05  u n a  d e d u c c i ô n  d e  F a  p a r t i r  de  1 ° .

4 .  F e s  un a x i o m a  s e q u n  Ax.  3 .  E n t o n c e . s ,

1 .  ( 1 )  A : n  -  I [F 3  :I:3
1 1

2 .  ( 1 )  “1 -F t ' - 1 ’ .3  F A ,  , I l uovo

p a r a  1 , 3

3 .  ( 1 )  u - A d F C d i  l a - A

4 .  A X - I - F C X 3  A  - 1 - A X F C A 3  F 3

3 .  ( 3 )  -i - A : 3  Cdl  1:1

G. ( 3 )  - i -FC>-1’j 3 F - » - ,  n u o v o

p u r , '  3 , 7

7 .  ( 3 )  A ; ; ->-Ftd3  I A

n .  3 - A X F C d l  —> A i n - F C m  F::

9 .  -i-A>:i,-tX3 i—» A ; n - F t X 3  .n- ;■ do F w  .

0.5 u n a  M , 3 - d e d u c c i ô n  a  p , a r t i r  de i .

3 , G , 7 . 3  : 3 i  F^  ̂ e s  u n  a x i o m a  so'.-vui Ax.  4 -  A x . 7 ,  oi i t o n e  o s

] . IF ( 1 ^ - ) .
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en u n a  1 1 3 - d e d u c c i o n  de  a  p a r t i r  de  11°.

P a s o  de  i n d u c c l ô n :  1 .  S i  F o s  H y s e  h a  o b t e n i d o  de  f ô r m u l a s  

a n t e r i o r e s  d  y  G-> Il e n  7"  p o r  MP, e n t o n c e s ,  p o r  s u p u e s t o  dc  i n -  

d n c c i ô n  y p o r  e l  l e m a  p r e c e d e n t e ,  h a y  u n a  K 3 - d e d u c c i 6 n  §  , co n  

u n a  l i n e a

y  c o n  u n a  l i n e a  f i n a l

m. (m^ , . . . ,m ^ )  G—» Il

en  d o n d e  l a s  f ô r i n u l a s  de  l a s  l l n e a s  J , * . . , . , 111̂  s o n  e l e -

m e n t o s  de  i l ° .  E s t a  d e d u c c i ô n  p u e d e  a m p l i a r s e  c o n  u n a  l i n e a

m + 1 .  m^ ) 11 .1C

y s e  o b t i e n e  u n a  1 1 3 - d e d u c c i ô n  d e  a  p a r t i r  de  11°.

2 .  F e s  il —* AXGtX]  y  s e  h a  o b t e n i d o  d e  u n a  f ô r m u l a  1! ->► GO- 
1d o n d e  P j  n o  a p a r e c e  e n  e l  c o n j u n t o  de  s u p u e s t o s  n i  e n  F.  E n t o n c e s ,  

p o r  s u p u e s t o  d e  i n d u c c i ô n ,  s i  s e  h a  o b t e n i d o  p o r  RG, e n t o n c e s  

h a y  u n a  l : 3 - d e d u c c i ô n

M°V^3 H - ^ G C P jS

c o n  u n a  l i n e a  f i n a l

111. , . . . ,m^ ) il —» G D - P j 3

on  l a  c u a l  l a s  f o r m u l a s  de  l a s  l i n e a s  m , . . . , m  p e r t e n e c e n  a  11°.

P o r  l a s  c o n d i c i o n e s  d e  l a  d e f i n l c i ô n  de  d e d u c c i ô n  e n  113, P , no
1 -i’

e s t a  m a r c a d o .  Ade rnâs ,  n o  a p a r e c e  e n  l a s  f ô r m u l a s  de  l a s  l i n o a s

m , . . . , m  ,11, A X G t l O ,  s e n û n  l a s  c o n d i c i o n e s  de  l a  r e . a l a  PG. En
1 1 t e r c e r  l u q a r ,  n o  h a y  n i n y i i n  P̂  d e p e n d i e n t e  de  P^ q u e  a p a r e z c a  en

l a s  f ô r m u l a s  dc  l a s  l i n e n s  m^ , .  e n  11 o e n A X G l X l ,  i n i e s t o

q u e  e n  e l l a s  no  a p a r e c e  n i n q û n  p a r â m e t r o  m a r c a d o  e n  $  . E n t o n ­

c e s  ÿ  p r o l o p R a d a  e n  l a s  l i n e a s
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ii’.+ 1 .  (r.i 1 )  Il !:

m+ 2 .  . . . .  , , 'Y 1)  r  ]  JC

3 .  (ra^ , .  . . ,1.1 ,T ) A [ A

111+4. (m^ , . . . ) il A X G [:n

Os un.a i 13- d e  d u c  c i  on  de  F a  p a r t i r  d e  i i ° .  q . o . d .

P r o p o s i c i o n  5 .  2 . 3 . 3 .  üo i . i p . l c t u d  ( ra. : i t r i i i - ' i . i . i  ) d e  . i' 

3 e a  M* u n  c o n  j u n t o  do  i o r r a u l a s  pnr.' ii.iü t r i c n a . c n t c  

l i m i t a d o  y  p o s i b l e n - . o n t c  v a c i o  y F uiua i ô r i . i u l a  d.c 

L3.  E n t o n c e s ,

" 1 :3  ' '  = »  "

Deno.q t r a c  i o n  : b i  ''*'*YËî  ̂ '  on  t o n e  o s  i  T  F , p o r

l a  p r o p . 2 . 6 . 2 .  P o r  e l  l e m a  a n t e r i o r ,  l ' .  q .  e .  d

La c o i n p l e t u d  d c  113 e n  n c n t i d o  r - cnci - . a l ,  . ' n î  eoi.-.o 1,- 

a d o c u a c i ô n  d e l  c â l c u l o , ne  r i i r u e  de l a  l a a n c r a  q u e  c a b o  c a p o r - a r , 

en  u n  c a s o  de l a  c o m p l e t u d  q o n c i - a l i z a d a  d e  A3 y  on  o l  o t r o  do l a  

c o r r e c c i ô n  y  c o m p l e t u d  dc  113 r e s p c c t o  n l a  c o n s e c u o n c i a .  A c o n i i i -  

n u a c i ô n ,  daiiior, l a  s e p u n d a  demon t r a c i ô n  dc  c o m p l e t u d  rie i i 3 .  E l  

r , i6todo de  p r u e b a  e s  s i m i l a r  a l  q u e  e m j ' l e a m o s  e n  o l  ca.-.o do Ai, „• 

no  varnos  a  r e p e t i r  aqu . t  e l  e s q u e m a  dc  l a  d e i r . o s t i - a c i ô n . l ' ana ,  i o n , 

p u e s ,  d i r e c t a m e n t c , a  j u s t i l ' i c a r  c l  . s i m i e n t e  ler . ia:

Le l'il a  6 . 2 . 3 .  -1

b e a  l a  s i q u i c n t o  i n - o p i e d a d  de c o n j u n t o s  de 

r ô r i . i u l a s  d e  1,3 : "P  c:: d o i . i o s t r a b l o  e n  .i . e s

u n a  p r o p i e d a d  dc  r i e m o s t r . a b i l i d a d  a n a l l  t i c , s  .

Ü c m o s t r a c i ô n  : E„ e s  un.a r i r o p i o d a d  do c o n j u n t o s .  

3 qui

Adcnâ . s ,  .se c u m p l e :

6
F i n i  t o . s , i n i c s t o  q u e  s o l o  l i ay  f o r m u l a : :  dc  l o r u ' i t u d  f i n i  t..'i e n  l . i .
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r>ea II -  { F ^ , .  . . , 1 ^ ^ ^  u n  c o n  j u n t o  f i n i t o .  E n t o n c e s ,

1 .  ( F ^ V  . . .  V ( F ^ v  ( F  V I F ) ) . . . )  JC

1 ' .  ( F ^ v  . . . V ( F ^ v  ( i F  V t F ) )  . . . ) JC

s o n  r i 3 - d e m o s t r a c i o n e o  de  II v  (F  v T F )  y  H v  ( n F v i - F ) .  E s  d e c i r ,

1i I , F , t f } é Eg y  | r i , T F , i - F }  € E^ y s e  c u m p l e  l a  c o n d i c i ô n  ( i )  do

l a  d e f i n i c i o n  de  p r o p i e d a d  a n a l i t i c a  de  d e m o s t r a b i l i d a d .

Los  p u n t o s  ( i i )  -  ( i v )  de  l a  d e f i n i c i ô n  de  p r o p i e d a d  de d e m o s t r a ­

b i l i d a d  s e  c u m p l e n  t a m b i é n ,  p u e s t o  q u e  e x i s t e  l a  r e g i a  JC e n  P 3 .

( v )  H u p u o s t o  q ue  (  1 1 , c P ^ ]  j  « E  y  n o  a p a r e c e  e n  II n i  e n  c ,
V  1 V 1

e n t o n c e s  e x i s t e  u n a  113-demos  t r a c  i ô n  p a r a  M v F C ' - P ^ ]  o t W a - F C ’-P ^ l

s e g û n  q ue  c s e a  AXFCXl o n - A X F t X l .  Dado  q u e  n o  a p a r e c e  e n  li
1n i  e n  c , e n t o n c e s  s e  c u m p l e  q u e  1 .  P^  no  h a  s i d o  m a r c a d o  e n  a l g u n a  

l i n e a ,  p o r  l a  c o n d i c i ô n  ( i i i )  de  l a  d e f i n i c i ô n  de  N 3 - d e d u c c i ô n ;
1 V 1

2 .  P .  n o  a p a r e c e  e n  l o s  s u p u e s t o s  d e  q u e  d e p e n d e  I w F t ' - P  l o
V i 1 ^
H v T - F t * - P T ,  p o r q u e  no e x i s t e n . y  P n o  a p a r e c e  e n  AXFLXl n i  on

J V 1
1 - A X F C X l ,  p o r q u e  n o  a p a r e c e  e n  F;  3 .  p u e s t o  q u e  M v FC'-P 1 y
y 1î ! V a - F C r P .1 s o n  l a  f ô r m u l a  d e  u n a  l i n e a  f i n a l  de  u n a  h S - d e r a o s t r a -  

c i ô n ,  e n t o n c e s  n o  a p a r e c e  e n  e l l a s  n i n q û n  p a r â m e t r o  m a r c a d o ,  p o r  

l a  c o n d i c i ô n  ( i i i )  a n t e s  c i t a d a  y ,  c o n  e l l o ,  n i n q û n  p a r â m e t r o  

d e p e n d i e n t e  de  p j  . P o r  t a n t o  s e  c u m p l e n  l a s  t r è s  c o n d i c i o n e s  de 

l a s  r é g l a s  ( I  A ) y  ( H - A ) .  E n t o n c e s  l a  D 3 -  demos  t  r a c  i  ô n  de

n .  n  V FfL p ^ q

p u e d e  p r o l o n q a r s e  corno s i g u e

n + 1 .  ( a + 1 )  F I »

n + 2 ,  ( n + 1 )  A X F t X ]  I A

n  + 3 .  ( n  + 1 )  A X F I X W  H JC
1 Vn  + 4 F C r P ^ q - ^  ( AXFCXlvM) ES

n +  5 E -> ( AXFCaI v s ) JC
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n+ G I, V AXI t / . l  JC

r e s u l t a n d o  u n a  M 3 - d e i n o s t r a c i 6 n  do C v AXi l X l .  Im r a / . o n a :  : i o n  i;o : ; i -

t . i l l n r  n o s  l l o v n  a  p o U c r  a f i r i . i a r  l a  c ; ; i r . t cu c ; i , a  de  u n a  IC-uoi. ioa i r a _  

c l ô n  p a r a  11 v ~i -  A XFCXl . T o r  t a n t o ,  ;;e ou inp l c  l a  c o n d i c i ô n  ( v )  

do I n  d e f i n i c i ô n  do  p r o p i e d a d  d e  dci.ior; t r a l . i i l i d a . d ,

( v i )  r . u ] i u e n t o  q u e  j_i!, J t  AT } e  Eg e n t o n c o a  e a i n t e  u n a  iid.-doino;; t i -nc iô i»  

do n M a CAl o do r i v  -ECAT , s c g û n  q u e  J. n o n  -lAXl '  t . d l o  -  A di e ; 1  . : n -

t o n c e s ,  e n  e l  p r i m e r  c a s o  p o d e m o s  p r o l o n g a r  l a  i l 3 - d o i , i o r ; t r r i c i ô n  die

como s i g u e ;

n . n v t p c a ]

n  + 1 . (n+-  1 ) -1 i ' [AT I d

n + 2 . ( n +  2 ) a ;:i t : : i I d

n + 3. ( n  + 2) El  AT J 'i A

n  + 4 . ( n +  l , n +=2) I ' tAlA-iPlAT JC

n +  5 . ( n +  1) AXi tX l  -+  ( i l X A l  ^ I t M  ) Jdi

n + G. ( n  + 1) n A ; ; P t ; o JC

n + 7 . ( n  + 1) ■* -1A:J [ f l JC

n + 8 . 1 F t  AT -+  ( f  V u a ; : :x : ; i  ) JC

n + 0 . r. -+  (,"! v i A d i ' CXI) JC

n +■ 10. n V -vA;: f c ; ; i JC

: r é s u l t a  u n a E 3 - d e m o s  t r a c i ô u  do v i A . . d [d.l

i g v i a l  m a n o r a  s c  d e m u o s t r a  l a  e x i s t  o n e  l a  do u n a  d demos  t r a c i ô u  

p a r a  ; : v -  A ;:e [ X] . P o r  t a n t o ,  ne  c u m p l e  l a  o o n d i o i c i n  ( v i )  do l a  

d e f i n i c i ô n  d e  p r o p i e d a d  dc  d G i n o s t r a h i l i d a d .

( v i i )  Dado q u e  diP e s  u n a  f o r m a  v a l i d a  dc  d o i t u c c i ô n  on . : s ,  ,/Oj’ 

l a  e x l s t c n c i a  dc  J C ,  s u p u e s t o  ijuo i i aya  u n a  i :. ' ;-dc:,,o. ; L r a o u u  i , a us  

f  v t : ^ ,  e n t o n c o s ,  p o r  d e f i n i c i ô n  d c  -V , l a  luiy t a m i i i c n  no

Î*.. P o r  l a s  r e q l a s  ( 1 ̂  -  ) -  ( c ) , o l  u . n t o c o d c n t o  ( i d  c o u d i c i o -  

n a l  OS d o i , , o s t r a l ) l ' e  y ,  c o n  e l l o ,  c l  c o n s o c u c n t o ,  o s  d o c i r ,  * . q . e .
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P r o p o s i c i ô n  5 . 2 . 3 . 6 .  C o m p l e t u d  ( r e s t r i n g I d a ) de  113 

b e a  11 *  u n  c o n j u n t o  p a r a r a é t r i c a m e n t e  l i m i t a d o  y 

p o s i b l e m e n t e  v a c i o  d e  f ô r m u l a s  y  F u n a  f ô r m u l a  

de  L3.  E n t o n c e s

f  " ' t e

D e m o s t r a c i ô n : S i  11* 1»^  F ,  e n t o n c e s ,  p o r  e l  t e o r e m a  

de  c o m p a c i d a d  y  c l  c o r o l a r i o  2 . 5 . 3 ,  h a y  u n  s u b c o n j u n t o  f i n i t o  71° 

de  f'i t a l  q u e  ( i i ° )  , f ]  e s  d i o y u n t i v a n e n t e  v â l i d o .  P o r  l a  p r o p .  

2 . 6 . 4  y  c l  l e m a  q u e  a c a b a m o s  de  d e m o s t r a r ,  E ^ .  b u e g o

h a y  u n  s u b c o n j u n t o  f i n i t o  11° d e  M t a l  q u e  - \ ( i l ' ^ ) v  F .  P o r  l o  

t a n t o ,  F .  P o r  d e f i n i c i ô n  d e  d e d u c c i ô n  e n  113, •î F .  q . - e . d .

La c o m p l e t u d  e n  s e n t i d o  g e n e r a l  s e  d e m u e s t r a  como 

e n  l o s  o t r o  s  c a s o s  q u e  he tnos t r a t a d o  a n t e r i o r m e n t e .

6 . 3  C & I c u l o  MJ3 d e  d e d u c c i ô n  n a t u r a l  p a r a  l a  

l ô  ' i c q  J 3

Como her,103 v i s t o , l a  r é g l a  JC d e l  c â l c u l o  113 l i a c e  

n i e n c i ô n  de  u n a  n o c i ô n  q u e ,  e n  p r i n c i p i o ,  s u e l e  s c r  e x t r a d a  a  l o s  

c â l c u l o r ;  h a b i t u a l e s .  S i  b i e n ,  como he m o s  d i c h o  mâs  a r r i h a , l a  

r é g l a  e s  c o r r c c t a  d e s d e  t o d o s  l o s  p u n t o s  d e  v i s t a  y ade rnâ s  o i m -  

p l i f i c a  e l  p r o c o s o  de d e d u c c i ô n ,  no  d e j a  d e  s e r  i n t e r e s a n t é  d a r  

u n a  d e f i n i c i ô n  dc  un  c â l c u l o  d e  d e d u c c i ô n  n a t u r a l  c o n  u n  n u m ér o  

f i n i t o  de  r é g l a s  d e  d e d u c c i ô n .  P o r  o t r o  l a d o ,  l a  c o i . n p n r a c iô n  de 

e s t e  c â l c u l o  p a r a  l a  l ô p i c a  t r i v a l e n t e  de  e n u n c i a d o . s  c o n  c Ô i l c u l o s  

s i m i l a r e s  p a r a  l a  l ô g i c a  b i v a l e n t e  o p a r a  o t r a s  l ô g i c a r ;  n - v a l c n t o . ' :  

p u e d e  r e s u l t a r  i n s t r u c t i v e .

En s i n t e s i s ,  l o s  a p a r t a d o s  s i g u i e n t e . s  m u e s t r a n  l a
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I T O s i b i l i d a d  do s u s t i t u i r  l a  r e ^ l a  JC i . o r  un  co n , j u n t o  tie o c l i o  

r c g l a r ; ,  c n a t r o  p a r a  l a s  n o o - a c i o n o r ; , b on  p a r a  l a  c o n . i u n c i û n  y 

do n  p a r a  l a  d l o y i i n c l ô n  q u o ,  o n  c o n , j u n t o ,  l o y r a u  l o ; ;  i:,:i ;i.!on 

r e , ' ; u l t a d o : ;  q u e  JC s  i n  n e c e n i d a d  dc  r o c u r r i r  a  l a n  L a l . l an  do vo 

d a d  o a l g o i ' i t i n o  o q u i v a l e n t e . La p o . n i b . i l i d a d  m c n c i o n a d a  nu cd ; ,  

n s e y u r a d a  a l  d e m o s t r a r  l a  a d e c u n c i ô n  dc  liJC p a r a  l a  16 " i c a  do 

e n n n c i a i l o r .  do L3.

[). î . 1 P o n  t u l a d o f . ;  do 1 i J  5 . l ' e d u c c i ô n  •' doi.-iOi; i l ’o . ciôi i  

en I1J3.

Lan  siguientGS r e g l a s  d e  deducciôn ; ;on I o n  p o r . t u -

( I S )  y ( E S ) , , c o m o e n  i I 3 .  Acioi.iâ.?. ;

( I I ) VA (ni^ , * . 1 —̂  : A ^ '

n (ni^ ,  . . n  i

( I - x -  ) m ( m ^ , . .
' • ' " p i

n ( i.i^ * ' ' - 1 -  i-'

( S*»"» ) 1,1 ( , '' • • '" 'p )
: :  1

n
( " i " ' ■ •

( i : - »— ) ni ( , ■ .' ■ » i )

n ( i l f  • •' ' » ) n  I'



3C0

( I K )
- " i ( " i , l ' ’ • ■ ' " i , k )

F

' " j h . i '
11

n
( " i , 1 ' " j . h )

F A H

(E A ) m (  m  » • • • F A 11

n (  f • • • . n i k ) F

(  n ( f • ■ • 11 )

( I  V ) m ( • a F

(F. v )  (rn^ ^ , . . .  ̂ ) F v  H

m. (m  m ) F -+ n
J  J  » -L J  > n

(m  m ) Il -+ G
1 i l l  1 >g

n  (m. . . .  ,171. ,m , . .  ,in ,m . .rn . ) r,
i , l  i , k  j , l  j , h  f , l  J i g

Con  r e s p e c t o  a  e s t a s  r e g l a s  q u e r e m o s  l i a c e r  l a s  

s i g n i c n t e s  o b s e r v a c i o n e s : En i i r i m e r  l u g a r ,  e n t o n demos  a p l i c a c i ô n  

do  n n a  r é g l a  d e  HJ3  de  m a n e r a  s i m i l a r  a  como l o  h i c i m o s  en  M3, c a m -  

b i a n d o ,  n n t u r a l m e n t e , l a s  r e g l a s  a  q u e  s e  r e f i e r e  l a  a p l i c a c i ô n .  

L a s  r e g l a s  de c o n . j u n c i ô n  y  d i s y u n c i ô n  q u e  hemos  p r o p u e s t o  s o n  l a s  

h a b i t u a l e s  e n  e s t e  t i p o  de  c d l c u l o s ,  a s i  como l a  p r i m e r a  r c g l . a  dc  

i n t r o d u c c i ô n  de  l a  n e g n c i ô n .  L as  o t r a s  r e g l a s  s e  h a c c n  n e c c s n r i a s  

p o r  l a  e x i s t e n c i a  d e  d o s  t i p o s  do n e g a c i ô n  e n  J 3 .  En c l  ca^io de 

l a s  r é g l a s  (L<v ) e  (1  x ) l a  l i n e a  q u e  a p a r e c e  e n t r e  p a r e n t  e s  i s  e s
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n n a  s c  r u n  d a  p i o s i l i l c  c o n c l u s i ô i i .  Jùi r o n l i d a ' l ,  h em os  al , rcvi ; . i i . lo cr. 

u n a  s ô l a  f o r m u l a e  i ô n  d o s  r e g l a s  a i f o r e n  L o s . La n l t i : , . a  l ' c - l a  c a  

l a  h a b i t i - i a l  r é g l a  d e  c a s o . s .

L a s  n o c i o n e s  de  i U r î - d c d u c c i ô n  y dei. iO;;v.i ' .aciôn a.o 

d o f i n o n  V i a s i c a i n o n t e  como e n  e l  c a s o  d e  i.'3, c a m i j i r . n d o , na, t ,n-al : . ;e i i  

t e ,  l a  r e f e r e n c i n  a  1 n s  r e g l a s . i.'o dni-omo:;, a c jul  u n a  d o r i u i c i ô n  

e x p l i c i t a  d e  e s t e s  o o n c o p t o s ,  s i  no  q u e  pasa .mos  a  dei io.  I r a , -  l a  

c o r r e c c i ô n  y  c o m p l e t u d  de i i J3 .

6 . 3 . 2  C o r r e c c i ô n  do i i J3  rer>)>oci.o a  l a  c o n s c c n c n c i a  

l ’r o p o a i c i ô n  6 .  2 .  2 . 1

S e a  il u n  c o n j u n t o ,  n o s i h l e i i c n t c  v a c i o ,  de  , ô r :  r i l a . : 

y  F u n a  f ô r m u l a  (.le 1.3. E n t o n c e s , ,

" i F j b  "  ■ J s

Ü c m o s t r a c i ô n : C i  liV-ry,, F , c n l . o n c c s  c s i . s t c  nn.-’ 

; ; J 3 - ( . ! c d u c c i ô n  dc  F a  p a r t i r  dc  u n  c o n j u n t o  f i n i t o  , ° ,  . .°fi. :, de

s u p u e s t o s .  .3i  dcmo.str .nmo::  q u e  p a r a  t o d a  1'^ e n  l a  . s c c n o n c i . i  

, . . . , de  Ins .  f ô r m u l a s  d e  l a  h . J . ' J - d od nc c iô n  dc  1 ( 1' ) ,

. ,c c u m p l e  q u e  IX It-yq K , d o n d e  3 .  or. c l  c o n . j u n t o  dc s u i ' u c s t n s  de 

t juo d e p e n d e  l .a f o r m u l a  F^ e n  c s a  i . J 3 - d o d n c c i ô n , o l  t c o r e ;  ;, ( | u O ' i , - :  

d o n i o . s t r n d o .

l' .nr.a c o m p l e t a r  l.a dcmo;;  t r a c i ô n  d e l  tcoi'Oi.i.a < :c 

c o r r e c c i ô n  dc  i i J 3  prec i s . ar . io . s  p r o h a r , p o r  l o  t . - ,nl.o,  c l  . s i .  n i c n l o  

l e m a :

l.ci,i.a L . 3 . 2 . 2

h e . n  F ^  u n  e l c i . ! C n l : o  o n  l a  s o c u c u o i . ' .  d o
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l a s  f o r m u l a s  q u e  a p a r e c e n  e n  u n a  d e d u c c i ô n  e n  l!J3 

de  a  p a r t i r  de  u n  c o n j u n t o  f i n i t o  de  s u p u e s t o s  

)■; . r , i  IX e s  e l  c o n j u n t o  de  s u p u e s t o s  de  q ue  

d e p e n d e  F . ,  e n t o n c e s

D e m o s t r a c i ô n : F o r  i n d u c c i ô n  f u e r t c  s e g u n  i .

B a s e  de i n d u c c i ô n ;  3 i  F^ s e  h a  o b t e n i d o  p o r  I G ,  e n t o n c e s  e l  l e m a  ,

s e  s i g u e  t r i v i a l r n o n t e ,  p u e s t o  q u e  .

P a s o  de  i n d u c c i ô n :  1 .  Gi  F^ e s  — > F̂  ̂ y  s o  h a  o b t e n i d o  p o r  KG,

e n t o n c e s ,  d a d o  q u e  v  { F^l  -  y  q u e ,  p o r  s u p u e s t o  de  i n d u c c i ô n ,

v a l e  q u e  G |>—~ F , v a l e  t a m b i é n  S .  Ib— F,  .
m j 3  m i  J 3  i

2 .  S i  F.  c e  h a  o b t e n i d o  p o r  m e d i o  d e  u n a  de l a s  r e s t a n t e s  r é g l a s

d e  U J 3 ,  e n t o n c e s ,  p o r  s u p u e s t o  de  i n d u c c i ô n ,  p a r a  c a d a  u n a  de l a s

p r e m i s a s  F de  q u e  s e  h a  o b t e n i d o  F.  , v a l e  q u e  S >V—r:. F . En e l  rn i  m J  3  ni
c a s o  de  q u e  F.  s e  h a y a  o b t e n i d o  p o r  m e d i o  de u n a  r é g l a  de u n a  s 6 -

l a  p r e m i s a  F , e n t o n c e s  S = . En e l  c a s o  de  q u e  l a  r é g l a  en
lîi m i

c u c s t i ô n  t c n g a  v a r i a s  p r e m i s a s  F , , . . , F  , e n t o n c e s

' i  ~ ' T  U . . . U Gp . L as  s i g u i e n t e s  a f i r m a c i o n e s  s o n  v e r d a d e r a s :

' " " l  ""j
(F - »  (G A ->G) ) -+TF

a a F  - +  F : ~ F  - *  F : - I F  -4- F

ll-y, T — F -4  a F ; |*yy a - l F —4 - > F

F —4 (11—4 ( F a !! ) )

, y _  ( F a H)  - 4  F ; ( F a I I)  - 4  1!

iv-p, F — » (F'V II) ; iiy^ F —4 (Il  v  F )

' J 3  ' 0  - 4  ( ( F -4  G ) - 4  ( II - 4  G ) - 4  r. ) ) .,

P o r  t a n t o ,  d e l  s u p u e s t o  d e  i n d u c c i ô n  s e  s l g u c  e l  l e m a  e n  t o d o s  l o s  

c a s o s .  En c o n s e c u e n c i a ,  e l  l e m a  q u e d a  d e m o s t r n d o ,  y  c o n  ô l ,  l a  

p r o p o s i c i ô n  5 . 2 . 2 . 1 .  q . o . d .
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5 . 3 . 3 .  C o i i i p lo tu i l  lie ! ' JC r c s | . c c l : o  a  l.'i coi t r ' .ccuci ic l . ' i

Daiiios en  o n t o  a p a r  t nd t i  i los  demos  i ; r a c i o a o : ;  ' 111 e r e s ­

t e s  do l a  c o m p l e t u d  dc  i l J 3 .  De n u c v o ,  l a  n o g u n d a  dc  c I l a s  :;e ' la s a  

e n  c o n c c p t o r .  d e f i n i d o s  c n  e l  c a p x t i i l o  c e g u i u i o . Kr . te  e s  u n o  . Ic 

c a n  o s  on  q u e  no  v e  c on  mas  c l a r i d a d  l ,a v ' o n t a j a  dc  l a  n I ; i l i r , a c 1 6 n  

d e  p r o p i e d a d e s  d c  c o n s i s t o n c i a  o d e m o s t r a b i l i d a d  como l ) a s e  de l a s  

d e m o s t r a c i o n e s  d e  c o m p l e t u d ,  p o r  s u  n . a y o r  o l e - p a n c i a .  l.a ; r  is.iÇT-a 

dc  I n s  d e m o s  t r a c i o n e s  e s t â  b a s a d a  e n  l o. s  n . é t o d o s  do K â l m n r , ;. .c- 

t o d o s  q u e  s o  p u e d o n  c o n s i d e r a r  s t a n d a r d  ei i  l a  d e m o s t r a c i ô n  do com­

p l e t u d  do c â l c u l o s  p a r a  l a  l ô g i c a  d c  c u u n c i n d o s . brio dc  l o . s  coucmr 

t o s  ( jue e m p l e a m o s ,  e l  d e  s e c u e n c i a  dc-: f o r m a c i ô n  lic ini.a l o r r . u l a  !■ 

e . s t a  t o rnado  do  I ' . m i n ^ ^ ^ y  h a s  t a  c i c i - t o  p u n t o ,  l a  mu-ucba mi smn  e s ­

t é  i n s d ' i r a d a  p o r  l a  c o r r e s p o n d i e n t e  d e m o s t r a c i ô n  d e  ; an  i n  luir.-i
( 7 )

l a  l ô g i c a  d e  e n u n c l a d o s  b i v a l e n t e

D e l i n i n i o s  e n  p r i m e r  l u ' s . u -  e l  c o n c c j ,  t o  n o  s c c u c n c  l.a 

d e  f o r t n a c i o n . P e a  M u n  c o n j u n t o  f i n i t e  de  f ô r i i . u l n . s  n o  J - c o , I c . ' . i a s . 

L a  s e c u e n c i a  d o  f o r m u l a s  I  = 0 ^ , . . . , ' ' , ^ ^  e s  u i ta  . s e c u e n c i a  de 

i i i a c i ô n  d e  l a  f ô n n u l a  F a  p a r t i r  d e l  c o n j u n t o  i, .",.i y .sôJ.o s i  s c

c u m p l e  q u e  n  e s  c l  m ô s  p e q u e i î o  n u m é r o  t a l  f | u e  e.s f  y par . - ,

c a d a  I  s e  c u m p l e  q u e  o  b i e n  r . ^ €  i: o  b i e n  t i c n e  l a  f o r i . , a

o  n j ^ G  , d o n d e  j ^  e.s u n  j ' u n t o r  i i r o n é d i c o  j '  o s  u n  
i —le 1 —k .1—h

f  u n  t o r  d i ô d i c o  y  G , y  G, s o n  e l e i . i c n t o s  a n t e r i o r e s  a  ' : . c n  T.
i - k  ' i - h  J

t e a  :. ç  n c l  ma.s p c q u e d o  c o n j u n t o  a  p a r t i r  (.Ici c u a l  .sc ; n o d e

d o f  i n i r  u n a  . s e c u e n c i a  de  f  o n , ,ne  i ô n  p. a r a  I' . Its c l a r o  r |ue d e.". nn

. s u b c o n j u n t o  d e l  c o n j u n t o  dc  lo .s  c l e i . i c n t o s  on  i.inr.i . " . ecurmc in do 

f o r t l a c i 6 n  I  d e  P.

P i  pcn.sai . ios e n  l a  o;-:i.s tonci .M do t - i b l a r .  do vi . - rdad 

o n  J.3 , o l  . s i " u i c n t o  o n u n c i a d o  s e  r e v c l a i ' . é  t r i  v i s  1 : '■ o s  .i 3 - v . é l i  oo

.s i. i  e x i s t e  nn  c o n j u n t o  ! : y  n n a  s c c n c n c l . ' i  do r o r i , i a c i ô n  i. ' io i t o i



o o i

q u e  p a r a  t o d a s  l a s  e - v a l o r a c i o n e s  f i  d e  l a s  I t f r m u l a s  dc  I!,

A ( F )  = V.

"u p ong a r . i o s  d e f i n i d a s  como mâs  a r r i b a  u n a  f ô r i i i u l a  

F y u n a  s e c u e n c i a  de  f o r n i a c i ô n  I  de  F a  p a r t i r  d e l  mâs  p e q u e i i o  

c o n j u n t o  n  q u e  p e r m i t a  d é f i n i r  a  I .  S e a  11̂  e l  c o n j u n t o  d e  l o s  e -  

l e m e n t o s  d e  I  y  B e l  c o n j u n t o  de  l a s  e - v a l o r a c i o n e s  de  M. b e f i n i -  

mos u n a  f a m i l i a  d c  f u n c i o n e s  ( t a i e s  q u e  p a r a  c a d a  fl 6  B

*11 »---- > N j ' J

d o n d e  , e s  l a  c l a s e  de  l a s  f ô r m u l a s  1.0^^ c u a n d o  c  y  ,  e s

l a  c l a s e  de  l a s  f ô r m u l a s  + r , ^ ,  c u a n d o  G^»  11̂  y ,  ade rnâ s

*a ( ( " i )

s i  p ( 0 ^ )  = V 

1  G^ ,  s i  P  ( g ^ )  = f  

+  r , ^ ,  s i  p ( G n )  = L

F s  d o c i r ,  p a r a  u n a  f ô r m u l a  F,  u n a  v a l o r a c i ô n  p  y  u n a  s e c u e n c i a  

de  f o r m a c i ô n  I  de  F ,  t o d a s  e l l a s  f i j a d a s  de  a n t e i n a n o ,  e s  u n a  

f u n e i ô n  de  l o s  o l e m e n t o s  d e  l a  s e c u e n c i a  I  t a l .  q u e  a t r i b u y e  a  c a ­

d a  f ô r m u l a  e n  l a  s e c u e n c i a  u n a  f ô r m u l a  * ( s , ( G ^ )  q u e  c o i n c i d e

c o n  G. s i  C.  e s  v e r d a d e r a  e n  l a  e - v a l o r a c i ô n  y u n a  f ô r m u l a  i.  G.
^ ^ , ( 3 )  ^

( q u e  p u e d e  l e e r s e  ' e s  f a l s o  qu e  G ^ '  ) o  ( '0^^ e s  i n d e t e r m i -

n a d a ' )  e n  e l  c a s o  de  q u e  s e a  f a l s a  o  i n d e t e r r . i i n a d a  c n  p  . F n -

t o n c e s  podor.ioG d e m o s t r a r  e l  s i g u i e n t e  l e m a ,  c e n t r a l  e n  l a  d r u e b a

de  c o m p l e t u d  q u e  q u e r e m o s  d e s a r r o l l a r :

Leina 5 .  3 . 3 . 1

Gea i; e l  mâs  p e q u e i i o  c o n j u n t o  de f ô r m u l a s  no  

j - c o m p l e j a s  a  p a r t i r  d e l  c u a l  s c  p u e d e  d é f i n i r  u n a  

• s e c u e n c i a  de  f o r m a c i ô n  I  p a r a  l a  f ô r m u l a  F ,  Gu]JO- 

ne rnos  de  f i  n i  d o s , p a r a  u n à  e - v a l o r a c i ô n  u n a  

f u n c i ô n  de  l a  m a n e r a  i n d i c a d a  mâs  a r r i i j a .  Gca
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a d o m â s  * .  M = 4 (■; ) 1 ", e . . .n Ixjiicc;;R I f i 11 I h  J

*(!• ' ' "

L'or.iosir.?.c.lé-n: r o i ’ i n d u c c i ô n  f i i c r l ; c  sc - i ' u i  I ;  

t i id rlo l a  s e c u e n c i a  do f o r m a c i ô n  I  d e  !' a  p a r t i r  d e  i . (Jia l u  q ue  

s i g n e ,  d a d o  q u e  (i e s t a  f i . l a d a ,  hal.,ln;; .or, . c iM p lo m cn to  dc  * 

e t c .  e n  v e z  d e  ü , * , 4  ( F ) ,  ( d )  . . .  ) .

l i n so  dc  i n d u c c i ô n :  n = 1 .  E n t o n c e s  4*1 j  c. i *■ ; i ;/ c l  l e ;  - n.c s i - n e  

t r i v i n l m e n t e . 

Far-.o d e  i n d u c c i ô n .  G u p u e s t o  de  i n d u c c i ô n :  Gi  r  , y  ■ , jn. r  t e ,  l ece . i  

a  I  y j  e  i  s o n  n i e n o r e s  q u e  n ,  c n t on cc ; - ,  s c  cu; ; i p l c  (pic * ; I—- * G .

* M j  . E n t o n c e s ,

1 .  S u p on ga in o s  q u e  F e s  de  l a  f o r m a  ~ ' X .  l ' u e d o  o c u i - r i r  n ue  P  ) -  

V o ( q ̂  ) = f  o p ( O ^ )  -  t .  Co r i ; ; i de r a i : , o s  c s t o s  t r c :  caso.",  en  1 . 1 ,  

1 . 2  y  1 . 3 ,  r e s p o c t i v a n i e n t e . 

1 . 1  S i  fl  ( s ) -  V, e n t o n c e s  * IX '.n *F  i* 1 -  X . i o afin: '  n e  n i -  

r u e ,  p o r  s u p u e s t o  d e  i n d u c c i ô n ,  l a  d c i . i o s t r a b i l i u a d  de F—jx F —4 l - i

y  l ,a r é g l a  n i '  q u e  “ ii V-r- 1  -G .  , e s  d o c i r ,  . ( X ô t c :  c  (juc
) J J O 1 J j,) •.>

a q u l ,  y  a  l o  l a r g o  de  t o d a  l a  demos  t r a c i ô n  su i  onci . ios  ,,;ci,;on ti-n.dnr; 

una. s e r i e  d c  t e s i s  de  MJ3 y  dc  r c y l a . s  do d e d u c c i ô n  ad;..i n . j . n l en  'ai  

i l J3  q u e  s ô l o  dci . i os t rn i ' c i i i o . s  n i  f i n a l  d e l  c a p i  t n l o , en  l a  p r o p .

6 . 2 . 3 . 5 ) .

1 . 2  S i  p ( f n )  = f , e n t o n c e s  *  “ i / ' ^  y ’ i h F M F o r  c.n-

;)ue--, to de  i n d u c c i ô n  s c  cu: , i | ) l c  * . , * —— j. ' ^ . . odci i o : ;  ipl.i .ar ] n 

c o r r c r q l o n d i c n  t o  d e d u c c i ô n  p o r  inci l io do  l .ns . - . i r . u i cn  t o n  l  'nca..-;

1.1 ( , . . .  ,  1 i , ) .L * X

1 (rn^ , . . . , 1,1 . ) ~ ' i. " o i ' . X

1 (1,1^ , .  . . ,1.1 . ) -  'X  n  -11

p o r  t a n t o ,  * i  K. *  *' • ( d o t a :  a q n x ,  y  e n  c l  n o s  t o  d e l  a, ; u ’ l : ado ,  

c u a n d o  c l  ni' iiiiero d e  u n a  l i n e a  e s  1 , ; x  • • • .Y la. l i i i o a ,  a p.-' r a c e  , l oS o -
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Jo  de  o t r a  c o n  l a  i n d i c a c i ô n  : n , k , . . .  d o b e  e n t o n d e r s o  q u e  e l  numé­

r o  e s  m+- 1 ,  m + 2 , .  . . , k + 1 , .  . .  ) .

1 . 3  S I  f t  ( q ^ )  = u  e n t o n c e s  a  +  G^ y  * F  a  +  F h + - g ^ .  b e l  s u ­

p u e s t o  dc  i n d u c c i ô n  y  l a  t e s i s  + F - 4  4 - F  s e  s i g u e ,  p o r  FF ,

2 .  F e s  de  l a  f o r m a - i G ^ .

2 . 1  S i  / i ( G ^ )  = V , e n t o n c e s  * Ĝ  ̂ a  g ^ y * F  a  = i i G ^ .  D e l  s u p u e s ­

t o  de  i n d u e c i ô n  y  F -* i i F ,  s e  s i g n e  * M * F .

2 . 2  S i  A ( G ^ )  = f  , e n t o n c e s  *  M *  F s e  s i g n e  d e l  s u p u e s t o  de  

i n d u c c i ô n  y ►YjT's  ‘

2 . 3  S i  (4 (Gj^ ) = L» e n t o n c e s ,  p o r  s u p u e s t o  de  i n d u c c i ô n ,  v a l e  q u e  

* n  VîjYx '"'i • Amp l i â m e s  l a  c o r r e s p o n d i e n t e  d e d u c c i ô n  c o n  l a s  l i n e a s  

s i g u i e n t e s :

1

( m^,  . A 1 -Gj^ U e f  .+•

(ni^ , .
■ • • ’ ' " j ) -*^ ' i E A

*!.■P o r  t a n t o ,  '  -

3 .  I'' t i e n e  l a  f o r m a  G^ A G^

3 . 1  31  (i ( G^)  -  A  ( G . )  = V,  e n t o n c e s  *  G^^ G^ ,  * G j  = G^ y

*  F = ( g a g , ) .  P o r  s u p u e s t o  d e  i n d u c c i ô n  v a l c  que  *  H 4——- *  G .
1 J I i J3  X

y  q u e  *  1 i h p r ,, G . E x i s t e ,  p o r  t a n t o ,  u n a  d e d u c c i ô n  * I! h —— *G . A  *  G ,
i l»J O J  l - I J o  1  J

e s  d e c i r ,  * l i  F .

3 . 2  I i i  ft { n = V y f l ( G j )  = f , e n t o n c e s  d e l  s u p u e s t o  de  i n d u c c i ô n

y  *7TB ^ ^ -L(F A II) s e  s i g n e

3 . 3  Gi  -  v y  ft { 0  = t , e n t o n c e s  d e l  s u p u e s t o  de  i n d u c c i ô n

y F —4 (+-G - 4  4 - ( F a G)) o e  s i g n e  * î ' * F .

3 .  d ,  3 . 5 , 3 .  G, Gi  A( G^ )  = f  y  A ( G . )  = v , f  o t ,  e n t o n c e s  c l  Ici.' ,a 

s e  s i . g u e  d e l  s u p u e s t o  de i n d u c c i ô n  y  h y y ^ i F  —4 1 ( F  A G) .

3 . 7  G i  A ( f ' u )  -  L y  A (G j  ) = V,  e n t o n c e s  e l  l e m a  o c  s i . g u e  d e l  s u ­

p u e s t o  de  i n d u c c i ô n  y  de  F —> (+-G —4 4 ( F a  g ) ) .



3 . B  r;.l -  L y A ( G ^ )  = f  , e n t o n c e s  no  s i g n e  e l  lor..;:i d e l

n u i u i G s t o  d e  i n d u c c i ô n  y bjyjjj 1  i  —» 1 (  F o  c  ) .

3 . 9  Gi ( i  (G^ ) -  L y  A  ( 6 j ‘) = , e i i t o n c c o  r;o c ir -u e  lo, o j ' ir i  . o c i ô n

d e l  l o n a  d e l  s u p u e s t o  d e  i n d u c c i ô n  y ► p j G , F  —4 (+G —> + ( i ' A d ) ) .
n . c . d .

P r o p o s i c i ô n  5 . 3 .  3 .  2 .  C o m p l e t u d  d e  lU.';

' 7 T  ' ^  -R??; ''
( b )  n  1 ^

D e m o s t r a c i ô n : ( a )  d l  F on  v â l i d o  o n  J 3 ,  on tonco," .

p a r a  t o d a  e - v a l o r a c i ô n  f i  s e  c u n i p l c  q u e  f i  ( F )  -  v y ,  y,or- t a n t o ,

4»|-i F = F ,  p a r a  t o d a  f u n c i ô n  . Dca  I  u n a  s e c u e n c i a  dc  f o r m a c i ô n  

a  p a r t i r  d e l  c o n j u n t o  i l .  l’o r  c l  I c i a a  a n t e r i o r  n e  cu i „ , - le  (;no

V'*777Ti * ( i f .  d e c i r ,

. ' R ° i ............' V ' j  B ï ï i V -

d o n d e  G  ̂ ( i  6  h  6  j  ) e s  u n  e l e r . i e n t o  d e  H.  Pu e  n t o  r |ue pa r a ,  t n - i a  

e - v a l o r a c i ô n  P  t a l  q u e  (i  (G = v h a y  o;ca,c t . ' uucnt c  do.n o -v ,  i loi-a.c. i .o- 

n o s  f i '  y  f i"  t a i e s  q u e  P ' ( d ^ )  = f  y  / 3 " ( g ^ )  ^  y  P ' , / i “ y 

r.c d i f o r e n c i a n  como niâxir. io en  l a  v a l o r a c i ô n  do d , c n t o n c c n
t

n e  c u m p l e  t a r . i b i é n  q u e  

( 1 )

( 2 )  * p .  , . . .  . j _ ]  , 1- ''- j  •— -TT, i

( 3 ) * : ^ . , G  . ............ V ' j - l ’ '*' 'Vi M J 3

d o n d e ,  on c l a r o ,  .se c u m p l e  q u e  ( f ., ) i nj-a

i f b  4 . 1 -1 .  F:n c o n n e c u c n c i a , e x  i n  t o n  t.a, ibi .on la.n . n i -u i ' . -n  ter .  

d o d u c c i o n e r ;  :

( 1  '  ) ' X  . • . • - * ( i "  h l B ;  ‘ \-j '

( 2 '  ) « ^ G .  , .  . .  - V ' j - i

1 . J 3

F
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V l ........V ° j _ i  ^ 3  +Gj-»F.
P u e s t o  q u e  (F —*• G) —y ( ( I F —y G) — 4  ( (+F -»  G) -y  G) ) ) ,  de

( 1 ' ) ,  ( 2 ' )  y  ( 3 ' ) ,  p o r  MP s e  s i g u e

^ p G ^ _ ^  ^ 3  F .

D e l  misiiio noU o ,  s e  ]xueden  e l l m i n a r  e l  r e s t o  d e  l o s  s u p u e s t o s  de 

l a  u l t i m a  d e d u c c i ô n .  Con e l l o  q u e d a  d e m o s t r a d o  q u e  e x i s t e  u n a  

N J 3 - d o m o s t r a c i ô n  de  F ,  y  l a  p a r t e  ( a )  de  l a  p r o p o s i c i ô n  e s  t a  

d e m o s t r a d a .

( b ) :  Gi  H F,  e n t o n c e s  \^M,t f } e s  J 3 - i n s a t i s F a -

c i b l e .  P o r  c l  t e o r e m a  de  c o m p a c i d a d  a p l i c a d o  a  J 3 ,  t ene i i i o s  q u e

e x i s t e  u n  s u b c o n j u n t o  f i n i t o  M° d e  M t a l  q u e  | ( M ° ) , t f )- e s

J 3 - i n s a t i o f a c i b l e .  P o r  l o  t a n t o ,  l l j ^  n ( M ° ) v F .  P o r  ( a )  s e  s i g u e

q u e  F--— *i ( ! î ° )v/  F y ,  de a q u i  q u e  M° >7 7 7 :; F .  P o r  d e f i n i c i ô n  de  i U Vf f Jü 3
d e d u c c i ô n  e n  H J 3 ,  M F .  q . e . d .

De l a  c o m p l e t u d  y  c o r r e c c i ô n  d e  M.J3 s e  s i g n e  l a  

a d e c u a c i ô n  d e  1U3 y ,  c o n  e l l o ,  l a  p o s i b i l i d a d  de  s u s t i t u i r  e n  tl3 

l a  r é g l a  JC p o r  e l  c o n j u n t o  de  r e g l a s  q u e  d e f i n e n  1:3, p u e s t o  q u e

'■'l B  '"B  '"mlnS
Damos a  c o n t i n u a c i ô n  l a  s e g u n d a  d e m o s t r a c i ô n  de  

l a  c o m p l e t u d  dc  ü J 3 ,  b n s â n d o n o s  e n  q u e  l a  p r o p i e d a d  de  l o s  

c o n j u n t o s  de  f ô r m u l a s  t a i e s  q u e  l a  d i s y u n c i ô n  de  s u s  e l e m e n t o s  

e s  d é m o n t r a b l e  e n  j I J 3 e s  u n a  p r o p i e d a d  d c  d e m o s t r a b i l i d a d  a n a l i ­

t i c a .  Dado q ue  e s t a  d e m o s t r a c i ô n  e s  muy s e m e j a n t e  a  o t r a s  r e n l i s a -  

d a s  a n t e r i o r m e n t e ,  va mo s  a  e l l m i n a r  e n  s u  f o r m u l a c i ô n . t o d o s  

l o s  p a s o s  q u e  n o  n o s  p a r e z c a n  e s t r i c t a m e n t e  n e c e s a r i o s .  Los  n um é­

r o s  e n t r e  p a r ô n t e s i s  r e m i t o n  a  l a s  a f i r m a c i o n e s  c o r r e s p o r i d i e n t o s  

d e l  l e m a  6 . 2 . 3 . ! ,  c o n  q u e  s c  c i c r r a  e l  c a p i t u l o .
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Lema 6 . 3 . 3 . 3

L ea  l a  n i g u i e n t o  : u - o p i o d a o  du c o u i n n l o .  »■' 

mu l a s  : La  d i s y u n c i ô n  de  l o s  e l c m c n t o s  d e l  c u u i  n, li.o 

i; e s  d c m o s t r a l x l e  e n  i l J 3 .  L,  ̂ e s  u n a  pi-Oj i oda .d  lie 

d e m o s t r a b i l i d a d  a u a l x t i c a  p a r a  J 3 .

Demos t r a c i ô n  : \ù^ e s  u n a  p r o p i e d a d  dc coi ç juu  Los 

f l n i t o s .  Adeii ias s e  c u n p l e  q u e :  ( i )  d i  .l e s  un  c o i i . j i m t d  i i u x  L o ,

e n t o n c e r ;  F—-  P v  ( p  v n F )  y  h r r a  d v  ( a l ' v q - d  ) ,  p o r  d". y  l - i .l Ij O i Jj •;<
( i i )  d i  t—  Il V m F  , e n t o n c e s ,  )3or K - n  y L v , I  1 v iX

«Mo ;iJ-9
( i i i )  d i  P V F e s  U J 3 - d e r i o s t r a h l e , e n t o n c e s  p o r  F v  y ( ' . ) ,  ( d )

( 7 ) , (I V r i  F e s  t a m b i é n  U j a - d e m o s  t r a b l e  . r d u . i i l a r  a  f j. ri l a e x ô n  '-.v. 

p u e d e  h a c e r  s i  o.  ̂ , o ^  s o n  I' y  n o n - F  y a - d , p o r  I a  , ( 1 7 ) , ( 3 ; ’ ) y  ,i,v.

( i v )  S i  o  L V b ^ , e n t o n c e s ,  p o r  I v  , d d ,  £v  v

( 2 2 ) - ( 2 5 ) ,  N V b .

P r o i x O G i c i ô n  5 .  3 .  3 .  4 C o i . i n l e t n d  (.le d.T"

d i  II e s  u n  c o n j u n t o  do L ' ôr inul as  y  i  u n a  iôr;. ; i  l i a

d e  L 3 ,  e n t o n c e s

'  =» " B B  " •

D e t n o s t i ^ a c i ô n : d i  d * ' ' ’°*'  t e o r e m a  de ce;  i-

p a c i d a d  e x i s t e  u n  s u b c o n j u n t o  f i n i t o  ; ' °  d e  : . t a l  ( j ue ( ( ' / ' )  ,T : ) 

e s  J 3 - x n r . a t l s f a c i l x l o .  P o r  t a n t o , c l  c o n j u n t o  ^ a ( , n )  , I } e s  

d  i  r,y un t  i  v am en  t e  v â l i d o  y  p o s é e  , p o r  l a  p r o p ,  d . ' - . - l ,  ].a p r o p  i eda< I

L ^ .  P o r  t a n t o  ^ ' ' '

A c a b a n o s  e l  c a p x i a i l o  c o n  l a  dei. ioa t  r a c . i  ôii  do 'iii 

l e m a  ' )ue  r e c o g e  l a s  p r u e b a s  dc l a s  t e s i s  do i l Jd rpic h o ; . o  i  l.a de 

a  l o  lar .c.o de  l a s  a n t c r i o r e . s  d c n i o s t r a  c l o n e s  ' ; i n  da r  a l l x  su  

j u s t i f x c a c i ô n . F.n l o s  p r i m e r o s  c a s o s  s u  t r a t a  de  demos  t m -  1," 

a d i i i i . s i b i l i d a d  do c i o ^ t a s  r e ^ l a . s , on  e l  . r e s t e  p r o b a m o s  c l c r  Las  

t c . s l s  dc i U 3 .
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L e n a  ' i . 3 . 3 .  5

L a s  r e g l a s  ( 1 )  -  ( 4 ) ,  ( 8 )  y  ( 9 )  s o n  a d m i r . i b l e s  en  

I J J3 .  L as  f ô r m u l a s  q u e  a p a r e c e n  en  ( 5 )  -  ( 7 ) ,  

( 1 0 ) - ( 3 l )  s o n  t e s i s  do N J3 .

( 1 )  UMl ri ( i n^ ........... ) n (  F v  11 )

n

( 2 )  DJÏ2 m (m^ , . . . , nx  )

-iF A i l ]  

t F a t II

- , (F  V II)

( 3 )  DII3 m (m^ , . . . .in^ ) - l (F  A  II)

n  m j  } - 'F V a  H

( 4 )  1)114 m (iti^ , . . . ) 1 F V I !

^  (F  A  II)

A n t e s  de  e n t r a r  e n  l a  d e m o s t r a c i ô n  d e  l a  a d i n l s i b i

11 d a d  dc  e s t a s  c u a t r o  r e g l a s  d e r i v a d a s . q u e  l l a m a r e m o s  DM1 -  1)114

p o r  s e r  v e r s i o n e o  e n  J 3  de  l a s  l e y e s  de De M o r g a n ,  d e m o s t r a m o G

t r è s  t e s i s  y  l a  r é g l a  d e r i v a d a  ECQ ( e x

B J a

% ' ' - * ' ' " ' '

c o n t r a d l c t i o n e  q u o d l i b e t )

( 3 )  ECQ m (tn^ , . . . ,m^ ) F AT F

n  (rn^ , 11
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D e m o s t r a c i o n e s :

(6) i I J3
—  F

1 .  ( 1 ) 13

2 .  ( 2 ) n — i ’ ir ;

3 . ( 2 ) 1  i' En — , ?

4 .  (1,2 . ) r  A j; A , i , 0

5 .  ( 1 ) "an —— i 2 , 4

G. ( 1 ) E u a ,  6

7 F -4  — F E." 1 , 0

(G)  y  ( 7 )  s e  c i c r a u c s t r a n  de  s i m i l a r  i aa i io r ; \ .  roi■.■u..or 

a  c o n t i n u a c i ô n  l a  a d m i s i l a i l i d a d  e n  ii,I3 de  l a  r é g l a  LCo ; p a r t l e n t i o  

d e l  s u p u e s t o  do q u e  l a  p r e m i s a  do l a  r c r l a  ECO a p a r e c c  on  u n a  

i l j 3 - d e d u c c i ô n , p o d e m o s  p r o l o n c a r  o s a  d e d u c c i ô n  p o r  meOiio de l a s  

l i n e a s  s i g u i e n t e s :

s c i . i o . i  a n  t e ,

m (m , . . .  ,  111 . ) F A - ,  F dU; ■! ICS t o1 3
1 . ( 1 ) - ,  n I d

2 . ( ni  ̂ , . , . ,m J i' AT F du i ino : Lo

3 . (lii^ 1 . • . ,m .) ->a II i f : 1 , , 1 a

4 . ( m ̂  , . . I! j . -n , '

Damos a h o  r a  l a s p i ' u c b a s  dc  l a  a d i - i s l F i l i d a d 1,0

o t r a s  d o s r e g l a s 1)113 y  10.4 s c  de - . . l i e s I r a n  ■: 0  i ,a

111 ( m, , . * • , m . ) n (1 V i i ) ; rc i  l i s
1 3

1 . ( 1 ) !■' :i; : ;

2 . ( 1 ) F v  d 1 V ,  1

3 . ( 1.1̂ ,  . . • f 1 X , 1 ) ( l ’v  F.) A a ( i ' v  " ) 1 A , rn , 2

4. ( 1 . ■. . m , ) -1 i' IF : , l a , I ,

0 . (!>) d il".

G. (!>) F Y il i v  , '
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7 , ( • 1 fil ̂  1 ) ( F v  n )  a t ( F  v H) I  A , m,  G

3 . ( • f 1 } -1 H ES,  5 , 7 ,  I- ,

9. ( * 1 J 1  F a t H I  A , 4 ,  G

( 2 )  IF 12 r;1 * ( in  ̂  ̂ « 1 f ni ̂  ) -, F A -1 II P r e m i s a  d e  :

1 . (-1.) a  a  ( F V II) IG

2 . ( 1 ) (F  V II) Eaa  , 1

3 . ( 3 ) F I S

4 . (ïil^ f • • • r ̂ '1 j  » 3 ) F AT F E A, m, I a , 3

6. ( 1 • • • ÿ JTij f 3 ) G AT G ECQ, 4

G. ( i'i  ̂f » » • f m J ) F -V ( G A a  G ) ES 3 ,  5

7 . ( 7 ) II 15

S . ( l »  • * • * J f 7 ) H AT II E A.-l I  A , 7

9 . ( m ^ , . . . , m j , 7 ) G A a G ECQ, a

1 0 . ( rn  ̂p « a ■ f rn _. ) 11-> ( g a a g ) ES 8 , 9

11 . (in^ f ■ • ■ I m j  ; 1 ) G A a  G E V  , 2  , G , 1 0

12 . ( iTt̂  p * a ■ ÿ rn̂  ) - i a - a ( F v  II) ES 1 ,  1 1 ,  I

13 . - a ( F v  H) E a i ,  12

( 9 )  liP

B - ( " ' i , i ........... "" i ,
j ) F - 4  II

' ' k - ( " k , i ........... " 'k . I,)

"  ( ' B . l
» • • »in. . fin

k , i ’

D e m o s t r a c i ô n : G u p u e s t o  q u e  l a g  p r e m i s a s  de  IIP a p a ­

r e  c o n  cn  n n a  d e d u c c i ô n  e n  J I J3 ,  t a m b i é n  p u e d e n  a p a r e c e r  cn  e l l a  
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G .  Ç A L C ü L 0 S _ S E C U E M C I A L E S _ 5 I  .

E L  L E I ; A  U E  C I L A I G .

6 . 1  I i i t r o d u c c i 6 n

E l  p u n t o  de  i n t e r é s  c e n t r a l  de  e s t e  c a p i t u l e  e s  l a  

d e m o s t r a c i ô n  de  q u e  u n  r e s u l t a d o  i m p o r t a n t e  de l a  t e o r i a  d e  mo­

d è l e s  de  l a  I 6 r i c a  s t a n d a r d ,  e l  l e m a  d e  C r a i g ,  s e  p u e d e  a f i r m a r  

e n  l a  l ô p . i c n  L3.  E l  l e m a  e s  i m p o r t a n t e  no  s 6 l o  p o r  s u s  c o n s e c u e n -  

c i a s  -  e n  e l  p r ô x i r a o  c a p i t u l e  d i s c u t l r e m o s  d o s  t e o r e i i i a s  q u e  so  

s l a u e n  d e l  ler . ia q u e  a q u i  d e m o s t r a m o s  -  s i n o  t a m b i é n  p o r q u e  n i ue s -  

t r a  u n  a  vcz.  mâs  q u e  l a  l ô y . i c a  L3 y s u  m e t a l 6 j ^ i c a  e s ,  e n  p r i n c i p i o ,  

t a n  r i c a  c o n o  l a  d e  L2 . E s  e s t a  u n a  r a z 6 n  de  o r d e n  f o r m a i  qu e  

a p o y a  l a  i d e a  de  q u e  p i - e s e n t a r  a  L3 como u n a  I 6 q i c a  a l t o r n a t i v a  

a  L 2  e n  c i c r U o s  c a s e s  n o  e s  d e s c a b o l l a d o .

Memos u t i l i z a d o  e n  l a  d e m o s t r a c i ô n  de  e s t e  l e m a  de  

C r a i q ,  t a m b i é n  l l a m a d o  ï e o r e m a  d e  I n t e r p o l a c i é n  p o r  a f i r m a r  l a  

e x i s t c n c i a  d e  u n  t i p o  d e  f ô r m u l a ,  u n a  f é r m u l a  de  i n t e r p o l a c i é n , e n  

a l e r t a s  c o n d i c i o n e s ,  u n  m é t o d o  t o rnado  d e  S m u l l y a n ^ ^  q u e  s e  b a s a  e n  

l a s  p r o p i e d a d o s  de  u n a  c l a s e  de  c â l c u l o s  s e c u e n c i a l e s  q u e  l l a m a -  

mos  c a l c u l e r ;  s e c u e n c i a l e s  s i m é t r i c o s .  Como c a r a c t e r i s t i c a  p r i n c i ­

p a l  de  o s t o s  c â l c u l o s  a p u n t a m o s  l a  de  q u e  o b o d e o e n  a  l o  q u e  

F m u l l y a n  1 l a m a  e l  " 2 - s i d e d  s u b f o r m u l a  p r i n c i p l e " . er; d c o i r ,  s e  

t r a t a  de  c â l c u l o s  q u e  y o s a n  d e  l a  s i g u l e n t e  j i r o p i e d a d :  s i  n r i  s o -  

c u e n t e  i ! —> li s c  l ia d e d u c i d o  de  o t r o  s c c u e n t e  i l ' — e n t o n c c s  

c a d a  f o r m u l a  de E ' e s  u n a  n u b i ' é n i i u l a  do  II y  c a d a  f é r m u l a  e n  i l '  

e s  u n a  s u b f é r r . i u l a  de il .  E s  c l a r o  q u e  e s t e  p r i n c i p i o  no  s c  cur.i ji lo
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en F 3 ,  d o n  cto l i ny r o y l a s  q u e  cani l i i r in  l a  p o a x c l o n  x ' e l a t i v o  J e  l a s  

f é r t x u l a n  o n  e l  o n t e o e d e n t e  y  o o n n e c u e n t o , p a s a n d o ,  p o r  o,io: , p l o , 

u n a  f o r m u l a  on  c l  c o n n e c u c n t e  de  l a  I ' rei . i i rxa a  so i -  i i ua  su! f é r i a i l a  

en  e l  a n t é c é d e n t e  de  l a  c o n c l u s i o n .

La d e m o s t r a c i é n  d e l  t o o r o i . i a  de  i n t e r p o l a c i é n  l a  

r c a l i z n r . i o G  p a r t i e n d o  d e  un  c a l c u l o  a i i x c t r i c o  c|uc voMor, a  ù c f i ­

n i r  e n  o l  p r o x i m o  a p a r t a d o  y  c u y a  a d c c u a c i ô n  c t i a c u t i r c m o s  a c o n -  

t i n u a c i é n .  P a r a  c o n a e y u i r  u n  c â l c x i l o  q u e  r e n p o n d i c r a  a  l a s  nc!i;r;- 

s i d a d e s  de  l a  d c i n o s t r a c i ô n  q u e  quer l ar . iOG h a c c r ,  cr.  c i c c i r ,  un  c ' i l -  

c u l o  qvie o b e d e c i c r a  a l  p r i n c i p i o  de  l a s  " s u b f o r m u l a s  p o r  amuos  

l a d o s "  y  q u e  f n e r n  s e c u e n c i a l ,  hom es  d o l i i d o  mu] t i p l i c a r  l o s  j ' o u -  

t u l a d o s  q u e ,  e x p r e s a d o s  s  i n  l a  a y u d a  d e  l a  n o t a c i ô n  n , l > , c , c i ,  ç 1  -  

c a n z a n  e l  n u m é r o  do 3 b .  Kn r e a l i d a d ,  y  c o m o  u n  s u l . ' p r o d u c t o  J e  

■33-31,  s e  iH ieden  c o n s e q u i r  c â l c u l o s ,  s c c u c n c i a l c s ,  for : , ,ados ,  s o l o  

p o r  u n a  p a r t e  de  l o s  p o s t u l a d o , s  de  : ; .3 -n l  , c;uo . u t i c n d o n  p r i r c i  . i l -  

m e n t e  a l  p r i n c i p i o  de l a s  s u b f o r m u l a s  jioi’ ai:i!jos ladcx,s,  yjuc,-;to 

q u e  n o  l u i c e n  p a s a r  f ô r m u l a s  c ie l  a n t c c c d o n t o  a l  c o n s o c u e i i : : c  

do l o s  s e c u e n t e s  y  q u e  s o n  a d e cu ad o fx  p a r a  L3.  f i i  c l  i j l t i ;  ,o en : , r -  

t a d o  do e s t e  c a p i t u l e  m o s t r a r e i n o s  d o s  c â l c u l o s  do o s . t e  it ip-o, l o : ;  

c â l c u l o s  . 33 -32  y , 3 3 -3 3 ,  q u e  s e  d e  f i n e  n  p o r  i , , cd io de  u n a  p a r t e  

de  l a s  r c y l a s  d e  , 33-31 y  q u e ,  s  i n  er . ibnri 'O,  s o n  eqi l i  v a lon t cy - ,  co u  

6 1 , e n  c i e r t o  s e n t i d o .

G. 2 E l  c â l c u l o  3 3 - 3 1 .  P o f i n i c i é u . .nclcciiaclcGn 1. 

G. 2 . 1  Po . s t u l ado : ; ;  de  3 3 - 3 1

Var ie s  a  d a r  d o s  v o r . s i o n c s  n i e  l o s  p o r ;  Lulai. io:;  , :o 

13 -3 1 ,  l a  p r i m e r a  de  o l l a s  u t i l i s a n d o  l a  n o t a c i é n  ( i , 3 , < r t c .  , y -T. 

î e s u n d n  p o r  m c d i o  do l a  n o t a c i o n  p r i m i t i v a  do 1,3. I„a r .as.én J e
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q u e ,  e u  -,e n c r a i ,  I i a r en ioa  l a s  de  mon t r a c  i o n  e s  a i ^ u i e n t e s  y ,  a  l a  v e z ,  

t e n e r  n r c s c n t c ,  c o n  c l a r i d a d ,  q u e  n i - n i f i c a n  l a s  d l v e r s a a  r c r l n s .  

Lan d o s  f o r m u l a c i o n e a  s o n  c l a r a i . i o n t e  é q u i v a l e n t e s :  l a  s e - u n d a  de 

e l l a s  c.",, s i i i p l c m e n t e ,  u n a  t r a d u c c i ô n  e n  l o s  s i i . i b o l o s  p r i i a i  t i v o s  

de  l o  ( | uc  a f i r i n n n  l a s  r e - l a s  de  l a  p r i m e r a .
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r . . ? .  2  C o r r e c c i ô n  de  G3-S1  l ' c s p e c t o  a  l a  c o n s c c u e n c i a

OeiTiostrainoG p r i r n e r o ,  e n  u n  l e m a ,  q u e  t o d o  s c c u e n t e  

d e m o G t r a l i l c  e n  3 3 - 3 1  e s  L 3 - v â l i ù o ,  e n  e l  s e n t i d o  de l a  d e f l n i c l ô n  

4 . 2 . 2 .  D e l  l e m a  s e  s i q u e  l a  c o r r e c c i ô n  d e  3 3 - 3 1  de  m a n e r a  s e n o i l l a .

I.enia G. 2 .  2 . 1

r . i  M— ^  II, e n t o n c e s  e l  s e c u e n t e  I: —1> Il e s

1,3- v a l  i  d o .

D e n o s t r a c i ô m : P o r  i n d u c c l ô n  s e g û n  l a  l o n ^ ^ i t u d  de 

l a  d e m o s t r a c i ô n  de  71 —1> II en  3 3 - 5 1 .

B a s e  de  i n d u c e i ô n : 31 l a  l o n r i t u d  de l a  d e m o s t r a c i ô n  de  M —b  11 e s  

1 , en  t o n e  e s  11 — il e s  u n  a x i o m a  o s e  h a  o b t e n i d o  p o r  u n a  de  l a c  

r e v i n s  ll tp . L n t o n c e s ,  s i  s e  t r a t a  de  u n  a x i o m a  s e g u n  l o s  c s q u e m a c  

a x i o m a t i c o r ,  01  -  0 3 ,  M -4> II e s  L 3 - v â l i d o  pu e  s  t o  q u e  s e  cu t . i p le

I h — F —> F ,  ) t ~  F -> n - F  y  It—  - F —> i F .  Dado q u e  (Ma t F a F)  e s  L»3 « ij3 Ij3
L 3 - i n s a t i s f a c i b l e , l o s  a x l o r n a s  s e q û n  e l  e s q u e m a  A x . s . l  s o n  L 3 -  

v â l i d o s .  Lo inisino v a l e ,  m u t a t i s  m u t a n d i s ,  p a r a  e l  A x . s . 3 .  La 

f o r m u l a  ( H v i F v l ' )  e s  L 3 - v â l i d a  y  p o r  l o  t a n t o  t a m b i ô n  l o  s o n  

l o s  s e c u e n t e s  de l a  f o r m a  II — ^  - i F ,  F', II, e s  d e c i r ,  l o s  a x i o m a s  

s e r rû n  c l  e s q u e m a  a x i o i n â t i c o  A x . s . 2 .  Lo mi smo  v a l e  d e c i r  de 

A x . s . 4 .  F i n a l n i e n t o , s i  II — ^  Il s e  h a  o b t e n i d o  p o r  u n a  d e  1ns  

r é g l a s  IUL , d a d o  q u e  J i  (311^) = f  y  j 3 ( l l ^ )  = v ,  p a r a  t o d a  L ; i - v a l o -  

r a c i ô n ,  s e  c u m p l e  c l  l e m a  t a m b i é n  e n  e s t e  c a s o .

P a s o  do i n d u c c l ô n .  D u p u e s t o  de  i n d u c c l ô n :  31 e l  s e c u e n t e  I i '—1> II '

( o  l o s  s e c u e n t e s  H ' - O I I '  y  M " — > I I ' '  s o n  d e m o s t r a b l e s  on 3 3 - 3 1  c o n  

l o n g i t u d e s  m e n o r e c  q u e  n ,  e n f o n c e s  s o n  L 3 - v â l i d o s .  D e m o s t r a m o s  e l  

l e m a  p a r a  l a  l o n g i t u d  n de  l a  d e m o s t r a c i ô n ,  c u n a d o  n o s  m a y o r  q u e  

1  y  s o  h a  o b t e n i d o  de s e c u e n t e s  a n t o r i o r o s  e n  u n a  d e m o s t r a c i ô n  

e n  3 3 —31■

I
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31 i l —>  Il n e  l ia  o b t e n i d o  po i '  l.o 1 , e n t o i u ; e r : , p o r  

c l  l e m a  2 . 2 . 1  v a l o  q u e  / 3 ( o )  = v  n i l  ^  (o  ̂ ^ v ■- /!» ( c . ) -  v. ; i

p> ( i l A o )  = V, c n t o n c e s  ( d  *  o ) = v ,  i  -  l , " , -■ i cr  o u  .cc'. t o  ■

i n d u c c l ô n ,  J)> ( i l )  = v. 51 i l — 1> il s c  l i a  o b t e n i d o  j ' o r  üo 2 ,  e n  L o u é e s ,

p o r  s u p u e s t o  d e  i n d u c c l ô n ,  c i  ^  ( i l )  v , o  loi e n  ( d )  ^ v o oj  en

f ^ ( o ^ )  -  V = ^ ( a ^ ) .  l ' o r  t a n t o ,  p  ( i ! )  = v ■=^p(b v a )  o

P o r  e l  l e m a  2 . 2 . 1  c e  c u rn p l e  c|uc ( l a r a  t o d a  v a l o r . : -  

c i ô n  j)> , J i , ( b )  = V c i l  j l ( b ^ )  = v o j3 ( h ^  ) v v .  l’o r  t a n t o ,  r-e cui 

p i c  q u e  s i  i l —1> Il s e  h a  o b t e n i d o  p o r  l:b 1 ,  e n  t o n e  c  s  s i  p> ("̂  a h)  -

V, e n t o n c e c  p  ( i ! ) = v y  f i ( b )  -  v .  De a h i  s e  c i - u c  q u e  , x t-  ̂ ) =

V o J i  (i l  A bg ) = V. l ' o r  s u p u o c t o  do i n d u c c l ô n  c e  s i , a i e  q u e  j î ( o )  -

V. l in e l  c a s o  de q u e  11—>  11 s e  b a y a  o b t e n i d o  p o r  1:1) 2 ,  s i

P  ( g ) = V, e n t o n c e c ,  p o r  s u p u c c t o  d e  i n d u c c l ô n ,  J î  ( t ^ )  -  v a

p  (b g  ) = V o p  (11) = V. l ' o r  l o  t a n t o ,  J l ( i i v h )  v .

l’o r  e l  l e m a  a n t e s  c i t a d o ,  j i a r a  t o d a  v a l o r a c l ô n  r;,. 

Cu mp le  q u e  ( c ) = v c i l  ^ ( c C A l )  = v ,  ) , a r a  t o d a  U es c i - i  ,c i.ôi i 

De c i l o  s e  n i q u e  q u e  s i  Ii — C> Il s c  l ia o b t e n i d o  p o r  i,c 1 p

/ i ( i ’ A c )  = V, e n t o n c e c  p  (Il a cCa I )  -  v y  p o r  su) 'uc r : . t o  de  in< l uec  I.' ,,,,

j i  (II) = V. 51  I i  1> Il c e  h a  o b t o n i o o  ; : o r  lie 2 ,  e n t o n c e c  s i  c e s

A Ü F [ ; Q , p o r  s u p u c c t o  de  i n d u c c l ô n ,  s e  cut a j j l o  fiue
A 1  V

II-— 21 —> ( i'Cv I' . ] V i l ) . l ’o r  e l  tcoroi . - .a  de  - e n c r a l i / . a c  l ô n ,
Ll  .1 A V

,i —^ A ; i ( F t iî) V i l ) , d e  d o n d c  s c  s i q u c  IH?, ■ - 4  ( A ii. [  . . ]v ,, ) . : i

c e.c n -  A i ' . F t i i l ,  e n t o n c e s  v a l c  Ib— d -'> ( a - i  D - I ' l v a )  , le d on  de s e
Lo j

s i , q u e  l ly^ d  — F ( a - A XF CiQv I l ) .

P o r  c l  l e m a  P . i ’ . l  S'ai'.a t od . a l.,.2 - v a l o r . s c i ô n  j î  s e  

c u m p l e  q ue  J i ( d )  -  v s i i  b a y  a l  i . e n o s  un.a q e s c r i p e l ô n  / - a l  ,ue

/b  ( dC.Al ) s  V. E n t o n c e c  .si , ’ — b d s e  'n.a o b t e n  i d u  p o r  1 ■ <1 e s
k I W

-  A i t ] , p o r  . s u n n e c t o  de  i n d u c c l ô n  v a l e  . | uc  W—, (' a -■'L'-! . ü ) —>
1 ■*

do d o n d c  c e  . s i g n e  ( - F 'C i P . 3  n )  y  p o r  e l  t e o r e i . a  so
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" e n e r a l i z a c i ô n ,  »— Il - »  a ; c ( - F C E Î  -4 H) . P o r  t a n t o ,  no cn n ip l e  

q u e  llpy ( s a  -A îC I ’ DLD)H> fî, S i  «* o s  ~i A X F L X ] ,  e l  r a z o n a i n i e n t o  

on  s i t i i j . l a r  a l  c a s o  a n t e r i o r .  S i  il —t» N s e  h a  o b t e n i d o  p o r  

I;d 2 y  y i ( i l )  = V ,  e n t o n c e s  j3( d [A I  ) = v o j l ( U )  = v .  l ’o r  t a n t o - ,  

j i ( d C A D v  H )  ^  V.

E l  c a s o  e n  q u e  l a  l o n g i t u d  de  l a  d e m o s t r a c i ô n  do 

11— 1> i l  e s  m a y o r  q u e  1  y  s e  h a  o b t e n i d o  p o r  UII^l -  RII^ 2 ' ,  se  t r a ­

t a  do m a n e r a  s i m i l a r  a l  d e  l a  b a s e  d e  i n d u c c l ô n .  q . e . d .

P r o p o s i c i ô n  G . 2 . 2 . 2 . C o r r e c c i ô n  de  K3-S1

’" ïïïïS T i ' “ " 7 3  f -

D o m o o t r a c i ô n : 51  II j - F ,  e x i s t e  u n a  d e m o s t r a c i ô n

en  5 3 - 3 1  d e l  s e c u e n t e  II® — F ,  d o n d e  e s  u n  s u b c o n j u n t o  f i n i t o  

de  i | .  P o r  e l  l e m a  a n t e r i o r  s e  s i g u e  q u e  F y ,  p o r  l o  t a n t o ,

G. 2 . 3  C o i n p l e t u d  d e  5 3 - 5 1  r e s p e c t e  a  l a  c o n s e c u e n c i a

A u t o s  de  e n t r a r  e n  l a  d e m o s t r a c i ô n  d e  c o r n p l e t u d  

p r o p i a m c n t c  d i c h a ,  d e m o s t r a m o s  e n  u n  l e m a  l a  a d m i s i b i l l d a d  e n  

3 3 - 3 1  d e  c i c r t a s  r é g l a s  d e  d e d u c e i ô n .  L a e . p r i m e r a s  de  a l l a s  a f i r -  

man l a  p o s i b i l i d a d  do i n v e r t i r  a l g u n a s  de  l a s  r e g l a s  p r i m i t i v a s  

de  3 3 - 3 1 .  L a s  t r è s  u l t i m a s  s o n  r e - l a s  p r i m i t i v a s  d e  S 3 .  Su a d m i -  

s i b i l i d a d  o s  n e c e s a r i a  p a r a  l a  p r é s e n t é  p r u e b a  d e  c o m p l e t e d ,  b n -  

s a d a  en  l a  r o d u c i b i l i d a d  de  3 3 - 3 1  a  S 3 .

Lema G. 2 . 3 . 1

L a s  s l q u i e n t o s  r é g l a s  î î ï  -  R ^ s o n  a d m i s i b l e s  en

3 3 - 3 1 ,
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n . l â  I ’ — 1> M

I i ,  F — 1> /-I

1 : 3 : " • a i ; !■' — ^  i l

; i ,  - I F — ^  j t

' a l  ■'
I-t — ^ H .

l;4 :

:: M, F — 1> I .

n ,  - I  F —1> II

R 1! —t» F ,  II

I ;, - F  

l i C M o s t r a c i o n :

III : U e i n O G t rn c io n  p o r  i n d u c c l ô n  s c r i i n  l a  i o n - i t u d  dc  l a  iic; , io.-Lr: i-  

c i o n  <lc l a  p r e m i s a  on  5 3 - 3 1 .  i i a s c  do  i n d u c c l ô n :  ;'.l l a  lU'Ci.iina o s  

u n  a x i o m a ,  e n t o n c e s  p u e d e  o c u r r i r  u n o  dc l o s  s i - u i e n t c : - ,  c a s o ,  : : 

1.1

o s  o l  c o n  j u n t o  11 ' ,  -Z^F1 . 2  

1 . 3  

1 .  4 

1 . 5  

l . G

—

II OS e l  c o n j u n t o  i J ' , - à F

II e s  e l  c o n j u n t o  H ' , a - ^ t F

M , - n F  — 1> II e s  de  l a  F o rm a  — b ^ ^ F ,  J

Fn II y / o  II a p a r e c e  a l q u n a  F ô r m u l a  q u e  h a c c  do

a x i o m a  y  n o  e s  c l  c a s o  1 . 1  -  1 . 5 .  E n t o n c e s ,

I . l :  d e l  a x i o m a  I i ' ,  - F ,  F —b  F' s c  s i y . u e ,  ; j o r  1:3 y  R I ,  : ; '  ,V- ï  , i

1 . 2 :  d e l  a x i o m a  i : ' , - F , F  —1> li s e  s i - u e  , i)Oi' R l ,  i ' , -F , .  — > u

ciel  a x i o m a  : i ' , o F , F  — O II s e  s i g n e  , g o r  3 1 ,  -  '  , 3.Â ^ 1 —b  

1 . 3 :  d e l  a x i o m a  II, F — ^ F , i l ' r ; e  s i " u c ,  j o r  1:3 , . , i  — > - â ' ' ,  .

1 . 4 :  d e l  axiORia  R , F —1> a - F , i . '  s c  . s i g n e ,  icor R-l, —1> - i  , ,I

d e l  a i i i o m a  , i , F —1> F,  ii s c  s i . - u e ,  p o r  R4 , R2 , II,I —
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1 . 5 :  l a  c o n c l u s i o n  t i , I ' —b  a - ! ' ,  11' e s  u n  a x i o m a

d e l  a x i o m a  i ' : , i '  —1> F , I I '  s e  s i g u e ,  p o r  R 2 , I l , F —^  i i F ,  i l ' .  

l . G :  e n  e s t e  c a s o  l a  c o n c l u s i o n  e s  t a m b i é n  u n  a x i o m a .  

y  P a s o  de  i n d u c c i é n :  S i  s e  h a  o b t e n i d o  l a  p r e m i s a  de  l a  r é g l a  p o r

m e d i o  de u n a  r é g l a  de  d e d u c c i é n ,  e n t o n c e s  p u e d e  o c u r r i r  u n o  de 

l o s  o i - u i c n t e s  c a c o s :

2 . 1 :  F e s  l a  p a r t e  p r i n c i p a l  d e  l a  a p l i c a c i ô n  d e  l a  r e - l a .  Fn

e s e  c a s o ,  l a  p r e m i s a  s c  h a  o b t e n i d o  p o r  m e d i o  de  R l  y  n o  h a y  n a d a  

q u e  d e i n o s t r a r .

2 . 2  S i  l a  p a r t e  p r i n c i p a l  de  l a  a p l i c a c i é n d e  l a  r é g l a  e s  u n a  f ô r -  

im i l a  e n  II o II, e n t o n c e s  d e l  s u p u e s t o  d e  i n d u c c l ô n  y  p o r  a p l i c a c i ô n  

de  l a  misi i ia r é g l a  q u e  h a  o r i g i n a d o  l a  p r e m i s e ,  s e  g i g u e  l a  c o n ­

c l u s i o n .

P.2: La d e m o s t r a c i ô n  e s  p o r  i n d u c c l ô n  s o g û n  l a  l o n -  

v i t u d  do l a  d e m o s t r a c i ô n  e n  S 3 - S 1  de  l a  p r e i n i s a .

B a s e  d c  i n d u c c l ô n : F i  l a  p r e m i s a  e s  u n  a x i o m a ,  e n t o n c e s  s e  c u m p l e  

u no  de  l o s  c a s o s  s i g u i e n t e s :

1 . 1 :  il e s  c l  c o n j u n t o  I I '  F

1 . 2 :  ii —1> F ,  il e s  de  l a  f o r m a  F —t» ^ â F ,  N

1 . 3 :  11 —t» -»t F ,  li o s  de l a  f o r m a  11' ,  - i F  —^  n a F ,  H

1 . 4 :  il —b - > l F ,  il e s  de  l a  f o r m a  il — & m F ,  "»-DF ,  11'

1 . 5 :  Fn  il y / o  M a p a r e c e  u n a  f ô r m u l a  G q u e  h a c e  u n  a x i o m a  de

11 — 1> Il y  F n o  e s  u n a  s u b f ô r m u l a  de  G .  E n t o n c e s ,

1 . 1 :  d e l  a x i o m a  il — - i F ,  F ,  Il s e  s i g u e ,  p o r  114 y 112, 11 — ^  F ,M '

1 . 2 :  d e l  a x i o m a  11' ,  F — ^  F ,  11 r,e s i g n e , p o r  U l ,  M ' , - t F  —t» F , il 

1 . 3 ;  d e l  a x i o m a  î i ' ,  F —1> F ,  II s c  s i g n e ,  p o r  R2,  il  ' ,  -~>F — 1> F , F

1 . 4 :  d e l  a x i o m a  11 — F, ~i F,  II s e  s i g n e ,  p o r  1:4, II — 1> F ,-i - i F , l i '

1 . 5 :  e n  e s t e  c a s o  l a  c o n c l u s i o n  e s  u n  a x i o m a .

P a s o  de  i n d u c c i ô n :  l a  d e m o s t r a c i ô n  e s  s i m i l a r  a l  p a s o  de  i n d u c c l ô n

e n  l a  r e - l a  a n t e r i o r .

I -
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1:3 : l . i e i i i o ; ; t r a c iôn  p o r  i n d u c c l ô n  r .oi ipo l ] , o , i  fcn, i 

de  l a  d e m o s t r a c i ô n  d e  l a  p r c n i r j a .

b a s e  do i n d u c c i ô n :  51  l a  p r e r . i i n a  en  un  n;:ioi.,r: eu  Lnuccu  : . ■ eu  J <■

u n o  d e  I o n  c a n o n  s i g u i e n t e s :

1 . 1 : , '  e s  e l  c o n j u n t o .  F

1 . 2 :,’: e n  c l  c o n j u n t o  ! : '  — F

1 . 3 :  Il e n  e l  c o n j u n t o  K ' I '

1 . 4 :  Ii e n  e l  c o n j u n t o

1 .5 :11  e.n c l  c o n j u n t o

1 . 0 :  F n  M y / o  II a p a r e c o  u n a  f o r m u l a  r, q u e  h a c c  qu e  — 1> i. ;;o'j

u n  a x i o m a  y  F n o  e n  u n a  r . u b f ô r m u l a  dc  r , . Fn  t o n c c . a ,

e n  l o s  c a n o n  1 . 1  -  1 . 4 ,  l a  c o n c l u . n i ô n  n e  n i q u e  d e l  axio,,,.-'  

i i ' ,  F ,  -i F —^  F p o r  f i iedio de  l a  r e - l a  l i l .

1 . 5 :  d e l  a x i o m a  i I , -i F —1> - i l  , 11' s a  s i g n e ,  p o r  !:4,  l a  e o n c l u n i ô i i  .

l ' a n o  de  i n d u c c i ô n :  l a  d o m o n t r a c i ô n  e n  . s i m i l a r  a. lo . s  c a n o n  a n  lie-

r i o r e n .

iPl: La  d o n o a t r . a c i ô n  e s  an .ô lo- . a  a  l o s  c.-iso.s -

r i o r e . s .

1:  ̂ : Demon t r a c i ô n  p o r  j i i d i i c c i ô n  n.o"ûu 1 .-, i l o u " i i ; " , i

d e  l a  d e i . o n t r a c i ô n  d e  l a  p ro i . i i . s a .

5a.s c do i n d u c c i ô n :  . i  l a  p r o m i s  a  o s  u n  ax io i ,  

u n o  d c  l o s  c a s o s  s i g u i e n t e . n :

C l  : loi  ic<

i. ,  F e s  d c  l a  f o r m a  4

o ( 1 . ■'■ ) i i ay un,a f ô r m u l . a  il on  

V F no  o s  u n a  s u L j s ' r r . i u l a  , le F

F  —b  F,  1  , i ; ' ( 1 . 1 )

F, '  , i.-' — b  ' , • ( 1 . 3 )

 ̂ i ' '  , d  --- -  i , : ( 1 . ' )

1 : , — 1 — “a  '' i , . ( 1 . 4  )

‘ i *— 1> "1  ' '  • ~ i “  ' , F  ( 1 . )

y / o  s  ( |uo II,'ICC ■.io 

l i n t on cc , " , ,



233

1 . 1 : ii ,Tl' '  —b I F , i l '  e s  u n  a x i o m a  o e - û n  a x . s . 0 1  '

1 .  ? : i l ' , - 1  F ,  F — 1> li e s  un  a x i o m a  s e g û n  A x . s . l

1 . 3 :  tlGl a x i o m a  I : '  , q  , - q  —t> N '  s e  s i g u e ,  p o r  lU , H '  ,G , m  - G — 0 II '

1 . 4 ; d o l  a x i o m a  ;:,G ,-G  —1> M' s e  a i g u ë ,  p o r  R l , H,-G ,-vaG  — 1> l i '

1 . 5 :  d e l  a x i o m a  M,0 — N' s e  s l g u e ,  p o r  R l , M , n G  — , i l '  

d e l  a x i o m a  H , - G  —l > i G , r i ' s e  s i g u e ,  po F  R l , M , - n - r ,  —

1 . 6 : on  e s t e  c a s o  l a  c o n c l u s i ô n  e s  u n  a x i o m a .

F a s o  de  i n d u c c i ô n : 5 i  l a  p r e m i s a  s e  h a  o b t e n i d o  p o r  a p l i c a c i ô n  de  

u n a  r é g l a  dc  d e d u c c i ô n ,  d i s t i n g u i m o s  d o s  c a s o s :  1 . e l  c a s o  e n  q ue  

F e s  l a  p a r t e  p r i n c i p a l  de  l a  a p l i c a c i ô n  d e  l a  r é g l a  p o r  l a  que  

s c  h a  o b t e n i d o  l a  p r e m i s a .  ? .  e l  c a s o  e n  qu e  o t r a  f ô r m u l a  d i s ­

t i n t a  de F e s  l a  p a r t e  p r i n c i p a l .

1 .  r ; i  F e s  l a  p a r t e  p r i n c i p a l  e n t o n c e s  F e s  u n a  o , b , c , d  o  I I . .

I . 1 :  Ri  F e s  u n a  o ,  l o s  s e c u e n t e s  M— J> H ,o^  y M —1> I I , o ^  s o n

d e m o s t r a b l e s  e n  5 3 - 5 1 ,  c o n  l o n g i t u d  m e n o r  qu e  n , l o n g i t u d  d e  l a  

p r e m i s a  de l a  r e - l a .  P o r  s u p u e s t o  d e  i n d u c c i ô n ,  H , a o ^  — 1> M y

II,TQ.,  — >  II s o n  d e m o s t r a b l e s  e n  S 3 - S 1 .  Dado qu e  - i  o^ , s o n  

u n a  b., , b o -«-n b^ , a n  b^  , p o r  R l  y  R b 1 ,  s e  s i g n e  q u e

I I , a F —> M e s  t a m b i é n  d e m o s t r a b l e  e n  S 3 - S 1 .

1 . 3 :  F e s  u n a  b . E n t o n c e s  e l  s e c u e n t e  M —>  H, ^ ^ , ( 6 2 ) e s  d cm on ­

t r a b l e  e n  5 3 - 5 1  c o n  l o n g i t u d  k ,  m e n o r  q u e  n ,  l a  l o n g i t u d  de  l a  

p r e m i s a .  P o r  s u p u e s t o  de  i n d u c c i ô n ,  I I , nb^ , ( - i b 2  )'— > N e s  d e m o s t r a ­

b l e .  Dada quc- ib.^ ,  - t h ^  e s  u n a  o^ , o  , p o r  Rl  y  Ra 1

s e  s i . q u e  l a  a f i r m a c i ô n .

1 . 3 : F e s  u n a  c . E n t o n c e s  e l  s e c u e n t e  H —^  H,cD- e s  d é m o n t r a b l e
1

e n  5 3 - 3 1  c o n  l o n g i t u d  m e n o r  q u e  l a  d e  l a  p r e m i s a .  Ademôs  P , no 

a p a r e c e  on M, i l ,  c .  P o r  s u p u e s t o  de  i n d u c c i ô n .  Il , a  c Q - —1> Ii e s  

d e m o s t r a b l e  e n  5 3 - 3 1 . 1  P^'3 e s  d^P^-]  o  a a  d[v F o r  R l ,  Un. 1

y  RJ  1 s o  s i - u c  q u e  II, "< F — > il o s  d é m o n t r a b l e .

1 . 4 :  F e s  u n a  d . E n t o n c e s  e l  s e c u e n t e  I I —b M . d t A l e s  do rn on t r a i )  l e

i
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e n  3 3 - 5 1  c o n  l on , r ; i t uc i  r . i ênor  (lue l a  (ie l a  j r-i;; . , lsa.  Poi- sa ,  ne: :  I v  u -

i n d u c c l ô n ,  j,i,T.JtAD — Il e n  d e r . i o n i r a h l e . - i  JCAi e s  u n a  l 'ôm.nl . '

c lADo t i c CAD . P o r  i ; i , 1! o 1 y  n c 1 no  r ; i r ; ue  — 1> a .

I . 5 :  a i  P en  un  11̂  e n t o n c e s  ii ,-»lL — 1> ü no n i -  n e  ; o r  1 -  ' '  ,

2 .  F no e n  l a  p a r t e  p r i n c i p a l  cic l a  a p l i c a c i ô n  dc l a  re. l a .  La

a f i r m a c i ô n  s e  s i g n e  d e l  s u p u e s t o  cic i n d u c c i ô n  p o r  u n a  a p l i c a c i ô n

de  l a  misi . ia r é g l a  p o r  l a  q u e  s c  o i> tuvo  l a  l i r c n i n a .

D e m o s t r a c i ô n  p-or i n d u c c i ô n  s c - n n  la.  l o n - i t u d  

d e  l a  f l e m o s t r n c i ô n  de l a  p r e m i s a .

B a s e  de  i n d u c c i ô n :  S i  l a  p r e m i s a  e s  un  a;cio; i ia ,  o n t o n c o n  s c  cu:,ip-lc

u n o  de  l o s  s i - u i o n t e s  c a s o s :

(-1.1)

( i ..  -')

I I , !'■ — 1> ii e s  de  l a  f o r m a  - I ,, L —1> a -1  , n '  ( 1 . 7 . )

( 1 . 1 )

i i , 1 —v> i ,  ,1 ( 1 . ' ■ )

O ( l . G ) ,  h a y  u n a  f ô r m u l a  II e n  .'! y / o  il s |ue h a c c  co  P — n nu 

a x i o m a  y F no  o s  . s u b f ô r m u l a  d e  H. L n t o n c e s  l o s  c a s o s ,  ( 1 . 1 )  -  ( 1 . )

l a  c o n c l u s i ô n  o s  u n  a x i o m a .

P a s o  do i n d u c c i ô n :  51 l a  p r e r . i i s a  s c  h a  o l . t c n i d o  p o r  ; p . - l i c a c i ô n  ne 

u n a  r é g l a  de  d e d u c c i ô n ,  d i s t i n g u i i - i o o  do,s c a s o s  : 1 .  cu.sni io I os, l a  

p a r t e  p r i n c J . p a l  dc  l a  a p l i c a c i ô n  dc  l.a r c - l . - i  j>or l ,a q ue  s c  ha. 

o b t e n i d o  l a  p r e m i . s a .  2 .  O t r a  f o r m u l a  os, l a  p a r t e  p u ' i n c i p , ' !  l a  

a p l i c a c i ô n  de  l a  r e . n l a .

1 .  r  o s  l ,a p a r t e  p r i n c i p a l .  L n t o n c e s  . ' c.s u n a  o , P , c ,  d i- : L .

1 . 1 :  I ' e s  u n  o .  L n t o n c e s  L , Q , | ,  ( o. ) -  u e s  soi , e s  t r . ' . P l e  c nn  

l o n - i t m ’i m e n e r  rpie l a  p , . r emisa .  P o r  . s u p u e s t o  de i n d u c c l ô n ,

—b PC  ̂ , (lO^) e s  d o m o . s t r a h l e . T d  J ,Tcpj , 'on h.  ̂ , tp, o a i  L^ , n  P._. 

J ' intoncOo p o r  i i ? ,  IIP, L 2 , i’. h  f  s c  ,si .cuo ' —1> n i ' , P .
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1 . 2 :  F Co i m n  b .  K n t o n c o r . ,  l i ,  — 1> M y  i î ,  b ^ — fc> il s o n  d e m o s t r a b l e s

e n  5 3 - 5 1 ,  e o n  l o n g i t u d  m e n o r  q u e  l a  d e  l a  p r e m i s a .  P o r  s u p u e s t o

de  i n d u c c i ô n ,  Il — b  “>b^ , il y  II —1> b^ , H s o n  d e m o s t r a b l e s , -i  b^ e s

°® ° ?  " ° ' '  R2,  i i « . 2  s e  s i g u e  l a  a f i r ­

m a c i ô n .

1 . 3 : F  e s  u n a  c .  E n t o n c e s  li , c  [  A l  — 1> M o s  d e m o s t r a b l e  c o n  l o n g i t u d  

m a n o r  q u e  l a  p r e m i s a .  D e l  s u p u e s t o  d e  i n d u c c i ô n  s e  s i g n e ,  p o r  U2,  

I ! 2 ,  l l d .  2 ,  i l  - - b  - a F ,  i l .

1 . 4 :  F e s  u n a  d .  E n t o n c e s ,  e l  s e c u e n t e  li .dCc P .1 —t» Il e s  d e m o s t r a ­

b l e  e n  3 :1-31 c o n  l o n g i t u d  m e n e r  q u e  l a  p r e m i s a .  b e l  s u p u e s t o  de  

i n d u c c i ô n  s c  s i g n e ,  | ) o r  H 2 , K 2 , i(c 2 ,  e l  s c c u e n t e  M — b - i F ,  i i .

1 . 5 :  i i -bT~>IU ,  N e s  d e m o s t r a b l e  p o r  RH^ 2 y  Iî2 . F - b l - i ! ^ , i i , l o  e s  p o r  III

2 .  3 i  F n o  e s  l a  p a r t e  p r i n c i p a l  d e  l a  a p l i c a c i ô n  d e  l a  r é g l a ,  

e n t o n c e s  l a  c o n c l u s i ô n  s e  s i g n e  d o l  s u p u e s t o  d e  i n d u c c i ô n  y l a  

a p l i c a c i ô n  do l a  m i s m a  r é g l a  p o r  l a  q u e  s e  h a  o b t e n i d o  l a  p r e m i s a .

li ^ : D e m o s t r a c i ô n  p o r  i n d u c c i ô n  s e g û n  l a  l o n g i t u d  

de  l a  d e m o s t r a c i ô n  de  l a  p r e m i s a .

B a s e  dc  i i n l u c c i o n :  3 i  l a  p r e m i s a  e s  u n  a x i o m a ,  e n t o n c e s  s e  c u m p l e  

urio do l o s  c a s o s  s i - n i c n t e s :

( 1 . 1 )

( 1 . 2 )
( 1 . 3 )

( 1 . 4 )

( l . b )

o ( l . G ) ,  en  i l  y / o  i l  h a y  u n a  f ô r m u l a  II q u e  h a c c  un  a x i o m a  de  I I —t > l i  

y  F no  e s  s u b f ô r m u l a  dc  II. E n t o n c e s ,

1 . 1 :  l ,a c o n c l u s i o n  e s  un  a x i o m a  s e - u n  A x . s . 0 3

1 . 2  : La  c o n c l u s i o n  f;c s i g n e  de  A x . s . ü 2  y  111

1 . 3 : 1 a  c o n c l u s i ô n  on  un  a x i o m a  n o g ô n  A x . s . 3

il ,  F en  do l a  f o r m a
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1 . 4 :  T.,a  c o n c l u s i o n  so  s i g u c  d e l  A ; : . a . ' !  p o r  l;l

1 . 5 :  r a  c o n c l u s i o n  s c  n i q u e  do A x . s . ' ;  poj-  id

l . G :  La  c o n c l u s i o n  en  un  a x i o m a .

P a s o  lie i n d u c c i ô n :  D i s t i i g  u i : , i o s  l o s  c a s o . ;  e n  ( 1 . )  '' e.-. 1 ,- , r  •

p r i n c i p a l  d e  l a  a p l i c a c i ô n  dc  l a  r o  ' l a  p o r  l a  q u e  s e  lui o L L c i i l d o  

l a  p r e m i s a  y l o s  c a s o s  ( ? . )  e n  cjuo l a  p a r i e  p r i n c i p . a l  es. e  i r a  

f ô r v . i u l a .

1 . 1  F e s  u n a  o .  L n t o n c e s  l e s  s c c u o n t o s  : —b  L , . —b j . ,  u _ s'.ui

d c K i o s t r a b l e s , c o n  l o n g i t u d  i . i onor  g u e  l a  do l a  sc i  .os  i r . a c  j s ' n  ne  1 .. 

p r c n i n a .  L i  F H — G, e n t o n c e s , p o r  supuo s ;  t o  d e  i i u i u c c l ô n ,  s . e  cu: ; -

p l e  q u e  1 ' , - a  —1> n CF. d c i . i o s t r a l ' l c  y  p o r  i ; l  , ----- s  — 1> ;.

d e ; . i o . s t r a l ) l e , n i  F  e s  ^ t  G , o n t o n c c s  .yo. l ia o b t e n i d o  do . : —^  \  ' :. 

F o r  v a l o  q u e  I , i d  — b  iJ e s  d e m o s t r a l . l c  y ,  p o r  ; ' l ,  l o  e s

i l ,   1> li .  F o r  t a n t o ,  i l ,  —- - ,  c — ^  , | o s  do:.io,-; l,;-.'.blc. s. i  ■

de  l a  f o r m a  G. L i  F o s  d i n t i n t o  de  ' > e n t o n c e s . , : ; o r  e.l

. s up uc . s t o  de  i n d u c c i ô n  s e  s i g n e  q u e  i l ,  - o ^  — î> d y  j , - a  — -fc» 

s o n  denio.s t r a h i e s  e n  b . l - n l .  F u c s t o  c;uc - o ^  e s  un  F_̂  o -A y -u ,  

c.s u n  o ,  p o r  Ï Ï l ,  Fb 1 y  i l l  s e  s i g n e  I ; ,  - F  — b  n .

1 . 2 :  F e s  u n a  b .  E n t o n c e s ,  il — b b „ ) , N  . r ;  ,i". - i . s l . r  b l c  c n i

- i t u d  i . i cnor  q u e  l a  p r e r . i i s a .  Foi-  . s u p uc . s t o  dc  i n d u c c l ô n  .sc ou:,,; l e

q u e  F ,  -  h  ̂ , ( - l y , ) —b  il 0 5  dcMos  t r a b l o . -  b  ̂ o s  u n a  a   ̂ o ~ r ; n ^

-  b,j c.s u n a  o  - î b  • l ' o r  111, 1 y  F l , 1,, -F  — -t> .. u s  eci . r . . ; -

t r . s n l o .

1 . . :  F c.s un.a c . L n t o n c e s , i, s—b i i ,cD-F^,  j  ( c o n  i nucv . )  pu r s

. , : ! , c  ) e s  L.'J-F 1 -d c i . i O . s t r a l ' l c  , l ' e l  su! n o s  t o  l... i u '  t u e s  i ô i , s e  : - i - i 

- F  — b  L l ' o r  iTl,  lld 1 ,  i ; l .

I . d :  F e s  nn.'i rl . I..s dot.lOs t r a c  i ô n  e s  ;; i.;,, i l.sj.' a l  c.s s o  .m la ■ i-j .. r  , c: i-

i ' i c a . n d o  ;;c 1 .

1 . : F e s  u n a  I L .  L n t o n c e s  L , -n.F e s  iu'i,.fs; t r a l  .J.e s c é n  :. , . l ' v  F i .
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2 .  3j. F n o  e s  l a  p a r t e  p r i n c i p a l  de  l a  a p l i c a c i ô n  d e  l a  r e . r ; l a ,  l a

c o n c l u s i o n  do 1! s c  s i g u e  d e l  s u p u e s t o  d e  i n d u c c i ô n  p o r  a i i l i -

c a c i ô n  do l a  n i s i n a  r é g l a  p o r  l a  q u e  s e  h a  o b t e n i d o  l a  p r e m i s a .
q . e . d .

D e l  l e m a  q u e  a c a b a m o s  de  d o m o s t r a r  r é s u l t a  q u e  

t o d a . s  l a s  r é g l a s  d e  53  s o n  r é g l a s  a d m i s i b l e s  e n  3 3 - 3 1 .  De e l l o  

s e  s i g u e  l a  c o i n p l e t u d  de  G3 -S1  y  l a  p o s i b i l i d a d  d e  a f i r m a r  e l  

H a u p t s a t z  p a r a  e s t e  c â l c u l o .  E s t e  e s  e l  c o n t e n i d o  d e  l a  p r o p o s i -  

c i ô n  y  c o r o l a r i o s  q u e  s i g u e n ,

D r o p o s i c i ô n  G . 2 . 3 . 2

r ; i  e l  s c c u e n t e  I I — b  H e s  3 3 - d e m o s t r a b l e , e n t o n c e s

e s  d e m o s t r a b l e  e n  S 3 - S 1 .

D e m o s t r a c i ô n : 5 i  M —b  II e s  u n  a x i o m a  de  S 3 ,  e n t o n ­

c e s  e s  u n  a x i o m a  on  S 3 - S 1 .  S i  il —b  U s e  h a  o b t e n i d o  p o r  a p l i c a c i ô n  

do  u n a  r e n i a ,  c s a  m i s m a  r e n i a  o s  u n  p o s t u l a d o  de  S 3 - S 1  (RS 3 ,  RS4,

RS G -  R5^ ^ ) o b i e n  e s  u n a  r é g l a  a d m i s i b l e  e n  3 3 - S l  (RS 1 ,  liS 2 ,

RS G ) ,  l ’o r  t a n t o , d e l  s u p u e s t o  d c  i n d u c c i ô n  s e  s i g n e  l a  p r o p o s i -  

c i ô n .

C o r o l a r i o  6 . 2 . 3 . 3

'J’o d a  r é g l a  a d m i s i b l e  e n  S3  e s  a d m i s i b l e  e n  5 3 - 3 1

D e m o s t r a c i ô n : S u p u e s t o  q u e  l a s  p r e m i s a s  de  u n a  

r é g l a  do 53  f u e r a n  d e m o s t r a b l e s  e n  5 3 - 3 1  y  n o  l o  f u e r a  l a  c o n c l u ­

s i ô n ,  e n t o n c e s  h a b r l a  u n  s e c u e n t e  d e m o s t r a b l e  e n  3 3  q u e  no  l o  o s  

e n  3 3 - 5 1 ,  s i  l a  r e - l a  e n  c u e s t i ô n  e s  i n d e p e n d i e n t e , c o s a  q u e  po do mo s  

s u p o n o r  . s i n  p ô r d i d a  de l a  g e n e r a l i d a d  d e l  a r - u m e n t o .  L u e - o  t o d a s  

l a s  r c - l a s  p r i m i t i v a s  i n d o p e n d i e n t e s  s o n  a d m i s i b l e s  e n  3 3 - 5 1 .

3 i  l o  s o n  l a s  r e - l a s  p r i m i t i v a s  i n d o p e n d i e n t e s ,  l o  s o n  t o d a s ,  o b -  

v i a m c n t e .  q . e . d .

En e s t a  d e m o s t r a c i ô n  n o s  b -asamos  e n  l a  p r o p o s i -

:v:
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c i 6 n  a n t e r i o r ,  G . 2 . 3 . 2 .  E x i s t e ,  r ; i n  c r . E a r - o ,  u n a  J.o:,,o;; i . racit ' ))  ! 

a l t o r n a t i v a ,  i n d e p e n d i o n t e  de  e s t a  j - r o i> o r ; i c i ô n  y i l o l  lo, , ia e u e  

l a  p r e c e d e .  E s ,  e n  s u s  r a g e s  c n e n c i f i l o a , l a  .■;ic;uien t e  : J.a eo; y l e  

t u d  de 3 3 - 5 1  p u c d e  demos  t r a m e , dc  r . i an c r a  t o t a l p . c n  t e  i n d c ;  (;u,l i c i  ; 

t e  d e l  c o r o l a r i o  6 . 2 . 3 . 3 ,  p o r  m e d i o  dc  l a  c o m p l o t u n  de  uno  ne 

l o s  c â l c u l o s  p a r c i a l e s ,  p o r  e . j em i i l o  5 5 - 5 2 ,  dc  5 3 - 5 1  ( c . r ,  e.l, 

a p a r t a d o  6 . 4 ) .  Ue e l l o  no n i q u e  Ip, p . u ' o n o n i c i u n  ' , .  p _ . y - -, ,,(,u- cl.

misr.io r a s o n a m i e n t o  q u e  on  e l  c o r o l a r i o ,  q u e  t o d a  r é g l a  euLUcaid -1 -

e n  5,3 l o  e s  e n  3 3 - 3 1 .

C o r o l a r i o  0 . 2 . 3 .  4 Coi . ' .p le t iu l  r c . s t r i n  - i , ! a  J.': . 3 -  51

3 i  11* on  u n  c o n j u n t o  p a r a m é t r i c a r . i o n t o  li:,..i .t.-alo , 

p o n i l i l e m e n t e  v a c î o ,  y I' e n  u n a  f é r i , . u l a ,  uc  Î.5,  

o n t o n c o n  i i" 1' ^  I

D o m o n t r a c i ô n  : 3 i  I , p o r  l a  coi..) . l e  Li r.i d e  5.';,

I ’* ' y q  F ,  y  p o r  l a  p ï - o p o . n i c i ô n  a n t e r i o r ,   ̂ e .

C o r o l a r i o  G. 2 . 3 . 3  A d o c r . a c i ô u  lie 53-5.1 

J i a j o  l o s  .su;: ,uoüto.n d e l  c o i ' o l a r i o  o n t - . u ' i o r ,

d e  5 3 - 5 1 .

Dcr,ion t r a c i ô n  : .sa . s i g u e  Ao l a  c o m p l c  ti ni c o r r e c c  i ôn

C o r o l a r i o  G . 2 . 3 . G i ' d u i ' . t n a t n  i .ar .a  5 .5-51

5 i  U^ ,  F — i.'  ̂ y   > 1 , 0 ., .son d é m o n t r a i , l e s

e n  5 3 - 3 1 ,  e n t o n c e s  m^,  i i^   1> l i ^ ,  i;,  ̂ c.s t.a: . : l . iôn

d o m o n t r a b l e  on  53 -5 ,1 .

J l o m o s t r a c i ô n  : 51  c o r o l . i r i e  e.". u n  ca .so  ; .,-i.ieu],.: .i-

dc 1," ! i r o ’i o . s i c i ô n  <'■. 2 .  5 .  2 .
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G. 3 E l  T eo rc n i a  cic I n t e r p o l a c i é n  ( I.orna de  C r a i r )

Dado u n  c o n d i c i o n a l  F —̂  G, l l a m a m o s  f ô r m u l a  de 

I n t e r j / o l a c i ô n  de  F —^ G a  u n a  F ô r m u l a  K q ue  cu in p l e  l a s  s i - u i o n t e s  

c o n d i c i o n e s ;  ( i )  t o d o  p a r â m e t r o  d e  p r e d i c a d o  que  a p a r e c e  en  K 

f u c r a  de l a s  d e s c r i p e i o n o s  y  t o d a  d e s c i ' i p c i ô n  q u e  a p a r e c e  e n  

F a p a r e c e  t a m b i é n  e n  F y  G y  ( i i )  s e  c u m p l e  q u e  I —) K 

y q u e  K —V G. F I  l e m a  d e  C r a i g  o t e o r e n i a  de  i n t e r p o l a c i é n

p a r a  L3 po dom os  f o r m u l a r l o  d e l  modo s i p u i e n t e :

P r o p o s i c i ô r i  G . 3 . 1

l ’a r a  t o d a  l ' ô n n u l a  l ô v i c a m e n t e  v e r d a d e r a  d e  L3 co n  

l a  f o r m a  F —> G s e  c u m p l e  q u e  ( 1 )  s i  a l  menor ,  un  

j i a r â m e t r o  d e  p r e d i c a d o  a p a r e c e  t a n t o  e n  F como

e n  G f u e r a  de  l a s  d e s c r i p c i o n e s , e n t o n c e s  e x i s t e  

u n a  f ô r m u l a  d c  i n t e r p o l a c i é n  K p a r a  F —> G y ( 2 )  s i  

no  e x i s t e  t a l  p a r â m e t r o  de  p r e d i c a d o ,  e n t o n c e s  o 

b i e n  F e s  L 3 - i n s a t i s f a c i b l e  o b i e n  G e s  L 3 - v â l i d a .

Podemon  s u s t i t u i r  F —t  G p o r  V- ■ ^ F — b G enL3 ,)3—')!
l a  p r o ] i o s i c i ô n  a n t e r i o r :  p o r  l a  a d e c u a c i ô n  de  S 3 - S 1  y  l a  d e f i n i -  

c i ô n  d e  —^ , de  l a  a f i r m a c i ô n  de  F —^  G s e  s i g u e

-  ( - 1 F -G ) . l ’o r  ur, 9 ,  e l  c o r o l a r i o  6 . 2 . 3 . 3 ,  y  Rl  v a l e

q ue  t '.— - F  G. A l a  i n v e r s a ,  s u p u e s t o  qu e  > -  ■ ■ F — G,. ̂  3 —I - i  l73—.41
e n t o n c e s ,  p o r  , K?,  RIO,  l a  d e f  i n i c i ô n  de  —\  y  l a  a d e c u a c i ô n  

d e  G3-G1 ,  s e  s i g n e  riuo F — > G, P o r  t a n t o ,  e l  l e m a  d e  C r a i y

p u e d e  r e f o r m u l a r s o  d i c l e n d o  q u e  p a r a  t o d o  s e c u e n t e  F — b  G i | uo  e s  

d e m o s t r a b l e  on  5 3 - 5 1  s c  c u m p l e n  l a s  c o n d i c i o n e s  ( i )  y  ( i i )  de  

l a  p r o p o s i c i ô n  6 . 3 . 1 .  Fn l o  q u e  s i g u e , d e m o s t r a m o s  e s t a  s e - u n d a  

v e r s i o n  d e l  l e m a  de  ü r a i - ,  d e  l a  q u e  l o  e x j m c s a d o  en  l a  p r o p o s i ­

c i ô n  a n t e r i o r  e s  un  c a s o  p a r t i c u l a r .  I lay que  t é n o r  on  c u e n t a  q u e



p a r a  l o - r a r  u n a  m a y o r  e x a c t l t u c i  h a t ,r i a  ' l u e  d c i i n i r  lu;

i n t c r i ' o l a c i o n  '  p a r a  s o c u e n t e n .  l : s  t o  s o  l o r  r a  tOMondo i: co,  . 0

f o r m u l a  dc i n t e r p o l a c i é n  p a r a  o l  r . c c u c i i t e  la  C> d ; ; i i  l o  oa

p a r a  l a  f o r m u l a  II - 4  JI.

D e m o s t r a c i ô n  dc l a  o r o p o n i c i é n  f . d . l : ’' o r  i n d u c c i i ' u  

s o g u n  l a  l o n - i t u d  n de  l a  de mo s  t r a c i ô n  e n  i f l - l ' l  d e l  ; : , j cue n l . r  —1> . .

1 .  B a n c  d e  i n d u c c i ô n :  ' J i  .1 —0  i e s  u n  a : ; i o iu a ,  e n  t o n o e n  r.c cum,: - t o 

u n o  d e  l o  a  c a s o s  s i g u i e n t e . s  :

1 . 3 .  J u p u e s t o  q u e  h a y a  u n  p a r â i . i e t r o  do  p r e d i c a d o  i ' j ' :ue  a, i :u ' i ;cc 

t a n t o  e n  II como e n  II f u e r a  de  l a s  d e s c i - i p c i o n o ; ; , o n t o i i c c s

A , \ . , s . l :  La f o r m u l a  K f‘ A X , . . . , A  B ( i . /I, ) 1 A B. , . . , A B ( r  .'I. . . B, )
X  X  I'» X  X xB L 1 . X  X  :

e s  u n a  f o r m u l a  de i n t e r p o l a c i é n  | , a r a  II, i ' ' ,nl '  —b  1.:  d a d o  ' iuo

t , n f  , f  j  y  s o n  L B - i n s a t i s f a c i l i l e s  , s e  c u m p l e  q ue

( i i A - i f A  F ) —> y  i ; ^ ' - f r i l .  Auoi,i.ns c l  I ' i n i co  1 u, i-émc t r o  de

j j i ' e d i c a d o  q u e  a p a r e c o  e n  1'.  ̂ a p a r e c o  t a m L i ô n ,  p o r  s u u u c s  t o , cu  ,

y  ' I.

A x . i S . j :  — A , ^ ^ , . . .  , V ' A ' , ( '  * - " q  ^

e s  u n a  f ô r m u l a  dc i n t e r p o l a c i é n  p a r a  d , — 1> - q f ,  f ,  II: I. — b  d.,

e s  d e d u c i b l e  de  A x . s . 2 ,  Ilo 2 , lib 2 y  d c f  v . B,  ̂ — 1> 1, o s  nii

a x i o m a ,  P o r  t a n t o ,  l o s  d o s  s e c u e n t e s  s o n  L J - v a l i d o s  ( L e , ,a r  1 ) .

P e r  e l  s u p u e s t o  a p a r e c e  t a n t o  e n  li c o n o  on 1,.
^ |. I-

A : ; . : ; . 3 :  It,, ü  A B  A X (P  .'B . . . B. ) a -  A B  A B, (.  . B ----------)
,.i X  iB  X  J .  1 .  J  * '  X  X

OS u n a  f ô r m u l a  de  i n t e r p o l a c i é n  p a r s .  - 1 , L —1> u . . —1> 1 ,,

u s  u n  a x i o m a  y B —^ d e s  J 3 - J l - d c :  l o s t r a l . l c  a  ; r i r k j r  d - i  ' x . s .  :
];

p o r  i . i cd io  do PO 1 ,  P o r  o l  : ; u p u o s  t o  i ." a . p a r c c c  l ai 1 t u  en  , co:,iO

e n  il .

-1 : r  “  A B , . . . , A B ( P  , B , . . . , B̂  ) V n  - A  B , . . . , A B̂  ( ’
‘d  -tl. I v X  .L ' ' I

c.s un.' i rôri.iul.-i, d e  i n t c i ' p o l a c i ô n  par .a  B — ^  n l ' , i - f  , :K  II — t* ' e s  

d e d u c i b l e  du A x . s . 4  p o r  l î o 2 ,  il b 2 y  d c f .  v  . d —1> d , - , a x i " -  ••

' A s j ,  a i i l .os  s c c u o n t o s  s o n  L 3 - v â l i d o s  ; I'*'' a p . a r c c e  i . r into e n  c o i  .o
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e n  r,'.

Ax . g 0 1 ,  A x . n . O P ,  A x . r , . 0 3 :  L a s  f ô r m u l a s  F ,  F ,  - F  s o n  , t r i v i a l -

r n e n t c ,  f ô r m n l n s  cio i n t e r p o l a c i ô n  p a r a  a x i o i n a s  d e  l a  f o r m a

tl ,  F — 1> F ,  ü ;  l i ,  F —1> 1 - F ,  i'J y  Jî,  - F  —> “i F ,  M, r e s p e c t i v a m e n t o  .

1 . 3  F i  n o  h a y  un  p a r â m e t r o  d e  p r e d i c a d o  q u e  a p a r e z c a  t a n t o  e n

M conio e n  II f u e r a  d e  l a s  d e n c r i p c i o n e s  y  il —1> II e s  u n  a x i o m a ,

e n t o n c e s  l o  o s  s e t ' û n  u n o  d e  l o s  e s q u e m a s  A x . s . l  -  A x . s . ' l .  F.n c l

c a s o  d e  q u e  l o  s e a  s c r ;û n  l o s  e s q u e m a s  A x . s . l  o  A x . s . 3 ,  e n t o n c e s

M e s  L O - i n s a t i s f a c i b l o . En e l  c a s o  d e  q u e  s e  t r a t e  d e  u n  a x i o m a
«

s e r u n  A x . s . 2  o  A x . s . 4 ,  Il e s  L 3 - v a l l d o .

2 .  F a s o  d e  i n d u c c i ô n :  I.a l o n r i t u d  n  d e  l a  do m o s t  r a -

c i 6 n d e  il — C> il e s  m a y o r  q u e  1 .  S u p u e s t o  d e  I n d u c c i A n :  F i  il — & .11
1  i l

e s  d c m o s t r a b l o  e n  F 3 - F 1  c o n  l o n q i t u d  k ,  m e n o r  q u e  n ,  ( o  s i  l o s  

s e c u e n  t e s  — t) ii^ y  11^ s o n  d e m o s  t r e b l e s  c a d a  u n o  c o n

l o n r i t u d  i ù c n o r  q u e  n )  e n t o n c e s  s e  c u m p l e ,  p a r a  e s e  s e c u e n t e ,  ( e s o s  

s e c u e n t e s )  e l  t c o r e n i a  d e  i n t e r p o l a c i ô n .

2 . 1  F u | i o n e m o s  a l i o r a  q u e  h a y  a l  n i e no s  u n  p a r â m e t r o  d e  p r e d i c a d o  

ciue a ] i a r c c c  o n  II y  o n  M.

2 . 1 . 1  F i  Ii — 1> n s e  h a  o b t e n i d o  p o r  l a  r e q l a  l!Q 1 ,  e n t o n c e s

p o r  s u p u e s t o  d e  i n d u c c i ô n ,  h a y  u n a  f o r m u l a  de  i n t e r p o l a c i ô n  L

p a r a  11' ,  o , ( o  ) — C> i l .  E n t o n c e s ,  p o r  l a  a d c c u a c i ô n  d e  F 3 - F I ,

s e  c u m p l e  I"  ̂ d ' ,  0 ^ , ( 0 ^ ) — 1> K y ,  p o r  IIQ 1 , i l ' ,  o  — K

P o r  . s u p u e s t o  d e  i n d u c c i ô n  o c u r r e  t a m b i ô n  q u e  K —  ̂ II. K o s ,

p o r  t a n t o ,  u n a  f o r m u l a  d e  i n t e r p o l a c i ô n  p a r a  H — b II.

2 . 1 . 2  F i  i l — ^  Il s e  h a  o b t e n i d o  p o r  l a  r e q l a  lîo 2 ,  e n t o n c e s ,  poi -  

s u p u o s t o  d e  i n d u c c i ô n ,  e x i s t e  u n a  f ô r m u l a  de  i n t e r p o l a c i ô n

p a r a  il — 1> , I! y  u n a  f o r m u l a  de  i n t e r p o l a c i ô n  il^ p a r a  i l —1> , l i .

T e n e m o s  e n t o n c e s  q u e  h . IF—  ̂ K y  \  ̂ il  > 11. ,  d e  d o n d oi iJ — kjX 1 . ) .ij —, )1 J
s o  s i y t j c ,  p o r  Fo 2 >72:737;  ̂ I l — > 11̂  ^ t i^.  Ad ei i ia s ,  p o d e m o s  a f i r m a r

' l î 3:7 i i  ''1  — ^  " r  "  ^  ^ 1  ^ ' '2 '  ''°"' " '" " '° '

4 :
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I-:" " —. F . »> F .  — 1> o I w. K. A l,‘ . OS, : lUCs , u u a  jOiTuuln uc  i n  i c r i . o j  ;.O 1 ;j i  j
c i o n  p a r a  i l  > II.

2 . 1 . 3  F i  l i — 1> Ti s e  h a  o b t e n i d o  p o r  : icil i o dc  id  1 ,  on l o n e  n , p o r

s u p i j c n t o  do  i n d u c c i ô n  h a y  u n a  i o r u u l n ,  do  i n t e r ; i o l a o i ô ? i  i'.. j . i r o

II, b.j -— 1> II y  u n a  f ô r m u l a  <ic i n k c r ' p o l a o i o n  I... o a r n  i , !>•,

F o r  l o  t a n t o , a c  c u m p l e  q u o  I r T t . ,  — O K . , d .  y l i ,  'p -t> . , K . ,
. - ̂ 1— 1 I f L .J • • —. 1 I ' .1. ,1

i’o r  d) 1 ,  n o  2 y Rb 2 p o d e m o s  a f i r i , ; a r  r |uc   ̂ A -I:  .

I’o r  o t r o  1 a d o , — 1> II c s  L 3 - v ô l i d o ,  a l  i r n a l  quo  1.^

RQ 1 y  1,'b 1 , - ( - K ^ A  -K j  ) -----1> iJ e s  t a i i i h i c n  1 ,3 - v a l i d a  y ,  e<p 1 o l i o ,

- ( - K ^ A  -K j ) c s  l a  f o r m u l a  d e  i a t e r i i o l a c i ô n  bi i .ocadn .

2 . 1 . 4  F I  n — 1> II s c  h a  o b t e n i d o  p o r  m e d i o  dc  ii b 2 ,  e n t o n c o o , p o r

s u p u e s t o  d e  i n d u c c i ô n ,  h a y  u n a  f o r i . ; u l a  do i n t ( u r ) ' o l a c i o n  d p a r a  

d  1> b , ( b  ) l i r  E n t o n c e s  s c  c u m p l e  q uo  I——y : — 1> i '■ rpic/] X ; >■ J—d-J.
K — b^,(b^)  11, d e  d o n d e  s c  s i y n c ,  p o r  Rl) 2 , I - - — —t>' d

K e s ,  p e r  t a n t o ,  u n a  f o r m u l a  do i n t e r p o l a c i ô n  p a r a  : , — .. .

2 . 1 . 3  .Fi IT— t i l  .sc h a  o b t e n i d o  j i o r  m e d i o  cle Rc 1 , c n t o n c c : ; ,  p o r  

. s u p u e s t o  do i n d u c c i ô n , e x i s t e  u n a  f ô r i i i u l a  do i n t c r ; j o l a c i ô n  il p.-ir,''

d '  , c [  A3 ---- 1> II. I’o r  t a n t o ,  <-------  i i ' ,  c C AT -----1» u y  \------  ' . — 1> I.
F 3 - F I  I '

F i  l a  d o s c r i p c i o n  A n o  a p n r e c c  e n  K o A a p a r c c c  on . , ' 0  c , cnt r , : . )-

ce .s  t - ' ' -- I I ' ,  C —1> K y 1;  (k il .  I: e:; o n t o i i c P s  r.nr.
. ) vJ —  . I X  . ' . ) —  I.* .1.

f o r t u u l a  de  i n t e r p o l a c i ô n  p a r a  I. — C> n .  F i  l a  ( i o : ; c r i i  >c 1

( q u e  . sup ond re ino a  d e  l a  f o r m a  Lf  ̂  ) a n a r o c e  on  K p' . ;ro n o  on  ' n i

en  c,  e n t o n c e s  p o r  . s u p u e s t o  de  i n u u c c i ô n  s c  c n m p l c  q u e

1— - : . ,  F ' ,  c C c l ’h — t  KC-1’^ 3  y , , o r  r c  1 , hr— y l , , e  — t  RB ' ' . 1  •
. ■ J - . 1 1 1 'I . ■- ■ I .1

l ' u e . s t o  q u e  P . n o  a p a r c c c  e n  li ,  c , p o r  PC va l e  <inc

t - i - y -  i l '  C  1> A > ; i i i ; 0 .  i ’o r  o t r o  l a d o ,  do t;,-,.-- ,
. '  d ' —" ,  i l .  '  . > V.l “  ■ I.

.'••i"UO, p o r  Hc  1 , I p' - . ̂  Aa I .LFI  — 1> i I. A Ri. L 'il îfs , p o r  t o n  l.o , una. 

r ô r m u l a  de i n t e r p o l a c i ô n  p a r a  il — 1> il.

2 . 1 . G F i  il - —1> i I s o  h a  o b t e n i d o  p o r  Pc 2 ,  on ton co ; - , ,  p o r  .suparos i:o

do i n d u c c i ô n , h ; \ .y  u n a  f o r m u l a  de  i n t e r p o l a c i ô n  i ' -ara — t  c [ c  .1 ,

.on c o n s c c n c n c i n ,  i. — t  .1 t —— F  1  0  D- , ' 3  _ p ,  p n o s t e
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quo i: _t> i; s e  l ia o b t e n i d o  p o r  Kc 2 , n o  a p a r e c a  e n  î l ,  c , n i  11. 

Ader.i.ôf., d a d o  q u e  K e n  u n a  f ô r m u l a  de  i n t e r p o l a c i ô n  p a r a  

li — c D - P j 3  , il , P j  no  a p a r e c e  e n  K ( y  a  q u e ,  e n  o t r o  c a s o , 

a p a r e c e r l a  u n a  d c a c r i p c i ô n  o u n  p a r â m e t r o  de  p r e d i c a d o  f u e r a  de 

l a s  d c a c r i p c i o d e s  e n  i; q u e  n o  a p a r e c e  e n  II ) .  P o r  t a n t o ,  p o r  fic 2 ,

K '— 1> c ,  JI y  K e s  u n a  f ô r m u l a  de  i n t e r p o l a c i ô n  p a r a  M—fc» M. 

2 , 1 . 7  f i  i! —t i l  .se h a  o b t e n i d o  p o r  lïl 1 ,  e n t o n c e s ,  p o r  s u p u e s t o  

de  i n d u c c i ô n ,  e x i s t e  u n a  f ô r m u l a  de  i n t e r p o l a c i ô n  IC p a r a  

H , d [ i  P ^ ]  — 1> II. E n t o n c e s ,  M, d & p S  — t  K y I— T .
J o o " ‘o X ^ J . » o —•>J.

q u e  i ! — 1> M s e  h a  o b t e n i d o  p o r  iîcl 1 , p  n o  a p a r e c e  e n  M, d , i l .
3

P j  n o  a p a r e c e  t a n i p o co  e n  K, p u o s t o  q u e  e n  o t r o  c a s o  h a b r l a  e n  K 

u n a  d e s c r i p c i ô n  o p a r â m e t r o  d e  p r e d i c a d o  f u e r a  de  l a s  d e s c r i p c i o - '

ne.s  q u e  no  ; i ; : ia rece  e n  II. e n  c o n s e c u e n c i a ,  I , II,  d — K e s
S3 —b l

d c m o s t r a b l o  ) )o r  I:d i  y  K e s  u n a  fô r iT iu l a  de  i n t e r p o l a c i ô n  p a r a

2 . 1 . 3  F i  I: — 1> Il s e  h a  o b t e n i d o  p o r  l!d 2 ,  e n t o n c e s ,  p o r  s u p u e s t o

dc  i n d u c c i ô n ,  e x i s t e  u n a  f ô r m u l a  d e  i n t e r p o l a c i ô n  K p a r a

il — 1> d C A l ,  11. E n t o n c e s ,  h ;  - -  il ---- 1> K y  I— - t .  K — 1> d CAl , II.0-,7 —o l  OO—ij l
s i  A n o  a p a r e c e  e n  II o  a p a r e c e  e n  d o M, e n t o n c e s , p o r  Rd g s e  

c u m p l e  K — d , Il y  K o s  u n a  f ô r m u l a  de  i n t e r p o l a c i ô n

p a r a  I I — 1> II. F i  A a p a r e c e  e n  K y  n o  a p a r e c e  e n  d n i  i l ,  e n t o n c e s  

p o r  no 1 v a l e  q u e  ^ ~  — K —̂  d C A l ,  il y ,  p o r  Rd 1 ,

— r. -  A ; ; - l l t : 0  — t» d [ A 1 ,  U , do d o n d e ,  p o r  Rd g ,  -  A X-KtXl - t>d  ,

P o r  o t r o  l a i l o ,  de  V77-  il — 1> K s e  s i  r u e , p o r  îîo 2  y Rd g ,

Vy;—- 7 .  ̂ l i — b  - A . I - M t X l .  -  Aa -KCXI  e s ,  p o r  t a n t o ,  u n a  f ô r m u l a  de 

I n t e r p o l a c i ô n  p a r a  li — >  H.

2 . 1 . 9  F i  1! ----0  II 8 0  h a  o b t e n i d o  p o r  Hil 1 o  Rli. 1 ' ,  e n t o n c e s  l a
1' 1- 

f ô r m u l a  A X  AX. ( r  'X . . .X  ) A n A X .................A X, (P? X ,  . . .X, ) e s
i  K  X X l* 1 le 1 X K

u n a  f ô r m u l a  de  i n t e r p o l a c i ô n  p a r a  il '—> M; F i  H — 1> M s c  h a  o b t e ­

n i d o  p o r  RH^ 2  o  Rll^ 2 ' ,  l a  f ô r m u l a  A X ^  A Xj_(P^X^. . . Xj ) v
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] •
t A  ;I , . . . , AX ( I ’ X . . ,X ) er, u n a  fo r m u la ,  do I i i t c r u o l a c l û i i  . .-u-a

d ~t> J i .  i l o t e o c  quo a ; ; ir , t c  lc\ IjOuI:?.! ] idnc! do f|no un a.ccuon i: ,- o n

u n a  F 3 - . ' ; i - d o i a o r . t r a c i 6 n  s o  h a y  a oh t e n !  do ' .o r  un a  do Jan r(.; i r n  

!:!% y  q u e  t c n r a  l o n r . i t u d  1 de tlej.iof; t i ' a c i ô u .  Lan i. ôr;.,ul.''..': no .i.ii- 

t c r h o l a c i é i i  s o n ,  on e s t e  c a s o ,  l a s  i.iisi.iar. (ji,ic c n  c l  o.o.no an  . . c r i o r

2 . 2  F i  no  h a y  n i n y / i u  j>a r ' i i . ;e t ro  dc  j u ' c d i c . - u o  I , n;c

n p a r c z c a  t a n t o  e n  il coino on il f i i c r a  dc  l a s  ilonc;. ' ii,c:i, ' ;,no.n y . —b  .

s e  h a  o b t e n i d o  d e  b  i l '  ( o do  h ' —b» i i '  y  i . '  ' —b  i , '  '  ) e n to i i co : ' . ,  

p o r  . suyiuCs to  do i n d u c c i ô n ,  o b i e n  , ( i i '  y  c s  I . . ' i - i i i , L i . o  l a -

c i h l o  o II '  ( i i '  y  I I ' ' )  e s  L 3 - v â l i d o .  I ' o r  c l  I c i a a  2 .  i’ . .1 , o b i e n  

' i e s  i X i - i n s a t i s f a c i l i l e , o  b i e n  li o s  i , b - v ; ' l i d o .  . y . o . c i .

G . 4  L I  o a l c u l o  b 3 - :  i’

Cor . i o  y  a  d i , - j i i . i o , s  c j i  l a .  i n t r o d n c c i o n  a  e s t e  c a y . i  i n ] . ' ' ,

c l  c a l c u l e  F 3 - o l ,  s i  b i e n  c s  u t i l  p a r a  d c i : . o , s t r a r  c l  t c o r c , , i a  d . -

i n t e r p o l a c i ô n ,  c o n t i e n c  i n u c h a s  r c , " l a . . i  i n n o c e . s a r i d . , - ;  ; i i ; s i I ' - c l  , n n i . c  

d o  v i s t a  d o  l a  a d e c v i a c i ô n ,  Co i . i o  p r u c l c a  d e  c . s t a  a s c v c  r . cc . i  n n  , r c r s c ;  i-

t o . i i i o s  c n  e , s t n  a j i a r t a d o  y  e n  c l  i > r ô ; ; i : , i o  d o s  c a . l c u l o s  s c c '.i k c Kr l r b l c : ;

r o r i i i a d o s .  c a d a  u n o  d e  o l l o . s  j i o r  u n a  i i a r t c  d e  l a s  r c  s l a . " ,  dtc : ' 1 .

L o s  d o s .  c ô l c u l o . s  b 3 - : l 2  y  : ' . n - : i 3  s o n  / u l c c u a d i o ; ; y , , a r a  l . b  y a n i  ns .  

p  r e s o n  t a n  l a  p o c u l i a r i d a d  d c  q u e  o p c i - a n  . s c " i ' i u  c l  n i s i  i i c  i ;  s i .n 

d e  l a s  . s u h f  ô r r . i u l a s  p c r o  . s ô l o  j j o r  u n  l ; . a l o  d o  l o s ,  . " . e c u c i i  t e s . d u  

F . 3 - ! ' 2  l o s  . s e c u e n t e s  q u e  . s e  o b t i c n c n  j ' O r  l a  .a) , l i c ; ' c  :i a'); i d a  l a . s ,  

r o r l a s  . s o n  t a l c s  q u e  l a s  .l'ô r i n u i a s .  d e l  a n  t c c c a i c n t i :  d o  l a  ( s )  i t c s .i.l -  

s . . a ( ) c o n t i c n o n  s o l o  s v i l . ) I n r i a u l a s  . l e  l a ; ,  l ' ô r : . , u l . a s  d o l  . a n ' . c c c ' s e s  t o  

d o  l a .  c c n c . l u s i ô n . . E n  : | ; ) - , F 3  o c v i r r c  l o  i . i i s n o  e n  c l  o o i i s c c u o n  i ; o .

s c  l i a  o r i i - i n . a d o  d o  i , i o t i v o : ;  , i . i . s  t i n i s s s  •• d o
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( 3 )modo I n d e f i o n d i e n t e  d o l  " c A l c u l o  de  r e g l a s "  ( R o g e l k a l k ü l ) do  H l o u  ' ,

S l n  c i n b a r r o ,  g n a r d a  c i e r t a s  r e l a c i o n e s  c o n  é l ,  p u e s t o  q u e  o n  a inbos  

c a l c u l e s  s o n  d e d u c I b l e s  J u s t a m e n t e  f ô r m u l a s  ( s e c u e n t e s ,  on  e l  c a ­

s o  de  F 3 - f g ) L 3 - i n s a t i s f a o i b l e s .  P o r  e l l e  m l sm o ,  e l  m é t o d o  de  

d e d u c e l 6 n  r e c u e r d a  a  l o s  c â l e u l o s  d e  â r b o l e s ,  a s î  como l a  d e f i n i -  

c l 6 n d e  d e d u c c i ô n :  Una  f o r m u l a  F s e  c o n s i d é r a  d e d u c i b l e  d e  un 

c o n j u n t o  d e  s u p u e s t o s  II e n  3 3 - 3 2  s i i  h a y  u n  s u b c o n j u n t o  f i n i t e  

U° d c  t a l  q u e  e l  s e c u e n t e  li '^, i  F — 1> e s  d e m o s t r a b l e  c n  3 3 -

3 2 .

A x . r,. 1  ;

A x . s . 3 ;

P a s a r n o s  y a  a  p r e s e n t e r  l o s  p o s t u l a d o s  do  S 3 - S 2 :

[•■ — b  U

F —^  M

P e r l a s  de d e d u c c i ô n

F ,  a .  — NRQ 1 : I: ,  o .   1> N (L = 1 , 2 )

Rb 1 : n ,  M l i ,  b

I ' .  b

n e  1 : l i ,  c C A3 — 1>

i i ,  c

Rd 1:  ■ ■ i i ,dC<.P^3  — 1> ii

■ 1, d & fi s i  p^  n o  a p a r e c e  e n  l a  c o n c l u s i o n .
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C o m o  v c m o u ,  l o s  i i o s  t u l a i  i o a  l i c  F 3 - : l , "  s o n  l i . é n

p o s t u l a d o s  e n  3 3 - 3 1 ,  s a l v o  l a  r e r l a  R I '  ,  q u e  n o  u o u i : ,  i e ; \  I o n  

p o s t u l a d o s  d o  3 3 - 3 1 ,  y  o n t o  e n  e l  s e i i t i d o  s l m t c n t c  : : ' l  , .  I 

y  i ' . I F  1 '  s e  s u s t l t u y e n  p o r  ü l l '  e n  3 3 - 3 1  , s o n  d c i . i o s  t r a l i l c n  e n . n c t r -  

r i c n t o  l a s  ü i i s n i a s  _ r 6 r i n u l a s  q u e  c n  o l  s i s  t e r , a  o r i - ’ i n a l .  A  i n  I n v e r ­

s a ,  s i  l i i p '  s e  s u s t i t u y o  p o r  P H  1 y  i : i ;  1 '  o n  3 3 - 3 3 ,  c  1  (’ o n . j  i i u  L o

d e  f o r r . i u l a s  d e i n o s t r a b l e s  e n  u n a  y  o t r a  r o r m u l a c i é n  d o  3 3 ' - : . : ' ,

p e r m a n e c e  i d ê n t i c o .

La correccion de 33-32 n.c slruc do la dc : ' : i_: : | ,

puosto que los postulados del primero son tai.Lbicn pon Lulrn.in.n

del sequndo, salvo la reqla cuya correccion on cl.n.ra:

s i  una valoraciôn Jî satisface 13, satisi'ace taiiibiéii y, ;,or 

tanto, para que la premisa sea valida, lia de ha’ocr al ..lonon 

un cleinento de d que es verdadcro en osa valoraci 6i i.

Iiostranios aiiora la complctud do :.:3-33, ul.i lisandu 

una propicdad do consistencia anal.ttica, i’rir.-.ero, al nma.n dc3i - 

nicinncs. La dcf iniciôn de deinontracién on 33-3.2 i-'inaondo, con I.a.--. 

nindii'icacioneo dc riqor, n la do dch-.ostraclôn on 3 . . I ,  y  no i.a i l a i .  un .  

expl.îci tarncn te aqui, Pireir.os, adei.-.â.n, (juo un .secuente % os de:.ion- 

trablc  cn 33-32 si liay una demos trac ion uc TL en . 3.-:3% là.c r.i i 1- 

i.ios (7 7 —̂7  ̂2  para indioar que ZL es uomostru.blc cn '-:i3.

Pefinicion G.4 . i

Una rofutaclôn cn 33-; par,a el conjunto l'ini i.,>

,1 es una dci,io.s tracion ou : :3-3,2 ilcl socucnto

1!
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i i i r e i n o s  q u e  o l  c o n j u n t o  ,i eo  r e f u t n h l o  c n  3 3 - 3  2  

s i  y  s C l o  r . i  c . - x i c t c  un  s u V i c o n j u n t o  l i n i t o  ii° de  i) t a l  quo  U° c: 

r e f u t a l ' l c  on 33 -3 .2 .

l i c l ' i n i c i o n  G . 4 .  2  ̂&— q--------------------------------  n
I,a f o r m u l a  F e s  d e d u c i b l e  e n  3 3 - 5 2  d e l  c o n j u n t o  

3 de  s u i i u e . s t o s  : E x i s t e  u n a  r e f u t a c i o n  e n  5 3 - 5 2

de d o n d e  3 i °  e s  u n  s u b c o n  j u n t o  f i n i t e  de

Loi . ’.a G . 4 .  3

3 e n  l y ,  l a  p i - o p i e d a d  d e  c o n j u n t o s  M d e  f ô r m u l a s  

t a i e s  q u e  11 6  K, ,  s i  y  s o l o  s i  l i  n o  e s  r e f u t a i . i l e  e n  

5 3 - 3 2 .  e s  u n a  p r o p i e d a d  t r i v a l e n t e  d e  c o n s i s -  

t e i i c i a  n n a l î t i c n .

d c i i i o s t r a c i ô n : 3,e c u m p l e n  l a s  p r o p i e d a d e s  ( 1 '  ) -  

( v i ' )  l i e  l a  t l o f i n i c i o n  d e  p r o p i e d a d  d e  c o n . s i s t e n c i a  a n a l î t l c à .

( i ' ) :  3 i  i, c o n t i e n e  u n a  f ô r m u l a  n  y  s u  n e g a c i ô n  f u e r t e  o  d c l i i l ,

c n t o n c o r ,  l o s  s e c u e n t e s  G ,  - G  — 1> y  G ,  - ,  q  — [> s o n  a x i o m  a  s  d e

5  3 - 3 3  y  p o r  l o  t a n t o  e x i s t e  u n  s u l i c o n j u n t o  ^ 3 , 1 1 ^  f i n i t e  . d e  i i ,  

q u e  e s  r o P u  t a b l e .  l ' o r  t a n t o ,  3  ^  F.^..

( i i ' ) :  Gupi K. ' s  t o  ( j u o  l i a y a  u n  s u b c o n  j u n t o  f i n i t e  i i °  d e  il t a l  q u o

n , O j  — b o  o ,  — >  n o n  d c m o s t r a b l c a  e n  r ' - 3 - 5 2 ,  e n t o n c e s ,

p o i -  Ko 1 ,  ; ; ®,  o  — 1> o s  d e m o s t r a l i l e  o n  3 , 3 - 5 2 .

( i i i ' ) ;  3 i  i ° ,  b , b^ — 1> y  3 . ° ,  b ,  ^  c o n  d c m o o t r a b l o s  e n  3 3 - 3  2 ,

t u ' u n l ' i én  l o  e s ,  f ' o r  3 b  1 ,  I ,  t  ------>

( i v '  ) ' ' i  : , c  [A3 , c  — C> e s  d e r . i o c t r a l i  l e  e n  . 3 3 - 3 , 2 ,  l o  e s  t a i  i b i é n

I ,  c  — ,  1 o r  Fc  1 .

( v '  ) .31 , ' I ,  d O - i ’l l  — >  e n  d é m o n t r a i  l i e  ,  c o n  F ‘̂  n u e v o  p a r . ,. , c)

o
e n t o n c c . s  i , — 1> c s  d e m o c t r . a i i l c , p o r  F <l i .
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( v i ' )  51  J! , I!^ ----1> e s  d c m o s t r a b l o  c n  5 3 - : : ; ' ,  Lamb tc n  1<
o

, p o r  l: 'L .

I’r o p o r , i c l 6 n  5 . 4 . 4 .  C o i i : . , , I c l . t i c l  I ' o s t r l n - ' l e a  , , i o 5 ' - . :  

: : o a  u n  c o n j u n t o  5 c  : i ; ô r i , i u l a ; ; , p;u.'ai::é t i ' i c , ' i i , : c n  i:(

l l r a i t n c l o  y  p o s i b l c : . : o n t c  v a c l o  y  1' u n a  f o i ' i - . u l a  4o  

L 3 . E n t o n c e s ,

" T 3  '  '

l ) o m o n t r a c l 6 n :  5.1 —  I-', cn tonc c r - .  { c .  J, :-

j n s . ' i t j . s f n c i b l o . P o r  l o  t a n t o ,  p o r  e l  I ' r i n c l p l o  no U n :i. i ' l c .m o Io n , 

cl.acio q u e  e s  u n a  p r o p i e d a d  d c  c o n . s i s t o n c i a ,  a n a l '  t i c . a ,

4  F , , , o l o  q u e  er,  l o  n i . s m o , I I 5.

La o o r n p l e t u d  no  r e s t r i u r i . i  d a  dc  5 ' : - '  ' i , s c  • ;c:-.nc ; t-- 

como o n  l o s  c a . s o s  p r c c c d c n t e s .  I.a a . d e cu a . c i o n  dc  : ' . ' i -52 a  l a  1 6 -- ic

1.3 s o  s i  c u e  i n m e d i a t a m e n t e  do  s u  c o r r e c c i o n  y  c o : - l e  t n d . .

6 .',; E l  c a l c u l o  53-:'-.;

E l  s e g u n d o  c A l c u l o  adcc i i . ado  c o n t o n i d o  cn  :;| c:
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d e  d  o I 11 o s  t  r  a b  i  1 i  d a  d c n  S 3 .  u<r kix. .
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7 . 1  I n t r o d u c e I o n

E s t u d i a m o s  c n  e n t e  u l t i m o  c a i , i t n l o  u c l  t v r . b a . j o  

don  c o n n o c u e n c l a s  d e l  Iciiia dc C r a i " , , a n t e s  demo:; t r a d o , on  l a  l ô -  

p i c a  t r i v a l e n t e  1,3. I,n p r i m e r a  de c l l a o  cr, niua r ' C n e r a l i n a c i ô n  d o l  

g t e o r e m a  do d c f i n i h i l i d a d  de  E e t l i .  La  nC' -amda c s  una.  v c r a . i ô n  d o l

I t e o r e m a  de  R o b i n s o n  a p r o p i a d a  a  L3.

E l  t e o r e m a  de Lot l i  l ' c l a c i o n a  doa  i..o.ion :Jo cj i t c u . i o r

l a  d o f  i n i b l  l i d a d  e n  u n a  t c o  r  l a . Uno d e  c l  I o n  , l a  dc  j i u i l i i l i d . n l

e x p l i c i t a  do u n  p r e d i c a d o  (y  c o n  c l l o  d e  lor :  . n i " n on  . tune i o i i a l o ;  ; )

: cn  u n a  t e o r i a  E -  o n t i é n d a d c  t e o r i a  co ; , o  c o n j u n t o  . îc f 6 r . , u l n : ;

I q u e  c o n t i e n e  l o r ,  a x i o m a c  de u n a  l 6 t . i c ; i  y  p o n i b l e m e n  t e  o t  ooo y

que  e n t a  c o r r a d o  p a r a  l a  c o n s e c u e n c i a  l ô - i c a  -  ne  l i a  cu ;u ino

; u n  p a r â m e t r o  (o  c o n n  t a n  t;o) de ; ' r o d i c a a i o  i'I' ; i c r  t c n e c  t o n  t o  1

v o c a b n l a r i o  d c  l a  t e o r i a  en  t a l  q ue  e r . i . n t c  un  i i - o .n i cndo  ( :  - . '  t i e n

n i  e l  p a r â m e t r o  o c o n s t a n t e  cn  l ; - â d i c o )  c n  c l  ( |uc no  a u a r c c c  
1'
' y  q u e  e n  n . a t i r . f c c l i o  e x a c t a m e n t e  j , o r  l a n  mi nm ar  n o c i i c n c i a n  do 

ou  j e  t o n  q u e  n a t i . n f f i c o u  P^'. J)c m a n c r a  t o d a v î a  mono.-, r i ,  ,u j-u; , 

o l  p r c d i  c a d o  n - â d i c o   ̂1  de  r i n c  e x p l i c i t a ;  ioni.o a l

p a r ' i i . i c t r o  c u a n d o  G C #  ̂  , . . . , *  ^.3 c r  v c i ' u a d c i o  c x a c  l .a , ,cn tu

' le  1 er.  r ' i inmon o b j e t o n  q u e  i ' "  y  p "  n o  r q . a r e c c  en  ' , . . . , î .

En o l a r o  q u e  n i  u n  p a r â m e t r o  do  ; r c d i c a d o  n c o n n  t a n  t e  du ;n v i i  i c a ­

do  ]'*' cn  de:: i n i b  l o  e x p l i c i t a , i c n t c  a  i a r t  i l '  'lO un  p i ’C- i i ca . ao  " u c  
i

c o n t i e n e  r . ô l o  o t r o n  par a i . ic  t r o r  d i . r  t i n  '.ior dc P^ , c l  p-rcd i . cauo  

d c f  i n i b  l e  no  c.n i n d c p e n d j  e n t e  cn  l a  t c ' . ' i ' i a  y  j n o d e  r c  r , : ' c r  t a u  t ' ) ,
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elii.iinndo del vocaljulario do la  niisrna.

Un GOgnndo c o n c e p t o  do  d c f i n l b i l i d a d  er,  e l  do 

d o f i n i b i l i d a d  i m p l i c i t a . Una  c o n s t a n t e  o  p a r â m e t r o  de p r e d i c a d o  

rV  03 i r a p l i c i  t a i . i e n t e  d o f  i n i b  l e  e n  l a  t e o r i a  II c u a n d o ,  p o r  a o i  

d e c i r ,  l a  t e o r i a  e s t â  c o n o t r u i d a  dc  t a l  rnodo q u e  s 6 l o  h a y  u n a  

i n t e r p r e t a c i â j i  d e l  p a i ’â m e t r o  q u e  s e a  c o m p a t i b l e  c o n  l a  v e r d a d  

do  l o s  a ; : i o r , i a s  do l a  t e o r i a .  E s  t o  e s  l o  q u e  v i e n e  a  d e c i r  l a  d e f i -  

n i c i ô n  7 . 2 . 2  do d o f i n i b i l i d a d  i r n p l i c i t a .  O t r a  m a n e r a  de  e n t e n d e r  

l a  d c f i n i f i b i l i d a d  i n i p l i c i t a ,  é q u i v a l e n t e  a  l a  a n t e r i o r ,  e s  d e c i r ’ 

q u e  e l  p a r â m e t r o  e s  I m p l i c i t o r i e n t e  d o f i n i b l e  s i  d a d o s  d o s  t e o -  

r i a s  U y  I I ' t a l e s  q u e  II ' e s  e l  r e s u l t a d o  d e  s u s t i t u i r  P ?  e n  II 

p o r  un  i i uovo  p a r â m e t r o  P ^ ,  d i s t i n t o  d e  l o s  q u e  a p a r e c e n  e n  II, e n -  

t o n c c s  c n  t o d a  I n t e r p r e t a c i o n  e n  q u e  l o s  e n u n c i a d o s  d c  11 y  i i '

I s c a n  v o r d . a d e r o s ,  ”  P j  s o n  s a t i s f e c h o s  p o r  e x a c t a m c n t e  l a s

n i i sm as  s c c u e n c i a s  do n - t u p l o n  dc  o b j e t o s .  E l  t e o r e m a  de  ISeth 

I a f i r i a a  l a  c t | u i v a l o n c i a  do aw bo s  c o n c e p t o s  d e  d e f i n i b i l i d a d .

I l l  t e o r e m a  de  R o b i n s o n ,  p o r  s u  p a r t e ,  d a  l a s  

c o n i i i c i o n c s  on  q uo  l a  u n l ô n  do d o s  t e o r l a s  c o n s i s t e n t o s  e s  

Î c o n s i r ; t o n t e . La  c o n d i c i â n  q u e  s e  p r é c i s a  e s  q u e  an iba s  t e o r i a s

I s c a n  c o m p l é t a s  o n  e l  d o n i i n i o  d e l  v o c a b u l a r i o  co rnûn ,  e s  d e c i r ,

j q ue  p a r a  t o d a  f ô r m u l a  F e n  l a  q u e  a p a r e c e n  s 6 l o  p a r â n i e t r o s  ( o '

I c o n s t a n t e s )  do p r e d i c a d o  c|ue p e r t e n e c e n  a l  v o c a b u l a r i o  de  anibos

I c o n j u n t o s  I I y  I I ' ,  u n a  de  l a s  f ô r m u l a s  F o % F n e a  d e m o s t r a b l e

i  e n  an iba s  t e o r i a s .

7 . 2  T e o r e m a  de  U c f i n i b l 1 1 d a d  ^

Uamos p r i m e r o  l a s  d e f i n l c i o n c s  d e  d o f i n i b i l i d a d  

i m p l i c i t a  y  e x p l i c i t a  p a r a  p a s a r  l u e g o  a  p r o b a r  c l  t e o r e m a  dc
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D o th  j 'nr r i  l a  l ô g i c a  L3.  iA in a l mov r t c , h a ; , o s  u n a  v c r u i i ' n  i, ' .; . ' i é h i l  

d e l  t e o r e m a  do d e f  i n i h l l i d a d .  I:n c l  Apoiiili.c o i j  i on  lu.-aro; , 0 3  1" 

c q n j  V a l e n c i a  do I a n  d o n  d c f  I n i c i o n c n  do uo f i i>  1 iul l i d a . ' i  :i i , i ; i l j .e i  i n  

q u o  damon a  c o n t i n i i a c i o n .

D o f i n i c i ô n  7 . 2 . 1

F e a n  11 y  L '  c o n j u n t o n  f i n i  t o n  do l ô r n u l a n  c o r r a  : . 

s i n  d c n c r i p c i o n c n  y  i ’,R . . . .  r ;oau i .udo; .1 on  -, . n -  

r a m e t r o n  do p r e d i c a d o  ' l u c  a i > a r e c o n  on : .  d n n n i u o , ' -  -  

, r aoa , p o r  o l  mor . iento,  a  I’ como n n  | ia râ: r , c t . r o  m o n a d i -

c o .  8 c a  n '  c l  r c n u l t a i . l o  dc  n u n t j . t u i r  c a d a  ; i p a . i ' i c l ô u  

de  r  e n  Ii p o r  u n  n u e v o  p a r â m e t r o  I' '  r |uc e n  ui:,; I.i n ­

t o  d e  P ,P.|  , . . . J ' i u t oncon  ne  eu:,,; l e . ; i-n- u c f i n j  -

c i ô n :  P en  d o f i n i h l e  i m p l i c i t a : . l o n t e  c n  . a. , a r  t i  r  

d c  P ^  P^^: ao  c u m p l e  (jue

II U  i i '  I—  A =  p ' ; ; )

d o n d e  h — d e b c  e n t e n d c r . ' i e  como c l  . l i i . i Pn lo  t a  dr.-nn- 

c i l ' i l i d a d  o n  d.e, o como (H- 7  o  dc  c n . a l r r  i c r  oi.r.- 

m a n c r a  é q u i v a l e —n t o .

l ' c f  i n i c i ô n  7 .  :>. 2

l i a j o  I o n  c o i r d i c i o n c n  d e  l a  d c f  i n i c i ô n  7 . .  ,1 , ra.v-ii 

Y  y y '  D 3 - i n t e r p r c ;  t a c i n n c n  .nohi-c c 1  c o n j  u : , !.., , ' 

t a l o n  q u e  '.p (P^ ) tp (: ^̂  ) -  . J  '

P en  I m p l i c i  t a j . i o n t ü  .i c i  i n i h l e  e n  . a  , . a r t i  r  <n

 " n '  ^  Y  ■'  ̂ ^ =4 ^ ( i  ) ' ‘f '  ( ) .
D i c l i o  do  o t r a  manei -a  , p a i ’a  ) , . . . , ) da, .a. ,,

h a y  como i . iâximo u n a  (: ) t a l  e u e  L|> p  ) : v .

I ' c . f i n i c i ô n  7 . 2 .  d

da . i o  I o n  n u p u c n t o .3 ne  l a  u c i ' i n i o ; i . 6 n '' ' c.-.
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cl ef  i n i b l e  e x p l î c l t a m e n t e  e n  II a  p a r t i r  do  , . . . , 

1%̂ : e x i s t e  u n  p r e d i c a d o  m o n â d i c o  t a l

q u e  e n  n ô l o  a p a r e c e n  p a r a m è t r e s  d e  p r e d i c a ­

do  e n  e l  c o n j u n t o  ( P^ , .  . . , P^^} y  s e  c u m p l e  

M l—  AX(PX =  GCX])

P r o p o s l c i ô n  7 . 2 . 4 ,  T e o r e m a  d e  d e f i n i b i l i d a d  de 

B e t l i  p a r a  L3 

r  e s  i r n p l i c i t a r . i e n t e  d e f i n i b l e  e n  M a  p a r t i r  de

P ^  P ^  G l i  e s  e x p l l c i t a m e n t e  d e f i n i b l e  e n  M

a  p a r t i r  de  P ^ , . . . , P ^ ,  s a l v o  e l  c a s o  t r i v i a l  e n  

q u e  H = J l'I y  e n  F s ô l o a j o a r e c e  P f u e r a  d e  l a s  

d o s c i ' i p c i o n e s .  i

P c f i i o s t r a c i ô n : D e m o s t r a m o s  p r i m e r o  q u e  s i  P e s  

e x p l i c i t a i , l e n t e  d e f i n i b l e ,  l o  e s  t a m b i é n  i r n p l i c i t a m e n t e . S i  p  e s  

d e f i n i b l e  c x p l i c i t a m e n t e  e n  il a  p a r t i r  d e  P ^ , . . . , P ^  e n t o n c e s  s e  

c u m p l e ,  p o r  d e f i n i c i ô n

( 1 )  H I----  A X C P tX l  S  G [ X I )

S e a  a h o r a  v '  u n  p a r â m e t r o  d e  p r e d i c a d o  u n a r i o  d i s t i n t o  do  P , P  . . .

,P^^, E n t o n c e s ,  p o i ‘ p r o p o s i c i ô n  1 . 7 . 2 . G ( i i i )  s e  c u m p l e

( 2 )  i r »   A X ( P ' [ X 1  3  c l X l )

p u e s t o  q u e  i i ' ,  A X( P ' C XI 5  GCXi )  n o n  v a r i a n t e s  r e s p e c t e  a  p a r â m e t r o c  

do II y  A X (P [X I  = G t X I ) ,  r e s p e c t i v a m e n t o .  f i '  p u e  d e  e n t e n d e r s o  e n  

e l  s e n t i d o  d c  l a  d e f i n i c i ô n  7 . 2 . 1 ,  E n t e n d e m o s  a h o r a  l—  como .

i l i l n tonces  ( 1 )  y  ( 2 )  C ( ] u i v a l e n  a  l a s  f ô r m u l a s  ( 3 )  y  ( 4 )

( 3 )  d  — 1> A X (P : X 1  =  G t X l )

( 4 )  *777. I l '  —>  A X ( P t x i  H  Ct XÎ )

E n t o n c e s  s c  c u m p l e



c.

( 5 )  h -  L . ü ' - t »  A ; : ( :  c ; ; i b ' t ; . ! )  A A - ( ' ' [  J =  : [ :  ] )

y ' por  !::: .1.1 ,

( G )  i l , h ' ----1> < P [L  l ' h  =  ' [ k i  ' l )  A s  ' [ u  ' 1)
G 3  J ,1 .i .1

p a r a  u n  j i a r â i . i e l r o  de  p r e d i c a d o  I p  q u e  n o  a y a r c c o  e u  : y ' u u;

en  d i s t i n t o  de  P ,  P ' .  i ’o r  l a  t r a n s i t i v i d a d  d e s  y i:;: 11 va.Xo, e u -  

t once r - , , que

(7) 11,11' —H> A; ; (pl ::î  = i ’ t - 3 ) ,

e s  d e c i r ,

(a) i: U i i ' l — AX( ] [ : ! ]  =  u 'c : . ] )  .

L'eraontrai.iO.' i a h o r a  l a  i i . i ; :< l i e a c i ôn  luvor ; : . -  , er; u n c i r ,  

r|Ue n i  1’ c a  i i a p l î  c i t n w e n t o  d c f  i n i h l e , l o  o;: t a i , : d  é n  e : :  d . ' e i  t a , , e u  la ' ,  

h i  P cr. d c f i n i l i l o  i i . i p l i c i t a i . i c n t o , r o  cu u ip l c  <;no 

P U  l i '  I -  A;:(P[:; î  H  P ' C X l ) ,  e.r d e c i r ,

(9) i—  .1,11'  — 1> Ax(p t ;n  =  p ' c n )
1

P o r  ;:h.  1 1  3 0  c u m p l e  p a r a  u n a  d o . r o r i :  c  i  o n  : , 1„"1 r i i o  . 1 , "

r a c e  e n  i ' ,  q u e

( 1 0 )  — 0  l ’ t x h  =  h'D- P b

t o n i e a d o  q u e  c : : i r  t i r  u n  p . a r a m o t r o  P^.  q u e  u o  i . ' u ' o o .  ■ e n  n i

l ' u c r t o  ( | u o  ii y  i i ' . r o n  f i n i  t o n . i ’o r  l a .  d o f i n i c l ô i i  ' l e ' Z ' y  K 

OUI . p i o n  ( 1 1 ) y  ( 1 2 ) :

( 1 1 )  >—  u , P ' — t» ( T P C k P ^ ; ]  t - *  T P ' t p ’d  )
J J

( 1 2 ) »-7% h , ; . ' —t» ( X P C i - p J ^ f - *  x , ’ '& , ’S  )

de  d o n d o  .' C r . i r u c ,  p o r  d c P i n i c i o u  ho <-4 ,y .... 7 ,

( I h )  Ht .  — O t i ' t w . ’S  - »  T ' B  - . ' ] i

( 1 4 )  t—7 , '  — 0  i l  B  i ' I ]  —> l i  'Ce h ]

( l u )  h , h ' — t > T i > ' c - : ' b - »  T i ' t x  î
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( 1 6 )  b y  M, d ' — 0  i P ' B  P j ]  - »
O o  ' f  J

y  p o r  1 ,  IV.} 2p IV.] 3 ,  i:3 4 ,  l a  d c f .  d e  —  ̂ , s e  c i u i ip l e

( 1 7 )  h ÿ  T P B  P j ]  — >  - i t ' l l ,  T P ' D u  p S

( 18 ) b r ,  ; ; ,  i  P B  p i  ]  - b -  i (  i 'J,  x p  ' B  :

( 1 9 )  trr-, 11, a T P l i - P j î  — 1> - < n ' ) , - 7 £ r P 'B .  P j l

(PO) by M. -liPBPlj —O i(o^, -,XP'C«- P^].
' ’ o J  J

De ( 1 7 )  y  ( 1 " )  s e  s i r u e  ( 2 1 )  y  do ( 1 9 )  y  ( 2 0 ) ,  ( 2 2 ) :

( 2 1 )  b r ,  , i , ( T P B p d  V I P U p J l  ) - t >  - ^T ) ,  (TP'O-  p S  A i P ' C u  P j 1

( 2 2 )  *7^  P ,  ( i T P B  P j3  s / i i P B  P j l )  - t >  -i(jl'^ , ( - .T p 'B  P j ]  A-, i P ' B  P j 3 )

y  d e  ( 2 1 )  y  ( 2 2 )  no r . i g u e  ( 2 3 ) :

(20)  br.  11, ( - rpc ,p^]  V iP C k P ^ ]  ) V ( - . T r u p ^ 3 v T i P D . i > S )
'-• J J  J  J

A
Tp'), (TP'BPj] A IP'CkPj 3 ) A (iTP'tP^I ATiP'CkPjl

P o r  c l  t e o r e m a  d e  i n t o r p o l a c i ô n ,  e x i s t e  u n a  f ô r m u l a  d o , i n t e r p o l a ­

c i ô n  i; p a r a  ( 2 0 )  - p u e s t o  q u e  p o r  l a  a d e c u a c i ô n  de 83  e l  s e c u e n t e

( 2 3 )  or. L . O - v â l i d o  -  s i e r n p r e  q u e  b a y a  a l  mono s  u n  p a r â m e t r o  dc p r e ­

d i c a d o  ciue a p a r e r c a  t a n t o  e n  e l  a n t e c e d e n t e  como e n  e l  c o n s e c u e n -  

t o  d e l  s e c u e n t e ,  0 1  e s t e  p a r â m e t r o  n o  e x i s t e ,  e l  t e o r e m a  n o  s e  

d e m u e s t r a  y  .se t r a t a  de  l a  s a l v e d a d  q u e  t i i c i n o s  e n  l a  f o r m u l a e i ô n  

d e l  t e o r e m a .  Ln c l  c a s o  q u e  e s t u d i a m o s .  Il e s  { f |  y  F e s  u n a  l ' ô r -  

m u l a  cn  l a  q u e  . so l o  a p a r e c e  P f u e r a  d e  l a s  d e . s c r i p c i o n e . s . L n t o n -  

co.s e s  t r i v i a l m e n t c  v e r d a d e r o  q ue  P n o  e s  e x p l l c i t a m e n t e  d e f i n i ­

b l e  . D i e u ,  s u p u e s t o  q u e  h a y  a l  m en os  u n  p a r â m e t r o  d e  p r e d i c a d o  

pV q u e  . a p a r e c e  t . a n t o  c n  e l  a n t e c e d e n t e  cor.io e n  e l  c o n s e c u e n t c  d e l  

s e c u o n t o  ( 2 3 ) ,  e : ; i . r t e  u n a  f ô r m u l a  d e  i n t e r p o l a c i ô n  K p a r a  c . s t c

s e c u e n t e .  ilj. P n i  P ' a p a r e c e n  e n  K. 31 e n  K a p a r e c e  a  l 'Anna d c s c r i p c i  
1

e n t o n c e s  e s  i P . . Dca  a h o r a  3 1  e l  p r e d i c a d o  q u e  s c  o r j " i n a
I 1

c u a n d o  c a d a  a p a r i c i ô n  de  iP' . '  on K .se s u s t i t u y e  p o r  4K . E n t o u e e . r ,
1 I *P . C I ’ d  e.s u .  E n t o n c e . s  .se c u m p l e



( 2 4 )  I7 7 , I . ( T I ' B r h  V i l ’ t u i ' S )  X bTi 'C. .  l ’3  v i X i ’L u i - S  ) ---- > B ' ]

( 2 5 )  V -  (TI> 'B i - 3  A X : ' t - r S )  A (-vTl 'Cl r ' ]  ASi 'Cl : 3 )
J J J . i J

rlG f. ïondo r>o n i - n o  ( 3(1 ) y ( 3 7 )

( 2 6 )  y - ,  II ---- 1> ( ( T P B p h v  i ) - B  " S  ) V ( s T P B i - S  v s JL:-B: ’ j ) ) ) - 4  -Cl 3

( 2 7 )  b t  I l ' - ^ 3  t  i’b - d ( ( T ; - ' C w  ;’^:3 A I ' 2 ' g , 3 )  A ( - d i  'G-' A T l ' - ' t h d )  )
■’4 J J .1 .J ,i

P u e s t o  r | uc P n o  a p a r e c e  e n  f i ' ,  5 , y  c.-; d i r t j n t o  do ' ' ,  ( •■ )

o s  Una  v a r i a n t e  r e s p e c t o  a  p a r â m e t r o u  ..U; ( 2 . . ) :

(22,)  V— f i —1> G B p S  -4  ( T P B  P^.] AiPG! 3  ) A ( s T U B :  3  A S i .  G J  ) ) .
J  J O ,i ’

P o r  t . i n t o ,  ( 2 3 )  e n  1,3- v â l i d o  y cioir.or; t r a l ' l c  on P.'J. o o n ; , f .o ,

a d o m â n :

11^ ( ( ( ( T P  v i l ' - )  V (oTP  v i i P ) ) - 4  :;) A (<;-> ( (T l  A I P )  A (4? I' A t 1 . ) ) ) ) ^ ' =  '

E n t o n c e s  de  ( 2 0 )  y  ( 2 3 )  s e  n i o u o  ( 2 2 )

( 2 'J) h -  i, —0  P B P ^ Î  =  '-[L ' .3
J J

y ,  p u o s t o  cjuo p .  n o  a p a r e c e  on  l . , P  n i  , t a : , i : ' i c n  so  eu;,,, .U; ( " . ' )

( 2 0 )  /; A X ( P [ X ]  = 2 C X ] )  S . O . S .

K l  t e o r e m a  do d c i ' i u i i ' i  H d a d  ] , uodo ' . e u e  r.- 1 i :,, 

e n  v,ari. ' i„s i l i r e c o i o n c n . Kn p r i m e r  l u r s 'U ' , no  o; ; uoeo: ; ;  r i u  , ,uo ’ ' 

s o a n  n o n â . d i c o n . 2ui>ongn;iior; q u e  P es. n - . ' P i i e o .  !,:• 'io;,,u,; isi-S'C i.i'm 

d e l  t oo re i . v i  c n  e s  t e  c a s o  .sc r é a l i s a  co;.;o c n  e l  ca . su a n  t o i - i.e .,- .s. - .I- 

vo  l a  . s i s u i c n t c  d i i ' o r c n c i a :  l a  i..o tav.- .u' la, ' , ' le no: ,e I tun-.so ou  o

u n a  a b r o v i a t u r a  p a r a  X y e n  vos. de  s  G I  y  l ' âr ,  l u l  i. .si.i.ill.- -
1 "  1 J ]

r e ; j  h,a',.' e u e  e n t e n d e r  P B  p _ . . . H ; J  , d e m i e  lo.", ; ,arâ..ie t s o s
J]  .1,1 i l

d e bo i i  o s c o g e r . s c  do  manei - a  a d c c u . a 2i,a. ; :n o l  c.-uso l'.e . pu: ;■

.">o,'in c o n . i u n t o s  i n : r i n l t o n  pa.ra].i6 t i - i c : . : s on  t o  l i i . , i  t ; ,uo.s , o l  t u u r o ;

do d e r i n l b i  l i d a d  r e . s u l t a  dc l a  coi.-.plc t u d  r o s t s i n  s i n r .  ilc; . y  s o u

r o d n c i b l c r .  a l  c a s o  f i n i  t o , Kn c l  c a s o  dc  c o n . j u n t o n  iu> i i .  ..i l . • , os . ,

e l  tooroi . . .a de  a i  q ue  d e  l a  c o m p l c t u d  , g c n c r ; i l  dc  2,3.

K;:i i n t o r o s a n  t e  n o t . a r  . ‘u c  s i  r.ii.p t  i . tu i ; .  o . -, e l  s i ;  no
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clc l a  c q u i v a l o n c i n  p o r  e l  d e l  b i c o n d i c l o n a l  o n  l a s  d e f i n i c i o n o s  

de  d o f i n i b i l i d a d  i r n p l i c i t a  y  e x p l i c i t a  ( d o f s .  7 . 2 . 1  y  7 . 2 . 3 ) ,  r.o 

o b t i c n c  u n a  d o f i n i c i ô n  man d é b i l  de  d o f i n i b i l i d a d ,  q u e  p u o d c  c x p r e -  

s a r r . o  d e l  modo n i g u i o n t e : B a j o  l a s  c o n d i c i o n e s  d e  l a  d e f i n i c i ô n  

7 . 2 . 2 , P e s  i u n l l c i t a i . i e n t e  d e f i n i b l e  e n  s e n t i d o  d é b i l  e n  n  a  

p a r t i r  de  P ^ , . . . , P ^  s i i ,  p o r  d e f i n i c i ô n ,  (M) = t ^ ' ( U )  -  v 

i f  (P)'*'  -  Cf'CP)"^. Es  d e c i r ,  e s t a  d e f i n i c i ô n  d é b i l  de  d o f i n i b i l i ­

d a d  i m p l i c i t a  n o s  a s c g u r a  s ô l o  l a  u n i c i d a d  d e l  d o m i n i o  p o s i t i v e  

d e  l a  i n t e r p r e t a c i ô n  d e l  p a r â m e t r o  d e f i n i d o .  La  e q u i v a l e n c i a  de 

l a s  d o s  v o r s i o n e s  d e  d e f i n i b i l i d a d  i m p l i c i t a  e n  s e n t i d o  d é b i l  

-  l a  q u e  r é s u l t a  do s u s t i t u i r  l a  e q u i v a l e n c i a  p o r  e l  b i c o n d i c i o n a l  

e n  l a  d o f  7 . 2 . 1  y  l a  v e r s i ô n  de  7 . 2 . 2  q u e  hemos  i n d i c a d o  i n m c d i a -  

t a m e n t e  a i - r i b a  -  s o  d e m u e s t r a  d e  m a n e r a  s i m i l a r  a l  c a s o  de  l a  

d e f i n i l . ' i l i d a d  i m p l i c i t a  s e n s u  s t r i c t o  ( c f r .  A p é n d i c e  I I ) .  F i n a l -  

m o n t e  , l a  e q u i v a l e n c i a  d e  l a  d e f i n i b i l i d a d  i m p l i c i t a  e n  s e n t i d o  

d é b i l  c o n  l a  d o f i n i b i l i d a d  e x p l i c i t a  e n  s e n t i d o  d é b i l  -  c o n c c p t o  

q u e  r é s u l t a  dc  l a  s u s t i t u e i ô n  de  l a  e q u i v a l e n c i a  p o r  e l  b i c o n d i ­

c i o n a l  c n  l a  d e f .  7 . 2 . 3  -  p u c d e  p r o b a r n e  e n  e l  modo e n  q u e  l o  h a -  

c er . i os ,  o s q u e m â t i c a m c n t e , e n  l a  s i g u i e n t e  p r o p o s i c i ô n :

P r o p o s i c i ô n  7 . 2 . 4

P c s  d e f i n i b l e  i r n p l i c i t a m e n t e  o n  s e n t i d o  d é b i l  cn  

u  a  p a r t i r  de  P ^ , . . . , P^  s i  y  s ô l o  s i  e s  d e f i n i b l e  

e x p l l c i t a m e n t e  e n  s e n t i d o  d é b i l  a  p a r t i r  do

- 1 ...............n

b c m o s t r a c i ô n : B i  P e s  d e f i n i b l e  e x p l l c i t a m e n t e ,  s o

I cu inp lo

( 1 )  d  bpg  A ; ; (PCX1<-)  G e n  )

81 P '  o s  n u e v o  p a r a  ( 1 ) ,  s c  p u e d c  a f i r m a r  que

( 2 )  P ' b g  A; ; (p ' t ; ; )4r-> G t x i )
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donclc  P '  d c b c n  o iUicndor . ' .o  en  e l  s o n t  i do' d e  l : \n  , i i ,

n o n  y  j i r o p o s i c i é n  p r e c o d o n t o s . l ' c  ( ' ' )  r.c n i  une  (P.) qm;  nj ' i j - i  m 

d o f i n i b i l i d a d  i m p l i c i t a  d e  ' P

( 3 )  i ; ,  d ' t y r y  A " c :  ] )

A l a  i n v e r s a ,  ruipuc;sto q u e  P or; d e j ' in i l . ' l c  ii.q l l c i  tamoi : t . ; , , n Ixnieer 

r;c cu m p le

( 4 )  I!,  I : '  *77g A' , ;(Pt l ; : i  f i

d e  d o n d e  s c  Gi" . uc

( 5 )  M, PB P 'b  —t> i P J - i  1' ' C l p S

■donde , 7  Gs u n  pa r â t . ic  t i -o n u e v o .  . ' en  d un,a f ô r r . n l a  de  i n t e r ,  o l n e i ô n
4 1

p a r a  ( 5 )  y  G C P  ̂J  s c a  K. P o r  e l  t e o r e i . i a  d e  i n t e i ' p o ]  . "o i é i ,  ne

c u M p l o n  (()) y  ( y )

( 6 )  r, ( P B P ^ 3  - >  r - B l ' S )
•} i

( 7 )  P ' F p - T  (r, _ »  P ' u  . 3 )
• ’ 4  J  J

l ie UoiuU;,  p o r  ,-icr { ? )  u n a  v a r i c u ; t c  r c r i p c c  Lo a  p n r'B uP. j ' tv-, ;

ii *77., n G -) p BP ̂ .3 ) , :;c ni nue 
' ■ • ’ . j .1

( 3 )  li 1-777 ( P B p S  " G - p S )
'  ̂ .■) - i

d a  do!\rio , p o r  s e r  P^. n u e v o  pn,r.a i l ,  r;e n i" '  le 

(')) P *777̂ Ax(]'c;ci *4 :c;:])

A po.nar dc c.n tan no ue  janr.nn o u t r e  ni.ibcn ocjuciq d o n  , le ri .e  

y d é î i i l ,  fie d o f i n i l i i l i ' i a d ,  c l  .ne, nutio conceptf . i  no  er;, on non i.i io 

e n t r i c t o ,  n ua  n o c  i o n  a p r o p i a d a  de f l c , ; ' . i .n i l i i l ln; f  i , nnen to  'me no 

c u m p l e  l a  co nd . i . c i ôn  de u o - c r c a t i v i f . i . a , ;  que cn nab i  l a  la .1 i ;; | .oin r  

.".O’iu.'c l . a r ;  ' l o f  i n i c i o n e n  : dada  una c o n n i e i . é . i  ■.icj'ini . . o r i a  A ( ■ C i . ]  w  ' C i )

d e l  p.ar.âr.iO t r o  P | , o r  i . ie'i io c i e l  i . r c . i i c a -  to : ' cn  l a  l. , ' 0  l'ir' , cr; n o c ' ; -  

n a r i o ,  ; i." r,'; (luo l a  t i o i i n i c i o n  uc ! n e a  c o r r o c t a  que "a" non 

r . u u t i t u i n l o  p o r  cn  to  do c o û te n t ' . ; ,  a .la i n v e  r. ;.a, ' m . laiicr.'.
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m o c â n i c a ,  o l a r o  o a i ; â ,  y  q u e  p a r a  t o d a  f ô r m u l a  F e n  q u e  a p a r e c e  

"P "  y  v a l g a  "  *—  F ,  v a l g a  t a m b i é n  î i ' l —  F ' , d o n d e  l i ' e a  e l  

c o n j u n t o  do  f ô r m u l a s  ÎI U  a.(PLX1 tAC, DI j  )) y  F '  e n  e l  r e c u l  t a d o  de

s u s t i t u i r  "P "  p o r  "G"  o  a  l a  i n v e r s a .  E s t a  u l t i m a  c o n d i c i ô n  o s  

l a  n o - c r e a t i v i d a d  d c  l a  d e f i n i c i ô n .  S e a  a h o r a  il u n  c o n j u n t o  do 

f ô r m u l a s  y  ü '  e l  c o n j u n t o  d e f i n i d o  como môs  a r r l b a ,  s i e n d o  P 

u n  p a r â m e t r o  n u e v o  p a r a  II y  0 . E s  c l a r o  q u e  s e  c u m p l e

H A x ( n t - > n  =  c o n ) .

s  i n  c i i b a r g o ,  n o  e s  v a l i d o  a f i r m a r

M'I*T3 A  X ( P C X j  =  CXtXI).

P o r  t a n t o ,  n o  s c  c u n p l o  l a  c o n d i c i ô n  d e  n o - c r e a t i v i d a d .  S i n  

e m b a r g o  l a s  d e f i n i c i o n e s  e n  s e n t i d o  d é b i l  d e  un  p a r â m e t r o  de  

p r e d i c a t i o  s i  n o s  a s e g u r a r i , s e g u n  l a  p r o p .  1 . 7 . 2 . 6  ( v i i ) ,  l a  

s u s t i t u i t i v i d a d  de  e s e  p a r â m e t r o  P p o r  e l  p r e d i c a d o  G e n  c o n t e x t o s  

q u e  c a c n  f u e r a  d e l  d o m i n i o  de  l o s  f u n t o r e s  - , 1 . , +- ,  X  , =; .

7 . 3  T e o r e m a  d e  c o n s i s k e n c i a  de  R o b i n s o n

Como d i j i m o s  e n  l a  i n t r o d u o c i ô n  d e l  c a p i t u l o ,  c l  

t e o r e m a  d c  c o n s l s t e n c i a  d e  R o b i n s o n ,  q u e  d e m o s t r a r e m o s  p o r  n i e d io  

d e l  I c i i a  d e  G r a i n ,  i n d i c a  l a s  c o n d i c i o n e s  e n  q u e  l a  u n i ô n  de  d o s  

c o n j u n t o . " ,  c o n s i s t c n t e a  d e  f ô r m u l a s  e s  u n  c o n j u n t o  c o n s i s  t e n t e .  En 

l a  d c m o . s t r a c i ô n  d e  e s t a  v e r s i ô n  d e l  t e o r e m a  de  c o n s i c t c n c i a , 

s eAu i r . i o s  e l  m o d o l o  d c  l a  p r u o b  

s i c i ô n  on  l a  l o g i c a  l i i v n l o n t e .

( ? )
e ^ u i r i o s  e l  m o d o l o  d c  l a  p r u o b a  d e  R l e e n e  p a r a  e s t a  p r o p o -

P r o p o s i c i ô n  7 . 3 . 1

i o a n  : ; y  n '  c o n j u n t o s  de  f ô r m u l a s  do 1 3 ,  c c r r . a d a s



y  s i n  c i O G c r i p c i o n o ; ; .  F ' x in  ............................ to ,  .or, l o r

p n r & i i e t r o o  Uc p r cU ic . - u io  r .oc n n n r o c o n  on  y o r r  

P ' , . . . , 1’̂ ' ,  . . . I n  l i r t a  c o r r c . o i  o; u Ij. o n t o  ..-li-r I or.

V>arai , iotro.s d c  ai'ii 'ar; l i . r t . a r .  n o  t . i c n c ,  i ; o ; '  - j  ir  r.  ■ 

d l o t i n t o . s .  h n p u e r t o  quo  r.c cu;, ;rd.c ( i )  y  ( i. : ) :

( i )  !•' y  o ' '  n o n  c on . r i f . ; t o n i i c r ; , c r  d o c l r ,  no or;,:

I : G * I P  n i  G '  F A l l  , ; ■•n.ra n i  n - i n . a  . '6 iv i l r  . ,

( i i )  G i  t o  do p a r A w e t r c j  d c  n L ' o u i c rG o  qno  a; . . . ' c o c  on 

u n a  i ' ô r m u l a  c c r r a c l a  c u a l q u i o r a  !■' o o i ’ t f n i o r o  n.l 

c o n j u n t o  i n t c r . n c c c i o n  dc  lo.-', c o n . i n n  t o r  {:   ̂ .

y  j P ' , . . . , } y n o  a u c c o  o n  P n i r .  r.r.;.

d e s c r i p c i ô n , e n t o n c c r  o b i e n

o b i e n

e r  d e c i r ,  c u a n d o  .. i .non c o n . i u n  t o r  eo, r l c t o r .  

r e r p o c  t o  a l  v o c a l j u l r . r i o  o o i . i ' n ,  cn i ; onc : . r .  C '  

b o  b a y  u n a  Pô r u n  l a  - t a l  r;ue . ,. '  l-jr- ' A % o ,  i'>

q u e  e r  l o  r.ii.r:.io, ,. V : '  o r  c o n r  i.,-ia.n t t „ .

b'omorj t r a c i ô n : . o u j j u c r t o  q u o  , , i '  A % , e : . i r  t

c o r i j u n t o r  b °  /  b ^ ' ^ f i n l t o c  ( p o r  d e f i n i c i ô n  bo *7 - on  cn.-'] q r  i . ; r -,

do l o . r  c a l c u l o r  q u e  n e m o r  d e f i n i d o )  t a l  , ;ne  "  S  . , . Ç  .

y . 9 p x I P .  r : r  c l a r o  q u e  n i  P  n i  : ^ '  r.on v.r.q. 'o.r,  .■le .;.

' t ue  on  o t r o  c a r o , i i  o b '  . r o r i a n  i n c o i  t.-.j.r. to i  : t e r  , co n t r ->  1  r. u.; 

I’o r  t a n t . o ,  p o d e m u r  . aP i r i . i a r  que

( 1 )  : * y  ' A 3 .  :

Pov  e l  i;oorom.' i be  d o d n c c i o n  r c  oui.i. r l c  ( 5 ) :

( 2 ) b °  I An r

y ,  P u e r t o  quo  r c  u i i obo  a i ' i r ; . ; a r  ( :. ) y  ( - 1) ,  ! ; r ; . ibién r r  r ueb - :  .- .':i.



2^4

( 5 )  :

( 3 ) "Ta (G -4 F A a F ) )  -4-1 G

( 4 ) ( 0 —^ ( F A "- F ) )  -4-<q

Ci) ü " - - l { i > ' )

G u i ' u c r t o  rpie n o  ! m y n  n in g i ân  p a r â m e t r o  d e  p r e d i c a d o  q u e  a p a r c c c  

t a n t o  on  ii como c n  i P ' ,  o n t o n c c o , p o r  e l  t e o r e m a  de  i n t e r p o l a c i ô n ,  

s c  cum] l i e  ( 6 )  o ( 7 )

(•■,) *- 

( 7 )

P c r o  e n  or, t o  c a s o  t a n t o  M coino 1 1 ' son  i n c o n s i s t e n t e s , c o n t r a  o l  

s u p u e s t o .  P o r  t a n t o ,  e x i s t e  u n  p a r â m e t r o  d e  p r e d i c a d o  q u e  a p a r e c e  

t a n t o  c n  P*̂  como c n  S e a  K u n a  f ô r m u l a  de  i n t e r p o l a c i ô n  p a r a

( 5 ) .  E n t o n c o r ,

( 3 ) p"  K

( 0 )  1; t-y- m” '

C.ada j i a r c i m o t r o  cio p r e d i c a d o  q u e  a p a r e c e  e n  R a p a r e c e  e n  11° y 11° ' .  

Adcmâr , , c n  E n o  I iay d e . s c r i p c i o n e . s . P o r  l o  t a n t o  K p e r t e n e c e  a l  

v o c n t m l a r i o  co i i i ' n  de  ii y  i ! ' .  E n t o n c e s ,  p o r  l a  c o n d i c i ô n  ( i i )  do 

l a  f o r m u l a c i ô n  dc  l a  p r o p o s i c i ô n ,  s e  c u m p l e  o b i e n  ( 1 0 )  o  b i e n  

( 11):

( 1 0 )  î! K y  l i '  K

( 1 1 )  ii *— "ZR y  i l ' P - r X K
c

En o l  p r i m e r  c a s o ,  de  ( 9 )  .se s i g u e  q u e  i I '  *p n  K y ,  p o i '  t a n t o ,  

ü ' V - ^  j; y  l En c o n . s e c u c n c i a ,  l i '  e s  i n c o n s i s t o n t e , c o n t r a

e l  . s u p u e s t o . En c l  s c y u n d o  c a . s o ,  d c  ( 8 )  .se .si ,que )i K l ' o r

( 1 3 ) ,  i'  (-y X  E.  E n t o n c e s  il s c r x a  i n c o n s i s t o n t e ,  c o n t r a  o l  s u p u c r -  

t o .  En c o n s e c u e n c i a  no  e x i . s  t o n  . subc on  j u n t o s  ii ^ , i i° ' d e  ' î y  y '  

t a i e s  q u e  l i ° ,  i ' ° '  1— E A X E.  l ' o r  t a n t o  ii O il ' e s  c o n s i s t c n t c ; . q . c . d .



1 l o t a s  a l  c ; i . ; ; < î t u l o  7

(1.) ClCr, .'-'iiiul l y n n  ( 1 ■) R ;> ) , p.;, .  ] 3 1  r-.r: , (.:() an, , ,  k. to;.i. • ' !  n n
'i'.; ; ro’' : : , u l a c i 6 n de  1  t c o r e : : , a  y e l  i;' ,él:ndo lio r r t i o n . ' i , s n l . ' a > ,  cl.  a-n 
e s t a ,  l o s  a . s i i e c t o s  c a r a c  t o r i s t l o o s  < |, ic r u ,  ■ i o r i . v a . i i  ,,<■ : \ u ,  r | ü '  
s a  L ra tc ;  de  u n  a l o a . l c a  t i ' i v a l c n t . e .
( ? )  K l e e i i e  (1 007 ) , 1>. 37 4 - ' , .
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i'OR ÜKUIO DJ,; I'OKMULAS Sir.llAllA.S

1.  F o r m u l a  s i r n a d a  en  S3

Tonio do  S n i u l l y a n ^ ^ ^  l a  i d e a  de u t i l i z e r  f o r m u l a s  

s i y n a d a n  p a r a  r e a l l z a r  I n  d e m o s t r a c i 6 n  d e l  I l a u p t a a t z  y  l a  i d e a  

mist . ia de  e s t a  d e m o s t r a c i ô r i ,  a u n q u e  s e  h a c e  n e c e s a r i o ,  e n  n u e s t r o  

c a s e ,  i i i t r o d u c i r  n o t a b l e s  m o d i f i c a c i o n e s  a l  u t i l i z a r  e s t e  i n é t o d o ,  

m o d i f l c a c i o n e r ,  c|ue s e  o r i q i n a n  e n  l a s  d i f i c u l t a d e s  q u e  l a  a s i n i e t r l a  

e a r a c t o r i a t i c a  do l a s  r é g l a s  p a r a  l a  n e g a c i ô n  f u e r t e  p r o d u c c n .  

Ador. iâs ,  l o s  s i q n o s  q u e  p r e c e d e n  e n  e s t e  c o n t e x t e  a  l a s  f ô r r . n i l a s  

o c l a s o s  do f o r m u l a s  n o  l l e v a n  c o n s i g o  i n f o r m a c i ô n  s e m a n t i c a ,  a l  

c o n t i - a r i o  q u e  on  l a  u t i l i z a c i ô n  q u e  h a c e  S i n u l l y a n  de  l a s  f ô r m u l a s  

s i r / n a d a s .

r-ea I! — > M u n  s e c u e n t e  e n  e l  q u e  li -  {_F  ̂ , . . . ,

y  II = ^  q ^ j .  P i g n a m o s  l a s  f ô r m u l a s  d e l  a n t e c e d e n t e  a n t e p o -

n i o m l o  u i ia  a  a  c a d a  e l e m o n  t o  d e l  c o n j u n t o  M y  u n a  c a  c a d a  c l e -  

m e n t o  d e l  c o n j u n t o  i i .  E n t e n d e m o s  q u e  e l  g r a d o  de  u n a  f o r m u l a  

s i ^ n a d a  o s  e l  mi smo  q u e  e l  d e  l a  c o r r o s p o n d i e n t e  f o r m u l a  s i n  s i r - -  

n a r .

\ 'amor

d e l  inodo s i y u l e n t e :

i a  u t i l i z a r  l a s  m e t a v a r i a b l e s  h), I 1K

n n i  K *-1-

a  ( F A n) al ' ân  c  ( F A r, ) cl' C'l

c  ( t F) ÜF â  (a  F ) , G F C!'



o ( r a  I'

c - i ’

a: '

X

n AXi CXl

■ A x i ' c x i

X I A 1

F CM c AX! C: 1

à -  A;  1 CM

a: CM

1 1

F x io fc e  u n a  r e  l a c  i o n , Ijnr. l ; a i i to c l a . r a ,  enl;,i-> I a n  

r . i c t a v a r j . a l i l c s  a , b , c , d  y  , fcr , X . m. ; c j -o n o  :n.'n i t nn i r ' - i  .ic.

a n a l i ' / . - ' i r l a .

! ' c a  a l i o r a  M u n  c o n j u n L o  i i n i  t o  no .■•j , ,a

dnr,  on c l  n o n t i d o  p r e c e d e n t e ,  cn  n c c i r ,  r ;oa r  t  . , , cf ,

. . , cC J ,  i l t i l i z î i i . i o s  / ! ! /  conic a b r c v i a t u r r .  pru-o. o 1  n c c u o n  ; :

F ]  I\

I 'odonior;  a l i o r a  r c ' ' o r r . i u l a r  e l  c a l c n l o  ciu l?i I o r n a  r. i- n i  on I; 

J-rjCRioiiia a r . l o i . i a t i c o  : / i i , a l ' , c l ' /

" o ^ ' l a n  do d o d u c c i u n :

( ■ -  )

d K :  /  , K \ /  / '  , /

/  , VC /

A /  , Cl 1,

/:  , X /
• c l  f a n m c r o t o

(*t;

qu o  . . no

/  , ^ /

1 . 0  C O .  1C 1,1 ; o  .i ■'■n .
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i:n^ / d . S ' i ,  /

y.r, r ' l c i l  v e r  q u e  l o s  p o s t u l a d o s  a r i t e r i o r e r ; , quo 

( l e f i n e n  u n  c n l c u l o  q uo  l l a n a r o r i i o s  S 3 *  , n o  c o n s t i t u y e n  mas  q u e  

u n a  r c l ’o i ' m u l a c i o n  dc S3 s i n  r o q l a  de  s e p a r a c i ô n :  S e a  Ii ,  e n  l a s  

r o q l a s  (Jo S 3 ,  e l  c o n j u n t o  do l a s  f ô r m u l a s  s i n n a d a s  c o n  a  q u e  

a p a r c c c n  on  / l l /  y  Ii ,  c n  l a s  r . i lsmas  r e r - l a s ,  e l  c o n j u n t o  do l a s '  

f o r m u l a s  de  / :  1/ qu o  a p a r e c e n  s i a n a d a s  c o n  c . E n t o n c e s ,  a  t l t u l o  

do e j c i n p l o , t o n e n i o s  q u e :

1 .  Eos a x i . o m a s  s e r -u n  e l  e o q u e m a  a x i o m â t i c o  de  l a  f o r m u l a c l ô n  

a n t e r i o r  s o n  s c c u c u t o r ,  d e  l a  f o r m a  I I , F — P  F , i l  , e s  d e c l r ,  a x i o -  

nias s o y û n  c l  e s q u c m a  a x i o m â t i c o  de  133.

2 .  S i  e s  c - i F ,  !!S n o s  p e r r a i t e  d e d u c i r  d e l  s e c u e n t e  / t I , a i ' , a F /  

e s  d e c i i ' ,  d e  / ;  , a i ' / ,  e l  s e c u e n t e  / H , c i F / .  E s t o  e s  l o  m i smo que  

d o c i r  q u e  IIS ^  r i o r i a i t c  d e d u c i r  II —1> -, E , il d e l  s e c u e n t e  I l , l ’ — 1> i l . 

E s t a  e s  l a  o p c r a c i 6 u  q u e  a u t o r i s a  RS 1 e n  3 3 .

y 3 .  : i v ^  o s  a r n E ,  33  p e r m i t c  d e d u c i r  / M , a " F /  d e  u n  s e c u e n t e

/ I I ,  a i  / ,  e s  d c c i r ,  en  t é r m i n o s  de  3 3 ,  p e r m i t c  d e d u c i r  l i , t ^ E  — il 

d e l  s e c u e n t e  : i , F — >  il .  Ho k, e s ,  p o r  t a n t o ,  é q u i v a l e n t e  a  113 3 

e n  e s t e  c a s o .

E l  r a s o n a i . ' . i o n t o  e s  s i m i l a r  e n  l o s  o t r o s  c a s o s ,  p o r  l o  q ue  no  l o  

d a r o i a o s  a q u î  e ; < p l j . c i t a m e n t e .

i l’n c s t o  q u e  t o d a s  l a s  r e q l a s  p r i m i t i v a s  de 33 s o n

! r e l i a s  d e  l a  r e f o r m u l a c i ô n  a n t e r i o r ,  u t i l i z a r e m o s  l a s  r e c l u s

! d o r i v a d a s  c n  3 3  s  i n  u l t e r i o r  c o r a e n t a r i o .I

I o s t r a m o s  a l i o r a  corao s e  p u e d c  d e n i o r . t r a r  e l  E a u i ' t -

I s a t z .  p a r a  l a  a n t e r i o r  r e f o r m u l a c i ô n  d e  S 3 .

!
{ i ' r o p o s i c i ô n  AH 1 . 1

S i  / H , a i ’/  y  / l . , c F /  s o n  d e m o s t r a b l e s  cn  33  , e n t o n ­

c e s  / ;  1/ l o  e s  t a r a b i é n .
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An to r .  do c n t r a r  on  l a  d a m o s t r a c i é n  pi 'oj  : ir ; ' ;e;  1 1< . 

d l c l i a  do l a  a n t e r i o r  p r o p o s i c i ô n  h e ; , o s  do d o r  n . l ' u i i o : ;  d ' '  . ' i;  at c l o ­

n e  a y  j o r o h a r  n n  l er . ia .

i Jo f  i n i c i ô n  AV 1 .  2

( i )  / : ! /  c.s 33  - d o i ' . o n t r a t j l o  c a n  l o n - ' i t n d  ! : =̂1̂  

d a y  u n a  d c i i i o . s t r a c i o u  TL̂  c o n  - - I I .

( . supoi ioinos d e l ' i n i d o  o l  co aco ; )  t o  do doMOs tr .  i o iô i !  

p a r a  3 3 ^  a  l o  l a i ’yo  do l a s  mi a n a  a I x n e a r ,  quo  pa  u; 

3 3 ) .

( l i )  / l l /  cn domo . s t i ' a ' o l e  v i a  ( o ' = ,  >>, / * . ) :  4=^ /  /

e a  3 3 - d e i r i o n t r a l ) l o  y  /<; /  a p a r o c c  e u  uu doi .n; ;  t r n o i o i i  

como r e n u l t a d o  do l a  n i i l i c a c i o n  do ( ;-o:' .uoc 1,1-

v a r n e n t e ,  do j;.'; »< ,i; . ;  V ,:.'3 /a. ) .

Le I lia AP 1 .  3

L a s  s i y u i o n t c . s  a f l i ' M a c i o n c r ;  s o n  v . a l i d . a u  o ' u c  to  

d e  33 :

( i )  .31 /I  /  OS : ; .3* -do i : , o . s t r r i ) l o  c o n  I nn .  .1 i.ii'. 1:, u -  

t o n c e s  / 1 1,11/ l o  o r  t a x . t i i é u , c o n  l o i  u , i  tu ,  : ,

(11.1)  f i i  / l i ,  ^ /  0:1 3 3 -doiiiii.'-. t r u M e  v i a  l \  lon-' . i  l.ir- 

Ll  / L l  *)„ 1 W j /  y  /I i^li h o i ' l l /  s o n  . u n u o u t r a . i l e u  oou  

l o n ^ i t u d  Mcnor  quo  1;.

( l i . l i )  I " U a l  fiuc o l  ca.-.o a u t c r i o i - , , a r . '  >^l .

( i i . i i i )  I q u a l  quo e l  c a s e  a . i i t o r i o r  : ' ' i d '  X ,  A C  1 .

( i i . i v )  I  ' u a l  o n e  c l  c a s e  . a u t o r i o r  i r." ^  , y . & 1
] -  ' 

c o n  I ’ , n u c v a  p a r a  ..

( i l l )  31 or. doi.io.atr.-.’ i l n  o n  . , on  t o n -

c o n  / :  [A] /  0.-3 doi lOU t i ' a l i l o  p ar a  tuna  .

L c i . i o . s t r a c i ô n : ( 1 )  3,1 / .  /  or;; '.,io;..outU'.''.Llo oou  l au-u i . -

t u d  1:, on  t o n e  o s  p o r  1:3 A1 y fu  A3,  a :  p u c d e  a t i r u a r  quo /  , : ; /  c a



n o

e n  d c m o r t r a b l c  c o n  l o n q i t n d  k .  ( i i . i )  S i  / l i ,  ^ /  c s  d c r . i o s t r n b l e  

v i a  Vj y  l o n y i t u d  ! ; ,  e n  t o n c o n  / i  1, 1̂  /  n e  h a  o b t o n i d o  p o r  !,'S ,

q u o  s n j i o n c  l a  e x i n t c n c i a  do u n n  d c m o n t r a c i ô n  p a r a  ^1,/ c o n

l o n g i t u d  ];'< I;. I ’o r  ( i )  s c  s i r r u e ,  a d e m a n , q u e  / l i ,  /  e s

d e m o s  t r a h i e  c o n  l o n y i t u d  k ' . E l  r a z o n a r n i e n t o  e n  e l  r e s t o  do l o c

c a s o s  ( i i . i i )  -  ( i i . i v )  e s  s i m i l a r ,  ( i i i )  s e  s i q u e  de  US 11 y

US 12 ( c f r .  e l  l e c i a  d . 5 . 1 ) .

I’o d e m o s  p a s a r  a h o r a  a  l a  d e m o s t r a c i ô n  d e  l a  

p r o p o s i c i o n .  r,a d o . i o s t r a c i ô n  o n ,  do  n u e v o ,  p o r  d o b l e  i n d u c c i ô n  

s e y u n  o l  ^ r a d o  do l a s  f o r m u l a s  f u e r a  d e  l a s  d e s c r i p c i o n e s  y  e l  

m ' lmc ro  )■. r |u e  r e p r é s e n t a  l a  s u n a  d e  l a s  l o n g i t u d e s  y  do  l a s  

d e r n o s t r a c i o n o s  dc  / i . , a l ' V  y  / II  , c E / ,  r e s p e c t i v a m e n t e . L o s  s u p u e s t o s  

d e  i n d u c e i o n  n o n  l o r ;  s i g u i e n t e s :  I I .  s i  n  e s  e l  g r a d o  d e  F f u e r a  

d c  l a s  d c n c r i | ) c i o n e s , e n t o n c e s ,  p a r a  t o d o  g r a d o  m m e n o r  q u o  n ,  s e

c u m u l e  e l  t e o r e m a .  1 2 .  S u p u e s t o  q u o  e l  g r a d e  d e  F e s  n ,  e n t o n c e s

p a r a  t o d a  l o n y i t u d  1 : ' -  k^  4- k ^ , c o n  k ' < k ,  s e  c u m p l e  l a  p r o p o s i c i ô n .

l i o m o . s t r a c i ô n  d e  l a  p r o p o s i c i o n  AF 1 .

L a s ü  do  i n d u c c i ô n :  n i  k ^ =  0  o = O,  e n t o n c e s  

/ I  ' ,  a i  /  y / o  / .  ;, c F /  e s  u n  a x i o r . i a .  L u p o n g a m o s  q u e  n 0 .  E n t o n c e s  

h a y  u u a  f o r m u l a  a d ,  CI  q u e  p e r t e n e c e  a  II l ap}  . F i  f, e s  F ,  e n t o n ­

c e s  / '  , a l ' /  e n  / i  ( C : , a d /  y  / I l , c F /  e s  / 1 1 ' ,  c G , c q / ,  e s  d e c i r ,  / ; , / .

L u e n o  / ;  /  o s  demon  t r a h i e  e n  23  . f i  r, /  F ,  e n t o n c e s  /M /  -  / ,  i , C : , cd  /  

e s  u n  n x i o m a ,  y  p o r  l o  t a n t o ,  d c m o s t r a b l c .  E l  c a s o  e n  q u e  k.^ = O 

s e  d e i n u e n t r a  do modo a n â l o g o .

F a s o  d e  i n d u c c i ô n :  / i : , a F /  s e  h a  d c m o s t r a d o  v i a  d  y  l o n g i t u d  k ^ >  1 

( c o n s i d o r o  a  d , c n  e n t e  c o n t e x t e ,  como u n a  f ô r m u l a  s i g n a d a ) .

/ M , c F /  r,c h a  d c m o s t r a d o  v i a  II y  l o n - ^ i t u d  k , ^> 1 , (II e s ,  do  n u e v o

u n a  f o r m u l a  n i - ' i i a d a ) . P u e d e  o c u r r l r  q u e  (A)  C, /  a  F o il /  cr '  o L i e n  q

(D)  d  U ÜF y  i: “  c F .



( a ) f.>ipoii-;';.ion rjiie ■’ /  3 1"

1 . f o o  '.! una  . ï oner . i o s  quo / l : , a :  /  un / a i / .  A l l , . ij;. I t e r  ,

pop  e l  ler.ia a n t e r i o r ,  pun t o  ( i i ) ,  aue  f : . ' , n V , r y  , i] ̂  , V),, /  e a ■ ,

l ) l c  c o n  l e ru ' i  tuU p ' < /; , c t ' /  c a  / i  , er / .  . o r  e l  r.;,i.o ( i )

d e l  Icr.ia p r e c c d e n t o ,  /!  i ' , *V > h,  • or. d e g o a  t ra i  l e  o f , ,  i . a i  - I !,.• ■

F o r  12 y I'd o r  dcmor t r . a u l e  o .  If' quo or  l o

/ id/  o r  d e i i o c t r a l j l o

2 . t e a  n una  K . / r , a . ! ' /  e r  /'•\' ,t<y, K / .  I'or ( j i )  on i. 1 lu . . . -  ;i .

3 .  / i ; ' a l - ' , k , ,  Kt /  y  / M , a F ,  k , k, , kj,/ ran  oe; :or L-.rd'lor run  J m i ­

n i  tud  i . icnor une . / ; , , c F /  o r  /; ' , c i ' ,  k. / .  nor  ( 1 )  on e l  lor--.

•Ad 1 .  5,  / d ' , c F ,  k. , , K j /  y / i f ' ,  OF, K , *C, , ><u/ ro n  d i , . • l. J

c o n  l o n u i t u d  1: . P o r  12 y  n:i k  , / ~ (  K /  , o r  d o c i r , / “ /  o r  dot .or i.r; -

b i o .

■1. .'.on r uu.a A . / : , , a F /  on / i  ' , n i  , X / .  F o r  ( 1 1 . i i i )  en -el d o , '

AP /! ' ' , .uF, XC.M . X /  o r  d c i . i o n l r a b l c  c o n  l o n - l  t.nd r .emir . le.'j : r, .

/ i  , c l  /  e.r / i  , , c F ,  X / .  F o r  ( i ) ,  en  c l  Icn.a ; . r eor  . jcn l;o , / .  ' , c  , X [ 1 , X  /

or. cicr.io.r t r n l ) l e  c o n  I o n  g 1 tu  d r.icnor p'u.j 1:^. i ’o r  r u n n e r t i )  e. I n d e e .  i i é , . ,

/ I I ' , XE/'I , XfAl /  o r  demor t r a b l c  . F o r  I:' ' X /: /  or. dei.,f.e i.rri . I c  .

4 .  for .  I ; un a  yn . / d , a l  /  o r  / ! : '  ,o.F,  /*. / .  F o r  ( i i . i v )  on e l  I r a  I . ' ; ,

/ F  ' , / t  [\. F . ]  , , cF  /  cn dciior. t r a l ' l o  ce>n I c r n - i t u n  menor  -rie , ,

par.'i un 1’ .̂ quo no . ap a rc cc  on M ' , I , K . / .  ,<: /  e r  /  ' ,  e ' , />! . / .

: o r  ( j ) ,  /I ' ' , c i ,  /». G- : ' M , /  or. demnr t.jr-'nlc con  lo i i  i i a ’fi 1 . . : o r

1 2 y ‘i ' - ' -M-f  /  ' /  e r  der . i on trnb l e .

FI  c.ar.o on quo F e s  d i . n t i n  to  do c / r e  t r a  Ir. !r ..i.-eiei-a, .• ■ 11 ' l o  

(II) du] loi V rij.ior f 111(5 I" « nF y  ' I " Cj'.

1 .  do.a 'i M a - F ' y  F H c - F ' .  / .  :, a - i ' /  or; /  , a - : ' /  y / •■ , ’-■ /  e r  /,

/  , Ci'/  or, Iici.ior.tr,-’. ' a l e , lui cr . to  .que / i . , a - i  ' /  .rc nr  cun.-.e n i . m  v Fe

-  F ' .  i 'c /  , c - i  /  PC r . i - u e  / i  , a - - F ' /  ! ' or  :'F k .  i'fU' ’ d r ( e r e .  i.,:;..- 

4 . F . 1 )  r e  r.ir'ue /. , r . y / .  I in  col  uv ;c i ’..luc i a., /, ,, a  i '/ " /  , e ' /  in'n ' i e -

i.ior. l:r,->i']-Or . i 'ado e u e  ei-(a. i ' ')  -= ^r  ( ci ' ) < ' ]' ( ; -  ' ) -  i' ( ' - .  ' ) , p e r

! 1 -V ' . ' i ' -( X : ' ’. n t ) / /  .
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En  e l  r e r t o  do  I o n  c a s o s ,  t e n e m o s  q u e  u n a  dc  l a s  c x p r e s i o n o s  FiE 

o cE  o s  u n a  1\ o u n a  X y  l a  o t r a  u n a  o  u n a  .

E u p u o s t o  q u o  â E  e s  u n a  iq_ , t e n e m o s  q u e  / i i , 5 E /  e s  d e i n o s t r a b l e  v i a

y  l o n i - ' i t u d  I;  ̂ y  q u e  / ! I , c E /  e s  d e i n o s t r a b l e  v i a  %E ( s e  t r a  t a  de

u n a  K ) c o n  l o n g i t u d  I : ^ .  Dado  q u e  e s  K  c o n  e l  s i g n e  c a m b i n d o ,

r|,  ̂ c s  K., c o n  c l  s i g n e  c a n b i a d o  y  e s  c o n  e l  s i g n e  c n n i b i a d o .

P o r  ( i i . i )  y  ( i i . i i )  c n  e l  ler . ia  p r e c e d e n t e  r é s u l t a  

q u e  / l i ,  /  c s  d e i n o s t r a b l e  y  q u e  / î î ,  if y  y  / M ,  \<^ /  s o n  d é ­

m o n t r a b l e s .  P u e s t o  q u e  iq,, , , K., , s o n  de  g r a d o  m e n o r  q u e  E,

p o r  T l ,  / I I ,  /  c s  d o m o s t r a h i e  y  d e l  m i s m o  m o d o ,  p o r  HA. 1 y  IIA 2 ,

l o  o s  / . d / .

E l  c a s o  e n  q u e  E e s  u n a  vc s e  t r a t a  d e  l a  m i s m a  m a n e r a ,  t e n i e n d o

on  c u e n t n  rpic ôE  e s  u n a  .

C o n s i d é r â m e s  a h o r a  c l  c a s o  e n  q u e  g ' o  II e s  u n a  X . / M , X  /  e s

/ H , à  A E l  LE] /  o  / ! : ,  c - A  X E t X l / . P o r  ( i i . i i i )  e n  e l  l e n i a  AP 1 . 3 ,

/ l l . â i ' C A l /  o / ~ . , c - F [ A l /  s o n  d é m o n t r a b l e s .  / M , c F /  e s  / M , 5 A XF C; ; i /  o 

/ ~  , â - A  FFCF.l /  . i ' o r  ( i i . i v ) y  ( i i i ) ,  / M , c F C A ' ] / o / î j â - F C A l  /  s o n  d e m o s -  

b l o s .  Dndo  q u e  F IA I  c s  do  g r a d o  m e n o r  q u e  AXFtX)  , l a  a f i r i n a c i ô n  

s e  n i q u e  d c  I I .

E l  c a s o  e n  q u e  â i '  c s  yvc s e  t r a t a  d e  m a n e r a  s i m i l a r ,  t e n i e n d o  e n  

c u o n t a  q u e  c F  e s  u n a  X .

F i n a l m e n t e ,  h a y  q u e  h a c e r  n o t a r  q u e  l o s  c a s o s  e n  c F  e s  u n a  s o n

l o s  c a n o p  e n  r ; ue  üF  o s  u n a  < y  q u e  l o s  c a s o s  e n  q u e  cE e s  u n a  k

s o n  l o s  c a s o s  o n  q u e  â F  o s  u n a  ir̂  y  q u e  t o d o s  o l l o s  h a n  s i d e

t r a t a d o s  a n t o i ' i o r r . i e n t e . I q u a l m c n t e ,  h a n  s i d o  y a  t r a t a d o s  l o s  c a ­

s o s  e n  q u e  cE o s  u n a  X o u n a  /*. . q . e . d
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AÎ’EIIIXLCE I I :  EOFIVALFFCIA a .  -U:: CU.:Ci:!"OI: 

I 'EFXLI i . ILTrAb X, rl,:i Cj ,'A

l . o s t r a i . i o r  on  e s t e  n i i i n d i c a  r|UO l : n .  d o r  dc-r i : ri c i o-  

n o n  7 , 2 , 1  y  7 . 2 . 2  s o n  o q u i v n l e n i . o . ; . A n a r t c  d c  l a  d'Ci .o:j L,-,'- i; i.nii ci 

ro' m 1:3ma,  q n i z a  l o  mas i n t o r e . s a n t ; e  clc l o  c;i!c .".i.c.uo r e r  c l  t J r c  

de  r ; c i , i a n t i c a  quo  p l a n l e a r . i o . s  p a r a  l a  d c m o s t r a c l ô n , i l i e  t i n  I,a - Ic 

l a  cjiie hemoG e n i ' l e a d o  l i a n t a  a l i o i - a ,  a l  mcnor.  cn  l - n n o r  d, r n r  

r a d i o s .

La p r o p o s i c i o n  quo  i n  tcn t .a i . ’.o:; j I 'Oba r  : ; n r  .a 

s a r . s e  como .s i^rue:

r r o ] i Q . s i c i o n  Ai' 2 . 1

i' o.s i i . i j i l l  c i  t a m c n  t o  cic d i i i i i d . o  c n  s e n  L:i. da  .s- 

d o l l n i c i ô n  7 . 2 . 1  ::1 y  s o l o  s i  l o  c s  ci,  . s e a , . i s o  -U: 

l a  d c f i n i c i ô n  a . 2 .  2 .

I ' a r a  d c m o s l r a r  c s  l.a ; ro]  o s i c i ô n  accc . - : i  tai , .cs 

i ' . a r ,  p r o v i a m c n t c , a l g n n o s  Ici .m. s.

a c f i n i c i o n  A!’ 2 . 2

f o a  ' I 1 nil _ rcn i .Ci ' '  o a - n . i j. s o  - -1 - s  e'.-i--:

v i a r c i . i f i s  c n  ü , y  u n n  L d . - i n t c > ' , :i - . i t a . c i o a  so .n- c

(.1.) IP ( • ' ) *  : s  ( < d ,  d >  I c! , .  . . . .  «  :• i d  , 3  ■ ( .............\ I J l X  ll I 1 1 1  I I
t  i 'CS. . ,  y  s c  OliL.i.'lO (|UO ii  ̂ , . ,  . , ( ,'.^ ) s

f (  \: ) : V ) }

( tJ ) ^  ( ■ ) I , . . . , 1 * . * » t '  ̂ J 9 i  ̂ . J ^ 1 .  ̂ , . . . ,

A 6 a / ' s ^ , )  .so Ci' .i.r ' le rpic (.' ) s  .,  ̂ , . . . , ( d^  ) - _ ;•

Ÿ  ( [  - 1 • • • :  ) s  f ) \
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<(f(L)^,  (!I)^

i .ol.ia y\r 2 .  3 

( i )  f i  J I L ^ , • • , C*»*̂   ̂3  , e n t o n c e s

Y  ( : i )  = Y ( P A .
Pomostraciôn: (|i(lt)^= ^ , . . . , I 9 , . . . , 9

c o n  ' f  (Aj  ) d^ , . . . , y) (A ^ )  = dj A d^  , . , . , d j  6. D y  Cf (i l  C A^ . . . A ^3 ) = 

v j  -  d^ , . . . , d.j'> 1 A ^ , . . . , A j  s o n  d e s c r i p c i o n e s  r c f  e r e n c i a l e s  y

< f ( A . | ) , ----------   (A, )> 6 ( f d ’A'*’ = Y (A )^ ' La afirmaciôn

correspondientc para u  (U)" se deinuestra de modo similar.

/ d .

( i i )  S i  II .............. 4  ^ 3  y

I f ( i l )  = < lj \ l f ( G )  +  , <f ( G ) + > .

P c m o s t r a c i o n :

’ r ?  ’ e n f o n c e r

. 1 1  ( d , .

s i i  <d^ , 

n i l  < d ^ ,

s i i  < d ^ ,

( i l l )  S i  n e *
1’

f  ( n )  = < i f  ( n ) - ,  ( n ) + >

<£ «f (-iG)-^

4 < | » ( g )  +

, d^'ÿ 6  I) \  Vf ( c  )+

• A ' ?  ^

. a  - 0  I . . . , *  jj3 . e n t o n c e s

l ' c m o s t r a c i o n :

A l  g , • • • - ' ’n>
ê  Y ( n ) ^  s i i  < d ^ , . . , d ; >  fe Vf ( - 3 ) +

s i i  < d ^ , . . . ‘Jn> é (f ( r , ) “

^ d ^ , . . . t  Cj>(n)“  s i i  < d ^ , . .
■ V  ^

(f ( - d  ) -

s i i  < d ^ , . . , d  >  C (f ( d ) t -

( I v )  S i  II . r * 3n
H d  L *

1 1

, . . . , *  3
A  A

d o n d e
d v - i , .

, *  3  A
li

e s  lin l i re-

d i c a c l o  k - A d i c o  y  d,^ . , . . . , * j 3  o s  u n  ; r c d i d a d o
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m-ad. i . co , m 4- k -  n y yo'-. j.iil;;; ;e; i tr u n o  F o  l . n "  F . v

nrcçl i cado;- ,  on ü - n i l i c o ,  e s  ( . co j . r ,  o r  n;io ; 'n-, u J " ,

c n t o n c e : ;  (^(11)'*' -   ̂ <Û  , . . . , d̂ '̂> I 3  , F : u v—* ci'.i

r ( i )  = ........... r ( n )  -  d̂  ̂ y  l'ij  i

Y ( A  " T ' A ' )  " " ) ]■

T  ( H ) -  { ^d ̂  , . . . , d̂  I 3  F, 1:11 ' ■ c ■ ■ 11 j ’ ( :' ) - i ̂  ,

" " " ( " )  = A  ^  " l u , .1 , ) ^  f C A  -  ;)

o q , .  . é  ( f  ( ; , , )■  (o  Y  ( -'1 i )  . ( : 'é l  ' ro  0 , 1 0
\ u ,  , • • • I ,l|

l o s  p n r é n t c s i c .  d e l  t i j . -o ( ) -  v)  rooii ton n i  o. -oo

cil q u e  d^ o d,i s o u  Fôr'iuilnn:) .

k c n o n t r o c l o n : C o i i o i d c r c ;  ior le.  c l n n o  '.1' ,-oci'ouol, .;.o

d c  o l  , j c l o s  c n  Ii r e p r C G O n t a d u r ;  i . o i -  r u n c i o n c r ,  F ,  ' ' :  n I— > , o n o i i -  o  n e i u

i ' a l o q  <| UQ j o n r a  t o d o  l l  e n t r e  1  y  n ,  l ' ( j i )  -  '1̂  g  , , .  I ' o n o i . o : ;  1  i o n  I: i -  

f ' i c a r  c a d a  n - t u n l o  d e  o h j e t o s  c n  n  c o n  u n n  j ' u n o l ô n  d , '  O".  I.,-, c l ; , ; - , ' .

T e n 01,10n  e n t o n c e s  q u e  ^ d ^  ,  . . .  ,  d^^'> «  V f ( ü ) ^  , o l i  3/ - . ,^ . . . .  y  

3 - 1 ,  -j: :  n  *- »  li t a l  q u e  1 ( 1 )  -  cl -  t f  ( A  ) y  . . .  "  f  ( n )  ■-■• d   ̂ )

y  i f  ( '  I [  A^  ,  . . .  , A ^ J )  )  =  V , p o r  l a  d c i l i i i c l ô n  d o  i f ( d ’ ) t  . ' . y o - . n  ' n i , ' : , ,  

t f  ( d  t  A^  , .  . .  , A ^ p )  =  V é q u i v a l e  a  T ^ ' A ^ ' i  "  ' '

V p ( ' l .  C A .   A  . 3  ) ^  V ,  d o n d o  { A , , A  , A .  |  -

' ' l  '^.1 ■ '  1 " k  ' ' i  ' V,

| A ^ , . . . , A ^ t  . . I c a  y ( A j  ) -  d y  . . . . ,  f ( A ^  ) "

{ d  j  , .  . . d  . || T. I  d ^  ,  . . . d ^  ^  . j ; i  [ l . o n c o , ' - .  Cf ( [  A ................. , q )  v  n i . :

< d  . >  fe l ’o r  d c y j n l c l ô i i .  E r :  L o  o n  o u i ;  i v  I m i  l , o

f o  14-

o 1 i’; inono-  , I Ci I i.n

q , .  . • A u o i . i é r ; ,  U>( ' \ , C . A   A 3

O l .   d > f  Y « l i  f  j .. .&(((.,  A .  -i
q  'J,., ' v ..............

r . i i - . i l a r  p a r a  ip ( ' I ) " .  l ' - u a l r . i c u t c ,  o l  e n  n o  on q u o  u n n  I- 1: n

e : : i ' i - o r ; i o n c n  a ^  n  - y ^  o u  u n n  .1 é , r ;  , u  1,- ,  n o  J u o  L i  j ' : i  o a .  i o , . L-.. ■ , o o i o  o n

a n a l e q n .
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( v )  f i  ïi , . . . , *^.^3 ü A YG , . . . , *  , Y ]  c n t o u -

o c n  i f  (!!)■*■ = ^ » • .  • , d^' )  I p a r a  t o d a  d e a c r i j i c i ô n

l ' i  ^  t f  ( G t jk , d 2f) •

If  (m )~  =  ̂ <d^  , . . . , d^'> \ p a r a  u n a  d c a c r i p c i o n  i t ,  

< d , ^ , . . . d ^ ' >  é C f ( G  D k ,  •

l ; ü i i i o G t r a c i 6 n : La  der r .os t  r a c i ô n  e s  s i m i l a r  a  l o s  

c a s o s  a n t e i ’ i c r e s .

Lciiia AI' 2 . 4 .

f o a  L *  ^ , .  . .  , u n  p r e d i c a d o  n - â d i c o  ÿ  1' ,  P ^ ...........

I'^ t o d o s  l o s  p a r â n i e t r o s  d e  p r e d i c a d o  q u e  a p a r e c e n  

e n  H .  f e a  I l ' e l  r e s u l t a d o  d e  s u s t i t u i r  c a d a  a p a -  

r i c i ô n  d e  P c n  H p o r  u n a  a p a r i c i ô n  d e  P ' ,  d o n d e  

i ’ ' ,  d o n d e  r ' e s  d i s t i n t o  d e  P , P ^ , . . . , P j .  S e a n ,  

a d e m a s , vf y  t f '  L 3 - i n t e r p r e t a c i o n e s  s o b r e  D t a i e s  

. q u e  s o  c u m p l e  If ( P )  = If (P ^  ) = I f ' ( P ^ ) ; . . .

Vf ( P j  ) -  i f ' ( P j ) .  E n t o n c e s  s e  c u m p l e  ( |ue

"  T . .  q  V. -  T '

f '

Vf (II)  = ( f X n ' ) .

i ) o : , i o s t r a c i 6 n : t r i v i a l ,  p o r  i n d u c c i ô n  s e g û n  e l  

g r a d o  do  f u c r a  d e  l a s  d e s c r i p c i o n e s ,  a p o y â n d o s e  e n  e l  ler . ia  

a n t e r i o r .

Loma AP 2 . 5

P a j o  l a s  c o n d i c i o n o s  d e l  l e m a  a n t e r i o r  s o a  II u n  

] i r c d j . c a d o  r u o n â d i c o .  E n t o n c e s ,  Vf ( c X l i D M )  = Y ' ( t X d t X 3 )  

o ambar ;  d e s c r i p c i o n e s  s o n  i n d e f  i n i d a s . '

l.’üMO.s trac iôn: p o r  l a  d e f i n i c i ô n  de i n t e r j s r e t a c i ô n  

d e  l a s  d e s c r i p c i o n e s  ( c f r .  b e l ' . 1 . 4 . 1 . 1  ( i v ) ) ,  o l  l e  ma o x i r c  q uo  

T  (IIC.*,^3) -  Vf '  ( ! i " C #  ) = { d j ,  p i a r a  c x a c t a m e n t e  u n  d 6 i ' . P u e s t o

q u e  s e  c u m p l e n  l a s  c o n d i c i o n e s  d e l  l o m a  a n t e r i o r ,  s o  s i s u o  l a
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' i  ri m'.ciôii de e s t e  le i . ia .

Lci.;a Ai' 2 . Ci

:>ea il u n  c o n j u n t o  F i n i  t o  île i ô r u i  il.'ir. c o r i v  d m ,  , 

1', . ■ • • , i q  t o d o r ;  1-Os ).’,-ir;'.:,,e t r o r  de  i i-e ' l i e :  , ,o ei 

a p . ' i r c c e n  e n  ,■ . '  c l  i - enu i t . - i do  >ic r nr ,  t. i t e l  i- oe. le

a p a r i c i ô n  de  r  on  . : ; - or  n im r e . r a ' i c i o i  i d<- un  ; n r ' -  

1:10 t r o  û c  p r o  d i c e  do q u e  n o  o e o r e e o  e n  . '

A e s  u n a  d e n c r i i c l ô n  e n  . , s o n  A '  e l  r e . - u  I i .eeo eu

r o a l i r . n r  l a  s u s t i t u c i é n  nn  t o u  j in- icod.- .  en  ; . : u ;  n ,  

ndo i . i âu ,  y  y  T *  ù 3 - i n  t e r , ,  e e t a e x r ;  leu un,  i-e ■ , e

t a l  modo q u e  V f ( i f )  -  <f' (  ld| <f ( l '̂  ) -  (f ' (d^^) .

E n t o n c c r ; ,  r . i  f  (F )  e  t f ' ( i ' ) ,  e n  t o n e  eu 

Vf (F )  -  t f ' ( d ' ) .

D e r a o n t r a c i ô n  : l ’o r  i ' i K ln oc i é i i  0 0 - ni ; e l  né:  u n e  du 

Q l o m e n t o u  d c  d .  d a s c  de  i n d u c c i ô n :  ,1 c.u { l ' f .  I 1 t o n e  eu  o d i en  ( I )

!■' CG e l e m e n t a l  o b i e n  ( 2 )  e u  dc  l a  Fei-;„a y  ,A C M :

( 1 )  b i  !■ '4 l ' i C A ,  A,3 y  i ' “  i : t A '  A,') - e o n  . . A.
I; I: I: ' ' ■' '

i ' .  /  i ’ e  -  u ' u i  = b -  o n t o i l o e u ,  : , o r  uiu e u - . t , ;■ ,,1 l u ,  u

' 1 . 5 ,  uo c u m p l e  n u e  ( f ( l ' )  r.- v r . l i  ^ ( f (  à ,  ) , . . . ,  (A, ) >  fe ( f  ( [.')*

r . l i  ^<(*(4'  f  ' ( A ' )") € t f  (u' :) '*'u. i i  t f  ( ù ' ) ^ v .  / 1 1; ' 1 . .n t ■

l i e r a  t f  ( ! ) = 1" o L.

( 2 )  " i i p u o u t o  qu e  y a r a _  t o d a  F ô ru .u l a  n o n  r  (u  ) f  r  ( ' ) n- eu, ,, 1.

c l  l o u a ,  l a  a F i r i i a c i ô u  uc  n i  uo  l ' âc i l u i f -, r t c  e rn '  l u e  1-

i ; i c a u  , - a r a  c o u o c t i v a u  y  c u a n t o r c u .

uo de  l.n duc c i  un : F i  l a  a F ir m a c  i o n  vr . lo  p. -ra n e le ;  ieu d,e,e. 

t .nnceu . ' /aie  par a  n +■ l  c l cu i cul .uu e n  ; ,;P ,1+ 1 e  ;i e..,,■ ; 11,,. ■ 1 ■ 

uji.-> j ' ôr i iuln F '■ (I' ) -  ( f  ( u'' ) i :e liu la. , i .uueu :. uu.c i  é ., la. a

de  ;i ndi ;ec i.Fii 1.

é l ' i O l T  u o d c i  .0 :1  a e i  e u i u u a -  l a  p r o u e . ! :  i c i é u  ' .  t
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I ; o i i 0 3 l ; i \ ' i c i 6 n  d e  l a  p r o p o o l c l o n  AP 2 . 1 :

Supuc r ; ! ;o  q u o  r;o oui , ' ,nie

I ! '  I— A  x ( P C ; ; i  =  P t x i )

y  q u e  (f  y  Vf'  n o n  L 3 - i n t e r p r e t a c i o n e s  q u e  c u m p l e n  l a s  c o n d i c i o n e r .  

de  la .  d e i ' i n i c i . ô i i  7 . 2 . 2 ,  e n t o n c e s ,  . s i i p u e s t o  q u e  Vf(M) = Vf^(i:) = v ,  

o x i . s t c  u n n  L 3 - i n t e r p r e t a c l 6 n  i f  "  t a l  q u e < f " ( l ' ^ )  < f ( P ^ ) ; . . . ;

l’ue . s ü o  l'iue s  t f ( P ) ,  p o r  e l  l e m a  AP 2 . 6  c e  c u m p l e  q u e

< f " ( ) i ' )  = V s i i  T  (H)  = V.

S u p u o r . t o  q u e  t f  ( F )  -  v = i f  ' (I! ) ,  e n t o n c e s  -= v . De modo

a n â l o q o ,  p u o . s t o  q u e  i f '' ( P )  = t f ' ( P )  , p o d e r a o s  a f i r i n a r  q u e

Vf" ( n )  = V G i i  «f  ( 11) = V .

I’o r  l o  t a n t o ,  i f  ( : i )  -  v .  En c o n s e c u e n c i a ,  V f " ( M d M ' )  = v y ,  p o r  

e l  s u p u e s t o - d e l  t c o r c m a ,  tf" ( A  X ( P DX3 = P ' L X l )  = v .  De, l a  u l t i m a  

a f i r i i i a c i o n  s e  s i y u o  q u e  p a r a  t o d a  d e s c r i p c l ô n  A , C f" (P[A]  ) t i e  n e  

e l  m i sm o  v a l o r  do  v o r d a d  q u e  <f*(P'C/v3).  P o r  l o  t a n t o ,  ( f " ( P ) = t f " ( P ' ) ,  

E n t o n c e s

( f  ( P )  -  = v f ' ( P )  = Cf ' (P)  .

A l a  i n v e r s a ,  s u p u e s t o  q u e  f ( M W M O - v  y q u e  s e  c u m p l e n  l a s  c o n d i -  

c i o n c r ;  de  l a  d o i i n i c i ô n  7 . 2 . 2 ,  c e a  ( f ' u n a  L 3 - i n t e r p r e t a c i 6 n  r ; ob ro  

n t a l  q u e  t f ' ( p )  = V f ( p ' ) ;  t f ' ( p ' )  = (f  ( P )  ; - " f t P i ) ; . - - :

C f ' ( I ’n )  ( f  ( P ) .  E n t o n c e s ,  p o r  e l  l e m a  AP 2 .  G, <f’( î l )  -  t f ( i i ' )  =

V.  P o r  l a  d e l ' .  7 . 2 . 2  v a l e  q u e  i f ' ( P )  = t f ( P ) ,  c s  d c c i r ,  Cf (P )  =

Cf ( ! ’ ' ) .  P o r  l o  t a n t o  s e  c u m p l e  q u e  s i  (f (II U r ; ' )  = v ,  e n t o n c e s  

t f ( A X ( P L X l  =. P '  CE ] )  -  V . P o r  l o s  t e o r e m a c  d e  c o m p l e t u d  v a l e  

q u e  il O P '  I—  A ; ; ( I ' L ; 3  S  P ' L I M ) .  q . e . d
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I l o t a s  a  l o s  a i ; C ' ! i ( i i c o u  I  y .1 I

( 1 ) o f r .  F i . m l l y n n  ( 1 9 0 6 ) ,  p p .  1.81 :;r,

( 2 ) A p r i m e r a  v i s t a  0 0  p e r c i l i o  u n a  c i c r i ' . a  r u l r ' C  l .oii , ,  nc; no  I it 

a n a i i z f i d o  c o n  d e t a l l o ,  e n t r e  e s t e  c â l c u l o  y loo.  cA I c  J on  

I’o r . i  t i v o / i l o e n t i v o  ( I’o u i t l v / i l e o a t i  v  K p i ! . d i e  ) o-.u; cui . i - ' i ip '  bo'  

e n  I ' . c h i i t t e  ( 1 9 G 0 ) .
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FOnCr. l lFIOibM

F;i l a s  i i a g i n a K  i i r e c e d e n t e s  h e  G s t u d i a d o  n a n  

r . e r i e  i cm nn  e n  i ; o rn o  a  l a  l o y l c a  L3 q u e ,  como d e c i a n i o s  o n  c l  

p r o l o - o ,  uc  u i t é a n  e n  t o r n o  a  d o a  c e n t r e s  d e  i n t c r ô s ;  l a  I n v o a t i -  

r a c l ô n d e  c . i o n t o s  a n p o c t o s  d e  I n  s i n t a . x i s  d c  L 3 , p a r t i c u l a r : , i o n  t o  

l a  d e ' f l n i c i o n  do  u n a  a e r i e  dc  c â l c u l o s ,  e l  a n a l i s i s  d e  . sus p r o -  

p i o d a d c r ;  man i:,p o r  t a n t e s  y  l a  p r u e b a  d e  a l g u n a s  p r o p o c i c i o n c s  de  

l a  t  c o r  l a  d e  mo a l c l o n  de L 3 .

i l  p r i m e r  c a p i t u l e  t i e n e  u n  e a r a c t e r  p r e r e r e i i t o -  

i o e u t e  i o  t r o ' i u c t o r i o , p u e s t o  q u e  e n  61  d e  P i  no  l a  l ô g i c a  1.3, p r é s e n ­

t a i  i do , ,n'le:,i.é.s, P i n  p,a r  t e  ilc l o s  r c s u l t a c l o . s  y  a  c x i s t e n t e s  e n  t o r ­

il o n e r a  16 i c . a .  ' fj t r a . t a d o  e n  e s t e  c a f i l t u l o  d e  d a r  u n a  i i l e a  a d e -  

c u a d a  (_:e r u é  o s  y  d e  h a c e r  e x p l i c i t a s  l a s  b a s e s  s o b r e  l a s  

( lue s e  c o u s t r u ' / ' o  e l  t i ' a l :>a jo  p o s t e r i o r :  D e f i n o  e l  l e n y u a j o  L3 

e u  SI PS r u p e e  to : :  ,s i n  t.ur; t i c o s  y  . s c m in n t i c o s  , p r é s e n t e  a l y u n o s  

c a l c u l o s  y a  c.s t u ' l L a d o s  p o r  i l  a u  y  c i e r t o s  r e s u l t a d o s  u i c t a -  

t c ô r i  c e s  n ie  o  i ' i .on .son n e c e s a r i o s  p a r a  l a  c o m j i r e n s i ô n  d e  l o  

q u e  s . l e i i r  n a i c i i  s o u  de  i u t e r é . s  ^ e n c r a i  a  l a  l i o r a  de  . s i t u a r

I.3 e u  e ]  i i anor . -’i is J e  l a  1 6 - i c a  on  r o u e r a i .

liu e l  s e - ' u u d o  c a p  1 t u l o , e l  p r i m e r o  en  q u e  p . r e . s eu -  

ta.'iio.': r-esn 1 t.-i(;os i u é d i t o s , i i acemo.s  u n  a n â l i s i s  d e  l o  q u e  lici . os

II .am.TJo l ' r i n c i ; s i c  J e  l ; n i l ' i c a c l 6 n  do  b m u l l y a n .  J i l  I ' r i n c i p . i o  J e  

P n i . f ' l c a c i é n  q u e  . s e u l  r . r c u o n  tamo.s , u n a  no  J  j. f i c a c  i é n  uc  .su tio: i6 -  

l o " 0  e u  I s  16- I c a  s  t a n d a r d , a  F i  m a  l a  s a t i s  f a c l l i i  l i J a d  J e  t o J o  

c o n . j u n l o  q u e  | os,-sa uiu i  p r o p . ' i e J a J  (.le c o n . s i . s t o n c i n  a n a  11 l i r a  ,

e s  d c c i  I -, fins uo.se.s u n a  p r o | u  e J a  I de  c o u j ' u u t o s  J e  I. én . i n  l a  s  , . u -
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f l n l d a  ( l o i  modo q u e  s e a  y (pt e ucc<! : ;ar i ; u, ic i i l ; e  Uiui io e(),,io 

r Î G t l c a s  e l  no  c o n t e n e r ,  e l  c o n j u n t o  n u e  l ' o s n e  e s ; '  | u'Oj j e la i i , nur,  

f ô r m u l n  y  s u  n c g a c i ô n  f u e r t e  o t l é l i i l  n u l  ooino e l  c o u  t n i  m n t o n n e  

l o s  s u c e s o r e s  p o t e n c i a l e s  e u  un  a r h o l  l 6 r < l c o  do 1 6 r- : .uilas ou e u e  

c o n j u n t o .  La I m p o r t a n c l a  de  e s t e  r e s u l t a d o , a p a i ' t e  uo 1: s  

c o n m c c u e u c i a s  f o r m u l e s  q u e  d e  6 l  s e  d e r l v a u ,  e s t r i d a  on c n n o  t.i, t u i  n 

u n  p u e n t c ,  p o r  a s i  d e c l r ,  e n t r e  s i n  t a x i  s  y s o u â u  t l o a  <iuo n o r i . i t o  

o b t e n e r  u n a  s e r i e  de  r e s u l t a d o s  d e  conip-le t u , l  y  o t r o r : .

En n u e s t r a  f o r m u l a c l ô n  d e l  P r i n c i p l o  de ' ' n i  i I c a c i ô u , y  c u im  c o u -  

s e c u e n c i a  d e l  n u e v o  t l p o  de  d e m o s t r a c i ô u  (juô o m p l o a i . u n , pc'doi o s  

p r e s c i i K l l r  d e l  c a r â c t e r  f i n i  t o  d e  l a s  y r o p i e n a d o s  do c o u s i s  L o u c i a  

q u e  S m u l l y a n  e x i g e .  La  p r u e b a  d e l  1 r i n c i i l i o  de  Un i  f i o a o i é n  e ; : i " C  

l a  I n t r o d u c c l ô n  de  l a  n o c i ô n  d e  c o u j u n t o - m o d c l o  e u  y  l; i  . .c i / m;-  

t r a c i ô n  d e  l a  s a t i s f a c i b i l i d a d  do e s t e  t i u o  de  c o u j u i i t o ' - . . : ou  t o -  

mas  e s t o s  q u e  t a m b i é n  t r a t a i i i o s  e u  c l  s e c u n d o  c a p i t u l o .  ùd' s .  A s , 

i n t r o d u c i m o s  o t r o  t l p o  de  p r o p l e  d a d c s  c e  c on  j u n t o s  de  f û r i , i u l a s , 

r e l a c l o n a d f t s  c o n  l a s  p r o p i e d a d e s  de c o n s i s 1 ; e u c :  n , s  l a s  q ue  1 1 a -  

iiiamos p r o p l e d a d e s  de  d e i n o s t r a b i l i d a d  a u a l x t i o a .  : c s  t ua i  i c  ( |uu t s -  

do  c o n j u n t o  c t i s y u n  t i v a m c n t e  v â l i d o  t i e n e  t o d a  p ro,  u  o la i q . - f i s , -  

t r a H l i d a d  a n a l x t i c a .

L a s  c o u s c c u e u c i a s  d e l  F r  ii l e i u i o  de  d n i  i e,"c i é n  

de  1 t c o r e i  la p a r a l e l o  p a r a  l a s  p ro i e t o d a u u " .  de ou;. ,os t r a  ' i l  i t a ;  

s o n  a i i i p l i a s :  a u x ,  rno.s t ramor,  l a  c o m p l e t u d  de  l u s  c ; ' l c n l o s  raie 

de  r i u i m o s  p o s  t e r  i o r m e u  t e  t ' o r  i i e d i o  de  e s t o ; :  c o u c c e t o ’ ■ t e o r e ,  a :,. 

F i  a r i n c i p i o  de  U i i i f i c a c i ô n  e s  t ; i , . i ! i icn l a  ba.-.c qu e  c:_iq, Icai. io,  : a q u i  

p a r a  m o s t r a r  l a  conip l  o t u d  dtî l o s  c ô l c i i l o s  de.I' i i l i  u( i;-, poi-  , l a i  ' . 

d l  t c o r c ' i a  de  c o m p a c i d a d  p a r a  I,'', p u e d c  c o u t a r s o  t .aslui eu ci 1 1.1 -e 1 r s  

o o n s c c u e n o i a s  d e l  l ' r i n c i u i o  ..le (ii lJ. l ' i c ,  ...pi û; i . I o r  o t r o  1- l.a , 1..

; r u o l s ' . s  de  c o i q . l o t u d  baas.ada,': en  e s  Is'  1'; i n c  i  i o  . le 1 1  j i  . l e  >e i ô , i 

r o  s u  l i e u  : ..ar t i c u l ; '  m o u  t e  .sei i c i  l i a  .
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i l l '  l o s  CO. , ■ I t i i l o G  t r e . s ,  c u a l . r o  y  c i n c o  ( l e F i u L m o : ;  

y  e.g. t iul iomij ; ;  c n o l . r o  c o l c i i l o r ;  a u o c u a J O G  a  L 3 . En cl .  t e i ' c e r  c a p !  t u ­

l o  r;.- I.r.it.o, lio im c a l c u l o  a a i o n i A t . l c o  p a r a  l a  l o g i c a  d e  e r u i u c . i a -  

dor; J 3  ' io T..3 .  Llo i . a t i ioo A.J3 a  e . s t e  c a l c u l o .  D e r n o s t r a m o s  a u  c o s i p l c -  

t i ul  u t . i  l . l :- ,prulo u u a  p i ' O p i c d a d  u c  d e m o a t r a b i l i d a d  a n a l i t i c a  y  r o -  

I m n c s  t o ' . i ' i é a  r.u c o r r c o c l ô n  r e a p c c t o  n  J 3 .

Fn c l  c u a r  t o  c ap f .  t u l o  d e f i n i M o a  e l  p r i i i i e r o  do u u a  

.aor . t o do c i i r t r o  c a l c u l o a  a e c u c i i c i a l c s  q u e  va iuos  d e f i n x e n d o  a  l o  

l a r  o  ii. .1.0 l o . a i " . .  E l  c a l c u l o  E 3 ,  d e l  c u a l  t r a t a m o s  c n  c a t e  cnpx- .  

t u l o  c i ' . ' n ' t o ,  CO. in I c a l c u l o  . a c c u c n c i n l  c l a a i c o  q u e  t i c n e  u n a  o a -  

ti.’u c  t u  ,;i;- "li mi l a r  a l a  d e  l o.a  c A l c u l o s  s e c u e u c i n l e a  t a r a  l a  

16 '  i c a  tr.u- i.-ird.  (E.n.io c x c c p ' c i o u , h e  d a d o  a q u x  r é g l a s  d e r i v u u u . a  

pa r . o Ell; 1 t.r i 'O;; y  ci n a u t o r e a  u o  p r i i n i  t i v o s  . E l  o i i A l i a i s  nie t a l A g i c o  

d e  c a t e  c a l c u l o  s c  c e n t r a  e u  t r e e  p u n t o a :  c o r r e c c i 6 n ,  c o m i / l e  t u d  

y doi. ioa b i ' n c i ô u  i.ie 1 F a u p t a a t " .  E l  t e o r e i n a  f u a d a t r i o n t a l  ( H a u p t . s a t z )  

p a r a  'E" , a F i r : ' a  l a  n o  i r u l e p e n d e n c i a  d e  l a  r e g i a  d e  s e p a r a c i ô n  

c[iie u t i l  i.nai.ion ' :u i n  j ' o r m u l a c i o t i  p r i r n i t i v a  d e l  c d l c u l o .  E l  

t o o r o m o  c o r r c o . ; ' O i l ' ' i c n t o  e u  In. l ô o i c a  l i i v a l e n t e  do  p r i m e r  o r d c n  

0 , 1  e l  c o i i o c i d o  ' a u p t n a t z  d e  d c u t z e n .  [.'aino.c d o s  p  r u e  l i a s  d i u t i u -  

t n u  do  CO. i p l o t u d :  la.  u u a  r.e Ea.ua. e n  l a  t r a d u c i b i l i d a d  d e  l a . a  d e -  

i lO.'iti’a c  i ■ >1’.Cl'. d e l  c a l c u l o  d e  A r b o l c s  E.3, dc .C ' i n ido  j i o r  E l a u  y  y r e -  

. sou i . oc . '  on  c l  r i i . a i r  c a p i t u l o ,  a  d o i i i o s t r a c i o n e s  dc  3.3.  La . l e -  

r u u d r i  ; 'i'uol'..-i .no i . ' c n . l i zn  inoutrn. iu. lo q u e  l a  n c f i e d u c i t i i l i d n d  do 

n i u - ' u n  n c c u o n t o  i.iol t i p o  —1> , c o n  I i° . s u l ' c o n j u n t o  r i u i t o

■lie I ' ,  er.  u u a  | r o p i e d a d  t r i v a l e n t e  d e  co i iB i . r  t e n c i a  a n a l i t i c a  

de  c o i i j u ' i t o r  . i.niiior t a i i i b i c u  e u  e s t e  c a p i t u l e  u n a  deiiior; t r a c i ô u  

d e l  r a u j i t . r r i t r  .a, r o p i a d a  a  it? y  : : i o r t r a i . i o s  l a  c q u i v a l e n c i a  d e  1 e r  

c ô l c u l o r  y  ou i in.se a  l a  i u t e r t r a d u c i t . i i l i d n d  de  s u s  i l o u o r -  

t i ’n c l o n o r .
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n i  c a p i t u l o  nu  l u  t o  ç.r t u  I :,t(U ' :u ;■ . l.-iJ i r  r

c a l c u l  or, .lo U c d n c c l ô n  n a t u r a l ,  l ' u o  . i l  l o c . , un c ' i c n l n

n - l c c u a d o  a  1,3. Lu i i r u c b a  Uc c o u p l e  t u û  Un c r  t e  c  û l o u l o  '■■■., !■. i . ; r - -

v u ,  f l o M o .  L.a p r  i i i iora Uo c l l a r  t i c n c  coi  >o 'a-r.ro l a  coi.-;>lo:.uu U--1 

c û l c n l o  o r . l o i r . ' i t i c o  A3 -  c â l c u l o  Uc F t u  i r  !':■ p u r  1 ç , , ■ c. .y ■ e n  1

tni l  rc; U-rnucr  t r a  e u  c l  . rc- 'UuUo eu;  . ' t u l o  -  ;• . t  . a r  r o i  .1.;. i . - oc . tm . .

Uo con.o l a r  U e i . i o r t r a c i o n o r  e u  A.? ; 'un.i.-.. t  r ; . . i r  i  r r  u .eu : i.r,- c: I n -

i i o r  e u  i l? .  La r c ' . u n U a  p r u e b a  Uo coi i /M c tn..i u t i  l.i r  - 1. . i r  . i . u l r l Au  

Uc u n a  i v ro p i c Ua c l  uc  clemos t r a b l l i c l a U  co.-.o , u n  t o  i; rt:i.  .i.n u. - 1; ,

l iomor t r . a c i ô i i .

La l ô g , l c a  lie c u n u c i a u o . - :  i,u.cUa .1.,.., l .T.cl "u  , . a

Corma n'o u u a  r e ^ l a  dc  cou.rncucMic. i ; '  nu  l a  1.' -:i., la U.: -mi    i a-.- i ' ,

rc.a-'la ciun v c n d r î a  a  a  f . i  r'ti.ai' la.  ' ioUiic i i ai I l  l a , . , -n ir  in : na ,n ?! -, a -  

l a  I luo ra'O. c o n r c c u o u c i a  l 6 ; . l e a .  e u  .L". Un i 'c'n .u l." , ; 1 1,, a ,.,

u u a  l î c d u c c . t ô u .  K i l o  n o s  l ia l l o v a O o  a. Uni r  u.i c â l c u l o  o;:, il. ' n.'. l a

lie U-C’u n c o l o u  n a t u r a l  ; ' a r a  .LU, c o u  un  (v>. i j u u  i;o Un r c - - l .  .

iiMoUa.ii r i i u ' t i t u i r  e n  i i U a  l a  r o ,  l a  Uc; n.oi ' r no i  la'.iô i. ", nu  lA i. c

•io . j i i n t o r t . i r .  i i . r t o  e.s l o  nu e  r o a  l i  ,.i. , n- • ■ oa' a • •- (a ' i n. • ' a -

; i o t n U  UoMOfi trai.'iO.'’.;. co t r a  ver .  da.,io-". non ; nu' i . -a '  •. i ,n i. i u a - i.

(:• I,,! ' ] o tl 1.1 . i c i  c â l c u l o ,  l a  p i ' i . i . o r a  t.'.v., 'u..iu c  o, n  . . ni -  l a  il .-•'•'  .•• 

c i l . â r i o a  . i o I i â l i . i a r  ;ç l a  r o ' u u d a  u t i l l ' o u  n io. u, n . e n  i. a, - • • - ■>:-

ti'.'  i ' i l i ,  lail i a r a  l a  l o g  i c a  n e  c u u n c  i.a u o r  .

T.or ca ;  r t n l o u  a e . i r  ,'  r i  o i.n n i; .. •u i ■■. i ,

nu l.-i t 'Ui r i  a. do  i.ioUclo.' :;. i ' c  i i r . ' i t a . io d : , •.-: i. -n n n. ,1, il • i; -'>• u

O le  r  l:o;i reni i . l  ta'Jo.". i i.,] o r  t a  11 t o u  do le.  i.- tn' î.; i • • : ,u'  niln li i • • l  , n.

.'•■"•■a / .âl  i lin,.', • J.i ' ii , n a  t n r a  1; ',,,;u lu:; c  ■!. L . 1 ■ i •. '• '

. ■ ' o.", 1:0 ". r . n n l  l.fi, iou o r  e l  i.oi.ia ' i r a i  , "• ! ,■..■■■, e  .

n." U'inni n J , l.u . 0 :i. r  to ,  ici./ '  • ,C é  •' n I l n n i :  n l ,

. n . :n l e  ; o ' n i i. c l ,  >1 le !■ ; u LU-'  " • r  ." i "  n  . , lu,.;, ,  n ' r i  , ,. • • i , ' ■ , ■ .
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l o  r;é ; 1 i ; s j , s o n  c on; l o c n o n c l a r  d e l  l e i n a  de  C r a i g .  V o l v e r e i a o n

i i v . v î i i l a  '-a; i ! ; :o: ' :,'o e l l e s .

t u  l o  L i e i . i o r t r n c i ô n  d e l  l e m a  d e  C r a i g  e m p l e a i a o r  

un  c ' I . o n l n  0 0 0 0 ( 0  : c l o l  c n y a  o a r a c t e r i r  t i c a  f u n d a m e n t a l

-  r i ' i a r l o  io on  oo ,  o c c c l o n  y  c o m p l e t u d ,  q u e  d o m o r t r a i i i o s  v i a  l a  

comi>loi.uU. o' I -  m; l a  d c  c o n o t i t u i r  vin c â l c u l o  o e c u o i i c l a l

o i m é t r i c o  : n o  o.o.noo l a v i e o  do  l o : ;  n e c u c n t c r ,  e s  d o c i r ,  r:c t r a t a  

d e  u n  c ô l o n l o  Cil o l  n u e  t o d a  f o r m u l a  q u e  a p a r e c e  e n  e l  a n t e c o d c u -  

t c  d e  nr.o, , iTj'.-lo.a do  u n a  r c y l ' a  c s  u n a  s u h f o r m u l a  d e  u n a  f o r m u l a  

c i l  l a  c n n c l i  l a l é n , v a l  i o n  do  l o  m i s m o  p a r a  e l  c o n s e c u e n t o .  l i s t e  

c ' i l c i i l o i  a n o d e  s e c  s . i m p l i f i c a d o . En  r i g o ï ’, c o n t i n u e  d o s  c a l c u l o s  

c o m p l u  l e s . io t o  o s  l o  q u e  l o s ,  c â l c u l o s  3 3 - 3 2  y  3 3 - 3 3  p o n e n  de  

m a . u i f  i .cs t , .. du a  à  o s  c a s o s  s o  t r a t a  d c  c a l c u l e s  q u e  u t i l i z a n  

s o l o  u u n  , ns’ l.e de' l os .  i i o s t i i l . a d o s  d e  S 3 - 3 1  -  3 3 - 3 2  u t i l i z a  

l ' O s t n l - n t a ;  . n ie  a  I CC t a n  s o l o  a  l o . s  a n t é c é d e n t e s  c n  l a s  r é g l a s  de

iis. ' i s o l o  de; ; - os  t u l a d o r ;  p a r a  l o s  conGCCvien t e s  -  

y  q u e  . - i . i  ;!>nn- o , s o n  c o r  r e c t o s  y  c o m p l e t o s .

::u e l  c a s î t u l o  s l o t e  d e m o s t r a m o . s  e l  t c o r c m a  de  

d é f i n i  s i  11 d s d  d e  cl; ;i  j ' O r a  L 3 . E s t e  t o o r e m . ' i  a f i r n i a  l a  e q u i v a l c n -  

c i a  d e  l . ) s  c o n e e y  to.s  ..le d o . l ' i n i b i l i d a d  i m p l i c i t e  y  e x p l i c i t a .  J u n ­

t o  c o n  e s t e  t n o r . s . a  n o s  o c u . i a m o s  on  e s i : e  c a p i t u l o  t l e l  t o o r o i . i a  dc  

P o l j l u s o n  q u e  i u '  li c a  i , a  j o  e u e  c o n d i c i o n e r ,  l a  u n i ô n  d c  d o s  c o n j u n -  

i:o.s c o u s i s  t' . 'S t e s  es. c o n , ' . i s  t e n  t e  . jit.fc.s t  c o r e  mas  . son ,  como  lie; lo.s 

d i c l i o  , c o u s  : c u ( ' i , c i r . s  d e l  I c i  ,a. d c  C r a i g .

.su 1 .rq é n d i . c o  1 d e m o r t r a i . i o s  e l  1 î a u p t . e a t s .  l ' . a r a  

33  noi-  m,s l ios .  'ci.s ti.i i t ' ' S  s  l o s  u t i l i z a d o s  e n  c l  c aj ; .  3 ,  n s a n d o  

a l i o r a  '.e -, s  ri 1 s  m-n. - idas . E l  . ' i n c n d i c c  I I  s o  ded ic . - i  ,a v o s  t r a  r

l a  c o n i v  I c n c i  't ; E. so.", c o n c c p t o s  d e  d c b i u i b i l i d a d  im . ' l i c i  t,'', q ic

i i cmos  i.iauo.j a,  !o un  c l  c a o i t u l o  n c p t l m o .
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Kn c o n j u n t o ,  o r e s ;  on  ; o o •■..'l.i-, :'u;

c u n p l i i s ' o  l a s  i i ' .etas q u o  uo . ;  p r o j o i  i o ; :  - 1 eo;. enz -  e e l  ; r e '  e - j o  : 

I n v e s  l . i q a r  c i e r  t o s  a s p o c  t o n  For;,,el 's.", oe  I n o  o. ; ,:e 11, ,,., q- e ue

a ho  re.  y  c o n  t r i i . ' u i r  a l a  ,)u,s t lF. i .  cocl, ' ' , :  i o e  le,: s  i. :. t , - ;■

u n a  t e o r ' . a  lAg.i c a  (J.i.,;,ua tie t a l  no; .! n.-o : ca.n ,/ , e n  . e , ■- - o . ’

l é " l c o . - .  ooino i . i e t a l ô q i c o u  co;  lO c n  pl . i .c.eie! , l i ' i t  , ' ; , , , i-..'u,•

lU'Oi.ie l e t  ! o r  j .TO-rai . i-a ,io i u v e n  t l  - - a c i é i  i .

I .lue, I.an a b l c r t a s  a l ' - u u a e  , ,u i ' up  :o i t l y a s  a l o  I n r -  o 

(le l a  t e s  i s  a  l a s  q u e  q u i z â  c o n v c i r o s  a o u u  t a r :  a l o  I , - . ' " ,  t l  

t r a i  a j o  a p a r c c c n  u u a  r . c r i o  tie r c r . u l t a . o o s  , tie a  I . -u  J "  : ,.r it ! 1.1- 

ua t i  i_',G c o u . s t r u c o i o n  do  u n a  t co rx . - '  o e  l a s  t a o r ' a s .  , :e . r.i . o- o r  , ,: 

q u e  IK) KC c o u F i n e  a  u n a  l ô e i c a  I ' i v l e u t e  o t r i . , ' a l o u  l,e e o u e  , 'e I;, , 

r . l n o  r |u e  t e n g a  c a r â c t e r  d e  t c o  r i  a  " c r . c r n l  du l a s  lô' - . lua. . :  t

i ' i ' l i . i c r  o r c l e n  n - v a l e i i t e . ' ; .  d o  I ici, ,os i ,  r / c s  t i . , s i i o  a , ' ! . '  l u  un  I , ■, 

■pcro c r c o  q u e  e n t r e  l a s  c o n c . l u . s i o n c : :  n e  u n  t r a !  .to uu,..u ■. 1 

a f i u i  l ' c a  l i  r.a , lu ' puodei i  a;  n u  t a . r s e  l a . s  ; i . ' r s p e c t  i . r  s  ■ i " '  

c l  ; ,i:;;,io lia a l ' j . o r t o .
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C’T l ’CC, :
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F . - î t i i d io s  de  L ép . i c a  y  F i l o s o f  l a .  ü e v i s t a  d e  O c c i d c n t e ,
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