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Summary

Introduction:

Let f: U C X — X be a continuous map, with U an open subset
of a locally compact ANR (for metric spaces) X. Let K C U be an
isolated, compact, invariant set for f. Our objective is to deep in the
study of the dynamics of f in K. We have a special interest in the
periodic orbits contained in K. For this purpose, in this thesis we will
build fixed point index of the induced map in the n-symmetric pro-
duct of X, SP,(X). This survey begins from the work of J.M. Salazar
(see [77], [81] y [82]) with the finite subsets of X with, at most, n
elements, F,,(X), also called by some authors, symmetric products.
These spaces were introduced in 1931 by Borsuk and Ulam in [11]
with the name of n-symmetric products of X. The authors researched
topological properties that the n-symmetric products F,(X) inherited
from X, and they considered the case X = I to obtain topological
properties of F,,(I).

It is known that SP,(X) = F,(X) if n = 2. We recommend the
book of Aguilar, Gitler y Prieto, [1], where these spaces are used to
explain through an homotopical point of view several classic concepts
of algebraic topology.

In previous issues it was pointed that it could be interesting to re-
search the fixed point index in SP, (X) because the additive behaviour
of the index would be better than in F),(X). Masih and Rallis, in [58],
[59] v [74] have defined some index for maps X — SP,(X) so with
a completely different point of view and objectives from ours. It is a
natural and almost unexplored framework to study periodic orbits of
discrete dynamical systems.

Due to the nature of our construction, the index develop here will
give us information about periodic orbits, contained in K, of period
lower or equal to n. We will focuse our efforts in the research of the
homeomorphisms of the plane although our construction is completely
general.

In this framework we will develop methods that allow us to compute
Euler’s characteristics of the n-symmetric products of finite dimension
manifolds. Our point of view can be interesting, and we devote one
section to this, to be an alternative way to the traditional methods
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8 SUMMARY

used in the known literature. We will pay attention to the compact,
orientable and boundaryless surfaces making the complete computation
for them.

We will extend, in a natural way, that construction to the infinite
symmetric products, associating to every fixed point, isolated as pe-
riodic orbit, a complex formal series. In the particular case we have
an isolated fixed point as a compact invariant set not being an attrac-
tor nor repeller, we will associate to every germ a polynomial. We will
research the effect of some dynamic properties to the associated series.

To finish, following Ruiz del Portal and Salazar in [76], we will
research from our point of view, compact isolated invariant sets of the
plane that admit isolated neighborhoods that are unions of discs to
give some clues about the detection of periodic orbits a chaos with our
methods.

Objectives:

The main objective of this thesis is to define a Conley type index for
the topological spaces called symmetric products introduced by Borsuk
and Ulam in [11] and use this fixed point index to detect chaos for
homeomorphisms of the plane that preserve orientation.

In the first chapter we begin with the definition of the n-symmetric
index. Let X be an ANR for metric spaces and U C X an open sub-
set. Let f : U — X a semidynamical system. In the first chapter
we consider the symmetric product of the space X, that is the space
SP,(X) = Xx---xX/ ~, where the equivalence relation identify those
points whose coordinates are permuted. Every semidynamical system
f induce another semidynamical system in the symmetric product and
we will define a Conley type index for these spaces that we will denote
n-symmetric index. Afterwards, we will obtain a topological descompo-
sition for the symmetric products of unions of disjoint sets which is the
result needed to prove the main property of the n-symmetric index, the
additive property. We will finish proving, for the n-symmetric index,
two classical properties of the fixed point index: conmutative property
and homotopy invariance.

In the second chapter we compute the n-symmetric index for homeo-
morphisms of the plane that preserve orientation, splitting this calcu-
lation into two cases: the first case where our fixed point is isolated as
a compact invariant set and the second case where our fixed point is
not isolated as a compact invariant set. Let f be a homeomorphism
of the plane. Let K C R? be a compact invariant subset containing a
fixed point p of f such that p is isolated as periodic orbit. The aim is to
compute the n-symmetric index of f in Ky the connected component
of K that contains p. At this point we will distinguish two cases: K
isolated and not as a compact invariant set. In the case that K is not
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isolated we will use Carathéodory’s compactification to simplify this
case to the first one.

In the third chapter we introduce the concept of infinite symmetric
product, to define later the infinite symmetric index, not analogously
to the n-symmetric index, but as a formal series containing as coeffi-
cients all the n-symmetric index. Finally we will make the computation
of the infinite symmetric product for the homeomorphisms of the plane
that preserve orientation, in the two cases distinguished in the previous
chapter. Let X be an ANR locally compact, U C X an open subset
and f: U — f(U) C X a semidynamical system. We will define the
infinite symmetric product SPy (X) through the symmetric products
SP,(X) introduced in the first chapter; we will endow S P, (X) with its
natural topology and we will define the semidynamical system S Py (f),
induced by f in SP,(X). We will also define the infinite symmetric
index for the map SP.(f) in a compact invariant set K. The amazing
fact around this index is that we will define it as a formal complex
series whose coefficients will be the n-symmetric index. This definition
is very comfortable to prove some crucial properties as the additive
one, completely necessary to the computations, because as SP,(X) is
an infinite dimension space, in the place of Conley type ideas, we will
approach to this problem following a strategy closer to the definition of
Leray-Schauder’s degree (see [52]) or even closer to the construction of
extensions of the degree for A-proper maps, [95], or through Galerkin’s
aproximations, [12]. Despite the fact that definitions are written using
general hypotheses, we will make the calculations, as in previous sec-
tions, for planar homeomorphisms althoug, as we have mentioned be-
fore, similar technics based on recent results would allow us to obtain
information on higher dimensions.

In the fourth chapter the aim is to use the n-symmetric index
for homeomorphisms of the plane that preserve, expand and shrink
areas and the computation of the Euler characteristic of the symmetric
product of every compact orientable surface.

In the last chapter we research about the descompositions of com-
pact isolated invariant sets of homeomorphisms of the plane that pre-
serve orientation and the existence of periodic orbits and chaos. Let
U C R? be an open subset and f : U — f(U) C R? be an homeomor-
phism that preserves orientation. Let K C U be a compact, isolated,
invariant set for f, that admits an isolated neighborhood which is a
finite union of close discs. In this conditions it exists an isolated block
that can be decomposed into a union of disjoint discs. We will build
filtration cycles which are the fundamental tool we are going to use
to study the existence of periodic orbits of f that follow a specific
itinerary. We will give sufficient conditions in terms of these technics
that allow us to deduce the existence of chaos.
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Results:

The main result of this thesis is obtained in the last chapter where
it is computed the n-symmetric index for a planar homeomorphism
that preserves orientation and following a specific itinerary.

In the first chapter, after defining the topological spaces called n-
symmetric products and defining the n-symmetric index, for X an ANR
for metric spaces, we obtain a topological descomposition of the sym-
metric product of a disjoint union of open subsets, i.e., let X be a
locally compact ANR. Let U; and U, two disjoint open subsets of X.
Then,

SP,(UyUU,) = | (SPi(Ur) x SPa;(Un)),

0<j<n

where we will understand that the last equality means that both spaces
are homeomorphic. Moreover, the cartesian product SP;(U;)xSP,_;(Uz)
is identified with SP,(U;) when j = n and with SP,(U,) when j = 0.
With this topological descomposition we have the main tool to prove
the additive property: let X a locally compact ANR and U C X an
open subset. Let f : U — X be a semidynamical system and K a
compact invariant set with respect to f. Suppose that K is the disjoint
union of two compact invariant sets K; and K, that admit compact
neighborhoods N; and Ny such that Per?(f) N N,, C K,, for m = 1,2
and j < n. Then,

I35 (f. K) ZISP (f. K1) Iy "7 (f, ),

where we use the notation 157°(f, K,,) = 1 for m = 1, 2.

In the second chapter, we compute the n-symmetric index for pla-
nar homeomorphisms that preserve orientation in a fixed point having
account the two possible cases: the fixed point is isolated as a compact
invariant set and the fixed point is non-isolated as a compact invariant
set. First of all we define the concept of generalized filtration pair in
order to obtain another continuous map f’ that coincides with f in
a small enough neighborhood of the compact invariant set K but for
which we have information about the orbits out of K but inside the
exit set of the isolated block chosen for K. Furthermore, the orbits of
" out of K, but inside the exit set of the isolating neighborhood chosen
for K, have all the same period ¢ > 1. All in all, for the case that the
fixed point {p} is isolated as a compact invariant set and contained in

Ky, a connected component of K, the value of the n-symmetric index
of fin K| is,

in(fﬂﬂ::in(frkb)::(_1ﬂnm}<7;;;;>.
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For the second case, when the fixed point {p} is non-isolated as a com-
pact invariant set, we begin using Carathéodory’s prime ends theory
to reduce this case to the first one. Let U C R? be an open subset, let
f:U — f(U) C R? be an homeomorphism, let K C U be the non-
isolated compact invariant set that contains the fixed point {p} of f
and let Ky be the connected component of K that contains {p}. With
Carathéodory’s prime ends theory we obtain the important equality,

in(Ko) =1+ Zz‘j(U).

Having account that the open set U contain, out of Kj, all the pe-
riodic orbits (maybe with period 1, i.e., fixed points) generated by
Carathéodory’s compactification, we can compute the n-symmetric in-
dex of U with similar calculations as in the previous case (the isolated
one), so, using the last equality, we would obtain an expression for the
n-symmetric index of Ky the connected component of K a non-isolated
compact invariant set containing the fixed point {p},

(1)

1 sigfn
a—e+[n/q :
. <
in(f, Ko) = ( [n/q] e=a .
.41 siq | n.
(—1)n/d sie>a
[n/d]
with e = Y. (mg—1). This is the desired formula for i, (f, Ko) in the

case that {p} is a non-isolated fixed point as a compact invariant set
and, after Carathéodory’s compactification, we have r 4+ a + b periodic
orbits of period ¢ splitted in:  non-atractor and non-repeller periodic
orbits each one with m, positive invariant exit regions for f4¢, s =
1,...,r, a atractor orbits and b repeller orbits.

In the third chapter, the infinite symmetric index of a semidynam-
ical system is defined in the infinite symmetric product SP(X) and
we make use of the second chapter to obtain the different values of this
index. The surprise here is that we define the infinite symmetric index
as a formal complex series with n-coefficient the n-symmetric product.
The aim of this chapter is to summarize all the information of the n-
symmetric index into a series to compute the different cases appeared
for the n-symmetric index. For X a locally compact ANR we define
the topological space named infinite symmetric product, as,

SP.(X) = | SP.(X),

n>1

endowed with the union topology. We define the infinite symmetric
index of a semidynamical system f in a compact invariant set K (that
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admits a neighborhood N such that N N Per(f) C K) as,
™ () =3 IR (] K)2",
n=0

using the notation I3°(f, K') = 1. For this index one can obtain the
classical properties of the fixed point index: additivity, conmutativity
and homotopy invariance. With respect to the expression of this index
we have two cases as before: if the fixed point {p} is isolated as a
compact invariant set, having the map f’ m periodic orbits of period

q,
1 —z0)™m
il 1) = 2
If the fixed point {p} is non-isolated as a compact invariant set, ob-
taining, after Carathéodory’s compactification,  non-atractor and non-
repeller periodic orbits each one with mg positive invariant exit regions

for f9, s =1,...,r, a atractor orbits and b repeller orbits,
( (1 _ Zq)efa
(1—2)

2] <1  sie<a.

i (f, {P}) =

(1 _ Zq)efa )

oy SEFTL ies
0 siz=1

\
with e =3 _ (m; — 1).
In the fourth chapter, the objective is to prove that,
Zn(fa p) — 0.
n—-+0o00

for f a planar homeomorphism that preserves or expand or retract
areas. Moreover, in this chapter we obtain the euler characteristic of
every orientable surface. As the n-symmetric product of the sphere is
the complex n-projective space, we focus our effort in obtaining an
expression for the euler characteristic of the connected sum of torus,
that is,

sy = i (T0).

In the last chapter, the main objective is to present the technics created
by Ruiz del Portal and Salazar in [76] to prove the next theorem,

THEOREM. Let U C R? an open subset and f : U — f(U) C R?
a semidynamical system that preserves orientation. Let K a compact
1solated invariant set containing all the non-atractor and non-repeller
periodic orbits of f and N C U an isolating block of K. Let 1 :
{1,...,¢} = {1,...,m} an itinerary and let,

(N'r; LT) - {(NT(1)7 LT(l)T(?))? (NT(2)7 LT(2)7(3))7 feey (NT(q)> LT(q)T(l))}7
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a filtration cycle such that the components L,y are discs and the
boundaries O(N-(5) \ Lr(syr(s4+1)) are homeomorphic to S*, for all § =

1,...,q. Then,
~1
| 1\l (m ) siqln
inlFy, Pere () = 4 T gl I
0 sigtn

with m the number of periodic orbits of F. in {pi1,.-.DPims---,
Dgls-- s Pgm ) and q the period of every orbit.

Conclusions:

As conclusions of this thesis we obtain the next information: the
n-symmetric index, the fixed point index defined in the topological
spaces called n-symmetric products, SP,(X), is a very useful tool to
study the dynamics of homeomorphisms defined between these spaces.
In this thesis we construct the n-symmetric index, proving its main
properties in the first chapter (including the most important one to
make calculations: the additive property) and computing all its values,
in the second chapter, for the case of a planar homeomorphism that pre-
serves orientation. Something interesting about n-symmetric index is
that one can compute exactly its value for every fixed point of a planar
homeomorphism that preserves orientation, see as a compact invariant
set; moreover, splitting the computation in two cases, when the fixed
point is isolated and when not, as a compact invariant set, one can
reduce the non-isolated case to the isolated one using Carathéodory’s
prime ends theory. Furthermore, in the third chapter, all this informa-
tion is perfectly summarize into the infinite symmetric index defined
in the topological space named as infinite symmetric product, S Py (X)
(the union of all symmetric products SP,(X) with the union topology),
defining the infinte symmetric index as a series whose coefficients are
the n-symmetric index. Through this point of view one can translate
the dynamics of a homeomorphism to the aspect of the series of the infi-
nite symmetric index. Like in the cases of the n-symmetric product, one
can compute all the 'values’ of the infinite symmetric index for a planar
homeomorphism that preserves orientation. Three interesting applica-
tions of the n-symmetric index are included in the thesis: its behaviour
for planar homeomorphisms that preserve, shrink or expand areas, the
computation of this index for every compact orientable surface (both
applications into chapter fourth) and the existence of periodic orbits
and chaos for planar homeomorphisms that preserve orientation, using
the descomposition of isolated invariant compact sets of these homeo-
morphisms.






Introduccién

Sea f : U C X — X una aplicacién continua, con U un subconjunto
abierto de un ANR (para espacios métricos) localmente compacto X.
Sea K C U un conjunto compacto, invariante y aislado con respecto a
f. Nuestro objetivo es profundizar en el estudio de la dindmica de f
en K. De especial interés es la obtencion de informacion acerca de las
orbitas periddicas contenidas en K. Para ello, en la presente memoria
construiremos indices de punto fijo de la aplicacion inducida en el n-
producto simétrico de X, SP,(X). Este estudio parte de la filosofia del
trabajo de J.M. Salazar (ver [77], [81] y [82]) en los subconjuntos finitos
de X, no vacios, con, a lo sumo, n elementos F,(X), también llamados
por algunos autores productos simétricos. Estos espacios fueron consi-
derados en 1931 por Borsuk y Ulam en [11] con el nombre de n-
producto simétrico de X. Los autores investigaron las propiedades
topoldgicas que heredaban de X los n-productos simétricos F,,(X), y
consideraron X = I para estudiar las propiedades topolégicas de F,,(T).

Se sabe que SP,(X) = F,(X) si n = 2. Recomendamos el libro de
Aguilar, Gitler y Prieto, [1], en el que se utilizan estos espacios para
dar un enfoque homotoépico a varios conceptos clasicos de la topologia
algebraica.

En trabajos anteriores ya se apuntaba que podria ser interesante
estudiar el indice de punto fijo en SP,(X) dado que se puede esperar
un comportamiento aditivo mejor que en los espacios F,(X). Masih y
Rallis, en [58], [59] y [74] han definido ciertos indices para aplicaciones
X — SP,(X) por tanto con un enfoque y objetivos completamente
diferentes a los nuestros. Se trata de un marco muy natural pero ape-
nas explorado para estudiar érbitas peridédicas de sistemas dindmicos
discretos.

Por la naturaleza de nuestra construccién, el indice que desarro-
llaremos dara informacién sobre las érbitas peridédicas, contenidas en
K, de periodo menor o igual que n. Nos centraremos especialmente en el
estudio de los homeomorfismos del plano aunque nuestra construccién
sea completamente general.

En este marco desarrollaremos técnicas que permitan el calculo de
las caracteristicas de FKEuler de los n-productos simétricos de
variedades de dimension finita. Nuestro enfoque puede ser de cierto
interés, v a ello se dedica una seccién, por ser una alternativa comple-
tamente diferente a las empleadas en la literatura existente. Pondremos
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16 INTRODUCCION

especial atencién en las superficies compactas, orientables y sin borde,
para las que haremos el cémputo completo.

Extenderemos de manera natural la construccion a los productos
simétricos infinitos asociando a cada punto fijo, aislado como érbita
periddica, una serie formal compleja. En el caso particular de tener
un punto fijo aislado como compacto invariante que no sea atractor
ni repulsor, asociaremos a cada germen un polinomio. Estudiaremos
qué reflejo tienen algunas propiedades dinamicas en la serie asociada.

Por dltimo, siguiendo el trabajo de Ruiz del Portal y Salazar en
[76], estudiaremos desde nuestro punto de vista compactos invariantes
aislados del plano que admiten entornos aislantes formados por uniones
de discos para esbozar la técnica de detecciéon de orbitas periddicas y
caos.



CAP{TULO 1

Indice de punto fijo en productos simétricos

RESUMEN: Sea X un ANR para espacios métricos y U C X un
subconjunto abierto. Sea f : U — X un sistema semidindmico. En este
capitulo consideraremos el producto simétrico del espacio X, que no es
mas que el espacio SP,(X) = X x -+ x X/ ~, donde la relacién de
equivalencia identifica aquellos puntos cuyas coordenadas estan permu-
tadas. Todo sistema semidindmico f induce otro sistema semidinamico
en el producto simétrico y definiremos un indice tipo Conley para es-
tos espacios que denominaremos indice n-simétrico. Por iltimo obten-
dremos una descomposicion topoldgica para los productos simétricos de
uniones de conjuntos disjuntos que nos llevara a demostrar la propiedad
principal del indice n-simétrico, la propiedad aditiva. Terminaremos
demostrando, para el indice n-simétrico, dos propiedades tipicas de los
indices de punto fijo: la propiedad conmutativa y la propiedad de in-
varianza por homotopias.

1. Productos simétricos: definiciéon, topologia y sistemas
semidindmicos

DEFINICION 1.1. Sea X un ANR para espacios métricos (ANR son
las siglas de absolute neighborhood retract ver [8] o [45]). De ahora en
adelante siempre que nos refiramos a ANR se entendera que lo es para
espacios métricos. Sea o una permutacion del conjunto {1,2,...,n}. En
X" = X x X xnveeesx X definimos la siguiente relacién de equivalencia,

(@1, @) ~ (Wis oY) © 30 (W1s - Yn) = (To(1)s -+ s Ton))-
Definimos el n-producto simétrico de X como,
SP(X)=X x X xnvees x X/ ~= X"/~ .
%a clase oﬁe equivalencia del punto (zy,...,z,) la denotaremos por
ST o

NoTACION 1. Al grupo de todas las permutaciones del conjunto
{1,...,n} lo denominaremos ¥,,. Ademds a menudo utilizaremos tam-
bién las notaciones 7 = (X1, ,Tp) ¥ 7, = (To(1)s - -+ Ta(n)), PUNLOS
en X" para cada o € 3,. La clase de equivalencia en SP,(X) del
punto 7’ la denotaremos por [2].

17



18 1. INDICE n-SIMETRICO

OBSERVACION 1.2. La primera observacién que cabe hacer al con-
cepto anterior es que no es universal, es decir, existen autores (ver por
ejemplo [92]) que al producto anterior lo llaman de otras formas como
por ejemplo producto de permutacién (permutation product); de hecho,
en muchos textos se reserva el nombre de producto simétrico para el
espacio Fy,(X) de todos los subconjuntos no vacios de X que contienen
a lo sumo n puntos.

Desde el punto de vista de nuestros objetivos es importante destacar
que, en el caso de que X sea un ANR también lo es su n-producto
simétrico SP,(X) (ver las referencias [58], [59] y [74]).

OBSERVACION 1.3. (Topologia en SP,(X)). Lo primero que debe-
mos hacer es recordar cémo se define la topologfa de SP, (X). Para ello
denotamos a la aplicacion cociente con la letra m, es decir,

X" —=SP,(X)
7 (7)) = [T

En X™ consideraremos la topologia producto mientras que en SP, (X)
consideraremos la topologia cociente.

DEFINICION 1.4. Sea X un ANR y U C X un abierto. Un sistema
semidindmico (local) es una aplicacién continua e inyectiva, definida
localmente, f: U — X.

Diremos que un conjunto compacto K C X es invariante por f si
f(K) = K. Un conjunto compacto e invariante es aislado respecto
a f si existe un entorno compacto N de K tal que Inv(N, f) = K.
Aqui utilizaremos la notaciéon Inv(N, f) para referirnos al mayor com-
pacto invariante por f que a la vez es subconjunto de N. A N se le
denomina entorno aislante de K. Diremos que K es un conjunto com-
pacto, invariante y aislado sin especificar f cuando no exista confusién
posible. Denotaremos por Per™(f) al conjunto de érbitas periddicas de
periodo n de f.

2. Indice de punto fijo en productos simétricos

Un sistema semidinamico f : U — X induce, de manera natural,
otro sistema semidindmico en SP,(X), a saber,

SP,(f) :SP,(U) — SP,(X)
(7] = SN =[(f(@1), - flaa))].

La aplicacion SP,(f) definida anteriormente es continua.
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LeEMA 1.5. Sea X un ANR. Sea U un abierto de X y sea f : U —
X un sistema semidindmico. Entonces la aplicacion SP,(f) inducida
por f desde el producto simétrico SP,(U) en SP,(X) es también un
sistema semidindmico.

DEMOSTRACION. Consideremos el siguiente diagrama,
sp,U) Y sp,(x)
w1 T

U x nveces x [T Ly X x nveces X,

donde F(Z) = F(x1,...,2,) = (f(z1),..., f(x,)). La continuidad de
SP,(f) es consecuencia de la igualdad wo F' = SP,(f) o 7. O

Sea K C U un conjunto compacto e invariante con respecto a
f y sea N un entorno compacto de K tal que Per/(f)N N C K
con 7 < n. Para cualquier conjunto abierto W tal que K C W C
N consideremos SP,(f)|sp,w) : SP.(W) — SP,(X). Claramente
Fix(SP,(f)|sp,w)) C SP,(K), con SP,(K) compacto invariante, con
lo que Fliz(SP,(f)|sp,w)) es un subconjunto compacto de SB,(WV).
Por otro lado SP,(f)|sp,(w) es una aplicacién compacta porque admite
una extensién evidente a SP,(N) entorno compacto de SP,(K).

Teniendo en cuenta todas las observaciones anteriores, el indice

i5p,(x)(SPa(f)|sp,(w)s SPa(W)) esta bien definido.

DEFINICION 1.6. Definimos el indice n-simétrico del par (K, f)
como,

3P (f. K) = isp, o) (SPu(f)|spawys SPa ().

OBSERVACION 1.7. Por la propiedad de escisién del indice de punto
fijo sabemos que I)S(P"(f, K) no depende de las elecciones del entorno
N de K ni del conjunto abierto W.

Obsérvese también que la definicién anterior tiene sentido en el caso,
algo mas restrictivo, de que K sea un compacto invariante aislado y NV
un entorno aislante de K.

3. Propiedad aditiva del indice n—simétrico

En esta seccién demostraremos el resultado mas importante del
capitulo: la propiedad aditiva del indice de punto fijo en los productos
simétricos SP,(X), con X un ANR localmente compacto. Desde el
momento en que uno se plantea realizar calculos con el indice de punto
fijo, la propiedad aditiva se convierte en una herramienta fundamental,
puesto que nos permite, por ejemplo, calcular el indice de punto fijo
sobre un compacto invariante operando sobre sus componentes conexas
-siempre que la funcion no las intercambie-, lo cual simplifica el pro-
blema enormemente.
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LeEMA 1.8. Sea X un ANR localmente compacto. Sean Uy y Uy dos
subconjuntos abiertos disjuntos de X. Fntonces,

SP, (U UUy) = U (SP;(Ur) x SP,4(Usy)),

0<j<n

donde entenderemos que la igualdad anterior significa que los dos espa-
cios  son  homeomorfos.  Ademds, el producto  cartesiano
SP;j(Uy) x SP,_j(Us) lo identificamos con SP,(Uy) cuando j = n y
con SP,(Us) cuando j = 0.

DEMOSTRACION. Construimos la siguiente aplicacion,

a: | (SPUY) x SP._j(Uh)) — SPL(Uy UTh)

0<j<n

([#1, .z, (g1, mn]) = @, @)

Queremos demostrar que a es un homeomorfismo. Es inmediato com-
probar que « estd bien definida. Veamos que es biyectiva. Sea
[1,...,2,] € SP,(U; UU,) cuyas primeras j coordenadas se encuen-
tren en U; y las segundas n— j coordenadas en U,. Veamos por ejemplo
que la aplicacién « es sobreyectiva. La inyectividad es similar. Para
[1,...,2,] € SP,(U; UUs,) dado, se tiene la igualdad,

al[zy, ... x5, (T4, . m]) = [T1, o 2]

Es decir que para cualquier elemento [zy,...,z,] € SP,(U; U Uy),
podemos realizar una reordenacion de manera que la clase de equiva-
lencia de las primeras j coordenadas pertenezca a SP;(U) y la clase de
equivalencia de las siguientes n—j coordenadas pertenezca a SP,_;(Us).

Demostremos, por ultimo, que « es continua y abierta. Esto es una
consecuencia del siguiente diagrama:

(SP](Ul) X SPn,](UQ)) i) SPR(Ul U UQ)

n
1=

h 4 t o
Jwi x u3) L (U uly)",

j=0

donde 7 es la aplicacion cociente introducida en la observacién 1.3, la
aplicacion ¢ es la aplicacién continua y abierta:

n

g: Yo xuy) — (U, UT,)"

(z1,...,25), (Tjr1, .-y xn) = (T1,...,20),
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y
h: O(Uf x Uy?) — O(SPJ-(Ul) x SP, ;(U3))
(21, 25), (Tjp, - zn) = (21, ) [T4, -5 Tal)-

Segun el diagrama, o h = 7 o g, asi que « es continua por serlo

7, gy h. Ademds, a es abierta porque transforma la imagen por h de
abiertos saturados en la imagen por 7 de abiertos saturados.

O

Con la descomposicion anterior ya podemos demostrar la propiedad
aditiva del indice n-simétrico.

TeEOREMA 1.9. (Propiedad aditiva). Sea X un ANR localmente
compacto y sea U C X un abierto. Sean f : U — X un sistema
semidinamico y K un conjunto compacto e invariante con respecto a
f- Supongamos que K es unién disjunta de dos conjuntos compactos
e invariantes K| v K, que admiten entornos compactos Ny y Ny tales
que Peri(f) N N,, C K,, param = 1,2y j < n. Entonces:

I)ipn(fa K) = ZI)S;'PJ (f; Kl) ' ]f(Pn_j (f; K?);
7=0

donde convenimos que 137°(f, K,,) = 1 para m = 1,2.

DEMOSTRACION. Podemos suponer que N = N;UN, es un entorno
de K tal que N; N N, = (). Escogemos entornos abiertos U, C N, de
K., para m = 1,2, tales que f(Up,) NUp,, = 0 si my # mo.

Tenemos entonces que,

I3 (f, K) = isp,x) (SPu ()| spunum)s SPa(Un U Us))

3 isp;x)(SPi(f)lspwn), SPi(Un))  sije{l,...,n}
) ={ P D mae

conm=1,2.
Consideremos los espacios,

n

Wy =SP(Uiuly) 5 Wa=|J(SPi(U1) x SP_;(Us))
X, = SP,(X) D X = J(SP(X) x SP,_j(X)).

j=0
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Vamos a construir tres aplicaciones «, F, y [ correspondientes al
siguiente diagrama,

wy Yy

(3) at 18
Wy 25 X,
y tales que SP,(f) = fo F,oa™".
Tomemos,

F.= \/ (SP,(f) x SPs (1),

Consideremos « : Wy — W definida de manera natural,
/ ! / K, — K, U Kl
a(SPi(K,),SP,_;(K,)) = SP,(K') con {j . .1. .,n2— 1
a(SF(K,)) = SP(K,),

para cada K;n C U, con m = 1, 2. La aplicacién « es un homeomorfis-
mo sin mas que acudir al lema 1.8.
Anélogamente tenemos otra aplicacién natural g : Xy — X; defini-
da por,
! ! ’ KI - K, U Kl
SP;(K,),SP,_;(K,)) =SP,(K ! 2
BSP(K), Py (Ky)) = SPL(K) mn{jeﬂw”m—l}
B(SPu(K))) = SPu(K)
BSPu(Ky)) = SPa(K5),

para cada K, C X con m = 1,2.

Segun el diagrama 3 y las definiciones de F,, a y 3 tenemos que
SP,(f)y=Bo0F,oa™"

Sean ahora las nuevas aplicaciones f; = vyoa™' : W, — X, siendo
v : Wy — X5 la inclusion, y sea fo = SP,(f) o : Wy — Xj. De esta
manera, el conjunto de puntos fijos del sistema semidindmico SP,(f)
cumple,

S={zeW, :SP,(f)(x)=a2}={x € fi*(Wy): (f20 f1)(x) = 1},

y es compacto (porque es cerrado dentro del compacto SP,(K)).

Teniendo el cuenta que S es un conjunto compacto, que Wy y Wy
son homeomorfos a través de o y usando la propiedad conmutativa del
indice de punto fijo aplicada a f; v fo:

I)SQP" (f7 K) = éSPn(X)(SPn(f)’SPn(U1UU2)> SPn(Ul U UQ)) —
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=ix,(fao fr, Wh) = ix, (fo o fi, fi 1 (Wa))

=ix,(fi 0 fo, Wa) = i, (fr 0 fo, 51 (W1))

= iuyzo(spj(X)xSPn,j(X))(’Y oa o SP,(f) o, (SP(f) o) H(1)).
Como SP,(f)=BoF.,oa™},

yoa ' oSP,(f)o lo-1(5P, ()1 (W) = 7V © alofo F*|F;1(B—1(W1))'

Ademss, fyoafloﬁoF*|F;1(ﬁ_l(Wl)) = F*|F*71(5_1(W1)), pues la aplicacién
de la izquierda,

Blg—1
XQ o (W1> W1 —> W2 —>X2,

es la identidad en Xs.
Aplicando todo lo anterior y la propiedad aditiva del indice de punto
fijo, se obtiene,

igpn(X)(SPn(f), SPR(Ul U UQ)) ==

= iuyzo(spj(X)stn_j(X))(W oalofBoFy, F7H(B7H(Wh)))
= ix, (K, F7H(B7H (W) = ix, (Fy, Wh)

n

= ZiX2(F*|SP]-(U1)xSPn,]-(U2); SPj(Uy) x SP,—;(Us))

=0
= zn:ispj(X)xSPnj(X)(SPj(f) X SPui(f))]sp,wi)xsp._; wa)
=0
,SP;(Ur) x SPy(U2))
_ZZSP (F)lsey- S T)

~isp,_;(xX)(SPa—j(f)|sp._; ), SPa—j(Ua)),
que es lo que se queria demostrar. O

PROPOSICION 1.10. (Propiedad aditiva generalizada). Sea X un
ANR. Sea U C X abierto. Sea f : U — X un sistema semidindmi-
coy K C U un conjunto compacto e invariante con respecto a f.
Supongamos que K es union disjunta de m + 1 conjuntos compactos e
mvartantes, K = U;'n:oK'- Entonces,

I35 (f,K) = Z IV (F Ky . I (f, K o)
js=0
ZiojS:"

donde nuevamente convenimos que [)‘S;PO(f, K;)=1paraj=0,1,2,...,m.

DEMOSTRACION. Por induccién en m. Si m = 1 entonces K =
Ky U K, y el enunciado es cierto sin mas que aplicar el Teorema 1.9.
Supongamos ahora que la igualdad es cierta para todo entero positivo
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menor o igual que m. Demostrémosla para m+1. Usando el Teorema 1.9
en el primer paso y la hipétesis de induccién en el segundo obtenemos,

I (f,K) =
Z 17 (Ko, f) - IR (U K, f)

Js=0
Jo+j=n

S | S B ) B )

4‘73—40 Jjs=0
Jot+j=n e Js=i
SP;
— ]
= E I (Ko, f)... Iy "™ (K, f),
Js=0
Z;n:ojs:n
que es lo que se queria demostrar. O

4. Otras propiedades

En esta secciéon demostramos dos propiedades importantes del indice
de punto fijo en productos simétricos: la propiedad conmutativa y la
propiedad de invarianza por homotopias. A diferencia de la propiedad
aditiva estas propiedades se heredan de manera natural de las funda-
mentales del indice clasico. Vamos a enunciarlas en las hipotesis tipicas
del indice de Conley aunque pueden demostrarse con condiciones mas
débiles.

PROPOSICION 1.11. (Propiedad conmutativa). Sean X eY ANR’s
localmente compactos. Sean U C X y V CY conjuntos abiertos, y

p:U—=Y , vV =X,

dos aplicaciones continuas. Tomemos f = Yo, y, ¢ = @ o. Si
K C X es un conjunto compacto, invariante y aislado con respecto a
f, entonces p(K) es un conjunto compacto, invariante y aislado con
respecto a g, y, ademds,

I3 (f, K) = I} (g, ¢(K)).

DEMOSTRACION. Es un resultado conocido que, en las condiciones
del enunciado, ¢(K) es un conjunto compacto, invariante y aislado con
respecto a g (ver Teorema 1.12 de [64]). Tenemos que,

I (f, K) = isp,ox0) (SPa(f), SPa(U7))
= 5P, (x)(SPa(1h) 0 SP(), SPu(0) " (SPu(V1)))
= 5P, () (SPa(0) 0 SPu(¢), SPu(¢p) ' (SPu(U1)))
= isp,() (SPal9), SP.(V1)) = ™ (g, 0(K)),
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donde CI1(U;) y CI(V7) son entornos aislantes de Ky ¢(K') respectiva-
mente. La segunda y cuarta igualdades proceden de las definiciones de
© v Y, v la tercera se debe a la propiedad conmutativa del indice de
punto fijo aplicada a,

SP,(p) : SP,(U1) — SP.(Y) 3 SPu(): SPy(Vi) — SP,(X).
0

COROLARIO 1.12. Sea X un ANR localmente compacto, U C X
un subconjunto abierto y f : U — X un sistema semidinamico. Sea
Y C X otro ANR localmente compacto tal que f(X) CY. St K es un
conjunto compacto, invariante y aislado para f, entonces K también
es un conjunto compacto, invariante y aislado para fly, y,

I (f, K) = ™ (fly, K).

DEMOSTRACION. Basta aplicar la Proposicién 1.11 tomando ¢ =
fly- O

PROPOSICION 1.13. (Invarianza por homotopias). Sea X un ANR
localmente compacto. Sea f: U x A — X una aplicacion continua, tal
que U es un subconjunto abierto de X y A C R un intervalo compacto.
Sea N C X wun entorno aislante para cada funcion f, : U — X.

Entonces 137" (fx, Inu(N, f)) no depende de A € A.

DEMOSTRACION. Sea Uj abierto tal que Inv(N, f)) € Uy C N
VA € A. Consideremos la aplicacién f, restringida en su dominio,

f : Uy X A — X.
Como fy =~ fy entonces SP,(f\) =~ SP,(fv) VA, N € A.

Tenemos,
SP,(f\) : SP,(Uy) — SP,(X),
con SP,(fA)(SP,(Inv(N, f\))) = SP,(fa(Inv(N, f)))) porque al ser
Inv(N, fa) € Uy C N entonces se tiene que SP,(Inv(N, f))) =
Inv(SP,(N),SP,(f\)) C SP,(Uy) C SP,(N).
Definimos la aplicaciéon F : SP,(Up) x A — SP,(X) como,

Fiovv,pn = SE() (SPa(Inv(N, £3))) = SP(fA(Inv(V, f3)))-
Al ser f continua resulta sencillo ver que F' también lo es. Ocurre que,

Sy = FlX(SPn(f)\)) C SPn(IIlV(N, f)\)) C SPR(U()) C SPR(N),

es un compacto VA € A. De hecho el conjunto ¥ = {(Inv(N, f1),A) €
SP,(Up) x A: F(Inv(N, f5),A) =Inv(N, f1)} C SP,(IN) x A es com-
pacto. Ademds, resulta claro que la homotopia F' es compacta (su do-
minio se puede extender al compacto SP,(N) x A). En estas condi-
ciones, podemos aplicar la propiedad de invarianza por homotopias del

indice de punto fijo en ANR’s a nuestra homotopia F'y tenemos que
I3 (fr, Inv(N, £1)) no depende de \. O






CAPI{TULO 2

Calculo del indice n-simétrico para
homeomorfismos del plano que conservan la
orientacion

RESUMEN: Sea f un homeomorfismo del plano. Sea K un sub-
conjunto compacto e invariante conteniendo a un punto fijo p de f tal
que p es aislado como érbita periddica. En este capitulo calcularemos
el indice n-simétrico de f en Ky la componente conexa de K que con-
tiene al punto fijo p. Distinguiremos dos situaciones diferentes. La mas
sencilla es el caso en el que K sea invariante aislado. Cuando K no es
aislado como compacto invariante haremos uso de la compactificacion
de Carathéodory para poder reducir el problema a la situacion anterior.

1. Introduccion

El problema de la existencia o no de homeomorfismos minimales de
R™ con un tnico punto omitido fue uno de los problemas propuestos
por S.Ulam, e incluido en el famoso Scottish Book, ([61], problema 115).
Existen varias respuestas parciales (ver por ejemplo [3], [4], [5], [61],
[70]), pero el problema permanece abierto. Como consecuencia del teo-
rema de traslacién de arcos de Brouwer ([13], [34]) tenemos que no
existen homeomorfismos minimales f : R? — R2. Para el plano mul-
tiperforado el problema ha resultado ser mucho mas complicado. En
[39], M. Handel probé la no existencia de homeomorfismos minimales
de R? \ K, donde K es un conjunto finito con, al menos, dos puntos,
v mds recientemente Le Calvez y Yoccoz, en [55], han resuelto com-
pletamente este problema. Posteriormente, en [33], J. Franks di6 una
demostracion alternativa, mas corta, usando técnicas del indice de Con-
ley.

Le Calvez y Yoccoz probaron la no existencia de homeomorfismos
minimales de R? \ K, para cualquier conjunto K finito, utilizando la
teoria del indice de punto fijo. Dado un homeomorfismo local que
preserva la orientacién, f : U C R? — R2, ellos hacen un estudio
local en un entorno de un punto fijo p que es, localmente, un conjunto
invariante maximal y que no es ni repulsor ni atractor. Prueban que
existen enteros q,r > 1 tales que

. l—rq sikerz
W(fk’p):{ 1 sikgrz

27
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Aunque el indice de Conley facilita una demostracién muy breve
de la no existencia de homeomorfismos minimales de R? \ K, con K
finito, no proporciona el profundo andlisis local necesario para probar el
teorema de calculo anterior. No obstante, manipulando adecuadamente
cierta clase de objetos, los pares filtrantes, las claves para los calculos
aparecen de manera natural y puede darse una demostracién elemental
([78]).

Uno de los principales objetivos de [81] fue proporcionar una prue-
ba alternativa, mas breve y simple, del resultado enunciado, asi co-
mo una generalizacion del mismo a conjuntos compactos, conexos,
invariantes y aislados. Las técnicas estan basadas en las ideas del indice
de Conley, y pueden ser aplicadas a homeomorfismos, definidos lo-
calmente, arbitrarios. Se obtiene de este modo, un teorema general
que permite calcular el indice de punto fijo de cualquier iteracion de
cualquier homeomorfismo local en un punto fijo, que sea un conjunto
invariante localmente maximal. Se emplea un tipo especial de indez
pairs que llamaremos filtraciones fuertes. Un hecho remarcable es que,
una vez obtenido uno de tales index pairs, el calculo del indice de
punto fijo y los enteros ¢ y r es inmediato. Se demuestra que estos
enteros dependen del comportamiento de f en el conjunto de salida
de una filtracién fuerte dada. De modo mas general, el mismo argu-
mento permite determinar el indice de punto fijo de las iteraciones de
homeomorfismos en entornos aislantes de conjuntos compactos, inva-
riantes y aislados, que admiten filtraciones fuertes. Finalmente, con la
ayuda de las técnicas utilizadas en la primera parte del estudio, se com-
putan con facilidad los indices de punto fijo de cualquier iteracién de un
homeomorfismo definido localmente, en cualquier conjunto compacto,
invariante, aislado y conexo.

Existe una interesante literatura dedicada al estudio del indice de
punto fijo en un entorno de un punto fijo aislado (como punto fijo
pero no necesariamente como compacto invariante) y su relacién con la
dindmica de la funcién. En este sentido recomendamos los trabajos de
Alonso y Campos ([2]), M.Brown ([14], [15], [16]), Dancer y Ortega,
([24]), Handel ([40]), Hirsch ([43], [44]), Le Calvez ([53], [54]), Pelikan
y Slaminka ([71]), Shub y Sullivan ([83]) y Simon ([84]).

Sea X un ANR localmente compacto. Sea la aplicaciéon continua,
definida localmente, f : U C X — X, con U abierto de X. Dado un
conjunto N C U, definimos el conjunto de salida de N como,

N~ ={x € N tal que f(z) ¢ int(N)}.

DEFINICION 2.1. (Par filtrante) (Véase [35]). Sea K un conjun-
to compacto, invariante y aislado, y sea (V,L), con L C N, un par
compacto contenido en el interior del dominio de f. El par (N, L) se
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denomina par filtrante para K si N y L son las clausuras de sus inte-
riores y,

1) cI(N \ L) es un entorno aislante de K,

2) L es un entorno de N~ en N,

3) f(L)yNnel(N\ L) =0.

La préxima definicién estd basada en el concepto de par filtrante, y
es clave para poder efectuar un cédlculo inmediato del indice de punto
fijo de cualquier iteraciéon de un homeomorfismo, definido localmente,
del plano.

DEFINICION 2.2. (Filtracidn fuerte)(Véase generalized filtration pair
n [78]) Sea f : U C R? — R? un homeomorfismo sobre la imagen y
sea K un conjunto compacto, invariante y aislado. Supongamos que
(N,L), con L C N, es un par compacto contenido en el interior de
U. El par (N, L) se llama filtracién fuerte para K si N y L son las
clausuras de sus interiores Yy,

1) Ny 9(N\L) son homeomorfos a un disco y a S! respectivamente.

2) cI(N \ L) es un entorno aislante de K.

3) f(cI(N\ L)) C int(N).

4) Para toda componente L; de L, dy(L;) es un arco, y existe un
disco topoldgico B; tal que dy(L;) C B; C Ly, BBONN~ #0y f(B;) N
c(N\L)=0.

El teorema que a continuacién enunciamos garantiza, en determi-
nadas circunstancias, la existencia de filtraciones fuertes.

TEOREMA 2.3. ([78], [81]) Sea f : U C R? — R? un homeomor-
fismo sobre la imagen, con U abierto, y sea K un conjunto compacto,
invariante, aislado, conezo y no repulsor, K = Inv(V, f), donde V. C U

es homeomorfo a una bola abierta. Entonces existe una filtracion fuerte
(N, L) para K.

Sea f : U C R? — R? un homeomorfismo sobre la imagen y sea
(N, L) una filtracién fuerte para K, un conjunto compacto, invariante
y aislado. L es la unién de sus componentes L = Ly U---U L,,.

Tenemos que,

f|cl(N\L) : CI(N \ L) — N,
y, para todo i, existe un j tal que f(9n(L;)) C int(L;).
Consideremos el espacio cociente cl(N \ L)/ ~ que resulta de iden-
tificar cada dy(L;) a un punto p; (si ¢ # j entonces p; # p;).
Consideremos la aplicacion proyeccién,
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mic(N\L) = c(N\L)/ ~,

r: N —cl(N\ L),
retraccién en la que cada L; se retrae a On(L;), con r(z) = x si z €
c(N\L).

Definimos, ahora, f' =7oro fon~!,

(4) frocdNNL)/ ~\pr, - pm} = (NN L)/ ~

Resulta que f’ es continua y, en un entorno suficientemente pequeno
de K, f' = f. Como f(Onx(L;)) C int(L;), f' admite una dnica exten-
sién continua,

froc(N\L)/ ~—=cl(N\L)/ ~,
tal que f'(U'(p;)) = p; para un entorno U’(p;) de p;.

Tenemos F({pl; s :pm}) - {pla s 7pm} De hecho F(pz) = Pj Si;
y solo si, f(On(L;)) C int(L;).
Es claro que,

F'I;Z‘Cl(N\L)/N(fI) C K U {ph M me}7

y como cl(N \ L) es un entorno aislante de K,

Fchl(N\L)/~((7)k) CKU{pi, . pm}-

_ Ademas, si f conserva orientacion todas las érbitas periddicas de
f" fuera de K tienen el mismo periodo ([78], [81]).

OBSERVACION 2.4. Es importante recalcar que, aunque en las
secciones posteriores no lo indiquemos, el calculo del indice n-simétrico
de punto fijo lo realizaremos sobre la funcién f' construida anterior-
mente. Puesto que f’ es una extensién continua de f' definida en (4)
y f' = f en un entorno suficientemente pequenio del compacto K que
contenga a nuestro punto fijo, por la propiedad de escision se tiene,

Zn(FvK) = in(flaK) = Zn(fa K)

Antes de comenzar con el computo del indice n-simétrico conviene
realizar una observacion y establecer la notacién estandar que usaremos
de manera frecuente en todos los capitulos posteriores.
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NOTACION 2. Sea X un ANR. Sea U C X abierto. Sea [ : U — X
un sistema semidindmico y K C U un conjunto compacto e invariante
en las condiciones anteriores. Para reducir la notacién llamaremos,

in(K) = I3 (f, K).
Cuando sea necesario indicar el espacio ambiente o el sistema semi-
dindmico lo haremos notar llamando ix,,(f, K) = I3""(f, K). Cuando
aparezca el indice n-simétrico con subindice cero, convendremos en uti-
lizar la notacién io(...) = 1 con el fin de que tanto los célculos como
las férmulas obtenidas sean mas claras y legibles. Es importante obser-

var que la expresién ig(...) =1 es un convenio de notacién y no tiene
significado topolégico alguno.

NOTACION 3. Desde este momento utilizaremos la notacién,

<7“> r,s € 4,
s

para indicar los subconjuntos de s elementos en uno de 7 elementos, de
suerte que,
s>

<T>:o si {6
S

rbésecZ .

Comenzaremos estudiando los casos en que nuestro punto fijo {p}
es aislado como compacto invariante para luego estudiar la situacién
general.

De ahora en adelante, salvo que se especifique lo contrario,
siempre supondremos que f es un homeomorfismo del plano
que conserva la orientacion.

2. Cadlculo del indice n-simétrico cuando {p} es aislado
como compacto invariante

En esta seccion calcularemos el indice n-simétrico de un punto fijo
aislado como compacto invariante de un homeomorfismo del plano que
conserva orientacion. Usando las técnicas de indice de Conley de la sec-
cién anterior podemos reducir el problema al estudio de una aplicacion
continua en un AR compacto.

En primer lugar vamos a ocuparnos de la situacién mas simple: el
caso en el que p es un atractor o mas generalmente si K es un atractor
que no desconecta el espacio -de forma trivial- (ver [9], [56] o [57] para
obtener informacién sobre la teoria de la forma).

Bajo estas hipotesis es bien conocido por los trabajos de Kérékjarto
que existe un bloque aislante N para f tal que N~ = () y N es un
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disco topoldgico. Por tanto, teniendo en cuenta que SP,(/N) es un AR,
tenemos que para todo n € N,

in(K) = in(N) = A(SPu(f)) = 1.

De manera similar podemos concluir, usando la propiedad aditiva,
que si K es un repulsor que no desconecta el plano también se tiene
que i,(K) = 1. Esto es, sea K = Ky U K; con Kj la componente
conexa de K que contiene al punto fijo repulsor y K la unién del resto
de componentes conexas. La propiedad aditiva dice que,

n
in(K) =Y (o) - iny (K1)

=0

Teniendo en cuenta que i,(Ky) = 1 e i,(K;) = 0 concluiriamos que
in(K)=1.

Por tanto, de ahora en adelante, nos ocuparemos de realizar el calcu-
lo del indice n-simétrico sobre un K conjunto compacto invariante que
contiene a un punto fijo ni atractor ni repulsor.

2.1. Cadlculo del indice n-simétrico cuando {p} es aislado
como compacto invariante y f’ tiene m puntos fijos mas. El
computo que vamos a realizar se basa en el siguiente lema técnico.

LEMA 2.5. Sea m € Z*' y sea la siguiente sucesion definida por
TECUTTencLa,

Cl():l
Z(" jm >aj:1 Vo> 1.
pars m—1

Entonces,
m—1

an = (_1)"<

DEMOSTRACION. Utilicemos la siguiente notacion,

senm =0 ("0 ) (M)

J=0

> Vn=1,2,3,...

n

Empecemos por demostrar que,
(5)  Sm,n)+Sm+1,n+1)=Sm+1n)+S(m,n+1)
Vm,n € Z*. Sea,

S(m+1,n+1) :ni:l(—l)fc_j;erl) <m>

j=0 J
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Usando la igualdad combinatoria,

n—j+m+1\ (n—j+m n n—j+m
m N m m—1 ’

obtenemos,
Sm+1,n+1)=

S (") () e (L ()
(") () S () ()

= S(m+1,n) + i(—w‘ (” ;jflm) (m)

J

Para la segunda suma del miembro derecho de la igualdad anterior
utilicemos que,
()= (") (5o0)
J j j—1)
obteniendo,
n+1 . n+1 .
i(_l)j n—j+m)\(m :i(_l)j n—j+m\(m-—1
, m — 1 7 , m — 1 J
7=0
n+1 .
An—73+m\[m-—1
—1)/
2 >< Lty
g:l (n+1)—j+m—1\/m-1
= o j
; —J+m—-1\[(m—-1
e ()
S (T

= S(m,n+1) — S(m,n).
De esta tltima igualdad obtenemos que
Sm+1,n+1)=S(m+1,n)+ S(m,n+1) — S(m,n),

que es equivalente a la ecuacién (5). Como esa igualdad se cumple para
todo m,n enteros positivos entonces también se cumple la igualdad,

(6)

S(m4r+1,n+s+1) = S(m+r+1, n+s)+S(m+r, n+s+1)—S(m+r, n+s),

para cualesquiera m,n € Z*, conr € {—(m—1),...,—-1,0,1,...,m —
yse{—(n—1),...,-1,0,1,...,n—1}.

Demostremos ahora por induccién sobre m + n que,
(7) S(m,n)=1  Vm,neZ"
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Supongamos que m + n = 2. Tenemos un caso m =1, n =1,

1 .
B ifl—7+1-1\(1-1\
5(1,1)_2(—1) ( L )( ; )_1.
7=0
Supongamos que la hipétesis del enunciado se cumple para m + n +
1. Vedmoslo para m + n + 2. Hay que comprobar que para cualquier
combinacién del tipo m—+r+1yn+s+1con (m+r+1)+(n+s+1) =
m+n+2 se cample que S(m+7r+1,n+s+1) =1parar € {—(m—
1),....,—-1,0,1,....m—-1}yse{-(n-1),...,—1,0,1,...,n — 1},
Pero usando la ecuacién 6 y la hipotesis de induccién,

I1+Sm+r+1ln+s+1)=1+1=Sm+r+1n+s+1)=1,

para cualesquierar € {—(m—1),...,—1,0,1,....m—1}ys e {—(n—
1),...,—1,0,1,...,n—1}.
Llegados a este punto hemos conseguido demostrar que la sucesion,

1
an:(—l)”(m ) n=1,23,...

n

cumple las dos condiciones del enunciado del lema. Ahora hemos de
demostrar unicidad, es decir, si {b,}52, es otra sucesién que cumple
las condiciones,

by =1
Z(" Jam )b,-:l Vn > 1,
, m—1
7=0
entonces a, = b, para todo n = 0,1,2,3,.... Sea la sucesion ¢, =

a,, — by,; observando que tanto a,, como b, cumplen las condiciones del
enunciado del lema, entonces,

C():O
Z(n Jm )e,:o ¥ > 1,
= m—1

pero entonces, basta aplicar induccion en n para demostrar que ¢, = 0
para todon =0,1,2,..., lo cual implica que a,, = b, y que la sucesion
que cumple las dos condiciones del enunciado del lema es tnica. O]

NOTACION 4. Sea M un AR compactoy sea f : M — M un sistema
semidinamico. Denominaremos Perf al conjunto de puntos peridédicos
de f y Fixf al conjunto de puntos fijos de f.

TEOREMA 2.6. Sea M un AR compacto y conexo, sea f : M —
M un sistema semidindmico y K un conjunto compacto, invariante
y aislado, de manera que Perf C K C M. Supongamos que K =
UL K, union disjunta de compactos invariantes y aislados, con m >



2. {p} AISLADO COMO COMPACTO INVARIANTE 35

1. Supongamos también que i; (K;) = 1 Vj;, € {0,...,n} y Vs €

{1,...,m). Entonces,
i) = o (")

En particular i,(Ky) =0 Vn > m.

DEMOSTRACION. Por la propiedad de escisién del indice n-simétri-
co,
Aplicando el teorema de Lefschetz-Hopf (véanse [51], [31], [46]),

in(f; M) = MSP,(f))-

Como M es un AR entonces SP,(M) también lo es (por la retracciéon
natural inducida), y, en ese caso, como todo AR es contractible (véase
[45]), todos los grupos de homologia de SP, (M) serfan cero excepto el
Hy(SP,(M)) = Z. Por otra parte, acudiendo a la definicién de nimero
de Lefschetz (véanse [31], [87], [46]),

[0}

ASPL()) = S (-1 (L (SP, () = 1.

J=0

Juntando todo lo anterior, 4, (K) = 1 para todo n.
Usando la propiedad aditiva generalizada demostrada en la Proposi-

cién 1.10,
n

> i (Ko) ., (Ky) =1,
Js=0
ity ds=n

Con la hipétesis i;,(K;) = 1 Vj, € {0,...,n} y Vs € {1,...,m} se
obtiene,

n n—jo
Z ijo (KO) Z I =1
Jo=0 js=0

ZT:I Js=n—jo
Usando el concepto de combinaciéon con repeticién queremos meter
n — jo bolas en m urnas de modo que pueda haber repeticion. En-

tonces,
i 1_(n—jo+m—1>_<n—jo+m—1)
et n— Jo m—1 '

Z:lzl Js=n—jo

Asi que entonces,

" n—jo+m—1\.
("R -
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Es decir,
" /n— j4+m—1Y\. B
S ("I T s
7=0
Tomando a; = i;(Kp) y aplicando el Lema 2.5 se concluye. O

COROLARIO 2.7. Sea U C R? un subconjunto abierto del plano. Sea
f:U — f(U) C R? un homeomorfismo que conserva la orientacion.
Sea p € U un punto fijo ni atractor ni repulsor de f o mds general-
mente sea Ko C U un conjunto compacto, invariante y aislado de forma
trivial que no es atractor ni repulsor. Si la aplicacion f' inducida (ver
introduccion de este capétulo) tiene r drbitas de periodo ¢ = 1, es decir
r puntos fijos, se tiene que

sk = o () = (T

n n

DEMOSTRACION. Se trata de una consecuencia inmediata del re-
sultado anterior aplicado a f. O

Observemos sin embargo que Le Calvez y Yoccoz, en su articu-
lo [55], prueban que, dado un homeomorfismo local que preserva la
orientacién, f : U C R? — R2, para cualquier punto fijo aislado co-
mo compacto invariante {p}, ni atractor ni repulsor, existen enteros
q,r > 1 tales que,

. l—rqg sikeqZ
wit o) ={ 177 Gie s

Estos enteros ¢, r > 1 son exactamente las 6rbitas periédicas que f
tiene fuera de Ky. En particular, bajo las hipotesis de nuestro corolario,
como suponemos que f’ no tiene sino puntos fijos fuera de Ky, ¢ =1y
r es exactamente su cardinal.

EJjEMPLO 1. Veamos ahora la aplicacién del teorema 2.6 y del coro-
lario 2.7 a un ejemplo concreto. Sea U C R? abierto y sea un ho-
meomorfismo f : U C R? — R? que responda a la dindmica de la
figura 1.

En particular el homeomorfismo f posee un punto fijo p y la co-
rrespondiente funcién continua asociada f’ otros cuatro puntos fijos
mas, es decir, bajo las condiciones del teorema 2.6 y del corolario 2.7
tendrifamos m = rqg = 4 (r = 4,q = 1). Aplicando, pues, dicho teorema
se obtendria la siguiente expresioén para el indice n-simétrico de f, para
todo s € N,

-3 sin=1
IR TN R (e I S

0 sin>4.
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FIGURA 1. Sistema dindmico f cuya f’ tiene un punto
fijo aislado y cuatro puntos fijos mas.

2.2. Cailculo del indice n-simétrico cuando {p} es aislado
como compacto invariante y f' tiene r 6rbitas periédicas de
periodo ¢ > 1. Queremos ahora calcular el indice i,(Kp) en el caso
de que f’ posea r érbitas periédicas de periodo ¢ > 1.

Empezamos llamando,

S(m, n) :zn: (”_;t?_1>(_1)j(mfl>.

=0 J
En el Lema 2.5 de la seccion anterior ya demostramos que
S(m,n) =1 VYm,n € Z".

TEOREMA 2.8. Sea M un AR compacto conero, sea f : M —
M un sistema semidindmico y K un conjunto compacto, invariante
y aislado, de manera que Perf C K C M. Supongamos que K se
descompone como union disjunta K = U7 (K;, conm > 1, donde Ky es
un conjunto compacto, invariante y aislado y cada K; conj =1,...,m
es un conjunto compacto, invariante y aislado que cumple,

K;=K,;U---UK,

siendo Ks; conjuntos compactos que satisfacen f(Ks;) C Ksivy; para
todo 6 = 1,...,q y para todo j = 1,...,m (identificamos Kg1y; =
Kij). Supongamos también que

, 1 siq|js
. (K5) {0 st 1 Js,
Vis € {0,...,n} y Vs € {1,...,m}. Sea [n/q] la parte entera de n/q.

Entonces,
sa- (i)

7
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DEMOSTRACION. Por la propiedad de escisién del indice n-simétri-
co,
Aplicando el teorema de Lefschetz-Hopf (véanse [51], [31], [46]),

in(f, M) = AMSPu(f)).
Como M es un AR entonces SP, (M) también lo es (por la retraccién
natural inducida), y, en ese caso, como todo AR es contractible (véase
[45]), todos los grupos de homologia de SP, (M) serfan cero excepto el
Hy(SP,(M)) = Z. Por otra parte, acudiendo a la definicién de nimero
de Lefschetz (véanse [31], [87], [46]),

Q

ASPL(f)) = S (10 (SP.(/))) = 1.

§=0
Juntando todo lo anterior,
in(K)=1.

Usando la propiedad aditiva generalizada demostrada en la Proposicién
1.10,

n

Z ijo(KO)---ijm(Km) =1.

Js=0

Zgnzojs:n

Con la hipétesis

1 si '

ijs(Ks): ?Q|J.s

0 sigfJjs
Vijs €4{0,...,n}yVs e {l,...,m},y haciendo los cambios de subindice
de sumacién js = qj; Vs € {1,...,m} se obtiene,

[n/q]

(8) Z Y (Ko i, (Ki) .-, (Kw) = 1.

4 Jo ~40 JS~_O

Jotait ..qgjn=n
Supongamos ahora que n = p (mod ¢) siendo p € {0,1,...,¢ — 1};
llamemos n = N - ¢+ p donde N = [n/q]. Haciendo ahora el cambio de
subindice de sumacién jo = (jo — p)/q se nos queda,

[n/d] [n/d]

Z Z iq}oﬂ)(KO) q]l(Kl) 4Gm (Kp) = 1.

]0 0 ]5—0

ajo+qji+ +aim=qN
Es decir,

[n/q]
Z Igiorp(H0) g5, (K1) iy (Km) = 1.
Js—O

Jot-tim=[n/q]
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Utilizando de nuevo el dato,
. 1 siqly
) =4 L Sl
0 sigfjs,

Vijs € {0,...,n} y Vs € {1,...,m} la suma anterior se puede escribir
de la siguiente manera,

[n/q] [n/d)—jo
Z ggo+p(F0) Z ==
J0=0 Js=0

Jit+im=[n/ql—jo

Usando el concepto de combinacién con repeticién queremos meter
[n/q] — jo bolas en m urnas de modo que pueda haber repeticién. En-
tonces,

”i . ([n/q} —Jo+m— 1) _ ([n/q} o+ m — 1)
£ [n/q] — Jo m—1

L gm0
jl+"'+jm:[n/q}*j0

Por tanto,

Jo=0

O escribiéndolo con indice 7,

5 (P T i =1

: m—1
J=0

En el caso de que 1 < n < g — 1, entonces de la igualdad anterior
obtenemos que,

in(EKo) = i,(Ky) = 1.

Tomando ahora la sucesion a; = i41,(Ko) y [n/q] en vez de n, se
cumplen las condiciones del Lema 2.5 y se puede concluir que,

- (i)

O

COROLARIO 2.9. Sea U C R? un subconjunto abierto del plano. Sea
f U — fU) < R? un homeomorfismo que conserva la
orientacion. Sea p € U un punto fijo ni atractor ni repulsor de f (o,
mas en general, Ko C U un conjunto compacto, invariante y aislado
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no atractor ni repulsor de forma trivial). Entonces existen dos enteros
q,r > 1 tales que,

r—1
g ) = (-0 (7).
! [n/4]

DEMOSTRACION. Le Calvez y Yoccoz, en su articulo [55], prueban
que, dado un homeomorfismo local que preserva la orientacion, f : U C
R? — R?, para cualquier punto fijo {p} ni atractor ni repulsor existen
enteros ¢,r > 1 tales que,

. l—rq sikeqZ

k _ q q
wit o) ={ 177 Gie%

Estos enteros corresponden al nimero de 6rbitas periddicas (r) y su
periodo (¢q) de la funcién asociada f’ sin mds que acudir a la referencia
[78].

O

Por otra parte obsérvese que

(9) i (f1,{p}) =1 -rq

Si aplicamos sobre [ el teorema 2.6 obtendriamos,
-1
in(f*{p}) = (=1)" (Tq > para n > 1.
n

EJEMPLO 2. Veamos ahora la aplicacién del teorema 2.8 y del coro-
lario 2.9 a un ejemplo concreto. Sea U C R? abierto y sea un ho-
meomorfismo g : U C R? — R? obtenido componiendo el homeomor-
fismo f del ejemplo 1 con una rotacién de dngulo 7/2. La aplicacién g
responderia a una dindmica como la de la figura 2.

FIGURA 2. Sistema dindmico f cuya f’ tiene un punto
fijo aislado y una érbita periddica.
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En particular el homeomorfismo ¢ posee un punto fijo p aislado
como compacto invariante y f’ tiene una 6rbita periédica de periodo
4 mas, es decir, en las condiciones del teorema 2.8 y del corolario 2.9
tendriamos r = 1 y ¢ = 4. Aplicando, pues, dicho teorema se obtendria
la siguiente expresion para el indice n-simétrico de g,

in(9,{p}) = (—1)["/4}@”74?) = {0+1 sisinn;l.l,z’g

También como consecuencia del teorema 2.8 podemos dar una
demostracion simple del siguiente resultado.

TEOREMA 2.10. (Le Calvez, Yoccoz [55].) Sean F C S? un subcon-
Junto finito y f : S2\ F — S?\ F un homeomorfismo. Entonces f no es

minimal, esto es, existe x tal que su orbita completa por f no es densa
2
en S°.

DEMOSTRACION. Supongamos que f fuera minimal. Podemos ex-
tender f a un homeomorfismo de la esfera. Tomando una potencia par
y suficientemente grande también podemos suponer que f conserva
orientacién y F' = Fiz(f).

Para cada entero m consideramos SP,,(S?) y SP,(f) el homeo-
morfismo inducido por f. Teniendo en cuenta que cada p € F' es un
conjunto invariante aislado que no es atractor ni repulsor, existe m,, tal
que i(SPy(f),p) = 0 para cada k > m,,.

Asi, tomando m > Il,cpm, y usando la propiedad aditiva tenemos
que 0 = i(SP,(f), F) = i(SP,(f),SP,(5%) = m + 1 (obsérvese que
SP,,(5?) es homeomorfo a CP™) y hemos llegado a una contradiccion.

O

3. Cidlculo del indice n-simétrico cuando {p} es no aislado
como compacto invariante

Antes de entrar en materia necesitamos recordar las nociones basicas
de la compactificaciéon de Carathéodory. El teorema de de la aplicacién
conforme de Riemann afirma que se puede transformar de manera con-
forme todo abierto simplemente conexo del plano en el disco unidad
abierto. Carathéodory desarrollé la teoria de finales primos para en-
tender el comportamiento de la transformacion conforme cerca de la
frontera. Se trata por tanto de una teoria que nacié dentro de la variable
compleja, pero que ha encontrado bastantes aplicaciones en dindmica
y teoria de punto fijo, ver por ejemplo [54] o [72] por citar dos trabajos
muy destacados. También se puede utilizar para demostrar resultados
topoldgicos generales (véase [15]) o resultados sobre periodicidad y
descomponibilidad (véase [93]).

Sea B C C el disco unidad abierto y sea f : B — G C CU {o0}
una funcion conforme y sobreyectiva. El problema de si f admite una
extension continua a cl(B) = B U S, definiendo f(z) = lim, ,, f(z)
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para z € S!, tiene una respuesta topoldgica. Se tiene que f admite
una extension si y solo si G es localmente conexo. El problema de
si f tiene una extension inyectiva posee, a su vez, otra respuesta de
naturaleza topoldgica: f tiene una extension inyectiva si y solo si 0G
es una curva de Jordan (ver el teorema de Carathéodory en [73]). Si
O0G es localmente conexo pero no una curva de Jordan, existen puntos
de OG que poseen varias preimagenes. La situacion se torna mucho més
complicada si G no es localmente conexo. Carathéodory introdujo la
nocién de final primo para describir este caso. Los puntos z € S! se
corresponden uno a uno a los finales primos de G y el limite f(z) existe
si y solo si el final primo contiene solo un punto (ver [73]).

Sea ® C R? un dominio abierto simplemente conexo conteniendo
al punto del infinito tal que 09 contiene méas de un punto. Entonces
09 es acotado. Una cortadura es un arco simple, C, dentro de 2,
exceptuando sus extremos. Si C' es una cortadura de © entonces D \ C
estd formado exactamente por dos componentes A; y Ay tales que
DNI(A) =D NAI(Ay) = C\ { puntos finales }.

Una sucesion {C,} de cortaduras mutuamente disjuntas y tal que
cada C, separa C, 1 y C,,1 se denomina una cadena. Una cadena
de cortaduras induce una cadena de dominios encajados (acotados por
cada Cp,) ...Dpyy C D, ... . Cada cadena de cortaduras define un
final. Dos cadenas de cortaduras, {C,,} v {C! }, son equivalentes si para
cada n € N existe m(n) tal que D,, C D, y D), C D, para cada
m > m(n). Diremos que cadenas equivalentes de cortaduras inducen
el mismo final. Si P y @) son finales representados por cadenas de
cortaduras {C(P),} y {C(Q).} tal que para cada n, D(P),, C D(Q),
si m > m(n) diremos que P divide Q. Un final primo P es un final que
no puede ser dividido por ningin otro.

Sea P un final primo. El conjunto de puntos de P es la intersec-
cion £ = (,en cl(D(P),) donde {D(P),} es una sucesién de dominios
acotados por cualquier sucesion de cortaduras que represente P. Un
punto principal de P es un punto limite de una cadena de cortaduras
que representa a P con diametros tendiendo a 0. El conjunto Hp C F
de puntos principales de un final primo P es un continuo (conjunto
compacto y conexo) (ver [18] o [19] para mas detalles).

Cada cadena de cortaduras que induce un final primo P determina
una base de entornos de P. Obtenemos, de esta forma, una topologia
en el conjunto de los finales primos de ®. De manera mds precisa, si
P es el conjunto de finales primos de © y ©* es la unién disjunta de
® vy P, podemos definir una topologia en ©* de tal manera que dicho
conjunto sea homeomorfo al disco cerrado y su borde esté compuesto
por los finales primos. Basta con definir una base de entornos del final
primo P € P. Dada una sucesiéon de dominios {D(P),}, producimos
una base de entornos {U,} de P en ©*. Cada U, esta formado por los
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puntos en D(P),, y por los finales primos @) tales que D(Q),, C D(P),
para m suficientemente grande.

Si 52 es la esfera bidimensional R? U{oc} y oo € ® C 5% es un do-
minio abierto simplemente conexo, la compactificacién natural, debida
a Carathéodory, ver [18], de D obtenida adjuntando a ® un conjunto
homeomorfo a la esfera unidimensional S!' se denomina la compactifi-
cacion de finales primos de ®. Identificamos R? = C y consideramos
un homeomorfismo conforme g : ® — S?\ B (donde B es el disco
B ={z € C:|z|] <1}). Ahora la esfera unidimensional S* se adjunta
a ® usando g. Cada punto de S' se corresponde con un final primo de
D.

Sea U C R? abierto y sea f : U — f(U) C R? un homeomorfismo.
Sea p un punto fijo no aislado como compacto invariante de f que no sea
limite de érbitas periédicas. En estas condiciones no podemos emplear
las técnicas de indice de Conley consideradas en secciones anteriores.
Haremos uso de la teoria de finales primos para solventar este problema.

Tomemos un disco cerrado .J centrado en p suficientemente pequeno.
Si p no es aislado, Inv(f, J) = K es un compacto que toca a la fron-
tera de J. Sea K; la componente conexa de K que contiene a p. Es
inmediato comprobar que Ky no descompone el plano y por tanto se
puede aplicar la construccion de Carathéodory a R?\ Ky. De esta forma
obtenemos un disco cerrado D.

Consideremos D C R? un disco abierto tal que K ¢ J C U C D
de tal manera que todas las érbitas periddicas de periodo < n estén
contenidas en DU K.

Es bien conocido, ver [54] o [79], que se puede suponer que los
puntos fijos, 0 mas generalmente 6rbitas periddicas, de la extension de
f en P son un conjunto finito y cada una de ellas ahora es un compacto
invariante aislado, en la compactificacién D.

En consecuencia tenemos tres posibles tipos de finales primos fijos,
representados en la figura 3, segin sean sus bloques aislantes y sus
filtraciones asociadas.

1 i

caso i caso ii] caso iii]

Ficura 3. Tipos de o6rbitas que surgen después de
aplicar la compactificacién de Carathéodory.
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A lo largo de esta seccién utilizaremos un hecho conocido (ver las
referencias [31], [51] y [87]): aplicando la definicién de niimero de Lefs-
chetz y de la caracteristica de Euler tenemos que,

Alid) = x(X),

siendo X un ANR e id : X — X la aplicacién identidad en X. Mas
generalmente, para cualquier aplicacién continua f : X — X homdtopa
a la identidad tenemos que,

A(f) = x(X).

En particular, todo homeomorfismo plano que conserve la orientacion
es hométopo a la identidad.

A partir del teorema de Lefschetz-Hopf aplicado al n-producto simé-
trico de la esfera y de la compactificacién de Carathéodory, D, de S?\ K
se tiene que,

in(D°U Kp) = A(SP,(f)) = x(SP,(S5?)).
Acudiendo por ejemplo a la referencia [1] sabemos que,

SP,(S?) es homeomorfo a CP".

Por tanto,
X(SP,(57%)) = x(CP").

El hecho de que los grupos de homologia H(CP™) sean todos cero
excepto aquellos que corresponden a los valores pares de k, con 1 <
k < 2n, que son iguales a Z, podemos escribir,

X(CP") =n+ 1.
Juntando todo lo anterior concluimos,
(10) in(D°U Kp) = x(SP,(S?) = x(CP") =n + 1.

Por otra parte, considerando un entorno suficientemente pequeno
U C D de los finales primos periédicos que hayan podido surgir,

(11) in(D°UU) = A(SPu(f)) = (SP.(D)) = 1

La tltima igualdad es consecuencia de que D y por tanto SPn(ﬁ)
son contractibles (véase [1]).

Usando (10) y (11), y aplicando la propiedad aditiva resultaria,
> ii(Ko) - inj (D) =n+ 1.
=0

S iy (U) iy (D) = 1.

j=0

(12)
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F1GURA 4. Situacion antes de la compactificacién de Carathéodory.

Restando las dos ecuaciones anteriores,

n—1

(13) i) = in(U) + D lins (K) — iy (U)] - i5(D%) =

j=1

A partir de esta igualdad en n y en n+ 1 vamos a obtener una férmula
abreviada para i,(Ky). Tenemos,

n—1
in(Ko) — in(U) + Z Un—j (K0o) in—j(U)] 'ij(DC) =n
J=1

n

in+1(Ko) — in1(U) + Z[in+1—j(K0) — in41-(U)] - 4;(D°) =n+ 1.

Restando las dos ecuaciones,
in+1(Ko) = tn(Ko) = in1(U) +in(U) + [i1(Ko) — i1 (U)] - in (D)

+ 3 i (Ko) = inga5(U) = in(Ko) + i (U)] - 55(D%) = 1.
=1
Como, haciendo n =1 en la ecuacién (13),
(19 i1 (Ko) — i (1)) = 1,

si usamos también la segunda ecuacion de (12), se obtiene,

int1(HKo) — in(Ko) — in1(U)

U S i (B — i 5 0) i (O] 45D = 0.
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LEMA 2.11. Sean dos sucesiones {a;} y {b;} cumpliendo que a; =0
y0=a,4 + 2?21 bj - Gni1—j para n € ZT. Entonces,

a;j=0 Vj=1,2,...

DEMOSTRACION. Vamos a demostrarlo por induccién en n. Sin es
1, usando el dato a; = 0 se obtiene,

0:a2+b1-a1:a2.

Supongamos ahora que a; = 0 para todo entero menor o igual que n.
Veamoslo para n + 1. Basta observar que,

0=an, + ij “Upy1-j = Upy1+ ij -0 =apq1-

J=1 J=1

Tomamos,

a; = i;(Ko) — ij-1(Ko) — i;(U)
{bj = i;(D°).

Observando las ecuaciones (14) y (15) se comprueba que las sucesiones
definidas anteriormente cumplen el Lema 2.11, por lo que,

int1(HKo) = in(Ko) + int1(U).

Por induccién tenemos que,
(16) in(Ko) =1+ i;(U) =Y _i;(U).
j=1 7=0

Esta es la formula que queriamos obtener para i, (Ky) en funcién de
i;(U). Ahora bastarfa calcular 7;(U) para cada j € N e insertar dicho
célculo en (16). Distinguiremos cada uno de los casos en las subsec-
ciones siguientes.

3.1. Cailculo del indice n-simétrico cuando {p} es no ais-
lado como compacto invariante y surgen tnicamente puntos
fijos de la compactificacion de Carathéodory. Es bien conocida la
relacion entre el niimero de rotacién de la circunferencia de finales pri-
mos, cuando aplicamos el proceso de compactificacion de Carathéodory,
y la aparicién de puntos fijos (u 6rbitas periédicas). El primer autor
que establecié dicha relacién fue Birkhoff (ver [7]). El caso en el que el
nimero de rotacién es racional fue investigado por Ortega y Ruiz del
Portal en [69] mientras que un estudio del caso en el que el nimero de
rotacién es irracional es llevado a cabo por Herndndez Corbato en [41].

En las condiciones de la seccion anterior, vamos a suponer en primer
lugar que el homeomorfismo inducido en la circunferencia de finales
primos tiene puntos fijos (es decir, tiene nimero de rotacién 0).
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Obsérvese que si no aparecen finales primos fijos (u 6rbitas periddi-
cas) -por ejemplo si en la circunferencia de finales primos tenemos
una rotacién irracional- el problema es trivial. En efecto, i,(Ky) =
14+ 2?21 i;(U) = 1 para cada n porque podemos tomar U = §.

Por tanto vamos a detenernos primero en el estudio de la existen-
cia de finales primos fijos para, a continuacion, estudiar qué ocurre si
aparecen orbitas periddicas.

Recordamos nuevamente que supondremos que el conjunto de fi-
nales primos fijos o periédicos es finito. Ya comentamos anteriormente
que esto no supone pérdida de generalidad alguna porque identificando
intervalos a puntos si fuera preciso siempre podemos trabajar en esas
hipétesis ([54] y [79)).

3.1.1. Caso en el que todos los finales primos fijos, surgidos de la
compactificacion de Carathéodory, son atractores o repulsores. Supon-
gamos que tenemos 2a puntos fijos surgidos de la compactificacién de
Carathéodory que son de los tipos i) e ii) con a atractores y a repul-
sores. Observemos que los puntos atractores también lo seran para la
restriccion a la circunferencia de finales primos y por tanto tendremos
un nimero par de finales primos fijos 2a con a atractores y a repulsores.

Ficura 5. Caso en el que, después de la compactifi-
cacion de Carathéodory, aparecen solamente atractores
y repulsores.

Sea U C R? abierto y sea f : U — R? un homeomorfismo sobre su
imagen. Sea p un punto fijo no aislado de f. Queremos calcular una
férmula para i, (Kp) = i,(p) donde Ky C U es la componente conexa de
Inv(f,J) que contiene a p, para algin disco .J suficientemente pequeno
que contenga a p.
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Para los cédlculos solo tendremos en cuenta los atractores dado que
en los repulsores tendremos exactamente una region de salida y por lo
tanto todos los indices son triviales.

Supongamos que U?_, K, C U, K, un conjunto compacto, invariante
y aislado conteniendo al punto fijo p, con s = 1,...,a siendo cada
K intervalos y U unién de semidiscos abiertos (interiores de bloques
aislantes). Queremos aplicar la igualdad (16), a saber,

in(Ko) =14 i;(U) =Y _i;(U).
P /=0
Por tanto, necesitamos calcular ¢;(U) paraj = 1,...,n.Sean {p1, ..., p,}

los a puntos fijos atractores. Usando la propiedad aditiva generalizada,
demostrada en la proposicion 1.10, y el hecho de que los p, son atrac-
tores Vs = 1,...,a (es decir, que i (K,) =1 para todo j;, =0,1,... y
para todo s € {1,...,a}),

J

GU) = D i (K)o, (Ka)
Jjs=0
2(51:1 js:j
J

= E 1.
ajs:Q )
25:1 Js=1]

Utilizando el concepto de combinacién con repeticion queremos meter
7 bolas en a urnas de modo que pueda haber repeticion. Entonces,

Zj: - (j+a—1) B (j—l—a—l)
= j a—1 ’
Z(;:l]'SZJ'
Juntando las dos cosas,
' -1
(17) so= ("),

a—1

Retomando el cdlculo de i, (Kj), si usamos la ecuacién (16) combinada
con la férmula (17),

" [(jta—1
(18) Zn(KO)ZZ( a—1 >7
7=0
LEMA 2.12. Sea un entero positivo a. Sea la sucesion,

N~ [Jta-1 _
an—z< o ) n=0,1,23,...

§=0
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Entonces,

(19) an:<a+”> Vn=0,1,2,3...

a

DEMOSTRACION. Vamos a hacer la prueba por induccién en n.
Supongamos que n = 0. Entonces,

W= ()= (0)

Supongamos que la férmula (19) es cierta para todo entero menor o
igual que n. Vedmosla para n + 1,

n+1 . n .
B Jta—1\ fa+n j4+a—1
anH_Z( a—1 >_<a—1>+z< a—1 )

j=0 j=0
<a+n> <a+n) <a+n+1>
— + — ,
a—1 a a
que es lo que se queria demostrar. O

Utilizando ahora este Lema 2.12 podemos reducir la férmula (18) y
obtener,

. a—+n
(20) in(Ko) = ( ) Vn € 77,
n
que es la formula buscada para el indice n-simétrico del homeomorfismo
f:UCR?*— f(U) C R? en {p} punto fijo no aislado, en caso de que
al realizar la compactificacién de Carathéodory surjan 2a puntos fijos,
a atractores y a repulsores.

3.1.2.  Caso en el que ninguno de los finales primos fijos, surgidos
en la compactificacion de Carathéodory, sean ni atractores ni repul-
sores. Supongamos que tenemos r puntos fijos {py, ..., p,} surgidos de
la compactificacion de Carathéodory que no son atractores ni repulsores
(puntos fijos de tipo iii), cada uno con m; regiones de salida positiva-
mente invariantes. Sea U un entorno abierto de esos r finales primos
fijos y K; un intervalo compacto, invariante y aislado conteniendo al
punto fijo ps, con s = 1,...,r, y cumpliéndose U,_; Ky C U. Nueva-
mente podemos suponer que U es una unién de semidiscos abiertos
(interiores de bloques aislantes).

Aplicando la propiedad aditiva generalizada, demostrada en la
proposicién 1.10, obtenemos,

n
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Del proceso de compactificacion de Carathéodory podemos descom-
poner cada K, en m; ciclos de periodo 1, para s = 1,...,r por lo
que,

i1 (Ks) = i(K) =1 —my Vs=1,...,r
Entonces, usando la férmula del Teorema 2.6,

in(Ky) = (—=1)" (m - 1) v {n =1,2,...

n s=1,...,m.
Introduciendo esto en la propiedad aditiva para i,(U) se queda,
. " [Ty — 1 MMy — 1
(21) in(U) = (—1)“( , > ...(—1)”( , )
" ]sz_:o J1 Jr
Zg:ljsz’n

Para reducir esta férmula usaremos el siguiente,
LEMA 2.13. Sean N,«a, 3 € Z*. Entonces,

N o o} a+f

;<j><N—j> :< N )

DEMOSTRACION. Aplicamos induccién en a. Supongamos que o =
1. Entonces,

XN: (BN (B F \_(1tF
= j)\N —j N N-—-1 N )
Supongamos que la formula del lema se cumple para todo entero menor

que «. Veadmoslo para «. Usando la propiedad de los niimeros combi-
natorios y la hipétesis de induccién,

S0 )-E00)E006)

- <(a_z1v)+6) +Z§(a;1> ((N—ﬁn—j)
(3 08)
[

COROLARIO 2.14. Sea r € N. Sean oy, € Z" con s = 1,...,r.

Entonces,
ZN: ((Jq) (a) B <a1 +---+ar>
; i) \ur N '

PP
25:1 js=N



3. {p} NO AISLADO COMO COMPACTO INVARIANTE 51

DEMOSTRACION. Lo demostraremos por induccién en r. Sir = 2
aplicando el lema 2.13 con o = a1 y [ = ay la féormula del enuncia-
do del corolario es cierta. Supongamos que es cierta para todo entero
positivo menor que r. Demostrémosla para r. Aplicando la hipdtesis de
induccién y el lema 2.13,

RN (YRGS R o1 I S G IRV 1 14

” - Jr=0 Js=0
>em1 Js=N Z:;i Js=N—jr
B ZN: (m N +a”> (a)
jr=0 N - ]7“ ]r

B % T e ¢ 7
= N .

Aplicando el corolario 2.14 y continuando con (21),

in(U) = (=1)" Xn: (mljl_ 1) (mTjr_ 1)

—
(22) Zil Js=n

(T,

n

Por tanto,

(23) i;(U) = (—1) (e> con e = i(ms —1).

s=1

Acudiendo ahora a la férmula 16,

(21) o) =Y 50 =31 ()

J=0 J=0

que es la férmula buscada para i,(Kp) en caso de que al realizar el
proceso de compactificacion de Carathéodory surjan r finales primos
que corresponden a puntos fijos ni atractores ni repulsores, cada uno
con my regiones de salida positivamente invariantes. Esta férmula se
puede reducir un poco si usamos el siguiente,

LEMA 2.15. Sean n,e € Z*. Entonces,
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DEMOSTRACION. Por induccion en n. Sin =1,
1
: —1
Sy () =1-e= (1),
, J 1
7=0
Supongamos que la igualdad del enunciado se cumple para todo en-

tero positivo menor que n. Veamosla para n. Usando esta hipotesis de
induccion sale,

() =S () e ()

J=0

<i1>“1 () () = (7))

Aplicando el lema 2.15 a la ecuacién (24) se queda,

)

‘ B nfe—1 B -

(25) in(Ky) = (1) < o > con e = ;(ms 1),

que es la férmula buscada para el indice n-simétrico del homeomor-
fismo f : U C R? — f(U) C R? en {p} punto fijo no aislado como
compacto invariante, en caso de que al realizar la compactificacion de
Carathéodory surjan r finales primos que corresponden a r puntos fijos
ni atractores ni repulsores, cada uno con my regiones de salida positi-
vamente invariantes, s = 1,...,7.

Como consecuencia interesante, se puede obtener el siguiente coro-
lario.

COROLARIO 2.16. Sea U C R? abierto y sea [ : U — f(U) C R?
un homeomorfismo que conserva orientacion. Sea p un punto fijo no
aislado como compacto invariante de f. Supongamos que al realizar
la compactificacion de Carathéodory, de la componente conexa Ky de
Inv(f,J) que contiene a p, nacen finales primos fijos {p1,...,pr} que
no son ni atractores ni repulsores, teniendo mg regiones de salida posi-
tivamente invariantes para cada s = 1,...,7r. Sea e = ZT:1(ms -1).
Entonces,

in(Ko) =in(p) =0 Vn > e.

DEMOSTRACION. En el caso de que n > e, acudiendo a la férmula
(24) obtenemos,

ik =Y 501 =3 () = () = -1 =o0

=0 =0 A /

O
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3.1.8.  Caso general. Supongamos que entre los finales primos fijos
surgidos de la compactificacion de Carathéodory tenemos a atractores,
b repulsores y r ni atractores ni repulsores, cada uno con m; regiones de
salida positivamente invariantes, s = 1,...,r. Esto es, tenemos finales
primos fijos de los tipos i), ii) y iii). Sea U un entorno abierto de todos
esos puntos fijos donde U = U; U U,, Uy es un entorno abierto de los
puntos fijos atractores y repulsores y U, es un entorno abierto de los
puntos fijos ni atractores ni repulsores. Tanto U; como U, son uniones
de semidiscos abiertos.

Aplicando la propiedad aditiva se tiene:

in(U) = Zz’n,j(Ul) -i(Uy).

Usando la férmula (17) para i,—;(U7) v la férmula (23) para i;(Us)
obtenidas anteriormente,

in—j(U1) = (
s =y () e=Dim- .

J s=1

n—j+a-—1
a—1 ’

se queda que,
20 W)= ("I =X
s=1
LEMA 2.17. Sea la sucesion doble,
R(a,n) = En:(—l)j <n _ii—j_ 1) (j) a,n,e € Z".
=0

Entonces,

a—e+n—1 .
) ste<a
n

Bl
R(a,n) = 1) <e ; CL) sie> a.

DEMOSTRACION. Vamos a demostrarlo por induccién sobre a + n
de una manera analoga a la que usamos para probar el Lema 2.5.
Empecemos por demostrar que,

(27) R(a+1,n+1)=R(a+1,n) + R(a,n + 1)
Va,n € Z*. Sea,

R(a+1,n+1)Zni(—l)j(n_jz:wrl) (j)

§=0
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Usando la igualdad combinatoria,

n—j+a+1 _ n—j+a n n—j+a
a a a—1 )’

obtenemos,
Rla+1,n+1)=

2o (7)) (L) ()
> 2 (L) 6)

=R(a+1,n)+ R(a,n+1).

De modo que es cierta la férmula (27). De hecho, sustituyendo en la
férmula anterior a + 1 por a+ Ay n+ 1 por n + p, con A € {—(a —

1),...,0,...,a—=1}ype{-(n—-1),...,0,...,n — 1},
(28) Rla+An+p)=Ra+An+p—1)+Ra+A-1n+p).

Ahora, para demostrar el enunciado del lema, aplicamos induccién so-
bre a + n.

Supongamos primero que a +n = 2. Solo hay un caso a = 1 y
n =1 (ya tratamos el caso a = 0 en la subseccién 3.1.2). Entonces, de
la definicién de R(a,n) del enunciado del lema,

=S )0 ()

Supongamos que la tesis del enunciado del Lema se cumple para todo
entero menor o igual que a + n + 1. Vedmosla para a + n + 2. Apli-
cando la hipétesis de induccién al miembro derecho de la férmula (28)
suponiendo que A + pu = 2,

Rla+A\n+pu)=
{ ((a+/\)fe+(n+1ufl)fl)
npe sie<a4+ A\
a+A—1)—e+(n+pu)—1 >~
+ (( )n+u( ©) )

(_1)n+u71 (en—(a-t,\)) .
{+(—1)“+ﬂ (e%fu) sie>a+
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Usando ahora las formulas,

<(a+)\)—e+(n+u—1)—1>

n+p—1
N <(a/+/\—1)—6+(n+u)—1> _ ((a—I—A)—e—l—(n—l—u)—l)
n+ p B n+ p
(—1)yroet e—(a+ M)
n+p—1
by (7AYo 8,
n+u n—+p
Obtenemos,
((a—l—/\)—ei(n—ku)—l) Ge<at )
Rla+A\n+pu) = eﬁ(au—i—)\)
<_1)n+u( ) sie>atA
n+ [
que es justo lo que se queria demostrar. O

Aplicando este Lema a la férmula (26),

—e+n—1 .
<a ern ) ste<a
n

in(U) = (_1)n<e—a—1> sie>a.

n

De la férmula obtenida en la ecuacién (16) se deduce que,

Z(a 64,_‘7 > sie<a

R %(nj(;?l) e

Reduzcamos un poco esta férmula.

LEMA 2.18. Sean n, N € Z*. Entonces,
" /N+4+j—1 N+n
> (") -C0)

DEMOSTRACION. Utilizando una de las propiedades de los nimeros
combinatorios,

()0
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y haciendo un cambio de indice en la segunda suma,

> )20 =00

=0 =0 j=1
()R ()
=N =N
B N +n
— ) )

Aplicando el lema 2.18 a la primera suma de la igualdad (29) toman-
do N = a — e y usando el lema 2.15, sin mas que sustituir e por e — a,
para reducir la segunda suma de la igualdad (29), queda,

O

a—e+n '
(30) in(Ko) = ( ne)al sie<a
(—1)"< ! ) Gesa

que es la féormula buscada para el caso general: al considerar la com-
pactificacién de Carathéodory obtenemos a + b + r finales primos fijos
que corresponden a a puntos fijos atractores, b puntos fijos repulsores
y r puntos fijos ni atractores ni repulsores, siendo,

e = Z(ms - 1),

y mg, con s = 1,...,7, el nimero de regiones de salida positivamente
invariantes de cada uno de los puntos fijos ni atractores ni repulsores.

Este resultado puede ser interpretado dindmicamente. En [79] se da
una definicion de ramas estables e inestables asi como de pétalos atrac-
tores y repulsores para puntos fijos de homeomorfismos del plano que
no son aislados como compacto invariante. Esta definicién depende del
disco J que se elija. En efecto, el nimero de pétalos atractores (repul-
sores) y de ramas estables (inestables) puede variar si consideramos dos
discos J y J' distintos porque los compactos Ky y K|, que se explotan
son diferentes. En [79] se dan ejemplos de este fenémeno.

Sin embargo, la diferencia,

pétalos atractores-ramas estables =
pétalos repulsores-ramas inestables,
es constante, solo depende del germen del homeomorfismo.

Denotemos por a (b) el nimero de pétalos atractores (repulsores) y
por e (u) el de ramas estables (inestables).
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En [79] se demuestra también que los enteros a y e del resulta-
do anterior, se corresponden precisamente con la cantidad de pétalos
atractores y ramas estables y también que a —e = b — u.

En consecuencia,

(o) = (a_ZJF”):(b—ZnLn) sie < a(u<b)

(—1)n<6_“_1> :(—1)n<u_b_1> sie> a(u>b).

n n

Para exponer esto de una forma mas clara, aunque no recordemos
aqui las definiciones precisas de [79] que nos llevarian quizds demasiado
lejos, vamos a identificar los elementos del resultado anterior en los
siguientes ejemplos.

EJEMPLO 3. Veamos ahora la aplicacién de la féormula (30) a un
ejemplo concreto en el que, al considerar la compactificacion de Cara-
théodory, el nimero de puntos fijos atractores es menor que el nimero
de regiones de salida positivamente invariantes de los puntos fijos ni
atractores ni repulsores. Sea U C R? abierto y sea un homeomorfismo
f: U C R? = R? que responda a una dindmica como la de la figura 6.

FI1GURA 6. Sistema dindmico con un punto fijo no ais-
lado y maés regiones de salida positivamente invariantes
que puntos fijos atractores despues de aplicar
Carathéodory.

Consideremos el disco J de la figura y K el compacto invariante
maximal contenido en J. Obviamente Ky N d(J) # 0. Al considerar la
compactificacién de Carathéodory de S? \ K la dindmica serfa como
la de la figura 7.

En particular, del proceso de compactificacion de Carathéodory no
surgiria ningin punto fijo atractor, es decir, a = 0, y surgirian dos
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FiGurA 7. Sistema dindmico con un punto fijo aislado
ni atractor ni repulsor con dos regiones de salida positiva-
mente invariantes y un punto fijo ni atractor ni repulsor
con una regién de salida.

puntos fijos ni atractores ni repulsores, uno con una region de salida y
el otro con dos regiones de salida positivamente invariantes, es decir,
e = 1 (que es también el nimero de ramas estables). Sustituyendo estos
valores en la férmula (30),

—0 -

n

in(f, {p}) = <—1>n(1 1) ~0 Vnezt

EJEMPLO 4. Veamos ahora la aplicacién de la férmula (30) a otro
ejemplo en el que, después de aplicar la compactificacion de Carathéo-
dory, el nimero de puntos fijos atractores es mayor que el nimero de
regiones de salida, positivamente invariantes, de los finales primos fijos.

Sea U C R? abierto y sea un homeomorfismo f : U C R? — R? que
responda a una dindmica como la de la figura 8.

Después de aplicar el proceso de compactificacién de Carathéodory
la dindmica seria como la de la figura 9.

En particular, del proceso de compactificacion de Carathéodory sur-
girfan dos puntos fijos atractores a = 2 y dos puntos fijos repulsores
b = 2. Sustituyendo estos valores en la férmula (30),

in(f, {p}) = (2—O+n> (n+1)(n+2)

n - 2

Observemos que en esta situacion la sucesion no es acotada.
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\

FiGuraA 8. Sistema dinamico con un punto fijo no ais-
lado y més puntos fijos atractores que regiones de salida
positivamente  invariantes  después de  aplicar
Carathéodory.

F1iGurA 9. Sistema dindmico con un punto fijo aislado
ni atractor ni repulsor con dos regiones de salida posi-
tivamente invariantes, dos puntos fijos atractores y dos
puntos fijos repulsores.

3.2. Cilculo del indice n-simétrico cuando {p} no es aisla-
do como compacto invariante y surgen finales primos periédi-
cos en la compactificacién de Carathéodory. Caso general. Sea
U C R? abierto y sea f : U — f(U) C R? un homeomorfismo que con-
serve orientacion. Sea p un punto fijo de f no aislado como compacto
invariante. Queremos calcular una férmula para i,(Ky) = i,(p) donde
Ky C U es la componente conexa de Inv(f,.J) que contiene a p.
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Supongamos que al realizar la compactificacién de Carathéodory de
S?\ Ky surgen r + a + b érbitas periédicas: r érbitas ni atractoras ni
repulsoras cada una con m, regiones de salida positivamente invariantes
(por f9),s =1,...,r, aérbitas atractoras y b érbitas repulsoras. Nétese
que todas las d6rbitas periédicas han de tener el mismo periodo.

Sea U = U, U---UU, donde U; es un entorno abierto que contiene
a la orbita ni atractora ni repulsora j con j =1,...,r;sea V =V, ; U
-+ U V,4, donde V; es un entorno abierto que contiene a la orbita
atractora jcon j =r—+1,....r+a;seaW =W, o i U---UW, 01p
donde W; es un entorno abierto que contiene a la orbita repulsora j
conj=r+a-+1,...,r+a+0b. Cada uno de estos entornos sera unién
de semidiscos abiertos, interiores de bloques aislantes para f?, donde
q es el periodo de las orbitas. Teniendo en cuenta que la dinamica en
cada punto periddico es localmente conjugada con la de cualquier otro
punto de su érbita, las filtraciones asociadas serdan topolégicamente
equivalentes y por tanto tendremos el mismo niumero de regiones de
salida.

Necesitamos obtener una férmula abreviada para i, (UUV UW), de
manera que, usando la expresion (16), hallemos una férmula reducida
para i,(Kg) = i,(p). Por la propiedad aditiva,

n
Zn(U) = Z ijl (Ul) o 'ijr (Ur)
Js=0
a1 ds=n
n
(V)= D, i (Vie) g (Visa)

Jjs=0
Zgi:ﬁrl Js=n
n
ZH(W) = Z éjr+a+1 (Wr+a+1) - '/[;jr+a.+b (Wr+a+b)'
Jjs=0

r+a+b -
Zs:r+a+1 Js=n

Por tanto, necesitamos calcular ¢;, (Us) para cada s € {1,...,7}, 4, (V;)
para cada s € {r +1,...,r + a} y, por ultimo, i; (W;) para cada
se€{r+a+1,...,7r+a+b},siendo js; € {0,...,n}. Para ello tomamos
un compacto, invariante y aislado K, que contenga a la érbita s de
manera que se cumple que,

13, (Us) = 15, (K) sef{l,...,r}
i, (Vs) = 45, (K5) se{r+1,...,r+a}
i, (Ws) = 45, (K5) se{r+a+1,....r+a+b},

con js € {0,...,n} paratodo s € {1,...,7 +a+ b}.

Empezamos calculando i, (U). Del proceso de compactificacién de
Carathéodory podemos descomponer cada K, en ciclos de periodo ¢,
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para s =1,...,7 por lo que,
in(Kg) =0 sigfn.

Cada ciclo tiene asociados m, > 1 ciclos correspondientes a las regiones
de salida positivamente invariantes para f9. Para el caso en que ¢ | n
del Teorema 2.8 obtenemos,

in(Ky) = (—1)"/q<m;/_q 1) sig|n s=1,...,m
Juntando las dos cosas,
0 sigfin
W (™) sl
n/q
s =1,...,r. Introduciendo la informacién anterior en la férmula (31)

obtenida aplicando la propiedad aditiva,

n

WU) = Y, i (K). i (K
Jjs=0
22:1 Js=n
n
= Z Ggjy (K1) - - - dg, (K).

qus:_o

e=1 9ds=n
Es decir, si ¢ 1 n entonces la suma es vacia por lo que i,(U) = 0.
Supongamos que ¢ | n. Continuando con la suma anterior,

n

WU) = D g (K0 dgy, (K)
qjs=0
Z::l qjs:n

n/q
= Z lgjr (K1) .. - lgj, (Kr)

, 170
Zs:l Jjs=n/q

n/q
= (M e (M)
. jl jr
<=0
s j=n/q

Si aplicamos el corolario 2.14 tomando N = n/q y ay = ms; — 1 con
s=1,...,r, llegamos a,

w0y =0 ) ene=Ym -1 v aln

s=1
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es decir,

0 sigfin

() sl
cone =3 (my—1).

Continuemos con el calculo de i,(V). Siendo la 6rbita s, con s €

(32) in(U) =

{r+1,...,7 +a}, una 6rbita atractora tenemos que,
. 0 sigfn
in(Ks) = , s=r+1,...,7r+a.
1 sig|n.

Introduciendo la informacién anterior en la férmula (31) obtenida apli-
cando la propiedad aditiva,
n
in(V) = Z U (K1) - Tt (Kr+a)
Jjs=0
Z;if«b+l Js=n
n

= Z lgjri (K1) - - Ugjrra (Krta)-

qjs=0
2;:?.;,_1 qjs=n

Es decir, si ¢ { n entonces la suma es vacia por lo que i,(V) = 0.
Supongamos que ¢ | n. Continuando con la suma anterior,

n

in(V) = Z Ugjri (K1) - - U4 (Krta)

qjs=0
Zgi:+1 qjs=n

n/q

= E Ygjrga (KT+1) < Ut (Kr+a)
—
'r+a,js S
25:r+1 Js=n/q

n/q

= > L

js:()
Zgi:.»,.l Js=n/q

Basta acudir de nuevo al concepto de combinacién con repeticién para
reducir la suma, si ¢ | n, a,

_ _(n/qg+a—1
wr) = (1),
es decir,

0 sigfin

(33) in(V) = (n/q+a_1> siq | n.
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Por tltimo, calculemos i, (W). Siendo la érbita s, s € {r+a+1,...,r+
a + b}, una érbita repulsora, tenemos que,
in(Kg) =0 s=r4+a+1,...;,r+a+b

Por tanto, recordando el convenio adoptado en la notacion 2,

n

W)= > e (Kepast) iy (BKosas)

JSb:O
tatb
(34) 2strtat1Js=n

)1 sin=0
~]0 otro caso
De esta manera, si ¢ { n, aplicando las expresiones (32), (33), (34),

WUUVUW) = > iy (U)-ip(V) iy (W)

Js=0

Jit+ja+jz=n
n n
= Z ijl (U) ’ ij(v) = Z éle (U) ) iqu(V) =0.
§s=0 qjs=0
Jitj2=n qj1+qj2=n

Si ¢ | n, utilizando de nuevo la propiedad aditiva, aplicando consecuti-
vamente las expresiones (32), (33), (34), y usando el lema 2.17,

WUUVUW) = Y i (U)-ip(V) - ig(W) = Y i (U) i (V)
js—0 js=0
j1+§2+j3:n j1ij2:n
n n/q
= Z lgjr (U) ) 710]'2(‘/) = Z lgjr <U) gy (V>
qjs=0 Js=0
ajr+gjz=n Jitj2=n/q
= Zq:(—l)jl <€> (n/q P 1>
= J1 a—1
<a—e—|—/n/q—1> Ge<a
n .
= eq— u siq | n.
(—1)"/‘1( / ) sie>a
n/q
En resumidas cuentas,
0 sigfn
a—e+n/qg—1 :
in(UUVUW) = ( n/q ) sie<a |
- siq|n,
(—1)”/q<e /a) sie>a
n/q

cone=>y"_ (ms;—1).
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Habiendo obtenido una férmula para i, (U UV U W) aplicamos la
igualdad (16), y si ¢ | n,

[n/q]

in(Ko) =Y i;(UUVUW)=> ig(UUVUW)=> i(TUuVUuw)
j=0 qj=0 J=0
([n/d) .
- —1
Z (a 64,_‘7 ) sie<a
_ ) o J .
=\ va siq|n.
Z(—l)J(e , a) sie>a
\ J=0 J

Utilizando el lema 2.18 para la primera suma, tomando N =a —e, y
el lema 2.15 para la segunda, sustituyendo e por e — a,

(o) e
Zn(I(O) = " si q | n,
/g (¢~ 01 ~
(—1) sie>a
[n/4]
es decir, que, de la expresién (16),
(35)
1 sigtn
a—e+[n/q -
wso=1 [ ("l ese
e 4_1 siq | n.
(—1)lv/dl in/d > sie>a
n/q
cone=>y._,(mg—1). Esta es la férmula buscada para i, (/) en el

caso de que {p} sea un punto fijo no aislado como compacto invariante
y, al realizar la compactificacién de Carathéodory, surjan r + a + b
orbitas periddicas de periodo ¢ divididas en: r 6rbitas ni atractoras ni
repulsoras cada una con mg regiones de salida positivamente invariantes
para f%, s=1,...,r, a érbitas atractoras y b érbitas repulsoras.

COROLARIO 2.19. Sea U C R? un subconjunto abierto del plano.
Sea f : U — f(U) C R? un homeomorfismo que conserva la
orientacion. Sea p € U un punto fijo no aislado como compacto in-
variante de f. Si el nimero de rotacion en la circunferencia de finales
primos asociada a la compactificacién de Carathéodory de S*\ Ky es
ractonal, existen enteros no negativos e,a y q > 1, tales que,

1 siqtn
(L) e

st q | n.
(—1)ln/d cTar 1) ste>a

[n/q]

(36) in(p) =



3. {p} NO AISLADO COMO COMPACTO INVARIANTE 65

EJEMPLO 5. Veamos ahora la aplicacion de la férmula (36) y del
corolario 2.19 a otro ejemplo. Sea U C R? abierto y sea un homeomor-
fismo g : U C R? — R? que siga una dindmica como la de la figura 10.
Después de aplicar el proceso de compactificaciéon de Carathéodory la

FicurA 10. Homeomorfismo del plano con un punto fijo
no aislado como compacto invariante en el que, después
de aplicar Carathéodory apareceran finales primos co-
rrespondientes a orbitas periddicas atractoras y repulso-
ras.

dindmica seria como la de la figura 11.

F1GURA 11. Homeomorfismo de plano con un punto fijo
aislado como compacto invariante, una orbita atractora
y una repulsora surgido de aplicar la compactificacion de
Carathéodory a otro homeomorfismo del plano con un
punto fijo no aislado como compacto invariante.

En particular, del proceso de compactificacion de Carathéodory sur-
girfa una 6rbita atractora (a = 1) de periodo 4, una 6rbita repulsora
(b =1) de periodo 4 y ninguna érbita ni atractora ni repulsora (e = 0).
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Sustituyendo estos valores en la formula (36),

1—0+[n/4] : n si4|n
in(9,{p}) = < [n/4] > il :{[1/4]+1 Sii)’(n.

1 sidtn



CAPITULO 3

Indice de punto fijo en productos simétricos
infinitos

RESUMEN: Sea X un ANR localmente compacto, U C X un
subconjunto abiertoy f: U — f(U) C X un sistema semidindmico.
En este capitulo definiremos el producto simétrico infinito SP(X) a
través de los productos simétricos SF,(X) presentados en el capitulo
1; dotaremos a SPy(X) de su topologia natural y definiremos el sis-
tema semidindmico SP.(f), inducido por f en SP.(X). Definiremos
también el indice simétrico infinito para la aplicacién SPy(f) en un
compacto invariante K. La novedad de este indice simétrico infinito es
que lo definimos como una serie formal compleja cuyos coeficientes son
los indices n-simétricos. Esta definicién es muy cémoda para tratar, por
ejemplo, la propiedad aditiva, clave para el cdlculo. al ser SPy(X) un
espacio de dimensién infinita, en lugar de usar ideas del tipo de Conley,
vamos a tratar el problema siguiendo una estrategia mas proxima al
de la definicién del grado de Leray-Schauder (véase [52]) o mds cer-
cana aun, a la construccion de extensiones del grado para aplicaciones
A-propias, [95], o mediante aproximaciones de Galerkin, [12]. Aunque
las definiciones las planteemos en hipdtesis generales, los coémputos se
realizardn, como en secciones anteriores, para homeomorfismos planos
aunque como ya hemos mencionado técnicas similares basadas en resul-
tados recientes permitirian la obtenciéon de resultados en dimensiones
superiores.

1. Productos simétricos infinitos: definicién, topologia y
sistemas semidindmicos

Esta seccion estd dedicada a la definicion y propiedades basicas
de los productos simétricos infinitos. Estos espacios son interesantes,
entre otras cosas, porque los grupos de homologia de un espacio X
coinciden con los grupos de homotopia de su producto simétrico infinito
(véase [1]). En estos espacios podremos recopilar todos los resultados
obtenidos en los productos n-simétricos de una manera muy natural.

Dado un compacto invariante de una funcién continua, definida en
un ANR localmente compacto, introduciremos el indice como una se-
rie compleja formal. La propiedad aditiva relacionard la unién disjunta
de compactos invariantes con el producto de las series formales aso-
ciadas. En cierta manera esta serie representa una generalizacion de

67
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las funciones zeta asociadas a la sucesion de iteradas de dicha fun-
ci6on continua. De esta manera, cuando el compacto invariante es un
punto fijo, asociamos a cada germen de una funcién continua una serie
compleja que recoge toda la informacién conseguida hasta ahora. Estu-
diaremos algunas propiedades dindmicas que se trasladan naturalmente
a las series asociadas. Como en secciones anteriores nos centraremos
en el computo en el caso de homeomorfismos planos que conservan la
orientacién. Sin embargo resultados muy recientes, ver [42], permi-
tirian, empleando técnicas similares, realizar el calculo para aplica-
ciones continuas arbitrarias en el caso invariante aislado y obtener re-
sultados para homeomorfismos en dimensién 3 (ver también [41]).

Comenzamos recordando la definiciéon de los productos n-simétricos
para terminar definiendo los productos simétricos infinitos.

DEFINICION 3.1. (Productos simétricos infinitos) Sea X un ANR lo-
calmente compacto. Sea o una permutacién del conjunto {1,2,...,n}.
En X" = X x X xn7veees x X definimos la siguiente relacién de equi-
valencia,

(@1, @) ~ (Wis oY) © 30 (W1s - Un) = (To(1)s -+ Ton))-
Definimos el producto n-simétrico de X como,
SP,(X) =X x X xnveees x X/ ~= X"/~ .

La clase de equivalencia (z1,...,x,) serd denotada por [zi,...,z,].
Usando un punto base xg € X definimos las inclusiones,

SP,(X)— SP,1(X),
por

[T1, ...y Zn] > [To, X1, -0, X0,

para n > 1. Entonces podemos construir la union,

SP(X) = | SP.(X),

n>1

dotada de la topologia de la unién; diremos que B C SPy(X) es ce-

rrado si y solo si BN SP,(X) es cerrado para cada n > 1. Llamaremos
SP+(X) producto simétrico infinito de X.

De esta manera, los elementos de SP.(X) pueden ser también
considerados como n-tuplas desordenadas [z1,...,z,], donde n es
cualquier entero positivo. Entonces SP,,(X) se convierte en un espa-
cio de puntos con punto base 0 = [zy]. Ademds, se tiene la inclusién
natural i : X — SP,(X) puesto que X = SP;(X).

OBSERVACION 3.2. Una definicién alternativa del producto simétri-
co infinito SP.(X) de un espacio X. Primero definimos,
®X ={(z1,%2,...)|r; € X, x; = * para todos los

subindices j € N excepto un conjunto finito},
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considerado como un conjunto. Dotamos al conjunto @.X con la topolo-
’ , . . . . N

gia colimite inducida por los espacios X = {(z1,...,Zn, %, *,...)},
que a su vez estan dotados de la topologia producto. Ahora sea ¥, el
grupo de las permutaciones de todos los nimeros naturales. Entonces
Yoo actiia sobre @X definiendo o(x1,22,...) = (To(1), To(2),- - ) Para
0 € Y. Finalmente, construimos el espacio de érbitas de esta accién,
para obtener @X /X, = SPy(X)

Por supuesto, las dos definiciones coinciden.

2. Indice de punto fijo en productos simétricos infinitos

Sea X un ANR localmente compacto y U C X un subconjunto
abierto. Un sistema semidindmico f : U — X induce, de una manera

natural, otro sistema semidinamico S Py (f), a saber,
SPy(f): SPyx(U) = SPy(X)
o #)> SPR(f)[d] = SPA()iE] i [7] € SPL(U)

Necesitamos ahora un lema para demostrar que SPy(f) es continua.

LEMA 3.3. Sean (Y}, %) espacios topologicos con j € N. Sea Yo, =
Uj>1Y; dotado de la topologia de la union. Sea U C Y, un subconjunto
abierto, Uy = UNY; y goo : U = Yoo una funcion tal que,

g; = goo‘Uj : Uj — Y};

sea continua para todo j € N. Entonces g €s continua.

DEMOSTRACION. Sea A C U un subconjunto abierto. Tengamos
en cuenta que A = U;>1(ANYj). Por tanto,

9% (4) = g3 (U (ANY;) ) oz any))

Jjz1 Jjz1
= Jel)) ' ANY)) = g, (ANY)).
Jjz1 Jjz1
Como g; es continua para todo j € N, entonces g=r(A) es un conjunto
abierto, asi que g, es también continua. 0]

LEMA 3.4. Sea X un ANR localmente compacto. Sea U C X un
subconjunto abierto y f : U — X wuna funcion continua. Entonces
SP.(f) definida en (37) también es continua.

DEMOSTRACION. Tomando,

=sp)
j - ) AR OO?
9; = SP;(f)

y aplicando el lema 3.3 se termina la demostracion. 0]
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Recordamos ahora algunos conceptos importantes de la seccién 2
del capitulo 1. Sea X un ANR localmente compacto, U C X un sub-
conjunto abierto, f : U — X un sistema semidindmico y K C U un
conjunto compacto e invariante para f. Supongamos que existe N C U,
un entorno compacto de K, tal que Per(f) NN C K y consideremos
W un conjunto abierto tal que K C W C N. Tomemos,

Como Fiz(SP,(f)|sp,w)) C SP.(K), con SP,(K) un conjunto com-
pacto, entonces Fiz(SP,(f)|sp,w)) es un subconjunto compacto de
SP,(W). Ademds, SP,(f)|sp,w) es una funcién compacta porque ad-
mite una clara extensiéon a SP,(N). Teniendo en cuenta todo lo ante-
rior, el indice 137" (f, K) = isp, o) (SPu(f)|sp. vy, SP.(W)) esté bien
definido. La propiedad de escision del indice de punto fijo nos dice que
I)ip"(f, K) no depende de la eleccion del entorno compacto N de K
ni del conjunto abierto W. Llegados a este punto, podemos introducir
una nueva definicién.

DEFINICION 3.5. Sea X un ANR localmente compacto, U C X un
subconjunto abierto, f : U — X un sistema semidinamicoy K C U un
conjunto compacto e invariante respecto a f que admite un entorno N
con Per(f)N N C K. Definimos el indice simétrico infinito del par
(f, K) como la serie formal,

o

(38) I (f K) =Y I3 (f, K)2",

n=0

donde, por conveniencia, utilizamos la notacién I37°(f, K) = 1 desde
el teorema 1.9 de la seccion 3 del capitulo 1.

OBSERVACION 3.6. Utilizamos la convencién I57°(f, K) = 1, en
vez de comenzar la suma en n = 1 por conveniencia. De esta manera
la propiedad aditiva y sus consecuencias presentardan un aspecto mas
agradable.

OBSERVACION 3.7. En caso de que el limite,

lim 137 (f, K)
existiese, podriamos haber definido el indice en productos simétricos
infinitos de esa forma. Sin embargo, la definicién 38 es mucho més
general y contiene mucha mas informacion pues, desde ella, se puede
recuperar el indice n-simétrico sin mas que calcular la n-ésima derivada
en el valor z = 0,

(137 (f, K))"(0) = 157 (f, K).
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3. Propiedades del indice simétrico infinito de punto fijo

TEOREMA 3.8. (Propiedad aditiva). Sea X un ANR localmente
compacto y U C X un subconjunto abierto. Sea f : U — X un sis-
tema semidinamico y K C U un conjunto compacto e invariante con
respecto de f. Sea K = K; U K5 una union disjunta de conjuntos com-
pactos e invariantes en las condiciones anteriores. Entonces,

I)ipm(fa K) = I}S(Pm(fa Kl) ' I)S;'Poo(f7 K2)7

DEMOSTRACION. Este teorema es una consecuencia directa de la
propiedad aditiva del indice n-simétrico demostrada en el teorema 1.9,

ISPOO f K Z[SPH f K

n=0

=S| X B () | 2

n=0 7s=0
Jitja=n

(Z N zﬁ> (Z[ 2(f K, zﬂ>

J2=0
:I)S(: (fJKl) 'I)bgpoo(faKQ)-
I

COROLARIO 3.9. (Propiedad aditiva generalizada). Sea X
un ANR localmente compacto y U C X un subconjunto abierto. Sea
f U — X un sistema semidinamico y K un conjunto compacto e
invariante con respecto de f. Sea K = K1 U---U K, una union disjun-
ta de conjuntos compactos e invariantes en las condiciones anteriores.
Entonces,

P (£, K) = I (f, K1) .. 137 (£.K,).

DEMOSTRACION. Por induccidn en s, hemos probado en el anterior
teorema el caso s = 2, asi que, utilizando este caso en el primer paso y
suponiendo que la ecuacién es cierta para todo entero < s,

I (f, K) = I35 (f, Ky U~ UK,_ ) ... I3™(f, K,)
=I5 (f, K)o I (f, K1) - ISP (f, K).
O

PROPOSICION 3.10. (Propiedad conmutativa). Sean X e Y ANR’s
localmente compactos. Sean U C X y V C Y subconjuntos abiertos, y,

p:U—=Y , vV =X,

dos aplicaciones continuas. Tomemos f =Yop yg=ypop. Si K C X
es un conjunto compacto, invariante y aislado respecto a f, entonces
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©(K) es un conjunto compacto, invariante y aislado respecto a g, v,
SPo _ 5P
IX (f?K)_IY (g,gO(K)),
siempre que la serie (38) represente una funcidn analitica compleja.

DEMOSTRACION. Usando la propiedad conmutativa del indice n-
simétrico de punto fijo, demostrada en la proposicién 1.11,

I (f, K) = I} (g, ¢(K)).

Obtenemos,
[}S;Poo (f7 K) — Z [)*S;P"(f7 K)Zn
n=0

=Y B g, (K)2" = I (g, 0(K)).

O

COROLARIO 3.11. Sea X un ANR localmente compacto, U C X un
conjunto abierto y f : U — X un sistema semidindmico. Sea Y C X
otro ANR localmente compacto tal que f(X) C Y. Si K C U es un
conjunto compacto, invariante, aislado respecto a f, entonces K es
también un conjunto compacto, invariante, aislado respecto a fly, v,

I35 (f, K) = 13" (f|y. K).

DEMOSTRACION. Usando el corolario 1.12 de la seccién 4 del capitu-
lo 1,

I (f,K) =) I3 (f,K)"
n=0

= 3" EP(fly )z = L (fly, K).
n=0

O

PROPOSICION 3.12. (Invarianza por homotopias). Sea X un ANR
localmente compacto. Sea f: U x A — X una funcion continua, tal que
U es un subconjunto abierto de X y A C R un intervalo compacto. Sea
N C X un entorno aislante para cada funcion fy : U — X. Entonces

I35 (fx, Inu(N, £1)) no depende de \ € A.

DEMOSTRACION. Aplicando la invarianza por homotopias del indice
n-simétrico, demostrada en la proposicion 1.13 de la seccion 4 del
capitulo 1, concluimos que,

L™ (S Inv(N, f2) = Y 137 (fa Inv(N, fr) 2",

n=0

no depende de A € A. O
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4. Calculo del indice de punto fijo en productos simétricos
infinitos para homeomorfismos del plano que conservan
la orientacion

4.1. Introduccién. Sea U C R? un subconjunto abierto y sea
f: U — f(U) C R? un homeomorfismo que conserva orientacion.
En este capitulo calcularemos el indice simétrico infinito del sistema
dindmico SP(f) en un conjunto compacto e invariante K que admite
un entorno N tal que Per(f) N N C K. Distinguiremos, al igual que
en el capitulo 2, dos casos, K aislado y K no aislado como compacto
invariante. Comprobaremos que de la definicién 3.5 y de las férmulas
obtenidas en el capitulo 2 para el indice n-simétrico, se obtienen de una
manera sencilla férmulas para el indice simétrico infinito en cada caso.

NOTACION 5. Sea U C R? un subconjunto abierto. Sea f : U —
f(U) C R? un homeomorfismo que conserve la orientacién y K C U
un subconjunto compacto. En pro de reducir la notacién usaremos la
sigulente escritura,

ioo(U) = Ig2 ™ (£, U)
io(K) = Is™(f, K),
0 bien ige oo (K) = ig2 oo (f, K) = I3 = (f, K).

4.2. Cailculo del indice simétrico infinito cuando K = {p}
es aislado como compacto invariante.

4.2.1.  Cdlculo del indice simétrico infinito cuando {p} es aislado
como compacto invariante y f' tiene m puntos fijos mds. En este caso
sabemos que

in(K) = (—1)n(m - 1) Wn € N,

Recordando la definicion 38 del indice simétrico infinito se tiene,

. . n = nfm—1\

oo (K) = Zzn(K)z = Z(—l) ( . )z :

n=0 n=0
Ahora, usando la férmula binomial de Newton,
> m—1 -1

—-1)" "= =T ) L Vz € C.
S (" )= (M )= aam e
Por tanto, obtenemos que,

i (Kg) = (1 — 2)™! VzeC conm>1.
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4.2.2.  Cdlculo del indice simétrico infinito cuando {p} es aislado
como compacto invariante y f' tiene m nuevas orbitas periddicas de
periodo q. Podemos obtener i (K) dependiendo de los enteros ¢, r >
1 cuya existencia demostraron Le Calvez y Yoccoz en [55] para un
homeomorfismo f : U C R? — R? que conserve la orientacién y posea
un punto fijo {p} ni atractor ni repulsor. Acudiendo a la demostracién
del corolario 2.9, obtuvimos

m— 1

R

De la definicién 38 del indice simétrico infinito,

ioo(K) = Z in(K)z" = Z(_l)[n/q} (T[r;/_q]1>z”

n=0 n=0

) Vn € N.

Ahora, aplicando la férmula del binomio de Newton,

i(—l)[n/lﬂ (T{f;/—qf) o= qil(_l)[n/q} (n[z?»/_qf) g

n=0 n=0
m—1 qg—1 1
- Z (_1)[(cq+p)/q] ( m— >Zcq+p
== [(cq + p)/d]
m—1 q—1 1
S (e
c=0 p=0 ¢
m—1 qg—1
—1
¢=0 p=0
1 —29)
_ 1 q mfl(
Por tanto, obtenemos que,
1 —z0ym
ino(K) = a—=m

(1-2)

4.3. Cilculo del indice simétrico infinito cuando {p} es no
aislado como compacto invariante. Haremos uso de los calculos del
capitulo anterior y para ello vamos a dividir el estudio en los mismos
epigrafes. En primer lugar vamos a considerar el caso de que el niimero
de rotacion en la circunferencia de finales sea irracional. Esto
es, que no tengamos ni puntos fijos ni érbitas periddicas. Entonces
sabemos que i,(p) = 1 para todo n € N. En consecuencia,

inelp) = 30 = 1/(1=2)
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Por tanto vamos a estudiar ahora qué ocurre cuando el nimero
de rotacién es racional comenzando con el caso en el que sea cero -
existencia de finales primos fijos-.

4.8.1.  Indice simétrico infinito de punto fijo con {p} punto fi-
jo no aislado y solo puntos fijos surgidos de la compactificacion de
Carathéodory. Sea U C R? abierto y sea f : U — f(U) C R? un
homeomorfismo que conserve la orientacién. Sea p un punto fijo no ais-
lado de f. Queremos calcular una férmula para iy (Kgy) = ix(p) donde
Ky C U es un compacto, invariante -y no aislado- que contiene a p.
Concretamente consideraremos, como en secciones precedentes, un do-
minio de Jordan J que contenga a py K = Inv(J, f). Ky denotard la
componente conexa de K que contiene a p.

Recordemos que una vez realizada la compactificacion de Carathéo-
dory de S*\ Ky el niimero de atractores menos el nimero de ramas
estables tiene que ser igual al de repulsores menos el nimero de ramas
inestables (esa igualdad se cumple debido al Teorema 1 -Teorema del
Pétalo- y al Teorema 2 de [79] pdgina 7).

Caso en el que todos los finales primos fijos son atractores
o repulsores.

Supongamos que tenemos 2a puntos fijos surgidos de la compacti-
ficacion de Carathéodory: a atractores y a repulsores.

Para los céalculos solo tendremos en cuenta los atractores dado que
en los repulsores tendremos exactamente una region de salida y por lo
tanto todos los indices son triviales.

Realicemos la compactificacién de Carathéodory y supongamos que
u? K, C U, K, un conjunto compacto, invariante y aislado contenien-
do al punto fijo p, con s = 1,...,a siendo cada U union de semidiscos.
Aplicando la férmula (20) para calcular i, (Kj), queda,

a-+n
n

(39) in(Ko) = ( ) VneN.

Asi que, sustituyendo esta férmula en la expresién (38), la serie del
indice simétrico infinito,

Zoo K() Zln K() :Z<a;n>2n

n=0

LEMA 3.13. Sea a € ZT y f(2) = (1—2)_1 con z € C\ {-1}.
Entonces, la a-ésima derivada de f(z), f )(2), es

FO2) = al(1 - z)~l*,
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DEMOSTRACION. Sea 2 C C un conjunto abierto del plano com-
plejo. Recordando la regla de Leibniz para g : 2 — C una funcién
producto de otras dos «: C - Cy 5:Q — C, ie., g(z) = a(z) - B(2),

99 (z) = za% (j)a(z)(j) - B(z)\a=),

y, usando esta regla para calcular la a-ésima derivada tomando €2 =

C\{-1},a(z) =2y B(z) = (1 —2)"},
o =30 () (-9 e

=0

STEEEDS (“) (2(1 — 2)~1)ed

j—o
=al(l—2) 14201 -2 H=al(l —z) @D,

LEMA 3.14. Sea a € Z™". Sea,

Entonces,
1

RN P

si |z] < 1.

DEMOSTRACION. Escribimos la serie como una a-ésima derivada,

S(a):i<a—;n>zn

n=0

=23 mta) (1)

(a)
1 o nta 1 P (a)
=i (Zz “ailiz)

n=0

Calculando ahora la a-ésima derivada de esa fraccién con el lema 3.13,
obtenemos,
Sla)=(1—-2)"Y sz < 1.
O

Por tanto, la expresién para el indice simétrico infinito de pun-
to fijo cuando nuestro punto fijo es no aislado y, procendentes de la
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compactificacién de Carathéodory, surgen solo puntos fijos atractores
y repulsores, es,

iso(Ko) = iso(p) = (1 —2) @D i |z] <1,
siendo a el nimero de puntos fijos atractores.
Caso en el que todos los finales primos fijos son ni atrac-
tores ni repulsores:

Supongamos que tenemos r puntos fijos {p1,...,p,} surgidos de la
compactificacion de Carathéodory que no son atractores ni repulsores,
cada uno con my, regiones de salida, s =1,...,r.

Supongamos que U,_, K, C U, K un conjunto compacto, invariante
y aislado conteniendo al punto fijo ps con s = 1,...,r siendo cada K
un intervalo y U unién de semidiscos.

Aplicando la igualdad (25) para calcular i, (K,),

n

in(p) = in(Ko) = (—1)n<e - 1) e = Z;m _+ VneN

Asi, de la definicién 38, el valor del indice simétrico infinito de punto

fijo es,
i (K) = i(—n"(e ) 1)2”.

Por la féormula del binomio de Newton,
> e—1
oo (Ko) = -1 n
) =)

S (e - 1) (—2)" = (1- 2.

n
J=0

De esta forma y para este caso, el indice simétrico infinito es,
T
oo (Kp) = (1 — 2)¢71 para  e= E ms — 1,
s=0

y my el nimero de regiones de salida del punto fijo ps, s = 1,...,7,
surgidas al aplicar la compactificacién de Carathéodory.

Caso general. Caso en que entre los puntos fijos tenemos
atractores, repulsores y ni atractores ni repulsores.

Supongamos ahora que entre los finales primos fijos surgidos de la
compactificaciéon de Carathéodory tenemos a atractores, b repulsores
y 7 ni atractores ni repulsores, cada uno con mg regiones de salida,
s=1,...,r.
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Supongamos que U' MK, € U, K, un conjunto compacto, inva-
riante y aislado conteniendo al punto fijo ps con s = 1,...,7+a+ b
siendo cada K un intervalo y U unién de semidiscos.

Entonces aplicando la igualdad (30) para calcular i, (Ky) = i,(p),

(a—e+n> Se<a
in(Ko) = in(p) = " Vn € N,

@4w(6_“_1> sie>a

n

con a el nimero de puntos fijos atractores, e = Y. my — 1 y my el
nimero de regiones de salida de cada punto fijo ps que no sea atractor
ni repulsor, s = 1,...,r. O equivalentemente, ¢ el nimero de finales
primos atractores y e el nimero de ramas estables (positivamente) in-
variantes asociadas a .J. Sabemos que a—e = b—wu siendo b el niimero de
finales primos repulsores y u el nimero de ramas inestables (negativa-
mente) invariantes. Asi, de la definicién 38, el indice simétrico infinito

de punto fijo es,
“(a—e+n
Z ( + >z" sie<a
' n
loo (KO) = 0o
nfe—a—1\ , .
Z(—l) < )z sie > a.
n
n=0
Para la primera suma usamos el lema 3.14 sustituyendo a por a — e,
obteniendo,

Z (a—6+n>zn: (1_2)—(a—e+1) gi {|Z| <1
n e<a

n=0
Para la segunda suma utilizamos las mismas operaciones que en el caso

inmediatamente anterior en el que solo surgen puntos fijos ni atractores
ni repulsores, obteniendo,

(e s

n
n=0

Resumiendo todo esto en una ecuacion,

_ (1—2)*!  paralz]<1l sie<a
ZOO(KO) = e—a—1 .
(1—2) para z € C sie> a,

4.3.2.  Cdlculo del indice simétrico infinito cuando {p} es no ais-
lado como compacto invariante y surgen orbitas periddicas de la com-
pactificacion de Carathéodory. Sea U C R? un conjunto abierto y sea
f : U — R? un homeomorfismo que conserve orientacién. Sea {p} un
punto fijo no aislado de f. Queremos calcular por ultimo iy (Ky) =
in(p) cuando en la circunferencia de finales primos aparecen drbitas
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periddicas de periodo ¢ > 1. Recordemos nuevamente que todas ellas
han de tener el mismo periodo.

Supongamos que tenemos a Orbitas peridédicas atractoras, b 6rbitas
periddicas repulsoras y r érbitas periddicas ni atractoras ni repulsoras,

cada una con m, regiones de salida, s =1,...,r.
Supongamos que U'T¢ K, C U, K, un ConJunto compacto, inva-
riante y aislado Contemendo a la s-6rbita peridédicacon s = 1,...,r4+a+

b siendo cada K, y U unién de intervalos y semidiscos respectivamente.
Asi, de la férmula (36),

G

(i) e

siendo e = Y. _, my; —r. De la definicién 38 de indice simétrico infinito
de punto fijo,

sie<a
Vn € N,

3] et ) IO

= n/q
éOO(KO): 00 1
(T TR desa
21 (v ) -

En la primera suma, dividiendo el rango de sumacién en sistemas com-
pletos de restos modulo ¢, y aplicando el lema 3.14,

()

j=0

33 (e

(5 ) (5

(1 -2
(1-2)

Para la segunda suma aplicamos un razonamiento analogo,

S ()

= (1 — z9) (eeth). sifz] <lye<a.
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(—1)llcate)/dl ( e—a—l >Zcq+p

[(cq + p) /4]

(1-2) sie>a

q(1 — z7)e ot siz=1

(1 _ Zq)e—a .
_ W S1 Z # 1

g1 =29t siz=1
Juntando las dos sumas,
(((1—z9)

_ { (1— 29t (1= 2%) siz#1

|z] <1 sie<a.

iOO(KO):
siz#1
0 siz=1

sie> a.




CAP{TULO 4

Aplicaciones del indice de punto fijo en productos
simétricos

RESUMEN: en este capitulo estudiaremos dos aplicaciones que
nos parecen interesantes del indice n-simétrico, una es su compor-
tamiento sobre homeomorfismos f : U C R? — f(U) C R? que conser-
van, expanden o contraen areas, y otra el calculo de la caracteristica
de Euler de los productos simétricos de todas las superficies compactas
orientables.

1. Introduccion

Una de las consecuencias inmediatas del trabajo realizado en sec-
ciones anteriores es que el indice simétrico infinito de un punto fijo
de un homeomorfismo del plano que conserva orientacion, que no es
atractor ni repulsor y que es aislado como compacto invariante es un
polinomio. Este hecho permitiria volver a obtener, como corolario, el
teorema de Le Calvez y Yoccoz de la no existencia de homeomorfismos
minimales en la 2-esfera multipunteada ya que, un conjunto finito, ais-
lado como compacto invariante, tiene asociado un polinomio pero eso
no es posible ya que SP,,(S?) = CP™ para cada m.

Un comportamiento similar al caso invariante aislado lo tenemos
cuando estamos en presencia de un homeomorfismo de superficies que
contrae, expande o conserva areas. La conservacién de areas es una
propiedad que restringe los posibles valores del indice de punto fijo de
dicha aplicacién. De hecho, el indice de punto fijo de un homeomorfismo
entre dos superficies que conserva la orientacién, estd acotado por +1
(véase la referencia [71] y [53] en la que se extiende un resultado analo-
go para difeomorfismos de superficies incluido en [84]. En [79] se puede
encontrar una demostracion alternativa que usa la compactificacion de
Carathéodory).

2. Aplicaciones del indice n-simétrico a un sistema
dinamico que conserva areas

Sea U C R? un subconjunto abierto, sea f : U — f(U) C R? un sis-
tema dindmico y sea p € U un punto fijo aislado como érbita periédica
-0 més generalmente X' C U un compacto invariante que no desconec-
ta el plano y que tiene un entorno suyo M tal que Per(f)NM C K-.
El objetivo de esta seccién es estudiar la tendencia del indice i, (f, p)

81
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cuando f conserva, expande o contrae area. Vamos a centrarnos ini-
cialmente en los dos primeros casos porque admiten un planteamiento
similar.

2.1. f conserva o expande areas: Tenemos dos casos: p con-
junto compacto, invariante, aislado y p no aislado. Si p es un conjunto
compacto, invariante, aislado el indice i, (f, p) se calcula con el Teorema
2.6 obteniendo,

m—1

in(.ﬂp) = (_1)[n/q] ( [n/q]

donde m + 1 es el nimero de puntos periédicos de f’ (obviamente
m # 0, de otra manera p serd un atractor, lo cual es imposible siendo
f un sistema dindmico que conserva areas). Tomando ahora el limite
cuando n tiende a infinito,

in(fip) — 0.

n—-+o0o

) Vn € N,

Si p es un conjunto compacto, invariante, no aislado, el indice i,(f, p)
se calcula a través de la ecuacion 36, procedente del proceso de com-
pactificacién de Carathéodory, obteniendo, en el caso de nimero de

rotacion racional,
(a—e—i—[}n/q]) Ge<a

: n
in(f,p) = n/a
wig (€@ 1 -
(—1) sie>a,
[n/d]
donde e = 3% | (m; — 1), siendo 7 el niimero érbitas ni atractoras ni
repulsoras cada una con m; regiones de salida, j = 1,..., 7, a el nimero

de orbitas atractoras y ¢ el periodo de cada drbita. Teniendo en cuenta
que queremos tomar el limite cuando n — oo y que f conserva areas,
es decir, a = 0, entonces el indice cumple,

in(f,p) — 0,

n—+40o0o

porque, cuando a = 0, la férmula valida es la que corresponde a la

condicién e > a y, en ese caso, el numero binomial tiende a cero cuando

n — oo (de hecho, el indice es cero a partir de n = g(e — a)).
Resumiendo, tanto en el caso de que p sea un conjunto compacto,

invariante, aislado como en el caso de que p sea un conjunto compacto,

invariante, no aislado, si tomamos limites cuando n tiende a infinito

teniendo en cuenta que f es un sistema dindmico que conserva areas,

in(f) — 0.

n——+00
Usando el lenguaje del indice de punto fijo en productos simétricos

infinitos, si f es un homeomorfismo del plano que conserva orientacién
y areas ocurre que, i (f) es un polinomio 0 i (f) = 1/(1—2). Ademas
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el grado de este polinomio hemos demostrado que tiene un significado
dindmico.

-1

2.2. f contrae dreas: Basta observar que i,(f,p) = i,(f~',p)

y que f ! expande &reas.

3. Calculo de las caracteristicas de Euler de los productos
simétricos de todas las superficies cerradas, compactas y
orientables.

Sea X un ANR compacto y f : X — X una aplicacion conti-
nua homotépica a la identidad. Entonces los nimeros de Lefschetz
A(f) = A(Idx). Como A(Idx) = x(X), podemos calcular esta tltima
considerando cualquier funcién continua homotépica a la identidad.

Nuestra estrategia serd emplear un flujo 7 : X x R — X con una
cantidad finita de puntos de equilibrio y un homeomorfismo 7; : X — X
con t # 0. Obviamente el propio flujo nos da una homotopia entre la
identidad y m, y podremos calcular A(m;) a partir de los indices de
cada uno de los puntos fijos mediante la propiedad aditiva. Existen
otros procedimientos para hacer el cdlculo, involucrando técnicas de
topologia algebraica que son, a nuestro entender, mucho mas delicadas
y menos geométricas ([30]). Aunque como hemos avanzado nos vamos
a centrar en los productos simétricos de superficies, estas mismas ideas
servirian para el computo en variedades tridimensionales para las que
haya flujos con una cantidad finita de puntos de equilibrio que admi-
tan bolas como bloques aislantes. En estos casos se pueden usar los
resultados de [42].

La caracteristica de Euler de SP,(X) es,

X(SPa(X)) = A(SPu(id)) = A(SP(/))

para cualquier f : X — X que sea homotoépica a la identidad. Si
X es una superficie compacta orientable y sin borde, solo tenemos
que ocuparnos de la suma conexa de toros dado que para la esfera
conocemos ya un modelo homeomorfo a cualquiera de sus productos
simétricos, los espacios proyectivos complejos.

PROPOSICION 4.1. La caracteristica de Euler de SP,(T™) para m >
1 es,

—x(T™
s = - (70,

DEMOSTRACION. Consideremos el sistema dindmico J : T™ —
T™, con {pi1,...,Pa(m-1)} sus puntos fijos -que no son ni atractores
ni repulsores- andlogo al mostrado en la figura 12 para el 2-toro.

Observemos que estos puntos fijos son hiperbolicos. Cada uno es un
compacto invariante aislado con dos ramas estables y dos inestables.
En consecuencia,
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FIicurA 12. Dinamica en el 2-toro

oy cap(1) = {0 sn=o

otro caso.
Tomando K la unién de todos los puntos de equilibrio, entonces la
propiedad aditiva indica que,
n

Zn(K) = Z ijl (Kl) i 'ijQ(m—l) (KQ(m—l))

. Js=0
it ti2(m-1)=n

= Zn: (=1 <J11> - (L (J'z(vil))

Js=0
Jittjoim—1)=n
(0 sin>2(m-—1)
. 1 1
=< (=" <>< > sin<2(m-—1)
jsz::(] J1 J2(m—1)
L Jitti2(m-1)=n
(0 sin>2(m-—1)
1
=< (=1)" > 1 sin<2m—1)
—
. j1+"""‘_]j2(m71):n
0 sin>2(m-—1)
= 2(m —1
(—1)”( (m )> sin < 2(m—1).
n

Observando que x(T™) = 2 — 2m la demostracién termina. O



CAPITULO 5

Descomposicion de compactos invariantes aislados
de homeomorfismos del plano. Existencia de
orbitas periddicas y caos.

RESUMEN: Sea U C R? abiertoy f : U — f(U) C R? un homeo-
morfismo que conserva orientacién. Sea K C U un conjunto compacto,
invariante y aislado que admite un entorno aislante que es unién fini-
ta de discos cerrados. En estas condiciones existe un bloque aislante
que se puede descomponer en unién de discos disjuntos. Construiremos
los ciclos filtrantes que es la herramienta fundamental que utilizare-
mos para estudiar la existencia de érbitas periddicas de f que sigan un
itinerario determinado. Daremos condiciones suficientes en términos de
estas técnicas que permitan deducir la aparicién de caos.

1. Introduccion

Este capitulo tiene su origen en la construccién, realizada en [76],
de pares filtrantes especialmente indicados para el estudio del indice
de Conley de compactos invariantes no conexos del plano. Existe una
amplia bibliografia acerca del indice de Conley de un conjunto inva-
riante aislado (véanse por ejemplo, [33], [62], [63], [64], [65], [75], [80]).
Existe, a su vez, una gran cantidad de literatura en la que se describen
métodos para obtener una informaciéon mas completa que la propor-
cionada por la teoria clasica o para extender dicha teoria a situaciones
mas generales (véanse por ejemplo [88] v [89]). Mas concretamente, en
[89], Szymczak introduce un indice tipo Conley para conjuntos com-
pactos invariantes y aislados que admiten una descomposicién en unién
disjunta de una cantidad finita de conjuntos compactos. Este indice es
capaz de detectar caos mostrando la existencia de una semiconjugacion
entre la aplicacién dada y el shift de un nimero finito de simbolos (véase
[90]). En muchos casos de la literatura, la deteccién de caos usando el
indice de Conley estd basado en la teoria de punto fijo debido a que
el nimero de Lefschetz puede ser calculado usando index pairs (véanse
35], [62] y [42]).

En este capitulo trabajaremos como hasta ahora con homeomorfis-
mos del plano que conservan la orientacion. Las herramientas princi-
pales para la construccion que realizaremos seran los pares filtrantes
y los ciclos filtrantes. En el caso de que quisiésemos desarrollar una
teorfa analoga para los homeomorfismos en el plano que invierten la

85
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orientacion, tendriamos que usar el concepto de filtracion fuerte, in-
troducido por Ruiz del Portal y Salazar en [78] con el fin de calcular
el indice de punto fijo para cualquier iteracion de un homeomorfismo
plano local arbitrario, en el entorno de un punto fijo aislado que es
aislado como compacto invariante. La motivacién para el desarrollo de
este capitulo surge, en parte, del estudio que realiza J.M. Salazar en
el capitulo III de su tesis [81] (ver también [82]). Salazar construye
un indice tipo Conley para los productos simétricos F;,(X), el hiperes-
pacio de los subconjuntos finitos de X (ANR localmente compacto),
no vacios, con, a lo sumo, n elementos. Sin embargo, el autor, insta al
estudio de los productos simétricos SP,(X), principalmente teniendo
en cuenta que se puede esperar un comportamiento aditivo mejor que
en los hiperespacios F,(X).

2. Pares filtrantes y ciclos filtrantes

El objetivo de esta seccién es definir las nociones de par filtrante y
ciclo filtrante. Cuando Conley contruyé el indice que lleva su nombre en
[20] utiliz6 la nocién de index pair para definirlo. Sin embargo, con el
indice de Conley no parece que pueda llegarse al profundo conocimiento
local, en torno al punto fijo, necesario para nuestros propésitos. Franks
y Richeson construyeron un nuevo tipo de index pairs a los que deno-
minaron pares filtrantes. Por iltimo, en [78], Ruiz del Portal y Salazar
construyeron una generalizaciéon de los pares filtrantes definidos por
Franks y Richeson, a la que denominaron filtraciones fuertes.

Recordemos que una manera sencilla de construir pares filtrantes
es considerar un bloque aislante N y elegir un entorno compacto L de
su region de salida, N™, suficientemente pequefio. El indice de Conley
de f en K puede ser definido usando los pares filtrantes como index
pairs (véase [35]).

En un primer paso demostraremos que si K es un compacto inva-
riante que admite un entorno aislante que es una union finita de discos
disjuntos, entonces existe un bloque aislante N tal que Inv(N, f) = K,
que se descompone en una union finita de discos disjuntos N = N; U
«-- U N,,. En ese caso, definimos un itinerario como una aplicacion
7 :{l,...,a} = {1,...,m}, con @ € N, que determina un ciclo de
longitud «,

{N-q) -+ Ne) }-
Diremos que un punto periédico p de f de periodo «, sigue el itinerario
T si,
fp) € N 541y paracada 6 € {1,...,a —1}.
DEFINICION 5.1. (Ciclo filtrante) Sea U C R? subconjunto abierto

del plano, sea f : U — f(U) C R? un homeomorfismo. Tomemos
N = NyU---UN,, C U una unién disjunta de discos que sea un bloque
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aislante, y sea 7 : {1,...,a} — {1,..., 5} un itinerario. Consideremos
el ciclo,
Ny ={Ny), Nr)s -+ Nooy }-

Definimos un ciclo filtrante asociado a 7 como la sucesién de pares,

(NT7 L‘F) = {(NT(1)7 LT(I)T(Q))7 (NT(2)7 LT(2)T(3))7 RS (NT(Oé)J LT(a)T(l))}v
donde L;(5)-(541) C Nr(s) v siendo cada L;(5)-(541) una unioén finita de
discos, cumpliéndose,

1. Per,(N;)) = {x € Ny : f*(x) = x y x sigue el itinerario 7}
int(Nr(5) \ Lr@s)rs+1))-

2. f(Cl(NT((;) \ Lr(6)7(5+1))) C int(NT((;_H)).

3. Para cada disco Li(a)r(aﬂ) de  L;(s)r(541) tenemos que
aNLi((S)T(&H) es una unién finita de arcos, y,

JONLY 5)7(511) € Int(Lr(41)r(542)

y
L yrsey NN #0.

La existencia de un bloque aislante N del compacto, invariante
y aislado K, y la descomposicion de dicho bloque aislante en union
disjunta de discos se obtiene aplicando la proposicién 1 de [76]. De
hecho, ese resultado lo utilizaremos de manera extensa en el desarrollo
posterior de este capitulo.

La demostracién de la existencia de ciclos filtrantes se presenta en
la seccién 4 del presente capitulo. En la siguiente seccion 3 presentamos
un ejemplo para ilustrar la teoria que desarrollaremos en la seccién 4.

3. Herradura de Smale

En esta seccién presentamos un ejemplo clasico e ilustrativo de la
teoria que desarrollaremos en la seccién 4. La herradura procede de un
homeomorfismo definido en un cuadrado del plano. En ella aparece un
compacto invariante K que es homeomorfo a un conjunto de Cantor en
el que hay dindmica cadtica. Para mayor informacion remitimos a las
referencias [85] y [86] o al libro de Devaney [27].

Sea U C R? un subconjunto abierto del plano que contenga a [0, 1] x
[0,1], sea [ : U — f(U) C R? el homeomorfismo de la figura 13 y sea
SP,(f) el homemorfismo inducido definido en el n-producto simétrico.
Sean N; y N, discos como en la figura 13.

Es sencillo comprobar que N = N; U Ny es un bloque aislante. Es
bien conocido que existe un compacto invariante aislado K C int(NV)
para el que f tiene un comportamiento cadtico. Sin embargo, el indice
de Conley en K es trivial, por lo que también lo es el indice n-simétrico
en SP,(K). Existen 6rbitas periédicas de todos los periodos en SP,(K),
sin embargo, el indice de punto fijo de SP,(f) en SP,([0,1] x [0,1])
es trivial, por serlo el indice de punto fijo de cualquier iteracién de
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f en [0,1] x [0,1]. Por tanto, el indice de punto fijo de SP,(f) en
SP,([0,1] x [0,1]) no aporta informacién acerca de la existencia de
puntos fijos u érbitas periédicas porque los indices locales se cancelan.
Una manera de arreglar este problema es adaptar las técnicas del indice
de Conley y del indice de punto fijo con el fin de buscar las drbitas que
sigan tinicamente un cierto patrén predeterminado.

Trabajando con el homeomorfismo f, si queremos demostrar la exis-
tencia de puntos peridédicos en N; (respectivamente N,) basta que cen-
tremos nuestra atencién en las 6rbitas que permanecen en N; (respecti-
vamente N). Si, en vez de utilizar el indice de Conley de f, utilizamos
el indice n-simétrico, la situacion se torna méas sencilla. Comencemos
ilustrando la existencia de puntos fijos para luego pasar a la existencia
de érbitas periddicas de periodos 2 y 3.

o )

417N

FIGURA 13. Dindmica de la herradura de Smale.

Deteccion de puntos fijos en la Herradura de Smale:

Tomemos dos entornos pequenos Li; de N; y Loy de N, . Los
subconjuntos Ly y Lgs se pueden tomar como unién de discos, i.e.,
Ly, = L{; UL? y Ly = Li, U L2,. Consideremos ahora el espacio co-
ciente N;/ ~ obtenido al identificar L1, al punto p; y L% al punto p,
(respectivamente N,/ ~ obtenido al identificar L}, al punto p, y L,
al punto p,).

Sea K C N; V N, (union disjunta de los bloques aislantes) el con-
junto compacto invariante aislado que contiene a las orbitas de f en
Ny V Ny. Sea K C (Ny/ ~)V (Ny/ ~) el conjunto compacto invariante
y aislado inducido por la aplicacion cociente sobre K. Es facil compro-
bar que f induce dos aplicaciones continuas fi; : Ny/ ~— N/ ~y
foa : Ny ~— N/ ~. Para los conjuntos de puntos periédicos de estas
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FiGurA 14. Dindmica de la herradura de Smale sobre
las regiones de salida.

aplicaciones continuas se tiene que,

Fix(fir) = Fix(f|v,) U {p1, p2}
FiX(f22) = FiX(f|N2) U {p’17p/2}7

donde p; y p2 son puntos fijos atractores para fi; y {p}, p,} forman una
orbita atractora de periodo dos para fos. Con fi1 y foo definimos otra
aplicacion continua,

F o (N ~)V (N2 ~) = (N ~)V (Naf ~),
que cumple,

F = f;j(x) paraz € Nj;/ ~ paraj=1,2.

Considerando

Fl = F’Nl/’\/ : Nl/ ~— Nl/ ~,
cuyo conjunto de puntos fijos cumple,
FIX(Fl) C FlX(Nl) U {pl,pg},

sin perder de vista que p; v po son puntos fijos atractores para Fi. Sea
SP,(F}) la aplicacién inducida por Fj entre los productos simétricos.
Utilizando el teorema de Lefschetz-Hopf,

En este primer caso en el que queremos comprobar la existencia de
puntos fijos, las cuentas con el indice 1-simétrico son completamente
analogas a las realizadas por Ruiz del Portal y Salazar en [76] utilizando
el indice de Conley para el homeomorfismo f. Asi, tomandon = 1 en la
igualdad anterior, observando que la suma alternada de la traza de la
matriz correspondiente a la aplicacion SP,(F}), inducida por SP,(F})
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entre los grupos de homologia es 1 (es decir, A(SP,(F).) = 1), usando
la propiedad aditiva 1.9 y recordando que p; y ps son puntos fijos
atractores, tendriamos,

1= il(Fla Nl/ N) = il(F, FlX(Nl) U {pl,pg})
= il(Fl, FlX(Nl)) + il(F17 {pl,pg}) == il(Fl,FiX(Nl)) + 2.
Por tanto,
-1 = il(Fl,Nl/ N) = Z’1(177 Nl/ N) = il(f? int(Nl))7

lo cual nos indica que la aplicacion f posee un punto fijo en el interior
del bloque aislante N;. Para demostrar la existencia de puntos fijos en
el interior de Ny con la aplicacién Fy = F|n,/~ : No/ ~— Na/ ~ se
podrian realizar calculos andlogos. Sin embargo, y como hemos comen-
tado antes, nuestros cédlculos difieren muy poco de los realizados en
[76] hemos buscado demostrar la existencia de puntos fijos. La utilidad
del indice n-simétrico se ve mejor en la deteccion de dérbitas periddicas
que siguen un cierto itinerario. Técnicas parecidas pueden ser usadas
para detectar érbitas periddicas de cualquier periodo y para calcular el
indice de punto fijo de SP,(f), para cualquier n, en entornos pequenos
de dichos puntos fijos. Con estas técnicas y para este ejemplo, vamos
a empezar detectando érbitas periddicas de periodo 2. Para periodos
superiores los cdlculos serian andlogos. Todos los detalles técnicos se
justificaran de manera formal en la seccién 4.

Deteccion de orbitas de periodo 2 en la Herradura de
Smale:

Supongamos que queremos detectar orbitas periddicas de periodo
2 que siguen el itinerario identidad 7 : {1,2} — {1,2}, es decir, las
érbitas que siguen el patrén N; — Ny — Np (el caso de las drbitas
que siguen el patron No — N; — Ny es similar). Sea Lis un entorno
(unién de dos discos) de Nj, = {z € Ny : f(z) ¢ int(No)} y sea Lo
un entorno (unién de dos discos) de Ny, = {x € Ny : f(z) ¢ int(Ny)}.
Los conjuntos Lis y Loy (véase figura 14) se pueden escoger de manera
que cumplan las propiedades para la construccién de un ciclo filtrante.
Ahora consideramos,

(N7, Ly) = {(Ny, L12), (Na, Ly ), (N1, Lg) }.

Identificamos cada componente de L5 a puntos p;, p» v sea el espa-
cio cociente N /Lo generado por dicha accién. Andlogamente, identifi-
camos cada componente de Lo a puntos pj, p, v sea el espacio cociente
Ns/Loy. Los espacios Ny/Lis y Na/ Ly son discos topoldgicos.

Para trabajar con el indice n-simétrico observamos que f induce
dos aplicaciones continuas f1o : Ni/Lis — No/Loy y for : Nof/Loy —
N1/Lq5. Vamos a estudiar la siguiente funcion,

F; - (Nl/le) N (Nz/Lzl) - (Nl/L12) N (N2/L21)>
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definida por,

r . flg(l’) six € Nl/L12
T( N {fgl(l') Sil‘ENg/Lgl.

El indice 2-simétrico de F coincide con el de f en un entorno suficien-
temente pequeno, de los puntos 2-periddicos que siguen el itinerario
prefijado.

Consideramos entonces N; = (N1/L12) V (Ny/La1) y Fr: N — N,
cuyo conjunto de puntos 2-peridédicos cumple,

Per®(F,) C Per®(f) U {pi,p2, P, Ph},

sin perder de vista que estos 1ltimos darian origen a érbitas atractoras.
Pasemos ahora a calcular el indice 2-simétrico de la aplicacién F. Sea
SPy(F;) la aplicacién inducida por F; entre los productos simétricos y
llamemos S P (F; ), alos homomorfismos inducidos entre los correspon-
dientes grupos de homologia. Utilizando el teorema de Lefschetz-Hopf,

A(SPQ(FT)*) E iQ(SPQ(FT)7 SPQ(NT))

Como F, estd definida en una union disjunta de dos discos, las
trazas de los homomorfismos SP,(F; ). solo pueden ser no triviales a
nivel de componentes. La tnica componente de SPy(Ny/L12V No/Loy)
que queda invariante por S Py(F;) es la representada por SP;(Ny/Li2) X
Spl(Nz/Lgl). Por tanto, A(SPQ(FT)) =1.

Ahora, teniendo en cuenta que F,(p;) = p| v F.(p2) = ph pero
F.(p)) = p2 vy F;(py) = p1 los puntos fijos de SPy(F;) se reducen a
los de SP(f) vy se tiene que 1 = iy(F;) vy por tanto existe una orbita
2-periddica de f que sigue el itinerario elegido.

Deteccion de orbitas de periodo 3 en la Herradura de
Smale:

Supongamos que queremos detectar las orbitas periddicas de pe-
riodo 3 que siguen el itinerario 7 : {1,2,3} — {1, 2} dado por el patrén
Ny — Ny — N; — N, (el caso de las érbitas que siguen otros patrones
es similar). Sean,

Loy entorno de Ny, = {z € Ny : f(x) ¢ int(Ns)},
Loy entorno de Nyy = {z € Ny : f(x) ¢ int(Ny)}
L5 entorno de Nj; = {z € Ny : f(z) ¢ int(Ny)}
con Log, Loy y Ly unién de discos. Esos tres espacios (véase figura

14) se pueden escoger de manera que cumplan las propiedades para la
construccién de un ciclo filtrante. Ahora consideramos,

(Nry Lr) = {(No, Laa), (N2, La1), (N1, Lia), (N, Loa) }-

Identificamos cada componente de Loy a los puntos pi,ps v sea el es-
pacio cociente No/Lsy generado por dicha accién; identificamos cada
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componente de Ly a los puntos p}, p) y sea el espacio cociente No/ Loy
generado por dicha accién; por tdltimo, identificamos cada componente
de L5 a los puntos p’{,p; y sea el espacio cociente Ni/Lis generado
por dicha accién. Los espacios Ny/Los, No/Loy vy N1/Lqs son discos
topoldgicos.

Para trabajar con el indice n-simétrico observamos que f induce
tres aplicaciones continuas,

2t Ny/Lyy — Ny/Lyy.
, 2112 : Ny/ Loy — Ni/Liy
5t Ni/Liy — No/Lgy
Vamos estudiar la siguiente funcién,
F. : (Ny/Ly9)V (Ny/ Loy )V (N1 /L1s) — (No/Lao)V (No/Loy)V(N1/L12),
definida por,
5 (x)  six € No/Loo
F.(x) =X fil(x) siz € Ny/Ly
5(x) stz € Ni/Liy
Consideramos entonces N, = (Ny/Lgs) V (No/Lgy) V (N1/L12) y

F. : N, — N, cuyo conjunto de puntos 3-periédicos cumple,
Per®(F,) C Per®(Ny) U {p1, p2, P\, Py, Py Pa }-

Estos tltimos darian origen a orbitas atractoras. Pasemos ahora a cal-

cular el indice 3-simétrico de la aplicacién F;. Sea SP;(F;) la aplicacién

inducida por F, entre los productos simétricos y llamemos SPs(F;),

a los homomorfismos inducidos entre los correspondientes grupos de

homologia. Utilizando el teorema de Lefschetz-Hopf,

A(SP3(FT)*) = Zn(SP3(FT)7 SP3(NT))

Como F; estd definida en la union disjunta de tres discos, las trazas
de los homomorfismos SP;(F; ), sélo pueden ser no triviales a nivel de
componentes.

La tunica componente de SP3((Ny/Las) V (Ny/La1) V (N1 /L12)) que
queda invariante por SP;(F}) es la representada por,

SPl(NQ/LQQ) X SPl(NQ/Lgl) X SPl(Nl/ng).
Por tanto,
A(SPy(F,).) = 1.

Ahora teniendo en cuenta que,
Fr(p1) = p} Fr(ph) = py Fr(p) =m

" "

Fr(pQ) = pll FT(pll) =D FT(pQ) = P2,
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por tanto los puntos fijos de SP;(F;) se reducen a los de SPs3(f) y
dos atractores. De ahi se deduce que 1 = i3(F;) + 2. Es decir que
i3(F;) = —1 y por tanto, existe una érbita 3-periédica de f que sigue
el itinerario elegido.

4. Existencia de érbitas periddicas en un conjunto
compacto, invariante y aislado para un homeomorfismo
plano que conserva la orientaciéon

En esta secciéon demostraremos los resultados necesarios para el
estudio de la existencia de érbitas periédicas de un sistema dinamico
f:U — f(U) C R? siendo U C R? abierto del plano. Para ello
comenzaremos demostrando un teorema de descomposicion para todo
entorno aislante de un subconjunto compacto, invariante y aislado de
R? que sea unién disjunta de discos. Nos basaremos en el resultado
presentado en la referencia [76].

PROPOSICION 5.2. Sea U C R? abierto del plano. Sea f : U —
f(U) C R? un sistema dindmico. Sea K C R* un subconjunto com-
pacto, wnvariante y aislado. Sea M un entorno aislante de K tal que
K =Inv(M,f) vy,

M=MU---UM,,
stendo los My, j = 1,...,n, discos disjuntos. Entonces, existe un bloque
aislante de K, N C M, con N union finita de discos disjuntos.

DEMOSTRACION. Sea ko > 1 un niimero entero tal que,
(£ *) Cint(M).
—ko<k<ko
Consideremos la familia { M}, }o<k<iy, con My = My, U---U M, unién
de n discos disjuntos para todo k, tal que,
My=M , My, Cint(My,,;) , () fF(My,) C int(Mp).
—ko<k<ko

Por un teorema de Kerékjartd, [47] (véase también [21]), tenemos que
la interseccion de dos dominios de Jordan es una unién disjunta y
numerable de dominios de Jordan. Entonces el conjunto,

() *(int(My),
—ko<k<ko

es una union disjunta y numerable de dominios de Jordan. Tomemos
U = UL, U; su conjunto de componentes conexas tales que U; N K # 0
para todo j = 1,...,m. Puesto que K es compacto, U es una union
finita de dominios de Jordan con m > n. Ademads el conjunto,

X= (] (M),

—ko<k<ko
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es un bloque aislante puesto que,

FHX)NXNfX) =

= () /) () M) () (M)

—ko<k<ko —ko<k<ko —ko<k<ko

c () ') () FRO4) () FETN (M)
0<k<ko—1 —ko<k<ko —ko+1<k<0

c () fHnt(My)()int(Mo) () fF(Mp) C int(X).
1<k<ko —ko<k<1

El conjunto Ny = cl(U) es un bloque aislante porque,
FH(No) NNy N f(Np) Cint(X) N Ny C int(Ny).

Observemos que Ny es una interseccion finita de discos cl(Uy) N --- N
cl(U,,) que pueden tener interseccién no vacfa. Entonces, definamos
los dominios de Jordan C(U;) C U; para j = 1,...,m, tales que
C(U) = Ni2,C(U;) sea una unién finita de m dominios de Jordan
con N = cl(C(U)) una unién finita de m discos disjuntos. Si elegimos
los conjuntos C'(U;) suficientemente grandes tales que f~(Np) N Ny N
f(Ng) C C(U) entonces tenemos que N es un bloque aislante porque

FTHN)NNNOf(N) C f7HYNo) NNy N f(Np) Cint(N). O

Sea U C R? un subconjunto abierto y f : U — f(U) C R? un
sistema dindmico. Sea K C U un subconjunto compacto invariante y
aislado y sea el bloque aislante N = N; U --- U N,,, donde los N; son
discos disjuntos, j = 1,...,m (cuya existencia hemos demostrado en
la proposicién 5.2). Segiin la proposicién 5.2 tenemos que,

(40) N =N U - UN,,.

Ademds se cumple que K N N; # () para todo 6 = 1,...,m. Dado un
itinerario 7 : {1,...,a} — {1,...,m}, queremos estudiar la existencia
de 6rbitas periddicas en K que siguen cada ciclo,

{N-ys -, Ne(a) }-

Consideremos un par filtrante (N, L) de K tal que cada componente
L; de L sea un disco con el minimo nimero posible de agujeros y L; N
N~ # (. Dividiremos nuestro estudio en los siguientes tres casos que se
corresponden con la bisqueda de 6rbitas periédicas repulsoras, orbitas
periddicas atractoras y orbitas periddicas ni atractoras ni repulsoras,
respectivamente.

(41) CASOS
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Caso (A). Existe una componente de L, L.y C Ny),con un agujero
G;(5)- Demostraremos entonces que existe una orbita perio-
dica en K que sigue el itinerario 7 si f(Gr)) D Gre41)
Yo=1,...,a.

Caso (B). Existe N,(5) tal que L N N5 = 0. Entonces demostrare-
mos que existe una érbita en K que sigue el itinerario 7
si f(NT((;)) C NT(5+1) Vo = 1,...,a.

Caso (C). Ninguno de los anteriores.

Caso (A)
EXISTENCIA DE ORBITAS PERIODICAS REPULSORAS

Sea K C R? un conjunto compacto, invariante y aislado y N =
NiU---UN,, un bloque aislante de K, unién finita de discos disjuntos
y tal que K = Inv(NV, f). Las componentes de K tiene shape trivial y,
por tanto, K tiene shape trivial (en este caso eso significa que R? \ Kj
es conexo para cada componente Ks de K, véase [10]).

Por un teorema de Franks y Richeson (véase [35]) tenemos que
existe un par filtrante (N, L) tal que L es un entorno de N~, que
admite una descomposciéon del tipo L = L, U---U L,, y tal que cada
componente Ls de L es un disco (proposicion 5.2) con el minimo nimero
posible de agujeros y cumpliendo Ls NN~ # (). Supondremos, segtn las
hipétesis del caso (A), que dicha componente L; de L tiene el minimo
nimero de agujeros.

PROPOSICION 5.3. Sea U C R? y sea [ : U — f(U) C R* un
sistema dindmico. Sea N = Ny U ---U N, la descomposicion de N en
un numero finito de discos disjuntos. Sea L1 una componente de L, con
Ly C Ny C N y tal que Ly tiene un agujero Gy. Entonces K1 = KNG,
es un conjunto no vacio con shape trivial, y, si definimos,

Ky = f(K;) C Ny,...,Ks = f(Ks 1) C Ns,...,

entonces el conjunto Ky determina un ciclo repulsor de longitud q, es
decir, existe ¢ € N tal que,

KlleﬁK, ngf(Kl):NQQK,...,Kq:f(qul):NqﬂK,

Y
K1 — f(Kq) — N1 ﬂK,

con Ji_, Ky =K.

DEMOSTRACION. Esta es la proposicién 2 de [76]. O
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No es dificil demostrar que si la primera componente de L posee un
agujero, entonces el resto también poseen exactamente un agujero.

COROLARIO 5.4. Bajo las hipotesis de la proposicion 5.3 deducimos
que existe una orbita periddica repulsora de periodo q que sigue el ciclo,

{Ny, ... Ny}
Es mds, cada orbita de K con un punto en Ny U---UN, sigue el ciclo,

{....N1\,No,....N;,N;,No, ... }.

Caso (B)
EXISTENCIA DE ORBITAS PERIODICAS
ATRACTORAS

Sea K C R? un conjunto compacto, invariante y aislado y N =
Ny U---UN,, un bloque aislante de K union finita de discos disjuntos
y tal que K = Inv(N, f). Las componentes de K tiene shape trivial vy,
por tanto, K tiene shape trivial (en este caso eso significa que R? \ Kj
es conexo para cada componente Ks de K, véase [10]).

Por un teorema de Franks y Richeson (véase [35]) tenemos que
existe un par filtrante (N, L) tal que L es un entorno de N, que
admite una descomposcion del tipo L = Ly U --- U L, y tal que cada
componente Ls de L es un disco (proposicion 5.2) con el minimo nimero
posible de agujeros y cumpliendo Ls N N~ # (). Supondremos, segin
las hipétesis del caso (B), que existe una componente N; de N tal que
LN N; =0 y que ninguna de las componentes de L tiene agujeros.

PROPOSICION 5.5. Sea U C R?* y sea f : U — f(U) C R? un
sistema dindmico. Tomemos (N, L) un par filtrante tal que L es un
entorno de N, L =L, U---U L,, union disjunta y tal que cada com-
ponente Lg de L sea un disco. Sea N = NyU---UN,, la descomposicion
de N en un nimero finito de discos disjuntos. Sea Ny una componente
de N, con LN N, = 0. Entonces K, = K NNy es un conjunto no vacio
con shape trivial, y, si definimos,

K2 — fﬁl(Kl) C NQ, [P ,Kg — fﬁl(K(j,l) C Ng, ceey

entonces el conjunto K, determina un ciclo atractor de longitud q, es
decir, existe ¢ € N tal que,

K1 = NlﬂK, K2 - fﬁl(Kl) = NQﬂK, ceey Kq - fﬁl(qul) - NqﬂK,

Y,
K, =f'K,)=NnNK,

con Ui_ K5 = K.

DEMOSTRACION. Esta es la proposicién 3 de [76]. O
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COROLARIO 5.6. Bajo las hipdtesis de la proposicion 5.5 deducimos
que existe una orbita periddica atractora de periodo q que sigue el ciclo,

{Ny, ..., Ny}
Fs mds, cada orbita de K con un punto en Ny U---UN, sigue el ciclo,
{..., N1, Ny, ..., N, N, No, ... }.

Caso (C)
EXISTENCIA DE ORBITAS PERIODICAS NI
ATRACTORAS NI REPULSORAS

Esta situacion es la mads interesante y a ella dedicaremos el resto
del capitulo. Sea K C R? un conjunto compacto, invariante y aislado
y N =N U---UN,, un bloque aislante de K unién finita de discos
disjuntos y tal que Inv(JV, f).

Por un teorema de Franks y Richeson (véase [35]) tenemos que
existe un par filtrante (N, L) tal que L es un entorno de N~, que
admite una descomposciéon del tipo L = L, U---U L,, y tal que cada
componente Ls de L es un disco (proposicioén 5.2) con el minimo nimero
posible de agujeros y cumpliendo Ls NN~ # (). Supondremos, segin las
hipétesis del caso (C), que no existe ninguna componente N5 de N tal
que L N N5y = () y que las componentes de L no tienen ningin agujero.

En primer lugar veamos la existencia de ciclos filtrantes.

PROPOSICION 5.7. Sea (N, L) un par filtrante en las condiciones
del caso (C) de (41) y sea T un itinerario fijo. Entonces existe un ciclo
filtrante (N, L.) asociado al itinerario 7.

DEMOSTRACION. Utilizando la proposicién 4 de [76] y bajo las
condiciones del caso (C) de (41), tenemos que existe un ciclo filtrante
(N;, L;) que cumple,

1. Per,(N;5) = {v € Ny : f*x) = xy xsigueel
itinerario 7'} C int(NT(g)) \ LT(5)T(5+1).

2. f(Cl(NT((;)) \ LT(5)T(5+1)) C int(NT((;_H)).

3. Para cada disco Li(é)r(aﬂ) de  L;(s)7(541) tenemos que
aNL§(5)T(5+1) es una unién finita de arcos, y,

FONLS (5yr(541)) € M(Lroi1)r(o+2))

y
Ly yeey NN #0.
U

La estrategia a seguir ahora es la siguiente: queremos estudiar la
existencia de orbitas peridédicas para un sistema dinamico f plano que
conserva la orientacion; lo que haremos sera construir una aplicacion
F inducida por f y un ciclo filtrante de manera que, aplicando el
corolario 1.12 podamos deducir que i,(f, K) = i,(F, K) para cada
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K conjunto compacto, invariante y aislado y cada n € N. Después de
construir F' queremos aplicar una estrategia parecida a la ya utilizada
en la seccion 2 del capitulo 2 e ilustrada en el ejemplo de la herradura
de Smale en la seccién 3 del capitulo 5.

Sea U C R? un subconjunto abierto del planoy f: U — f(U) C
R? un sistema dindmico que conserva la orientacién. Tomemos K un
conjunto compacto, invariante y aislado por una cantidad finita de
discos. Sea N C U un bloque aislante de K con N = Ny U---UN,,
unién disjunta de discos (véase proposicion 5.2) y sea 7 : {1,...,a} —
{1,...,m} un itinerario. Si existe un ciclo filtrante,

(NT7 LT) - {(NT(1)7 LT(I)T(?))? (NT(2)7 LT(Q)T(S)): ceey (NT(oc)a LT(&)T(I))}?

tal que las componentes L, de L sean discos y las fronteras O(NN; () \
LT(5)7(5+1)) sean homeomorfas a S', determinaremos la existencia de
orbitas periddicas que siguen el itinerario 7.

Consideremos el espacio cl(Nr(5) \ Lr(5)r(5+1))/ ~ construido identi-
ficando cada disco de la descomposiciéon de L s)-(s+1) @ un punto,

(42) psycony=1,...,m

siendo m el nimero de discos de L.(5)r541) para cada 6 = 1,...,a.
Definamos las aplicaciones continuas,

(43)

T(d+1)7(6+2)
FHmr i Ad(Nao) \ Logyrisan)/ ~= lNpgoany \ Lagosnyrios)/ ~

iy, “*”(M)

con f T(5+1)

= f([z]). Estas aplicaciones son tales que,

5+1)7(6+2)
f ((5) (5+1 ({péb ce 7p5m}) - {p((5+1)17 te 7p((5+1)m}7

donde {pp+1)1, -+, Pe+1ym ) es la familia de puntos obtenidos colapsan-
do cada componente de L 11)7(5+2) a un punto distinto.

Puesto que para cada componente LV() (6+1) de L;syr(541), con
v € {1,...,m}, existe una Componente L” 64 1)r(542) de L (5+1)7(5+2)
con vy, € {1, .,m}, tal que f(On, ;L5 641) C 1nt(L 1) (612))
entonces obtenemos un entorno U(ps,, ) de psy, tal que,

T(0+1)7(64+2
fT((é)t(()H(l)—l— )(U(p571)) = P(6+1)y2>

para p(s41)y, € {P(5+1)1> e 7P(5+1)m}-
Definimos ahora la siguiente aplicacién,

Fr : \) d(Nos) \ Leyrsan)/ ~— \ Ad(Neo) \ Leoyrssn)/ ~
5=1

Fy(a) = fI0 () para cada o € el(Nogg) \ Le(ayriesn)/ ~
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Usando la notacién N; = \/§_, cl(Ny5) \ Lr(5)r6+1))/ ~, estamos con-
siderando la aplicacién F, : N, — N, cuyo conjunto de puntos n-
periddicos cumple,

(45) Per"(F;) C Per(N;) U {p11,- -+, Pimy -« sDals -+« s P }-

DEFINICION  5.8. (véase [78]) Sea 05 = {ps,- - Dsus)
C {psi,---,Psm} un subconjunto sobre el que F, actie como una
permutacién. Si existe un arco ¢ C 9(N;a) \ Lray-(2))/ ~ que une
p}wl,p;w € 05 y tal que o NOs = {p}wl,p;w}, entonces diremos que
p;wl, p;m son adyacentes en 05 para F7.

COROLARIO 5.9. Sea U C R? subconjunto abierto del plano y f :
U — f(U) C R? un sistema dindmico que conserva la orientacion. Sea
K un conjunto compacto, invariante y aislado por una familia de dis-
cos, conteniendo al punto fijo p y N C U, blogue aislante de K, union
finita de discos. Sea 7 : {1,...,a} — {1,...,m} un itinerario, sea la
aplicacion F. construida en (44) y los puntos {ps1, ..., psm} construidos
en (42), para cada 6 = 1,...,«. Entonces, todas las érbitas periddicas
de F. en {pi1,---,Pims - -+Paly- - Pam} tienen el mismo periodo q.

DEMOSTRACION. Este corolario es consecuencia de la proposicién
6 de [76]. O

TEOREMA 5.10. Sea U C R? subconjunto abierto del plano y f :
U — f(U) C R? un sistema dindmico que conserva la orientacién. Sea
K un conjunto compacto, invariante y aislado conteniendo a todas las
orbitas ni atractoras ni repulsoras de f y N C U un bloque aislante de
K. Seat:{1,...,q} = {1,...,m} un itinerario y sea,

(Nr, Lz) = {(Nr(1), Lrye)s (Nr@), Le@ye @) - - (Ne(gys Lrigyr() }
un ciclo filtrante tal que las componentes de Ly sean discos y las

fronteras d(Nr(5) \ Lrs)r(s+1)) sean homeomorfas a S', para todo 6 =
1,...,q. Entonces,

oy (m—1 sialn
in(Fy, Per, (V) = 4 Y ([n/g}) zln

0 sigtn
donde m es el nimero de orbitas periddicas de Fr en {pi1,...,Dims---,
Dals---,Pgm} Y q €S el periodo de cada una de las drbitas.

DEMOSTRACION. La prueba es completamente andloga a la del teo-
rema 1 de [76], vedmoslo. Comencemos recordando (45),

Per"(F;) C Per(N;) U{pi1,-- - Dims--->Pgls -« Dgm }-

Sea K = KoUK; U---UK,, con Kq conjunto compacto, inva-
riante y aislado conteniendo a las orbitas periddicas de F, que se en-
cuentran en Per(N;) y de manera que K; sea un conjunto compacto,
invariante y aislado conteniendo a una de las g-orbitas de la aplicacion



100 5. EXISTENCIA DE ORBITAS PERIODICAS

F. en el conjunto {pi1,...,P1ms--->Dqls--->Pgm - Esa descomposicién
de K se puede realizar porque el bloque aislante N se puede dividir en
discos disjuntos (véase proposicién 5.2) y, tanto Perl(N,) como cada
una de las érbitas peridodicas, se encuentran en distintos discos de la
descomposicién de N (ver la definicién 5.8 y al corolario 5.9). Llamem-
08,

M= \/ cl(Nrsy \ Lesyra+1))/ ~
5=1

al dominio de definicién de la aplicacién F; y tengamos en cuenta que
M es un AR (véase [8]).
Por la propiedad de escisién del indice n-simétrico,

in(f, K) = in(f, M).
Aplicando el teorema de Lefschetz-Hopf (véanse [51], [31], [46]),
in(f, M) = MSEu(F)).

En caso de que ¢ 1 n la aplicacién SP,(f) no tendria puntos fijos (en
VS cl(Nos) \ Lr(syr(5+1))/ ~ dominio de definicién de F;) por lo que,
segin el teorema del punto fijo de Lefschetz (véanse [50], [51] o [17])
A(SP,(f)) = 0. Por tanto,

in(f,K)=0  sigfn.

Supongamos ahora que ¢ | n y mantengamos esta condicién hasta el
final de la demostracién. Como M es un AR entonces SP,, (M) también
lo es (por la retraccién natural inducida), y, en ese caso, como todo AR
es contractible (véase [45]), todos los grupos de homologia de SP, (M)
serfan cero excepto el Hy(SP,(M)) = Z. Por otra parte, acudiendo a
la definicién de nimero de Lefschetz (véanse [31], [87], [46]),

a

A(SPu(f)) = Y (1) te(H;(SP.(f))) = L.

§=0
Juntando todo lo anterior,
in(K)=1.

Usando la propiedad aditiva generalizada demostrada en la Proposicién
1.10,

n

> i) i, (Ky) = 1.

=0
Zs:o Js=n
Como las érbitas periddicas de F; contenidas en el conjunto {p11, ..., pim,
-y Dgly - - -, Pgm } SON atractoras,

. 1 siq|ys
zjsufs):{ |

0 sigftjs,
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Vis €40,...,n}yVs € {1,...,m}, y haciendo los cambios de subindice
de sumacién j; = qj; Vs € {1,...,m} se obtiene,

[n/dl

(46) Z > iy (Ko) i (Ky) i (Kp) = 1.

Jo ~0 ]5_0
JoF+ i1t .t gjm=n
Recordemos ahora que ¢ | n y llamemos n = N - ¢ donde N = [n/q].

Haciendo ahora el cambio de subindice de sumacion jo, = ¢jp se nos
queda,

[n/q] [n/q]

Z Z quo(KO) a1 (K1) - q]m(Km) =1

]0 0 ]5—0

ajo+qji+ - +qim=gN
Es decir,

[n/q]
Z iQ}O (KO) ) Z‘t]}l (Kl) e Z.qjm (Km) - 1
JS*O

]0+ +]m [n/dq]
Utilizando de nuevo el dato,
: 1 siq]Jjs
1, (K,) =
B {0 st a1 i,

Vijs € {0,...,n} y Vs € {1,...,m} la suma anterior se puede escribir
de la siguiente manera,

[n/q] [n/ql—jo
> i, (Ko) >, 1|=1L
‘70:0 .73—0

1t tgm=[n/q— 7

Usando el concepto de combinacién con repeticién queremos meter
[n/q] — jo bolas en m urnas de modo que pueda haber repeticién. En-
tonces,

Wi% L ([n/q} ot m 1) _ ([n/q} . ot m = 1).

[n/a] = jo
Js—O
]1+ “+Jm = [n/Q}

Por tanto,

["f([ /q]—yojma) (=1

Jo=0
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O escribiéndolo con indice 7,

> (O 4 iy =1

: m—1
Jj=0

Recordemos ahora la notacion,
io(Ko) - 1

Tomando la sucesién a; = i,;(Ky) v [n/q] en vez de n, se cumplen las
condiciones del Lema 2.5 y se puede concluir que,

O

OBSERVACION 5.11. Sea U C R? un subconjunto abiertoy f: U —
f(U) € R? un homeomorfismo local con N C U un bloque aislante
union de n-discos disjuntos. Consideremos ¥, el espacio de sucesiones
bi-infinitas de simbolos en {1,2,...,n} con la topologia producto. Sea
s %, = 2, la funcién shift. Supongamos que la funciéon o : K — ¥,
definida por o(z) = 0; con o; = j € {1,2,...,n} si fi(z) € N, es
continua. Entonces, si para cada itinerario 7 i,(F,) # 0 tenemos que
o es una funcién suprayectiva tal que oo f = so o y para todo a €
¥, punto periédico, o (a) contiene puntos periédicos con el mismo
periodo. Asi, f tiene comportamiento cadtico en el compacto invariante
aislado K.
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