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Summary

Introduction:

Let f : U � X ! X be a continuous map, with U an open subset
of a locally compact ANR (for metric spaces) X. Let K � U be an
isolated, compact, invariant set for f . Our objective is to deep in the
study of the dynamics of f in K. We have a special interest in the
periodic orbits contained in K. For this purpose, in this thesis we will
build �xed point index of the induced map in the n-symmetric pro-
duct of X, SPn(X). This survey begins from the work of J.M. Salazar
(see [77], [81] y [82]) with the �nite subsets of X with, at most, n
elements, Fn(X), also called by some authors, symmetric products.
These spaces were introduced in 1931 by Borsuk and Ulam in [11]
with the name of n-symmetric products of X. The authors researched
topological properties that the n-symmetric products Fn(X) inherited
from X, and they considered the case X = I to obtain topological
properties of Fn(I).

It is known that SPn(X) = Fn(X) if n = 2. We recommend the
book of Aguilar, Gitler y Prieto, [1], where these spaces are used to
explain through an homotopical point of view several classic concepts
of algebraic topology.

In previous issues it was pointed that it could be interesting to re-
search the �xed point index in SPn(X) because the additive behaviour
of the index would be better than in Fn(X). Masih and Rallis, in [58],
[59] y [74] have de�ned some index for maps X ! SPn(X) so with
a completely di�erent point of view and objectives from ours. It is a
natural and almost unexplored framework to study periodic orbits of
discrete dynamical systems.

Due to the nature of our construction, the index develop here will
give us information about periodic orbits, contained in K, of period
lower or equal to n. We will focuse our e�orts in the research of the
homeomorphisms of the plane although our construction is completely
general.

In this framework we will develop methods that allow us to compute
Euler's characteristics of the n-symmetric products of �nite dimension
manifolds. Our point of view can be interesting, and we devote one
section to this, to be an alternative way to the traditional methods
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8 SUMMARY

used in the known literature. We will pay attention to the compact,
orientable and boundaryless surfaces making the complete computation
for them.

We will extend, in a natural way, that construction to the in�nite
symmetric products, associating to every �xed point, isolated as pe-
riodic orbit, a complex formal series. In the particular case we have
an isolated �xed point as a compact invariant set not being an attrac-
tor nor repeller, we will associate to every germ a polynomial. We will
research the e�ect of some dynamic properties to the associated series.

To �nish, following Ruiz del Portal and Salazar in [76], we will
research from our point of view, compact isolated invariant sets of the
plane that admit isolated neighborhoods that are unions of discs to
give some clues about the detection of periodic orbits a chaos with our
methods.

Objectives:

The main objective of this thesis is to de�ne a Conley type index for
the topological spaces called symmetric products introduced by Borsuk
and Ulam in [11] and use this �xed point index to detect chaos for
homeomorphisms of the plane that preserve orientation.

In the �rst chapter we begin with the de�nition of the n-symmetric
index. Let X be an ANR for metric spaces and U � X an open sub-
set. Let f : U ! X a semidynamical system. In the �rst chapter
we consider the symmetric product of the space X, that is the space
SPn(X) = X�� � ��X= �, where the equivalence relation identify those
points whose coordinates are permuted. Every semidynamical system
f induce another semidynamical system in the symmetric product and
we will de�ne a Conley type index for these spaces that we will denote
n-symmetric index. Afterwards, we will obtain a topological descompo-
sition for the symmetric products of unions of disjoint sets which is the
result needed to prove the main property of the n-symmetric index, the
additive property. We will �nish proving, for the n-symmetric index,
two classical properties of the �xed point index: conmutative property
and homotopy invariance.

In the second chapter we compute the n-symmetric index for homeo-
morphisms of the plane that preserve orientation, splitting this calcu-
lation into two cases: the �rst case where our �xed point is isolated as
a compact invariant set and the second case where our �xed point is
not isolated as a compact invariant set. Let f be a homeomorphism
of the plane. Let K � R2 be a compact invariant subset containing a
�xed point p of f such that p is isolated as periodic orbit. The aim is to
compute the n-symmetric index of f in K0 the connected component
of K that contains p. At this point we will distinguish two cases: K
isolated and not as a compact invariant set. In the case that K is not
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isolated we will use Carath�eodory's compacti�cation to simplify this
case to the �rst one.

In the third chapter we introduce the concept of in�nite symmetric
product, to de�ne later the in�nite symmetric index, not analogously
to the n-symmetric index, but as a formal series containing as coe�-
cients all the n-symmetric index. Finally we will make the computation
of the in�nite symmetric product for the homeomorphisms of the plane
that preserve orientation, in the two cases distinguished in the previous
chapter. Let X be an ANR locally compact, U � X an open subset
and f : U ! f(U) � X a semidynamical system. We will de�ne the
in�nite symmetric product SP1(X) through the symmetric products
SPn(X) introduced in the �rst chapter; we will endow SP1(X) with its
natural topology and we will de�ne the semidynamical system SP1(f),
induced by f in SP1(X). We will also de�ne the in�nite symmetric
index for the map SP1(f) in a compact invariant set K. The amazing
fact around this index is that we will de�ne it as a formal complex
series whose coe�cients will be the n-symmetric index. This de�nition
is very comfortable to prove some crucial properties as the additive
one, completely necessary to the computations, because as SP1(X) is
an in�nite dimension space, in the place of Conley type ideas, we will
approach to this problem following a strategy closer to the de�nition of
Leray-Schauder's degree (see [52]) or even closer to the construction of
extensions of the degree for A-proper maps, [95], or through Galerkin's
aproximations, [12]. Despite the fact that de�nitions are written using
general hypotheses, we will make the calculations, as in previous sec-
tions, for planar homeomorphisms althoug, as we have mentioned be-
fore, similar technics based on recent results would allow us to obtain
information on higher dimensions.

In the fourth chapter the aim is to use the n-symmetric index
for homeomorphisms of the plane that preserve, expand and shrink
areas and the computation of the Euler characteristic of the symmetric
product of every compact orientable surface.

In the last chapter we research about the descompositions of com-
pact isolated invariant sets of homeomorphisms of the plane that pre-
serve orientation and the existence of periodic orbits and chaos. Let
U � R2 be an open subset and f : U ! f(U) � R2 be an homeomor-
phism that preserves orientation. Let K � U be a compact, isolated,
invariant set for f , that admits an isolated neighborhood which is a
�nite union of close discs. In this conditions it exists an isolated block
that can be decomposed into a union of disjoint discs. We will build
�ltration cycles which are the fundamental tool we are going to use
to study the existence of periodic orbits of f that follow a speci�c
itinerary. We will give su�cient conditions in terms of these technics
that allow us to deduce the existence of chaos.
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Results:

The main result of this thesis is obtained in the last chapter where
it is computed the n-symmetric index for a planar homeomorphism
that preserves orientation and following a speci�c itinerary.

In the �rst chapter, after de�ning the topological spaces called n-
symmetric products and de�ning the n-symmetric index, forX an ANR
for metric spaces, we obtain a topological descomposition of the sym-
metric product of a disjoint union of open subsets, i.e., let X be a
locally compact ANR. Let U1 and U2 two disjoint open subsets of X.
Then,

SPn(U1 [ U2) �=
[

0�j�n

(SPj(U1)� SPn�j(U2));

where we will understand that the last equality means that both spaces
are homeomorphic. Moreover, the cartesian product SPj(U1)�SPn�j(U2)
is identi�ed with SPn(U1) when j = n and with SPn(U2) when j = 0.
With this topological descomposition we have the main tool to prove
the additive property: let X a locally compact ANR and U � X an
open subset. Let f : U ! X be a semidynamical system and K a
compact invariant set with respect to f . Suppose that K is the disjoint
union of two compact invariant sets K1 and K2 that admit compact
neighborhoods N1 and N2 such that Perj(f) \Nm � Km for m = 1; 2
and j � n. Then,

ISPnX (f;K) =
nX

j=0

I
SPj
X (f;K1) � I

SPn�j
X (f;K2);

where we use the notation ISP0X (f;Km) = 1 for m = 1; 2.
In the second chapter, we compute the n-symmetric index for pla-

nar homeomorphisms that preserve orientation in a �xed point having
account the two possible cases: the �xed point is isolated as a compact
invariant set and the �xed point is non-isolated as a compact invariant
set. First of all we de�ne the concept of generalized �ltration pair in
order to obtain another continuous map f 0 that coincides with f in
a small enough neighborhood of the compact invariant set K but for
which we have information about the orbits out of K but inside the
exit set of the isolated block chosen for K. Furthermore, the orbits of
f 0 out of K, but inside the exit set of the isolating neighborhood chosen
for K, have all the same period q � 1. All in all, for the case that the
�xed point fpg is isolated as a compact invariant set and contained in
K0, a connected component of K, the value of the n-symmetric index
of f in K0 is,

in(f; p) = in(f;K0) = (�1)[n=q]
�
m� 1

[n=q]

�
:
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For the second case, when the �xed point fpg is non-isolated as a com-
pact invariant set, we begin using Carath�eodory's prime ends theory
to reduce this case to the �rst one. Let U � R2 be an open subset, let
f : U ! f(U) � R2 be an homeomorphism, let K � U be the non-
isolated compact invariant set that contains the �xed point fpg of f
and let K0 be the connected component of K that contains fpg. With
Carath�eodory's prime ends theory we obtain the important equality,

in(K0) = 1 +
nX

j=1

ij(U):

Having account that the open set U contain, out of K0, all the pe-
riodic orbits (maybe with period 1, i.e., �xed points) generated by
Carath�eodory's compacti�cation, we can compute the n-symmetric in-
dex of U with similar calculations as in the previous case (the isolated
one), so, using the last equality, we would obtain an expression for the
n-symmetric index of K0 the connected component of K a non-isolated
compact invariant set containing the �xed point fpg,
(1)

in(f;K0) =

8>>>><>>>>:
1 si q - n8>><>>:
�
a� e+ [n=q]

[n=q]

�
si e � a

(�1)[n=q]
�
e� a� 1

[n=q]

�
si e > a

si q j n:

with e =
Pr

s=1(ms�1). This is the desired formula for in(f;K0) in the
case that fpg is a non-isolated �xed point as a compact invariant set
and, after Carath�eodory's compacti�cation, we have r+ a+ b periodic
orbits of period q splitted in: r non-atractor and non-repeller periodic
orbits each one with ms positive invariant exit regions for f q, s =
1; : : : ; r, a atractor orbits and b repeller orbits.

In the third chapter, the in�nite symmetric index of a semidynam-
ical system is de�ned in the in�nite symmetric product SP1(X) and
we make use of the second chapter to obtain the di�erent values of this
index. The surprise here is that we de�ne the in�nite symmetric index
as a formal complex series with n-coe�cient the n-symmetric product.
The aim of this chapter is to summarize all the information of the n-
symmetric index into a series to compute the di�erent cases appeared
for the n-symmetric index. For X a locally compact ANR we de�ne
the topological space named in�nite symmetric product, as,

SP1(X) =
[
n�1

SPn(X);

endowed with the union topology. We de�ne the in�nite symmetric
index of a semidynamical system f in a compact invariant set K (that
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admits a neighborhood N such that N \ Per(f) � K) as,

ISP1X (f;K) =
1X
n=0

ISPnX (f;K)zn;

using the notation ISP0X (f;K) = 1. For this index one can obtain the
classical properties of the �xed point index: additivity, conmutativity
and homotopy invariance. With respect to the expression of this index
we have two cases as before: if the �xed point fpg is isolated as a
compact invariant set, having the map f 0 m periodic orbits of period
q,

i1(f; fpg) =
(1� zq)m

1� z
:

If the �xed point fpg is non-isolated as a compact invariant set, ob-
taining, after Carath�eodory's compacti�cation, r non-atractor and non-
repeller periodic orbits each one with ms positive invariant exit regions
for f q, s = 1; : : : ; r, a atractor orbits and b repeller orbits,

i1(f; fpg) =

8>>>>>>><>>>>>>>:

(1� zq)e�a

(1� z)
jzj < 1 si e � a:

8<:
(1� zq)e�a

(1� z)
si z 6= 1

0 si z = 1
si e > a;

with e =
Pr

s=1(ms � 1).
In the fourth chapter, the objective is to prove that,

in(f; p) �!
n!+1

0:

for f a planar homeomorphism that preserves or expand or retract
areas. Moreover, in this chapter we obtain the euler characteristic of
every orientable surface. As the n-symmetric product of the sphere is
the complex n-projective space, we focus our e�ort in obtaining an
expression for the euler characteristic of the connected sum of torus,
that is,

�(SPn(T
m)) = (�1)n

�
��(Tm)

n

�
:

In the last chapter, the main objective is to present the technics created
by Ruiz del Portal and Salazar in [76] to prove the next theorem,

Theorem. Let U � R2 an open subset and f : U ! f(U) � R2

a semidynamical system that preserves orientation. Let K a compact
isolated invariant set containing all the non-atractor and non-repeller
periodic orbits of f and N � U an isolating block of K. Let � :
f1; : : : ; qg ! f1; : : : ;mg an itinerary and let,

(N� ; L� ) = f(N�(1); L�(1)�(2)); (N�(2); L�(2)�(3)); : : : ; (N�(q); L�(q)�(1))g;
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a �ltration cycle such that the components L�(�) are discs and the
boundaries @(N�(�) n L�(�)�(�+1)) are homeomorphic to S1, for all � =
1; : : : ; q. Then,

in(F� ;Per� (N� )) =

8<: (�1)[n=q]
�
m� 1

[n=q]

�
si q j n

0 si q - n

;

with m the number of periodic orbits of F� in fp11; : : : ; p1m; : : : ;
pq1; : : : ; pqmg and q the period of every orbit.

Conclusions:

As conclusions of this thesis we obtain the next information: the
n-symmetric index, the �xed point index de�ned in the topological
spaces called n-symmetric products, SPn(X), is a very useful tool to
study the dynamics of homeomorphisms de�ned between these spaces.
In this thesis we construct the n-symmetric index, proving its main
properties in the �rst chapter (including the most important one to
make calculations: the additive property) and computing all its values,
in the second chapter, for the case of a planar homeomorphism that pre-
serves orientation. Something interesting about n-symmetric index is
that one can compute exactly its value for every �xed point of a planar
homeomorphism that preserves orientation, see as a compact invariant
set; moreover, splitting the computation in two cases, when the �xed
point is isolated and when not, as a compact invariant set, one can
reduce the non-isolated case to the isolated one using Carath�eodory's
prime ends theory. Furthermore, in the third chapter, all this informa-
tion is perfectly summarize into the in�nite symmetric index de�ned
in the topological space named as in�nite symmetric product, SP1(X)
(the union of all symmetric products SPn(X) with the union topology),
de�ning the in�nte symmetric index as a series whose coe�cients are
the n-symmetric index. Through this point of view one can translate
the dynamics of a homeomorphism to the aspect of the series of the in�-
nite symmetric index. Like in the cases of the n-symmetric product, one
can compute all the 'values' of the in�nite symmetric index for a planar
homeomorphism that preserves orientation. Three interesting applica-
tions of the n-symmetric index are included in the thesis: its behaviour
for planar homeomorphisms that preserve, shrink or expand areas, the
computation of this index for every compact orientable surface (both
applications into chapter fourth) and the existence of periodic orbits
and chaos for planar homeomorphisms that preserve orientation, using
the descomposition of isolated invariant compact sets of these homeo-
morphisms.





Introducci�on

Sea f : U � X ! X una aplicaci�on continua, con U un subconjunto
abierto de un ANR (para espacios m�etricos) localmente compacto X.
Sea K � U un conjunto compacto, invariante y aislado con respecto a
f . Nuestro objetivo es profundizar en el estudio de la din�amica de f
en K. De especial inter�es es la obtenci�on de informaci�on acerca de las
�orbitas peri�odicas contenidas en K. Para ello, en la presente memoria
construiremos ��ndices de punto �jo de la aplicaci�on inducida en el n-
producto sim�etrico de X, SPn(X). Este estudio parte de la �losof��a del
trabajo de J.M. Salazar (ver [77], [81] y [82]) en los subconjuntos �nitos
de X, no vac��os, con, a lo sumo, n elementos Fn(X), tambi�en llamados
por algunos autores productos sim�etricos. Estos espacios fueron consi-
derados en 1931 por Borsuk y Ulam en [11] con el nombre de n-
producto sim�etrico de X. Los autores investigaron las propiedades
topol�ogicas que heredaban de X los n-productos sim�etricos Fn(X), y
consideraronX = I para estudiar las propiedades topol�ogicas de Fn(I).

Se sabe que SPn(X) = Fn(X) si n = 2. Recomendamos el libro de
Aguilar, Gitler y Prieto, [1], en el que se utilizan estos espacios para
dar un enfoque homot�opico a varios conceptos cl�asicos de la topolog��a
algebraica.

En trabajos anteriores ya se apuntaba que podr��a ser interesante
estudiar el ��ndice de punto �jo en SPn(X) dado que se puede esperar
un comportamiento aditivo mejor que en los espacios Fn(X). Masih y
Rallis, en [58], [59] y [74] han de�nido ciertos ��ndices para aplicaciones
X ! SPn(X) por tanto con un enfoque y objetivos completamente
diferentes a los nuestros. Se trata de un marco muy natural pero ape-
nas explorado para estudiar �orbitas peri�odicas de sistemas din�amicos
discretos.

Por la naturaleza de nuestra construcci�on, el ��ndice que desarro-
llaremos dar�a informaci�on sobre las �orbitas peri�odicas, contenidas en
K, de per��odo menor o igual que n. Nos centraremos especialmente en el
estudio de los homeomor�smos del plano aunque nuestra construcci�on
sea completamente general.

En este marco desarrollaremos t�ecnicas que permitan el c�alculo de
las caracter��sticas de Euler de los n-productos sim�etricos de
variedades de dimensi�on �nita. Nuestro enfoque puede ser de cierto
inter�es, y a ello se dedica una secci�on, por ser una alternativa comple-
tamente diferente a las empleadas en la literatura existente. Pondremos
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16 INTRODUCCI�ON

especial atenci�on en las super�cies compactas, orientables y sin borde,
para las que haremos el c�omputo completo.

Extenderemos de manera natural la construcci�on a los productos
sim�etricos in�nitos asociando a cada punto �jo, aislado como �orbita
peri�odica, una serie formal compleja. En el caso particular de tener
un punto �jo aislado como compacto invariante que no sea atractor
ni repulsor, asociaremos a cada germen un polinomio. Estudiaremos
qu�e reejo tienen algunas propiedades din�amicas en la serie asociada.

Por �ultimo, siguiendo el trabajo de Ruiz del Portal y Salazar en
[76], estudiaremos desde nuestro punto de vista compactos invariantes
aislados del plano que admiten entornos aislantes formados por uniones
de discos para esbozar la t�ecnica de detecci�on de �orbitas peri�odicas y
caos.



CAP��TULO 1

�Indice de punto �jo en productos sim�etricos

RESUMEN: Sea X un ANR para espacios m�etricos y U � X un
subconjunto abierto. Sea f : U ! X un sistema semidin�amico. En este
cap��tulo consideraremos el producto sim�etrico del espacio X, que no es
m�as que el espacio SPn(X) = X � � � � � X= �, donde la relaci�on de
equivalencia identi�ca aquellos puntos cuyas coordenadas est�an permu-
tadas. Todo sistema semidin�amico f induce otro sistema semidin�amico
en el producto sim�etrico y de�niremos un ��ndice tipo Conley para es-
tos espacios que denominaremos ��ndice n-sim�etrico. Por �ultimo obten-
dremos una descomposici�on topol�ogica para los productos sim�etricos de
uniones de conjuntos disjuntos que nos llevar�a a demostrar la propiedad
principal del ��ndice n-sim�etrico, la propiedad aditiva. Terminaremos
demostrando, para el ��ndice n-sim�etrico, dos propiedades t��picas de los
��ndices de punto �jo: la propiedad conmutativa y la propiedad de in-
varianza por homotop��as.

1. Productos sim�etricos: de�nici�on, topolog��a y sistemas
semidin�amicos

Definici�on 1.1. Sea X un ANR para espacios m�etricos (ANR son
las siglas de absolute neighborhood retract ver [8] o [45]). De ahora en
adelante siempre que nos re�ramos a ANR se entender�a que lo es para
espacios m�etricos. Sea � una permutaci�on del conjunto f1; 2; : : : ; ng. En
Xn = X�X�n�veces: : : �X de�nimos la siguiente relaci�on de equivalencia,

(x1; : : : ; xn) � (y1; : : : ; yn), 9� : (y1; : : : ; yn) = (x�(1); : : : ; x�(n)):

De�nimos el n-producto sim�etrico de X como,

SPn(X) = X �X � n�veces: : : �X= �= Xn= � :

La clase de equivalencia del punto (x1; : : : ; xn) la denotaremos por
[x1; : : : ; xn].

Notaci�on 1. Al grupo de todas las permutaciones del conjunto
f1; : : : ; ng lo denominaremos �n. Adem�as a menudo utilizaremos tam-
bi�en las notaciones �!x = (x1; : : : ; xn) y

�!x � = (x�(1); : : : ; x�(n)), puntos
en Xn, para cada � 2 �n. La clase de equivalencia en SPn(X) del
punto �!x la denotaremos por [�!x ].

17
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Observaci�on 1.2. La primera observaci�on que cabe hacer al con-
cepto anterior es que no es universal, es decir, existen autores (ver por
ejemplo [92]) que al producto anterior lo llaman de otras formas como
por ejemplo producto de permutaci�on (permutation product); de hecho,
en muchos textos se reserva el nombre de producto sim�etrico para el
espacio Fn(X) de todos los subconjuntos no vac��os de X que contienen
a lo sumo n puntos.

Desde el punto de vista de nuestros objetivos es importante destacar
que, en el caso de que X sea un ANR tambi�en lo es su n-producto
sim�etrico SPn(X) (ver las referencias [58], [59] y [74]).

Observaci�on 1.3. (Topolog��a en SPn(X)). Lo primero que debe-
mos hacer es recordar c�omo se de�ne la topolog��a de SPn(X). Para ello
denotamos a la aplicaci�on cociente con la letra �, es decir,

� : Xn !SPn(X)
�!x 7!�(�!x ) = [�!x ]:

En Xn consideraremos la topolog��a producto mientras que en SPn(X)
consideraremos la topolog��a cociente.

Definici�on 1.4. Sea X un ANR y U � X un abierto. Un sistema
semidin�amico (local) es una aplicaci�on continua e inyectiva, de�nida
localmente, f : U ! X.

Diremos que un conjunto compacto K � X es invariante por f si
f(K) = K. Un conjunto compacto e invariante es aislado respecto
a f si existe un entorno compacto N de K tal que Inv(N; f) = K.
Aqu�� utilizaremos la notaci�on Inv(N; f) para referirnos al mayor com-
pacto invariante por f que a la vez es subconjunto de N . A N se le
denomina entorno aislante deK. Diremos queK es un conjunto com-
pacto, invariante y aislado sin especi�car f cuando no exista confusi�on
posible. Denotaremos por Pern(f) al conjunto de �orbitas peri�odicas de
per��odo n de f .

2. �Indice de punto �jo en productos sim�etricos

Un sistema semidin�amico f : U ! X induce, de manera natural,
otro sistema semidin�amico en SPn(X), a saber,

(2)
SPn(f) : SPn(U) ! SPn(X)

[�!x ] 7! SPn(f)[
�!x ] = [(f(x1); : : : ; f(xn))]:

La aplicaci�on SPn(f) de�nida anteriormente es continua.
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Lema 1.5. Sea X un ANR. Sea U un abierto de X y sea f : U !
X un sistema semidin�amico. Entonces la aplicaci�on SPn(f) inducida
por f desde el producto sim�etrico SPn(U) en SPn(X) es tambi�en un
sistema semidin�amico.

Demostraci�on. Consideremos el siguiente diagrama,

SPn(U)
SPn(f)
�! SPn(X)

� " " �

U � n�veces: : : � U
F
�! X � n�veces: : : �X;

donde F (�!x ) = F (x1; : : : ; xn) = (f(x1); : : : ; f(xn)). La continuidad de
SPn(f) es consecuencia de la igualdad � � F = SPn(f) � �. �

Sea K � U un conjunto compacto e invariante con respecto a
f y sea N un entorno compacto de K tal que Perj(f) \ N � K
con j � n. Para cualquier conjunto abierto W tal que K � W �
N consideremos SPn(f)jSPn(W ) : SPn(W ) ! SPn(X). Claramente
Fix(SPn(f)jSPn(W )) � SPn(K), con SPn(K) compacto invariante, con
lo que Fix(SPn(f)jSPn(W )) es un subconjunto compacto de SPn(W ).
Por otro lado SPn(f)jSPn(W ) es una aplicaci�on compacta porque admite
una extensi�on evidente a SPn(N) entorno compacto de SPn(K).

Teniendo en cuenta todas las observaciones anteriores, el ��ndice
iSPn(X)(SPn(f)jSPn(W ); SPn(W )) est�a bien de�nido.

Definici�on 1.6. De�nimos el ��ndice n-sim�etrico del par (K; f)
como,

ISPnX (f;K) = iSPn(X)(SPn(f)jSPn(W ); SPn(W )):

Observaci�on 1.7. Por la propiedad de escisi�on del ��ndice de punto
�jo sabemos que ISPnX (f;K) no depende de las elecciones del entorno
N de K ni del conjunto abierto W .

Obs�ervese tambi�en que la de�nici�on anterior tiene sentido en el caso,
algo m�as restrictivo, de que K sea un compacto invariante aislado y N
un entorno aislante de K.

3. Propiedad aditiva del ��ndice n�sim�etrico

En esta secci�on demostraremos el resultado m�as importante del
cap��tulo: la propiedad aditiva del ��ndice de punto �jo en los productos
sim�etricos SPn(X), con X un ANR localmente compacto. Desde el
momento en que uno se plantea realizar c�alculos con el ��ndice de punto
�jo, la propiedad aditiva se convierte en una herramienta fundamental,
puesto que nos permite, por ejemplo, calcular el ��ndice de punto �jo
sobre un compacto invariante operando sobre sus componentes conexas
-siempre que la funci�on no las intercambie-, lo cual simpli�ca el pro-
blema enormemente.
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Lema 1.8. Sea X un ANR localmente compacto. Sean U1 y U2 dos
subconjuntos abiertos disjuntos de X. Entonces,

SPn(U1 [ U2) �=
[

0�j�n

(SPj(U1)� SPn�j(U2));

donde entenderemos que la igualdad anterior signi�ca que los dos espa-
cios son homeomorfos. Adem�as, el producto cartesiano
SPj(U1) � SPn�j(U2) lo identi�camos con SPn(U1) cuando j = n y
con SPn(U2) cuando j = 0.

Demostraci�on. Construimos la siguiente aplicaci�on,

� :
[

0�j�n

(SPj(U1)� SPn�j(U2)) ! SPn(U1 [ U2)

([x1; : : : ; xj]; [xj+1; : : : ; xn]) 7! [x1; : : : ; xn]:

Queremos demostrar que � es un homeomor�smo. Es inmediato com-
probar que � est�a bien de�nida. Veamos que es biyectiva. Sea
[x1; : : : ; xn] 2 SPn(U1 [ U2) cuyas primeras j coordenadas se encuen-
tren en U1 y las segundas n�j coordenadas en U2. Veamos por ejemplo
que la aplicaci�on � es sobreyectiva. La inyectividad es similar. Para
[x1; : : : ; xn] 2 SPn(U1 [ U2) dado, se tiene la igualdad,

�([x1; : : : ; xj]; [xj+1; : : : ; xn]) = [x1; : : : ; xn]:

Es decir que para cualquier elemento [x1; : : : ; xn] 2 SPn(U1 [ U2),
podemos realizar una reordenaci�on de manera que la clase de equiva-
lencia de las primeras j coordenadas pertenezca a SPj(U1) y la clase de
equivalencia de las siguientes n�j coordenadas pertenezca a SPn�j(U2).

Demostremos, por �ultimo, que � es continua y abierta. Esto es una
consecuencia del siguiente diagrama:

n[
j=0

(SPj(U1)� SPn�j(U2))
�
�! SPn(U1 [ U2)

h " " �

n[
j=0

(U j
1 � Un�j

2 )
g
�! (U1 [ U2)

n;

donde � es la aplicaci�on cociente introducida en la observaci�on 1.3, la
aplicaci�on g es la aplicaci�on continua y abierta:

g :
n[

j=0

(U j
1 � Un�j

2 ) ! (U1 [ U2)
n

((x1; : : : ; xj); (xj+1; : : : ; xn)) 7! (x1; : : : ; xn);
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y

h :
n[

j=0

(U j
1 � Un�j

2 ) !
n[

j=0

(SPj(U1)� SPn�j(U2))

((x1; : : : ; xj); (xj+1; : : : ; xn)) 7! ([x1; : : : ; xj]; [xj+1; : : : ; xn]):

Seg�un el diagrama, � � h = � � g, as�� que � es continua por serlo
�, g y h. Adem�as, � es abierta porque transforma la imagen por h de
abiertos saturados en la imagen por � de abiertos saturados.

�

Con la descomposici�on anterior ya podemos demostrar la propiedad
aditiva del ��ndice n-sim�etrico.

Teorema 1.9. (Propiedad aditiva). Sea X un ANR localmente
compacto y sea U � X un abierto. Sean f : U ! X un sistema
semidin�amico y K un conjunto compacto e invariante con respecto a
f . Supongamos que K es uni�on disjunta de dos conjuntos compactos
e invariantes K1 y K2 que admiten entornos compactos N1 y N2 tales
que Perj(f) \Nm � Km para m = 1; 2 y j � n. Entonces:

ISPnX (f;K) =
nX

j=0

I
SPj
X (f;K1) � I

SPn�j
X (f;K2);

donde convenimos que ISP0X (f;Km) = 1 para m = 1; 2.

Demostraci�on. Podemos suponer que N = N1[N2 es un entorno
de K tal que N1 \N2 = ;. Escogemos entornos abiertos Um � Nm de
Km para m = 1; 2, tales que f(Um1) \ Um2 = ; si m1 6= m2.

Tenemos entonces que,

ISPnX (f;K) = iSPn(X)(SPn(f)jSPn(U1[U2); SPn(U1 [ U2))

I
SPj
X (f;Km) =

�
iSPj(X)(SPj(f)jSPj(Um); SPj(Um)) si j 2 f1; : : : ; ng

1 si j = 0;

con m = 1; 2.
Consideremos los espacios,

W1 = SPn(U1 [ U2) ; W2 =
n[

j=0

(SPj(U1)� SPn�j(U2))

X1 = SPn(X) ; X2 =
n[

j=0

(SPj(X)� SPn�j(X)):
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Vamos a construir tres aplicaciones �; F� y � correspondientes al
siguiente diagrama,

(3)

W1
SPn(f)
�! X1

� " " �

W2
F��! X2

y tales que SPn(f) = � � F� � �
�1.

Tomemos,

F� =
n_

j=0

(SPj(f)� SPn�j(f)):

Consideremos � : W2 ! W1 de�nida de manera natural,8>>>><>>>>:
�(SPj(K

0

1); SPn�j(K
0

2)) = SPn(K
0

) con

(
K

0

= K
0

1 [K
0

2

j 2 f1; : : : ; n� 1g

�(SPn(K
0

1)) = SPn(K
0

1)

�(SPn(K
0

2)) = SPn(K
0

2);

para cada K
0

m � Um con m = 1; 2. La aplicaci�on � es un homeomor�s-
mo sin m�as que acudir al lema 1.8.

An�alogamente tenemos otra aplicaci�on natural � : X2 ! X1 de�ni-
da por,8>>>><>>>>:
�(SPj(K

0

1); SPn�j(K
0

2)) = SPn(K
0

) con

(
K

0

= K
0

1 [K
0

2

j 2 f1; : : : ; n� 1g

�(SPn(K
0

1)) = SPn(K
0

1)

�(SPn(K
0

2)) = SPn(K
0

2);

para cada K
0

m � X con m = 1; 2.
Seg�un el diagrama 3 y las de�niciones de F�, � y � tenemos que

SPn(f) = � � F� � �
�1.

Sean ahora las nuevas aplicaciones f1 =  � ��1 : W1 ! X2 siendo
 : W2 ! X2 la inclusi�on, y sea f2 = SPn(f) � � : W2 ! X1. De esta
manera, el conjunto de puntos �jos del sistema semidin�amico SPn(f)
cumple,

S = fx 2 W1 : SPn(f)(x) = xg = fx 2 f�1
1 (W2) : (f2 � f1)(x) = xg;

y es compacto (porque es cerrado dentro del compacto SPn(K)).
Teniendo el cuenta que S es un conjunto compacto, que W1 y W2

son homeomorfos a trav�es de � y usando la propiedad conmutativa del
��ndice de punto �jo aplicada a f1 y f2:

ISPnX (f;K) = iSPn(X)(SPn(f)jSPn(U1[U2); SPn(U1 [ U2)) =
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= iX1(f2 � f1;W1) = iX1(f2 � f1; f
�1
1 (W2))

= iX1(f1 � f2;W2) = iX2(f1 � f2; f
�1
2 (W1))

= i[nj=0(SPj(X)�SPn�j(X))( � �
�1 � SPn(f) � �; (SPn(f) � �)

�1(W1)):

Como SPn(f) = � � F� � �
�1,

 � ��1 � SPn(f) � �j��1(SPn(f)�1(W1)) =  � ��1 � � � F�jF�1� (��1(W1))
:

Adem�as, ���1���F�jF�1� (��1(W1))
= F�jF�1� (��1(W1))

, pues la aplicaci�on
de la izquierda,

X2

�j
��1(W1)�! W1

��1
! W2


! X2;

es la identidad en X2.
Aplicando todo lo anterior y la propiedad aditiva del��ndice de punto

�jo, se obtiene,

iSPn(X)(SPn(f); SPn(U1 [ U2)) =

= i[nj=0(SPj(X)�SPn�j(X))( � �
�1 � � � F�; F

�1
� (��1(W1)))

= iX2(F�; F
�1
� (��1(W1))) = iX2(F�;W2)

=
nX

j=0

iX2(F�jSPj(U1)�SPn�j(U2); SPj(U1)� SPn�j(U2))

=
nX

j=0

iSPj(X)�SPn�j(X)(SPj(f)� SPn�j(f))jSPj(U1)�SPn�j(U2)

; SPj(U1)� SPn�j(U2))

=
nX

j=0

iSPj(X)(SPj(f)jSPj(U1); SPj(U1))

� iSPn�j(X)(SPn�j(f)jSPn�j(U2); SPn�j(U2));

que es lo que se quer��a demostrar. �

Proposici�on 1.10. (Propiedad aditiva generalizada). Sea X un
ANR. Sea U � X abierto. Sea f : U ! X un sistema semidin�ami-
co y K � U un conjunto compacto e invariante con respecto a f .
Supongamos que K es uni�on disjunta de m+ 1 conjuntos compactos e
invariantes, K =

Sm
j=0Kj. Entonces,

ISPnX (f;K) =
nX

js=0Pm
s=0 js=n

I
SPj0
X (f;K0) : : : I

SPjm
X (f;Km)

donde nuevamente convenimos que ISP0X (f;Kj) = 1 para j = 0; 1; 2; :::;m.

Demostraci�on. Por inducci�on en m. Si m = 1 entonces K =
K0 [ K1 y el enunciado es cierto sin m�as que aplicar el Teorema 1.9.
Supongamos ahora que la igualdad es cierta para todo entero positivo
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menor o igual quem. Demostr�emosla param+1. Usando el Teorema 1.9
en el primer paso y la hip�otesis de inducci�on en el segundo obtenemos,

ISPnX (f;K) =

=
nX

js=0
j0+j=n

I
SPj0
X (K0; f) � I

SPj
X ([m

j=1Kj; f)

=
nX

js=0
j0+j=n

I
SPj0
X (K0; f) �

0BB@ jX
js=0Pm
s=1 js=j

I
SPj1
X (K1; f) : : : I

SPjm
X (Km; f)

1CCA
=

nX
js=0Pm
s=0 js=n

I
SPj0
X (K0; f) : : : I

SPjm
X (Km; f);

que es lo que se quer��a demostrar. �

4. Otras propiedades

En esta secci�on demostramos dos propiedades importantes del��ndice
de punto �jo en productos sim�etricos: la propiedad conmutativa y la
propiedad de invarianza por homotop��as. A diferencia de la propiedad
aditiva estas propiedades se heredan de manera natural de las funda-
mentales del ��ndice cl�asico. Vamos a enunciarlas en las hip�otesis t��picas
del ��ndice de Conley aunque pueden demostrarse con condiciones m�as
d�ebiles.

Proposici�on 1.11. (Propiedad conmutativa). Sean X e Y ANR's
localmente compactos. Sean U � X y V � Y conjuntos abiertos, y

' : U ! Y ;  : V ! X;

dos aplicaciones continuas. Tomemos f =  � ', y, g = ' �  . Si
K � X es un conjunto compacto, invariante y aislado con respecto a
f , entonces '(K) es un conjunto compacto, invariante y aislado con
respecto a g, y, adem�as,

ISPnX (f;K) = ISPnY (g; '(K)):

Demostraci�on. Es un resultado conocido que, en las condiciones
del enunciado, '(K) es un conjunto compacto, invariante y aislado con
respecto a g (ver Teorema 1.12 de [64]). Tenemos que,

ISPnX (f;K) = iSPn(X)(SPn(f); SPn(U1))

= iSPn(X)(SPn( ) � SPn('); SPn(')
�1(SPn(V1)))

= iSPn(Y )(SPn(') � SPn( ); SPn( )
�1(SPn(U1)))

= iSPn(Y )(SPn(g); SPn(V1)) = ISPnY (g; '(K));
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donde Cl(U1) y Cl(V1) son entornos aislantes de K y '(K) respectiva-
mente. La segunda y cuarta igualdades proceden de las de�niciones de
' y  , y la tercera se debe a la propiedad conmutativa del ��ndice de
punto �jo aplicada a,

SPn(') : SPn(U1)! SPn(Y ) ; SPn( ) : SPn(V1)! SPn(X):

�

Corolario 1.12. Sea X un ANR localmente compacto, U � X
un subconjunto abierto y f : U ! X un sistema semidin�amico. Sea
Y � X otro ANR localmente compacto tal que f(X) � Y . Si K es un
conjunto compacto, invariante y aislado para f , entonces K tambi�en
es un conjunto compacto, invariante y aislado para f jY , y,

ISPnX (f;K) = ISPnY (f jY ; K):

Demostraci�on. Basta aplicar la Proposici�on 1.11 tomando g =
f jY . �

Proposici�on 1.13. (Invarianza por homotop��as). Sea X un ANR
localmente compacto. Sea f : U � �! X una aplicaci�on continua, tal
que U es un subconjunto abierto de X y � � R un intervalo compacto.
Sea N � X un entorno aislante para cada funci�on f� : U ! X.
Entonces ISPnX (f�; Inv(N; f�)) no depende de � 2 �.

Demostraci�on. Sea U0 abierto tal que Inv(N; f�) � U0 � N
8� 2 �. Consideremos la aplicaci�on f , restringida en su dominio,

f : U0 � �! X:

Como f� ' f�0 entonces SPn(f�) ' SPn(f�0) 8�; �
0 2 �.

Tenemos,
SPn(f�) : SPn(U0)! SPn(X);

con SPn(f�)(SPn(Inv(N; f�))) = SPn(f�(Inv(N; f�))) porque al ser
Inv(N; f�) � U0 � N entonces se tiene que SPn(Inv(N; f�)) =
Inv(SPn(N); SPn(f�)) � SPn(U0) � SPn(N).

De�nimos la aplicaci�on F : SPn(U0)� �! SPn(X) como,

FInv(N;f�);� = SPn(f�)(SPn(Inv(N; f�))) = SPn(f�(Inv(N; f�))):

Al ser f continua resulta sencillo ver que F tambi�en lo es. Ocurre que,

S� = Fix(SPn(f�)) � SPn(Inv(N; f�)) � SPn(U0) � SPn(N);

es un compacto 8� 2 �. De hecho el conjunto � = f(Inv(N; f�); �) 2
SPn(U0)� � : F (Inv(N; f�); �) = Inv(N; f�)g � SPn(N)� � es com-
pacto. Adem�as, resulta claro que la homotop��a F es compacta (su do-
minio se puede extender al compacto SPn(N) � �). En estas condi-
ciones, podemos aplicar la propiedad de invarianza por homotop��as del
��ndice de punto �jo en ANR's a nuestra homotop��a F y tenemos que
ISPnX (f�; Inv(N; f�)) no depende de �. �





CAP��TULO 2

C�alculo del ��ndice n-sim�etrico para

homeomor�smos del plano que conservan la

orientaci�on

RESUMEN: Sea f un homeomor�smo del plano. Sea K un sub-
conjunto compacto e invariante conteniendo a un punto �jo p de f tal
que p es aislado como �orbita peri�odica. En este cap��tulo calcularemos
el ��ndice n-sim�etrico de f en K0 la componente conexa de K que con-
tiene al punto �jo p. Distinguiremos dos situaciones diferentes. La m�as
sencilla es el caso en el que K sea invariante aislado. Cuando K no es
aislado como compacto invariante haremos uso de la compacti�caci�on
de Carath�eodory para poder reducir el problema a la situaci�on anterior.

1. Introducci�on

El problema de la existencia o no de homeomor�smos minimales de
Rm con un �unico punto omitido fue uno de los problemas propuestos
por S.Ulam, e incluido en el famoso Scottish Book, ([61], problema 115).
Existen varias respuestas parciales (ver por ejemplo [3], [4], [5], [61],
[70]), pero el problema permanece abierto. Como consecuencia del teo-
rema de traslaci�on de arcos de Brouwer ([13], [34]) tenemos que no
existen homeomor�smos minimales f : R2 ! R2. Para el plano mul-
tiperforado el problema ha resultado ser mucho m�as complicado. En
[39], M. Handel prob�o la no existencia de homeomor�smos minimales
de R2 n K, donde K es un conjunto �nito con, al menos, dos puntos,
y m�as recientemente Le Calvez y Yoccoz, en [55], han resuelto com-
pletamente este problema. Posteriormente, en [33], J. Franks di�o una
demostraci�on alternativa, m�as corta, usando t�ecnicas del ��ndice de Con-
ley.

Le Calvez y Yoccoz probaron la no existencia de homeomor�smos
minimales de R2 n K, para cualquier conjunto K �nito, utilizando la
teor��a del ��ndice de punto �jo. Dado un homeomor�smo local que
preserva la orientaci�on, f : U � R2 ! R2, ellos hacen un estudio
local en un entorno de un punto �jo p que es, localmente, un conjunto
invariante maximal y que no es ni repulsor ni atractor. Prueban que
existen enteros q; r � 1 tales que

iR2(f
k; p) =

�
1� rq si k 2 rZ
1 si k =2 rZ:

27
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Aunque el ��ndice de Conley facilita una demostraci�on muy breve
de la no existencia de homeomor�smos minimales de R2 n K, con K
�nito, no proporciona el profundo an�alisis local necesario para probar el
teorema de c�alculo anterior. No obstante, manipulando adecuadamente
cierta clase de objetos, los pares �ltrantes, las claves para los c�alculos
aparecen de manera natural y puede darse una demostraci�on elemental
([78]).

Uno de los principales objetivos de [81] fue proporcionar una prue-
ba alternativa, m�as breve y simple, del resultado enunciado, as�� co-
mo una generalizaci�on del mismo a conjuntos compactos, conexos,
invariantes y aislados. Las t�ecnicas est�an basadas en las ideas del ��ndice
de Conley, y pueden ser aplicadas a homeomor�smos, de�nidos lo-
calmente, arbitrarios. Se obtiene de este modo, un teorema general
que permite calcular el ��ndice de punto �jo de cualquier iteraci�on de
cualquier homeomor�smo local en un punto �jo, que sea un conjunto
invariante localmente maximal. Se emplea un tipo especial de index
pairs que llamaremos �ltraciones fuertes. Un hecho remarcable es que,
una vez obtenido uno de tales index pairs, el c�alculo del ��ndice de
punto �jo y los enteros q y r es inmediato. Se demuestra que estos
enteros dependen del comportamiento de f en el conjunto de salida
de una �ltraci�on fuerte dada. De modo m�as general, el mismo argu-
mento permite determinar el ��ndice de punto �jo de las iteraciones de
homeomor�smos en entornos aislantes de conjuntos compactos, inva-
riantes y aislados, que admiten �ltraciones fuertes. Finalmente, con la
ayuda de las t�ecnicas utilizadas en la primera parte del estudio, se com-
putan con facilidad los ��ndices de punto �jo de cualquier iteraci�on de un
homeomor�smo de�nido localmente, en cualquier conjunto compacto,
invariante, aislado y conexo.

Existe una interesante literatura dedicada al estudio del ��ndice de
punto �jo en un entorno de un punto �jo aislado (como punto �jo
pero no necesariamente como compacto invariante) y su relaci�on con la
din�amica de la funci�on. En este sentido recomendamos los trabajos de
Alonso y Campos ([2]), M.Brown ([14], [15], [16]), Dancer y Ortega,
([24]), Handel ([40]), Hirsch ([43], [44]), Le Calvez ([53], [54]), Pelikan
y Slaminka ([71]), Shub y Sullivan ([83]) y Simon ([84]).

Sea X un ANR localmente compacto. Sea la aplicaci�on continua,
de�nida localmente, f : U � X ! X, con U abierto de X. Dado un
conjunto N � U , de�nimos el conjunto de salida de N como,

N� = fx 2 N tal que f(x) =2 int(N)g:

Definici�on 2.1. (Par �ltrante) (V�ease [35]). Sea K un conjun-
to compacto, invariante y aislado, y sea (N;L), con L � N , un par
compacto contenido en el interior del dominio de f . El par (N;L) se
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denomina par �ltrante para K si N y L son las clausuras de sus inte-
riores y,

1) cl(N n L) es un entorno aislante de K,
2) L es un entorno de N� en N ,
3) f(L) \ cl(N n L) = ;.

La pr�oxima de�nici�on est�a basada en el concepto de par �ltrante, y
es clave para poder efectuar un c�alculo inmediato del ��ndice de punto
�jo de cualquier iteraci�on de un homeomor�smo, de�nido localmente,
del plano.

Definici�on 2.2. (Filtraci�on fuerte)(V�ease generalized �ltration pair
en [78]) Sea f : U � R2 ! R2 un homeomor�smo sobre la imagen y
sea K un conjunto compacto, invariante y aislado. Supongamos que
(N;L), con L � N , es un par compacto contenido en el interior de
U . El par (N;L) se llama �ltraci�on fuerte para K si N y L son las
clausuras de sus interiores y,

1) N y @(NnL) son homeomorfos a un disco y a S1 respectivamente.
2) cl(N n L) es un entorno aislante de K.
3) f(cl(N n L)) � int(N).
4) Para toda componente Li de L, @N(Li) es un arco, y existe un

disco topol�ogico Bi tal que @N(Li) � Bi � Li, Bi \N
� 6= ; y f(Bi) \

cl(N n L) = ;.

El teorema que a continuaci�on enunciamos garantiza, en determi-
nadas circunstancias, la existencia de �ltraciones fuertes.

Teorema 2.3. ([78], [81]) Sea f : U � R2 ! R2 un homeomor-
�smo sobre la imagen, con U abierto, y sea K un conjunto compacto,
invariante, aislado, conexo y no repulsor, K = Inv(V; f), donde V � U
es homeomorfo a una bola abierta. Entonces existe una �ltraci�on fuerte
(N;L) para K.

Sea f : U � R2 ! R2 un homeomor�smo sobre la imagen y sea
(N;L) una �ltraci�on fuerte para K, un conjunto compacto, invariante
y aislado. L es la uni�on de sus componentes L = L1 [ � � � [ Lm.

Tenemos que,

f jcl(NnL) : cl(N n L)! N;

y, para todo i, existe un j tal que f(@N(Li)) � int(Lj).
Consideremos el espacio cociente cl(N nL)= � que resulta de iden-

ti�car cada @N(Li) a un punto pi (si i 6= j entonces pi 6= pj).
Consideremos la aplicaci�on proyecci�on,
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� : cl(N n L)! cl(N n L)= �;

y

r : N ! cl(N n L);

retracci�on en la que cada Li se retrae a @N(Li), con r(x) = x si x 2
cl(N n L).

De�nimos, ahora, f 0 = � � r � f � ��1,

(4) f 0 : cl(N n L)= � nfp1; : : : ; pmg ! cl(N n L)= �

Resulta que f 0 es continua y, en un entorno su�cientemente peque~no
de K, f 0 � f . Como f(@N(Li)) � int(Lj), f

0 admite una �unica exten-
si�on continua,

f 0 : cl(N n L)= �! cl(N n L)= �;

tal que f 0(U 0(pi)) = pj para un entorno U 0(pi) de pi.

Tenemos f 0(fp1; : : : ; pmg) � fp1; : : : ; pmg. De hecho f 0(pi) = pj si,
y solo si, f(@N(Li)) � int(Lj).

Es claro que,

Fixcl(NnL)=�(f 0) � K [ fp1; : : : ; pmg;

y como cl(N n L) es un entorno aislante de K,

Fixcl(NnL)=�((f 0)
k) � K [ fp1; : : : ; pmg:

Adem�as, si f conserva orientaci�on todas las �orbitas peri�odicas de
f 0 fuera de K tienen el mismo per��odo ([78], [81]).

Observaci�on 2.4. Es importante recalcar que, aunque en las
secciones posteriores no lo indiquemos, el c�alculo del ��ndice n-sim�etrico
de punto �jo lo realizaremos sobre la funci�on f 0 construida anterior-
mente. Puesto que f 0 es una extensi�on continua de f 0 de�nida en (4)
y f 0 � f en un entorno su�cientemente peque~no del compacto K que
contenga a nuestro punto �jo, por la propiedad de escisi�on se tiene,

in(f 0; K) = in(f
0; K) = in(f;K):

Antes de comenzar con el c�omputo del ��ndice n-sim�etrico conviene
realizar una observaci�on y establecer la notaci�on est�andar que usaremos
de manera frecuente en todos los cap��tulos posteriores.
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Notaci�on 2. Sea X un ANR. Sea U � X abierto. Sea f : U ! X
un sistema semidin�amico y K � U un conjunto compacto e invariante
en las condiciones anteriores. Para reducir la notaci�on llamaremos,

in(U) = iSPn(X)(SPn(f); SPn(U))

in(K) = ISPnX (f;K):

Cuando sea necesario indicar el espacio ambiente o el sistema semi-
din�amico lo haremos notar llamando iX;n(f;K) = ISPnX (f;K). Cuando
aparezca el ��ndice n-sim�etrico con sub��ndice cero, convendremos en uti-
lizar la notaci�on i0(: : : ) = 1 con el �n de que tanto los c�alculos como
las f�ormulas obtenidas sean m�as claras y legibles. Es importante obser-
var que la expresi�on i0(: : : ) = 1 es un convenio de notaci�on y no tiene
signi�cado topol�ogico alguno.

Notaci�on 3. Desde este momento utilizaremos la notaci�on,�
r

s

�
r; s 2 Z;

para indicar los subconjuntos de s elementos en uno de r elementos, de
suerte que, �

r

s

�
= 0 si

8><>:
s > r

�o

r �o s 2 Z�:

Comenzaremos estudiando los casos en que nuestro punto �jo fpg
es aislado como compacto invariante para luego estudiar la situaci�on
general.

De ahora en adelante, salvo que se especi�que lo contrario,
siempre supondremos que f es un homeomor�smo del plano
que conserva la orientaci�on.

2. C�alculo del ��ndice n-sim�etrico cuando fpg es aislado
como compacto invariante

En esta secci�on calcularemos el ��ndice n-sim�etrico de un punto �jo
aislado como compacto invariante de un homeomor�smo del plano que
conserva orientaci�on. Usando las t�ecnicas de ��ndice de Conley de la sec-
ci�on anterior podemos reducir el problema al estudio de una aplicaci�on
continua en un AR compacto.

En primer lugar vamos a ocuparnos de la situaci�on m�as simple: el
caso en el que p es un atractor o m�as generalmente si K es un atractor
que no desconecta el espacio -de forma trivial- (ver [9], [56] o [57] para
obtener informaci�on sobre la teor��a de la forma).

Bajo estas hip�otesis es bien conocido por los trabajos de K�er�ekjarto
que existe un bloque aislante N para f tal que N� = ; y N es un
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disco topol�ogico. Por tanto, teniendo en cuenta que SPn(N) es un AR,
tenemos que para todo n 2 N,

in(K) = in(N) = �(SPn(f)) = 1:

De manera similar podemos concluir, usando la propiedad aditiva,
que si K es un repulsor que no desconecta el plano tambi�en se tiene
que in(K) = 1. Esto es, sea K = K0 [ K1 con K0 la componente
conexa de K que contiene al punto �jo repulsor y K1 la uni�on del resto
de componentes conexas. La propiedad aditiva dice que,

in(K) =
nX

j=0

ij(K0) � in�j(K1):

Teniendo en cuenta que in(K0) = 1 e in(K1) = 0 concluir��amos que
in(K) = 1.

Por tanto, de ahora en adelante, nos ocuparemos de realizar el c�alcu-
lo del ��ndice n-sim�etrico sobre un K conjunto compacto invariante que
contiene a un punto �jo ni atractor ni repulsor.

2.1. C�alculo del ��ndice n-sim�etrico cuando fpg es aislado
como compacto invariante y f 0 tiene m puntos �jos m�as. El
c�omputo que vamos a realizar se basa en el siguiente lema t�ecnico.

Lema 2.5. Sea m 2 Z+ y sea la siguiente sucesi�on de�nida por
recurrencia,

a0 = 1
nX

j=0

�
n� j +m� 1

m� 1

�
aj = 1 8n � 1:

Entonces,

an = (�1)n
�
m� 1

n

�
8n = 1; 2; 3; : : :

Demostraci�on. Utilicemos la siguiente notaci�on,

S(m;n) =
nX

j=0

(�1)j
�
n� j +m� 1

m� 1

��
m� 1

j

�
:

Empecemos por demostrar que,

(5) S(m;n) + S(m+ 1; n+ 1) = S(m+ 1; n) + S(m;n+ 1)

8m;n 2 Z+. Sea,

S(m+ 1; n+ 1) =
n+1X
j=0

(�1)j
�
n� j +m+ 1

m

��
m

j

�
:
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Usando la igualdad combinatoria,�
n� j +m+ 1

m

�
=

�
n� j +m

m

�
+

�
n� j +m

m� 1

�
;

obtenemos,
S(m+ 1; n+ 1) =

=
n+1X
j=0

(�1)j
�
n� j +m

m

��
m

j

�
+

n+1X
j=0

(�1)j
�
n� j +m

m� 1

��
m

j

�

=
nX

j=0

(�1)j
�
n� j +m

m

��
m

j

�
+

n+1X
j=0

(�1)j
�
n� j +m

m� 1

��
m

j

�

= S(m+ 1; n) +
n+1X
j=0

(�1)j
�
n� j +m

m� 1

��
m

j

�
:

Para la segunda suma del miembro derecho de la igualdad anterior
utilicemos que, �

m

j

�
=

�
m� 1

j

�
+

�
m� 1

j � 1

�
;

obteniendo,
n+1X
j=0

(�1)j
�
n� j +m

m� 1

��
m

j

�
=

n+1X
j=0

(�1)j
�
n� j +m

m� 1

��
m� 1

j

�

+
n+1X
j=0

(�1)j
�
n� j +m

m� 1

��
m� 1

j � 1

�

=
n+1X
j=0

(�1)j
�
(n+ 1)� j +m� 1

m� 1

��
m� 1

j

�

+
nX

j=0

(�1)j+1

�
n� j +m� 1

m� 1

��
m� 1

j

�
= S(m;n+ 1)� S(m;n):

De esta �ultima igualdad obtenemos que

S(m+ 1; n+ 1) = S(m+ 1; n) + S(m;n+ 1)� S(m;n);

que es equivalente a la ecuaci�on (5). Como esa igualdad se cumple para
todo m;n enteros positivos entonces tambi�en se cumple la igualdad,
(6)
S(m+r+1; n+s+1) = S(m+r+1; n+s)+S(m+r; n+s+1)�S(m+r; n+s);

para cualesquiera m;n 2 Z+, con r 2 f�(m� 1); : : : ;�1; 0; 1; : : : ;m�
1g y s 2 f�(n� 1); : : : ;�1; 0; 1; : : : ; n� 1g.

Demostremos ahora por inducci�on sobre m+ n que,

(7) S(m;n) = 1 8m;n 2 Z+
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Supongamos que m+ n = 2. Tenemos un caso m = 1; n = 1,

S(1; 1) =
1X

j=0

(�1)j
�
1� j + 1� 1

1� 1

��
1� 1

j

�
= 1:

Supongamos que la hip�otesis del enunciado se cumple para m + n +
1. Ve�amoslo para m + n + 2. Hay que comprobar que para cualquier
combinaci�on del tipo m+r+1 y n+s+1 con (m+r+1)+(n+s+1) =
m+ n+2 se cumple que S(m+ r+1; n+ s+1) = 1 para r 2 f�(m�
1); : : : ;�1; 0; 1; : : : ;m � 1g y s 2 f�(n � 1); : : : ;�1; 0; 1; : : : ; n � 1g.
Pero usando la ecuaci�on 6 y la hip�otesis de inducci�on,

1 + S(m+ r + 1; n+ s+ 1) = 1 + 1) S(m+ r + 1; n+ s+ 1) = 1;

para cualesquiera r 2 f�(m�1); : : : ;�1; 0; 1; : : : ;m�1g y s 2 f�(n�
1); : : : ;�1; 0; 1; : : : ; n� 1g.

Llegados a este punto hemos conseguido demostrar que la sucesi�on,

an = (�1)n
�
m� 1

n

�
n = 1; 2; 3; : : :

cumple las dos condiciones del enunciado del lema. Ahora hemos de
demostrar unicidad, es decir, si fbng

1
n=1 es otra sucesi�on que cumple

las condiciones,

b0 = 1
nX

j=0

�
n� j +m� 1

m� 1

�
bj = 1 8n � 1;

entonces an = bn para todo n = 0; 1; 2; 3; : : : . Sea la sucesi�on cn =
an � bn; observando que tanto an como bn cumplen las condiciones del
enunciado del lema, entonces,

c0 = 0
nX

j=0

�
n� j +m� 1

m� 1

�
cj = 0 8n � 1;

pero entonces, basta aplicar inducci�on en n para demostrar que cn = 0
para todo n = 0; 1; 2; : : : , lo cual implica que an = bn y que la sucesi�on
que cumple las dos condiciones del enunciado del lema es �unica. �

Notaci�on 4. SeaM un AR compacto y sea f :M !M un sistema
semidin�amico. Denominaremos Perf al conjunto de puntos peri�odicos
de f y Fixf al conjunto de puntos �jos de f .

Teorema 2.6. Sea M un AR compacto y conexo, sea f : M !
M un sistema semidin�amico y K un conjunto compacto, invariante
y aislado, de manera que Perf � K � M . Supongamos que K =
[m
j=0Kj, uni�on disjunta de compactos invariantes y aislados, con m �
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1. Supongamos tambi�en que ijs(Ks) = 1 8js 2 f0; : : : ; ng y 8s 2
f1; : : : ;mg. Entonces,

in(K0) = (�1)n
�
m� 1

n

�
:

En particular in(K0) = 0 8n � m.

Demostraci�on. Por la propiedad de escisi�on del ��ndice n-sim�etri-
co,

in(f;K) = in(f;M):

Aplicando el teorema de Lefschetz-Hopf (v�eanse [51], [31], [46]),

in(f;M) = �(SPn(f)):

Como M es un AR entonces SPn(M) tambi�en lo es (por la retracci�on
natural inducida), y, en ese caso, como todo AR es contractible (v�ease
[45]), todos los grupos de homolog��a de SPn(M) ser��an cero excepto el
H0(SPn(M)) = Z. Por otra parte, acudiendo a la de�nici�on de n�umero
de Lefschetz (v�eanse [31], [87], [46]),

�(SPn(f)) =
�X

j=0

(�1)jtr(Hj(SPn(f))) = 1:

Juntando todo lo anterior, in(K) = 1 para todo n.
Usando la propiedad aditiva generalizada demostrada en la Proposi-

ci�on 1.10,
nX

js=0Pm
s=1 js=n

ij0(K0) : : : ijm(Km) = 1:

Con la hip�otesis ijs(Ks) = 1 8js 2 f0; : : : ; ng y 8s 2 f1; : : : ;mg se
obtiene,

nX
j0=0

ij0(K0)

2664 n�j0X
js=0Pm

s=1 js=n�j0

1

3775 = 1:

Usando el concepto de combinaci�on con repetici�on queremos meter
n � j0 bolas en m urnas de modo que pueda haber repetici�on. En-
tonces,

n�j0X
js=0Pm

s=1 js=n�j0

1 =

�
n� j0 +m� 1

n� j0

�
=

�
n� j0 +m� 1

m� 1

�
:

As�� que entonces,
nX

j0=0

�
n� j0 +m� 1

m� 1

�
ij0(K0) = 1:
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Es decir,
nX

j=0

�
n� j +m� 1

m� 1

�
ij(K0) = 1:

Tomando aj = ij(K0) y aplicando el Lema 2.5 se concluye. �

Corolario 2.7. Sea U � R2 un subconjunto abierto del plano. Sea
f : U ! f(U) � R2 un homeomor�smo que conserva la orientaci�on.
Sea p 2 U un punto �jo ni atractor ni repulsor de f o m�as general-
mente sea K0 � U un conjunto compacto, invariante y aislado de forma
trivial que no es atractor ni repulsor. Si la aplicaci�on �f 0 inducida (ver
introducci�on de este cap��tulo) tiene r �orbitas de per��odo q = 1, es decir
r puntos �jos, se tiene que

in(f;K0) = (�1)n
�
rq � 1

n

�
= (�1)n

�
r � 1

n

�
:

Demostraci�on. Se trata de una consecuencia inmediata del re-
sultado anterior aplicado a �f 0. �

Observemos sin embargo que Le Calvez y Yoccoz, en su art��cu-
lo [55], prueban que, dado un homeomor�smo local que preserva la
orientaci�on, f : U � R2 ! R2, para cualquier punto �jo aislado co-
mo compacto invariante fpg, ni atractor ni repulsor, existen enteros
q; r � 1 tales que,

iR2(f
k; fpg) =

�
1� rq si k 2 qZ
1 si k =2 qZ:

Estos enteros q; r � 1 son exactamente las �orbitas peri�odicas que f 0

tiene fuera de K0. En particular, bajo las hip�otesis de nuestro corolario,
como suponemos que f 0 no tiene sino puntos �jos fuera de K0, q = 1 y
r es exactamente su cardinal.

Ejemplo 1. Veamos ahora la aplicaci�on del teorema 2.6 y del coro-
lario 2.7 a un ejemplo concreto. Sea U � R2 abierto y sea un ho-
meomor�smo f : U � R2 ! R2 que responda a la din�amica de la
�gura 1.

En particular el homeomor�smo f posee un punto �jo p y la co-
rrespondiente funci�on continua asociada f 0 otros cuatro puntos �jos
m�as, es decir, bajo las condiciones del teorema 2.6 y del corolario 2.7
tendr��amos m = rq = 4 (r = 4; q = 1). Aplicando, pues, dicho teorema
se obtendr��a la siguiente expresi�on para el ��ndice n-sim�etrico de f , para
todo s 2 N,

in(f; fpg) = in(f
s; fpg) = (�1)n

�
4� 1

n

�
=

8>>><>>>:
�3 si n = 1

+3 si n = 2

�1 si n = 3

0 si n � 4:
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Figura 1. Sistema din�amico f cuya f 0 tiene un punto
�jo aislado y cuatro puntos �jos m�as.

2.2. C�alculo del ��ndice n-sim�etrico cuando fpg es aislado
como compacto invariante y f 0 tiene r �orbitas peri�odicas de
periodo q > 1. Queremos ahora calcular el ��ndice in(K0) en el caso
de que f 0 posea r �orbitas peri�odicas de periodo q > 1.

Empezamos llamando,

S(m;n) =
nX

j=0

�
n� j +m� 1

m� 1

�
(�1)j

�
m� 1

j

�
:

En el Lema 2.5 de la secci�on anterior ya demostramos que
S(m;n) = 1 8m;n 2 Z+.

Teorema 2.8. Sea M un AR compacto conexo, sea f : M !
M un sistema semidin�amico y K un conjunto compacto, invariante
y aislado, de manera que Perf � K � M . Supongamos que K se
descompone como uni�on disjunta K = [m

j=0Kj, conm � 1, donde K0 es
un conjunto compacto, invariante y aislado y cada Kj con j = 1; : : : ;m
es un conjunto compacto, invariante y aislado que cumple,

Kj = K1j [ � � � [Kqj;

siendo K�j conjuntos compactos que satisfacen f(K�j) � K(�+1)j para
todo � = 1; : : : ; q y para todo j = 1; : : : ;m (identi�camos K(q+1)j =
K1j). Supongamos tambi�en que

ijs(Ks) =

(
1 si q j js
0 si q - js;

8js 2 f0; : : : ; ng y 8s 2 f1; : : : ;mg. Sea [n=q] la parte entera de n=q.
Entonces,

in(K0) = (�1)[n=q]
�
m� 1

[n=q]

�
:
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Demostraci�on. Por la propiedad de escisi�on del ��ndice n-sim�etri-
co,

in(f;K) = in(f;M):

Aplicando el teorema de Lefschetz-Hopf (v�eanse [51], [31], [46]),

in(f;M) = �(SPn(f)):

Como M es un AR entonces SPn(M) tambi�en lo es (por la retracci�on
natural inducida), y, en ese caso, como todo AR es contractible (v�ease
[45]), todos los grupos de homolog��a de SPn(M) ser��an cero excepto el
H0(SPn(M)) = Z. Por otra parte, acudiendo a la de�nici�on de n�umero
de Lefschetz (v�eanse [31], [87], [46]),

�(SPn(f)) =
�X

j=0

(�1)jtr(Hj(SPn(f))) = 1:

Juntando todo lo anterior,

in(K) = 1:

Usando la propiedad aditiva generalizada demostrada en la Proposici�on
1.10,

nX
js=0Pm
s=0 js=n

ij0(K0) : : : ijm(Km) = 1:

Con la hip�otesis

ijs(Ks) =

(
1 si q j js
0 si q - js;

8js 2 f0; : : : ; ng y 8s 2 f1; : : : ;mg, y haciendo los cambios de sub��ndice

de sumaci�on js = qejs 8s 2 f1; : : : ;mg se obtiene,

(8)
nX

j0=0

j0+qej1+

[n=q]X
ejs=0

���+qejm=n

ij0(K0) � iqej1(K1) : : : iqejm(Km) = 1:

Supongamos ahora que n � � (mod q) siendo � 2 f0; 1; : : : ; q � 1g;
llamemos n = N � q+ � donde N = [n=q]. Haciendo ahora el cambio de

sub��ndice de sumaci�on ej0 = (j0 � �)=q se nos queda,

[n=q]X
ej0=0

qej0+qej1+

[n=q]X
ejs=0

���+qejm=qN

iqej0+�(K0) � iqej1(K1) : : : iqejm(Km) = 1:

Es decir,

[n=q]X
ejs=0

ej0+���+ejm=[n=q]

iqej0+�(K0) � iqej1(K1) : : : iqejm(Km) = 1:
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Utilizando de nuevo el dato,

ijs(Ks) =

(
1 si q j js
0 si q - js;

8js 2 f0; : : : ; ng y 8s 2 f1; : : : ;mg la suma anterior se puede escribir
de la siguiente manera,

[n=q]X
ej0=0

iqej0+�(K0)

0BBB@
[n=q]�ej0X
ejs=0

ej1+���+ejm=[n=q]�ej0

1

1CCCA = 1:

Usando el concepto de combinaci�on con repetici�on queremos meter
[n=q]� ej0 bolas en m urnas de modo que pueda haber repetici�on. En-
tonces,

[n=q]�ej0X
ejs=0

ej1+���+ejm=[n=q]�ej0

1 =

�
[n=q]� ej0 +m� 1

[n=q]� ej0
�
=

�
[n=q]� ej0 +m� 1

m� 1

�
:

Por tanto,

[n=q]X
ej0=0

�
[n=q]� ej0 +m� 1

m� 1

�
iqej0+�(K0) = 1:

O escribi�endolo con ��ndice j,

[n=q]X
j=0

�
[n=q]� j +m� 1

m� 1

�
iqj+�(K0) = 1:

En el caso de que 1 � n � q � 1, entonces de la igualdad anterior
obtenemos que,

in(K0) = i�(K0) = 1:

Tomando ahora la sucesi�on aj = iqj+�(K0) y [n=q] en vez de n, se
cumplen las condiciones del Lema 2.5 y se puede concluir que,

in(K0) = (�1)[n=q]
�
m� 1

[n=q]

�
:

�

Corolario 2.9. Sea U � R2 un subconjunto abierto del plano. Sea
f : U ! f(U) � R2 un homeomor�smo que conserva la
orientaci�on. Sea p 2 U un punto �jo ni atractor ni repulsor de f (o,
m�as en general, K0 � U un conjunto compacto, invariante y aislado
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no atractor ni repulsor de forma trivial). Entonces existen dos enteros
q; r � 1 tales que,

in(f;K0) = (�1)[n=q]
�
r � 1

[n=q]

�
:

Demostraci�on. Le Calvez y Yoccoz, en su art��culo [55], prueban
que, dado un homeomor�smo local que preserva la orientaci�on, f : U �
R2 ! R2, para cualquier punto �jo fpg ni atractor ni repulsor existen
enteros q; r � 1 tales que,

iR2(f
k; fpg) =

�
1� rq si k 2 qZ
1 si k =2 qZ:

Estos enteros corresponden al n�umero de �orbitas peri�odicas (r) y su
per��odo (q) de la funci�on asociada f 0 sin m�as que acudir a la referencia
[78].

�

Por otra parte obs�ervese que

(9) iR2(f
q; fpg) = 1� rq:

Si aplicamos sobre f rq el teorema 2.6 obtendr��amos,

in(f
q; fpg) = (�1)n

�
rq � 1

n

�
para n � 1:

Ejemplo 2. Veamos ahora la aplicaci�on del teorema 2.8 y del coro-
lario 2.9 a un ejemplo concreto. Sea U � R2 abierto y sea un ho-
meomor�smo g : U � R2 ! R2 obtenido componiendo el homeomor-
�smo f del ejemplo 1 con una rotaci�on de �angulo �=2. La aplicaci�on g
responder��a a una din�amica como la de la �gura 2.

Figura 2. Sistema din�amico f cuya f 0 tiene un punto
�jo aislado y una �orbita peri�odica.
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En particular el homeomor�smo g posee un punto �jo p aislado
como compacto invariante y f 0 tiene una �orbita peri�odica de periodo
4 m�as, es decir, en las condiciones del teorema 2.8 y del corolario 2.9
tendr��amos r = 1 y q = 4. Aplicando, pues, dicho teorema se obtendr��a
la siguiente expresi�on para el ��ndice n-sim�etrico de g,

in(g; fpg) = (�1)[n=4]
�
1� 1

[n=4]

�
=

(
+1 si n = 1; 2; 3

0 si n � 4:

Tambi�en como consecuencia del teorema 2.8 podemos dar una
demostraci�on simple del siguiente resultado.

Teorema 2.10. (Le Calvez, Yoccoz [55].) Sean F � S2 un subcon-
junto �nito y f : S2nF ! S2nF un homeomor�smo. Entonces f no es
minimal, esto es, existe x tal que su �orbita completa por f no es densa
en S2.

Demostraci�on. Supongamos que f fuera minimal. Podemos ex-
tender f a un homeomor�smo de la esfera. Tomando una potencia par
y su�cientemente grande tambi�en podemos suponer que f conserva
orientaci�on y F = Fix(f).

Para cada entero m consideramos SPm(S
2) y SPm(f) el homeo-

mor�smo inducido por f . Teniendo en cuenta que cada p 2 F es un
conjunto invariante aislado que no es atractor ni repulsor, existe mp tal
que i(SPk(f); p) = 0 para cada k > mp.

As��, tomando m > �p2Fmp y usando la propiedad aditiva tenemos
que 0 = i(SPm(f); F ) = i(SPm(f); SPm(S

2)) = m + 1 (obs�ervese que
SPm(S

2) es homeomorfo a CPm) y hemos llegado a una contradicci�on.
�

3. C�alculo del ��ndice n-sim�etrico cuando fpg es no aislado
como compacto invariante

Antes de entrar en materia necesitamos recordar las nociones b�asicas
de la compacti�caci�on de Carath�eodory. El teorema de de la aplicaci�on
conforme de Riemann a�rma que se puede transformar de manera con-
forme todo abierto simplemente conexo del plano en el disco unidad
abierto. Carath�eodory desarroll�o la teor��a de �nales primos para en-
tender el comportamiento de la transformaci�on conforme cerca de la
frontera. Se trata por tanto de una teor��a que naci�o dentro de la variable
compleja, pero que ha encontrado bastantes aplicaciones en din�amica
y teor��a de punto �jo, ver por ejemplo [54] o [72] por citar dos trabajos
muy destacados. Tambi�en se puede utilizar para demostrar resultados
topol�ogicos generales (v�ease [15]) o resultados sobre periodicidad y
descomponibilidad (v�ease [93]).

Sea B � C el disco unidad abierto y sea f : B ! G � C [ f1g
una funci�on conforme y sobreyectiva. El problema de si f admite una
extensi�on continua a cl(B) = B [ S1, de�niendo f(z) = l��mx!z f(x)
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para z 2 S1, tiene una respuesta topol�ogica. Se tiene que f admite
una extensi�on si y solo si @G es localmente conexo. El problema de
si f tiene una extensi�on inyectiva posee, a su vez, otra respuesta de
naturaleza topol�ogica: f tiene una extensi�on inyectiva si y solo si @G
es una curva de Jordan (ver el teorema de Carath�eodory en [73]). Si
@G es localmente conexo pero no una curva de Jordan, existen puntos
de @G que poseen varias preim�agenes. La situaci�on se torna mucho m�as
complicada si @G no es localmente conexo. Carath�eodory introdujo la
noci�on de �nal primo para describir este caso. Los puntos z 2 S1 se
corresponden uno a uno a los �nales primos de G y el l��mite f(z) existe
si y solo si el �nal primo contiene solo un punto (ver [73]).

Sea D � R2 un dominio abierto simplemente conexo conteniendo
al punto del in�nito tal que @D contiene m�as de un punto. Entonces
@D es acotado. Una cortadura es un arco simple, C, dentro de D,
exceptuando sus extremos. Si C es una cortadura de D entonces D nC
est�a formado exactamente por dos componentes A1 y A2 tales que
D \ @(A1) = D \ @(A2) = C n f puntos �nales g.

Una sucesi�on fCng de cortaduras mutuamente disjuntas y tal que
cada Cn separa Cn�1 y Cn+1 se denomina una cadena. Una cadena
de cortaduras induce una cadena de dominios encajados (acotados por
cada Cn) : : : Dn+1 � Dn : : : . Cada cadena de cortaduras de�ne un
�nal. Dos cadenas de cortaduras, fCng y fC

0
ng, son equivalentes si para

cada n 2 N existe m(n) tal que Dm � D0
n y D0

m � Dn para cada
m > m(n). Diremos que cadenas equivalentes de cortaduras inducen
el mismo �nal. Si P y Q son �nales representados por cadenas de
cortaduras fC(P )ng y fC(Q)ng tal que para cada n, D(P )m � D(Q)n
si m > m(n) diremos que P divide Q. Un �nal primo P es un �nal que
no puede ser dividido por ning�un otro.

Sea P un �nal primo. El conjunto de puntos de P es la intersec-
ci�on E =

T
n2N cl(D(P )n) donde fD(P )ng es una sucesi�on de dominios

acotados por cualquier sucesi�on de cortaduras que represente P . Un
punto principal de P es un punto l��mite de una cadena de cortaduras
que representa a P con di�ametros tendiendo a 0. El conjunto HP � E
de puntos principales de un �nal primo P es un continuo (conjunto
compacto y conexo) (ver [18] o [19] para m�as detalles).

Cada cadena de cortaduras que induce un �nal primo P determina
una base de entornos de P . Obtenemos, de esta forma, una topolog��a
en el conjunto de los �nales primos de D. De manera m�as precisa, si
P es el conjunto de �nales primos de D y D� es la uni�on disjunta de
D y P, podemos de�nir una topolog��a en D� de tal manera que dicho
conjunto sea homeomorfo al disco cerrado y su borde est�e compuesto
por los �nales primos. Basta con de�nir una base de entornos del �nal
primo P 2 P. Dada una sucesi�on de dominios fD(P )ng, producimos
una base de entornos fUng de P en D�. Cada Un est�a formado por los
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puntos en D(P )n y por los �nales primos Q tales que D(Q)m � D(P )n
para m su�cientemente grande.

Si S2 es la esfera bidimensional R2 [ f1g y 1 2 D � S2 es un do-
minio abierto simplemente conexo, la compacti�caci�on natural, debida
a Carath�eodory, ver [18], de D obtenida adjuntando a D un conjunto
homeomorfo a la esfera unidimensional S1 se denomina la compacti�-
caci�on de �nales primos de D. Identi�camos R2 = C y consideramos
un homeomor�smo conforme g : D ! S2 n B (donde B es el disco
B = fz 2 C : jzj � 1g). Ahora la esfera unidimensional S1 se adjunta
a D usando g. Cada punto de S1 se corresponde con un �nal primo de
D.

Sea U � R2 abierto y sea f : U ! f(U) � R2 un homeomor�smo.
Sea p un punto �jo no aislado como compacto invariante de f que no sea
l��mite de �orbitas peri�odicas. En estas condiciones no podemos emplear
las t�ecnicas de ��ndice de Conley consideradas en secciones anteriores.
Haremos uso de la teor��a de �nales primos para solventar este problema.

Tomemos un disco cerrado J centrado en p su�cientemente peque~no.
Si p no es aislado, Inv(f; J) = K es un compacto que toca a la fron-
tera de J . Sea K0 la componente conexa de K que contiene a p. Es
inmediato comprobar que K0 no descompone el plano y por tanto se
puede aplicar la construcci�on de Carath�eodory a R2nK0. De esta forma
obtenemos un disco cerrado D.

Consideremos D � R2 un disco abierto tal que K � J � U � D
de tal manera que todas las �orbitas peri�odicas de per��odo � n est�en
contenidas en Dc [K.

Es bien conocido, ver [54] o [79], que se puede suponer que los
puntos �jos, o m�as generalmente �orbitas peri�odicas, de la extensi�on de
f en P son un conjunto �nito y cada una de ellas ahora es un compacto
invariante aislado, en la compacti�caci�on D.

En consecuencia tenemos tres posibles tipos de �nales primos �jos,
representados en la �gura 3, seg�un sean sus bloques aislantes y sus
�ltraciones asociadas.

Figura 3. Tipos de �orbitas que surgen despu�es de
aplicar la compacti�caci�on de Carath�eodory.
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A lo largo de esta secci�on utilizaremos un hecho conocido (ver las
referencias [31], [51] y [87]): aplicando la de�nici�on de n�umero de Lefs-
chetz y de la caracter��stica de Euler tenemos que,

�(id) = �(X);

siendo X un ANR e id : X ! X la aplicaci�on identidad en X. M�as
generalmente, para cualquier aplicaci�on continua f : X ! X hom�otopa
a la identidad tenemos que,

�(f) = �(X):

En particular, todo homeomor�smo plano que conserve la orientaci�on
es hom�otopo a la identidad.

A partir del teorema de Lefschetz-Hopf aplicado al n-producto sim�e-
trico de la esfera y de la compacti�caci�on de Carath�eodory, D, de S2nK0

se tiene que,

in(D
c [K0) = �(SPn(f)) = �(SPn(S

2)):

Acudiendo por ejemplo a la referencia [1] sabemos que,

SPn(S
2) es homeomorfo a CP n:

Por tanto,

�(SPn(S
2)) = �(CP n):

El hecho de que los grupos de homolog��a Hk(CP
n) sean todos cero

excepto aquellos que corresponden a los valores pares de k, con 1 �
k � 2n, que son iguales a Z, podemos escribir,

�(CP n) = n+ 1:

Juntando todo lo anterior concluimos,

(10) in(D
c [K0) = �(SPn(S

2)) = �(CP n) = n+ 1:

Por otra parte, considerando un entorno su�cientemente peque~no
U � D de los �nales primos peri�odicos que hayan podido surgir,

(11) in(D
c [ U) = �(SPn(f)) = �(SPn(D)) = 1

La �ultima igualdad es consecuencia de que D y por tanto SPn(D)
son contractibles (v�ease [1]).

Usando (10) y (11), y aplicando la propiedad aditiva resultar��a,

(12)

8>>>><>>>>:

nX
j=0

ij(K0) � in�j(D
c) = n+ 1:

nX
j=0

ij(U) � in�j(D
c) = 1:
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Figura 4. Situaci�on antes de la compacti�caci�on de Carath�eodory.

Restando las dos ecuaciones anteriores,

(13) in(K0)� in(U) +
n�1X
j=1

[in�j(K0)� in�j(U)] � ij(D
c) = n:

A partir de esta igualdad en n y en n+1 vamos a obtener una f�ormula
abreviada para in(K0). Tenemos,

in(K0)� in(U) +
n�1X
j=1

[in�j(K0)� in�j(U)] � ij(D
c) = n

in+1(K0)� in+1(U) +
nX

j=1

[in+1�j(K0)� in+1�j(U)] � ij(D
c) = n+ 1:

Restando las dos ecuaciones,

in+1(K0)� in(K0)� in+1(U) + in(U) + [i1(K0)� i1(U)] � in(D
c)

+
n�1X
j=1

[in+1�j(K0)� in+1�j(U)� in�j(K0) + in�j(U)] � ij(D
c) = 1:

Como, haciendo n = 1 en la ecuaci�on (13),

(14) [i1(K0)� i1(U)] = 1;

si usamos tambi�en la segunda ecuaci�on de (12), se obtiene,

(15)

in+1(K0)� in(K0)� in+1(U)

+
nX

j=1

[in+1�j(K0)� in+1�j(U)� in�j(K0)] � ij(D
c) = 0:
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Lema 2.11. Sean dos sucesiones fajg y fbjg cumpliendo que a1 = 0
y 0 = an+1 +

Pn
j=1 bj � an+1�j para n 2 Z+. Entonces,

aj = 0 8j = 1; 2; : : :

Demostraci�on. Vamos a demostrarlo por inducci�on en n. Si n es
1, usando el dato a1 = 0 se obtiene,

0 = a2 + b1 � a1 = a2:

Supongamos ahora que aj = 0 para todo entero menor o igual que n.
Ve�amoslo para n+ 1. Basta observar que,

0 = an+1 +
nX

j=1

bj � an+1�j = an+1 +
nX

j=1

bj � 0 = an+1:

�

Tomamos, �
aj = ij(K0)� ij�1(K0)� ij(U)

bj = ij(D
c):

Observando las ecuaciones (14) y (15) se comprueba que las sucesiones
de�nidas anteriormente cumplen el Lema 2.11, por lo que,

in+1(K0) = in(K0) + in+1(U):

Por inducci�on tenemos que,

(16) in(K0) = 1 +
nX

j=1

ij(U) =
nX

j=0

ij(U):

Esta es la f�ormula que quer��amos obtener para in(K0) en funci�on de
ij(U). Ahora bastar��a calcular ij(U) para cada j 2 N e insertar dicho
c�alculo en (16). Distinguiremos cada uno de los casos en las subsec-
ciones siguientes.

3.1. C�alculo del ��ndice n-sim�etrico cuando fpg es no ais-
lado como compacto invariante y surgen �unicamente puntos
�jos de la compacti�caci�on de Carath�eodory. Es bien conocida la
relaci�on entre el n�umero de rotaci�on de la circunferencia de �nales pri-
mos, cuando aplicamos el proceso de compacti�caci�on de Carath�eodory,
y la aparici�on de puntos �jos (u �orbitas peri�odicas). El primer autor
que estableci�o dicha relaci�on fue Birkho� (ver [7]). El caso en el que el
n�umero de rotaci�on es racional fue investigado por Ortega y Ruiz del
Portal en [69] mientras que un estudio del caso en el que el n�umero de
rotaci�on es irracional es llevado a cabo por Hern�andez Corbato en [41].

En las condiciones de la secci�on anterior, vamos a suponer en primer
lugar que el homeomor�smo inducido en la circunferencia de �nales
primos tiene puntos �jos (es decir, tiene n�umero de rotaci�on 0).
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Obs�ervese que si no aparecen �nales primos �jos (u �orbitas peri�odi-
cas) -por ejemplo si en la circunferencia de �nales primos tenemos
una rotaci�on irracional- el problema es trivial. En efecto, in(K0) =
1 +

Pn
j=1 ij(U) = 1 para cada n porque podemos tomar U = ;.

Por tanto vamos a detenernos primero en el estudio de la existen-
cia de �nales primos �jos para, a continuaci�on, estudiar qu�e ocurre si
aparecen �orbitas peri�odicas.

Recordamos nuevamente que supondremos que el conjunto de �-
nales primos �jos o peri�odicos es �nito. Ya comentamos anteriormente
que esto no supone p�erdida de generalidad alguna porque identi�cando
intervalos a puntos si fuera preciso siempre podemos trabajar en esas
hip�otesis ([54] y [79]).

3.1.1. Caso en el que todos los �nales primos �jos, surgidos de la
compacti�caci�on de Carath�eodory, son atractores o repulsores. Supon-
gamos que tenemos 2a puntos �jos surgidos de la compacti�caci�on de
Carath�eodory que son de los tipos i) e ii) con a atractores y a repul-
sores. Observemos que los puntos atractores tambi�en lo ser�an para la
restricci�on a la circunferencia de �nales primos y por tanto tendremos
un n�umero par de �nales primos �jos 2a con a atractores y a repulsores.

Figura 5. Caso en el que, despu�es de la compacti�-
caci�on de Carath�eodory, aparecen solamente atractores
y repulsores.

Sea U � R2 abierto y sea f : U ! R2 un homeomor�smo sobre su
imagen. Sea p un punto �jo no aislado de f . Queremos calcular una
f�ormula para in(K0) = in(p) dondeK0 � U es la componente conexa de
Inv(f; J) que contiene a p, para alg�un disco J su�cientemente peque~no
que contenga a p.
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Para los c�alculos solo tendremos en cuenta los atractores dado que
en los repulsores tendremos exactamente una regi�on de salida y por lo
tanto todos los ��ndices son triviales.

Supongamos que [a
s=1Ks � U ,Ks un conjunto compacto, invariante

y aislado conteniendo al punto �jo ps con s = 1; : : : ; a siendo cada
Ks intervalos y U uni�on de semidiscos abiertos (interiores de bloques
aislantes). Queremos aplicar la igualdad (16), a saber,

in(K0) = 1 +
nX

j=1

ij(U) =
nX

j=0

ij(U):

Por tanto, necesitamos calcular ij(U) para j = 1; : : : ; n. Sean fp1; : : : ; pag
los a puntos �jos atractores. Usando la propiedad aditiva generalizada,
demostrada en la proposici�on 1.10, y el hecho de que los ps son atrac-
tores 8s = 1; : : : ; a (es decir, que ijs(Ks) = 1 para todo js = 0; 1; : : : y
para todo s 2 f1; : : : ; ag),

ij(U) =

jX
js=0Pa
s=1 js=j

ij1(K1) : : : ija(Ka)

=

jX
js=0Pa
s=1 js=j

1:

Utilizando el concepto de combinaci�on con repetici�on queremos meter
j bolas en a urnas de modo que pueda haber repetici�on. Entonces,

jX
js=0Pa
s=1 js=j

1 =

�
j + a� 1

j

�
=

�
j + a� 1

a� 1

�
:

Juntando las dos cosas,

(17) ij(U) =

�
j + a� 1

a� 1

�
:

Retomando el c�alculo de in(K0), si usamos la ecuaci�on (16) combinada
con la f�ormula (17),

(18) in(K0) =
nX

j=0

�
j + a� 1

a� 1

�
;

Lema 2.12. Sea un entero positivo a. Sea la sucesi�on,

�n =
nX

j=0

�
j + a� 1

a� 1

�
n = 0; 1; 2; 3; : : :
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Entonces,

(19) �n =

�
a+ n

a

�
8n = 0; 1; 2; 3 : : :

Demostraci�on. Vamos a hacer la prueba por inducci�on en n.
Supongamos que n = 0. Entonces,

�0 =
0X

j=0

�
j + a� 1

m� 1

�
=

�
a� 1

a� 1

�
=

�
a+ 0

a

�
:

Supongamos que la f�ormula (19) es cierta para todo entero menor o
igual que n. Ve�amosla para n+ 1,

�n+1 =
n+1X
j=0

�
j + a� 1

a� 1

�
=

�
a+ n

a� 1

�
+

nX
j=0

�
j + a� 1

a� 1

�

=

�
a+ n

a� 1

�
+

�
a+ n

a

�
=

�
a+ n+ 1

a

�
;

que es lo que se quer��a demostrar. �

Utilizando ahora este Lema 2.12 podemos reducir la f�ormula (18) y
obtener,

(20) in(K0) =

�
a+ n

n

�
8n 2 Z+;

que es la f�ormula buscada para el ��ndice n-sim�etrico del homeomor�smo
f : U � R2 ! f(U) � R2 en fpg punto �jo no aislado, en caso de que
al realizar la compacti�caci�on de Carath�eodory surjan 2a puntos �jos,
a atractores y a repulsores.

3.1.2. Caso en el que ninguno de los �nales primos �jos, surgidos
en la compacti�caci�on de Carath�eodory, sean ni atractores ni repul-
sores. Supongamos que tenemos r puntos �jos fp1; : : : ; prg surgidos de
la compacti�caci�on de Carath�eodory que no son atractores ni repulsores
(puntos �jos de tipo iii), cada uno con mj regiones de salida positiva-
mente invariantes. Sea U un entorno abierto de esos r �nales primos
�jos y Kj un intervalo compacto, invariante y aislado conteniendo al
punto �jo ps, con s = 1; : : : ; r, y cumpli�endose [r

s=1Ks � U . Nueva-
mente podemos suponer que U es una uni�on de semidiscos abiertos
(interiores de bloques aislantes).

Aplicando la propiedad aditiva generalizada, demostrada en la
proposici�on 1.10, obtenemos,

in(U) =
nX

js=0Pr
s=1 js=n

ij1(K1) : : : ijr(Kr):
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Del proceso de compacti�caci�on de Carath�eodory podemos descom-
poner cada Ks en ms ciclos de periodo 1, para s = 1; : : : ; r por lo
que,

i1(Ks) = i(Ks) = 1�ms 8s = 1; : : : ; r:

Entonces, usando la f�ormula del Teorema 2.6,

in(Ks) = (�1)n
�
ms � 1

n

�
8

(
n = 1; 2; : : :

s = 1; : : : ; r:

Introduciendo esto en la propiedad aditiva para in(U) se queda,

(21) in(U) =
nX

js=0Pr
s=1 js=n

(�1)j1
�
m1 � 1

j1

�
: : : (�1)jr

�
mr � 1

jr

�
:

Para reducir esta f�ormula usaremos el siguiente,

Lema 2.13. Sean N;�; � 2 Z+. Entonces,

NX
j=0

�
�

j

��
�

N � j

�
=

�
� + �

N

�
:

Demostraci�on. Aplicamos inducci�on en �. Supongamos que � =
1. Entonces,

NX
j=0

�
1

j

��
�

N � j

�
=

�
�

N

�
+

�
�

N � 1

�
=

�
1 + �

N

�
:

Supongamos que la f�ormula del lema se cumple para todo entero menor
que �. Ve�amoslo para �. Usando la propiedad de los n�umeros combi-
natorios y la hip�otesis de inducci�on,

NX
j=0

�
�

j

��
�

N � j

�
=

NX
j=0

�
�� 1

j

��
�

N � j

�
+

NX
j=1

�
�� 1

j � 1

��
�

N � j

�

=

�
(�� 1) + �

N

�
+

N�1X
j=0

�
�� 1

j

��
�

(N � 1)� j

�

=

�
(�� 1) + �

N

�
+

�
(�� 1) + �

N � 1

�
=

�
� + �

N

�
:

�

Corolario 2.14. Sea r 2 N. Sean �s 2 Z+ con s = 1; : : : ; r.
Entonces,

NX
js=0Pr

s=1 js=N

�
�1

j1

�
: : :

�
�r
jr

�
=

�
�1 + � � �+ �r

N

�
:
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Demostraci�on. Lo demostraremos por inducci�on en r. Si r = 2
aplicando el lema 2.13 con � = �1 y � = �2 la f�ormula del enuncia-
do del corolario es cierta. Supongamos que es cierta para todo entero
positivo menor que r. Demostr�emosla para r. Aplicando la hip�otesis de
inducci�on y el lema 2.13,

NX
js=0Pr

s=1 js=N

�
�1

j1

�
: : :

�
�r
jr

�
=

NX
jr=0

0BB@ N�jrX
js=0Pr�1

s=1 js=N�jr

�
�1

j1

�
: : :

�
�r�1

jr�1

�1CCA��rjr
�

=
NX

jr=0

�
�1 + � � �+ �r�1

N � jr

��
�r
jr

�

=

�
�1 + � � �+ �r

N

�
:

�

Aplicando el corolario 2.14 y continuando con (21),

in(U) = (�1)n
nX

js=0Pr
s=1 js=n

�
m1 � 1

j1

�
: : :

�
mr � 1

jr

�

= (�1)n
�Pr

s=1(ms � 1)

n

�
:

(22)

Por tanto,

(23) ij(U) = (�1)j
�
e

j

�
con e =

rX
s=1

(ms � 1):

Acudiendo ahora a la f�ormula 16,

(24) in(K0) =
nX

j=0

ij(U) =
nX

j=0

(�1)j
�
e

j

�
;

que es la f�ormula buscada para in(K0) en caso de que al realizar el
proceso de compacti�caci�on de Carath�eodory surjan r �nales primos
que corresponden a puntos �jos ni atractores ni repulsores, cada uno
con ms regiones de salida positivamente invariantes. Esta f�ormula se
puede reducir un poco si usamos el siguiente,

Lema 2.15. Sean n; e 2 Z+. Entonces,

nX
j=0

(�1)j
�
e

j

�
= (�1)n

�
e� 1

n

�
:
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Demostraci�on. Por induccion en n. Si n = 1,

1X
j=0

(�1)j
�
e

j

�
= 1� e = (�1)1

�
e� 1

1

�
:

Supongamos que la igualdad del enunciado se cumple para todo en-
tero positivo menor que n. Ve�amosla para n. Usando esta hip�otesis de
inducci�on sale,

nX
j=0

(�1)j
�
e

j

�
=

n�1X
j=0

(�1)j
�
e

j

�
+ (�1)n

�
e

n

�

= (�1)n�1

�
e� 1

n� 1

�
+ (�1)n

�
e

n

�
= (�1)n

�
e� 1

n

�
:

�

Aplicando el lema 2.15 a la ecuaci�on (24) se queda,

(25) in(K0) = (�1)n
�
e� 1

n

�
con e =

rX
s=1

(ms � 1);

que es la f�ormula buscada para el ��ndice n-sim�etrico del homeomor-
�smo f : U � R2 ! f(U) � R2 en fpg punto �jo no aislado como
compacto invariante, en caso de que al realizar la compacti�caci�on de
Carath�eodory surjan r �nales primos que corresponden a r puntos �jos
ni atractores ni repulsores, cada uno con ms regiones de salida positi-
vamente invariantes, s = 1; : : : ; r.

Como consecuencia interesante, se puede obtener el siguiente coro-
lario.

Corolario 2.16. Sea U � R2 abierto y sea f : U ! f(U) � R2

un homeomor�smo que conserva orientaci�on. Sea p un punto �jo no
aislado como compacto invariante de f . Supongamos que al realizar
la compacti�caci�on de Carath�eodory, de la componente conexa K0 de
Inv(f; J) que contiene a p, nacen �nales primos �jos fp1; : : : ; prg que
no son ni atractores ni repulsores, teniendo ms regiones de salida posi-
tivamente invariantes para cada s = 1; : : : ; r. Sea e =

Pr
s=1(ms � 1).

Entonces,
in(K0) = in(p) = 0 8n � e:

Demostraci�on. En el caso de que n � e, acudiendo a la f�ormula
(24) obtenemos,

in(K0) =
nX

j=0

ij(U) =
nX

j=0

(�1)j
�
e

j

�
=

eX
j=0

(�1)j
�
e

j

�
= (1� 1)e = 0:

�
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3.1.3. Caso general. Supongamos que entre los �nales primos �jos
surgidos de la compacti�caci�on de Carath�eodory tenemos a atractores,
b repulsores y r ni atractores ni repulsores, cada uno conms regiones de
salida positivamente invariantes, s = 1; : : : ; r. Esto es, tenemos �nales
primos �jos de los tipos i), ii) y iii). Sea U un entorno abierto de todos
esos puntos �jos donde U = U1 [ U2, U1 es un entorno abierto de los
puntos �jos atractores y repulsores y U2 es un entorno abierto de los
puntos �jos ni atractores ni repulsores. Tanto U1 como U2 son uniones
de semidiscos abiertos.

Aplicando la propiedad aditiva se tiene:

in(U) =
nX

j=0

in�j(U1) � ij(U2):

Usando la f�ormula (17) para in�j(U1) y la f�ormula (23) para ij(U2)
obtenidas anteriormente,

in�j(U1) =

�
n� j + a� 1

a� 1

�
;

ij(U2) = (�1)j
�
e

j

�
e =

rX
s=1

(ms � 1);

se queda que,

(26) in(U) =
nX

j=0

(�1)j
�
n� j + a� 1

a� 1

��
e

j

�
e =

rX
s=1

(ms � 1):

Lema 2.17. Sea la sucesi�on doble,

R(a; n) =
nX

j=0

(�1)j
�
n� j + a� 1

a� 1

��
e

j

�
a; n; e 2 Z+:

Entonces,

R(a; n) =

8>><>>:
�
a� e+ n� 1

n

�
si e � a

(�1)n
�
e� a

n

�
si e > a:

Demostraci�on. Vamos a demostrarlo por inducci�on sobre a + n
de una manera an�aloga a la que usamos para probar el Lema 2.5.
Empecemos por demostrar que,

(27) R(a+ 1; n+ 1) = R(a+ 1; n) +R(a; n+ 1)

8a; n 2 Z+. Sea,

R(a+ 1; n+ 1) =
n+1X
j=0

(�1)j
�
n� j + a+ 1

a

��
e

j

�
:
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Usando la igualdad combinatoria,�
n� j + a+ 1

a

�
=

�
n� j + a

a

�
+

�
n� j + a

a� 1

�
;

obtenemos,

R(a+ 1; n+ 1) =

=
n+1X
j=0

(�1)j
�
n� j + a

a

��
e

j

�
+

n+1X
j=0

(�1)j
�
n� j + a

a� 1

��
e

j

�

=
nX

j=0

(�1)j
�
n� j + a

a

��
e

j

�
+

n+1X
j=0

(�1)j
�
n� j + a

a� 1

��
e

j

�
= R(a+ 1; n) +R(a; n+ 1):

De modo que es cierta la f�ormula (27). De hecho, sustituyendo en la
f�ormula anterior a + 1 por a + � y n + 1 por n + �, con � 2 f�(a �
1); : : : ; 0; : : : ; a� 1g y � 2 f�(n� 1); : : : ; 0; : : : ; n� 1g,

(28) R(a+ �; n+ �) = R(a+ �; n+ �� 1) +R(a+ �� 1; n+ �):

Ahora, para demostrar el enunciado del lema, aplicamos inducci�on so-
bre a+ n.

Supongamos primero que a + n = 2. Solo hay un caso a = 1 y
n = 1 (ya tratamos el caso a = 0 en la subsecci�on 3.1.2). Entonces, de
la de�nici�on de R(a; n) del enunciado del lema,

R(1; 1) =
1X

j=0

(�1)j
�
1� j + 1� 1

1� 1

��
e

j

�
=

�
e

0

�
�

�
e

1

�
= 1� e =

=

8>><>>:
�
1� e+ 1� 1

1

�
si e � 1

(�1)1
�
e� 1

1

�
si e > 1:

Supongamos que la tesis del enunciado del Lema se cumple para todo
entero menor o igual que a + n + 1. Ve�amosla para a + n + 2. Apli-
cando la hip�otesis de inducci�on al miembro derecho de la f�ormula (28)
suponiendo que �+ � = 2,

R(a+ �; n+ �) =

=

8>>>><>>>>:

(�
(a+�)�e+(n+��1)�1

n+��1

�
+
�
(a+��1)�e+(n+�)�1

n+�

� si e � a+ �(
(�1)n+��1

�
e�(a+�)
n+��1

�
+(�1)n+�

�
e�(a+��1)

n+�

� si e > a+ �:
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Usando ahora las f�ormulas,�
(a+ �)� e+ (n+ �� 1)� 1

n+ �� 1

�
+

�
(a+ �� 1)� e+ (n+ �)� 1

n+ �

�
=

�
(a+ �)� e+ (n+ �)� 1

n+ �

�

(�1)n+��1

�
e� (a+ �)

n+ �� 1

�
+ (�1)n+�

�
e� (a+ �� 1)

n+ �

�
= (�1)n+�

�
e� (a+ �)

n+ �

�
:

Obtenemos,

R(a+ �; n+ �) =

8>><>>:
�
(a+ �)� e+ (n+ �)� 1

n+ �

�
si e � a+ �

(�1)n+�
�
e� (a+ �)

n+ �

�
si e > a+ �;

que es justo lo que se quer��a demostrar. �

Aplicando este Lema a la f�ormula (26),

in(U) =

8>><>>:
�
a� e+ n� 1

n

�
si e � a

(�1)n
�
e� a� 1

n

�
si e > a:

De la f�ormula obtenida en la ecuaci�on (16) se deduce que,

(29) in(K0) =

8>>>><>>>>:

nX
j=0

�
a� e+ j � 1

j

�
si e � a

nX
j=0

(�1)j
�
e� a� 1

j

�
si e > a:

Reduzcamos un poco esta f�ormula.

Lema 2.18. Sean n;N 2 Z+. Entonces,

nX
j=0

�
N + j � 1

j

�
=

�
N + n

n

�
:

Demostraci�on. Utilizando una de las propiedades de los n�umeros
combinatorios,�

N + j � 1

j

�
=

�
N + j

j

�
�

�
N + j � 1

j � 1

�
;
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y haciendo un cambio de ��ndice en la segunda suma,

nX
j=0

�
N + j � 1

j

�
=

nX
j=0

�
N + j

j

�
�

nX
j=1

�
N + j � 1

j � 1

�

=
nX

j=0

�
N + j

j

�
�

n�1X
j=0

�
N + j

j

�

=

�
N + n

n

�
:

�

Aplicando el lema 2.18 a la primera suma de la igualdad (29) toman-
do N = a� e y usando el lema 2.15, sin m�as que sustituir e por e� a,
para reducir la segunda suma de la igualdad (29), queda,

(30) in(K0) =

8>><>>:
�
a� e+ n

n

�
si e � a

(�1)n
�
e� a� 1

n

�
si e > a;

que es la f�ormula buscada para el caso general: al considerar la com-
pacti�caci�on de Carath�eodory obtenemos a+ b+ r �nales primos �jos
que corresponden a a puntos �jos atractores, b puntos �jos repulsores
y r puntos �jos ni atractores ni repulsores, siendo,

e =
rX

s=1

(ms � 1);

y ms, con s = 1; : : : ; r, el n�umero de regiones de salida positivamente
invariantes de cada uno de los puntos �jos ni atractores ni repulsores.

Este resultado puede ser interpretado din�amicamente. En [79] se da
una de�nici�on de ramas estables e inestables as�� como de p�etalos atrac-
tores y repulsores para puntos �jos de homeomor�smos del plano que
no son aislados como compacto invariante. Esta de�nici�on depende del
disco J que se elija. En efecto, el n�umero de p�etalos atractores (repul-
sores) y de ramas estables (inestables) puede variar si consideramos dos
discos J y J 0 distintos porque los compactos K0 y K

0
0 que se explotan

son diferentes. En [79] se dan ejemplos de este fen�omeno.
Sin embargo, la diferencia,

p�etalos atractores-ramas estables =

p�etalos repulsores-ramas inestables;

es constante, solo depende del germen del homeomor�smo.

Denotemos por a (b) el n�umero de p�etalos atractores (repulsores) y
por e (u) el de ramas estables (inestables).
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En [79] se demuestra tambi�en que los enteros a y e del resulta-
do anterior, se corresponden precisamente con la cantidad de p�etalos
atractores y ramas estables y tambi�en que a� e = b� u.

En consecuencia,

in(K0) =

8>><>>:
�
a� e+ n

n

�
=

�
b� u+ n

n

�
si e � a(u � b)

(�1)n
�
e� a� 1

n

�
= (�1)n

�
u� b� 1

n

�
si e > a(u > b):

Para exponer esto de una forma m�as clara, aunque no recordemos
aqu�� las de�niciones precisas de [79] que nos llevar��an quiz�as demasiado
lejos, vamos a identi�car los elementos del resultado anterior en los
siguientes ejemplos.

Ejemplo 3. Veamos ahora la aplicaci�on de la f�ormula (30) a un
ejemplo concreto en el que, al considerar la compacti�caci�on de Cara-
th�eodory, el n�umero de puntos �jos atractores es menor que el n�umero
de regiones de salida positivamente invariantes de los puntos �jos ni
atractores ni repulsores. Sea U � R2 abierto y sea un homeomor�smo
f : U � R2 ! R2 que responda a una din�amica como la de la �gura 6.

Figura 6. Sistema din�amico con un punto �jo no ais-
lado y m�as regiones de salida positivamente invariantes
que puntos �jos atractores despues de aplicar
Carath�eodory.

Consideremos el disco J de la �gura y K0 el compacto invariante
maximal contenido en J . Obviamente K0 \ @(J) 6= ;. Al considerar la
compacti�caci�on de Carath�eodory de S2 n K0 la din�amica ser��a como
la de la �gura 7.

En particular, del proceso de compacti�caci�on de Carath�eodory no
surgir��a ning�un punto �jo atractor, es decir, a = 0, y surgir��an dos
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Figura 7. Sistema din�amico con un punto �jo aislado
ni atractor ni repulsor con dos regiones de salida positiva-
mente invariantes y un punto �jo ni atractor ni repulsor
con una regi�on de salida.

puntos �jos ni atractores ni repulsores, uno con una regi�on de salida y
el otro con dos regiones de salida positivamente invariantes, es decir,
e = 1 (que es tambi�en el n�umero de ramas estables). Sustituyendo estos
valores en la f�ormula (30),

in(f; fpg) = (�1)n
�
1� 0� 1

n

�
= 0 8n 2 Z+:

Ejemplo 4. Veamos ahora la aplicaci�on de la f�ormula (30) a otro
ejemplo en el que, despu�es de aplicar la compacti�caci�on de Carath�eo-
dory, el n�umero de puntos �jos atractores es mayor que el n�umero de
regiones de salida, positivamente invariantes, de los �nales primos �jos.

Sea U � R2 abierto y sea un homeomor�smo f : U � R2 ! R2 que
responda a una din�amica como la de la �gura 8.

Despu�es de aplicar el proceso de compacti�caci�on de Carath�eodory
la din�amica ser��a como la de la �gura 9.

En particular, del proceso de compacti�caci�on de Carath�eodory sur-
gir��an dos puntos �jos atractores a = 2 y dos puntos �jos repulsores
b = 2. Sustituyendo estos valores en la f�ormula (30),

in(f; fpg) =

�
2� 0 + n

n

�
=

(n+ 1)(n+ 2)

2
:

Observemos que en esta situaci�on la sucesi�on no es acotada.
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Figura 8. Sistema din�amico con un punto �jo no ais-
lado y m�as puntos �jos atractores que regiones de salida
positivamente invariantes despu�es de aplicar
Carath�eodory.

Figura 9. Sistema din�amico con un punto �jo aislado
ni atractor ni repulsor con dos regiones de salida posi-
tivamente invariantes, dos puntos �jos atractores y dos
puntos �jos repulsores.

3.2. C�alculo del ��ndice n-sim�etrico cuando fpg no es aisla-
do como compacto invariante y surgen �nales primos peri�odi-
cos en la compacti�caci�on de Carath�eodory. Caso general. Sea
U � R2 abierto y sea f : U ! f(U) � R2 un homeomor�smo que con-
serve orientaci�on. Sea p un punto �jo de f no aislado como compacto
invariante. Queremos calcular una f�ormula para in(K0) = in(p) donde
K0 � U es la componente conexa de Inv(f; J) que contiene a p.
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Supongamos que al realizar la compacti�caci�on de Carath�eodory de
S2 nK0 surgen r + a + b �orbitas peri�odicas: r �orbitas ni atractoras ni
repulsoras cada una conms regiones de salida positivamente invariantes
(por f q), s = 1; : : : ; r, a �orbitas atractoras y b �orbitas repulsoras. N�otese
que todas las �orbitas peri�odicas han de tener el mismo per��odo.

Sea U = U1 [ � � � [Ur donde Uj es un entorno abierto que contiene
a la �orbita ni atractora ni repulsora j con j = 1; : : : ; r; sea V = Vr+1 [
� � � [ Vr+a donde Vj es un entorno abierto que contiene a la �orbita
atractora j con j = r + 1; : : : ; r + a; sea W = Wr+a+1 [ � � � [Wr+a+b

donde Wj es un entorno abierto que contiene a la �orbita repulsora j
con j = r+ a+1; : : : ; r+ a+ b. Cada uno de estos entornos ser�a uni�on
de semidiscos abiertos, interiores de bloques aislantes para f q, donde
q es el per��odo de las �orbitas. Teniendo en cuenta que la din�amica en
cada punto peri�odico es localmente conjugada con la de cualquier otro
punto de su �orbita, las �ltraciones asociadas ser�an topol�ogicamente
equivalentes y por tanto tendremos el mismo n�umero de regiones de
salida.

Necesitamos obtener una f�ormula abreviada para in(U [V [W ), de
manera que, usando la expresi�on (16), hallemos una f�ormula reducida
para in(K0) = in(p). Por la propiedad aditiva,

(31)

in(U) =
nX

js=0Pr
s=1 js=n

ij1(U1) : : : ijr(Ur)

in(V ) =
nX

js=0Pr+a
s=r+1 js=n

ijr+1(Vr+1) : : : ijr+a(Vr+a)

in(W ) =
nX

js=0Pr+a+b
s=r+a+1 js=n

ijr+a+1(Wr+a+1) : : : ijr+a+b(Wr+a+b):

Por tanto, necesitamos calcular ijs(Us) para cada s 2 f1; : : : ; rg, ijs(Vs)
para cada s 2 fr + 1; : : : ; r + ag y, por �ultimo, ijs(Ws) para cada
s 2 fr+a+1; : : : ; r+a+bg, siendo js 2 f0; : : : ; ng. Para ello tomamos
un compacto, invariante y aislado Ks que contenga a la �orbita s de
manera que se cumple que,8><>:

ijs(Us) = ijs(Ks) s 2 f1; : : : ; rg

ijs(Vs) = ijs(Ks) s 2 fr + 1; : : : ; r + ag

ijs(Ws) = ijs(Ks) s 2 fr + a+ 1; : : : ; r + a+ bg;

con js 2 f0; : : : ; ng para todo s 2 f1; : : : ; r + a+ bg.

Empezamos calculando in(U). Del proceso de compacti�caci�on de
Carath�eodory podemos descomponer cada Ks en ciclos de periodo q,
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para s = 1; : : : ; r por lo que,

in(Ks) = 0 si q - n:

Cada ciclo tiene asociadosms � 1 ciclos correspondientes a las regiones
de salida positivamente invariantes para f q. Para el caso en que q j n
del Teorema 2.8 obtenemos,

in(Ks) = (�1)n=q
�
ms � 1

n=q

�
si q j n s = 1; : : : ; r:

Juntando las dos cosas,

in(Ks) =

8<:
0 si q - n

(�1)n=q
�
ms � 1

n=q

�
si q j n

s = 1; : : : ; r. Introduciendo la informaci�on anterior en la f�ormula (31)
obtenida aplicando la propiedad aditiva,

in(U) =
nX

js=0Pr
s=1 js=n

ij1(K1) : : : ijr(Kr)

=
nX

qjs=0Pr
s=1 qjs=n

iqj1(K1) : : : iqjr(Kr):

Es decir, si q - n entonces la suma es vac��a por lo que in(U) = 0.
Supongamos que q j n. Continuando con la suma anterior,

in(U) =
nX

qjs=0Pr
s=1 qjs=n

iqj1(K1) : : : iqjr(Kr)

=

n=qX
js=0Pr

s=1 js=n=q

iqj1(K1) : : : iqjr(Kr)

=

n=qX
js=0Pr

s=1 js=n=q

(�1)j1
�
m1 � 1

j1

�
: : : (�1)jr

�
mr � 1

jr

�

Si aplicamos el corolario 2.14 tomando N = n=q y �s = ms � 1 con
s = 1; : : : ; r, llegamos a,

in(U) = (�1)n=q
�

e

n=q

�
con e =

rX
s=1

(ms � 1) y q j n;
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es decir,

(32) in(U) =

8<:
0 si q - n

(�1)n=q
�

e

n=q

�
si q j n;

con e =
Pr

s=1(ms � 1).
Continuemos con el c�alculo de in(V ). Siendo la �orbita s, con s 2

fr + 1; : : : ; r + ag, una �orbita atractora tenemos que,

in(Ks) =

�
0 si q - n

1 si q j n:
s = r + 1; : : : ; r + a:

Introduciendo la informaci�on anterior en la f�ormula (31) obtenida apli-
cando la propiedad aditiva,

in(V ) =
nX

js=0Pr+a
s=r+1 js=n

ijr+1(Kr+1) : : : ijr+a(Kr+a)

=
nX

qjs=0Pr+a
s=r+1 qjs=n

iqjr+1(Kr+1) : : : iqjr+a(Kr+a):

Es decir, si q - n entonces la suma es vac��a por lo que in(V ) = 0.
Supongamos que q j n. Continuando con la suma anterior,

in(V ) =
nX

qjs=0Pr+a
s=r+1 qjs=n

iqjr+1(Kr+1) : : : iqjr+a(Kr+a)

=

n=qX
js=0Pr+a

s=r+1 js=n=q

iqjr+1(Kr+1) : : : iqjr+a(Kr+a)

=

n=qX
js=0Pr+a

s=r+1 js=n=q

1:

Basta acudir de nuevo al concepto de combinaci�on con repetici�on para
reducir la suma, si q j n, a,

in(V ) =

�
n=q + a� 1

a� 1

�
;

es decir,

(33) in(V ) =

8<:
0 si q - n�
n=q + a� 1

a� 1

�
si q j n:
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Por �ultimo, calculemos in(W ). Siendo la �orbita s, s 2 fr+a+1; : : : ; r+
a+ bg, una �orbita repulsora, tenemos que,

in(Ks) = 0 s = r + a+ 1; : : : ; r + a+ b:

Por tanto, recordando el convenio adoptado en la notaci�on 2,

in(W ) =
nX

js=0Pr+a+b
s=r+a+1 js=n

ijr+a+1(Kr+a+1) : : : ijr+a+b(Kr+a+b)

=

(
1 si n = 0

0 otro caso

(34)

De esta manera, si q - n, aplicando las expresiones (32), (33), (34),

in(U [ V [W ) =
nX

js=0
j1+j2+j3=n

ij1(U) � ij2(V ) � ij3(W )

=
nX

js=0
j1+j2=n

ij1(U) � ij2(V ) =
nX

qjs=0
qj1+qj2=n

iqj1(U) � iqj2(V ) = 0:

Si q j n, utilizando de nuevo la propiedad aditiva, aplicando consecuti-
vamente las expresiones (32), (33), (34), y usando el lema 2.17,

in(U [ V [W ) =
nX

js=0
j1+j2+j3=n

ij1(U) � ij2(V ) � ij3(W ) =
nX

js=0
j1+j2=n

ij1(U) � ij2(V )

=
nX

qjs=0
qj1+qj2=n

iqj1(U) � iqj2(V ) =

n=qX
js=0

j1+j2=n=q

iqj1(U) � iqj2(V )

=

n=qX
j1=0

(�1)j1
�
e

j1

��
n=q � j1 + a� 1

a� 1

�

=

8>><>>:
�
a� e+ n=q � 1

n=q

�
si e � a

(�1)n=q
�
e� a

n=q

�
si e > a

si q j n:

En resumidas cuentas,

in(U[V [W ) =

8>>>><>>>>:
0 si q - n8>><>>:
�
a� e+ n=q � 1

n=q

�
si e � a

(�1)n=q
�
e� a

n=q

�
si e > a

si q j n;

con e =
Pr

s=1(ms � 1).
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Habiendo obtenido una f�ormula para in(U [ V [W ) aplicamos la
igualdad (16), y si q j n,

in(K0) =
nX

j=0

ij(U [ V [W ) =
nX

qj=0

iqj(U [ V [W ) =

[n=q]X
j=0

iqj(U [ V [W )

=

8>>>>><>>>>>:

[n=q]X
j=0

�
a� e+ j � 1

j

�
si e � a

[n=q]X
j=0

(�1)j
�
e� a

j

�
si e > a

si q j n:

Utilizando el lema 2.18 para la primera suma, tomando N = a � e, y
el lema 2.15 para la segunda, sustituyendo e por e� a,

in(K0) =

8>><>>:
�
a� e+ [n=q]

[n=q]

�
si e � a

(�1)[n=q]
�
e� a� 1

[n=q]

�
si e > a

si q j n;

es decir, que, de la expresi�on (16),
(35)

in(K0) =

8>>>><>>>>:
1 si q - n8>><>>:
�
a� e+ [n=q]

[n=q]

�
si e � a

(�1)[n=q]
�
e� a� 1

[n=q]

�
si e > a

si q j n:

con e =
Pr

s=1(ms � 1). Esta es la f�ormula buscada para in(K0) en el
caso de que fpg sea un punto �jo no aislado como compacto invariante
y, al realizar la compacti�caci�on de Carath�eodory, surjan r + a + b
�orbitas peri�odicas de periodo q divididas en: r �orbitas ni atractoras ni
repulsoras cada una conms regiones de salida positivamente invariantes
para f q, s = 1; : : : ; r, a �orbitas atractoras y b �orbitas repulsoras.

Corolario 2.19. Sea U � R2 un subconjunto abierto del plano.
Sea f : U ! f(U) � R2 un homeomor�smo que conserva la
orientaci�on. Sea p 2 U un punto �jo no aislado como compacto in-
variante de f . Si el n�umero de rotaci�on en la circunferencia de �nales
primos asociada a la compacti�caci�on de Carath�eodory de S2 n K0 es
racional, existen enteros no negativos e; a y q � 1, tales que,

(36) in(p) =

8>>>><>>>>:
1 si q - n8>><>>:
�
a� e+ [n=q]

[n=q]

�
si e � a

(�1)[n=q]
�
e� a� 1

[n=q]

�
si e > a

si q j n:
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Ejemplo 5. Veamos ahora la aplicaci�on de la f�ormula (36) y del
corolario 2.19 a otro ejemplo. Sea U � R2 abierto y sea un homeomor-
�smo g : U � R2 ! R2 que siga una din�amica como la de la �gura 10.
Despu�es de aplicar el proceso de compacti�caci�on de Carath�eodory la

Figura 10. Homeomor�smo del plano con un punto �jo
no aislado como compacto invariante en el que, despu�es
de aplicar Carath�eodory aparecer�an �nales primos co-
rrespondientes a �orbitas peri�odicas atractoras y repulso-
ras.

din�amica ser��a como la de la �gura 11.

Figura 11. Homeomor�smo de plano con un punto �jo
aislado como compacto invariante, una �orbita atractora
y una repulsora surgido de aplicar la compacti�caci�on de
Carath�eodory a otro homeomor�smo del plano con un
punto �jo no aislado como compacto invariante.

En particular, del proceso de compacti�caci�on de Carath�eodory sur-
gir��a una �orbita atractora (a = 1) de periodo 4, una �orbita repulsora
(b = 1) de periodo 4 y ninguna �orbita ni atractora ni repulsora (e = 0).
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Sustituyendo estos valores en la f�ormula (36),

in(g; fpg) =

8<:
�
1� 0 + [n=4]

[n=4]

�
si 4 j n

1 si 4 - n

=

�
[n=4] + 1 si 4 j n

1 si 4 - n:



CAP��TULO 3

�Indice de punto �jo en productos sim�etricos

in�nitos

RESUMEN: Sea X un ANR localmente compacto, U � X un
subconjunto abierto y f : U ! f(U) � X un sistema semidin�amico.
En este cap��tulo de�niremos el producto sim�etrico in�nito SP1(X) a
trav�es de los productos sim�etricos SPn(X) presentados en el cap��tulo
1; dotaremos a SP1(X) de su topolog��a natural y de�niremos el sis-
tema semidin�amico SP1(f), inducido por f en SP1(X). De�niremos
tambi�en el ��ndice sim�etrico in�nito para la aplicaci�on SP1(f) en un
compacto invariante K. La novedad de este ��ndice sim�etrico in�nito es
que lo de�nimos como una serie formal compleja cuyos coe�cientes son
los��ndices n-sim�etricos. Esta de�nici�on es muy c�omoda para tratar, por
ejemplo, la propiedad aditiva, clave para el c�alculo. al ser SP1(X) un
espacio de dimensi�on in�nita, en lugar de usar ideas del tipo de Conley,
vamos a tratar el problema siguiendo una estrategia m�as pr�oxima al
de la de�nici�on del grado de Leray-Schauder (v�ease [52]) o m�as cer-
cana a�un, a la construcci�on de extensiones del grado para aplicaciones
A-propias, [95], o mediante aproximaciones de Galerkin, [12]. Aunque
las de�niciones las planteemos en hip�otesis generales, los c�omputos se
realizar�an, como en secciones anteriores, para homeomor�smos planos
aunque como ya hemos mencionado t�ecnicas similares basadas en resul-
tados recientes permitir��an la obtenci�on de resultados en dimensiones
superiores.

1. Productos sim�etricos in�nitos: de�nici�on, topolog��a y
sistemas semidin�amicos

Esta secci�on est�a dedicada a la de�nici�on y propiedades b�asicas
de los productos sim�etricos in�nitos. Estos espacios son interesantes,
entre otras cosas, porque los grupos de homolog��a de un espacio X
coinciden con los grupos de homotop��a de su producto sim�etrico in�nito
(v�ease [1]). En estos espacios podremos recopilar todos los resultados
obtenidos en los productos n-sim�etricos de una manera muy natural.

Dado un compacto invariante de una funci�on continua, de�nida en
un ANR localmente compacto, introduciremos el ��ndice como una se-
rie compleja formal. La propiedad aditiva relacionar�a la uni�on disjunta
de compactos invariantes con el producto de las series formales aso-
ciadas. En cierta manera esta serie representa una generalizaci�on de

67
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las funciones zeta asociadas a la sucesi�on de iteradas de dicha fun-
ci�on continua. De esta manera, cuando el compacto invariante es un
punto �jo, asociamos a cada germen de una funci�on continua una serie
compleja que recoge toda la informaci�on conseguida hasta ahora. Estu-
diaremos algunas propiedades din�amicas que se trasladan naturalmente
a las series asociadas. Como en secciones anteriores nos centraremos
en el c�omputo en el caso de homeomor�smos planos que conservan la
orientaci�on. Sin embargo resultados muy recientes, ver [42], permi-
tir��an, empleando t�ecnicas similares, realizar el c�alculo para aplica-
ciones continuas arbitrarias en el caso invariante aislado y obtener re-
sultados para homeomor�smos en dimensi�on 3 (ver tambi�en [41]).

Comenzamos recordando la de�nici�on de los productos n-sim�etricos
para terminar de�niendo los productos sim�etricos in�nitos.

Definici�on 3.1. (Productos sim�etricos in�nitos) SeaX un ANR lo-
calmente compacto. Sea � una permutaci�on del conjunto f1; 2; : : : ; ng.
En Xn = X �X � n�veces: : : �X de�nimos la siguiente relaci�on de equi-
valencia,

(x1; : : : ; xn) � (y1; : : : ; yn), 9� : (y1; : : : ; yn) = (x�(1); : : : ; x�(n)):

De�nimos el producto n-sim�etrico de X como,

SPn(X) = X �X � n�veces: : : �X= �= Xn= � :

La clase de equivalencia (x1; : : : ; xn) ser�a denotada por [x1; : : : ; xn].
Usando un punto base x0 2 X de�nimos las inclusiones,

SPn(X)! SPn+1(X);

por
[x1; : : : ; xn] 7! [x0; x1; : : : ; xn];

para n � 1. Entonces podemos construir la uni�on,

SP1(X) =
[
n�1

SPn(X);

dotada de la topolog��a de la uni�on; diremos que B � SP1(X) es ce-
rrado si y solo si B \SPn(X) es cerrado para cada n � 1. Llamaremos
SP1(X) producto sim�etrico in�nito de X.

De esta manera, los elementos de SP1(X) pueden ser tambi�en
considerados como n-tuplas desordenadas [x1; : : : ; xn], donde n es
cualquier entero positivo. Entonces SP1(X) se convierte en un espa-
cio de puntos con punto base 0 = [x0]. Adem�as, se tiene la inclusi�on
natural i : X ,! SP1(X) puesto que X = SP1(X).

Observaci�on 3.2. Una de�nici�on alternativa del producto sim�etri-
co in�nito SP1(X) de un espacio X. Primero de�nimos,

�X =f(x1; x2; : : : )jxj 2 X; xj = � para todos los

sub��ndices j 2 N excepto un conjunto �nitog;
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considerado como un conjunto. Dotamos al conjunto �X con la topolo-
g��a col��mite inducida por los espacios X

n
= f(x1; : : : ; xn; �; �; : : : )g,

que a su vez est�an dotados de la topolog��a producto. Ahora sea �1 el
grupo de las permutaciones de todos los n�umeros naturales. Entonces
�1 act�ua sobre �X de�niendo �(x1; x2; : : : ) = (x�(1); x�(2); : : : ) para
� 2 �1. Finalmente, construimos el espacio de �orbitas de esta acci�on,
para obtener �X=�1 = SP1(X)

Por supuesto, las dos de�niciones coinciden.

2. �Indice de punto �jo en productos sim�etricos in�nitos

Sea X un ANR localmente compacto y U � X un subconjunto
abierto. Un sistema semidin�amico f : U ! X induce, de una manera
natural, otro sistema semidin�amico SP1(f), a saber,

SP1(f) : SP1(U)! SP1(X)

[~x] 7! SP1(f)[~x] = SPn(f)[~x] si [~x] 2 SPn(U)
(37)

Necesitamos ahora un lema para demostrar que SP1(f) es continua.

Lema 3.3. Sean (Yj;Tj) espacios topol�ogicos con j 2 N. Sea Y1 =
[j�1Yj dotado de la topolog��a de la uni�on. Sea U � Y1 un subconjunto
abierto, Uj = U \ Yj y g1 : U ! Y1 una funci�on tal que,

gj = g1jUj : Uj ! Yj;

sea continua para todo j 2 N. Entonces g1 es continua.

Demostraci�on. Sea A � U un subconjunto abierto. Tengamos
en cuenta que A = [j�1(A \ Yj). Por tanto,

g�1
1 (A) = g�1

1

 [
j�1

(A \ Yj)

!
=
[
j�1

g�1
1 (A \ Yj)

=
[
j�1

(g1jUj)
�1(A \ Yj) =

[
j�1

g�1
j (A \ Yj):

Como gj es continua para todo j 2 N, entonces g
�1
1 (A) es un conjunto

abierto, as�� que g1 es tambi�en continua. �

Lema 3.4. Sea X un ANR localmente compacto. Sea U � X un
subconjunto abierto y f : U ! X una funci�on continua. Entonces
SP1(f) de�nida en (37) tambi�en es continua.

Demostraci�on. Tomando,

Yj = SPj(X)

gj = SPj(f)
j = 1; 2; : : : ;1;

y aplicando el lema 3.3 se termina la demostraci�on. �
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Recordamos ahora algunos conceptos importantes de la secci�on 2
del cap��tulo 1. Sea X un ANR localmente compacto, U � X un sub-
conjunto abierto, f : U ! X un sistema semidin�amico y K � U un
conjunto compacto e invariante para f . Supongamos que existe N � U ,
un entorno compacto de K, tal que Per(f) \ N � K y consideremos
W un conjunto abierto tal que K � W � N . Tomemos,

SPn(f)jSPn(W ) : SPn(W )! SPn(X):

Como Fix(SPn(f)jSPn(W )) � SPn(K), con SPn(K) un conjunto com-
pacto, entonces Fix(SPn(f)jSPn(W )) es un subconjunto compacto de
SPn(W ). Adem�as, SPn(f)jSPn(W ) es una funci�on compacta porque ad-
mite una clara extensi�on a SPn(N). Teniendo en cuenta todo lo ante-
rior, el ��ndice ISPnX (f;K) = iSPn(W )(SPn(f)jSPn(W ); SPn(W )) est�a bien
de�nido. La propiedad de escisi�on del ��ndice de punto �jo nos dice que
ISPnX (f;K) no depende de la elecci�on del entorno compacto N de K
ni del conjunto abierto W . Llegados a este punto, podemos introducir
una nueva de�nici�on.

Definici�on 3.5. Sea X un ANR localmente compacto, U � X un
subconjunto abierto, f : U ! X un sistema semidin�amico y K � U un
conjunto compacto e invariante respecto a f que admite un entorno N
con Per(f)\N � K. De�nimos el ��ndice sim�etrico in�nito del par
(f;K) como la serie formal,

(38) ISP1X (f;K) =
1X
n=0

ISPnX (f;K)zn;

donde, por conveniencia, utilizamos la notaci�on ISP0X (f;K) = 1 desde
el teorema 1.9 de la secci�on 3 del cap��tulo 1.

Observaci�on 3.6. Utilizamos la convenci�on ISP0X (f;K) = 1, en
vez de comenzar la suma en n = 1 por conveniencia. De esta manera
la propiedad aditiva y sus consecuencias presentar�an un aspecto m�as
agradable.

Observaci�on 3.7. En caso de que el l��mite,

l��m
n!1

ISPnX (f;K)

existiese, podr��amos haber de�nido el ��ndice en productos sim�etricos
in�nitos de esa forma. Sin embargo, la de�nici�on 38 es mucho m�as
general y contiene mucha m�as informaci�on pues, desde ella, se puede
recuperar el ��ndice n-sim�etrico sin m�as que calcular la n-�esima derivada
en el valor z = 0,

(ISP1X (f;K))(n)(0) = ISPnX (f;K):
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3. Propiedades del ��ndice sim�etrico in�nito de punto �jo

Teorema 3.8. (Propiedad aditiva). Sea X un ANR localmente
compacto y U � X un subconjunto abierto. Sea f : U ! X un sis-
tema semidin�amico y K � U un conjunto compacto e invariante con
respecto de f . Sea K = K1 [K2 una uni�on disjunta de conjuntos com-
pactos e invariantes en las condiciones anteriores. Entonces,

ISP1X (f;K) = ISP1X (f;K1) � I
SP1
X (f;K2);

Demostraci�on. Este teorema es una consecuencia directa de la
propiedad aditiva del ��ndice n-sim�etrico demostrada en el teorema 1.9,

ISP1X (f;K) =
1X
n=0

ISPnX (f;K)zn

=
1X
n=0

0B@ nX
js=0

j1+j2=n

I
SPj1
X (f;K1)I

SPj2
X (f;K2)

1CA zn

=

 
1X

j1=0

I
SPj1
X (f;K1)z

j1

!
�

 
1X

j2=0

I
SPj2
X (f;K2)z

j2

!
= ISP1X (f;K1) � I

SP1
X (f;K2):

�

Corolario 3.9. (Propiedad aditiva generalizada). Sea X
un ANR localmente compacto y U � X un subconjunto abierto. Sea
f : U ! X un sistema semidin�amico y K un conjunto compacto e
invariante con respecto de f . Sea K = K1[ � � � [Ks una uni�on disjun-
ta de conjuntos compactos e invariantes en las condiciones anteriores.
Entonces,

ISP1X (f;K) = ISP1X (f;K1) : : : I
SP1
X (f;Ks):

Demostraci�on. Por inducci�on en s, hemos probado en el anterior
teorema el caso s = 2, as�� que, utilizando este caso en el primer paso y
suponiendo que la ecuaci�on es cierta para todo entero < s,

ISP1X (f;K) = ISP1X (f;K1 [ � � � [Ks�1) : : : I
SP1
X (f;Ks)

= ISP1X (f;K1) : : : I
SP1
X (f;Ks�1) � I

SP1
X (f;Ks):

�

Proposici�on 3.10. (Propiedad conmutativa). Sean X e Y ANR's
localmente compactos. Sean U � X y V � Y subconjuntos abiertos, y,

' : U ! Y ;  : V ! X;

dos aplicaciones continuas. Tomemos f =  �' y g = '� . Si K � X
es un conjunto compacto, invariante y aislado respecto a f , entonces
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'(K) es un conjunto compacto, invariante y aislado respecto a g, y,

ISP1X (f;K) = ISP1Y (g; '(K));

siempre que la serie (38) represente una funci�on anal��tica compleja.

Demostraci�on. Usando la propiedad conmutativa del ��ndice n-
sim�etrico de punto �jo, demostrada en la proposici�on 1.11,

ISPnX (f;K) = ISPnY (g; '(K)):

Obtenemos,

ISP1X (f;K) =
1X
n=0

ISPnX (f;K)zn

=
1X
n=0

ISPnY (g; '(K))zn = ISP1Y (g; '(K)):

�

Corolario 3.11. Sea X un ANR localmente compacto, U � X un
conjunto abierto y f : U ! X un sistema semidin�amico. Sea Y � X
otro ANR localmente compacto tal que f(X) � Y . Si K � U es un
conjunto compacto, invariante, aislado respecto a f , entonces K es
tambi�en un conjunto compacto, invariante, aislado respecto a f jY , y,

ISP1X (f;K) = ISP1Y (f jY ; K):

Demostraci�on. Usando el corolario 1.12 de la secci�on 4 del cap��tu-
lo 1,

ISP1X (f;K) =
1X
n=0

ISPnX (f;K)zn

=
1X
n=0

ISPnY (f jY ; K)zn = ISP1Y (f jY ; K):

�

Proposici�on 3.12. (Invarianza por homotop��as). Sea X un ANR
localmente compacto. Sea f : U��! X una funci�on continua, tal que
U es un subconjunto abierto de X y � � R un intervalo compacto. Sea
N � X un entorno aislante para cada funci�on f� : U ! X. Entonces
ISP1X (f�; Inv(N; f�)) no depende de � 2 �.

Demostraci�on. Aplicando la invarianza por homotop��as del��ndice
n-sim�etrico, demostrada en la proposici�on 1.13 de la secci�on 4 del
cap��tulo 1, concluimos que,

ISP1X (f�; Inv(N; f�)) =
1X
n=0

ISPnX (f�; Inv(N; f�))z
n;

no depende de � 2 �. �
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4. C�alculo del ��ndice de punto �jo en productos sim�etricos
in�nitos para homeomor�smos del plano que conservan

la orientaci�on

4.1. Introducci�on. Sea U � R2 un subconjunto abierto y sea
f : U ! f(U) � R2 un homeomor�smo que conserva orientaci�on.
En este cap��tulo calcularemos el ��ndice sim�etrico in�nito del sistema
din�amico SP1(f) en un conjunto compacto e invariante K que admite
un entorno N tal que Per(f) \ N � K. Distinguiremos, al igual que
en el cap��tulo 2, dos casos, K aislado y K no aislado como compacto
invariante. Comprobaremos que de la de�nici�on 3.5 y de las f�ormulas
obtenidas en el cap��tulo 2 para el ��ndice n-sim�etrico, se obtienen de una
manera sencilla f�ormulas para el ��ndice sim�etrico in�nito en cada caso.

Notaci�on 5. Sea U � R2 un subconjunto abierto. Sea f : U !
f(U) � R2 un homeomor�smo que conserve la orientaci�on y K � U
un subconjunto compacto. En pro de reducir la notaci�on usaremos la
siguiente escritura,

i1(U) = ISP1
R2

(f; U)

i1(K) = ISP1
R2

(f;K);

o bien iR2;1(K) = iR2;1(f;K) = ISP1
R2

(f;K).

4.2. C�alculo del ��ndice sim�etrico in�nito cuando K = fpg
es aislado como compacto invariante.

4.2.1. C�alculo del ��ndice sim�etrico in�nito cuando fpg es aislado
como compacto invariante y f 0 tiene m puntos �jos m�as. En este caso
sabemos que

in(K) = (�1)n
�
m� 1

n

�
8n 2 N:

Recordando la de�nici�on 38 del ��ndice sim�etrico in�nito se tiene,

i1(K) =
1X
n=0

in(K)zn =
1X
n=0

(�1)n
�
m� 1

n

�
zn:

Ahora, usando la f�ormula binomial de Newton,

1X
n=0

(�1)n
�
m� 1

n

�
zn =

m�1X
n=0

�
m� 1

n

�
(�z)n = (1� z)m�1 8z 2 C:

Por tanto, obtenemos que,

i1(K0) = (1� z)m�1 8z 2 C con m � 1:
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4.2.2. C�alculo del ��ndice sim�etrico in�nito cuando fpg es aislado
como compacto invariante y f 0 tiene m nuevas �orbitas peri�odicas de
periodo q. Podemos obtener i1(K) dependiendo de los enteros q; r �
1 cuya existencia demostraron Le Calvez y Yoccoz en [55] para un
homeomor�smo f : U � R2 ! R2 que conserve la orientaci�on y posea
un punto �jo fpg ni atractor ni repulsor. Acudiendo a la demostraci�on
del corolario 2.9, obtuvimos

in(K) = (�1)[n=q]
�
m� 1

[n=q]

�
8n 2 N:

De la de�nici�on 38 del ��ndice sim�etrico in�nito,

i1(K) =
1X
n=0

in(K)zn =
1X
n=0

(�1)[n=q]
�
m� 1

[n=q]

�
zn:

Ahora, aplicando la f�ormula del binomio de Newton,

1X
n=0

(�1)[n=q]
�
m� 1

[n=q]

�
zn =

qm�1X
n=0

(�1)[n=q]
�
m� 1

[n=q]

�
zn

=
m�1X
c=0

q�1X
�=0

(�1)[(cq+�)=q]
�

m� 1

[(cq + �)=q]

�
zcq+�

=
m�1X
c=0

q�1X
�=0

(�1)c
�
m� 1

c

�
zcq+�

=

 
m�1X
c=0

�
m� 1

c

�
(�zq)c

! 
q�1X
�=0

z�

!

= (1� zq)m�1 (1� zq)

(1� z)
:

Por tanto, obtenemos que,

i1(K) =
(1� zq)m

(1� z)

4.3. C�alculo del ��ndice sim�etrico in�nito cuando fpg es no
aislado como compacto invariante. Haremos uso de los c�alculos del
cap��tulo anterior y para ello vamos a dividir el estudio en los mismos
ep��grafes. En primer lugar vamos a considerar el caso de que el n�umero
de rotaci�on en la circunferencia de �nales sea irracional. Esto
es, que no tengamos ni puntos �jos ni �orbitas peri�odicas. Entonces
sabemos que in(p) = 1 para todo n 2 N. En consecuencia,

i1(p) =
1X
n=0

zn = 1=(1� z)

.
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Por tanto vamos a estudiar ahora qu�e ocurre cuando el n�umero
de rotaci�on es racional comenzando con el caso en el que sea cero -
existencia de �nales primos �jos-.

4.3.1. �Indice sim�etrico in�nito de punto �jo con fpg punto �-
jo no aislado y solo puntos �jos surgidos de la compacti�caci�on de
Carath�eodory. Sea U � R2 abierto y sea f : U ! f(U) � R2 un
homeomor�smo que conserve la orientaci�on. Sea p un punto �jo no ais-
lado de f . Queremos calcular una f�ormula para i1(K0) = i1(p) donde
K0 � U es un compacto, invariante -y no aislado- que contiene a p.
Concretamente consideraremos, como en secciones precedentes, un do-
minio de Jordan J que contenga a p y K = Inv(J; f). K0 denotar�a la
componente conexa de K que contiene a p.

Recordemos que una vez realizada la compacti�caci�on de Carath�eo-
dory de S2 n K0 el n�umero de atractores menos el n�umero de ramas
estables tiene que ser igual al de repulsores menos el n�umero de ramas
inestables (esa igualdad se cumple debido al Teorema 1 -Teorema del
P�etalo- y al Teorema 2 de [79] p�agina 7).

Caso en el que todos los �nales primos �jos son atractores
o repulsores.

Supongamos que tenemos 2a puntos �jos surgidos de la compacti-
�caci�on de Carath�eodory: a atractores y a repulsores.

Para los c�alculos solo tendremos en cuenta los atractores dado que
en los repulsores tendremos exactamente una regi�on de salida y por lo
tanto todos los ��ndices son triviales.

Realicemos la compacti�caci�on de Carath�eodory y supongamos que
[a
s=1Ks � U , Ks un conjunto compacto, invariante y aislado contenien-

do al punto �jo ps con s = 1; : : : ; a siendo cada U uni�on de semidiscos.
Aplicando la f�ormula (20) para calcular in(K0), queda,

(39) in(K0) =

�
a+ n

n

�
8n 2 N:

As�� que, sustituyendo esta f�ormula en la expresi�on (38), la serie del
��ndice sim�etrico in�nito,

i1(K0) =
1X
n=0

in(K0)z
n =

1X
n=0

�
a+ n

n

�
zn:

Lema 3.13. Sea a 2 Z+ y f(z) = za(1 � z)�1 con z 2 C n f�1g.
Entonces, la a-�esima derivada de f(z), f (a)(z), es,

f (a)(z) = a!(1� z)�(a+1):
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Demostraci�on. Sea 
 � C un conjunto abierto del plano com-
plejo. Recordando la regla de Leibniz para g : 
 ! C una funci�on
producto de otras dos � : C! C y � : 
! C, i.e., g(z) = �(z) � �(z),

g(a)(z) =
aX

j=0

�
a

j

�
�(z)(j) � �(z)(a�j);

y, usando esta regla para calcular la a-�esima derivada tomando 
 =
C n f�1g, �(z) = za y �(z) = (1� z)�1,

f (a)(z) =
aX

j=0

�
a

j

�
(za)(j) � ((1� z)�1)(a�j)

=
aX

j=0

�
a

j

�
a : : : (a� j + 1)za�j � (a� j)!(1� z)�(a�j+1)

= a!(1� z)�1
aX

j=0

�
a

j

�
(z(1� z)�1)a�j

= a!(1� z)�1(1 + z(1� z)�1)a = a!(1� z)�(a+1):

�

Lema 3.14. Sea a 2 Z+. Sea,

S(a) =
1X
n=0

�
a+ n

n

�
zn:

Entonces,

S(a) =
1

(1� z)1+a
si jzj < 1:

Demostraci�on. Escribimos la serie como una a-�esima derivada,

S(a) =
1X
n=0

�
a+ n

n

�
zn

=
1

a!

1X
n=0

(n+ a) : : : (n+ 1)zn

=
1

a!

 
1X
n=0

zn+a

!(a)

=
1

a!

�
za

1� z

�(a)

:

Calculando ahora la a-�esima derivada de esa fracci�on con el lema 3.13,
obtenemos,

S(a) = (1� z)�(a+1) si jzj < 1:

�

Por tanto, la expresi�on para el ��ndice sim�etrico in�nito de pun-
to �jo cuando nuestro punto �jo es no aislado y, procendentes de la
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compacti�caci�on de Carath�eodory, surgen solo puntos �jos atractores
y repulsores, es,

i1(K0) = i1(p) = (1� z)�(a+1) si jzj < 1;

siendo a el n�umero de puntos �jos atractores.

Caso en el que todos los �nales primos �jos son ni atrac-
tores ni repulsores:

Supongamos que tenemos r puntos �jos fp1; : : : ; prg surgidos de la
compacti�caci�on de Carath�eodory que no son atractores ni repulsores,
cada uno con ms regiones de salida, s = 1; : : : ; r.

Supongamos que [r
s=1Ks � U ,Ks un conjunto compacto, invariante

y aislado conteniendo al punto �jo ps con s = 1; : : : ; r siendo cada Ks

un intervalo y U uni�on de semidiscos.
Aplicando la igualdad (25) para calcular in(K0),

in(p) = in(K0) = (�1)n
�
e� 1

n

�
e =

rX
s=1

ms � r 8n 2 N:

As��, de la de�nici�on 38, el valor del ��ndice sim�etrico in�nito de punto
�jo es,

i1(K0) =
1X
j=0

(�1)n
�
e� 1

n

�
zn:

Por la f�ormula del binomio de Newton,

i1(K0) =
1X
j=0

(�1)n
�
e� 1

n

�
zn

=
e�1X
j=0

�
e� 1

n

�
(�z)n = (1� z)e�1:

De esta forma y para este caso, el ��ndice sim�etrico in�nito es,

i1(K0) = (1� z)e�1 para e =
rX

s=0

ms � r;

y ms el n�umero de regiones de salida del punto �jo ps, s = 1; : : : ; r,
surgidas al aplicar la compacti�caci�on de Carath�eodory.

Caso general. Caso en que entre los puntos �jos tenemos
atractores, repulsores y ni atractores ni repulsores.

Supongamos ahora que entre los �nales primos �jos surgidos de la
compacti�caci�on de Carath�eodory tenemos a atractores, b repulsores
y r ni atractores ni repulsores, cada uno con ms regiones de salida,
s = 1; : : : ; r.
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Supongamos que [r+a+b
s=1 Ks � U , Ks un conjunto compacto, inva-

riante y aislado conteniendo al punto �jo ps con s = 1; : : : ; r + a + b
siendo cada Ks un intervalo y U uni�on de semidiscos.

Entonces aplicando la igualdad (30) para calcular in(K0) = in(p),

in(K0) = in(p) =

8>><>>:
�
a� e+ n

n

�
si e � a

(�1)n
�
e� a� 1

n

�
si e > a

8n 2 N;

con a el n�umero de puntos �jos atractores, e =
Pr

s=1ms � r y ms el
n�umero de regiones de salida de cada punto �jo ps que no sea atractor
ni repulsor, s = 1; : : : ; r. O equivalentemente, a el n�umero de �nales
primos atractores y e el n�umero de ramas estables (positivamente) in-
variantes asociadas a J . Sabemos que a�e = b�u siendo b el n�umero de
�nales primos repulsores y u el n�umero de ramas inestables (negativa-
mente) invariantes. As��, de la de�nici�on 38, el ��ndice sim�etrico in�nito
de punto �jo es,

i1(K0) =

8>>>><>>>>:

1X
n=0

�
a� e+ n

n

�
zn si e � a

1X
n=0

(�1)n
�
e� a� 1

n

�
zn si e > a:

Para la primera suma usamos el lema 3.14 sustituyendo a por a � e,
obteniendo,

1X
n=0

�
a� e+ n

n

�
zn = (1� z)�(a�e+1) si

(
jzj < 1

e � a
:

Para la segunda suma utilizamos las mismas operaciones que en el caso
inmediatamente anterior en el que solo surgen puntos �jos ni atractores
ni repulsores, obteniendo,

1X
n=0

(�1)n
�
e� a� 1

n

�
zn = (1� z)e�a�1 si e > a:

Resumiendo todo esto en una ecuaci�on,

i1(K0) =

(
(1� z)e�a�1 para jzj < 1 si e � a

(1� z)e�a�1 para z 2 C si e > a;

4.3.2. C�alculo del ��ndice sim�etrico in�nito cuando fpg es no ais-
lado como compacto invariante y surgen �orbitas peri�odicas de la com-
pacti�caci�on de Carath�eodory. Sea U � R2 un conjunto abierto y sea
f : U ! R2 un homeomor�smo que conserve orientaci�on. Sea fpg un
punto �jo no aislado de f . Queremos calcular por �ultimo i1(K0) =
in(p) cuando en la circunferencia de �nales primos aparecen �orbitas
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peri�odicas de per��odo q > 1. Recordemos nuevamente que todas ellas
han de tener el mismo per��odo.

Supongamos que tenemos a �orbitas peri�odicas atractoras, b �orbitas
peri�odicas repulsoras y r �orbitas peri�odicas ni atractoras ni repulsoras,
cada una con ms regiones de salida, s = 1; : : : ; r.

Supongamos que [r+a+b
s=1 Ks � U , Ks un conjunto compacto, inva-

riante y aislado conteniendo a la s-�orbita peri�odica con s = 1; : : : ; r+a+
b siendo cada Ks y U uni�on de intervalos y semidiscos respectivamente.

As��, de la f�ormula (36),

in(K0) =

8>><>>:
�
a� e+ [n=q]

[n=q]

�
si e � a

(�1)[n=q]
�
e� a� 1

[n=q]

�
si e > a

8n 2 N;

siendo e =
Pr

s=1ms� r. De la de�nici�on 38 de ��ndice sim�etrico in�nito
de punto �jo,

i1(K0) =

8>>>><>>>>:

1X
j=0

�
a� e+ [n=q]

[n=q]

�
zn si e � a

1X
j=0

(�1)[n=q]
�
e� a� 1

[n=q]

�
zn si e > a:

En la primera suma, dividiendo el rango de sumaci�on en sistemas com-
pletos de restos m�odulo q, y aplicando el lema 3.14,

1X
j=0

�
a� e+ [n=q]

[n=q]

�
zn =

=
1X
c=0

q�1X
�=0

�
a� e+ [(cq + �)=q]

[(cq + �)=q]

�
zcq+�

=

 
1X
c=0

�
a� e+ c

c

�
(zq)c

!
�

 
q�1X
�=0

z�

!

= (1� zq)�(a�e+1) �
(1� zq)

(1� z)
si jzj < 1 y e � a:

Para la segunda suma aplicamos un razonamiento an�alogo,

1X
j=0

(�1)[n=q]
�
e� a� 1

[n=q]

�
zn =
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=
1X
c=0

q�1X
�=0

(�1)[(cq+�)=q]
�
e� a� 1

[(cq + �)=q]

�
zcq+�

=

 
e�a�1X
c=0

�
e� a� 1

c

�
(�zq)c

!
�

 
q�1X
�=0

z�

!

=

8<: (1� zq)e�a�1 �
(1� zq)

(1� z)
si z 6= 1

q(1� zq)e�a�1 si z = 1
si e > a

=

8<:
(1� zq)e�a

(1� z)
si z 6= 1

q(1� zq)e�a�1 si z = 1
si e > a:

Juntando las dos sumas,

i1(K0) =

8>>>>>>><>>>>>>>:

(1� zq)e�a

(1� z)
jzj < 1 si e � a:

8<:
(1� zq)e�a

(1� z)
si z 6= 1

0 si z = 1
si e > a:



CAP��TULO 4

Aplicaciones del ��ndice de punto �jo en productos

sim�etricos

RESUMEN: en este cap��tulo estudiaremos dos aplicaciones que
nos parecen interesantes del ��ndice n-sim�etrico, una es su compor-
tamiento sobre homeomor�smos f : U � R2 ! f(U) � R2 que conser-
van, expanden o contraen �areas, y otra el c�alculo de la caracter��stica
de Euler de los productos sim�etricos de todas las super�cies compactas
orientables.

1. Introducci�on

Una de las consecuencias inmediatas del trabajo realizado en sec-
ciones anteriores es que el ��ndice sim�etrico in�nito de un punto �jo
de un homeomor�smo del plano que conserva orientaci�on, que no es
atractor ni repulsor y que es aislado como compacto invariante es un
polinomio. Este hecho permitir��a volver a obtener, como corolario, el
teorema de Le Calvez y Yoccoz de la no existencia de homeomor�smos
minimales en la 2-esfera multipunteada ya que, un conjunto �nito, ais-
lado como compacto invariante, tiene asociado un polinomio pero eso
no es posible ya que SPm(S

2) = CPm para cada m.
Un comportamiento similar al caso invariante aislado lo tenemos

cuando estamos en presencia de un homeomor�smo de super�cies que
contrae, expande o conserva �areas. La conservaci�on de �areas es una
propiedad que restringe los posibles valores del ��ndice de punto �jo de
dicha aplicaci�on. De hecho, el ��ndice de punto �jo de un homeomor�smo
entre dos super�cies que conserva la orientaci�on, est�a acotado por +1
(v�ease la referencia [71] y [53] en la que se extiende un resultado an�alo-
go para difeomor�smos de super�cies incluido en [84]. En [79] se puede
encontrar una demostraci�on alternativa que usa la compacti�caci�on de
Carath�eodory).

2. Aplicaciones del ��ndice n-sim�etrico a un sistema
din�amico que conserva �areas

Sea U � R2 un subconjunto abierto, sea f : U ! f(U) � R2 un sis-
tema din�amico y sea p 2 U un punto �jo aislado como �orbita peri�odica
-o m�as generalmente K � U un compacto invariante que no desconec-
ta el plano y que tiene un entorno suyo M tal que Per(f) \M � K-.
El objetivo de esta secci�on es estudiar la tendencia del ��ndice in(f; p)

81
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cuando f conserva, expande o contrae �area. Vamos a centrarnos ini-
cialmente en los dos primeros casos porque admiten un planteamiento
similar.

2.1. f conserva o expande �areas: Tenemos dos casos: p con-
junto compacto, invariante, aislado y p no aislado. Si p es un conjunto
compacto, invariante, aislado el��ndice in(f; p) se calcula con el Teorema
2.6 obteniendo,

in(f; p) = (�1)[n=q]
�
m� 1

[n=q]

�
8n 2 N;

donde m + 1 es el n�umero de puntos peri�odicos de f 0 (obviamente
m 6= 0, de otra manera p ser�a un atractor, lo cual es imposible siendo
f un sistema din�amico que conserva �areas). Tomando ahora el l��mite
cuando n tiende a in�nito,

in(f; p) �!
n!+1

0:

Si p es un conjunto compacto, invariante, no aislado, el ��ndice in(f; p)
se calcula a trav�es de la ecuaci�on 36, procedente del proceso de com-
pacti�caci�on de Carath�eodory, obteniendo, en el caso de n�umero de
rotaci�on racional,

in(f; p) =

8>><>>:
�
a� e+ [n=q]

[n=q]

�
si e � a

(�1)[n=q]
�
e� a� 1

[n=q]

�
si e > a;

donde e =
Pr

j=1(mj � 1), siendo r el n�umero �orbitas ni atractoras ni
repulsoras cada una conmj regiones de salida, j = 1; : : : ; r, a el n�umero
de �orbitas atractoras y q el periodo de cada �orbita. Teniendo en cuenta
que queremos tomar el l��mite cuando n ! 1 y que f conserva �areas,
es decir, a = 0, entonces el ��ndice cumple,

in(f; p) �!
n!+1

0;

porque, cuando a = 0, la f�ormula v�alida es la que corresponde a la
condici�on e > a y, en ese caso, el n�umero binomial tiende a cero cuando
n!1 (de hecho, el ��ndice es cero a partir de n = q(e� a)).

Resumiendo, tanto en el caso de que p sea un conjunto compacto,
invariante, aislado como en el caso de que p sea un conjunto compacto,
invariante, no aislado, si tomamos l��mites cuando n tiende a in�nito
teniendo en cuenta que f es un sistema din�amico que conserva �areas,

in(f) �!
n!+1

0:

Usando el lenguaje del ��ndice de punto �jo en productos sim�etricos
in�nitos, si f es un homeomor�smo del plano que conserva orientaci�on
y �areas ocurre que, i1(f) es un polinomio o i1(f) = 1=(1�z): Adem�as
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el grado de este polinomio hemos demostrado que tiene un signi�cado
din�amico.

2.2. f contrae �areas: Basta observar que in(f; p) = in(f
�1; p)

y que f�1 expande �areas.

3. C�alculo de las caracter��sticas de Euler de los productos
sim�etricos de todas las super�cies cerradas, compactas y

orientables.

Sea X un ANR compacto y f : X ! X una aplicaci�on conti-
nua homot�opica a la identidad. Entonces los n�umeros de Lefschetz
�(f) = �(IdX). Como �(IdX) = �(X), podemos calcular esta �ultima
considerando cualquier funci�on continua homot�opica a la identidad.

Nuestra estrategia ser�a emplear un ujo � : X � R ! X con una
cantidad �nita de puntos de equilibrio y un homeomor�smo �t : X ! X
con t 6= 0. Obviamente el propio ujo nos da una homotop��a entre la
identidad y �t y podremos calcular �(�t) a partir de los ��ndices de
cada uno de los puntos �jos mediante la propiedad aditiva. Existen
otros procedimientos para hacer el c�alculo, involucrando t�ecnicas de
topolog��a algebraica que son, a nuestro entender, mucho m�as delicadas
y menos geom�etricas ([30]). Aunque como hemos avanzado nos vamos
a centrar en los productos sim�etricos de super�cies, estas mismas ideas
servir��an para el c�omputo en variedades tridimensionales para las que
haya ujos con una cantidad �nita de puntos de equilibrio que admi-
tan bolas como bloques aislantes. En estos casos se pueden usar los
resultados de [42].

La caracter��stica de Euler de SPn(X) es,

�(SPn(X)) = �(SPn(id)) = �(SPn(f))

para cualquier f : X ! X que sea homot�opica a la identidad. Si
X es una super�cie compacta orientable y sin borde, solo tenemos
que ocuparnos de la suma conexa de toros dado que para la esfera
conocemos ya un modelo homeomorfo a cualquiera de sus productos
sim�etricos, los espacios proyectivos complejos.

Proposici�on 4.1. La caracter��stica de Euler de SPn(T
m) param �

1 es,

�(SPn(T
m)) = (�1)n

�
��(Tm)

n

�
;

Demostraci�on. Consideremos el sistema din�amico J : Tm !
Tm, con fp1; : : : ; p2(m�1)g sus puntos �jos -que no son ni atractores
ni repulsores- an�alogo al mostrado en la �gura 12 para el 2-toro.

Observemos que estos puntos �jos son hiperb�olicos. Cada uno es un
compacto invariante aislado con dos ramas estables y dos inestables.
En consecuencia,
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Figura 12. Din�amica en el 2-toro

in(pj) = (�1)n
�
1

n

�
=

�
(�1)n si n = 0; 1

0 otro caso:

Tomando K la uni�on de todos los puntos de equilibrio, entonces la
propiedad aditiva indica que,

in(K) =
nX

js=0
j1+���+j2(m�1)=n

ij1(K1) : : : ij2(m�1)(K2(m�1))

=
nX

js=0
j1+���+j2(m�1)=n

(�1)j1
�
1

j1

�
: : : (�1)j2(m�1)

�
1

j2(m�1)

�

=

8>><>>:
0 si n > 2(m� 1)

(�1)n
nX

js=0
j1+���+j2(m�1)=n

�
1

j1

�
: : :

�
1

j2(m�1)

�
si n � 2(m� 1)

=

8>><>>:
0 si n > 2(m� 1)

(�1)n
1X

js=0
j1+���+j2(m�1)=n

1 si n � 2(m� 1)

=

8<:
0 si n > 2(m� 1)

(�1)n
�
2(m� 1)

n

�
si n � 2(m� 1):

Observando que �(Tm) = 2� 2m la demostraci�on termina. �



CAP��TULO 5

Descomposici�on de compactos invariantes aislados

de homeomor�smos del plano. Existencia de

�orbitas peri�odicas y caos.

RESUMEN: Sea U � R2 abierto y f : U ! f(U) � R2 un homeo-
mor�smo que conserva orientaci�on. Sea K � U un conjunto compacto,
invariante y aislado que admite un entorno aislante que es uni�on �ni-
ta de discos cerrados. En estas condiciones existe un bloque aislante
que se puede descomponer en uni�on de discos disjuntos. Construiremos
los ciclos �ltrantes que es la herramienta fundamental que utilizare-
mos para estudiar la existencia de �orbitas peri�odicas de f que sigan un
itinerario determinado. Daremos condiciones su�cientes en t�erminos de
estas t�ecnicas que permitan deducir la aparici�on de caos.

1. Introducci�on

Este cap��tulo tiene su origen en la construcci�on, realizada en [76],
de pares �ltrantes especialmente indicados para el estudio del ��ndice
de Conley de compactos invariantes no conexos del plano. Existe una
amplia bibliograf��a acerca del ��ndice de Conley de un conjunto inva-
riante aislado (v�eanse por ejemplo, [33], [62], [63], [64], [65], [75], [80]).
Existe, a su vez, una gran cantidad de literatura en la que se describen
m�etodos para obtener una informaci�on m�as completa que la propor-
cionada por la teor��a cl�asica o para extender dicha teor��a a situaciones
m�as generales (v�eanse por ejemplo [88] y [89]). M�as concretamente, en
[89], Szymczak introduce un ��ndice tipo Conley para conjuntos com-
pactos invariantes y aislados que admiten una descomposici�on en uni�on
disjunta de una cantidad �nita de conjuntos compactos. Este ��ndice es
capaz de detectar caos mostrando la existencia de una semiconjugaci�on
entre la aplicaci�on dada y el shift de un n�umero �nito de s��mbolos (v�ease
[90]). En muchos casos de la literatura, la detecci�on de caos usando el
��ndice de Conley est�a basado en la teor��a de punto �jo debido a que
el n�umero de Lefschetz puede ser calculado usando index pairs (v�eanse
[35], [62] y [42]).

En este cap��tulo trabajaremos como hasta ahora con homeomor�s-
mos del plano que conservan la orientaci�on. Las herramientas princi-
pales para la construcci�on que realizaremos ser�an los pares �ltrantes
y los ciclos �ltrantes. En el caso de que quisi�esemos desarrollar una
teor��a an�aloga para los homeomor�smos en el plano que invierten la

85
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orientaci�on, tendr��amos que usar el concepto de �ltraci�on fuerte, in-
troducido por Ruiz del Portal y Salazar en [78] con el �n de calcular
el ��ndice de punto �jo para cualquier iteraci�on de un homeomor�smo
plano local arbitrario, en el entorno de un punto �jo aislado que es
aislado como compacto invariante. La motivaci�on para el desarrollo de
este cap��tulo surge, en parte, del estudio que realiza J.M. Salazar en
el cap��tulo III de su tesis [81] (ver tambi�en [82]). Salazar construye
un ��ndice tipo Conley para los productos sim�etricos Fn(X), el hiperes-
pacio de los subconjuntos �nitos de X (ANR localmente compacto),
no vac��os, con, a lo sumo, n elementos. Sin embargo, el autor, insta al
estudio de los productos sim�etricos SPn(X), principalmente teniendo
en cuenta que se puede esperar un comportamiento aditivo mejor que
en los hiperespacios Fn(X).

2. Pares �ltrantes y ciclos �ltrantes

El objetivo de esta secci�on es de�nir las nociones de par �ltrante y
ciclo �ltrante. Cuando Conley contruy�o el ��ndice que lleva su nombre en
[20] utiliz�o la noci�on de index pair para de�nirlo. Sin embargo, con el
��ndice de Conley no parece que pueda llegarse al profundo conocimiento
local, en torno al punto �jo, necesario para nuestros prop�ositos. Franks
y Richeson construyeron un nuevo tipo de index pairs a los que deno-
minaron pares �ltrantes. Por �ultimo, en [78], Ruiz del Portal y Salazar
construyeron una generalizaci�on de los pares �ltrantes de�nidos por
Franks y Richeson, a la que denominaron �ltraciones fuertes.

Recordemos que una manera sencilla de construir pares �ltrantes
es considerar un bloque aislante N y elegir un entorno compacto L de
su regi�on de salida, N�, su�cientemente peque~no. El ��ndice de Conley
de f en K puede ser de�nido usando los pares �ltrantes como index
pairs (v�ease [35]).

En un primer paso demostraremos que si K es un compacto inva-
riante que admite un entorno aislante que es una uni�on �nita de discos
disjuntos, entonces existe un bloque aislante N tal que Inv(N; f) = K,
que se descompone en una uni�on �nita de discos disjuntos N = N1 [
� � � [ Nm. En ese caso, de�nimos un itinerario como una aplicaci�on
� : f1; : : : ; �g ! f1; : : : ;mg, con � 2 N, que determina un ciclo de
longitud �,

fN�(1); : : : ; N�(�)g:

Diremos que un punto peri�odico p de f de periodo �, sigue el itinerario
� si,

f �(p) 2 N�(�+1) para cada � 2 f1; : : : ; �� 1g:

Definici�on 5.1. (Ciclo �ltrante) Sea U � R2 subconjunto abierto
del plano, sea f : U ! f(U) � R2 un homeomor�smo. Tomemos
N = N1[� � �[Nm � U una uni�on disjunta de discos que sea un bloque
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aislante, y sea � : f1; : : : ; �g ! f1; : : : ; �g un itinerario. Consideremos
el ciclo,

N� = fN�(1); N�(2); : : : ; N�(�)g:

De�nimos un ciclo �ltrante asociado a � como la sucesi�on de pares,

(N� ; L� ) = f(N�(1); L�(1)�(2)); (N�(2); L�(2)�(3)); : : : ; (N�(�); L�(�)�(1))g;

donde L�(�)�(�+1) � N�(�) y siendo cada L�(�)�(�+1) una uni�on �nita de
discos, cumpli�endose,

1. Per� (N�(�)) = fx 2 N�(�) : f
�(x) = x y x sigue el itinerario �g �

int(N�(�) n L�(�)�(�+1)).
2. f(cl(N�(�) n L�(�)�(�+1))) � int(N�(�+1)).
3. Para cada disco Ls

�(�)�(�+1) de L�(�)�(�+1) tenemos que
@NL

s
�(�)�(�+1) es una uni�on �nita de arcos, y,

f(@NL
s
�(�)�(�+1)) � int(L�(�+1)�(�+2))

y

Ls
�(�)�(�+1) \N

� 6= ;:

La existencia de un bloque aislante N del compacto, invariante
y aislado K, y la descomposici�on de dicho bloque aislante en uni�on
disjunta de discos se obtiene aplicando la proposici�on 1 de [76]. De
hecho, ese resultado lo utilizaremos de manera extensa en el desarrollo
posterior de este cap��tulo.

La demostraci�on de la existencia de ciclos �ltrantes se presenta en
la secci�on 4 del presente cap��tulo. En la siguiente secci�on 3 presentamos
un ejemplo para ilustrar la teor��a que desarrollaremos en la secci�on 4.

3. Herradura de Smale

En esta secci�on presentamos un ejemplo cl�asico e ilustrativo de la
teor��a que desarrollaremos en la secci�on 4. La herradura procede de un
homeomor�smo de�nido en un cuadrado del plano. En ella aparece un
compacto invariante K que es homeomorfo a un conjunto de Cantor en
el que hay din�amica ca�otica. Para mayor informaci�on remitimos a las
referencias [85] y [86] o al libro de Devaney [27].

Sea U � R2 un subconjunto abierto del plano que contenga a [0; 1]�
[0; 1], sea f : U ! f(U) � R2 el homeomor�smo de la �gura 13 y sea
SPn(f) el homemor�smo inducido de�nido en el n-producto sim�etrico.
Sean N1 y N2 discos como en la �gura 13.

Es sencillo comprobar que N = N1 [ N2 es un bloque aislante. Es
bien conocido que existe un compacto invariante aislado K � int(N)
para el que f tiene un comportamiento ca�otico. Sin embargo, el ��ndice
de Conley en K es trivial, por lo que tambi�en lo es el ��ndice n-sim�etrico
en SPn(K). Existen �orbitas peri�odicas de todos los periodos en SPn(K),
sin embargo, el ��ndice de punto �jo de SPn(f) en SPn([0; 1] � [0; 1])
es trivial, por serlo el ��ndice de punto �jo de cualquier iteraci�on de
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f en [0; 1] � [0; 1]. Por tanto, el ��ndice de punto �jo de SPn(f) en
SPn([0; 1] � [0; 1]) no aporta informaci�on acerca de la existencia de
puntos �jos u �orbitas peri�odicas porque los ��ndices locales se cancelan.
Una manera de arreglar este problema es adaptar las t�ecnicas del ��ndice
de Conley y del ��ndice de punto �jo con el �n de buscar las �orbitas que
sigan �unicamente un cierto patr�on predeterminado.

Trabajando con el homeomor�smo f , si queremos demostrar la exis-
tencia de puntos peri�odicos en N1 (respectivamente N2) basta que cen-
tremos nuestra atenci�on en las �orbitas que permanecen en N1 (respecti-
vamente N2). Si, en vez de utilizar el ��ndice de Conley de f , utilizamos
el ��ndice n-sim�etrico, la situaci�on se torna m�as sencilla. Comencemos
ilustrando la existencia de puntos �jos para luego pasar a la existencia
de �orbitas peri�odicas de periodos 2 y 3.

Figura 13. Din�amica de la herradura de Smale.

Detecci�on de puntos �jos en la Herradura de Smale:

Tomemos dos entornos peque~nos L11 de N�
1 y L22 de N�

2 . Los
subconjuntos L11 y L22 se pueden tomar como uni�on de discos, i.e.,
L11 = L1

11 [ L
2
11 y L2 = L1

22 [ L
2
22. Consideremos ahora el espacio co-

ciente N1= � obtenido al identi�car L1
11 al punto p1 y L

2
11 al punto p2

(respectivamente N2= � obtenido al identi�car L1
22 al punto p

0

1 y L2
22

al punto p
0

2).
Sea K � N1 _ N2 (union disjunta de los bloques aislantes) el con-

junto compacto invariante aislado que contiene a las �orbitas de f en
N1 _N2. Sea eK � (N1= �)_ (N2= �) el conjunto compacto invariante
y aislado inducido por la aplicaci�on cociente sobre K. Es f�acil compro-
bar que f induce dos aplicaciones continuas f11 : N1= �! N1= � y
f22 : N2= �! N2= �. Para los conjuntos de puntos peri�odicos de estas
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Figura 14. Din�amica de la herradura de Smale sobre
las regiones de salida.

aplicaciones continuas se tiene que,

Fix(f11) = Fix(f jN1) [ fp1; p2g

Fix(f22) = Fix(f jN2) [ fp
0

1; p
0

2g;

donde p1 y p2 son puntos �jos atractores para f11 y fp
0
1; p

0
2g forman una

�orbita atractora de periodo dos para f22. Con f11 y f22 de�nimos otra
aplicaci�on continua,

F : (N1= �) _ (N2= �)! (N1= �) _ (N2= �);

que cumple,

F = fjj(x) para x 2 Njj= � para j = 1; 2:

Considerando

F1 = F jN1=� : N1= �! N1= �;

cuyo conjunto de puntos �jos cumple,

Fix(F1) � Fix(N1) [ fp1; p2g;

sin perder de vista que p1 y p2 son puntos �jos atractores para F1. Sea
SPn(F1) la aplicaci�on inducida por F1 entre los productos sim�etricos.
Utilizando el teorema de Lefschetz-Hopf,

�(SPn(F1)�) = in(F1; N1= �):

En este primer caso en el que queremos comprobar la existencia de
puntos �jos, las cuentas con el ��ndice 1-sim�etrico son completamente
an�alogas a las realizadas por Ruiz del Portal y Salazar en [76] utilizando
el ��ndice de Conley para el homeomor�smo f . As��, tomando n = 1 en la
igualdad anterior, observando que la suma alternada de la traza de la
matriz correspondiente a la aplicaci�on SPn(F1)� inducida por SPn(F1)
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entre los grupos de homolog��a es 1 (es decir, �(SPn(F )�) = 1), usando
la propiedad aditiva 1.9 y recordando que p1 y p2 son puntos �jos
atractores, tendr��amos,

1 = i1(F1; N1= �) = i1(F;Fix(N1) [ fp1; p2g)

= i1(F1;Fix(N1)) + i1(F1; fp1; p2g) = i1(F1;Fix(N1)) + 2:

Por tanto,

�1 = i1(F1; N1= �) = i1(F;N1= �) = i1(f; int(N1));

lo cual nos indica que la aplicaci�on f posee un punto �jo en el interior
del bloque aislante N1. Para demostrar la existencia de puntos �jos en
el interior de N2 con la aplicaci�on F2 = F jN2=� : N2= �! N2= � se
podr��an realizar c�alculos an�alogos. Sin embargo, y como hemos comen-
tado antes, nuestros c�alculos di�eren muy poco de los realizados en
[76] hemos buscado demostrar la existencia de puntos �jos. La utilidad
del ��ndice n-sim�etrico se ve mejor en la detecci�on de �orbitas peri�odicas
que siguen un cierto itinerario. T�ecnicas parecidas pueden ser usadas
para detectar �orbitas peri�odicas de cualquier periodo y para calcular el
��ndice de punto �jo de SPn(f), para cualquier n, en entornos peque~nos
de dichos puntos �jos. Con estas t�ecnicas y para este ejemplo, vamos
a empezar detectando �orbitas peri�odicas de periodo 2. Para periodos
superiores los c�alculos ser��an an�alogos. Todos los detalles t�ecnicos se
justi�car�an de manera formal en la secci�on 4.

Detecci�on de �orbitas de periodo 2 en la Herradura de
Smale:

Supongamos que queremos detectar �orbitas peri�odicas de per��odo
2 que siguen el itinerario identidad � : f1; 2g ! f1; 2g, es decir, las
�orbitas que siguen el patr�on N1 ! N2 ! N1 (el caso de las �orbitas
que siguen el patr�on N2 ! N1 ! N2 es similar). Sea L12 un entorno
(uni�on de dos discos) de N�

12 = fx 2 N1 : f(x) =2 int(N2)g y sea L21

un entorno (uni�on de dos discos) de N�
21 = fx 2 N2 : f(x) =2 int(N1)g.

Los conjuntos L12 y L21 (v�ease �gura 14) se pueden escoger de manera
que cumplan las propiedades para la construcci�on de un ciclo �ltrante.
Ahora consideramos,

(N� ; L� ) = f(N1; L12); (N2; L21); (N1; L12)g:

Identi�camos cada componente de L12 a puntos p1; p2 y sea el espa-
cio cociente N1=L12 generado por dicha acci�on. An�alogamente, identi�-
camos cada componente de L21 a puntos p

0
1; p

0
2 y sea el espacio cociente

N2=L21. Los espacios N1=L12 y N2=L21 son discos topol�ogicos.
Para trabajar con el ��ndice n-sim�etrico observamos que f induce

dos aplicaciones continuas f12 : N1=L12 ! N2=L21 y f21 : N2=L21 !
N1=L12. Vamos a estudiar la siguiente funci�on,

F� : (N1=L12) _ (N2=L21)! (N1=L12) _ (N2=L21);
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de�nida por,

F� (x) =

�
f12(x) si x 2 N1=L12

f21(x) si x 2 N2=L21:

El ��ndice 2-sim�etrico de F� coincide con el de f en un entorno su�cien-
temente peque~no, de los puntos 2-peri�odicos que siguen el itinerario
pre�jado.

Consideramos entonces N� = (N1=L12)_ (N2=L21) y F� : N� ! N�

cuyo conjunto de puntos 2-peri�odicos cumple,

Per2(F� ) � Per2(f) [ fp1; p2; p
0
1; p

0
2g;

sin perder de vista que estos �ultimos dar��an origen a �orbitas atractoras.
Pasemos ahora a calcular el ��ndice 2-sim�etrico de la aplicaci�on F� . Sea
SP2(F� ) la aplicaci�on inducida por F� entre los productos sim�etricos y
llamemos SP2(F� )� a los homomor�smos inducidos entre los correspon-
dientes grupos de homolog��a. Utilizando el teorema de Lefschetz-Hopf,

�(SP2(F� )�) = i2(SP2(F� ); SP2(N� )):

Como F� est�a de�nida en una uni�on disjunta de dos discos, las
trazas de los homomor�smos SP2(F� )� solo pueden ser no triviales a
nivel de componentes. La �unica componente de SP2(N1=L12 _N2=L21)
que queda invariante por SP2(F� ) es la representada por SP1(N1=L12)�
SP1(N2=L21). Por tanto, �(SP2(F� )) = 1.

Ahora, teniendo en cuenta que F� (p1) = p01 y F� (p2) = p02 pero
F� (p

0
1) = p2 y F� (p

0
2) = p1 los puntos �jos de SP2(F� ) se reducen a

los de SP2(f) y se tiene que 1 = i2(F� ) y por tanto existe una �orbita
2-peri�odica de f que sigue el itinerario elegido.

Detecci�on de �orbitas de periodo 3 en la Herradura de
Smale:

Supongamos que queremos detectar las �orbitas peri�odicas de pe-
riodo 3 que siguen el itinerario � : f1; 2; 3g ! f1; 2g dado por el patr�on
N2 ! N2 ! N1 ! N2 (el caso de las �orbitas que siguen otros patrones
es similar). Sean,

L22 entorno de N
�
22 = fx 2 N2 : f(x) =2 int(N2)g;

L21 entorno de N
�
21 = fx 2 N2 : f(x) =2 int(N1)g

L12 entorno de N
�
12 = fx 2 N1 : f(x) =2 int(N2)g

con L22, L21 y L12 uni�on de discos. Esos tres espacios (v�ease �gura
14) se pueden escoger de manera que cumplan las propiedades para la
construcci�on de un ciclo �ltrante. Ahora consideramos,

(N� ; L� ) = f(N2; L22); (N2; L21); (N1; L12); (N2; L22)g:

Identi�camos cada componente de L22 a los puntos p1; p2 y sea el es-
pacio cociente N2=L22 generado por dicha acci�on; identi�camos cada
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componente de L21 a los puntos p
0
1; p

0
2 y sea el espacio cociente N2=L21

generado por dicha acci�on; por �ultimo, identi�camos cada componente
de L12 a los puntos p

00

1 ; p
00

2 y sea el espacio cociente N1=L12 generado
por dicha acci�on. Los espacios N2=L22, N2=L21 y N1=L12 son discos
topol�ogicos.

Para trabajar con el ��ndice n-sim�etrico observamos que f induce
tres aplicaciones continuas,

f 21
22 : N2=L22 ! N2=L21:

f 12
21 : N2=L21 ! N1=L12

f 22
12 : N1=L12 ! N2=L22

Vamos estudiar la siguiente funci�on,

F� : (N2=L22)_(N2=L21)_(N1=L12)! (N2=L22)_(N2=L21)_(N1=L12);

de�nida por,

F� (x) =

8><>:
f 21
22 (x) si x 2 N2=L22

f 12
21 (x) si x 2 N2=L21

f 22
12 (x) si x 2 N1=L12

Consideramos entonces N� = (N2=L22) _ (N2=L21) _ (N1=L12) y
F� : N� ! N� cuyo conjunto de puntos 3-peri�odicos cumple,

Per3(F� ) � Per3(N2) [ fp1; p2; p
0
1; p

0
2; p

00

1 ; p
00

2g:

Estos �ultimos dar��an origen a �orbitas atractoras. Pasemos ahora a cal-
cular el ��ndice 3-sim�etrico de la aplicaci�on F� . Sea SP3(F� ) la aplicaci�on
inducida por F� entre los productos sim�etricos y llamemos SP3(F� )�
a los homomor�smos inducidos entre los correspondientes grupos de
homolog��a. Utilizando el teorema de Lefschetz-Hopf,

�(SP3(F� )�) = in(SP3(F� ); SP3(N� )):

Como F� est�a de�nida en la uni�on disjunta de tres discos, las trazas
de los homomor�smos SP3(F� )� s�olo pueden ser no triviales a nivel de
componentes.

La �unica componente de SP3((N2=L22)_ (N2=L21)_ (N1=L12)) que
queda invariante por SP3(F� ) es la representada por,

SP1(N2=L22)� SP1(N2=L21)� SP1(N1=L12):

Por tanto,
�(SP3(F� )�) = 1:

Ahora teniendo en cuenta que,

F� (p1) = p02 F� (p
0
2) = p

00

1 F� (p
00

1) = p1

F� (p2) = p01 F� (p
0
1) = p

00

2 F� (p
00

2) = p2;
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por tanto los puntos �jos de SP3(F� ) se reducen a los de SP3(f) y
dos atractores. De ah�� se deduce que 1 = i3(F� ) + 2. Es decir que
i3(F� ) = �1 y por tanto, existe una �orbita 3-peri�odica de f que sigue
el itinerario elegido.

4. Existencia de �orbitas peri�odicas en un conjunto
compacto, invariante y aislado para un homeomor�smo

plano que conserva la orientaci�on

En esta secci�on demostraremos los resultados necesarios para el
estudio de la existencia de �orbitas peri�odicas de un sistema din�amico
f : U ! f(U) � R2, siendo U � R2 abierto del plano. Para ello
comenzaremos demostrando un teorema de descomposici�on para todo
entorno aislante de un subconjunto compacto, invariante y aislado de
R2 que sea uni�on disjunta de discos. Nos basaremos en el resultado
presentado en la referencia [76].

Proposici�on 5.2. Sea U � R2 abierto del plano. Sea f : U !
f(U) � R2 un sistema din�amico. Sea K � R2 un subconjunto com-
pacto, invariante y aislado. Sea M un entorno aislante de K tal que
K = Inv(M; f) y,

M =M1 [ � � � [Mn;

siendo losMj, j = 1; : : : ; n, discos disjuntos. Entonces, existe un bloque
aislante de K, N �M , con N uni�on �nita de discos disjuntos.

Demostraci�on. Sea k0 � 1 un n�umero entero tal que,\
�k0�k�k0

f�k(M) � int(M):

Consideremos la familia fMkg0�k�k0 , conMk =Mk;1[� � �[Mk;n uni�on
de n discos disjuntos para todo k, tal que,

M0 =M ; Mk;j � int(Mk+1;j) ;
\

�k0�k�k0

f�k(Mk0) � int(M0):

Por un teorema de Ker�ekj�art�o, [47] (v�ease tambi�en [21]), tenemos que
la intersecci�on de dos dominios de Jordan es una uni�on disjunta y
numerable de dominios de Jordan. Entonces el conjunto,\

�k0�k�k0

f�k(int(Mjkj));

es una union disjunta y numerable de dominios de Jordan. Tomemos
U = [m

j=1Uj su conjunto de componentes conexas tales que Uj \K 6= ;
para todo j = 1; : : : ;m. Puesto que K es compacto, U es una uni�on
�nita de dominios de Jordan con m � n. Adem�as el conjunto,

X =
\

�k0�k�k0

f�k(int(Mjkj));
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es un bloque aislante puesto que,

f�1(X) \X \ f(X) =

=
\

�k0�k�k0

f�k�1(Mjkj)
\

�k0�k�k0

f�k(Mjkj)
\

�k0�k�k0

f�k+1(Mjkj)

�
\

0�k�k0�1

f�k�1(Mjkj)
\

�k0�k�k0

f�k(Mk0)
\

�k0+1�k�0

f�k+1(M�k)

�
\

1�k�k0

f�k(int(Mk))
\

int(M0)
\

�k0�k�1

f�k(M�k) � int(X):

El conjunto N0 = cl(U) es un bloque aislante porque,

f�1(N0) \N0 \ f(N0) � int(X) \N0 � int(N0):

Observemos que N0 es una intersecci�on �nita de discos cl(U1) \ � � � \
cl(Um) que pueden tener intersecci�on no vac��a. Entonces, de�namos
los dominios de Jordan C(Uj) � Uj para j = 1; : : : ;m, tales que
C(U) = \m

j=1C(Uj) sea una uni�on �nita de m dominios de Jordan
con N = cl(C(U)) una uni�on �nita de m discos disjuntos. Si elegimos
los conjuntos C(Uj) su�cientemente grandes tales que f

�1(N0) \N0 \
f(N0) � C(U) entonces tenemos que N es un bloque aislante porque
f�1(N) \N \ f(N) � f�1(N0) \N0 \ f(N0) � int(N). �

Sea U � R2 un subconjunto abierto y f : U ! f(U) � R2 un
sistema din�amico. Sea K � U un subconjunto compacto invariante y
aislado y sea el bloque aislante N = N1 [ � � � [ Nm, donde los Nj son
discos disjuntos, j = 1; : : : ;m (cuya existencia hemos demostrado en
la proposici�on 5.2). Seg�un la proposici�on 5.2 tenemos que,

(40) N = N1 [ � � � [Nm:

Adem�as se cumple que K \ N� 6= ; para todo � = 1; : : : ;m. Dado un
itinerario � : f1; : : : ; �g ! f1; : : : ;mg, queremos estudiar la existencia
de �orbitas peri�odicas en K que siguen cada ciclo,

fN�(1); : : : ; N�(�)g:

Consideremos un par �ltrante (N;L) de K tal que cada componente
Li de L sea un disco con el m��nimo n�umero posible de agujeros y Li \
N� 6= ;. Dividiremos nuestro estudio en los siguientes tres casos que se
corresponden con la b�usqueda de �orbitas peri�odicas repulsoras, �orbitas
peri�odicas atractoras y �orbitas peri�odicas ni atractoras ni repulsoras,
respectivamente.

(41) CASOS



4. �ORBITAS PERI�ODICAS EN UN COMPACTO INVARIANTE AISLADO 95

Caso (A). Existe una componente de L; L�(�) � N�(�); con un agujero

G�(�): Demostraremos entonces que existe una �orbita peri�o-

dica en K que sigue el itinerario � si f(G�(�)) � G�(�+1)

8� = 1; : : : ; �:

Caso (B). Existe N�(�) tal que L \N�(�) = ;: Entonces demostrare-

mos que existe una �orbita en K que sigue el itinerario �

si f(N�(�)) � N�(�+1) 8� = 1; : : : ; �:

Caso (C). Ninguno de los anteriores.

Caso (A)

EXISTENCIA DE �ORBITAS PERI�ODICAS REPULSORAS

Sea K � R2 un conjunto compacto, invariante y aislado y N =
N1 [ � � � [Nm un bloque aislante de K, uni�on �nita de discos disjuntos
y tal que K = Inv(N; f). Las componentes de K tiene shape trivial y,
por tanto, K tiene shape trivial (en este caso eso signi�ca que R2 nK�

es conexo para cada componente K� de K, v�ease [10]).
Por un teorema de Franks y Richeson (v�ease [35]) tenemos que

existe un par �ltrante (N;L) tal que L es un entorno de N�, que
admite una descomposci�on del tipo L = L1 [ � � � [ Lm y tal que cada
componente L� de L es un disco (proposici�on 5.2) con elm��nimo n�umero
posible de agujeros y cumpliendo L�\N

� 6= ;. Supondremos, seg�un las
hip�otesis del caso (A), que dicha componente L� de L tiene el m��nimo
n�umero de agujeros.

Proposici�on 5.3. Sea U � R2 y sea f : U ! f(U) � R2 un
sistema din�amico. Sea N = N1 [ � � � [Nm la descomposici�on de N en
un n�umero �nito de discos disjuntos. Sea L1 una componente de L, con
L1 � N1 � N y tal que L1 tiene un agujero G1. Entonces K1 = K \G1

es un conjunto no vac��o con shape trivial, y, si de�nimos,

K2 = f(K1) � N2; : : : ; K� = f(K��1) � N�; : : : ;

entonces el conjunto K1 determina un ciclo repulsor de longitud q, es
decir, existe q 2 N tal que,

K1 = N1 \K; K2 = f(K1) = N2 \K; : : : ;Kq = f(Kq�1) = Nq \K;

y,

K1 = f(Kq) = N1 \K;

con
Sq

�=1K� = K.

Demostraci�on. Esta es la proposici�on 2 de [76]. �
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No es d���cil demostrar que si la primera componente de L posee un
agujero, entonces el resto tambi�en poseen exactamente un agujero.

Corolario 5.4. Bajo las hip�otesis de la proposici�on 5.3 deducimos
que existe una �orbita peri�odica repulsora de periodo q que sigue el ciclo,

fN1; : : : ; Nqg:

Es m�as, cada �orbita de K con un punto en N1 [ � � � [Nq sigue el ciclo,

f: : : ; N1; N2; : : : ; Nr; N1; N2; : : : g:

Caso (B)

EXISTENCIA DE �ORBITAS PERI�ODICAS
ATRACTORAS

Sea K � R2 un conjunto compacto, invariante y aislado y N =
N1 [ � � � [Nm un bloque aislante de K uni�on �nita de discos disjuntos
y tal que K = Inv(N; f). Las componentes de K tiene shape trivial y,
por tanto, K tiene shape trivial (en este caso eso signi�ca que R2 nK�

es conexo para cada componente K� de K, v�ease [10]).
Por un teorema de Franks y Richeson (v�ease [35]) tenemos que

existe un par �ltrante (N;L) tal que L es un entorno de N�, que
admite una descomposci�on del tipo L = L1 [ � � � [ Lm y tal que cada
componente L� de L es un disco (proposici�on 5.2) con elm��nimo n�umero
posible de agujeros y cumpliendo L� \ N

� 6= ;. Supondremos, seg�un
las hip�otesis del caso (B), que existe una componente N� de N tal que
L \N� = ; y que ninguna de las componentes de L tiene agujeros.

Proposici�on 5.5. Sea U � R2 y sea f : U ! f(U) � R2 un
sistema din�amico. Tomemos (N;L) un par �ltrante tal que L es un
entorno de N�, L = L1 [ � � � [ Lm uni�on disjunta y tal que cada com-
ponente L� de L sea un disco. Sea N = N1[� � �[Nm la descomposici�on
de N en un n�umero �nito de discos disjuntos. Sea N1 una componente
de N , con L\N1 = ;. Entonces K1 = K \N1 es un conjunto no vac��o
con shape trivial, y, si de�nimos,

K2 = f�1(K1) � N2; : : : ; K� = f�1(K��1) � N�; : : : ;

entonces el conjunto K1 determina un ciclo atractor de longitud q, es
decir, existe q 2 N tal que,

K1 = N1\K; K2 = f�1(K1) = N2\K; : : : ;Kq = f�1(Kq�1) = Nq\K;

y,

K1 = f�1(Kq) = N1 \K;

con [q
�=1K� = K.

Demostraci�on. Esta es la proposici�on 3 de [76]. �



4. �ORBITAS PERI�ODICAS EN UN COMPACTO INVARIANTE AISLADO 97

Corolario 5.6. Bajo las hip�otesis de la proposici�on 5.5 deducimos
que existe una �orbita peri�odica atractora de periodo q que sigue el ciclo,

fN1; : : : ; Nqg:

Es m�as, cada �orbita de K con un punto en N1 [ � � � [Nq sigue el ciclo,

f: : : ; N1; N2; : : : ; Nr; N1; N2; : : : g:

Caso (C)

EXISTENCIA DE �ORBITAS PERI�ODICAS NI
ATRACTORAS NI REPULSORAS

Esta situaci�on es la m�as interesante y a ella dedicaremos el resto
del cap��tulo. Sea K � R2 un conjunto compacto, invariante y aislado
y N = N1 [ � � � [ Nm un bloque aislante de K uni�on �nita de discos
disjuntos y tal que Inv(N; f).

Por un teorema de Franks y Richeson (v�ease [35]) tenemos que
existe un par �ltrante (N;L) tal que L es un entorno de N�, que
admite una descomposci�on del tipo L = L1 [ � � � [ Lm y tal que cada
componente L� de L es un disco (proposici�on 5.2) con elm��nimo n�umero
posible de agujeros y cumpliendo L�\N

� 6= ;. Supondremos, seg�un las
hip�otesis del caso (C), que no existe ninguna componente N� de N tal
que L \N� = ; y que las componentes de L no tienen ning�un agujero.

En primer lugar veamos la existencia de ciclos �ltrantes.

Proposici�on 5.7. Sea (N;L) un par �ltrante en las condiciones
del caso (C) de (41) y sea � un itinerario �jo. Entonces existe un ciclo
�ltrante (N� ; L� ) asociado al itinerario � .

Demostraci�on. Utilizando la proposici�on 4 de [76] y bajo las
condiciones del caso (C) de (41), tenemos que existe un ciclo �ltrante
(N� ; L� ) que cumple,

1. Per� (N�(�)) = fx 2 N�(�) : f�(x) = x y x sigue el
itinerario �g � int(N�(�)) n L�(�)�(�+1).

2. f(cl(N�(�)) n L�(�)�(�+1)) � int(N�(�+1)).
3. Para cada disco Ls

�(�)�(�+1) de L�(�)�(�+1) tenemos que
@NL

s
�(�)�(�+1) es una uni�on �nita de arcos, y,

f(@NL
s
�(�)�(�+1)) � int(L�(�+1)�(�+2))

y

Ls
�(�)�(�+1) \N

� 6= ;:

�

La estrategia a seguir ahora es la siguiente: queremos estudiar la
existencia de �orbitas peri�odicas para un sistema din�amico f plano que
conserva la orientaci�on; lo que haremos ser�a construir una aplicaci�on
F inducida por f y un ciclo �ltrante de manera que, aplicando el
corolario 1.12 podamos deducir que in(f;K) = in(F;K) para cada
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K conjunto compacto, invariante y aislado y cada n 2 N. Despu�es de
construir F queremos aplicar una estrategia parecida a la ya utilizada
en la secci�on 2 del cap��tulo 2 e ilustrada en el ejemplo de la herradura
de Smale en la secci�on 3 del cap��tulo 5.

Sea U � R2 un subconjunto abierto del plano y f : U ! f(U) �
R2 un sistema din�amico que conserva la orientaci�on. Tomemos K un
conjunto compacto, invariante y aislado por una cantidad �nita de
discos. Sea N � U un bloque aislante de K con N = N1 [ � � � [ Nm

uni�on disjunta de discos (v�ease proposici�on 5.2) y sea � : f1; : : : ; �g !
f1; : : : ;mg un itinerario. Si existe un ciclo �ltrante,

(N� ; L� ) = f(N�(1); L�(1)�(2)); (N�(2); L�(2)�(3)); : : : ; (N�(�); L�(�)�(1))g;

tal que las componentes L� de L sean discos y las fronteras @(N�(�) n
L�(�)�(�+1)) sean homeomorfas a S1, determinaremos la existencia de
�orbitas peri�odicas que siguen el itinerario � .

Consideremos el espacio cl(N�(�) nL�(�)�(�+1))= � construido identi-
�cando cada disco de la descomposici�on de L�(�)�(�+1) a un punto,

(42) p� con  = 1; : : : ;m

siendo m el n�umero de discos de L�(�)�(�+1) para cada � = 1; : : : ; �.
De�namos las aplicaciones continuas,
(43)

f
�(�+1)�(�+2)
�(�)�(�+1) : cl(N�(�) n L�(�)�(�+1))= �! cl(N�(�+1) n L�(�+1)�(�+2))= �;

con f
�(�+1)�(�+2)
�(�)�(�+1) ([x]) = f([x]). Estas aplicaciones son tales que,

f
�(�+1)�(�+2)
�(�)�(�+1) (fp�1; : : : ; p�mg) � fp(�+1)1; : : : ; p(�+1)mg;

donde fp(�+1)1; : : : ; p(�+1)mg es la familia de puntos obtenidos colapsan-
do cada componente de L�(�+1)�(�+2) a un punto distinto.

Puesto que para cada componente L1
�(�)�(�+1) de L�(�)�(�+1), con

1 2 f1; : : : ;mg, existe una componente L2
�(�+1)�(�+2) de L�(�+1)�(�+2),

con 2 2 f1; : : : ;mg, tal que f(@N�(�)
L1
�(�)�(�+1)) � int(L2

�(�+1)�(�+2)),

entonces obtenemos un entorno U(p�1) de p�1 tal que,

f
�(�+1)�(�+2)
�(�)�(�+1) (U(p�1)) = p(�+1)2 ;

para p(�+1)2 2 fp(�+1)1; : : : ; p(�+1)mg.
De�nimos ahora la siguiente aplicaci�on,

F� :
�_

�=1

cl(N�(�) n L�(�)�(�+1))= �!
�_

�=1

cl(N�(�) n L�(�)�(�+1))= �;

Dada por,
(44)

F� (x) = f
�(�+1)�(�+2)
�(�)�(�+1) (x) para cada x 2 cl(N�(�) n L�(�)�(�+1))= � :
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Usando la notaci�on N� =
W�

�=1 cl(N�(�) n L�(�)�(�+1))= �, estamos con-
siderando la aplicaci�on F� : N� ! N� cuyo conjunto de puntos n-
peri�odicos cumple,

(45) Pern(F� ) � Pern� (N� ) [ fp11; : : : ; p1m; : : : ; p�1; : : : ; p�mg:

Definici�on 5.8. (v�ease [78]) Sea �� = fp
0

�1; : : : ; p
0

�!(�)g

� fp�1; : : : ; p�mg un subconjunto sobre el que F� act�ue como una
permutaci�on. Si existe un arco ' � @(N�(1) n L�(1)�(2))= � que une

p
0

�!1
; p

0

�!2
2 �� y tal que ' \ �� = fp

0

�!1
; p

0

�!2
g, entonces diremos que

p
0

�!1
; p

0

�!2
son adyacentes en �� para F� .

Corolario 5.9. Sea U � R2 subconjunto abierto del plano y f :
U ! f(U) � R2 un sistema din�amico que conserva la orientaci�on. Sea
K un conjunto compacto, invariante y aislado por una familia de dis-
cos, conteniendo al punto �jo p y N � U , bloque aislante de K, uni�on
�nita de discos. Sea � : f1; : : : ; �g ! f1; : : : ;mg un itinerario, sea la
aplicaci�on F� construida en (44) y los puntos fp�1; : : : ; p�mg construidos
en (42), para cada � = 1; : : : ; �. Entonces, todas las �orbitas peri�odicas
de F� en fp11; : : : ; p1m; : : : ; p�1; : : : ; p�mg tienen el mismo periodo q.

Demostraci�on. Este corolario es consecuencia de la proposici�on
6 de [76]. �

Teorema 5.10. Sea U � R2 subconjunto abierto del plano y f :
U ! f(U) � R2 un sistema din�amico que conserva la orientaci�on. Sea
K un conjunto compacto, invariante y aislado conteniendo a todas las
�orbitas ni atractoras ni repulsoras de f y N � U un bloque aislante de
K. Sea � : f1; : : : ; qg ! f1; : : : ;mg un itinerario y sea,

(N� ; L� ) = f(N�(1); L�(1)�(2)); (N�(2); L�(2)�(3)); : : : ; (N�(q); L�(q)�(1))g;

un ciclo �ltrante tal que las componentes de L�(�) sean discos y las
fronteras @(N�(�) n L�(�)�(�+1)) sean homeomorfas a S1, para todo � =
1; : : : ; q. Entonces,

in(F� ;Per� (N� )) =

8<: (�1)[n=q]
�
m� 1

[n=q]

�
si q j n

0 si q - n

;

donde m es el n�umero de �orbitas peri�odicas de F� en fp11; : : : ; p1m; : : : ;
pq1; : : : ; pqmg y q es el periodo de cada una de las �orbitas.

Demostraci�on. La prueba es completamente an�aloga a la del teo-
rema 1 de [76], ve�amoslo. Comencemos recordando (45),

Pern(F� ) � Pern� (N� ) [ fp11; : : : ; p1m; : : : ; pq1; : : : ; pqmg:

Sea K = K0 [ K1 [ � � � [ Km con K0 conjunto compacto, inva-
riante y aislado conteniendo a las �orbitas peri�odicas de F� que se en-
cuentran en Pern� (N� ) y de manera que Kj sea un conjunto compacto,
invariante y aislado conteniendo a una de las q-�orbitas de la aplicaci�on
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F� en el conjunto fp11; : : : ; p1m; : : : ; pq1; : : : ; pqmg. Esa descomposici�on
de K se puede realizar porque el bloque aislante N se puede dividir en
discos disjuntos (v�ease proposici�on 5.2) y, tanto Pern� (N� ) como cada
una de las �orbitas peri�odicas, se encuentran en distintos discos de la
descomposici�on de N (ver la de�nici�on 5.8 y al corolario 5.9). Llamem-
os,

M =
�_

�=1

cl(N�(�) n L�(�)�(�+1))= �;

al dominio de de�nici�on de la aplicaci�on F� y tengamos en cuenta que
M es un AR (v�ease [8]).

Por la propiedad de escisi�on del ��ndice n-sim�etrico,

in(f;K) = in(f;M):

Aplicando el teorema de Lefschetz-Hopf (v�eanse [51], [31], [46]),

in(f;M) = �(SPn(f)):

En caso de que q - n la aplicaci�on SPn(f) no tendr��a puntos �jos (en
_�
�=1cl(N�(�) n L�(�)�(�+1))= � dominio de de�nici�on de F� ) por lo que,

seg�un el teorema del punto �jo de Lefschetz (v�eanse [50], [51] o [17])
�(SPn(f)) = 0. Por tanto,

in(f;K) = 0 si q - n:

Supongamos ahora que q j n y mantengamos esta condici�on hasta el
�nal de la demostraci�on. ComoM es un AR entonces SPn(M) tambi�en
lo es (por la retracci�on natural inducida), y, en ese caso, como todo AR
es contractible (v�ease [45]), todos los grupos de homolog��a de SPn(M)
ser��an cero excepto el H0(SPn(M)) = Z. Por otra parte, acudiendo a
la de�nici�on de n�umero de Lefschetz (v�eanse [31], [87], [46]),

�(SPn(f)) =
�X

j=0

(�1)jtr(Hj(SPn(f))) = 1:

Juntando todo lo anterior,

in(K) = 1:

Usando la propiedad aditiva generalizada demostrada en la Proposici�on
1.10,

nX
js=0Pm
s=0 js=n

ij0(K0) : : : ijm(Km) = 1:

Como las �orbitas peri�odicas de F� contenidas en el conjunto fp11; : : : ; p1m;
: : : ; pq1; : : : ; pqmg son atractoras,

ijs(Ks) =

(
1 si q j js
0 si q - js;
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8js 2 f0; : : : ; ng y 8s 2 f1; : : : ;mg, y haciendo los cambios de sub��ndice

de sumaci�on js = qejs 8s 2 f1; : : : ;mg se obtiene,

(46)
nX

j0=0

j0+qej1+

[n=q]X
ejs=0

���+qejm=n

ij0(K0) � iqej1(K1) : : : iqejm(Km) = 1:

Recordemos ahora que q j n y llamemos n = N � q donde N = [n=q].

Haciendo ahora el cambio de sub��ndice de sumaci�on j0 = qej0 se nos
queda,

[n=q]X
ej0=0

qej0+qej1+

[n=q]X
ejs=0

���+qejm=qN

iqej0(K0) � iqej1(K1) : : : iqejm(Km) = 1:

Es decir,

[n=q]X
ejs=0

ej0+���+ejm=[n=q]

iqej0(K0) � iqej1(K1) : : : iqejm(Km) = 1:

Utilizando de nuevo el dato,

ijs(Ks) =

(
1 si q j js
0 si q - js;

8js 2 f0; : : : ; ng y 8s 2 f1; : : : ;mg la suma anterior se puede escribir
de la siguiente manera,

[n=q]X
ej0=0

iqej0(K0)

0BBB@
[n=q]�ej0X
ejs=0

ej1+���+ejm=[n=q]�ej0

1

1CCCA = 1:

Usando el concepto de combinaci�on con repetici�on queremos meter
[n=q]� ej0 bolas en m urnas de modo que pueda haber repetici�on. En-
tonces,

[n=q]�ej0X
ejs=0

ej1+���+ejm=[n=q]�ej0

1 =

�
[n=q]� ej0 +m� 1

[n=q]� ej0
�
=

�
[n=q]� ej0 +m� 1

m� 1

�
:

Por tanto,
[n=q]X
ej0=0

�
[n=q]� ej0 +m� 1

m� 1

�
iqej0(K0) = 1:
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O escribi�endolo con ��ndice j,

[n=q]X
j=0

�
[n=q]� j +m� 1

m� 1

�
iqj(K0) = 1:

Recordemos ahora la notaci�on,

i0(K0) = 1:

Tomando la sucesi�on aj = iqj(K0) y [n=q] en vez de n, se cumplen las
condiciones del Lema 2.5 y se puede concluir que,

in(K0) = (�1)[n=q]
�
m� 1

[n=q]

�
si q j n:

�

Observaci�on 5.11. Sea U � R2 un subconjunto abierto y f : U !
f(U) � R2 un homeomor�smo local con N � U un bloque aislante
union de n-discos disjuntos. Consideremos �n el espacio de sucesiones
bi-in�nitas de s��mbolos en f1; 2; : : : ; ng con la topolog��a producto. Sea
s : �n ! �n la funci�on shift. Supongamos que la funci�on � : K ! �n,
de�nida por �(x) = �i con �i = j 2 f1; 2; : : : ; ng si f i(x) 2 Nj, es
continua. Entonces, si para cada itinerario � in(F� ) 6= 0 tenemos que
� es una funci�on suprayectiva tal que � � f = s � � y para todo � 2
�n punto peri�odico, ��1(�) contiene puntos peri�odicos con el mismo
periodo. As��, f tiene comportamiento ca�otico en el compacto invariante
aislado K.
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