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PROLOGO

Los origenes y.motivacifn del presente trabajo son algo re-
motos. Arrancan de un problema de ingenieria que me fue comunica-~
do hacia 1968, por un antiguo compafiero de curso; José ﬁaria Octi
vio de Toledo, el cual estaba tratando de calcular la carga crit;
ca de pandeo de un arco circular sometido a su ﬁeso proﬁiog

Daba la impresién de que este problema debia ya estar resuel_
to y publicado en forma standard, éero nuestras bBisquedas biblio-
grificas y consultas a expertos (mucho mids sistemidticas y conscieﬁ.
tes las de Octavio de Toledo en aquel entonces, que las mias] no
dieron resultado o tuvieron insatisfactoria respuesta, De modo na
tural, surgié entonces la necesidad de investigar el ﬁroblema di-
rectamente, lo que fuimos haciendo de modo indeéendiente, por 11-
neas cada vez mids dispares y en forma; al menos por mi ﬁarte, un
tanto fragmentaria en el tiempo. En distintas circunstancias y
épocas acudimos ambos, en husca de orientacifn bara el problema
que se mostraba con miltiples ramificaciones, al profesor Alber-
to Dou, quien nos animé en cada ocasibn a siguir elaborando 1los
aspectos mis profundos que mostraba la tarea emprendidé.

En el curso de las investigaciones, la necesidad de generali-
zar el problema se me aparecia cada vez mis natural. Desﬁués de
cada solucibn parcial, el problema cobraba mayor coherencia si se
planteaba en términos mis generales y asi se fueron dejando pau-
latinamente de lado, cada una de las hipbtesis simplificadoras,
mis comunes en ingenieria civil: desplazamientos “infinitesimales”;

linealidad de las deformaciones respecto a los desﬁlazamientos, 1i



<

neal;ﬁaa;éntre tensiones y deformaciones, etc... eté‘

%nlﬁﬁ cierté momento (curso académico 72-73) los trabajos
emprqhdi@ps parecieron adquirir fuste suficiente ﬁara una posi-
ble tésié; lo que confirmd la animosa y .experimentada opiniﬁn del
profgﬁor-bou, por lo que ésta se preinscribié bajo su direccién;
En léé ;ﬁos transcurridos, la velocidad de investigacidn ha pasé
do pd} éifibajos, con minimos condicionadas a menudo por los im-~

R
peratives del vivir cotidiano, habiendo dado lugar a varias publi
cacidheﬁf}elacionadas con la tesis presentada, pero de conténido
sustﬁnc{%lmente diferenciado.

fSoLé me resta agradecer al profesor Alberto Dou la ayuda preg_
tada; tghto en la tesis como en las publicaciones previas. Agrade
cimiéntdﬁﬁue es obligado extender a mi compafiero José Maria Octa-

vio por. haberme proporcionado tan fructifero motivo de reflexidn.



INTRODUCCION

AMBITO DEL ESTUDIO.-El1 presente trabajo se sitfia en el dmbito de

los siStemasAelésticos unidimensionales, es decir, sistemas cuya
configuraciGn se describe mediante un nGmero finito de funciones
en un cierto intervalo real [s,,541 cerrado y ac?tado. Nos 1i
mitaremos a considerar sistemas de directriz siempre contenida en
un plano fijo. Las fuerzas exteriores que se consideran actuan-
tes son las que derivan del peso propio, si bien todos los méto-
dos se generalizan sin ninguna dificultad, al caso de fuerzas que
derivan de un potencial y conservan su direccifn y magnitud (car
gas "muertas') durante la deformaci6n del sistema eléstico.

En los restantes aspectos trabajaremos con-generalidad poca
usual, considerando una completa no linealidad del sistema. Lo que
se-refiere,por una parte, a la llamada '"no limealidad mecinica " ex
presada mediante un potencial eldstico Wi(A,B,s) que no tiene
porqué ser de 1la tipica forma de Hooke )A2+ FBZ , ¥ al que solo
supondremos satisfacer condiciones fisico-matemiticas de un orden
muy general. Por otra parte, consideraremos también completa no
linealidad geométrica con desplazamientos de magnitud arbitraria,
sin limitarnos al tratamiento usual de considerarlos "infinitesi
males' ni tampoco a aquél que, considerdndolos "finitos'", presu
pone que las deformaciones asociadas pueden tratarse como "infi-

nitesimales”.

PANORAMA RESUMIDO DE METODOS Y RESULTADOS.- E1l primer capitulo




abarca‘sql@mente cuestiones de formulacifn. Se trata de una ge-
neralizaci®n de lo que en Geometria Diferencial se conoce como
ecuacifn intrinseca de una curva, generalizacién por la cual se

establece'una correspondencia biyectiva entre las posibles fun-~

.t

cipnesfdegplazamiento que pertenecen a cierto subespacio é? Y
las poéib%es funciones 4e deformaciéh, que pertenecen a una cier
ta variedgd no lineal 2%? de un adecuado espacio de funciones. E:
resto ae1!capitulo se dedica a una formulacién del problema are
solvgr;.e;%ableciendo las definiciones necesarias para ello.

E} ségundo capitulo, demuestra la ekxistencia (no la unici-
dad) de cqnfiguracién de equilibrio, para cualquier valor del fag
tor q  dé_carga. Los métodos utilizados siguen las ideas de S.
S. Anfﬁaﬁi(referencias 2, 4 y 13) adaptadas al tipo de fuerzas
exteri;rgg‘aqui consideradas (carga de péso propio) y a las con-
dicionésFéq si®tentacién del sistema eldstico, que se ha supues-
to bia}t;ﬁulado por corresponder al caso de mds dificil tratamien
to. Séfhiﬂiintroducido, asimismo, pequeflas modificaciones que com
pletaﬁid.gimplifican algn punto concreto de la exposicidn de Ant
man; SBr’éjemplo, al establecer en la (157) la existencia de los
multip}i#édores /A, y de .Lagrange.

Ei,tércer capitulo contiene los aportes principales de es-
te trabajé, que se describen en dos secciones distintas.

En {a'Seccién 3.1 se demuestra la existencia de todo un in-
tervalé»réal y abierto I, del factor de carga, que contiene el
q=20: } ig existencia de una curva regular ﬁ(q) de configura
ciones del sistema eldstico (curva definida en un apropiado es-

pacio ‘fun¢ional), curva definida en I .con las propiedades si

.



guientes:

-?(0) coincide con la configuracién de equilibrio inicial
y, para cada q en I , la configuracién g(q) satisface 1la
condicién necesaria de equilibrio, de ser solucién de las ecua-
ciones diferenciales de Euler-Lagrange. :

- Para cada q en I , existe un entorno de E(q) , que
no contiene ninguna otra solucién de las ecuaciones de Euler-La-
grange, aparte de la propia ?(q).

La herramienta fundamental para obtener los resultados an-
teriores es el teorema de la funcién implicita en un espacio de
Banach, y la dificultad principal reside en demostrar que se ve-~
rifican las hipStesis del aludido teorema.

También se prueba en 1la Seccién 3.1, que para cada q en
.1 , la configuracién ?(q) es de equilibrio, en el sentido de
proporcionar un minimo aislado al funcional de la energia.
Las dificultades que surgen para probar tal resultado son de dos
6rdenes distintos. Por una parte, el funcional lL de la energia
es condicionado, ya que 5 (q) debe pertenecer a una cierta va-
riedad, no lineal e infinito-dimensional, y en el Cilculo Dife-
rencial en espacios normados no existe ninglin criterio general,'
que proporcione una condicién suficiente de minimo para tales fun
cionales. Una versi6n mejorada del criterio de positividad fuer-
te de la variacién segunda de 1L permite obviar la dificultad
expresada, pero deja constancia de otra, cual es que SZIL no es
fuertemente positiva en relacién con la norma tipica "del miximo",
norma, sin embargo, que permite considerar 1L coma funcional con

tinuo y diferenciable hasta el orden tres. La positividad fuer-
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te seiﬁa; para Szlk si se consideran las configuraciones
norma@és“de acuerdo con el tipico producto escalar de Lz(so,sl)'
pero éﬁ i&] caso W no puede considerarse diferenciable Frechet
Y, quqogsgcuéncia, la teoria general también deja de prestarnos
su apéfdx}

" En 1% Seccidn 3.2 se estudian aproximaciones a cada una de
las ?fd). previamente consideradas. Estas aproximaciones tienen
la pa}ticﬁlaridad de ser soluciones de ciertos problemas linea-
les cénsﬁrpidos ad hoc, que se obtendrian si con adecuada confi-
guraéiéﬂ:inicial, se considerasen desplazamientos "infinitesima-
les",?énétgia interna de tipo hodkearno )AZ+2}LAB+‘YBZ y factor
de cafédﬁj&q igual a una cierta fraccidén del factor q de nues
tro pfbﬁiema no lineal. Se demuestra entonces en 3.2 que cuando
la fr;é&ién del factor de carpa tiende a cero y cuando el valor
q pe;téne;e al intervalo J , las correspondientes aproximacio-
nes I?negles tienen por limite la soluci6én del problema elédstico
no 1ih;ﬁ#; con lo que se justifica matematicamente un m&todo uti
lizadofga Ingenieria civil y que se suele llamar '"de las cargas
increﬁeﬁfales”. La herramienta utilizada es una adecuada genera-
lizaci6n:ée los métodos de la poligonal de Euler y de Cauchy-Pea
no, pgré-écuaciones diferenciales en espacios de Banach. Genera-
lizaciﬁduque ha de hacerse con las necesarias precauciones; in-
trodugieqao ﬁipétesis complementarias, pues las tipicas del teo-
rema ?e'Cauchy-Peano para un nfimero finito de dimensiones son in
suficién;és en virtud de las diferentes leyes a que obedecen los
concebto;“involucrados, como continuidad uniforme y acotacién &e’

funciohes, compacidad de conjuntos, etc...



PANDEO Y BIFURCACION.- Los problemas de pandeo, ya sean por ines

tabilidad o por bifurcacién, no se tratan en este trabajo. El in
tervalo 1 descrito en el apartado Qnterior es, precisamente,
un intervalo de no bifurcacidn cuya existencia se prueba median-
te un trabajoso teorema.

- En caso de que existan configuraciones ''triviales" de equi-
librio en el intervalo 1 (es-decir, que la solucifn del pro-
.blema no lineal sea expresable mediante una férmula de funciones
elementales) se han ideado técnicaé aceptablemente generales, pa

ra decidir si hay o no bifurcacién (por ejemplo referencia 13)
con lo que puede procederse al disefio de métodos de cidlculo de
los correspondientes valores criticos. Sin embargo, cuando la so
lucién del problema eldstico no lineal solo estd garantizada por
un teorema de existencia, no parece disponerse de ningtn método
general y matemdticamente riguroso, que permita estudiar el pan-
deo.

Es de notar que las hipétesis adoptadas para la funcidn de
energia Wi(A,B,s) permiten, en principio, modelar el fendmeno
de pandeo ya que, para valores suficientemente grandes del fac-~
tor de carga q , puede darse una multiplicidad de soluciones de
las ecuaciones de Euler. Esta multiplicidad se presenta; de hecho;
en ejemplos particulares de sistemas que son anillos o columnas

elasticas.






CAPITULO 1

PRESENTACION Y FORMULACION

SECCION 1.1 PRIMERAS CONSIDERACIONES Y DEFINICIONES.- El siste-

ma que estudiaremos en este trabajo puede pensarse como el que
corresponde a un arco esbelto, en equilibrio eldstico bajo la ac
cidén de ciertas fuerzas exteriores. El estudio que haremos seri
de tipo matemitico, sobre un modelo previo de similar naturale-
za que representari el sistema fisico aludido. La caracteristi-
ca principal del modelo seri la de representar el arco mediante
una "curva deformablé" (es ‘decir, una familia adecuada de curvas)
que seri expresifn ideal del lugar geométrico constituido por
los centros de gravedad de secciones transversales del arco,en
algGn modo definidas. La curva (o curvas) recibiri el nombre
de directriz del arco, seglin la clidsica terminologia ingenieril
y la supondremos siempre situada en un plano fijo, definido a
priori. El propio arco recibird alternativa e indistintamente el
nombre de pieza lineal, en alusidén a su aspecto fisico de unas
dimensiones transversales mucho menores que la mixima medida a
lo largo de la directriz.

En muchas situaciones fisicas usuales resulta ineludible el
formular un modelo en el que la directriz no sea plana, o bien
siéndolo inicialmente se deforme segin curvas que no lo sean. No

abordaremos tales modelos en este trabajo, el cual se circunscri



biréigf;supuesto de directriz plara. Dado que también nos limi-
tareﬁosfgn el sentido de considerar solo problemas de equilibrio
y dé'igﬁdrar situaciones de tipo cinemético'o dindmico, 1la defor
maciénFAe la curva directriz se podrid representar adecuadamente
median};'dos configuraciones de ésta, que llamaremos inicial y
final.” = .

1.1.1. Preliminares geométricos.- Supondremos la configuracién

iniciai;de la directriz definida por la ecuacidn vectorial T(s)
de unaiﬁierta curva plana, para que la s representarid su propia
longitdd'de arco variable en un intervalo cerrado y acotado sy,
s1]..f5\cﬁ?§é %(s) "se .supondrd con tangente continua cuyo vec-
tor'ﬁniiario notaremos t(s) y también con radio de curvatura
F(s); c?gtinuo y nunca nulo en s,,5:1. Es decir, en la notacidn

usuai.dél andlisis matemitico
. -— 2
So<'Sy resye C<rs,,8,] (1)

‘L%'éonfiguracién deformada de la directriz la describiremos
mediﬁnﬁb otra funcién vectorial r,(s), donde el parimetro s con-
servai§u significado previo de longitud de arco de la configura-
ciénfinicial. El l1llamado campo de desplazamientos es la funcidn

vectgrial v(s) definida por
V8els,s,] % (s)= res)+ V) C2)

- Elégidos unos ejes XOY, cartesianos ortonormales en el pla-
no de ta directriz, la ecuacidén (2) la reescribiremos con nueva

notacidn

YSe [s,s3 ?(S)E(Q'(J),y(ﬂ) vis)=(ues), Wes)) (3)

10 .- °



y supondremos que el campo v(s) es tal que la curva f,(s) admite
tangente t, y radio de curvatura fi ambos continuos, con el se-
gundo nunca nulo. Convendremos asimismo en que la longitud del ar

. co s, de la curva r,(s) sea creciente con s, lo que se expresaria

¥sels,,s,] %;0 ( 4)

 En aras de una cuidadosa determinacién de signos, nos deten
dremos brevemente a precisar las definiciones de f,ﬁi. Una vez
definido el intervalo [sy>S:1 ¥ la funcién r(s) en &1, se deter-
mina uniVogamente el vector tangente t(s) y también el normal
n(s) por la condicién de que el giro de t a n tenga igual orien-
tacidén que él de OX a OY. Similar definicién adoptaremos para
t*(s) y n*(s), puesto que el sentido de crecimiento del. arco s*
viene fijado por la hipbtesis (4). En las condiciones anteriores,
definimos las funciones‘f(s), g‘(s) con signo univocamente deter

minado por las clisicas férmulas de Frenet (ref. 1, pp. 21 a 29)

JE 1 = d b —
== - mn(s) _— = - .i. *
I5° 7 pe) dse = TR (s)

Si adoptamos para t, n y demis vectores en el plano, la no-
tacién del cilculo con nfimeros complejos, podemos evidentemente

escribir

) =21t nes) = L ) (6)

lo que conduce a las restantes fdérmulas de Frenet

d—ﬁ': J—- {(S) ﬂ* = .—4— E*(S) (7)
ds P(S) d s* F*(s)

1
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*
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La% funciones t(s), t*(s) se pueden considerar con valores
en el pfﬁho complejo € isomorfo a Rz, con lo cual se pueden de-
finir:sﬁs respectivos médulos y argumentos, siendo estos Gltimos
definibigs (ver ref. 1, pp. 21,22) como funciones continuas del
interﬁaigA[so,s1] en R.

.Deﬁﬁtaremos por ¢(s), ¢*(s) los respectivos argumentos de

E(s); ﬁfts) con lo cual
zs = exp i 4(s £¥cs) = . (S)
R = p i ges) oxp L@ ¢

Deiaqui se deduce

.
.
o

';.‘i ﬁ*(s) = £ f*‘(s) = 4 exp é;i(s) (8)

y simiiﬁf féormula para n(s). Después de derivar y comparar con
(7) sefconcluye facilmente

e . 1 48 _ _

/
: — 9
LS A ds P €99

todo 1¢.cual permite y justifica introducir la siguiente

-

SECCIOI{E'LZ DEFINICION DE LAS DEFORMACIONES. - Llamaremos alarga-

mientdi%elativo, a la funcidén que notaremos a(s) y definida por
VSG.‘ESQ,S}] S)=_1 + g-‘-?" (10)

y 1laniéfemos giro relativo a la funcidn P(s) definida por
Ysels, 51  por=-L % L Cin)
Les) ds pes)

: PR}

12



justificindose el nombre de la segunda funcién, si observamos
que las anteriores relaciones (9) implican

¥sels,51  Prs)ds = dg - o ¢ (12)

Calificaremos indistintamente a FKs), a(s) como deformacio-
nes, o también de modo respectivo, como deformacién angular y

deformac16n longitudinal.

Mediante cilculos elementales que no detallaremos, tipicos
de la geometria diferencial cldsica, que utilizan las relaciones

(5) a (11), se llega a las férmulas

1+8(s) = }/( xis)+ u.'(s'))2+ (;’(5)-& w’(s'))z , E

L‘jl

%ce) = dS % _ 1 T Jd&
e aaa'é’- 7raw (0+3)

-1 G J v )(1+ am)—a'(s)( t+ i’?)}

fts) (4+a(s)? 0’ ds? "~ S

Estas férmulas muestran que en el caso de ser r(s), v(s)

(13)

funciones en 502[50,51] , la condicién de desigualdad estricta:

¥se [ S,,S¢] acs) > -1 ( 14)

es necesaria y suficiente para satisfacer los requisitos anteriog
mente expresados, de existencia y continuidad de t*(s) y de exis-
tencia y né anulacidén de fl(s).

HithLsis de regularidad.- Daremos este nombre a la condi-

cién (14) de desigualdad estricta a(s)> -1 que, salvo adverten

cia explicita en contra, supondremos a lo large de este trabajo.

13



R
que debe satisfacerse. Como tendremos ocasién de ir reflexionan-
N ,

do, es Uha condicién de mucho mis alcance que la mera desigual-

dad no estrlcta a(s)2 -1 , que equivale al no decrecimiento de

3,
)

s* con s.;

Esjﬁuizé conveniente notar, por otra parte, que la'existen—
cia &e ﬁi*(si indica una "regularidad" de la curva deformada
i*(si A;htendida como funcién del arco s, es decir, una regulari-
dad ﬁma%érial" mis allid de la geométrica, y cuyo sentido fisico
seriﬁ ei ﬁe no existencia de elemento material alguno de la di-
rectfﬁzfﬂel afco, que se comprimiese hasta un volumen nulo, en

1a tréngformacién T(s) - T,(s).

SECCION?H.S OBTENCION DE LAS DEFORMACIONES A PARTIR-DE LOS DES-

PLAZAMI%NTOS.- Si v(s) , de componentes (u(s),w(s)) es un cam-
po de désplazamientos de clase dos, que verifica la hipbtesis de
regdlafidad

Y;;Se'fg,',sﬂ,l (xls)+ u’(s))2+ (;’(s)«:» wts1)2>0 ( 15)

entogéég ias deformaciones a(s) , P(s) estin determinadas de
qué unj;oco por v(s) y son, respectivamente, funciones de cla-
se unOf&.clase cero.

LEﬁ;éfecto, a(s) viene dada por la primera de las ecuacio-
nes (13§, mientras que la segunda y tercera de tales ecuaciones

se pued@n combinar en una nueva ecuacidn, que escribimos con no-

tac16n comple)a, en la forma:

={ "'""' L 97 _ v 7. dv
Pm( 7s) = (1+a(s))2[(7 F)(M(s)) a(s)(t+3-§j] ( 16)

K

14



Esta ecuacidn se puede ahora elaborar del modo siguiente:
considérense las dos ecuaciones componentes (real e imaginaria)
y efectiese una combinacién lineal de ambas, con coeficientes
adecuados para que se produzca la mutua anulacién de los dos
términos que contienen un factor a'(s) . E1 resultado de las
largas pero elementales operaciones es:

1 (Hds) = 1
As) (1+a)*

1 u’(ﬁw'pw”(zhw}? é—) (4+x’u’+c7’w')} (17

debiendo notarse que P(s) se expreéaria finalmente:

1 {
B = — - — (1+ acs) 18
PGY T P €

SECCION 1.4 OBTENCION DE LOS DESPLAZAMIENTOS A PARTIR DE LAS DE-

FORMACIONES. -Dada una funcién B(s) de clase cero en Is,»5¢]

y otra A(s) de clase uno, que supondremos satisface la hipdte-
sis (14) de regularidad, podemos decir que en el caso de exis-
tir un campo (al menos) de desplazamientos Vv (s) para el que
A(s), B(s) sean las correspondientes deformaciones longitudinal
y angular, se deberid verificar entonces

S ,= S s .
Re-7(s) :f 3—? dor =j @) (HA @) .-../e‘ém(‘lﬁqm)da' ( 19)
s, S s

lo que, en virtud de las relaciones (9), (10) y (18) se puede es-

cribir



..
3
A

N .o

7 (s)-‘- %05) ij(4+Ab))@xp¢(¢(&)+j #M‘) J,z) =
B ( 20)

; Lo .
= I ; 1
z Ldtr ( HA@) &r/o_' <(ges)+ fjo( B(J)./,_(.A) )L )

-kéc&procamente, al campo de desplazamiento v(s)=r,(s)-T(s)
definidg}a partir de la (20) le corresponden, cualesquiera que
seanfiaé-const;ntes f,(so), ¢*(so) , unas deformaciones longitu-
dinai;y;;ngular que son, precisa y respectivamente, A(s) Y B(s).

o

En efecio, la primera de las (13) indica

/+6(S) "b+ l |.§[ = |1+ A = 1+ Acs)

mientras,que¢uua la deformacidén angular observamos

tm- L : - = p i (,«(w/(aa,.~ )#)

lo'que conlleva

c/t" I Jé* 4 1 _MXes)
dsg 1+aa') ds ~ f4acs) s)-f’?s—)) b = (8“’7?;) 1+des)

i

lo qhe'indica por comparacién con (9)

-—;/- - 4 (8(5) _ _’_ )
@(S) 1+ 38(s) pes)

es decii, en virtud de la definicién (11) resultaria

R

Bes) = /°?5—’ 7’7 (1+8(5)) B(s)



SECCION 1.5 UNICIDAD DEL CAMPO DE DESPLAZAMIENTOS. - La expresidn

(20) obtenida para "T,(s) contiene tres constantes reales arbi-
trarias de integracidn, a saber ,‘*(So) y las dos componentes
de 5?,(50).

Supongamos para concretar las ideas, que los extremos de 1la
curva directriz tienen desplazamiento nulo (pieza biarticulada)
-lo que serd la situacibén concreta a la que, salvo advertencia en
contra, nos referiremos siempre en este trabajo. En tal caso, las
dos constantes de integracidén que corresponden a F,(so) se deter

minan trivialmente en la forma

(%) = 7(3) € 21)

Para determinar ;‘*(So) expresamos la condicién F,(SI) =

f(s1) en la siguiente forma:

. S : - -
e‘é(*’/(/+a(¢))e‘{(°'dv = 7(85,)-7(s) € 22)
% o

donde se ha empleado la notacidn

o
5e) = ] (pch- L )i ( 23)
s |
Resulta asi evidente, que una eleccién arbitraria de p(s)
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y a(s) no permitird, en general, desplazamiento nulo en ambos

extremos. Para ello deberi verificarse

S ‘ 2 . .5 2 -
U(“«”)m;mds,"’Uma‘s)wfmds' = lr‘(:s,).r”(s:,)‘2 ( 24)
% %

segln se deduge de igualar mdédulos para ambos miembros de 1la (22).
Esta Gltima condicién (24) junto con 1la adicional 5(51)-f(so)¥ 0
seri suficiente para la existencia y unicidad de la constante
}&(so) en el intervalo semiabierto [0,27). En efecto, si con
sideramos la (22) como una igualdad entre nGimeros complejos,
f,(so) es aquél (Gnico) nGmero real en el intervalo semiabierto
[0,2w) que verifica k9 .
(1) e ¢ ;(wa’a'
é‘ (%) = - asg % .
(2'@})-1(!.))-*1—9'(5,)-;(&’)

( 25)

En caso de ser i(s1) =T (so) (extremos coincidentes) cual
quier valor de 1la constante f,(so) da lugar a un campo de des-
plazamientos compatible con las A(s), B(s) prefijadas. En tal
situacibn es necesario y suficiente para la existenc;a (no uni-

cidad) de un campo de desplazamientos, que se verifique

s,
5
/ ?ﬁA(s))m{(s)d& = _/ (#+A(s)) sen 5(5) ofS = O ( 26)
S Se

donde ;(s) se entiende como en (23) con P()) reemplazada por
B L). {
En los apartados y capitulos'qﬁe seguiridn supondremos, salvo

advertencia en contra, que se cumple la desigualdad:

| Tesp-Feso| 4 0 . € 27)



Podemos resumir todos los resultados obtenidos hasta ahsra
del modg. siguiente:

Resuligég 1.5.1. Si la directriz indeformada satisface la condi-

cidén . x§50)+iy(so) # x(s1)+iy(51) y si adoptamos las notaciones
S- {(u,,‘;.)gcz[g,sgxc’ls.,s,] | u=us)= wis= wes)= o} [ 28)
S S s
-\ 4 . - =
m- {“@"C (5, 52x (s8] ’ ' L{S (M(S’)&M&dv(am-f,'(-o M=lFerFel} 29
,8’:_{ (wyw) € S | ¥selse,s1 (1’(&)#1(’(51)1;}.(;’(S»W'(S))1>0Jv ©30)

W= {;{A,a)t'mj ¥sels,s,1  wAGO | (31)

se véri%ica entonces que la aplicacién definida en JQT/por las
férmulas:
V(A,»é)f P wesk iwes) = (s aos i ( $(So)- 4 (s) J+
oo 32)
g T
do(HA@) exp i (b (s)+ | (BA-L )d2
+ ] grtonen o (g (b f )2 )

s a
dda(#A@) exp < [ (BA-L )d]
/.s, (whw) &p -L A ( 33)

Eé(fg) - - M;

(z@;).m)}rz’(;(;).;(sg)

es unaaplicacién biyectiva de Jgf'sobre /é;/, cuya inversa viene
) -

definiéa por las férmulas

You,w)e )8( Ats)= -1+ 1/(zés)+u'cs))2+(;’(5)+ wisn) ( 34)
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V(u,tr)e;g p':‘s:"B(S):

_ W gswlo)- wihn (xispu'o)+ ps) (1+ ows Yeowe) (39
(='es)+ w'esr)?2 +( AJ’(s)-o wits))%

Es quiz§ interesante insistir en que la (33) se sobreentien-
“de péra aquella determinacién (Gnica) del argumento, cuyo valor
estd en el intervalo [0, 2m) . Sin embargo, cualquier otra de
- terminacifn de ‘ﬁ,(so) haria igualmente vilida la (32), f6rmula

que podria reescribirse en el modo ligeramente distinto que sigue:

YAB e BT wepiwes) = zesrxes)+ i Je)= Ly

. . s o
, z‘_f'vm’*&!@_i'.‘ f;’ ™ L&(ﬂﬂ{r})@f i L (Ba;;é) )alj € 36)
L%{#A@)e?t‘é(& f/'p;,,)

SECCION 1.6 DEFINICIONES BASICAS.-En este apartado establecere-

mos las definiciones mis importantes, que desde un punto de vis-
ta formal fundamentan todos los resultados posteriores. Completa
remos tales definiciones C:on unos comentarios que expliquen bre-
vemente su significado fiSsjco,

1.6.1 Arco elfstico.- Enténderemos por tal una terna de objetos

matemiticos con caracteTisticas del tipo siguiente:

1 - Una curva regular 71(s) definida en un c}erto intervalo
5,543 de variacidén de su parimetro 'longitud de arco" s , de
clase CZ[SO,S1] y con Valofes en el plano RZ de modo que su ra
dio de curvatura F(s) tea continuo y nunca nulo en 55,543

La curva r(s) se dird configuracidn inicial, o mds completa-
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mente “tonfiguracién inicial de 1a directriz del arco”.

2 - Un §ubespacio S (que diremos subespacio de las condiciones

de contorno en los desplazamientos) de péres de funciones escala-

res ( ébn valores en R) que sea de la forma:

2 . ~
S- { (ue),wesn) € Cs,51x Crs 501 "’3‘: U(S)+ «szu'ang; w(s)+
A ' (37
W
+og,,w(5.)=0, P}'iu(S.quzu'(smpjaW(unjqw'(s)zo j:— 1,2,3,4 }
donde los 0%1... de j=1,2,3,4 son ciertos nimeros reales
que definen é;‘. En todo lo que resta de este trabajo, cuando se
precise ‘operar con un é; concreto adoptaremos salvo advertencia

explicita en contra:
é? - 2 2
= ;,(_u(:),wts;)e C&,51 xC&,s‘J’ UiSe)= W(Se) = U(S)= W(S,) =0 } ( 38)

que gs‘gl mismo subespacio definido por la férmula (28). La gran
mayori; de 1los métédos que utilizaremos se extenderin sin embargo
sin ninﬁuna dificultad, al caso de espacios é; mis generales del
tipo (%7).

3 -'Unﬁifuncién Wi de R2 X [5,,5;1 en R , de clase dos en 1la
terna %onjunta de sus argumentos, que llamaremos densidad de ener-

gia eldstica (o también energia interna por unidad de arco, o po

tencidl eldstico por unidad de arco) con las propiedades:

4
W (+00) = | (A, B,s)e R%Is,s] | A<-1} ( 39)
fs?[so,s,l iom Wi (A/B,s)=+00 4 IAl+IBI> 00 ( 40y

Eﬁ capitulos posteriores supondremos propiedades adiciona-
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les para la funcién "i , a medida que vayan siendo necesarias.
Recordamos la notacién habitual R para el espacio completado del
R con el punto +o00 .

1.6.2 Energia eléstica.-~ Definido un arco eldstico y con las no-

taciones anteriores, llamamos energia eldstica al funcional Ui

de S en R definido del modo siguiente
, 5 |
Foumw)e S U = / We (Acsy, Bes), s) oS (41)
S

donde A(s), B(s) son las funciones definidas por (34) y (35).

El funcional Ui puede entenderse también, como definido en
%”o incluso enJ””’variedades definidas por las (29) y (31). En es
te Gltimo caso los valores de Ui pertenecen todos a R .

1.6.3 Arco elistico en carga.- Definiremos como "arco eldstico en

carga" a un par de objetos matemdticos que cumplan las condicio-
nes siguientes: El primero es un arco eldstico, segin se definid
en 1.6.1 y el segundo objeto es un funcional Ue de é? en R

vontinuo en las norma " M definida por

V(u,w)és w,wil= may  Jws)4lwsis weita iwlks:| ( 42)
Sels,, S

Daremos a U, el nombre de mdulo de potencial externo. Supon

dremos salvo advertencia expljcita que U, es de la forma

p)

Youw)e S UQ(M,W)':.J WE(Ws),wts),u?s),w'(s),S) ds ( 43)

&

donde We es una funcidn de Rdxtso,s]] en R , de clase dos en
sus cinco argumentos conjuntamente. De hecho, una gran mayoria de

las conclusiones de este trabajo supondridn una forma aGn mis es-
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pecial de Ue , a saber: s

V(L(',fme S 1)(€(u,W) = Psywis)ds ( 44)
. So

dondet?P(s) es una funcidén real prefijada en Ctso,s1] que lla-~

maremos.,"peso unitario', mientras que que el propio funcional Ue

recibir en este caso el nombre de mddulo de potencial de 'peso

propio'

1.6.4;Energia total.~ Dado q nGmero real, llamaremos energia to

tal deAfactor q al funcional U de é; en R definido en 1la

forma.éiguiente
Y(u,w)e S U (u,w) = W (u,w)-}—q ug(u.,W) ( 45)

1.6.5'ébnfigurac16n de equilibrio para el factor q de R.- Lla-

maremos,ca toda curva T,(s) ., definida de [s,»s41 en Rz tal

que

V;:JS.,S,I 7;(5): 77‘(3)+(u*(5)' w(s))

donde';f(s) es la configuracién inicial, mientras que
(ug(s) > wals)) "es cualquier elemento de é{ que proporcione un
valor'gstacionario al funcional Ui + qUe, es decir que anule 1a
variaciﬁn primera SUi + qSUe en el sentido del Cilculo de va-
riaéioﬁés clisico (ver referencia 7 pp. 91-93, 103, 108). Si el
aludiasbvalor estacionario es un minimo relativo débil de

\

u. +'qU

i Ug (es decir en el sentido de la norma adecunada, ver re-

ferencia 7 pp 3,5,6) diremos que la configuracién de equilibrio

es finitamente estable.

1.6.6 tomentarios e interpretaciones fisicas.- Las definiciones
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que preceden describen de un modo matemitico y abstracto la situa
cidén fisica que se produce cuando un arco elfstico conveniente-
~mente sustentado en sus extremos, se carga lentamente (lo que pric
ticamente excluye fenémenos dinidmicos) y pasa por '"sucesivas" con
figuraciones de equilibrio estdtico, cuando una cierta distribu-
cién de fuerzas exteriores (aéui representadas por su potencial
u,) varia proporcionalmente a si misma (variaci6n gqui represen-
tada éor'el.factor q ) desde un valor nulo, en el que la configu-
racién de equilibrio es la inicial r(s) hasta un cierto valor,
para el que 1la cbnfiguracién de equilibrio es la que hemos nota-
do T.(s) .

Las condiciones de contorno que definen é; son versién ébs—
tracta de las condiciones de sustentacidén del arco, tales como
apoyo‘simple, articulacidn, empotramientO'figido, etc. 1lo que
nuede referirse a uno o ambos extremos. fn el caso particular
(38) que se ha elegido, se considera un arco articulado en cada
uno de sus extremos, es decir, éstos no pueden moverse durante la
deformacién por carga, pero la tangente en ellos a la directriz
del arco no esti sujeta a limitaci6n.

La funcién Wi (A,B,S) expresa la energia por unidad de
iongitud de arco, que se '"acumula" por efecto de unas deformacio-
nes A(s), B(s) prefijadas en cada seccién transversal del mis-
mo. Para un arco de seccidn constante, de un material homogéneo
y de los llamados hookeanos W, es constante con § vy dé la
forma W, = } A% +/4B2 . La condicién A = -1 en algln phn;o del
arco significa una compresidén local de la materia hasta un valor

nulo, razdén por la cual suponemos LA =09 en tal caso.
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Séﬁﬁn se establece en las publicaciones de Elasticidad, las
derivaqia'.s parciales 3W’i/ AA , «)Wi/é B, tienen sentido de "es-
fuerzogﬁ (normal y flector respectivamente, ver referencia 2 pp.
655—6755,‘por lo cual un material no hookeano suele decirse no 1i
neal,Ao?también hiperelidstico. No impondrgmos por ahora las con-
dicionéé ' ( )/)A , )V} B ) wi(0,0,s) =v5 en aras de poder plan-
tear pn;blemas con "esfuerzos iniciales” no necesariamente nulos.
Por suﬁ?ésto si fo(s) es una funcidén arbitraria de Cz[so,slj ,
puede fgdefinirse el '"nivel cero' del potencial eldstico de modo
que seéf Wi(0,0,s) = fo(s) , sin que por ello varien las posibles
configﬁ%aciones de equilibrio.

'Eﬁjla expresién (44) la funcidén P(s) representa el peso
propi&’ael arco por unidad de longitud y la realizacién fisica del
fen6me;; de carga lenta podria consistir, por ejemplo, en un arco
constréido sobre una plataforma horizontal muy rigida, que se iza
lentémé;te hasta poner el arco en la posicidén vertical definitiva
(preféﬁyicacién de gran nGmero de arcos iguales). La expresidn mis
generéf#(43) de We como funcién no solo del desplazamiento
(u(s),w(s)) sino también de su derivada se presenta, por‘ejemplo,
como cgso particular,en el de un anillo sometido a presidn
hidros;ﬁtica.

L@éiproblemas elisticos en que las fuerzas exteriores no ad-
miten ?; potencial W, no entran en nuestro estudio. Deben abor-
darse_ﬁlanteando las llamadas ecuaciones de equilibrio (vér refe-
rencigiz pp. 665-675) y no por métodos de minimizacién de funcio-
nales.ﬁptros problemas en cuya formulacién tampoco entraremos son

los dgfdependencia de la energia total U de un pardmetro q que
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sea multidimensional (en vez de simplemente q € R con una depen
dencia lineal) o los problemas en que se consideran deformaciones
y esfuerzos térmicos.

El concepto de configuracién finitamente estable, definido
en 1.6.5 corresponderia, si en ¥ez del espacio é? se tratase de
otro con un nimero finito de‘"grados de libertad" a lo que en Me-
cinica clésica se llama equilibrio estable. Ahora bien, es cono-
cido que en el caso de infiﬁitos grados de libertad no tiene por
que verificarse un anilogo del teorema de Dirichlet sobre pro-
ximidad estable de las trayectorias dinimicas. .

Las consideraciones precedentes nos han inclinado a adoptar
la terminologia "finitamente estable", significando con ello que
el movimiento seria estable si los desplazamiéntos se constrifie-
sen a algGn subespacio con un ndGmero finito, no importa lo gran-
de que fuese, de dimensiones.

En los capitulos que siguen estudiaremos principalmente el
caso de arco elidstico en carga por peso propio, estableciendo teo
remas que aseguren, en adecuadas condiciones, la existencia y/o
unicidad de configuraciones de equilibrio para una valor genéri-

co del factor q .
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CAPITULO 2
EXISTENCIA "DE SOLUCIONES

4
~ SECCION 2.1 EXISTENCIA DE CONFIGURACIONES GENERALIZADAS.- En los

apartados que siguen consideraremos el funcional

s 5 -
'u=/ W (As), Besy, s) s *‘?/ Prs) wesy ot's ( 48)
S _ S

definido en una variedad (no lineal) que notaremos ex.?ﬂ Y que
serd una extensién de la ‘h{ definida por (29) a un espacio fun-
cional conveniente. Supondremos a tal efecto que existen indices

reales o> 1, P>1 de modo que:

S 5 {
do(Bers) . _
(a.'m.-.-{(AlB)ef (s,s,)pr(&,s,)l IES(#AB))Q‘J;, Yo |=|r(s,+rml} ( 49)

donde se siguen las notaciones de 1.5.1 , los espacios

ﬂx(so,sl), Lp(so,si) son los que clisicamente se designan con es
tas notaciones (ver referencia 3, pp. 60-69 y pp.127-130) y w(s)
viene definido en funcién de A, B por la férmula (36) que tiene
pleno sentido en ﬂ’(so,s]) y LP(50,51)

En los parrafos y apartados que siguen tendremos como obje-
+ivo principal demostrar que, con adecuadas hipdtesis en la fun-
cién wi,
unminimo absoluto en la variedad ex. T“,. Para ello seguiremos

el funcional U alcanza, para cada valor de q real
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los métodos de S.S. Antman (referencia 2 pp. 676-689 y referencia
4 pp 9 12) convenientemente adecuados a nuestro caso de carga de

peso ptoplo.

2.1;11hipétesis sobre la densidad de potencial eldstico.- La fun-

cién 'WZ(A Bys) 1la supondremos verificar, aparte de las propie-

dades ya reglstradas en 1.6.1, las dos condicioﬁes que siguen:

a) Ex1sten nGimeros positivos H, K tales que para cualquier par
A,;Qz de reales y cualquier s en sy 541 el valor Wi(A,B,s)
noi?s inferior a H (A1¥ + H 181® -K , donde ¥,B son los nfme-

;rosfreales > 1, previamente considerados al definir ex.‘ﬁi . En

‘resumen:
3 H KeRY ¥(AB,S)e R%Is.,S)] (
T - 50)

W (AB,s) > HJAIY+ H 18P -

b)ALa;ﬁQQriz hessiana de Wi(A,B,s) respecto del par AjB es. pa-

fa'cualquier valor de s , definida positiva. Es decir

2
'V(ABS)GM’)ARIS 3 :_A_:.W(A,B,S)>o £

2 (aA2 W‘)( ) ()AAB W ) -

Ellsighificado fisico de este Giltimo supuesto es el de crecimien-
to mon&tono de los "esfuerzos" ()/9 /\)Wi (3/3 B)Wi con las

deformétiones A,B y de correspondencia biyectiva entre ambos pa-

.

res de magnltudes fi51cas

Lema i 1 2 - En las condiciones anteriores de 1.6.1 para W, se

-
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verifica que, para cualquier nGmero real { el subconjunto de

U“(so,s1) X Lp(so,s1) que notaremos por El y definido por:

By ={(AB)e Fasoxlfsso | Wcae) <t} ( 52)

es un subconjunto convexo.

En efecto, utilicemos por brevedad 1la notacién

¥es) = (A, Bes)) A= /.%-S,S,)xLP(So,Sd ( 53)

y supongamos ;,(sle Et , {26 EE , osf,stzsf , ‘L‘,-/i,: 7

con lo cual podemos escribir

s,
%(f’guhégln) =/ M(f‘,;';(s).pt, ?z")/ s) s ( 54)
So

Ahora bien, segfin resultados de andlisis matemitico elemen-
tal, la condicién (51) implica que, para cualquier s de 1s,,5¢1

la funcién Wi es convexa en el para A,B con lo cual

¥sels,s1 Wt Euutim,s) < tWo(Em ,s)ot, W Em,s) ( 55)

de modo que se concluye

Wt Fob i) e b W F s t, U o) e £, Lyt L= 8

con lo que es asi evidente que t, ?1(5) oty fz(s) pertenece al
subconjunto Ek que resulta, por tanto, convexo en A

Lema 2.1.3.- Con las condiciones y notaciones del lema anterior
se verifica que E% es, para cualquier 8 real, cerrado en la to-

pologia débil de A.
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.2
"Eé?gfecfo, como £¥ es convexo, bastarid comprobar que es ce-
rraés en sentido de la topologia fuerte de A (ver referencia 6
pp.u6;fldg). Supongamos para ello que ( gn(s))n€l+ tiende a Ets)
en la'ﬁérﬁa de A y que la sucesién funcional ahora escrita es-
té:coﬁignida en f% . Segin un resultado de andlisis funcional
(refééipéia 3 pp. 66, 67) existe una subsucesién de la (gz(s)nelf
que tiehdé puntualmente a f(s) casi por doquier en [5,,5¢1 vy a
la que segu1remos notando ({n(s)nel , de modo que ;a continui-
dad de W permite escribir
caa'-;/rq_.cs,s,J Witgms)= Lm W (£ 5,s) C 56)

“l' . . m-» S0
por 10 que el clés1co lema de Fatou (referencia 3 pp 22, 23) in-
d1ca U (;(s))':f lim W, (f (s),s)ds =< 1lim 1nf‘f W. ({ (s),s) dss ¢
por 16 que puede conclulrse que ;(s) pertenece a Et
Lema.zul,d.f El funcional Ui es inferiormente semincontinuo por
suceéi&hés en sentido débil (segiin el significado usual que se da
a faieg.conceptos en andlisis funcional, ver referencia 5 pp. 72-
75y, b .

En efecto, sea (; (s))n(Z‘ una sucesidén funcional que con-

verge déb11mente a un elemento g(s) y tratemos de probar que

o

%(Em) € L of Wo(E () € 57)

m-> oc

como propledad caracteristica de la semicontinuidad inferior. Ra-
zonando por contradiccidn, supongamos la existencia de un nGmero
real { tal que

m? u«(§ﬁ4")<{ < Wg) ( 58)
-5 oc

K8 om




donde las desigualdades son estrictas. Por definicién de limite

inferior, existird una subsucesidn de la (f;(s)n‘1+ que notare

mos G;n(s])ngz+ de modo que
+ . (P < Q
YnelZ W (¢, )
lo que se escribiri, en la notacién del lema previo, como
+ -
Vne L Y () € Ey

pero dado que (?;(s))ntl+ también converge débilmente a 2(5),
‘el aludido lema previo nos indica que ? (s) pertenece a Ek , €s
decir Ui(g(s)){e lo que contradice la (5%) y termina la demos
tracién del lema que nos ocupa.

Lema 2.1.5.- Para cualquier q de R Yy con las notaciones (44)

y (45) se verifica

A (A‘(x) ,80) = o0 A ( Téf;%)(A{:J,B(x))=oo

( 59)
4 KA By 00w (Lissoxlhssp)n e M

En efecto, el primer limite resulta inmediatamente de rees-

cribir la desigualdad (50) en la forma

¥sels, 53 We(Aw,Bei,s) > HAm|%H lB(s)lP— K ( 60)

e integrar entre s, ¥ S teniendo en cuenta la definicién de
la norma } } en el espacio ﬂu(so,s1)x L?(so,sl).

El segundo limite requiere mis elaboracidén ya que la funcién
w(s) que figura en la expresidén (44) de Ue debe obtenerse en

funcién de A(s), B(s) a partir de la férmula (36).
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.Con Jas.notaciones previas

’-

Pz max 1Bl Q=(5-9) max |7g)-Feol
Ch L sels, 5 Selse, 51
e ‘ : 61
SR L 4 ( 61)
TR o= (5-5) m A oy
- "'B (54 Q) an. b 4 oy

efectuamos en la (36) las acotaciones siguientes

P S
DA - 7(5) - 7(sp|
Nwel €] ()Tl + . BAS :’) J:O".‘H A(o)‘
‘e 4 .
Ij:a(mﬂ)a? [y |

y si §ppoﬁemos que A(s), B(s) pertenecen a ex W , la (49) indi

ca qug

s -
w1 7(s)-T¢s) | +J$°d<r [+ A@ | € |7 sp-Fsal +

N ' S
_5,J (44[A@N )edle = Q +J |A@ | el
i 9% %
y sif&ﬁpfa utilizamos la desigualdad de {i61der (referencia 3 p.
62) dbtenemos
T ::j':’-YSe[%)S,] lw(s)] < Q-}-E “A(S)“ ( 62)

o "Podemos ahora escribir, en el supuesto (A(s), B(s))éeﬂyn la

c&deé?;ﬁiguiente de desigualdades
| 1@(4(:),5(:))4?‘ Ue (A, B(9)) | > |1l{(Ac),Bm)|..lqlI%;(A(s),Bm)l >

e
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> |%;(Asi, B | - i1 ] J&Z(S)W(SIJS | 21U (A Besnl - i1 P Lr wiids 3

2 | U (A, BN~ 191 P (5-%) (Q+ B 1A 1)

Por integraci6n de 1la (gd) obtenemos finalmente

1 (A, B(xn).;?"ug(ms), 8l > H A+ H 1B 1P_ Kegs) - ¢

) 63)
- 191 PA(5,-5) - 191 2, (5,-50) I A1l ¢

desiguaidad que demuestra la infinitud del limite planteado si
#A(S +-IB(s)f—> o0 , ya que o> 1.

Lema 2.1.6.- E1 funcional r’: ﬂx(so,SI)xLP(so,sj)_, R definido

por la f6rmula

dA(BALS )
Ya 3)6’.(&.3 xLPes, s F(AB Ldrr(ww I (% P ( 64)

~ es debilmente continuo por sucesiones. En efecto, utilicemos 1la
notacidn b(A) = B(/\)-(1/r(l)) y supongamos una sucesidn

(An’Bn)neZ* que converge débilmente al elemento (A,B) , lo que
escribiremos del modo usual (An Bn)n}k (A,B) ,con lo que tam-~

bién se verificari entonces (Arl b ) (A,b) . Escribamos

ﬁa;dz

nel*
].c,y)d

ahora la diferencia

[(An, 80)=F(AB) = J dr (hA ) Q" s Jdv(mﬂ)e
¢ (T
-.-Ldr(kAm(cr)Jf(“rjk&(bo{l)_{%fw JRhd)f+ )

s J% (Ay-Aw) (Mféjé,um) dr

[\
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Para comprobar que P(An,Bn)-rYA,B) tiende a cero si
ny 00 , advertimos primeramente que el segundo sumando integral
del Gltimo miembro de 1la cadena de igualdades escrita, sumando

que notaremos II tiende a cero por propia definicién de con-

n ’
pa

vergencia débil puesto que la funcién J;b())d) es continua ya
que, en efecto, por aplicacién de la desigualdad de Hdlder si
LT A o -

; - = hdl| <

[ A [t - | ], Aedl |

- AT LAY Y- ew Ladl =4
(et o) (L' )P <(era) lll(l)llLP B

Respecto al primer sumando integral, que notaremos In, el
probar su convergencia a cero es.algo mids laborioso. Para ello
consideremos en primer lugar la diferencia

T [\
L hydd - | 4 dd ( 67)
G'Gml !L. m (1) Js.,” \

y veamos que tiende a cero si n=*»#9 (es decir, la sucesién de
integradas de las bn(l) converge inferiormente a la funcidn in
tegrada de b()) . A tal efecto consideramos el operador lineal CT

de La(so,s1) en C[SO,SI] definido por

F 'g
Y bhel(s,5) (08) (@) = L A dl ( 68)

es decir, el operador de integracidn del que es sencillo probar
que es compactb. Para ello sea Fe Lp(so,sj) un conjunto acota-

do, es decir



31‘1>o ¥lche F H,wn <M ( 69)

y veamqs que el conjunto transformado Cf@ﬂ es compacto en la
norma_ﬁsual del méximo en Cfs_,s,1 , lo que equivale en virtud
del tedorema de Ascoli-Arzeld (ver referencia 6 pp.369,370) a la
equiééag:acién y equicontinuidad de 1la familia UQ’) . La equiaco-
tacié%J%eSulta inmediatamente usando la desigualdad de Holder del
modplé?g‘sigue o s

i V:&j;'cs,,s1j ¥ e §F IJ byda = JS Bchid) <
P . . €70
s “m"LP <(SSI)P'M ew %.,%_' =4

.
RN

mieﬁtp;fa_';vque la equicontinuidad se prueba como la (66) obtenién-

dose ¥
4 o al i

vwéﬁ,ﬁ: vAheE IJL(A)Al_jw)Axls \ot g (P M C71)
. So o

: La compacidad del operador U de integracidn implica ahora
que‘l.h"‘{:omtergencia débil (bn()))m —*b(l) en Lp(so,s1) resul
ta en'?'.'i:onvergencia fuerte de las funciones transformadas (ver re-
ferentla 6 p. 107') en la norma del espacio al que pertenecen, es
dec1r, que la diferencia (67) tiende a cero si n-»-oo.

: Concluyamos 1a demostracién del lema, comprobando que el su

mandc‘i' 'int'egral que notébamos por In tiende a cero si n-—»

A e
lI,,‘ISJ J”iﬂ w)l[ef&(k)1 Jgﬁm ll|{

o T
€ Js.do(i-tlAm(e')I) | L&(l)cll _JSD»Q(A)M |



. . . s
& pmax l J"’MM)"U"J Lchdr l J sr(_’lﬂﬁnml) (72)
Tels,sd Vs % =

- E1 primer factor del filtimo miembro de las desigualdades es-
critas tiende a cero si n»~o9 , seglin hemos probado antes. El se

gundo factor estd acotado ya que la desigualdad de Hélder indica

s A
/& (1 lh @) ) dr < (3-%)46,-8) Whyill,  am &/.,( «L =1 (73)

y la sucesidn de normas llAn(U)l estd acotada por ser la suce-
sién (An(c)ne-z'- débilmente convergente (referencia 6 p. 107).
En resumen In+0 si neooy el lema 2.1.6 queda probado.

Lema 2.1.7.-E1 funcional Ue definido por las férmulas (44) vy
(36) es débilmente continuo por sucesiones, en la variedad (no 1i
neal) ex.m definida por la fémulg (49)_.

Sea (An()), Bn()))n(z’r una sucesién contenida en ex.m
de la que supondremos tiene limite débil (A(,l), B(1)) el cual
habrd forzosamente de pertenecer, en virtud del lema anterior,
también a la variedad ex.m (la cual resulta asf ser débilmen-

te cerrada). La f6rmula (36) define una sucesidn

¥nel' Wy (S) 4 L Wy (3) = z(&)-z(s)4C7(s)_L ‘i““'

2(S)-Zs)+ i Y(s)-1 sy (S ijgl)!;(l)
‘¥ 1 (Se) 2 o ‘; 1 Jdr(hAm(ﬂ)e s, ( 78)
S, T s
Jdd’(MAn(r))orP ;J Lhdl
s, %
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dondé;é% ha édoptado la notacidén del lema anterior b - Bn-CUP)
Es gfi?gnte, por una parte, que las un(s)+iwn(s) son continuas
(dezhésho son absolutamente continuas) y no es dificil probar,
porroﬁfa parte, que la sucesidn que forman tiende uniformemente a
la fuﬂ;ién (absolutamente continua) u(s)+iw(s) definida por (36)..
En efé?fo, seglin la compacidad del operador 0’ de integracidn
j:;dgfinido en el lema precedente, la sucesidén de funciones

( l:%gg))dl)nez+ tiende uniformemente a la funcidn J:gﬁk)d,a ,

S
mientras que por similar razonamiento la sucesidén de funciones
g

(/&JU(‘/+AM(F))0{/) "/,jétdm )ne'Z*‘ ( 75)

tiendéshniformemente a la funcién
:é'."' s T
_/ dor (1+Aw) 9;7,4/ 4 dl
’;Qédo que por otra parte, la sucesién numérica formada por
los‘&énominadores de 1a (74) tiene por limite, segGn el lema 2.1.6
previ&; el denominador de la (36) se deduce la convergencia uni-

formeé -anunciada, a saber

i Moy ‘“M(S)- u(s)uwM(s)..iw(s)]: 0 (76)
Mm-> 00 Se€ls,S,]

P




Un cldsico teorema del anilisis matemitico elemental nos

asegura en este momento

Lim j S’.P(s)wg,(s) ds = / %P(s) w(s) ds 77
m3>9 ‘g So

igualdad que equivale al enunciado del lema.

Observacién.- La demostracién dada es vilida para la continuidad

débil de U, » mo s6lo en ex‘.m sino en cualquier otro c'onjunto

e débilmente cerrado, en el que el funcional P (definido por

(64)) tome valores sepai‘ados del cero, es decir

3dyo v(ABe? ITAB2>d ( 78)
Lema 2.1.8.- El conjunto que notaremos ex.:m’ defini&o por

x M = [(ABle x| cani ¥ Sels, 5,7 HAey0 | ( 79

donde exmse define segln (49), es un conjunto débilmente ce-
rrado.

En efecto, el lema 2.1.6 indica que ex m es débilmente
cerrado, puesto que (A,B)¢ exm si y solo si “—’(A,B)| =
:If'(s1)-f'(so)l y, por tanto, si para todo n de 'E+ es ’RAn,Bn)I=
=|f'(s1)-f'(so)| la misma relacién seri satisfecha por el limite
débil (A,B) de (ApsB)neq

Por otra parte, es ficil probar que el conjunto y defini-

do por
y: {(A,B)E f(S,,S_,)XLP(S,,Sp MVSe [5,5]1 HAs 20 } ( 80)

es débilmente cerrado. Para ello razonamos por contradiccidén, su
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poniéﬁaq que exista un conjunte £ contenido en £5,,5¢1 » de

‘medida’estrictamente positiva tal que

A

o Yse‘E f+AG)<0 ( 81)

y denotemos ‘por ;xg(s) la func1on caracteristica de E; , que
eV1dentemente pertenece a L (s s ) con (1/ot") +(1/x)= 1. si aho
‘ra Sugonemos que la sucesidn (1+An(s))n€1f tiende debilmente

a 1*§[s) pero de modo que

L.

".'V"/'neZ" caw. ¥Sels,S,] f+A (s) 20

Lt

se verificari en virtud de la convergencia débil

.-' s
_/ ( 7*4,45") eels —> f 4( 1+Aes) Xg(s)ols ( 82)
.19 Jo :

‘con 1p«cual y en virtud de la (81) deberi ser

' /é’ (1+A) ds =0

1o qqéfimplica (referencia 3, p. 29) que casi por doquier en
sea ;@}A(s) = 0 , contradiciendo asi la (81).
:ﬁé demostraci6én del lema se concluye ahora por la simple ob-

servgbién de ser ex.HY= Vr) exM

Teoréﬁa 2.1.9.- Para cualquier q real el funcional U = Ui+qUe

dgfiﬁﬁdo por las férmulas (41), (44) v (36) alcanza, en la varie
" dad lf;';Wf'definida por (79), su minimo absoluto.

“Para la demostracién observamos en primer lugar que si
‘u(s): = w(s) en las formulas (34) y (35) se obtiene A(s) =

= B(§).= 0 , es decir, se deduce que el elemento de



E&so,s1)xl?(s°,s1) formado por el par de funciones nulas per-
tenece a ex.é”ti con lo cual el lema 2.1.5 asegura la existencia
de un entorno de cierto radio d> 0 , del origen de E?x UB , de
modo que en el exterior de tal entorno el funcional Ui+qUe to-

‘ma valores superiores al nfimero

' 5
’l{,'(o,ol + 4 2{,(0,0) = / M(o,o,s) ds

S

es decir, se verifica

Jdso YamelissxlPss)  1a+nensd =

( 83)
= U(a8)4 1"<(A,8) > ‘Uc(o.on? Ue (0,0)

de modo que si-el funcional Ui+qUe alcanza su minimo en el con

junto é} definido por
g = (ax¥)n {(A,B) 6L°‘(S.,$4)XIP(S.,S4)I Al+nen « d } ( 84)

ese mismo minimo lo alcanzari en toda la variedad ex.:nff

Observemos ahora que S es evidentemente acotado y ademis
débilmente cerrado, ya que resulta de la interseccidén de una cier
ta bola de !?(50,51)xl?(s°,s1) que, como tal, es débilmente ce
rrada (ver referencia 5, p. 303) y de la variedad ex.:nf' que
también es débilmente cerrada, en virtud del lema 2.1.6.

Tenemos asi el funcional U = Ui+qUe que es inferiormente
semicontinuo por sucesiones en sentido débil (seglin los lemas
2.1.4 y 2.1.7) en un conjunto g que es acotado y débilmente ce

« P
rrado en el espacio de Banach reflexivo !.(50,51)x!.(so,51) (a
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,tal'-ei{'écto ver referencias 3,6,5 en pp. 127-130, 85-90 y 105,
.éZQZQ:y 304 respectivamente). Se dan, por tanto, las condiciones
téxa?fés de aplicabilidad de un teorema de anilisis funcional
;(ver<i;ferencia S, p. 78) que asegura la existencia y alcanzabi-
‘lidédggél minimo de U = U;*+qU, en el conjunto 5 . Seéﬁn una
arju@éntacién hecha previamente, ese mismo minimo corresponde a
Atodaiia variedad - ex. W

Comentario.- El teorema que acabamos de probar dice que el mini-

fmo;de;.Ui*qUe existe y se alcanza en (al menos) alguna pareja
IA;(%}; B,(S)) de funciones de ex.qgkl la cual 1lamaremos por
 cdmpdrgci6n con 1.6.Srconfiguracién generalizada de equilibrio.
.8i ﬁ%@iera ﬁrobarse que tal configuracidn verifica A,(s)eC1[sd,s1]
}y ‘B;is)e Ctso,s1] se deduciria segin (36) y la notacidn de (28).,
ung gi;correspdndiente campo de desplazamientos (u,(s), w,(s))
pert%ﬁéce a 2{ .El minimo absoluto de U +qU, , ahi alcanzado se-
ria éatohces una configuracidén de equilibrio, segin se definié en
M 6. 5 :
| :él préximo apartado 2.2 se dedicard a preparar la prueba de
las ééhdiciones AL(s)e C1rso,s11 Be(s) € C[so,s1j , las cuales
’fditeigs ""de regularidad" de la configuracidn generalizada de equi
:libripl La mencionada prueba exigirid hipdtesis adicionales er la

. funcién, W.(A,B,s) del potencial elédstico.

uSECCbe 2.2 MODIFICACION DEL PROBLEMA VARIACIONAL.- Un aspecto im

- portante de la demostracidn de regularidad de la configuracién ge
.neralizada consiste en establecer, que tal configuracién satisfa-
r?cg las clisicas ecuaciones de Euler-Lagrange de un cierto prnbfe-
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ma variacional. En la formulacidén de ese problema consideraremos
como variables del funcional, en vez de las (A(s), B(s)) hasta

ahora manejadas un nuevo par (A(s),¥(s)) , donde (P(s) que de
finiremos con precisién en breve tendrd el significado geométri-

co de }&(s) ~¢(s) " segn las férmulas (8) y (9).

2.2.1.Notacidn y definicibn.- El simbolo W% (s4r51) denotari
el espacio vectorial real de las funciones *f(s) absolutamente
continuas (ver referencia 3, pp.8, 28, 165-168) en el intervalo

rso,s1J cuya derivada ?'(s) pertenece a Eiso,sj) . Es decir

4 [ copey Mmadiblea | Ve = o PSS
. WP“°'S"={‘f@lw..mlf-“""“’-"*’ 3 gl b T o)

s S
{ ¥setn 51 9oy =[glade £ J I(p'(s)lgls<+00}
So

‘Pasemos ahora a considerar la variedad ex :M%’definida por
las (49) y (79) y definamos en ella una aplicacién z: con ima-
iy Wacs s,
gen en (50,51)x 5(50’51) y tal que
YaBle ex Bt ¥sels,5,1 L (AB)(s)= (A, 9is1)

s
ton. up(s):(p,.;js‘B(o)dc , Y,elo2m) ( 86)

o[ ) o i s 1 .
e ,f"(’*“” o,?kjgw(s(.r)-f;(;)) = XG)-T) 4 LY () -1 s

Lema 2.2.2.- La aplicacién z: arriba definida es biyectiva en-

o
tre la variedad ex j?t y el subconjunto jf de L(SO,ST)XW;(SO,S,)

definido por

/@; { (Ape Lq(s.,s,)xw;(s.,;) l oan ¥se (S, 5,) #+A(s) 30 4
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et
e

4 ‘;i's&s(H'A(s))m( (s) Js d7 ) = x(s)-2(.) £ @(s)eCo2m 4
..-A"’:.’ : q’_s,—i"?’- T ! '

( 87)

;";;{S.JS(“A(S))M(?(S)-L P‘:’) = BCS.)—y(S.) }

. .

En. efecto, si examinamos primero la aplicacién directa ),
con lé}’.hotacién Z(A,B) (s) = (A(s),(‘)(s)) , la primera condicién
1+A(sli)_}0 que define & resulta directamente de la definicién
(79) de ex .;l%‘- Las dos condiciones siguientes de la definicién

de ,gse resumen en la forma compleja
J:r'::"(i A (g S—-—-""") 2(5)- X(Se)4L Y(S,) - L Y(S,)
s (14 A)) exp L (Y(s -J = - 4t -Ly(s, 88
‘, 5 p fr e 2 geon-ty C 88)

que se deduce inmediatamente de la definicién (86) de Z , la
cual tdmblén implica de modo evidente que (.P(s ) -\?De [0, 2mw)

' En cuanto a la aplicacién inversa, se constata su existencia
obser‘mndo que si (A(s),@(s)) es un elemento de E , resulta
obterudo como imagen por Z: del Gnico elemento (A(s), B(s))
dqnder-B(s) '(‘P (s) . Este elemento verifica, en virtud de (88)
la coj.'('t‘éicién (49) y pertenece, por tanto, a ex 3447

Notacibnes 2.2.3.- Denotaremos por ex f el subconjunto de

L(s ,s )x Wp (sy»5y) definido por
“_L da')
Wf |apre [ 50 x Wy (52,5 ljds(mm)e et
. = LTS Y5 - Ly ) 4 ouc Yse(s,5y) M(gpo} ( 89)

y por V Ve los funcionales definidos en 81, de las siguientes

respectnras formas:
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5 )
Y(Aqleu Y (A, ) ':J M(A(s;,(f’(s},s) ds

So
( 90)
Y
Ve (A4 = I Qe (44A() #om (q(sy-js_"_"l ) ds
so So P(v)
)
: S

siendo 1la funcién P 1la considerada en (44). Finalmente y por

comodidad, adoptaremos la notacidn
S

. 4
(s) = — dor
{ L. P ( 92)

Teorema 2.2.4.- Con las notaciones previas y para cualquier q
real se verifica que el funcional V = Vi* qu alcanza su mini-
mo en el conjunto ex /@ .

En efecto, dada la periocidad de las funciones seno y cose-
no es inmediato observar, que para todo elemento (A(s),tf (s))

de ex hay un elemento (A(s),f.(s)) de /? de modo que
V; (Ao, p0) =V, (Ao ) Ye (Ao, 99) =T (A, ¢, 9) ( 93)

Basta para ello tomar (P,(s) = Y(s)-2nm donde n es un
entero tal que ?Kso)-Znﬂ pertenezca al intervalo ([Q0,2n) . La
observacién hecha implica que es suficiente probar el teorema
que nos ocupa, reemplazando en su enunciado ex 2? por f? .

Por otra parte y seglin el lema 2.2.2 es evidente

fagre € VeAg) = U (Z'(A9) ( 94)
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y adémé&" obtenemos para el funcional V , teniendo en cuenta

la férhmla de integracidn por partes para funciones absolutamen-~

te continuas (referencm 3, p. 176).

V(A (fjeﬁ Ve (A cr)-—f Qcs) (44Acs)) sem (uff(s)— P( ,)

2 Q(;)JJG(HA('!)M(?M j Fw)l st Q(S)JdV(M(‘ﬂ)”"(‘f(”)'LP(A,) ( 95)

dA
+I o'fSP(S)J‘ ol (14+Aw) sem (¢pea)- ?(7)) J

i®t

y con 'J.'as notaciones

A -'Ei"A(:),Bm): Z"(Am.apm) ¢, = Q=)
’ ( 96)
b= f‘ HOX s - ?(S’) ds
%
pod‘emc{s"‘ escribir en consecuencia
i S
V(A;’(flé 2 h+V(A.q) :J Pm{ ’(So)_y(su
JM(HA(«))JM MPL(QP+J (Bo\)_ )cu) } ds =
. ( 97)
P - 4 (S-S Y 5 )Y (SB) :
J; (s) { ys) 7(:)+J T4 Am)}m x

TS TS (sqng(s)
w:.'arrsl.((& J(Ba)-’)—)dl b ds

]' si ﬁhoi‘a tenemos en cuenta las (86) y la notacidén (36) resulta

1 o S,‘
‘ ! y.;(A,tf)ﬁ [ k+Ve-(A,t() = L Pes)y wesy ds =

18 =,



= U (As), Bes)) = W ( 2-4““"?“)” ( 98)

de modo que existe un namero h (independiente de A(s),(f(s))
que_junto con la biyeccidn Z establecida entre ex .% y f

verifican

YgeR Viryle £ (1£47V£)(A,«f)=-.1k4(1&+7lk)(2.4('4.({)) ( 99)

La conclusién del teorema que nos ocupa resulta ahora como
traduccidén directa del teorema 2.1.9 del apartado precedente.

La idea principal subyacente en la prueba de regularidad
para (A,(s), B,(s)) consiste en demostrar que esa configuracién
generalizada satisface las ecuaciones de Euler-Lagrange (a descri

bir con precisién mds adelante) del funcional

S‘
J {W(A(s),qls), s)ﬂ&(s;(umm (cp(s).fm) } ds (100)
So
con las dos condiciones de enlace (89) que definen ex f? , a sa
ber
$
dS(14Ae) 1p i (Pes)- fis1) = X(S,)- X(S) +EY () -y (%)
| e ctpncf 14

La dificultad mis importante para la susodicha demostracidn
proviene de que, en princiﬁio, para algunos valores s se podria
verificar A,(s) = -1 y en ellos la funcién Wi(A,(s), fu(s),s)
se haria infinita de modo que cualquier intento tropezaria con

un grave obsticulo. Para obviar la dificultad descrita definire-
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z-‘,

mos uﬂa nueva deformacién D , que llamaremos distorsionada, en

correspondencm biyectiva A = g(D) con la deformacién longitu-
dlnal A , de modo que a la recta real -2« D<+00 le corres-

ponda e1 1ntervalo abierto semiinfinito -1« A<+00

’Defihiciones y notaciones 2.2.5.- LLamaremos funcién de distor-

sidn. ".zi toda funcién - g de valores en (-1,+00) que sea de cla
se 2‘( 09,+00) de* derivada -positiva en sentido estricto.
Dado un arco eldstico en carga y con las definiciones y no-

tacionds de ¢g.6 y de 2.2.1 a 2.2.4 llamaremos conjunto de signi-

ficac‘iﬂh a la familia §F de los pares A(s), ‘f(s) de funciones,
respebtivamente medibles y absolutamente continuas en el interva-
1o [:516,51] tales que V,(Ag)<+00, V_(A,¢)<+00 y adenmds,

sea c'f'a‘;i por doquier. 1+A(s) = 0; es decir:
{r"—.-:{ (A(:),(f(s)) l A:ls,,51> R nedille ¢ (s%,5)>R abso_

. Lukamente eowbmna £ e ¥se(s,,s,) HAI20o £
£ V(A (p) <+ 90 , Ve (Ajp) <+ 20 }

(1o1)

y dad} una funcién ‘g de distorsidén, llamaremos respectivamente

energIa elistica distorsionada y médulo de potencial externo dis-

tors;;onado a los funcionales Vig , Veg definidos en el conjunto
}(ab"‘:de los pares (D(s), @ (s)) de funciones, medible la prime-

ra y-absolutamente continua la 5egunda, del modo siguiente:

s, )
’(f:(:D,Lf)é Moy 7{5,(17,70) = .ée W; (j(@(s}), Wis), s) os

(102)

J(D @) -/ @rs) (44/(&(:)))/&»1 (ym-/m} 5

“Llamaremos con_)unto distorsionado de significaci6én a la fa-




milia 3‘.g de pares de funciones de Mab tales que

J= {(1’.7)6 H;L' 7{;(9.?)«00 Véa (P,Y)<+N} (103)

y llamaremos finalmente operador de distorsién a la aplicacién

g definida por
YoMy g (s, gi9) = (400 1) (104)

donde debe sobreentenderse que g(-20) = -1y gloo) = +00.
Lema 2.2.6.- Con las definiciones anteriores se verifica que &
estd contenido en E(so,s1)x W} (50,51) yv que el minimo del
funcional Vi+qve en exﬁ" (alcanzado segfin el teorema 2.2.4)
‘ coincide con su minimo en (ex E)n? , que también es alcanza-
do.

En efecto, la primera afirmacién resulta inmediatamente ra-
zonando por contradiccién, pues si un par de funciones (A(s)'(f(s))

oL
de F no perteneciese a Lx W; , es decir si fuese

5 s
J A s = 400 o J l(p'(snpols =4 00 (105)

So So

la condicién de crecimiento (5Q0) implicaria, previa integracién
en s , que Vi(A,c.p) = + 00 1o que contradice la pertenencia
a F del par (A(s), Y(s))

Que el minimo alcanzado en un cierto par (A,(s), ‘P*(‘S))
de ex @ pertenece a F es trivial, puesto que por su condi-

cién de minimo

%(Q(S),c&(s)hﬂi(,ﬁx(s),t&(s») ~<_V;—(o.~h)+1%_(o,~;¢,) <+00
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S d
i 20 ) ds = z(s)-X)s (Y (S)- L Y(S.
Jo ) o= gty ne

[ R . .
Tal constante existe como se comprueba al sustituir en la f6r
4 -

mula‘(‘?ﬁ‘) las funciones idénticamente nulas u(s)=w(s)=A(s)=B(s)=0,
debien:d'o notarse por otra parte que el par de funcionesconstantes
(0,”{'('szj:pertenece a la variedad exf definida en 1a (89).

Hipstesis 2.2.7.- E1 grado de crecimiento hacia infinito de la fun

© e . ' .
cidn :;!{'j_(A,B,s) cuando A-> -1 supondremos que verifica las con
dicionés siguientes
a) Exitste una funcién de distorsién g y existen nGmeros reales

H1.:>;.50 Ky>0 o6 >1 P1>1 tales que para cualesquiera D,B,s

en "‘:’:sz[‘so »$43  se cumple

T Wilgo, 8,50 Hy ol by 1817 K, aon

: of
b) Para cualquier D(s) en L ](so,s]) es g(D(s)) pertenecien

te.a L‘(so,s1) . Ello sucede (ver referencia 5, pp. 147-155)

: o
si"}.. g satisface una acotacién de la forma lg(D)l{cjﬂ:lDt ]

con -cl real y c>0.

1

c) Pai}a cualquier D(s) en L (50,51) es g'(D(s)) pertenecien

te::'-:a Ldi(so,sﬂ donde (1/0(1)+(1/0(;) = 1 . Ello sucede si
g satisface una acotacién de la forma |g'(D)|¢ dfdlD(‘x' /°(4/)
con‘ d1 real y d>0 .
d) St;iidndremos en resumen:
“3c¢eR JeeRt ¥DeR
X - (108)

‘a

o=1
lj(o)ls ¢ o)™ !3’<nnsc446lnl !
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Lema 2.2.8.- En la hipétesis (107), gg es un- conjunto conteni-~
do en 'ﬂ*1(so,s1)x W;1(so,s1)’ y el operador g define una hiyec
cién entre F r Fe-

En efecto, la primera afirmacién se deduce de la desigual-
dad (197) previa integracién en s , mientras que la segunda re-
sulta de que toda funcién continua de una funcidén medible es a su
vez medible (ver referencia 3, p. 10) y de la particular defini-
cién de los funcionales Vig R veg como aquellos que toman, res
pectivamente, los mismos valores en ;fg que los Vi s Ve en F .

Llegamos aho;a a la reformulacién de nuestro problema varia-
~cional, lo que hacemos del siguiente modo:

Teorema 2.2.9.- Para todo q real, el funcional Vg =V, +qV

definido (en 102-103) por la f6rmula

¥ (0,9)e¢ Ma ‘Vj = Js’ M(;(D(n),(f'(s)ﬁ) de 4
So
+q JS'G(S) {4-}3()(3;)} aon (@3- f(s))ols (109

So

alcanza un minimo en el conjunto fg definido por

% = {(o,(f)e Ma], l j:{'ka(l’(s))} Url(?(s)-f(r))ds =

= X925 #4 G4 Yes0) 4 '%(n,y»ﬂ%@,@«m } (110

En efecto, la afirmacidén de este teorema es consecuencia in
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ire

mediatifdel lema anterior, previo recordatorio de que Fg es el
PR 29 : . .

conjun%-g {(mf) e"(ab Vig(D,?)*«q Veg(D,7)< +oo} , asi como de

obserq@} que el lema 2.2.6 equivale a decir que el funcional

Vi*qvgf'alcanza su minimo en el conjunto

3

~ . v:; "‘ :' .
A[ . A P ( _LisHdls = i - Ly(s,)
{( yjc?l J&(u ) 0% *f(s) fsds = xspxish Y- Ly(s } | (111

SECﬁgbﬁ 2.3 REGULARIDAD DE LA SOLUCION GENERALIZADA.- Llegados a
esteiginto;'el Gltimo teorema 2.2.9 nos sitia en condiciones de
abor&ir la prueba de regularidad de la configuraci6én de equilibiio.
Elld?{équiefe una preparacién un tanto laboriosa, la que desarro-
llamgé en los préiimos lemas y definiciones.

Lema;§;3.1:: Sea F(s) wuna funcién continua cualquieralen ISO,S1]
y sgéi'qo un nGmero real arbitrario. En estas condiciones y con
tod%fllas ﬁipétesis y notaciones de los apartados previos, se ve-
4rif$¥§ que el funcional G definido en ﬁxl(so,s1)x W%T(so,si)

poffia férﬁula

.

So

2 :
V(b‘(«{)e L‘wapi G(D.‘f) - J 1F(s) { » (e} e (pes)- e,y ols (113)

MRS

esifinito y diferenciable en el sentido de Gateaux (ver referen-
cig“s, pp. 35-43) en cada elemento y en cada direccién del espa-
e S
o 1
i 4
cffl L% x Wg,
fzz La finitud resulta,!en efecto, de la acotacién de F como
coﬁsecuencia de su contilnuidad asi como de la funcién coseno, jun

tércon la hipétesis~2.2.7 d) que asegura g(D(s))e€ L1(s°,s1)
'?2' Para demostrar la diferenciabilidad hay que establecer, pa-
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ra cialesquiera (D,,Y,) v (D,cp) en L°‘1(so,s1)x w11(so,s1) ,

la existencia de la derivada
d td t 114
i G(Dg+t D, + cf)ltw (114)

lo que haremos utilizando su definicidén directa como limite. Con-

sideremos a tal efecto, la diferencia 1II .

I= F(s){ug(g,(sutb(s)H m(‘&“ﬂt‘fm-f“”"l"‘ = (115)

~Fi1 | 14.9(0,(9)} & (e (51 - fsde o)
que segfin el teorema del Cdlculo elemental, del incremento fini-
to, se puede escribir en la forma
%D’ = Fis) Dis) g’(b*(s».‘te(s)D(s))c.n(c&(tut%)?m-f(suq.\- .
(116)
-F(s){u,( B, (s)+ L 8(s) Des)) } @) dem (g, (Mt asIges)- frsnn)

donde @(s) es una cierta funcién que verifica 0<#8(s)< 1 ,
de modo que podemos escribir
S,

{ 19

L 16(0+t0,p4te)- (B, @) =! L O ds (117

{60t gete-Con = | 4 T

Observamos ahora que la expresidén (16 ) tiende puntualmente,
si t->0 , a la funcidn

Fes) Des) a/(D*(s)) o (<p, (s)- chnq,) -

(118)
- FUs) {44 9(B | QU8) s (g 51 fesrema
?

/

{
la cual es integrable, en virtud de las hipdtesis Z‘.Z.? y de 1la
desigualdad de H6lder. Veamos ahora que se dan las condiciones

del teorema de la convergencia dominada de Lebessue (ver referen
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b

o

L

4

-
R
.
P

cia 3. p 26) para la convergencia de la integral (117), cuyo in

tegraﬂq es 13 expresi6én (116) con limite puntual la Gltima (118).
Consideremos a tal efecto una sucesidén (t )n‘l de reales po-
51t1vbs cuyo limlte sea 0 y que verificari por tanto, para to-~

do .fmayor que un cierto n_ , la condicién It 1< 1 ; con lo

cual la expre516n (f16) y las desigualdades (3qg8) implican-

I 1 ]{l £ lF(sMDts)Hg/(p,rs)J,l: 0 D)) 1 + IFengenl |443(13‘(s)+t"0(s))(s))l

lﬁs)llb(ﬂ‘(lquf—lD,‘(s)-a-f 9¢s) D(sy) %4~ )+|ch>of<s3\(4+ AN
+c_n‘(s)+€_9(s)n(s)| 4) £ IFCS)HD(SH(ICA«& c{t D,(s)(.;ltmllo(ullmsxl} 1 1)-l-
+ __[j.’qu_ﬂ(u|c,l+-c{ I D)+t p Ot Des } 1) 2 |Fenl 1Dl (lt4l+ .
+ '.c‘.,"f;g,mmn(surri)4. [Fodgpesr| (441614 ¢ IR l+1 Do) 1)

15% ahora sustituimos el factor |D(s){ , del primer suman-
do del’ﬁ1t1mo miembro de las sucesivas desigualdades, por su ma-~

yorante ID(s)l +1ID,(s)| obtenemos

.»

l"ttan‘ £ (141c0) IR Qeal & 1¢q1 [Feot IDCs +

a19)
. o
#(14Rapeol) © { 1D+ 1Desn }
Do .. sz 1
.P;ra N‘ fijo > 1 , la funcién real x es convexa en
x>.0 (derlvada segunda positiva) lo que implica:
1 % 120
( ID,,c.su-»ilD(s)l) £ 1391 *z”’"" (120

con Lp;cualila desigualdad (119) se modifica asi:



‘-:- I £ (4+1c0) TRO1@ss | + 1€ | R HDE 4 (14 1Rs ¢pesr1 ) =
" (121)
,.czf’" g. ID,(S)I“& (1+IF‘(s)q(s)| )e 2“'21. | Dysy| ™4

Como JE(s)\ vy |?(s)l son funciones continuas en [50,51]
--cerrado, sus miximos que denotaremos respectivamente por M1 y

Mz .son nfimeros reales positivos (finitos) de modo que
L le (1) My 411 M, el 42 c(«m Mg) (1,07 120l ™)

lo que prueba finalmente que la convergencia del integrando de

(fT7) estd dominada por una funcién con integral finita, puesto

-4
1

: L4
que tanto |D(s)l como |D,(s)l 1 y |p(s)t tienen tal ca-

ricter. Podemos entonces tomar limites cuando t —»0 y escribir

4 aatd, et

J ds Fis) Ds) 2’(1;,(5))@(«;«:)-{«;)“(,) -

122
J ds RS)?(S){4+2(D m)}m(cp (s)-—(‘mwz. (122
S
quedando asi demostrado el lema que nos ocupa.
Corolario 2.3.2.- Los funcionales M_ , N A definidos en
o g g eg
L 1(80,51)3( WLI(SO 51) respectivamente por las férmulas:

Y(o,p)€ Lu‘(s.,s,)xw,; (So,5;) Ma(b,cf):
LJS{u,(D(ﬂ)}m((f(s) -f) ( ) Lds{ug(mn)}m(crm- ) (123)

%

son finitos y diferenciables en el sentido de Gateaux en todo

(D,tf) = »L,Qm { 143(1’(:))} At (4p(5)- f(s;) ds
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i l’,h' efecto cada uno de estos funcionales resulta como un ca-
so. particular del func1onal G del lema 2.2.2 previo, para deter

mlnadag elecciones de F(s) vy Y[o , a saber

* . .
ﬂ;. pars. Fes)=1 Me=0 .Na pare Rs)=1 ) Y‘,:-’l
v ‘ (124)
. .VC-J . f&ﬂi‘ F(_S) = Qe , 10 = -

N

Nja

" [

debiendo notarse que Q(s) es continua, dada su definicién por

(44) y (91). Las derivadas de estos funcionales resultan de par«’

t1culgtizar adecuadamente en la férmula (122).

Hip&t‘é:;tis 2.3.3.- El ‘crecimiento de la funcién Wi cuando

DY .4 iél'y. co viene acotado inferiormente por la desigualdad (1q7).
Ahora‘{_.'s:upondremos ademds, que tal crecimiento esti acotado su-
peri_o;_:i_'gnente.' del modo. que sigue:

" ‘3 2.‘>o: 3 k, >0 ¥(p,B,s)¢ sz [Se,5,1
K : (125)

l%%()(n):ﬁ,s)l g lg%ﬁ(ﬁcmﬁ.ﬂl‘unlw‘*r Lisi", k,

51end6” 1mportante observar que la primera derivada parcial se en-~
t1endg' respecto a la variable D y no respecto a g(d).

Lema E*_) "3 = Si (Dya(s),¥Ps(s)) es un elemento del espacio Hab
tal qpe J&WI(g(D,(s)) (P*(s) ,S)ds< + 00 , es decir, segln la
notat’;&én (103) y el lema 2.2.8, si (D,(s), Pa(s)) pertenece al
subcoﬂjunto 3’g de 0( (s 54 )x Wp1 (s = ) vy si por otra parte,
D(s) " es continua en [‘50,511 cerrado, entonces el funcional

vig" 'def1n1do en (102) es derivable-Gateaux en el elemento
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(D, (s), ?,(s)) y segln el vector (D(s), ®(s)) . Ademis, dado
cualquier t real se verifica que el funcional Vig toma valor
finito en (D,(s)+t D(s), ?,(s)+t¢f(s))

Para la demostraci6n seguimos un método similar al del 1le-

ma 2.3.1. Introducimos por comodidad la notacién

. 2 .
Y®3,5)eRxls, 51 S (D,8,s) = Wf(am.B,s) (126)
y dado cualquier t Treal escribimos la diferencia 1II .

I = & (nsitom, gentels,s)~ L2, (Dycs),qles, s) (127)

que con las reglas més cldsicas del Cilculo elemental se expresa
del modo siguiente:

4 I D é(h t ! f

= I = D) S22 (Dt Desy, Q)+t osiepts), s) +

Y 35 ( % ? (128)

+9' o (D, 4t 80) Disy ,cf;csu tow Lp(s),s)
B

donde 9(s) es una funcién tal que O< ©(s)< 1 . La condicién

(12S) permite ahora escribir «
é_. [T3o) 2 (10mtalghon) (A, 1D+t 8 Dol ™"+

(129)
+ {4 Icﬂ,'lsh.tecs)q’(nlp‘+ k, )

y dado que |D(s}} ,1¢'(s)l son funciones continuas, sus mixi-
mos que notaremos M1 y M2 respectivamente son finitos, con

lo cual

1)) < (M+M,) 1t (Lll},(t»te(:)l’(s)lu‘.,. k, l(f;(sute(s)cr’(silp') (130)

of
La funcién D,(s) pertenece al espacio L 1(50,51) y tam-

bién (trivialmente) la t@(s) D(s) , con lo que la conocida pro-
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g

o

i

RS .
N .

pieda&Vae linealidad de este espacio (referencia 3, pp. 62-65)

asegut',a la integrabilidad (finita) de la funcién

ID,(s)#- tO(s) D(s)lc(1 y analogamente para la integrabilidad de
l?,(s}# tO(s)<f'(s)|];1 . En resumen I (s) es una funcién con ‘in
tegra]. £1n1ta, con lo cual la iltima afirmacién del lema (de fini

tud .dq}gv. ). se obtiene a partir de 1la (127) del modo.que sigue:

'V;J(q,;tn htte) = J.Q (Beswtnes), @lisirtgha, s) ds =

5y .J (13
L{.Q (Q‘(s),tp (s;,s)+ﬂ(s)} ds = D14, )+J T s < + 00

. ‘-{
e

, "V‘ﬁlviendo al tema de la derivacién, utilizamos la (128) para
S e

el cﬁéulo del cociente incremental
iy

Y. "
-{ ‘3( D, f+tg)- ¢J(D*,‘-{J,)} = J,.?JI(”AS =
. J D(s) (1;‘(8)419(5)}(9 Lf*(s)-;.tecs)tf(s! s)ds + (132)
.f Se

’ .",5; +J q»'(s) A_Q‘: (J;,(s»te(s)n(s),tg:c».t Y ,S) ds

Sov
. 2

obsez‘vando que los integrandos del Gltimo miembro tienden  puntual
t' b

mente;,r en virtud de la continuidad de Wi(A,B,s) y de .Q.i(D,B,s) ,

ala’ func16n

-t

-y .'b(s) ‘m‘ (0,6 %‘,, s) + (f(:) ML (De(s), Y8, 5) (133)

‘,\ EE

Py
. /
"Para comprobar que esta convergencia estd dominada por una

func16n 1ntegrab1e, utilizamos la (130) suponierddo Iti<1 , 1o

que es permlslble dado que t-+0 . Tenemos asi

I‘H{‘(Hﬁﬂz {k +h {ID(J)I-N];‘(:)!J A [l(f"(5)|+|<g"(sﬂ)?4 } (134)



y utilizando desigualdades convexas similares a 1a (J20) se ob-

tiene

o1 ~ - - q
1{.11 HLXCRERNCIWRTEAN RN 114;«;\’*4 AR |

- lo que prueba que la ctonyergencia: est§ deminada y, en consecuen-~
cia,.igfa‘eﬁgdg-_ tomar limites en 1la (332) si t=+0 , concluyendo fi

. nalmerte

O,
V(q,,cf*)eL‘(s,,s,)x-W'P:(so.s,) Wa(b*,tp*k.‘.m =

_ . 1 d
= 1‘(»,‘?) €<CC$..$J xC [s.51 d‘t‘wg(qﬁw’%#?)lt:o =

(135)
0 3 a0;
B ! [} : ]
z J {D(;)S_D_(D*(s),\f*m,s).,.(fma_e. (D*(s),t.f*(sh,s) } ols
S,
Lema :.3.5.- Sea (Da(s),Y.(s)) el elemento de
[~ ¢
L 1(s‘,s1)x Wl" (50,51) para el cual el funcional Vig+qug al-

canza un minimo en el conjunto g (ver teorema 2.2.9) y sean
D1 (s) , Dz(s) , D3(5) tres funciones continuas cualesquiera y
LP'(S) , ﬁez(s) , \Ps(s) tres funciones continuas cualesquiera con
derivida continua en Is,,541 cerrado. En estos supuestos y con
las mtaciones de (123) para Mg , Ng se verifica que las cua-
tro finciones reales m , n , Vi Ve de las tres variables rea

les (z,, z,, z;) definidas por
¥2,2,,2,0 ¢ R®  mz,z,%): M (Br2030raDy G123 34;)
1(2,%,2y) = NJ(D** 2D+ 5043y ,‘&-f%‘-&-& CXCRENT)
Vi, 4,3 = -‘/4-3('%«*“24{)4"22])2*'%33 EALAALRALT Y
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#(54,2‘.25)e R3 Ve (2,,2,,25) =
T (136)
o

._ =V;3( 2D 42,2430 P42, Q4242 ;)

o .
¥

§0n func1ones continuas con derivadas parciales prlmeras to-~
das cbntfnuas en un cierto entorno de (a, 0, o) .

qua la demostracién comenzamos observando que las cuatro fun
c1ones estén blen definidas, pues si (21, Zy, z3) es un punto
cualggﬁera 3% R basta aplicar el corolario 2.2.2 o el 1lema
2.3.4",7;_4&' D(s) = 2,D,(s)*+ 2,D,(s)* z3D5(s) . Similar observacién
resue}ve sobre la ‘existencia de derivadas parciales, pues cada de
r1vada 3[)2] (donde j =16 2 6 3) en un cierto (21, Zy, ZS)
se ob§§1ene de 1a (122) o de la (135) reemplazando D,(s) por
D,(siﬁ:;iD1(§)* 22D2(5)+ ZSDS(S) y D(s) por Dj(s) y similar-
mente;-j;;_ara P(s) v Ys)

‘Bn cuanto a 1la continuidad de las derivadas parciales, tome-
mos, ° por eJemplo, el funcional G (del que Mg , Ng , Veg son
casos ?art1cu1ares) y sea (a], a, a ) un punto cualquiera de
R3 ;!‘J uno cualquiera de los tres indices 1, 2, 3 y finalmen
te ség, (tins tan» tz,) una sucesién cualquiera en R3 con 1i-

mife?qi punto (0, 0, 0) . Se trataria de probar que

-
t

3
1’» G(I;‘m-yz 2, Dy (s) "ﬁ,“’*i‘zk%‘”)} =

y e 9% 2.za,4t, (137

3
)
S;(;. G (Q‘(sng“?’kq{(s), t&rsug‘w‘((n) |2t=




Para ello observamos que el segundo miembro se obtendria
en la exbresién (122) de dG/dt reemplazando en el integrando

las funciones D(s), Cf(s) s Da(s), Pa(s) respectivamente por
3

' 3 (138
‘%-(s),lﬁ(s), E(s)+é1akD,Ls) ) RS+ Z:ﬁa“ P, () )

+ Asimismo, para el cdlculo del primer miembro de la igualdad
propuesta (137) deberian reemplazarse en el integrando de (122),

las D(s), ¢(s), ﬁ,(s) » $a(s) respectivamente por:
3 3
131‘(:1 ,qj(s) ) Qo)+ kZ:'(adtm) Dts)y, Qus)+ g;'(d,d ten ) PCS) (139)

y luego tomar limites para n-+oe . El integrando que correspon-
de al reemplazo (139) converge puntualmente si n=»oo, al inte-
grando que corresponde al reemplazo (138), de modo que para pro-
bar la igualdad (137) bastaria con demostrar que tal convergen-
cia esti dominada por una funcidén integrable, lo que se logra de
modo totalmente similar al lema 2.3.1 suponiendo n superior a
un cierto n, para que sea t 1, |t2n|<1 ’ It3nl<1

in
Si utilizamos la notacién

3 3
J,;( s)= F(s) Da-(s) g I &(3)4.&%’((1# tn) Dits)) e (- fispigesis .Z' '(a,;rtk,‘ g 51)

- 3 . 3 (140)
-F(s)tpjm{ 14 g(tg‘(sn&‘(aptm) D,,(s))} an(yz fosh %»’(sug‘(antﬂ)(ms»)

se obtiene sin dificultad exactamente como en las (119) , 1a aco~

tacién: | Tuisrl € (4+41¢1) IF'(s)cP’-(s)luc“ IR Dyt +

o (141)
1
+€ (44. | Fts) ‘Pj"") { D cala (D)4 (R4 I Dy} }

lo que prueba la convergencia dominada, ya que ID,(s)! vy las
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- . ¥ ‘
le(s)|' k =1, 2, 3 pertenecen al espacio L 1(so,s ] , que al

ser- linéal céntiene también la funcidn |D,(s)|+|D, (s)1+ID,(s)} +
+|D (s)| , cuya potencia N1 resulta por tanto 1ntegra51e.

En resumén, las funciones m, n, v, definidas en (136] tie
nen defivadéé parciales primeras, todas continuas en R . En
v1rtud de resultados tiplCOS del Cdlculo elemental son funciones
dlferenciables y contfinuas en R3 .

Pasamos finalmente a considerar la continuidad de las deri~
vadas parciaies de la funcién ii » la que se comprueba demostran
do la igualdad anfiloga a 1la (137) pero con el funcional Vig en
vez delf G y siguiendo un razonamiento similar al efectuado con
este Gltimo..Para ello sustituiriamos en (135) 1as funciones
D(s), ?(s),'ﬁ.(s),~¥g(s) respectivamgnte por las indicadas en
(138) vy, altérnativamente, por las indicadas en (139) y_utilizag

do 1a notaciSn

k/ﬁ(s) = Da{S) jﬂ (D (s)+ Z(ak"'tkm) D(:) y (_F (s) +
+ 2: (a,+t.,._\cr’<ss ) %m AL (I;‘.;Z.(a;t“)o ), (1a2)

q)*(su. Z (a,+£k,) (10 (s), )

obtendriamos de modo completamente similar a las (st) a (034) y

en en el supuesto lt, t<1 t, I< 1 ltg 1< 1, la acotacifn

in 3n

3 q‘ 2 | P4
IK (sil (Mgu(l}-){hﬁ{1(19((syl+ki='|‘q‘(s)l) +{,(u&ks;|+k§.w,(s:l) } (143)
donde; M1j sz son los respectivos mdximos (finitos) de las
funciqnes continuas 'Dj(s)l ,|?5(s)l . La Gltima desigualdad

obtenida prueba que la convergencia estd dominada, puesto que la
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integrabilidad de (ID,(s)l +§|Dk(s)l )a' se prob6 en (141) y la
de . A(l(ﬁ:(s)(i-%l\f;’(s)l) 1 se probaria de modo totalmente anilo-
go. '

En resumen, la funcién vi definida en (136) admite en R3
.‘derivadas parciales primeras todaé continuas y es, por tanto, di-
iferenciable y continua en RS . ¢

Lema 2.3.6.- Con las notaciones del lema anterior, es poéible
elegir las funciones Dz(s), 93(5) en C[so,s1] y las funcio-
nes qa(s) , qg(s) en C‘[so,s1j , de modo que se verifique la

no anulacitn del jacobiano que sigue:

é.(_m_'l‘_’ \ +o0 (144)
3(?3 '2s) (20,9)
En .efecto, comenzamos demostrando que los funcionales linea

les que notaremos por Mé ,

5
¥(0,q)e Cts,,5,1x C s, 50 MJ’(D.q) = Js. Der g ()

Né y definidos por

S
L ]

x m((&:s)- fisr) ds -L ‘f’("{“g(b*“’)}‘“““& (s)- §(s)) ols (145)

Naz(p,?h ] 113(,,31(&(;;)4% ((&(s)-fm)c‘: +'[ i'r(s_){d-; J(l;‘(s))} SCIOS /m)o(s
S, e

son funcionales no idénticamente nulos. Para la demostracién limi
t;ndonos al caso .de Mé (el caso de Né se trata de modo comple
tamente anilogo) observamos que, seglin las hipdtesis 2.2.7 b, c,
d, de las funcione: g'(D,(s) cos(?*(s)-f(s)) y

(1+g(D.(s)) sen(%&(s)~f(s)) pertenecen a L1(so,s]) por lo

cual, restringiendo el funcional al subdominio de definicién
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Co

50,51)x t;'(so,s1) , la teoria de distribuciones indica (ver
referencia 8. vol. 2, pp. 83,84) que si (razonando ﬁor contradic
cidn) supusi%ramos Mé idénticamente nulo, las dos funciones alu

didas serfian.nulas casi por doquier en (so,s]) » lo que exbresa~

——

mos simbdlicamente:

| Caud V:e(s.,S;) J/@m)an(gm-/‘m): {1+J(l;,(s;)$4w(<&cs ).[m)= 4] (14¢)

-

Por otra parte, las funciones g'(D.(s)) y
g (Da(s)) . se anulan en un conjunto éuya mg
dida es, a 15 mis; cero pues en caso contrario la definiciQn
2.2.5y las.ﬁipétesis 2.2.7, 2.1.1 implicarian vig -+ aa; lo que

contradiria_ que Vig+qv alcanza un minimo en Cg en el par

eg
(Dy(s), ?*(5)). Tenemos asi

casi ¥ S€ (%,5,) oA (Ps1-f(s1) = der (f (51~ f's1) = 0
lo que es manifiestamente contradictorio.

Para continuar con la demostracidn del lema, observamos que

segin las definiciones (136) y la fdérmula (122) se verifica

: )m _ M. n Y
P gher 49 ghae gy 0

por lo cual el jacobiano (144) se escribe

dmn | - M;(Dr%)[\g(%,%)_Mé(D_,.kfg)Na’(D,.({,) (148)

342 44 0

Elegimos ahora (DZ,(PZ) , en virtud de lo anterior, de mo-

do que se vgrifique Mé(Dz,((Z) #0 vy Né(DZ,lfz) £ 0.
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Lllegados a este punto, razonemos por contradiccidn suponien
do que el jacobiano (148) fuese nulo para cualquiera otra elec-
cién del par (Dz,‘P3) , 1o que significaria que el funcional
Né seria nulo siempre que lo fuese el Mé y viceversa. Segfin un
resultado de la teoria de espacios vectoriales (de dimensién fi-
nita o infinita, ver referencia 9, pp.32, 33) existirfa un nfime-
ro c rTeal y no nulo tal que Né =c Mé , por lo cual comparan-
do las definiciones (145) y razonando como anteriormente en este
lema, en el subdominio. de definicién Cgo(so,s1)x Cgo(so,s]) se
deduciria

cas YS€(s,,5,) A&n(«&(r)-f(nj = G ot (is)- fs5))
(149)
ot (g (51~ fer)) =~ G dem (P 15) - fes2)

de donde resulta inmediatamente

cass YS€(5,S,) (1+C',z) c.n(%(:)_/'(n)x(#c,’)m (%(u../m)—_—o (150)

lo que es evidentemente contradictorio

En resumen, hay una elccidn de pares (Dz(s),‘fz(s)) ,
(Ds(s),<f3(s)) para la cual el jacobiano de (148) es diferen-
te de cero.
Teorema 2.3.7.- Sea q un nfimero real cualquiera. El1 par de fun
ciomes (D,(s),(f,(s)) del conjunto }?é en el cual el funcio-
alcanza (seglin el teorema 2.2.9) su minimo,

nal Vg = Vi +qV

g
es un par que verifica las condiciones que diremos de regulari-

eg

dad:

Dsre s, 52 SACK 205,50 (151
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Para Ig.demostracién y con las notaciones del lema 2.3.S ,
elegimos (Dz(s),(fz(s)) , (Ds(s),(PS(s)) de modo que se veri-
fique 1la condicién del lema anterior 2.3.6 , es decir del jaco-~’
biano no nﬁ;ﬁ

3(m, )
B LI R

G 3(2,,%) 1g0,0

S
v

(152)

En talﬁsituacién y en virtud del teorema 2.2.9 y de la de-
finicidén de las funciones m, n, Vi Ve SE€ verifica que, cual
quiera que seal el par (DI(s),(P1(s)) en C[so,sljx C]rso,s1] R
la funcian_\v(z1, Zy, 23) = vi(z1, 22{ 23)+ q ve(zl, Zy, 23) al

canza en el.conjunto cg de r? definido por
? = ‘(a,','?,,zs)ew Mz 22 XE> X)) N(E, L= J(s,)-}(s.)} (153)

su minimo ;bsoluto, precisamente en el punto (0, 0, 0) . Por tan
to, y en v;rtud de los lemas 2.3.5 y 2.3.6 se dan las condicig
nes de apli&abilidad del teorema del Cialculo elemental, de los
multiplicadores de Lagrange (en referencia 7, pp. 109-112 hay
una elegante demostracién de este teorema, segln un método debi-

do a Bolza) que en nuestro caso, tomarid la forma:

3A;em-{o} 31,,),eﬁ< ¥j=123
1, 3% 1
o5t

l’ 0 (154)
+ 2 T =

e bi

d 1 1@®,3,2)=(90,0)

El uso de las derivadas (122) y (135) permite que escriba-

mos esta Gltima ecuacién de los multiplicadores en la forma: |,

68



%
| 0= ), L@m{ ﬁ%‘(yn,ﬂm,;)+7Q(s)g’(1;fm),<
% Al ((&(:!- {(s;) ’ ‘*"’"-"f}'f" %% (D*rs),cp;(s);s).; Lg_(s) ;6?(:) -
1 (155)
x {4.,. g(b*ts?)’ ot (Y*‘(c)-{mj> de 4+ )1 L.< I}-(s)gl(n,(s»)x
x Cﬂ((&(sl-.*(ﬂ)- (G.(s) {h';(b*m)f An ((f*(s)..;u))) ds + -

+ )2 ‘L;< DJ‘(S) j'(é*(s))M((&(S)-F(g), + ‘G(s) *44_3(&(”, } 3
» “"(Y,(s)-}'(ﬂ)) ds

donde puede ser j =1 6 2 6 3 . Si consideramos j = 1 , dado
que la pareja (D1(s),q’1(s)) puede elegirse arbitrariamente y
que Ao # 0 ello significa que el funcional lineal que notare-

mos V/i + qV/

g eg definido en C[so,s1]x C1rs°,s1j en la forma:

] / 5
V(D.lf)é Cx c! (1%1'1‘@3) (D,Lf) =J5°<D‘"fg%(?'""“¢“""*‘
(156)

+’0{55/Q(s))4u(-;(s»[m)} +(((ﬂc‘;’-%’(l;p),€dm ,s).q‘fm@(s)fhg(g(s))}m (x(s)—tml) ds

es un funcional que se anula para aquellos pares (D(s), \F(s))
que anulan simultaneamente a los dos funcionales Mé Né (1o
que resulta evidente de comparar las definicionmes (145) con la
anterior igualdad (156¢) de los multiplicadores). En virtud de

un resultado sobre espacios vectoriales que invocamos anterior-

mente (referencia 9, pp. 32,33) el funcional Vig + qVig resul

ta ser una combinacién lineal de los dos Mé , Né (nétese que
eso no puede asegurarse simplemente con la (155) incluso siendo

Ao # 0 , ya que )O’ )1, }2 son nfimeros reales que, en princi-
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pio pueden depender de la eleccidén de los pares (DJ. (s), ’-fj (s))

j=1,2,3). Enbresumen, hemos demostrado hasta ahora:

3 m,veR - | ¥(2,¢)¢ Ccs.,s,1 < Cles, 81
(157)

(K5+§V¢;) (b.'«f) = M M; (D,cr)-..vN'a(b,:.f) |
Definamos ahora las funciones A(s) , T[(s) rzspectivamer_l_
teen Cs_,s;3 y L'(s,s;) del modo siguiente:
¥sels,s,) A= (c;&(s)_v)m ttﬁ‘m.{m).. . Con ((f*(n-.' fm) (158
TT(s) = (ﬁ?m-v){ 1+ g(q,m)} ea(igesi-fes) 44 {ﬁg@'tsn}m@&m- for)

con lo cual la ecuacidn (157) se reescribe, cuenta habida de 1as

definiciones (145) y (156) en la forma:

‘V(D,y)e (’L‘s.,s,]x C"[;,s,] 0o =./n D(:){j_%;(g'm,?’(m,s) +
(159)

ﬁ
R g;(D*m)A(s)} ds + Jj'(:) %(Ets),(&'m,s ) de + J:q(r)ﬂm ols

S
y si consideramos la funcidén absolutamente continua Lﬂ(a’)dd’ ,
el procedimiento de integracidn por partes aplicado a tal clase
de funciones convierte la (ltima ecuacidén en esta otra:

by
v Is..S, = [ D)o !
(v,) € Cts,,5,1xC'[s,51 o LGJD(s)iSl_D_(1355),(.&(9,;)+

S,

+ j'(l)*m),A(S)} ds 4+ (f’(S,)J 'T[("')vf"' + (160)

$

5 s
HL / da | ds
+f Itsy| 94 (T, ¢l ),s) = | T[(r)de
SoLf { 08 * Js. J
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La ecuacidn ahora obtenida puede restringirse a pares [D,?)
od o0 .

en Co (50,51)x Co (50,51) para los que es, evidentemente

¢?(s1) = 0 . Un resultado ya citado (referencia 8, vol. II, pp.

83, 84) de la teoria de distribuciones indica entonces que:

. : - /
. Case VS((S.,S,) %Z(J’)‘_(f), lf;/m,s) = -j(&m) Acs)

M2 .S (161)
;—BT.(D*(”' (’p;(n,:) = A'n’(q-) o

y la definicién (126) de Ili , junto con las reglas de deriva-

cién compuesta (J42,/dD) = (IW,/dA)g' (D) , @FE/3B) = OW,/B)
permiten escfibir las ecuaciones previas (recuérdese el razona-
miento que sigue a la (146) justificativo de que es g'(D,(s))=0
en un conjunto de valores de s cuya medida es nula) del modo

siguiente:

wu Vs5e(s,s,) %(j(g‘m),n’m,s) = - A¢s)

(162

W

1)
38 (j(b*(r)),({;:(:), s) =“/"TT(V')"{°'

La hipétesis (51) sobre la funciﬁn Wi(A,B,s) equivale a
decir que el jacobiano de 3Wi()A y Jwi/&B respecto al par
A,B es estrictamente positivb para cualquier s del intervalo
[s,,s543 ; por lo que la existencia y continuidad de todas las
derivadas de Wi hasta el orden dos inclusive (ver 1.6.1) y el
cldsico teorema de las funciones implicitas permitem asegurar la

existencia de dos funciones reales f}(a, b, s) vy q’(a, b, s),
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definidas en un cierto subconjunto :D de 83 y tales que per-

miten despejar g(D,(s)) vy 1?;(5) en las (162) en la forma que

sigue:

caki Yse(s,s,) ](l;m) = G(A(s),Jsﬂ(r)dc, s)
‘ S

(163)

<
(&/(,) = CP(A(::,f:'ﬂ(nJr, s)

En este momento podemos r;zonar asi: la funcién A(s) de=’
finida en (158) es continua asi como la $P,(s) vy la JﬁT(c]dr ,
por lo que al ser las funciones f},qf de clase uno, %as (163) .
aseguran la continuidad de ?;(s) y de g(D,(s)) (por tanto tam
bién de D,(s) ya que g"1 es funcién de clase uno). De aqui
se deduce de nuevo: la funcién A(s) es de clase uno, ya que

‘LP*(S) acaba de probarse con esta propiéﬁad y la Q(s) definida
por (44) y (91) es también de clase uno. La defincié? (158) in-
dica ahora que 1T(s) es continua, por lo que 1la J TT(&)dc se
rd de clase uno, caricter que también comparten las {}, 4’ en
sus argumentos, de modo que las (163) aseguran esta vez que
g(Da(s)) vy ({;(s) son de clase uno y lo mismo sucede con D,(s) ,

1

ya que g~ es funcidén de clase uno.

En resumen, obtenemos

14
D s, g(b*m)ec 5] qre s 5,1 (164)

con lo que el teorema queda completamente demostrado.

Corolorario 2.3.8.- Sea (Ai(s) , (P*(s)) el par de funciones

que minimiza el funcional Vi+qu en el conjunto ex ée (recor-

72



dar las notaciones 2.2.3 y el teorema 2.2.4). Se verifica:

1) A*(s)eC‘[g.gl Q YSels,, 5,1 A(9) >4 (165)

11) 3/;,v € R V¥Yscls,s$,1 g%n(&(s),(p;gs;,sh;ats),
x A (G- finr) = jt & (pe2)- fs2) + V4t p, (53~ fin1)

- }‘ %%(A,m,q,’,m,ﬂ: 10(:){“&*(::}cn(sp*(sp-fm) = T (166)

= A I} A (1 f51) V{14 A} en (gesi- kes))

S,
]II) J 1 f‘MA‘(ﬂ} m(\f*(:)-f(;)) ds = xCs) - X(5,)
s.

$ V1A 0 48a (9 ()= fen) ds = y(S,) ~y(s,) (167)
JJ' f | % t qk. f. ) a 4 7
1v) %_‘;!‘ (Agtsad iz, s0) =0
(168)

%%’f (Aclsp, resp,S) =0
En efecto, la funcién A,(s) se relaciona con la D,(s)
del teorema anterior 2.3.7 por la ecuacidn A,(s) = g(D,.(s)) de
modo que la primera de (165) es la segunda de (164). De la pri-
mera de (164) se deduce que existe una cota inferior real (fini-
ta) h tal que: Vse [s,,541 -ssch £ D,(s) con lo cual y debi
do a la continuidad, crecimiento mon6tono y rango de la funcién
de distorsién g , se verifica ¥s¢ I5,,5¢1 -1< g(h) € g(Dy(s)) =
= A4 (s) que expresa la segunda de (165).
La regularidad (164) implica, por otra parte, que las (162)
son vﬁlidas en todo [s,,S41 ¥y no simplemente casi por doquier.

" Con esta observacidn la primera de las (166) es la primera de
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las (162) y la segunda de éstas puede diferenciarse, con lo que
obtendremos la segunda de las ecuaciones (166). Las dos ecuacijo-
nes (167) no hacen sino expresar que el par minimizante
(A*(s),*f,(s)) pertenece a la variedad ex f?. _ descriti por 1la
(89), o bien el par (g(D,(s),Pa(s)) pertenece a la.variedad
ﬁ?g definida en (110). .

En. cuanto a las férmulas (168), la primera resulta de susti-
tuir s por s, en la segunda de las (162), una vez que se ha
constatado la regularidad indicada en (164). Si ahora reconside-
ramos la expresién (160), podemos reducirla en virtud de ambas
(162) a la expresidn: 5

¥(o,0) € CIs,,51xC'l5,51 o= ‘P(S"J TTe) de (169)
So
y eligiendo un par (D,y) que verifique *P(sj) # @ se concluye
la anulacién de la integral que figura en 1la férmula.previa; lo
que tenido en cuenta en la segunda de las (162) proﬁorciona,.por
la sustitucién s = s, ¥ las condiciones (164) de regularidad,
la segunda igualdad de las (168).

Queda asi demostrado el corolario que nos ocupa, siendo in
teresante constatar que en sus afirmaciones II y III expresa
las ecuaciones de Euler-Lagrange para el funcional

L:{ Wi(AL(), PA(s), 5) + §QUS)(1+A,(5))  sen(Py(s)-£(s)) } ds

con las dos condiciones de enlace

S s,
st (444 1) eofep (s)- Fo) = 2260 f ;Is(%&ﬂ)/m ((& m-{m)—-— Y-y
S, S

(en referencia 7, pp. 112- hay una deduccidn, con rigor poco

habitual, de tales ecuaciones).
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CAPITULO 3 -

CONTINUACION UNIVOCA DE LA CONFIGURACION INICIAL

SECCION 3.1 UNICIDAD LOCAL DE LA CONTINUACION.- En el capitulo an

terior establecimos que, para cada valor real de q , el funcio-
nal VvV = Vi+qu alcanzaba su minimo absoluto en el conjunto que
notdbamos exe , para un par de funciones (A,(s),'&(s)) qué
satisfacian ciertas condiciones y ecuaciones. De hecho como este
- par de funciones depende del valor q , seria mds apropiada una
notacién del tipo A(s,q) , P(s,q).

Nuestro propSsito en este apartado es establecer la existen
cia de un intervalo 2— de valores de q , abierto, no vacio y
conteniendo el valor q = 0 en su interior, de modo que para ca
da q de 3 el par minimizante (A(s,q),(p(s,q)] es aislado
en el sentido de que en un cierto entorno suyo (en una topologia
a definir adecuadamente) no hay ningin otro par minimizante pa-
ra igual valor de q y que, por otra parte, la dependencia en
q del par (A(s,q),kp(s,q)) es continua en todo el intervalo
2 . Para establecer lo anterior supondremos que la configura-
cién inicial A(s) = 0 &f(s) =+o (ver 1la férmula (106) y co
mentario subsiguiente para la definicién de 4’0 )} es una confi-
guracidn minimizante. Esta suposicién conllevarid alguna nueva hi
pb6tesis, sobre el mero convenio de elegir una configuracién mi-
nimizante para q = 0 , como configuracién inicial de referen-

cia.
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3.1.1 Hip6tesis adicionales.- Supondremos que el par de funcio-

nes (A(s),gf(s)) definidos por

Ysels,5,1 A)zo PGIz, em osaf<2m
(181)

S,
i'{’j‘ (5 dor . ,
e*l ep(- =T )ds= - (s,)- °
A b ‘L ?“”) $= XG-TAM YLy

es un par minimizante del funcional V.1 (definido por (90)) en
el subconjunto exj? (definido por (89)).
Supondremos, por otra parte, que la funcién Wi(A,B,s) (del

potencial eldstico por unidad de arco) verifica las igualdades:

VSe[S,,S‘,]. %.v_f(o,o,s) = %l;ﬁ(o,o,s) =0 (182)

3.1.2 Consecuencias inmediatas y comentarios.-El par minimizante

(0,13) descrito en (181) corresponde a la configuraciﬁn llama-~
da inicial, para la cual u(s) = w(s) = 0 . Ello es en efecto,
una consecuencia inmediata de las férmulas (36) y (86) de modo
que la hipdétesis admitida equivale a decir, que la configuracién
inicial proporciona un minimo del funcional V = Vi*qu en el
caso q = 0 .

En cuanto a la hipdtesis (182), su interpretacibn fisica
consiste en suponer que los llamados esfuerzos )Wi/QA ; Qwi/)B
son nulos cuando las deformaciones son nulas. En términos mate-
miticos la citada hipdtesis significa que, para q = 0 , las
ecuaciones de Euler-Lagrange (166} a (168) tienen como solucidn
Av(s) = 0, Pu(s) =¥, M=V =0

3.1.3 Notaciones.~ El espacio real C[so,s,] es normado y com-

pleto (referencia 3, pp. 36,69) con la cldsica norma B K  del
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miximo, definida para cada b de [30,51] por

AbH = max |b(s)] . Por tanto, también seri normado y completo
s€ [50,511

el quintuple producto cartesiano C[so,s]j x C[so,s1] x R3 que

notaremos con el simboloe ﬁ . Para un elemento genérico de ﬁ

usaremos é menudo la notacién (A(s), B(s),/s,v , h) , donde

A(s), B(s)b son funciones de C[so,s11 mientras que /u, Y , h

serin nGmeros reales. En forma mis abreviada nos referiremos a

1la quintupla (A(s), B(s),/n, ¥, h) con el simbolo jf . La quin

tupla particular A(s) = 0 B(s) =0 /¢=V=O h =+o (ver (181))

se notari por ?o . ‘

3.4.1 Lema.- Sea D un cierto dominio (abierto y conexo) de RZ

y sea VV una funcién de b x [50,51] en R , que sea continua

y con deri;adas péraciales primeras continuas. En tales condi-

ciones se verifica que el subconjunto 3 de C[so,s1] xC[so,s1]

definido por:

A

2 ={(A,B)e('[s..s,lx('tg,s,1 ‘Vs‘[s..s.,x (As),Bis)) e D } (183)
es un subconjunto abierto. Se puede asegurar, por otra parte, que

A A
el operador W de D en C[so,s1] y definido por:
A A
ViaBle D ¥sels.s1 W(AB)(s) - W(Aw),Bis),s) (184)
es un operador diferenciable en el sentido de Frechet (referen-
A
cia 5, pp. 40-41) en todo el subconjunto 1) . Puede asegurarse,
A

ademis que existe, para cada elemento (Ao(s), Bo(s)) en D ,

A
un entorno en el cual el operador ‘Af es una funcién uniforme-

mente continua.
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En efecto, sea (Ao(s), Bots)) un par de funciones del sub
conjunto . Segln propiedades de 1la topologia elemental, el sub
conjunto {(Ao(s), Bo(s)) ' Se [so,51] } es compacto en Rz ,
por lo que existe un real positivo estricto d de modo que el

subconjunto

{(A.B)G Rz, Isels, s, 'A“A,(S)’{-’B-B,lﬂl{d } (185)

esta contenido en D . En consecuencia, el subconjunto
{(Rs),&sy)(ffs,s,lxcts.,s,l ‘ HAO-AN+1B(s)- Buson < d, } ' (186)
esti contenido en % due resulta, por tanto, ser abierto.
En cuanto a la diferenciabilidad del operador i; en un e}é
ﬁento (Ao(s), Bo(s)) cualquiera de 3' escribimos, en virtud
de la definicién (184) y del teorema de los incrementos finitos

del Calculo elemental:
A . A
W(A+4,8+8)(s)- W (A,,B,)(s) =
= As) ;g_;u_r(A,(s), 8,,5)+ Bis) %%‘.r(A,(s), 8,(s),s)4 (187)

+ As) E(Asy, Bs),s) + Bs) & (Acs), 8esy,s)

donde, para cada s de s ,s;] es lim El = lim 62 =0 si
(A(s), B(s))—(0,0) . Ahora bien, por una parte, el operador

que a cada par (A(s), B(s)) asigna la funcidn

Ats) 3—3-"(,40(:), Q,(:),s) + Bes) )—Z.rm,(s;, Byisy,s) (188)

)

es claramente lineal y, ademids, acotado en virtud de
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may lA(s) (A,KS) B5),5) 4 3(3) (A,m, (s),s)l <
S(t%:sqj

€ RA®SIN puax 'AW(A,w.Q,M,S)‘ + M8l .

S‘[‘o“{’
Ry Y SRS I (A,(s) By(s), s)l (IA(s)ll+ﬂB(s)n) (189)
se t&,ﬁ.]
; W
x e Ays), B, —-A(s)B(s)s) }
. isetr.&]‘ (o “ S)l ) Sets.ﬁql‘ ( l

Por otra parte, de la f6rmula (187) se obtiene

. 4 may 'A(s) Q,(Am,a(s),s)_.. B(:)Q(Am, B(s»,s)l <
LA I+ BN sels.s ]

1AM 18t
i s 1B v " |6 dnBen | pcrs0y

€ aman IE‘(Am,B(:),sH 4 Meax |€z(A(sl,Bm,!)| J
Se(s,, 541 sel5,3,]

El primer miembro de 1a (187) se puede escribir, por otra
parte, utilizando el teorema de los incrementos finitos con la

forma de Lagrange del resto:

W (A 5)4A6),B,e004B05),5 ) = W (A,50 , Bs)aBes) ,s) 4
+ W{( A5y, Bots)y Bes),s) — W(A.(s), B.(s), s) =

Acs)

Ll

a-‘:/(Aﬁ,(nq-O‘(A(n,B(u,s) Ais) , By)4B , s) +

A
+ Bus %%I(A,m, B,(s)+ 8,(8s),s) B(s) , s5)
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donde las funciones 91 (A,B,s) VZ(B,s) estin acotadas en valor
absoluto por la unidad. Comparando ahora con el segundo miembro
de (187) se obtiene para cada s de [50,511 y en un adecuado

entorno de A =0, B =0 , las identidades:

W,, &
6{(‘,6,:)‘—' %-},(Ao-l'a!(l-‘,a,‘)A.) &"B, ’) -— ;-j' (onaois,

& (A8s) = -j—-l-g-(ﬁ., B,+6,(8s)8 ,s)_:_BW-(A,,,B,,s)

Elegido ahora d , de modo que el  compacto
| (Aesh, 8.+3)eR‘\ lAl+181s d } x [5q,5,]

esté contenido en P x [50,51] , la continuidad de JW/JA y
dW/IB es uniforme en tal compacto, en el cual 51 y 52 tie-
nen, en consecuencia, limite cero uniformemente si (Al + {Bl=>0

Si ahora suponemos que HA(s)M + ¥ B(s)-+0 se concluye
que el filtimo miembro de las desigualdades sucesivas (190) tiene
por limite cero y se cumplen, finalmente, todas las condiciones
de existencia de la diferencial de Frechet.

En cuanto a la continuidad uniforme de 'CJ' , en un cierto en-
torno de cada elemento (Ao(s), Bo(s)) en que estd definido, bas
ta sefialar que esta propiedad seria consecuencia de la acotacidn
de la diferencial (ver referencia 10, vol. 2, pp. 50-52) que se-
gGn la (189) admite en (Ao(s), »Bo(s)) una norma, de la que una
cota superior K viene dada por

o .
K= max ’m'ml K(A.(n,ﬁ,u),f)l )

W
::?:,s,]‘ SE(A,(S),BO(SI,S), }
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Ahora bien, si d » 0 verifica que el subconjunto (compac
to) & de R" definido por la (185) estd contenido en 2 , el
entorno de (Ao(s), Bo(s)) definido por (186) est§ contenido en
3 . Resulta entonces que la norma de la diferencial estd acota-

da por el ntimero

max |QY(A,B,:)| ) ‘S“_"-(A,B,s)\
(A/B,s)eSxlss2 dA oB
que es finito por ser S compacto.
3.1.5 Lema.- Sea F(s) wuna funcién continua cualquiera en
[s,,Sq1 Y sea ‘V’o un nfimero real arbitrario. En tales condi-
ciones, se verifica que el operador ? del espacio producto

CISO.S1J x c [50,511 X R en c[so,s11 y definido por

A
Y(A,8)eCrs, s1xCrs,,s5,1 YheR F@aslis)=
(191)
= F(s) [1+A®) c.n(lw.-f(swj:B(v)dd‘)

es un operador diferenciable Frechet en cualquier elemento
(Ay(s), B (s), h) de (rs ,s.1 xclso,sg x R y donde f£(s)
es la fumcién definida en (91) por £(s) = F:—(E’dtr
S
Puede asegurarse, ademis, que para cualquier subconjunto )‘
A
acotado en ct50,51], el operador F es una funcién uniforme-
mente continua en .,L xC[so,s1] x R . _
En efecto, procedemos como en el lema anterior escribiendo

el incremento del operador; en este caso:
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Pa) A
FAq+A,B48, Lad)s) - F(A,8,, L)(s) =

s
= Fe (14A,9) [m(n,—r ﬂ.-l-l-[,’(:»J&(B,wan)dc) - 92y

- o (10"'&0;’(314-}:.&(0) dc)] + F)Aw)

s
v e (Motho~ Fts)*-L. (8w B() do)
Segln foérmulas élementales del Cilculo Diferencial, escri-

bimos
er (Yt 4+ l-/r:)«&/&?&(a)./.B(ﬂ) Ir) = (Y L -/,,,-) +
s | s
+£‘3(0)J¢r) -4 A (ot 4-/(r)+[f.3_(r)ak-) - @W)Jd‘)’t
s s 2
x (‘%(’[#{o-/(:uéa,w)e/r) ..26 (£+/J_.B(v}o/a-) x €3 (Yt by = o

- /(r) flr&;(ﬂo{r’) +§i’(’{+‘/;3(¢)c/7)3m(%+ L-/(.r).,.

+/:3.(¢) do) +7,’7 (£+/;8(¢) a’r)4m (#o4 4-/(:)44;%)#)

de modo que la diferencia (192) se puede descomponer en la suma
de un resto que analizaremos en breve y del operador lineal q[

aplicado a la terna A(s), B(s),h y definido por
s
L(A,8,4)s) = Acsy Fes) ot (ot hym frors | Bter o) - |
s s
- (L&o; dr) Fes) [1+A51] otm, (144, - /m,,jr.aom.,/f) - (94

- 4 Fes) [1+A,(s)) M(')(.+£,—fm+j:8°(ﬂ oo )
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operador que se muestra similarmente al lema previo, ser acota-~

do en virtud de la desigualdad

ll.f(A,a,l)(s)“ € (WA 1+uBn+1hy) | 1Feom 4
(195)
#1581 AFIN (448 As21) 4 RFsIN (140A ) }

cuya prueba es inmediata a partir de la f6rmmla (194) anterior.
En cuanto al resto antes mencionado, es ficil comprobar que

su orden infinitesimal garantiza la existencia de la diferencial

de Frechet. En efecto, de las fdérmulas (192), (193), (194) se de

duce de forma inmediata:

A
NAG) k+1B(s)8+{K1

| F(Aeth,Bes8 Lt h)s) = F (A0 By, b, )is)—

- (- =}
IR BT AGH  ymay T Lk (196)
' N AN +HBesr b1 Ll mj

m={

#1551 M8 1)™ 4 RFesl (140A0n) 1 «
N1AS 1+ 18@)a+14

x b L
_.__' {fl 4 |S,~Sef HBesH!
( ] )

y las reglas del Cilculo elemental (convergencia de la serie ex-
ponencial, etc...) nos permiten concluir que el segundo miembro
de la desigualdad escrita tiende a cero, si JA(s)f +kB(s)i+|h{=»0.
En cuanto a la continuidad uniforme de ? en 7‘xC[so,srl
x R (donde 4£ es acotado en (7(50,511 razonamos como en el
lema precedente, demostrando la acotacidén de la diferencial cuya
norma en un elemento (Ao(s), Bo(s), ho) es menor, en virtud

de (195), que la cota superior
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WF) I 4 (1+RAEN) RFsHl (1415-5,1)

la cual es inferior a un nGmero fijo, si la norma HAO(S)I per -
manece acotada.
~

v,
Lema 3.1.6.~ Sea b el conjunto del espacio de Banach B x R

(recordar notaci6én 3.1.3) definido del siguiente modo:

5: {(Msb's(ﬂ,#,\',&.,")elﬁ\xg' ¥sels, 5,1 (Aws), Bm)€ (1,r0d)x R } (197)

~ o~

y sea Y el funcional definido en D por la férmula

V(A,S./‘,V,L,?,€5 .V-(Agsgf"vl?ll‘,':

Y
= J ) [’V\((A(s),em,s‘h ;&(s)(ﬂms)),m»{&-;«HI:B(w)dc )] ds 4

So (198)

s. s
+/MCI(S,)-X(S.)-J‘:(HA«)) e (he f(r)‘ L,B“""')“‘ +

s,
LY I7(s4)-g(s.) - L: (14A) Aom (h- {(snf:.B(c) do) ds:)

fnd ~
En estas condiciones ) es un conjunto abierto de B x R

faud
y el funcional V es finito y diferenciable Frechet hasta el or

~

den dos inclusive en todo )

En efecto, ﬁ es abierto como consecuencia directa de su
definicién (197) y de la primera parte del lema 3.1.4. En cuan-
to a la diferencial primera de :I;" observamos que este funcional
resulta de la composicidén de operadores de los tipos descritos
en los lemas 3.1.4 y 3.1.5 por medio de adiciones y productos y
con el funcional (lineal) que asigna a cada funcién b(s) de
(_'_ £s,»S11 su integra.l definida J::ds b(s) .Este funcional 1i-~

neal es evidentemente acotado, en virtud de la desigualdad
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S,
4
|J.b(s)ds‘ < Isl-sol «b(s)® y, por tanto, las reglas ope-
So
rativas de diferenciacifén Frechet (ver referencia 10, vol. 2, pp.
"~
37-41) nos indican que \f admite diferencial de primera cuya ex

presidn 8i7 es la siguiente:
~ & s
§V = Js.. SMS){ %‘—:\r—! (As), B, )+ g{Q‘m o ("'{“"'L.BM de)—
./u m(l‘-. f(su— ]:.B(v) Jc).VM(&-f(qu:B(c)dq-) } ds +
S S, s
+ L:SB(:) i_%; (Acs),B(s),s) ds +Js.(-,s€B(ﬂ vlo') x {1 Qs)-
s s
x (1+A(s)) o ("'Fu“ L.B(‘" J¢)+/l. (1+A) Ao (L= fu).;]&&qclc)_
< S,
- V(Mw)a_a({-&m JS‘Bmdr)} ds 4+ (8R) L:{q A(s) « (199)
x (14A) et (h-fesre j':B(c) de ) (tA) A0 (h-fess | :_Bm.;a)_
- V(1+Ae) en(h- {o»[iacrur )} ds + (8 [xesp-xesor -
s,
- L:("*-A(S!)M(L— ((S)J-]:.B(U’)dr) J&] + (§y) [?(s,)- 7(:.) -

s
- j:* (@A(sn)m(l_ f(s).;. J:B(nd»r) als] + (J;)J K Qes) «

S

3
x (1+A(9) aem (&= ,f(:nLB(o')da-) ds

donde se ha adoptado la notacifn clisica del C&lculo Variacional,
que comporta el reemplazar en los lemas 3.1.4 y 3.1.5 los simbo-

los Ao(s), Bo(s), h por A(s), B(s), h respectivamente y, por

o
otra parte, los simbolos A(s), B(s), h por ék(s), éh(s) h,
respectivamente.

En resumen, y de acuerdo con los conceptos del Cidlculo Dife

~rencial en espacios normados, podemos decir que para cada
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~s

(A(s), B(s),/a, v, h, q) en i; , la diferencial primera de V
es un funcional lineal en (&A(s), SB(S),éf, Jy; Jh, dq) que B
es acotado y cuya expresifén es la (199). Este funcional lineal
se identifica con un elemento del dual (ﬁ x R)* , elemento que
varia al hacerlo la séxtupla (A(s), B(s),/k, v, h, q)‘ definien
do asi un oﬁ_erador '\7'/ (no lineal) del espacio normado ,}?.x R
en el espacio (? xR)* también normado. La diferencial de i;/
constituye por definicifén, la diferencial segunda de ’i; .

Para estudiar la diferencial de i?f comenzamos observando
que no es necesario razonar en el contexto del dual (; xR) *
(descrito sin embargo, en refgrencia 3, pp. 130-133) ya que en
nuestro caso particular, una simple inspeccién de la f8rmula
(199) indica que la imagen de i;/ estd contenida en ﬁ'x R.
(el cual a su vez estid contenido en su dual). Consideraremos asfi
i}l como un operador no lineal de :? x R en si mismo, operador
cuya expresidn explicita se puede obtener con una pequefla modifi

cacién de la (199), mediante integracidén por partes de su tercer

sumando integral que se transforma asi en
Y $ . o ,&
-/;053(:) ds '/s. { L4 @) (14A () Co ( -{(r) +
g
*\LVB(A)JA)*.}‘ (uAm)m(&-f(wHLB(A)J,\)_ (200)
T
- - 8 d d
y(1+A@) e (L f<¢)+L° A A} T
de modo que podemos escribir:
>
V(A(:),B(::,/x,y, £, g) = (Xesy, Ves) ke, by %y s R,))
) dondle
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X(s)= %Y%R (A), Bsr,s) + 9 62(:\4«(!;-{(:»];8«; de) -
< cor(h- feore ] “Biayala)- ¥ aen (- fesrs / g(r);/r) A
Yier= S (pce, Bcr5) / 9Q6) (14 A1) x e (A fcars
+ / Bhda)der_ p f (1+A @) g0 (4- /(m / BhdA) dr +

. Yj (14A@r) con (4. /«ru/ BdA)da
S (201)

Ie,= X(S,) - X(5,) / (1+Aes1) eoa (A - /(m/qula) ds
kz = 7(:,)~J(r.) —/:. (#ﬁ(:))%(&—/(fh/:.gwj Jr) s
o) () s efisrs [ Bioyder)
= 4/‘\‘@(:)(# (s)) ca1 (3 -/(:)44.8(”:/0') S +

“Crhr) som (4o Feers [[ o
+ p j:. +Aws)] atn ( —/a)-l- sﬁ(f)clf) S —
s
- th'(#ﬂw) w({l-[(.rH-[:B(c)alvj ols
Ly
k9 = /S‘Qm (44/4(:))4&1(L—/(:H/:B(cr)c/a-)ds

El funcional-vr/ resulta ahora diferenciable, en virtud de
los lemas 3.14 y 3.15 (identificando la funcién WA[ de 3.1.4 al-
ternativamente con éwi/)A 6 )Wi/JB ) combinados con el teore-
ma de derivacifén compuesta en espacios normados (bor ejemplo, la
composicién con el funcional lineal de integracién, que a cada
b(s) en t50,51] asigna su integral definida en el intervalo
(50,51) , €S una composicidn que se utiliza al definir k1, k2’
k3, k ) . En cada elemento (A(s), B(s), s Vs h, q) de 2; la
diferencial 61f , 0 bien utilizando la notacién ézﬂf, es un

operador lineal de ﬁ xR en ﬁ x R cuya expresi6n explicita
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omitimos, si bien se obtiene de forma inmediata a partir de 1las
(201), (188), (194).
3.1.7. Observaciones y comentarios.- Con las notaciones de 3.1.3

~/

el funcional ¥ se puede escribir como V(?,?) y admite en

5 la derivada parcial (segfin el concepto definido en referen-~
cia 10, vol. 2, pp. 56, 56) bv/)}? que en cada elemento
(A(s), B(s) ,/A, v, h, q) es un funcional lineal, cuya expresifn
explicita se obtiene si en la (199) se suprime el Gltimo sumando,
coeficiente .de (Sq) .

Es intetesante notar que si se busca, bara un q real cual
quiera, el elemento (A(s), B(s), p, v, h) para el cual OV[Jﬁa 0
se obtienen las ecuaciones (166) a (168) de Euler-Lagrange. En
efecto, la condicidn )!‘}/3? = 0 equivale a las cinco ecuacig
nes que resultan, al igualar a cero los segundos miembros-.de las
igualdades (201) con exclusidén de la filtima. La primera de tales
ecuaciones es la primera de las (166) y la tercera y cuarta coin
ciden con las dos de (167). La segunda de las (201) equivale cta
ramente a la segunda de las (166)junto con la segunda de las (168).
Finalmente, la segunda y quinta de las (201), implican, por la

sustitucién s = s la primera de las (168) y, reciprocamente,

o ’
la segunda de (166) junto con las dos (168) implican, por inte-~
gracidn en [s555¢1 la quinta de las (201).

Los comentarios 3.1.2 se expresan ahora parcialmente en la
forma )V/)F (‘Fo, 0) =0

3.1.8 Proposicidén.- Escrito el funcionatl V con la notacién

L A
V( £, a) se verifica} que la derivada parcial segunda )ZV/)?2

es en F = Fo, q = 0 un operador lineal acotado y biyectivo de
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A A
P sobre B (ver notacién 3.1.3)

Para la demostracibn escribimos primero una expresién ex-

~

plicita, para cualquier (E, q) en D, de la derivada parcial

mencionada 'y de acuerdo con la notacién:
(ZX )l S, g, ) = (6 ; ~
- )f; F:7)1(3Acs),8csr, du, v, ,“ = (8X5),8¥s), 0k, 3k, , Sk, ) (202)

La -expresifn explicita deseada se obtiene por diferenciacién

de las cinco primeras (201), consideradas como una aplicacién de

~

A
B en B vy segln las reglas proporcionadas por los lemas 3.1.4
y 3.1.5 mds la derivacién compuesta con el funcional lineal de
integracidn en tso,s1] o bien con el operador lineal de inte-

gracion en [sy,s] . Se obtiene sin dificultad:
§X(s) = SAes) A’W:{Am By, s)+ §Bes) 3W(A<s) Be1,5) +
+f f:fﬂar) de) {(—wﬁm) ek fons J:m«- )4 (A.fu» L?w)do") } -
— (8 b fors | Barde) = (89) (b 14 Borole) +
+ (6&){(- 30) a(h-fo s»f3<¢)dr)+/ sem(befors [ Beerele) }
§ Vo= SAm 2 M(A(n Bis),S) - chA(c)(.w;Q(cr))m(L{(r)a gdwlz\)dd‘_
-)AJ 5A(c)/sw(l\ (quB())ah o‘¢+ §8cr) 2 W'E(Am Bis),s)4
Jda'( f Jea)o!))(um) [(-V+362(m) cn(&-?@p,J Bhdl)
= e aom(h-fios B(A)ou)] - (J}L)J(M@JJM(A f(cHJB(A)J))dUu.
+(SV)J (1A en (h- {(«)J,LB(A)JA)Ja' +(JL)I(HA(¢;):
. [(-mdm)cn(&- {«mj | Behid) e pom (h- {(«HJS.B(A)J)) lde
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Sky=- j Shsren(h- {(su]s.&d-la)ds + J ds( Esmaw) @)
x o ch-fisn| B«r)dv)+(5&)‘[ (M(x»)m(&-{(sujx?@)dc)da
§hy=- &JA(S)M(L.{t:uLB(aHO) ds - L o4 ge«)dw) () x
x m(L-fan ]:%)Jf )~(6k) J::(#Am) e (L-{(m]:Bm de) ols 205,
T fb«;n[m,amm- v} B de s 3
L‘" Jgeam)(m»)[(u;ﬁtswl-;mgamlv»/-md- B 4
+ 0 [ oo . o Beode) (Jv;Las(Mm)u(&.ﬁx»[ Borde) 4

+ 6k J;'A‘ (1eAey) (V-qﬁ?(ﬂhhﬂ. {ts»LB(c)ck M/LM(L-{(:»L.B@)&)J
En el caso g = Eo , q =0 1las férmulas anteriores deben
particularizarse para A(s) = B(s) =0 , /¢= y=0, h -f’o ,

q=20, cov;.lo cual
§X(s) = A é_‘i’.'(o,o s)+ d8n 3_114". (o,o,-t)

= (8p) en (= fi0) = (89) pen( = f))
§Ver = SAw a‘);‘f (0,0,5) + 8 B(s) %-—Igi (0,0,5) —

s s
- (8p) L/:w (o= feo) da + (JV)L & (4~ feo)) o

Sk, = -I As) e (o~ fienr) ds +L' ”53(”"“’) (204)

x ata (A~ {m)ds + L_ At (4= f(n) ds
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5

§ kz = -]: SAw) Atm (+o- f“’)""‘ - Js. (LSOSBW)J‘T)X
x ot (- fesr)ols - (J{)]:cn( Yo L)) o5

g‘ S,
8’(3"' (Sf"f m(«};—fm}da ~ (V) L:cn(ﬂ{r.— fm) ols
%

Comprobemos en primer lugar que este operador lineal (204)
ahora escrito es inyectivo, es decir que de las condicienes
81(5) =5Y(s) =0 , Sk1 = Skz = ng = 0 se deduce forzosamen-
te gA(s) = SB(S) =0, 5}1: 617 = gh = 0 . En efecto, después de
reemplazar todos los primeros miembros de las (204) por cero,
constatamos que los coeficientes de :Sju,gv en la Giltima ecua-
cién son, en virtud de (106) y (91), iguales a y(s1)- y(so) ,
x(so)— x(sl) respectivamente, por lo que al menos uno de ellos
es no nulo, dada la condicién 1"(51)‘ f(so) # 0 . Supongamos
‘por ejemplo x(s1)- x(so) # 0, de modo que si & es el dngulo
que verifica x(s;)- x(s;) = |1'r(51)« f(so)l cos €, y(s;)- y(s,)
= If'(s1)- f'(so)l sen € , se cumple cos € # 0 y se puede sus-
tituir (6v) por (5/4 )sen € /cos & en las dos primeras (204
para obtener, después de utilizar algunas identidades trigonomé

tricas sencillas y en el caso 51(5) =5((s) =0

i Ve dwr )
0 - Jﬁ(‘.) ‘a‘;{(’lolr)'*Jg(l)Jm{a'o' J)——@——J/;_ a"’('ﬁ_é‘ /(:’) [_’)05]

T, 273/ s
0= JA(I):BZ (99,5)+ J&I)g—a—?‘-@,q:}—% /sfeﬂ (7{;—6—/(7))42‘0‘

La eliminacién de (Sh) entre la tercera y cuartas de las
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(204) conduce, después de cidlculos simples y en el caso

8k, =6k, = 0
% %08
0:~fsz(:)m(ﬁ.c-{(s:)d:+‘L (EB@)J()M (- € - fm) ols (206)

Integramos ahora por partes el segundo sumando integral, de

- modo que:

S 5 s
0= Jsfﬁ(_s)m(zfo..t-fcs))ek + L.JB(s) ds Js;u« (-{».,-t-F(ﬂ)dd' (zo7)

Llegados a este punto adoptamos las siguientes notaciones:

s
4,60 = to(Au-E- o) ng):Js:m(«}.-E-{cn)alr

le'- W i
> (0/0,S) ey (o,o's)
J(r) = AT

(z208)

A IW:
a%?—ﬁ (0,0,5) Sei (0,9,5)

.

debiendo notarse que la matriz inversa escrita 3.(5)_ , existe y '
es definida positiva en virtud de la hipdtesis (51) sobre

Wi(A,B,s) . Con 1a notacidn adoptada, pueden despejarse JA(s) ,
§B(s) de las (205) y sustituir en la (2Q07), para obtener, fi-

nalmente:
% )
u j1 -
o€ L(11m'5tm) [3(3)] [Jz"’ 4 0 (209)
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donde el integrando es una forma cuadritica en g](S), gz(s)
escrita en forma matricial, forma que es definida positiva seg(n
se acaba de indicar. Como g1(s), gé(s),a(}) son funciones con
tinuas y gl(s) no es idénticamente nula (en otro caso seria
x(s1)— x(so) = 0 contra lo supuesto) se concluye que la inte-
gral (209) es estrictamente positiva, es decir, que debe ser
J/A- = 0 . De aqui résulta gv = (J/t) sen €/cos€ = 0 vy, 1501'
sustitucién en las (205) SA(S) = 5B(s) = 0 , de modo que una 41
tima sustitucidn en 1la penfltima (204) con SRZ = Q indica
gh = 0 y queda comprobada asi la inyectividad del operador 1li-
neal bZF/éFZ(?O, 0)

Para terminar la prueba de la proposicifn que nos ocupa, res
ta comprobar que la imagen del citado operador lineal es todo,ﬁ ,
es decir, el espacio producto C[so,s11 x.C[so,51] b 4 R3 . A tal
efecto consideramos en las (204) una quintupla arbitraria
(§Xcs), §8(s), §x,, 8%y, k) ¥ por medio de 1a matriz Fe
despejamos el par AA(S), SB(S) en las dos primeras C204) como
funcién (lineal) de 51(5), Jr(s), &/A, 5\? . Por sustitucién en
las tres Gltimas (204) obtenemos un sistema algebraico lineal de
tres ecuaciones con las tres incdgnitas éﬁ, Jv, Jh . Dado que
ahora tenemos un nGmero finitc de incégnitas (tres) en el cuer-
po R , la teoria elemental de Algebra nos indica que el siste-
ma propuesto tiene solucién si y solo si, el sistema homogéneo
asociado adminte Gnicamente la solucidén trivial. Pero este es
precisamente nuestro caso, ya que el sistema homgéneo se obten-
dria reemplazando 51(5), 5((5) por 0 , asi como J_kj, 51(2, gks

por 0 , reemplazo que en virtud de la inyectividad anteriormen-
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te demostrada conduciria forzosamente al resultado J/« =38y =
= 3h = 0 . Por tanto, fijados cualesquiera 5](5), Jr(s), Jk],
Skz, 51‘3 existen Gnicos J/u, Sv, Sh, JA(S), JB_(S) que satis-
facen las (204). ,
’ 2V AEL, =
En resumen, el operador lineal. acotado J .V-/aF (Fqr 0)
es biyectivo de j; en ﬁ y la proposicién 3.1.8 queda probada.

Teorema de la unicidad local 3.1.9.- Existe un r real estric-

tamente positivo y existe una funcién i de f-r,rl1 en

Q,’ fs,»5;1 x Ctso,s]] x R continua en la norma "del méximo",

de modo que para cualquier q en el intervalo cerrado t-r,r3

hay un entorno Eq de ?(q) con las dos propiedades siguien-
tes: '

a) F(a) es un quintupla (A(s,a), B(s,q), A(a), v(al, h(q))
que satisface las ecuaciones (166), (168) de Euler-Lagrange
para el funcional Vi+qu (en laz que se reemplaza- \P{(s)
por B(s,q) y Ya(s) por h'+Js-° B(o ,q)do) con las con-~
diciones de enlace (167).

b) Ninguna otra quintupla del entorno Eq , aparte de 1la ﬁ(q) ,
satisface las ecuaciones de Euler-Lagrange y condiciones de
enlace mencionadas.

Para la demostracién utilizaremos el teorema de la funcifn
implicita e;l espacios de Banach, en la versi6én de la referencia
10, pp. 64-68 y que transcribimos literalmente:

""Sea M un espacio métrico y sea Y un espacio normado com
pleto. Sea 1z =§’(x,y) una funcidén definida en el producto (car-
tesiano) de M por una bola v, = { yeTl Hy-bh < -:} , funcibn

con valores en un espacio normado Z . Supongamos que esta fun-
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cidén sea acotada, uniformemente continua y posea una derivada
(parcial) acotada uniformemente continua 6§(x,y)/ay . Supon~
gamos ademds que, para cierto ae M se tenga é(_a,b) =0 vy
que el operador )@(a,b)/éy (de Y en Z ) sea invertible.
Entonces existe una bola 'Ué = { xeMM l dist(x,a)(tf} y existe
una funcidén £(x): ua-) V definida y continua en la bola ’MJ ,
tal que f(a) = b y que §(x,f(x)) = 0 para todos los x de
u6 - Esta funciSn es Gnica en el sentido siguiente: para cual
quiera otra funciédn f] (x) , de valores en Y , definida y con-
tinua en un entorno de a€ M , tal que f1 (a) = b y que
é(x,f1 (x)) = 0 (en el citado entorno de ae M ), existe una
bola {xeﬁ., dist(x,a)g 8'} en la cual f,(x) = £(x) ."
Aplicaremos el teore?ma enunciado cuando, utilizando 1las
notaciones anteriores, reemplazamos por [-1+1]J < R , Z e

Y por ﬁ , es decir, C[50,51) X C[so,s1] X Rs; ) por

T
t?eﬁ 'l?-?oll € d} y, de modo acorde, x por q , a por
0, y por E es decir (A(s), B(s),/l, v, h) , b por Fo
es decir (0, 0, O, 0,‘{0) asi como d-)(x,y) por {37/{)?}(?,({) '

8 por T z por &X(s), Y(s), k1, kZ’ ks)

1 0
En un examen de las condiciones de validez del teorema, cons
tatamos que (QV/ag)(g,q) es acotada en algGn entorno del ti-~
po {?Gﬁ, u?'?o" < d} x [-1,+1] , en virtud de su expre-~
sién dada por las cinco primeras (201). También constatamos que
()V/)E)(f,q) es uniformemente continua en el mencionado
[g<ﬁ| ll?-‘goll $d} x [-1,11 como se deduce inmediatamente
de los lemas 3.1.4 y 3.1.5. Asimismo se verifica (JV/IF)(E,,0) = o

segn se examind en los comentarios 3.1.7 y 3.1.2. La invertibi-
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lidad del operador lineal acotado (3/333)(37/35')(50,0) es,
precisamente, lo que afirma la proposicién 3.1.8.

Las finicas condiciones de -yvalidesz que restan por constatar
son las de acotacién y continuidad uniforme de la derivada par-
cial (AZV/ 3? Z)(f,q) en un cier'to conjunto de 1la forma
{ ?e}?l ”E—ifou < d} x [-1,+1] , lo que se comprueba de for-
ma facil y directa, aunque larga y tediosa, por medio de las fo6r
mulas (203) que definen ()2‘\7/ )? ZJ(E,q) . Para facilitar la com
probacién mencionada, establecemos previamente varios sencillos
lemas:

Lema 3.1.10.- Sea Ao un operador lineal acotado de un cierto
producto cartesiano B1 x Bz X... Bm de espacios de Banach, en
otro producto C1 X CZ X... Cn_, también de espacios de Banach

y en el supuesto de que ambos productos tienen un nimero finito
de factores, respectivamente denotados por Bi i=1,2,...m y
Ck k= 1,2,...n . En tales condiciones, para cada i ='1,2,,,ﬁ )
y cada k = 1,2,...n definamos el operador lineal notado A’ki ,

de B. en k ° del modo siguiente:

Vi;( Bi Aﬂ(ﬁ;): k-e'u')mx tmfou& de A,(E,..i‘-.j)

donde (ﬁ,...ui...ﬁ) es el vector de By x B, x ...B_ 210)

cuya i-ésima componente es ﬁi y las demids son 0
Se verifica entonces:

m,n

Vizdym Yh=4,m DAy n<uAdne I HALN @)
: k=4

En efecto, se pueden escribir las desigualdades sucesivas

que siguen:
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=4,..m V‘h:“,...'ﬂ- “A’.hi“

. M{p éZ A, & Il

U eB 0w ( %, &

k=1

ENE AR

;HE

)eex 8, x.. By, Zuiiu
(212)

N

5, II(A(Z-uv-u-.’)h I = lAls Aph 2&—*—"—{ % “S
‘Z N Znin
4 um

nu:H

.

= aef

OM “'M

1o que prueba la afirmacidn del lema.

Lema 3.1.11.- Sea G(s) una funcién cualquiera de (rs_,s,1
y sean 41, 4,2, /{3, A4, &5’ '4'6’ A.-,, A‘B’ /4-9 los opera-
dores lineales de Q[’so,s]] 6 R en 0[50,51] 6 R defini-

dos en la forma siguiente:

vé8¢ Crs,,5,7 ¥sels,,s,] ;{,(JB)(:): Ges) 8B(s) (213)

YéBe C[s,,.s.,] ¥sels,,s,] /tZ(JB)(s) = G(s)jSJE(a'}ab‘
) S
s
VéAe Crs,,5,1 ¥sels,,S,1 AJ(JA)(S)-.-JG(c) JAw da-
so <
Yé8¢ Crs,,5,1 Vse s,,s,1 /t“ (JB}(:):deG(ﬂ D
S' So

VéveR ¥sers,s,1  4c(dV)cs) = (dv) Ges)
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. S
¥ dve R Vsels,,s,] A‘(Jv)(s)=(8v)J56mJa-

s1
viAeCisa AN = | G Shes ds

v88elrs,,s 1 A, (§8) :js'(-}(s)d»sjs dB(o) do- L @18
S %

véheR A,.,(ﬂ) = (Ji)jj G(s)ds

son operadores cuyas normas respectivas (con la norma usual en L3

y la del miximo en Q ISO,S1J) verifican

hAgeneh | Rh Weisosilah | A, le 1s-stAGH
Mqllsls‘-s,liléll , Mo lle el 1A < Is7s) heh @15

P/ PREREA] [= u;{aﬂsys,-s.,t’ku, M,nsus,-s.ueu

En efecto, las acotaciones anteriores son consecuencia tri-
vial de la definicidén de norma de un operédor lineal /L y de 1la
acotacién del médulo de una integral, por la integral del médulo’
del integrando.

Lema 3.1.12.- Sea i wuno cualquiera dé los indices 1,2...¢9 vy
sea E:(A,B,S,/K,v,h;s) una funcién continua en todo

R6 X [50,51] y, con las notaciones del lema previo y del 3.1.3
sea o el operador (no lineal) que a cada elemento ? de ﬁ
asigna el operador ’k i definido por (213)~(214) que correspon-

de a la funcidén continua
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Ges) = t.(A(s) 8oy, IBmdr o Y, 4 s) (216)
En tales condiciones se verifica que U es un operador de
3 en el espacio de los operadores A’i , que es acotado y unifor
memente continuo en cada subconjunto X acotado en ﬁ .

En efecto, sea Ke +00 . el extremo supe'rior de las nor-~

_ mas de los elementos de X y sean ¥, = (4,(5),B,(s) ,}l,,v1,h1)

?2 = (Az(s),Bz(s) ykz,vz,hz) dos cualesquiera de ellos. Denote-
mos por L el ntmero K.max {1{ [sl-sol} . La funcién.
E(A,B,b,/u,v,h,s) es uniformemente continua y acotada en ei
subconjunto [-L ,L]6 X l'So,S1] que es acotado en R6 x [s,,5¢1
Fijado entonces un €% 0 cualquiera, existe un JE >0 de modo
que para cualquier paf (AI,B1,b1,/¢1v,v1,h1,s) y (AZ,BZ,bZ,/‘Z,

vy,h,s) en [-L. L]6 x Is,,s;1 las condiciones

.A,—AIRSE 18,-8,1 < d¢ l@i—élké‘s '/‘1"#2'“{5

1Y, <dg Ih-hotedy dvnplicarn (217)

'E( 4) 1’ 1'”1 )2'1’5) E( Bz»‘g-/‘uvznktuﬂl( € |54‘5‘|-2

Supongamos por ejemplo, el caso i = 4 y elijamos f,, gz
en ). con distancia < 55 min {1, [sl-sol’]} notando por 4(1)

y Al(z) los respectivos operadores asociados. Se verificari, se-

gin (214) hasta (217)

100z) - OCEDL = 1AL —A

£ 15,507 max | 6% - 6%l =
Se[s,,81
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S
2
= |8, Sel” aman |B(A,(s),8,(s),J 81(0'136',/4' Wodk,,s) -
Sels,,5,] %
s 2 . (218)
- E(A}s),%(s),]ﬂ,u;dw,/g.g ,&,.s)}« ISSlelssl“= €

So
con lo que queda probada la contunidad uniforme de O’ en subcon

A
juntos. acotados de B ,» para el caso i = 4 . En los restantes
ocho casos ‘del indice i 1a demostracibn es completamente simi~
lar, incluso mis simple en sus detalles.

En cuanto a la acotacién de U en cada Z acotado, la de-~

mostracidn es atin mis sencilla. Por ejemplo si i = 4

oy FOZN < 15,5 par | E (A1, 800, [ Brde , 4,50 | s
Fel FeZ ’ > (219)
£ ls,s,l" max ] E ('A,B,&,/u,v, &,s)l
L, L1405,

miximo este Gltimo que es < +o9 | segln observamos anteriorme_r_i\
te.

Lema 3.1.13.- Sea D un dominio cualquiera de Rz y sea
CW(A,B,s) una funcién continua de D« [50,51] en "R . Con
las notaciones de 3.1.4 sea TT el operador (no lineal) que a cg

da par de funciones A(s), B(s) ‘en 3 asigna 147 dado por:
VoAe s, 53 ¥sers,s1 AR = SAs) W(Aw), 81, ) (220

En tales condiciones se verifica que existe, para cada ele-

A
mento (Ao(s), Bo(s)) en D , un entorno de la forma

{(ﬂ(n,ﬂm)e Cté,.s,lxcrs.,s;zl MAs-AN+ 1 Bsi-Bysill € } (221)
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entorno que notaremos Zi(Ao(s), Bo(s); d) vy en el cual el ope-
rador .rT es acotado y uniformemente continuo.

En efecto, el conjunto 3 es abierto seg(in se constatd en
3.1.4, por lo que, elegido un par (Ao(s); Bo(s)) cualquiera en
is , existe un entorno EE(AO(S), Bo(s); d) de la - forma (221)
completamente contenido en j; . Si (A(s), B(s)) pertenece a
tal entorno, la norma de los operadores /b definidos por (220)

satisface la acotacidn evidente

KA € max | W (A, Besy,s) ] (222)
gels,,s,

Por otra parte, para cualquier (A(s), B(s)) en
I;(Ao(s), Bo(s); d) vy para cualquier s' en [s,,541 es inme
diato verificar que el par de nGmeros (A(s'), B(s')) pertene~
ce al subconjunto }C compacto en D (ver lema 3.1.4) y defini-

do por

()
~
(2]
~t

K= |ao1eR? | Fsels, 51 1a-AR@le1B-Bel<d } (

de modo que la acotacidén (222) se interpreta ahora asi:

¥(As),Be0r)e E(A,e, 8,000;d) I8Nl € max w89l (229
(A8,5)€ KxLs, S

lo que demuestra la acotacidén del operador ' l.
La continuidad uniforme de T\- en E(A (s), B (s); d) se
o o
razona analogamente a la acotacidn. Sea € positivo cualquiera
y JF_)O tal que para cualquier par de ternas (Al’ B1, s) vy

(AZ, BZ’ s) de ’{ x [50,51] se verifique la implicacién
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|A;A i< 2 18-8,1<d, => |w(h,,B,,5)-w(A,,8,.3) < € (226)

lo que siempre es posible dada la continuidad uniforme de la fun
cién W(A,B,s)- en el compacto Kx [s,>s¢3 - Cualquier par
(A1 (s), 81 (s)) j.-.gAz(s), Bz(s)) de elementos de E(Aots), Bo(s);
d) cuya distancia sea < Jé verificah, en virtud de (221,222,
226) las relaciones:

Vse[s,51  (A®,8,5),s) € Kxls,sd  (Ats),80),s)€

(227)

€ K«Is,,s,3 Jw(A ), Bys),5)— W(A(s), Byesy,s) < €
de modo que si escribimos A(U =TT(A1 (s), 81 (s)) y A)(Z) =
“TT(AZ(S), Bz(s)) , la definicién (220) y la acotaciﬁn (222 per

miten escribir, cuenta habida de la Gltima (227), la desigualdad:

HA"- K70 € Asp |W(Ae),B o, ) —w(Am,Bn,s)| <€ (228)
Selse, 51

que comprueba la continuidad uniforme de I ‘ en 'g(Ao(s), B o(s), d) '

Llegados a este punto, los lemas 3.1.10 hasta 3.1.13 permi-

ten la comprobacidn directa de que el operador 32\7/3{-:2 (g,q)

es acotado y uniformemente continuo en un cierto entorno de
A(s) = B(s) = 0 /l.= v=0 h =’+° q =0 . Se constata asfi
la actualidad de todas las hip6tesis suficientes para aplicar el
teorema de la funcién implicita, por lo que podemos concluir la
existencia de un r]) 0 y de una funcién F(q) continua de

A
I-r,r] en B , que es la Gnica continua que verifica:

Flor=F,  Yqe Er,rl g:v (Fq),9)=0 (229)
£
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Escribiremos también la funcién ; (q) en la forma

F(g)= (A g, wip v, hip) (230)
y denotaremos por ;Tq) la: terna. :- g(q) = (A(s,q), B(s,q), h(q)).
Es evidente en virtud de las observaciones 3.1.7 que, para cada
2' en L-r1,r11 la quintupla ifq) verifica las ecuaciones
(166) hasta (168) de Euler-Lagrange.
Lo probado hasta ahora no es ain todo lo afirmado en el enun

. ciado de este largo teorema 3.1.9. Veamos en primer lugar que

{:(0) 8{:0 es solucidén aislada de las ecuaciones de Euler-La-

grange para q = 0 . Razonando por contradiccifn si (gin)ne ZL+

es una sucesién tal que

4 =z =0 A aiF z. =
Lo NEm-Foll = £ ¥nel a_{::((:',,\,Ao).o (231)

m-> %0

la definicién de derivada Frechet indica

¥ne T' Wq;,. u.-..o) (3_,(;:,@)(;, Z). 0, (232)

. ~ -1 - c e .
donde ii3”||€n-?(J ‘Jln“ = 0. La condicién (231) junto con
la proposicién 3.1.8 de existencia y biyectividad de

( (bzwbﬁ Z)(?O,O))'1 permiten escribir la (232) en la forma:
- = 1 _
VM€Z+ m?Fa =- ( 3V-(Fo' ) (2..) (233)
g

es decir, en virtud de la acotacién (referencia 6, pp. 47 a 49)

del operador inverso:
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e’ R e [ Ro] ] 12 as0)

y si dividimos por || gn’go“ y suponemos n-»90 se obtiene la
contradiccién: 1€0 . "

De modo similar se puede probar, que en.un‘cierto entorno
t-r,,751 de q = 0 y para cualquier q, en ese entorno, la
quintupla zs(q,) es solucién aislada de las ecuaciones de Eu-
ler-Lagrange correspondientes al valor q = q4 . En efecto, to-
do se reduce a demostrar que el operador lineal
( }ZV/)?Z( ?(q,), qx))' existe y es biyectivo. En el flgebra
de Banach (Zl de los operadores lineales de ﬁ sobre _ﬁ . €1
conjunto de los elementos invertibles es abierto (ver referen-
cia 3, p. 353), dé modo que existe un entorno ?s del elemento
invertible )ZV/ )?Z(EO,O) el cual estd formado de elementos
todos invertibles. Como la funcién fV/A?Z(f(q),q) es con-
tinua en q , existe r,> 0 tal que para cualquier q, en
[-t,,7,] el operador lineal QZV/ag 2(‘?(q*), q.) pertenece
a z; y es, en consecuencia, invertible y biyectivo. La conclu-
sién del teorema 3.1.9 se alcanza ahora con la definicién
T = min(r1,r2) .

Comentario 3.1.14.- E1 teorema 3.1.9 asegura la existencia de un

segmento de curva F (q) cuyos elementos satisfacen, para el to
rrespondiente q , las ecuaciones de Euler-Lagrange y lo hacen
en forma aislada. Podemos asegurar, por tanto, que en un entorno

de cada F (q4) no existe ninglin elemento minimizante de
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Vi*q*ve en las variedad ex ,e (donde debe sobreentenderse que
@(s) = h+ JS.B(G' ,qx)d0 para la concordancia con las nota-
ciones 2.2.3) salvo a lo sumo el propio ¥ (qs) , pues en otro
caso el supuesto elemento minimizante satisfarfa las ecuaciones
de Euler-Lagrange. N_g\hay garantia, sin embargo, de que {:' (q4)
corresponda a un minimo»absoluto de Vi+q*Ve en ex ﬁ (sal-
vo si q, = 0 , dadas las hipdétesis 3.1.1)
.Podemos hacer para los elementos ? (qs) una afirmacién

mis débil que la de minimo absoluto, en la forma que indica el
teorema siguiente:

Teorema 3.1.15.- Con las notaciones de los lemas previos, exis

te un nimero real t >0 , de modo que para todo q, en el in-
tervalo (t-t,t] el elemento f(q*) del espacio 5; proporcio
na un minimo relativo (es decir, en el sentido de la nor
ma de C[so,s11 del miximo) para los valores del funcional

Vi*q,,Ve en la variedad

w £ - { (4,8,k) ¢ CLs, ,352xCrs,,5,1xR \ J:(msm).

s . (23%)
x wr i (4\- F“Hj s?m da)ds = x(s,\-x(s.ms(s‘)- L 'J(S’) }

donde el funcional Vi+q*ve que también notaremos V(A,B,h;q,)

se define

Vag eCrs,s] VheR 'V'(A,B,L;q*)z i
|

s (236)

y
:J {M(A(s),B(s},:)-f. q*a(s) (ﬂA(s))M(&-f(szB(jan')* ds
s,

] So

Para la demostracidn, consideremos el funcional
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V(A,B,h;q*) definido en (2[50,511 x Crso,511 X R . en la forma:

A
vaBelrs,s1 YheR V(askig,) =Vas,h;g)4+ v
. @

+ gy [x(s,).xu.,);f:u (As) u(&- {(s)ojamdr)] + v(%') [5(5,\- 3(;)-?6:(%0))««&-&»]5 de
] S v % S

donde /H(q,), v(qs) estéin respectivamente definidas como 1la
tercera y cuarta componentes de f(q*) . Probaremos a continua-
cién que la terna g'(q,) = (A(s,q.),B (s,q‘),h(g,)}fccnstifuida
por la primera, segunda y quinta componentes de ff(q,) propor-~
ciona, para un cierto intervalo [-t,t] de valores de q, , un
minimo relativo (referencia 7, pp. 3,5,6) para los valo-
res del funcional V en el conjunto resﬂ? . Comenzamos con el
siguiente resultado preparatorio:

Lema 3.1.16.- Sean (A(s), B(s), h) vy (A(s) + SA(S); B(s) +SB(5),
h + Sh) dos ternas que pertenecen a res f? . Existen en tal cta
so a, d>0 de modo que si la norma (del méximo) verifica la aco
tacién

$SAN + 1 8B+ §hi < d (238)

ello implica entonces

5 S
léhzsa.J I«SAmlzats + o.J 1§8(s)1 2 ds (239)
So

So

En efecto, para cada s en- Is,,541 aplicamos el teorema

de incrementos finitos a la expresidn

S
(1+Acs1+dA) At (he . {‘”*J (B(@)+ 8B de ) (240)
‘SO
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que resulta asi igualar la suma:
S s S
(1+A) aemtd- f(sujg«r) de )y SAws) s (h- ﬁ(su LP@)J« )+( LéBm J«r),(
x (4+As) w({-f(snj:ﬁ(o)dc) + (8) (414 A)) (241)
» m(&-{r:uf&ayd«) + Ry

donde el resto Rz(s) satisface una acotacidn:del tipo:
ths)< ;‘.'.' ( (8A(s))2+(58(s))2+ (§8)%) v (242)

donde ﬂ, depende de los valores A(s), B(s), h, SA(s), JB(S),
8h pero estd acotado si &stos lo estdn. Ademis, elegido por
ejemplo d = 1 en (238), los valores SA(s), 88(5),8!\ son en
valor absoluto y para cualquier s de {s,,S;1 , menores que 1
por lo que la acotacidén de N es uniforme en s , una vez fija-
dos A(s), B(s), h . Llamemos 2K a tal cota uniforme de IW!,
e integremos en (241) utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwar:z

para obtener

1A 1 2= st £ Visesa WOAR, 4 155,108, 144 Aol
(243)

+ K (néAn,2+ann,2+|s,-s.e|SL|2)

donde IZ denota la norma tipica en Lz(so,s1) y se ha rea
lizado cierto cdémputo elemental de desigualdades, teniendo en
cuenta las dos ecuaciones que definen res ﬁ? vy que, también,
debido a ellas, el valor de (240) es y(s1)— y(so)

Elijamos d en (238) de modo que en (243) se verifique:

K 8AL<t  KU8BL <4 Kissiidhi< E‘ [205)- (59| (244
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con lo cual la (243) implica

_‘2.. 18R 1265, X6 £ (44Y157541 ) REAN, 4 (14157501 H+AL,) 19BY, (245)
y dado que venimos suponiendo |x(s1)- x(so)l J_O , si adgptaw

——

mos la notacién:

b-_2 ax {14’ I15,-Se! 4+|s,-s.|l1+A(s)|\2 } (246)
12(s)- 2 (sl

se verifica la desigualdad

1601 < & 08An, 4 & s, (247)
de la que se deduce

18012 4 (1M1, +1 581, s ¥ (18a1,-1481, .

2 2 (248)
=28 8arf 4 2P B,

es decir, se verifica la (239) con a = sz y queda asi demos-
trado el lema

Proseguimos con la demostracidn general del teorema y adop-
tando las notaciones abreviadas A(s,q,.) = A(s), B(s,qa) = B(s)
h(qs) = h , suponemos que tanto (A(s), B(s)) como (A(s)+ 5k(s),

A
B(s)+ 6B(s)) pertenecen al subconjunto D .

A
D= {(A,s)ecrs,,s,]xC[s.,s,zl ¥sels,,s,1 (Aws),Besr)eLt,00)x R } (249)

que ya se comprobl en el lema 3.1.4 ser abierto. Evaluamos el in
A
cremento A(s) de 1la funci6n subintegral que define V , al

reemplazar (A(s), B(s), h) por (A(s)+ SA(S), B(s)+ SB(S), h+51ﬂ
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por medio de las reglas usuales del Cidlculo elemental y obtene-

mos:
Des) = A M (Ac¢s) By, s) SB(s)M(A(s),B(s,,sn.
JA o8
+ SAGs) {(.Vq,) 41,62(9)40“(&- fen J:B«r)dv') —putgy) en(h-feors
(250)
s S X .
+j$.Bmolc)} +(R4] s:&'a(o-)o!f ) (14A(s))i(-w&)+‘;*am) ench-for
s .
bj:g(c)dc)+}1(1”)Ah(l\-,($l+l$°8(mdf) } + R(s)
donde R(s) tiene la tipica expresibn de Lagrange, en base a
la forma cuadritica asociada a las derivadas segundas, computa-
das en un cierto "punto intermedio” (A(s)+ 9(s) SA(s),
B(s)+ 9(s)  B(s), h* 8(s)dh) con 0< §(s)<1 .

Adoptemos, por brevedad, la notacidn
Ysels,s,1 (A, B, lI(sl) =(As), B, 4 )4 0» (SA(:),(SB(:) ,_éfs) (251)

con lo cual expresamos:

Res)= (éo'A(s))‘z é;%é (Ars),Bis,s)+ 2(5&::)(58(:)) -

2o 2 (252)
,, %(Aﬂs),%tsy.s) + (88») ‘%"—f (A, Bys1,5) + R, (5)

donde R1(s) se escribe explicitamente asi:
R,(5) = 2 (§Aw)($h+] $Bew)d Q 2
G48) = (s +Js° @) f){(-wq*w;* ) e (by-feora
4 I; B, dw), J (%) At (&g - {csu]:oB_,(c) do) +(6{+J::Se<c)do ) (253)
x(eAm)| - 1,‘3"’)‘“‘(%?6“];91“” Ao g )enhy fros], Brcorde) |
Consideremos fijos q, en [-r,rl (intervalo definido en

el teorema 3.7.9) asi como A(s) = A(s,qs) Yy B(s) = B(s,qs) -
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En tales condiciones puede reducirse, si ello es preciso, el

real d>» 0 de (238) para que el compacto Kp
Kp =1\a,s,s)e Rirs,,sp,s:e (5,57 JA-Am|+|B. Bl < d } (254)

sea interior a (-1,+p0) xR X [s,,541 (ver lema 3.1.4) la ma-
triz hessiana de- Wi(A,B,S) seri definida positiva (estricta-
mente, seglin la hipStesis (51)) por lo que al ser Kp comﬁacto

tendremos

Je>o V(ABs)eK, Y (#,88)¢ R

‘5"2%}?0.3.“ +2(8A)(dB) j-:-fém,a,s)«u (255)

4(63)1%%0\,3,:) 2 e(§A)  re(d8)?

siendo interesante insistir en que el "médulo de coercividad"
c >0 es independiente de (A,B,s) en Kp .

Integramos ahora la (250) respecto a s , con lo que el
primer miembro resulta en el incremento del funcional ? , mien
tras que el.total de los sumandos del segundo miembro proporcio
na, si excluimos el R(s) , un resultado nulo si se tiene en
cuenta como se han definido /a(q*) , v(qe) para que se satis-

fagan las ecuaciones de Euler-Lagrange. Tenemos asi:

Y X
VA0, Bigo)  hgo g, + Lo Resyds = 256,

= V(A(s,q,HéA(ﬂ, Bis,q0+880s) ,ﬁ(%néﬁ. I x)

y si ahora tenemos en cuenta la descomposicién (252) asi como la

desigualdad (255) tendremos



54
\24(s)| ds (257)

S

S
L Resres » ¢ IISA(s)l|3+ CHSB(s)“Z' - j

Utilicemos las notaciones

Q= Qel L= II 8 <+ 258
q, sf:lf:;i @1xo 4 &u-{:{’hlA (A ,s)elﬂ,} > (258)

para acotar la expresioén de |R1(s)| dada por (253) en la for

ma
Vsels,s,J TRyl 2L, (vgot+190Q , + luig)! )«

{ (6A<s>) + 2(5A(s))(Ji+J d8arde) 4 (JL+ 68@)46)2} (259)
= L, (1vgprsiga, +|/‘q*u) (5#(:)+J{.+L<SB(¢)A¢)1\<

<ul, (IVgILig 18, + g ) [(JA(st)ﬁ(J& h( Iéswdﬂz J J

Limitamos en primer lugar la norma de la funcibn

4
_L SB(o)dr en forma andloga a como se hizo en (243) del mo-

do que sigue:

J:, s  §, Sacndo ejaa( HB(«-)ldcr) <

$‘1 { 2
< J abs(J lésmld:r) = Is,-s.l(j lrSB(v)ua—) < (260)
So 5o So
2 2 2
< IS,-S.I(VIS,-S.( lléBll,) = Is;-S.l 88l
con lo que la integracién de (259) y la notacidn L2 = 4L1 X

X max { 1, 1s1-solz } permiten utilizar la (257) para estable-

cer

BIBLIOTE oA

———— e



K 2 2
I Rsrds 2 ¢ HoAwit, 4e 188, — ,
S (261)

- L (regoteivgpleig Q) (nJAmlf+ lSBwll,zus,-s.u 15k12) _
Supongamos finalmente, que no solo (AGs,a4) B(s,g,), h(q.) )
sino también ( A(s,q*)+SA, B(s,qa)* JB, h(qa)* §h ) pertenecen
a la variedad res}f?, El lema 3.1.165 permite en tal caso, escri

“w bir la Gltima (261) em la forma
5 2 2
Ris) e h, + & N8B, 4 & 160122
L (sids 3 3 BéAsN, + 3 hoBusHll, +“lJL|

- L, (l/‘q')hlb(%}l +1q,) Q) (llJA(s)l;z-p- 1 5815)1;24. IS;S,! 16&.!1) (262)

donde las constantes c, a, Ql' LZ son todas positivas, ningu-
Ana nula ni infinita.

Como '/u(q,) v(qx) son funciones continuas en [-r,T] ,
nulas en q, = 0 (teorema 3.1.9) la (262) evidencia que existe
un real t» 0 , de modo que para todo q, en el entorno ([-t,t]
de q4 = 0 se verifica J:R(s)dsao , Siempre que 5A(s),
<SB(s), éh pertenezcan al e;:torno (238) definido por (244) y
también se verifica J:R(s)ds = 0 solo si SA(S) = 83(5) =0,
Sh = (0. En resumen, hemos probado cuenta habida de 1a (256) que,
para cada q, de un cierto intervalo (t-t,t] el funcional @
definido por (237) alcanza un minimo relativo aislado, para 1los
valores tomados en la variedad res E , precisamente en el ele-
mento (A(s,qa), B(S,qa), h(qs)) que define el teorema 3.1.9. El
funcional V goza, por otra parte, de la misma propiedad, ya que

”~
las férmulas (235) y (237) indican que V. y V coinciden sobre
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"resQ , con lo cual queda finalmente probado este teorema

3.1.15.

. SECCION 3.2. APROXIMACION POR PROBLEMAS LINEALES.- Sea I ..un

intervalo cerrado real, conteniendo el valor q = 0 en su inte
rior y sea E :I~—»B una aplicacién continua que verifique, de
acuerdo con todas las notaciones previas, las condiciones:
a) f(O] = (0,0,0,0,#’0) minimiza V; en res/@
b) Para todo q, en I 1la configuracibén f(q,) es de equili-
? brio para Vi**q,,Ve en res @ (ver 1.6.5) y es aislada res-
pecto a las que tienen tal propiedad.
c) Para todo q4 en I el operador lineal
( AZV/B;Z)( z-:(q,,), qs) es acotado y biyectivo de ﬁ sobre
3.

Que la clase de tales intervalos I , que llamaremos de
unicidad, no es vacia ha sido el objeto de todo el apartado pre-
vio 3.1. En el actual apartado nos proponemos mostrar, que cada
configuracidén de equilibrio ?(q*) se puede aproximar con pre-
cisidén tan pequefia como se quiera, por una sucesidn de configu-
raciones (i.;(n; q,.)]ne ‘l+ con la notable particularidad de
ser solucién de un sistema de ecuaciones y condiciones lineales,
en vez de las no lineales (166) a (168).

3.2.1 Motivacién e ideas intuitivas .- En la prictica usual

de la ingenierfa civil, la gran rigidez de las piezas elisticas
consideradas permite suponer que los esfuerzos bwi/ A .
)Wi/aB son proporcionales a las deformaciones A, B en cada

punto de 1la directriz. Estos esfuerzos tienen el significado



fisico de fuerza axil y momento flector y se Suponen actuantes .
seglin la configuracién inicial de la pieza elistica, ya que los
desplazamientos (u,w) se consideran suficientemente bequeﬁos
para despreciar el efecto adicional que tendria la actuacidn meg
cionada de los esfuerzos en su situacién real, desplaiada respec
to a la inicial. Estos razénamientos intuitivos se traducen finai
mente a unas ecuaciones aproximadas, que se obtienen de las (166)
a (168) reemplazando - ( OW,/d AY(Au(s), P4(s), s} por %y A,(s)
y (W7 )B)(A(S), Pa(s), s) por I, Pils) , donde X , %
son constantes elisticas que, a lo .sumo, dependen del éunto s
considerado en la directriz. En el resto de los términos de ta-
les ecuaciones A, se reemplaza por 0 Yy ‘f,(s) 'bor 1L° se-
gn la notacidn de (106); asi por ejemplo, las ecuaciones (167)
simplemente se ignoran pues se satisfacen idénticamente y los ng
meros M , Vv  se tratan como incégnitas a determinar, a las que
se asigna el significado fisico de reacciones de sustentacién en
un extremo de la pieza convenientemente elegido.

Una generalizaci6én de este método, utilizada de hecho solo
en cdlculos ingenieriles que requieran gran precisifn, consiste
en tomar como referencia no la configuracién inicial, sino otra
deformada conocida del modo que sea y suponer, a partir de ésta,
incrementos de esfuerzos axil y flector que sean proporcionales
a sus correspondientes deformaciones. Ese es en efecto, el funda-
mento intuitivo del llamado método de las cargas incrementales,
aplicable a piezas poco rigidas, pero supuestas sometidas a in-
crementos del factor de carga q , suficientemente pequeflos para

permitir la hipétesis de proporcionalidad entre (incrementos de)
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esfuerzos y (aumentos de) deformaciones, asi como la invarianza
de la configuracidén de referencia. Asi, el rango total [0,q.]
del factor de carga se particiona en subintervalos
0<q1<q2 <.+€Q,_4<Qq, = qx Y Se calculan los esfuerzos y de-
formaciones incrementales relativos a cada factor 'qi , a partir
de la configuracidn correspondiente al Q.9 - Estas deformacio-
nes incrementales permiten calcular la nueva configuracién rela-
tiva a q; Y se supone, razonando en forma intuitiva no matemi-
tica, que la configuracifén correspondiente a q, se aproximari
tanto mds, a la correspondiente a la solucidén de las ecuaciones
(166) a (168), cuanto menor sea el midximo subintervalo ;95 .
de la particién 0<q1(q2 <o € Q) = Qa
A continuacidn enunciamos un teorema que traduce en forma

matemidtica, las consideraciones intuitivas anteriores.
Teorema 3.2.2.- Sea I un intervalo de unicidad de 1la forma
[0,9,] con qx>0 Yy sea £> 0 real cualquiera. En tales con
diciones existe i 0 de modo que, para cualquiér particién
0 =q<q;<q;, ...<q, =qs de [0,q41 cuya mixima amplitud
de subintervalos Qg (k = 1,2,...n) sea <<S , se veri
fica:
a) El1 sistema recurrente lineal de ecuaciones integrodiferencia-

les con incdgnitas (AkA(S)’ Ahq)(s), A,”u, Akv) k=1,2..n
y tambign (A(s), P (5), Mg , Vg ) k=0,1,2,...n definido

por:



Alls) =0 ufotsl=~}° /(,:V,:o ;'/kz‘l,z,...'n A.(:)z

= A4 B A Y= Q@ 4B U(s) L= py A,,u Y=X. 404

{W (A m,c,o (s),s) A ,4(:)4. 9 V(Ahm (f/m,SJ A‘,y(:)-
A?

- (fp) iy - f1)= (84 7) Am (,g_,m-/m) +
+ /4‘_,4:.. (fy - ftr) 44fes) - Y, I:n(%_/:)- feer) 4, pis) 4 A Qis)
. esa (e 0)-f0) 4405) = — (54, ,) Qs) 4ew (4, 13)- fe))

I’ W

ST ("1 ), ¢s),5) 4l ee) 4 Jé’if(l,,m L m,s) 4y Plo =

/ {(‘L,-f-q Qus1) s (f, - fesr) 4, ,'“ﬁ(ﬁ(:)—fm)“ Aﬁ)d& +
57 e
f(hA (s)) e 7.Q(n)/}h(&fu(il—fﬁ))q-/u._'M( (5)- {(s))}Akt((s)Js.;
+ (4,/-‘)! (4 Ap ) st (o (x)~f(5))d$+ (A,,v)J (4 AL, 5)) «

» Cn(((h_‘(ﬂ-!(n)obs + B9 J Qs) (144, 'm)m(%_‘ts)-{(s))ds
%
/r et (¢ (- f(r))ﬁk/’(daér ../‘; (4 A (1) (%_'(J)_/m)dt‘fl:)aé’ =0

K 5
/ Atn (ﬂ:)_/m) Al A(s) ds 4./r (fw&_{") 64(%_’(:)-/(:/) A‘(,V(r)aé‘ =0

)W( s

L (263)

,c/ (), :.)A A) 4 jV(A (%) </u.) ,%)4 ykx.)zo

280A )

es un sistema con solucién Gnica en todo el intervalo [s,,5;1
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b) ¥sels,,s,2 Vk:",’l-,...w V1€ [q,h\,'qh'l se verifica

LAgsr- by -(4-9, YA A <€ Jepur -9, el < € (260)

Worg-q B0 <& ) Q6 g 51~ (g9 ) A, g)l < €

donde A,,(s),(f’,(s), /14, ¥y son las soluciones de (166) a (168)
péra el valor genérico q .

Hasta aqui el enunciado del teorema. Para la demostracién
conviene resumir mediante una adecuada notacidn abstracta.

El simbolo E representari la ;uaterna (A(s), 'f(s),/b., v)

~d
que supondremos pertenece al subconjunto D del espacio

P - Crs,,s.1 x C1t50,513 x R? definido por:

~ A
d = {(A(s),((m./«,v)e B | ¥sels,5,1 -1<As) } (265)

Los simbolos {E , 5 denotan asi, en esencia los mismos
objetos 'que en los apartados 3.1.3 a 3.1.8, aunque en forma al-
go distinta, principalmente debida a sustituir h +J:B(c)dc‘
por ‘.P(s) . E1 subconjunto 5 es abierto en la norma del mixi-

mo, como se probd en 3.1.4 y en su producto cartesiano con la

recta real R , definimos el funcional v por la férmula:
~ ~ - 94 )
V(A,c(,/,v)e D qu R V({:,g):j M{(A(sh,tfm,s)ds.;
So

‘ .
+ QL:Qm(ﬂA(n)M‘«(tf(s)-f(nl!,ds + (x(s)- x(s0))+
1Y

l
4 V(g(s,)— 7(5.)) —/ll J;(h—ﬂm) Cet (51~ f(ﬂ) ds -

(266)

S,
-V JS: (14A)) Atm (er- fm) ds



e e

Si adoptamos también;las\notaciones
AT = BA(s), 8, 9(s), 4k, 8 7) con k=1,2,...n, asf g
mo By = (A(S), P (s), A, v) con k= 0,1,2,...n ¥y
;Ed = (O,ﬂ%,0,0) resulta entonces de las f6rmulas (201) a (203)

la equivalencia (que comprobaremos con mis detalle en ﬁ&ginas pPos

teriores) del sistema (263) con el siguiente:

Vi=142,.m Fre= Fuat M &
. v - ) J V /= -0
( agl(FH ,1H)) Ak¥ +(& 7.-, a}aé (Fh’q'bl)

sistema este filtimo, que llamaremos versién abstracta del (263),

[
siendo casi evidente que si adoptamos en DxR la norma

definida por:

240 ed.R  H(E PN = A
V(E,q) € Dx (.9 g:gg'g‘ll i+ 68

/
smax |9 4 amax 16 414 114 1ql
SG[S"‘QI ‘f s(r‘o|s1] lf /L g

el funcional V resulta derivable Frechet hasta el orden dos
(al menos) verificidndose los resultados que serfian correlativos
de 3.1.6, 3.1.9, 3.1.13 y 3.1.15 con la sustitucién de
h Jss(cd (s)
+ g or S
., B(%) P ¢
Nuestra intencidén es demostrar el teorema 3.2.2 mediante

el estudio del sistema abstracto (267) entendido como definito-

rio de una.'poligonal de Euler" (en el sentido usual de este tér-



mino en la teoria de existencia de ecuaciones y sistemas diferen

ciales) para la ecuacidén diferencial abstracta
IV -t Iz S s
Z =L V| ELE g ()=, (269)
(a?,(c,g (g Py Fro=¢

La dificultad principal consiste en encontrar "poligonales
de Euler" que sean "soluciomes aproximadas", pues ello debende
de la continuidad uniforme y acotacién (ver referencia 11, pp.
3,4,5) del segundo miembro de (269), 1o que no es inmediato en
espacios infinito dimensionales. Asimismo, el-estahlecer las 'so
luciones aproximadas', como definidas en todo 1[0,q,] Yy no solo
localmente, es una dificultad a resolver, junto con la continui-~
dad-Lipschitz del segundo miembro de la (269). Desarrollamos es-
te programa de trabajo en varios lemas y proposiciones,

Lema 3.2.3.- Sea B, un espacio de Banach cualquiera y q,> 0
un..real positivo cualquiera. Con las notaciones previas sea
E(q) una funcidn continua de (0,q,] en 5 Y H(?,q) una
funcidn de j; xR en Bn , tal que para todo q de [0,q.]
existe un entorno Eq de ( f(q),q) en el cual H(?,q) es
continua. En tales condiciones existe un real estrictamente po-

sitivo K , de modo que H es acotada en el conjunto Z>k defi-

nido por

D, = {((:',1)63,([0,%‘3 VE-Egin < K } (270)

el cual resulta contenido en 2 x [0,q4]
En efecto, la funcidn real |} H( ?(q),q) | es continua en

todo q de [0,q,]1 Yy tiene en tal intervalc un miximo finito
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M , de modo que la continuidad de H(F’,q) en cada _Eq y el

caricter abierto de d nos permiten afirmar que:

Ygelo, 9, §k1>o V'{Eeﬁ I?-(‘:(plsi&:b
=> Eed £ NHEPI<1+M

y pretendemos probar que el minimo de los Kq es un cierto K ,

271)

con la propiedad X >0 . En caso contrario, la compacidad del in
tervalo (0,q,] permite asegurar la existencia de cierto valor
q® de 10,947 y de una sucesién (a,)p ¢ g * convergente a

tal valor, de modo que:
+95 . 8 s = ’E ’
el I €D Mg~ Fa i<l £ WHE, a0 MM @72

lo que cuenta habida de las convergencias (qn).)q(" y de la
continuidad de E(q) y de H(g,q) implica (?n)- f(q(") ,
asi como ““(?n’qn)”“ [H(E @), a® )¢ M (por definicién
de M ) 1lo que contradice la (272) y demuestra asi el lema.
Observacién.- La conclusién del lema es vilida con condiciones
menos restrictivas, por ejemplo, basta con la continuidad de
H(?,q) en los puntos (?(q), q) . Sin embargo, la suposicidn
de continuidad en todo un entorno Eq prepara la explicitacién
de condiciones naturales, para exponer posteriores resultados.

Definiciones 3.2.4.- Denotemos por ’}; el espacio de Banach

C[so,sﬂ.x c1 (5,541 x R2 con la norma definida por (268) si
se suprime el Gltimo sumando Iq! vy, con las notaciones previas,
sea F uﬂé funcidén continua de Sx I en :l; , donde T es
un intervalo que contenga al [0,q,] . Una funcién contfinua

g‘ : [O,q,]-),g y derivable salvo a lo sumo en un conjunto fini-

to \T de valores q se diri respe.ctiyamente,‘que "es i)ara la

ecuacién diferencial
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2f - F(f,q) €00,9.1 (273)
75 = P getoq,
una solucidn exacta, o solucidn € -aproximada con E>0, 0

poligonal de Euler asociada, con valor inicial F‘O” si se ve-

rificar
f(o):f:', V;e[o,g*‘l i;E = E‘?‘?"i’ (274)
o bien

Fl)=x, V?(—[o.?*l-c;' | ;.'g- F(?@"‘i’)" <€ (275)
o en Gltimo caso
f(O) = }?0 y existe particién 0 = qQ,<qj<--+q; = ax de’

£0,q,1 de modo que: Yk =1,2,...n qu (qk,qk)

?(?) = g(zk—y)'" (f'?&—r) ?( ?(qk-l) '%-.) (276)

En este Gltimo caso diremos que la particién
0 <qq<...q, = Qs €5 la partici6én base de la poligonal.

- ~ Py
Lema 3.2.5.- Sea F(F,q) una funcién de 2 x 10,641 en B

con la propiedad siguiente: para una determinada funcidn

?: ro,q*]-sis , derivable con continuidad y para cada q de
10,941 hay un entorno Eq de (‘E(q),q) , en el cual existe la
derivada F' y es continua (como funcidn de Eq en el espacio
de los operadores lineales &f(ﬁ x R, %)). En tales condiciones,
existe K>»O0 de modo que: para todo €>0 existe ();>[) y
tal que para cualquier F de (0,q.) toda poligonal E? de Eu-

ler asociada a la ecuacién diferencial
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L

T=1-_‘(;?,$) g¢ Lo, Bl 277)

con valor inicial E(O) y cuya imagen esté contenida en .31(
definido por (270) verifica ser una solucién €& «aprox;'mada de -
la (277), siempre qué la mixima amplitud de 1la partici&n
0<q‘ <...q, = P base de la poligonal sea menor c{ue t);_ .

En efecto, ;aor el lema 3.2.3 existe K1>0 de modo que

F'(g,a) es acotada en ﬂlq (ver definicidén (270)) . El1 con-

junto ‘b(1/2)k1 es interior a qu en la topologia relativa a
ﬁx [0,q41 . Para establecerlo, sea (;‘:',q’)G‘bh/Z)k] y consi-

deremos el entorno definido por

,{(E'?)E §X roo?*ll "?‘?’|+|7-?’l< k4 /q m } (278)

donde m:m{'i) Mao(f Rdg/d?l ,?EEO,%‘]} } (279)_

Para cualquier punto de este entorno podemos establecer

I E‘?(‘i)"( NE-E'MNECEQ@IHN Eqh-F9N < gﬁ_’m + '2L R, + 280,

+ 14141 mm{ldf/clqnlgefo,%l} < %+ %k” 4%,,"" = k,

es decir que (f,q) pertence al interior de Z)k1 . Resulta asi,
por la acotacidén de F' que F es continua (y localmente lipschit
ziana) en D(l/ék, (ver referencia 10, vol. 2, p. 52Z) por lo
que una nueva aplicacién del lema 3.2.3 asegura la existencia de
un K>0 , de modo que F' y F son acotadas (cada una en el
sentido de su propia norma) en el conjunto ’Dk .

Llegados a este punto, sea P)O y g(q) una poligonal



de Euler de (277) que esté contenida en jb kK - Evaluemos 1la di

ferencia

fl F—'(g’(?),qL d9y (281)
d4
en cada punto de [O,P 1 diferente de los de la particién

0= q,< qq< --- 4, =P . Tenemoshasi, por la definicidn (276)

Vietz,.m Yge(q_ ,q) 1F(Q,q)- g =

(282)

= 1F(%q,q)- E(C)?;_“q‘._,)l

y dado que el segmento de (QP(q), q) hasta (_62_1, qi-l) es-
ti contenido en ljk podemos (segln referencia 10, vol. 2, pp.

50-52) escribir

I F(@(?,,?L?(ﬂ,,qw)u = ?;)M T?.
k

x [l@-jl_’l-t 1 Pq)- ?(7“)"] =
= MDJ:M hE l?‘_?i_‘l [1 + u%’%‘))w "] = (283)

Mgzz TF/N 19-9.,1 [uu f(ﬁ?_uqi.,)ﬂ] <

< 19-4,, Yg:( IR

con lo que la diferencia (281) es menor que £ si elegimos 1la
amplitud mdxima é; , de la particidén base de la poligdnal,
- i
menor que € /max WF'll (1+ UFW ) , quedando asi probadoel le-
Dy
ma.

Lema 3.2.6.~ Sea P'> 0 vy sea, con las notaciones de 3.2.4,
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Fa(q) una solucién &E-aproximada de

a9

para -el valor inicial f:'.a(O) = Fo , solucidn que se supone con-

E(?,?) grel.'o,F] (284)

tenida en un cierto bk (ver definicién (270)) en el.que tanto
F como F' se suponen acotadas. En estas condiciones; si ? (q)
es solucién exacta de (284) para el valor inicial {E(O) = f:-o ’

existe una constante x>0 de modo que
- - £ .
Yaetopl NE (q-Fql< 7( Therp X g ) (285)

En efecto, la acotacién de F' en Dk implica trivial-
mente la de la derivada parcial FF' (definicién en referencia
10, vol. 2, pp. 55-58) por 1lo que si llamamos % a esta cota

podemos escribir

V?e[o,fi] ¥Z, %, ¢ ﬁ (U?(‘;)_ﬁ1!!<’2 2
_ _ _ _ (286)
VE@-F < R)=> IF@.9-FE 91 < X A E, 0

(referencia 10, vol. 2, p. 52). Es decir que F resulta ser lo
que se llama "globalmente lipschitziana con respecto a ”{—: " en
el conjunto Dk

El resto del lema es la clasica desigualdad de Peano-~Gron-
wall de la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias en un
caso particular (ver referencia 12, pp. 107-111) que se generali-
za trivialmente del caso en que ﬁ pertenezca a un espacio R" s
al de pertenencia a un espacib normado real, de dimensibén no fi-

nita.
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Proposicidén 3.2.7.- Con todas las notaciones previas sea

F: [O,q,]4>2; una funcién derivable con continuidad y F(E ,q)
una funcién de A5 x [0,q.1 en 'E con las propiedades siguien
tes: para cada .q de 1[0,q4,] existe un entorno Eq de

( E(q), q) , contenido en ja‘x £0,q,1 Y en el cual existe la
derivada F' y eé continua. Por otra parte, se supone que E (q)

es solucién exacta de la ecuacién diferencial
_._—_ng,c;) qeLo,q. (287)

con valor inicial E'(O) = }:o .
En estas condiciones, existe K >0 de modo que: para to-
do o >0 hay un é} > 0 tal que, cualquier particién de
10,941 cuya mixima amplitud sea menor que 47 -es base de una
poligonal SP de Euler contenida en 2%0 , para la ecuacién

(287) con valor inicial igual a 'f (0) 1y tal que:

Yqeto,q,1 A g’(g)_ Tl <a (288)

En efecto, los lemas 3.2.5 y 2.3.6 aseguran la existencia

de K ,X) 0 tales que

F y F' son acotadas en LDK‘ Yy que

se verifica la condicién’ (286) de Lipschitz. De acuerdo con la
férmula (285) escribamos
£= X%

2(-1+ep X9, )

y elijamos J como en (283), es decir

rin (0, K') (289)

d= €/ max W0 [14||Fu] (290)

£
Nuestro objetivo es probar que cualquier poligonal 97 de
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Euler, construida con base a una particién de amplitud menor que
§ , €s una poligonal contenida en -D&. en todo el intervalo
10,q4]1 . Evidentemente (q(qol;qo) = (?(0), 0) pertenece al
interior de. Dk.‘ ,es decir ||g>(q°) —ff(qo)’k«jc (desigualdad ‘es
tricta, en est.e caso de primer miembro nulo). Supongamo.s, razo-

nando por induccién, que para cierto j natural, menor que n

se verifica:

Tk=o0,1,.. j (?(gj; ,qJ.)e it D, (291)

y consideremos, en el intervalo [qj, qj”] la funcifn real cbi_

tinua e(q) , de variable real

¥qe[qj,qjﬁj e(q)zll(f(q).@g":_(g-%)ﬁ%),qj)ll (292)

Por la (291) es claro que e(qj)< I ; si en todo q de
(qj, 45,43 es e.(q)<K3 , resulta en particular
Ii(an]‘ ?(qj+1)ﬂ<lc y hemos completado el razonamiento in-
ductivo para la (291), pero si hay F de (qj, qjﬂj tal que
e(B) = K , designando también con f3 el extremo inferior de
tales valores resulta la particién 0 = Q< dq <t qj<? del
intervalo ro,P] y la poligonal de Euler (g)(_q), q) con
qe [0, p] contenida en DK) , por lo que el lema 3.2.5 nos ase-

gura que @(q) es solucién &€-aproximada de

¢k - F(¥§,9) gelo,BJ (293)

Q.
-+ e

por lo que el lema 3.2.6 y la (289) indican
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Vz;e(qj.lpj‘ e = ] f(g)_— g>(qr)ll < %(-14&1:%1):

(294)
M_m(a K)< L min(a,K)
T2+ oxp X 9) 2
de modo que se contradice que e(P) =K Yy en consecuencia.

se puede suponer la poligonal 9> de amplltud de part1c16n base
< 5 , contenida en interior de ZZc y definida en todo

[0,q4] , indicando entonces la (294) que

¥geloq 1 | ;(4;_9’(3,11 L min(@K)< T (295)

lo que termina de demostrar la proporcién que nos ocupa.
Nuestro objetivo a partir de ahora serid comprobar, que los

apartados 3.2.3 hasta 3.2.7 son aplicables al caso en que

Fig,9 = [g;v(; 1] ( 7‘7(6,«;») (296)

donde \f es el funcional definido por (266), en el subconjunto
~ A

D x R definido por (265) del espacio P x R , con la norma da-
da por (268)

Lema 3.2.8.- E1 funcional wf de (266) es derivable en DhxR ,

hasta el orden dos inclusive. Si se impone la condicidn adicio-

nal de que la funcidn Wi(A,B,s) sea de clase tres en
(-1, +00) x R x ISO,S1J , entonces if admite derivada tercera
continua en todo elemento de Ex R .

Para la demostracidén, comenzamos recordando que los simbo-

— A ~
los V, ; , B, D denotan ahora objetos matemdticos que, si

bien en esencia similares, son distintos de los que denotaban



en los apartados 3.1.3 a

3.1.6. En transcripcifn comparativa
tendriamos:

?:(Aa),B(r),/a,v,‘.)e C’[’s.,s,:x C'L'.s,,s,:l = R3

A
B= Crs.,5,3 x Crs,, 5,1 R3

Fcz(ololololyo)

3:{(&9,8;:),/4.» kge BxR ‘»‘ Sers,,S,.1 -4<Aw}

'(297)
~ S
VI(AB LY, 4, 9 ) =/;°M(A(")IB.("’IS) ds +
S, <
+9 / ‘) (1+Acs)) em (4 - fes14. /&B(m{r ) IS+ puCxes)-X6s)~
S
£
_/a/ '(14,4(:;)&,1(1 _/(:;4/:Bmd¢) ols 4+ Y(](:,)--;(:.))-
Se
5 5 .
- / (12705)) atm A _ ferrg [ Beor ol s
So
para la notaci6n antigua, mientras que para la actual
f = (A, ‘fm,/u,)')
A
B = Cr:.,s,J x C"L's.,s,:« < R?
Fo=(o,4,,0,0) |
~ A (298)
D = {(A(n,(fmyl,v) € B lb‘:e[:.,s,] -kAm}
S,
1

V(A,c{.;«,v,; )= LM(A(:),Y’(::, s )4? Qs) (44A(5)) 400 (e~ fus) |» a4

S,
e [th, !-x(s.»-Jxo(Mm) (s {m) atsJ 4V [g s+ J“e‘- L(ms:)/u« (fe- {kn)»‘«J

Definamos ahora entre ambas versiones (antigua y actual) de
B , la aplicacién I

, que llamaremos de identificacidén, en 1la
forma siguiente:
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¥(A(3), B(S),}&.Y, loe /B\wuL I (A(s),e(s),}l.,v,l\) =
c ' (299)
= (A(s) ’ L+LB(¢)A0 Vo v)

donde el subindice ant. aplicado a cualquier simbolo inéicaré
su versidén (antigua) (297) , mientras que el subindice ac. in-
dicari su versidén (298).

Es evidente que I es lineal y también acotada en el par

de normas 3.1.3 y (268) dado que

s
M(x)l+|f\+‘:3(a)d0‘|+ lB(sx‘+|}Al+|V| <

€ 1A+ 1kt + (4aiss01) man 18> | 4 RS (300)
ef’..‘q

< $,-$ Maax Aws)| + meax |Bsyf + | H—lvu—l-&.l]
(reis,-san) [ 2zt (Al 4 o ) I

Por otra parte, I admite inversa I~1 expresada por

A -1
YA o), pm,v) € Bye I (Ao 90, pm,v) =

(301)
= (A, ¢lsyy v, <f(s.))
aplicacidén que es asimismo lineal y continua en virtud de
|A(S)|+I&f'(!)|+(/¢l-olYHl\f(Se)l5 (Al 4 1 9lesr) 4 )+
+ 1Y wmay |-fm| € meax  |A(S)] 4 mon ()] 4 (302)

Selss,541 S€(%,S1 SelS.,5,7
\Lf’(s)\ UARAN]

Se[s,,5,]

Es también de inmediata comprobacidén que entre los elemen-
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tos de (297) y (298) se verifican las relaciones:

~

Boe = 1(Bik)  (E)e = 1(E ad) JxRa
~ ~ - a~ (303)
= 1(Dot) Vet (Fosr 9 = Vo (I(Fd) 1 9) -

por lo que al ser I e I‘1 lineales y acotadas, son indefi-
nidamehte>derivables [referencia 10, pp. 37, 144, que broborcio-
na valor nulo para las derivadas de orden 2 2 ) y las reglas
de derivacidn compuesta ( pp. 39 a 42, 155, 156) indican, en con
secuencia, que ifant , ifac. son derivables igual nGmero de
veces, con iguales propiedades Ae continuidad en derivadas del
mismo orden. E1 lema 3.1.6 establecidé la derivabilidad de :V:nt.

en los elementos de D hasta el orden dos inclusive, y el

ant.
lema 3.1.13 1la continuidad de (QZV/QI:’ 2):.mt. en tales ele~
mentos, de modo que las consideraciones anteriores establecen

~

de modo inmediato, la derivabilidad de {?ac. en ‘Dac, xR
hasta el orden dos y la continuidad de ( 32i7/aij)ac en tal
conjunto, que es lo que afirma en parte el lema 3.2.8 que esta-
mos desarrollando.
~

Para estudiar la derivada tercera de V , escribimos su di~
ferencial tercera como un operador trilineal de 3 xR en R ;
lo que se puede realizar econdmicamente mediante una inversidén
del teorema de Taylor para operadores (ver referencia 10, vol. 2,

p- 189) que escribe el incremento del funcional en la forma
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V(E4dE, 4459) -V (E.9) = AEg) (SE. 69 -

+ Az‘?a‘.i.) ( (J‘E‘J?) ,(Jf,Jq)) + A,(?,q) ( (65.&4’,

(302)
(6F.d9), (SF,dp)) + Ry (F.q 5 6E,59)
dondé R3 es un resto que verifica la condicién
- A
Yeso 354>o V(ép,J-;)e BxR lléfflu-lcf;kg, =
(305)

= | R, (g ;88,8 < €(En11551)°

Con el fin de lograr la representacidn anterior del incre-
L d

mento de V" , escribimos los términos de tercer orden del desa-
rrollo limitado de Taylor, del integrando que en (298) define

~~

Y , en 1a forma siguiente:

Ww; (A(:»éA(:),tr’csw&f’m ) =W, (A, plsr,8) 4 (3+ &?_) Qo)

x(ffmsw&Acs))m(xf(m&rm- [.(s))- gQ(s)(#Am)/w« ()= feo)s

- (54)= % (5) J-g4%)
+ (et A‘ X(%4) xX(5) - X (y+év) S RN~ hdad N
pEopd 5~Se /u LR * - %

_ oy dEo-yon (/”9'“)(44,4«:;1‘&4(:))m(f(:n&/m-/u)ﬂ

"4—50

+/14 (14Acs)) Q‘y(y’(r)-/(n) - (#9Y) (14 Acs1+ Acsr) =

L}

xmv(f(mcfwﬂ_ f(-n) + Y (1:Acs)) pew ((f/r)—/(n)

= términos de 1%T orden + términos de 2°orden +

[ 50 (Am Aplesy,s) (SAcs)y Sdi%'{ (A phor,s) (SArs;)(J‘f"rsl)-u-

-+ 3;;-_"{.‘5_{/!(:),?(:),:) (JAm) (&fwh. 3}W' (A(s) Y(:),S)(th ts)) _1 -
- 2.‘! 9 Q514 (g1~ fes) 6A<:»)(&fmﬁ &) en(prr fon) G GAs)(8pcs)



—iL! Q(x)(ﬁ-ﬁ(s))m(‘fm-f(n) (57,) (5?{:)}2—;" q Q(:A) (14A ) »
x e (s fesn) (&(m)i. Hus (pisi-f 1) (§1)0A)) ($p ()4 if‘f ‘-”“f""f“’)*

x (SA=)( &(m)z-& 5’—, (1A e (prei-f15)) (3p) ( J‘f{:))"—é’% (ﬂfkw)” 506y
xm(sf(x)-{(s)) (&fm)g_ c.n(tfm._(m) (SV)(JA(:))(J'((H) +

.,,:_! m(‘frn—F(:l)(JA(H)({Y(’)):;Z% (14‘(")4“‘(Y"’—F‘”)‘
2 " _ 3’
x(SV)(J?(ﬂ) 4-31! (144 A¢s)) Ca(Tm_{(:a) (&(tﬂ) +
+ 2 A-(s),t(m,/,v,? 5 SACs), 8Pcs) ,J}—L , AV, 57. )
donde el resto Ty lo reescribiremos posteriormente, utilizan~
do la clidsica forma de Lagrange, con las derivadas terceras eva-

luadas en un adecuado "punto intermedio" . Se verifica de modo

evidente:

- 5
R3(;':,? ,JF, 57,) = Lv (&) dAs (307)

facd

suponiendo que tanto ? como :g +5? pertenecen a D . Pos
ponemos por- ahora la comprobacién de que la R3 de (307) verfica
la (305), para constatar que una comparacifn entre (304) y (306)
define inmediatamente el operador trilineal de As(?,q) , Cuya
escritura explicita omitimos, pero que se obtendria de forma ru-
tinaria por simetrizacién (ver referencia 10, vol. 2, pp. 146~

148) del conjunto de sumandos explicitados en el segundo miembro

de la férmula (306). Obtendriamos asi:
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AJE, 4)((6{?,6,@),(6%,(;7),(5 £.69)) =
J AAAW- (A, (f(sl s) JA(:)J Ars) JA'(S‘ ds 4+

- -

3)
+ .SL' Js: %—%‘ (As1flsy,5) [J,A(S)A,A(s)d;tf'mr (308)
+52A(s)J,A(s)6,<‘ocs)4 c);A(s)ch(s)J;f'(s)]ok PR R
S . .
+-— 54-, L: Y (14A) @ (pes)- fm) depes) 5;713)5;‘{0) ds

La férmula que proporciona la norma de cualquier operador

T trilineal (referencia 10, vol. 2, p. 146) se expresa

IGE = b sp [ IT(GE49) (4. 59), (GE4D)!
l\l«f,';'lhlcf,gls! BEIHdgI<1, u@gmaﬁm}

(309)

~

(F,a) en D xR,
AS(? ,q) . A tal efec

lo que permite comprobar, para cualquier
tanto 1la acotacidn como la continuidad de
to adoptamos provisionalmente una notacién menos incémoda, intro

duciendo la funcidn B : (-1,+00) x RS X [so,s1j-a-R mediante

la férmula:

V(A!‘flf‘ly;ﬁ, i 8,5) € (—1,*@):{ Rsx Cs,,5,1

E(A g pv,9,8,5) = WiA,8,5)4 g Q) (14A) aew (¢- fe5)) 4
(310)

x(m-x(r. < y(s,)=-4(s)
4/&[ ~ (1+A) e (- o ,)J + Y o

- (m) m(c{-{in)]

Esta funcién [, se supone, segfin la hipétesis adicional in
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troducida en el enunciado de este lema 3.2.8, ser de clase tres
en todo su dominio de definicién.

También introducimos las notaciones auxiliares
A=z, t-r=z2 /A=23 v=z4 qQ = zg B=26,
Z = 311)
z (21’22’:3’14125)
de modo que el primer miembro de (306) se escribiria

B G+820s)s 251+ 8250505 5) - B (E(s)s 24D s) (312)

con el convenio adicional de entender las fuhcionés zi(s] del
modo natural: z,(s) = A(s) ZZ‘(S) = k{(s) 23(5) =/A. zq(s)-:v
25(s) = a z¢(s) = ¢ '(s)

El operador As(?,q) seria ahora:

Y 6“0, 6%, 6"’5m e BxR  (Arp)(8°z,

. (313)
3
‘S“’i ) 53 ) = 31 Z: j:‘)E (2,2 (:),:)ngé (2) J(amak
l}:

La acotacién se resuelve por uso combinado de las (309) y

(313), para obtener entonces
€ S,

. .
llAg?,pRséZ g ;)E; (3,2 m,s)‘cls (314)

‘;j:ht, So

La continuidad se constata mediante una conveniente acota-
cién de la norma " A3(§ +6g , q+5q)~ As(g »q) " en la métri

ca (268), obteniéndose asi
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WAESE 48 - ACE e 4 T (125 (0

LA So ()Z‘-bi 32,‘
“frk=t 3 (315)
4830, s dales s)_} b (Zs), 2'gs),5)
da; J;aaaak

y mediante un razonamiento de andlisis matemitico elemental, com
pletamente andlogo de los lemas 3.1.4 y 3.1.13 , se concluye la

continuidad uniforme de cada uno de los sustraendos subintegra-

les en un cierto compacto .k: de R6 , de la forma
K= f(x“ o Xg) € RS Bsds,,,s,l Ixg i;muZ;x ?m[‘c' } (316)
i=1

por lo que, en consecuencia, el segundo miembro de la desigual-

dad (315) tiende a cero, cuando lo mismo le ocurre a la norma

/ s .
18zt + £ 142z ()N es decir : ,
rox  15AsH 4 mew l&f(s)u max lé(p’ml + IJ/AHI avi +Icfgt (317)
SeLs,,5. SeLs,5 1 Sels,,S

quedando asi comprobada la continuidad de As(g ,q)

Para finalizar, comprobemos que la (307) verifica la condi-
cién (305). A tal efecto escribimos el resto T3(5) de 1la (306),
utilizando la cldsica forma de Lagrange del término complementa-

rio de 3°T rden Tenemos asi

43(5) = - Z [; E (2(sx+dcsyée(sy 251462y, ) —
t‘ =1 < ) 2

(318)
_2E (30, 2, s)]éasz (9d2, (s)
v)?.‘&sé
donde 526(5) = gzé(s) y #(s) es una adecuada funcidn tal

que 0< €(s)< ! . Fijado ahora &,>0 , la ya mencionada con-

tinuidad uniforme de las derivadas terceras 93’::/ aziszézk
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en el compacto K de (316) permite asegurar la existencia de
£1> 0 tal que cuando la norma (317) es menor que Sl se veri

fica

6 .
1200 ¢ 3_" Z' & Iéz‘-(s)d'zj'(s)&htﬂl ,
. 4,",&'1

= ;1' ( :2;1 léa‘-cs)l)(é l&,-fs))( éléek(sn) $ (3‘19)

<—Zi (uéguusg»)a

con lo que la integral de (307) proporciona inmediatamente
3.
= = €
IRS(F,?,JE.'_J?H{ é |s4-s,|(l5€n+.l§gl) (320)

y la (305) se obtiene con solo fijar &'1 = 6 Els1—so]-1

Lema 3.2.9.- Con la hip6tesis adicional del lema 3.2.8 sobre
Wi(A,B,s) y con todas las notaciones previas, sea I un inter
valo de valores de q , para el cual son vilidos los teoremas
3.1.9 y 3.1.15 de la seccidn previa. Sea 10,q,1 un subinter
.valo cerrado de I y ?: [o,q*l_.5' la funcidn descrita en
tales teoremas, cuyos valores proporcionan los minimos del fun-
cional "\\/,' (con las notaciones de {:’ ) V’ , etc... segln su
versidén actual (298)) y sea E(f,q) la funcién
~ ~
Figg) = ~(§£(8»1’74 (2L k) Gs21)
~ F 4

En todos los supuestos anteriores, podemos asegurar que F—'

y {: cumplen las hipdtesis de la proposicidn 3.2.7.

- — o
En efecto, para cualquier q de [0,q,] es F(q]&D
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que es abierto y en virtud del lema previo 3.2.8 existe la di-~
ferencial tercera, en pafiicular la derivada parcial )3€;/a§3
que es continua (con funcidén operadora trilineal) ;n cada (ﬁ,q)
de i;x R . Veamos, por lo tanto, si es posible diferenciar la
(321) para probar asi que F admite derivada continua. Es con-
sustancial al teorema 3.1.9, que ( az ;7'/3?2) . es operador 1li-
neal invertible en cada [ﬁ(q),q) con q €°10,q,1 ; esta pro«
piedad de inversibilidad se conserva (ver referencia 10, vol. 2,
pp. 43,44) en todo un entorno de cada (?(q),q) . Las reglas

de derivacién de funciones compuestas e inversas ( pp. 39 a 44)

permiten escribir

12 { 207 1 ~ -
e M(?’?)I = {‘)_zf(g, 1 e (f_‘f(gm)”g,+ (322)

q: ;))&9 ( (;17

Podemos ahora d1ferenc1ar (321) considerando F como un

producto generalizado (es decir, una cierta aplicacién bilineal,

ver pp. 41, 42) con lo cual

(323)

con lo que la (322) y el lema 3.2.8 sobre la continuidad de la
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tercera derivada de iF , permiten asegurar la existencia y con-
tinuidad de F' , en un entorno de cada (‘g(q), q) con
q € [0,q2] . ‘

Se ha comprobado asi, solo una de las hip6tesis de 1la #ro-
posicién 3.2.7 y falta verificar la que indica que ﬁfﬁ) es
solucibn dé la ecuacibén diferencial (287). Pero esto es immedia-
to, ya que en virtud del teorema 3.1.9 y de los comentarios 3.1;7
se verifica:

¥qelo 9,1

aé;. ( E(q),g)-.-.o (324)

de donde resulta por derivacifén compuesta

Yoelog] ﬁ(‘ ), ))E’E _zz Ccg),9) =0 (325)
getod ()gz Fahg g *bgh({:“i ¥ =0

que es la (287) cuando F viene definida por (321), lo que ter
mina de demostrar el lema.

El importante teorema 3.2.2 resultari ahora una consecuen-
cia directa del lema previo 3.2.9 y de la proposicidn 3.2.7, si
comprobamos que el sistema recurrente de ecuaciones integrales

(263), se escribe en forma abstracta como en (267), es decir

Vk:f,?.,..'ﬁ. 5&=Ek~l+ Ak?

Tz | bTea-a0 2T (B q) = G26)
,()EI(FM,QL') kC+(1k1L)a?)? (Fm:lqu =0

!

I .

t Para efectuar lo menor incomodamente posible tal comproba-
~

cidén, escribimos la diferencial segunda del Y de (298) por me-

dio del teorema (inverso) de Taylor, como lo presentamos en
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(304)-(306). Tenemos asi con las notaciones de (298), (310} y
(311) 1la expresit6n
G
(A 2 (B 1))((6(:,51.) (J;,Jf)) 2L Z J ‘5 E (Fe0),2)00,5)x
SRR ) (327)
x 82,0 Jej(s) doude 8z ()= Sy

Desarrollamos ahora el segundo miembro de esta ecuacién de

acuerdo con la (310) para obtener
2( A2, ?)) (g, 9, (6E.49)) -J <81W.(A(sl,‘f’m 5) (SAe) 4

+2 2% Ewe (Mn,\fu) s) (6/«(:!)(&1’ ) + .Q.E (&(s)pf (e1,5) (cs&f(.n)_

aA
-9 Qs ( #A(:)),m..(fm- fm) En)+ 2;0(:) m(nrm.[{sl) ($A) (5?(:») +

+ 2851 AL (P15)- fis1) (S9) (3Ace) + ) (1A) o (pes)- f) (&f(nf{. (328)
+ V (#AS) pem (pesi-fes)) (&fmlz.,, U Ao (fl51 fsn) (:SA(s))(&tg(S)} -
-2y m(((m-Fu\)(6/«(:))(5*((:))_ Leor (poskfir) (S ) (SAcs)) —

-2 At (fesifen)) (V) (SA(n1) +2(1+A()) Alw (fesr-fes) (S (&pes)) -
- 2 (#As) (st fes1) (V) (Epes1)+ 2001 A ) oo fpest-frer) (S5 ) (depes)

Si tenemos en cuenta que (seglin referencia 10, vol. 2, pp.

57,149, 150) podemos escribir idénticamente

2 (A,(g,t;)) ((6‘?,51),(6?,31)) = ('%Yz‘iﬂ)) (6?,5;’)4.

(329)
2 1| (dE) dq 4 CA 11 dar*
+ ———(p‘; F)og a_ﬁ-i(;'$ 1

resulta que la primera componente de (326) se reescribe para ca-

da k = 1,2,...n en la forma:
Ah(s):AM(Suﬂk(s) tfn(slztf’u(s)+dk&f(s) /“n=/’.'.1+“n/4

V= Vp+ ALY ( cowtinua.)
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2
3 W (A._‘m ({ (), S)A Acs) 4 éW(A (3, ‘ﬂ-«m s) Ah‘ftﬂ-i-

+ 44, Qus» M(Y (S1~ f‘")‘t?(‘)“‘/“‘hm(“f. ()~ {(:n)Ahtf(s)..
- Vo, A, - [9) B - e (- fe) Ay )= B30

= Atm (), 15V~ f(sl) (Bev) «( % Ta) Q(s) dem (ur._'(s)- ;(s)) =0

lo que es una ecuacién que coincide, salvo la ordenacién de los’
términos, con la primera de las (263).

La tercera y cuarta componentes de (326) se escriben a par
tir de la (328) de modo inmediato, como los respectivos coefi-
cientes de (8/*) y (3\’) , siendo evidente que se obtienen
ecuaciones coincidentes con las tercera y cuarta de las (263).

Llegados a este punto resta tan solo escribir la segunda

componente de (326). Para ello explicitamos ' Az(? , qQ) como

forma bilineal simétrica, con dos argumentos (S, éq),
(8(”; , &1)q) , escribiendo solo los términos T en que in~
tervienen (‘)q;(s) 5 mq) (s) , es decir
T= [;::(‘ (A, §'ts1,5) (SAco) ( §° LP(S’)+ (A(s) pls),s)

x (6?'0) ) ( 6"’c,>'(sl)- 9 0(:)(1+A(s»)«u(cf(s\-fm)(&fcs))(é Q)+

+ q@(s]c.n(cr(s)-f(n)(tsAm\(g (fm).(./o. (4 A) e (o1 i) x (331)

x w‘r’(si)(é“(,f(!l’+Y(4+A(S))/wn (((m-{(s»)(th(n)(J"{r(s)h

4 oAt (01— fen) (BA) (63 (51) -V e (pesi ) (BAesa) (8 pusn) .

+ (1+A(31)Aw(<f(s)_f(s))(6/&)(5‘»((:)) — (4+A(®) cn(tf(n-f(s»)x

< (v} 8 gfm)+ (Q(S)(ﬂﬁ«(sncoa(«(m-f’(s)) (dg) (3% m)] ds

Efectuamos ahora una integracién por parte de todos los su-
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mandos que contienen 6(1)QP (s) , es decir, desde el tercer :.

sumando en adelante. La expresién anterior, de la forma

Sy
()] .
T= l [ i Sm(,f’a) +] s S(qnsu] ols (332)

30 .

resulta ser igual a esta otra
@ 5 S 3 "

T= -SY(S.)L'”(:)J& +J [Z(s).J TI(cr)dtr] J(q:'(s) ds (333)

S S

Con el reemplazo de (Ek-l’ Qe _q) " por (f,q) y de
Ak‘—é ,(qk-qk_1) por 5? ,éq la segunda componente de (326} es
~/
una ecuacidén que, cuenta habida de la condicién (azY/ éqz) =0

(4
(recuérdese que YV es lineal en q ), resulta equivalente a

¥ §%e'rs, s, T=o0 (334)

lo que a su vez equivale seglin (333) (y en virtud de un razona-
miento ya efectuado en el teorema 2.3.7, férmula (160) y conti-

nuacién) a las dos condiciones

& s
J Tl ds =0 X ¥sels,,s,3 I‘(s)-J Tl ele=0 (333)
So s

1

que de modo evidente resultan equivaler a estas otras
. N s
L(s)=o 4 ¥S€[$,,541 2-(3)-L Tl de =0 (336)
€

Una comparacidn de (332) con (331) permite escribir de modo
inmediato las expresiones E(s) y T{(s) , con lo que un mero
contraste literal conduce a comprobar que la segunda (336) es

la segunda (263) y la primera (336) es exactamente la iltima de
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las (263). Todo ello en el. supuesto antes seflalado de que 1los
simbolos A _;(s), ‘f'k_l(s), /llk__1, Vk._], Qg AkACs),
Ak‘((s), Ak/‘ s Ak? » (q-9y.y) se reemplazan respectiva~
_ mente por Ags), (f(s),/u, Y, aq, JA(s), sq’(s), J’A, v,
da . '
Efectuada asi la iltima de las comprobaciones, queda com~

pletamente demostrado el teorema 3.2.2 de a;ﬁroximaciﬁn.,
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