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PROLOGO

En este trabajo se propone un modelo de evolucion de un polo de desarrollo
controlado. E| estudio se lleva a cabo a lo largo de cinco capitulos y una serie de
apéndices, cuyo contenido basico se describe a continuacion.

En el Capftulo I se hace una resefia de los antecedentes inmediatos del modelo,
se introduce el modelo justificando sus diversos elementos y finalmente se sugieren
algunas posibles generalizaciones o modificaciones.

En el Capitulo II se obtiene, para el caso determinista y un modelo muy general,
la solucidn dptima. Se determinan asimismo los distintos operadores que conforman dicha
solucion y finalmente se estudia la controlabilidad, observabilidad y estabilidad del
modelo; los resultados mds importantes del final de este segundo capitulo son un método
de simulacidn del sistema para el caso en que se desconozca la situacidn inicial del mismo
y un resultado, intermedio entre la llamada propiedad de separacidn de los sistemnas
deterministas y el principio de sepacion de los sistemas estocdsticos, para aquellos casos
en los que e} estado del sistema no es directamente observable.

En el Capitulo 11l se particularizan los resultados del anterior al modelo concreto
propuesto en su version determinista y en el caso de que el estado del sistema sea
directamente observable. Se proponen algunos métodos numéricos y se analizan los
resultados obtenidos con el ordenador a partir de los programas expuestos en los
apéndices.

En el Capitulo IV se estudia un modelo estocdstico de caracter general. Se
analizan algunas propiedades de la integral estocdstica poissoniana siguiendo el camino
cldsico descrito para la integral de Ito, se establece la solucidn del modelo para el caso de
observaciones completas y se utiliza este resultado para, con ayuda del cldsico principio
de separacidn de los sistemas estocdsticos con funcional de coste cuadrdtico, obtener la
solucidn en el caso de observaciones incompletas y perturbaciones modeladas por procesos
que no son solo de tipo Wiener.

Finalmente, en el Capitulo V, se aplican los resultados del anterior al caso
particular propuesto, previa descripcién pormencrizada de los elementos aleatorios del
modelo. Termina el capitulo con un andlisis de los resultados propurcionados por el
ordenador.

En cuanto a los apéndices, en el A se proporciona una lista de las notaciones
utilizadas mientras que los listados de los programas de ordenador que permitieron el
tratamiento numérico del modelo y una seleccion de las soluciones obtenidas aparecen en
los apéndices D,E,F y G.

En el apéndice B se presentan las demostraciones de dos proposiciones de R.F.
Curtain, relacionadas y utilizadas en el andlisis del modelo propuesto, por una via distinta
a la original.

El apéndice C muestra una lista de teoremas ya conocidos y cuya utilizacidn en
el andlisis del modelo ha jugado un papel fundamental.

Finalmente en el apéndice H se indica la bibliografia, textos o articulos, que, en
mayor o menor medida, ha sido manejada. Las llamadas que se hacen a lo largo del trabajo
sefialan cual ha sido la importancia de cada referencia, aunque en la bibliografia han sido
resaltadas con un asterisco aquellas que, de manera mas notoria, han tenido influencia en
el trabajo.

Por lo que respecta a notaciones, la derivada de una funcidn z respecto del
tiempo, sea parcial o total, se simboliza por z.
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Los capitulos estdn designados por nimeros romanos de 1 a V, y cada uno de ellos
esta dividido en secciones que son identificadas por dos niineros separados por un punto,
indicando el primero el capitulo (1 a 5) al que pertenece y el segundo el orden de |a seccidn
dentro del capitulo.

Las fdrmulas son identificadas por dos niimeros, el priinero, roinano, para indicar
{ + " -
el capitulo (I a V) y el segundo para establecer el orden de posicién de la formula en el
capitulo en cuestion,

Por lo que respecta a la bibliografia, tanto textos como articulos son
identificados por un numero. En el caso de textos la referencia es de la forma {[nf) y en
g
el caso de articulos In).

Por (ltimo, y no solo por razones de tradicidn y cortesfa sino por un elemental
sentido de justicia, quiero mostrar mi gratitud hacia dos personas que han influido de
manera notoria en mi vida profesional, mis maestros D. Francisco Marcos de Lanuza y D.
Sixto Rios Garcia. Asimismo quiero hacerla presente a D. Alberto Dou Mas de Xexds, cuya
ayuda fué inapreciable cuando la tesis andaba en sus balbuceos, y a mis compaiieros de
trabajo o promocidén, muchos de ellos Profesores de esta Universidad, que me animaron
constantemente a emprender esta pequeiila aventura y me ayudaron a vencer la inercia que
para €éllo tenemos aquellos que, por una y otra razdn, no hicimos la tesis a mds temprana
edad.

Quiero también manifestar mi carifio y gratitud a mi esposa que ha visto como
mas de un fin de semana era sacrificado sin que por éllo se produjera ningin drama
familiar. Por el contrario, recibi estimulo.

Un parrafo aparte para el Rectorado y la Direccidn de las Escuelas de Ingenieria
Industrial de la Universidad Pontificia Comillas por la ayuda de todo tipo recibida de éllos,
asi como dejar constancia de la colaboracién prestada por el Centro de Cilculo de la
citada Universidad al poner a mi disposicién toda la configuracién del mismo, gracias a lo
cual he podido obtener resultados numéricos concretos para una serie de casos,
circunstancia que en otro centro de cilculo me hubiera resultado imposible por razones de
tiempo y econdmicas.

No debo ni quiero olvidar tampoco a mis compaiieros del Departamento de
Publicaciones de la U.P.C., D. José Diaz Garcia, D2 Maria José Garcia Cerrillo, D2 M2
del Carmen Galin Pérez, D. Félix Herndndez Martin y D. José Antonio Alonso Valera a los
que corresponde lo mejor de la tesis, su mecanografiado y composicién, labor en la que
pusieron grandes cantidades de paciencia y capacidad, solo explicables por la relacidén de
amistad que nos une,

He dejado para el final, y no por olvido, a mi Profesor, Director y sobre todo
amigo, el Dr. lidefonso Yafez de Diego, pues sin sus criticas, orientaciones y sobre todo
sus ideas y sugerencias, esta tesis estaria tan en el limbo como su autor.

A todos muchas gracias.



CAPITULO PRIMERO

Un Modelo de Polo de Desarrollo
y su Control Optimo




Un Modelo de Polo de Desarrollo
y su Control Optimo

1.1.- Antecedentes inmediatos del modelo

Desde hace una década uno de los objetivos de los métodos econométricos ha sido
la construccion de modelos validos para representar fenomenos de crecimiento econdmico
de caracter regional, tales como los polos de desarrollo.

Partiendo de una articulo cldsico de A. Kuclinski, "Growth Poles and Growth
Centres in Regional Planning", publicado en 1972 en el volumen quinto de Regional
Planning Series, y de unos trabajos de Isard y Liossatos, Hilhorst y Olsder, en el articulo
de la referencia {13], presentan un modelo determinista de desarrollo controlado cuya
dindmica es gobernada por una ecuacidn en derivadas parciales de primer orden no lineal y
cuya solucidn, por aplicacidn del principio de mdximo de Pontryagin, se describe en
términos de las curvas caracteristicas de la ecuacién.

Por otro lado, en el Control Theory Center de la universidad inglesa de Warwick,
en Coventry, a partir principalmente de los trabajos de R.F. Curtain y de las aportaciones
de Pritchard, Ichikawa, Jerczyk y otros, se ha desarrollado durante los dltimos afios una
muy elegante teoria del control, tanto en el caso determinista como en el aleatorio, que
tiene como base la teoria de los semigrupos.

A partir de estas dos lineas de investigacidn, se presenta en este trabajo un
modelo de polo de desarrollo controlado que abarca los casos determinista y aleatorio. El
control va dirigido a minimizar un funcional de coste cuadratico, con lo que se establece
una diferencia esencial con el modelo de Hilhorst y Olsder y una analogfa con e} modelo
del regulador establecido por Curtain y Pritchard en [12] . Este tipo de funcional
permitird, en el caso aleatorio, una generalizacidn del conocido principio de separacidn a
pertubaciones modeladas por procesos poissonianos.

1.2.- Descripcion del modelo

El modelo que se propone pretende analizar la evolucidn e influencia dentro de
una zona, asimilable a un intervalo unidimensional, de un "polo de desarrollo" localizado
en un punto interior de la misma. Tal modelo puede responder a situaciones geograficas,
muy concretas pero reales, correspondientes a zonas en las que las comunicaciones se
realizan basicamente por una via tnica, sea carretera, rio, etc.

Bajo la hipdtesis de que la influencia del polo vendrd medida por la riqueza que el
mismo distribuya por la zona en cuestidn, y que esta riqueza es funcidn uniforme de la
inversién realizada, parece ldgico tomar como variable de estado z(t,x), la cantidad
invertida por todos los conceptos en el instante t en el punto de abcisa x. Supondremos que
el polo esta ubicado en el origen y, sin que ello implique pérdida de generalidad, que la
zona de influencia estd definida por el intervalo {-c,c].

En el caso determinista, la dinamica de la variable de estado z(t,x) es modelada
por la ecuacidn en derivadas parciales parabdlica

3z (tx) 3z (tx)
q 2
at ax

+ u (t,x)



siendo el significado de cada término el siguiente:

a) El miembro izquierdo puede interpretarse como el incremento de la inversidn
en el punto x entre los instantes t y t + At, con At—s0, ésto es, lo que en términos
econdmicos recibe el nombre de tasa de inversidn en el instante t,

b) el primer sumando de la derecha modela el flujo de la inversion entre los
distintos puntos de la zona de influencia, siendo q una constante positiva caracteristica de
la zona que puede interpretarse como la velocidad de propagacidn y

c) u (t,x) refleja la inversidn adicional a realizar en el punto x en el instante t.

La variable de estado debera satisfacer ademas un conjunto de condiciones, unas
de contorno y otras iniciales, que reflejen ciertos aspectos de la naturaleza del polo. En el
modelo escogido estas condiciones son

a)z (t,¢) = z (t,c) = 0, ¥t

b) z (0,x) = f(x), con f(c) = f{-c) = 0

La primera caracteriza a los puntos de abcisa -c y ¢ como los limites de la zona de
influencia del polo, mientras la segunda, junto con la condicion de compatibilidad

f(c) = f(-c) = 0, refleja la situacion inicial del polo y su zona de influencia. El polo queda
asi modelado por un proceso de difusidn.

El objetivo de polo es alcanzar un determinado nivel de inversidn, y por tanto de
riqueza, en un instante t|; dicho nivel vendrd dado por una funcién h(x) definida en {-c,c]
que satisfaga, por razones de compatibilidad, la condicién h(c) = hi-c) = 0.

La medida en que dicho objetivo es alcanzado serd evaluada por el criterio de
minimizar el funcional de coste cuadrdtico

c t [
Wiu,fh) = (hix) - z e, x))2 dx + ! thix) - z {t.x))2 dx dt +
-c 1] -c
t1 [
+ u? (t,x) dx dt
0 -c

en donde el primer sumando representa el intento de minimizar la diferencia final en el
instante t} entre el objetivo propuesto y la situacidn realmente alcanzada; el segundo
refleja el intento de alcanzar el objetivo finai de la forma mas "suave" posible, es decir, al
menor coste social Y, el ltimo representa el intento de minimizar la inversion adicional,
ya que ello permitiria su eventual uso en otros campos; el hecho de considerar u2(t,x) en
lugar de u(t,x) se debe al hecho de que u(t,x) jugard el papel de variable de control y,
eventualmente, podra tomar valores negativos lo que deberd interpretarse en el sentxdo de
que una parte de la inversidn es retirada de la zona de influencia del polo.

La solucién al problema determinista ha sido obtenida tomando como punto de
partida la encontrada para el caso finito-dimensional por Barnett, Arbib y otros cldsicos
del control determinista, utilizando como instrumento de trabajo el desarrollado por
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Curtain y Pritchard en [12], que tiene como base la teoria de los semigrupos.

Ahora bien, la limitacidn al caso determinista no parece proporcionar un iedelo
demasiado adecuado a lo que es un polo de desarrollo, ya que en la realidad el polo y su
zona estan sometidados a perturbaciones aleatorias. Los primeros estudios sobre el tema
del control aleatorio y su resuitado fundamental, el principio de separacidn, datan de una
quincena de afios mereciendo citarse el articulo de W.M. Wonham de la referencia [1]y los
textos de Astrdm y Bensoussan de la bibliografia. En otros articulos citados en la
bibliografia se resuelve el problema del control dptimo bajo perturbaciones derivadas de
un ruido blanco gaussiano y diferentes criterios de optimizacion.

Para nuestro modelo hemos supuesto que la dinamica del sistema esta afectada
por dos tipos de perturbaciones. Uno de ellos, modelado por un ruido blanco gaussiano
derivado de un proceso de Wiener W(t,x) centrado, refleja la existencia de pequeiias, y
dificilmente controlables y medibles, oscilaciones en la magnitud de ia inversidn.

El otro tipo engloba a aquellas pertubaciones que, sin llegar a alterar la dindmica
del modelo ni sus parametros caracteristicos, representan modificaciones impulsivas y de
magnitud considerable de la inversion, tales como huelgas, dificultades temporales en la
adquisicién de materias primas o energia, hallazgo de fuentes de materias primas,
innovaciones tecnoldgicas, etc. Estas perturbaciones se introdujeron en el modelo
mediante un ruido blanco poissoniano derivado de un proceso de Poisson P(t,x) centrado,
compuesto e independiente del proceso de Wiener antes citado.

De esta forma la dindmica del polo queda modelada por

2.
2(tx) _ 92 X) 4y ex) + dW (1, x) + dP (t, X)
at 3 x?

Finalmente, y para reflejar que en la realidad la observacidn de la vaciable de
estado en cada punto y en cada instante es en la prdctica imposible, se ha introducido el
modelo de observaciones k-dimensional

t
y{t,x) = S C z(s,x) ds + v(t)
0

mediante el que se representa el hecho de_que las observaciones se concentran en k
puntos, u "observatorios”, del intervalo [—c,c] y que estos canales de informacion se ven .
perturbados por aiteraciones modeladas segun el proceso de Wiener k-dimensional v{t). C
es un operador valorado sobre RK que sera analizado con mds detalle en el capitulo V.

Asimismo en los capitulos Ilf y V se hace una descripcién a fondo de todos los
elementos del modelo.
1.3~ Generalizaciones del modelo

En esta seccidn se analizan algunas generalizaciones y modificaciones plausibles
del modelo propuesto cuyo estudio no ha sido abordado en este trabajo.

De forma natural la primera generalizacidn consiste en considerar que 1a zona de
influencia del polo es bidimensional, con lo que la dindmica del mismo podria venir dada
por una ecuacidn en derivadas parciales de la forma

azlt, x, y) _ 3%z(, x, y)
at Tox ay

+ ult, x, y)



Una segunda posible generalizacidn seria considerar que la velocidad q de
propagacion es funcidn de t y de x; por ejemplo, del tipo

at-b | x|

qlt,x) = e ,3,b>0

donde la constante a puede considerase como una medida de los adelantos o mejoras
tecnoldgicas y del nivel de comunicaciones de la zona, mientras b da una medida de las
diferencias locales en cultura y tecnologia que se suponen son mas acusadas a medida que
nos alejamos de la localizacidon del polo. Existen en Econometria métodos adecuados para
estimar estas constantes.

Una tercera generalizacién estableceria para z(t,x) un conjunto de condiciones
iniciales y de contorno diferente al propuesto, como por ejemplo:

a) z(t,c) = z(t,-c) = 0, Vt

b) z(t,0) = f(t), con lo que se planifica explicitamente el nivel de inversidn en el
polo en cada instante. Esto obligarfa a una condicién adicional de compatibilidad para la
tuncién h(x) que define el estado final de la zona de influencia del polo, que es h(0) = f(t})

c) 9zlt, c) _ozit, -c} 0
x  dx T

que garantiza la idea intuitiva de que la influencia del polo se difuminara a medida que
nos alejemos de é\.

Podria considerarse también la posibilidad de que el objetivo del polo no quedara
establecido para un tiempo t], sino que quedara determinado para todo instante, esto es,
considerar h(t,x). No parece una generalizacién muy realista.

Si en cambio lo seria la adicidn al modelo de un factor forzante que
representaria una inversion planificada desde el principio e independiente del control
S, s <.
u(t,x). La dindmica del modelo vendria gobernada por la ecuacién

dz(t, x) _ 3% z(t, x)

+ +
at o2 uft, x) +glt, x)

En el capitulo IV se estudia tal posibilidad en el caso general, aunque no fué considerada
en el modelo ya que no aporta un especial interés tedrico, complicando por contra los
cdlculos de manera notable.

Otra via de generalizacidn afectaria a la eleccidn del criterio de optimizacidn.
Hilhorst y Olsder, por ejemplo, en su modelo, maximizan un funcional no cuadrdtico, que
podriamos denominar funcional de mdxima prosperidad, definido por una expresién que,
para nuestro modelo, se formularia como

t1 [
Jis) = I sit, x) plt, x) e' (6 ¥} - rt gy g
0 -c



donde se supone que |a ley de control es de la forma

u(t,x) = (1 - s(t,x)) plt,x) , 0<s(t,x) <1
siendo
plt,x) = e2t-b Ix| z%(t,x)

La justificacion de tal criterio deriva de la consideracién de un polo autosuficiente en e}
que la inversidn es una fraccién de la produccidn p(t,x), destindndose el resto de la misma
al consumo interno. La produccidn es a su vez funcién de la inversidn, siendo la constante
que se supone especifica de toda la zona de influencia del polo, tal que 0 < a < |, en virtud
de una ley bien conocida en microeconomia (ver los textos cldsicos de Castafieda y
Spencer) llamada de las productividades o rendimientos marginales decrecientes. Las
constantes a y b ya fueron descritas antes, mientras que I(t,x) ponderaria el grado de
bienestar que un consumo determinado proporciona a los habitantes de un punto dado en
un cierto instante, mientras r mide la influencia negativa de la inflaccion o de una tasa de
natalidad excesiva. Con ésto el integrando de J(s) se puede interpretar como una
ponderacidn del bienestar que el consumo s(t,x) p(t,x) proporciona en la zona infinitesimal
dx durante el tiempo dt. Con J(s) se trataria de optimizar la prosperidad total, pero con
este modelo no hay objetivo final concreto definido lo que no parece estar muy en
consonancia con la prictica usual de establecer planes de desarrollo con objetivo concreto
a plazo determinado. Por otra parte, asi como hay métodos econométricos para
determinar r no existen para la determinacién de I(t,x), siendo ésta una razdn para
abandonar dicho modelo.

Finalmente, en el caso aleatorio, podria buscarse una generalizacion en el
sentido de modelar las perturbaciones por procesos mds generales y considerar como
continuo en el espacio el proceso de observaciones y, aunque ésto dltimo no parece muy
realista, en el capitulo cuarto se considera tal posibilidad.
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L1

o bien

1.2

donde

El Modelo Determinista
Caso General

Formulacién del modelo
Supongamos el sistema controlado

z (1) = A(t)z(t) + B(t,u(t)), z(0) = zg

t
z(t) = Tyzp + 5 Ti-s B(s,u(s)Mds, t<tj<oo
0

- Tt es el semigrupo generado por A,

-2,2p0€ H,u e,LZ( o4}, E ) , siendo H y E espacios de Hilbert reales y

- B(t,u(s) € B,([0,t1] 3 LIEH)) = | Espacio de funciones definidas en el
intervalo [0,t]] con valores en el espacio de aplicaciones lineales continuas

entre E y H, que son fuertemente medibles y uniformemente acotadas en
normat.

En particular B puede ser independiente de t y L2([o,t;]; E) puede ser

concebido como el espacio de leyes de control admisibles.

expresion

1.3

Al dominio de definicion de A lo simbolizaremos por D(A).

A este sistema controlado le asociaremos un funcional de coste dado por la

W(u; zg) = < h - 2(t;) , Klh - zit, ) > +
4
+ j <h-z(s),Fls; th-z())) >ds +
0

t
+ j‘ < uls), Gls;uls)) > ds
0

donde (e, e) es el producto escalar definido sobre H o sobre E, siendo la distincion obvia
en cada caso. Los operadores que aparecen en la expresion de W son tales que

~-Ge IBOO [0,t)}; L(E) 'y, para todo valor de t en el intervalo considerado, es

autoadjunto, definido positivo y ademds G satisface la relacidn

<U), Gl nit)>>c2 Nu K2



?

para casi todo t, todo u(t) y algin c2. El que G sea definida positiva refleja el hecho de
que todo control acarrea un coste,

- K € LH) y FEB([0,t1], L(H)) y ambes son autoadjuntos y definidos
positivos. No hay ninguna dificultad adicional en suponerios semidetinidos lo que reflejaria
la posibilidad de que algunos estados no tuvieran asociado coste alguno. Tanto F como G
pueden ser independientes de t.

-h € H.

Se trata de encontrar la ley de control dptima u* € L2 ([0,t{], E) que
minimice W(u;zg)

En lo que sigue,y para facilitar la notacidn,expresiones tales como

G(t,u(t))
u otras que representen composicion de aplicaciones serdn representadas como
G(1) u(t)
salvo que pueda inducirse error.
La solucidn al problema de encontrar la ley de control dptima viene dada por

el siguiente teorema

2.2. Teorema fundamental

La ley de control que minimiza W(u;zg) es la dada por
IL% uo(t) = - G-1 B* S(t) z(t) - G-1 B* m(t)
es decir, la combinacidn de la ley de control por retroalimentacion
.5 -G-1 B* s(t) z(t)
con la ley de control de bucle abierto
n.e -G-1 B* m(
siendo 5(t) un operador continuo en el intervalo [0,t]] ,perteneciente a L(H) y autoadjunto

Y que es la dnica solucién de la ecuacién de Riccati definida sobre [0,t)] en Ia siguiente
formulacion de producto escalar

d
1.7 <Et— Sitly, w>+<Sit)y , Aw> + <Ay ,Sltyw> + < Fy ,w> —

—<S{1BG B "Sit)ly,w>=0,cony, we D(A)
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y con la condicidn
n.s sty = K

Por su parte m(t) € H satisface la ecuacién diferencial

9 <9 mit),w>-<Fhw>(A" ~SM)BG'B () mit), w>=0
dt

con la condicidn
.10 m(t)) = -Kh

El valor minimo de W(u;zg) viene dado por

4

WWP; zg) = <h, Kh > + 5 <h, Fls)h>ds + < 75, SI0) z5 > +
.11 o
Y
+2<zy, m0}> - s < mis), BG B" m(s) > ds
0

El diagrama de bloques del sistema correspondiente al control Sptimo es
entonces el representado en la figura I1.1

m

Fig. 111 A




A A SR dan IR Ak

LEAREE S it e e
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Utilizaremos el método de Pontryagin y su Principio de mdximo para la
demostracion. Dada la particular estructura de la funcion a minimizar formamos el
siguiente hamiltoniano.

.12 X =<h =2(t), Fth — z{t)) > + < uft), G ult) > + < plt), Az{t) > + < p(t), Buit) >

al que asociamos el sistema de ecuaciones diferenciales con estructura formal de producto
escalar

. F]
<z(t), w>= a—gg =< Az(t) + Bu{t) , w > = z(t) = Az(t) + Bu(t)
[Lt3

; ?
<wa>=2<Hh-wnw>—<A.MLw>=-§ con weH

con las condiciones iniciales

<h- h -
IL14 200) = 2 , < plt,), w > = z";'zm 2 > =-2 <Klh - zit,), w >

t=t,

El principio de mdximo de Pontryagin establece que W(u3;zg) serd minimo si
elegimos u de forma que maximice J€. Para ello anulamos la derivada de JC respecto a u

aJe .
'a-J=2<Gu(t),w>+<B p{t), w>=0

y, como Jo anterior se cumple para todo w ¢ H, se ha de verificar

2G ult) + B* pl(t) = 0

de donde el control dptimo es de la forma
IL15 ut)=-§ G-I B* p(v)

Sustituyendo IL.15 en [Il.1 obtenemos
z2t) = A z{t) - BG"' 8" p(1)
.16
<plthw>=2<Flh—zith,w>—-<A" pth, w >

Siguiendo la pauta marcada para el problema dei regulador en el caso finito-
dimensional, consideremos una solucién de la forma

.17 p(t) = 25 (1) z(t) + m(t))

donde 5(t) € L(H) es autoadjunto.
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Substituyendo 11.17 en I[L.16 y desarrollando obtenemos

dsit .
2< (T:—’) (t), w> + 2 < S(t) z(t).W>+2<gr—:g'W>=2<F”“Z“”'

~ 2 < ATIS() 2(t) + m(t)), w >

ds(t)

de donde <
(<%

) zit), w> + < Slt) A z{t), w > — < Slt) 8G'B° S(t) z{t), w> —

dmit)

—<SMBG ' B mith w>+< o

w>=<Fh w>—-<Fz{t), w> —

<A S zlt), w> - <A  mit), w>

Como lo anterior ha de cumplirse para todo w & D (A), se deducen de
inmediato las dos relaciones

L3 <33y w> <Ay, SIIW> +<Si)y, Aw> + <Fy, w>—
. dt

~< st BG'B" S(t) 2it), w>=0 Yy, we D(A)

dm(t)

™ ‘w>-<Fh,w>+<(A" =St BG "B ) mith, w>=0

.19 <

Por su parte la condicidn inicial 1l.14 se traduce en
% plty) = S(ty) z(ty) + mlty) = <K (h-2(t}))
y, como €sto ha de cumplirse para toda funcidn z, se ha de verificar
5(t)) = K, m{ty) = -Kh
y obtenemos como ley de control dptima
uo(t) = -G-1 B (5(t) z(t) + m(t)

con un valor final

.20 wolt)) = -G-1 B* (S(t)) z(t}) + m(t])) = G-1 B* K(h-2z(t}))
y un valor inicial
11.21 u2(0) = ~G-1 B* (S(0) zo + m(0))
donde S(0) y m(0) los determinaremos mas adelante.

Ahora bien, en [12] Curtain y Pritchard prueban que la ecuacién IL18 tiene
solucidn dnica en la clase de los operadores autoadjuntos, por lo que el operador S(t}
coincide con el operador obtenido por ellos por medio de relaciones de recurrencia

andlogas a las utilizadas mds adelante en esta misma seccidn. Por consiguiente podemos
utilizar el principal resultado obtenido en [11}y abordar luego el estudio del término m(t).
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Dicho resultado establece que S(t) satisface la ecuacion integral

v

.22 S(t)y = U*(t,t) K Uty,tly +
: 3]
+ | UxGs,t) | F(s) + S(s) B(s) G=1 B*(s) S(s)} U(s,t) y ds
. t

donde U(s,t) es el operador de evolucidn suave correspondiente a la perturbacidn de Tt por
- BG-1 B* S(s)

A partir de 11,22 se demuestra que el operador S(t), tal como se prueba en la
siguiente proposicion, satisface algunas importantes relaciones.

Proposicién 1.1
El operador S(t) satisface la relacion
1)
.23 S(tly = U*(T1,0) K Tty + U*(S,t) F Tg_t y ds
t
donde U(t,5s) es la perturbacién de Ty por -BG-1 B*S(s).

En efecto dado que

t)
S(t)y = U*(t,t) K Uty,t) y + S U*(s,t) (F(s) + S(s) BG-1 B* $(s)) Uts,t) y ds
t

s
Uls,) y = Ts_r y - St Ts.y BG-1 B* S(v) U(v,t) y dv

resulta, por substitucidn, que

t
S(tly = U*(t[,t) K Tey-ty - U, K L Tt)-s BG-1 B* S(s) U(s,t) y ds +

t
+ S U*(s,t) (F(s) + S(s) BG-1 B* S(s)) Ts-tyds -
t

: t] s
s 'S U *{s,tXF(s) + S(s)BG-1 B*S(s))l] Tsoy BOVIG-1(V)B*(v)S(v)U(v,t) y d\st =
t t
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1)
= Ut 0K Ty gy + S U*(s,t) F(s) Tg.t y ds
t

t]
+ St U*(s,t) S(s) BG-1 B* S(s) Tg_y y ds

ty
- U(t),t) K 5 Tyy-s B8G-1 B* S(s) U(s,t) y ds -
t

ty .t
- g 5 U*(v,tXF{v) + S(v)BG-1 B*S(v)ITy_g B(s)G-1(s) B*(s)S(s)U(s,t) y dv ds
t s

ty
U= (t),t) K Tep-ty + j U*(s,t) F(s) Tg_t y ds +
t

+

t1
S U*(s,t) Ss) BG-! B* S(s) Tg_y y ds -
t

[}

ty
5 U *(s,t) {U*(tl,s) KTg)-s BG-1 B* S(s) U(s,t) y +
t

+

t
S U*(v,s) (F(v) + S(v) BG-1 B*S(v)) Ty_g BG-1 B* 5(s) Uls,t)y dv}ds -
s

ty
= U*(t,) K Tep-ty+ S U*(s,t) F(s) Ts_¢ y ds +

t

t]
+ S U*(s,t) S(s) BG~! B* S(s) Ts_¢ yds
t

1y
- s U*(s,t) {U*(t[,s)K U(t},s)BG-1B*S(s)Tt y +
t
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t
+ 5 U* (v,s) (F(v) + S(v) BG-1 B* S(v))U(v,s) BG-t B* S(s) Tg_y ydv}ds =
t

)
=U*t,t) KTyt v+ s U*(s,t) F(s) Ts-t yds
t

como se queria demostrar ya que el interior de la llave es precisamente
S(s) BG-1 B* S(s) T4,

Es inmediato, teniendo en cuenta el caracter autoadjunto de S, K y F, que
también se satisfacen las relaciones

ty

.24 Sy = T}, KUty s S F(s) Uls,t) y ds
t

11.25 S(t)y = T:l'f KTep v+

t
+ S T:_t (F(s) - S(s) BG-1 B* S(s)) Ts.t yds
t

Vamos a volver de nuevo a nuestro problema para intentar establecer una ley
de recurrencia para m(t) que permita analizar por un lado las propiedades de la ley de
control dptima y por otro facilitar un posterior tratamiento numérico del problema.

Determinacion de m(t)

. Siguiendo la pauta marcada en[12] para la determinacidn de S(t) consideramos
la sucesion de leyes de control admisibles definida por



t6

.26 Unlt) = Lalt,z(0)) - G=1 B* mp_(() = Lp(t) z () - G-1 B* mp_y ()
y sugerida por la expresidn obtenida para la ley de control dptima. Con esta ley de control
la salida del sistema 11.1 la designaremos por zn(t) y tendremos

t
.27 zZp(t) = Ty zo + Tios B(s) (Lnfs) zn(s) - G-I B* my_q (5)) ds

(o]
que podemos también expresar como

t

11.28 Zn(t) = Un(t,o) 2o - j Un(t,S) BG—I B* mMnp-§ (5) ds
(]

donde Up(t,0) es el operador de evolucién suave perturbado correspondiente a la
perturbacion de Ty por B(t) Li(t), es decir, 1a solucidn unica de la ecuacidn integral

t
.29 Un(t,O)Zo =Tt zo + S Ti-s B(s) Ln(S) Un(SyD) zo ds
o

La expresion 11.28 es ciertamente la representacién de un sistema libre
>
cuya version controlada es

t
11.30 Zn(t) = Up(t,0) zg - 5 Unlt,s) BG-1 B* my_(s) ds +
(o]

t
+ S Up(t,s) B(s) B(s) Up(s) ds
0

donde Ge L2 ( [o.t1]:E ) viene definida por
131 Un(t) = ult) - up(t)

El operador L,(t) se define, en forma andloga a la expuesta en IIZ] por la
recurrencia

Ln (5 y(0) = Lp(t) y(1) = - G=1 (t; B* (t; Sp_p (,y()))) ,Lo() = 0

Fr (5 y() = F(,y(t) + Ly (G (15 Ly (13 y())))
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Sn (t;y(t))=U?\[(t1.t);K (Unl(tlyt);y(t)l)l *

ty
+ st uh \[(s,t); Fn (s, Un ((5,1); () l ds

* . . N
donde por U; designamos al operador adjunto de Up, como es usual. Las anteriores
formulas de recurrencia, con el convenio establecido inicialmente, adoptan la siguiente

mds cédmoda expresion
n.32.1 Ln(t) = - G-L{t) B*(t) Sp_p (1), Lo(t) = 0
1.32.2. Fa) = F() + LY ()G (1) Lp (V)

11.32.3. St y = Up (t1,) KUp{t,)y +

t] .
+ j UR (s,t) F (s) Up (s,t) y ds
t

Teniendo en cuenta las condiciones exigidas a los operadores B, K, F y G, Fj
y Sp son autoadjuntos.

De I.32.1 se deduce ademds que

G (1) Ln(t) = ~-B*(t) Sn-l(t)

LA(t) G(t) = -Sp-1(t) B(t)

Partiendo de sistemas no perturbados por mp(t), es decir, sistemas de la

forma
t
.33 zn(t) = Up(t,0) zo + S Up(t,s) B(s) up(s) ds
o
se prueba en [12] que
11.34 {zp(t), Sty zp(t) > = < znlty), K znlty) > +

t
\ + S ¥< zn(s)y Fnls) zc (s) > -2 ( znls), Snls) B(s)u(s) ) } ds
i ) t



y que para la ley de control up(t) = Lp(t) zh(t) y zo fijo se cumple
.35 WOun;ze)= ( zo, Sn(0) 20 >
y que WO(up; zo) decrece monotonamente con n.
Estos resultados son probados en e} apéndice B por una via diferente a la

utilizada en [12] con el resultado adicional de la proposicion Bl.

Las siguientes proposiciones caracterizan las propiedades de m(t)

Proposicion 11.2
Larelacion 119 sugiere la idea de considerar la ecuacién de evolucién
m(t) = - (A% - S(t) BG-1 B*) m(t) + Fh

i1.36
m(t)) = - Kh

Como - (A* - S{t) BG-1 B*) genera el semigrupo U*(ty,t), dual del semigrupo
U(s,t) generado por (A-BG-1 B* S(t)), tenemos que

ty
.37 m(t) = -U*(t),t) Kh - S U#*(s,t) Fh ds
t

es la solucion suave de [1.36 . Vamos a probar que I1.37 satisface larelacién IL.19 y
es ademds la unica solucidn duerte de 1136 .

En efecto, considerando el cardcter diferenciable de U(t,s) respecto a su
segunda variable y el teorema de 3 de la lista, tenemos que

< dm(t)

‘WS =< - [ (A*-5(1) BG-1 B¥) U*(t],1) Kh +

1
+ s -(A* -S(t) BG-1 B*) U*(s,t) Fh ds - Fh I W=
t

3!

= (- (A*-S(t) BG-1 B¥) { ~U*(t,t) Kh - s U*(s,t) Fh ds } +Fhyw) =

t

=- ((A* -5() BG-1 B*) m(t), w > + ( Fh,w)

tal como se queria probar.



La segunda parte de la proposicion es algo mds delicada. Por aplicacion de la
relacion .34  se tiene que

.38

t1

* — T *
Tt-S S(s)y = Ttl—t KU(t],s) y + IS T vet FU(v,s) y dv

Supongamos entonces que TH K y T F aplican H en D (A*), que A* es
cerrado y que para todo y € H son finitas las integrales

) t1
so jaxTikyfat y L fA* T} Fy| dt

Bajo las anteriores condiciones se tiene que
T:-s S(s) t H — D(A¥*)
ti

* * - * *
AYTY Sy = A* T} K UGLs)y + Ss A T).

¢ FU(v,s) y dv

y ademds el primer miembro es integrable sobre [O,tl] ya que, por hipdtesis, lo son los
dos sumandos que lo configuran.

Entonces, en virtud del teorema & de la lista de los utilizados de la teoria
general de semigrupos, se tiene que el operador (A* -S(1) BG-1 B*) genera un operador de
evolucion casi fuerte y,por el teorema 6 de la lista,e'sto es suficiente para que 1136 tenga
una unica solucion fuerte.

Esta proposicidn sugiere, en forma andloga a la establecida por Curtain y
Pritchar en [12] ,una ley de recurrencia cuyo limite fuerte sea precisamente m(t) tal como
se explicita en la proposicion siguiente,

W AR v e

TR IEPT ey AR -
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Proposicion II. 3

Consideremos las recurrencias

11.39. 1 up(t) = Ln(t) z(t) - G-1 B* mg_j (1)

t]
mplt) = -U; (ty,t) Kh - 5 U; (s,t) [ F(s)h+(Sp(s)-Sp-1(s)BG-1 B2*my,_1(s)|ds
t

i1.39.2
mo(t) =0

donde Ly, Sp y Up son definidos por las recurrencias de las férmulas  11.32.

La sucesidn mp(t) satisface, para todo h € D{A), la ecuacién diferencial

<mplt), y > = - ¢ mp(t), (A-BG-1 B*Sp_j(t)) y> + <F(th, y >
.40 + ¢ (Spft) -Sp-1(1)) BG-1 B* mp_)(1), y >
con mp(ty) = - Kh, para todo n

y para n —-00 converge fuertemente a m(t).

En efecto; por aplicacién del teorema 3 de la lista de teoremas generales a
[L.39.2. tenemos que

<mp(t), y > = ¢ (A*-Sp_1(t) BG-1 B*(1)) U; (t1,)0Kh, y > +

ty
+ s < (A*-54_(t) BG-1 B"(t))U;(s,t) [F(s)h +
t

« (Sn(s) - Sn1(s)) BG-1 B mn_l(s)]. y> ds

+ CF(h + (Sp(t) - Sp- () BG-1 B* mp_y(t), y > =
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= CURMty,t) Kh, (A-BG-1 B* Sp_j(t) y > +

ty

+ 5 <U;(s,t) [F(s)h +(Sp{s)-Sn-1(s)) BG-1 B* mn_l(s)] AA-BG-1B*S_{()y> ds
t

+ <F(th, y> + <(Snls) - Sn-t(s)) BG-1 B* mq_g(t), y > =

t1
== (-UNT1,Kh - _\'t U (syt) [F(s)h + (Sn(s)-Sn-1(s)) BG'IB*mn_j(s)].

(A-BG-1 B* Sp_(1) y > ds +
+ CF(h, y > + < (Sp(s) -Sp-1(s)) BG=L B* m_y{t), y > =
=- ¢ mpt), (A-BG-1B*sS () y> + ¢Flh,y>+
+ ¢ (Sp(t) - Spo1 () BG-1 B* mp_1(t), v >

tal como se queria demostrar. La condicidn mp(t}) = -Kh se obtiene por evaluacidn
inmediata sobre 11.39.2

De las propiedades deducidas por Curtain y Pritchard para Sp(t) y Up(s,t),
entre las que se encuentra las de ser uniformemente acotados en norma en n, deducimos
de la definicion de mp(t) que éste es también uniformente acotado para todo t € [0,t1] .

Aplicando entonces el teorema de convergencia dominada de Lebesgue paran — @
obtenemos la convergencia fuerte de mp(t) a m(t).

Volvamos de nuevo a la sucesién de sistemas controlados definida por la
expresién 11.30 para utilizarla en la demostracidn de la proposicidn siguiente.

Proposicidn 1.4

Con z,(t) definido por [1.30 se satisfacen las dos relaciones siguientes

t]
a) < z(t), Snlt) za(t) > = < znlty), K zalt)) > + S < znls), Fn(s) zn(s) ) ds
t

t]
-2 § ¢ zp(s), Spls) B (il(s) - G-1 B* mpy(s) > ds
t
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t
b) < Zn(t), mp(t) > =~ ¢ zplty), Kh > - < B(is)-G-1B* mp_1(s)), mp(s) > ds
t

ty
- S < znls), F(s)h + (Sp(s) - Sp-1(s)) BG-1 B* mp_((s) > ds
t

La relacion (a) es inmediata pues es la particularizacion de 11.34 al sistema
11.30.

La relacion (b) la probaremos substituyendo los elementos del primer
miembro por las expresiones .30 y 1l.39.1. respectivamente.

Resultara asi
t
< zn(t), mplt) > = ¢ Un(t,0)7 + j Un(t,s) B(s) (Tin(s) - G=! B* mp_(s)) ds,
o
ty
- U G, Kh - St Uk (r,0) [F(r)h + (Sp{r)-Sn-1(r)) BG- B* mn-.m] dry =
=~ < Up(t,0) 2o, U; (t],t) Kh>
t
. S < Un(ts) BLS) (@n(s)-G-1 B* mq_1(s)), U* (t1,8) Kh> ds
¢

t

- Up(t,0) zq, S U:‘ (r,t) [F(r)h + (Sp(r) -Sn-1(r)) BG-1B* mn_l(r)]> dr

t

t
- < S Un(t,s) B(s) (Gn(s) - G-1B*mq_j(s))ds,
o

t]
S U;(r,t) [F(r)h + (Sp(r)-Sn-1(r)) BG-1 B* mp_1(0)]> or
o

t]
== { Up(t},0) 2o + S Un(tq,s) B(s) (Gn(s) - G=1B* mp_1(s) ds, Kh >
o
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< S Un(tg,s) B(s) [Gn(S) -G-1B* mp_1(s)ds, -Kh >
t]
S < Up(r,0) 2o, F(r)h + (Sp(r) -Sp-1(r)) BG-1B* mp-1(r) > dr

t) r
S 4 s Up(r,s) Bs) (up(s) -G-1B*mp_1(s)) ds, F(o)h +
o

+ (Sn-1(r)} BG-1 B* m_j(r) > dr

t

t] r
s < s Un(r,s) B(s) (Gn(s)-G-1B*mp_(s)) ds,
t

F(t)h + (Sp(r) - Sp-y () BG-1 B* mp_1{r) > dr =

- < Zn(l)y Kh )

t

3! r
S L4 Un(l’,o) Zg + s Un(r,s) B(S) (Gn(S)—G_lB* mn_](S)) ds,
[+

F(t)h + (Sp(r) - Sp_i(r)) BG=1B* mp_j(r) > dr

t

t It

t]
S < B(sXun(s) -G-1B* mp_y(s)), - U; (ty,s) Kh > ds

tier
S < B(s) (Gn(s)-G-1B* mp_j(s)),

- U*(r,s) [F(r)h + (Splr) - Sn-1(r)) BG-1 B* mn-l(r)] >ds dr =

- < zp(t)), Kh > - s
t

t1

< zp(r), F(o)h + (Sp(r)-Sn-1(r) BG-1 B*mp_1(r)> dr
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t)
- S < B(s) (Onls) -G-1B* mp_1(s)), -U :(tl,s)Kh> ds
t

tl ty .
- s { B(s) @n(s) -G-1B* mp_1(s), - I U*(r,s) F(rih+
t S

+ (Sp{r} =Sp_1 (1) BG-1 B* mp_y(r) ] dr > ds =

ty
== Zn(tl), Kh) - s < zp(r), Flo)h+(Sp(r) —Sn_l(r)) BG-ip* mn_l(l')> dr
t

t]
- s. B(s) (Tn(s) -G-1 B* mp_1(s)), - U; (t,s) Kh -
t

1]
s' U*(r,s) IF(r)h + (Sp(r) -Sp_1(r)) BG-1B*m,_1(r) 1 drds=
s

ty
=- {zp(ty), KhD - S { zp(r)y FEOB+(Sp{r)-Sn-1(r)) BG-1B*mp_y(r) > dr
R .

)

- S < B(s) [Un(s) -G-1B* mp_((s)), mp(s) > ds

t

tal como se queria demostrar. En particular y cuando n— o0, como
up(t) ———= - G-1B* (S(1) z(1) + m(t)

si tomamos como entrada este valor limite, tendremos Up(t) = 0 y las expresiones (a) y (b),
para t = 0, toman en el limite los valores

t]
.41 (20, S0z > = Cz(t]), Kz(t)) > + j’ < 2s), (F+SBG-1B*S(s))z(s) > ds
Q

t)
+2 { zls), S(s) BG-1 B* m(s) > ds
o
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t]
.42 {Zoy MO > =- (2(t]), Kh > + {BG-1B*m(s), m(s) > ds
(o]

t
- s {z(s), Fshh > ds
o

Proposicidn L5

El coste minimo para la ley de control dptima

wo(t) = - G-1B* (S(t) z(t) + m(1))
viene dado por

t1 R
W (u%z0) = ( h,Kh > + {h,Flsh > ds + (20,5(0)z0 > +
o

IL43

t1
+2 (zo,m(0)) - ( m(s), BG-1B* m(s) > ds
o

En efecto:
t

W (u9;zq) = (h-z(ty), K(h-2(t;1) > + C h-z(s), F(sXh-z(s)} > ds
)

ty
+ S { G-1B*S(s)z(s) + G-1B*m(s), B*S(s) z(s) + B* m(s) > ds
o

t
=h,Kh) + (h, Fs)h)> ds +
[s]

1

t]
+ S {G-1B* m(s), B*m(s) > ds -2 (h,Kz(t))> -2 { h,F(s)z(s) > ds +
o o

ty ty
+ Zi C z(s), SBG-1B* m(s)> ds +  z(t]), Kz(t]) >+ 5 < z(s),F(s)z(s)Dds+
)

ty t
+ S { G-1B*5(s) z(s), B*S(s) z{s) > ds = ¢ h,Kh > + S { h,F(s)h > ds-
0 s}
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t
- s {mls), BG=1B* m(s) > ds + 2 l - (hKz{t])) -

o]

1)
- { hyF(s) z{s) > ds + I

o

t)
< BG-1B*m(s),m(s) ) ds l
o

t
+ (zlty), Kz(t) > + j (z(s), (F(5)+SBG-1B*S(s))z(s) > ds +
)

ty
+2 j < z(s),5(s)BG-1B* m(s) > ds
o

ty ty

<{h,F(s)h > ds - j < m(s),BG-1B*m(s) D ds

o

= (hKh>+ S

)
+2 {20, M(0) >+ (20,5(0) zo >
como se queria demostrar.

Vamos por ltimo a establecer en cuanto se incrementa este coste minimo
cuando en vez de la ley de control ptima u0 alimentamos el sistema con la entrada

U (t) = uo(t) + ult)

A tal efecto adoptaremos la siguiente notacidn

z(t) = U(1,0) z4

t

zo(t) = 2(t) - S U(t,s) BG-! B* m(s) ds
o

_ t

z{t) = zO(1) + j U(t},s) Buls) ds
o

para las salidas de los sistemas cerrados, abierto con alimentacidn dada por la ley de
control éptima y abierto con alimentacidn regida por la entrada u(t) respectivamente.
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Proposicién I1.6

t]
.44 WuO+u;zg) - W(uO5zg) = S < u(s),Gu(s) > ds
o
En efecto; designemos por D{u;zo) al primer miembro de  [1.44.

Se tiene

3!

D(uszo) = < h - Z(ty), K(h-Z(t)) > + J < h-2(s), F(h-Z(s)) > ds +
o

141
+ S ¢ -G-1B*(S(s)Z(s)+mi(s))+uls),-B*(S(s)Z(s)+m(s)) + Guls) > ds
o

t
< h-zO(t{),K(h-20(ty) > - J € h-2z9(s), F(h-z0(s)) > ds -
o

ty
- j ¢ -G-1B#* (5(s)z0{s)+m(s)), -B*(S(s)z0(s)+ml(s)) > ds
o

tq tq
< j uU(tt,s) Bu(s) ds, K J U(t,s) Bu(s) ds >
0 o

t]
- 2< K(h-z9(t1)), J U(t1,s) Bu(s) ds >
Q

t s s
+ < j U(s,r)Bu(r) dr, F J‘ U(s,r) Bu(r) dr > ds

(o] o o

t] s
-2 j < F(h-z%(s)), j U(s,r) Bu(r) dr > ds

o 0

s

t] s
+ s ¢ G-1B*s(s) j U(s,r) Bulr)dr, B*S(s) 5 Uls,r)Bulr)dr > ds
Q o

o]

t1 s
+2 5 ¢ G-1B *(5(s)z9(s)+m(s)), B*S(s) J U(s,r)Bu(r)dr > ds
[o] e]
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ty
-2 s < B*(S(s) zo(s) + m(s)), u(s) > ds

o

ty s
-2 j < B*S(s) j Uls,r) Bulr)dr, u(s) > ds
o

tH
+ j < uls), Gu(s) > ds

(]

Ahora bien, consideremos la suma de los términos primero, tercero y quinto.
Dicha suma es igual a

[t
j j < U(ty,s) Buls), KU(t,r) Bulr) > dr ds +

¢] o

t] (s s
+ “ (5 U(s,r) Bu(r)dr, (F+SBG-1B*S(s)) j U(s,r)Bu(r)dr » ds=
o Jo o

ty ]
=2 j j ¢ U(ty,s) Bu(s), KU(t1,r) Bulr) > dr ds +
o s
(t] (s s
+2 5 < U(s,r)Bu(r), s (F+SBG-1B*5(s)) U(s,w) Bu(w)dw > dr ds =
o Jo r

(1) ('t}
=2 5 < U(t1,s)Bu(s), KU(t],r) Bulr) > dr ds +
JO S

ty [ty (U
+2 j s < U(w,s)Buls), (F+S(w)BG-18*S(w))U(w,r)Bu(r} > dw dr ds =
o
(U
=2 j < U(r,s)Buls), U*(t},r) KU(ty,r) Bul(r) > dr ds
o Js

t1 ty t .
+ zj < U(r,s)Bu(s), 5 U *(w,rF+S(w)BG-1B*S(w))U(w,r)Bulr)dw > dr ds =
o s r
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ty Yy
=2 I < U(r,s) Bu(s), U*(t],r) KU(t],r) Bu(r)
o Js

ty
+ J U*(w,r) (F+S(w) BG-! B* S(w)) U(w,r) Bulr) dw > dr ds
r

t1 ty
=2 g < Ulr,s) Bu(s), S(r)Bulr) > dr ds
o Js

t] [t
=2 j < B* 5(r) U(r,s) Bu(s), uir) > dr ds
o Js

tl s
=2 j j { B* S(s) U(s,r) Bulr), u(s) ) dr ds
o “o

t1 s
=2 s { B* S(s) j Ul(s,r) Bu(r) dr, u(s) > ds
o

(o]

expresidn que se anula al sumarla con el noveno sumando de D(u,zp). Asi, la expresion de
D(u,z4) queda reducida a

ty

Dlu,zg) = -2 { K(h-20(1})), S U (t1,s) Buls) ds >
o

t1 s
-2 € F(h-29(s)), s U(s,r) Bulr) dr > ds
o o
) o

ty

ty
2 § { B* (S(s) z0(s) + m(s)), uls) > ds
+ 2 S

s
< B* (S(s) z9(s) + m(s)), G-1 B* S(s) j U(s,r) Bu(r) dr > ds
o] [o]

t)
+ S {uls), Guls) > ds =

o

i
§
13
H
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ty ty
=2 s ¢ B* (-U*(t],s) Kh - S U*(r,s) Fh dr), u(s) > ds
o s

] ty
+ 25 CBRU*(t),s)Kz0(t)+ s U*(r,sHE+S(r)BG-1 B*S(r))z0(e)dr)uls)> ds
0 s

) t
-2 5 < B*m(s), u(s) > ds - 2 j < B*5(s) z0(s), uls) » ds
o

o

ty At
+2 s < S B* U*(r,s) S(r) BG-! B* m(r) dr, u(s) > ds
o Js

ty
+ s ¢ uls), Guls) > ds
ty
=2 5 < B* m(s), u(s) > ds

ty t
-2 5 < B* { U*(t,9)K S U(t1,r) BG-1B* m{r) dr +
o o

t] .
+ S U*r,s) (F+S(r)BG-1B*5(r)) [ S U(r,w)BG‘lB*m(w)dw] dr } ,uls) > ds
s °

ty
-2 S < B* mls), uls) > ds

o

t1 s
+2 5 < B*5(s) S U(s,r) BG-1 B* m(r)dr, u(s) > ds
o )

ty t
+2 S < j B*U*(r,s) S(r) BG-1B* m(r)dr, u(s) > ds
o S

t§
+ S 4 ”(5)9 Gu(s) > ds =

0
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ty s
= -4 { B* { U*(ty,s) KU(t),s) 5 U(s,r) BG-1 B* m(r)dr +
o o

1y r
+ S U*(r,sXF+S(r)BG-1B*5(r)) [j U(r,w)BG‘IB*m(w)dw] dr } , uls)> ds
s o

t] s
+2 5 {B*S(s) j U(s,r) BG-! B*m(r) dr, u(s) > ds
o )

ty ty
+ 2 (B* 5 U*(r,s) S(r) BG-1B* m(r) dr, u(s) > ds
o s

t
+ ¢ uls), Guls) > ds =
0

t s
=-2 S < B8*s(s) 5 U(s,r) BG-1B*m(r) dr, u(s) > ds
o o

t} s
+2 S {B* S S(s) U(s,r) BG-1B* m(r) dr, u(s) > ds
o o

ty

+ j < u(s), Guls) > ds =
o
t)

= S ¢ uls), Gu(s) > ds
o

como se queria demostrar,

Con la demostracién de esta proposicién queda completada la del teorema-
base de este capitulo, pasando a continuacidén a analizar un método para determinar S(t) y
m(t) en un caso particular pero intimanente conectado con el problema propuesto.



32

2.3.- Determinacién de S5(t) y m(t) en el caso de que el generador A sea autoadjunto
con autovalores de espectro simple.

Vamos a basarnos en el teorema 7 de la lista para determinar S(t) a partir de
la ecuacidn 11.18 en el supuesto de que los autovalores de A son simples. Designaremos
por gn a la autofuncion asociada a Ap

Tendremos entonces que

00 o0
y= Z <V.9,> 9, = 2 Vo9, .cOny =<y, g >
n=1 n=

y por otro lado

sit) g, =

g

<S8y O >0 = D Samlt) O
m=1

]

m=1

por lo que, supuestos posibles todos los desarrollos, se tiene

00 o0

145 Shy= 2. v, Slg,= D D Yy samitgn,
m=1

n=1 n=1

Como Agn = A, gn Y A es autoadjunto, la ecuacidn IL18 puede expresarse

d
<d_t_ Sit)y, w> +<AShtly, w> + <SIt)Ay, w> + < Fy, w > =
.46 =<st)BG ' B  St)y, w>

Sit,) =K

Pero dado que se cumplen las relaciones
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me7.0.  AShly= 21 21 Yo S 0 Ay
n= m=

00
Le7.2.  SWAY= D Dy sum®A 9,
n=1 m=1

o0 -]

L.47.3  Fy=F i1 Va9, = i1 Yo Fan= 2, . Yn<Fgudpn >y
n= n=

n=1 m=1

00

L47.4  SMBG 'B SWy=St) >, > vy, s;mBG'B"g =
1

n=

= ), D, VasuiusmBe's'g -
1 i=1

n=

MS

D VasaftiSi D <BG 1B g.g, >g -
1= K=

n=

o (-] o0 -
= Z Z Yo 3n;(t) Z <BG 'B g g, >Sit)g, =
n=1 i=1 K=1 ‘

ﬁMs

Oy
Yy tft) kZ1 <BG '8¢, g > -

(mf_; Sm () gm> =

n=1

) Z mZ‘l Yo ( 21 k2:1 $ilt) S (1) < BG™! 8 9 9 >) 9m
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00 oo
1.47.5. Sty y = Z Z YnSnmty) 9 = Ky
n=1

o0
Ky= n;1 Yo Kg, = Z i Vo < Kg,. 9, > g,

n= m=1

y teniendo en cuenta la unicidad de los desarrollos en serie de Fourier, la ecuacion 11.46
puede substituirse por el siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales

Sam() + A+ 2 )s () +<Fg, ,g,>—a,lth=0
IL48

samity) = <Kag,. g, >
donde n,m = 1,2,3...... y

00
=1

P ()= i;'l kz Snilt) Sy (t) <BG 18" g, g, >

De forma similar para determinar mi(t) comenzaremos por expresar la
relacion 11.36 en la forma

1.36.1. mit)=— (A — S{t) BG ' B )y m(t) + Fh

m(t,) = — Kh

basdndonos en el cardcter autoadjunto de A. Supuesto que m(t) es desarrollable en serie de
Fourier

houd 00
mit) = 21 <mithg,>g,= . m, Mg,
n= n=1
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y dado que se tienen las relaciones

\

A 0o . oo
DML Ami=A D mitlg= D A, m(tg,
n=1 n=1

L
49.2.  SMBG 'B mm= Y <swBG'B mit),g, >g,=
! n=1
!
, . ’
= ), <m),BG 'B Sy, >g,=
n=1

< mi), 8G"'8" (}: So (1) g,,)>g,.=
K="

(=]
= kZ1 BG' 8" s, (1) <mit) g, >g,

8

= D 8G '8 s, () m(th g,

3
I
-—
x|
1]
-

oS 0O
1L.49.3. Fh= E <Fh,g,>g,= Z <h, Fg, > g,
n=1 n=1

podemos, en virtud de la unicidad del desarrollo de Fourier en términos del sistema
ortonormal { gn} , establecer un sistema de ecuaciones diferenciales para los coeficientes
de Fourier del desarrollo de m(t), en las que la condicion para t = t] se obtiene de la
relacién

[od

o0
494 mity)= ). mlt)g =—Kh=— )  <Khg, >g =
n=1 n=1

Ll
=— ) <hKg,>q,
=
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y el sistema de ecuaciones antes citado es

@x
11.50 Mn(t) = = Agm(®) + D BGHB s (Dmk(t) + <h,Fgn>
k=1

mplt]) = - <h, Kgn>

2.4, Controlabilidad y observabilidad del sistema

Resulta importante también estudiar la posibilidad de poder dirigir el sistema
hacia cualquier situacidn final que se proponga como objetivo, ésto es, analizar la
controlabilidad del sistema.

Esto es importante desde el punto de vista de no proponer como objetivo una
situacidn inalcanzable lo que, si bien es una practica habitual de fos pohtlcos, no parece
admisible desde el punto de vista de nuestro modelo.

En la teoria del control finito-dimensional, caracterizado por la utilizacién de
operadores acotados, los conceptos de controlabilidad, observabilidad y estabilidad son
desarrollados por métodos propios del Algebra, con los cuales se obtenfan unos resultados
tan sencillos e intuitivos como espectaculares.

Para sistemas distribuidos, €sto es, regidos por ecuaciones diferenciales
surgen serias complicaciones debidas a la apancxon de operadores no acotados. En e] caso
concreto de la controlabilidad del sistema, ésto significa que el sistema no puede ser
dirigido hacia todo h € H en el sentido estricto implicado por el concepto de
controlabilidad definido para sistemas finito-dimensionales; €llo ha obligado a la
introduccion de diversos conceptos de controlabilidad, de los cuales nos interesan los
conocidos como controlabilidad exacta, que coincide en esencia con el concepto de
controlabilidad finito-dimensional, y el de controlabilidad aproximada (ver (9))

Asi, diremos que el sistema forzado

.51 . z=Az+Bu , z(0)=z,

donde los operadores y sus correspondientes dominios son los definidos af comienzo de esta
parte, es exactamente controlable sobre [0 t]]Sl, para cualesqluera Zo, Z1 € H, existe
u€L2([o,t1], E) tal que

t]
11.52 z) = 2(t]) = Ttl Zo + 5 Tt[-s Bu(s) ds
o
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Observemos entonces en 11.52 que Ttlzo es un elemento de H, por lo que

para que exista controlabilidad exacta es necesario que

t]
rango J Ttj-sB()ds | D H
o]

ya que ésto equivale a decir que todo estado de H es alcanzable utilizando como entrada
un control adecuado. Esta condicidn permite establecer la siguiente proposicion

Proposicién IL7

El sistema IL51 es exactamente contiolable si y solo si existe una constante
a 0 tal que, para todoh € H,

1.3 ol Lty L2(foy], 6~ Ly [P

En efecto, consideremos que
tl
R(:) = Tt[-S B(-) ds
o

es un operador de L2 ( [O,tl] , E) en H que es inyectivo. Por tanto R-1 es un operador
definido entre .

rango (R) —= 1.2 ( [0,t,], B)

Como ademds R es cerrado, R-! también lo es y, por tanto, es acotado ([4]).

Esto significa que el adjunto de R-1 también lo es y, en consecuencia, existe
una constante a > 0 tal que

1L.54 | (R=1y*x+] He <a "x*“ WV x*e(L2([o,t(], EN*

(L2(fo,ty], e+

donde

(L2 [o,t1],E)* = L2([0,11],E*)
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Sean entonces h* € H* y x* = R*h*, Para todo k € H se cumplird

(R-1)%x» i =¢ (r-1 *R*h*, k D =
¢ D g TR H*,H

R*h* R-1k v =
< ! > L2(fo,e },r», L2(fo,t } &

1

< h*, RR-1k = ¢ h*k
’ TR R R ATI

y por tanto 11.54 se transforma en

11
1.55 ‘ “h*" H* <a "R*h*“ LZ( lortl] !E*)

Por otro lado, ({ [15] ) y ( [te] )), sabemos que T: es un semigrupo
fuertemente continuo definido sobre H* por lo que, para todou € E,

Y
H'—"( h*, J’ Tt}-s Buls) ds >H* =

< h*,Ru )
’ H* ° H

14

1
= S < B*Ty —sh*, uls) > £ ds= ¢ R*h*u ) Ex

o yE sE

"es decir, R*h* = B*‘T:l_s h* y IL55 se convierte en

h* B*T* he
el e < 21 Tty “LZ([o,q],E*)

que era la condicidn buscada. El cardcter suficiente de la condicién se prueba volviendo
paso a paso hacia atrds sobre la demostracién anterior.

Por otro lado se dice que el sistema IL51 es aproximadamente caontrolable

sobre lO,tll si, para todo z§ € H y cualquier € > 0, existe un control u € L2 lO,t|| ,E)
tal que

”z(t|)-21“ g < €
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es decir, es posible "acercarnos" a z) tanto como queramos aunque no lleguemos a
"alcanzarla". Esto significa que

rango R = H

Ahora bien, en virtud del teorema 8 de la lista ésto significa que
Ker (R*) =0

y en funcién de la proposicién anterior podemos establecer como condicidn necesaria y
suficiente para la controlabilidad aproximada el que sobre [O,t[]

B*Tih*=0 = h*=0

Por lo que respecta a la observabilidad también se introducen nuevos
conceptos en forma andloga a como se hace para la controlabilidad para que, utilizando la
dualidad entre controlabilidad y observabilidad, pueda establecerse una en funcién de la
otra. Supongamos a tal efecto que nuestro sistema no es directamente obsevable sino a
través de un espacio Y de salida, que supondremos es también un espacio de Hilbert, por
medio de un operador C € L(H,Y). Es decir, la dindmica del sistema viene dada por

?-Az+Bu, z(0) = zo

11,56
y=Cz

y al sistema lo respresentaremos por (A,B,C). Se llama sistema dual del anterior al
definido por la dindmica

L]

X=A*x+C*v , x(0)=xg

w=DB*x
y lo representaremos por (A*,B*,C*), Triggiani, en (9), considera cuatro conceptos de
observabilidad y ha probado que

- (A,B,C) es inicialmente observable si y solo si (A*,C*B*) es
aproximadamente controlable. Utilizando la proposicidn 11.8 esto equivale a establecer que

Ker (CTy) = 0

- (A,B,C) es inicialmente observable con continuidad si y solo si (A*,C*,B*)
es exactamente controlable; es decir, si existe a > 0 tal que

"h” y=a “CTH-S"” L2 (fo,t(1, E)
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2.5. Simulacion del sistema

Como ya se indico en el apartado anterior, en muchas ocasiones, el estado del
sistema solo se conoce a través de un espacio de salida Y, de forina que el sistema es
gobernado por

2=Az+Bu, z(0)=2z,

y =Cz

i (A,B,C) es observable y z; es conocido podemos, a partir de la salida
observada, determmar con ayuda de un operador de reconstruccion continuo el estado z(t)
del sistema, pero si zg no es conocido, es imposible semejante alternativa. No obstante
podemos simular el funcionamiento del sistema dado analizando otro sistema, gobernado
por {a misma dinamica, pero del que conozcamos su situacidn inicial, es decir,

L
z=AZ +Bu

con Z(0) conocido. Si utilizamos Z(t) para estimar z(t) cometeremos un error
e(t) = z(t) - Z(1)
que satisface la ecuacidn
*
e(t) = A e(t)
o jo que es jgual

e(t) = Ty e(0)

por lo que !a magnitud del error aumentard o no en funcidn de la naturaleza del semigrupo
T; sobre el que no podemos ejercer ningin control. Si el semigrupo es tal que todos sus
autovalores tienen parte real negatlva, el error decrecera exponencialmente y el modelo
sera cada vez mejor. Si no es asi, podriamos intentar aprovechar la salida y para
_compararla con la salida y, de la cual disponemos, utilizando la diferencia {y-§) como
término corrector en una retroalimentacidn por medio de un operador N adecuado, tal
como se refleja en el diagrama de bloques, de la figura 11.2, que corresponde a un sistema
en bucle cerrado definido por

N)o

AZ + N(y-¥) + Bu
11.57
=CZ

~<)

donde el error vendrd gobernado por

e=(A-NC)e
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Fig. 11.2

N(Y-g) N k- y-¥ éCT

dependiendo su evolucién de la naturaleza del operador (A-NC). Si podemos encontrar un
operador N tal que el semigrupo asociado a (A-NC) tenga sus autovalores con parte real
negativa tendremos un estimador cada vez mds preciso y ello sucederd si el sistema

®
x = Ax + Cu

es exponencialmente estabilizable y el operador C admite inverso. Supuesto ésto, tenemos
el diagrama de un estimador asintdtico de estados u observador descrito en la figura IL.3.

y—=> N

Observador

1A -NCr——
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Si el sistema (A,B,C) es observable, a partir de la salida ¥ del simulador, y
dado que conocemos su estado inicial, podemos determinar su estado z(t) y observar z(t)
con precisidn creciente con el tiempo.

En el caso de nuestro modelo tenemos, para el control éptimo,

2(t) = Az(t) - BG-1B* (S(1) z(t) + m(1))

I1.58

y(t) = Cz(t)
0 bien

2(t) = (A-BG-1B*5(t)) z(t) - BG-1B*m(t)

y(t) = Cz(t)

El sistema simulador serd entonces

L ]

Z(t) = (A-BG-1B*5(1)) (1) - BG-IB*m(t) + N (y(t}-§(t)
IL.59 .

¥(t) = CZ(0)

con Z(0) = Z, conocido, y el funcionamiento del observador vendrd gobernado por la
dindmica representada en el diagrama de bloques de la figura IL4,

En la prdctica, para llevar a cabo la simulacidn expuesta precisaremos la
utilizacion de un ordenador analogico, pues la utilizacion de un digital, al no poder
trabajar de forma continua. daria resultados menos fiables.

m :%g? 5436#E; z S
A | Sistema
S k——t
R, v A Car __________
'['BGB N fo—— |
I !
{ t
! Fig. 11.4 !
] ; ~ I
! o(+)—2 f z C (—o¥ E
| |
! Observador f
| :
.’_ |

- - - m o - - = mm e m Ae e e e e = e em e e == w om = =
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2.6. Caso de sistemas estables y estabilizables

Aunque desde el punto de vista conceptual el andlisis de la estabilidad del
sistema es idéntico en los casos finito e infinito-dimensional, vamos a ver una primera
generalizacidn de ciertas propiedades bien conocidas de los sistemas finito-dimensionales.
A tal efecto, consideremos una vez mas el sistema

2=AZ+BU
y=Cz

Supongamos que, por intentar obtener un operador mas manejable que el
inicial A o por estabilizar el sistema, caso que éilo sea posible, pretendemos substituir el
generador A por otro de mds simples propiedades. Si estamos en condiciones de acceder al
estado z del sistema, existe entonces un operador K con el que retroalimentar el sistema
para conseguir el resultado apetecido que es el cldsico de la teoria de la estabilizacidn
(figura I1.5)

=v,.=o@=!__>5 (P2 z_ [T

A ke Fig. 1.5

Kk

La generalizacidn no aparece tan clara en el caso de que el estado z del
sistema no sea conocido o accesible, aunque se puede obtener una aproximacidn en el caso
de que los operadores A y B sean autoadjuntos y positivos y C sea autoadjunto y admita
operador inverso. Consiste en diseffar un estimador del tipo visto en el apartado anterior,
tal y como se representa en el diagrama de bloques de la figura [L6.

Tenemos asi un sistema cuya dindmica viene gobernada por

Z = Az + BKZ + Bv
b4
11.60 Z = NCz + (A-NC+BK) Z + Bv
y=Cz
Para analizar las propiedades de este sistema consideramos el cambio de
variable
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c ——

Sistema

Regulador

donde e representa el error de estimacion. Tenemos asi un sistema regido por
2 = (A+BK)z - BKe + Bv
.61 e=  (A-NCle
.y.=cl;z““
cuyo diagrama de bloques viene representado en la figura IL.7 en linea gruesa.
El sistema IL.61 lo podemos expresar también como
X = Fx + Gv
w = Lx
donde .
x=(ze)EHxH , w=(y,00 e Hx H
Fx = ((A+BK)z - BKe, (A-NC)e)
Gv = (Bv,0)
Lx = (Cz,0)
Si consideramos que (A+BK), BK y (A-NC) son autoadjuntos y positivos y en

H x H definimos el producto escalar

<x,s>HxH=(x1.51> H+<xz.sz> H
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tenemos que, para todo x = (z,e) € H x H,

(x,Fx)Htzc (z,z>H+(e,e>H =c <x’x>HxH

donde ¢ es una constante positiva, por lo que F, que es también autoadjunto, genera un
semigrupo fuertemente continuo.

Supongamos ahora que z, es una autofuncion del operador (A + BK), es decir,
existe una constante Ag tal que

(A +BK)zg = Ag 2o
Consideremos entonces la funcidn xq = (zo,0) € H x H. Tenemos que
Fxo = ((A+BK)zg,0) = ( Ao 20y0) = Ag %o
es decir, Ao es un autovalor del operador F. Por otro lado si eg es una autofuncion del

operador (A-NC) existe una constante B, tal que

(A-NC)eg = By 20

y si consideramos la funcion

wg = ((A+BK- Bo )1 BKeg, eq) € Hx H

donde Bgno es autovalor de (A+BK), lo que siempre puede darse puesto que Jos operadores
K y N de retroalimentacidn pueden snempre eleglrse de forma que satlsfagan esa
condicidn, tenemos que ‘

Fwg = Flug, e0) = Pq (uo,e0)

(donde ug = (A + BK - B -l BKeg), es decir B, pertenece también al espectro de F.

Reciprocamente si 50 es un autovalor de I pertenece o bien al espectro de
(A+BK) o al de (A-NC).

Se obtiene asi un resuttado intermedio entre la llamada propiedad de
separacién de los sistemas deterministas, que establece que las dindmicas del observador y
controlador son independientes, y el conocido principio de separacion de los sistemas
estocasticos.
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El Modelo Determinista Propuesto
Estudio del Modelo y Tratamiento Numérico

3.1.- Plantenamiento del problema en términos de la teoria de semigrupos.

Nos habiamos propuesto el estudio del sistema modelado por la ecuacidn en
derivadas parciales.

zlt, x) _ q 3%z(t, x) , ultx) , q > 0
ot ax2

L1

satisfaciendo la condicion inicial

.2 2(0,%) = z¢ = £(x)

la de contorno

L3, z{ty,c) = z(t,c} =0 (c>0)

y la condicién de compatibilidad

L4, flc)=f(-c)=0

y se trataba de determinar la ley de control dptimo uo(t,x) que gobernara la dinimica del
sistema de forma que se minimizara el funcional de coste definido por

E C
LS W(u,f,h) =

~C

1 [
(h(x)-z(t],x))2 dx + Y S (h(x)-z(t,x)2 dx dt +

-C -C

0 -C

t] rc
+ S u2(t,x) dx dt

a?
donde h,f,z,u € L2 [-c,c] vy a—x—; €L2 [<,cl

En este caso, y equiparando con el modelo general, tenemos que
3?2
0 x2

11L.6-a Az =q ,yconD(A) = L2 [-c,c),q>0

11L.6-b B=K=F=1 (I operador identidad)
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H.6-c uo(t,x) = -S(t) z(t,x) -m(t,x)

Y
C tt (c c

11L.6-d W(uo,f,h) = j h2(x)dx + 5 h2(x)dx dt + £(x).S(0)E(x)dx +
-C o J-c -c

C L (c
+2 J. f(x) m(0,x}dx - j m2(t,x)dx dt
-C o] -C

donde se ha considerado como expresidn del producto escalar de dos funciones la clasica
c
¢ glx), hix) > = g(x) h(x) dx
-c

y los espacios de Hilbert son los de las funciones de variable real fuertemente medibles y
de cuadrado integrable.

Vamos a tratar de determinar S(t), m(t,x), z(t,x) y uO(t,x) utilizando los
resultados obtenidos al final de la segunda parte. Para ello, y con la siguiente proposicion,
demostraremos en primer lugar que el operador A con el que trabajamos cumple las
condiciones exigidas por el teorema 7 de la lista.

Proposicién IfL1

El operador A tiene autovalores simples, es autoadjunto y tiene resolvente
compacto.

Comencemos calculando los autovalores y autofunciones asociados al
operador A, ésto es, las constantes para las que existe alguna funcidn distinta de 0,
w(t,x) € D(A), tal que

2
1.7 Aw=q ——= Aw
x

Considerando por el momento a w como funcién de la sola variable x , la
ecuacidn caracteristica de la ecuacidn diferencial de segundo orden definida por IIL7 es

qrZ- A =0 = r2- a =0
y las tres situaciones posibles son

a) a»o0
La solucion w(x) es entonces de la forma

va -va x

w=Ce X+ De
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e imponiendo las condiciones de contorno resuita

C e u#

—cva~

Ce +De

de donde obtenemos C = D = 0 y al ser w = 0 resulta que no existe ningun autovalor real
positivo
b) a=0
La solucién w(x) es de la forma
w(x) = ax + b

y, al igual que en el caso anterior, las condiciones de contorno conducen a la anulacion de
ayb

c) a<0
La solucidn w(x) es de la forma

w(x) = C cosv~a x + D semv‘a x

conduciéndonos las condiciones de contorno al sistema homogéneo
Ccos(cv~a )+ Dsenfcvra) =0
Ccos(cVf@)-Dsen(cva)=0 |

para el que la existencia de una solucidn no trivial exige la anulacidn del determinante
- asociado, ésto es,

2 cos (cvéa ) sen (cVvAd) = sen (2cv4d) = 0
lo que implica que
2cvAa = nmr , =2,

y, designando por Ap al autovalor asociado a n, obtenemos como expresion para los
autovalores

n2m?

1.8 Ay=-q

, n= L2,
b2

siendo la expresidn general de las autofunciones asociadas a €l

nmw nm
L9 wn(x) = Cp cos —— x + Dn sen

2c 2c

X
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Las condiciones de contorno obligan a que de forma simultdnea se cumplan fas condiciones

nt ntr
Chcos — + Dpsen —=
2 2
n nm
Cncos — -Dpsen— =0
2

de donde obtenemos

ntr nmn
Ch=ksen — , Dp =k cos —
2 2
es decir
: nt nm nmw nm
wnrix) =k sen — cos —— x + kcos — sen — x =
2 2c 2 2c
nr nrr
= K sen + X
2 2c

Vamos a determinar un sistema ortonormal de autofunciones para lo que
comenzaremos por determinar k de forma que la norma de todas las autofunciones sea 1,
es decir, !

c nm nir
k2 j sen2 + x fdx =1
-C 2 2c

de donde resulta k = . La ortogonalidad de las autofunciones asociadas a autovalores

Ve

distintos es de sobra conocida en este caso. Hemos obtenido el sistema ortonormal de
autofunciones

i nt nr
1L10 {gn(x)=-——sen —_ x),n=1,2. }
C 2 2¢c

El cardcter autoadjunto del operador A es inmediato. Supongamos a tal
efecto z[, z7 € D(A). Se tiene
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C 32
CAzp,z2 ) = s —z—'(t'*-’ﬂzz(t,x) dx =
- 32 x
3z1{t, x) ¢ c 9z9(t, x) dz(t, x)
=q—/—— t - e M e =
a7 2 » o7 T ax

(el primer sumando se anula por las condiciones de contorno impuestas a los elementos de
D(A)) :

9za(t, x) |€ c 32 z5(t, x)
= -qz}(t,x) I . + j—c z1(t,x) . q T dx =

(el primero de los sumandos se anula por la razon antes expuesta)
=< z1,Az2)

y esta es la condicidn para que A sea autoadjunto.

Para establecer la segunda condicidn exigida en el teorema 7 de la lista
recordemos que el espectro de A es

AN
An:-q

n2 w2

p(A) - i A,

n=1,2,...

y consideremos un nimero real no perteneciente al espectro. La eleccidn natural recae en
el valor A= 0. En este caso

R (0) = A-1

es decir -

X y
R(Ov = A-lv = j j. v du dy
Y B

con las condiciones adicionales, que particularizan la solucidn,

(A-1Iv) (©) = (A-lv) (c) = 0
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o equivalentemente,

x Y
R(OW = A-lv = S S v du dy
c B

y la condicidn adicional
(A-lv) (<c) = 0,

y el cardcter compacto de este operador es inmediato pues responde a la bien conocida
propiedad de la integral de que dada una sucesidn de funciones {vn} tal que

{Vn}———'-v s VsV € L2 [-c,c]
n—m

excepto, quizds, en un conjunto de medida nula, se tiene que la sucesién
X y .
A-lyvp = j. S vp du dy, con (A-lvp) (-c) = 0
c B
converge a la integral
X y
(A-bv)(x) = 5 AV dudy, con(A-Ilv)(c)=0
c P
Asi pues, las condiciones del teorema citado son satisfechas y estamos en

situacion de determinar S(t) y m(t,x)

3.2.- Determinacidn del operador S(t) y de m(t)

El sistema de ecuaciones diferenciales definido en 1I.48 queda, en nuestro
caso, convertido en

. 2 hind
Snmlt) -q "2 (n2+m2) spn(t) + B - Y, snil®sim(t) = 0
4c i=1
fL.11

snm(ty) = 8nm
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Paran % m (ny m fijos), la funcidn
Snm(t) =0

es una solucion de la ecuacion 1JI.11 y es ademds la tnica. Por tanto, y para n = m, el
sistema [ll.11 se transforma en el conjunto de infinitas ecuaciones diferenciales de
primer orden y primer grado definido por

. n2 2

5n|n(t) -q — spn(t) + 1 - Sﬁn(t) =0

2c?

.12 n= 1,2, cieeenneens

Snn(‘l) =1
n2 12

En adelante designaremos a q
transformaciones 2c

kn+Vk,21+4
2

por kn y a spn(t) por splt). Las sucesivas

wp(t) = sp(t) +

i
Vn(t) =

Wn(t)

convierten a las ecuaciones lll.l?\ en el conjunto de ecuaciones lineales de primer orden
definido por

e —r—

M , :n-Jk£+lJ vp(t) + 1 =0
cuya solucion es

1 J( KZe) t
vp(t) = 5 +Cphe
;} kn+l¥

de donde resulta como solucidn general de I11.12

+\/ 2
s,(t) = ! - ——-——--———k" kn? + 4

1 Wk, 2 +an 2

+C e
2
Yi,2 +4 n
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e imponiendo la condicién sp{t]) = 1 obtenemos como solucidn buscada

bn kn + bn
fL 14 s, (th = -
1 —d, e-balt1 -0 2
donde
n? m?
1L15.1. kn=q
2c2
2
1nL15.2. bn =v kp + 4
il.15.3 apn=2+kp+bp
2+ kn - bp
f.15.4. dp = ————
an

Como Isn(t)l estd uniformemente acotado tanto en n como en t queda
garantizado que

oo o0

ilL 16 stly= L s0<v.gfx>oef= X s (thy, ) g )

n=1 n=1

estd bien definido.

Por lo que respecta a los coeficientes del desarrollo de Fourier de m(t,x) el
sistema de ecuaciones II.50 se reduce a resolver el conjunto de infinitas ecuaciones
diferenciales lineales de primer orden dado por

n2 2

mnlt) = (q —_— snn(t)) mnp(t) + < h(x), gnlx) >
4c2

.17

mp(t]) = - ¢ hix), gn{x) >

o, con las notaciones adoptadas,
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- kn
mnft) = + 3n(t) | mp(t) + hy
2
.18

mp(t]) = - by

que, con la solucidn obtenida en [IL.I15 , se convierte en

bneb"“‘ - t) bn
m_(t) = - ] mit)+h,
Lalty -0 bn — (2 +ky)
b, +(2 +k )

.19

m,(t) =—h,
La solucidn de estas ecuaciones viene dada por

_bn (t1 - 1)
2 2 ;balty
hy (kp —kp¢) e — a,{1 +dpe
111.20 m,(t) =2~

b ~bnlty -t
n a,{1—d e nlty -t}

-t),

)

. . . Con estos resultados podemos abordar la determinacién de z{t) y, como
consecuencia, [a dei control dptimo uo(t).

Nétese que ni Sp(t) ni mp(t) dependen de z(0).

3.3.- Cilculo de los coeficientes de Fourier de z(t,x) respecto del sistema { gn(x)}

Supuesto, una vez mds, que todos los desarrollos de Fourier utilizados son
vilidos, la ecuacion que gobierna la dindmica de nuestro sistema

dzlt, x) _ 3%z, x)
at a 32x

- S(t) z{t, x) — m{t, x)

z (0,x) = £(x)

puede ser expresada, si escribimos

@©

w0
z(t,x) = Z < z(t,x), gn(x) > gpix) = Z; zn(t) gnlx)
n=—

n=1
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en la forma

% (x) = d2g{x! i ( {x)
n=1 zn‘t) T kZ= 1 Zk(t) dx2 n=1 s"‘t) z"(t) + my, (t))gn -
d oo d2q {x}
=q 2 zl) <= g, (x) > g (x) § —
k=1 n=1 dx :

- ng 1 (sn(t) zn(ﬂ +mn(ﬂ)gnx =

- n=1 (k2=:1 zk(t)<dz‘-::2‘x,'g"(x) >) 0! =
~ X () z, ) + m(t)g,(x)
y por otro lado n=1
o o®
2(0,%) = Z < 20,4, gn(x) > gl = > 20(0) gnl0) =
n= n=1
[o2) 0
= Z( f(x),gnix} > gnlx) = Z fn gn{x)
n=1 n=1

de donde, por la unicidad del desarrollo y ser ortonormal el sistema jgn(x)‘ , obtenemos el
sistema lineal de ecuaciones

a

) (x)

zp(t) = q z zk(t)<dzgk =, g9, 1) > - (sp(t)zp(t)+mp(t)
k=1

dx2
1.2t
Zn(O) = fn
Ahora bien
d2 g,ix} i n?a? nr nm kn (x)
—_— = — sen{ — + — x)=—— g *
dx2 Ve 402 2 2¢ 2q n



58

por lo que el sistema anterior se reduce al conjunto de infinitas ecuaciones diferenciales
de primer orden dado por

. kn
Zp(t) = <f—— + sp(t) | za(t) - mp()
2

.22
zn(0) = f
o bien
bpe bafti =) n
wt) == | Bamo_ 5 )W
e —dn 2
bn
- {ty - t)
2 -
hn 2ke —kn2)e —an 1 g
.23 -2—
bn an (ebn(n -ty dn)
2,(0) = fy
La solucidn de estas ecuaciones diferenciales viene dada por
o ¢
2 br(t)-t)
zn(t) =Cn e e -dn J -
bp
o by [ 2k~ k2 T Ty =)
L. 2 | " 2 -
bn? an
con la constante Cy, definida por
111.25 ho (2ky ka2 20
fnt2p2\— e 2 -2
an
C.=

ebn t1 — g
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A efectos del tratamiento con ordenador z,(t) puede ser expresada en la
forma

e T -2 -bn
e 2 ' (1 —dpyebn (t1-th)—

fn + 2
lL24-bis  z,(t) =

Finalmente los coeficientes del desarrollo de u®(t), la ley de control Sptima,
vendrdn dados por

111.26 Ug (t) = ‘Sn(t) Zn(t) - Mn (t)

3.4, El funcional de coste bajc control dptimo

Cuando la ley de control utilizada es la de control dptimo u9(t) la expresidn
del funcional de coste se reduce a

1]
W(uo%;f,h) = € hix), hix) > + J < h(x), hix) > dt +
o]
0
» < ), an(o) < 1(x), gn(x) > gn(x) > +
n=1
o0
+2 € (x), Z Mn(0) gnlx) > -
n=1
t}
- ¢ m(t,x), m(t,x) > dt
[+] -

Q0

=(1+t]) ¢ h(x), hx) > + Z sn(0) ( € £(x), gn(x) > )2 +

n=1
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e o]
2 Zmn(o) < 100, gnlx) > - j Z M )gn(x), Z mi(g, (x) 3 dt=

n=1 n=1

w0

= (1+t) € h(xhh(x) > + an(o) 2,
n=1
K+e) tl [eo]

1127 2 mp(0) £ - 5 ( m?,(c)) dt
| o [0
n= n=

y particularizando esta expresién para nuestro problema tenemos como valor del funcional
de coste

= f b, ebnt kn + b
W{u9,f,h) = (1+t]) € h(x), h(x) > + Z n - n fa2
n=1\ebntt — g, 2

bn ¢
2
®  hyfn (2, —ke2) e ~a, (€Pn 1 +d,)
HL27-bis  + 4 Y
n=1 bn a, (ePn 1 —g.)

ty, @
o L (ngm ) gt

n=1

Dadas f(x) y h(x), y considerado el funcional de coste como funcidn de t| que
es continua y derivable, vamos a establecer el valor de t{ para el que el coste se hace
minimo. Asi, trabajando con la expresién [il.27 obtenemos

© dsn (0) © dmn(o)
.Jl: = ¢ h(x), h 12 2
n=1 n=1
I TAS 2(1) )4
dt) ° Zm"t t=
n=1

dspy, (0) D dmnp(0)

x
+2 an o - Z mg(tl)

n=1 n=1

@®
= { hi(x), h(x) > 4212
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Ahora bien, como mg(tl) = h%, los sumandos primero y cuarto de esta ultima
expresidn se anulan y queda

©
Z 2 dSn(O) dmn(o)
f 2 ——— )=
noodty MRSLT: 1 =0

n=1

que, desarrollada, da como valor de t] que minimica el coste el que satisface la relacidn

, bn t hn fn
3 (fa2ba2 —8fahg) dne 2 +2 ™ (2kg —ke2) (1 + dp &P 0
= b -

n
1 e ' (1 —d, e-bn 11)2

n

Esta expresion se mostrd, a la hora de su tratamiento numérico, muy poco
prictica, dado que cae en numerosas compensaciones de errares, por lo que hubo que
utilizar procedimientos de cdlculo numérico que actuaran directamente sobre la expresién
de W.

3.5.- Un caso particular

El interés del caso particular que vamos a analizar, y aparte del resultado un
poco curioso al que llega, radica en que su cdlculo manual es muy simple y sirvié como
elemento de contraste con el programa de ordenador que, desarrollado en el apéndice D,
permite el tratamiento numérico del problema.

Supongamos pues que

™ 2
c .j__;, f(x) = g1 (x) 3@ cos x y h(x)=2g)(x) = N;cos X

con lo que los coeficientes fn y hp son
fn=8, vy hn=28,
Las expresiones de kp, by, ap y dn adoptan ahora la forma
kn = 2n2q
bn = 2 ‘/m

an=2(l+n2g+ Vq2nt + 1)
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d (1+n2q - YqZnt + 1)
n =
(l+n2q + \/ qQZn% + 1)

y las de sp(t), mp(t) y zp(t) son respectivamente

.23 snlt) = -

- —

(ty - t)
—ky2)e 2 - bqlty -1
.29 mify) = 2 ki —ki2)e ay {1 +dy e )

by aq (1 —dy e-bﬂt]-!),

m,=0,n>1, ¥t

"%! -4 _————Zk‘_k‘zg%"
I11.30 nit=e ° (1—dpe®ilti-t) 0 2 )
‘—d1e‘b1“
bn
4 %k — k2 -2
+ 1~ kg )
e

con

Zn(t):O, n>1

por lo que

2
.31 z(x,t) :V: cos x.z(t)
w

Por lo que respecta al valor del funcional de coste bajo la ley dptima de control, viene
dado por
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H1.32 by @ - by
Wl)=4(1 +t1) + -
1—dyebrts 2
8Ly,
8 (k1—Kqy2)e 2 —ay(i+djebity)
by2 afl —dy e’®1 t1)
by ty 2
16 j‘“ @i —kiZle 2 —a(i+die® )
bs? ar(1 —dy ed1lt1 1)
by k1 + by
=401+ ty) + -
1—dyebitt 2
_321. t
+ 8 (2k1 —ky2)e —aq(1 + dyeb1ty)
b1 aj{t—dged1ty
b1 4
32 [albl t + 1 4hyjaje 2 —43a312dy —hy2
212by3 2 2 (€1 t1—gq)

(Ahy a1 —4312dy —hy2 ]
2(1 —dy)

{donde hy = 2ky — kq2)

4qg2
=1+ a tq
1+q2
. 64(q—1) 1 (q+1)by2a;2ed1 1
a;2by3  eP1 U _ o 16

b1
—2qiq2 — 1) ate? "+ 4qlq2 ~29~ 1)

(1—a) {by (q3 +2q +2) +2(q* +3q2 +5q +1) |
(a—1){ by (a2 +2q +3) +2(q3 +q2 +3q +3) + A(by +2)}

Si particularizamos adin mds haciendo q = 1 encontraremos, para una duracidn
t| del control, las expresiones
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1+ (3+2/2) e'zﬁ(t‘“t)

mi(t) = -\2
1-0-22) e -2z (-0

zy(t) = 1

2
z(x,t) = 7 €os X
W(Uo) =1+2 tl

es decir, el sistema no evoluciona, permaneciendo en su situacidn inicial, y por tanto el
incremento del coste a lo largo del tiempo y su cardcter lineal son perfectamente 15gicos.

3.6.- Consideracion de una inversidn inicial concentrada en una zona reducida

Dado que la idea intuitiva de un polo de desarrollo responde a una inversidn
inicial muy concentrada, parece natural considerar la posibilidad de modelar este caso. En
principio se puede intentar representar dicha inversion por medio de una distribucion de
Dirac pero €llo supone dos inconvenientes; uno es una falta de adaptacidn a la realidad de
un polo de desarrollo ya que por muy concentrada que esté la inversidn inicial, no tiene el
sentido fisico de un impulso, y el otro es que, desde el punto de vista de la teoria
desarroilada en este trabajo, no tiene sentido hablar del desarrollo en serie de una
distribucién & de Dirac.

Por consiguiente, y tanto para responder a la idea de concentracion como en
consideracidn al operador concreto que se maneja en el trabajo, parece adecuado modelar
la inversion inicial mediante una funcion de la forma

~ (X-Xo)z
\4

k
. 33 Rxyxgyv) = ——— e (v>0,-m<x <o, k>0)

2\’nv

pues, como es conocido, cuando v —» 0, R(x,xq,v) tiende precisamente a la distribucion
k.8(x-xo), siendo xo el punto donde se concentra la inversidn inicial.

Una generalizacidn del problema ya analizado de buscar el valor de t} para el
que W se minimiza, consistiria en, dadas unas situaciones inicial y final, determinar el
tiempo t{, la ubicacidn xo del punto donde debe concentrarse 1a inversidn inicial y el valor
v del grado de concentracion para los cuales el valor de W, considerada como funcidn de
t],%o ¥ ¥, €s minimo. No obstante se presenta el problema de una enorme complicacién de
los calculos relacionados con el sistema de ecuaciones a tratar y que, incluso con
ordenador, representa una ingente cantidad de tiempo.
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Un tanto mds asequible parece el problema en el caso de que solo
pretendamos establecer los valores de t] y xo que optimizan W considerando v fijo.
Designando por Rpy(xg) al n-simo coeficiente de Fourier de R(x,xS,) respecto a nuestro
sistema ortonormal y siendo f(x) la funcién que representa la situacion inicial, la expresidn
del funcional de coste viene a ser

@

W (u0;f,hsxo,t1) = (L+t]) ¢ h(x), h(x)> + Z sn(0) [fn + Rn(xo)] Z,
n=1
111.34
+2 mn(O) (fn + Rn(Xo)) - j‘ ( mz (t)) dt
n=1 ° M= K

y las ecuaciones que nos dan los valores de xq y t] para los que W se hace minimo son

® dsn (0) © dmn(0)
%_znzgi[fni-Rn(xo)]z S:tl +2"Z=1[fn*kn(xo)] ”;':l =0

11.35
= ARp(xe)
—a—\!— = Z [Sn(o) (fn+Rn(Xo” + mn(O)] —'—'n—o =
axO n=1 axo

donde Rp(xo), para k = 1, viene definido por

c _(x-—-xq)2
Rp (29} = j' 1 _ e & 1 sen(ﬂ,‘_l’i x)dx=
—C XN/nv e 2 2c
_(c—xo)z _ (t:-’»x(,)2

=_C___[(_”n+1e 4av te 4y ]__
vacer

4c2 d2 Ry, (xg)

n2 72  dx,2

tal como se prueba por calculos elementales.

Las ecuaciones II1.35 , donde Rn(xg) satisface la ecuacidn diferencial

{c ~ xq)2 (c + xq)2
d2 Ry, (xo) n2m2 nw 1. & * ) :
+ Rn o) = ————— [(~=1)"+1e 4 +te W
11.36 d xq2 4c? \/ wev x 4¢
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d Rp, (xg)

con condiciones inciales Rp(0) y
dxg Xo=0,

cuyos valores pueden ser obtenidos por el programa con la subrutina COEFICIENTES-DE-
FOURIER, permiten obtener los valores de xg y t| pedidos.

3.7.- Analisis de los resultados obtenidos con el programa

E! programa con sus maodulos se presenta en el apéndice D en sus dos
versiones: interactivo y batch. El bloque de resultados se presenta aparte y corresponden
al andlisis de dos casos; en ambos, la situacion final viene definida por la funcion,

Mx)=6-x2 , -2<xx2
mientras la inicial venia dada por
f(x)=0 ,Vx
en el primer caso, y por
f(x) = 0.25(4-x2) , -2 <x <2

en el segundo. En los dos casos se consideraba un impulso inicial definido por una funcidn
del tipo establecido en 11133 en la que los parametros se definieron como

X0=0, k=1, v=0.01

Se obtuvieron resultados para diversos valores del parametro q, velocidad de
propagacidn. Se trabajé en precision simple y aprovechando todas las posibilidades del
sistema informatico descrito al comienzo del apendice D. Aun con todo se invirtid en la
ejecucion del programa una cantidad muy considerable de tiempo de U.C.P (Unidad de
Control de Procesos)

Para diversos valores de q, el tiempo dptimo de control del programa y el
coste minimo asociado se resumen en las tablas [ y Il para cada uno de los casos
estudiados. Llama la atencion la escasa sensibilidad del sistema a las variaciones de q por
lo_que respecta al correspondiente tiempo dptimo y mas ain en lo relativo al coste
minimo.

Por lo demds los resultados son coherentes con lo que intuitivamente se
esperaba y muestran una aceptable coincidencia con leyes y principios econdmicos y
econométricos. Las conclusiones mds importantes que se deducen del analisis de los
resultados son las siguienfes:

a) El centro del polo, ésto es, el punto donde se centra el impulso inicial, se
convierte en un principio en un emisor de rigueza para ir "recuperandose" a medida que
transcurre el tiempo, aunque esta recuperacidn suele producirse después de transcurrido el
tiempo Gptimo y por tanto a un coste superior.
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b) La dindmica del polo hace que resulte mds interesante emitir al mundo
exterior parte de la riqueza generada (realimentacion negativa) y admitir una mayor
inversidn externa.

c) Como era de esperar, a medida que aumenta la velocidad de transmisidn
disminuye tanto el tiempo que tarda el sistema en aproximarse a la sitvacion final
alcanzando una situacion determinada como el coste.

d) Para una velocidad de transmisidn dada, a medida que transcurre el tiempo
la situacidn del polo va aproximandose a la situacidn final prevista, aunque naturalmente a
un coste superior al correspondiente al tiempo Jptimo.

e) Para una situacion final y velocidad de transmision dadas, y diferentes
situaciones iniciales, los resultados son coherentes en el sentido de que se alcanza una
situacidn mas "prdxima" a la final en menos tiempo y a menor coste cuando se parte de la
situacidn inicial mas "favorabie". Asi, en nuestro modelo los costes y tiempos son

inferiores cuando la situacidn inicial era f(x) = 0.25 (4-x2) que cuando f(x) = 0.

Velocidad de Tiempo Coste
propagacién éptimo minimo
.25 15404 27.379%
S5 09455 27.3004 TABLA 1
75 07013 27.2649
1.0 05670 27.2442 hix) = 4 - x2
1.25 04696 27.2304
1.5 04078 27,2206 f(x) =0
Velocidad de Tiempo Coste
propagacién Jptimo minimo

0.1 25266 14.6691
0.2 . 14559 14.6072 TABLA II
0.25 11991 14,5923

0.3 .10301 14.5817 h(x) = & - x2
0.35 08986 14.5738

0.4 .08073 14.5676 (x) = 0.25(4-x2)
0.45 .07232 14.5627

0.5 06575 14.5587

0.55 06074 14.5553

0.6 05604 14.5525

0.65 .05135 14.5500
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3.8.- Una variante del anterior método numérico

Una variante del método numérico desarrollado anteriormente para calcular
el valor de z(t,x) esta basado en los teoremas 2,t y 6 de la lista de teoremas basicos
utilizados y en una variante de la recurrencia definida por 11.29

Como hemos hechos hasta ahora designaremos por T; al semigrupo
fuertemente continuo generado por el operador

Nosostros tratamos de encontrar la solucidn de

d z(t,x) 32z(t,x)
=q
at 9x2

11137 - S(t)z(t,x) - m(t,x)

Por el teorema 2 sabemos que el operador

32
Ix2

- S(t)

q

genera un semigrupo fuertemente continuo definido por

t
HI.38 Ut Zo = Tt Zg - I Ti-s S(s) Ug zo ds
o

al que estd asociado un operador de evolucion suave definido por

t
HL39 U(t,s) 2g = Teos zo - J' Tty S{u) Ulu,s) zg du
s

Por el teorema 4 llegamos a que U(t,s) es un operador de evolucion fuerte
(salvo quizds en un conjunto de medida nula) y finalmente el teorema 6 garantizara que

t
1L.40 2(t,x) = U(t,0) zq - j U(t,s) m(s) ds
o

es la unica solucién de 1I.37 .
Suponiendo por ahora que se satisfacen las condiciones exigidas en los citados

teoremas vamos a dar un procedimiento de obtencidn del semigrupo Uy definido por 111.38
Este procedimiento consiste en la recurrencia dada por
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HI.41

t
Uy o 2o =~ go Teou SW Uy 1y 20 du

y la consideracidn del operador definido por

oo
HL42 U, 20 = Z U, , %
n=0

Vamos a probar en primer lugar que, bajo las condiciones exigidas a Ty y S(t)
en los citados teoremas de la lista, el operador de HL40 estd bien definido y es la Unica
solucion de la ecuacidn integral 1l.38. Comenzaremos probando dos proposiciones
relativas a las normas de los operadores Ty y S(t) que garantizardn el cumplimiento de las
citadas condiciones. )

Proposicién 1.2

La norma del operador T; viene dada por

2
_an '

4c2
1.3 ”Tt “ =e <1

En efecto: el operador Ty se define en nuestro caso como
2 n2
ns

t
- R
Tt zo = E e < Zo,gn(x) > gn(x)

n=1

¥, partiendo de la definicién de norma dada por

ITell = sup [ITe 2ol
llzo Il = 1
resulta
oo _n2 w2
tq
ITell = Uzl = 120 e “angnta |
of = o = n=1
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donde
oc
- 2
z = z
heol = D 22,
n=1
Ahora bien
2 52 2 42 1/2
oo -"_”_2_ tq - - 21:\._111:._tq ) _q
sup || Z e de Zo,n On (x)l = sup (Z e 4c2 Zo.n —e
lzgh=1 =1 tzgl=1"7"

ya que el supremo se obtiene para

Proposicidn 1.3

2c?
m2q

a4 Istofl <

En efecto; tal como obtuvimos en la expresidn 1ll.16

S(t) zg = Z sn(t) ¢ 2o,gn(x) > gn(x)

n=1

con sp(t) definido por Ill.14 . Entonces

I soll =sup fstoze] =

oo 172 = b — ks |2 1/2
sup ( 2 sa2i) 202.n) < sup ( > [——"———"—] ?oz,n)
n=1

Rzoh =1
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En lo que sigue designaremos por R a la cota obtenida para la norma de S(t).
Vamos a ver que el operador de [11.42 esta bien definido. Para élio tenemos que

_qﬂzt
lUol = fTe] =e 4c2

t LG ar?
Juta) = § 1 Teeu S Uyl du < § e 42 Re 42  gy=
Q Q

[=4

qn?

=Rte 4¢?

y por induccion, supuesto que

qm?
" Ut.n-l “ < RN-1 tn-1 e_ 4c2 t
N=-
’ (n-1n
obtenemos
2 2
t t -T—rz— un-1 -1”7 u
| Ut,n 1,55 | Tt-u S(W) Uyn-t | du <S edct R.RN-L —— e%cc gy
" % o (n-t)
LG
= RN i e 4c?
n!
Por tanto
o @©
Joed= |2 e | < 2o0vea g <
n=o0 n=ao0
qm © n2 t
-—— n - t -5y
e 42 RV ze 42 .eRt e IR Rt
n=o0 nl
1
(R- —Nh
e 2R o
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00
y en consecuencia E Ut,n es absolutamente convergente en la topologia uniforme de

n=0
L(H) para t finito y establece un operador perfectamente definido.

Este operador es solucidn de la ecuacion integral 111.38 ya que

Q0 oo 20

t
UtZo = E Ut,nzo = tho-l» E Ut,nzothzo— E Tt~u S(U) Uu‘n_l Zo du =
o

n=o0 n=1 n=

t Q0
=Ty zo - Tty S(u) ( Z Uy,n 2o) du

(o]
n=o

t
= Tt 20 - J’ Tt..u S(U) Uu Zy du
o

tal como se queria probar.

Es ademds la Unica solucidn. Si V¢ fuera otra solucién tendriamos

t
(Ut-V() Zo = I Ty S(u) (Vy-Uy) 2o du
o

y por tanto
2

t -% t-u)

JWe= Vi | < 5 e 4% Ry~ Vu)zo] du=.
o
qn2 t q2 72
T A u
=g %2 g o A4c? | Wu - Vi) 2o | du
o

o lo que es igual, para todo zqg se cumple la desigualdad

qn? qm?
) t t w2 u
e %2 |(Ut-Vpzol < R e 4 (Uy-vu)zo || du
o

y, por el lema de Gronwall, esto se cumplird si, para todo zq,

MUV 20]l =0 = Ur = V¢

como queriamos probar. La aplicacion cirecta de los teoremas & y 6 de la lista garantiza
que el operador U(t,s) definido por
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t
U(t,s)zg = Uy.sZo = TtosZo - S Tt-u S(u) Ulu,s) 2o du
]
es un operador de evolucidn fuerte tal que
t
240 = U0z | UGt) mo) qu
o
es la dnica solucidn de

dz(tx)  32z(e,x)
=q - S(t)z(t,x) - m(t,x}

ot axz

Estos resultados sugieren un procedimiento numeérico para resolver esta
dltima ecuacidn. Como veremos a continuacién, este método no presenta demasiadas
ventajas respecto al utilizado en la primera parte de esta seccidn en relacion con el
problema particular que mnos ocupa, pero tiene interés por lo que representa de
generalizacion para otros problemas al ser un procedimiento standard.

En nuestro problema zq = f. El valor de z(t,x) vendra dado por

t
11145 z(t,x) = U(t,0) f - j U(t,s) mls,x) ds =
o

Me

[o2]
t
Uj(t,0) £ - S _S_ Uk(t,s) m(s,x) ds =
o

o k=o

=
]

2.4 t
Z (Uk(t,0) £ - S Uk(t,s) m(s,x) ds) =
k=0 o

@ o ¢ ®
E (Uk(t,O)(Z fn gn(x)) - I Uk(t,s)(z mp(s) gn(x)) ds) =
o
k=o

n=1 n=1

o9} [o) .
= E E (Uk(t,O) fn - S Uk (t,s) mp(s) ds) )gn(x)
n=1 =0 °
es decir, el coeficiente de Fourier zn(t) de z(t,x) viene dado por

00
t
Zn(t)=§ (Uk(t,O) tn- { Uklt,s) mp(s) ds)
(]
=o
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Vamos entonces a analizar cada uno de los sumandos que aparecen en Ja
expresion 111-45 . Comencemos por los elementos de la forma U(t,0) f; tenemos

m n2 1[2 .
- q
Uo (6,0 f = Ty f = Z e 42§ g(x)

n=1

fe o) n2 72
t t -5 ua
Uy(t,0) f = - ] Ti-g S{u) Ug (u,0) f du = - j Ti-u S(u)[ Z e 4c? fn gn(x)] du =
° o n=1
2 g2
t & “‘“—EEK’F ugq
= - Tiou ( Z sp(u) e fn gn(x)) du =
° n=1
(a4} R n2 72
- ug
=- Z j Ti-y (snfu) e 4c2 in gn (X)) du =
a=1 Jo
o R S S
@ t -2 ,; {t-u)q -2 ,; uq
=- Z e sn(u)e 2¢ tn gnix) du} =
n=1 °

2 52
> . ndc; a t
=- Z e splu) du) £ gn (X)

y, suponiendo que
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o)
Ugoy(t,0) £ = (-Dk=1 Z e 4.,2

u2
(j snlug) [5 snluz) 3 § snlul)...
n=1 °

Uk-2
( 50 sn{uk-1duk_1) dug-2 ..éduzjldu;) fn gn(x)

obtenemos por induccidn

n2 72

) (0]
- t t uj
U(t,0) £ = (1K E e 42 j snlul) g Se{U2)eeereenens
n =1

o o]

Uk-1
s sn(uk)dul duk.] seeeeedu? dut) £ gn (X)
)

y como ademds

bn - kn 2C2

lsn (t)l < pryy

obtenemos

n2 w2

it -—>tq 2\ Kk itk
veort [< 5 e o (Z) B ==
T ) W M

) n? 72 .
> - ]

e 402 _1_ f

Z, ol

M

]

"ul‘

k!

=)

cz‘ (Mix |fn|)n§:: =

1 n2k

"ll‘
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202t} ¥
2 2
rr ta 22k - 1 72k B,

1 N 4c2
—_— M f
Je  « ¢ (f’,x ["') 2K)1

donde By es el k-simo nimero de Bernouilli, ndmeros que, como es sabido, se definen por
una cualquiera de las dos siguientes series

X oox x2 x4 x6
=1« —+B] — -B3 +B3 — - e |x|<2m
eX-1 2 2! 4l 6!
X X x2 x x6
l-—cot — =B} — +B2 + B3 —+ ... x| <m
2 2 2! 4! 6!

y cuyos valores pueden encontrarse en los manuales de férmulas y tablas matemdticas.

t
Por lo que respecta a los sumandos de la forma I U (t,s) mis,x) ds,
obtenemos en forma andloga a la recién expuesta o

(0] n2 r2
- 2 {t-slq
Uo(t,s) mis,x) = E e 4 mp(s) gn(x)
n=1
fo.) n2 72

_Uk(t,é)ln(s.x) = (-1)k Z e f‘czi
n=1

(t-s)g t ul
o (s snlug) j snfu2) oo
S S

Uk-1
j' snluk) duk dug-1 ...du? dul) mn(s) gnl(x)
s

y como cota
(2t:2 (t-s) ) ¥ n2 72
2 ) o N (t sha fm, (s)
l U (t,s) mis,x) | < ._1_ m~9q Z (e 4ac2 I_._E.__.J)<
n=1

Je k! n2k
n2 72
(+ 5
1 n2k

2¢2 (t-s) ) K
nlq

<
VAT "

HMB
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ya que, en efecto,

bp
FRAR
' W] =2 |hn| 14 kn (kn-2) e + 2ap dn
M - bn an {ebnfti-t)

<, Il 1+kﬂ(k"'2)+23ndn|=2l_h_n|_ [, ko2 + 4-20bn

bn an {1-dyp) bn 2b,
[Pn] ka2 + 4
bn 2bn ' "l

En virtud de los resultados anteriores obtenemos como expresidn para z(t,x)
la siguiente

2 g2
m o _n m ¢
q t uj
11146 - 2(t,x) = Z(—l)k(z e 42 [fn J snlup) j sn(U2)eenens
. k=o0 n=1 ) o
Uk-1
[T S snluk) duk.....duz duj +
o
n2 g2

ui

t tg t k-1
+ e 4c2 mn(s) S salu?) ... ‘g snluk) duk....dug ds |gn(x)
o s s

Los procedimientos habituales de cdlculo numérico exigirian una gran
cantidad de memoria para resolver estas integrales a pesar del cardcter iterativo de los
mismos. No (bstante como la serie definida en IIL45 o Ill.46 es alternada y de
términos decrecientes el error cometido, en valor absoluto, es inferior al valor absoluto
del primer té mino despreciado. Si éste es el k-simo , el error absoluto e es
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t
Uk (t,0) f - I Uk (t,s) m(s,x) ds

<
o
t
< fUk(t,00 | + Uk (t,s) m(s,x) | ds <
o]
n n2
1 2c2 \* 20 - ta  |f 1 4c2 \k+1
R E (L ),
¢ \7q n=1 ki n2% n2k \n2 12

8

A

1 (2c2 )k T W 1
—— e Max | fnl X )tk +
A ;—k-l_( ! n; n2k

4¢2 k+ 1 o0
+ (q—;—;) (Max Ih"‘l) Z n4k+2 £=

2

1 2c2 \K -5 tq t 22k -1 o2k B
= -—E—) e 4c? Max If,, ———~—~—k-+
Ve \ n2q (21!
ac2 \ k+1 24k + 1 78k +2 By 4 4
+ (i.) (Max lh"' kY
nq (4K + 2)1

nm2
L 2¢2 (t-s) \k 1 o T ez tosla [hol
AT AP AL )% =
o c m< q k! n

Aya‘ qué A
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3.9.- Controlabilidad, observabilidad y estabilidad del modelo

Un problema importante en relacidn con el modelo es el de su controlabilidad,
ésto es, la posibilidad de alcanzar cualquier situacidn final h(x), del espacio LZ f-c,c},a
partir de una situacidn inicial f(x) del mismo espacio.

Tomando como punto de partida la proposicidn IL.4, tenemos que en nuestro
sistema, con H = H*, B = [ y A autoadjunto con semigrupo asociado definido por

fo'] n2n2
gt C 1 nm o nm 1 nmwnmw
Tz = Ze 4c {s z(x) — sen ( + x)dx § — sen( + x) dx,
— < yfc 2 2c c 2 2

la controlabilidad exacta en un tiempo t] hacia una funcién h{x) € 12 [-c,c] vendra
determinada por la existencia de una constante a positiva tal que

(93]
1 t g n2 r? t c nT am 4
a% E — ( s e 4c2 - deX “- h(x) sen (—+ x)dx)2§ z
i o© o -C 2 2c

111.47
X c nmr nm 3
{ Z — j. h(x) sen (— «+ ——-—x)dx)z}
n=1 C -C 2 2c
o bien n2 72

o0 2 .29 —5-t3 c 2(1/2
a{ Z -;43—6-—e de? ) j h(x)sen(ﬂ+~n£ x)dx] }
n=1 2qn2nx2 Iy 2 2c

] c nm nmw 2 |12
HL438 —_f ——
[nzi(j—c h(x)sen( 2+2c x)dx) ]
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Pero no existe una constante a positiva que cumpla esta condicidn, por lo que
el modelo no es exactamente controlable sobre L2 [-¢,c]. No obstante, el lado derecho de
la desigualdad sugiere la posibilidad de que el modelo sea exactamente controlable a algtn
subespacio de L2 [-¢,clsobre e} que podamos definir una norma de la forma

nm nw

(%) C
Iz :{Z (bn2 S h(x) sen (-—2-— +
n=1 -

C 2c

x) dx)z}*

donde b es una constante, ya que en dicho caso el segundo miembro de la desigualdad 11.53
tomaria la forma

[82] 1 c nir nn
iR :(Z _ (I h*(x) sen (— + —— X)dx )*
bn2 -C 2 2c

y la condicién II.t8 permitiria la obtencién de a. Como tal subespacio tomaremos el

conjunto Cg [-c,c 1, de funciones con derivadas primeras continuas definidas en[-c,c ]y
soporte compacto, tal como ocurria con las dos funciones finales que se han utilizado en el
tratamiento con ordenador. A tal subespacio de L2 [-c,c] le dotamos de la norma (ver (

[18])

BE {jc (h (02 + W2 dx } ¥ = {< ne0,n0 >+ ¢ W60, W0 >}

C

~ Ahora bien, el sistema trigonométrico

1 nm nmw
—— cos( + x) }

Yo 2 2

es ortonormal y completo 1 D, y por tanto

(83 c 1 nm nw 1 nm amw
h'(x) = Z [I h(x) — cos (— + — x) dx] —cos (—+ — x)
-c

\/? 2 2c v’c_ 2 2c

o) nw c 1 nn nm 1 nm nw
= _U‘ h(x) —sen (— + — x) dx] — cos (—+—x)

c & 2 Vo 2 2
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: de donde

@ nl g2 c 1 nw nw
€ h'(x), h(x) > = }: (S h(x) =—sen (—— +— x) d))z

n=1 4c2 -C .lc 2 2c

Andlogamente, y considerando el sistema trigonométrico constituido por las
autofunciones del sistema, que es tambi€n ortonormal y completo, tendriamos

Cha > = 3 Jc : ("" A WA P
x), h(x = h(x) =— sen [ —— —x]d
n=1 -c x\]_ 2 +Zc x) x)

C

Ast pues
2.2
”h”2=i(l+“ m )Uch(x)_‘_sen(ﬂ L ,)dx)z
n=1 4c2 -c \IC_ 2 2c

Con €sto, la condicién [IL.48 es reemplazada por

[1L49

n2 x2
-2q ti

2c 4c2 c ng nw 2
a2 Z 1-e j h(x)sen (—— + — x) dx | >
n=1 qn2n2 . 2 2c

8

c \ 2
—_— h(x)sen(ﬂ— 40T x) dx
-C 2 2c
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El lado izquierdo de 111.49 es mayor que

y el derecho menor que

> 4c

c nm nm
( 5 h(x) sen (— + — x) dx)2
-C 2

n=1 p2gngl 2c

por lo que a sera obtenida de forma que

2 2
a -2q el
—(l-e 4ct )x»|
2q
ésto es,
2q
a2y
72
-2 —Q=t
l-e a2

y el modelo es asf exactamente controlable en el tiempo t] a cualquier funcidn de
1
Co [-csc).

En particular, y como hix) = 0 € Ccl, [-c,c 1, el modelo es exactamente
controlable al estado nulo.

Por otro lado, y aunque no se puede garantizar la controlabilidad a toda
funcién de L2 [ -c,c}, como

Tehix) =0 => hix) =0, Yt €10,t) )

el modelo es aproximadamente controlable.

Finalmente, el hecho de que todos los autovalores sean negativos garantiza la
estabilidad del modelo, por lo que el uso de un control tipo retroalimentacion comao el
empleado tiene por objeto solamente minimizar el funcional de coste.



CAPITULO CUARTO
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Caso General
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El Modelo Estocastico

Caso General

4.1~ Formulacion del modelo

En este capitulo se analiza un sistema cuya dindmica es similar a la del
estudiado en el capitulo Il, pero contempldndose la posibilidad tanto de perturbaciones que
afecten a la dindmica del sistema como la de que haya también dificultades en la
observacidn de la variable de estado z(t,x), tanto por lo que se refiere a la observacidn
directa de la misma como por una posible perturbacidn del proceso de observacidn.

Se considera pues, en primer lugar, el andlisis del modelo general que tiene
como "proceso de sefiales” a

31) = A 2(1) + B ult) + V w(t) + N (1) + glt)
1v.1
Zp = Z(O)

como "proceso de observaciones"

t
Iv.2 y(t) = ] Cz(s) ds + Lv(t)
o

y como criterio minimizar el funcional de coste definido por

Wlu,zoh) = E { < h-zltp), Kh-z(t]) > +
ty
iv.3 . < h-z(s), Flh-2(s) > ds +
t
. < uls), Guls) > ds }

para un funcionamiento del sistema durante el intervalo IO,tl l .

En todo lo anterior la estructura de los espacios sobre los que estan definidos
s . N A .
y valorados los diferentes operadores y funciones es la misma que fué descrita al
comien:.o del capitulo II, asi como los convenios utilizados.
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Por lo que respecta a las nuevas entidades que aparecen en el modelo, y sin
que esta presentacidn descarte un andlisis posterior mas detallado de las mismas, su
naturaleza es Ja siguiente:

- dw(t) es un ruido blanco gaussiano, de cuya integracion resulta un proceso
de Wiener W(t) definido sobre H y centrado.

- dP(t) es un ruido blanco poissoniano, cuya integracién conduce a un proceso
de Poissson compuesto, definido sobre H, con incrementos independientes e independiente
del anterior y centrado.

-V, N € By, (10,84] 5 L (k,H)) 5
-g € L2 ([0,t}]; H) es un término forzante,

-2 € L2((Q,F, P); H) es una variable aleatoria que supondremos normal e
independiente de los diversos procesos estocdsticos del modelo, mientras que (QQ,F, P) es el
espacio probabilistico sobre el que estdn definidas las componentes aleatorias del modelo.

- v(t) es un proceso de Wiener definido sobre RK e independiente de los
anteriores.

-C € By, ( Oy1; L (H,RK)

Supondremos también la existencia de L-1, que Wg, Vo ¥ Co son los operadores
de covarianza incremental de W,v y z, respectivamente, siendo

vo, vli Ly Lot € Ly (10,1415 L (RKD.

El que el espacio de observaciones sea finito-dimensional es un requisito
necesarjo para la existencia de v=! (ver [7] ). Esta restriccidn no afecta al modelo que nos
proponemos analizar pero no siempre es la situacion real.

Se trata de minimizar 1V.3 sobre un subconjunto E, del conjunto de leyes de
control L2( [0,t1] ; Eq), donde Eq = L2 [(Q,F, P); E]. Ea constituird el conjunto de
controles admisibles.

Supondremos, siguiendo la pauta marcada en [7] y [12] para procesos de
Wiener centrados y definidos sobre H por

o0
W(t) = 3] wn(t) gn

n=1

donde wp(t) son procesos de Wiener mutuamente independientes y centrados con
E{wnt)2} =t 0% y Z o% <00 ,en tanto que{gn} es una base ortonormada para

n=1
H, que el proceso poissoniano centrado de nuestro modelo puede representarse como

Qo

P(t) = Z Pn(t) gn

n=1
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donde Pp(t) son procesos poissonianos centrados y mutuamente independientes con
(9.9)
E{Pn(t)} = Apty Z A < 00 . Supondremos que Cov (P(t), P(s)) = A Min(s,t).

n=1

En ( [IZJ ) se prueba que, para un proceso de Wiener centrado y valorado sobre
H, la integral estocastica -

t
V.4 () = I f(s) dw(s)

[o]

es un proceso estocastico centrado, valorado sobre H, con las propiedades

a)E { St ll i(s) dw(s)u 2} < traza(Wq) Jt ﬂ f(s)l 2 ds
0 )

b) { I(t), .'Ft} , donde F; es la sigma algebra generada por ]w(s)} (o<s<t), es
una martingala. .

) I(t) tiene una version separable con trayectorias continuas

t
d) Cov {Kt) - Ks) } = ." £(s) wo £% (5) ds.
S

En el siguiente apartado analizaremos las propiedades de la integral
estocastica

t
Iv.5 X(v) = j £(s) dP(s)

o

siguiendo la via cldsica de la integral de 1t3. Supondremos en primer lugar que P(s) es un
proceso de Poisson no centrado y particularizaremos luego los resultados al caso de
procesos centrados.

4.2.- Propiedades de la integral estocdstica poissoniana

Sea P(t) un proceso de Poisson valorado sobre un espacio de Hilbert H, del que
{gn} es una base ortonormada, de la forma
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00
V.8 P(t) = Z: Pn(t) gn

n=1
donde Pn(t)} es una familia de procesos poisionianos reales,, del mismo tipo e
independientes y de pardmetro A, con Ap = Aj<o ¥ )3 A, = A, -

Se tiene entonces que

QO
E{P}=r®=()" Angn)t = At
n=1

@ * «I»)
E{l PO -2} =9 { 3 An(Apen) = (t-0)h5 + Xy

n=1

y el preceso
P*(t) = P(t) - r(t)
es un proceso centrado cuyo operador de covarianza es
E {(P*(t) - PX(5) 0 (P*(0) - PreN } = M(t-s)
siendo ign = An gn-

Definimos entonces la integral de f(t) € B2 ( [0,t]], L(H)) respecto a tal
proceso de Poisson como

t o)
v.7 X(t) = 5 f(s) dP(s) = lim Zf(si) (P(si+1) - P(si))
(] ak—ac i=o

donde By representa la norma de una particidn del intervalo [O,t ] y donde el limite debe
entenderse en media cuadrdtica. Si el proceso es representable en la forma V.6 , la
integral IV.7 puede expresarse como

(0]
t t
1v.8 Xo(t) = j f(s) dP(s) = E j 1(s) dPp(s)
o o

n=1

Analicemos la consistencia de la definicidn 1V.7 y las propiedades de X(v).
Comenzaremos suponiendo que f(t) es una funcidn simple tal que

)=cn s € [snsne1)
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0=355 <€ 5| € reeee <Sk=t

Para estas funciones la integral poissoniana se define de forma natural como

t k-
X(t) = j f(s) dP(s) = 2 cn (P(sp+1) - Plsp))
o

n=0
y tiene las siguientes propiedades:
k-1 k-1 t i
DE{XO | = D cnE (Plsns1) - Plsn) <A D cn (sn-1 - 50) = AJ fs)ds
n=o n=o o N

* .
donde M\ es el pardmetro caracteristico del proceso P(s)

t t
b) E{'x(t)ﬂ2}=E < | 1) dpes), f(s) aP(s) > | =
[+

o

(ya que P(t) tiene incrementos ortogonales)

k-1
= { CnyCn > E{Hp(sml)—l’(sn)" 2}=
n=o0
k-1
= Z ( X;* A;,($n+l'5n)( CnyCn ) =
n=o

=( A )‘2) € fls), (s} > ds

o]

En el caso de que P(s) sea un proceso centrado los resultados de a) y b) se
reducen a

t
E{x®w}-0, E{ﬂx(t)llz}= A;[ < 1), 1(s) > ds
o

c) Sean ahora f) (s) y f2 (t) dos funciones simples y supongamos t] < t2.
Entonces .

1 2
E 4 11(s) dP(s), f2(s) dP(s) > | =

o] o
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k-1 kz-t
=E [( D cin (Plons1) - Plsn)), D c2,i (P(s'y, ;) - P(s')) >] =

n=o n=0

(tomando una particién constituida por las dos particiones de cada integral)

ry-1 rg-1
= E [ ( Z Cl,j (P(t'ii'l)-p(t'j))' Z C2,j (P(t|i+l) - p(t'j)) >] =

i<o i=o

(por la ortogonalidad de los incrementos de P(t))

ry-1 rg-1
=E [ ( Z Cl'j (P(t'i*l)-P(tj))’ Z CZ,j (P(t']"‘l) - P(t])) > ] =

i=o i=o
r1-1
= Z < ci1j,c25 > E{l P(t'm)-P(t'j)l 2} =
j=o

[+]

r-1 ty
=( A+ AY) Z (), -t <egjpez,j> = A+ A’z)s < £1(s),f20s) > ds
1=o

d) Por un razonamiento andlogo a este (ltimo, tenemos que si g1, 82 € H,
£1(s) y £2(s) son dos funciones simples y t] < t2

th A t2
E [(S £1(s) dP(s), g1 > <I f2(s) dP(s), g2 )] =
o (o)

t

1
=( N1+ A%) _" <fi(s) g1 > < f282)> ds

o

Para procesos centrados los resultados de c) y d) se convierten en

] t2 . Min(t},t2)
E <L f1(s) dP(s), L £2(s) dP(s) >]= )\J < f1(s), 12(s) > ds

(o]
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t) t2
E (5 f1(s) dP(s), g1 > (j f2(s) dP(s), g2 > ] =

0 (o]

Min(t,t2)
= X*J < f1(s)g1y C(f2lshgz > ds
(o)

Sea ahora una funcién f(s) € B2 ([O,tl ], L(HD), es decir, una funcién

t
fuertemente medible tal que g " f “ 2ds <00 . Como las funciones simples son
o

densas en B2 ([O,t|] , L(H)), existird una sucesién {tn‘ de funciones convergente a f, tales
que

ty
lim s | t-fn]2ds = 0
n —-00 “o

Entonces los procesos

t
X(t) = s £(s) dP(s)

(]

son medibles respecto a la o-algebra Ft generada por {P(s); o<s<t } y

t
E [l X(t) - Xn(t)P] =E [|| f 6+t apel 2] -
o

t t
=E { < 50 (£(s)-fn(s) dP(s), So (£(s) - fn(s) dP(s) > } =

1]

wpl
M <18 - tnls), £(s):-En(s) > ds =
o]

t
. J 1s) - fn(S)l 2ds —» 0, cuando n —» OO
M

o
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Por tanto

t t
XU):J f(s) dP(s) = lim j fn(s) dP(s)

o n—QoJo
donde el iimite debe entenderse en media cuadratica.

El proceso X(t) tiene las mismas propiedades qile las obtenidas para las
funciones paso.

dVtefo,t;] y o< s < t, se tiene que
t
E|X(W/ Fs | =X(s)+ A§ f(t)dt
[xwr g ] -xes a )

donde Fgesla o-ilgebra generada por P(s)y X(t) es la integral poissoniana de f(t).

En efecto, en el caso de que (t) sea una funcidn simple se tiene que

k-1
t
X(t) = X(s) + j £(s) dP(s) = X(s) + E cr (P(sp 4 1)-Plse))
* s<sp <t

de donde

k-1

E [X(t)/ 55] = X(s) + E crE (P(Sr+l)-p(5r)/ frs) =
s <t

k-1
t
= X(s) + 2 : Cr E(P(sra1) - Plsp)) = X(s) + A j £(x) dx
s<spsit ’ )

por la independencia de los incrementos de P(t), y por la misma razdn expuesta en la
propiedad c), lo anterior es también cierto para toda funcidén f € B2 ( [O,tll , L(H)).

En el caso particular de que P(s) sea centrado el resultado anterior se
convierte en

E [x(t)/ F |- xo
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es decir, integi'al X(t) es una martingala respecto a F valorada sobre H, para todo
te |0,t].

e) X(t) tiene una versidn separable con trayectorias continuas a 1a derecha.
En efecto:
Pll X(t+8)-X(0) || > & I - pl B xtts 8)>-x]2 > k2] <
1
_— EII X(t+§) - X(t)Hzl
k2

(en aplicacidn del teorema de Tchebychef)

1 t+8
=— E l f(s) dP(s){| 2| =
K2 t
1 k-1
=—— E I ” E f(s¢) (P(s”])-P(sr))”2 ] = (por propiedad c))
k2 t<s, <t+ 8
»* * ¢ *
A A t+d A+ A t+8
=t 2 J CHs),f(s) > ds=—" 2 ‘[ ”f(s)” 2 ds <
k2 t K2 t
(A Ay A
~——= 5 Max [[10}|2 —> 0, cuando & —>0.
k2

Por tanto, X(t) es continua en probabilidad. Por otro lado como el conjunto

mt|
J={ , Mm=0,l,...... 2% n = 0,1,2....... }

n

es denso en O,tl] , existe una versidn separable (ver ( [lul ) X(t) de X(t), que tiene a J
como separador.

El que no tenga trayectorias continuas es debido precisamente a la naturaleza
de los fenémenos fisicos que modela el proceso de Poisson: fendmenos en los que existe la
posibilidad de perturbaciones impulsivas. Ahora bien, como la probabilidad de uno o mis
impulsos en un intervalo t,t+8 tiende a 0 cuando lo hace 8, tenemos que, con probabilidad
1, X(t) tiene trayectorias continuas a la derecha que poseen, como maximo, un nimero
finito de saltos en todo subintervalo de [O,t[] .
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Para el proceso poissoniano P(t) definido en IV.6 vamos a estudiar las
propiedades de la integral 1V.8 para funciones pertenecientes a B2 ( [O,tll; L(H)), aunque
de hecho bastara probar que el proceso

@
P(t) = E gn Ppy (1)

n=1

esta bien definido. En efecto

|

o @ t t
> E[( gn J’ £(s) dPn(s), gk J (s) de(s))l=

t t t
I f(s)dP(s)“ 2 |=E [<I f(s) dP(s), S £(s) dP(s) >] .
[s) o] [s]

1

n=1 k=1 [¢] [+)

"

X t t
Z E [( gn I 1(s) dPp(s), gn J f(s) dPn(s) > ] = (por propiedad c))
o

n=1 °

"

90 t
D rne Ad j < 1) gny £) gn > ds =
Q

n=1
(o2
2 t
= Z( Ap+ AR I “f(s)gnuzds <
n=1 0

& 2 t ‘
D0 har AD j 1)l 2 ||&n ]| 25 <

n=1 (o]

< t
(2 e D) j [ £s)1] 2 ds
o

n=1

lo que demuestra que XO(t) € L2 ( |o0,t} ] xt, F, pxsn.

El cardcter lineal del operador esperanza matemdtica garantiza, supuesto el
cardcter regular del proceso que acabamos de demostrar, que XO(t) tiene todas las
propiedades antes analizadas para la integral estccdstica de tipo poissoniano,

Para procesos representables de esta forma se prueba la siguiente
proposicién.
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- 4.3. Proposicidn IV.1

Sea A un operador lineal y cerrado de H en H. Si vy, V(s)gn, N(s) gn € D(A) y

O 2 t) o t]

E n j AV(s)gn, 2ds<oo, E An J AN(s)gn 2ds <oo
o

n=1

n=1 °

entonces:

ty t
a) s V(s) dW(s), J N(s) dP(s) € D(A) con probabilidad 1 y tienen
o o

esperanzas finitas.

. 13
b) A S Vis) dW(s) = 5 AV(s) dW(s) con probabilidad 1 y tiene
o o

trayectorias continuas.

ty 3
c}A S N(s) dP(s) = j AN(s) dP(s) con probabilidad 1 y tiene
o o

.trayectorias continuas a la derecha. .
Comenzaremos probando que

t

t
A S V(s) gn dwq(s) = S AV(s) gn dwp(sh
o o

Esto es cierto en el caso de que V(s) sea una funcidn simple por la definicién
de integral estocastica y el cardcter lineal de A, cumpliéndose ademds que

t
S V(S) gn de(S) C D(A)
(]
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y, por ser A cerrado,

00 tl
> 5 V(s) gn dwn(s) € D(A)
n=1 [s]

Si V(s) no es una funcidn simple, dado que las funciones simples son densas en
L2 ( [O,tll , D(A)) y que A es cerrado, existe una sucesién de funciones simples {fn,k}
convergentes a V(s)g, tales que

St ” V(s)gn - fn,k” 2 g5 —»0, jt “AV(s)gn - Afn’knz ds —0
o o

cuando k — o . Si

t]
Xn’k = S fn,k de(S)
o]

se tiene que

t)
Xn,k ~——— Xn = j‘ V(s)gn dwnp(s), cuando k — oo
)

ya que, considerando la norma en el espacio L2 ((Q,,P); H) y en virtud de las propiedades
de la integral estocdstica para procesos de Wiener (en ( [11] )

)

ty
E us V(s)gn dwn(s) - I fn,k dwnls) 2 <
o o

t
( S i (V(s)gn-fn,k) H 2 ds) U,?, — 0, cuando k — 00
o

por la condicién 1V.8 . Entonces, por ser A cerrado y lineal y las hipdtesis de partida,

t1 t
A S fn,k dwn(s) = S Afn k dwpls) —
o o

t

1) 1
A S V(S)gn de(S) = j‘ AV(s) 8n de(S)
0o o]



96

de donde, por el cardcter lineal de AV(s),

.‘_t| oo t) o) t]
A V(s) dw(s) = A Vis)gn dwpls) = A V(s) gn dwp(s)
. Z’ §_vlen dwi 2 f vio)n dw

ty o ty o) ty
= § D AVEsIgndwals) = § AVIs) ( S endwn(s - § Aves) dwis)
(o) o] o

n=1 n=1

t
En ([12] ) se prueba el cardcter de S AV(s) dw(s) como martingala con
trayectorias continuas. o

Una demostracién andloga, ya que solo hemos utilizado la propiedad del
proceso de Wiener de tener incrementos independientes, sirve para la parte
correspondiente al proceso P(t) en el caso de que sea centrado exceptuando el que la
martingala integral tiene trayectorias solo continuas a la derecha. Para procesos
poissonianos no centrados esta ultima propiedad se pierde.

Se define ia solucién suave de V.l como

t t t
v.9 2(t) = Tz + s Ti-s Bu(s)ds + S Ti-s Vdw(s) + S Tt.s NdP(s) +
o o o]

t
+ S Tt-sg(s)ds
. . 0. . . . .
donde Ty es el semigrupo generado por A,

En (|3 y( |12 l ) se demuestra que 1V.9 es un proceso estocastico bien
definido valorado sobre H y,Vh € H, < h,z(t) > es continuo en probabilidad sobre |0,t1 ] ,
e incluso, si solo hubiera perturbaciones gaussianas, continuo en media cuadritica.

La ecuacion IV.]l tiene una solucidn fuerte z(t) si

2t) € C(10,t1;1L2 [(Q,F, PxH|); 2(t) € D(A)

y z(t) satisface IV.l sobre [O,t[ l x (Q,F, P) con probabilidad 1. La solucidn se considera
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tinica si ~ualquier otra solucién fuerte z((t) es tal que

P} sup z(-zi(p)f|40)=0
g 2020040

La siguiente proposicion da condiciones para la existencia de una dnica
solucion fuerte de 1V.1

u.h, Existencia de una unica solucién fuerte para la dindmica del modelo.

Proposicién 1V.2

Sea A un operador cerrado y lineal de H en H y Ty el semigrupo fuertemente
continuc generado por él. Supongamos que, ¥, Y con probabilidad 1, se cumple

a) Ty V(S)gn, Tt-sN(s)gn, Tt-sBuls), Ttzo € D(A), s,t € ortl]
¢
b) [IATt-s Buls)jds < o

® o
t t
<) E ;0,2, “' IATe-sVis)gn || 2ds + An I JAT¢.s N(s)gn 12 ds< oo

o n= o

Entonces IV.9 es la dnica solucion fuerte de 1V.1

En efecto, las hipdtesis b) y ¢) garantizan la aplicacidn de la proposicién IV.1,
en virtud de 1a cual las dos integrales estocasticas de 1V.9 son continuas en probabilidad
por lo gue también lo serd z(t) definida por IV.9.

La hipStesis a) y la proposicién IV.1 permiten establecer que, con probabilidad 1,

t t
j Tt-s V(s) dW(s), J Ti_s N(s) dP(s) € D(A)

(o (o]

mientras que la misma hipéStesis a) y el ser A cerrado establecen que, con probabilidad 1,

t
J Tt-s Bu(s) ds € D(A)
o
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y, en consecuencia y con probabilidad I, z(t) € D(A).

Finalmente, por la proposicion V.l y una generalizacidn, (fIZI), del teorema
de Fubini a integrales estocdsticas, tenemos que

t t
Iv.10 A s Tt-s V(s) dW(s) = j AT-s V(s) dW(s)
o o

y, con probabilidad 1,

t s t t
j ( j ATg.r V(r) dW(r)) ds = '{ ( 5 AT¢_r V(r)ds) dw(r) =

) o ) r
1 t t

= (Ttor V(r) - V(0)) dW(r) = Ttor V(r) dW(r) - V(r) dW(r)
o ) o

y por la misma razdn

t S t t
j ( j ATs_(N(r) dP(r)) ds = 5 Ti-r Ni(r) dP(r) - J N(r) dP(r)

o o o

mientras que, por el teorema de Fubini ordinario,

t s t t
j ( 5 ATs ¢ Bulr)drids = j Tt-¢ Bulr) dr - s Bu(r) dr
e B P P

o o
t s t t

j ( 5 ATs ¢ glr)dr)ds = j Tir gle) dr - j g(r) dr
o o o o

Con IV.10 Yy estos resultados hemos establecido que
t

A
o

t t
+ s Tisgle) dri= g {T-r Bulr)dr + Teop VIr) dW(r) + Tyop N(r) dP(r) +
(o o

t t t
J Ts_r Bu(r)dr + I Ts-rv(r) dw(r) + I Ts_r N(r) dP(r) +
o o o

+ Tyop g(r) dr = Bu(r) dr - V(r) dW(r) - N(r) dP(r) - g(r) dr)
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Pero el primer miembro de la anterior igualdad es

t t
s’ A (2(s) - Tszp) ds = '( Az(s) ds - Ty 2o + Zo
o o

mientras que el segundo es

t t t t
2{t) - Ty zo - j Bu(s) ds - j V{s) dW(s) - I N(s) dP(s) - j g(s) ds
o 0

o o
de donde’z(t), definida por 1V.9 , es expresable como

t t t t t
Bu(s)ds + S V(s)dW(s) + j‘ N(s)dP(s)+s- g(s)ds

o o o

72(t) = 25 + S Az(s)ds + S

o o

que satisface IV.l y es, por tanto, una solucién fuerte con trayectorias continuas a la
derecha.

La unicidad esta gerantizada porque la solucion de
2() = Az (), z(0)= Zp
es Unica y por la linealidad de A,

Este tipo de demostracion es el utilizado por R.F. Curtain en [7] para
demostrar el teorema fundamental sobre el problema de la estimacidn bajo control cero, y
sobre el cual descansard la aplicacidn del teorema de separacidn, que es el nimero 9 de la
lista.

Curtain e Ichikawa en [14#] abordan el problema del control dptimo bajo
perturbaciones ocasionadas por procesos de Wiener. Nosotros analizaremos el caso del
control éptitno bajo perturbaciones ocasionadas por procesos de Poisson.

4.5. Control éptimo para observaciones completas

Se trata de determinar el control éptimo para el proceso de sefiales definido
por

t t t
.11 A = Tizo+ [ Tes Buls)ds + { Tr-s N(s) 9P(s) + [ Tesg(s)ds
(o] [o] o
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gque minimice el funcional de coste definido por

t
v.12 W(u,zo,h) = E { z(t)-h,K(z(t)-h) > + j { z(s)-h,F(z(s)-h) > ds+
(o]

ty
+ g Culs), Guls) > ds}
[e]

Llamaremos U = L2 ( Q ,psE) y 3 = L2 (Q,p;H). JC es un espacio de Hilbert
con el producto escalar

vz, =B { vt vaw)> )

mientras que Uy = L2 ( [0,t1] iUy Jep=12¢( |O,t1 }; 3 ) son espacios de Hilbert con
productos escalares definidos respectivamente por

ty
Cubuz > = ECCupttw, ualtw) > ) dt
Uy o N

t1
vz dy, = § ECCuun va wdyp e
1 [o]

donde la esperanza es Ja condicionada por g, la o -3lgebra engendrada por P(s),
(0= <t). Con estas notaciones [V.12 se expresa como

1v.13 W(u,zo,h) = z(ty)-h, K{z(t])-h) >Je v {z(t)-h,F(z(t)-h) > +
1

+  ult), Gu(t) >
Uy

y, siguiendo una técnica desarollada por Balakrishnan en |5 l , definimos
t t
s(t) = Ty zg + j Ti.s N(s) dP(s) + j- Ti-s gls) ds - h
o o

t
Jtu = s Tt-g Bu(s) ds
o
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donde J¢y € L (L1}, JCp)y Jtl € L(up, Hs conéllo 1V.13 se reescribe como
V.1 Wlu,zq,h) = € slty) + Iy K(s(ty) + JtlU) >'Ki + ¢ s(t) + Jeu, F(s(t) + Jpu) )K+:
' 1

v ¢ ult), Gu(t) >
Uy

Balakrishnan prueba que este tipo de funcionales son convexos e
inferiormente semicontinuos, existiendo un tinico control u9, funcién medible respecto a
Fs, que lo minimiza. En nuestro caso, el minimo de la forma cuadrdtica V.14 viene
dado por

V.15 Guo + J‘{l Ks(ty) + J¢, uO) + I} F(s{t) + Jg u®) =0

E! problema es pues el cdlculo de J‘{l y J%. Para 1§ tenemos que, Yx&k,

ty t
CIT x> = ¢ x, Jpu® D> = ] E ( ¢ x(1), j Tt-gBu®(s) dS>H)dt =
o o
t] t
= E ( ¢ x(t), Ty.g BuO(s) > p ds) dt =
Jo o
'tl 'll
= E ( < xt), TysBuO(s) > |, dt) ds =
JO JS
('t [t
= * -
= -ol‘. ( . <CB» T x(1), uo(s) > dt) ds =
t) 't[ t)
= E (<] B*TY x(t)dt, uo(s) > g) ds = E < ils), u°(s)>Eds
o Js - o

Ahora bien

E ity s> g - E (¢ i), 000 >/ Fo =& { < Bl Fg), v}

dado que u%(s) es medible respectoa Fgs. Por tanto
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t] 1]
< J:x, uw > U= IOE < E( StB* T;_t x(s)ds/ Fp), uOls) > g ds:

ty
= ( E( S B* T’S’_t x(s)ds/ Fi), uofs) >
t

Uj
y asi
t
V.16 ITx=E( S B* TY  x(s)ds/ Fy)
t s-t
Analogamente
< 3’{1 x,u° > Ul= < %y Jypuo >J€ = E( ¢ X Iy u® > )=
t t]
=E( < x, 5 Te,-t Buo(t) dt > )= 5 E < B* T*{l_tx,uo(t) > pdt=
o o
= CB* T txu) U
de donde
wa j;i_t'xgg; f:l;tg
Supuesta entonces la existencia de G-1, resulta
t
V.18 uo() = -G-1B* [T‘{l_t K (s(t]) + Jg, uo) + E( 5 T FG(r)+ Jru°)drl&‘t)]=
¢

t)
= -G-1 B» [T’{l_t K(s(ty) + 3¢, uwO)) + j T ¢ FE(s(r) + 3rU0(r) Fy) dr]
t

Como para r>t, E {s(t)+Ip uo(r)/ Fy } = z0(c)-h, ya que debido a la
ortogonalidad de los incrementos de P(t) lo anterior equivale a hacer intervenir la
dindmica del sistema a partir de z0(t), valor de la variable de estado bajo el control uo,
como valor original, podemos poner
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ty
.19 uo(t) = -G-ln» %T:IJK(zo(tl)—h)Jr j Ti_t F(s) (zO(s)-h) ds } =
t

1
= -G-Ip» ; T*{H K zo(t))+ j Tt F(s) z0(s) ds -
t

t
- (T§ _¢Kh+ 5 Ti.t f(s)h ds) I = -G-1B* (q(t)-k(1))
t

For otro lado, paras > t y bajo el control uo(t)

S S
iv.20 20(s) = Tg_g zO(t) - j Ts_x BG-1 B* q(x) ds + J’ Ts-x BG-1B* K(x) dx +
t t
S S
+ Tg-x N{x) dP(x) + j Ts-x g(x) dx
t t
por lo que
4 s
V.21 q(t) = Tit F(s) { Tsop z0(1) - j Ts_x BG-1B*q(x)dx +
t t

s s s
v 5 Ts-x BG-IB*K(x) dx + 5‘ Ts-x N(x)dP(x) + J‘t Ts-xg{x)dx } ds +
t
t] ty
N T:|~t K {Tt]-t 20(t)- 5 Ttyx B8G-1B*q(x)dx+ J tg-x BG-IB*k(x)dx +
t

t

t ty
+ s Tiy-x N(x) dP(x) + j Tey-x glx) dx }
t t

Ahora bien, recordando que

5 S
Eq { I Ts-x N(x) dP(x) } - xs Ts_x N(x) dx
Tt t t
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tenemos que

S
v.22 E 2 {206} =7005) = Tog z0(0) - j Ts_x BG1B*q(x) +
t t

] s s
+ j Ts-x BG-1B*k(x) dx + j Ts-x N(x)dx + J Ts-x g{x)dx
t t t

donde zO(t) = 29(t) y q(s) = E:;_ {q(s) } con q(t) = g(t). De aqui resulta
t
t]
q(t) = ( T3t F(s) Ts-t ds + TE ¢ KT;_¢) 20(t) -
t
ty )
- T2t F(s) Ts-x BG-1B* (@x)-k(x))dx | ds -
t t

t1
- T:l't K j Te)-x BG-1B* (G(x)-k(x)) dx +
t

ty s
+ ] Tat F(s) ( I Ts-x (AN{x)+g(x)) dx) ds +
t t

t]
Tt ey O Noge 0 =
t
=( s T2 4 F(s) Ts_t ds + T{l_t KTyt z0(t) -
t
t) tp
- S T ¢ Els) 5 Ts_x BG-1 B* (g(x)-k(x) ds | dx -
t X
ty
- Titt[-t K ‘t Ttl_x BG-! B* (G00-k(x)) dx +
t] t}
+ {T& ¢ Fs) s Ts-x ( A N()+g(x)) ds) dx +
t)

+ T't'l_t K j‘t Ttp-x (A N(x)+g(x)) dx

y, teniendo en cuenta el resultado 11.35, podemos poner
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t
qft) = (T’{l_t K Tep-t+ j T;_tl F(s)—S(s)BG'lB*S(s)] Tst ds +
t

ty ty
+ S Tt S(s)ﬂ()'lﬂ*S(s)Ts_tds> zo(t) - J T;_t[r’{l_x KTty-x +
t t

1]
+ jr;_x F(s)—S(s)BG'lﬂ’S(s)|T5_xds*
X

ty
+ j TE . S(s) BG-IB*S(s)Tg_y ds  BG-IB*(qlx)-kix) dx +
X

1y ty
+ St T_t ‘ T ox KTeyog + S T‘s'_x l,F(S) - S(s)BG'lB*S(s)b Ty ds +
X

t]
+ S T x S(s)IBG-1B*S(s) Ts_x ds I (A N(x)+g(x)) dx
X

de donde

t]

q(t) = (S(1) + s T&.t S(5)BG-1B*5(s) Ts_y ds) zO(t) -
t

t ty
- S Tha Is(x)* j T & xS(s)BG-1B*S(s)Ts_« ds l BG-18* (G(x)-k(x)) dx +
t L X

+*

t th
S Tyt ‘ S(x) + S TE ¢ S(IBG-IB*S(s)Tq dsl CAN(x)+g(x)) dx =
t X
t

S(t) z0(0) + j T¥ ¢ S(s) BG-IB* (S(s) Ts_t z0(t)-(q(s)-k(s))) ds -
t

t 5
- ,( Tx-t I 5T§_x S(s)BG-1B*S(s) Ts_xBG-1B* (E['(X)-k(x)dxlds
t t

s

ty s
+ S Th v ' j Ty S(SIBGIB*S(s) Tg_y ( A N(x)+g(x))dx l ds +
t t

t
( TEt S(s) ( AN(s) + g(s)) ds =
Jt

*
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ty
= S()zo(t)+ I TE.t S(5)BG-IB* [S(s) (Tg.p zUt) -
t

S
- j Ts-xBG-IB*(q(x)-k(x))dx - (§(s)-k(s)) ]ds +
t

+

3 s
S T 15(s)BG-1B*S(s) s. Ts-x{ A N(x)+g(x))dx)ds +
t . t

+

t]
s TE 1 S(s) ( A N(s)+g(s)) ds
t
Pero
S S
Tg-1z0(t) - ; Ts_x BG-1B* Gx)-k(x))dx + j Ts-x ( A N(x)+g(x)) dx
t t

es,paras > t, { 20(s) } = Z0(s), por lo que

E‘Tt
t)
v.23 q(t)-k(t)-S(t)z0(t) = - j T2 ¢ s(s)BG-1B* { Gls)-K(5)-S(s)Z°(s)} s -
t
t)
-(THekns § TELeFohds +
t
t) S
o TLS6) (AN + g(s)) ds
t .

que, considerando el resultado 11.33 e introduciendo la perturbacion U(t,s) de Ty por

-BG-1B* S(s), podemos expresar como

ty
Iv.24 q(t)-k(t)-S(t)zo(t) = I U*(s,t) [S(s) ( X N(s)+g(s)) -F(s)h ] ds - U*(t},t)Kh
t

t1
=m(t) + S U*(s,t) S(s) ( A N(s)+g(s)) ds
t

donde m(t) viene definido por 11.38 .

Subtituyendo  IV.24 en 1V.18 obtenemos como expresion del control
Sptimo
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t)
Iv.25 wo(t) = -G- 1R {S(t)zo(t) +m(y) + j U*(s,1) S(s) { XN(s)wg(s))ds}
t

mientras que el valor correspondiente de la variable de estado viene dado por

t t
v.26 720(t) = Tyzg - j Ti.g BG-1B*S(5)z0(s)ds - j Tios BG-1B*m(s) ds
o o

t 1
- s Ty BG-1B* ( f U*(x,5)5(x) ( A N(x)+g(x)) dx) ds +

] S

t t
+ 5 Tt-g N(s) dP(s) + S Ti-s gls)ds
o o

o, introduciendo de nuevo la perturbacion U(t,s),

t ty
1v.27 zo(t) = U(1,0) zo- s U(t,s)BG-1n* (m(s)# S U *(x,5)5(x) ()\N(x)+g(x))d3)ds +
o s
t t
+ S Tr.g N(s)dP(s) + j Ti-sgls) ds
o o

En general, para procesos centrados con incrementos ortogonales y no

forzados (g=0), tenemos

1v.28 uo(t) = -G-1B* (S(t)zo(t) + m(1))

que es, formalmente, el mismo resultado que el obtenido para el caso determinista,

mientras que

t t
Iv.29 z0(t) = U(t,0)z¢ - s U(t,s)BG-1B*m(s)ds + j Tt.g N(s)dP(s) =
o o

t t
= Tyzo - j Ttes BG1B* (S(5)z0(s)+m(s)) ds + “‘ T¢-gN(s)dP(s)
o o

Los resultados obtenidos en esta seccion constituyen un componente basico de

la siguiente
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4.6.- Control dptimo para observaciones incompletas. Aplicacién del principio de
separacion

El principio de separacion es el principal resultado de la teoria de control
para sistemas lineales estocdsticos con funcional de coste cuadrdtico cuando el proceso
que define la variable de estado no es conocido sino en funcién de un proceso de
observaciones. Dicho principio establece que el problema puede separarse en un problema
de filtro que permite estimar el estado actual del sistema en términos de las
observaciones, y después en un problema de control determinista con funcional de coste
cuadrdtico, siendo el control dptimo una retroalimentacion de tipo determinista de la
estimacidn del estado.

Considerando entonces el proceso de sefiales definido por 1V.ll  que
expresaremos como

1v.30 z(t) = k(t) + z(t)
donde
t t '
k(t) = Tyzg + S Tt-s N(s)dP(s) + 5‘ Tt-s gls) ds
o

]

1v.31

t
zj(t) = s Tt-s Bls)u(s) ds
o

con un proceso de observaciones definido por

t
Iv.32 y(t) = S Cz(s)ds + Lv(t) = x{t) + yj(t)
o

donde
t
x(t) = S Ck(s) ds + Lv(t)
o
1v.33
t

yi(t) = S Czi{t) ds
Q

(es decir, x(t) es el proceso de observaciones bajo control cero), y se trata de minimizar el
funcional de coste definido en 1V.12. La naturaleza de las distintas entidades fué descrita
en la seccidn 4.1,
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Ll que las leyes de control sean de tipo retroalimentadas es un hecho que
viene impuesto por consideraciones practicas de tipo fisico, y nos obliga a restringir la
clase de controles a 1n subconjunto de controles admisibles, Uy, de Uy,

Para caracterizar a este subconjunto y preparar el camino a la aplicacidn del
principio de separacién estableceremos las siguientes notaciones:

1) yt es la restriceion de y(-,w) sobre [0,t] y es una variable aleatoria con
valares en Cgl 10,t 1 ;RK), conjunto de funciones continuas por la derecha.

MUy = fuw) €U [ulw) = Blxe(w)), donde B :RK—E |

y elegiremos Uy de forma que para todo t € [0,t1 ] , salvo quizas un conjunto de medida
nula de|n,t1]que en nuestro caso serian los instantes en que producen las perturbaciones
impulsivas, sea

Uad = Uxt

con lo cual, y como veremos a continuacidn, se propicia la aplicacién del principio de
separacidn, utilizando el teorema fundamental de 17} primero y los resuitados de la
seccidn anterior después.

Para éllo definimos por una parte

1V.34 2O = By 120} = k) + 2100

donde
t ~ ~

.35 (0 = <0 - § CRsis, k(0 =By T KO} =By {0}
(o]

es el proceso innovaciones para el par {k(t), x(t) } , Y por otro lado el proceso de error
V.36 e(t) = z(t) - Z(1)

y, antes de aplicar el principio de separacidn, consideremos que

E |< 2()-h, F(z(t)-h) > l =E [( Z()+e(t)-h, F(Z(t)+e(t)-h) > l =

. r-.| ¢ 5(0-h, FGO-h) > | E , ¢ e(t), Fel(t) > ]
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pues, como se prueba en {7] , error y estimacién son incorrelados.
Por tanto el problema de minimizar IV.12 es equivalente al de minimizar

L7
1v.37 Wilu,zo,h) = E € Z(t))-h, K(Z(t1)-h) > + j' ¢ 2(s)-h,F(3(s)-h)> ds +
o

ty
+ < uls), Guls) > ds

o

donde los productos escalares estan definidos sobre los mismos espacios que en la seccidn
anterior.

Los resultados obtenidos en [7] , con la introduccidn del término forzante
como elemento excepcional, dan, como estimacién de z(t)

. t _ t
1v.38 ztt)=k(t)+z | (t)= j T4_sP(s)C*(LvoL*)-1 di(s)+ j Ti-sgls)ds +
o o

t t
+ J Ti-s N(s) r(s) ds + j Ti-s Bu(s) ds

(o] o

donde P(t), supuesto se cumplen las condiciones expuestas en el teorema 9 de la lista, es la
solucion unica de la ecuacion de Riccati

%( PWE,h > - € BE,Ah > - € BOhAL > + < PUOIC*CB(Lh > =
v.39 = < B(t)MB*(t){,h >

F(O) = Co

En la misma referencia se prueba que el proceso de innovaciones es un
proceso centrado con incrementos ortogonales y matriz de covarianza Lvgl*. Por tanto
podemos aplicar al modelo definido por 1V.38 y 1V.37 lo visto en la seccidn anterior
para observaciones completas, y de esa forma garantizar la existencia de un control
optimo uO(t) definido por

. ty
V.40 uo(t) = -G-lB*(S(t)z(t)+m(t) + J U*(s,t)S(s) (N(s)r(s)+g(s)) dS)
t
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con el correspondiente valor de 2(t) dado por
~ t _ t
V.41 70(t) = j Ty.s P(S)C*(LvoL*)-1 dils) + S Tt-s (g(s)+N(s)(s)) ds
o o

S

t ty
- S Ty BG'IB*(S(S);:(S) + m(s) + S U *(x,s)s(x) (g(x)+N(x)r(x)) d)) ds
Q
o bien
n t t1
V.42 z0(1) = - S U(t,s)BG-LB*{in(s)+ S U *(x,5)S(x) (g(x)+N(x)r(x)) dx} ds +
o s
t _ t
v [ U@SIPEICHLvoL*)» L dis) + § U(t,5) (g(s)+Nis)r(s)) ds
o o

Ahora bien

t -
§ UIPEICHLvoL *)-1dils) =
0

it

t t L.
f UEIPEICHLyoL*)d(x0s)- § Ck(s)ds)
Q o

1

t
§ U(ts) FICH(LvoL*)! {dyo(s) - C2o(s) ds)
o
resultado que, substituido en V.41 , proporciona
- t _ t
Iv.u3 7z0(t) = S U1(t,s)P(s)C *(LvoL*)-1 dyo(s) + S Uj(t,s) (g(s) + N(s)r(s)) ds -
o o
t t
- uierGIBE () ¢ UY (031500 (gG)+N(Ir(x)dx) ds
o s

RSN

donde yO(s) es el procesa de observaciones bajo control éptimo y Ujlt,s) la peii;ijrbaéién
de Ty por -BG-IB*S(t) - P(IC*(LvoL*)-1C.

En el caso de procesos centrados y ausencia de término forzantéééi{

<,

e. resultado iz &
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V.44 uo(t) = -G-1B* (S(1)z0(t) + m(t))
t t

V.45 20(t) = S U{t,s)P(s)C *(LvolL *)-1 dyo(s) - f U{t,s)BG-Im{s)ds
o o

que tiene la estructura de un filtro del tipo Kalman-Bucy.

Este resultado es vdlido para cualesquiera procesos ortogonales siempre que
sean centrados.

El control queda pues totalment> definido por S(t) y P(t) y, tal como
establece la formulacién general del principio Je separacidn, es introducido estimando
primero el estado del sistema por IV.45 vy obteniendo luego la ley de control definida
por VL&4,

Para procesos centrados y ausencia de término forzante, el valor del
funcional de coste viene dado por

t
V.46 W(u0,z4,h)= W1{u%,z5,h) + E [( e(ty), Ke(ty) )] +E [ S < els), Fe(sbds]:
o
t) _ .
= W1(u%,zg,h) + traza {Kf’(t[)r'f S traza {FP(s)} ds
o

ya que, como se prueba en [7} , B(t) = Cov { e(t)} y E [( Dx,x )] =traza (D.Cov {x})
_mientras que
t
Iv.47 W1 (Whzo,h) = E { ¢ Hep)-hKE(E-h) >} fE {¢ 3rnFaE-n s
(3

i3
+ s E {( S(s)Z(s)+m(s),BG- B *(S(s)Z(s)+m(s)) > } ds =
o

t] ty
= ¢ hKh> + s < h,F(s)h > ds + < m{s),BG-1B*m(s) > ds +
o o

1)
+2 E%S ¢ Z(s), S(s)BG-1B*m(s)-F(sh > ds- < h, KZ(t}) > i
o

t
+E {( Z(t1), KZ(t)) >} +E % < 2(s), (F(s)+S(s)BG-1B*5(s))2(s)> ds s
o

Ahora bien la ley de control obtenida es retroalimentada y de la forma



t
ult) = c(t) + j K(t,s) dy(s)
o

con K(t,.) € \’Bml(o,t); L(Rk,H)] <(t) determinista, y, en general no hay garantia de que
para una ley de la forma u(t) = \;(T,y(t)), V.30 y IV.32 tengan solucidn Unica. La
siguiente proposicidn da condiciones sobre la funcién y para garantizar ésto ultimo,
condiciones que satisface el control hallado.

Proposicién 1V.3
Supongamos la ley de control para IV.30 y V.32 definida por

u(t) = § (t,y(t)
donde { satisface la condicidn de Lipschitz

Hoeh - be,nf<csup | hs-tsl] oy
para cualesquiera h,t € C([0,t1] ; RK). Entonces V.30 y V.32 tiene solucidn dnica.

En efecto, podemos expresar y(t) en la forma

t S
y=x)e § c § TorB Yiryr) drds
o o

y considerar la sucesidn
Yolt) = x(t)

t s
Yi(t) = x(t) + 5 C S ToerB Wi, Yno1(r) dr ds
o 0
Entonces
t s
sup “Yn(t)—Yn_l(t)" Rk < S C S Ts-rB IN’(r,Yn_[(r))-
S} o

s ,
- W, Yao2(r) " drds < cj S sup “Yn-l(r)-Yn-z(r)“Rk dr
o
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y aplicando la condicidn un nimero n suficientemente elevado de veces obtenemos

1v.48 sup || Yam(s)-Y (n-1)mi{s) || gk < €2 sup ||Y(n-Dmls)- Y(n-2)m(s) | Rk

donde c2, al engloblar la norma de los operadores C y B que son acotados y la de Tt que es
inferior a la unidad y por tanto tiende a 0 al elevarlo a una potencia suficientemente alta,
es un nimero comprendido entre 0 y 1. La aplicacion definida en IV.48 es pues
contractiva y asi existird un limite Y(t), al que converge la sucesion Yp(t), tal que

t s
V.49 YW=x+ § C j TsrB $(r,Y(c)) dr ds
[o] (o)

que es el proceso de observaciones precisamente. El control asi obtenido depende ademds
de x(t), proceso de observaciones bajo control cero, por lo que es un control admisible.
P ) » P q

La unicidad de la solucién para IV.30 y IV.32 se deduce ya inmediatamente
aplicando la proposicién 1V.2.

4.7. Calculo numérico del operador P(t)

Para resolver la ecuacidn V.39 que satisface el operador P(t) expresaremos
los distintos elementos de la misma en términos del sistema ortonormal de las
autofunciones del generador A en el caso de que éste sea autoadjunto. En efecto, podemos
expresar

<fv8n>8n=2fngn

B o ¢)
>

n= n=1

82}

Af = Z An fn 8n
n=1
P(t)gn = Z € P(t)gn,8m > Bm = Z Pn,m(t) &m
m=1 m=1
o 3]

Plo = Z fn (Flt)gn) = Z £n pn,m(®) gm

n=1 nm=1

con Pn,m(t) = Pm,n(t)-

Por otro lado el cardcter autoadjunto de A permite expresar la ecuacidn
IV.39 enla forma
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d — — —
1v.50 < 0t P(t)f, h > - ¢ AP(t),h > - ¢ P(DALh > +
+ ( P(C*(LvaL*)- 1 CP(Eh > = ¢ BMB*f, h >
‘f-'(O) =Dy

Ahora bien,

o0

AP(t) f = Z A fn poym(t) gm
n,m=1
00
P(Y)AT = Z An fn pn,mit) gm
nm=1

POC*(LvoL* ;- 1CB(t)E = F(HC*(LvoL*)-1C( fn pn,i(t) gi) =

5

ni=1

w

= E in pn,i(t) E(t) C*(LVoL*)_l Cgi =

ni=1

Joe) o)

= E iy pn,i(t) P(1) ( Z < C*(LVOL*)‘ngi,G; > gj=
ni=1 i=1
0 [e.2]

- E :fn( E Pn,i(t) pj,m(t) ¢ Cx(LvoL*)>-! Cgiygi > ) gm

nm=1

ji=1
©
BMB* f = E fh ¢ BMB* gnygm > Bm
m =1

N, M=
o0 (o]
PO} = E fn p,m(0) gm = Po f = E fn < Pogn,gm > 8gm

nm=1_ . nm=1, . . .
por lo que V.50 és equivalente al sistema de écuaciones diferenciales de primer orden
no lineales definido por

(o]
Bn,m“)—( Am* Anlpn,m(t) + E Pn,i(t) Pm’j(t) < C'(LVOL*)'ICBi»Bj >=
< BMB* gn, gm > =1
1v.51
Pn,m(0) = ¢ P, Bns Bm >
pn,m(t) - pm,n(®

que resolveremos en particular para el modelo concreto propuesto en el siguiente capitulo.,



CAPITULO QUINTO

El Modelo Estocastico Propuesto

Estudio del Modelo y Tratamiento Numérico
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El Modelo Estocdstico Propuesto

Estudio del Modelo y Tratamiento Numérico

5.1. Descripcién del modelo

Vamos a suponer que el modelo descrito en el capitulo tercero esta sujeto a
dos tipos de perturbaciones de cardcter aditivo y aleatorio: por un lado una perturbacidn
estacionaria y de densidad espectral constante que permita modelar el amplio conjunto de
pequefias, y tecnicamente dificiles de controlar, causas de azar; por otro lado
perturbaciones de tipo impulsivo y "raro". Las primeras las modelaremos mediante un
ruido blanco gaussiano, derivado de un proceso de Wiener que describiremos a
continuacidn; las segundas lo seran por un ruido blanco poissoniano, derivado de un proceso
de Poisson cuya naturaleza también estudiaremos.

Por otra parte, se considera que la variable de estado no es observable
directamente sino a través de un modelo de observaciones que supondremos solo pueden
realizarse en una serie de puntos determinados del polo. Consideraremos también que este
modelo de observaciones se ve perturbado por un ruido blanco gaussiano.

As{ pues, el modelo que asociaremos al polo de sarrollo vendrd gobernado por
la ecuacidn

3%2(t,x)

A x2

[ ]
v.1. 2t,%) = q »ulty) + wit,x) + P(t,x), q >0

satisfaciendo la condicidn inicial, que supondremos constante,

V.2 z(0,x) = 2o = [(x)

y las de contorno y compatibilidad establecidasen HL.3 y IIL4 .
El modelo de observaciones serd
t
v.3 y(t,x) = S Cz(s,x) ds + v(t)
o

donde v(t) es un proceso de Wiener k-dimensional con matriz de covarianza unidad y

C € UL2 |-¢,c ] ;RK) lo definiremos de forma que la m-sima componente de Cz(s,x) sea
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1 Xm+eg
V.4 (Cz(s, X))y = — z(s,x)dx, para €>0,
2¢ Xm-€

donde x1, X2, ... Xk Son los puntos del polo donde puede observarse la evolucién del mismo.
Los diferentes procesos del modelo se suponen independientes.

El objetivo es establecer la ley de control Sptimo u9(t,x) que gobierne la
dindmica del sistema de forma que se minimice el funcional de coste definido por

Sistema bajo

i 2
)
A control éptimo
m=b@ o

Observador

s
N>

Estimador

=
L—A-PCC

Fig. V.1

c t (c
W(u,zo,h) = E { I (h(x)-z(t1,x))2 dx + I j (h(x)-z(t,x))2 dx dt +

C o C

t] c
+ j u2(t,x) dx dt
o -c

V.5.



119

2
z
donde hd = 7o, Z, u € L2 [-c,c ], al igual que

dx?

En las siguientes secciones estudiaremos con detalle los distintos elementos
del sistema, cuyo diagrama de bloques bajo control dptimo se representa en la figura V.l,
habiendose tenido en cuenta que en este caso las formulas 1V.44 y V.45 se convierten
en

uo (1) = - (S(t) 2O(t) + m(t))
2o(t) = (A-BIC*C) 5(t) + BRIC* y(1)
5.2.- El proceso de Wiener de perturbaciones

Supondremos que W{t,x) puede expresarse como

V.6 W) = ) wil®) galo)

n=1

donde { gn(x) } son las autofunciones del operador A definidas en 1IL10 y los wp(t) son
procesos de Wiener mutuamente independientes, con covarianza incremental c% ,

gaussianos (lo que implica que tienen una versidn separable con trayectorias continuas) y
centrados.

Dada la independiencia de los wn(t) y que cada uno de ellos tiene incrementos
independientes resultan las siguientes propiedades para W(t,x):

AE{wtx}=0
b) Parat >s

Cov { W(t,x)—W(s,x)} = Cov [Z(wn(t)-wn(s))gn(x) ] =
n=1

f=d oo

=E { Z (Wn(t)—wn(s))gn(x)} 21 E gg(x) E {(wn(t)-wn(s))z}

n=1
= () Y 02820
n=1
2

por lo que serd preciso exigir que E 9, < o

n= 1

o
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c) W(t,x) tiene incrementos independientes.

d) W(t,x), como combinacién lineal de procesos gaussianos, es también un
proceso gaussiano,

5.3.- El proceso de Poisson de perturbaciones

Supongamos que el nimero de impulsos en el intervalo espacial [x,x + dx]es
una variable poissiana con parametro A(x) y que el nimero de impulsos en intrvalos no
solapados son variables independientes. La inten-idad Y(x) de un impulso en el sunto x es
una variable N(0,0(x)) y las magnitudes de los distintos impulsos son variables
independientes entre si. Tenemos asi el proceso de perturbaciones

n(t,x)
V.7 P(t,x) = E Yi(x)
k=1

donde n(t,x) sigue una distribucién de Poisson con media m(t,x) = A (x)t.

Ahora bien
n(t,x) o0
C
P(t,x) = Z P § Yk gn(x) dx) gnlx)
k=1 n=1 ~C

n{t,x)

hd c

E [ E j Yk(x) gn(x) dx]gn(x)
-

E Ppt) gn(x)

n=1

"

donde los {Pn(t) } , con

nitx)
[of
v.8 Pa(t) = | [ E Yk(x)]gn(x)
-C
k=1

constituyen una sucesion de procesos de Poisson compuestos e independimtes, que,
basdndonos en (£2] ), ([3T1) y ({101) tienen las siguientes propiedades:

c nitx
a)E{Pn(t)}:rn(t)zﬁl I_c (S Yk(x))gn(x) dx]:
k=1

n{t,x)

c c
= I E E Yk(x)]gn dx = I E{nt,0)} . E{Yrx)}gnx) x =0
- -c
k=1
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b) A; (t) = Var | Pp(t) } =

(t,x)
c
= E ,:Var E _‘. Yidx) gnix)dx ' n(t,x)] + Var [E(Y 'n(t,x))] =
-C
t

k =
c nit,x) c
=E [ S (Var( E Yk(x)gn(x)) )dx] + Var [ j n(t,x) E (Y(x)) gn(x) dx ]
-C - -C
V.9 k=1
C C
=€ [ f ntepvar (Y(0) 8200 dx [+ Var [ (60 (Y(0) gafx) d|-
-C -C
“ 2
= S E (n(t,x)). var (Y(x)) gnl{x)dx +
—c
¢ 2
+ j var (n(t,x)} E (Y(x)) 2 g§(x) dx =
-C
¢ 2 ¢ 2
=t [ f A0 var (Yo gl dx + T NGO E () 2 8300 dx | =
~c “¢
¢ 2 ¢ 2
=t 7 OAMOE (2 gAdx=t [ A0 020 gA00 dx
-C -C
c) Para s < t, es nicleo de covarianza de Pp(t) es
Kn(s,t) = Cov { Pp(t), Pp(s) } =
e altx c nis,x)
=E {I 4 Y k{x)) gn{x)dx } { I ( E Yh{x)) gn(x) dx } =
-C -C
= h=1
c nis,x)
V.10 =F (I ( E Yi(x)) gnd))z = Var (Pp(s))
-C

k =1

C
=s A0 020 gk 0 dx
-C

d) El cardcter independiente de los incrementos queda garantizado por
tenerlos ortogonales los procesos n(t,x) y ser las Yk(x) independientes e indenticamente
distribuidas. Para analizar el cardcter estacionario de los incrementos tenemos que, para
t > s,
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bw =[PP ]
Pn(t)-Pn(S)

i iU(Pn()-Pr(s)) (s =k | Pt 005,00 b =
- { E [e n(®-Pals) | (¢ x)en(s,x) k] P(n(t,x)-n(s,x) k)}

o k
i A LAXes)]
V.1l e ; kz: {¢,n(u)}ke —

-E le- AMx(t-s) o MxXt-s) bpafu) ] -
X

1 SC - A(t-sX1— Pnlw)
—f e d

2c “-c

donde c
iu Ic Y(x) gnlx) dx

iu [
b =E{e!V "} -E je
siendo

c
Iy = j Y(x) gnix) dx
el

la integral de un. proceso estocdstico normal Y*(x) = Y(x) gn(x), que tiene a x como
pardmetro. El proceso Y* no tiene incrementos estacionarios e incluso, segin la
naturaleza de 04(x), pueden no ser siquiera independientes,

De V.1l se deduce que

- La funcidn caracteristica de Py(t) viene dada por

| ac = AtU= $p @)

¢Pn(t)(u) =¥ -"-c e dx

2.- Py(t) tiene incrementos estacionarios.
e) Si designamos por Fn,tala O -dlgebra generada por {Pn(s) 0< s < t},

el caricter independiente de los incrementos de Pp(t) y el hecho de ser centrado el
proceso garantizan que, para s < t, Pp(t)-Pp(s) es independiente de  Fp,s ¥y, por tanto,
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E{Palt)-Pus) | Fnys | =E{Pnlt)-Pnls) } =0
de donde:
E{Pa(t) | Frnys } = Pnls)
ésto es, Pn(t) es una nartingala respecto a Fn ¢y sobre [0,t1].

De estas propiedades de los procesos Pp(t) se deducen las siguientes para el
proceso P(t,x):

a)E { P(t,x) } = 0, es decir, P(t,x) es centrado

(= -]

b var {Pe } = A = ) A% g

n=1

y para que A< o tendrd que cumplirse que A(x) o2(x) € L2 f-c,c]yque
o0

Z)\:‘<m.

n=1

c) Para s < t sunucleo de covarianza es
K(s,t) = Cov (P(s,x), P(t,x)) =

g2 (x) CovlPp(s), Pp(t) =
1

>0 [o!
s ( Z g,z,(x) 5 Ax) o2(x) g%(x) dx)
C

n=1 -C

M3

n

d) Su funcidn caracteristica es

n
¢P(t,x)(u) - U (bP,,(t)(ugn(x»

e) Por ser una combinacidn lineal de procesos independientes, cada uno de
. > . . v . . »
ellos con incrementos independientes y estacionarios, P(t,x) tiene también incrementos
independientes y estacionarios.

f) P(t,x) es una martingala respecto a  Fyy, la  o-dlgebra generada por
{PGs,x),0< s <t }, sobre [o,t;].

5.0.- Existencia y unicidad de solucidn para la ecuacién del modelo

Emplearernos la proposicidn [V.2 para aprovechar la condicién allf
establecida.
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Ya vimos en el capitulo segundo que

2
A=gq %2
ox2

era cerrado y lineal y que generaba un semigrupo fuertemente continuo Tt tal que
n2 n2

=) 5 (t-sa ¢
Ttsz= Z e A 5 z{tx) g (<) dx | gn(x)
n=1 .c

Entonces, si u(t,x) € D(A), es claro que la parte a) de la citada proposicion se

cumple.

Por otro lado y como B=V = N =1y Ay T son permutables tenemos que

ATt-s ult,x) = Tt-s Ault,x) € D(A), y si ult,x) es de cuadrado integrable y por el resultado
obtenido en la proposicion 111.2 para la norma de Ty, tenemos que

q n2

t
I ATtsuls,)] < e 4c2 Auls,x) < || Auts,x) I

siendo pues necesario para que se cumpla la segunda condicidn que Au(s,x) sea de cuadrado
integrable.

Por dltimo y para la tercera condicidn, que en nuestro problema se traducira
en

o t
> 1on+x‘.‘,)f TAT. som || ? <o,
n=1 o

tenemos que

n2 72
Agn = - gn
c2
y
n2 12 ’ n2 ,,2( )
- sl q 2 g2 2 - t-sla nd r4
- 4c2 new = 2¢2
JTe-sAgn |? = lle a2 In I ¢ 16¢5

t - tq 2 72
2"2 2 ne
- 2d5=" [1—8 2c ]<

So I ATt-s gn" 8c3q Bc3q
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y ser4 por tanto necesario imponer una condicion adicional a las varianzas de los procesos
wi(t) y Pu(t), la de que

0 o0

an og<'n, Enz }\; <™

n-—1 n=1

para que haya una Unica solucién de V.1 ,

5.5.- El proceso de observaciones

L1 modelo de observaciones
t
y(t,x) = { Czls,x)ds + v(t)
o

es un proceso k-dimensional, sura de dos procesos k-dimensionales, que refleja el hecho
de que Jas observaciones se concentran en k puntos del intervalo [-c,c] y que estas
observaciones sufren perturbaciones modeladas segun el proceso de Wiener k-dimensional
v(t}, que supondremos tiene por matriz de covarianza incremental la matriz unidad.

El nimero k de puntos de observacidén u "observatorios" lo consideraremos
impar, con uno de ellos situado en el centro del polo y los demas simétricos y
equidistantes, de manera que la distancia entre éllos sea 2e , siendo € el radio de
observacidn de cada observatorio. En los extremos del polo no se colocaran observatorios.
Con esto, toda la amplitud del polo podrd ser observada o, en todo caso quedaran fuera de
observacidn los intervalos [-c,-c+€] y lc-¢ ,c]. Para conseguir ésto el nimero k de
observatorios a establecer viene dado por

c-€
k=2

+ 1

2¢

donde {x] es la funcidn "parte entera de x". Consideramos como observatorio nimero | el
situado mas proximo al extremo x = -c del polo, el nimero 2 el situado a la derecha del
anterior y asi sucesivamente; asi pues la ubicacidn del observatorio i-simo serd el punto

xj = (2i-k-1), coni = 1,2,..k.

El operador C es tal que la i-sima componenete de Ch(x) viene definida por

1 Xi+€
(Ch(x))j = —o h{x) dx
2¢ Jxi-¢

Esta definicion es, obviamente, coherente con las caracteristicas ya citadas
para el proceso de observaciones.
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5.6.- Solucidn numérica del modelo

a) Calculo del operador P(t)

El sistema IV.51 se convierte en nuestro caso particular en

2 oo

n

F"n,m(‘)ﬂl "";("2’”“2) Pn,m(t)+ E Pn,i(t) pj,m{t} < Cgi,Cgi > =< Mgn, gm >
4c ij=

V.12 Wi=1

Pn,mt0) = 05 pn,m(t) = pm,n(t)
donde

M = Cov((W(t)+P(t),(W(t)+(P(1)) = Cov(W(t),W(t)) + Cov(P(1),P(t)) = o% + )‘;(z)
con A J(t) definida por V.9 .

Por otro tado

k k
cij = < Cgir C8j > = ) (Cedn(Cajh= D aihajh
h=1 h=1
donde
I xpre | Xh*e [ ('nti N id
V.13 (Cgn)h = anh =— gn(x)dx = — —sen{io— s+ o X)OX =
BnJh = an,h 7e Xh-t 26 Xp-€ C 2c
ZJC_ (nn nxhy nme 2c nme (xr)
=1 sen(— + ——— )sen = ——— sen —
nme 2 2c 2c nmne 2c &n Sxh
resuitando
4c2 ime jme k
V.i4 Cij = se Z i j
ij o n ( 5o ) sen ( o ) gilxn) gjlxn)
h=1

Con todo ésto el sistema V.12 adopta la forma definitiva
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2
l"n,m(t)+ q n
4c

(h2+m2) ppy,en(t) + Z P, i(t) Pj,m{t) cij = & nym ( T4 « An(t)
=1

Pn,m(0) = 05 pn,m(t) = pm n(t)

La riihr—ultad que presenta la resolucion de este sistema es que, a diferencia
de los que ocurria con el cdlculo de S(t) en el capitulo 11, para i = j, pj,j(t) = 0 no es
solucién de la ecnacion diferencial correspondiente, por lo que para resol’verlo se hace
necesario recurrir & un procedimiento de truncamiento, basado en la idea intuitiva, que
luego justificaremos, de que al ser los Pi,j i(t) coeficientes de Fourier su "influencia" en el
sistema decrece al crecer i y j. La vahde7 del metodo, que es necesario probar para su
tratamiento con ordenador, se muestra en la seccion siguiente.

Observamos que para valores muy pequefios de € , ésto es, para un nimero
elevado de observatorios, tenemos que

ci,j = &j,jf2¢
con lo que V.15 se conviete en

2
Pn .n(t)+q~—(n2+m2)pn m(t)+— an (Ope,mt) = & ml & An(t)

he? r=1

Pn,m(0) = 05 pp,m(t) = pm,nlt)

que admite, para n = m, la solucién Pn, m(t) = 0 y el sistema quda reducido, llamando
pn,n(t)=pn(t), al de ecuaciones independientes

. n2n2 pn(l‘) 2 .
Pn(t)+q pnit)s = O+ Ap()
2¢2 ¢

pn(0) =0

b) Determinacion del filtro dptimo z(t)

Para determinar el filtro Sptimo z(t), que serd estable ya que el semigrupo Ty

aZ

generado por el operador q-g > lo es, utilizaremos el teorema 9 de la lista segin el cual
X
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2(t) = b(t) + X(1)
donde b(t), en nuestro caso, es la solucidn unica de la ecuacion determinista

b(t) = (A-B(t) C* C) b(t)
b(0) = 0

mientras X(t) es la solucidn Unica de la ecuacidn de evolucidn estocastica

dX(t) = (A-P(t)C* C) X{t)dt + P(t) C* dy(t)

X() =0

Vamos a expresar estas ecuaciones en términos de sus coeficientes de Fourier.
Para €llo consideremos que

oo 0o oo
B()C*Ct = Z £nB(t) C*Cgn = an‘ﬁm Z:< C*CgmEm > &m =
con=1 con=1 m=1
= Z fn Cn,ms(t)gm = Z fn cn,m Pm,e(t) gr
nm=1 nmr=1

P(t)C *dy(t) = P(D) |_Z < Crdy(t) gn > gn] =B L};< dy(t), Cgn > ) g+

nr=1

oo k
= z (Z ang dys(t)) Pn,r(t) gr

nr=1>%s=1

k
) dYS(.t)‘(.an)s) Pn,r(t) gr

s=1

Ahora bien

Xs+E
(dy(t))s = -—j z(t,x)dx + (dv(t))s =
2¢ Xs_g

o0

I (Xs+E
:._..j * { Z zmltdgm)dx + (dv(t))s =

2€ J Xs-€ m=1

l oo
= — (E (bm(t)+Xm(t)) j

2€ \m=1

Xg+€

g&m dx) + (dv(t))s =

Xg-E
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. Z (Bin() + Xy(t) ams + (dv(D))s

m =1

por lo que

haid k
P(t)(; * dy(t) = E (bn\(t) + Xm(t))( E ans alns) pn’r(t) &r +
(=1

. '“.E.l': 1
¢ Z pr,r(t) ( Z ans (dv(t)s))
ns=1 s— 1

y los sistemas V.17 y V.I8 son equivalentes respectivamente a

oo

Sn(t) = A n bn(t) - E bg(t) CS,I’ pr’n(t) =
nz nz sr=1t hd
V.19 = -q bn(t) - E bs(t) cs,r pr,nlt)
4c?

sr=1

bn (0) =0

que admite la solucidn by(t) = 0, y

Xn(0) = AaXn(® = 3 Xs(ese proa® + T preld € 3 aryj()
n2 "2 sr=1 " r=1 " i=1 "
V.20 = -q " Xnlt) + Z Pn,r{t) cs r bs(t) + Z pn,r(t) ( Z ar,j vj(t)

sr=1 r=1 i=1

Xn =0

En el caso general de procesos poissonianos no centrados el sistema V.19 se
convertiria en

bp(t) = -q bn(t) - E bs(t) cs,r pr,n(t) + ra(t)
uc?
rs=1
bn (0) =0

con r(t) definido en la seccidn 5.3.

Por lo que respecta a los sistemas V.{9 y V.20 y para g — 0, quedan
reducidos a

. n2 112 -
bn(t) = -q . bnlt) - pplt) E bs(t) cs,n + ralt)
V.19 bis tc ey

bn (O)= 0
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).(n(t) = -q

1
xn(t) — pnl) ¢ Z an,j vj(t)

5.20-bis
=1

Xpn(@ =0

respectivamente, supuesto no centrados los procesos piossonianos.

5.7.- Cilculo de los coeficientes Pn,m(t) por truncamiento

Dado que el sxstema V.15 tiene solucidn unica, por ser una simple
reformulacién de la ecuacién IV.39 y tender a 0 los coeficientes de Fourier, parece
natural el intento de encontrar dicha solucidn por una técnica de truncamiento calculando,
no la solucién de V.15 directamente, sino la del sistema de numero finito de ecuaciones
diferenciales definido por

2
mtM) + q-———(n2+rn2)p m{tsM) +
4c2
*
v.21 . Z Ph i (5M) Pl (tMcij = Snml © 2, An(e)
hi=
* * *
Pn,m{t,M} = pm n(t,M); pp,m(0,M) = 03 nym = 1,2, ..cc0.M

tomando como valor de ppm(t) el del correspondiente pn m(t,M). A continuacidn
probamos que la substitucion anterior es correcta en el sentido de que para M — 00 el
error cofetido tiende a O.

En efecto, restando V.21 a V.15 tenemos

Byt - Bh.m (6,M) + q (n2+m2Xpp,m(t) - p,m(t,M)

" 4c2 -
* »*
v D Gnilt) pm,j(1) - piltM) prm (L Mij D pryi(t) pmyj(tci = 0
TER! LiTM 41
o bien
* r[z *
[
Pn,mlt) - Bn,m(tsM) + q‘-—("2*mszn,m(t)'Pn,m(t,M)) +
M 4c2
»* * *
V.22 + Pn,i(t) {Pm,j(t)-p m,j(t,M)ici j + Pm,j(t,MXpn,i(t)-pn,i(t,M))ci,j +
ii=el ii=1

+ z Pn,i(t) Pm,j(t) ci,j = 0

ii=M+1
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Ahora bien,

I‘(jzk s \
Ci i ———— =
I E?. n2 para 1,} '

ey .
para i,j < M

) <
2 2 2
€ m (M+l)

o]

Z Pn,it) pm,jlt) < ( z 'pi,j(t)l)z = “F‘(t)uz

LitM ii=1

puesto que P(t) es acotado. Por tanto, si designamos por

d(1,M) = Max { !pn,m(t) - P:\,m(t,M) I }
nm=l...M

al mayor de los errores absolutos, se deduce de v.22 que

2 c2k 4c2k
. -
v.23 d(E,M) + (g T~ M248MIp ——= ) d(t, M) | P(]|2> 0

2¢2 €4 n2 €272 (M+1)2
lo que implica, junto con d(0,M)=0, que

72 c?k
42k _ -(q —M2+8Mk) )
q 2

v.24 d(t,M) < —————[[P(of|2 |e " 22 €2n2 )

€2 n2(M+1)2

siendo k| = Max ! Pn,m(t)}- Este resultado nos dice que d(t,M) — 0 cuando M — @

n,m
que, por el contrario, el error crece para M fijo cuando aumenta t.

5.8 Anadlisis de los resultados obtenidos por el ordenador

A diferencia del programa unico utilizado en el caso determinista, en el
aleatorio se ha empleado una tecnica de programas y ficheros de datos encadenados.

Las situaciones inicial y final consideradas han sido

I(X) =0 y h(x) = l;-x2
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respectivainente, la zona de influencia del polo es el intervalo [—2,2] como en el caso
determinista y se tomd 0.0l como alcance de los observatorios, lo que implicaba la
consideracidn de 199 de éstos. Este pequefio alcance permitiv la consideracién de las
ecuaciones diferenciales simplificadas definidas por las ecuaciones V.16, V.19-bis y V.20-
bis, cuya solucion se determind por los métodos de Runge-Kutta y Milne.

Se considerd que las perturbaciones impulsivas de la variable de estado

estaban caracterizadas por procesos poissonianos con tasa A (x) = siendo la

1+x
magnitud del impulso en el punto de abcisa x una variable aleatoria N(O, (l+x2)'%). Los

i
procesos wp que definfan el proceso de Wiener de perturbaciones eran tales que g= - ’

para garantizar las condiciones que aseguran la existencia y unicidad de soluciones.

Por lo que respecta al proceso de observaciones la perturbacion en el punto
de abcisa x se considerc N(O, 0.1(1+x2)" ). La simulacién de estas perturbaciones se hizo

aplicando el teorema central del limite, en virtud de cual si el ordenador genera n

nimeros aleatorios aj en el intervalo [O,l] , para lo que se construyd la subrutina
adecuada, el valor

2 n
Za'.—T

izt
\R>

puede considerarse como una desviacion N(0,1).

Los programas para calcular los coeficientes de Fourier de 5(t} y m(t) son los
mismos que en el caso determinista, utilizando para el calculo de integrales la férmula de
Simpson cerrada con un paso suficientemente pequefio para garantizar la precision.

En la salida de resultados se observa una pérdida de simetria en los cuadros
correspondientes a la estimacidn de la variable de estado y a la ley de control que es
debida a las perturbaciones, no asi en el caso del cuadro correspondiente a la financiacidn
externa que es de cardcter determinista. La ley de control y la financiacion externa
incrementan sus valores lo que es Iogico dado que el objetivo de las mismas es lisar la
influencia de las perturbaciones.

Esta influencia se manifiesta en los comienzos del proceso por la aparicion de
algunos valores negativos de la variable de estado, debidos al hecho de haber considerado
nula la situacidn inicial y a que las perturbaciones pueden ser negativas. Por lo demds, y
en los tres casos analizados, la dindmica del polo es expansiva como en el caso
determinista y los costes son menores para una mayor velocidad de propagacion.
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APENDICE A

NOTACIONES UTILIZADAS

Las notaciones utilizadas en este trabajo han sido tomadas de los textos de
Yosida y Taylor citados en la bibliografia.

B2 ([0,t]; 1)

By ([0,t]; H)

C(X,Y)

Ck(B)

cg B)

L (H)

£ (H)

L (K,H)

£ (K,H)

L! (A,m; X)

Funciones de [O,t] en H, fuertemente medibles sobre [O,t]y
tales que

t
j Ihs)2ds <
o]

Funciones definidas en el intervalo [O,t] valoradas sobre
H, fuertemente medibles y uniformemente acotadas en
norma.

Funciones continuas de X en Y.

Funciones real o complejo-valoradas definidas en el
subconjunto abierto B de RN que tienen derivadas
parciales continuas hasta de orden k inclusive.

Subconjunto de CK(B) formado por aquellas funciones
cuyos soportes son subconjuntos compactos de B.

Funciones lineales de H en H.
Funciones lineales continuas de H en H.
Funciones lineales de K en H.
Funciones lineales continuas de K en H

Clases de funciones equivalentes de A en X y de norma
integrable respecto a la medida m.
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L2 (A,m:X) = Clases de funciones equivalentes de A en X y de norma de

cuadrado integrable respecto a la medida m .

1LP(S,B,m),(1<p < ») = Espacio vectorial de funciones real o complejo
valoradas,R-medibles respecto a la medida m, definidas
sobre S (excepto quizds para un conjunto de medida nula
respecto a m) y tales que h(s)‘ P es m-integrable sobre S .

LP(S){1<p<a) = Es el caso anterior cuando m es la medida de Lebesgue .

Lm(lo,tl, H) = Espacio de funciones medibles respecto a la medida de
Lebesgue que son esencialmente acotadas .



APENDICE B

TRES PROPOSICIONES RELATIVAS A LAS RECURRENCIAS [L32

En este apéndice se demuestran, en las proposiciones B.2 y B.3, los resultados
il.34 y 1135 ,obtenidos en [a referencia [12] » por un procedimiento diferente al utilizado
en la misma basado en la proposicidn B.1.
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APENDICE B

Proposicién B.1.

El operador de evolucidn suave perturbado correspondiente a la perturbacidn
de Up.1(t,s) por B(tNLnp(t)-L.|(t)) coincide con Up(t,s) el operador de evolucion suave
perturbado correspondiente a la perturbacién de Ty por B(t)Ln(t).

En efecto; designemos por Cp_j{t,s) al operador de evolucién suave
perturbado correspondiente a la perturbacion de Up_y(t,s) por B(tALn{t)-Ln_1(t)). Se tendrd
entonces que )

t

Cn-t{t,s) y = Up-1 (t,s) y + j Un-1(t,r) BrXLnlr)-Ln-1(r)) Cp-1lr,s) y dr =
s

t
=Tisy + j Tt-r B(r) Ln-1(r) Up-1(r,s) y dr +
s

t
+ J Te_r Br) {(Ln(r)-Ln-1{r)) Cn-q1(r,s) y dr +
s

+

t t
] j Tt-vB(v)Ln_1(v)Un-1(v,r){B(r)(Ln(r)-Ln_[(r))Cn_l(r,s)y}dv dr =

S r

i

t
Tig+ J Tior BOO(L()-Ln-1(r)) Cn-glrys) y dr +

s

t r
+ I j TeeBOLa- 1 (DUR- 1 (r,v) B(WLp(v)-La-{(V))Cp_t(v,s)y dv dr =
s s

t
=Ty gy + j Tior BeXLp(r)-La- ({r)Ch-1(r,s) y dr +
s

t r
4[ Tt..(r}(r)Ln_l(r)[l.ln_[(r,s)y+[ Un- 1 (ry,v)B(WXLp(v)-Loo ((v))Cp- 1 (v,s)y dv]dr:
s

s
t
=Tigy + j Ttor BeXLn()-La-1{r))Cn-1(r,s) y dr +
S

t
+ S Tioe B(r) Ln_(r) Cp-y(rys) y dr =
5

t
= Tt-s y + S Ti-r B(r) Ln(r) Cn-l(l’,s) y dr = Up (r,s) Yy
5 :

como se queria demostrar.
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Esto significa que la salida del (n-1) sistema controlado (supuesto mp(t) = 0
para todo n) de la recurrencia definida por 11.30 cuando la ley de control es

(Lp(t)-Lp-1(znl(t) y la correspondiente al sistema n-simo cuando la entrada es nula
coinciden. Este resultado jugard un papel importante en la demostracidn de la proposicién
B.3.

Proposicién B.2
zp(t), Snltdzn(t) = ¢ zn(t)),Kznlt]) > +

4
+ J {( Zn(s),Fn(s)znls) > -2 ¢ zn(s), Sn(S)B(S)G(SD}ds
t

Para probar la proposicion desarrollaremos el lado izquierdo de la igualdad
t
& zp(t), Sp(t)zn(t)» =¢ Un(t,0)zo + | Up(t,s)B(s)i(s) ds,
o
t
UR(E1,OK Unt,0{Untt,0020 + | Un(t,sIBisis)ds b+
o
t] t
+ | UNsOFa(s) Un(s,t) {Un(s,)z0 + Un(t,r)B(r)U(r)dr} ds > =
t [
= ¢ Up(t,0)z0, U;(tl,t) K Un(t,1,t) Un(t,00 2o > +

t
+ ( Un(t,O)Zo, U;(tl,t) K Un(tl,t) I Un(t,s)B(s) II-(S) ds > +
o

t
4 j Un(t,s) B(s) u(s) ds, U;(t 1,t) K Up(ty,t) Un(t,0)zp > +

+
°
t t

+ £ Un(t,s) B(s) u(s)ds, U;(tl,t) K Up(t],t) Un(t,s)B(s)Gls)ds > +
) o

t
< Ugp(t,0)z, I U:(s,t) Fn(s) Un(s,t) Up(t,0)zp ds > +
t

+

+

t [o]

) ot
< Un(t,0)z, j U;(s,t)Fn(s)Un(s,t)[S Un(t,r)B(r)iT(r)dr]ds)+

+

t ty
< j Un(t,s)B(s)u(s)ds, s U;(s,t)Fn(s)Un(s,t)Un(t,O)zo ds >+
o t

+

t ty t
< j Un(t,s)B(s)a(s)ds, j U;(s,t)Fn(s)Un(s,t) [j Un(t,r)B(r)G(r)dr]ds >=
o t ]
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= ¢ Uplty,t) Un(1,0)zq, K Uplt,t) Un(t,0)zg > +
t
+ € Up(t,tUn(t,0)zg, K Ugplty,t) 5 Un(t,s)B(s)a(s)ds > +
(o]

t
+ < Upty,t) j Un(t,s)B(sNi(s)ds, K Uplty,t) Uplt,0)zg > +
o

t gt
+ ¢ Up(tq,t) [ Un(t,s)B(s)hi(s)ds, K Uplty,t) j Up(t,s)B(s)uls)ds > +
o o

'tl

+ ¢ Up(s,t) Up(t,0)zq, Frls)Un(s,t) Un(t,0)zo > ds +
Jt

toet
+ S < ‘Jn(s,t) [Jn(t,o) Zoy Fn(S)Un(S,t) Un(t,r)B(r)U(r) > dr ds +

Jt o
(t] -t

+ S ¢ Up(s,t)Unp(t,0)zg, Fr(s)Un(s,)Un(t,r)B(r)G(r) > drds +
Jt o

tot ot
' j § § € Unls,UREWIB(WIUW),Fr(s)Un(s,DUn(E,rIB(ENI(r) > dr dw ds=
t o o©

< Un(t!yO) Zoy K Un(‘l»O) Z0 >+
1

22§ € Unft1,0) 7o, K Unft],5) Bs) T(s) > ds +
o

t (t
+ }' j C Uplty,r) B(r) Glr), K Up(ty,s) B(s) u(s) > dr ds +

o Jo

ty
+ s < Un(s,0) zgy Fn(s) Un(s,0) zo > ds +
t

th et
+2 § j < Un(5,0)20, Fr(s)Un(s,r)B(r) a(r) > dr ds +
t “o

tict t
+ s 5 s < Up(s,w)B(w)T{(w), Fp(s) Un(s,r) B(r) u{r) > dr dw ds =
t ‘o Yo

= { Uplt,0) 2z, K Up(t1,0) 20 > +
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t)

+2 < Uplty,0)zg, K Up(t],s)B(s)T(s) > ds -
o
t]

-2 { Up(t],0)26, K Up(ty,s) B(s) uls) > ds +
t

t) tl
+ j § < Unlt],0B@)A(r), K Uglt],s)B(s)uls) > dr ds -
o (o}

t} s
-2 § < Un(ty,r)Blriulr), K Un(ty,s) B(s) Uls) > dr ds +
t o

3!
+ | < Up(s,0)zg, Fn(s) Up(s,0)zo > ds +
t

s
+2 s § < Unls,0)zo, Fn(s) Un(s,r) B{r) G(r) > drds +
t o

1l s s
+ g § § < Un(s,w)B(w)iw), Fn(s)Un(s,r)B(c)Tr) > dr dw ds -
t o O

tf s
-2 S § < Up(s,0)zg, Fnis)Un(s,r)B(r)T(r) > dr ds -
t o

tf s s
- S § § < Un(s,w)B(w)T(w), Fn(s)Un(s,r)B(0u(r) > dr dw ds +
t o o

LI
+2 g § < Un(s,0)z0, Fn(s)Un(s,r)B(r)a(r) > dr ds +
t o

t1's s
+ § § < Un(s,w)B(w)dw), Fn(s)Un(s,r)B(r)Glr) > dw dr ds -
t o o )

tl s r
-2 S § § < Upls,w)B(W)Tw), Fn(sUn(s,r)BIr)Tr) > dw dr ds =
t t o

= ¢ Unlt},0)z0, K Up(t1,0)z¢ > +

t

+ € Up(t},0)z0, K j Unlt,s) B(s)u(s) ds » +
o]

t

+ < S Un(tlvs) B(S) U(S)ds, K Un(tl,O)ZO ) +
(]
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t t
v ¢ § UR(t,s)BGTs)Ms, K § Un(t),s)B(s)ils) ds > -
[ o

t s
<2 § CURt,00z0 +  § Un(ty,e)B(E)Tr)dr, K Up(ty,s)B(s) Tls) > ds +
t o

t
s § CURs,0070, Frls)Unls,00z0 > ds +
t

t

S
+ § ¢ Un(s,0)z0, Frls) § Un(s,r)Br)tr)dr > ds +
t o

t s
v 5 ¢ { Unls,0)B(rJa(r)dr, Fpls) Unls,0)zo > ds +
t o

tt s s
+ § ¢ § Un(s,w)B(w)alw)dw, Fn(s) § Un(s,r)B(r)alr)dr > ds -
t (o] [e]

t1 s
-2 §  § < Unls,0)zq, Frl(s)Un(s,0)B(r)G(r) 3 dr ds -
t t

th s ¢
-2 S S S < Up(s,w)B(w)G(w), Fr{s)Un(s,0)B(r)a(r) » dw dr ds =
t t o

t t
= € Un(t],0)z0 + § Up(ty,s)B(s)i(s)ds, K{Un(tl,o)zo* § Un(tl,s)B(s)G(S)d5}>
o )

t s
=2 § ¢ Upls,00z0 + § Upls,r)B(r)GHr) dr, U; (t1,s) K Up(t),s)B(s) d(s) > ds +
t o

i3 s s
+ § U002 + § Up(s,r)B(r)ile)dr, Fpls) {Un(s,O)zo + § Un(s,r)B(r)u(r) dr})
t o o

t t
-2 § ¢ Unr,0z0s § Frls) Unlr,s)B(s)G(s)dr > ds -
t 5

t s t
22§ ¢ § Uplr,w)BW)iw)dw, § Fo(r)Un(r,s)B(s)a(s)de > ds =
t o s

ty
= ¢ zn(t), K zn(t) > + § ¢ zn(s), Fnls)zpls) > ds -
t

ty
=2 § ¢ 2znls), UX(t),5) K Up(t],s)B(s) Ts) > ds -
t
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t] t1

s
-2 § ¢ Unls,00z0 + § Unls,w)B(w)ilw)dw, § UA(r,s)Fn(r)Un(r,s)B(s)i(s)y ds=
t o s

Ty
={ Zn(t), K Zn(t) >+ S 4 Zn(s), Fn(S)Zn(S) » ds-
t

! t)
-2 § ¢ zns), UX(t1,s)K Up(t],s)B(s)uls) + S U(r,s)Fn(r)Un(r,s)B(s)i(s) > ds =
t s

ty
= ¢ zplt), K zp() > + § ¢ zn(s), Fn(s) zals) > ds -
t

t1
-2 § ¢ zn(s), Snls) B(s) G(s) > ds
t

tal como se queria demostrar.

Si designamos ahora por WO(up,zo) al funcional de coste correspondiente a la
ey de control dada por la recurrencia

un(t) = Lp(t) zp(t)
es decir, para mp(t) = 0, se satisface la siguiente proposicién
Proposicion B.3
Para la ley de control dada por la recurrencia
un(t) = Ln(t) Zn(t)
y para zq fijo, se cumple
WO(un; z0) = < 2o, Snl(0) 2o >
y ademds WO(up;z,) decrece monotonamente con n.
En efecto:
t]
WOunszo) = € znlt), K zn(t)) >+ § ¢ zn(s), F(s) znls) > ds +
o

t]
+ § ¢ un(s), G(s) up(s) > ds =
o
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t
=C zn(t)), K zplty) D+ § ¢ zpls), F(s) zp(s) > ds +
0
t|
+ § ¢ Lp(s) zn(s), Gls) Lpls) zn(s) > ds =
(o]
t

=< Z[](tl)y K Zn(tl) >+ S 4 Zn(S), F(S) Zn(s) Y ds +
Q

ty
+ § ¢ znls), L*(s) G(s) Ln(s) zn(s) > ds =
Q

={ Zn(t]), K Zn(tl) >+

t1
+ § < znls), F(s) + LA(s) G(s) Lnfs)  zp(s) > ds =
o

t
=¢ znlty), K zplt]) > + § ¢ zpls), Fuls) zn(s) > ds =
o

(por la aplicacidn de la proposicion B.2 y tomando u(s) = 0)
=< Zg, S5n(0) 2o >

tal como establece la primera parte de la proposicién y donde al tomar G(s) = 0 estamos
considerando la ley de control

uls) = up(s) = Lnp(s) z(s)

Vamos entonces a probar que, para zo € H fijo, WO (up;zo) decrece
monotamente y ademds, y como consecuencia,

< 7o, Sn(O)Zo > < € zpoy SO(O)ZQ >
Tenemos que probar que, para todo n,
WOlun_[; zo) = WO(up; zo)

o lo que es igual, en virtud de la primera parte de la proposicion, que

<{ Zg, Sn-l(o) > 2 £z Sn(o) Zo )
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La diferencia entre el primero y segundo miembro de la desigualdad anterior
es :

DO = WOlun.520) - WOlup; zo) =

t ty
= § ¢ zn-1s), Fnot(s) z2no)(s) D ds - § ¢ zn(s), Fpls) znls) > ds -
o] o
t ty
=2 § ¢ zn-1(s), Sn-1(s) B(s) un-1{s) > ds + 2 § ¢ zn(s), Snls)B(s)un(s) > ds
[+ o]

Apliquemos ahora al sistema n la entrada up(t) = 0 y al sistema n-1 la entrada
up-1(t) = (La(t)-La-t(t) Zn_]_(t) .

Con ésto, la diferencia anterior se convierte, en funcién de la proposicién
B.1. y dado que ambos sistemas tienen una misina salida a la que designaremos por z9(t),
en

ty ti

DO = § ¢ 20(s),F(s)20(s) > ds + § ¢ zO(s), L¥_(S)G(s)Ln-1(s)z0(s) > ds -
o o]

ty t)
- § ¢ 290s),F(s)z0(s) D ds - § ¢ zOs), L*(s)G(s)z0(s) > ds -
o (o]

ty
-2 § ¢ 29(s), Sp-1(s)B(s)(Ln(s)-Ln-1(s))z0(s) > ds =
°

t t]
= § ¢ 20(s),L* ()G(s)Lp-1(s)zO(s) Dds- | ¢ 20(s), LA(s)G(s)L(s)20(s)> ds -
o n-1 ) ° n

t] t
-2 § € 29(s),5n-1(IB(s)Lny(s)z0(s) > ds+2 § ¢ z9(s),Sp-1(s)B(s)Lpy-1(S)2O(s) > ds=
o o

(al ser Sp_j(t) B(t) = - LX(t) G(t)

t] t]
=§ ¢ z°(s),L;_l(s)G(s)Ln_ 1s)z0(s) > ds - § ¢ z9(s), L;(s)G(s)Ln(s)z"(sD ds +
o o
ty t1
22 §¢ z°(s),L’r‘.(s)G(s)Ln(s)z°(s) >ds-2 § ¢ z00s), L;(s)G(s)Ln-l(s)zO(s» ds=
o o

ty t
= § € Lp-1()z9(s),G(s)Ln(5)z0(s) D ds + § ¢ Ln(s)zO(s),G(s)Ln(s)zO(s) > ds -
o o
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t
-2 S { Lp{s)z9(s), G(s) Ln-(s) z9(s} > ds =
[o]

] t]
= S ¢ Lp-1(8)z0(s), G(s)LyzO(s) > ds + j ¢ Lp(s)z9(s), G(s)Lp(s)zO(s)> ds-
o )

t) t
- S ¢ Lp(5)z0(s),G(s)L -1 (5)20(s) > ds - 5 < Lp-1(s)29(s),G(s)Ln(s)z0(s) > ds=
o4 0
3
= f Cn)-Lao((5179(5), G5) (Lals)-Ln-1())200s) > ds =
0
t
= | ¢ Gnls),G(5) un(s) > ds > 0, con Tn(t)=(Ln(t)-Ln-1(t)zo(t)
o

ya que G es definido positivo y tal como se queria demostrar.
En particular tenemos que

{ 2oy Snl0)Zg D> < < 2oy Sol® 25 >

donde

1
So(@)y = Ty K Tyyy SO THFGs) Tsy ds
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APENDICE C

TEOREMAS BASICOS UTILIZADOS

Teorema | (de Curtain y Pritchard en (12)).

La sucesion Sn(t) definida en 11.28.3 converge fuertemente, cuando n— 0,
a un operador autoadjunto S(t) € L(H), para tode t € [0,ty] , que satisface la ecuacion
integral

a) Sy = Uty K U(ty,t) y +

ty
+ j U *(s,tF(s)+5(s)B(s)G~ H{s)B *(5)S(s)) U(s,t) y ds
1

(donde U(s,t) es la perturbacién de Ty por - BG-1B*5(1)), y es fuertemente continuo en t
para t € [0,t]]). Ademads, y dentro de la clase de operadores autadjuntos fuertemente
continuos en L{H), S(t) es la Unica solucion de a) y de la ecuacién de Riccati en producto
escalar, con (S(t) y, w> diferenciable para y, w € D(A), definida por

d
— Sy, w D>+ Sy, Aw >+ C Ay, S(t) w > + { Fy,w > =
dt

= ¢ S(BG-1B*S(tly, w > , t € [o,1)]
con S(t1) = K.

Por otro lado las sucesiones [1.28.1 y IL28.2 convergen fuertemente,
cuando n —» @ , a los operadores

L(t) = - G-1(t) B*(t) (1)
Fo(t) = F(t) + S(t) B(t) G-1(t) B*(t) S(t)

respectivamente, mientras que la sucesion Up(s,t) de operadores perturbados lo hace a
U(s,t).

Los teoremas 2,3,4,5 y 6 aparecen en el texto ( [15] ) de Kato.

L
Teorema 2 Sea z(t) = Az(t) y Ty el semigrupo fuertemente continuo generado por A.
Consideremos el sistema

2(t) = Az(t) + B(D) z(t)
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donde B(t) € L(H). Entonces A + B(t) genera un semigrupo fuertemente continuo S
definido por
t
Stzo=Ttzo+ | Tt-sB(s) zods
o
al que esta asociado un operador de evolucidn suave definido por
t
U(t,s) zg = Teeg Zo + | Tty Blu) Ulu,s) zg du
]
Teorema 3
St Tt es un semigrupo fuertemente continuo sobre H y B(t) € B,([0,t}] ; L(H)),

el operador de evolucidn suave resultante de la perturbacion de Ty por B(t) satisface, para
todo zg € D(A), la relacidn

t
j U(t,r) (A+B(r)) zg dr = U(t,s) zg - 2o
s

y ademds, salvo quizds en un conjunto de medida nula del intervalo [0,t]] , las relaciones

Sas_ U(t,s)zg = - U(t,s) (A+B(s)) zo

2

Ss U*(t,s)zp = - (A*-B*(s)) U*(t,s)zo

donde A es el generador de Ty,
Teorema 4

Sea T¢ un semigrupo fuertemente continuo definido sobre H y generado por A
y supongamos que B(t) € B ([0,t]] ; L(H)) satisface las condiciones

Tt-s B(s):H —> D(A), para casi todo t>s € [0,t1]

ATe() B € Bl0,ty] 5 LH)

es decir, A T{.sB(s)zo es fuertemente medible en s para todo zo € H

ty
= d .
y jo A Teos BGS) || L(H) s < ®©
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Entonces el operador de evolucion suave U(t,s) generado por A + B(t) es un
operador de evolucicn fuerte ,salvo quizas sobre un conjunto de medida nula.

Teorema 5

Si U(t,s) es un operador de evolucion fuerte y U(t,s) f(s) € D(A) para casi todo
t > se[o,t1] y A U(t,) 1(.) es integrable en el sentido de Bochner, entonces

t
b) z(1) = U(t,0) z4 + j U(t,s) £(s) ds
o]

es la unica solucidn de
c) (1) = (A + B(t) z + £(t), 2(0) = 2 € D(A)

Teorema 6.

Si Ty y B(t) satisfacen las condiciones del teorema 4, Tt zo, Tt-s £(s) € D(A)
ara casi todo t > sC[O,t;] y A Tt_s f(s) es integrable en el sentido de Bochner sobre
&)O,t). b) es la tinica solucion de ¢

Teorema 7. (de A. Tayloren{( 4 ).
Supongamos que el generador A es autoadjunto y que para algun valor /\*Cp(A)
el resolvente R( X\*) es compacto. Entonces se cumple que

a) R(\A) es compacto para todo A € p(A),

b) existe una sucesidn infinita |An} de autovalores de A tales que Ap —* @
y cuyas autofunciones asociadas tienen la misma dimension que la multiplicidad del

autovalor correspondiente. Si ademas

sup Re[An] < o
n

A genera un semigrupo fuertemente continuo,

c) es posible determinar un conjunto ortonormal completo de autofunciones
asociadas a A,

d) el espectro de A se reduce al espectro puntual,
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e) si la multiplicidad del autovalor \ es sy y son Lenjn} (in = 1, eesn) las
autofunciones asociadas al autovalor A , tenemos para z € D(A) que

zZ= Z <2, Gnjp > Onip,

Sn

o0
Az= Y M\ Y <2z iy > i,
= in=1

y f) el semigrupo generado por A viene dado por

oo Sn
2(t) = Tyzg = Z etnt > < Zo, Gnjp = Injp. 20€H, t> 0

n=1 in=1

y es analitico, supuesto en la anterior expresion que la condicidn inicial zo admite
desarrollo en serie de Fourier respecto al sistema ortonormal ’g“inf .

Teorema 8 (de A. Tayloren( & )).

Sea F € L(V,Z), G € L(X,Z), donde V,X,Z son espacios de Banach. Las dos
condiciones siguientes son equivalentes

Ker (G*) C Ker (F*)

Rango (G) D Rango (F)

Teorema 9 (de R.F. Curtain en (7))

Sean los procesos de sefiales y observaciones definidos por

t
2(t) = Ty zo + S Tt-s B(s) dq(s)
)

t t
y(t) = S C(s) z(s) ds + S F(s) dw(s)
o

]

donde Tt.s €s un operador de evolucidn fuerte generado por A(t) definido sobre un espacio
H de Hilbert, BEB ([0,1;], L (x,H)), C €33m(%0,t 1], L(H,RK), F,F-1 €L ([0,t)] LR,
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Zo €5 una variable aleatoria con media 0 y operador de covarianza Py, W es un proceso de
Wiener k-dimensional con matriz de covarianza incremental W y q(t) es un proceso con
incrementos ortogonales valorado sobre K con

w(t) = Efq()] = Z piej p(t)
i=t

o0
. 2
donde p(t) es una funcidn real no decreciente, | ej | es una base ortonormada para H yZpﬁm-
n=1
El proceso

m(t) = q(t) - r(t)
tiene la funcién de covarianza Mi(t), con Mej = A ej, f(t) es funcidn real no decreciente,
)’Z:Ai«:D.Se supone que q(t), w(t) y 24 son mutaumente independientes y que q(t) es de la

forma

q(t) = Z qn (t) en

n=1

donde 'qn(t)' es una familia de procesos independientes, del mismo tipo, con incrementos
ortogonales, y tales que

Efand ] = pnpt)
E {((Ti(t) - Gils)o (Ti(v - Ei(s))} = N () - £(s))
donde gp(t) = an{t) - L p(t)
Supongamos entonces que
1) Ti.g B(t)gn € D(A(t)) para t>sy
i 22 ' [| AT _sB(s)gn || 2 ds < 00
e °
10 T_sB(s)gn € D(A(s)) para casi todo t >s € [0,t1] y para todo n, y

Z Pn t I A(tm_se(s>gn"z dp(s) <
o

n=1
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) Tt Po gn€ D (A(1)) parat >0y

i ”A(t) Tt Po gn”z < 00

n=1

Bajo estas condiciones el mejor filtro insesgado del estado z(t) bajo las
observaciones y(t), de la forma

to
2A8) = | JKlt,s) dy(s) + clt)
o]

donde X(t,.)e B2 ( 0,t ; (RK,H)) para todo teT , y tal que EjCh,Z (t))2[ sea minima para
todo heH, viene dado por
Z (t)=x(t) + b(t)

donde b(t) es la solucidn Unica de la ecuacién determinista

db(t) = (A(t) - PIC*(1) (FRWF*(1))>1 Cthbt)dt + B(t)dr(t)
b(0) = 0

mientras que x(t) es la solucidén Unica de la ecuacidn de evolucion estocdstica

dx(t) = (A(t) - P(IC *(tXF(OWE *()-1C(t)x(t)dt + P(t)C *(tXF(WF *(t)-1dy(t)
x(0) = 0

mientras que P(t) es la solucidn tnica de la ecuacién de Riccati
d - - - - -
?t-< P(t)f,h » - ¢ P(O)f,Ah > - < P(t)h, Af >+ < P(t) C*CP(t)f,h > =
= { B(t)YMB*(t)f,h >

6(0) = Po

y f,h € D(£.). El operador P(t) es autoadjunto y definido positivo.
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Lema |.- Lema de Gronwall

Sea f € LUty t3), {(t) 2 0 y h absolutamente continua sobre [t[, tz].

Sig e Lm(u,t;}) satisface

t2
g(t) < b(t) + j i(s) g(s) ds
t
entonces
t2 t
S f(s)ds f(u)du
t) t s
g(t) < bty e + b(s) e ds

t
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CONTROL CFTIMO DE UM FOLO OE DESARRQLLD
FAHERRE_Rorrkkd Kok _wR ik _fr bRy
Sste programa se dise\d para el tratamiernto rmumérico
del modelo desarrollado per Angel Sarabia Vie o er nn
tecsis. Fue e jecutado en un ordernador del Centro de C4l-
culo de la Universidad Fontificia "Comillac® rcorn lac
siguientes caracteristicas.

'31‘

a3

TEMA ECLIFSE MU/3000 de DATA SEMERAL .

32 BITs. Memorin virtual,

HARDWARE
Memoria 1 ME. Ampliable o 4 MR,
i1 Disco 277 MB. (Cortrolador para 4 discos.
Admite 4 controladores).
Cinta magnética 800 / 1500 BFI.

Niskette doble cara doble densidad: 1.28 MK,
Puede soportar 128 terminales.
Actualmerite: 11 pantallas
2 impresoras seriales
1 plotter CALCOMP 81
SOFTWARE
Sistema Operativo: AOS/VUS
CLI lergua je de dérdenes
SED' y SFEEN editores de texnto
FORTRAN, COROL y BRASIC
SWAT depurador de programas
S0RT / MERGE
AZ-TEXT procesador de palabras
DEMS gestidﬁ de Hase de Datos
El programa fue escritc erc el lengua je FORTRAN 77 (F77)

standard utilizardo ademds emtenciones propins de la Data
Gereral. -
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PROGRAM CONTROL_OPTIMO

El programa calcula para una serie de instantes en el
intervalo de tiempo (O,tl) y en puntos equidistantes del
intervalo espacial (-c,c) en el que esta definido el sis-
tema a controlar el valor de la variable de estado z(x,t),
el control optimo u(x,t) y la financiacion externa m(x,t).
Da ademas para el instante final tl1, el coste correspon-
diente al control optimo.

Se han utilizado, para verificar la validez del pro-
grama, los casos particulares analizados en el tratamiento
teorico de este capitulo.

El programa esta preparado para proceso interactivo y
trabaja en precision simple.

Definimos el numero 'pi’
PARAMETER (PI=3.14159265)

Las siguientes sentencias definen dos tablas que con-
tendran respectivamente los valores de z(x,t),u(x,t) y
m(t,x) para diversos valores,10l1, de las variables espacio
y tiempo.

DIMENSION VARIABLE_ ESTADO{-50:50,0:100)
DIMENSION CONTROL(-50:50,0:100)
REAL INVERSION_EXTERNA(-50:50,0:100)

EXTERNAL SITUACION_INICIAL,SITUACION_FINAL
Son datos definidos en subprogramas FUNCTION.

Las matrices COEF_SIT_ INICIAL y COEF_SIT_FINAL con-
tendran los coeficientes de Fourier de las situaciones
inicial y final respectivamente.

DIMENSION COEF_SIT_ INICIAL(150),COEF_SIT_FINAL(150)

COMMON/AMOR/COEF_SIT_INICIAL

COMMON/ROMA/COEF_SIT_FINAL

M contendra valores en el tiempo y en el espacio de
loa coeficientes de Fourier de m(t,x).

COMMON/BLOQUE/M(150,0: 1000)

REAL M

S contendra los valores que a lo largo del tiempo
tomen los coeficientes asociados al operador S(t).
COMMON/SOTA/S(150,0:100)

C es la semiamplitud del intervalo de definicion.
Cl es la distancia entre dos puntos sucesivos del in-
tervalo espacial para los que van a ser calculadas las
caracteristicas del sistema, Tl es el tiempo durante el
que el sistema va a ser controlado y T1/100 el interva-
lo entre dos instantes consecutivos del tiempo.
Empezamos dando el valor de C por el terminal.
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PRINT *,"C, SEMIAMPLITUD DEL INTERVALO ESPACIAL: "
READ *,C
C1=C/1000.

Coeficientes de Fourier de las situaciones inicial
y final definidas en los subprogramas FUNCTION del
mismo nombre.
DO 2 N=1,150
CF=0.0
CALL COEF_DE_FOURIER(CF ,N,SITUACION_INICIAL,C,C1)
COEF SIT INICIAL(N)=CF
CF=0.0
CALL COEF_DE_FOURIER(CF,N,SITUACION_FINAL,C,C1)
COEF SIT FINIAL{N)=CF
CONTINUE

Ahora se da la '"velocidad de propagacion" q.
PRINT *,"VALOR DE Q, VELOCIDAD DE PROPAGACION: "
READ *,Q

Las cuatro matrices siguientes contienen los valo-
res de las constantes K(N),B{(N),A(N} y D(N).

DIMENSION K(150),B(150),A(150),D(150)

REAL K

COMMON/BETA/B/DELTA/D

DO 1 N=1,150
K(N)=2.*Q*((N"PI)/(2.%C})**2
B(N)=SQRT(K(N)**2+4.)
A(N}=2.+K(N)+B(N)
D(N)=(2.+K(N)~B(N))/A(N)

CONTINUE

LORO=0 fControla la impresion del tiempo optimo.
CHARACTER*2 LITERAL

PRINT®,”SI VA A INTRODUCIR LA DURACION DEL CONTROL"
PRINT® ,"ESCRIBA 'SI' Y SI QUIERE QUE EL ORDENADOR "
PRINT* ,"SEA EL QUE CALCULE LA DURACION OPTIMA ES- "
PRINT*,"CRIBA 'NO'.

READ* ,LITERAL

IF(LITERAL.EQ.'NO') GOTO 63

PRINT*,"VALOR DE T1,DURACION DEL CONTROL: "

READ *,T1

GO TO 66

CONTINUE

Calculo del tiempo optimo de ejecucion del modelo
utilizando =1 metodo de Fibonacci.

A8 y A9 son los extremos del intervalo de tiempo don-
de esta localizado el minimo; la longitud de este inter-
valo debe ser no mayor que 10 con lo que se puede tener
una precision del orden de la milesima como minimo. Esta
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precision esta contenida en la variable PRECISION.

PRINT *,"INTERVALO DE TIEMPO Y EL ERROR "
READ *,A8,A9,PRECISION

T1=0.

LORO=1

CALL FIBONACCI(A8,A9,T1,PRECISION)
T2=T1/100.

Valores en el tiempo de los coeficientes de Fou-
rier de la componente financiacion externa.
DO 14 N=1,150

DO 4 J=0,1000 ! J=h equivale al instante h®*t2
M(N,J)=FINANC_EXTERNA (J.TI,COEF_SIT_FINAL(N).
+ K(N),B(N),A(N),D(N))
CONT INUE
CONTINUE

Coeficientes asociados al operador S(t).Sus valo-
res en el tiempo estaran contenidos en la matriz S.
DO 15 N=1,150

DO 5 J=0,100 ! J=h es el instante h*T1/100
T=J*T1/100.
V1=EXP(-B(N)*(T1-T)) !
v2=(K(N)+B(N))/2.
V3=1.-D(N)*V1
S(N,J)=B(N)/V3-v2
CONT INUE
CONTINUE

ZETA contendra los valores que en el tiempo toma-
ran los coeficientes de Fourier de la variable de es-
tado del sistema z(t,x).

La constante CONS es la que aparece en la expre-
sion III.25 de z(x,t), EXPRl es la funcion de t que
la multiplicaba y EXPR2 es el sumando positivo.

DIMENSION ZETA(150,0:100)

DO 6 N=1,100 ! Calculo de los valores de ZETA

DO 6 J=0,100 ! J=h es el instante h*t1/100

CONS=CONSTANTE (J,T1,COEF_SIT_INICIAL(N),

+ COEF_SIT_FINAL(N),K(N),B(N),A(N),D(N))
EXPR1=EXPRES1(J,T1,B(N),D(N))
EXPR2=EXPRES2(J,T1,COEF_SIT FINAL(N),K(N),

+ B(N) ,A(N) ,D(N))
ZETA(N,J ) =CONS*EXPR1+EXPR2

CONTINUE

Valores de la variable de estado z(x,t), del
control u(x,t) y de la inversion externa m(x,t).
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C1=C/50.
DO 8 I=-49,49 ! I=k equivale al punto k*cl
Y1=~C+(I+50)*C1
DO 8 J=0,100 ! J=h es el instante h*t2
ACUMULO=0.0
ADITOR=0.0
SUMADOR=0.0
D0 7 N=1,150
ANGULO=N"P1/2.+{(N*PI*Y1)/(2.*C)
U=SIN(ANGULO)
V=ZETA(N,J)*U
ACUMULO=ACUMULO+V
ADITOR=ADITOR-M(N,10%J)*U
SUMADOR=SUMADOR-S(N,J)*V
CONTINUE
VARIABLE_ESTADO(I,J)=ACUMULO/(C".5)
CONTROL(I,J)=SUMADOR+ADITOR
INVERSION_EXTERNA(I,J)=ADITOR
CONT INUE

Calculo del funcional de coste.
COSTE=0.0
CALL COSTO(COSTE,T1)

Comirnza la salida de informacion.

PRINT*,"LA IMPRESORA VA A IMPRIMIR LOS VALORES DE"
PRINT®,"LA VARIABLE DE ESTADO,LA INVERSION EXTER-"
PRINT*,"NA Y LALEY DE CONTROL OPTIMA EN ALGUNOS *
PRINT*,"PUNTOS Y VALORES DEL TIEMPO. SI QUIERE EL™
PRINT*,"VALOR DE ESTAS CARACTERISTICAS EN ALGUN "
PRINT*,"PUNTO E INSTANTE CONCRETOS TECLEE °'SI' Y "
PRINT*,"DESPUES, SEPARADOS POR BLANCOS, LOS VALO-"
PRINT*,"RES DEL ESPACIO Y DEL TIEMPO COMO CONS-~ "
PRINT®,"TANTES REALES. ST ESTOS VALORES NO COIN- "
PRINT*,"CIDEN CON UN PUNTO DEL RETICULADO SE TEN-"
PRINT*,"DRA COMO RESPUESTA UN VALOR PROMEDIO. SI "
PRINT*,"SE CONFORMA CON LA INFORMACION STANDARD
PRINT*,"ESCRIBA °‘'NO' ., "

PRINT*®,"QUIERE INFORMACION NO STANDARD? "
CHARACTER*2 COPA

READ *,COPA

IF(COPA.NE."SI") GO TO 10

PRINT *,"ABCISA DEL PUNTO E INSTANTE DEL TIEMPO. "
READ * ,X,T

Situacion del valor de X en el reticulo.
IF(X.LT.0.) THEN
I=INT(X*50./C)-1
ELSE IF(X.GT.O.) THEN
I=INT(X*50./C)
ELSE 1=0
END IF
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Ahora situamos el valor de T en el reticulo.

J=INT(T*100./T1)

U y V ponderan la distancia del punto (X,T) a
vertices proximos.

U=ABS((X*50./C)-REAL(I))

V=T#*100./T1~REAL(J)

Las variables 51,S2 y S3 contienen los datos pedidos
S1=(1.~U)*(1.-V)*VARIABLE_ESTADO(I,J)

S1= S1+U*(1.-V)*VARIABLE_ESTADO(I+1,J)

S1= SI+(1.-U)'V'VARIABLE_ESTADO(I,J+1)

S1= Sl+U'V'VARIABLE_ESTADO(I+1.J+1)
52=(1.-U)'(1.-V)'INVERSION_EXTERNA(I.J)

52= S2+U*(1.-V)*INVERSION_EXTERNA(I+1,J)

S2= S2+(1.--U)*V*INVERSION EXTERNA(I,J+1)

S2= S2+U*V*INVERSION_EXTERNA(I+1,J+1)
S$3=(1.-U)*(1.-V)*CONTROL(I,J)+U*(1.-V)*CONTROL(I+1,J)
S3= S3+(1.~U)*V*CONTROL(I,J+1)+U*V*CONTROL(I+1,J+1)
PRINT*,"LOS VALORES DE LA VARIABLE DE ESTADO, INVERSION"
PRINT*,"EXTERNA Y LEY DE CONTROL PEDIDOS SON:"

PRINT .'sl'll n'sz’n n’ss

PRINT®," "

PRINT*,"LOS QUIERE EN OTRO PUNTO E INSTANTE? "

GO TO 9

Comienza la salida por impresora. De los 10201 puntos
de que consta el reticulo solo apareceran los valores de
189 distanciados 10 "unidades" en el espacio y S en el
tiempo de z(x,t), u{x,t) y m(t,x).

OPEN(3,FILE='_LPT',CARRIAGECONTROL='FORTRAN')

WRITE(3,100)

FORMAT("1",28X,"VALORES DE LA VARIABLE DE ESTADO",/)

WRITE(3,200)

FORMAT (35X, "VARIABLE ESPACIAL",/)

WRITE(3,50)

FORMAT(1X,10H )

H=-C+2.*C/10.

DO 25 IL=1,9

WRITE(3,110) H
H=H+2.*C/10.

CONT INUE

FORMAT("£",F7.2)

WRITE(3,210)

FORMAT(13X,63(1H*),/)

bo 12 J=0,100,5

F=J*T1/100.
WRITE(3,300) F,(VARIABLE_ESTADO(I,J),I=-40,40,10)

CONTINUE

FORMAT(1X,"T=",F6.3,2X,9F7.2)

WRITE(3,51)

FORMAT(1X, ' "W )

WRITE(3,101)
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FORMAT (28X, "“VALORES DE LA LEY DE CONTROL",/)
WRITE(3,200)
WRITE(3,50)
H=-C+2.%C/10.
DO 27 1K=1,9
WRITE(3,110) H
H=H+2.*C/10.
CONT INUE
WRITE(3,211)
FORMAT (13X,63(1H*),/)
DO 13 J=0,100,5
F=J*T1/100.
WRITE(3,300) F,(CONTROL(I,J),I=-40,40,10)
CONT INUE
WRITE(3,225)
FORMAT("1'",32X,"FINANCIACION EXTERNA",/)
WRITE(3,200)
WRITE(3,50)
H=-C+2.%C/10.
DO 33 1J=1,9
WRITE(3,110) H
H=H+2.%*C/10.
CONT INUE
WRITE(3,210)
DO 17 J=0,100,5
F=J*T1/100.
WRITE(3,300) F,(INVERSION_EXTERNA(I,J),I=-40,40,10)
CONTINUE
WRITE(3,400) COSTE
FORMAT(1X,/,/,/,1BX, 'El coste es:',F9.4)
WRITE(3,401) Q
FORMAT(1X,/,/,18X, 'La velocidad de propagacion es:',F3.1)
IF (LOR0O.ER.0) GOTO 75
WRITE(3,426) T1
FORMAT(1X,/,/,18X,'El tiempo optimo es:',F12.4)
CLOSE(3)
PRINT *,"QUIERE ANALIZAR EL PROCESO EN OTRO INSTANTE? "
READ *,LITERAL
IF(LITERAL.EQ.'NO') GO TO 70
PRINT *,"VALOR DE T1,NUEVA DURACION DEL CONTROL "
READ *,T1
LORO=0
GO TO 66
PRINT *,"QUIERE ANALIZAR EL PROCESO PARA OTRA VELOCIDAD? "
READ *,LITERAL
IF(LITERAL.EQ.'NO') GOTO 71
GOTO 29
STOP
END
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SUBROUTINE FIBONACCI(A8,A9,T1,PRECISION)

Calcula el tiempo optimo de ejecucion del modelo
para unas situaciones inicial y final dadas, deter-
minando el minimo de la expresion III.27-bis por el
metodo de Fibonacci con error inferior a la milesima.

aaaa

COMMON/ROMA/COEF_SIT_FINAL(150)
COMMON/AMOR/COEF_SIT_INICIAL(150)
COMMON/BLOQUE/M(150,0: 1000}
COMMON/SOTA/S(150,0:100)/BETA/B(150)
COMMON/KOLA/K{150)/DELTA/D(150)/AULA/A(150)
REAL M,K

MATFIBO contendra los valores de la sucesion de
Fibonacci. G es una matriz auxiliar.

aa

DIMENSION G(2),MATFIBO(0:20)

PIVOTE es el "paso" del metodo de Fibonacci.

El valor de PIVOTE se calcula previamente divi-
diendo la longitud del intervalo donde esta locali-
zado el minimo por el primer elemento de la sucesion
de Fibonacci para el que el cociente es inferior a
la precision requerida. Se supone que la longitud
del intervalo donde esta localizado el optimo no es
superior a 10.

aaagooaoaaoa

a

Calculo de coeficientes de Fibonacci y de PIVOTE.
DO 3 I=0,20

IF (1.GT.2) GOTO 1

MATFIBO(I)=I

GO TO 3
1 MATFIBO(I)=MATFIBO(I-1)+MATFIBO(I-2)
2 PIVOTE=(A9-A8)/MATFIBO(I)

IF (PIVOTE.LE.PRECISION} GO TO 13

3 CONTINUE
13 Ji=1

[ Aplicacion del metodo de Fibonacei.
I4=1
I5=2
4 DO 6 L=I4,IS
T1=A8+MATFIBO(J1-L)*PIVOTE
DO 20 N=1,150
DO 10 J=0,1000
M(N,J)=FINANCIACION EXTERNA (J,TI.COEFHSIT_
+FINAL(N) ,K(N),B(N),A(N),D(N))
10 CONTINUE
20 CONT INUE
DO 30 N=1,150
V1=EXP(-B(N)*T1)
v2=(K(N)+B(N))/2.



30 CONTIN
COSTE=
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V3=1.2(N)*V1
S(N,0:B(N)/V3-v2

UE
0.0

CALL COSTO(OSTE,T1)

G(3-L)=COSTE

6 CONTINUE

!Localizacion del minimo.

IF (G(2).EQ.GL)}) THEN

5
7
8
END IF
15 RETURN

END

IF (J1.GT.4) GO TO S
T1=T1+0.5*PIVOTE

GO TO 15
AB=A8+MATFIBO(J1-2) *PIVOTE
J1=J1-3

[4a=1

15=2

GO TO 4

ELSE F(G(1).LT.G(2)) THEN

ELSE

IF (J1.GT.2) GO TO 7
T1=T1+0.5*PIVOTE

GO TO 15

Ji=J1-1

G(2)=G(1)

I5=2

I4=2

GO TO 4

IF(J1.GT.2) GO TO 8
T1=T1+PIVOTE

GO TO 15
AB=A8+MATFIBO(J1-2) *PIVOTE
Ji=J1-1

14=1

IS5=1
G(1)=G(2)
GO TO 4
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FUNCTION CONSTANTE(J,A1l,A2,A3,A4,A5,A6,A7)

c Este subprograma calcula el valor de la constante
C de la expresion III.24-bis de z(t,x).
U=A4*(2.-A4) ! Las U's son variables auxiliares.

U2=EXP(-AS5*A1/2.)
U3=2.-U*U2/A6
U4=2.%A3/(A5**2)
US=A2~U4*U3
U6=1.-A7*U2%U2
CONSTANTE=U5/U6
RETURN

END

FUNCTION EXPRES1(J,T1,Al,A2)

C Calcula la funcion de t que multiplica al termino
C constante de la expresion III.24-bis de z(t,x).
T=J*T1/100.

U=1.-A2*EXP(-A1*(T1-T))
EXPRES1=EXP(-A1*T/2.)*U
RETURN

END

FUNCTION EXPRES2(J,T1,COEF_SIT FINAL,A1,A2,A3,A4d)
(o] Calcula el segundo sumando de la expresion de z(x,t)
T=J*T1/100. :
=A1*(2.-A1)
U1=U/A3
U2=2,-U1*EXP(-A2*(T1-T)/2.)
U3=2.*COEF_SIT_FINAL*U2/(A2%*2)
EXPRES2=U3
RETURN
END

SUBROUTINE COSTO(COSTE,T1)

[o} Calculo del funcional de coste definido en I11.27.
SUMA1=0.0 !Calculo del primer sumatorio.
CALL PRIM_SUM(SUMA1,T1)

SUMA2=0.0 {Calculo del segundo sumatorio.

CALL SEG_SUM(SUMA2)

SUMA3=0.0 iCalculo del tercer sumatorio.

CALL TERC_SUM(SUMA3)

VALOR_INTEGRAL=0.0 !Integral del cuarto sumando.
CALL INTEGRAL(T1,VALOR_INTEGRAL)
COSTE=SUMA1+SUMA2+SUMA3-VALOR_INTEGRAL

RETURN

END
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FUNCTION FINANC_EXTERNA(J.Tl.ﬁ2,A3,A4,A5,A6)
T=J*T1/1000.

U1=A3*(2.-A3) fLas U's son variables auxiliares
U=EXP(-A4*(T1-T))

U2=U1*SQRT(U)-A5*(1.+A6*V)

U3=A5*(1.-A6*U)

Ua=2., *A2*U2

FINANCIACION_EXTERNA:(UA/AA)/U3

RETURN

END

FUNCTION SITUACION_FINAL(X)

Easte subprograma define la situacion final. La
sentencia 1 debe ser cambiada en cada caso.

Ql=4.-X*X

SITUACION FINAL=Q1

RETURN

END

FUNCTION SITUACION INICYAL(X)

Este subprograma define la situacion inicial. La
sentencia 1 debe ser cambiada en cada caso

P1=3.14159265

QL=EXP(-X*X/.04)/(.2*SQRT(PL))

SITUACION_ INICIAL=Q1

RETURN

END
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SUBROUTINE PRIM_SUM(SUMA,T1)
Calcula el primer sumando de la expresion de W.

COMMON/ROMA/PEPE ( 150)

DO 1 N=1,150
SUMA=SUMA+PEPE (N) **2

CONTINUE

SUMA=SUMA* (1.+T1)

RETURN

END

SUBROUTINE SEG_SUM(SUMA)
Calcula el segundo sumando de la expresion de W.

COMMON/AMOR/PEPE (150) /SOTA/S(150,0:100)
DO 1 N=1,150

SUMA=SUMA+S(N,O) *PEPE(N) *#2
CONTINUE
RETURN
END

SUBROUTINE TERC_SUM(SUMA}
Calcula el tercer sumando de la expresion de W

COMMON/AMOR/PEPE(150)

COMMON/BLOQUE/M(150,0:1000)

REAL M

DO 1 N=1,150
SUMA=SUMA+PEPE (N) *M(N,0)

CONTINUE

SUMA=2. *SUMA

RETURN

END
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SUBROUTINE COEF_DE_FOURIER(CF,N,FUNC_DATO,C,C1)
Calcula =1 n-simo coeficiente de Fourier de una
funcion respecto del sistema ortonormal de autofun-

ciones asociado al generador A del semigrupo del
sistema. CF devolvera al programa principal el va-
lor del coeficiente de Fourier. Para el calculo de
ficientes se desea calcular.Para el calculo de las
integrales utiliza la formula cerrada de Simpson.

PARAMETER (FI=3.14159265)

EXTERNAL FUNC_DATO

INTEGER PUNTO

PUNTO=1

Y1=-C4+Cl

IF (Y1.GT.(C-C1)) GO TO 2
ANGULO=N*PI/2.+(N*PI*Y1}/(2.*C}
MULTIPLICADOR=3+((-1)**(PUNTO+1))
Z=REAL(MULTIPLICADOR)
CF=CF+Z2*SIN(ANGULO) *FUNC_DATO(Y1)
PUNTO=PUNTO+1

Y1=Y14Cl

GO TO 1

CF=C1*CF/(3.%(C**(.5)))

RETURN

END

SUBROUTINE INTEGRAL(T1,SUMA)
Calcula la integral que aparece en la expresion de W.

COMMON/BLOQUE/M(150,0: 1000)
REAL M
DIMENSION CUADRADO(O: 1000}
SUMA=0.
Do 3 J=0,1000
CUADRADO(J)=0.
DO 1 N=1,150
CUADRADO(J ) =CUADRADO(J ) +M(N,J) = *2
IF((J.EQ.0).OR.(J.EQ.1000)) THEN
GO TO 2
ELSE IF(2%(J/2).EQ.J) THEN
CUADRADO(J )=2. *CUADRADO(.J )
ELSE
CUADRADO(J ) =4, *CUADRADO(J )
END IF
SUMA=SUMA+CUADRADO(J )
CONT INUE
SUMA=T1*SUMA/3000.
RETURN
END



APENDICE E

SELECCION DE RESULTADOS

OBTENIDOS PARA EL CASO DETLLRMINISTA



PARTE 12
Resultados correspondientes a la situacion inicial
flx)=0
y velocidades de propagacion
q = 0.25,0.5,0.75, 1, 1.25, 1.50

Los resultados de las tablas correspondientes a la ley de control y a la financiacion
externa aparecen multiplicados por el coeficiente V2.

Para las velocidades q = 0,25 y q = 0.5 se proporciona, junto con las tablas
correspondientes al tiempo dptimo, la asociada a la duracion del control t] = |
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VALORET DE LA VARIABLE DE ESTADO

X= -1.60 -1.20 -.80 -.40 .00 .40 .80 1.20 1.60

ey D T L T T Ty Ty
T=.0000 -.00 .00 .00 .05 2.82 .05 .00 .00 .00
T=.0154 .02 .04 .05 .18 2.44 .18 .05 .04 .02
T=.0308 .04 .08 .10 .25 2.31 .25 .10 .08 .04
T=.0462 .06 .11 .14 .44 2.12 .44 .14 .11 .06
T=.0616 .08 .15 .19 .56 1.94 .56 .19 .15 .08
T=.0770 .10 .18 .24 .66 1.87 .66 .24 .18 .10
T=.0924 .12 .22 .29 .74 1.81 .74 .29 .22 .12
T=.1078 .14 .25 .34 .82 1.77 .82 .34 .25 .14
T=.1232 .16 .29 .39 .89 1.74 .89 .39 .29 .16
T=.1386 .18 .32 .45 .96 1.71 .96 .45 .32 .18
T=.1540 .20 .35 .50 1.02 1.70 1.02 .50 .35 .20

VALORES DE LA LEY DE CONTROL

X= -1.60 -1.20 -.80 -.40 .00 .40 .80 1.20 1.60

*un AARRBERRRBRREBRRARRABELRERRRRRBPRERBRERRRRERFRLERRRBBRRARRB RS

T=.0000 1.95 3.52 4.48 4.51 4.09 4.51 4.48 3.52 1.95

T=.0154 1.94 3.48 4.43 4.45 4.02 4.45 4.43 3.48 1.94
T=.0308 1.91 3.44 4.39 4.38 3.95 4.38 4.39 3.44 1.91
=.0462 1.89 3.40 4.34 4.32 3.88 4.32 4.34 3.40 1.89
T=.0616 1.87 3.36 4.30 4.27 3.80 4.27 4.30 3.36 1.87
T=.0770 1.85 3.32 4.25 4.21 3.72 4.21 4.25 3.32 1.85
T=.0924 1.83 3.28  4.21 4.16 3.64 4.16 4.21 3.28 1.83
T=.1078 1.81 3.24 4.17 4.11 3.55 4.11 4.17 3.24 1.81
T=.1232 1.79 3.20 4.13 4.07 3.46 4.07 4.13 3.20 1.79
T=.1386 1.78 3.16 4.09 4.03 3.36 4.03 4.09 3.16 1.78
=.1504 1.76 3.12 4.05 4.00 3.26 4.00 4.05 3.12 1.76
FINANCIACION EXTERNA
X= -1.60 -1.20 -.80 -.40 .00 .40 .80 1.20 1.60
L2 24 HARBRR AP B RRBBRARBABBRABBERARRBEBERRRBBERRARFRBRBAERERRERERRE BB

T=.0000 1.95 3.53 4.67 5.34 5.57 5.34 4.67 3.53 1.95
T=.0154 1.96 3.54 4.67 5.35 5.58 5.35 4.67 3.54 1.96
T=.0308 1.97 3.55 4.68 5.35% 5.58 5.35 4.68 3.55 1.97
=.0462 1.97 3.56 4.69 5.37 5.59 5.37 4.69 3.56 1.97
T=.0616 1.98 3.56 4.69 5.37 5.60 5.37 4.69 3.56 1.98

T=.0770 1.99 3.57 4.70 5.38 5.61 5.38 4.70 3.57 1.99
T=.0924 2.00 3.58 4.71 5.39 5.62 5.39 4.71 3.58 2.00
T=.1078 2.01 3.59 4.72 5.40 5.63 5.40 4.72 3.59 2.01
T=.1232 2.02 3.60 4.73 5.41 5.64 5.41 4.73 3.60 2.02
=.1386 2.03 3.61 4.74 5.42 5.65 5.42 4.74 3.61 2.03
T=.1504 2.04 3.62 4.75 5.43 5.66 5.43 4.75 3.62 2.04

El coste es: 27.3794
La velocidad de propagacion es: .25
El tiempo optimo es: .15404
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VALORES DE LA VARIABLE DE ESTADO

1

71

-1.60 -1.20 -.80 -.40 .00 N Tp) .80 1.20 1.60
FBUER BB A A BB RABF AR EISRETRRRBARBAFRBIIZNBBBRABARRRRAIEBEARNDIARSS
.00 .00 .00 .05 2.82 .05 .00 .Co .00
.12 .22 .30 .79 1.82 .79 .30 .22 .12
.23 .42 .61 1.18 1.75 1.18 .61 .42 .23
.32 .60 .91 1.44 1.82 1.44 .91 .60 .32
.14 77 1.16 1.66 1.94 1.66 1.16 .77 .44
.19 .93 1.38 1.84 2.07 1.84 1.38 .93 .49
.56 1.08 1.56 2.00 2.20 2.00 1.56 1.08 .56
.63 1.21 1.72 2.15 2.33 2.15 1.72 1.21 .63
.69 1.32 1.86 2.28 2.44 2.28 1.8B6 1.32 .69
.75 1.42 1.99 2.32 2.55 2.32 1.99 1.42 .75
.20 1.51 2.09 2.49 2.64 2.49 2.09 1.51 .80
VALORES DE LA LEY DE CONTROL
-1.60 -1.20 -.80 -.40 .00 .40 .80 1.20 1.60
BEBFXEAABBEERABERRIIBRBRBERBEBNBEPRBRBRBERAERFBRBEABZERBRBARSS SN
1.80 3.26 4.22 a4.59 4.50 4.59 a4.22 © 3.26 1.80
1.66 2.99 3.85 4.18 4.19 4.18 3.85 2.99 1.66
1.53 2.75 3.52 3.83 3.87 3.83 3.52 2.75 1.53
1.41 2.53 3.22 3.51 3.57 3.51 3.22 2.53 1.41
1.31 2.33 2.96 3.23 3.28 3.22 2.96 2.33 1.31
1.22 2.15 2.71 2.96 3.02 2.96 2.71 2.1% 1.22
1.13 1.99 2.50 2.72 2.77 2.72 2.50 1.99 1.13
1.06 1.84 2.30 2.49 2.54 2.49 2.30 1.84 1.06
1.00 1.71 2.11 2.28 2.32 2.28 2.11 1.71 1.00
.95 1.59 1.95 2.09 2.12 2.09 1.95 1.59 .95
.80 1.48 1.79 1.90 1.92 1.90 1.79 1.48 .90
FINANCIACION EXTERNA
-1.60 -1.20 -.80 -.40 .00 .40 .80 1.20 1.60
T R R E R Y R R S RS RS S S R R g
1.86 3.43 4.57 5.26 5.49 5.26 4.57 3.43 1.86
1.86 3.43 4.57 5.26 5.49 5.26 4.57 3.43 1.86
1.R6 .43 4.57 5.25 5.48 .25 4,57 3.43 1.86
1.86 3.43 4.57 5.25 5.48 5.25 4,57 3.43 1.86
1.R7 3.43 a.57 5.26 5.48 5.26 4.57 3.43 1.87
1.88 3.44 4.58 5.26 5.49 5.26 4.58 3.44 1.88
1.89 3.46 4.59 5.27 5.50 5.27 4.59 3.46 1.89
1.91 3.48 4.62 5.29 5.52 5.29 4.62 3.48 1.91
1.93 3.52 4.65 5.33 5.55 5.33 4.65 3.52 1.93
1.98 3.56 4.69 5.37 5.60 5.37 4.69 3.56 1.98
2.04 3.62 4.75 5.43 5.66 5.43 4.75 3.62 2.04
El roste es: 29.184

l.a velocidad

de propagacion es:

.25
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VALORES DE LA VARIABLE DE ESTAM0

X= -1.60 -1.20 -.80 -.40 .00 .40 .80 1.20 1.60
L LT BRRRBRBBEBARRBBRBEEBRERARBERRREREFREBBBBRRRRFRREERFF RS FERR RS
T=.0000 .00 .00 .00 .05 2.82 .05 .00 .00 .00
T=.0095 .01 .02 .03 .18 2.35 .18 .03 .02 .01
T=.0189 .03 .05 .06 -32 2.08 .32 .06 .05 .03
T=.0284 .04 .07 .09 .44 1.90 .44 .09 .07 .04
T=.0378 .05 .09 .12 .53 1.77 .53 .12 .09 .05
T=.0473 .06 .11 .16 .61 1.68 .61 .16 +11 .06
T=.0567 .07 .14 .19 .68 1.61 .68 .19 .14 .07
=.0662 .09 .16 .23 .74 1.55 .74 .23 .16 .09
T=.0756 .10 .18 .27 .79 1.51 .79 .27 .18 .10
T=.0851 .11 .20 .31 .83 1.48 .83 .31 .20 .11
=.0946 .12 .22 .35 .87 1.45 .87 .35 22 .12

VALORES DE LA LEY DE CONTROL

X= -1.60 -1.20 -.80 -.40 .00 .40 .80 1.20 1.60
s L T T Y Ty e Ty Ty T Y Y YTy Py e
=.0000 1.93 3.47 4.39 4.48 4.23 4.48  4.39 3.47 1.93

T=.0095 1.92 3.46 4.37 4.44 4.18 4.44 4.37 3.46 1.92

T=.0189 1.91 3.44 4.36 4,41 4.14 4.41 4.36 3.44 1.91
T=.0284 1.90 3.42 4.34 4.37 4.08 4.37 4.34 3.42 1.9
T=.0378 1.90 3.41 4.32 4.34 4.03 4.34 4.32 3.41 1.9
T=.0473 1.89 3.39 4.3% 4.31 3.97 4.31 a.31 3.39 1.89
T=.0567 1.88 3.37 4.30 4.28 3.91 4.28 4.30 3.37 1.88
=.0662 1.88 3.36 4.29 4.26 3.84 4.26 4.29 3.36 1.88
T=.0756 1.87 3.34 4.27 4.23 3.77 4.23 4.27 3.34 1.87
=.0851 1.87 3.32 4.26 4.21 3.69 4.21 4.26 3.32 1.87
T=.0946 1.86 3.31 4.25 4.20 3.61 4.20 4.25 3.31 1.86
FINANCIACION EXTERNA
X= -1.60 -1.20 -.80 ~.40 .00 .40 .80 1.20 1.60
*ua RRRBRRBBBEBBEBRRREREREBBREEBRRESRERRB RSN RS R RRE NN RN A ST

T=.0000 1.93 3.50 4.64 5.31 5.54 5.31 4.64 3.50 1.93
T=.0095 1.94 3.51 4.65 5.32 5.55 5.32 4.65 3.51 1.94
T=.0189 1.94 3.52 4.66 5.34 5.56 5.34 4.66 3.52 1.94

T=.0284 1.95 3.54 4.67 5.35 5.57 5.35 4.67 3.54 1.95
T=.0378 1.96 3.55 4.68 5.36 5.58 5.36 4.68 3.55 1.96
=.0473 1.98 3.56 4.69 5.37 5.59 5.37 4.69 3.56 1.98
T=.0567 1.99 3.57 4.70 5.38 5.61 5.38 4.70 3.57 1.99
T=.0662 2.00 3.58 4.71 5.39 5.62 5.39 4.71 3.58 2.00
T=.0756 2.01 3.9 4.73 5.40 5.63 5.40 4.73 3.59 2.01
T=.0851 2.02 3.61 4.74 5.42 5.64 5,42 4.74 3.61 2.02
=.0946 2.04 3.62 4.75 5.43 5.66 5.43 4.75 3.62 2.04

El coste es: 27.3004
La velocidad de propagacion es: .S
El tiempo optimo es: .09455
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VALORES DE LA VARIABLE DE ESTADO
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-1.60 -1.20 -.80 -.40 .00 .40 .80 1.20 1.60
HBERBAANAAASBAELZRBRBBBRBEB AP AERRERB B ERBBARRRRARFRRR R ERREE
.00 .00 .00 .05 2.82 .05 .00 .00 .00
-11 .20 .35 -89 1.46 .89 .35 .20 .11
.21 .41 .70 1.17 1.45 1.17 .70 .41 .21
.30 .61 .98 1.37 1.56 1.37 .98 .61 .30
-39 79 1.19 1.55 1.70 1.55 1.19 .79 .39
.48 .94 1.38 1.71 1.85 1.71 1.38 .94 .48
.55 1.07 1.53 1.86 1.99 1.86 1.53 1.07 .55
.61 1.18 1.66 2.00 2.12 2.00 1.66 1.18 .61
.67 1.28 1.78 2.11 2.23 2.11 1.78 1.28 .67
.72 1.36 1.88 2.22 2.33 2.22 1.88 1.36 .72
.76 1.44 1.97 2.31 2.42 2.31 1.97 1.44 .76
VALORES DE LA LEY DE CONTROL
-1.60 -1.20 -.80 ~.40 .00 .40 .80 1.20 1.60
LA R R R 2 R R e R R e S R e e e e R R R L S RSS2 S22 RS e 2y 2
1.63 3.02 4.00 4.51 4.57 4.51 4.00 3.02 1.63
1.51 2.79 3.70 4.17 4.30 4.17 3.70 2.79 1.51
1.41 2.49 3.42 3.88 4.02 3.88 3.42 2.49 1.41
1.31 2.41 3.18 3.61 3.75 3.61 3.18 2.41 1.31
1.23 2.25 2.96 3.37 3.49 3.37 2.96 2.25 1.23
1.15 2.10 2.76 3.14 3.25 3.14 2.76 2.10 1.15
1..09 1.97 2.58 2.92 3.03 2.92 2.58 1.97 1.09
1.03 1.86 2.42 2.72 2.82 2.72 2.42 1.86 1.03
.99 1.76 2.26 2.53 2.61 2.53 2.26 1.76 -99
.96 1.67 2.11 2.35 2.42 2.35 2.11 1.67 .96
.96 1.59 1.97 2.17 2.23 2.17 1.97 1.59 .96
FINANCIACION EXTERNA
-1.60 -1.20 -.80 -.40 .00 -40 .80 1.20 1.60
BEBRABBRGBERRBAERABRURB BRI B FREIRFESIIRARNBBBRBRABEPBRBSBEBUENE SRR
1.73 3.23 4.37 5.07 5.30 5.07 a4.37 3.23 1.73
1.73 3.23 4.36 5.06 5.29 5.06 4.36 3.23 1.73
1.73 3.23 4.36 5.06 5.29 5.06 4.36 3.23 1.73
1.74 3.24 4.37 5.06 5.29 5.06 a4.37 3.24 1.74
1.75 3.25 4.38 5.07 5.30 5.07 4.38 3.25 1.75
1.76 3.27 4.40 5.09 5.32 5.09 4,40 3.27 1.68
1.78 3.30 4.43 5.12 5.34 5.12 4.43 3.30 1.78
1.81 3.3% 4.48 5.16 5.39 5.16 4.48 3.35 1.81
1.85 3.41 4.54 5.22 5.45 5.22 4.54 3.41 1.85
1.92 3.50 4.63 5.31 5.54 5.31 4.63 3.50 1.92
2.04 3.62 4.75% 5.43 5.66 5.43 4.75 3.62 2.04
El coste es: 31.3554
La velocidad de propagacion es: .5
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VALORES DE LA VARIABLE DE ESTADO

X= -1.60 -1.20 -.80 ~.40 .00 .40 .80 1.20 1.60

ey L L L O Y T Y TR Y
T=.0000 .00 .00 .00 .05 2.82 .05 .00 .00 .00
T=.0070 .01 .02 .02 .19 2.30 .19 .02 .02 .01
T=.0140 .02 .03 .04 .32 2.01 .32 .04 .03 .02
T=.0210 .03 .05 .07 .44 1.82 .44 07 .05 .03
T=.0281 .04 .07 .09 .53 1.69 .53 .09 .07 .04
T=.0351 .05 .08 .12 .60 1.59 .60 .12 .08 .05
T=.0421 .06 .10 .16 .66 1.51 .66 .16 .10 .06
T=.0491 .06 .12 .19 .71 1.45 .71 .19 .12 .06
T=.0561 .07 .13 .22 .75 1.40 .75 .22 .13 .07
T=.0631 .08 .15 .26 .78 1.36 .78 .26 .15 .08
T=.0701 .09 .17 .30 .81 1.33 .81 .30 .17 .09

VALORES DE LA LEY DE CONTROL

X= -1.60 -1.20 -.80 -.40 .00 .40 .80 1.20 1.60
an B T T T Ty Y Y YT A
T=.0000 1.91 3.44 4.34 4.47 4,29 A4.47 4.34 3.44 1.91
T=.0070 1.91 3.44 A4.34 4.44 A4.26 4.44 4.34 3.44 1.91
T=.0140 1.91 3.43 4.33 4.42 4.22 4.42 4.33 3.4 1.91

T=.0210 1.91 3.43 4.33 4.40 4.18 4.40 4.33 3.43 1.91
T=.0281 1.91 3.42 4.33 4.38 4.13 4.38 4.33 3.42 1.91
T=.0351 1.90 3.42 4.32 4.36 3.08 4.36 4.32 3.42 1.90
T=.0421 1.90 3.41 4.32 4.34 3.03 4.34 4.32 3.41 1.90
T=.0491 1.91 3.40 4.33 4.32 3.97 4.32 4.33 3.40 1.91
T=.0561 1.91 3.40 4.33 4.31 3.91 4.31 4.33 3.40 1.91
T=.0631 1.81 3.39 4.33 4.29 3.85 4.23 4.33 3.39 1.91
T=.0701 1.91 3.38 4.33 4.29 3.77 4.29 4.33 3.38 1.91
FINANCIACION EXTERNA
X= -1.60 -1.20 -.80 -.40 .00 .40 .80 1.20 1.60
L2 2 HBRARBFBBRBRRBABRBERRRERRRABERRE RS RBRERERREBERAFIBRRRRARRBERE RS

T=.0000 1.91 3.49 4.62 5.30 5.52 5.30 4.62 3.49 1.91
T=.0070 1.92 3.5%0 4.63 5.31 5.54 5.31 4.63 3.50 1.92
T=.0140 1.93 3.51 4.64 5.32 5.55 5.32 4.64 3.51 1.93

'T=.0210 1.94 3.52 4.66 5.33 5.56 5.33 4.66 3.52 1.94
T=.0281 1.96 3.54 4.67 5.35 5.57 5.35 4.67 3.54 1.96
T=.0351 1.97 3.55 4.68 5.36 5.59 5.36 4.68 3.55 1.97
T=.0421 1.98 3.56 4.69 5.37 5.60 5.37 4,69 3.56 1.98
T=.0491 1.99 3.58 4.71 5.39 5.61 6§.39 4.71 3.58 1.99
T=.0561 2.01 3.59 4.72 5.40 5.63 5.40 4.73 3.59 2.01
T=.0631 2.02 3.61 4.74 5.42 5.64 5.42 4.74 3.61 2.02
T=.0701 2.04 3.62 4.75 5.43 5.66 5.43 4.75 3.62 2.04

El coste es: 27.2649
La velocidad de propagacion es: .75
El tiempo optimo es: .0701
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VALORES DE LA VARIABLE DE ESTADO

X= -1.60 -1.20 -.80 -.40 .00 .40 - 80 1.20 1.60

L A FHEBTBARAIABPR SR PBRRFREFEBER BB RFBEBF PR EURABRERREB R PRI ERIBR RS
T=.0000 .00 .00 .00 .05 2.82 .05 .00 .00 .00
T=.0057 .01 .01 .02 .19 2.27 .19 .02 .01 .01
T=.0113 .02 .03 .04 .33 1.97 .33 .04 .03 .02
T=.0170 .02 .04 .06 .44 1.77 .44 -06 .04 .02
T=.0227 .03 -05 .08 .53 1.63 .53 .08 .05 .03
T=.0283 .04 .07 .11 .60 1.53 -60 -11 .07 .04
T=.0340 .04 .08 .14 .65 1.45 .65 .14 .08 .04
T=.0397 .05 .09 .17 .69 1.38 .69 17 .09 .05
T=.04%4 .06 .11 .20 .72 1.33 .72 .20 .11 .06
T=.0510 .07 .12 .23 .75 1.29 .75 .23 .12 .07
T=.0567 .07 .14 .27 .77 1.26 .77 .27 .14 .07

VALORES DE LA LEY DE CONTROL

X= -1.60 -1.20 -.80 -.40 .00 .40 .80 1.20 1.60
»-En I Z R S SRS R R 2 S R 22 R S 2 R R R E R R R R R R RS RS S S SRR SRS RS RS R S 2 X 2 2 24
T=.0000 1.90 3.42 4.31 4.46 4.33 4.46 4.31 3.42 1.90
=.0057 1.90 3.42 4.31 4.45 4.30 4.45 4.31 3.42 1.90
T=.0113 1.90 3.42 4.31 4.43 4.27 4.43 4.31 3.42 1.90

T=.0170 1.90 3.42 4.31 4.41 4.23 4.41 4.31 3.42 1.90
T=.0227 1.91 3.43 4.32 4.40 4.19 4.40 4.32 3.43 1.91
T=.0283 1.91 3.43 4.33 4.38 4.15 4.38 4.33 3.43 1.91
T=.0340 1.91 3.43 4.33  4.37 4.11 4.37 4.33 3.43 1.91
T=.0397 1.92 3.43 4.34 4.36 4.06 4.36 4.34 3.43 1.92
T=.0454 1.92 3.43 4.35 4.35 4.00 4.35 4.35 3.43 1.92
T=.0510 1.93 3.43 4.36 4.34 3.94 4.34 4.36 3.43 1.93
T=.0567 1.93 3.43 4.37 4.34 3.87 4.34 4.37 3.43 1.93
FINANCIACION EXTERNA

X= -1.60 -1.20 -.80 -.40 .00 .40 .80 1.20 1.60

L2 2 BUBABRIANS RSB REA S S ERBRBEBBBRBFABARBRBABEBEBBR AR BB S BRRTERRRS S
T=.0000 1.90 3.47 4.60 5.28 5.51 5.28 4.60 3.47 1.90
T=.0057 1.91 3.49 4.62 5.30 5.52 5.30 4.62 3.49 1.91
T=.0113 1.92 3.50 4.63 5.31 5.54 5.31 4.63 3.50 1.92
T-.0170 1.94 3.51 4.5 5.32 5.55 5.32 4.65 3.51 1.94
T-.0227 1.95 3.53 4.66 5.34 5.57 5.34 4.66 3.53 1.95
T-.0283 1.96 3.54 4.68 5.35 5.58 5.35 4.68 3.54 1.96
T=.0340 1.98 3.56 4.69 5.37 5.59 5.37 4.69 3.56 1.98
T-.0397 1.99 3.57 4.70 5.38 5.60 5.38 4.70 3.57 1.99
T-.0454 2.01 3.59 4.72 5.40 5.63 5.40 4.73 3.59 2.01
T-.0510 2.02 3.60 4.74 5.41 5.64 5.42 4.74 3.60 2.02
T-.0567 2.04 3.62 4.75 5.43 5.66 5.43 4.75 3.62 2.04

El coste es: 27.2442
La velocidad de propagacion es: 1.0
El tiempo optimo es: .0567
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VALORES DE LA VARIABLE DE ESTADO

X= -1.60 -~1.20 ~-.80 -.40 -00 .40 .80 1.20 1.60

*-na RHEERAZRBBBBRERBEEBRERBERBERRERPBFRGBBBAERAR AR BN BRFERRRRIBRARER
T=.0000 .00 .00 .00 .05 2.82 .05 .00 .00 .00
T=.0047 .01 .01 .01 .12 2.49 .12 .01 .01 .01
T=.0094 .01 .02 .03 .33 1.94 .33 .03 .02 .01
T=.0141 .02 .03 .05 .44 1.74 .44 .05 .03 .02
T=.0188 .02 .04 .07 .53 1.60 .53 .07 .04 .02
T=.0235 .03 .06 .09 .59 1.49 .59 .09 .06 .03
T=.0282 .04 .07 .12 .64 1.41 .64 .12 .07 .04
T=.0329 .04 .08 .15 .67 1.35 .67 .15 .08 .04
T=.0376 .05 .09 .18 .70 1.30 .70 .18 .09 .05
T=.0423 .06 .10 .21 .73 1.25 .73 .21 .10 .06
T=.0470 .06 .12 .24 .75 1.22 .75 .24 .12 .06

VALORES DE LA LEY DE CONTROL

X= -1.60 -1.20 -.80 -.40 .00 .40 .80 1.20 1.60

* " FEXFBERRBBBEERBRERRRBBRRERRERERBBRNBERRRRRBERERRE RS R RSB

T=.0000 1.89 3.40 4.29 4.46 4.35 4.46 4.29 3.40 1.89

T=.0047 1.89 3.41 4.30 4.45 4,32 4.45 4.30 3.41 1.89
T=.0094 1.90 3.42 4.30 4.43 4.29 4.43 4.30 3.42 1.90
T=.0141 1.90 3.42 4.31 4.42 A4.26 4.42 A.31 3.42 1.90
T=.0188 1.91 3.43 4.32 4.41 4.23 4.4 4.32 3.43 1.9
T=.0235 1.92 3.44 4.33 4.40 4.19 4.40 4.33 3.44 1.92
T=.0282 1.92 3.44 4.34 4.39 4.15 4.39 4.34 3.44 1.92
T=.0329 1.93 3.45 4.36 4.39 4.10 4.39 4.36 3.45 1.93
T=.0376 1.94 3.45 4.37 4.38 4.08 4.38 4.37 3.45 1.94
T=.0423 1.84 3.45 4.39 4.38 4.00 4.38 4.39 3.45 1.94
T=.0470 1.95 3.46 4.41 4.38 3.94 4.38 4.41 3.46 1.95
FINANCIACION EXTERNA
X= -1.60 ~1.20 -.80 -.40 .00 .40 .80 1.20 1.60
»* %" REPBRFBUBRBEBUERELEBRRTRRBLFRBPBERBRBERE R ERBRRRUBEBRERRBRERER

T=.0000 1.90 3.47 4.60 5.28 5.51 5.28 4.60 3.47 | 1.90
T=.0047 1.91 3.48 4.61 5.29 5.52 5.29 4.61 3.48 1.91
T=.0094 1.92 3.50 4.63 65.31 5.53 65.31 4.63 3.50 1.92
T=.0141 1.93 3.51 4.64 5.32 5.55 5.32 4.64 3.51 1.93
T=.0188 1.94 3.53 4.66 5.34 5.56 65.34 4.66 3.53 1.94

T=.0235 1.96 3.54 4.67 5.35 5.58 5.35 4.67 3.54 1.96
T=.0282 1.97 3.56 4.69 5.37 5.59 5.37 4.69 3.56 1.97
' T=.0329 1.99 3.57 4.70 5.38 5.61 5.38 4,70 3.57 1.99
T=.0376 2.00 3.59 4.72 5.40 5.62 5.40 4.73 3.59 2.00
" T=.0423 2.02 3.60 4.74 5.41 5.64 5.42 4.74 3.60 2.02
T=.0470 2.04 3.62 4.75 5.43 5.66 5.43 4.75 3.62 2.04

El coste es: 27.2304
La velocidad de propagacion es: 1.25
El tiempo optimo es: .04696
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VALORES DE LA VARIABLE DE ESTADO

X= -1.60 -1.20 ~.80 -.40 .00 .40 .80 1.20 1.60
. R L Ty L T e LT L ]
T=.0000 .00 .00 .00 .05 2.82 .05 .00 .00 .00
T=.0041 .01 .01 .01 .20 2.23 .20 .01 .01 .01
T=.0082 .01 .02 .03 .34 1.92 .34 .03 .02 .01
T=.0122 .02 .03 .04 .45 1.71 .45 .04 .03 .02
T=.0163 .02 .04 .06 .53 1.57 .53 .06 .04 .02
T=.0204 .03 .05 .09 .59 1.46 .59 .09 .0% .03
T=.0245 .03 .06 .12 .63 1.38 .63 .12 .06 .03
T=.0285 .04 .07 .14 .66 1.31 .66 .14 .07 .04
T=.0326 .04 .08 .17 .69 1.26 .69 .17 .08 .04
T=.0367 .05 .09 .20 .71 1.22 .71 .20 .09 .05
T=.0a408 .05 .10 .23 .73 1.18 .73 .23 .10 .05
VALORES DE LA LEY DE CONTROL
X= -1.60 -1.20 -.80 -.40 .00 .40 .80 1.20 1.60
»en R L X T T T T YY)

T=.0000 1.88 3.39 4.27 4.46 4.37 4.46 4.27 3.39 1.88
T=.0041 1.89 3.40 4.28 4.45 4.34 4.45 4.28 3.40 1.89

T=.0082 1.90 3.41 4.29 4.44 4.32 4.44 4.29 3.41 1.90
T=.0122 1.90 3.42 4.30 4.43 4.29 4.43 4.30 3.42 1.90
T=.0163 1.91 3.43 4.32 4.42 4.26 4.42 4.32 3.43 1.91
T=.0204 1.92 3.44 4.33 4.4]1 4,22 4.41 4.33 3.44 1.92
T=.0245 1.93 3.45 4.35 4,41 4.19 4.41 4.35 3.45 1.93
T=.0285 1.93 3.45 4.36 4.40 4.15 4.40 4.36 3.45 1.93
T=.0326 1.94 3.46 4.38 4.40 4.10 4.40 4.38 3.46 1.94
T=.0367 1.95 3.47 4.40 4.40 4.05 4.40 4.40 3.47 1.95
T=.0408 1.96 3.48 4.42 4.40 3.99 4.340 4.42 3.48 1.96

FINANCIACION EXTERNA

X= -1.60 -1.20 -.80 -.40 .00 .40 .80 1.20 1.60

zun REIRARASTBBRI RV I BB RAERBEBBBABRRBERRRAR BB BEBERFAFRBRERALRB RN

T=.0000 1.89 3.46 -59 5.27 5.49 5.27 4.59 3.46 1.89

o

T=.0041 1.90 3.47 4.60 5.28 5.51 5.28 4,60 3.47 1.90
T=.0082 1.91 3.49 4.62 5.30 5.53 5.30 4.62 3.49 1.91
T=.0122 1.93 3.50 4.64 5.31 5.54 5.31 4.64 3.50 1.93
T=.0163 1.94 3.52 4.65 5.33 5.56 5.33 4.65 3.52 1.94
T=.0204 1.96 3.54 4.67 5.35 5.57 5.35 4.67 3.54 1.96
T=.0245 1.97 3.55 4.68 5.36 5.59 5.36 4.68 3.55 1.97
T=.0285 1.99 3.57 4.70 5.38 5.61 5.38 4.70 3.57 1.99
T=.0326 2.00 3.59 a.72 5.40 5.62 5.40 4.73 3.59 2.00
T=.0367 2.02 3.60 4.73 5.41 5.64 5.42 4.73 3.60 2.02
T=.0408 2.04 3.62 4.75% 5.43 5.66 5.43 4.75 3.62 2.04

El coste es: 27.2206
La velocidad de propagacion es: 1.5
El tiempo optimo es: .04078



PARTE 28
Resultados correspondientes a la situacion inicial
1(x) = 0.25(4 - x2)
y velocidades de propagacion
q = 0.1, 0.2, 0.25, 0.30, 0.35, 0.4, 0.45, 0.5, 0.55, 0.6, 0.65

Los resultados de las tablas correspondientes a la ley de control y a la
financiacidn externa aparecen multiplicados por el coeficiente Vz.

Solo se han incluido [as tablas correspondientes al tiempo dptimo.
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VALORES DE LA VARIABLE DE ESTADO

X= -1.60 -1.20 ~-.80 -.40 .00 .40 .80 1.20 1.60

.. (XL R A R R P R P e A S S RS e R RS XSS 222 S22 222222 X 22 222 X2
T=.0000 .36 .64 .84 1.01 3.82 1.01 .84 .64 .36
T=.0253 .39 .69 .90 1.06 3.68 1.06 .90 .69 .39
T=.0505 .41 .73 .96 1.23 3.38 1.23 .96 .73 .41
T=.0758 .43 .78 1.02 1.34 3.25% 1.34 1.02 .78 .43
T=.1011 .46 .82 1.07 1.45 3.15 1.45 1.07 .82 .46
T=.1263 .48 .86 1.13 1.55 3.08 1.55 1.13 .86 .48
T=.1516 .50 .90 1.18 1.64 3.02 1.64 1.18 .90 .50
T=.1769 .52 .94 1.23 1.72 2.97 1.72 1.23 .94 .52
T=.2021 .54 .98 1.28 1.80 2.93 1.80 1.28 .98 .54
T=.2274 .56 1.02 1.34 1.87 2.90 1.87 1.34 1.02 .56
T=.2527 .58 1.05 1.39 1.94 2.88 1.94 1.39 1.05 .58

VALORES DE LA LEY DE CONTROL

X= -1.60 -1.20 -.80 -.40 .00 .40 .80 1.20 1.60

L2 2 4 REBBREBRIEPFBERBRARBBIRRRTERRRARERRBERAIVPABARBSERBRES BB RREEREY
T=.0000 1.50 2.69 3.46 3.28 2.38 3.28 3.46 2.69 1.50
T=.0253 1.47 2.63 3.39 3.20 2.32 3.20 3.39 2.63 1.47
T=.0505 1.44 2.57 3.32 3.12 2,25 3.12 3.32  2.57 1.44
T=.0758 1.41 2.51 3.25 2.18 3.05 3.25 2.51 1.41
T=.1011 1.38 2.45 3.18 2.11 2.99 3.18 2.45 1.38
T=.1263 1.35 2.40 3.11 2.03 2.92 3.11 2.40 1.35
T=.1516 1.32 2.34 3.04 1.95 2.87 3.04 2.34 1.32
T=.1769 1.29 2.29 2.98 1.86 2.81 2.98 2.29 1.29
T=.2021 1.26 2.24 2.91 1.78 2.76 2.91 2.24 1.26
T=.2274 1.24 2.18 2.85 1.68 2.72 2.85 2.18 1.24
T=.2527 1.21 2.13 2.79 1.8 2.68 2.79 2.13 1.21

.

MMM NNNR W
DANNOODOYO
D= NP

N

FINANCIACION EXTERNA

X= -1.60 -1.20 -.80 -.40 .00 .40 -80 1.20 1.60

LR 2 BRBFBRA BT ANBRABOBBIBESFPABARRPERR SR BB RRTERBSABBRERRRBRBRINS

T=.0000 1.99 3.57 4.70 5.38 5.61 5.38 4.70 3.57 1.99

T=.0253 1.99 3.57 4.71 5.38 5.61 5.38 4.71 3.57 1.99
T=.0505 1.99 3.58 4.71 5.39 5.61 5.39 4.71 3.58 1.99
T=.0758 2.00 3.58 4.71 5.39 5.62 5.39 4.71 3.58 2.00
T=.1011 2.00 3.59 4.72 5.40 5.62 5.40 4.72 3.59 2.00

=.1263 2.01 3.59 a.72 5.40 5.63 5.40 4.72 3.59 2.01
T=.1516 2.01 3.60 4.73 5.41 5.63 S5.41 4.73 3.60 2.01
T=.1769 2.02 3.60 4.73 5.41 5.64 5.41 4.73 3.60 2.02
T=.2021 2.02 3.61 4.74 5.42 5.64 5.42 4.74 3.61 2.02
T=.2274 2.03 3.61 4.74 5.42 5.65 5.42 4.74 3.61 2.03
T=.2527 2.04 3.62 4.75% 5.43 5.66 5.43 4.75 3.62 2.04

El coste es: 14.6691
La velocidad de propagacion es: .10
El tiempo optimo es: . 25266
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VALORES DE LA VARIABLE DE ESTADO

X= -1.60 -1.20 -.80 =-.40 .00 .40 .80 1.20 1.60

' T Yy Ty Yy Yy Y Yy Y Y TR AR Y 2
T=.0000 .36 .64 .84 1.0t 3.82 1.01 .84 .64 .36
T=.0146 .37 .67 .87 1.06 3.65 1.06 .87 .67 .37
T=.0291 .39 .69 .91 1.20 3.29 1.20 .91 .69 .39
T=.0437 .40 .72 .94 1.30 3.13 1.30 .94 .72 .40
T=.0582 .41 .74 .97 1.38 3.02 1.38 .97 .74 .41
T=.0728 .43 .77 1.00 1.47 2.92 1.47 1.00 .77 .43

=.0874 .44 .79 1.04 1.54 2.85 1.54 1.04 .79 .44
T=.1019 .45 .81 1.07 11.60 2.79 1.60 1.07 .81 .45
T=.1165 .46 .84 1.11 1.66 2.74 1.66 1.11 .84 .46
T=.1310 .48 .86 1.14 .72 2.70 ..72 1.14 .86 .48
T=.1456 .49 .88 1.18 1.77 2.66 1.77 1.18 .88 .49

VALORES DE LA LEY DE CONTROL

X= -1.60 -1.20 -.80 -.40 .00 .40 .80 1.20 1.60

L Ly Y Y Ty Yy Y R YRR T T Y TR oy Ry e s
T=.0000 1.49 2.68 3.41 3.22 3.22 3.41 2.68 1.49
T=.0146 1.48 2.65 3.38 3.18 3.18 3.38 2.65 1.48
T=.0291 1.46 2.62 3.35 3.14 3.14 3.35 2.62 1.46
T=.0437 1.45 2.59 3.31 3.10 3.10 3.31 2.59 1.45
T=.0582 1.43 2.55 3.28 3.07 3.07 23.28 2.55 1.43

« e o .

HENRNNNRNNNNN
SEIENBREEES

T=.0728 1.42 2.52 3.25 3.04 3.04 3.25 2.52 1.42
T=.0874 1.40 2.49 3.22 3.01 . 3.00 3.22 2.49 1.40
T=.1019 1.39 2.46 3.18 2.98 . 2.98 3.18 2.46 1.39
T=.1165 1.37 2.43 3.15 2.96 . 2.96 3.15 2.43 1.37
T=.1310 1.36 2.40 3.12 2.95 . 2.95 3.12 2.40 1.36
T=.1456 1.35 2.37 3.09 2.93 . 2.93 3.09 2.37 1.35

FINANCIACION EXTERNA

X= -1.60 -1.20 -.80 -.40 .00 .40 .80 1.20 1.60

e EX X222 2222222222222 22T TSR 22T 2222222 2222122 et gl el

T=.0000 1.97 3.55 4.69 5.36 5.59 5.36 4.69 3.55 1.97

T=.0146 1.98 3.56 4.69 5.37 5.60 5.37 4.69 3.56 1.98
T=.0291 1.98 3.57 4,70 5.38 5.60 5.38 4.70 3.57 1.98
T=.0437 1.99 3.57 4.70 5.38 5.61 5.38 4.70 3.57 1.99
T=.0582 1.99 3.58 4.71 5.39 65.61 5.39 4.71 3.8 1.99
T=.0728 2.00 3.58 4.71 5.3% 5.62 5.39 4.71 3.58 2.00
T=.0874 2.01 3.59 4.72 S.40 S5.63 5.40 4.72 3.59 2.01
T=.1019 2.01 3.60 4.73 5.41 5.63 5.41 4.73 3.60 2.01
T=.1165 2.02 3.60 4.74 5.41 5.64 5.41 4.74 3.60 2.02
T=.1310 2.03 3.61 4.74 5.42 5.65 5.42 4.74 3.61 2.03
T=.1456 2.04 3.62 4.7% 5.43 5.66 5.43 4.75 3.62 2.04

El coste es: 14,6072
La velocidad de propagacion es: .2
El tiempo optimo es: .14559
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VALORES LE LA VARIABLE DE ESTADO

X= -1.60 -1.20 -.80 -.40 .00 .40 .80 1.20 1.60

"we AR BB SRR BRI UTRABBERFIBRBRPRBBFRRBEPERAB TR ARG ERBEERERRS
T=.0000 .36 .64 .84 1.01 3.82 1.01 .84 .64 .36
T=.0120 .37 .66 -87 1.10 3.49 1.10 .87 .66 .37
T=.0240 .38 .68 .89 1.19 3.27 1.19 .89 .68 .38
T=.0360 .39 .70 .92 1.28 3.11 1.28 .92 .70 -39
T=.0480 .40 .72 .95 1.37 2.98 1.37 .95 .72 .40
T=.0600 .41 .74 .98 1.44 2.89 1.44 .98 .74 .41
T=.0719 .42 .76 1.00 1.51 2.81 1.51 1.00 .76 .42
=.0839 .43 .78 1.03 1.57 2.74 1.57 1.03 .78 .43
T=.0959 .44 .89 1.06 1.63 2.69 1.63 1.06 .B9 .44
T=.1079 .45 .82 1.09 1.68 2.64 1.68 1.09 .82 .45
T=.1199 .46 .84 1.12 1.72 2.61 1.72 1.12 .84 .46

VALORES DE LA LEY DE CONTROL

X= -1.60 -1.20 -.80 ~.40 .00 .40 .80 1.20 1.60
LR A4 (X TR AL A RS R S R R S S R RS RS 22 S22 S22 222 2222222222222 22222222
=.0000 1.49 2.68 3.40 3.21 2.59 3.21 3.40 2.68 1.49

T=.0120 1.48 2.65 3.38 3.18 2.55 3.18 3.38 2.65 1.48
T=.0240 1.47 2.63 3.35 3.15 2.50 3.15 3.3% 2.63 1.47
T=.0360 1.46 2.60 3.33 3.12 2.45 3.12 3.33 2.60 1.46

T=.0480 1.44 2.58 3.30 3.09 2.40 3.09 3.30 2.58 1.44
T=.0600 1.43 2.55 3.28 3.07 2.34 3.07 3.28 2.55 1.43
T=.0719 1.42 2.53 3.26 3.05 2.27 3.05 3.26 2.53 1.42
T=.0839 1.41 2.51 3.24 3.03 2.24 3.03 3.24 2.51 1.41
T=.0959 1.40 2.48 3.21 3.01 2.13 3.01 3.21 2.48 1.40
T=.1079 1.39 2.46 3.19 3.00 2.06 3.00 3.19 2.46 1.39
T=.1199 1.38 2.43 3.17 3.00 1.97 3.00 3.17 2.43 1.38
FINANCIACION EXTERNA

X= -1.60 -1.20 -.80 -.40 .00 .40 .80 1.20 1.60

ue DR AP LB RPN ABAS A SRV IRNBAPBEBERBRRFIARRBR RS BRBBRRBAETERBIES
T=.0000 1.97 3.55 4.68 5.36 5.59 5.36 4.68 3.55 1.97
T=.0120 1.97 3.56 4.69 5.37 5.59 5.37 4.69 3.56 1.97
T=.0240 1.98 3.56 4.69 5.37 5.60 5.37 4.69 3.56 1.98
T=.0360 1.98 3.57 4.70 5.38 5.61 5.38 4.70 3.57 1.98
T=.0480 1.99 3.57 4.71 5.38 5.61 5.38 4.71 3.57 1.99
T=.0600 2.00 3.58 4.71 5.39 5.62 5.39 4.71 3.58 2.00
T=.0719 2.01 3.59 4.72 5.40 5.63 5.40 4.72 3.59 2.01
T=.0839 2.01 3.60 4.73 5.41 5.63 5.41 a4.73 3.60 2.01
T=.0959 2.02 3.60 4.74 5.41 5.64 5.41 4.74 3.60 2.02
T=.1079 2.03 3.61 4.74 5.42 5.65 5.42 4.74 3.61 2.03
T=.1199 2.04 3.62 4.75 5.43 5.66 5.43 4.75 3.62 2.04

El coste es: 14.5923
La velocidad de propagacion es: .25
El tiempo optimo es: -11991
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VALORES DE LA VARIALLE DE ESTADO

X+ -1.60 -1.20 -.80 -.40 .00 .40 .80 1.20 1.60

L2 2 2 HBBEBRHABREBTRBUBR BB RGBS BRRRRRA SR RRARRBBERBRBRVEFBBBRERB RV SR
T=.0000 .36 .64 .84 1.01 3.82 1.01 .84 .64 .36
T=.0090 .37 .66 .86 1.10 3.48 1.10 .86 .66 .37
T=.0180 .38 .67 .88  1.19 3.24 1.19 .88 .67 .38
T=.0270 .38 .69 .80 1.27 3.07 1.27 .80 .69 .38
T=.0359 .39 .70 .92 1.35 2.94 1.35 .92 .70 .39
T=.0449 .40 .72 .94 1.42 2.83 1.42 .94 .72 .40
T=.0539 .41 .73 .96 1.48 2.75 1.48 .96 .73 .41
T=.0629 .41 .74 .99 1.54 2.68 1.54 .99 .74 .41
T=.0719 .42 .76 1.01 1.59 2.62 1.59 1.01 .76 .42
T=.0809 .43 .77 1.03 1.63 2.57 1.63 1.03 .77 .43
T=.0899 .44 .79 1.06 1.67 2.53 1.67 1.06 .79 .44

VALORES DE LA LEY DE CONTROL

X= -1.60 ~1.20 -.80 ~.40 .00 .40 .80 1.20 1.60
L Y T T T Ty Y T Y Py Ty e P Yy Yy Y TRy ¥ ¥ )
T=.0000 1.49 2.67 3.38 3.20 2.65 3.20 3.38 2.67 1.49
T=.0090 1.48 2.65 3.37 3.18 2.61 3.18 3.37 2.65 1.48

T=.0180 1.47 2.64 3.35 3.16 2.57 3.16 3.35 2.64 1.47
T=.0270 1.47 2.62 3.34 3.14 2.52 3.14 3.34 2.62 1.47
T=.0359 1.46 2.61 3.33 3.12 2.47 3.12 3.33 2.61 1.46
T=.0449 1.45 2.58 3.32 3.10 2.39 3.10 3.32 2.58 1.45
T=.0539 1.45 2.57 3.3% 3.09 2.36 3.09 3.31 2.57 1.45
T=.0629 1.44 2.56 3.29 3.08 2.30 3.08 3.29 2.56 1l.44
T=.0719 1.43 2.54 3.28 3.07 2.23 3.07 3.28 2.54 1.43
T=.0809 1.43 2.52 3.27 3.07 2.16 3.07 3.27 2.52 1.43
T=.0899 1.42 2.51 3.2 3.07 2.08 3.07 3.25 2.51 1.42

FINANCIACION EXTERNA

X= -1.60 -1.20 -.80 -.40 .00 .40 .80 1.20 1.60

*ny RRBEBBERFPARBTERBERBE SR FBESRIF BNV RRFFRARBRREEABRRIR2B 2200000

T=.0000 1.97 3.54 4.67 5.35 6&5.58 &5.35 4.67 3.54 1.97

T=.0090 1.97 3.55 4.68 5.36 5.59 5.36 4.68 3.55 1.97
T=.0180 1.97 3.56 4.69 65.37 5.59 5.37 4.69 3.56 1.97
T=.0270 1.98 3.5 4.70 5.37 5.60 5.37 4.70 3.56 1.98
T=.0359 1.99 3.57 4.70 5.38 5.61 5.38 4.70 3.57 1.99
T=.0449 2.00 3.58 4.71 5.39 5.62 5.39 4.71 3.8 2.00
T=.0539 2.00 3.59 4.72 65.40 ©5.62 5.40 4.72 3.59 2.00
T=.0629 2.01 3.60 4.73 5.41 S5.63 5.41 4.73 3.60 2.01
T=.0719 2.02 3.60 4.73 5.41 5.64 5.41 4.73 3.60 2.02
T=.0809 2.03 3.61 4.74 5.42 5.65 5.42 4.74 3.61 2.03
T=.0899 2.04 3.62 4.75 5.43 5.66 5.43 4.75 3.62 2.04

El coste es: 14.5738
La velocided de propagacion es: .35
El tiempo optimo es: .08986
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VALORES DE LA VARIABLE DE ESTADU

X= -1.60 -1.20 -.80 -.40 .00 .40 .80 1.20 1.60

rren 22 S R R A 2 S R R R S R 2 2 a2 AR RS S S R S R S X 2 S RS 2R SRS RS2SR 22 R RS2 X 2 2 d
T=.0000 .36 .64 .84 1.01 3.82 1.01 .84 .64 .36
T=.0103 .37 .66 .86 1.10 3.48 1.10 .86 .66 .37
T=.0206 .38 .68 -89 1.19 3.25 1.19 .89 .68 .38
T=.0309 .39 .69 .91 1.28 3.08 1.28 .91 .69 .39
T=.0412 .40 .71 .93 1.36 2.96 1.36 .93 .71 .40
T=.0515 .41 .73 .96 1.43 2.85 1.43 .96 .73 .41
T=.0618 .41 .74 .98 1.50 2.77 1.50 .98 .74 .41
T=.0721 .42 .76 1.01 1.5% 2.71 1.55 1.01 .76 .42
T=.0824 .43 .78 1.03 1.60 2.65 1.60 1.03 .78 .43
T=.0927 .44 .79 1.06 1.65 2.60 1.65 1.06 .79 .44
T=.1030 .45 .81 1.09 1.69 2.56 1.69 1.09 .81 .45

VALORES DE LA LEY DE CONTRCL

X= -1.60 -1.20 -.80 ~-.40 .00 .40 .80 1.20 1.60
> R AR R R R A R R A X A S R A R RS2SRSS R 22222222 2222 22 X2 2 2 2 2 2
T-.0000 1.49 2.67 3.3 3,20 2.63 3.20 3.39 2.67 1.49
=.0103 1.48 2.65 3.37 3.18 2.59 3.18 3.37 2.65 1.48
T-.0206 1.47 2.63 3.35 3.15 2.54 3.15 3.35 2.63 1.47
T-.0309 1.46 2.61 3.33 3.13 2.49 3.13 3.33 2.61 1.46
T-.0412 1.45 2.59 3.32 3.11 3.11  3.32 2.59 1.a5
T=.0515 1.44 2.57 3.30 3.09 3.09 3.30 2.57 1.44
T-.0618 1.44 2.55 3.28 3.07 3.07 3.28 2.55 1.44

S

T=.0721 1.43 2.54 3.27 3.06 3.06 3.27 2.54 1.43
T=.0824 1.42 2.52 3.25 3.05 . 3.05 3.25 2.52 1.42
T=.0927 1.41 2.50 3.23 3.04 3.04 3.23 2.50 1.41

[LVILSIO SRS SRV VIE M )
Q= A WWw
W, OON®

T=.1030 1.40 2.48 3.22 3.04 3.04 3.22 2.48 1.40

FINANCIACION EXTERNA

X= -1.60 -1.20 -.80 ~.40 .00 .40 .80 1.20 1.60

L2 2] FERBR B TR RGPS AR PAIBER AR BSIRABERAARNBABPRERERANBRBEPRBRBEERERBRIS
T=.0000 1.97 3.55 4.68 5.36 5.58 .36 4.68 3.55 1.97
=.0103 1.97 3.56 4.68 5.37 5.59 5.37 4.68 3.56 1.97
T=.0206 1.98 3.56 4.69 5.37 5.60 5.37 4.69 3.56 1.98
T=.0309 1.98 3.57 4.70 5.38 5.60 5.38 4.70 3.57 1.98
T=.0412 1.99 3.57 a.70 5.38 5.61 5.38 4.70
5
S

o

3.57 1.99
T=.0515 2.00 3.58 a.71 5.39 5.62 -39 4.71 3.58 2.00
T=.0618 2.00 3.59 4.72 5.40 5.62 .40 4.72 3.59 2.00
T=.0721 2.01 3.60 4.73 5.41 5.63 5.41 4,73 3.60 2.01
T=.0824 2.02 3.60 4.73 5.41 5.64 5.41 4.73 3.60 2.02
T=.0927 2.03 3.61 4.74 5.42 5.65 5.42 4.74 3.61 2.03

T=.1030 2.04 3.62 4.75 5.43 5.66 5.43 4.75 3.62 2.04

El coste es: 14.5817
La velocidad de propagacion es: .30
El tiempo optimo es: .10301
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VALORES DE LA VARIABLE DE ESTADO

X= ~1.60 =-1.20 -.80 =-.40 .00 .40 .80 1.20 1.60

e CRBBREBBEBERRBRBBERBERRBSBBBBRBRRRBERRABREBRERBEIBBRRERBBRRRRREGE S
T=.0000 .36 .64 .84 1.01 3.82 1.01 .84 .64 .36
T=.0081 .37 .65 .86 1.10 3.47 1.10 .86 .65 .37
T=.0162 .37 .67 .88 1.19 3.23 1.19 .88 .67 .37
T=.0242 .38 .68 .89 1.27 3.05 1.27 .89 .68 .38
T=.0323 .39 .69 .91 1.35 2.92 1.35 .91 .69 .39
T=.0404 .39 .71 .93 1.42 2.81 1.42 .93 .71 .39
T=.0485 .40 .72 .95 1.48 2.73 1.48 .95 .72 .40
T=.0565 .41 .73 .97 1.53 2.66 1.53 .97 .73 .41

T=.0646 .41 .75 .99 1.58 2.60 1.58 .99 .75 .41
T=.0727 .42 .76 1.02 1.62 2.55 1.62 1.02 .76 .42
T=.0808 .43 .77 1.04 1.65 2.50 1.65 1,04 - .77 .43

VALORES DE LA LEY DE CONTROL

X= -1.60 ~-1.20 =-.80 -.40 .00 .40 .80 1.20 1.60

-e AEBEBRRGORBRRREFEARTRBRRBRBIRERRBEBRCCVRREBTREERBRBBRBTRAIBES

T=.0000 1.49 2.67 3.37 3.19 2.67 3.19 3.37 2.67 1.49

T=.0081 1.48 2.65 3.36 3.17 2.63 3.17 3.36 2.65 1.48
T=.0162 1.47 2.64 3.35 3.16 2.59 3.16 3.35 2.64 1.47
T=.0242 1.47 2.63 3.34 3.14 2.55 3.14 3.34 2.63 1.47
T=.0323 1.46 2.61 3.33 3.12 2.50 3.12 3.33 2.61 1.46
T=.0404 1.46 2.60 3.33 3.11 2.45 3.11 3.33 2.60 1.46
T=.0485 1.45 2.59 3.32 3.10 2.39 3.10 3.32 2.59 1.45
T=.0565 1.45 2.57 3.31 3.09 2.33 3.09 3.31 2.57 1.45
T=.0646 1.44 2.56 3.30 3.09 2.27 3,09 3.30 2.56 1.44
T=.0727 1.44 2.55 3.29 3.09 2.20 3.09 3.29 2.5 1.44
T=.0808 1.43 2.53 3.28 3.09 2.12 3.09 3.28 2.53 1.43
FINANCIACION EXTERNA
X= -1.60 -1.20 ~-.80 -.40 .00 .40 .80 1.20 1.60
L2 2 ] FREBBBBRABBERBRSBES R ERRBARBTBAPRBAB BB BRBABRE QPR AR RS BBERARE

T=.0000 1.96 3.54 4.67 5.35 5.58 5.35 4.67 3.54 1.96
T=.0081 1.96 3.55 4.68 5.36 5.58 5.36 4.68 3.55 1.96
T=.0162 1.97 3.55 4.69 5.36 6.59 5.36 4.69 3.55 1.97
T=.0242 1.98 3.56 4.69 5.37 5.60 5.37 4.69 3.56 1.98
T=.0323 1.99 3.57 4.70 5.38 5.61 $5.38 4.70 3.57 1.99

T=.0404 1.99 3.58 4.71 5.39 5.62 5.39 4.71 3.58 1.99
T=.0485 2.00 3.59 4.72 5.40 5.62 65.40 4.72 3.59 2.00
T=.0565 2.01 3.59 4.73 5.41 5.63 5.41 4.73 3.59 2.01
T=.0646 2.02 3.60 4.73 5.41 5.64 5.41 4.73 3.60 2.02
T=.0727 2.03 3.61 a4.74 5.42 5.65 S5.42 4.74 3.61 2.03
T=.0808 2.04 3.62 4.75 5.43 5.66 5.43 4.75 3.62 2.04

El coste es: 14.5676
La velocidad de propagacion es: .40
El tiempo optimo es: .08078
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VALORES DE LA VARIABLE DE ESTADO

X= -1.60 -1.20 -.80 -.40 .00 .40 .80 1.20 1.60
LAl X R R R e R R R R R S R A e RS R RSS2 2 AT 222 XS R 2 2 2 )
=.0000 .36 .64 .84 1.01 3.82 1.01 .84 .64 .36
=.0072 .37 .65 .86 1.09 3.46 1.09 .86 .65 .37
T=.0145 .37 .66 .87 1.18 3.22 1.18 .87 .66 .37
=.0217 .38 .68 .89 1.27 3.04 1.27 .89 .68 .38
T=.0289 .38 .69 .90 1.34 2.91 1.34 .90 .69 .38
T=.0362 .39 .70 .92 1.41 2.80 1.41 .92 .70 .39
T=.0434 .39 .71 .94 1.47 2.71 1.47 .94 .71 .39
T=.0506 .40 .72 .96 1.52 2.64 1.52 .96 .72 .40
T=.0579 .41 .73 .98 1.56 2.58 1.56 .98 .73 .41
T=.0651 .41 .74 1.00 1.60 2.53 1.60 1.00 .74 .41
T=.0723 .42 .76 1.02 1.64 2.48 1.64 1.02 .76 .42

VALORES DE LA LEY DE CONTROL

X= -1.60 -1.20 -.80 -.40 .00 .40 .80 1.20 1.60

*nu BRABEBBBAIPENS B HCRBBB RNV RIBIFRTIRRRBBIV2RRR B ARG RGB S
T=.0000 1.49 2.67 3.37 3.19 2.68 3.19 3.37 2.67 1.49
T=.0072 1.48 2.66 3.36 3.17 2.65 3.17 3.36 2.66 1.48
T=.0145 1.48 2.64 3.35 3.16 2.61 3.16 3.35 2.64 1.48
T=.0217 1.47 2.63 3.35 3.15 2.56 3.15 3.35 2.63 1.47
T=.0289 1.47 2.62 3.34 3.13 2.82 3.13 3.34 2.62 1.47
T=.0362 1.46 2.61 3.34 3.12 2.47 3.12 3.34 2.61 1.46
T=.0434 1.46 2.60 3.33 3.12 2.41 3.12 3.33 2.60 1.46
T=.0506 1.46 2.59 3.33 3.11 2.35 3.11 3.33 2.59 1.46
T=.0579 1.45 2.58 3.32 3.11 2.29 3.11 3.32 2.58 1.45
T=.0651 1.45 2.56 3.31 3.11 2.22 3.11 3.31 2.56 1.45
T=.0723 1.45 2.55 3.1 3.11 2.14 3.11 3.31 2.55 1.45

FINANCIACION EXTERNA

X= ~1.60 -1.20 -.80 -.40 .00 .40 .80 1.20 1.60
LA R LR A R AN R A R RS T R R S RS R RS S P RS A A RS RS XSS RSS2 222 R A R R 2 22 2 222
T=.0000 1.96 3.54 4.67 5.35 5.57 5.35 4.67 3.54 1.96
T=.0072 1.96 3.55 4.68 5.36 5.58 5.36 4.68 3.55 1.96
T=.0145 1.97 3.55 4.68 5.36 5.59 5.36 4.68 3.55 1.97
T=.0217 1.98 3.56 4.69 5.37 5.60 5.37 4.69 3.56 1.98
T=.0289 1.99 3.57 4.70 5.38 5.61 5.38 4.70 3.57 1.99
T-.0362 1.99 3.58 a4.71 5.39 5.61 5.39 4.71 3.58 1.99
=.0434 2.00 3.59 4.71 5.40 5.62 5.40 4.71 3.59 2.00
T=.0506 2.01 3.59 4.73 5.40 5.63 5.40 4.73 3.59 2.01
T=.0579 2.02 3.60 4.73 5.41 5.64 5.41 4.73 3.60 2.02
=.0651 2.03 3.61 4.74 5.42 5.65 5.42 4.74 3.61 2.03
T=.0723 2.04 3.62 4.75% 5.43 5.66 5.43 4.7% 3.62 2.04

El coste es: 14.5627
La velocidad de propagacion es: .45
El tiempo optimo es: .07232
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VALORES LE LA VARIABLE DE ESTADO

X= -1.60 -1.20 -.80 -.40 .00 .40 .80 1.20 1.60
ey T T T T YY)
T=.0000 .36 .64 .84 1.01 3.82 1.01 .84 .64 .36
=.0066 .37 .65 .85 1.09 3.46 1.09 .85 .65 .37
=.0131 .37 .66 .87 1.18 3.21 1.18 .87 .66 .37

T=.0197 .38 .67 .88 1.27 3.03 1.27 .88 .67 .38

T=.0263 .38 .68 .80 1.34 2.90 1.34 .90 .68 .38

=.0329 .39 .69 .91 1.41 2.79 1.41 .91 .69 .39
T=.0394 .39 .70 .83 1.46 2.70 1.46 .93 .70 .39
T=.0460 .40 .71 .95 1.51 2.63 1.51 .95 .71 .40
T=.0526 .40 .72 .97 1.55 2.57 1.55 .97 .72 .40
T=.0592 .41 .73 .99 1.59 2.51 1.59 .99 .73 .41
T=.0657 .41 .74 1.01 1.62 2.47 1.62 1.01 .74 .41

VALORES DE LA LEY DE CONTROL

X= ~1.60 ~-1.20 -.80 ~.40 .00 .40 .80 1.20 1.60
e Y Yy O I YL L 2 e T Y YT Y Y T T PN PO T Y N Py Sy ey r e sd
T=.0000 1.48 2.66 3.36 3.19 2.69 3.19 3.36 2.66 11.48
T=.0066 1.48 2.66 3.36 3.17 2.66 3.17 3.36 2.66 1.48

T=.0131 1.48 2.65 3.36 3.16 2.62 3.16 3.36 2.65 1.48
T=.0197 1.47 2.64 3.35 3.15 2.58 3.15 3.35 2.64 1.47
T=.0263 1.47 2.63 3.35 3.14 2.53 3.14 3.35 2.63 1.47
T=.0329 1.47 2.62 3.34 3.13 2.48 3.13 3.34 2.62 1.47
T=.0394 1.47 2.61 3.34 3.13 2.43 3.13 3.34 2.61 1.47
T=.0460 1.46 2.60 3.34 3,12 2.37 3.12 3.34 2.60 1.46
T=.0526 1.46 2.59 3.3¢ 3.12 2.31 3.12 3.34 2.59 1.46
T=.09592 1.46 2.58 3.33 3.13 2.24 13 3.33  2.58 1.46
T=.0657 1.46 2.57 3.33 3.14 2.17 3.14 3.33 2.57 1.46

FINANCIACION EXTERNA

X= -1.60 -1.20 -.80 -.40 .00 .40 .80 1.20 1.60
»es T T T T P Y L LT T Y YR Ty 2s
T=.0000 1.95 3.54 4.67 5.35 5.57 5.35 4.67 3.54 1.95
T=.0066 1.96 3.54 4.68 5.35 5.58 5.35 4.68 3.54 1.96

=.0131 1.97 3.55 4.68 5.36 5.59 65.36 4.68 3.55 1.97
T=.0197 1.98 3.56 4.69 5.37 5.60 5.37 4.69 3.56 1.98
=.0263 1.98 3.57 4.70 5.38 5.61 5.38 4.70 3.57 1.98
T=.0329 1.99 3.58 4.71 5.39 5.61 5.39 4.71 3.58 1.99
=.0394 2.00 3.58 4.72 5.39 5.62 5.39 4.72 3.58 2.00
T=.0460 2.01 3.59 4.72 5.40 5.63 5.40 4.72 3.59 2.01
T=.0526 2.02 3.60 4.73 S5.41 5.64 5.41 4.73 3.60 2.02
=.0592 2.03 3.61 4.74 5.42 5.65 5.42 4.74 3.61 2.03
=.0657 2.04 3.62 4.7 5.43 5.66 5.43 4.75 3.62 2.04

El coste es: 14,5587 .
La velocidad de propagacion es: .50
El tiempo optimo es: .06575
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VALORES DE LA VARIABLE DE ESTADO

X= -1.60 -1.20 -.80 -.40 .00 .40 .80 1.20 1.60

ey LA RS R R R N R RS R S R R R R R S A S R X S R RSS2SR 222 RSS2SR RS S 2 2 2}
T=.0000 .36 .64 .84 1.01 3.82 1.01 .84 .64 .36
T=.0061 .36 .65 -85 1.09 3.45 1.09 .85 .65 .36
T=.0121 .37 .66 .87 1.18 3.20 1.18 .87 .66 .37
T=.0182 .37 .67 .88 1.27 3.02 1.27 .88 .67 .37
T=.0243 .38 .68 .89 1.34 2.89 1.34 .89 .68 .38
T=.0304 .38 .69 .91 1.40 2.78 1.40 .91 .69 .38
T=.0364 .39 .70 .92 1.46 2.69 1.46 .92 .70 .39
T=.0425 .39 .71 .95 1.53 2.58 1.53 .95 .71 .39
T=.0486 .40 .72 .96 1.55 2.55 1.55 .96 .72 .40
T=.0547 .40 .73 .98 1.58 2.50 1.58 .98 .73 .40
T=.0607 .41 .73 1.00 1.62 2.45 1.62 1.00 .73 .41

VALORES DE LA LEY DE CONTROL

X= -1.60 -1.20 -.80 -.40 .00 .40 -80 1.20 1.60
-se X2 AR 2 A2 R R R E R R R R R e R R R R A S R R R R 222 X222 X222 2 2 % 2 )
T=.0000 1.48 2.66 3.36 3.19 2.71 3.19 3.36 2.66 1.48
=.0061 1.48 2.66 3.35 3.17 2.67 3.17 3.35 2.66 1.48
=.0121 1.48 2.65 3.35 3.16 2.64 3.16 3.35 2.65 1.48
=.0182 1.48 2.64 3.35 3.15 2.60 3.15 3.35 2.64 1.48
T=.0243 1.47 2.63 3.35 3.14 2.55 3.14 3.35 2.63 1.47
T=.0304 1.47 2.62 3.35 3.14 2.50 3.14 3.35 2.62 1.47
T=.0364 1.47 2.62 3.35 3.13 2.45 3.13 3.35 2.62 1.47
T=.0425 1.47 2.61 3.35 3.13 2.39 3.13 3.35 2.61 1.47
T=.0486 1.47 2.60 3.35 3.13 2.33 3.13 3.35 2.60 1.47
T=.0547 1.46 2.59 3.34 3.14 2.27 3.14 3.34 2.59 1.46
T=.0607 1.46 2.58 3.34 3.15 2,19 3.15 3.34 2.58 1.46

FINANCIACION EXTERNA

X= -1.60 -1.20 -.80 ~.40 .00 .40 .80 1.20 1.60

LR 24 (R XA R R R R A R R L R R R R R R R R S R S A S RS RS2 2 22 2 2 2 3
T=.0000 1.95 3.53 4.67 5.34 5.57 5.34 4.67 3.53 1.95
T=.0061 1.96 3.54 4.67 5.35 5.58 5.35 4.67 3.54 1.96
T=.0121 1.97 3.55 4.68 5.36 5.59 5.36 4.68 3.55 1.97
T=.0182 1.98 3.56 4.69 5.37 5.59 S5.37 4.69 3.56 1.98
T=.0243 1.98 3.57 4.70 5.38 5.60 5.38 4.70 3.57 1.98
T=.0304 1.99 3.58 4.71 5.39 5.61 5.39 4,71 3.58 1.99
T=.0364 2.00 3.58 a.72 5.39 5.62 5.39 a.72 3.58 2.00
T=.0425 2.01 3.59 4.72 5.40 5.63 5.40 4.72 3.59 2.01
T=.0486 2.02 3.60 4.73 5.41 5.64 5.41 4.73 3.60 2.02
T=.0547 2.03 3.61 A.74 5.42 5.65 5.42 4.74 3.61 2.03

T=.0607 2.04 3.62 4.75 5.43 5.66 5.43 4.75 3.62 2.04

El coste es: 14.5553
La velocidad de propagacion es: .55
Al tiempo optimo es: .06074
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VALORES DE LA VZRIABLE DE ESTADO

X= ~-1.60 -1.20 -.80 -.40 .00 .40 .80 1.20 1.60
P T T Ty ey
T=.0000 .36 .64 .84 1.01 3.82 1.01 .84 .64 .36
T=.0051 .36 .65 .85 1.09 3.45 1.09 .85 .65 .36

T=.0103 .37 .66 .86 1.18 3.20 1.18 .86 .66 .37
=,0154 .37 .66 .87 1.26 3.02 1.26 .87 .66 .37
T=.0205 .37 .67 .88 1.33 2.88 1.33 .88 .68 .37
T=.0257 .38 .68 .90 1.39 2.77 1.39 .90 .68 .38
=.0308 .38 .68 .91 1.45 2.68 1.45 .91 .69 .38
T=.0359 .39 .69 .92 1.49 2.60 _.49 .92 .69 .39
T=.0411 .39 .70 .94 1.53 2.54 1.53 .94 .70 .39
T=.0462 .39 .71 .96 1.57 2.48 1.57 .96 .71 .39
T=.0513 .40 .72 .98 1.59 2.43 1.59 .98 .72 .40

VALORES DE LA LEY DE CONTROL

X= =1.60 -1.20 -.B0 -.40 .00 .40 .80 1,20 1.60

»ee SRNASRABRSRRNDBIRIBRS R FGVNORB RSNV RBRARIBEERS

T=.0000 1.48 2.66 3.35 3.18 2.71 3.18 3.35 2.66 1.48
T=.0051 1.48 2.66 3.35 3.17 2.68 3.17 3.35 2.66 1.48
T=.0103 1.48 2.65 3.36 3.17 2.65 3.17 3.36 2.65 1.48
T=.0154 1.48 2.65 3.36 3.16 2.61 3.16 3.36 2.65 1.48
T=.0205 1.48 2.64 3.36 3.1 2.5 3.15 3.36 2.64 1.48
T=.0257 1.48 2.64 3.36 3.15 2.52 3.15 3.36 2.64 1.48
T=.0308 1.48 2.63 3.36 3.15 2.47 3.15 3.36 2.63 1.48
T=.0359 1.48 2.62 3.37 3.15 2.41 3.1 3.37 2.62 1.48
T=.0411 1.48 2.62 3.37 3.15 2.35 3.15 3.37 2.62 1.48
T=.0462 1.48 2.61 3.37 3.16 2.29 3.16 3.37 2.61 1.48
T=.0513 1.48 2.61 3.37 3.18 2.22 3.18 3.37 2.61 1.48

FINANCIACION EXTERNA

X= -1.60 -1.20 -.80 -.40 .00 .40 .80 1.20 1.60

L2 2] L2 2222222 RS2 S2 222222222 22 22222 2222 22 2222 X212 2222222 2 ol d

T=.0000 1.95 3.53 4.66 5.34 5.57 5.34 4.66 23.53 1.95

T=.0051 1.96 3.54 4.67 5.35 &5.58 5.3 4.67 3.54 1.96
T=.0103 1.97 3.55 4.68 5.36 5.59 5.36 4.68 23.55 1.97
T=.0154 1.97 23.56 4.69 5.37 S5.59 S5.37 4.69 3.56 1.97
T=.0205 1.98 3.57 4.70 65.38 ©5.60 5.38 4.70 3.57 1.98
T=.0257 1.99 3.58 4.71 5.39 5.61 5.39 4.71 3.58 1.99
T=.0308 2.00 3.58 4.72 5.39 5.62 5.39 4.72 3.58 2.00
T=.0359 2.01 3.59 4.72 5.40 5.63 5.40 4.72 3.59 2.01
T=.0411 2.02 3.60 4.73 §5.41 $.64 5.41 4.73 3.60 2.02
T=.0462 2.03 3.61 4.74 5.42 %.65 5.42 4.74 3.61 2.03
T=.0513 2.04 3.62 4.75 5.43 5.66 5.43 4.7 3.62 2.04

El coste es: 14.5500
La velocidad de propagacion es: .65
Al tiempo optimo es: .05135
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VALORES DE LA VARIABLE DE ESTADO

X= -1.60 -1.20 -.80 -.40 .00 .40 .80 1.20 1.60
L2 2] IR R 2 S R R N R S R R R RS S R RS RS R R 2 PR R AR S2 22 222 XSS 2 X2 2 2 2 )
T=.0000 .36 .64 .84 1.01 3.82 1.01 .84 .64 .36
=.0056 .36 .65 .85 1.09 3.45 1.09 .85 .65 .36
T=.0112 .37 .66 .86 1.18 3.20 1.18 .86 -66 .37
T=.0168 .37 .67 .88 1.26 3.02 1.26 .88 .67 .37
=.0224 .38 .68 .89 1.34 2.88 1.34 .89 .68 .38
T=.0280 .38 .68 .90 1.40 2.77 1.40 .90 .68 .38
T=.0336 .38 .69 .92 1.46 2.68 1.46 .92 .69 .38
=.0392 .39 .70 .93 1.50 2.60 1.50 .93 .70 .39
T=.0448 .39 .71 -95 1.54 2.54 1.54 .95 .71 .39
T=.0504 .40 .72 .97 1.58 2.49 1.58 .97 72 .40
T=.0560 .40 .73 .99 1.61 2.44 1.61 .99 .73 .40

VALORES DE LA LEY DE CONTROL

X= -1.60 -1.20 -.80 -.40 .00 .40 .80 1.20 1.60
e P Ly Y Y T Ny Y Yy R Y YTy YY)
T=.0000 1.48 2.66 3.35% 3.18 2.72 3.18 3.35 2.66 1.48
T=.0056 1.48 2.66 3.35 3.17 2.68 3.17 3.35 2.66 1.48
T=.0112 1.48 2.65 3.35 3.16 2.65 3.16 3.35 2.65 1.48

T=.0168 1.48 2.64 3.35 3.15 2.61 3.15 3.35 2.64 1.48
T=.0224 1.48 2.64 3.35 3.1% 2.56 3.15 3.35 2.64 1.48
T=.0280 1.47 2.63 3.35 3.14 2.51 3.14 3.35 2.63 1.47
T=.0336 1.47 2.62 3.35 3.14 2.46 3.14 3.35 2.62 1.47
T=.0392 1.47 2.62 3.36 3.14 2.41 3.14 3.36 2.62 1.47
T=.0448 1.47 2.61 3.36 3.14 2.35 3.14 3.36 2.61 1.47
T=.0504 1.47 2.60 3.36 3.15 2.28 3.15 3.36 2.60 1.47
T=.0560 1.47 2.59 3.36 3.16 2.21 3.16 3.36 2.59 1.47
FINANCIACION EXTERNA
X= -1.60 -1.20 -.80 -.40 .00 .40 .80 1.20 1.60
“ne REBBR UV TR BRI RIBERRARTRBFB PRV PEIRRERRANVERSHERIRPEIRRBERRIBORES

T=.0000 1.95 3.53 4.66 5.34 5.57 5.34 4.66 3.53 1.95
T=.0056 1.96 3.54 4.67 5.3% 5.58 5.35 4.67 3.54 1.96
T-.0112 1.97 3.55 4.68 5.36 5.58 5.36 4.68 3.55 1.97
T=.0168 1.97 3.56 4.69 5.37 5.59 5.37 4.69 3.56 1.97
T=.0224 1.98 3.57 4.70 5.38 5.60 5.38 4.70 3.57 1.98
T=.0280 1.99 3.58 a4.71 5.39 5.61 5.39 4.71 3.58 1.99
T=.0336 2.00 3.58 4,72 5.39 5.62 5.39 4,72 3.58 2.00
T=.0392 2.01 3.59 4.72 5.40 5.63 5.40 a4.72 3.59 2.01
T=.0448 2.02 3.60 4.73 5.41 5.64 5.41 4.73 3.60 2.02
T=.0504 2.03 3.61 a.74 5.42 5.65 5.42 4.74 3.61 2.03
T=.0560 2.04 3.62 4.75 5.43 5.66 5.43 4.7% 3.62 2.04

El coste es: 14.5525
La velocidad de propagacion es: .60
Al tiempo optimo es: .05604
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FROGRAM PERTURBACION_DE_OBSERVACIONES

Fste programa almacena en PERTURBAR un conjunto
cimiladn de posibles perturbaciones de tipo ruido
tlanco gaussiano para el proceso de observaciones.

INTEGER T2

DIMENSION SIGMA(200)

Creacion del fichero PERTURBAR.
OPEN(5S,FILE="'PERTURBAR' ,STATUS="'UNKNOWN' ,ACCESS="DIRECT',
+FORM="'FORMATTED' ,RECL=16,BLANK="'NULL' ,RECFM='FIXED")

Valores de la semiamplitud C del intervalo espacial
y de alcance E de los "observatorios'".

DATA C,E/2.,0.01

K es el numero de observatorios a establecer. Su nume-
ro no debe exceder de 200 y viene dado por la formula de
la seccion 5.5.

K=2*INT((C-E)/(2*E))+1

Simulamos ahora una serie de observaciones nor-
nales. La varianza de las perturbaciones simuladas
es la indicada en la seccion 5.8.

K1=K-K/2

DO 20 I=1,K

X=2.*(I-K1)*E
SIGMA(I)=0.1/(1+X*X)

Generacion de las perturbaciones aleatorias.
DO 500 T=TO,T1,PASO/2.
DO 400 I=1,K

S=0.

SEMILLA=ENTRALEA( )

DO 300 L=1,48

S=S+RANDOM ( )

PERT=SIGMA(I1)*(S-24.)/2.

WRITE(S,FMT="(G16.8)" ,REC=I+K*T2) PERT
CONT INUE
CLOSE(S)
STOP
END

FUNCTION ENTRALEA ( )

Este subprograma genera numeros aleatorios.
DIMENSION KUKU(3)

EXTERNAJ, TIME

SAVE KIKI

CALL TIME (KURU)

KIKI = KUKU(1)*10000+KUKU(2)*100+KUKU(3)
ENTRALEA = KIKI

ENTRY RANDCM ( )

KIKI = MOD (KIKI * 899 + 24298, 1939017}
RANDOM = KIKI/199017.

RETURN

END
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PROGRAM COVARIANZA _PROCESO_POISSON
Este programa calcula los valores de la cova-
rianza del proceso de Poisson y los almacena en un
fichero de datos creado por el programa. Contendra
los valores de las integrales definidas en V.9 para
el caso particular descrito en la seccion 5.8.

PARAMETER(PI=3.1415926 ,NUM=20)

Creacion del fichero LAMBDA
OPEN{(3,FILE="'LAMBDA',STATUS="'UNKNOWN' ,ACCESS="'DIRECT',
+ FORM='FORMATTED' ,RECL=16,BLANK='NULL' ,RECFM="FIXED')

La variable H es el paso de la integral del me-
todo de Simpson utilizada para calcular V.9 .
H=0.01
COMMON C
PRINT*,"C,SEMIAMPLITUD DEL INTERVALO ESPACIAL *
READ*,C

DO 20 N=1,NUM
5=0.
L=0
DO 10 X=-C,C,H
IF ((X.EQ.(-C)).OR.(X.EQ.C)) THEN
S=S+FUNSEN(N,X)
ELSE IF(2%(L/2).NE.L) THEN
=S+4 . *FUNSEN (N, X)
ELSE
S=S+2.*FUNSEN(N,X)
END IF
L=L+1
RESULT=H*S/3.
WRITE(3,FMT="(G16.8)" ,REC=N) RESULT
CLOSE(3)
STOP
END

FUNCTION FUNSEN(N,X)

Es un auxiliar para el calculo de los coeficien-
tes de Fourier de la covarianza del priceso de Pois-
son analizado en la seccion 5.8.

COMMON C
PARAMETER(PI=3.14159625)
R=SIN((N*PI/2.)*(1.+X/C)})

La funcion D es la Lambda(x) de la teoria.
Dxl./(l-d-x'x)

FUNSEN=( (R*D)**2)/C

RETURN

END
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FROGRAM FICHEROS_BASE
Este programa crea los ficheros ANM Y CIJ
ANM contendra los coeficientes a(n,m) de la

formula V.13 para n y m tomando valores maximos 20

K.El numern maximo de "observatorios'" sera 200.

Esta cantidad no sea rebasada.

PARAMETER(PL=3. 1415926 ,NUM=20)
DIMENSTON A(NIM,200)

Creacion del fichero ANM.
OPEN{3,FILE="ANM',STATUS="'UNKNOWN"' ,ACCESS="'DIRECT",
FORM="FORMATTED' ,RECL=16,BLANK="NULL"' ,RECFM="FIXED')
PRINT*,"DA C,SEMIAMPLITUD DEL INTERVALO ESPACIAL "
FRINT*,"Y EL ALCANCE DE LOS OBSERVATORIOS E "
READ*,C,E

K es el numero de observatorios a establecer.
K=2*INT((C-E}/(2*E))+1
IF (K.LE.200) GO TO 15
PRINT®,""REVISE LOS VALORES DE C Y E"
GO TO 10

Calculo de los coeficlientes a(n,m) y escritura de
mismos en el fichero de datos ANM.
DO 50 I=1,NUM
DO 30 L=1,K
T=SIN(PI*I*(1.-(K-2*L+1)*E/C)/2.)
T=T*SIN(PI*I*E/(2.*C))
A(I,L)=2"T*SQRT(C)/(E*I*PI}
WRITE(3,FMT="(G16.8)" ,REC=K*(I-1)+L) A(I,L)
CONTINUE
CLOSE(3)

C1J contendra los coeficientes c(i,j) de la for-

C mula V.14 para i y j tomando el valor maximo 100.

60

70
20

OPEN(4,FILE="CLJ',STATUS="'UNKNOWN' ,ACCESS="'DIRECT’,
FORM="'FORMATTED' ,RECL=16 ,BLANK="'NULL' ,RECFM="FIXED')
DO 80 [=1,NUM
DO 70 J=I,NUM
S=0.
DO 60 L=1,K
S=S+A(I,L}*A(J,L)
NUMREG=(J-I+1)+(I-1)*(2*(NUM+1)-1)/2
WRITE(4,FMT=""(G16.8)" ,REC=NUMREG) S
CONTINUE
CLOSE(a}
STOP
END
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PROGRAM CREACION_DEL_FICHERO_PN
Cc Crea el fichero PN para almacenar los coeficien-
C tes definidos en V.15 truncando n en el valor 100.

PARAMETER(PI=3,1415926 ,NUM=20)

DIMENSION P(NUM,0:1000),P1(NUM),P2(NUM),P3(NUM),P4(NUM)
REAL LAMBDA(NUM),INTEGER T2

DATA Q,C,E,T2,T0,T1/1.,2.,0.01,0,0.,0.1

PASO=T1/1000.

QC=Q*((PI/C)**2)/2.

OPEN(5,FILE="'LAMBDA' ,STATUS="'0LD',ACCESS="'DIRECT',
+ RECL=16,FORM="'FORMATTED')
PO 30 I=1,NUM

30 READ(S,FMT="(G16.8)" ,REC=I) LAMBDA(I)
CLOSE(5)
c Comienza el calculo de los coeficientes p(n).
DO 700 [=1,NUM
pP(1,0)=0.
Z=1./1

CALCULO=QC#*(I%#2)
DO 600 T2=0,999
T=T2*PASO
P1(I)=CALCULO*P(I, T2}
S1=(P(I,T2)**2)/(2.*E)
P1(I)=-P1(I)-S1+(Z**4+T*LAMBDA(I))
S2=P(1,T2)+P1(1)*PASO/2.
P2(1)=-CALCULO*S2-52*S2/(2.*E)
P2(1)=P2(I)+(Z**4+(T+PASO/2.)*LAMBDA(I))
S3=P(1,T2)+P2(1)*PAS0O/2.
P3(I)=-CALCULO*S3~-S3%S3/(2.*E)
P3(I)=P3(I)+(Z**4+(T+PASO/2.)*LAMBDA(I))
S4=P(I,T2)+P3(1)*PASO
PA(I)=-CALCULO*S4-S4%S4/(2.*E)
PA(I)=P4(I)+(Z**4+(T+PASO)*LAMBDA(I))
SUMPEND=P1(I)+2*(P2(I)+P3(1))+P4(I)
600 P(1,T2+1)=P(I,T2)+SUMPEND*PASQ/6.
PAUSE
700 CONT INUE

C Escritura de los valores de p(n,t) en el fichero PN.
OPEN(1,FILE='PN',STATUS='UNKNOWN',ACCESS="'DIRECT',
+ FORM='FORMATTED',RECL=16,BLANK="NULL' ,RECFM="'FIXED')
DO 800 I=1,NUM
DO 750 N=0,1000,100
L=N/100
750 WRITE(1,FMT="(G16.8)",REC=L+1+11%(I-1)) P(I,N)
800 CONTINUE
CLOSE(1)
STOP
END
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PROGRAM COEFICIENTES_B
Este programa calcula los coeficientes b(n,t) definidos
en la ecuacion V.19 y los almacena en el fichero BN.

PARAMETER(PI=3.14159625,N=20)

DIMENSION B(N,0:10),B1(N),B2(N),B3(N),B4(N)
DIMENSION COEF(N,N),P(N,0:10)

[NTEGER T2

l.a variable T2 esta asociada al tiempo y a la locali-
zacion de datos en ficheros. Las variables TO y Tl son
los instantes inicial y final del estudio del polo. Q
es la velocidad de propagacion y C la semiamplitud del
intervalo espacial,

DATA @,C,TOQ,T1,B/1.,2.,0.,0.1,220*0.

CONSTANTE=-Q* ((PL/(2%C))**2)

PASO=T1/10.

Lectura de la matriz P desde el fichero PN.
OFEN(3,FILE="'PN',STATUS="'0OLD' ,ACCESS="'DIRECT',
+ RECL=16,FORM="'FORMATTED')
no 30 1=1,N
DO 20 T2=0,10
READ(3,FMT="(G16.8)" ,REC=T2+1+11*(1I-1)) P(I,T2)
CONTINUE
CLOSE(3)

Lectura de COEF desde el fichero CIJ.
OPEN(A ,FILE="CIJ',STATUS="0LD',ACCESS="'DIRECT",
+ RECL=16,FORM="'FORMATTED')
DO 50 I=1,N
DO 40 J=I,N

NUMREG=J-I+1+(I-1)*(2%(N+1)-1)/2
READ(4,FMT="(G16.8)" ,REC=NUMREG) COEF(I,J)
COEF(J,I)=COEF(I,J)

CONT INUE

CLOSE(4)

Comienza el calculo de los elementos b(n,t).
DO 400 T2=0,9
DO 100 I=1,N
B1(I)=CONSTANTE*I*I*B(I,T2)
S=0.
DO 90 J=1,N
S=S+COEF(1,J)*B{J,T2)
B1(1)=BL(I)-P(I,T2)*S

DO 150 I=1,N
B2(I1)=CONSTANTE*I*I*(B(I,T2)+B1(I)*PAS0O/2.)
5=0.

DO 130 J=1,N
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S=S+COEF(I,J)*(B(J,T2)+B1(J)*PAS0O/2.)
B2(N)=B2(N)-(B(I,T2)+B1(I)*PASO/2.)*S

DO 200 I=1,N
B3(I)=CONSTANTE*I*I*(B(I,T2)+B2(1)*PAS0/2.)
S=0.

DO 180 J=1,N
S=S+COEF(1,J)*(B(J,T2)+B2(J)*PAS0/2.)
B3(I1)=B3(I)-S*(P(I,T2)+P(I,T2+1})/2.

DO 250 I=1,N
BA(1)=CONSTANTE*I*I*(B(I,T2)+B3(1)*PASO)
S=0.

DO 230 J=1,N
S$=S+COEF(1,J)*(B(J,T2)+B3(J)*PASO)
B4{1)=B4(1)-S*P(I,T2+1)

DO 300 I=1,N
SUMA=(B1(I)+2*B2(I)+2*B3(1)+B4(I1})/6.
B(1,T2+1)=B(I,T2)+SUMA

CONTINUE

Almacenamiento de los valores b(n) en el fichero BN.
OPEN(6,FILE="BN',STATUS="UNKNOWN' ,ACCESS="'DIRECT',
FORM="'FORMATTED' ,RECL=16, BLANK="NULL' ,RECFM="'FIXED"')

DO 600 T2=0,10

DO 500 I=1,N

WRITE(6,900,REC=1+N*T2) B(I,T2)

CONTINUE
CONTINUE
CLOSE(6)
FORMAT(G16.8)

STOP
END
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PROGRAM COEFICIENTES X

Calrula los coeficientes x(n,t) definidos en la ecua-
cion V.20 y los almacena en el fichero XN. Calcula tam-
bien los de la estimacion de la variable de estado. Usa
los metodes de Runge-Kutta y Milne.

FARAMETER(PIL=3.14159625,N=20)

COMMON CONSTANTE E,K

DIMENSTON X1(N),X2(N),X3(N),Xa(N),Z(N,0:10)

COMMON/SOL/P(N,0:10),A(N,200),V(200,0:20),
+ B(N,0:10),X(N,0:10)

l.as variables T2,T0,T1,Q,C y K estan definidas en
programas anteriores.

INTEGER T2

DATA Q,C,E,TO,T1/1.,2.,0.01,0.,0.1

CONSTANTE=-Q* ({PL/(2*C))**2)

K=2*INT((C-E)/(2.%E))+1

DATA X,2/220%*0.,220*0.

PASO=T1/10.

OPEN(3,FILE='PN*,STATUS='OLD',ACCESS="'DIRECT',
+ RECL=16,FORM="'FORMATTED" )

Lectura de 1la matriz P desde el fichero PN.
DO 30 T=1,N
DO 20 T2=0,10
READ(3,FMT="(G16.8)",REC=T2+1+11#(I-1)) P(I,T2)
CONT INUE
CLOSE(3)

Lectura de los elementos de B desde el fichero BN.
OPEN(6,FILE='BN',STATUS="0OLD*,ACCESS="DIRECT"',
+ RECL=16,FORM="'FORMATTED')
DO 40 T2=0,10
DO 37 L=1,N
READ(6,FMT="(G16.8)" ,REC=L+N*T2) B(L,T2)
CONT INUE
CLOSE(6)

Lectura de los elementos de A desde el fichero ANM.
OPEN(7 ,FILE='ANM' STATUS='OLD',ACCESS="'DIRECT"',
+ RECL=16,FORM="'FORMATTED')
DO 45 I=1,N
DO 42 L=1,K
READ(7,FMT="(G16.8)" ,REC=L+K*(1-1)) A(I,L)
CONT INUE
CLOSF(7)

Lectura de los elementos de V desde PERTURBAR.
OFPEN(B,FILE="'PERTURBAR' ,STATUS="OLD',ACCESS="DIRECT',
+ RECL=16,FORM='FORMATTED')
Do 50 T2-0,20
DO A7 I=1,K
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READ(8,FMT="(G16.8)" ,REC=I+K*T2) V(I,T2)
CONT INUE

CLOSE(8)
Comienza el calculo de los coeficientes x{(n,t)

DO 400 T2=0,2

DO 100 I=1,N
X1(I)=CONSTANTE*I*I*X(I,T2)
XL(I)=X1(I)+B(I,T2)}*P(1,T2}/(2.*E)
$=0.
DO 90 L=1,K

S=S+A(I,L)*V(L,2*T2)

X1(I)=X1(I)+P(1,T2)*S

CONTINUE

DO 150 I=1,N
X2(I)=CONSTANTE*I*I*(X(I,T2)+X1(I)*PAS0/2.)
SUMA=B(I,T2)*P(I,T2)+B(I,T2+1)*P(I,T2+1)
X2(I)=X2(I)+SUMA/(4.*E)
$=0.

DO 130 L=1,K
S=S+A(I,L)*V(L,2*T2+1)
X2(1)=X2(1)+(P(I,T2)+P(I,T2+1))*S/2.
CONT INUE

DO 200 I=1,N
X3(1)=CONSTANTE*I*I*(X(I,T2)+X2{I)*PAS0O/2.)
SUMA=B(1,12)*P(I,T2)+B(I,T2+1)*P(I,T2+1)
X3(1)=X3(I)+SUMA/(4.*E}
$=0.

DO 180 L=1,K
S=S+A(I,L)*V(L,2%T2+1)
X3(I)=X3(I1)+S*(P(I,T2)+P(I,T2+1))/2.
CONTINUE

DO 250 I=1,N
X4(I)=CONSTANTE*I*I*(X(I,T2)+X3(1)*PASO)
X4(I)=X4(I)+B(I,T2+1)*P(I,T2+1)/(2.%E)
S=0.

DO 230 L=1,K
5=S+A(I,L)*V(L,2*T2+2)
X4(N)=X4(N)+S*P(I,T2+1)
CONT INUE

DO 300 I=1,N
SUM=PASO*{(X1(I)+2*(X2(1)+X3(I))+X4(I)})/6.
X(I,T2+1)=X(I,T2)+SUM
Z(I,T2+41)=X(I,T2+1)+B(I,T2+1)

CONT INUE

DO 500 T2=4,10
DO 450 I=1,N
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X1(I)=DERX(T,T12-3)

X2(1)=DERX(1,T2-2)

X3(1)=DERX(I,T2-1)
SUM=(2*X1(I)-X2(I)+2%X3(1))*4*PASO/3.
X(L,T2)=X(1,T2-4)+5UM

Xa(1)=DERX(I,T2)
X(1,T2)=X(I,T2-2)+(X4(1)+4*X3(I)+X2(I))*PASO/2.
Z(1,12)=X(1,T2)+B(1,T2)

CONTINUE

Almacenamiento de los valores x{n,t) y z(n,t) en

los ficheros XP y 2ZP.

+

OPEN(2,FILE="XN',STATUS="'UNKNOWN',ACCESS='DIRECT",
FORM="'FORMATTED' ,RECL=16,BLANK="NULL' ,RECFM="FIXED"')
OPEN(3,FILE="ZN', STATUS="UNKNOWN',ACCESS="DIRECT',
FORM="'FORMATTED ' ,RECL=16,BLANK="NULL' ,RECFM="'FIXED')
PO 420 T2=0,10
DO 410 L=1,N
WRITE(2,FMT="(G16.8)",REC=L+N*T2) X(L,T2)
WRITE(3,FMT=""(G16.8)" ,REC=L+N*T2) Z(L,T2)
CONTINUE
CLOSE(2)
CLOSE(3)
STOP
END

FUNCTION DERX(IL,J)
Calcula el valor de la derivada de x(n,t).

PARAMETER(N=20)
COMMON CONSTANTE.E,K
COMMON/SOL/P(N,0:10) ,A(N,200),V(200,0:20),
B(N,0:10),X(N,0:10)
CALC=CONSTANTE*I*I1*X(1,J)+P(1,J)*B(IL,J)/(2*E)
SUM=0.
DO 1 L=1,K
SUM=SUM+A(I,L)*V(L,2*J)

DERX=CALC+P(I,J)*SUM

RETURN
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PROGRAM OPERADORES_S_Y_M

El programa calcula para una serie de instantes en
el intervalo de tiempo (0,tl) los valores de los coefi-
cientes de Fourier de los operadores S{t) y m(t). Es el
programa utilizado en el caso determinista con pequenas
modificaciones.

El programa esta preparado para proceso interactivo
y trabaja en precision simple.

PARAMETER (FPI=3.1415926,NUM=20)
EXTERNAL SITUACION_INICIAL,SITUACION_FINAL

COEF_SIT_INICIAL y COEF_SIT_FINAL c.ntendran los coe-
ficientes de Fourier de las situaciones iniecial y final
respectivamente.

DIMENSION COEF_SIT_INICIAL(NUM),COEF_SIT FINAL(NUM)

La matriz M contendra valores en el tiempo y en el
espacio de los coeficientes de Fourier de la financiacion
externa. S contendra los valores que a lo largo del tiem-
po tomen los coeficientes de Fourier del operador S(t).

DIMENSION M(NUM,0:10),S(NUM,0:10)

REAL M

PRINT *,"VALOR DE C, SEMIAMPLITUD INTERVALO ESPACIAL,"
PRINT *,"Q,VELOCIDAD DE PROPAGACION Y T1, DURACION"
PRINT *,"DEL CONTROL. "

READ *,C,Q,T1

C1=C/1000.

Coeficientes de Fourier de las situaciones inicial y-
final definidas en subprogramas FUNCTION del mismo nombre.

DO 1 N=1,NUM

CF=0.0

CALL COEF_DE_FOURIER(CF.N.SITUACION_INICIAL,C)
COEF_SIT_INICIAL(N):CF

CF=0.0

CALL COEF_DE_FOURIER(CF,N,SITUACION_FINAL,C)
COEF_SIT_FINAL(N)=CF

Las cuatro matrices siguientes contienen los valores
de las constantes K(N),B(N),A(N) y D(N).

DIMENSION K(NUM),B{NUM),A(NUM),D(NUM)

REAL K

DO 2 N=1,NUM
K(N)=2.2Q*{ (N*PI})/(2.%C))**2
B(N)=SQRT(K(N)**2+4.)
A(N)=2.+K(N)+B(N)

D{N)=(2.+K(N)-B(N) ) /A(N)
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Caleulo y almacenamiento de los valores en el tiempo
los roeficientes de Fourier de m(t) y de S(t).
DO A N=1,NUM
DO 3 J=0,10
M(N,J)=FINANC_EXTERNA(J,T1,COEF_SIT_FINAL(N)
JK(N},B(N),A(N),D(N))}
CONTINUE
CONT INUE
DO 6 N=1,NUM
Do 5 J=0,10
T=J*T1/10.
V1=EXP(-B(N)*(T1-T))
V2=(K(N)+B(N))/2.
V3=1.-D(N)*V1
S{N,J)}=B{N)/V3-v2
CONTINUR

Almacenamiento de los coeficientes de Fourier de S(t)

y m(t) en los ficheros SN y MN respectivamente.

+

OPEN(2,FILE="SN',STATUS="'UNKNOWN',ACCESS="DIRECT',
FORM="'FORMATTED ' ,RECL=16 ,BLANK="NULL' ,RECFM="FIXED"')
OPEN(3,FILE="MN',STATUS="UNKNOWN' ,ACCESS="DIRECT',
FORM="'FORMATTED' ,RECL=16,BLANK="*NULL' ,RECFM="FIXED"')
no 8 1=0,10
DO 7 N=1,NUM
WRITE(2,900,REC=N+NUM*I) S(N,I)
WRITE(3,900,REC=N+NUM*I) M(N,I)
CONT INUE
CONTINUE
CLOSE(2)
CLOSE(3)
FORMAT(G16.8)
STOP
END

FUNCTTON FINANC_EXTERNA(J,T1,A2,A3,A4,A5,A6)
T=J*T1/10.

UL=A3%(2.-A3)

U=EXP(-A4*(T1-T))

U2=U1*SQRT(UJ)-A5*(1. +A6"U)

U3=A5*(1.-A6"U)

Ua=2. *A2*U2

FINANC_EXTERNA=(U4/A4)/U3

RETURN

END
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SUBROUTINE COEF_DE_FOURIER(CF,N,FUNC_DATO,C)

Esta subrutina calcula el n-simo coeficiente de
Fourier de una funcion respecto del sistema ortonor-
mal de autofunciones asociado al generador A del se-
migrupo del sistema. E1 argumento CF devolvera al
programa principal el valor del coeficiente de Fou-
rier. El1 argumento FUNC_DATO esta asociado a la fun-
cion cuyos coeficientes se desea calcular. Para el
calculo de las integrales utiliza la formula cerra-
da de Simpson.

PARAMETER (PI=3.1415926)

EXTERNAL FUNC_DATO

INTEGER PUNTO

PUNTO=1

€1=/1000.

Y1=-C4+C1

IF (Y1.GT.(C~C1l)) GO TO 2
ANGULO=N*PI/2.+(N*PL*Y1)/(2.%*C)
MULTIPLICADOR=3+((-1)*#*(PUNTO+1})
Z=REAL(MULTIPLICADOR)
CF=CF+2Z*SIN(ANGULQ) *FUNC_DATO(Y1)
PUNTO=PUNTO+1

Y1=Y14C1

GO TO 1

CF=C1*CF/(3.*(C**(.5)))

RETURN

END

FUNCTION SITUACION_ INICIAL(X)

Define la situacion inicial del sistema.lLa
sentencia 1 debe ser cambiada en cada caso

PI=3.14159265

Q1=0,

SITUACION_INICIAL=Q1

RETURN

END

FUNCTION SITUACION_FINAL(X)

Define la situacion final del sistema. La
sentencia 1 debe ser cambiada en cada caso.

Ql=4.-X*X

SITUACION_FINAL=Q1

RETURN

END
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PROGRAM RESULTADOS_Y_SALIDA

El programa calrula, para una serie de instantes en
el intervalo de tiempo (0,tl; y en puntos equidistantes
del intervalo espacial |-c,c; en el que esta definido
el sistema a controlar, el valor de la variable de es-
tado z{t,x), el control optimo u(t,x) y la financiacion
externa m(x,t).

PARAMETER (PI=3.14159265,NU=20)
DIMENSION VARIABLE ESTADO(-5:5,0:10)
DIMENSION CONTROL{(-5:5,0:10)

REAL INVERSION_EXTERNA(-5:5,0:10)

My S estan definidas en el programa anterior.ZETA
contendra los coeficientes de z(t,x).
REAL M(NU,0:10),S(NU,0:10),2ETA(NU,0:10)

PRINT *,"VALORES DE C, SEMIAMPLITUD DEL INTERVALO"
PRINT *,"ESPACIAL, LA VELOCIDAD DE PROPAGACION Q"
FRINT *,"Y LA DURACION DEL CONTROL T1. "

READ *,C,Q,T1

OFEN(2,FILE="MN',STATUS="'0OLD',ACCESS="'DIRECT',
+ RECL=16,FORM="'FORMATTED')
OPEN(3,FILE="'SN',STATUS="'0LD',ACCESS="DIRECT",
+ RECL=16,FORM="'FORMATTED')
OPEN(4,FILE='ZN',STATUS='0OLD' ,ACCESS='DIRECT",
+ RECL=16,FORM='FORMATTED"')
no 2 J=0,10
DO 1 N=1,NU
READ{2,FMT="(C16.8)" ,REC=N+NU*J) M(N,J)
READ(3,FMT="(G16.8)" ,REC=N«NU*J) S(N,J)
READ(4,FMT="(G16.8)" ,REC=N+NU*J) ZETA(N,J)
CONT INUE
CLOSE( 2)
CLOSE(3)
CLOSE( 4)

Calrulo de los valores de la variable de estado
z(t,x), del control u(x,t) y de la inversion o finan-
cion externa m{x,t).

C1=0/5.

no s 1=-5,5 ! I=k equivale al punto k*cl

Yi=-C+(I4+5)*C1
Do a4 j=0,10
ACUMULO=0.0
ADITOR=0.0
SUMADOR=0.0
DO 3 N=1,NU
ANGULO=N*PI/2.+(N*PI*Y1)/(2.*C)
U=SIN(ANGULO)
V=ZETA(N,J)*U
ACUMULO=ACUMULO+V
ADITOR=ADITOR-M(N,J)*U
SUMADOR=SUMADOR-S(N,J)*V
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VARIABLE_ESTADO(T,J)=ACUMULO/ (C**.5)

CONTROL (T ,J ) =SUMADOR + ADITOR

INVERSION EXTERNA({I,J)=ADITOR
CONTINUE -

(6,09 -9

[ Comienza la salida por impresora.
OPEN(3,FILE='_LPT',CARRIAGECONTROL="'FORTRAN')
WRITE(3,100)

100 FORMAT("1",28X,"VALORES DE LA VARIABLE DE ESTADO",/)
WRITE(3,200)

200 FORMAT(35X,"VARIABLE ESPACIAL",/)

WRITE(3,300)

300 FORMAT (1X, 10H )
H=-C+2.+C/10.
DO 6 IL=1,9
WRITE(3,350) H
6 H=H+2.*C/10.

350 FORMAT("£" ,F7.2)
WRITE(3,FMT="(13X,63(1H*),/)")
DO 7 J=0,10
F=J*T1/10.
7 WRITE(3,400) F,(VARIABLE_ESTADO(I,J),I=-4,4)
400 FORMAT (2X,"T=",F5.2,2X,9F7.2)
WRITE(3,FMT="(1X,"' VYA
WRITE(3,FMT=" (28X, 'VALORES DE LA LEY DE CONTROL',/)")
WRITE(3,200)
WRITE(3,300)
H=-C+2.*C/10.
DO 8 IK=1,9
WRITE(3,350) H
8 H=H+2.*C/10.
WRITE(3,FMT="(13X,63(1H*),/)")
DO 9 J=0,10
F=J*T1/10.
9 WRITE(3,400) F,(CONTROL(1,J),I=-4,4)
WRITE(3,500)
500 FORMAT("1",32X,"FINANCIACION EXTERNA",/)
WRITE(3,200)
WRITE(3,300)
H=-C+2.%*C/10.
DO 10 1J=1,9
WRITE(3,350) H
10 H=H+2.*C/10.
WRITE(3,FMT="(13X,63(1H*},/)")
po 11 J=0,10
F=J*T1/10.
11 WRITE(3,400) F,(INVERSION_EXTERNA(I,J),I=-4,4)
WRITE(3,600) Q
600 FORMAT(1X,/,/,18X,'La velocidad de propagacion es:',
+ F3.1)
CLOSE(3)
STOP
END



APENDICE G

RESULTADOS OBTENIDOS EN EL CASO ALEATORIO
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VALORES ESTIMADOS DE LA VARIABLE DE ESTADO

X= -1.60 -1.20 -.80 -.40 .00 .40 .80 1.20 1.60

*48 BRUBEBRBABBRBER SR ABRRARRERBER BB RERBRBBURBEBERBBRERESRED BRI BRS
T=.00 -.05 .01 ~-.02 -.15 2.73 .04 .03 -.09 -~.03
T=.01 -.01 -.01 -.00 -.09 2.75 -.01 -.02 -.02 -.04
T=.02 -.03 .00 .04 -.03 2.28 .09 -.03 -~.05 -.01

=.03 ~.00 .04 .01 -.01 2.36 .16 .08 .02 .00
T=.04 .01 .02 .09 .08 2.04 .24 .17 .05 .01
T=.05 .03 .11 .17 .19 2.17 .40 .12 .09 .04
T=.06 .07 .08 .28 .40 2.02 .52 .19 .15 .06
T=.07 .06 .16 .24 .31 1.80 .66 .29 .11 .08
T=.08 .10 .24 .30 .58 1.96 .70 .27 .14 .04
T=.09 .08 .21 .27 .50 1.76 .92 .31 .16 .07
T=.10 .11 .27 .33 .76 1.84 .84 .47 .17 .10

VALORES DE LA LEY DE CONTROL

= ~-1.60 -1.20 -.80 -.40 .00 .40 .80 1.20 1.60

*Re AERBEREASA PR B ARG BBBR ISR B ER RSB E BB LBBERERNBERERBRRIRSBERRRIES

=.00 2.14 3.95 4.97 4.95 4.01 4.91 4.8 3.78 2.13

T=.01 2.12 3.97 4.91 4.92 4.03 4.96 4.88 3.75 2.15
T=.02 2.11 3.90 4.8 4.90 3.89 4.8 4.89 3.74 2.10
T=.03 2.09 3.83 4.82 4.86 3.82 4.83 4.80 3.72 2.09
T=.04 2.06 3.78 4.78 4.83 3.76 4.81 4.77 3.68 2.07
T=.05 2.05 3.71 4.72 4.81 3.72 4.79 4.74 3.65 2.05
T=.06 2.03 3.67 4.68 4.80 3.63 4.76 4.71 3.61 2.04
T=,07 2.01 3.63 4.66 4.78 3.55 4.72 4.68 3.62 2.05
T=.08 1.99 3.58 4.61 4.75 3.49 4.70 4.66 3.59 2.03
T=.09 1.98 3.54 4.58 4,72 3.44 4.67 4.63 3.5 2.01
T=.10 1.96 3.5 4.55 4.69 3.38 4.65 4.59 3.52 1.99
FINANC1ACION EXTERNA
= =-1.60 -1.20 -.80 -.40 .00 .40 .80 1.20 1.60
R 2 2] L2222 22 22222222222 2222222222222 22222222222 222222222222

=.00 1.98 3.56 4.69 5.37 5.60 5.37 4.69 3.56 1.98

=.01 1.98 3.56 4,70 5.38 5.60 5.38 4.70 3.56 1.98
T=.02 1.99 3.57 4,70 5.38 5.61 .38 4.70 3.57 1.99
=.03 1.99 3.58 4.71 5.39 5.61 $.39 4.71 3.58 1.99
T=.04 2.00 3.58 4.71 $.39 5.62 5.39 4.71 3.58 2.00
=05 2.00 3.59 4.72 5.40 5.62 5.40 4.72 3.59 2.00
T=.06 2.01 3.59 4.72 5.40 5.63 5.40 4.72 3.59 2.01
=.07 2.02 3.60 4.73 5.41 5.64 5.41 4.73 3.60 2.02
=.08 2.02 3.61 4.74 5.42 5.64 5.42 4.74 3.61 2.02
T=.03 2.03 3.61 4.74 5,42 5.65 5.42 4.74 3.61 2.03
=.10 2.04 3.62 4.75 5.43 5.66 5.43 4.75 3.62 2.04

La velocidad de propagacion es 0.25
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VALORES ESTIMADOS DE LA VARIABLE DE ESTADO

-1.60 -1.20 -.80 -.10 .00 .40 .80 1.20 1.60
HBBBERBBERABIBUBRUNBRRBBRERAERBRABERR B RBBRABBERRBBRBERSEBRERBE S
-.04 -.05 .01 .04 3.02 -.09 .02 -.06 .01
-.01 ~-.00 -.01 .14 2.20 .10 .05 -.01 -.01
.02 ~.02 .04 .32 1.95 .22 .09 -.04 .00
.03 .03 .09 .40 2.08 .45 .11 .02 .02
.07 .06 11 .67 1.64 .40 .14 .08 .05
.06 .10 15 .60 1.78 .67 .18 .13 .06
.10 .08 .20 .71 1.42 .60 .29 .12 .05
.08 .12 .18 .85 1.60 .69 .25 .20 .08
.10 .19 .24 .80 1.38 .82 .34 .18 .07
.13 .16 .34 .90 1.52 .76 .45 .22 .09
.15 .22 .31 .98 1.35 .87 .41 .24 .10
VALCRES DE LA LEY DE CONTROL
-1.60 -1.20 -.80 -.40 .00 .40 .80 1.20 1.60
BB RERSRNBEABRBBR BB IRP ARG BN BB BAURRBERRRB RN SRR ERARBBBRE SRR BROED
2.17 3.75 4.83 5.16 4.88 5.11 4.90 3.66 2.18
2.19 3.60 4.84 5.07 4.81 4.96 4.84 3.64 2.21
2.12 3.64 4.79 5.02 4.75 4.84 4.79 3.62 2.20
2.10 3.57 4.71 4.91 4.71 4,77 4.72 3.57 2.18
2.07 3.52 4.66 4.85 4.60 4.71 4.65 3.56 2.15
2.06 3.48 4.63 4.80 4.52 4.68 4.61 3.54 2.14
2.03 3.49 4.64 4.76 4.41 4.65 4.57 3.52 2.12
2.04 3.47 4.60 a4.71 4.29 4.60 4.50 3.50 2.09
2.03 3.45 4.56 4.68 4.21 4.56 4.45 3.47 2.05
2.00 3.41 4.54 4.65 4.10 4.52 4.41 3.44 2.02
1.98 3.39 4.52 4.60 4.02 4.49 4.38 3.42 2.00
FINANCIACION EXTERNA

-1.60 -1.20 ~.80 -.40 .00 .40 .80 1.20 1.60
PRABERANBBVIIRBV VOB EIBRNVVERTRBBIPIRBUAFRBAERIRRBBRRPREBIRTRES
1.92 3.50 4.63 5.31 5.54 5.31 4.63 3.50 1.92
1.93 3.51 4.64 5.32 5.55 5.32 4.64 3.51 1.93
1.94 3.52 4.65 5.33 5.56 5.33 4.65 3.52 1.94
1.95 3.53 4.66 5.34 5.57 5.34 4.66 3.53 1.95
1.96 3.54 4.67 5.35 5.58 5.35 4.67 3.54 1.96
1.97 3.55 4.69 5.37 5.59 5.37 4.69 3.55 1.97
1.98 3.57 4.70 5.38 5.60 5.38 4.70 3.57 1.98
2.00 3.58 4.71 5.39 5.62 5.39 4.71 3.58 2.00
2.01 3.59 4.72 5.40 5.63 5.40 4.72 3.59 2.01
2.02 3.61 4.74 5.42 5.64 5.42 4.74 3.61 2.02
2.04 3.62 4.75 5.43 5.66 5.43 4.75 3.62 2.04

La velocidad de propagacion es 0.50
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VALORES ESTIMADOS DE LA VARIABLE DE ESTADO

-1.60 -1.20 -.80 -.40 .00 .40 .80 1.20 1.60
(2222222322222 22222322 S22 2 X222 222222222 22222 22 124
-.02 .03 .02 -.06 2.8 -.10 .03 -.04 .02
.00 -.01 -.01 .08 3.18 .22 -.06 -.00 -.01
-.01 -.02 .03 .02 1.81 .47 .04 -.02 .00
.04 .03 .12 .17 1.60 .70 .10 .09 .01
.05 .05 .10 .44 1.71 .65 .15 .05 .02
.07 .10 .15 .76 1.47 .76 .19 .08 .03
.09 .08 .25 .62 1.42 .84 .16 .10 .04
.08 .17 .22 .73 1.45 .97 .21 .13 .07
+10 .19 .36 .86 1.30 .80 .20 .12 .06
.12 .18 .31 .80 1.13 1.08 27 -18 .08
.11 .24 .37 .95 1.20 1.00 .32 .16 .09
VALORES DE LA LEY DE CONTROL
-1.60 -1.20 -.80 -.40 .00 .40 .80 1.20 1.60
Aa A A i d s s i Al S d i sl Rl 22 a2l 22 222222 2222222222222 22227
1.92 3.52 4.56 4.73 4.81 4.68 4.42 3.44 1.90
1.90 3.54 4.57 4.71 4.5 4.60 4.48 3.43 1.92
1.89 3.56 4.55 4.70 4.27 4.55 4.45 3.42 1.91
1.87 3.49 4.53 4.68 4.19 4.52 4.42 3.41 1.90
1.86 3.46 A4.54 A.67 4.18 4.50 4.42 3.39 1.88
1.84 3.43 4.51 4.63 4.12 4.47 4.41 3.37 1.86
1.856 3.41 4.48 A4.62 4.11 4.45 4.38 3.36 1.85
1.82 3.37 4.46 4.59 4.08 4.42 4.37 3.34 1.83
1.81 3.34 4.43 4.57 A4.,06 4.41 4.35 3.37 1.84
1.80 3.31 4.42 4.5 4.02 4.38 4.33 3.32 1.83
1.79 3.29 4.40 4.55 3.98 4.36 4.32 3.31 1.82
FINANCIACION EXTERNA

-1.60 -1.20 -.80 -.40 .00 .40 .80 1.20 1.60
HBRRBABEBBRB BB RBERERBABRB AR REREBBBE BB RBRBERERBEABRERORRRE S
1.87 3.44 4.56 5.26 5.48 5.26 4.56 3.44 1.87
1.89 3.46 4.57 5.28 5.49 $.28 4.57 3.46 1.89
1.90 3.48 4.59 5.30 5.50 5.30 4,59 3.48 1.90
1.92 3.50 4.61 5.32 5.52 5.32 4.66 3.50 1.92
1.93 3.52 4.62 5.34 5.54 5.34 4.62 3.52 1.93
1.9 3.54 a4.65 5.36 5.56 5.36 4.65 3.54 1.95
1.96 3.56 4.67 5.37 5.58 5.37 4.67 3.56 1.96
1.98 3.8 4.69 5.38 5.60 5.38 4.69 3.58 1.98
2.00 3.60 4.71 5.39 5.62 5.33 4.71 3.60 2.00
2.02 3.61 4.73 5.41 5.64 5.41 4.73 3.61 2.02
2.04 3.62 4.75 5.43 5.66 5.43 4.75 3.62 2.04

La velocidad de propagacion es 0.75
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VALORES ESTIMADOS DE LA VARIABLE DE ESTADO

X= -1.60 -1.20 -.80 -.40 .00 .40 .80 1.20 1.60

“uw P L R Ly Ty T
T=.00 ~.03 .01 .02 -.11 2.64 .03 ~-.05 -.04 .02
T=.01 -.01 -.03 -.02 .05 1.69 .14 -.01 .00 .02
T=.02 .03 -.01 .01 .16 1.84 .32 -.00 -.01 -.01
T=.03 .04 .02 .07 .30 1.56 .69 .03 .02 .00
T=.04 .0% .05 .11 .42 1.60 .58 .09 .06 .02
T=.0% .04 .08 .17 .66 1.48 .82 .16 .11 .03
T=.06 .07 .12 .20 .55 1.54 .76 .14 .09 .05
T=.07 .07 .10 .16 .72 1.40 .84 -24 .08 .04
T=.08 .09 .12 .29 .68 1.44 .89 .22 .12 .06
T=.09 .08 .19 .25 .76 1.38 .96 .30 .15 .08
T=.10 .12 .22 .35 .83 1.32 1.04 .36 .19 .09

VALORES DE LA LEY DE CONTROL

X= -1.60 -1.20 -.80 -.40 .00 .40 .80 1.20 1.60

-ne BUSANEBAF SRR BBABRABEBR BB RSB RBBRBFBBABBEABEBBARBBEREBBRRRRN
T=.00 1.80 3.48 4.62 5.08 5.82 4.97 4.71 3.72 1.75
T=.01 1.82 3.50 4.71 5.29 5.74 4.95 4.7  3.65 1.76
T=.02 1.78 3.52 4.58 5.21 5.69 4.91 4.60 3.57 1.75
T=.03 1.78 3.48 4.52 5.16 5.61 4.89 4.49 3.52 1.71
T=.04 1.67 3.44 4.49 .09 5.55 4.86 4.42 3.45 1.68
T=.05 1.63 3.38 4.39 5.02 5.48 4.84 4.36 3.39 1.66
T=.06 1.58 3.29 4.38 5.03 5.42 4.76 4.25 3.31 1.64
T=.07 1.57 3.27 4.40 4.90 5.31 4.69 4.08 3.20 1.61
T=.08 1.56 3.18 4.21 4.78 5.29 4,63 3.99 3.13 1.57
T=.09 1.54 3.06 4.09 4.55 5.20 4.56 3.91 3.06 1.52
T=.10 1.48 2.99 3.95 4,42 5.16 4,51 3.86 3.01 1.52

FINANCIACION EXTERNA

X= -1.60 -1.20 ~-.80 -.40 .00 .40 .80 1.20 1.60

L 2] I A R R S E R R R R R Y R Y R R PRSP RS RS RSS RS SESSE R X 3
T=.00 1.83 3.38 4.51 5.19 5.41 5.19 4.51 3.38 1.83
T=.01 1.85% 3.40 4.53 5.21 5.43 5.21 4.53 3.40 1.85
T=.02 1.86 3.42 4.55 5.23 5.46 5.23 4.55 3.42 1.86
T=.03 1.88 3.44 4.57 5.25 5.48 5.25 4.57 3.44 1.88
T=.04 1.90 3.47 4.60 5.28 5.50 5.28 4.60 3.47 1.90
T=.05% 1.91 3.49 4.62 5.30 5.53 5.30 4.62 3.49 1.81
T=.06 1.94 3.51 4.65 5.32 5.55 5.32 4.65 3.51 1.94
T=.07 1.96 3.54 4.67 5.35 5.58 5.35 4.67 3.54 1.96
T=.08 1.98 3.57 4.70 5.38 5.60 5.38 4.70 3.57 1.98
T=.09 2.01 3.59 4,72 S5.40 5.63 5.40 4.75 3.59 2.01
T=.10 2.04 3.62 4.75 5.43 5.66 5.43 4.75 3.62 2.04

La velocidad de propagacion es 1.00



210

e

170 6070 BU'O (0D 90°D SU'W 0 SH8 200 W09

m

A2
+S
19l
'l
871
16°1
rie
ax;
r27¢
A4
X
$72
r§°2
-7
8¢
r6°¢
LI

1 X4



RN

APENDICE H

BIBLIOGRAFIA



212

TEXTOS CONSULTADOS

» (1D A. Kolmogoroff y S. Fomin: Elements of the theory of functions
and functional analysis. Graylock Press, 1961.
{{2)  s.Karlin: A first course in stochastic processes.
Academic Press, 1966.

* (3D  3.L. Doob: Stochastic Processes.
J. Viley & Sons, 1967.

* (4D  A. Taylor: Functional Analysis.
J. Wiley & Sons, 1967.

([5)  3.L. Lions: Contrale optimal de systémes gouvernés par des
equations aux dérivées partielles.
Dunod & Gauthier-Villars, 1968.

* ([6]) K.J. Astrdm: Introduction to Stochastic Control Theory.
Academic Press, 1970.

{7}  A. Dou: Ecuaciones en derivadas parciales.
Dossat, S.A., 1970.

* ([8]) A. Bensoussan: Filtrage optimal des systemes lineaires.
Dunod, 1971.

([s)  s. Barnett: Matrices in control theory.
VYan Nostrand Reinhold Co., 1971.

» ([i0) E. Parzen: Procesos estocdsticos.
Paraninfo, 1972.

* (11D A.Douy A. Mendizdbal: Ecuaciones en derivadas
parciales y su resolucion numérica.
Publicaciones de la Escuela Técnica
Superior de Ingenierios
de Caminos Canales y Puertos,
de Madrid, 1973.



(K3

(R}

* ([14])
(1sh
(1)

* (117

* ([13)
(1§2)]

(1200)

(1M

213

L. Arnold: Stochastic differential equations.
J. Wiley & Sons, 1974,

K. It8 y H.P. Mc Kean, Jr.: Diffusion Processes and their
Sampie Paths.
Springer-Vertag, 1974.

L. Padulo y M.A. Arbib: System Theory.
W.B. Saunders Company, 1974,

A. Friedman: Stochastic differential equations and applications
Academic Press, 1976.

T. Kato: Perturbation theory for linear operators.

Springer-Verlag, 1976.

R.F. Curtain y A.]J. Pritchard: Functional Analysis in Modern
Applied Mathematics.

Academic Press, 1977.

K. Yosida: Functional Analysis.
Springer-Verlag, 1978.

L.L. Gihman y A.V. Skorohod: Controlled Stochastic Processes.
Springer-Verlag, 1979.

J.W.S. Cassels: Economics for mathematicians.
London Mathematical Society Lecture
Lecture Note Series Cambridge

University Press, 1981.

A-M. Sinclair: Continuous semigroups in Banach algebras.
London Mathematical Society
Lecture Notes Series Cambridge
University Press, 1981.



1]

» [2]

* [3]

(4]

[5]

[e]
« [7]

[s]

* [s]

= [10]

214

ARTICULOS

W.M. Wonham: On the separation principle of stochastic control,
SIAM Journal Control and Optimization,
Noviembre ]1968.

W.M. Wonham: Random differential equations in control theory,
Probabilistic Methods in Applied
Mathematics, Vol 2, 1970.

Academic Press.

A. Bensoussan: On the separation principle for distributed parameter
systems, IFAC Conference on Distributed

Parameter Systems, Banff, Canada, 1971.

A. Lindquist: On feedback control of linear stochastic systems,
SIAM Journal Control and Optimization,
Mayo 1973.

A.V. Balakrishnan: Stochastic Optimization Theory in Hilbert Spaces,
Applied Mathematics & Optimization, Vol 1,
Ne 2, 1974.

R.F. Curtain: Infinite-dimensional filtering, SIAM Review, Julio 1975.

R.F. Curtain: Infinite-dimensional estimation theory for
linear systems, Control Theory Center,
Rep 38, University of Warwick,
Coventry, Inglaterra, 1975.

A. Bensoussan y M. Viot: Optimal control of stochastic linear distributed

parameter systems, SIAM Journal Control,
Julio 1975.

R. Triggiani: Controllability and observability in Banach spaces with
bounded operators,
SIAM Journal Control, 1975

R. Triggtani: On the stabilization in Banach spaces, Journal of Applied

Mathematics & Mechanics, 1975.



[11]

]

(13

14]

0]

[16]

215

M.H. Davis: The separation principle for stochastic control
via Girsanov solutions, SIAM Journal Control

and Optimization, Enero 1976.

R.F. Curtain y A.J. Pritchard: The infinite-dimensional
Riccati equations for systems defined by
evolution operator, SIAM Journal
Control and Optimization, Agosto 1976.

M.T. Hilhorst y G.J. Olsder: Optimal control of regional
economic growth, Optimization Techniques,
82 IFIP Conference. Wiirzburg 1977.
Springer-Verlag, 1978.

R.F. Curtain y A. Ichikawa: The separation principle for stochastic
evolution equations, SIAM Journal Control,
Mayo 1977,

A. Bagchi y H. Kwakernaak: The separation principle for the control of
‘linear stochastic systems with arbitrary
information structure,
82 IFIP Conference on Optimization
Techniques,
Wirzburg 1977.
Springer-Verlag, 1977.

C.B.Wang y M.H. Davis: Existence of optimal controls for stochastic
jump processes, SIAM Journal Control,
Julio 1979.

Nyl
g

o
LanIoTRC S





