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INTRODUCCION

En esta Memoria nos ocupamos principalmente de la estructura
Yy propiedades isomorfas de subespacios para una amplia clase de
espacios de funciones medibles o de sucesiones denominados espa-
cios de Musielak-Orlicz ( [Mu], [Mu-0] } 8 también modulares en
la terminologfa de ([wo,] ,[L-T,] .

Dados dos espacios funcionales E y F , el estudiar si existe
O no un subespacio cerrado de F que sea isomorfo a E es un proble
ma clisico del An&lisis Funcional. El propio Banach ( [Ba] , Cap.
XII ) inici6 el estudio de este problema, denominado de la "dimen
sién lineal®, para los espacios LP([0,1]) y t9, y a partir de &1
se ha originado un gran desarrollo de la Teorfa (véase p.e. [P1]).

A pesar de que los espacios LP poseen propiedades intrfnse
cas muy notables (p.e. son primos, es decir isomorfos a sus subes
pacios complementados, y su base canfnica es simétrica y equivalen
te a todas sus bases blogue), no se conocen caracterizaciones de
los espacios de Banach que contienen una copia isomorfa de P sal
vo en casos muy concretos. Asf, James determina ( [Ja] ) cuando
un espacio de Banach con una base incondicional posee una copia de
c, 6 zl en términos de propiedades de la base (acotadamente com-
pleta o reductora).

En el marco de los espacios de Orlicz de sucesiones, Lindens-
trauss y Tzafriri caracterizan los espacios P que pueden sumer-
girse en un espacio de Orlicz de sucesiones 2? prefijado en térmi
nos de los Indices asociados ay ¥ BO (en el caso no convexo Kalton
[k,]1 ). ast, 1? contiene una copia de 2P si y solo si ay <F <
<By - Introduciendo subconjuntos de c([0,1]) relacionados con
(Eyy1 ¥Cya™ 53(80,1) ), también Lindenstrauss y Tzafriri carac-
terizaron las copias isomorfas de ¥ en un espacio ¢ y probaron
la existencia de espacios de Orlicz de sucesiones que a pesar de
contener copias de ¢P para p variando en un intervalo, no con-
tienen ninguna copia complementada de 2P, Esto Gltimo denota
que la estructura de los espacios de Orlicz de sucesiones es més
compleja que la de otros espacios "cldsicos" de sucesiones, como
los de Lorentz d(w,p) en los que siempre se tiene una copia com
plementada de 4P (v8ase [L-T,]).



II.-

La clase de los espacios de Musielak-Orlicz fue introducida
por Musielak y Orlicz ( [Mu-0] ) y Nakano ( [Na] )  representa
a una amplia coleccién de espacios modulares abstractos en el sen
tido de Nakano ( [Na] ) via el Teorema de Drewnowski-Orlicz ( [Mu],
[w,] ). Los espacios de Musielak-Orlicz de sucesiones M engloban
varios tipos de espacios de sucesiones como los de Orlicz ¢
(r-1,])de Orlicz de sycesiones con pesos 2¢(wn) ( [0}, [wa] ,
(H,]), de Nakano ¢ " ( [si] , [(Na]) ., de Rosenthal X
( [wo,] , [L-T5) ) etc ...

El estudio de subespacios de los espacios modulares de suce-

P.Xr.,w

siones es m&s diffcil y complicado que el de los espacios de Orlicz
de sucesiones (véase [Wo,] , [L—T4] ), debido en parte a que la ba
se candnica es una base incondicional no simétrica.

Uno de los problemas tratados en esta Memoria es determinar
si en espacios modulares de sucesiones vectoriales IM(E) pueden
"separarse” las copias de £P. Mientras que para los espacios de
funciones vectoriales no es en general cierto (p.e. para P9
con 2<p<q =~ [Ra], [L-T;] -) se alcanza un resultado afirmativo
para F-retfculos de sucesiones vectoriales localmente acotados y
orden continuos ) (E) incluyendo este marco a los espacios de Mu~
sielak-Orlicz ae sucesiones vectoriales cuya estructura es diferen
te del caso escalar.

Una segunda opcién ante los problemas anteriores consiste en
suponer que el espacio de Banach E es un retfculo de Banach y es-
tudiar entonces las propiedades Riesz-isomorfas (p.e. contener una
copia Riesz-isomorfa de 2P) de los F-retfculos A (E) o gM(E)
correspondientes. Esta forma de considerarel tema estd en la linea
de los trabajos de Zaanen, Class, Wnuk etc... ( [2], [wlj . [c~z].

El estudio de los subespacios de espacios de Orlicz de funcio
nes L¢ , fue iniciado por Lindenstrauss y Tzafriri (v€ase tambien
(Wil y [3-m-s-T] ) y presenta mayores dificultades que el caso de
sucesiones. En particular , es interesante determinar que espacios

2P son isomorfos o no a subespacios complementados de un espacio
de Orlicz L ¢([0,1]) prefijado. Uno de los objetivos de esta Memoria
ser8 probar que la solucién en algunos casos se reduce a p=2. Es
bien conocido que utilizando las funciones de Rademacher podemos su
mergir ¢2 de forma complementada en cualquier espacio de Orlicz
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reflexivo L® Lo,1]) ¢ [z-13).

Al considerar los espacios de Orlicz de funciones L¢ (Eo,lj),
es importante estudiar los subespacios generados por una sucegidn
bdsica formada por funciones caracteristicas disjuntas. Estos su-~
bespacios, complementados si ¢ es convexa, admiten una represen-
tacién mediante espacios de Orlicz de sucesiones con pesos de su-
ma finita 2°(wn). Por ello, un objetivo mi&s de esta Memoria es
establecer cuando dichos espacios son isomorfos a espacios de Or=~
licz de sucesiones lwy en particular a 2P, y la relacién con los
subconjuntos E: y C‘; de funciones de Orlicz introducidos por Lin
denstrauss y Tzafriri. Recordemos que un espacio de Orlicz conve=
xo de funciones L® ([0,1]) tiene una copia de un espacio de Orlicz
de sucesiones &%, generada por una sucesifn b&sica de elementos
disjuntos si y solo si ¢ es equivalente auna funcién de C% ; si
ademis ¢ pertenece salvo equivalencia a E: , la copia es com-
plementada.

El Gltimo problema planteado aumenta en complejidad si susti-
tuimos los espacios de Orlicz de sucesiones con peso por otros es~
pacios modulares de sucesiones, debiendo particularizar a espacios
de Musielak-Orlicz concretos como los de Nakano ( [Na] , [si]).

A continuacién resumimos los contenidos principales de cada
uno 'de los cuatro capftulos en que se divide la Memoria.

En el primer Capftulo se determinan condiciones necesarias
y suficientes para que un F-retfculo de sucesiones vectoriales
A(E) tenga una copia isomorfa de 1p, para 0<p<%®,0de cg.

Si ) es un retfculo de sucesiones escalares localmente aco
tado dotado de una F-norma 0 orden continua y (E, || || ) es un

espacio de Banach entonces A(E) es el espacio de las sucesiones
vectoriales (xn): tales que (llxnll); € ), provisto de la F-nor
ma definida por o ((iixnll); ). Los espacios de Orlicz %(E),de
Musielak-Orlicz zM(E) y de Lorentz d(w,p) (E) de sucesiones
vectoriales quedan incluidos . , entre otros, en esta definicién.
Imponemos a E, en una primera aproximacifn que posea una ba
se incondicional con lo que elespacio de Musielak-Orlicz de suce
siones 1"(E) tambien la tiene. Entonces utilizando la caracteri
zacién de James de los espacios con una base incondicional que

poseen una copia de €, © 11, se determina cuando el espacio

2"(5) tiene una copia de Cco 0 de 21.
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A continuacibén, estudiamos las copias isomorfas de 2P para
p arbitrario en A(E) , mediante técnicas de perturbacién de ba-~
ses. Asi, establecemos que para espacios de Banach arbitrarios E
las copias de P Yy ¢, en A (E) se pueden separar; es decir
A(E) tiene una copia isomorfa de gp si y solo si ) o E tiemen
una copia de LP. Su demostracién se basa en que un subespacio
cerrado de ) (E) es isomorfo a un subespacio de E @ .?! ® E para
algGn j o contiene un subespacio isomorfo al generado por una ba-
se bloque canfnica de A . Se dan luego aplicaciones a los casos
concretos de espacios de Orlicz y de Musielak-Orlicz. En particu-
lar, la separacién de copias de c, en lM(E) mejora un resultado
de Kaminska ([Ka] ).

El resto del Capitulo se dedica a obtener otras propiedades
isomorfas de los espacios A (E). Asi, utilizando un resultado
de Raynaud ( [Ra] ), se prueba que aunque el espacio de Orlicz de
sucesiones £¢(l°) posee las mismas copias de L P que 1*, di-
chos espacios no son isomorfos. Mds aln, en un caso muy general
el espacio lﬂlw) no es un espacio de Orlicz de sucesiones escala
res.

En el seqgundo Capitulo , estudiamos propiedades Riesz-iso
morfas de los espacios ME) y zM(E) cuando E es un reticulo de
Banach.

Si E, designa el mdximo ideal de E en que la norma es orden

continua, se tiene que JLM(E)a = hM(Ea) donde hM= 12 . Se deduce
entonces que el espacio QM(E) tiene una copia Riesz-isomorfa
de 17 si y solo l" o E la tienen. A continuacifén supo-

niendo que l" sea un espacio de Banach damos condiciones

suficientes para que la norma de Luxemburg canbnica en

N
QM(E) sea de Fatou y para que el espacio £"(E) posea la propie

dad de Levi ( vease [(Al] ). Esto permite conocer que espacios
£M(E) poseen copias Riesz-isomorfas de c¢g o gl y en particular
por un resultado de Niculescu ( [N] ) copias complementadas de 21.
A continuacién probamos que los subretfculos X separables,
0 -orden continuos y no ¢ -Levi de un retfculo de Banach Y que
sea 0 -Levi, no son complementados. Aplicamos este resultado a
la situacibn de los espacios hH(E) Y LM(E) cuando h"# 1“ es decir
M no verifica la condicién 4, generalizada ( [Mu]). u
En la parte final, se caracterizan los ideales de h"(E) y
ca Aatarmina mw alafin ideal de h'(E) es isomorfo a 2P si y solo si



n™ o E poseen wnideal isomorfe a 2P.

En la primera parte del tercer Capitulo se considera una
clase importante de espacios de Musielak-Orlicz, la de los espa
cios de Orlicz de sucesiones con pesos Eo(wnl donde Wi 0, &
w,*>= ([p], [wa], [Hlj ¢ +..). Nuestro prop8sitae es, fijada
una funcibén de Orlicz ¢, analizar los espacios de Orlicz de su-
cesiones oY (en particular los espacios 2P) que pueden ser re
presentados 1somorf1camente como espacios de Orlicz de sucesiones
con pesos l (w ) para 2 wn< = , En esa situacién , zw se obtie
ne como subespacio del eépac;o de Orlicz de funciones LQ([O 1]),
siendo ademds complementado cuando nos restringimos al caso de
funciones de Orlicz convexas ¢ .

Se establece que, dado 0 <p < =, el espacio P es isomorfo
a un cierto 1¢(w ) con 2 W< o ( y decimos que ¢ txene la pro
piedad WP en = ) siy soio si existe una funcién F € E’ tal
que F es equivalente a tP en 0. Esta caracterizacién es valida
tambi&n para espacios £¥ cuando el conjunto E ; no contieéne fun~
ciones convexas en un entorno de 0, A continuacifn , estudiamos
el conjunto ?: de los nfimeros reales p > 0 tales que ¢ tiene
la propiedad WP en =, dando ejemplos de funciones ¢ sin varia-
cibén regular para las que P; es todo el intervalo [uz ' 8;]
(posteriormente se probar& que P; puede ser tambi&n vacio o no
conexo ). Se muestran varias condiciones analfticas sobre la fun-
cibén ¢ que aseguran la propiedad WP en = como 1lim -—%—§§l=p.

Los resultados obtenidos para espacios de or1¥cz de sucesio
nes con pesos £¢(w ) no se extienden directamente a otro espacios
modulares de sucesiones. Sin embargo, si 2 es un espacio de
Musielak-Orlicz convexo tal que M = (¢n)1 verifica la condicibn
Az-uniforme, introducida por Woo, se dan condiciones suficientes
para que e i tenga una copia Riesz-isomorfa de un espacio de Or-
licz % o una copia isomorfa de algin espacio LP, Esto se efec
tGa introduciendo un conjunto convexo de funciones de Orlicz in-
cluido en C( [0,1] ) y relacionado con las funciones ¢  .Cuando
en particular consideramos los espacios de Nakano de sucesiones

épn) se obtienen condiciones necesarias y suficientes para que
un espacio 2P este contenido isomorficamente y completadamente

en Pl
El Capftulo concluye estableciendo relaciones entre los espa
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cios modulares de funciones y de sucesiones en el sentido siguien
te:todo subespacio cerrado de un espacio modular de funciones
convexo LM( [0,1] ) posee una copia isomorfa de un espacio modular
de sucesiones 1 y en particular de algin P, utilizando un re-
sultado de Woo ( EWO ] ). Asimismo se dan condiciones suficientes
para que un espacio de Nakano de funciones Lp(t) tenga una copia
isomorfa de ¢P,

En el cuarto y Gltimo capftulo se introduce la clase de las
funciones de Orlicz minimales, a las que se asocian los correspon

dientes espacios de sucesiones y de funcxones minimales: &9 1°(w )
y L? ( [0,1] ). E1 comportamiento de estos espacios resuélve algg
nas cuestiones planteadas anteriormente y muy especialmente en lo
que hace referencia a la existencia de subespacios complementados
isormofos a £F.

La idea para la introduccién de estas funciones de Orlicz mini
males usconsiderara E$ L como subconjunto de C( [0, =) dotado
de la topologia compacta-abierta. Una funcién minimal es aquella

que verifica E’ E:'I ¥ ye E: 1 * Adem&s de comprobar su

1 =
existencia se Zstablece la relacién’con el concepto dado previa-
mente por Lindenstrauss y Tzafriri en [L—T4] para espacios de su-
cesiones ¥ Yy ¢ convexa. *

En una primera parte del Capftulo se obtienen diversas propie
dades de las funciones minimales sin hacer referencia a los espa-
cios que generan y que serdn utilizadas posteriormente, Por ejem=-
plo, si ¢ es una funcibén de Orlicz minimal entonces E; = E;,l’
= E¢'1 =E, vy los indices de la funcibén en el 0 y en el = coinci
den (a: =q, y B®=B_ ). M&s aln mientras que en el caso general
si y € Ef entonces [ of, 87 ] c [af ,85 ] aqul los Indices
de las funciones de E¢ son los mismos que los de ¢ . También se
establece la relacién de este concepto con el de conjugada de
Young o el de simétrica de una funcibn de Orlicz.

Los espacios de Orlicz de sucesiones con peso 1¢(wn) para
una funcibén de Orlicz minimal no equivalente a tP no son nunca iso
morfos a 9 P para hingﬁn 0 < p< =». Ademis, si ¢ es equivalen
te a una funcibn convexa o a tP para 0 <'p <1, todos los
espacios £¢(wn) son isomorfos al propic 1° ; en el caso
contrario hay infinitos no isomorfos entre si e incluso no
tienen por qué ser necesariamente isomorfos



VII.~-

a egpaciosde Orlicz de sucesiones zw . En ambos casos, los espa
cios de Orlicz minimales % (wn) y 2% no son localmente az-convg
x0s ( lo que resuelve como consecuencia un problema planteado en
la teorfa de Galbes ( [H,]))

Pasamos después a estudiar los espacios de Orlicz de funcio
nes L% [0,1] ) para ¢ minimal. Por_la relacidn existente entre
los espacios Ly £°(wn) para z w,< @ se obtiene para fun-
ciones de Orlicz minimales convexasique el espacio L%( fo.,1])
tiene una copia complementada de £¢(como ocurre para P con p >1).
Asimismo se ofrece un resultado fundamental sobre la estructura Ee
los subespacios de L¢ ( [0,1] ), para ¢ minimal convexa, que son
isomorfos a un espacio de Orlicz de sucesiones 2¥ ; s1 r*(f0,1]
~tiene una copia isomorfa de zwcon ﬁw>2 entonces existe en Cw'1=
= Co Ew,l una funcién F equivalente en 0 a alguna funcibn de C¢'l.
La demostracibén de este Teorema se basa en el método generalizado
de Kadec-Pelczynski ( [L—TSJ ) y en técnicas de perturbacibn de
bases. Particularizando al caso yt) = tP y analizando la prue
ba del resultado anterior, se obtiene que L | [0,1] ) tiene una
copia isomorfa (resp. complementada ) de L P para p>2 si y solo
si 2%1a posee.

Utilizando ese hecho, resultadcsanteriores ( [L-T,] ) y argu
mentos de dualidad se pruebala existencia de espacios de Orlicz de
funciones L’ ({0,1] ) que no contienen ninguna copia complementa-
da de 2P excepto para p=2. Este resultado constituye una extensifn
del de Lindenstrauss y Tzafriri ( [L-T4J ) para espacios de suce-
siones.

Las notaciones y terminologifa empleadas son las usuales en
los textos de An&lisis Funcional. Las referencias bibliogréficas
se citan de modo literal. En cuanto a las referencia internas, se
remite al capftulo y apartado, omitiéndose el primero cuando se
trata del mismo capitulo.






CAPITULO I

SUBESPACIOS ISOMORFOS A P DE UN RETICULO DE

SUCESIONES VECTORIALES A (E).

-1~



Cemer.zamos este Capftulo precisando algunas definiciones
y resultados hisicos relativos a la teorfa dc hases de Schauder
Yy a los espacios de Orlicz y Musielak-Crlicz de sucesiones y
funciones. los espacios vectoriales que consideramos lo son siem
pre sobre un cuerpo K=IR § (.

@

Una sucesidn (xn)1 de elementos de un F-espacio X ,es decir

un espacio vectorial topolégico metrizable y completo,es una

base de Schauder ( o simplemente una base ) si cada elemento

x€ X se puede representar de forma finica como suma de una serie

- @ @
f \nX, Para una sucesibn de escalares (An)l. Una sucesibn (xn)1

en X es una sucesibn h8sica si y solo si es base de Schauder

de [(x)7] . Dos bases (xn)T de X e (yn)] de Y son equivalentes

si tienen el mismo dominio de convergencia es decir si T Anxn
- 1
conwerge en X. si y solo si I Anyn converge en Y. En ese caso
1

T A x ) =Ly define un isomorfismo topolbéaico de X sobre
1 1 nn

Y. Una tase (xp); es incondicional si para x= I A X la se-
® 1

. A @
rie i nXp converae incondicionalmente. Entbdnces, (x"‘n))1
es una sucesibn b&sica er X para cada permutacifn 1w de los en

-] @
S i acerm. \

teros. Si acerds, las bases (xv(n)‘l y (xn)l son equivalentes
para cualquier permutacibn, diremos que la base es simétrica.
Si una kase es incondicicnal y equivalente a sus subsucesiones,

es subsimétrica. Se tienen las siguientes implicaciones:

base sinétrica == base subsimétrica --sbase incondicional ——p

=3 base de Schauder.

Una base blogque de la base (xn): de X es una sucesibn



b&sica u; definida por

Piyp?
uy = .5 a; X.
j=ny
«©
para alaquna sucesibn creciente (ni)1 de naturales, y escalares
aj @ XK .Caracterizaciones para los diferentes tipos de hases asi
como propiedades grnerales de los F-espacios o de los espacios
de Banach que poseen una base de Schauder se hallan en los tex
tos de Marti { [M] ), Lindenstrauss y Tzafriri ( [L-T4] ) ¥ Ro

lewicz ( [R] ).

Una funcibén de Orlicz es una funcibn ¢ de (0, =) en

EO.GD ) no decreciente, continua a la izquierda en (0, ®)

y continua en 0 tal que ¢(t) >0 si t>0y ¢(0) = 0.Salvo

mencién expresa suponemos pues que no es degenerada (es decir

no nula en un entorno de 0 ni tomando valores infinitos).

Diremos que ¢ cumple la condicibn Az 8 condicibn Ay en
[0, =) si y solo si existe K > 0 tal que ¢(2t) < K¢ (t) si t>0.
Si la desiqualcad anterior se verifica para t 2 t,>0 (respecti
vamente t < t,), diremos que la funcibn ¢ cumple la condici8n
A2 en * (respectivamente en 0). Dos funciones de Orlicz son
equivalentes & equivalentes en [0, ©) (respectivamente en * ,
en 0) si y solo si existen K,s > 0 tales que K-l w(s-lt)i

< 9(t) < K y(st) para todo t > 0 (respectivamente t > to,t <to).

Lo denotaremos por ¢ (respectivamente ¢:W , b v)e



Una funcibn de Orlicz es p-convexa (respectivamente p-cén
cava ) para alain 0 <p < =« si y solo si la funcién ¢(t1/p)
es convexa (respectivamente cbncava). Estas propiedades pueden
definirse tambié&n en un entorno de 0 6§ de ® . Los Indices de
una funcién ¢ en 0, inferior &, y superior B,([L-T,] Lx, D

estin definidos por:

ay = supl p > 0: sup 0Lt .
A, el o ()eP
(1)
By = inf{ p > 0: 1inf (Xt)>0}

A, el 6 (P

¢

De la misma forma se definen los indices en w,a; Yy B8

P
(!‘; = sup {p > 0: sup .—Q_(Mt_ < o )
A,e21 (At)
(2)

P
By = infl p > 0: inf —ME 45y,
L2l s o
Una funcibn de Orlicz ¢ cumple la condicibn A, en 0 (reg
pectivamente en ® ) si y solo si B¢<°° (respectivamente B:<w). La
funcién ¢ es de variacibn regular de potencia p en 0 (repecti

vamerte © ) si y solo si lim 20t (respectivamente lim Qllﬂ)
0 () 5= ¢ (1)

es d& la forma tP en un entorno de 0 (respectivamente de e). En

ese Caso uo = B0 = p (respectivamente a; = B; = p ). Las defi
niciones (1) y (2) coinciden con los Indices definidos por Matus
zewska y Orlicz en [M-0] (véase [M1] pag. 20). Los Indices de una

funcién de Orlicz, por ejemplo en el 0, estin determinados también

por :



a; = sup fa =1lim Lptle) : ¥ es derivable y ¢ X ¢ )
v T30 w(t)

B¢ = inf { bw AT -tu (t) t ¢ es derivable y ¢ A ¢}
0 y(t)
Obsérvese que en general a, # ag y b¢ # a¢(véase por ejemplo

[M1] , Fjemplo 10 ).

Si ¢ es una funcibn convexa , definimos su conjugada de

Young ¢* por:

¢*(t) = sup { ts = ¢(8)}
0<g<=

La funcién ¢* es convexa. Adem&s () *)*= ¢, Los Indices
de una funcibn y los de su conjugada est&n ligado por la si-

quiente relacibn:

1 +-F1-.=1 y _Tal +—1—=1
a'q; J ¢ BQ

Si M= @rﬂ: es una sucesién de funciones de Orlicz deci
mos que M es una funcibdn de Musielak-Orlicz definida sobre

h 254 [0, ) , Fl espacio de Musielak-~Orlicz de sucesiones 1“

((Mu] , [Wwo,] ) es el espacic vectorial de las sucesjones esca

lares x = (xnfz verificando que:

o |
m (—x—) = L ¢n( _Si) < ™
s 1

para algfin s> 0, zoa la topnlorfa inducida pcr la F-norma:



| x|l y = inf (s> 0: w(3-)< s} .

Fn el subespacio separable h'l= {(xn): e M m(—%—)<°:

o
ys> 0 } de ¢ M, los vectores canénicos (en)l (que en los espa
i n)
cios de sucesiones identificamos com los vectores (0,...,1,0,
r+++)) forman una base incondicional. Si 4n=0 vn=1,2,... Ob~-

tenemos los espacios de Orlicz de sucesiones ¢ Y h® . rLa su-

cesibn (en): es una base simétrica de h® . si ¢(t)=tP , obte-

nemos los espacios de sucesiones ¢P para 0<p<o .

Una condicibn necesaria y suficiernte para que LM=hM es

-

que ™ cumpla la condicién 4y generalizada esto es que existan

§,K >0 y una sucesién I a < = tal que si 0 i°n(t)<5 enton

1
ces:
¢p(2t)< K o (E) + a
para n=1,2,... De la misma forma 2¢= nt si y solo si ¢ cum-

ple la condicién Ay en 0. 8i l”#h” entonces el espacio zM

(resp. hM) tiene una copia isomorfa de la(resp. co).

En el estudio de las propiedades isomorfas de los espacios
de Orlicz y de Musielak-Orlicz pueden afiadirse hipStesis adi-
cionales sobre el comportamiento de las funciones de Orlicz
sin perder generalidad. Por ejemplo suponer que los espacios
estér cenerados por funciones derivables estrictamente crecien
tes. Tamhién podemos admitir implicitamente que 0n(1) =1,
vn=1,2,... Fn efecto, si ¢,(b )=1 y definimos y  por wn(t)=

= ¢,(b t), ¥ >0, entences y,(1)=1 y el operador T((An);)-



(v )

= (an n)1 define un isomorfismo topoléagico de ¢ N sobre
g(on)

Si M y N son dos funciones de Musielak-Orlicz entonces
=2 en sentido conivntista y topolbgico si y solo si My

M son equivalentes en sentido generalizado, es decir existen
6,1{1, Kyr K3, K, > 0 tales que:
0 < ¢zn(t) < 8 Sy (B) <Ky ¢n(x2t) + a,

05 ¥ (t) <8 g () <Kyy (Kt) + b

- -]
para fa <=V T bp< © . En el caso de espacios deOrlicz
1 1 )
0
L 2“’ si vy solo si ¢ v ¢ y si solo si las bases canbnicas de
[ 14
h Yy h son equivalentes.

Si las funciones "n son convexas para cada natural n dire

mos que M es una funcidn de Musielak-Orlicz convexa. En ese ca-

so 2 " es un espacio de Banach cuya topologfa viene definida

por la norma de Luxemburq que denotaremos igualmente por || ||y:
w @ l xn | <
Kxp)y |l = Lnf{s>0 )ion( =)< 1)

Si M es una funcibn de Musielak-Orlicz convexa, entonces
el dual de n" es canbnicamente isomorfo a zM* siendo M*s(ﬁ):
la funcibn de Musielak-Orlicz formada por las conjugadas de
Young de las funciones componentes de M. En particular (h¢ ) N
%lw'. Ademas, el espacio £¢ es reflexivo si y solo si 1 < a4 <

iﬂc, < o,



Un F-espacio X es localmente acotado (resp. p-convexo pa

ra 0 < p < 1) si pesee una base de entornos de 0 acotados (res
pectivamente p-convexos).La topologia de un espacio localmente
p-convexo puedc feterminarse por una p-norma ( ER],pag.SO). El
teorema de Aoki-Rolewicz nos dice que un F-espacio es localmen
te acotado si v solo si es localmente p-convexo para algGn O <

$ es localmente acotado si @,>§

¢
Yy localmente p-ccnvexo si y solo si ¢ es equivalente en 0 a una

< p < 1. Un espacio de Orlicz g

funcibdn p-convexa(Teorema de Mazur-Orlicz, vease p.e. [R] pag.

116).

Fn un contexto mds general pueden definirse los espacios
de Musielak-Orlicz LM(Q,E,u) siendo en este caso M una funcibn
de Musielak-Orlicz definida sobre 0 x [0, =) ( [Mu] , [Hu-OJ).
Si u es la medida discreta en 1 oktenemos los espacios de
Musielak-Orlicz de sucesiones y si p es la medida de Lebesgue
en [0,1] (resp. en [[0, ®) )obtenemos los espacios de Musielak-
-Orlicz de funciones LM™({0,1]) = t™ (resp. tM( [0~)) ). Los
espacios de funciones que consideraremos con mayor amplitud se
r&n los de Orlicz I? (Co,1D = P . Mas concretamente, el espa
cio r? (resp. ﬂ% ) es el de las funciones escalares y -medi-

bles (siendo ¥ la medida de Lebesgue en [0,1] ), con la igual

dad en c.t.p., tales que
1
ato <[ o L) aec s
J o0

para algGn s> 0 (resp. para todo s > 0). Fl espacio L¢ esti
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dotado de la tcpolegia inducida por la F-norma:

£
“f ||F=1nf{s>0.m(—s—)£s}
El subespacio cerrado Lg coincide ccn L¢ cuandd ¢- veri

fica la condicibén A2 en ®, El espacio L¢

es localmente aco-
tado si y solo si u'; >0 y localrente p-convexo si ¢ es equiva
lente en «» a una funcién p-convexa. Si ¢ es convexa, el

dual de Lg es canfnicamente isomorfo a L. Mss aGn, el espa-

¢

cio L es reflexivo cuando 1 <a$ < By < w .

En la terminologla de diversos autores { [Mu-0] , [w<ﬁ] ),

1cs espacios de Musielak-Orlicz se denominan espacios modulares

(una acepcifén mis general de este concepto puede encontrarse en

[mu] 6 [R] ).

Fn este capftulo por 1 designamos un subreticulo solido
e W r-FFN, dotado de una topologfa vectorial que hace a A
un P-retfculo. Fs decir en A est& definida una F-norma (de

@ a
Riesz) p que verifia para a = (xn)1 , b= (yn)1 € w que

IxnI A |yn| ¥n €N - |2 € w

re w o (a) <p(b)

Como ejemplo de espacios de sucesiones A podemos citar

los espacios de sucesiones de Lorentz ( [L—?4] 4d) y los ya
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definidos de Musielak-Orlicz gue incluyen los de Orlicz, los de

Rosenthal X, = ([L-T,], [Wo] ) y los de Nakano ( [WT) ,
(véase también [K5_ y [K-G] ).

Suponemos siempre que el retfculo X es localmente acota-
do es decir que la topologfa estd definida por el p-funcional
de Minkowski de un entorno sb§lido, p-convexo y acotado de 0 pa
ra algin 9 < p < 1. Para los espacios de Musielak-Orlicz de
sucesicnes hM condiciones concretas que garantizan que es lo-

calmente acotado aparecen en [T3].

Fl espacio ) es orden continuo cuando para cualquier su-

cesibn (ai)1 en A se tiene que:

lajnl; 0, ¥nemw.__ lir ai=0 en A .
o
si (R,]] ]|} denota un espacio de Banach arbitrario, consi

deramos el espacio de sucesiones A(E) con valores en E defini
do por:
N

A(E) ={ (x0] €ET: (% ||F) € a0} ((1))

y dotados de la F-norma natural:

ol (xp), ) = ol x| V1)
En particular si ) es un espacio de Banach también A(E) lo

es. Para ) =1 M o hM, obtenemos los espacios de Musielak-Or-

lic: de sucesiones vectoriales, () Yy hM(E).

Estudiamos primero propiedades generales de A(E):
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1. Proposicibn.

Sea E un espacio de BRanach. ®Entonces:
1.1. 71 espacic A (E) tiene copias complementadas de A y de E.
1.2. 8i X es orden continuo, entonces 1 (F) es separable si

Yy solo si F lo es.
Demostracidn.

1.1. Sea u un vector unitario de E. Entonces por la defini-

cibdn ((1)), se tiere fpara (An)"; ex ™ que:

(Xn): el si v solo si ( Anu)z e A (F)

De esta forma , la aplicacién T de) en ) (F) dada por
T ( (Xn); ) = O, u)? define un isomorfismo de A sobre T(). La
copia de A es complementada. En efecto, si P es una proxeccidén

continua de E sobre [u] = I u entonces:

S({x)7 ) = ( Plxy) )]

para (xn)z € X (F) , define una proyeccibn continua de XE)

sobre T ). Fl resultado para FE es inmediato.

1.2. Supongamos oue (xn):‘ es una sucesidn densa en E. Sea
a= (an)TF A(F). como (0,...,0, |la]]| » Hanﬂ_H rees ) 40 ¥y A

es orden continuo, existe n(e) tal que:

p (a - (al,...,an(e),o,...)) =n ((OI-OOIOIIIant )+1“v~-))<
€

<=7



Ahora bien, al ser (xi)T denso en Ey ser E o %) e

isomorfo a f(“l""'“n(e)")”'0"") iy e E} CA(E), exis

ten x, ,...,% tales que:
i1 inte)

reserXy 40,00.)) < —%—

plag,ees,a
! n(e)

!,0,...)-(yj

n(e 1

En definitiva p(a - (xi rese Xy ,0,...) )< ¢ . Por tanto
1 n(e)

A(F) tiene un conjunto denso indexado por N y-es separable. ///

Considerames a continuacidn espacios de Musielak-Orlicz
de sucesiones vectoriales E"(E) cuando M es una funcidn de Mu

sielak-Orlicz convexa y F posee una hase de Schaudef.

2. Proposicién.

Sea E un espacio de Banach con una base de Schauder (resp.
incondicional) y M una funcién de Musielak-Orlicz convexa. En-
tonces, el espacio hM(E) posee una base de Schauder (resp.

incondicional).

Demostracibn.

si (xi): es una base de Schauder de E, denotamos entonces
a (0,...,xij),0,...) por xij' Las combinaciones lineales de los
elementos x., son densaa en hM(E) con la misma demostracibn
que en la Proposicifn 1.2. Sea ahora & la constante base de

L
(x;), y supongamos s > 0. Se tiene entonces , si M=«¢n):) que:
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r kn r kn
L oo (sl z Ay x||)c¢ 1z ( sallf £ 2
‘ asl R =1 i e £ ¢n I ta1 in Xg +
" : I > I
+ I A x.11)) + ¢ (st || Z A x ),
1, 1l nlpey o0 fop 1 4

i=k_+1
n

Y por tanto que:

k
r
Il (}I:‘Hi Ryreoon T Ay ¥,0,00 0] <
1 " 1 r M-
“ h1 hm
<afjf(Z A X peoey L A X, 104ees)
L RE Iy

Del criterio 1.a.3 de [L-T,] se deduce entonces que (xijf; j=
g , 3=
es una base de Schauder de hM(E) (consideramos la ordenacibn

convencional 11,12,21,22,13 etc ...).

Svrorcamos ahora que la base (xi); es incondicional. Re-
cordemos que una base es incondicional si son base de Schauder
cada una de sus permutaciones. Efectuemos una reordenacién de

®
(xij)i,jal‘ La sucesibn obtenida as!i es total y es base pues,
para s >0y Fn,FA,L,L‘ subconjuntos finitos deIN con FnC Fé

Yy LAL' = § se tisne que:
T oo (s | £ A, x|[) < I o (sBIlI A x| +
liep in 1l < ner " in 71

n = 0
n€L ier n

siendo B8 la constante base incondicional de (xi): ( B> a). En

definitiva, (xij): ec una base incondicional con la misma



-14-

constante base ircondicional que (x;),. ///

Una base (xi): de un espacio de Panach F es reductora
si los funcionales biortogonales (x;): de (xi): definidos

por:

X3 () = 51 vi,s =1,..

forman una base de Schauder de E'. Una base (xi): es acotada-
mente completa si para cada sucesién de escalares (Xi)? tal
que supl| ? Ay yi“ <= la serie T A x; converge.

n 1 1
Necesitamos la siguiente caracterizacién,(vease‘[Ka]). del

dual de un espacio de Musielak-Crlicz de sucesiones vectoriales
h"(E) rara una funcidn de Musielak-Orlicz convexa :si E' es el

dual de E y M* o3 la conjucada de Young de M entonces hM(E)' X
X z"*(P'). Mis corcxretamerte si z € hM(E)', existe (ynfl e

e 11.(“') tal que:

) . M
z((X))) = ﬁ yn(rn) ¥V (x,), € h'(E).

3. Proposicidn.

«®

fea F un espacio de Banach con una base de Schauder (xi)1

Y M una funcibn de Musielak-Orlicz convexa. Si las bases de F
V4 n™ son reductoras (resp. acotadamente completa), entonces

la base canbnica de hM(E) lo es también.

nerost.racibr.

Si las hases de E y ™ son reductoras, entonces E'=£(xi){]
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Y (hM)' P QM*. M donde'M*=(¢;); es la funcibn de Musielak-Cr
licz formada por las conjugadas de Younqg de las funciones com-
ponentes de M. Utilizando la caracterizacibdn del dual de hH(E)
Yy siguiemdo la misma notacidn que en la Proposicién 2., se ob-

tiene asf que:

[ixgy3,4e] 2 0 Q7D = 0" @n= M En vae)

Por tanto la base candnica de hM(E) es reductora.

Suponcamos que las bhases de F y hM sean acotadamente com
pletas. Entonces por la Proposicién 1.h.4 de [L—T4] s Se tiene

que:

Consdira ey Ta®

Yy por tunto:

€ ogp Sy DA "L aplInty e .

Utilizando de nuevo el criterio [L-T4] (pag. 9) se sigue que

1a base candnica de hM(E) es acotadamente completa. ///

4. Corolario.

Sea F un espacio de Banach con una base incondicional y M
una funcidn de Musielak-Crlicz convexa. Entonces, el espacio
h"(E) tiene una copia iscmorfa de é(resp. co) si y solo si

E 6 h™ 1. tienen.
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Demostracidn.

Una de las implicaciones es inmediata por la Proposici8n
1.1. Supongamos ahora que el espacio hM(E) tiene una copia de'
ll(resp. co) ¥y que ni E ni hM la poseen. Entonces por un resul
tado de James ( [Ja] , (z-7,] pag. 21-22 ), las bases incondi-
cionales de FE y hM son reductoras (resp. acotadamente completas).
Por la Proposicidn anterior esto implica que la base canbnica
de hM(E) es reductora (resp. acotadamente completa) y con-=
tracdice que ll(resp. co) es isomorfo a un subespacio vectorial

de W(EY. 17/

Fn particular, se deduce de aqui por el Teorema 1.c.13 de
[L—T4] vy en las hipbStesis del Corolario el siguiente resultado

conocido: hM(E) es reflexivo si y solo si hM y E lo son.

Mejoraros a continuacidn el resultado anterior, caracteri
zando en un contexto mds general los reticulos de sucesiones

vectoriales cue contienen una copia isomorfa de Co © P,

Concretamente, consideramos desde aqui un reticulo ) de su
cesiones escalares orden continuo y localmente acotadc cuya to-
poloafa est& inducida entonces por una p-norma de Riesz ||Hp.
si (F, || |]) es un espacio de Ranach, la F-norma de Riesz en

ME) est8 definida aquf pcr:

” (xn)l” n = ” I”Yn “ )]_. ”p

para x=(xnf1 f A (F). Necesitamos el siquiente lema que es una
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versibn del Teorema 9.4.5 de [H] para sucesiones b&sicas:

S. lema.

Sea E un subespacio cerrado de un F-espacio (G,]| || }.si
(xi)? es3 una base de Schauder de F e (yi)i es una sucesibn
en G tal que para algln 0 < a < 1:

n n
Iz a,tx; - v |l <allz a,x (1)
S = T

para cada natural n y cada (al,...,an) e Rn, entonces (yi)1

es una base de Schauder de E(yiflj emivalente a (x;)7.
Demostracifn.

De la relacién (1) se obtiene vara n <m aplicando la de

sigualdad triangular que:

m m , m
(L- ol zax|l<]| £ay;||< (L+a)]| £ a;x;](2)
i=n iti 2 | jmp 1 1'1_ jon ¥ i

Definimos entorces el operador S de [(xiflj en G por

;:n m
S a;x, ) = I
i=p 1 i=

4"
ce .que S determinado por:

a;y; - Por las desigualdades (2), se dedu-
1

© ©
} =
ST A i aiyy o«

n
€s una extensibn lineal continua de S a E. En efecto (¢ °1Y1);=
i=1

es una 3ucesibn de Cauchy en el subesvacio cerradoE, que con-

o @ < a
verqge a E ay;. Por otra parte si (iil ai xi)j=1 converge a 0
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entonces par €> 0 existe un natural j(e) tal que:

>3
r aj x|l ¢ —m
I =y 174 (1 +a)

©

para j >3j€) y por tanto || I ag yi||<€ para J 2 j(¢).
® w  ®=1
En definitiva, ( I ai yi)j=l converge a 9., M&s aln, la aplica
i=1

cibn ? es inyectiva y su rango es cerrado. Utilizando enton-

ces el teorema de la gr&fica cerrada se concluye que E es un
«©

isomorfismo topoléaico que transforma la base (xi)1 en la ba-

se equivalente (y;), de C (yi); 1. 727

6. Proposicidn.

Si Y es un subespacio cerrado de A(E), entonces Y es iso
morfo a un subespacio de E @ .5?.. ® E para algfin natural j o
contiene un subespacio isomorfo a un subespacio generado por

una hase bloaue de la base canbnica de X .
Demostracidn.

Suponemos sin pérdida de generalidad que las proyeccio-
nes m, de ) sobre las diferentes coordenadas son todas no ny
las. En las condiciones impuestas al F-reticulo 1\, tanenos
que la sucesibén de vectores unitarios (en): es una base de

Schauder de A (véase por ejemplo [M], Teorema 9.5.2 ).

Sea P, la proyeccién natural de \ (E) sobre E & f?. ®E

j

definida por:

Pj((xl,...,xj,xj+1,...,xn,...))=(x1,...,xj,0,...)
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para x=(xn): e) (E). si P es un isomorfismo para algGn j,

Iy
entonces claramente Y es isomorfo a un subespezcio de E @ 5?.
..« & E. Supongamos que esto no ocurre. Si (Ej): es una.sucg

sién de escalares positivos tal que I Ej< —%— » entonces pa
1

ra cada natural j existe xj € Y con ||xj”p = Mj) rj y

”Pj(xj)”p < ejrj. En efecto, si Pj no es inyectivo, esto es

obvio., Fr el otro caso, la inversa de Pj no es continua. Por
Y

tanto, existe un entcrno V de 0 en Y tal que para cada entorno

W de 0 en Pj(Y) existe un vector X5 # V pero con Pj(xj) e W,

Consideramos y_.=( 1 ) %, de forma que ||y | =1
3 n/? 3 b I
b

¥ IIPj(yjﬂl <S4 X3 % e . Ahora bien, como:
P " j
J
1l -« 1 < “ YI - Pl(Yl) ”p <1+ ell

se nuede encontrar por la orden continuidad de A, un entero

jz > j1 = 1 tal que:

- 2€e, < P ) « P, <1 + 2¢
1 1 < | 3,71 3, Y1) [ 1

2
Iterando esta construcci8r. , obtenemos una sucesidn (vk)1

definida por:

>
o) 0 si iijk 6 1 Ige1
ﬂivk

KR CTUNE LIS S

y que satisface:
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1 -2 < 1+ 2 -
Cjk lIVk"p < Cjk 4 !lvk ij||< zcjk
El subespacio cerrado [(vk);j de A(E) estd& caracterizado

entonces por:

[(vk)fj ={ { avy 200, Jag| fmptvy) Il ..., Jag g, (v

]azll|1j2+1(vz)“:-.-) ex }

Por tanto los vectores (vk); forman una base de Schauder de
[(vk);_] (aplicando el Teorema 9.5.2 de [M] ), que es equiva-
lente a una base bloque (wk);_’ de la base canbnica de X defini
da por:

0 si i3, 6 1> 3.,

ﬂi(wk)=
. |
:hi(yjk)ﬂ si 3,1 Sy

porque ambas tienen el mismo dominio de convergencia.

Finalmente, veamos que si uk=yj entonces [(uk); ] Y
k

C (vk);j son isomorfos. En efecto, como Ilkap >%_ y

n
Ila; vi”p < |l {' akvk“p para i=1,2,...,n se tiene para cada

natural n y cada (al,...,an) e R" gue:

n p 0
I ; a (u-vy) 1} p 2 (max |ay | ) ( ]): Fae=vic l P )

1%k n

| A
3
o
®
[

kol

(S
|

max (la, [Pllvy |l )
1<k<n T 1<k<n k L

max (|la, v )
l<k<n 2 Villp

[
e
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akvk ” p

El resultado se obtiene entonces por el LemaS5. ///

7. Observacién.

Por X entendemos un retfculo real A = A(R) o complejo
A = ) (€) segln que los escalares sean reales o complejos.
Asimismo puede comprobarse que A( R) tiene una copia isomorfa
de 2P (R) siy solo si A(€) tiene una copia isomorfa de

2P(e¢) . Lo mismo ocurre para Co{ B) ¥ c, (@) .

8. Teorema.

Sea ACw un F-reticulo orden continuo y E un espacio de
Banach. Entonces, A(E) tiene una copia isomorfa de 2P, 0< p< =
(resp. de c,) si y solo si A 6 E tienen una copia isomorfa

de tP(resp. de c.).

Demostracién.

Sea Y un subespacio de A(E) dsomorfo a £°. Por la Propo-
sicibn 6, existe un natural j tal cue Y es isomorfo a un subes
pacio cerrado de E @ ?Z. @ E 6 Y contiene un subespacio 2
isomorfo a un subespacio infinito dimensional de A. El primer
caso es solo posible para p > 1. Pero si F y G son espacios de
Banach, entonces la suma directa F @ G tiene una copia de P
si y solo si F 6§ G la tienen ( [Sa] , Teorema 1). Por tanto ,

el espacio E debe contener una copia de tP. En la segunda
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situacibn, el retfculo ) tendrd una copia isomorfa de l? ya
que cada subespacio cerrado de dimensién infinita de 2"(v en
‘consecuencia 2 ) contiene un subespacio isomorfo al propio Iy
(para p > 1 vease [L-T4]; para 0 < p < 1 vease el resultado

de stiles [st,] ).

La implicacibén en otro sentido es consecuencia direeta de

la Proposicién 1.1 y la demostracién para c, es similar. ///

o
Apliguemos directamente el Teorema anterior al caso concre

to de un espacio de Musielak-Orlicz de sucesiones vectoriales:

9. Corolario.

sea h™ un espacio de Musielak-Orlicz localmente acotado’
&
Yy E un espacio de Banach. Entonces, el espacio hJ(E) tiene una
copia isomorfa de 2P®, para 0 < p < =, (resp, de c,) siy so-

lo si W™ 6 E tienen una copia de 27 (resp. de co).
El resultado anterior para c, fue probado por Kaminska
bajo condiciones adicionales ( [Ka] ).

Cuando en particular nM es un espacio de Orlicz de suce-
siones, utilizando los resultados de Lindenstrauss-Tzafriri
y de Kalton ( [L-sz Yy [Kl] ) se obtiene este segundo Corola-

rio:

10. Corolario.

Sea h® un espacio de Orlicz con o, >0 y E un espacio de



Banach. Entonces el espacio de Orlicz de sucesiones vectoria-
les h¢ (E) tiene una copia isomorfa de P, para 0< p< =, (resp.
de c,) si y sodo si E tiene una copia isomorfa de tP(resp. de

co) 6pela,,r, ] (resp.p, = = ).

Es interesante observar que los resultados anteriores no
pueden extenderse a los espacios de funciones vectoriales
LO(E) ( [.L-Tsj).Para copias isomorfas de 2! el resultado
es cierto (véase [P] y [%B ).

11. Observacién.

El Teorema 8 asf{ como sus Corolarios 9 y 10 adhiten una
generalizacifn natural a los retfculos de sucesiones vectoria

les NI Ei} ), definidos por:

A(E{D = ((xy)] & X, @ By ¥ ”l"illni’;e A}

donde (Ey, || llg ) es un espacio de Banach para i=1,2,... El
i

espacio X({Ei}) ests dotado de la F-norma natural:

Pl (x4)y ) = p (‘“"1”!1);) ’

gsiendo p la F-norma de Riesz de ) .

12. Eiemglo.

Un espacio de Banach que no tiene copias de ningfn lpa

(p > 1) 6 de ¢, pero contiene copias isométricas de !g para

n=1,2,... para un q > 1 fijo.
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Consideremos un espacioc de Banach de sucesiones T tal que
los vectores canénicos forman una base incondicional y que no

contiene copias de 2 P para p >1 6 dec (por ejemplo el

o
espacio de Tsirelson o su dual ( [L-T4] pag. 95 )). Entonces
paraq >1, el retfculo de Banach de sucesiones vectoriales
T(( fi} ) es un espacio que no contiene tampoco, por la obser
vacién anterior, ninguna copia de 2P 6 €, aunque posee co-

pias isométricas de Lg para n=1,2,...

Una cuestifn interesante es determinar en que condiciones
el reticulo de sucesiones vectoriales X (1) es isomorfo a A,
en el caso natural de poseer ) una base simétrica. La propo-
sicifn siguiente responde negativamente en el caso de espacios

&
de Orlicz de sucesiones )} =1 separables.

13. Proposicién.

Sea ¢ una funcién de Orlicz convexa cuyos Indices verifi
can 1 <a, < Py <= . Entonces el espacio h°01% no es isomor
foant,

Demostracién.

Escogemos nfimerosp,q de forma que p >q # 2 en [}1¢ 'BQ ].
Por el Teorema 4.a.9 de [L-T4] y su demostracibén, el espacio
P es isomorfo a un subespacio vectorial X de l?qenerado por
una base bloque (unfl de la base canénica (enfl de h °. El

espacio X(h’% definido por:

b} = ¢ ! ®
Xth) =4 (x), : x, € h y (I'xqpll), €x 3},
es un subespacio vectorial de ho(h°) y es canonicamente isomorfo

a tP(h®) . Razonando de igual modo, el espacio 19 es isomorfo
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a un s.e.v. Y generado por una base bloque (vn): de la base

canbnica de h¢ . Por tanto, el espacio X(Y) definido por:
X(0) = ()]t x, €Y y xl)7ext,

es un s.e.v. de x(hm) y de h¢(hﬁ) y ademds es canénicamente

isomorfo a P (29,

Si hm(hﬁ) fuera isomorfa a h¢ , entonces estarfa sumer-
gifo en L*( R} L% [0,= )). En efecto, la base canfnica de
h: es equivalente a la sucesifn bdsica (x [n ,n+1)): de
L ([0,= )). Pero por un resultado de Raynaud (Corolario 2,
[Ra]J ), si ¢ es una funcidn que verifica la condicién A2,
entonces el espacio L¢0R) tiene una copia de lr(ls) siy
solo si r < s 6§ s=2. Llegamos pues a contradiccién y por tan

to h®m® ¥ nt. sy

El resultado citado de Raynaud y el Corolario 9 permiten
afinar la Proposicién 13 anterior, incidiendo en la diférente
estructura de los espacios de Orlicz de sucesiones vectoriales

y escalares.

1l4. Proposicién.

Sean ¢ y ¥ funciones de Orlicz convexas con Indices ve
rificando 1< a, < R¢ < =y l<ay, < B, < = Entonces el espacio
n®(h% no es isomorfo a un espacio de Orlicz nt para ninguna

funcién de Orlicz £ .

Demostracién.

Supongamos que los espacios hy(hw) Y hg sean isomorfos,

coro h¢(hw) es reflexivo pocercs afirrar cue £ deke verificar

la condicibn 8, ( BE < w),
Por el Corolario.9, las Gnicas copias de 2P(con p > 1)
que posee h?(h”) son las que verifican p € [ ay 8¢j u( oy By 7.

Como el espacio de Orlicz hE tiene copias de 2P unicamente
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para el intervalo [aE ' By ] , una condicién necesaria para

. ¥
que h (h)w nfes que 8,> a, . Distinguimos dos casos:

- Si B¢>aw , elegimos q € [uw By ] verificando 2 # g< 8..
8
En ese caso , el espacio 2 o(lq) puede sumergirse por el mis
mo razonamiento que en la proposicibén anterior en h‘(hva % hE

que es a su vez isomorfo a un s.e.v. de LEGU . Esto dltimo

contradice el Corolario 2 de [Ra].

Si 8¢=uw , razonamos por dualidad. El espacio dual de

hQ(hw) es isomorfo a l¢'( 2w

*), donde ¢* y ¢* designan a las
conjugadas de Young de ¢ y ¢ . De igual modo el dual de hs es
isomorfo a 25*. Ahora bien, como a, <B¢ se deduce gue B¢,>
>uw, , por la relacifn existente entre los Indices de una fun-
cibén y los de su conjugada ( [L=T,] , Teorema 4.b.3):

.ty oy oo,
) dw on ¢

Ba*
Sea 2 # q <3¢*. El espacio L ¢ (2%) es entonces isomorfo a
*
15 . Como aw>1, se tiene gue 5w,<m por lo que el espacio
* *
2 £=nt es separable. Aplicamos de nuevo el resultado de

Raynaud, llegidndose igualmente a contradiccién. ///

Obsgsérvese que en la demostracién anterior puede suponerse sin
pérdida de generalidad que la funcifn { est4 definida en un en
torno de » de forma que verifique la condicién 4, en 0Oaa=

tal y como es preciso en el Corolario 2 de [Ra].

A pesar de las Proposiciones anteriores, algunos espaclos
de Musielak-Orlicz de sucesiones vectoriales comparten prople-

dades con los espacios de Musielak-Orlicz de sucesiones esca-
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lares. Por ejemplo:

15. Proposicidn,

Sean M y N funciones de Musielak-Orlicz convexas . Enton-
ces todo subespacio vectorial cerrado de hM(hN) tiene una copia

isomorfa de (&P para algdn p > 1 6 de c,.

Demostracién.

Sea Y un subespacio cerrado de hM(hN) . Aplicamos la Pro-

posicién 6 al s.e.v. Y.

Supongamos primero que Y es isomorfo a un s.e,.,v. en
hN ® .?Z- ? hN para algln natural j. La suma directa de hN P |
veces, es claramente isomorfa a un espacio de Musielak-Orlicz
de sucesiones escalares. En efecto, si N=(0n): entonces defi-
niendo wm=¢n para (n-1)j+1 < m < nj se tiene que h Wm) P

X nV e 3). @ h" . Por un resultado de Woo ( [Wog, pag. 283),

el subespacio Y posee entonces una copia de P o de Sqe

Si suponemos ahora que Y contiene un s.e.v. generado por
una base bloque de la base canénica de hM, es claro aplicando el te:

rema de E"%J que Y posee una copia de 2P & de Coe /77

Los espacios P( 29 son isomorficamente diferentes
(vease p.e. ETr] : ) cuando se hacen variar py q . Una con~

secuencia m&s del Corolario 9 es la siguiente:
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16, Proposicién.

) 1]
Sean p,q,p',q' > 1. Si los espacios L P29 y LP 19y son

isomorfos entonces p=p' y gq=q'.

Demostracién.

P(,9 p'  q'
Supongamos que ¢ (g°)a ¢ ( g* ). Por el Corolario 9, el
L]
espacio P9 (resp. zp'(zg ))coantiene copias isomorfas de £

unicamente para r=p § r=q (resp. r=p'8 r=q' ).

A 1
Si p=g , entonces es inmediato gue oP (iq ) es isomorfo
a P( %Y Py aplicando el Corolario 9 una vez m&s p=p'=q'.

De idual forma razonamos si p'=q'.

Sip#q yp'#q' , tenemos dos finicas posibilidades:

i) p=p' yag=ga'
ii) p=gq' yaqg=p'

Estudiemos este segundo caso, esto es 2P (29)  J(¢ P)
considerando por ejemplo que p > gq. Por el resultado de Raynaud
( [rRa] , Corolario 2) si p>qy q # 2 , entonces P( 9 y
¢

22(s®) no son isomorfos pues uno estd sumergido en L' (R), pa
ra una funcién de Orlicz convexa que cumple la condicién 4,
en 0 e » , y el otro no. Si finalmente g=2 , entonces tomando

duales se obtiene que:

donde p* es el exponente conjugado de p. Como p > 2 se tie

ne que p* < 2. Asf pues, existe un espacio de Orlicz
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*
Lw ®) ~ (Lw (®))'. para una funcién de Orlicz convexa ¢ de

fndices 1 < uw < ?Il‘m, aue contiene copias isomorfas de

P* 2 2 p*
LY (L°) y node 2°(2" ) , lleg&ndose a contradiccibébn. ///
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Fn el Capftulo II, vamos a estudiar temas similares a los
tratados en el Capftulo anterior aunque aqul en el marco de la
teoria de espacios de Riesz localmente sélidos. En general va-
mos a considerar espacios de Musielak-Orlicz de sucesiones vec
toriales z"(z) definidos sobre un reticulo de Banach E. Supo-
nemos ademis siempre que el reticulo de sucesiones 2" es lo-
calmente acotado. (Algunos de los resultados que presentamos
aqui pueden generalizarse con razonamientos semejanees sustitu-
yendo oM por un reticulo de sucesiones 1 localmente acotado

y sblido de w ).

Comenzamos por precisar algqunas notaciones y definiciones
b&sicas que utilizaremos en lo concerniente a espacios de Riesz
localmente sblidos, ya que no existe una terminologia universal,
(véase por ejemplo los textos de Aliprantis y Burkinshaw ([A-B]J),
Luxemburg y Zaanen ([L-2]), Zaanen ([z]), Rantorovitch y akilov
([x-»)) 6 Lindenstrauss y Tzafriri([L-gg) ).

Un espacio de Riesz (L, < ) es un espacio vectorial orde-

nado de forma que todo subconjunto finito no vacio tiene supre-
mo en L. Por tanto los escalares son reales, lo que supondremos
a lo largo del capitulo. Los simbolos V y A designan en L suprem
mo e Infimo respectivamente. El valor absoluto |n| de un

elemento u de L est§ definido por:
jul =uwv (-u)

Dos elementos u y v de L son disjuntos ( y lo denotaremos
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por ulv ) cuando:
[ufa]v)=0

El complementado disjunto SJ'de un subconjunto S de L vie

ne dado por:

st =(uer:ujv,vves )

Un espacio de Riesz L es arquimediano si se tiene que:

nu < v para n=1,2,...=> u = 0

para u,v 20 arbitrarios. Un espacio de Riesz es de tipo nume-
rable si para cada conjunto S C L que admite un supremo exis
te un subconjunto S, S2 lo m&s numerable, tal que sup S =

= sup S,. Un espacio de Riesz es completo (resp. 0 -completo)
si toda red (resp. sucesibn) en L acotada superiormente tiene
un supremo. Esta propiedad se designari tambien como orden
completitud o Dedekind-completitud cuando pueda existir confu-

sién con la completitud topolbgica.

Un subreticulc de L es un subconjunto S que es a su vez
espacio de Riesz para la misma estructura de orden. Un subcon-

junto S de L es sélido si
lu| <lvl= ues

para cualquier v € S. Un ideal de L. es un s.e.v. sblido de
L y una banda es el complemento disjunto Sl de algfin subcon-~

junto S de L.
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Una banda Y en L est& caracterizada por la siguiente propiedad:

Y es un ideal orden cerrado i.e. tal que:

¥ SC Y tal que existe sup S en L, también sup S € Y.

Fn particular ideales y bandas de L son subreticulos como

consecuencia de la identidad:

u+v=uAv+uvyv VuverlL

Una topologifa vectorial 1 determina en L una estructura

de reticulo vectorial localmente sbélido o espacio de Riesz lo-

calmente sélido (en abreviatura e.l.s.) si T posee una base

de entornos de 0 formada por subconjuntos de L sblidos. Una to
pologia localmente s6lida T en L es de Lebesgue si para to-

da red (u, ) en L se tiene que :

el

0<uy +0=> u =0 (1)

(donde u_ + 0 indica que u_, < u si a>8 y que inf(u ) = 0 ).
a a — B = aser ©

Una topologfa l.s. T en L es de Levi (o posee la propiedad
28bil de Fatou en la terminologfa de [2] , pag. 390 ) si pa-

ra toda red (uy ) oy en L se tiene que :

0 < u ty (uy) T-acotada > existe u € L

aeI

tal que u tu (2)

a

Si 1 es una topologfa l.s. normada y topolégicamente com

pleta, es decir L es un reticulo de Ranach , podemos suponer

siempre que la norma 'l de L. es monbtona 1i.e. que si
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|ul <]v|] entonces [Juf|<||v | para u,v € L. Si un reticulo de
Banach cumple las propiedades (1) & (2) diremos que es respec

tivamente orden continuo o que es monbtonamente completo. La

norma del retfculo deé Banach L es Fatou si y solo si para to-

da red “h) en L se tiene que:

a€ I

< =
05 4 tu — sup  [ly]l lall (3

€i en (1), (2) & (3) sustituimos red por sucesibn obtenemos las

respectivas o -propiedades.

Finalmente, dos e.l.s. L y S son Riesz isomorfos si exis-
te un isomorfismo topolb6gico de L sobre S gque conserwa la estruc
tura de orden, es decir que transforma elementos disjuntos de
L en elementos disjuntos de S. Los isomorfismos de Riesz trang
forman subreticulos en subreticulos e ideales en ideales. Con~
cretamente, un isomorfismo topolbégico T de L sobre S es de

Riesz si verifica una de las propiedades equivalentes siguien-

tes:
(1) T( uAvV) = T(u) A T(V) ¥ u,v € L.
(ii) T(uwv v) = T(u) v T(V) ¥ u,v € L.
(i1i) T( u]) = | T(w)| VuelL.

Diremos que L posee una copla Riesz-isomorfa de S si existe

un isomorfo de Riesz de S sobre un subreticulo R de L.

1. Proposicidn.

Si E es un reticulo de Banach y M una funcibn de Musielak~-



-Orlicz, entonces el espacio QH(E) es un espacio de Riesz lo-

calmente sblido.

Demostracifn

El orden natural en el espacio lM(E) es el inducido por

E ]N' definido por:

a<bsiysolosi a < b,

para cada natural n y siendo a=(an): y b= (hn)? elementos de

M. si a=(an): e t"(E), el valor absoluto |a| de a es cla
ramente el elemento (| a | )T de 2M(E). Por 1o tanto, al ser la
norma || || de E monStona, se tiene que |a| + |b| € M) , para
a,b e !."(E) . En particular, tomando coordenadas obtenemos pa-

ra cada natural n que:

Ian/\ byl < lal + |b

ol Y lagvb |<lal + |b]

De nuevo por ser monétona la norma de F, se deduce que aAb =
=(anA bn)‘; v avb = (anvbn); pertenecen a 2"(5), gue es pues

un espacio de Riesz.Ademis,los conjuntos U_={ae€ M) t| a||M< s}

cuando hacemos variar s >0 forman una base de entornos de 0

s6lidos. En efecto, si a,b € !.H(E) y be Ug se tiene que:

lale Ib]— fagl <Py ¥ neN
—llajl <llbJl , ¥nemw
— m(a) < m(Ab), VA > 0

— llally <libll,,

y entonces a € Us' /77
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Observese que si oM es un espacio de Banach entonces la
topologia l.s. de 1M(E) es normada por lo que lH(E) es un re

ticulo de Banach.

Fl espacio 1M(E) tiene adem&s copias Riesz-isomorfas ca-
nénicas de 2 M y de E. Como zM(E) es un e.l.s., y Hausdorff
es también un espacio de Riesz arquimediano ( [A—B] s Teorema
5.6.1i)). Varias propiedades b&sicas de la estructura de orden

de 2 M(E) se recogen en la siquiente:

2. Proposicidn.

Sea M una funcibn de Musielak-Orlicz y E un reticulo de
Banach.
2.1. Fl espacio h"(E) es un -1deal de lM(E). Adem&s es una ban
da si y solo si M= M,
2.2. Si el retfculo E es completo (resp. OJ-completo, de tipo

numerable) entonces lM(E) y hM(E) lo son también.
Demostracibn.

2.1. El subespacio hH(E) de 2”(2) es un ideal por tener E una

norma monbdtona y ser hM un ideal de 1". Ssi hM- £H

» entonces

M M Lo M M

h"(E)= 2 (F) es trivialmente una banda. Si h'# %, veamos que
hM(E) no es una banda, es decir un ideal orden cerrado de lM(E)
( [A-R] paq. 5). Sea a=(an)T un elemento de M)\ M (B). Con
sideremos u;=( la;! ,..., la;| ,0,...,0,...) perteneciente a

hM(E) para i=1,2,... Es claro que 0 f_ui+ {al y sin embargo
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la] g n™(E). (N6tese que el espacio hW™(E) no es tampoco o=-or
den cerrado y que el complemento disjunto de hM(E) en lH(E)

es {0 }).

2.2. Supuesto ahora E completo y 0 1Iaa|§_b e M) para una

red (au) en EM(E) , tenemos coordenada a coordenada que

a€l

l’unl < b, € E, por lo que existe Cp=SuP (a ). Como 0 <c,
-]

< bn deducimos que ¢ = (cn)l e LM(E) Y que es el supremo de

los (qu )ae 1 en QM(E) , que es en consecuencia completo.

Si ahora el espacio E es de tipo numerable y sup aqg= a

M ) ®
en 1L (E),existe para cada natural n una sucesibn (an,j)'jsl
verificando sup (aq n) = a, . Por tanto sup (a, n) =

j n,j j,n n,j

= a y el espacio JLM(E) es también de tipo numerable.

Los resultados anteriores son ciertos para hM(E) por ser

tdeal de M(E).

A continuacibn, estudiando en que condiciones el e.l.s.
ln(E) posee una topologfa de Lebesgue, de Levi o una norma de
Fatou, se van a obtener caracterizaciones (en casos muy genera
les) de los espacios de Musielak-Orlicz de sucesiones vectoria

les que poseen copias Riesz isomorfas de L, Co Y zl.

3. Definicibn.

) al

Si (L, T) es un e.l.s. desinamos por La (resp. Lac

méximo ideal de L donde la topologfa restringida es de Lebaes-



~38-

gue (respectivamente ¢ -Lebesqgue).

El ideal L, es 1 -cerrado y est& caracterizado por la si

guiente igualdad ( [A-B] pag. 317, [W2] pag. 139 ):
L,={uer: |ulpu +0 —u 0}

a a

4. Proposicibn.

Sea M una funcibén de Musielak-Orlicz y E un reticulo de
Banach. El méximo ideal de QM(E) en que la topologla restrin

gida es de Lebesgue es hM(Eé).
Demostracidn.

Utilizamos la caracterizacibn de (1M(E))a expuesta en
la Definicibén 3 para probar que (2”(3))ac: hM(Ea). Sea

l

ae (2 M(E))a‘\ " (g) y consideremos un=(0,...,0,|an|,|an+1

...). Es claro que u_ + 0. Sin embargo lim || u_|| , no es 0
n ngeoiy nll M
pues como a ¢ hM(E) existe s> 0 tal que m(sa)== y por tanto

tal que m(s uy) == para n=1,2,... . Luego ( (&), cn'm®).

Si ahora a € hM(E) \ hM(Ea). escogemos entonces X € EN E‘.
Para alguna red (xy), en F serf 0+ Xg< |x| y sin embargo
Hxall — 0. Obviamente entonces (| x1!,0,...,0,.0.) 2 (Xq +0,
reeer0,ee) 0y [{x,0,.00,0,..0) ]|y —~> 0. En definiti-

M M
va (L"(R)),C n"(ry)

Reciprocamente, sea (au)ueI una red monbtona decreciente a 0

de elementos positjvos de h"(Ea). Coordenada a coordenada:
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0 < an + 0. Por estar la red (aﬂn)ue 1 en Ea , converge a 0.
Puesto que m(s a, )<= para cada s>0y a eI, si fijo s>0

Y a (1), puedo eleqir un natural xdeforma que, siendo M=( ‘n)z’

poe (Jadl s
n=k+1 n s 2

o0
Como las funciones (¢ ), son continuas en 0 y lim I"anll' 0

para cada @, existe a (2) > a(1l) tal que:

: b Ilaa(Z)nll )
1 n s

k
T s
n= 2

Luego para cada a>a (2) , se tiene que m( a )i s , es decir

s
llag Il <s. Fsto prueba que Lim laglly = 0 ¥y que (~‘C‘1(E))a =

M
=h (E). ///

5. Observacién.

Una consecuencia inmediata de la Proposicibn 4. es que’
la topologfa del espacio de Riesz z"(n) cuando M es una fun-
cibn de Musielak-Orlicz que no toma valores infinitos, es de
Lebesque si y solo si EM=hM y F=F,_ . Cuando admitimos que una
funcidén de Musielak Orlicz toma valores infinitos puede ocu=-
rrir que hM g 12 g L", no siendo ya v&lida la Proposicién
4. El siquiente ejemplo se obtiene modificando uno debido a

Wnuk ( Ewlj paa. 17):

Sea M= (pn)l la funcibén de Musielak-Orlicz definida por:
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1
e* -1l =¢(t) st n>2 ytelo=)
t2
si n=1 ytel([o0,1)
¢ () = 1 -t
n
= si n=1 yte[1l,=)
] ® s [
Fntonces : ¢ = { (xn)1 H (xn)n=2 e 21}
® ¢

Moo ((x )u° : (x)) € h M = (x )”° x,=0 (x.) - e
n’1 ¥ Y¥n by ((xp)g: %920y (xp)pa2

a n=2

€ h }. En efecto:

m(s x) =

™8

S0 Ixpl) =0, slxyl ) + g¢n(5 [xpl)
para s >0 y X =( xn)l . Luego, m(s X)<@para alqgfin s >0 si y so
lo si (xn’:=2 e 2® y m(s X )<® para todo s >0 si y solo si

@ ¢
(xn)n=2 e h¢ y x1=0. Supongamos ahora que X € 1?. Como 1a=
[] o

= o °
h es claro que (x,) _, € h" . Reclprocamente , si (x, ) _,€

M
e h? probemos que x € Eé . Sea 0 ¢ u, <x. Fijado s >0, exis~

® [ Yyl
te @, tal que si @2, entonces I LN -—352— ) < & | Ast-
2 -] 2
fu 4!
mismo existe O, tal que si @20_ entonces —al y
2 2 s
lu_, I u
0,0 ___El_) < 52, Luego si a>a,, a, se tiene que m( —2—) <
s 2 s

< s y por tanto lim u, en zM(E) es 0. Finalmente como é¢no
a

verifica la condici6n 4, en 0: 2°# n? Yy L: # 1“.

6.Teorema.

Sea M una funcibén de Musielak-Orlicz y E un reticulo de
Banach orden completo. Las siguientes propiedades son equiva-
lentes:

6.1. lM(E) tiene una copia Riesz-isomorfa de 2.
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6.2. LM o F tienen una copia Riesz-isomorfa de Pt
6.3. M o E tienen una copia isomorfa de L.

Si adem&s ™ es un espacio de Banach, también son equi-
valentes a :

6.4. lM(E) tiene una copia isomorfa de [

Demostracifn.

Como tanto 2 M como E son Riesz-isomorfos a subespacios

de 1”(1’-1) , es inmecdiato gque 6.2.-— 6.1.

Por el Teorema 10.8 de [A-B] , el espacio ™(E) completo,
tanto en el sentido del orden como en el topolégico, tiene una
copia Riesz-isomorfa de &" si y solo si 2"(3) no dispone de
una topologfa de Lebesgue. Por la Proposicién.4., ello es -
equivalente a que E # Ea 8 hM =12 : #2 H,es decir a que E o M
no estén dotados de una topologfa de Lebesgue. De nuevo por

el Teorema 10.8 de [A-B] se deduce que 6.1 w>6.2.

Utilizamos ahora un criterio de Lozanovski ( [K-A] pag.394):

un retfculo de Banach orden completo tiene una copia isomorfa

de £° si y solo si su norma no es orden continua, Por otra
parte se conoce que M tiene una copia isomorfa de £° si Yy
solo si h # M ["39 ), y por tanto M pogee tambien en-
tonces una copia Riesz-isomorfa de L=, Aplicando estos resul-
tados se obtiene la equivalencia de 6.2 y 6.3 . Finalmente la

de 6.1 y 6.4 se obtiene por el criterio de Lozanovski, cuando

L M y por tanto 2M(E) son retfculos de Banach ya que por la
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Proposicién 2.2 ambos son orden completos. ///

7. Observacién.

Puesto que la Proposicifn 2. también caracteriza la topo
logfa de Lebesgue en hM(E), se obtiene una versifn de la Pro-

posicién 6 para este espacio:

Si E es un retfculo de Banach orden completo son equiva-
lentes las siguientes propiedades:
7.1 hM(E) tiene una copia Riesz-isomorfa de 2~ .
7.2 E tiene una copia Riesz- isomorfa de £” .

7.3 E tiene una copia isomorfa de [

Si ademé&s L M es un espacio de Banach, tambien son equi
valentes a:

7.4 WM{E) tiene una copia isomorfa de " .

En lo sucesivo nos limitamos a espacios de Musielak-Orlicz
M localmente convexos, o con mis precisifén a funciones de Mu-
sielak-Orlicz convexas. La topologfa l.s. de z”(z) viene en-
tonces definida por la norma de Luxembura que denotamos asi

mismo por || ”H‘

8. Proposicibn.

Sea M una funcibén de Musielak-Orlicz convexa y (E,| [|) un
retfculo de Banach.

8.1 Si || || es una norma de Fatou en E, entonces la norma de
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Luxemburec || ”M es una norma de Fatou en LM(E).
8.2 Si E tiene la propiedad de Leviy || || es una norma de ra-

tou en E entonces l"(E) tiene la propiedad de Levi.

Demostracidn.

8.1. si 0¢ a 4+ a para una red (aG)GEI en lM(E), entonces
coordenada a coordenada se tiene que 0 < an ta. Por ser
Il | una norma de Fatou en E obtenemos gue:

s llag ll+s llag

para cada s > 0. Aplicando el teorema de la convergencia mon&-

tona para redes se tiene que:

(s |la

n

T 6 ( YA Lo )
n=1 n % ”%n“ n=1 n"

para cada s>0 y por tanto Jla |yt Ila ”H .

8.2 Sea (a;),qo; una red acotada en norma en M (e) verifican
do 0< a +. En cada coordenada (a, ) ;o ©8 una red acotada
en norma y que cumple t)iao‘n 4. Por tener E la propiedad de

Levi, existe para cada natural n: a_ = syp a . - Adem&s

n n

lfa,, Il tlla_ |l por ser || || una norma de Fatou. De nuevo por el

teorema de la convergencia mondtona se tiene que:

: ¢ (s |la
1

w

n )+ 1oy (s lay 1

para cada s > 0. Como (aa)aeI es acotada en norma podemos encon
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trar r > 0 tal que:

~
©
—_

g
-
Ia
-

(a)y
para cada @ € I. Por tanto m(——ﬂ—l)i 1, con lo que a -(an);-

r

= sup (a,) pertenece a 1 Me). /77
a€I

Esta Gltima Proposicién tiene una versién aniloga para

la propiedad o-Levi y para normas ¢ -Fatou.

9. Teorema:

Sea M una funcién de Musielak-Orlicz convexa y.E un retg
culo de Banach. Las siguientes propiedades son equivalentes:
9.1 2"(3) tiene una copia Riesz-isomorfa de c,.

9.2 tM(E) tiene una copia isomorfa de c .

9.3 2™ 5 E tienen una copia Riesz-isomorfa de c,.

9.4 tM 5 E tienen una copia isomorfa de 06'
Demostracién.

Es inmediato que 9.1==59.2 y que 9.3.s9.4 . Los rect-
procos son una propiedad general de los retfculos de Banach.
En efecto, un retfculo de Banach no tiene ninguna copia iso-
morfa de o si y solo si su norma es o-orden continua y mo
n6tonamente completa (Teorema 10.4.9 de [K-AJ] ). Como en [zj
(apartados 114.7 y 117.4 ) se caracterizan los retfculos de

Banach que no contiene un subretfculo Riesz-isomorfo a ¢, por

estas mismas condiciones, es decir tener una topologfa o-Le-
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besgue y Levi, se deduce que 9,2= 9.1 y que 9.4=9.3 (véase
tambien [L-TSJ , pag. 35).

La implicacién 9.4.->9.2 es consecuencia de poseer LM(E)
copias isomorfas de oM y de E. Finalmente, veamos que 9.2 wp
->9.4, En efecto, si M y E no tienen copias isomorfas de Cor
entonces tanto M como E verifican las propiedades de Lebes-
gue y de Levi. Luego por la Observacidén.5, el espacio M(E)
posee la propiedad de Lebesgue y la norma es orden continua
y por tanto de Fatou. Por el resultado de la Proposicién 8.2,
el espacio 2“(E) tiene entonces también la propiedad de Levi.

En definitiva, #1(E) no contiene subespacios isomorfos a c,. 77/

En particular, por la caracterizacién de la completitud
débil secuencial en retfculos de Banach ([L-T,] Teorema 1.c.10)

obtenemos el siguiente:

10. Corolario.

Sea M una funcién de Musielak-Orlicz convexa y E un rets
culo de Banach, Entonces el espacio zH(E) es débilmente se-
cuencialmente completo si y solo si 2 Ma hM y adem&s E

es débilmente secuencialmente completo.

Podemos sustituir lM(E) por hM(B) en el Teorema 9 obte

niéndose de esta forma un resultado anilogo.

A continuacién estudiamos las copias de 11 en hM(E).
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11. Teorema.

Sea M una funcifn de Musielak-Orlicz convexa y E un ret{

culo de Banach. Las siguientes propiedades son equivalentes:

11.1 hM(E) tiene una copia Riesz-isomorfa de o,

11.2 hM(E) tiene una copia isomorfa complementada de gk,

11.3 Eo hM tienen una copia Riesz-isomorfa de ll.

11.4 Eo n" tienen una copia isomorfa complementada de 11,

Demostracién.

La implicacién 11.3 —w»ll.1 es inmediata. Un resulta-
do de Niculescu ( [N] Corolario 1.9) afirma que enunretfculo

de Banach son equivalentes tener un subretfculo Riesz-isomor-

fo a 11, tener un s.e.v. isomorfo a I y complementado, y

que el dual del retfculo no sea débilmente secuencialmente
completo. Por tanto es claro que 1ll.lé= 11.2 y que 1ll.3¢m-

«~>11.4.

Finalmente, 11.14=s 11.3. En efecto, segfin observamos en

el Capitudo I, el dual de hM(E) es canfénicamente isomorfo a

* [}
LM (E') siendo M*=( ¢;)1 la funcién de Musielak-Orlicz forma

da por las conjugadas de Young de las funciones ¢n,siendo
® M*
M= (), . siel espacio £ (E') no es débilmente secuen-

o M*

cialmente completo entonces x (h")' o E' no lo son, apli

cando el Corolario 10. De nuevo por el mismo criterio de Nicu

lescu, obtenemos que n" o E tienen entonces copias Riesz-iso-

morfas de 2!

- /7
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12. Observacién.

Un resultado de Meyer-Nieberg ( [s ], pag. 153 ), esta-
blece que en un retfculo de Banach orden continuo contener a
2! como s.e.v. isomorfo o como subretf{culo Riesz-isomorfo son
equivalentes. En particular, si ¢ es una funcién de Orlicz
convexa, el espacio de Orlicz h¢ tiene una copia complemen-
Fat

tada de si y solo si el fndice o4 es l(aplicando el Teo-

rema 4.a.9 de [L-T,] ).

Sin embargo, si el retfculo X no es orden continuo, es
decir X # xa , la situacibn es distinta. En efecto, el espa-
cio 22( L") tiene copias isomorfas de g1 y no obstante no
son nunca complementadas. En efecto, si lo fuesen, por el Teo_

22 6 ™ deberfan tener una copia complementa-

22

rema anterior
da de 11, lo cual no ocurre'al ser y L espacios primos
( CL-T4]. Teoremas 2.a.3 y 2.a.7), es decir que todos los
subespacios complementados de dimensién infinita son isomorfos

al total.

N6tese que las copias de 27 en tM(E) son complementadas
y las de c, en hM(E) tambien cuando E es separable. En efecto,
recordamos que un espacio de Banach X es inyectivo si para
cualquier espacio de Banach Y que contiene isomorficamente a
X, existe una proyeccifn lineal acotada de Y sobre X. El espa
cio L™ es inyectivo ([L-T4] , pag. 105). Asimismo, el espacio
So estd caracterizado por la siguiente propiedad: un espacio -

de Banach separable infinito-dimensional que es complementado
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en cada espacio de Ranach separable que lo contiene es nece-

sariamente isomorfo a c,. ([Zi] ).

A continuacién vamos a probar gque el subespacio hH(E) no
es complementado en lu(E); para ello utilizaremos el siguien

te resultado mas general:

13, Teorema.

Sea E un retfculo de Banach o -Levi verificando que E;‘Ea
¥ que el ideal E, es separable y no es J-Levi. Entonces el

ideal E, no es complementado en E.

Demostracién.

Como Ba no es un retfculo 0-Levi , por el Teorema 117.4

de [zj tiene un subretficulo Riesz-isomorfo a c.. Existe pues

°
o«
una sucesifn bdsica (z; ), en E, formada por elementos disjun-

tos y positivos equivalente a la base canénica de Cqe Podemos

m
suponer que |[z, |[=1. La sucesién (L z)

es no decre
n=1 P m=1 -

ciente y acotada en norma pues:

m m)
Il }:1 z, i< Mjl(1,.00,1,0,...,0,...0|, =M
n=

para algGn M> 0. Por ser E ¢ -Levi se deduce la existencia de
m
I z)

m
sup ( I zn). Asimismo existe sup z, Ppues zn:_ sup ( n
n m

m 1 1
para n=1,2,... y el retfculo E es 0 -completo (en efecto,la

propiedad secuencialmente débil de Fatou implica la J-comple

titud). Por ser los z  disjuntos es inmediato que
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m
sup z_ =sup ( £ z_ ).
n n 1 n

Definimos entonces un operador lineal T de 2° en E por:

T(a) = (0) - i a, 2z,

para a = (an)1 € ¢ , donde la notacién (0)-indica que T(a) es
m

la suma segGn el orden de I a z, . es decir que existe ym+0
m 1
tal que Ii a z, - T(a)| < y, para m=1,2,...

Establezcamos la existencia de T(a). Si los a, son no nega

n
m
tivos, la sucesifn ( I a_ z )”_1 es no decreciente y acota-
nel D D m=

da en norma por M| (an):alj! . Razonando como antes obtene-
-
n

mos la existencia de sup ( I a, z,) = T(a). Adends
m 1
m @
| i a, -z, - T(a)| = L\El a, z, | +o.
y por tanto T(a)=(0) - I a, z,. En el caso general basta defi
1
nir T(a) como:
o« + -] -
T(a) = ((0)- { (an) z,) = ((0) - i (an) z, )

para (an)+ = max(a ,0) y (an)- = -min(a,,0).

La inyectividad y la linealidad de T son inmediatas. Ade-
o
mds, T es un isomorfismo topolégico de % sobre (2 porque:
lag 2z, I< IT(@) | <l tap); I sup  z,

para k=1,2,... y por tanto
lag)§ Il 7@ Il <lisup 2, I| lita) I
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En particular, si || |len una norma o-Fatou y M=1 entonces T

es una isometrfa pues entonces:

m

m

lfsup 2z || =llsup Z 2 |l =supll L z [[<M=1
n n m n=1 " m 1 n

También T es un isomorfismo de Riesz pués se tiene que:

Y -]
= - = - L =
T(la]) = (0) f ba |z = @ . 2n z | = It
m m
ya que f Ianl z, = Ii a, z, | para m=1,2,... En definitiva

el reticulo E posee una copia Riesz-isomorfa de £~ . Por ser
_—

E, separable, el subespacio [(zn)1 ] isomorfo a ¢, es com-

plementado en Ea' Si ahora Ea fuese complementado en E, enton

ces [(zn):] serfa complementado en E y por tanto en Te®) X

% 2" pues T( D [(zn)ml] . Como 2" es un espacio de Banach

primo llegamos finalmente a contradiccién. ///

14, Observacién.

Con la misma demostracibén anterior se obtiene que si X es
un subretfculo de Banach separable Lebesgue y no 0-Levi de un
retfculo de Banach Y que sea O-Levi entonces X no es comple-

mentado en Y. En particular:

15. Corolario.

S1 E es un reticulo de Banach separable Lebesgue y no 0-Le
vi entonces, J(E), la copia isométrica y Riesz-isomorfa canéni

ca de E en E", no es complementada en E".
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Demostracidn.

Como el bidual E" del retfculo E es ¢ -Levi (v&ase [K-A]

pag. 396 ), puede aplicarse la observacién anterior a J(E) y a
E". ///

16. Proposicién.

Sea M una funcién de Musielak-Orlicz convexa tal que hM;!
# LM y E un retfculo de Banach. Entonces el subespacio hM(E)

no es complementado en QM(E).
Demostracifin.

El espacio hM no es complementado en f", como consecuen-
cia del Teorema 13, pues si ZM# hM entonces LM es O-Levi y
h"=( QH)a es un retfculo Lebesgue , no 0-Levi y separable.
Ahora bien si el espacio hM(E) estuviera complementado en
£M(E) entonces 2M(E) tendrfa una copia canénica U de M com-
plementada. Fl subespacio U estaria por tanto complementado en

una copia V de l", lleqindose a contradiccibn con el Teorema 13.///

No ha sido posible obtener resultado similares a los Teo-
remas 6, 9 y 11 para copias de L? con p¥l y p# » porque no -
existen caracterizaciones en el caso general de los e.l.s. que
contienen copias Riesz-isomorfas de P, sin embargo , restrin
giendonos a los subretfculos gue sean ideales podemos obtener

el siguiente resultado:
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17. Teorema.

Sea M una funcibén de Musielak-Orlicz convexa, E un reticg
lo de Banach y 1<p<= . El espacio hM(E) tiene un ideal iso-

morfo a %P si y solo si n™ o E tienen un tdeal isomorfo a P,
Demostracién.

Probemos la implicacién no inmediata. Sea Y un ideal ce-
rrado de hM(E) y designemos por T ;@ la proyeccibn canénica

de hM(E) sobre E definida por:

Ty A _q)= ay

para (an)T e ). si M=(¢n)T , es claro que YC (m(y) ®

®...0 " (Ve... )m= [ (a), tag

I I <
(-3
§rnM) y I ol lta, 1D
; ¥s- 01 . Por otra parte si a = (an): e(m(y) @ ... en (Y)0
® ... )hM , entonces para cada natural n existe Yn € Y tal
que nn(yn) = a, . Por ser Y un ideal , el elemento (0,...,0,
(a3 ,0,...) =x , que verifica | x| iIY“ | , pertenece a Y.

Por linealidad también (ays...,a,,0,...,0,...)pertenece a Y.

Como Y es cerrado y a € hM(E), se tiene finalmente que:

a = lim (al,...,an,o,...,o,...) ey
n-+owo
Luego Y = ( m(Y) & ... ® T (Y) @ ...)hM .

Supongamos entonces que YY £P. Como los subespacios T (Y)=Y,

son complementado en Y, son por tanto cerrddos en E.

Si algGn Y, es de dimensién infinita, el subespacio
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({0}le ... ®{01}e Yy, o{0}e...) M es isomorfo ay y
complementado en Y. Al ser 2P un espacio primo, necesariamente

Yp o 2P y concluimos que E tiene un ideal cerrado isomorfo a
2P,

S1 los Y son todos de dimensién finita, existe una sucesibn
(ny) ;;1 tal que Yni #{0} para i=1,2,... y n; < n,< ...
Los subespacios Yn1 son espacios de Riesz normados de dimensién
finita, es decir Riesz-isomorfos a algﬁnims con su orden natu-
ral para alg@n s. Un elemento u¥0 de un espacio de Riesz es
discreto sl el minimo ideal que contiene a u coincide con
el subespacio unidimensional [u] que este genera. Al ser E
arquimedianoc, por el Teorema 2.17 de [A-B] , los Yni son espa-
cios de Riesz discretos, i.e. tienen una coleccién de elemen-
tos positivos y discretos (ej)j disjuntos dos a dos tal que
si una ej = 0, ¥j,entonces u=0. Escogemos ay e Yni discreto y

de norma 1. y consideramos (xl 8 ... ® xn e ... )hM donde:

{0} si n # Ny Np,ees

X =

n - .
K a,, " [anij si n=n,

Con esta definicién (xl ® ... ® xn ® ...)hu es un ideal
cerrado de Y y es isomorfo al espacio de Musielak-Orlicz de su
cesiones h* donde K = ( ¢ni);;1 . Por tanto, P tiene una co
pia isomorfa de nK y este espacio no tiene ningin s.e.v. iso-
morfo a Co- Por un resultado debido a Woo ( [Wq] , Teorema 3.5),

el espacio hK coincide entonces con un espacio hN para una
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funcibén de Musielak-Orlicz convexa N = (wi)izl que verifica
la condicién A, uniforme . Es decir existe q>1 y un nat wal

k tal que:

t owi ()
Wi(t)
para t € (0,1), i >k. El conjunto {v; : i>k}C c([o0,1]) es
entonces relativamente compacto. En efecto, suponiendo sin pér_
dida de generalidad que wi(l)=1 obtenemos la acotacién puntual
de las funciones (\pi)i> K* Adem&s son equicontinuas en cada

t € (0,1) ya que:
oy = vl = @) [tms | cq B eyl
< ajt-s |
para t,s € (0,1), i>k. Finalmente la equicontinuidad en 0 es

inmediata por ser las y ; convexas.

Por lo tanto, existe una subsucesibn ( ¢i.);:1 que conver
ge uniformemente en [0,1] a una funcibn de Orlicz ¢ de forma
que:

1 1
v, (t) - < ¢ () < v, (£) +
ij _;f— - "y ';!

(v )
para t <1. Asf pues las bases canénicas de h iJ y de ho
- (v, )
son equivalentes;en consecuencia h ij ~ h°. como 2P no con

tiene isomorficamente espacios de Orlicz que no sean el propio
2P ([L-TZ] , Teorema 1 ) y por el razonamiento seguido h¢ es
isomorfo a un subespacio de Y, se deduce que &’% 2P, por tanto

nM tiene una copia isomorfa de 1P, como ademis la identidad
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N k., (!
es un isomorfismo de Riesz de h™ sobre h™ y h ij es un ideal

de hN , dicha copia es tambien un ideal de hx y por tanto de

M
LI 74

18. Observacidnes.

18.1 Sea E un retfculo de Banach orden completo. La demostracién
anterior es vilida si sustituimos hM(E) por EM(E) en el caso

de que h"# EM. En efecto, todo ideal cerrado Y de EM(E) no
contenido en hM(E) no es orden continuo por la Proposicién 4.

y por tanto al poseer una copia isomorfa de £~ no puede ser

isomorfo a ning6n 2P,

18.2 Por otra parte, como los ideales cerrado del tipo (Y; @..
cee ® Y O .., )h“ son separables si dim Y <= para n=1,2,...
y el espacic L™ es primo se obtiene el siguiente resultado:
el espacio hM(E) tiene un ideal cerrado isomorfo a &~ si y solo

si E tiene un ideal cerrado isomorfo a %~ .



CAPITULO III

ESPACIOS DE ORLICZ DE SUCESIONES CON PESO.
SUBESPACIOS EN ESPACIOS MODULARES.

-56~
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En este Capftulo, por ¢ designamos una funcién de Orlicz
estrictamente creciente, continua, con  ¢(1) = 1 y cuyos Indi
ces verifican 0 ¢ a; < B: <w y 0< @4 < B¢ <® _, Los espacios
de Orlicz de funciones I? y de sucesiones 4% son por tanto lo
calmente acotados (véase p.e. [R] pag. 107 y siguientes , [Kl]

pag. 258 ).

Dada una sucesibén de escalares (wn)l . el espacio de Orlicz

de sucesiones con pesos l¢(wn) se define como el conjunto

de las sucesiones escalares x = (xn); verificando que el mo-

dular m de finido por:

I, |

mX) = T o(—")w .
s 1 s ’n

sea convergente para algin s > 0. El subespacio ho (wn) de
1¢(wn) es el formado por los x = (xn); tales gque m(—:— ) <=

para todo s> 0. El espacio £¢(wn) dotado de la F-norma:
x|l = inf C s>0: mLEL) < 5 )

es un F-espacio del que n® (wn) es un s.e.v. cerrado. Puesto

que B° y B; son finitos, la funcién ¢ verifica la A, con-
dicién en 0 y en = y es f&cil comprobar que 2¢(wn) =hn? (wy) .
Los espacios de Orlicz de sucesiones con peso son un caso par-

ticular de espacios de Musielak-Orlicz de sucesiones.

El espacio l¢(wn) posee una base incondicional canénica.
en general no simétrica, como ocurre en los espacios de Orlicz

de sucesiones. M&s a6n, si dicha base es simétrica, entonces
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necesariamente l¢("h) es isomorfo a un espacio de Orlicz de
sucesiones (EN%J » Corolario 3.9 en el caso convexo ¢ como con

secuencia directa de la Proposicién III.6 en el caso general).

Observemos también que si ¢y ¢ son funciones de Orlicz
equivalentes, entonces los espacios de sucesiones l°(wn) Y
f%wn) coinciden en el sentido conjuntista y la identidad de-
termina un isomorfismo entre ellos.Sin embargo, el reciproco
en ageneral no es cierto. Fstos espacios han sido previamente

estudiados en [tu] , [p-¥] , [wa], [w3] ' [H1] » [F-H] etc...

A continuacidén , tratamos de determinar que espacios de
Orlicz de sucesiones iw (y en particular que espacios Py pue-
den sumerairse en espacios de Orlicz de funciones r¢ a tra-
vés de una representacibn del tipo z¢(wn) para sucesiones con
pesos de suma finita i.e. ; W< e El siquiente resultado

1
es bi&sico:

1. Proposicién.

Sea ¢ una funcibn de Orlicz. El espacio de Orlicz de fun-
ciones L¢ contiene una copia de 1¢(wn) para cualquier suce-
sién (wn); de sura finita. Si adem&s ¢ es equivalente a una

funcibn convexa, entonces dicha copia es complementada.

Demostracidn.

@
Suponiendo sin perdida de generalidad que L w, =1, pue-

de establecerse un isomorfismo T entre QQ(wn) y el subespacio
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cerrado de # generado por las funciones caracteristicas XAn

de subconjuntos mutuarente disjuntos A de [0,1] y de medida

de Lebesgue ldkn) =w.Fl operador T viene determinado por:

@ ®
TCL e )= Dhyx
siendo (en)1 los vectores candnicos de lo(wn), cuyas F-nor-

mas respectivas son Ilen[|= —:Ii————— para p(t) = t ¢(t).
N
n

Nbétese que T es también un isomorfismo de Riesz.

Si suponemos que ¢ es ademds convexa, entonces la proyec

cién "en media” P de 1.} sobre Ctx A ); ] definida por
n
. (IAnf) .
P(f) = L —_— XA , VE €L ’
n=1 u( An) n

es continua. Fn efecto, por la desigualdad de Jensen (véase

p.e. [k ] ) , se tiene que:

(J £) f otleD
An )< An

2 (1)
u(a) u(An)

¢ Iy ) = o

para cada x @ Ao Inteqrando la expresibn (1) en [0,1] obtene-

mos que:
) A AT I T
J @(iP(f)l)iJ sl —S— < I(——) u(a)=
0 o 1wy 1 (A v

1
= ¢ (IFh .
0



-6U~—~

Por tanto, P es una proyeccibn de norma 1, considerando
que el espacio de PRanach L¢ tiene definida su topologfa por
la norma de Luxemburg , y concluimos cue dicho espacio L° P

see una copia complementada de 2¢(wn). ///

2. Observacibn.

Si la funcién de Orlicz ¢ no es equivalente a una funcibn

. ¢
convexa, el espacio de funciones L no contiene necesariamen
0

te una copia comnlementada de l¢(wn) para z wnf » , Fste
1

es el caso si 0 < u; < B: < 1, pues entonces el dual de Lo
es nulo ( [R], Teorema 4.2.2 ) ya que 1lim Hs) o,
s-bﬂ

Cuando la sucesibn (wn)z converade a ® y la funcibn ¢ es
equivalente a una convexa,se tiene que £¢(wn) es complemen-
tado en 1¢. Fstudiemos el caso no convexo. Para ello recorde-
mos que si LA to el espacio E%wn) es isomorfo al generado
por una base bloaue (un)t de coeficientes constantes de la

1 in
base canbnica de l¢, definida por u, = X e, Ppara

j=1i_+1
n

i < jn.i i1 < jn+1 Yy jn =i, = E(wn), donde E(wn) es la
parte entera de LA En un F-espacio se define la topologia de
Mackey como la topoloagfa localmente convexa mi&s fina entre
las que son menos finas que la inicial. Si ¢ es una funcidn
de Orlicz, entonces %9 topoloafa de Mackey en l¢ es inducida

por la del espacio £°32¢’([K1] , Teorema 3.3 ) siendo ¢ la

funcibn convexa minorante de ¢ definida por:
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A n n
o(t) = infl £ o(t):nem, 0<ct, <1, L ¢t ,=t)
1 i - 1= n 1 i

si 0t <1 vy $(t)= ¢(t) para t > 1. Se tiene entonces

el siquiente resultado:

3. Proposicibn.

Sea ¢ una funcién de Orlicz. Una condicibn suficiente
para que las bases blogue de coeficientes constantes y cuyo
niimero de elementos tiende a = de la base canbnica de £°no

sean complementades es que:

1lim s

s*0 ¢ “( ¢(s))

Demostracibn.

Supongamos que una base blogque (un)I con u, ={(0,...,0,
w )

1,..?.,1,0,...) y lim v, - sea complementada. Por un resul
n-bw

tado de Kalton ( [Kl] Proposicién 3.2), se deduce que para

)1 se tiene que Anu -0

cualquier sucesidén de escalares (A n

n

~

en ¥ si y solo si A u + 0en £%. Escojamos:

n

Obtenemos entonces que:

I gl
Al y = inf {550 = ¢ s" ) W< s} =1
-1, 1
RN ¢ (=)
IIAnunna-inF(sm:a( o) w < 1) e
s (=)
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Como (—%—-)l converge a 0, esto contradice el resultado de Kal
n

ton pues por (1) se tiene que :

-1, 1 -1, 1
( ) L )
lim __7—_1__;:,1__ = lim u-_I ¥n =T T =0 (2)
noae 6T (——) n->e b T ¢ (—5)))
n n

Observese que la condicidn (2) , menos general que (1) ,
es suficiente para que la base bloque elegida (“n): no sea

complementada en “. Fn particular , si ¢ (s)=s, la condicién

(1) se convierte en:

l.ig 77/
S+

4. Observacidn.

En lo sucesivo nos cefiiremos esencialmente al caso de es
pacios de Orlicz de sucesiones con pesos de suma finita por
su relacién con los espacios de Orlicz de funciones L¢ . La
mayor parte de los resultados y definiciones pueden enunciar-
se y probarse de modo similar para espacios de Orlicz de suce
siones con pesos tendiendo a =«. Fn el primer caso se utilizan

propiedades de la funcidn ¢ en un entorno de = y en el segun

do propiedades equivalentes en un entorno de 0.

Consideramos los siquientes subconjuntos compactos, rela-
cicnados con ¢, de C([O,l]) dotados de la topologia de la con
verqgencia uniforme e introducidos por Lindenstrauss y Tzafriri

en [1-7,], [1-T,] y [1-T;] en el caso convexo y por Kalton
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en CKl] en el caso no convexo para espacios de sucesiones:

- DE) ) : =N
Fos=(—26T-* *2st i F, w0 6.8
o (A t) "

F® = {— A>s )} F = N E,~
¢, o) - ¢ ss0 8
c¢,s = co (E¢,s) H C¢ = co (E °)
C¢,8= co (EQHS) H C@ = 0 (F¢).

para cada s >0. Las funciones de estos conjuntos son de Orlicz.
Citemos que el espacio de Orlicz de sucesiones 2% tiene una
coplia de zw para una funcibén de Orlicz ¢ si y solo si 'la fun

cibn | es equivalente en 0 a una funcibén de C@ ﬁ[L—sz » Teo
’

rema 1 y [Klj Teorema 4.6 ). Si ¢ es convexa, el espacio de
Orlicz de funciones r? tiene una copia isomorfa de lmgenerg
da por una sucesibn h&sica, formada por funciones de soportes
disjuntos entre sf, si y solo si ¢y es equivalente en 0 a una
funcibn de ﬂ: ([L-T3] Proposicibn 4).

A continuacibn estudiamos condiciones necesarias y sufi-

cientes para gue un espacio z* pueda representarse como l%wn)

© o«
para [ o < » , a través del conjunto F .
1

5. Proposicién.

Sea ¢ una funcidn de Orlicz. Para cada funcibn ¢ de ﬁ:(:
@
C ¢([0,1]) existe una sucesibn de pesos (wn)?' con i W, <
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tal que Eﬂwn) es isomorfo a lw.
pemostracién.,
Dada ¢ € F¢ existe una sucesibn de escalares (cn); ten

e )
diendo a e, tal que _EWEBT converge uniformemente a ¢ en el
n

intervalo [0,1] . Fs decir existe ¢, >0 con ¢(c,) > 2" ve

rificando que:

olc_t)
| —_D ple) | < _1; (1)
¢ley,) 2
. _ 1 . -]
para todo t € [0,1] . Definimos w = ETE;T i el espacio &7 (wp)

tiene una base de Shauder formada por los vectores (cnen): .

De la relacibn (1), se deduce entonces gue E An e, converge

<«
en lw, es decir 1 w( |rx |) <, si y solosi I ) c_e con
1 n 1 nn =

n

L)
verge en 2 (wn) , es decir si:

@ = o([r_[e)
rvUrle )w = £ —T—ca
1 1 4y

Por lo tanto , la base canbnica (e ): de lwy la base (cnen):

n
[
de 9 (wn) son equivalentes. ///

6. Proposicibn.

Sea ¢ una funcibn de Orlicz. Para cada sucesibfn de pesos
v
(wn)T de suma finita, existe una funcibén ye E: tal que 2 es

[ )
isomorfo a un subespacio R(wnk) de l(wn).
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Demostracién.
—=——--rtacion.

Denotemos por c, a ¢—1(

1
o ). A partir de un cierto
n

natural n, se tiene que €h2 1. Fl conjunto s de c([0,1])

definido por:

$(c_.)
S = (_—n_ : n > n,} = {@n} n>n,
¢ (cp)

est§ incluido en E; 1= (—%%%f): A>1} , subconjunto compacto
r

de C([0,1]). Luego existe una subsucesién (¢nk)k=1 que converge
uniformemente a alguna funcién de Orlicz y en [0,1].picha subsu

cesibn puede elegirse para que:

¢(cn-) 1
| —Dk - wqw] <L
¢(cnk) 2

si t < 1. Si consideramos ahora el espacio de sucesiones con

pesos nﬂw ) para w__ = , Se tiene que la‘base cand
ny Nk ¢(C ) -

nica de lwy la base (cnk enk)k=1 de E%Wnk) son equivalentes

lo cual implica que e y g¢(wnk) son isomorfos. ///

Los resultados anteriores consiguen mejorarse en los Co-
rolarios simnuientes irmponiendo condiciones adicionales a las

funciones ¢ v y.

7. Corolario.

Sea 0 <p<® v duna funcibdn de Orlicz . Se verifica que
existe una sucesidn de pesos (wnfl de suma finita tal que

P

Q%Wn) es isomorfo a .' si v solo si existe alaquna funcibn

(T "t; que es equivalente a la funcibn tP en el 0.

Demostracibn.



son equivalentes en 0, entonces 1¢(wn) es isomorfo a e P

@

-
para alguna sucesidn (wn)l con I v < o,
1

Reciprocamente, supongamos que el espacio 9'¢("n) sea iso
morfo a 2P para alguna sucesibn (wﬂ)ﬂol de suma finita. Se tie
ne por la Proposicifn 6 que existe una funcibn V¥ en E: Y
una subsucesibn (wnk) de forma que 1¢(wnk) es isomorfo a
lw . Como el espacio 2 |2 posee entonces una copia isomorfa
de 9,'{' se deduce por el Teorema 1 de [L-Tz] que yYy tP son

U
equivalentes en el 0 y por tanto que % '=2P, ///

8, Corolario.

-]
Sean # y F funciones de Orlica tal gue E¢ no contiene
funciones egquivalentes en 0 a funciones convexas. Entonces,

existe una sucesién(wn)m1 con ;:D wo<® verificando que
1
l"(wn) es isomorfo a ¢ Fsi y solo si existe alguna funcibn

e F: equivalente a F en 0.
Demostracidn.

'b ’
cibn S es claro que 9’ FY n’b(wn) para alguna sucesidn (wn);

Si F es equivalente a ¢e ® entonces por la Proposi-

de suma finita.
6 oF
Rec{procarente, si £ (wn) es isomorfo a , por la Pro-
posicidn 6 existe una suhsucesibn (wn );;1 verificando
k

) n, v . «
[} (wn )~ & para alquna funcibén " e F‘0 . Luego, el espacio de
k

Orlicz de sucesiones oF tiene una ¢npia complementada de £ .
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Como f%wn) es separable (pues es isomorfo a un s.e.v. de
ﬂﬁ ), la funcibén F debe verificar la condicibn 4, Yy por un
resultado de Kalton ( [Klj , Proposicién 7.1 ) concluimos que
F y U son eguivalentes en 0 (ya que por las hip6tesis la fun-

cibén ¥ no es equivalente en 0 a una convexa). ///

Una condicibén suficiente para que E: no contenga fun-
ciones equivalentes en 0 a funciones convexas es que B:<1. Fn
efecto, sea Yy € F: . Fxiste (wn); de suma finita tal gue
zwx 2¢(wn). Por el Teorema 1.2 de [HZJ, el espacio 1°(wn) no
es localmente convexo; el espacio ﬁw no es de Banach y por el

Teorema de Mazur-Orlicz ( [R] , Teorema 3.4.10 ) la funcisn ¢

no es equivalente en el 0 a una convexa.

Loe apartados anteriores nos llevan a introducir la si-

quiente notacidn:

9. Definicibn.

Dado 0 <p <= , una funcibn de Orlicz ¢ tiene la propie-
daa wP er * si existe una sucesidén de pesos ("n): con

o
I v, <o tal que l¢(wn) es isomorfo a 2P,
1 r

Con esta terminoloafa, el corolario 7 establece que una
funcién ¢ tiene la propiedad Wp en » si y solo si existe
una funcidn Ve F: tal aue ¢ ~ tP en 0.

Para cada funcién 4 definimos ademds el conjunto P °

como :
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P” = 1{p >0 : ¢ tiene la propiecdad WP en o }

10. Propceicién.

fea ¢ una funcibn de Orlicz. Se verifica que Pz C

cleg . 81
Demostracidn.

Fn efecto, si ¢ tiene la propiedad wp en ©® , entonces

el espacio de Orlic~ de funciones L¢

tiene una copia isomor

P ] «
fa de de la forma 2 (wn) para alguna sucesibn (wn)l
de suma finita. Caso de ser ¢ equivalente a una funcidn con-

vexa, deducimos que [ € [a: '8 J como consecuencia de

una proposicifn de Lindenstrauss v Tzafriri ( [L—T3] pag.386).

Cuando ¢ no es ecuivalente a una funcibn convexa, podemos

remitirnos al caso anterior sin mds que observar que si ¢ posee

la propiedad WP en » entonces la funcién y=t¢ tie?i la)pro-
¢ t
n @

1
0

converge a una funcién F equivalente a tP en el 0 para alguna
w(xn t) t (A t) w
sucesién ) _t® , entonces es claro que ( = )y
n
W(An) ¢(Xn)

piedad wP*l en ® . En efecto si la sucesidn (

+
converge a tF , que es eduivalente en el 0 a tP 1. ///

11. Observaciébn.

11.1. La propiedad WP en ~ es invariante por equivalencia de
funcicnes, es decir si ¢ y ¥ on furciones equivalentes en el
® entonces ¢ tiene la propiedad WP en = si y solo si ¢y la

tiene. En efecto, si ¢ entonces lqwn) = lw(wn) para
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teda sucesifn (wn)I de suma finita. Comprobemos una de las

dos inclusiones. Si

A d(r) < ¥(t) £ B ¢(t)

L]
para t>t, y I O(Ian) w < = , se tiene entonces que:
1

"ol <t, N PN

Zwt Ay b wy= T e Dow o+ 2w Dy
! ni— 'n] (]

< wedr wo + B I oA D w <o
1 1

n n

Como consecuencia de todo esto, la propiedad se conserva
por isomorfismos en el caso reflexivo pues si L° 4 Lw son

espacios de Banach reflexivos isomorfos se tiene que Q:W(véase

p- e. [J-M-5-T] Teorema 7.1 ).

11.2. Si ¢ es una funcibn de Orlicz entonces el espacio f%wn)
no es isomorfo a ¢, para ningina sucesifn de pesos de suma f1

., entonces por la Proposicibn 1,

nita. Fn efecte, si £¢(wn) ~ <,

el espacio L¢ contiene un s.e.v. que no es orden continuo.
Esto es corntradictorio pues si B:<"entonces L¢ = : tiene
una topologfa de Lebesque (véase un resultado similar para es

pacios de sucesiones en la Proposicibn II.d4).

Una condicién analftica en té&rminos de la funcibn ¢ y de
la sucesién de pesos (wn); para que 1?wn) sea Riesz-isomor

fo a lu(resp. h°(wn) sea Riesz-isomorfo a co) ha sido re-
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cientemente dada por Wnuk en ["3] (eliminando las restriccio-
nes gque hemos impuesto B°<° Yy B:<w ).

La caracterizacibén de la propiedad WP en » en términos
del conjunto E; resulta ardua de aplicar en cada caso concre
to. Ello es debido a que en general el conjunto E; es diffcil

de computar explicitamente.

Damos ahora un criterio sobre ¢, f&cil de contrastar,
cue garantiza que tenemos la propiedad WP en = para funciones
de variacifn reqular en = (que cumplen a; = 8;= p) . En gene-

ral esta condicibn suficiente no es necesaria.

12, Proposicibn.

Sea 0 < P< =. S1 4 es uia funcibn de orlicz verifican-

do que:
lim S ¢® o, (1)
e ¢ (t)

ertonces ¢ tiene la propiedad wF en .

Demostracidn.

Por la condicibn (1), para ur nimero real €>0 arbitra

rio dado, existe t. > 0 tal que:

P-€c <« ¢'(t)  ptce
t Tty t

para t > te . Fijado 0 < x <1, tomamos t > 0 suficientemente



grande para que t> tx> te .

Entonces se tiene que:

t t t
[ p-€) ds(J —#s) g pre) 44

tx s tx ¢ (s) T | tx s
Luego:
(p - €) log —= =(p'-:)loq(L)§ log—'&<
t x x d(tx) —

< (p +€)log (=)
x

Yy por tanto:

xp*c f. $ (tx) i xp‘ €

% (t)
Sea ahora V € Ez.Existe entonces una sucesibn (cn)""1
¢ ‘cn-)
convergente a = tal que Wc_nT converge uniformemente a

¥ en Fycc(o,1]). Es decir, dado § >0 existe un natural

n, tal que:

¢ (c_ x)
(RS

] (cn)

para x € [0,1] Yy n> n,. Por tanto para n suficientemente

grande se cbtiene que:

(c_ x) ¢ (c_ x)
- N s WD s MR
T o () - T ¢ (ep) -

< xPT g

-71-
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Haciendo ahcra tender € y 6§ a 0, se deduce que W(x)sxp.

Luego F.:; = {xP} y por el rorolario 7 concluimos que ¢ tiene

la propiedad WP en =. ///

Los espacios lq’(wn) + para pesos de suma finita y ura fun
cibén ¢ de variacidn regular verificando la condicibn (1) de
la anterior Proposicibn, tieren interesantes propiedades que

pasamos a considerar:

13. Corolario.

Sea 0 < p< ® y ¢ una funcién de Orlicz verificando la con
dicién 12.(1). Entonces para cada sucesidn de pesos (wn)'i de

suma finita, se tiene que lo(wn) ® 2P es isomorfo a P
Demostracibn.

Por la Proposicibén 6, para cada sucesidn (wn)1 con ufvn < o

. ® . ¢ )
existe una subsucesibn (wnk))sl verificando que % (wnk) R T

ya que E: = {tp } « Luego zp es complementado en L‘(wn) y por

tanto:

z°(un) 6P (e z“’(wnk)) e:P Yy ne (Pe Py
~He 2Py g sy

14, Corolario.

Sea 0< p <wcon [ # 1y guna funcibén de Orlicz verifi

cando la condicidn 12.(1). Entonces, para cualquier sucesifn
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(wn); de suma finita, si el espacio Ian) no es isomorfo a
2P tampoco es isomorfo a ningfin otro espacio de Orlicz de su
v

cesiones L.
Demostracidn.

Sea ¢ de variacién regular de potencia p> 1 y supongamos
que £°(wn) es isomorfo a lwpara alguna funcidn de Orlicz .
El espacio IP tiene entonces un subespacio isomorfo a £w, ge
nerado por una sucesién de funciones de soportes disjuntos en
tre sf. Como ¢ es equivalente a una funcidn convexa, podemos
aplicar un resultado de Lindenstrauss y Tzafriri ( [L—TBJ .
pag. 336) y el conjunto C: = ET = {tP} contiene pues una fun

¢
cibn equivalente a ) , es decir z¢(wn)% 2P,

¢
ciores equivalentes a funciones convexas, ya que E: = {tP}.

Supongamos ahora que p < 1. El conjunto E no tiene fun

Sea z¢(wn)x 2" para alguna funcién de Orlicz y.Podemos pues
aplicar el Corolario & y la funcién ¢ es equivalente en 0
atP. ///

Si p=1 y la funcibn ¢ es equivalente a una convexa, el

resultado anterior tarbién es cierto.

15. Corolario.

Sea 0 < p< = y ¢ una funcidn de Orlicz verificando la

[}
condicibn 12{1) . Entonces cada espacio 2¢(wn) con I w < %

no isomorfo a P, tiene una cantidad no numerable de bases
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incondicionales no equivalentes entre si.

Demostracién.

Probemos que si ﬁ%wn) no es isomorfo a P no tiene una
inica base incondicional salvo equivalencias. Si fuese as{,
tendria también una inica base simétrica salvo equivalencias
pues las reordenaciones de la base canbnica de £¢(wn) serilan
equivalentes entre sf. Ahora bien, por la Proposicién 6 exis-

{ ® ¢ oGP
te una subsucesifn (wnk)k=1 con ¢ (wnk)m 5. Como la base

canbnica de ﬁo(wn) es entonces subsimétrica, es decir equiva

lente a todas sus subsucesiones b8sicas, se tiene entonces gque:

WOw )y 9_°(wnk)

Por tanto #P y 2¢(wn) serian isomorfos en contradiccibén con

la hipbtesis.

Finalmente, podemos encontrar una cantidad no numerable
de bases no equivalentes para z¢(wn), aplicando el mismo ra

zonamiento que en [L—T4] (pag. 118). ///

Analizando las demostraciones, es f&cil comprobar que
los tres Corolarios anteriores son vilides para funciones de
Orlicz que verifican E: = {tp} , condicién m&s general que

la 12.(1).

16. Observacién.

Es conocido que existen espacios t%wn) no isomorfos a



P para ¢ verificando la condicibén 12.(1). Asf en el Corola-
rio 4.2 de [Hl] . se establece que si ¢ no es equivalente
a una funcibn p-convexa en = (0 < p < 1l)entonces existe una
sucesidn (wn); con g w < = de tal forma que el espacio
g°(wn) nc es localmente p-convexo y por tanto que £¢(wn) ro
es isomorfo a 1P, Por ejemplo, consideremos la funcibén ¢ de-
finida por:
( P si 0< t <1
#(t) =‘ &F

—_— sl t> 1
{ log(t + e = 1)

Para esta funcidn p-cbncava en = que verifica la condi-
cibn 12.(1), existen espacios con pesos de suma finita isomor
fos a oP y otros que no son isomorfos a ningGn espacio de

Orlicz 2¢, (por el Corolario 1 4 y el resultado citado de

(.

Cuando la funcién no es necesariamente de variacifén regu
lar, se tiene la siguiente condicibn suficiente para la pro-

pi.eclamwP en © .,

17.Proposicién ( [H2] . Teoremas 2.1 y 2.2).

Sea 0 < p < » y 4 una funcién de Orlicz.
17.1. Si ¢ es equivalente a una funcién p-céncava en o y p-s:
entonces ¢ tiene la propiedad WP en « .
17.2. si ) es equivalente a una funcién p-convexa en o ¥y

p= a: entonces 4 tiene la propiedad wP en = .

-75-~
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La condicién 12.(1) no es un caso particular de la condi
cifén de la Proposicién anterior como muestra el siguiente

ejemplo.

18. Ejemplo.
t o' (t)

Una funcién de Orlicz ¢ com lim ——=-='p y que no
tee 4 (t)

es equivalente en el =» a una funcién p-céncava ni a una

p-convexa para 0 < p< =,
2’
Definimos ¢ en [e“’ ,«) por:

p '
a, t site [eZk! ; e(21(+1).]
(e = log ¢ :
(2k+1) ! _(2k+2)!
b, tPlogt site]e ie ]
para k=1,2,... y donde los coeficientes ay y b, hacen continua

la funcién , i.e. son:

2 0n2 2

g - —2nZan? . @on® 22 g2
(302 (512 ... ((2k-1) 1)

b= _n?an? . waon? . 1

ko andesn? ... (ke n? 3%5%_ (2k+1) 2

Estudiemos diversas propiedades de la funcién ¢ :

a) lim —2E - o,
tso P

(2k+1) !

En efecto, para t = e se tiene que:

¢ (t)
t

= b (2k+l)t =B 2.4 ...
3%...(2k+1) 3.5. ...(2k+1) 3

i =R

"2%3‘1—

1
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p) Tim &8 - o,

t+o tP
En efecto, para t= euk): se tiene que:
ot) _ 2k _ 2.4...(2k) ko2
tP (k! 3.5...(2k-1) j=1 2§ -1

c) lim __t ' (t) _
t > P
olt)

L]
En efecto, la funcibn es derivable salvo en los puntos e’

para n=3,4,... donde lo es a la izquierda y a la derecha. M&s

concretamente:
1 2k! {(2k+1) !
P~ T59F si te (e e )
te '(t) _ °9 ’
—— — 1 L}
#(t) p+ — si ta (el2KHD)! (2k+2)1

En particular, de la condicifn ¢) se deduce que 0‘; =3:' PY
que ¢ cumple la condicibn 4 ; en ® ., Recordemos que por una
caracterizacién de Turpdn ( ['1’2] , Proposicién 1) , una fun-
cin 4 es equivalente en el » a una funcibn p-céncava en
el = (respectivamente p-convexa en el » ) si y solo si
existe K >0 tal que en un entorno de » y si 0 <x< y se

tiene que:

oly) ¢ _(x) o(y) $(x)
< K (resp. > K ———=)
¥ - xP Yy xP

La condicibén anterior implica que:

HEM <o (resp. lim ) > 0).
y-= y° Y= ¥
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Asi pues por las condiciones a) y b) , la funcién ¢ no es equi
valente en el = a una funcién p-c6éncava ni a una funcién p-con
vexa. NStese que si p=1, el resultado para la convexidad es con

secuencia de ser (L¢)' = {0} pues lim S 0 y ¢ verifica

oo t
la condicién 4y en =,

Abundando en la Ohservacién.4 , podemos definir las propie
dades WP en 0 y el conjunto Pg para una funcién de Orlicz ¢,y
obtener resultados similares a los de los Corolarios 13 , 14t y
15 para funciones ¢ que verifican E¢ = {tF) y espacios de su
cesiones g*(wn) para (wn)I convergiendo a = . Por ejemplo

g°(wn)% zp para alguna sucesién (wn): tendiendo a ‘- » si y so-
lo si existe una funcibn y € E¢ , equivalente a tP en un entor
no de 0.

En ocasiones, el estudio de los espacios z¢(wn) con

I wy<= puede deducirse del anilisis de los espacios lx(wn)
1

para una sucesifn (wn)f tendiendo a =« , donde ; viene dada por

la siguiente definicién:

19. Definicién.

Si ¢ es una funcibén de Orlicz definida en [O,D ) , su si-
métrica ¥ estd definida por:
[ 0 si t=0

~
o(t) =
1 si t>0

1
G(—E—)
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20. Proposicién.

Sea ¢ una funcidn de Orlicz y designemos por ﬁ"’ al con
junto de las funciones simétricas de las de E¢ . Se tiene en-
tonces que:

20,1, En =
B3 = £,

@™ ™

20.2. (v,,x= rx¢

Demostracién.

20.1. Como los Indices de ¢ son finitos no nulos, las funcio

@®

nes de E¢ 6 E¢ pueden condiderarse definidas en cualquier
t >0, sin mis que sumergir a (2% 5 < A< len c([o,s]
¢ (N :
y hacer tender s a . Supongamos que F € E. . Por el comen-
tario anterior, la fur&ciién F es limite puntual en [0, =) de una
(A o
sucesién del tipo ( %‘—- ), para A n'® . Por tanto:
(1)
n

s () o=
%(t) = ——1—_— = lim ———— = 1lim —#—
1 Naew ™V An n=se g )

F(T) ¢(T) xn

Vemos pues que E"\’ es limite puntual de una sucesifn del

¢ Cuy )

tipo (—————) para U+ 0. Por tanto ¥e E¢ ., es decir
¢ ()

que F e "EQ . La otra inclusién es entonces inmediata. Obsér

vese tambi&n que:
ES 1 E l
20.2. Recordemos ([L-T,]) que:

= sup (p>0 : sup —olex) <o}

a
¢ Ocx,tel  o(t) xP



N
y av = sup{ p> 0 : sup 8(s) < » }
¢ y,s21 $(s y)
Haciendo y = L )y 8 = —%— se tiene que:
X
vl "
oltx)  _ yP ¢(—) - Y els) (1)
N
o(t) xP ;(_x_) #(s y )
t

De (1) se sigue inmediatamente ai =a¢ . De igual modo

se prueba que a§ =B, /1
Apliquemos ahora lo obtenido en la Proposicién anterior:

21. Ejemplo.

Consideremos la funcién ¢ definida por Lindberg en [ Lb]
nN
(pag. 135) . Su simétrica ¢ est§ definda por:

g(t) - ¢P+sen(log |log t| )

si t »>1 y para p > /2 . Se verifica entonces que:

® _F =9
By = E, =it

: qelp- 2 ,p+ /2 ]} , ¥ que
o F" = a = - /2 + /2
[a?‘;' X] [“@' ¢] [P r P ]
Por tanto § verifica la propiedad WP en = para todo p del in
tervalo [mg s

[}

L - [+] x o

Pk 1 v P, a[ag.ﬂ%; . N6tese que la funcién & es
o3

oy - convexa y 3i-concava en .

Modificando un ejemplo de Lindenstrauss y Tzafriri (EL-TZJ

Proposicién 2 ) vamos a obtener funciones 4 cuyo conjunto

-80-
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asociado P; es { p,q) para p#/q , p,9> 0 , y por tanto no es

conexo.

22. Ejemplo.

-pn-1

Sean p,gq> 1 conpfqy t, =2 para n=1,2,,.. Defi-

namos H en [0,1] por:
f
tP si £ < t<1
td . < b o<
Hton-))——g— St f2nS ® Sfypq
H(t) = o 7t
t
H(th) P si tnas t Xty
2n
0 si t=0

Por la Proposicién 2 de [L-T,] el conjunto E, cc(fo,1]
P +d

es igual salvo equivalencia en el 0 a Ete,l u th,l ={ tF,t%}).

Consideremos ahora la simé&trica de H, definida en [1,=) . Pro

bemos que { p,q)} = P, . Si una funcién .,gue podemos suponer
H

o
definida en [0, ) , pertenece a E. , entonces
H

Proposicién 20.1 y por tanto & es equivalente en el 0 a tP o
N

N
y e EH por la

a t9, su simétrica $ = W es pues eqguivalente a tP 6 a 9

en el = . Por ejemplo si:

AtPc y () BP

para t > t,, entonces:

A, .p
(B P <
B w (3)

YA e)

By P
A
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pPara ) >to, ¥y, A t > t,. Luego escogiendo una sucesidn
v, )
;—A—_); con Apt= convergente en c(o,s)) para w¥se(0,~),
(A)
n

concluimos que en EJ  hay una funcién equivalente a tP en

f0,= ). Es fdcil comprobar que E:’I c E§ , obteniéndose que
p € Py .
H

@
Reciprocamente, sea r € P~ . Repitiendo en sentido inver
H -
so el razonamiento anterior llegamos a que existe :.una funcién

en Ey equivalente en 0 a t¥ y asf necesariamente r=p o r=q.

En definitiva, el conjunto P7 = {p,q} no es conexo. Multi
plicando la funcidn i por t* para un s» 0 conveniente,el
ejemplo se generaliza al caso no localmente convexo. Tambien

se puede, iterando la construccibn de la Proposicién 2 de

o

[L-T,], obtener una funcién ¢ cuyo conjunto P s

sea {pl,...,

sP, } Para p;> 0 prefijados.

23. Observacibn.

Si ¢ es una funcibn de Orlicz convexa que verifica la
condicién 4, en= , entonces el dual de !L°(wn) para ‘-\]:'. L
es precisamente isomorfo a z“‘ (wn) donde ¥ =4* es la conju
gada de Young de ¢ . Si suponemos ademds que ¥ verifica la
condicibén A, ene (i.e. si a:> 1), entonces es claro que el
espacio l"(wn) es isomorfo a &P para p >1 si y solo si
z"(wn) es isomorfo a %9 siendo a el exponente conjugado de p:

q=—B
p-1
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En ese caso, se obtiene que:

q-1

A continuacién consideramos espacios de sucesiones de Mu-
sielak-Orlicz localmente acotados para M=(¢ n):' donde las ¢ n
son funciones de Orlicz normalizadas, estableciendo algunos re
sultados relativos a los problemas ya tratados en este capfitu-

lo.

En primer lugar observamos que dada M=( @n)al, el que cada
funcibn ¢ , sea equivalente a una misma funcién de Orliocz ¢
en Eo,l]no implica en general que 2 ¥ este relacionado con ¢
como ocurre en el caso de espacios de sucesiones con peso. El
siguiente ejemplo muestra que incluso las ¢ , pueden ser equi
valentes a una misma funcién convexa F y sin embargo L M no

ser localmente p-convexo para ningln 0 <p <1.

24. Ejemplo.
Un espacio de Musielak-Orlicz de sucesiones z“’n’ no lo

calmente acotado, definido por una sucesién de funciones de Or
licz ( ¢.n)’1 que son equivalentes a una misma funcién convexa

en un entorno de 0.

Sean G y F funciones de Orlicz con G(1)=F(1l)=1 que verifi
can la condicién A, en [0,1]. Ademds la funcién , F es con-
vexa en [0, »).y la funcién G de forma que £% no es un espa

1
cio localménte acotado (por ejemplo el espacio 2 [log xt ).,
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Consideremos una sucesifn numérica (rn); cumpliendo que:

o0
0 < <r y z G(rn) < o

Fael = Tn 1
Se define para cadam € N una funcién de Orlicz ¢n por:
G(t) sit>r,

¢ (t)=
n Glr,)

F(t) si tc T,
F(r,) -

Es claro que las funciones 4, son equivalentes a F en
un entorno de 0. Ademds las funciones de Orlicz ¢n verifican

la condicién 4, wuniforme. Ep efecto, para t < 1:

(

G(2t) < sup G28) _ 4 ¢ » sit >r,
G(t) tad G(t)
(200 JEE) gy B8 _ g .. sit <r,
e F(t) t<l  F(t) 2

3, (8)

G(2t) FE(¥n)  G(2 rn) F(rn) cppce si P t<y
F(t) G(ry)) ~Gurp)  F(ER ™ 2 -~ "

(o) (9))
Por esta acotacifn, se obtiene que £ "= h y que los
- (¢
vectores canbnicos (e ), forman una base de Schauder de g B
o o
. n .
Ademis i ), e, converge en % si y solo si f o 1A 1 <

< » . Observemos que:

) = A L A =
i“” ) b T o 0 D) I oA
n'—n n'"n
G(r,)
= I - Felaly+ 2 Iy (@
‘Anlfrn F(r,) | Xn|> r,
© G
Suponaamos que (A ); @ £ . Fntonces z GUIA D<=
P . l’\1. hnl?_rn n
Por otra il al) i :
parte <t si |x | < r . Luedo :
z al =

Flr, )
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Glr,) -
s F(J A s I Glrp< I Glre e
Apl< r, Flrp) als 1

(o)

m
En consecuencia , ( An)l g ® . Reci{procamente, si se

n

da esta pertenencia entonces r Gl an )< « por (1).
'xnl>rn ‘-
Asimismo b G( |a < L Glr )< LG(r)<c= ,
n!’Z n'— n
nls T [An127n 1

con lo que ()\n)1 € ¢ . En definitiva los espacio 2 y 2

(¢.)
son isomorfos y por tanto L n no es localmente acotado;
luego por el Teorema de Roki-Rolewicz ( [R] , Teorema 3.2.1,

[x6] ) no es localmente p-convexo para ningfin 0< p< 1.

25. Observacién.

Si definimos Yy, y 6n como:

n
$_(t)
Yn = sup - < ®
t<1l F(t)
&, (€)
= inf —— 0
*n ¢<n1 F(t) >

para cada natural n, estos nGmeros miden el grado de equiva-
lencia entre la sucesién (‘n); y la funcién F en un entorno

de 0. Como:

G—(t— si t > r,
%(t) F(t) -
e Glr, )
F(t) n si t < rn
F(rn)
se tiene que:
Yn = sup _.G(—t) , § = inf —G-(_ti_

n
r <t<l F(t) r <t<l F(t)
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Por ejemplo si F(t)=t y G(t)=t9 (para 0 <q<1), se obtie
)

ne que e " v fy que:
= 971 =
Yn T y & n= 1
1 -3
Tomando r,=—= para n=1,2,..., es claro que LG(r )<eo y
2" 1 "

que ynfm lentamente, pues:

Y r - -
lim .l"l.—_- lim ( &)q 1 = 21 T ¢
n+« vy n n-+o rl

Asi pues el resultado anterior se mantiene v&lidd incluso
cuando la equivalencia entre las ¢n y F no difiere excesiva-
mente. Conviene observar que (¢nf; no puede ser uniformemente
equivalente a F(es decir 0 <lim A <Iim y n<°® ) ya que

(6) n n-

n

entonces 2 coincide con oF y por tanto es un espacio

de Banach.

Pasemos ahora a dar condiciones para que un espacio de
Orlicz de sucesiones sea isomorfo a un s.e.v, de un espacio de
Musielak-Orlicz de sucesiones convexo, limitandonos primero

al caso de copias Riesz-isomorfas.
26.Definicién.

Si (B,) .oy ©S una familia de subconjuntos de C([0,1]) ,de

signamos por T ((80)091) al conjunto de las sumas finitas con

vexas, de la forma:

r a £
i @ aj

para oy #a,siifj , £ €B , a >0 y r a =1,
3 @y oy ay= i e



Consideramos ahora una sucesifn de funciones de Orlicz
( ¢n)1 y definimos c(¢n),l por:

c = T((Ey -4) .2 )
(50,1 £:} Oj’l jen ' *

tomando las adherencias en C([0,1]) con la topologfa de la con

vergencia uniforme. NStese que si 4,= ¢, ¥n € N , entonces

€log o1 = Cpo

27. Proposicién.

Sea (mn); una sucesibén de funciones de Orlicz convexas

que verifican la A2 uniforme. Si un espacio de Orlicz g ® es
(¢.)

Riesz-isomorfo a un s.e.v. de ¢ n entonces ¢ es equiva-

lente a 0 a una funcibn de C(¢“)’1.

Demostracidn.

Sea T el isomorfismo de Riesz,entre 2¢y T(LO)s.e.v. de

(¢.)
g " , que es separable. Si (ei)1 es la base canénica de 1% =
= h¢ entonces:
T(ei) = T aij ej =u,

i=1
(¢n)
para i=1,2,... siendo 1los elementos uy disjuntos-en 2% o
(%)
Podemos encontrar (Vi)? en ¢ ", de forma que

v = hX e,. e ’
Loy G 1173

y que adem8s las sucesiones b&sicas (vi): y (“1); sean equiva
lentes, utilizando para ello una perturbacién como se ha hecho

en la Proposicién 1.6, utilizando el Lema I.5. Por tanto



P xi u; converge si y solo si:

1
I ¢ C I la 1) <
=1 §4m 3% 13
Sean w; = bi vy donde los bi son escalares positivos que
verifican z ¢j(bi 'aij 1) =1 . Ahora los vectores

s ASEE3)
('«ri)m1 forman una base normalizada de [(vi)f_] X 2’, equivalen

te a (w7, y ademds ; W converge si solo si:
il N oWy ¥
1

6,0 1y 1lby Iag 1)

rot b, fa, |) <o,
i=1 j<i(d) N PRNE RS

Definimos una funcién de Orlicz ¢; en [0, =) por:

(b, la.. | t)
W) = I ( % i l 1](
i 3<j (i) 4 (by | ay [

()
para t > 0. Por tanto ¢ 1 es un espacio isomorfo a !-0 . Como

) ¢j(b1|a“|)

las funciones (¢ n)wl verifican la condicién A 2 uniforme, el
conjunto { ¥ 4, i=1,2,...} , cuyos elementos son combinacién

lineal convexa de funciones de los conjuntos E 1 v ©s8 equi

(&),

continuo y puntualmente acotado en C([O,l]) . En efecto, se

tiene que:

v = T 4 by Jaggle) < 1 ¢4y lagd )=

3<3 (1) T 3g3(d)

para t<1. Ademds si 0O0<s, t<l:

|yt = (s)] < j(tj(i) | °j(bi|‘1j|t)' °j(b1|°1j") |
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Como (¢,), verifica la condicién A, uniforme ( [Wol'] pag.276)
existen p> 1l y n, €N tal que si t<1ly n>n, se tiene que
t o' (t)
—————7—— < p. Tomando si es preciso i> i, para que todas las
¢ (t - -
n

funciones d‘j verifiquen la anterior condicién, se obtiene 'eh

tonces que:

oy (£) = py(s)|< £ » b, la,.| 8) b, la,.|lt-s] <
! 12 P Py 1124 <
b !
<L - by laz510) a1 & LTRLTHER
iz 95 By AT A) 4 i 5
t~-s < T p ¢.tb., Jla,.] ) [t=s| = p |t-s|
| ' 355 (1) SRNE T &

para 6€ (0,1) , comprobandose asf la equicontinuidad de
{w 1 :i=1,2,...}.

o0
Por tanto, existe una subsucesién ( wik)k=1 uniformemen

te convergente en [0,1] a una funcién de Orlicz Yy modo que:
|y (£) - by (t) | <-]-'E
k -2

para t <1y k=1,2,... Como consecuencia, las bases tanénicas
- (g )

ae 1Y yde ¢ ik gon equivalentes. Asimismo como toda base

simétrica es también subsimétrica ([:L—T4] Proposicién 3.a.3),

las bases de ¢V y de ﬂ«": Z(%‘) son entonces equivalentes. Por
tanto por la Proposicién 4.a.5 de [L-T4] , se tiene que

v '?: ¢ Ademés las funciones u&k pueden escogerse de forma
que sean combinacién lineal convexa de funciones de los conjun

k. En efecto, supuesta elegida ¥
tos Fbjll para j > ’ P g 1k-1
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suponiendo como caso m&s desfavorable que k € sop( wjk) para
algdn natural Ir basta elegir iy con la condicién adicional

ik > max (ik-l' jk). Luego,

b= lmow, oecg,, . 11/

Para copias isomorfas obtenermos con razonamientos anilo-

gos el siguiente resultado.

28. Proposicibn.

Sea (¢n 1 una sucesibén de funciones de Orlicz convexas

que verifican la condicién Ay uniforme. Si un espacio de Or-

(¢.)
licz 2¢ es isomorfo a un s.e.v. de g B entonces en C¢ 1
hay una funcién equivalente en el 0 a una de C(0 ),1°
n ’
Demostracién.
(o) ¢
Supongamos que § tenga un s.e.v. X isomorfo a % .

Por un resultado de Bessaga y Pelczynski ( [L-T,] Proposicién

l.a.11), X tiene un s.e.v. Y generado por una sucesifén b&sica
(e)

equivalente a una base bloque de la base canénica de L 0,

Dicha base bloque es del tipo:

fial
u, = g a, e
i - j 3
j=n; -
para n; <ng., . i=1,2,.... Por tanto, f Ai u; converge en

(4y)

1 si y solo si:
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© n .+1-1 .
I * "j(lkil |a)l)=
i=1 j=n;
e MTh g () gl fag] )
= I T *j ( |°j 1) <=
i=1 j=n, "j ( Iajl )
nye17t
Suponiendo que la base es normalizada, i.e. I ¢j( Ia:i D=1,
j=n1

obtenemos que [ (ui);] es isomorfo a un espacio de Musielak-
Orlicz g 1 donde 'l'i est8 definido por:

n -1

i+1 . la t)
y(t) = T 4 2yl

j=ng % ( 1aj 1)

% (I"jl)

para t < 1. Razonando como en la proposicifn anterior existe
una subsucesién ( "’1 )k=l convergente a una funcién de Orlicz
gy )

Vde ¢ de forma que ¢ "k y 2‘1’ son isomorfos. Luego

(¢ 1
X X 9,° tiene un s.e.v. isomorfo a iw y por el Teorema 1 de
[L-T2] concluimos que ¢ es equivalente en el 0 a una funcién
de c¢,1' ///

29. Corolario.

Sea (¢n);° una sucesién de funciones de Orlicz convexas
que verifican la condicién %% uniforme. Si lu’n) contiene una
copia isomorfa de 4 P para algtin p> 1, entonces la funcifn

tP es equivalente en 0 a una funcién de C .
(e),1



Demostracién.

Aplicamos la Proposicién.28 a la funcién ¢(t)=tp para

= {¢P
la que Cy1 = why. ///

30. Observacién.

Observese que si en C
(¢n

te en el 0 a tP de forma aue en C(Eo,l]) se tenga que:

NG
b (t) = lim ( Sy o we ma )
[ i=> n e o, 000y n

Y a, = ¢ (Xn).

siendo o0; una sucesién de subconjuntos disjuntos de N tal

que 1lim (min gi) = «, entonces zp es isomorfo a un s.e.v.
i+

de 2(4“).

VYamos a utilizar ahora el Corolario anterior para dar
condiciones afin de que determinadas clases de espacios de
Musielak-Orlicz de sucesiones escalares tengan una copia de

P

. )
Los espacios de Nakano de sucesiones ¢

«G2-

)1 hay nna funcibn ¥ equivalen

(Pp (Nakano [Na]‘

Simmons [Si] ) son un caso particular de espacios de Musielak-

]
Orlicz de sucesiones RM. En esos espacios, M = (4 n)1 para

Pn

¢ n(t) =t siendo (pn)l una sucesibén de nfmeros reales

positivos.
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31. Proposicién.

(p,)
Sea £ ™ un espacio de Nakano con 1 < inf P, £ sup p, <
né N né N
(p,)
<» , Entonces el espacio L contiene una copia isomorfa
de P si y solo si p es un punto de acumulacién de la suce-

sibn (Pn):'
Demostracién.

La condicién es suficiente. En efecto, si p=lim Pn enton
k+e 'k -

ces la funcién tP es 1imite uniforme en C([0,1]) de una suce-
n

si6n de funciones de Orlicz <% que verifican %(t)=t kj para

t <1, y ademés:

-1 p & 1
fhj(t) —Z-J.-_<_ t! g_vj(t)+ >3

Por tanto si (Aj); es una sucesifn de escalares tiene que:

r - A EENEL
lrijAjI) 151z|jr"gl ¢](|j|)+1

(4q)
Luego las bases canfnicas de 2 % Yy £ son equivalentes y

(pn)

dichos espacios son isomorfos con lo gue £ tiene una copia

isomorfa de 1P,

(p,)
Reciprocamente, si : P es isomorfo a un s.e.v. de 1 n

entonces por el Corolario.29 , la funcibn tP es equivalente en
0 a una funcién de C(tpn) 1 Supongamos que p no es un punto
’

de acumulacién de (pnfl . Entonces existe >0 y un natural
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n, tal que si n > ng:

Ppelp-c p+el

o«
Consideremos la subsucesién (tbk);_° (respectivamente (‘l'k)l )
formada por las funciones tPn tales que p, >p+E (respecti
vamente Pp <P - ¢) . Las funciones ak son (p +€ )~convexas

Yy F"k 1={¢k} . Ademis , las combinaciones lineales convexas
’

y los limites uniformes de funciones (p+c¢)~-convexas son también
{p + ¢)-convexos. Por tanto, todas las funciones del conjunto
C("k) 1 son (p +¢ )-convexas y ninguna puede ser equivalente

4

en el 0 a la funcién tP. Aplicando el Corolario 29, el espacio

()
,

no tiene copias isomorfas de ¢ P_ pe la misma forma,

4H

s.e.v. isomorfos a ¢ P. Por un resultado de Samuel ( [sa],

(
EEATY

ne copias isomorfas de ¢ P Finalmente , concluimos la demos-

(py) ® ) ()
tracién observando que e ™oy K o [} %

utilizando la (p -¢ )-concavidad se deduce que no posee

Teorema.l), el espacio de Banach tampoco tie

. En efecto,
llamando Aa{neN=;7n>P+€} y B a
mMEeN : Pp <P -¢€ } , se tiene, para cada sucesifn de esca-

lares (An);, que:

S P P
- p P n n
I e PO e U L S R I R W
1 n@AUB nea nes
® (pp)
Asf pues, la sucesibén ()), € 2 si y solo si () n)neAe
() (py )
e ¢ K Y Opglpeg € * k , por lo que puede establecerse
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(p,) (¢,) (4 )
un isomorfismo entre £ ° y ¢ kK9 o X s/
P (py)
N6tese que las copias canfnicas de 2% en ¢ son com
(p,.) -
plementadas y por tanto que ¢ " tiene una copia isomorfa y

(p.)

complementada de P si y solo si £ n tiene una copia iso-

morfa de lp.

Para terminar este capftulo establecemos algunos resulta-
dos que relacionan los espacios de Musielak-Orlicz de funcio-

nes y de sucesiones en el caso convexo.

consideremos (4,) , para t # [0,1] ,» funciones de Orlicz

convexas tales que la funcibn dg definida por
gg(t) = ¢,.(s) , para todo s >0,

sea una funcibn medible en t respecto de la medida u de le-

besque en [0,1]. Entonces M 5(¢t)te [0,1] es una funcibn de
Musielak-Orlicz y i (resp. L; ) es el espacio de Musielak-Or-
licz formado por las funciones f u-medibles escalares finitas

en c.t.p. d« [0,1] , tales que:
' 1
¢ ([£()]s) at <=
0

para algin s >0 (resp. todo s >0), con la igualdad en c.t.p.

de funciones. Dicho espacio esta dotado de la norma:

1
l £l = inf{ s>o0: [ %(_Lf&il_, at < 1}
0 s
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Propiedades bfisicas de estos espacios pueden verse en Mu-

sielak ( [ug rapitulo II).

Los espacios de Nakano Lp(t)

en los que ¢, es una funcibn
multiplicativa vt €[0,1] definida por ¢t(s)=sp(t) , son ejem~
plos de espacios de Musielak-Orlicz de funciones no contenidos

en la clase de los espacios de Orlicz de funciones.

Una.condicibén necesaria y suficiente para que LuaLg es que
se cumpla la condicién a9 generalizada, es decir que existan

1

heL™ y K > 0 tales que:

pp(28) 2 ¥ ¢, (s) + hit)

para todo s > 0 y casi todo t € [0,1].

30. Teorema.

Sea LM un espacio de Musielak-0Orlicz definido por “'(¢t)te[0 1
r
de forma que ¢t es convexa y ¢t(1)=1. Entonces, todo s.e.v.
cerrado de Lg contierie un s.e.v. isomorfo a un espacio de Mu-~

(wn)
sielak-0Orlicz de succesiones 1 .

Demostracibn.

Fl espacio Lg es un reticulo de Ranach dotado de una norma
orden continua. En efecto, sea (fn)? una sucesién de funciones
de L’g de forma que € :fn* 0. Fijado fn y un natural k € N, se

-]

tiene gue:
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i e ey )
JOt(Z}‘—n——)dt<~
0 Il

fn.“ M

para cada n€ MN. Aplicando el teorema de la convergencia mond-

k
tona a la sucesidn no decreciente (—2——fn—)w1 se concluye
£
[ENTM
que existe nkGZN verificando que:
1 [£ (el
J at2f D) gt <
e e, Ty el
para r>n,, y por tanto que || £ |!y§——’3ﬁ—i ; con esto pro
- 2

bamos que :.11::!;” fn Il =0. Ademss [0,1] ©S una unidad débil
de M pues J %(1)dt=1 <o
0

Utilizamos entonces la Proposicién l.c.8de EL—TSJ. Sea Y
un s.e.v. cerrado de Lg . O bien Y ¢s isomorfo a un s.e.v. del
espacio I.l Yy contiene por lo tanto una copia de y,p para al-
gn p >1 ([Al]), o bien Y contienc una sucesién bSsica
(xn);_D equivalente a una sucesifn b8sica normalizada de L:;
formada por elementos disjuntos (yn):. Fl;\' este (ltimo caso,

llamamos A al soporte de y_. Intonces I )_y_ converge siy
n n y “nfn

solo si:

M8

J o LIX [ lly,(e) ) dt<e
A - ;
n

Definimos entonces una funcibén de Orlicz wn por:



-98~

v aM) =I b (A |y, (e) )at
A Y
n
Por estar la sucesibn (yn)z normalizada se tiene que Y{fl)=1.

@

Por tanto [(xn){ ] es isomorfo al espacio de Musielak-Orlicz

de sucesiones % . ///

31, Corolario.

Fn Jas hipbtesis del Teorema anterior, todo subespacio ce

rrado del espacio de Musielak-Orlicz de funciones Lg contiene

. - n
una copia de alafin 2 para 1 < p < ® o de- Co-

Demostracidn.

Es consecuencia del Teorema anterior y del Corolario 3.7
de [Wo,] : todo espacio de Musielak Orlicz de sucesiones

(3.) (¢
R h n’' contiene una copia de ¢° para algGn
(o) (6,)
p>1, (odec  si 2 #Z h ).///

convexo 2

Finalmente, utilizando las funciores Wn construidas en
la prueka del Teorema 30, vamos a dar una condicibén suficien-
te para cue un espacio de Nakano Ip(t) contenga una copia iso

morfa de &,

32. Pronosicién.

sea P ([0,1] )= tF® un espacio de Nakano de fun
ciones de forma que la funcidédn p(t)> 1 sea continua en [0,1].

LPE)

Entonces, tiene una copia de 21 para todo q € p( [0,1] ).

Demostracidn.

Para t.€ [0,1) definimos una sucesidn c¢e funciones de
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Orlicz (wn):___n° (cuando t.+ :n < 1) por:
e L
+
" (s)= 2“ 2 s?(t) at
- 1
Jtet —1n+f

Por el teorema fundamental del cilculo se tiene que:

lim y_(s) = P (te)

n+e

Yy por tanto (wn): converade puntualmente a la funcibn sp(t°).
1

Por otra parte como: to+ —
2" pee) sP(8) ae
1
syt (s) JEtTmT
min p(t)< =- T < mar pl(t)
0<t<l vpls)  (te+— Tostsl
2 P (&) 4
1.
tot e
° ontl
es inmediato que las funciones (wn):=n verifican la condicidn
L]

by uniforme y por tanto que el conjunto que forman es compacto

en c( [0,1] ). Asf pues existe una subsucesibn (Wnk): que con-

plte)

verge unifcrremente a s Tomando adecuadamente la subsuce

8idn, por un razonamiento va varias veces empleado, concluimos

p(t,)

que la base canbnica de ¢ y la sucesidn b&sica

1
(a, = X o
"k 1 1
/ (Dk+l ) E tot ——E;:r » tot nk ) )k=1
1/2'7p(®) 2 2

son equivalentes ya que I Akgk converge si y solo si:
1

1
to+
2"k

[r:]P(%)

8

[ o)

dt = ; voo(X ) <
k=1 ™ K

]» 2]
=2

1 n,+1
Jto*’-—zﬁ"—'r 1/2‘(
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es decir si L A J Plte) o ya que escogemos ¥ n ' de for
k

k=1
ma que Iwnk (s) - sF(te)| < —;E sis <1.

Para t=1, se procede de forma similar.///



=101~

CAPITULO IV

ESPACIOS DE ORLICZ MINIMALES.
COPIAS COMPLEMENTADAS DE 1P,
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En este capftulo, por ¢ designaremos una funcién de Orlicz
definida en [O,w )} con Indices finitos no nulos y tal que
¢(1)=1. En este caso consideramos los siguientes conjuntos rela

cionados con ¢ y definidos en el capftulo III:

Eos By + Cos ¢ Co -
Ens * Ey v Cos o P

para cada s >0, como subconjuntos de C([0,»)) dotado de la to-
pologia compacta-abierta. De esta inclusién se derivan algunas

de las propiedades que a continuacibén estudiamos.

1. Proposicién.

Sea ¢ una funcién de Orlicz de Indices finitos no nulos

. -]
en 0 e~, Los conjuntos E¢ ' E&,s' E¢ b4

tos compactos de C([0,2)) formados por funciones de Orlicz.

E’m g Son subconjun-

Demostracién.

Recordemos que en C([0,2)), un subconjunto X es relativa-
mente compacto si y solo si las funciones de X son equiconti-
nuas en cada punto de [0, =) y puntualmente acotadas. Distin-
guimos entonces seglGn que ¢ sea o no convexa.

Si ¢ es convexa se tiene, suponiendo sin pérdida de gene

ralidad que ¢ es derivable, que:

¢' ((a t+(1-g)s) A ) A |t-s]
$¢1)

<

I_Q(xt) _ __¢0xs)
$(2) (1)

4 ODAT sy = .
¢

A
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para t,s <T siendo T>1l. Fijado T, puesto que ¢ cumple la con.
dicién 2, en [0, ») existe K>0 tal que ¢(AT) < Ké (A). Por
tanto:
(1) < ODAT g ¢ o g
é(AT)

Como los indices % y %T son finitos, se tiene que

Ll
sup S M GS B . Esto implica directamente que
0(t<m 0 (t)

{_ilgﬁl : 0 <A< @ les equicontinuo en cada punto de (0,2 ).
¢(2)

Cuando ¢ no es convexa, basta aplicar el razonamiento an-
terior a la funcibén ecuivalente a una convexa td =y ; entonces:

_oat) o 1 w(t)
sy B v

Como ademés T Mg >0, existe H >0 tal que:

$(rt)

< H
$ (1) tP
para algGn p> 0 y cada t <1 y X>0. Por tanto,{ 208 ;. g )
o(2)
es equicontinua tambien en 0. De nuevo por la condicibn Az(es
A
decir sup —ot) .o para cada t> 0), es clara la acotacién

0<A<™ ¢()‘)

puntual de las funciones —QLAEL . Pinalmente es ficil compro-
Te()
bar que las funciones de los conjuntos definidos, que son limi-

te uniforme sobre compactos de funciones de Orlicz son también

funciones de Orlicz.///

Como consecuencia del resultado anterior obtenemos propie
dades interesantes de las funciones de Orlicz definidas en

[or“’)-
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2. Proposicién.

Sean ¢ y ¥ funciones de Orlicz equivalentes enel * . Toda
funcibn M de E: es equivalente a una funcién N de E; . En
particular, si ¢ es equivalente a una funcién p-convexa (resp.
p-céncava) en el » para algn p> 0 entonces todas las funcio
nes de E: son equivalentes a funciones p-convexas (resp. p-cc;g

cavas) .
Demostracién.

Supongamos que M€ E¢ . Entonces existe una sucesifn esca-
® 4o .
lar (2 n)l con 1< )‘n tal que:
pr, £)
M(t) = 1im ——,
n+ ¢(Xn)

uniformemente sobre compactos de [0, » ). Consideremos ahora la

A L]
sucesibn (__'lf_(_ﬂ )1 de funciones pertenecientes a B:; 1 -
Y (A) ’
n w()‘nk t) o
Escogemos una subsucesién ( —_— 7 ) que converge uni-
wix ny k=1

formemente sobre compactos de [0,=) a una funcién N de EW .
Como y y ¢ son equivalentes en =, podemos encontrar A,B> 0

tales que:
B p(x) < ¢(x) < A ¥(x)

para x> X, . Por tanto, fijado t € (0, ) se tendr& para n su

ficientemente grande que:

B -b(knt) . ¢(Xnt) . . 'b(\nt)
R ) s (A) Bovap

Tomando limites obtenemos que:
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2N M) < LN,

es decir que N y M son equivalentes.

Supongamos ahora que ¥ es p-convexa en el *® , esto es que

'l'(tl/P) es convexa en el *® :

1/p 1/p 1/p
YAt +u s) YAW(e ) + uww(s )
para A +y =1y t, s > x,. En ese caso y con las mismas nota-
ciones que antes:
1/p VO (e + u s /P)
N((At + us ) )= lim k =
ke V(A nk )
p
= i p 1/P
]]E}:“"" w((xnkXt+ )‘nk us) )/"'”nk) <
Al B 61/ wp((R s ) 1/P)
< lim — Mk 4 o =
k "’“nk) w(xnk)
1/p 1 1
ap ( t 1/p) upl A s ) =
= lim oy + Ok = ANtP+unisP),
k+m ( ) A )
¥ &‘k ¥ ( ny

Asf pues N es p-convexa. El método es vilido tambi&n para la -

p-concavicad. ///

3. Corolario.
L
Sea ¢ una funcibn de Orlicz y v € Ey . Entonces se tie
ne que [a;,B;] c [a;,e';:] .

Demostracifn.

Sea ¢ una funcibn de F: . Sip <u: , suponemos $ p-convexa
en el = . Por tanto, ¥ es también p-convexa por la demostracidn
-] o oo
anterior. Luedo ay>P. Fn definitiva “».i“w . Un razonamiento

similar nos d3& el resultado para los Indices B; Yy 8; W74
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A continuacién se define un concepto general de minimali-
dad que extiende el introducido por Lindenstrauss y Tzafriri
en [ L-T, Jy [ L-T,] , al considerar espacios de Orlicz con-

vexos de sucesiones minimales.
4. Definicibn

La funcibn de Orlicz ¢ es minimal en el « (resp. en el 0)

cuando para cada funcibén V! perteneciente a E:l (resp. a E
i}

0'1)

se tiene que Em

$,1% By,1 (respe Eg 4=E, ) en c([0, =)).

Comprobemos la existencia de funciones minimales, por ejem

plo en el » ., Introducimcs en E: 1 una relacién < definida por:
’

*®
M <N si y solo si M eEN,l .
. _pl.t) _
La relacibén es reflexiva ya que -(—)— = ¢(t) y por tanto
¢ (1

¢4 €E . Es también transitiva. En efecto, sean M,N y P funcio

oo

¢,

nes de E: 1 verificando M< N y N< P. Existen por tanto sucesio-
’

C3

nes reales O ,), vy (¥,); con Ak' W2 1 de forma que las fun

NoOye) Plugs)
ciones —_—y ———— convergen uniformemente sobre
N (Ay) P (4 )
compactos a M y a N respectivamente. Si fijamos ahora A>1, 1la
funcién
P{Auy.) - P(Mf’k') P(uy)
: 2
P()‘uk) P(Hk) P(Uk.)
converge puntualmente a E\(T(;'Tl . Por ser Epwl C E wl
POu g-) ' o
compacto , una subsucesibn de ( ———) converge
P(A M) k=1

uniformemente sobre compactos a

NCAL) As{ pues , t
w7y S ¥ ,» tanto



-107--

*

-]
N(X ) como M pertenecen al conjunto cerrado EP 1 Luego
N(}) !

M < P. Notese que esto prueba que si N <M entonces se tiene

@
que  Fy C By, e

h er

© f\ ®
nes de Ecb,l y consideremos aelI Ey 1 7 @. si (Pg! ges es una

Sea ahora (M una red totalmente ordenada de funcio

]

red parcialmente ordenada formada por los elementos de

@
/\ F:M 1 extraemos una subred convergente a M que claragpen-
aer a’

te cumple E, , = ﬂ E” . El Lema de Zorn prueba entonces
M, 1 cer Myl

que en E: 1 hay al menos una funcibdn minimal.
z

5. Proposicifbn.

Sea ¢ una funcién minimal en el ™ (resp. en el 0). Enton

ces en C([0, »)) se tiene que:

BT e T

Demostracidn.

Supongamos que ¢ es minimal en el <, obtenifndose el otro

caso de forma anfloga. Si ve E;# P , es claro que Eq’“lC E“;.
’
-] o0 - o0 = o
01" E""l, deducimos de aqui que E¢,1 E¢ .‘bo‘Lue‘:go
n

existe una sucesién (A n)l tendiendo a = tal que W con-

Como E

verge a ¢ uniformemente sobre compactos. En consecuencia las

funciones

ol A_2.) IO I AR

o x_ 1) ¢ () Mxnk)
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$(A.)

converaen puntualmente a para cada e (0,=) . Ya

$ (M)
. H{).) ®
ue A\ _ to , deducimos que { —=—— : <1} =E CE®.
q ate q ) A< ¢’1 ¢

Ahora, tomando en E una funcidn M minimal en el 0 y, por

%,1
los mismos argumentos que hemos indicado cambiando los papeles
de 00 e ~», se obtiene que EM,1= Ey Y EM,l C Eye Finalmente

se tiene que:

20'1:) E¢ D E, = Ey,1 M,1 o1 = E¢ D Eo:l 1/

Como consecuencia del resultado anterior y de la Defini-
cibén 4., una funcibn es minimal en el « si y solo si lo es en
el 0. A partir de aquil las designaremos finicamente cbmo funcio-

nes minimales.

Antes de proceder a estudiar propiedades generales de las
funciones minimales, damos la relacibn gque tienen con las defi
nidas por Lindenstrauss y Tzafriri (solo en el caso convexo)

para espacios de Orlicz de sucesiones !¢ en [L - sz :

Una funcién es L-T minimal sl para cada ¢ de E¢ 1
’
< c([0,1]) se tiene que E,,17Fy,q N c([0,1]). En este caso,
’ ’

las funciones solo necesitan estar definidas en [0,1].

6.Broposicidn.
6.1. Toda funcibén minimal es L-T minimal.
6.2. Toda funcién L-T minimal definida en [[0,1] admite una

extensién minimal a [0, =).
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Demostracidn.
6.1. Es irmediato.

6.2. Si¢ es una funcién L-T minimal, en E<p16: c(fo, =)) esco
gemos una funcibn minimal Y. Como ¢y es tambi&n L-T minimal,
U)(lk-) ©

podemos elegir una sucesibén ( ——;73;—7)k=1

en EW,I que con-

verge a g¢en C([O,l]). Una subsucesién adecuada del tipo

v( Ak.-) m
( ——1 ).

j=1 converger& también a una funcién M en
@A) B
k :
]

C(to, ©)). La funcidn M obtenida es minimal y cumple Mlto 1] =
’
=¢ -///

7. proposicidbn.

Sea ¢ una funcién minimal. Entonces la funcibn ¢ tiene los

mismos Indices en el 0 y en el », es decir:

Demostracibn.

Probémoslo simplemente en el caso de los Indices inferio-

res, resultando el otro, es decir 8¢ = B¢, por simetria.

Supongamos que P <u¢- Vamos a comprobar que también

p < a; i.e. que:

P
sup bt L,
Ayt 1l 4 (Ab)
$ iy .)
Puesto que ¢ es minimal, elijamos una sucesién ——

con u, * 0 que converja a ¢ uniformemente sobre compactos de
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[:0, =), Entonces parai y t fijos, se tiene haciendo s= %que:

IETCV N Y2 W L St

o (At)  o(Ms)sP k= o) Mp)sP
b

Mrk s)
= lim —————
k»e  o(ry) sP
A $(us)
para ry =—Wu,. Cébmo p <o, , se tiene que sup —_—— <
N P o<y s<1  ¢(u)sP
<M <=, Por tanto sup ELICY L =y p<a°;. El mismo ra-
A,e21 ¢t

zonamiento prueba que si p>e:¢ entonces p>a; y por tanto que

o, ==a;° A1

8. Proposiciébn.

Sea ¢ una funcidn minimal. Para cada real p que verifique

p +a® >0, la funcién tP4¢ es minimal.
®

Demostracibn:

Los Indices de =tp¢ vienen determinados por:
o © -] -]
0<aw =0!°+p 14 B‘O=S0 + p< >,
ya que para cada r > 0 se tiene que :

pUAE)  _ _g(At)
YAy £XYP g (h) T

De la misma forma se obtiene que:

- p N .cn _ p L3
Fos=( tM:Mer } P Ey o ¥

$eS
® (P M. P az P p”
B‘J’ {t M.M€E¢}-t F-¢,
¢0k t) co
siendo s > 0. En efecto, basta observar que ( —-——-)k==1

o0
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o0, t)
tP k

converce a M(t) en C(EO, o)) si y solo si (
¢ ﬂk)

VLB e
v ooy

lo hace a tpM(t).

De la definicibdn 4. concluimos que si ¢ es minimal, todas
las funciones de FJ’I son entonces minimales. Por tanto, se tie
© <« <
ne que Ew,l FP,l para cada P € Rw,l y en definitiva V es
una funcidn minimal.///

Para las funciones minimales, utilizando el resultado an~
terior, pueden conocerse los indices de las funciones de E; 1
’

mejorando el Corolario 3. en el siguiente sentido:

9. Proposicién.

Sea ¢ una funcibdn minimal. Todas las funciones de E: 1
’

poseen los mismos Indices que ¢ .
Demostracidn.

En efecto, si la funcibn ¢ es convexa, entonces es tam-
bién L-T convexa minimal. En ese caso, por la Proposicibn III.5
Yy la Observacién III.4, el espacio de sucesiones lwes isomorfo
para cualquier funcién Ve E;,l = E¢ a algin espacio de Or-
licz de sucesiones 1¢ (w n) con pesos verificando w n 4o,
Este Gltimo espacio es isomorfo a ¢ o(E(wn)), donde E(w,)

designa la parte entera de los w_, Yy por tanto al generado por

n
]
una base bloque de coeficientes constantes (“nfl de £ definida
Lu
por: 3 %,
n > S
X °
un = T ek ) ©
k=in+l :

UNIVERS;
Tryays

BIBLIOTECA
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siendo in-ijn.iin+1.ijn+1 Y i, - in = E(Wn). Asi pues, segfin

°y lwson isomor

la Proposicién 4.b.7 de EL-T4I los espacios %
fos y en consecuencia tienen ¢ y V¥ los mismos Indices en 0.

De la Proposicibn 7, se sigue que también coinciden en «.

Si ¢ no es convexa, podemos escoger ( salvo R ) un p >0 de

forma que tp¢ si lo sea. En ese caso, sea € E. =E, ,.
" 6,17 7¢,1

La funcién tPy pertenece a Etp¢ , como ya advertimos en la
,!

Proposicibén 8. As{ mismo, tp¢ es minimal(pues a” +p > 1. a1
ser ademis tp¢ convexa, los espacios ltp‘ y 2th son enton-
ceS 1lsomorfos por la Proposicién citada de [L-T4] , Y las res-
pectivas funciones tienen los mismos Indices,es decir:

Gyt P = +p Y B¢+p=s¢+p.///

En las dos proposiciones siguientes, se estudia la relacién
entre el concepto de minimalidad y los de conjugada de Young 6

simétrica de una funcibn de Orlicz.

10. Proposicidn.

Sea ¢ una funcibén de Orlicz convexa minimal cuyos indices
verifican 1 <a: < 8$<W.Existe en E: una funcibén N cuya conju-~

gada de Young N* es eauivalente en el 0 a una funcién minimal.

Demostracidn.

Sea ¢* la conjugada de Young de 4. En E¢*’l’ podemos
encontrar por el Lema de Zorn al menos una funcibn minimal que
designaremos por M. Por el Teorema 4.b.3 de [L-T4I sabemos

que, puesto que z° es una espacio reflexivo, una funcibn de
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Orlicz es equivalente en 0 a una funcibén de E si y solo si

¢, 1

su conjugada es equivalente en 0 a una funcién de F Luego

o*,1°
la funcibn M* es equivalente en el 0 a una funcibén N de E(¢,)* 1*
’
= E¢ 1 La funcibén N es pues minimal y su conjugada N* es equi-
’
valente en el 0 a (M*)* = M que es minimal.
En efecto, las bases canbnicas de 2 N y 2 e son equivalen

*
tes y los duales respectivos son canbnicamente isomorfos a 2N

*
y fﬁ Por tanto, las bases canbnicas de zN y £M son equiva
lentes y as{ las funciones N* y M son equivalentes en el 0

([L-T,] Proposicibn 4.a.5). ///

En particular, por la Proposicién 4.b.7 de [L-T,], el re

sultado anterior prueba que si 2¢ es un espacio de Orlicz mini
L ]

mal reflexivo entonces su dual (2% % %" es también un espa

clo de Orlicz de sucesiones minimal reflexivo.

11. Proposicién.

Sea ¢ una funcidn de Orlicz. La funcibén ¢ es minimal si

N
y solo si su simétrica ¢ 1lo es.
Demostracibn.

En la Proposicibn III.20, constatamos que E$ 1 esta for
4

mado precisamente por las simétricas de las funciones de E: 1*

14

Sea ahora M € Eg 1 Y supongamos que ¢ es minimal. Entonces

r
= * i o = i

M Yy pertenece a 30'1 y verifica que Ew,l E¢'1 . Tomando

las funciones simétricas en esta igualdad se obtiene que: EM 1
14
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N
= F':i; 1’ probando que ¢ es minimal. ///
’

A bartir de aqui comenzamos a estudiar propiedades de los

espacios de Orlicz de sucesiones y de funciones minimales es

decir generados por una funcidn minimal, que en general los sin

gﬁlarizan, como ocurre con la clase mis reducida de los espacios

2Py 1P,

Para funciones minimales, la cuestidn de la existencia de
espacios de Orlicz de sucesiones con pesos ¢ (wn) isomorfos a

£P tiene la siquiente.solucibn:

12. Proposicidn.

Sea ¢ una funcidn minimal y 0< p < «. Entonces, existe

una sucesibén de pesos (Vx'\)l tal que A ( wn) es isomorfo a P

si y solo si la funcién ¢ es equivalente a tP en [:0, ).

Demostracién.

Probemos la implicacidn no evidente suponiendo que l¢(wn) N

X zp. Si lim W= 0, entonces elegimos una subsucesibn (w )0
n +o P nk B=1
de forma que b w. < =, El espacio 2.¢(w ) es un
k=1 "k nk

subespacio complementado de 2°(wn&: 2. Por ser g P un espacio

primo, se deduce que 20 (wnk) ~ ¢P. utilizando el Corolario III.7,

existe una funcibén | en E“; equivalente en 0 a tP, Luego para
Tt < t, se tiene que:

BtP< w(t)s K tP (1)

Como ¢ € E =F =
U]

¢ E¢'l + para alguna sucesién 1A 4 0,
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U] (An-) L

obtenemos que (-I——r——-)l converge a ¢ en C(Co,w ) ) .Una
()
n

vez fijado t, se cumple, para valores qrandes de n, como conse
cuencia de (1) que:

bA, )

vir)

tP <

xRz

K .p
< i t

Por tanto ¢ es equivalente a tP en [o,= ).

Si lim W n= @ el razonamiento es entonces simétrico del
n-+w

anterior. Finalmente si 0 < lim w < im w <o , es inme

n-+eo n+e

diato que 2¢(wn) Y 2? son espacios isomorfos (més ;ﬁn, las
bases canbnicas son equivalentes). Por tanto 2p% z¢ by como
resultado de la Proposicibn 4.a.8 de [L-T,] y su generaliza-
cién por Kalton ([K,] Teorema 4.6) se deduce que ¢ ~ tP. Dpe
nuevo por pertenecer ¢ al conjunto E¢ , podemos extender

dicha equivalencia a [0, =) . ///

En definitiva las funciones minimales ¢ no equivalentes
a tP constituyen un ejemplo de funciones para las que los con

juntos P¢ y P$ son vacfos.

13. Observacibn.

Por un resultado de F.L. Hern&ndez ([sz Teoremas 2.1l y

2.2.) se tiene que las funcionesfequivalentes a a: -convexas

(resp. F: -cbncavas) verifican la propiedad WP en = para p=

‘“: (resp. p= B: ). Por tanto, como consecuencia de la Propo
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sicién.12, las funciones minimales no equivalentes a tP no son
equivalentes a cl:-convexas ni a Bz-céncavas. Generalizamos
as! una observacién de LIndenstrauss y Tzafriri ( EL-T3] pag.
381) que'establece que si ¢ es minimal l-convexa y u.¢ =1 enton
ces necesariamente ¢ + t. Por otra parte la propiedad anterior
aclara la no existencia de funciones minimales de indice %ro.
Fn efecto, en ese caso t¢ serfa una funcidn minimal por la
Prop.8 y convexa salvo n,de indice u¢ =1; es decir t¢ % t. Por
lo cual existirfan H,K> 0 tales que H< ¢(t) < K para 0«< t<t,

y como consecuencia ¢ no serfa continua en t=0.

Un problema abierto planteado por Lindenstrauss y Tzafriri
en [L—T4] es si existen espacios de Orlicz de sucesiones mini-
males convexos distintos de & ( p> 1) o de C° que sean pri-

mos.

Distinguimos ahora en el estudio de los espacios lo(wh)
para ¢ minimal el caso convexo y el no convexo. Necesitaremos
la siguiente reformulacién de un resultado de Kalton q:Klj

Teorema 7.1):

14. Lema:

Si F y G son dos funciones de Orlicz no equivalentes a una
convexa y que cumplen la condicidn A2 en el 0, entonces lF Y
26 son espacios isomorfos si y solo si F y G son equivalentes

en 0.

Demostracién.

of

Es suficiente observar si Yy zG son isomorfos cada uno
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tiene una copia complementada del otro y aplicar el Teorema 7.1

ae [x,1. ///

Fste resultado no es cierto si las funciones son convexas.
Otra consecuencia del Teorema 7.1 de [Kl] es que si1 Fy G no
son equivalentes en 0 ni equivalentes a una funcién de Orlicz
convexa entonces la suma directa oF o 2 no es isomorfa a
ningln espacio de Orlicz de sucesiones. Si en particular F y G
pertenecen a un mismo conjunto E: podemos construir por la
Proposicibn III.5 un espacio de sucesianes 2¢(wn)x oF e EG,

con 2 w_ < ® , que no es isomorfo a ningGn espacio de Orlicz

n

1 [
de sucesiones. En efecto, puesto que existen (bn)1 Yy (cn)I de
suma finita verificando i?bn)x F Yy 2¢ (e) LG , basta

escoger para n=1,2,...:

W = b y

2n n ¢

Yan-1 = Sn°

15. Teorema.

Sea ¢ una funcibn minimal.
15.1 Si p es equivalente a una funcibdn convexa o a tP para

L]
0< p< » , entonces para cada (H'n)1 con WS @ el

g

aspacio iﬂwh) es isomorfo a % .
15.2 i ¢ no es equivalente a una funcidn convexa ni a tP para
0< p <= , entonces existe una cantidad no numerable de es-
pacios del tipo 2¢(wn) no isomorfos entre si y que son
isomorfos a espacios de Orlicz de sucesiones lw. Ademds,
existen espacios 2¢(Wh) de suma finita que no son iso-

v
morfos a ningfin espacio de Orlicz de sucesiones % .
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Demostracién.

15.1. Suponemos que ¢ es convexa y para una sucesibén de pesos

(v n)1 de suma finita, definimos A_ cumpliendo - -w .
n o(ry °
n

Puesto que E: = E, en C([0,»)) por la Proposicién 5, para

cedan=1,2,..., existe u, >0 de forma que para t < 1l:

xb() t) d’(]l t)
) —— - ! - = 'l'rT (1)
P n) () 2
y ademds que (u n); converja a 0. Hactendo bn= X , la
¢ (uy)

relacién (1) implica que las bases canbnicas de

lo(wn) y 2¢(bn) son equivalentes. Como la funcién ¢ es L-T
minimal y (bn): tiende a » , de la Proposicién 4b.7 de [L-T4]
se deduce que 1¢(bn)% g¢ . En definitiva, los espacios l¢ Yy
l° (wn) son isomorfos. Los casos de ¢ equivalente a una conve

xa o a tP son inmediatos.

15.2. Utilizando la Proposicién 8, podemos elegir p> 0 tal que
tp¢ = y sea una funcién convexa minimal (salvo ~).Fs también
L-T minimal y segdn el Teorema 4.9 de [L-T,], el conjunto E,
contiene una cantidad no numerable de funciones no equivalentes
entre s{. Dividiendo entonces cada funcién por tP, obtenemos en
E0 una canti&ad no numerable de funciones F no equivalentes
entre sf. Por la Proposicién 2, si alguna fuera equivalente a
una convexa todas las dem&s los seria y también la funcién ¢
que es minimal. Luego aplicando el Lema 14, los correspondien-
tes espacios EF (que poseen una representacién del tipo

¢
2 (w) para I w_ - ™) no son.isomorfos.
n 1 ®
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Finalmente, elijamos funciones F y G de E¢ = E; no equiva

lentes y espacios de sucesiones de suma finita 2¢(bn) Y 1¢(cn)

isomorfos a oF Y lG respectivamente. Como ya hemos observa

do en el apartado 14, el espacio lF ® 2G no es un espacio de

Orlicz de sucesiones g y es del tipo 2¢(wn) de suma finita
cuando definimos Won =bnp Y Wy, =¢, para n=1,2,..., obte
niéndose as{ los requisitos del enunciado. ///

Observando que la funcién minimal ¢ es limite de una suce
o) o
0 . ©
¢(kn) )l para 1.+ (resp. para )t =

puede sustituirse la hipStesis de ser ¢ equivalente a una con-

sifén del tipo (

vexa por la m&s débil de ser ¢ eguivalente en el 0 (resp. en

el ®) a una convexa.

16. Definicién.

Sea X un F-espacio con una base simétrica (xn);. La base

(xn): es minimal simétrica si todas las bases bloque de coefi-

cientes constantes de (xn); generan subespacios isomorfos a X.

La base canfnica de un espacio minimal de sucesiones conve
X0 2? y la base canénica de ¢P para 0< p<e son minimal simé&-
tricas. El resultado anterior prueba que la base simétrica ca-
nénica de un espacio minimal de sucesiones no convexo no es mi

nimal simétrica.

17, Teorema

Sea ¢ una funcibén de Orlicz minimal no equivalente a t9
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para 0<q <1 ni a una funcifn convexa. Entonces se tiene que
cualquier espacio de sucesiones con peso l"(wn) es localmen

te p-convexo para p<a: y no es localmente p-convexo para p 1a: .

Demostracién.

Nétese que en las hip6tesis del Teorema se tiene que

0<u: < 1. Sea 1°(wn) un espacio de Orlicz de sucesiones con

peso. Puesto que:

(00, yg (0, eyt af 0D iy y jp{gtA),

o oY ot
:A21}=E, U E:’l = E;’ C c(o,=)),

un razonamiento como el utilizado en la demostracién de 15.1
o

conduce a una sucesién (bn); tal que ]23 b <= y 2as bases
canénicas de 9.0("’11) Yy 1°(bn) son equivalentes. Como se obser
v6 en la Proposicién III.1l, el espacio de Orlicz de funciones
L¢ posee una copia isomorfa de 1¢(bn) . Por tanto, puesto que
el espacio L?® es localmente p-convexo para p<u;° y la p-con-

vexidad es una propiedad hereditaria para subespacios se dedu-

ce que el espacio 1¢(Wn) es localmente p-convexo para p<<!: .

Escojamos ahora, siguiendo 1la Proposicién III.6, una sub-

¢

v
sucesién (b de forma que 2 (bnk) sea isomorfo a & pa-

ni) k=1
ra alguna funcibén de Orlicz minimal W de EO . Como ¥y ¢ tie-

1
nen los mismos fndices, el espacioc ! no es localmente p-conve

X0 para p>a, = @, (por la Proposicibén 9). Mas adn si !-v fuese

localmente a, =-convexo serfa, en virtud del Teorema de Mazur-
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-0rlicz generalizado {{R].Teorema 3.4.10 y [M-0]), la funcién

Y equivalente en 0 a una funcibn -convexa. Por el criterio

a

¥

enunciado en el Teorema III.17, existe entonces una sucesibn
-]

de pesos (cn)1 de suma finita de forma que £¢(cn)x #  Puesto

que ¢ es minimal esto contradice la Proposicién 12. Luego ni

el espacio A4 ni el espacio £¢(bn) que lo contiene son local-
mente ay, -convexos. Fsto completa la demostracibn ya que
o, =a: por la Proposicién 7. ///

18. Observacidn.

El resultado anterior responde en sentido negativo a una
cuestién planteada en [H;] (pag. 201) en elcontexto de la teo

rfa de galbes.

Fl galbe G(F) de un F-espacio E , nocibn introducida por
Turpin ([Ti]), es el espacio vectorial de las sucesiones (xn):
de escalares tal que para cada entorno U de 0 en E existe un
entorno V de 0 en E tal que:

»
U (g 2 nV)C U
N>1 n=1
Se tiene que 22 G(E)C’ll, donde ledesiqna el espacio de las
sucesiones nulas salw en un nGmero finito de términos. Un F-es
pacio es localmente p-convexo para 0 <p< 1 si y solo si G(E)D
D ﬁ%([Ti] paa. 59). Adem&s , si E es localmente acotado, E es

estrictamente p-convexo (p-convexo y no q convexo para q> p)

si y solo si G(E) = ¢P ([sz).

Una consecuencia del Teorema 17 y del Teorema 1.2 de EH2]
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es que existen funciones de Orlicz ¢ de Indice 0< g7 < 1,que

¢
verifican que para cualquier sucesibn de escalares (wn); de su-
ma finita el galbe de 2¢(wn) estd estrictamente contenido en
Bm
2 * si.e.:
Bao
v Poel ey ¢ o
P <a n
Y ac
w)m on L s & @
para ( nl1 © n .

1
Nos restringimos ahora al caso Banach, es decir a funciones
minimales equivalentes a convexas. Lindenstrauss y Tzafriri, uti
lizando funciones L~-T minimales, mostraron 1la existencia de es-
pacios de Orlicz de sucesiones koque no contienen copias comple
mentadas de ningfin WP (1 <p < =) 6de So (EL-T3] Ejemplos 1 ¥y
2). El concepto generalizado de minimalidad nos va a conducir a

un resultado semejante para espacios de Orlicz de funciones.

19. Observacibn.

Si ¢ es una funcibn de Orlicz minimal equivalente a una
convexa, entonces el espacio de funciones L‘ tiene una copia
complementada de 9¢. En efecto, basta tener en cuenta que LQ\
tiene una copia complementada de £¢(wn) para cada (wn): de
suma finita (Proposicidn III.l) y que los espacios 2 vy

]

[} son isomorfos por la Proposicibén 15.1.

20. Proposicidn.

Sea ¢ una funcibn de Orlicz minimal equivalente a una con

. . b . A
vexa. Si el espacio L tiene una copia isomorfa de un espacio de
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U}

Orlicz de sucesiones ¢ con RW> 2 entonces existe en Cw 1 una
’

funcibn F eguivalente en 0 a alquna funcibn de C¢ 1*
’

Demostracién.

Fl espacio de funciones L¢ es un retficulo de Banach or-
den continuo con unidad débil (X [0’11).para el orden natural
definido en casi todo punto. Sea Y un subespacio del reticulo
de Banach L¢ , que sea isomorfo a lw. El espacio Y contiene
una copia de ¢ para p=R,> 2 por el Teorema 4.a.9 de [L-de.
Puesto que el espacio L1 tiene cotipo 2 y cada espacio 2P con
P > 2 tiene cotipo p ([L-T5] pag. 73), se deduce que Y no es
isomorfo a ningfin s.e.v. de Ll. (Véase también el resultado de
Aldous [Al). Podemos aplicar entonces el método generalizado

de vadec-Pelcynski ([L-T.] paq. 38):
Consideremos los conjuntos:
o(f,e) = {t: [£() >ellfll} y m(a={ £ e 1® : ulolf, o)) > e}

para cada f € L¢

y €>0, donde u designa la medida de Lebesgue
en [0,1]y || || la norma de L? . como ¥ Q;Ll, para cada natu-

ral n > 2 podemos eleair fn en Y verificando:

1
”fn” =1 b4 £, € M(—z—n).

a
Si T designa el isomorfismo entre Y y 2¢ 4 (ei)1 es la base
canbnica de Rw entonces (Téei)): es una base de Y. Por tanto,
n

existen funciones u, = T a; T(ei) en Y verificando:
i=1

1
< —_ - 1
o lug 1< 1+ R A LU Rt ALY e
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salvo en un conjunto An de medida nula. Afirmamos Qque u, ¢

2 M( -%:5).Fn efecto, es claro que:
2

1
2n-2

3

o (un' ) € {t: | un(t” > } =B_.

Cuando t pertenece a Bn\ A, se tiene que | fn(t)[ >

> ;n-l > —%H y por tanto gue t e o(fn,-iﬁ). Asi:

1 1 1 1
u (c(un:—zx—‘q)) < D(Bn)< ?*'? < ?_-7

X 1
Yy u, ¢ M(—;ﬁ:f )

La construccidn anterior se hace en los términos expuestos

para n=3 en primer luagar. Reemplazamos entonces Y por el subes-

pacio Y,= E(T(ei));;N3+1 1 , que es tsomorfo a Y por ser subsi

métrica la base (T(ei))f . Repetimos entonces el razonamiento
para n=4. Iterando el procedimiento, obhtenemos una base blogque

de (T(ei))1 que designamos tambien por (u . Puesto que

)@
n’n=3
(T(ei))f es equivalente a la base canbénica de ¥ , el razona-

miento del Teorema 4.a.7 de [L—T4] prueba que hay una subsuce-

@

de (u)) 3 due genera en Y un espacio de Oriicz

sion (unk)k=1 n’n=

de sucesiones g'para alguna funcidén F € C Siguiendo con

¥ 1°
el método de radec-Pelcynski , podemos encontrar una subsucesibn
(nkj) de (ng) y una sucesién (qj): de funciones de 1L® con so-

portes mutuamente disjuntos que verifican:
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-]
para j=1,2,.... Las sucesiones b8sicas (gj)l y (u son

nk 321
equivalentes. En éfecto, es suficiente probar que (gj); Y (vjfl

son equivalentes, donde vj esti& definido por:

u
n
Hu,
*j
Ahora bien:
;| | < ox T
z a; - v < Iflgy-u, fl + I flu, - I <
j=1 b] b =1 J nkj j=1 nkj b]
- -] L -]
1 1
<L === + T - ——].] v |
j=1 23 j=1 Il an I Tk
< A __ 41 el 1 _ L )
j=1 2371 =1 2tkj © 2nkj 1-_.1_m
2

@
Si K es la constante base unicondicional de (vj)1 , existe un
natural m de forma que I [|qj - vjllé—%i . Como consecuen-
j=m
cia del Teorema 1.a.9 de [L—T4] se deduce que (gj)j> m Y
e 1 =

v,
( J)

j>m son equivalentes y naturalmente que (gj)l 4 (vj)1

lo son tambien . Asi pues E(oj)f’] N F

Finalmente, por ser las funciones simples densas en el es
pacio L¢ , para cada natural j existen conjuntos mutuamente

disjuntos Bj c C sop (qj) y nimeros reales (a r) para r=1,2,...
’ ’

3

,kj tales que

verifica que :
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1

2

De nuevo por el mismo razonamiento de perturbacibn de bases, los

espacios [(hj)f ] v #f son isomorfos. Por otra parte ,

Cix B )j r ] es isomorfo canbnicamente a un espacio de Or-
jo.r J’
¢
licz de sucesiones con peso ¢ (Wn) para T Wn< » ., Por tanto,
1
por la Proposicidn 15.1 es también isomorfo a ¢ . En conclusién,

n
el espacio % contiene un subespacio isomorfo a % F y por el
Teorema 1 de [I.-T,] se obtiene que F es equivalente en 0 a una

funcidn de €

o,1" /7

21, Teorema.

Sea ¢ una funcidn minimal equivalente a una convexa y
p> 2. Entonces el espacio L¢ tiene una copia (resp. copia
complementada)de ¢ P gi y sole si el espacio 29 tiene una copia

(resp. copia complementada) de P,
Demostracibn.

Una de las implicaciones es consecuencia de la Observacién

19.

Si ahora el espacio L¢ tiene una copia de ¢ p' sustituyen
do " por tP en el enunciado de la Proposicién 20, se deduce que
QQ tiene una copia de 2P ya que C P = P } . Supongamos fi-

t¥,1

¢ tiene un subespacio complementado Y isomorfo a

nalmente que L

2 P. Podemos repetir la demostracidn de la Proposic;én 20 hasta
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obtener, con las mismas notaciones, la base bloque (un );; de
Y. Como todas las bases bloque de la base canbnica de 2 P son
complementadas ([L-T4] Proposicibén 2.a.l), se tiene que el es-

. = . ¢
pacio [(unp)k=1 ] Q‘QP es complementado en Y y por tanto enlL .,

Ahora bien, escogiendo una perturbacién adecuada (en el sentido
de la Proposicidn l.a.9(ii) de [L-T4I), es posible obtener suce

siones basicas del tipo (ajfj Yy (hjfi cue sean complementadas en

¢
L . Luego el espacio FQ posee un subespacio complementado
isomorfo a [mﬂljklp. /77
Antes de enunciar el préximo teorema, recordemos que en
[

cualauier espacio de Orlicz separable L° , con indices 1<

0
<uwiﬁ;<m »las funciones de Rademacher (r ) _. definidas por:

rn(t) = sign sen(2" 7 t)

para 0< t <1, generan un subespacio complementado isomorfo a
22 ([L—T4] pag. 134), como aplicacidn de la desigualdad de

Khintchine.

22. Teorema.

Sea 1<r<s<2 o bien 2<r<s< =, Entonces existe un es
pacio de Orlicz de funciones L¢ = L¢ ([0,1] ) con fndices u:;r
yﬂ; =s que no contiene subespacios complementados isomorfos a

3 para ningln p# 2.
Demostracidn.
Fijados r y s cumpliendo 2<r< s< =, consideramos las
funciones de 0Orlicz L-T minimales y convexas definidas en los

Fjemplos 4.c.6 y 4.c.7 de [L-T4] y escojamos una ¢ de indices

2<r =% <s =P¢,. Por tanto, el espacio de Orlicz de sucesiones
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%
minimal £ no contiene subespacios complementodos isomorfos a
P para ningfin p> 1. La funcién ¢ puede ser extendida, por la
Proposicién 6.2 a una funcibdn minimal en C([P, ®)) que denotare

mos también por ¢ . Los Indices de esta funcibn en el <« son:
= = R = =
Tp=% =T Y o ¢ =S ()

Como o.;iz se sigue del Corolario paa. 386 de [L—T3] que el
¢ : P © o
espacio L~ no contiene copias de &% cuando p ¢ [:m¢ ' 8¢ Ju
U{2}. Luegqo como consecuencia del Teorema 21 y de (1), se
concluye que el espacio de Orlicz r? no contiene subespacios

complementados isomorfos a P para p#¥2.

El otro caso 1 <r <s <2, se comprueba utilizando argumen-
tos de dualidad . En efecto, seaV la conjugada de Young de
la funcidn ¢ construida anteriormente y cuyos Indices verifi

can:

a
Qw=-—B’—=r b4 B=—°;.— =3 .
By -1 ¥ @y -1

b
Si el espacio I. tuviese una copia complementada de 2P

con p # 2 entonces ka 1P ewn para alafin .subespacio H de I.l‘J .
Por tanto, al ser L¢ reflexivo, el dual de Lw es isomorfo

a L¢ y a PR H', siendo g el exponenté conjugado de p, i.e.
1 1

= + 3 = 1 , Fntonces el espacio L¢ tendrifa una copia complemen
o

tada de 99 con g # 2 , lleg&ndose a contradiccibn pues 2 < °¢i
< a"i < s ///
-7

23 Observacidn.

Para probar la existencia de espacios de Orlicz de sucesig
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nes g¢que no tienen copias complementadas de ningGn P g

utiliza que tP es “"fuertemente no equivalente a E¢ 1" para ca
’
da p. En el caso de funciones minimales esta propiedad puede

mejorarse.

Decimos que una funcibén F es fuertepente no equivalente

a E¢'1 (resp. F@Tl ) si y solo si:
¥ X> 1, Existe e puntos t; € (0,%) tal que ¥V s €
e (0,1) (resp. (1,=)), ?xiste ief{1,2,...,m ltal
que:

¢ (s t;)

b L

., K] (1)
8(s) .F(t)) '

0 (¥X* ) cuando K + =

y m puede ser elegido de forma que my
para cada a> 0. (véase [L-T,] pag. 157).

Demostremos ahora que si F es fuertemente no equivalente
a F¢'1 y la funcién ¢ es minimal entonces F es fuertemente

no equivalente a F? ..
91

En efecto, por ser ¢ minimal se tiene que F =g~ y

%,1 "¢,1
por tanto para r € (1, podemos elegir s = s(r,€) € (0,1) de
forma que

s(st) _ _¢(rt)
6(s) g (r)

| < e

para t< 1. Pero ademis, la funcibén ¢ verfica (1) para s €(0,1)

Si T = min ( tl""'tmg > 0 , es claro que:

$ (st) ___e(rv) | €
$(s) F(t) ¢ (r) F(t) F(T)
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para T <t <1. Fscoaemos ¢>0 cde forma que < L, Por lo
F(T) K

tanto, si $sti) o 1 se tiene que:

¢ (s)F(t;) K

¢ (r t;) 1 1
¢ (r) F(t]) K K

¢ (s t;)
Y si —_— > K se obtiene que:
ds)F(ti)

$(r ;)
1 > K- L 5
X -

[SH ¥

¢ (r) F(t;)

Haciendo K' = K y escogiendo para K' los puntos correspon-
2

dientes a K en la relacién (1) se llega al resultado.

Concluimos el Capitulo con un ejemplo de funcidn minimal
en el = deducido de los expuestos por Lindenstrauss y Tza-

friri en [L—T4] (paa. 161 y siquientes).

24 Fjemplo.

Sea 0 <r <1 y F y G funciones continuas, convexas y estric

tamente crecientes en [r,1] tales que:

24.1. F(1) = G(1) =1, 0 <F(r) <1, 0 <G(r) <1

24.2. Fr (=G (1), Fr(1) < EEE) gy L CI(E)
F(t) G(t)

para vte [r,1].

Py Pa
24.3. F(r) = r y G(r) = r para 1< p1< Py-



Para cada sucesibn de digitos d=(¢:l(n))n=l con d(n) igual

a 06 a1, definimos una funcibn S, en (1, =) @e la forma si-

guiente:
.
1 si t=1
sd ( n-l)
1 1
si < t <
1 rn-l - rn
s,(0) ={ F (—i—)
t y d() =0
1
Sat — 1 N L
si =T < t< n
1 b o r
G {
€ n-1
y @(n) = 1

para n=1,2,... Estas funciones Sd estan tomadas simétrizando
las definidas en EL-T4] y por tanto son funciones de Orlicz
que verifican la condicién A 5 en®. Por tanto por el resul-
tado 4.c.5 de IL-T4] y la Proposicién 11, se deduce que Sd es
edquivalente en = a una funcién minimal si y solo si existe
una constante K tal que para cada natural k,hay un natural

n(k) que verifica:

¥V h € N, existe m< n(k) tal que
n+m+3j j

D aw) -y d(i)|< X
i=h+m+l i=1 -

para j=1,2,...,k.

Fn los ejemplos 4.c.6 y 4.c.7 de EL—T4] se dan
elecciones de (d(n))::l para que los Indices de Hd=§d sean

* ua =r Ma =P > 16 1<a Ma< "ma< ® - Por tanto, por la

Proposicién III.20 , los correspondientes Indices de Sd en o

~131-
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verifican a =8 =p >1 6 1< < B < ®, Multi-
Sa Sd Sd Sd
plicando por t9 para un q adecuado la funcibn Sd,puedexobteneg
se funciones de Orlicz tqsd de indices finitos y no nulos ar-
pitrarios en ® y que ademis son equivalentes en el ® a una

funcibén minimal razonando como en la Proposicibn 8.
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