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Introduccién al estudio de las estructuras hadrénicas por medio del método de
los campos de fondo

Resumen:

El Background Field Method (a partir de ahora, método de los campos de fondo) es una técnica
para cuantizar teorias de campos sin perder la invariancia gauge. Facilita el entendimiento de
las teorias gauge y simplifica en gran medida los cédlculos. En este trabajo se hara hincapié en
los conceptos necesarios para abordar este método (integral de caminos, generadores, funciones
de Green...), asi como se expondrd un ejemplo de su uso en la factorizacién de distribuciones

dependientes del momento transverso (TMD’s) en el proceso de Drell-Yan (hq + hy —> 1 +1).

Abstract:

The Background Field Method is a technique for quantizing gauge field theories without lo-
sing explicit gauge invariance. It makes gauge theories easier to understand and greatly simplifies
computations. In this bachelor thesis we will work through the necessary concepts in order to un-
derstand the method (path integral, generators, Green functions...), as well as exhibiting its use,
studying the Transverse Momentum Dependant (TMD) distribution factorization of a Drell-Yan

process (hq + hy — 1 +1).
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1. Introduccién

La teoria cuantica de campos es una disciplina que combina a dos de los grandes protagonistas
de la fisica moderna: la teoria cudntica y relatividad especial. Es la base de la fisica de particulas; asi
como encuentra aplicaciones en fisica nuclear, fisica atémica, fisica de la materia condensada... Uno
de los pilares fundamentales de la teoria cuantica de campos es la llamada segunda cuantizacion.
En mecéanica cudntica promovemos las cantidades clasicas a operadores hermiticos en la primera
cuantizacién. Con ello llegamos a una teoria no relativista, que, por ejemplo, no permite estudiar
procesos que impliquen un cambio en el niimero o el tipo de particulas de un sistema. Una forma de
solucionar este problema es pasar de ecuaciones de onda, en las que encontramos una sola particula
cuantizada, a una teoria cudntica de campos, en la que identificamos las particulas con modos de
un campo, y se cuantiza el campo [4].

La teoria que tratamos en este trabajo es la llamada QCD o cromodindmica cudntica. Junto a
la teoria electrodébil forma el Modelo Estandar, que a dia de hoy es la mejor forma que tenemos de
reproducir los resultados experimentales en fisica de particulas. La representaciéon fundamental del
grupo gauge SU(3) son los quarks, y la teoria es llamada cromodindmica porque al indice o carga
del grupo se le denomina color. La interaccion fuerte es mediada por los gluones, que, al igual que los
fotones, son no masivos y de espin 1. En conjunto, quarks y gluones forman los llamados partones.
La estructura hadrénica no es tan simple como para ser descrita por tres quarks no interactuantes,
sino que se habla de que estos tres quarks de valencia se encuentran sumergidos en un mar de pares
quark y antiquark virtuales generados por los gluones, que los mantienen dentro del hadrén. La me-
jor forma de estudiar esta estructura de partones es mediante procesos de scattering, considerando
un marco en el que las particulas involucradas en la dispersién tienen momentos muy grandes, lo que
nos permite aproximar que el momento de los partones es casi colineal al momento de los nucleones
incidentes. Las distribuciones de momento que siguen los partones dentro del nucleén se llaman
Funciones de Distribucién de Partones (PDF’s) [2]. Para ciertos procesos, las PDF contienen toda
la informacién no perturbativa de estos; pero no es el caso para todos. En algunos casos hay efec-
tos no perturbativos que no se pueden anadir en las funciones de distribucién de partones, por lo
que hay que recurrir a otro tipo de funciones: las dependientes del momento transverso (TMD’s) [9).

En este trabajo se hara un recorrido por las herramientas necesarias para poder ver los procesos
en cromodindmica cudntica bajo el punto de vista del método de los campos de fondo; una técnica
para cuantizar teorias gauge que simplifica los cdlculos y las hace mas faciles de entender. Con este
fin, es de vital importancia el formalismo de la integral de caminos [10]. Por ltimo, se exhibira un
ejemplo del uso del método de los campos de fondo en el cilculo de la accién efectiva del proceso
de Drell-Yan, desarrollando los célculos del articulo |11], cuyo fin es calcular la factorizacién de las
distribuciones dependientes del momento transverso para el tensor hadrénico.

2. La integral de caminos

El primer concepto que debemos estudiar serd el de la integral de caminos. Las teorias Gauge
localmente invariantes son dificiles de cuantizar, porque los campos con los que trabajamos son
dependientes del gauge que escojamos, y por ende poseen un grado extra de libertad no dindmico del
que hay que hacerse cargo. El método més conveniente para superar esta dificultad es el formalismo
de la integral de caminos [5]. Este formalismo es en cierto modo una generalizacién del principio
de minima accion que encontramos en mecanica clsica. La idea principal consiste en abandonar
la idea clasica de una tnica trayectoria posible, y sustituirla por la suma o integral de la infinidad
de trayectorias posibles en una teoria cuantica. Podemos pensar en el principio de superposicion de



mecédnica cudntica, que nos dice que, cuando un proceso puede darse de varias maneras diferentes,
su amplitud total de probabilidad es la suma de todas las amplitudes que contribuyen al proceso.

2.1. La integral de caminos en el caso mas simple.

Supongamos que tenemos el Hamiltoniano H que describe a un electrén en el experimento de
la doble rendija. Queremos calcular la amplitud de transicién de esta particula entre dos puntos,
Tq ¥ Tp, en un tiempo 7. Llamaremos a esta amplitud U(zq, zp; T):

—iH (tp—ta)
U(xa’$b7T) = H<l‘b7tb’xa7ta>H = S<xb)tb‘e h ’xavta>57 (1)
con T =ty —t, y con U(zy,zp;T), ya sea en imagen de Schrodinger o de Heisenberg, el nicleo de
Feynman [10]. Teniendo en cuenta que las dos imagenes se relacionan de la forma

w(t)g =€ |z,t)y, 2)

vemos que el nicleo de Feynman controla la evolucién temporal de todos los estados, ya que cada
uno de los |z, t) ;; esta completamente definido en el espacio de Hilbert. En la imagen de Schrédinger,
la evolucién de las funciones de onda viene dada por:

Do ty) = / A0l (20, 2, T) (20, ), (3)

con¥(x,t) = g(x(t)|1(t)) g, siendo |x(t)) g una autofuncién de la posicién en imagen de Schrédinger.
A partir de ahora, nos referiremos siempre a esta imagen, por lo que omitiremos el subindice S.
Asi, para un sistema general, podemos escribir la amplitud total de trasladarnos de un punto

T, a otro xp como: '
U(aca, xb) _ Z ez-(fase), (4)

todos los caminos

que para ir entrando en contacto con el formalismo escribiremos como:

/ D[l,(t)]ei-(fase) )

La notacién [ D[z(t)] es simplemente otra forma de referirnos a una suma sobre todos los caminos,
ya que hay un camino distinto para cada funcién x(t) que conecte x, y x. Cabe destacar que
hemos escrito la amplitud de cada camino como una fase pura, para que ninguno tenga mé&s peso
que otro. En el limite clasico deberfamos encontrar un sélo camino: el que sigue el principio de
minima accién; a la que llamaremos trayectoria cldsica. Siendo esta z.;, evaluamos la fase de la
exponencial:

0
52 (fase[z(t)]) o 0,
y la identificamos como:
0
52 (@) (Sl@D ], =0,

con S la accion clasica. Como la aproximacion de accion estacionaria deberia ser vélida en el limite
clésico (es decir, S > h) usaremos como fase % Por ende, tenemos:

iHT Slz(1)]

(xpl e n |zg) =U(xg,x0;T) = /D[m(t)]ei R (5)




El caso maés sencillo en el que podemos verificar esta férmula es el previamente mencionado
experimento de la doble rendija (Véase la figura [1)). El camino 2 es mds largo que el camino 1 en
una cantidad d, por lo que su fase sera mayor una cantidad %;—d, con A = 2;%71 la longitud de onda
de Broglie. La interferencia constructiva se da en d = 0, J, ..., mientras que la destructiva se da en

d= %, %, ... La accion para cada uno de los caminos mostrados en la figura|l|es:
L
S = —mv-t. (6)
2
En el caso del camino mas corto, la velocidad es v = %, asi como vy = %. Entonces, tenemos:
mD?
S —_— 7
T (7)
m(D + d)?
S = 8
2 2ht ®)
Asumiendo que d € D — v1 = vg:
m(D + d)? mDd pd 2nd
So=———""""=8+—=514+"—=51+— 9
2 oht 1+ i 1+h 1+ N 9)
con p = mTD = %, el momento. Hecho todo esto vemos que, efectivamente, @ concuerda con la

expresion para el desfase que provoca la interferencia en el experimento de la doble rendija.
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[
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Figura 1: Experimento de la doble rendija [7].

2.2. La integral de caminos en espacio de fases

Consideremos ahora el caso general. Podemos reescribir la exponencial de la ecuacién como
un producto infinito de la formas:

e tiszanta) = Jin {osfe)] (1 0 ) (e, (10)
donde hemos usado la identidad matricial [10]:
DR i i ®) "
N RO ] , (11)




en la que el superindice (R) se refiere a la representacién a la que pertenecen los generadores {th)}.
Esto nos permite insertar el operador identidad en forma de conjuntos completos de autoestados de
la posicién, 1 = [ dz(t) |z(t)) (z(t)|. Introducimos esto entre cada uno de los términos del producto
(10)), y nos queda:

. e . H(—ta) )| _
U(xp, ty; Ta, te) = nh_}ngo Ll;[l/dxz (4] (1 - - ) |xi—1) 0(xp xb)] , (12)

con g = z,. El subindice aqui estd relacionado con el tiempo. Si existe, el limite en n — oo de
esta expresion es la integral de caminos.

“ N
! Gn -1

Figura 2: Camino que contribuye a la expresién (12), [10].

En el limite, todos los caminos que conectan (x4,tq) v (xp,tp) estan incluidos. La ventaja de
esta expansién de la exponencial en un producto infinito es que nos permite eliminar los operadores
y elementos de matriz de nuestra teoria, y trabajar con cantidades cldsicas sélamente. Para esto,
tenemos que introducir de nuevo la unidad, pero esta vez en la forma de un conjunto completo de
autoestados del momento: 1 = [ dp|p) (pl, a la izquierda de cada uno de los elementos de matriz

de (12).

n—1 .
n . H (ty, — tq4 PiT
U(xp, ty; g, tq) = lim [(27rh)_2 H /dacialpi/dpoe’mhq1 X (p4] (1 - Zh(bn>> |;) el h+1]
i=1

ol (1- 5 O ) 19

Donde hemos usado la expresion:

Pi—1 94

(zilpio1) = (2rh) 26t A (14)

Sabiendo que los operadores momento y posicién P y X siguen las relaciones de conmutacion [10]:
[Qi, Pj] = ihdyj, [Qi,Q;] = [Pi, P = 0 (15)

Sélo podemos conocer el Hamiltoniano cuando se especifica el orden relativo de todos los factores X
y P. Esto es de especial importancia en casos en los que encontramos Hamiltonianos que involucran
productos entre operadores posicién y momento. La forma de enfrentarnos a este problema, es
reescribir el Hamiltoniano en su forma normal, en la que todos los operadores posicién se encuentran
en la derecha. Para los elementos de matriz de la ecuacién ([13)), tenemos:

(pil (1 _HIBX) (b ta)) ;) = (27h) "2 |1 — ihipi, zi) (o —ta) | —imz (16)

h n h n ’



donde hemos usado el complejo conjugado de la expresion , con h(p;, z;) una funcién dada por
el remplazamiento de los operadores P y X por sus andlogos clasicos p;, x;, en la forma normal
de H. Introduciendo esta expresién en el niicleo , y volviendo a reexpresar el producto infinito
como una exponencial, encontramos la expresion puramente cldsica:

n—0o0

n—1
t _ta (t ta) <—~n— .
lim [H 1— ’ih(pzviﬁi)(bMi)I — e X hpi) (17)

Para obtener, finalmente:

n—oo

n—1
U(zp, ty; Ta, tq) = lim (27rh)"H/dmidp,~/dpgexp Zét{ xﬁl %) — h(pj, x;)
i=1

/ (da][dplet J PO~ H(p() 2(0) a8)

Como antes, [[dz][dp] representa la suma sobre todos los caminos, incluyendo factores de nor-
% = Jt. Esta ecuacion nos da la integral
de caminos como suma de trayectorias en el espacio de fases, ya que se integra sobre posiciones y
momentos. Sin embargo, para otros sistemas podemos manejar la expresién de forma que volvamos
al espacio de posiciones exclusivamente.

malizacién. También hemos introducido la notacién

2.3. La integral de caminos en espacio de configuraciones

Para ver el cambio a una integral funcional que sélo dependa del espacio de posiciones, consi-
deraremos un Hamiltoniano del tipo:
P2
—+ V(X 19
— +V(X) (19)
que describe el movimiento de una particula no relativista sobre un potencial que no depende de
la velocidad. En este caso, las integrales de momento en son todas Gaussianas de la forma:

1
/OO e=oP +hp — (3> ? e, (20)
o «

con o = i y B = zw Usando este resultado en la ecuacién (|18]), obtenemos:

2mh

nn 1 (zj41-5) 2_ xz}
U(xp, ty; Ta, tq) = lim ( H/dx ehJZ(St{ { BT ]} V() _

n—oo | \2mwihdt

2 n—l ¥ Z OtL(xj,&;)

- nh—>nolo <27rzh5t H /dm e (21)

Con L(z, %) el Lagrangiano de la teorfa. A esta integral se le llama integral de caminos en el espacio
de configuraciones, y es un caso especifico de la anterior. Su utilidad depende de si la integral sobre
todos los caminos estd mayoritariamente formada por trayectorias suaves, para las cuales la suma
en la exponencial se aproxima a una integral sobre el Lagrangiano clasico. Si tomamos este limite,
la expresion anterior toma la forma:

Th

U(:L'b, th; Ta, ta) = /

Ta

[dx]ehftbdtlz ()% (t)):/xb[dx]ehS(xb,tb,xmta) (22)



2.4. Productos T-ordenados y funciones de Green para operadores cuanticos

Antes de seguir, convendria hablar del producto ordenado en el tiempo. Este se define (tanto
para funciones como para campos) como [4]:

_ Jow)e(x)  y°>af
T{6()o ()} = { s paw (23)
O lo que es lo mismo:
T{¢(z, t)p(a',t)} = 0(t — t)p(2,1)p(z", ') + 0(t' — 1)p(2, ') d(z, y), (24)

con 6(t) la funcién escalén (0(t) = 1,t > 0y 6(t) = 0,t < 0). En el caso de tener un producto
T-ordenado de operadores de las coordenadas:

10t TIX 0 (41) X1 (£2)] [ ta) gy =
=0(t2 — 11) /d$1d962$1962 (zp, tol|z2, t2| (T2, t2| 21, t1) (T1,t1] 20, ta) +
+ 9(t1 - tg) /dl‘ldl’gl‘ll’g <l’b, tb|l‘1, t1> <IL‘1, t1|ZE2, t2> <:E2, t2|l’a, ta> s (25)
donde hemos reemplazado los operadores por integrales sobre las variables clasicas x1 y x9, intro-

duciendo estados en tiempos intermedios. Este proceso nos recuerda al que seguimos para construir
la integral de caminos. Repitiendo ese razonamiento, llegamos a:

Ty i +
(@t T[X g (0) X1 (t2)] [T ta) gy = / [da]zy (t1 ) (to) et Jia WO, (26)
Este procedimiento es facilmente generalizable a méas de dos operadores, de la forma:
Tp i
- / (da] [T i(ti)er f 42, (27)
H a i

Con esto, podemos definir las funciones de Green como valores de expectacion en el vacio de
)
productos T-ordenados de un nimero arbitrario de campos:

H (T, ty T[H Xu(ti)] |za,ta)

G(z1,...,xn) = (0| T

qu(m] 0), (28)

i=1

que estaran estrechamente relacionadas con la matriz S, de la que hablaremos més adelante.

2.5. Funcionales generadores

Ahora desarrollaremos una forma conveniente de organizar los productos T-ordenados de cual-
quier operador. Consideremos el Hamiltoniano modificado:

H;(P,X)=H(P,X) + j(t)O(P,X), (29)

con O(P, X) cualquier funcién del momento y la posicién, y j(t) una funcién del tiempo. Si consi-
deramos este Hamiltoniano en el nicleo , cada elemento de matriz tendra un término

ita-+186) | OCP. X) o) (3 ) = it + )0l ), (30)



donde o(py, x;) viene dado por la ordenacién normal del operador O. Derivando con respecto a la
fuente j en el tiempo o y repitiendo el razonamiento que seguimos con la integral de caminos,
tenemos:

i th 0
5t50 | 3t 9(0)
Aqui el superindice (j), indica que el elemento de matriz se calcula en presencia de la fuente. En
ausencia de ella, se vuelve al elemento de matriz original. Adem&s de ver como la derivada nos
devuelve productos T-ordenados, reconocemos que la expresién %8% es equivalente en el limite
continuo a una derivada variacional [10]. Teniendo esto en cuenta:

Uty ta) 9| = (. to] O(Pr(0) X 11(0)) |as ta) ) (31)

o (ol T[T O (P(8), X (0)) ot} = [ ) [ olotts) () i e=iion|

j=0
— l:[ [ihéjfti)] /[dp] [da]e Jua dt(pabeij)’j:O (32)

La integral de caminos con un término de fuente jO(P, X) sirve entonces como un funcional
generador para todos los productos T-ordenados involucrados en el operador O(P, X). De forma
analoga, la versién en el espacio de configuraciones de la integral de caminos sirve como funcional
generador para los productos T-ordenados del operador posicién X (t).

2.6. La integral de caminos para campos escalares.

Ahora daremos el salto desde un sistema con un solo grado de libertad hacia una teoria de
campos. Para ello, podremos usar generalizaciones directas de las ecuaciones y . Las coor-
denadas de una teoria de campos son los valores del campo en cada punto del espacio, considerados
como una funcién del tiempo. Asi, dp dg en cada tiempo en pasard a ser un producto infinito
sobre todas las coordenadas, [[, dm (&, t)d¢(Z,t), con 7(Z,t) y ¢(Z,t) el momento conjugado y el
campo en el punto Z. El conjunto completo de todos los diferenciales, teniendo cuenta tiempo y
espacio serd: [[, [[»dn(Z,t)d¢(Z,t). El limite continuo de este producto, asumiendo que existe,
serd denotado por [[D7][D¢]. Proponemos entonces como generador funcional de las funciones de
Green del campo escalar libre:

Ze)lJ) = [[DR)Dolet ), con S[o.m.0) = [ dlatai— 32— L (Vef - mie? ~ Jo). (33)

Noétese que, para estas integrales, ¢(z) no equivale a 7(z). Las integrales 7(z) son Gaussianas,
y podemos llegar integrandolas a una expresién en espacio de configuraciones:

Z[J] = / [Deen I o 4'l5Pud)?—3m**~J6] = / Dg)eitstorof] (34)

que es probablemente la forma mas comin en la que se presenta la integral de caminos, y sirve
como generador funcional de las funciones de Green ([28) del campo escalar libre:

H d(;)

1Observamos un cambio de signo acompaifiando a la corriente J. Esto es meramente un cambio de notacién.
Mientras que en [10] se usa un signo positivo, en [1] se utiliza un signo negativo, sin pérdida de generalidad. M4s
adelante veremos desarrollos en los que se ha usado este cambio de notacion.

G(xh -'-,xn)free = <0| T ‘0>free = H I}’h&]?m] Zﬁo [J]‘JZO (35)

7




Integrando por partes la exponencial de y haciendo un cambio de variable [10], llegamos a
la expresion:

Zpy = em ] A'edyI@Ar@=0)IW) 7, 0], (36)

con Ap, propagador de Feynman, y Z,, la amplitud del vacio en ausencia de fuentes. En una teoria
en la que tengamos en cuenta la interaccidn, el generador funcional Z, serd de la forma:

1 i 4,1 2 1 2,2
ZE - [D¢]eﬁ fd 9[5(8u¢) —5m ¢ —V(¢)_J¢] —
7

_ ﬁm / Deleh S ECa+Lrs] _ ;me—éf PV 7p,, (37)

con V el potencial, o la parte interactuante de la accién en funcién de las derivadas de la fuente.

3. Secciones eficaces y matriz S

Los experimentos que buscan estudiar la naturaleza de las particulas elementales son llamados
de dispersién o scattering, en los que se hace chocar dos haces de particulas con momento bien de-
finido y se observa cudles son los productos de ese choque. La probabilidad de que ese producto sea
cierto estado final se puede expresar en funcién de la seccién eficaz, que es una cantidad intrinseca
de las particulas que chocan. Para calcular la seccién eficaz de un proceso, debemos estudiar la
matriz S (o de scattering).

Supongamos que tenemos un estado con dos paquetes de ondas construidos en el pasado lejano,
representando un estado inicial |k 4kp), y un estado final en el futuro asintético, formado por varios
paquetes de onda (pipa...|. Si queremos relacionar la amplitud de transicién entre estos estados de
momento bien definido, tenemos:

= lim (pips.. | e HCD) |k akg) = \ (p1p2...| S |kakp) \

out (P1p2--|kakB)y, = Hm (pips...|kaks)
T—00 N~~~
T -T

(38)

Donde vemos que los estados iniciales y finales estan relacionados por el limite de una secuencia

de operadores unitarios, siendo el limite la llamada matriz S. Si las particulas no interactian, esta

es es simplemente el operador identidad. Para aislar la parte que nos importa de la matriz S, es
decir, la parte interactuante, definimos la matriz T° como:

S=1+:iT (39)
Y el elemento invariante de matriz M como:
<p1p2...’ T |k‘Ak‘B> = (271')45(4)(k‘_,4 + k?B — Zpout) : ZM(k’_A, kB - pout)v (40)

donde hemos tenido en cuenta la conservacién del cuadrimomento [7].

4. Interpretacién funcional

En pocas palabras, en cualquier teoria de campos, el fin ultimo de los cédlculos es computar la
matriz S. Esta se puede obtener a partir de las funciones de Green de la teoria. Como podemos



ver en , desde el punto de vista funcional, estas funciones pueden ser determinadas tomando
derivadas funcionales respecto al término de fuente J del generador funcional. Las funciones que
hemos definido en son las llamadas funciones de Green inconezxas, que no contribuyen a la
matriz S. Las funciones de Green conexas se generan tomando derivadas de J sobre:

W[J] = —ilnZ[J]. [ (41)

El porqué las funciones conexas son generadas por el logaritmo del generador funcional, se
muestra a continuacion. Si tomamos la primera derivada con respecto a la fuente, tenemos:

SWJ] 5 —i [ 6 {0[ ¢ 0)
oJ ’J:O (5J[ i Z[J] ‘J:O - m [&]Z[J]] ‘J 0 i <0\0> 7 42)

n veces

~
con ¢ el campo al que se aplica el producto T-ordenado ((0|7{ ¢...¢ }|0)), y donde hemos usado
la ecuacién para identificar términos. El resultado es el valor normalizado de expectacion en
el vacio de ¢, en presencia de la fuente J. Si tomamos la segunda derivada:

(0| {66} 10)  ((0]¢]0))*
oo~ (oo )] (4)

18°W
i 8J2

donde encontramos la funcién de Green de dos puntos, menos su parte desconectada. Esto se ilustra
graficamente en la figura 3]

—(cD—= O - —© @

Figura 3: Funcién de Green de dos puntos, (43)), [1]

4.1. Funciones de Green de una particula irreducible

La expresién de las funciones de Green conexas puede ser simplificada en términos de funciones
de una particula irreducible (1-PI). Un diagrama es 1-PI si puede ser separado en dos piezas
disjuntas cortando una sola linea interna. Lo m&s econémico es calcular sélamente grafos de este
tipo y conectarlos; mucho méas que calcular todas las funciones de Green conectadas directamente.
Las funciones de Green de una particula irreducible son generadas por un funcional llamado accién
efectiva, que se define como:

ow

rQI=W-J 6, b=

(44)

Las funciones de una particula irreducible se conseguiran a partir de las derivadas de la accién
efectiva con respecto a la variable ¢, que ya hemos visto anteriormente en (42]). La primera derivada
de esta accion es:

or
0¢

2E] signo menos por la notacién de |[1] previamente mencionada; con la corriente precedida de un signo positivo

= (45)
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Tomando la segunda derivada:

602 o | oJ e

donde D es el propagador del campo. Como vemos, la segunda derivada de I' es el inverso del
propagador. Se puede ver facilmente si escribimos la ecuacién anterior en la forma:

N -1
0T _ 6J_[ 5¢>] :[ 52W] — D, (46)

16°T
D-—D=0D 4

— O oD

Figura 4: Ecuacién de forma gréfica.

Como vemos en la ﬁgura la ecuacion se refiere a que el propagador se obtiene de la funcién
de una particula irreducible, imponiendo propagadores en las dos patas externas. Si seguimos
manejando la variable ¢:

) 0J 6 1 )

op o dJ i 6J
que es la verdadera razén por la que la accién efectiva genera diagramas de una particula irre-
ducible. Cuando operamos sobre el generador W, cada derivada J anade una pata externa a la
funcién de Green. Es por esto que cuando se deriva la accién efectiva con respecto a la variable ¢,
anade una linea externa y amputa el propagador de esa misma linea. Esta amputacion continua de

propagadores externos es lo que mantiene los diagramas como irreducibles.

5. Método de los campos de fondo

En la seccién anterior hemos visto que la accién efectiva es una cantidad de gran importancia a
calcular. Una vez la conocemos, la matriz S puede construirse conectando diagramas de funciones de
una particula irreducible para generar las funciones de Green conexas, amputando los propagadores
externos, poniendo los momentos en capa de masas, y anadiendo los correspondientes factores de
funcién de onda. El método de los campos de fondo es una manera bastante conveniente de calcular
esta accién efectiva. Primero, consideraremos teorias no gauge. Para estas teorias, el método de
los campos de fondo equivale a un realizar desplazamiento de los campos. Si tenemos el generador
funcional , generador de diagramas desconectados, definamos una cantidad andloga en la que
la accién sea funcién del campo B mas un campo de fondo arbitrario al que llamaremos ¢.

Z[J, 4] = / [DB]eSIBHel+T B, (49)

Escribimos ahora, por analogia con el generador de los diagramas conectados W, , y la
nueva variable B:

- - -~ 0W
con la accién efectiva del campo de fondo definida como:
T[B,¢] = W[J,¢] - J-B. (51)
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Una vez definidas estas nuevas variables, vemos su aplicaciéon desplazando la variable de inte-
gracién de (49), de la forma B — B — ¢. De esta forma, se hace inmediata la relacién:

Z[J, ) = Z[J)e 9. (52)

Si tomamos el logaritmo: )
W, o] =W[J] = J-¢. (53)
Y, derivando la expresion anterior con respecto a J:
- W oW _
B=—=——-—¢ = B—¢. 54
77 *@P ¢ (54)

Finalmente, obtenemos la relacién deseada con el desplazamiento que hemos propuesto:

TB,¢|=W[J|-J-¢—J - B=W[J]-J-¢—J -B+J -¢=T[B] (55)

Y, por , B=B+ ¢, entonces:

I'B,¢] =T[B+¢]|, (56)

que es nuestro resultado principal. Si tomamos esta relacién e imponemos B = 0, tenemos:

f[07¢] = F[¢]v (57)

lo que quiere decir, que la accién efectiva puede ser determinada calculando la accién efectiva en
presencia del campo de fondo f[(), ¢]. Las derivadas de esta accién con respecto de B generarfan
las funciones de Green de una particula irreducible en presencia del campo ¢. Como la accién
no tiene dependencia en B, no genera diagramas con lineas externas. En su lugar, es la suma de
todos los diagramas de vacio de una particula irreducible en presencia del campo ¢. Aqui tenemos
una gran ventaja del método de los campos de fondo: permite calcular la accién efectiva sumando
s6lamente diagramas de vacio (diagramas que no contienen lineas externas).

Hay dos maneras bastante diferentes de calcular esta accion. La primera es tratando el campo ¢
de forma exacta, para generar las reglas de Feynman, usando el propagador de B correspondiente en
presencia del campo de fondo. El problema de esta manera de abordarlo, es que sélo es posible para
campos de fondo muy simples, como por ejemplo teorias de campos escalares, donde ¢ se toma como
una constante. La segunda manera, que es la que se tratara en este trabajo, es manejarlo de manera
perturbativa. Consideramos los diagramas de vacio de una particula irreducible para el campo B,
con los campos ¢ apareciendo como lineas externas. De esta forma, el campo de fondo es arbitrario
y no necesita ser definido. Para ello, usaremos la accién S[B+ ¢] para generar las reglas de Feynman
de la teoria. Las componentes no cuadraticas de la accién S son las que generaran las interacciones.
Las interacciones entre los campos B vendran dadas por las lineas internas, mientras que las que
involucren campos dindmicos con campos de fondo, seran usadas para generar lineas externas. De
esta forma, podremos calcular cualquier funcién de Green de una particula irreducible. Mediante el
método de los campos de fondo terminas calculando diagramas idénticos a los que se calcularian de
manera convencional, con la salvedad de que en las reglas de Feynman para los vértices dentro de
los diagramas son distintas con respecto a los vértices conectados a lineas externas. Mas adelante
veremos estas reglas de Feynman, en el marco de las teorias gauge.
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6. Teorias Gauge

La seccion anterior trataba sobre teorias no gauge. En el caso de las teorias Gauge, hay sutilezas
en la cuantizacion de campos vectoriales debido a la naturaleza singular de sus Lagrangianos que
provocan problemas en la formulaciéon de su integral de caminos. Propongamos una integral de
caminos para bosones gauge de la forma:

Z[JH] = / [DB]eSIBI+B], (58)

con [DB] = Hi:o [DBL(z)], S = —1F?, siendo Fi, = 8“33—8,,Bg+gf“chZBf, el tensor intensidad
de campo y donde vemos que la corriente ahora es una cantidad vectorial J = JA'. Debido a la
invariancia gauge de F? bajo transformaciones locales, no todas las componentes de B* en la
ecuaciéon tienen significado fisico. La accién es invariante bajo transformaciones gauge, por lo
que es constante en las (’)rbitasEHel grupo gauge, formado por todas las transformaciones gauge del
campo Bjj. La integral de caminos propuesta diverge, ya que la accién no permite amortiguar las
oscilaciones que ocurren a lo largo de estas érbitas. Para los campos gauge, la integral de caminos
no deberfa realizarse sobre todas las variaciones de los campos, sino sobre todas las orbitas de By;.
Para lidiar con esto, tenemos que establecer una condicién de fijaciéon gauge Ga[BZ; x] =0 (a =
1,2,...,(N? —1)). Esta describe la hipersuperficie de la variedad formada por todos los campos que
interseca una sola vez con cada orbita. Teniendo en cuenta las sutilezas de la fijacién gauge, asi
como las observaciones hechas por Faddeev y Popov [5], podemos reescribir el generador funcional
como:

W[JZ] = /[DB] [Diiy] [D14) H 5[(;(1{32(95); x}]ei[S[B]HﬁBé‘Hifd“w dty ﬁb(fv)Mf,bc(z,y)nc(w)7 (59)

z,a

con My la condicién de admisibilidad para la fijacién gauge [5].

6.1. Meétodo de los campos de fondo en teorias gauge.

Una vez discutida la necesidad de escoger un gauge cuando trabajamos con este tipo de teorias,
podemos presentar el generador funcional para QCD: [1]

WlJ] = / [DB] det ( fSG“>ei[S[BMZG-G+" Bl (60)
Wh

con J-B = [di JiB, G-G = [d*z GG,y % es la derivada del término de fijacion gauge

con respecto a la transformacién gauge:
5Ba_ abc bBc 18 a 61
w = f w u + 5 (T ( )
El generador de los campos de fondo es, para una teoria gauge:

715,41 = [DB)act (‘ﬁ) ISIB Al GG (©2)

3Dado un punto € M se define la érbita de & como el conjunto de puntos de M en los que se transforma z bajo
la accién de G: O, = {gx : g € G}; siendo en nuestro caso M la formada por todos los campos, y G el grupo de
transformacién gauge. [8|
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A partir de este generador funcional, es directo relacionar todos los conceptos de la seccién |5 con
sus andlogos en una teoria gauge. La accién efectiva, en relacién con la ecuacién (57)), la podemos
definir como:

[0, A] = T'[A]. (63)

La pequena diferencia entre el caso gauge y el escalar se encuentra en el cdlculo. En la ecuacion
anterior, si calculamos la accién T'[0, A] con el término de fijacién G* = G4(B, A), esta serd igual
a la accién efectiva convencional T'[B] con el término de fijacién G¢ = G*(B — A, A), evaluado en
B = A. La condicién gauge con la que trabajaremos en el método de los campos de fondo toma la

forma:

G* = 0,Bi + gf " A, Bj,. (64)

Haciendo el cambio de variable
By, — By +gf*"*w'By, (65)

se demuestra facilmente que W[J, A] es invariante bajo las transformaciones infinitesimales:

SAY = gf ™ 6wl A — 0w 5 0T = gf oW’ (66)

Vemos que representa una rotacién en el grupo; por lo que el término J - ) es invariante,
asi como la suma

5(B + A%) = g f**0w’ (B + AS) — 9w, (67)

que es simplemente la transformacion gauge sobre la variable Bj; + Af; asi que la accién S (B + A

también es invariante. El término de fijaciéon gauge G® es invariante por definicién, ya que se define

como la derivada covariante de B sobre la variedad. Por tltimo, la invariancia del determinante

det (%) viene demostrada por el desarrollo:

5G¢ — gfabc(swb(aﬂBﬁ) . g2fad0fcebAZ(5dez — gfab05wac (68)

8(G2) =0, (69)

que describe una transformacién ortogonal en el espacio del indice adjunto a. El determinante de
una transformacién ortogonal es siempre igual a 1, y por lo tanto, es invariante.

Es directo demostrar la invariancia de I'[B, A] a partir de la de Z con , sabiendo que B es
la variable conjugada de J. La cantidad f[O, A] es un invariante funcional de A al que llamaremos
la acciéon efectiva invariante gauge. Con todo, hemos conseguido lo que queriamos; las funciones de
Green de una particula irreducible seran generadas derivando dicha accién con respecto a A.

Para poder determinar las reglas de Feynman en el gauge de los campos de fondo, nos queda
expresar el determinante que aparece en la integral funcional en términos de los campos fantasma.
Damos con que:

0G*

(—
w — _5ab|j + gfabcAzau _ gfabcaﬂ(AZ + BZ) + g2famcf6bnAZL(AZ + BZ) (70)

De la ecuacién (p9)), sabemos que Leantasma = TaMBap"p, € identificamos Mp 4 con %, ya que
hemos expresado el determinante como una integral gaussiana de variables de Grassman [10].
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7. Reglas de Feynman

Ahora que hemos desarrollado todos los términos que involucran las funciones de una particula
irreducible en el método de los campos de fondo, podemos estudiar las reglas de Feynman. Se
llama asi a una serie de pautas que nos permiten asociar a cada proceso una serie de diagramas
de Feynman, y asi calcular de forma casi inmediata en los procesos mas simples la contribucion
de cada diagrama a la amplitud total. Hay que tener en cuenta que los vértices que involucren
campos () seran lineas internas de nuestros diagramas, mientras que los vértices que involucren
campos de fondo, seran usados como lineas externas. Todos los propagadores que apareceran en
estos diagramas de funciones de una particula irreducible seran propagadores de (. Este ultimo
punto es esencial, ya que el propagador del campo de fondo no estd definido, pues la invariancia
gauge de A no se ha roto en ningiin momento. En el gauge covariante, la densidad Lagrangiana
para QCD es [5]:

1 a a a 1 a a { _ { _ _
L= _*[8/LB ][3 B, — &,Bu] - %[aﬂB,LL:I [0, B)] + Qéﬁ'ﬂtauqé - *[auqci‘]’mﬁ - mAQéch)}"’

2
1 1
4= gq /\a,B’y QB fabc[auBﬁ—ayBZ]BZBﬁ—1g2fabcfadeBZB§BZBe [8u77a]8,u7]a+gfabc[ Mn ] bBc
(71)

con B, el campo dindmico. Cuando cambiamos de gauge, teniendo en cuenta la accién desplazada
S[B + A] nos queda una densidad lagrangiana de la forma:

1
L = Leov.+Lauark+L(O(B?))+g £ A% ((0,BY) B,—(0,Bh) BS) — (8,,BS)BC)—7(8 Ay—0,4,)" B, BS—
g2fabcfade(AZBﬁAiBs*AZBﬁAgBZJF;AZBZAgBS) fabcA ban —g fabrfrcd a(Ab +Bb)AC d7
(72)

donde hemos agrupado los términos que involucran los campos quark en Lguark, pPOr conveniencia

quark )
ya que no vamos a calcular esos vértices. Una vez expresado asi el Lagrangiano, podemos calcular
las reglas de Feynman de la teoria:

o

4 1
— 19 fabe [g;w p—q—_r| + Guo(q — 1)+

[

+ You <r—p+;q>u] (73)

Este vértice es igual a su andlogo de cuatro gluo-
nes en el gauge covariante.
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W‘@ p,d

2 1
-9 [fabefcde Juv9vp — Gup9ve + ag/u/gap +
+ facefode (g,ul/gpa - g,upglxo)+

1
+ fadefcbe Guo9vp — uvYop + agupgua }

v.b ® o (74)

p
/ —ig fape(r + )" (75)
q

N?b@ v,a

92facefdbeg;w (76)

QQQ#V(facefdbe + fbcefdae) (77)

Un ejemplo de cédlculo que facilita esta teoria puede encontrarse en [1]. La funcién 5 de QCD
puede ser calculada facilmente ya que sélamente es necesario saber la renormalizacién de la funcién
de dos puntos del campo de fondo. Esto viene dado por la relacion

1
Zg=Z,", (78)
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donde Z; es la constante de renormalizacion de la constante de acoplo y Z4 la del pardmetro de
fijacion gauge. Esta relacién, que es una identidad vista en QFED [5], nos hace saber que en el gauge
del campo de fondo, la renormalizacion de una teoria gauge no abeliana es andloga a la de una
teoria gauge abeliana.

8. Factorizacion TMD: ejemplo del método de campos de fondo

Para finalizar, pondremos en préactica el método de los campos de fondo, calculando la accién
efectiva en el proceso de Drell-Yan. El propésito del célculo de esta accién es sentar las bases para
derivar las ecuaciones de evolucién de operadores dependientes del momento transverso |11].

La factorizacién TMD (transverse momentum dependent) describe procesos ineldsticos con dos
estados detectados (iniciales o finales). El ejemplo que seguiremos serd un Drell-Yan hy + he —
~v* + X Estudiamos su tensor hadrénico:

4
W= [ 52 O o1l T} (0) 1) (X1 1u0) 1. ). (79)
PR

con J,(y) la corriente electromagnética, en la que omitimos la carga eléctrica por brevedad:

Ju(y) = qvua(y), (80)

y q(y) un campo quark.

Para poder aplicar el método de los campos de fondo, primero tenemos que escribir el tensor
hadroénico como una integral funcional. Para ello, introducimos dos copias de los campos
de QCD, que llamaremos campos causales (+) y anti causales (—), que actuardn bajo las reglas
de cuantizacion usuales, bajo el operador de evolucién temporal T-ordenado o anti T-ordenado,
respectivamente. De esta forma, el tensor hadrénico, se escribe como:

dy i IV
W = / (27546 (va) / DG DDA / D7 DDA x

_ _ -S(+) 7-5(—) _
X \IJ;E )\Ij;;g )e’ QCD ~*°QCD J;L( )(y)J£+)(0)\I;]()T)\I;§;2*‘)’ (81)
con ¥, la funcién de onda hadrénica, y teniendo en cuenta que todos los factores de normalizacién
necesarios estan incluidos en la medida de la integracién funcional.

Como hemos mencionado previamente, el método de los campos de fondo consiste en separar
los campos de QCD en componentes dinamicas y de fondo. En el caso de la factorizacion TMD, el
campo de fondo tiene dos componentes independientes, la colineal y anticolineal; dependiendo de
la direccién del momento de los hadrones incidentes:

pi = n'py, Py =n'py, (82)
con p1,p2 el momento de los hadrones, y n*, n* las direcciones de los dos conos de luz definidos
por el momento. También se hace uso de la notacién para la descomposicién en cono de luz de un
vector:

ot = nfot 4+ nfoT 4ok (83)
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Una vez introducida la notacién, podemos separar los campos causales y anticausales de la
integral funcional (81)) en la forma:

¢® (@) = B (@) + ¢ () + ¢ (2) (84)
AB (@) = BP (2) + AR () + AL (2), (85)

con Y y B las componentes dindmicas. La medida de integraciéon puede ser separada de la forma:
[DgHDgHIDAM)] = (DM DYS DB [Dg DI DA [DgI DDA (86)

El lagrangiano es invariante sélamente bajo transformaciones gauge de todos los campos por el
mismo parametro de transformacion. Sin embargo, la transformacién gauge para el campo dinamico
y el campo de fondo puede desacoplarse si se use el gauge de fondo. En este caso, la condicién de
fijacién gauge es, modificando :

[8 5ac +gfabc( )+ Ab( ))] H(i) — DH[A,(—;‘:) +A7(1i)]B/gi) = O; (87)

con D, la derivada covariante. Con esto hemos conseguido que los campos de fondo se transformen
independientemente del resto, y podemos fijar el gauge de forma conveniente. Ahora, podemos
reescribir el tensor hadrénico en la forma:

W = / (;l e / D3, DalI DA DG, Dl DAL el inan Anl i8S lin an Anl
T
- / DEH DD DA D) DI DAL e Sacnlin n Anl=iSgaplananAn
« / (DI DY DB DG Dy DB S6en P Bl=isgln b8l

« * - is) _ig()
< W IO + G+ G, )W) ISV [+ Ga A+ G, - (0) BB i’ i5e” (88)

La interaccién entre los modos cruzados se describe como:

Sint = Sqep[¥ + Ga + Gn, -] — SQep@ns @as An) — SQED@ns Gns An] — Sqep ¥, ¥, B. (89)

El primer término de esta accién puede ser separada en cuatro términos: Sy;(nn), que describen
la interaccién entre campos colineales (anticolineales) con los campos dindmicos. S5 describe la in-
teraccién entre campos colineales y anticolineales, y S,an 1la de todos los campos simultdneamente.
Todo esto con la intencién de expresar funciones de onda hadrénicas de forma que sean indepen-
dientes de los campos dindmicos, para poder realizar una integracién sobre estos ultimos. En este
trabajo nos centraremos en el cdlculo de Sy, (mp). Cabe mencionar que, para facilitar los cdlculos,
y aprovechandonos de las facilidades que nos brinda trabajar con campos de fondo, vamos a elegir
una fijacion conveniente para los campos colineales y anticolineales. En nuestro caso, usaremos el
gauge cono de luz para estos campos:

Az =0, Al () =0, (90)

y también imponemos las condiciones de contorno:

lim  Ak(z) =0 , lim Al(z) =0. (91)

z=——00 zt——co
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Sabiendo esto, podemos ponernos manos a la obra. Recordamos que tenemos la accién de QCD [1]:

S — / A2 (Locnla+ v A+ B+ Laost | A, B] + Lin A, B, (92)

con:

Cooolac =i@a =LAV ComaldBI= DA+ BD U,
%Mﬂ:%m%wmmy.

Si contamos con que los campos de fondo se separan en sus componentes colineales y anticoli-
neales, la accién puede pasar a describirse como . A su vez, la accién de interaccién que nos
introduce el método de los campos de fondo:

Sint = S1n + San, + S12 + Si2n- (94)

Desarrollando tenemos que tener en cuenta el contado de potencias (al orden en el que
trabajamos sélo sobreviven los términos O(A?)) y eliminar también términos que satisfagan las
ecuaciones de movimiento de la forma IPg(z) = 0. En este trabajo, hemos computado la accién
S1(2)n- Dicho esto, llegamos a nuestro resultado para la interaccién entre términos colineales (anti-
colineales) con los campos dindmicos:

_ _ — —
Sl(2)h = /d4.’L’ {QBw + wAw + qu + fabcﬁaAZ(au - 614)770 - gfambfbncﬁaAZl(Aﬁ + B#)UC_

a c Cc 1+a c
~fabe A, [2(69,,3,’1)3”—(8“32)&— - (@BS)BM] - (95)

1
gmﬁwPmﬁwﬁaw%w%&w%y%@%%ﬁmh

donde se han suprimido los subindices en los campos de fondo, ya que es la misma expresién para
colineales que para anticolineales.

9. Modelo computacional del gauge de los campos de fondo

En el marco de este trabajo, se ha creado un modelo computacional del gauge de los campos
de fondo para ayudar con los calculos de las reglas de Feynman en teorias derivadas de este gauge,
asi como para completar la base de modelos del software FeynMaster [3]. Con este objetivo, se han
tenido que hacer varias actualizaciones al c6digo base del programa para que este tenga en cuenta
las interacciones cudrticas de las particulas fantasma. En versiones previas del software, sélo se
tenfan en cuenta interacciones cibicas en los vértices en los que se veian involucrados los ghosts. En
nuestro caso, hemos creado un modelo para el gauge general, asi como para las acciones derivadas
para la factorizacion TMD en el proceso Drell-Yan del articulo [11]. Para ello, se han empleado
lenguajes como Mathematica, Python o Fortran.

Como pequeinio ejemplo, se exhibe como aplicar el software para separar el campo gludnico en
una componente dindmica y otra de fondo (usando el campo dindmico B como representacién del
grupo gauge SU(3)¢, y anadiendo otro campo A como contrapartida). Podemos encontrar el cédigo
completo del modelo en [6] (/Background-Field-Gauge-in-Feynmaster/Models/ QCD_BFG)
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IndexRange [Index [Gluon]] = M$ClassesDescription = {
NoUnfold [Range [8]]

V[4] == {ClassName -> A,
M$GaugeGroups = { SelfConjugate -> True,
SU3C == TeXName -> s
Abelian -> False, Indices -> {Index[Gluonl},
CouplingConstant -> gs, Mass -> 0},
GaugeBoson -> B, V[5] == {ClassName -> B,
StructureConstant -> f, SelfConjugate -> True,
Representations -> {T,Colour}, TeXName -> s
SymmetricTensor -> dSUN Indices -> {Index[Gluonl},
¥ Mass -> 0},
} }

Todas las modificaciones que se le han hecho al software, asi como los modelos creados pueden
ser consultados en el resto de carpetas del repositorio [6].

10. Conclusiones

A lo largo de este trabajo se ha hecho una revisién del método de los campos de fondo, desde
las herramientas necesarias para poder desarrollarlo hasta cédlculos, como los hechos para replicar
los resultados para la accién efectiva de interaccién entre los campos de fondo con los hadrénicos
en [11], o el desarrollo de las funciones de Green de [5] o [10]. Se ha hecho ver que el enfoque de
la cuantizacién por medio de la integral de caminos es necesario cuando tratamos con problemas
mas alld de los que podemos encontrar en electrodinamica cuéntica, ya que supera las posibilidades
de calculo que ofrece la cuantizacién candnica con el formalismo Hamiltoniano. En general, se
han replicado de forma fiel todos los cdlculos propuestos, y se ha expuesto la necesidad de seguir
desarrollando este formalismo, del que cabe destacar también sus usos en teorias de gravedad y
supergravedad. Como meta futura para este trabajo, se prevee completar el repositorio [6], con la
posibilidad de usar el software para calculos de renormalizacion.
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