Tema 7. Variable aleatoria
bidimensional continua

Recordando que una variable aleatoria bidimensional es una funcion medible para
el espacio de probabilidad (2, P(R2), P). Se define la funcién (X,Y): 2 -» R? como
una variable aleatoria bidimensional si V(x,y) € R? se verifica que:

Byy ={WeN: X(wy) <x, Y(W) <y} =X"1((—0,x]), Y 1((—o0,y]) € P(2)

Una variable aleatoria bidimensional (X,Y) es continua cuando toma valores en
todo el plano real (R?) o en un subconjunto (no numerable) del mismo.

7.1. Concepto y funcion de densidad
Una variable aleatoria bidimensional (X,Y) es absolutamente continua cuando
existe una funcion fy y(x, y), tal que la funcion de distribucion continua de la va-

riable aleatoria bidimensional (X,Y) se puede escribir como:
x ¥

FX,Y(X»)’)= J JfX,Y (x,y)dxdy

—00 —00
a fxy(x,y) se le denomina la funcion de densidad conjunta de la variable aleatoria

bidimensional (X,Y). Esta funcion debe satisfacer las siguientes propiedades:

e fxy(x,y) =0 Vx,y€eR

o [2 07 fry (x,y)dxdy =1

Ejemplo 7.1

Dado la variable aleatoria bidimensional (X,Y) absolutamente continua con fun-
k si0<y<x<1

0 en otro caso

Se pide: Calcular el valor de k para que sea funcion de densidad.

1
fol foxkdydx = folk(fox dy)dx = kfol[J’]gdx = kfol xdx =k [x;]o = S =1
=> k=2

cion de densidad conjunta fxy(x,y) = {
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7.2. Distribuciones marginales continuas

Si (X,Y) es una variable aleatoria bidimensional absolutamente continua, entonces
tanto la variable X como la variable Y, seran variables aleatorias unidimensionales
absolutamente continuas. La funcion de densidad marginal de cada una de las va-
riables aleatorias que componen la variable aleatoria (X,Y) se expresa como:

¢ Funcion de densidad marginal de la variable aleatoria X:

fe(O) = f far G0y dy

e Funcion de densidad marginal de la variable aleatoria Y:

fr(y) = f fxy (x,y) dx

Una vez se obtienen las funciones de densidad marginales de las variables aleatorias
X e Y, se podran calcular sus momentos de la siguiente manera:

¢ Momentos respecto al origen:

Qs = f f XY fioy (x, ) dxdy

1) La esperanza matematica de la variable aleatoria X se calcula cuando
r=1ys=0E[X]=ayp= [, [0 %"y fuy(xy)dxdy =
Joox fx()dx

2) La esperanza matematica de la variable aleatoria Y se calcula cuando
r=0ys=1EN]=ap = [, [7 x°" fuy(xy)dxdy =
20y frONdy

3) Cuandor =1ys=1,E[XY] =ay; =
fjooo fjooo xlyl fX,Y(xv y)dxdy = fjom fjooo xXYfxy (x,y)dxdy

e Momentos respecto a la media:

s = | ) [ = "0 = ) iy G y)dxdy
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1) La varianza de la variable aleatoria X se calcula cuandor =2y s =0,
V) = a0 = 7, [5G = 1x)? 0 = )° fry (x, y)dxdy
= 7 150 = 0)? f O, y) dxdy
= E[X?] = (E[X])? = ago — a10°
2) La varianza de la variable aleatoria Y se calcula cuandor =0y s = 2,
V) = oz = [0, [0, (x = 10° 07 = 1r)? fiey (6, y)dxdy =
= [0 J5 O = my)? fey G, y)dxdy
= E[Y?] - (E[Y])? = ag2 — @01’

3) Cuandor = 1ys =1, se calcula la covarianza u;; = S(X,Y) =
Q11 — Q19 * Ap1. La covarianza mide el grado de dependencia lineal
entre las variables aleatorias X e Y. Si S(X,Y) > 0, indica que existe
una relacion directa entre X e Y. Si S(X,Y) < 0, indica que existe una
relacion inversa entre X e Y. Si S(X,Y) = 0, indica que no hay rela-
cion lineal entre X e Y.

Ejemplo 7.2

Considere la variable aleatoria bidimensional continua(X,Y) del Ejemplo 7.1 y
calcule las funciones de densidad marginales, asi como la esperanza matemadtica
de cada variable.

sil<y<x<1
en otro caso

fr@) = [7 fey (uy) dy = [) 2dy = [2y]§ = 2x
_(2x si0<x<1
= fx(0) = {0 en otro caso

0 1 1 5 1t 2
E[X] = [ xfx()dx = [ x-2xdx =2 [/ x* dx = 2 [?] =:
0

fo &) = [0, foy Coy) dx = [ 2dx = [22]} = 2 - 2y

2—-2y si0l<y<1
= =
fr@) { 0 enotrocaso

Sabiendo que fyy(x,y) = {(2) , entonces:
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ElYl=[" yfrG)dy = [y -2 -2y)dy =2 (y—y*) dy =
1

2[-2] -2 -

7.3. Distribuciones condicionadas continuas

En la seccién 1.5 se define la probabilidad del suceso B condicionada al suceso 4
de la siguiente forma:

P(ANB)

P(B /M) =1

, siempre que P(A) # 0

Este concepto puede extenderse al caso de variables aleatorias bidimensionales. En
el caso de las variables aleatorias bidimensionales discretas, sea una variable alea-
toria bidimensional absolutamente continua (X,Y) con funcién de densidad con-
junta fx y(x,y) y funciones de densidad marginales fx(x) y fy(y). Entonces, la
funcion de densidad de la variable X sabiendo que la variable Y ha tomado el valor
Y = y, viene dada por la siguiente expresion:

_ frr(xyo)
Jrr=o () =760 5

Similarmente, la funcién de densidad de la variable Y, sabiendo que la variable X
ha tomado el valor X = x, viene dada por la siguiente expresion:

_ fry (X0, ¥)
fY|X=x° ) = —fx(xo)

Ejemplo 7.3

Considere la variable aleatoria bidimensional continua(X,Y) del Ejemplo 7.1 y

calcule las funciones de densidad condicionadas.

2 si0<y<x<l1

0 en otro caso

2-2y si0<y<1
0 enotrocaso

fx,y(x; Yo) _ 2 _ 1
fr(o) 2-2y, 11—y,
fxy (x0,¥) 2 1

- == si0<xp<1,0<y<x
fx(xo) 2xy X 0 Y °

_ B _(2x si0<x<1
Sabiendo que fy y(x,y) = { fx() = {0 en otro caso’

y &) ={

entonces:

fX|Y:y0(x) = Si0<y,<lLy,<x<1

fY|X=x0 ) =
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7.4. Independencia de variables aleatorias continuas

Sea (X,Y) una variable aleatoria bidimensional continua con funcidon de densidad
conjunta fy y(x,y) y funciones de densidad marginales fx(x) y fy(y), entonces X
e Y son independientes si'y solo si:

fxy(oy) = fx() - fry) Vx,y ER

Ejemplo 7.4

Considere la variable aleatoria bidimensional continua (X,Y) del Ejemplo 7.1 y
verifique si las variables aleatorias X e Y son independientes.

Sabiendo que las funciones de densidad marginales de las variables aleatorias X e

Y son:
_(2x si0<x<1
fx () = {0 en otro caso
y,
_(2-2y si0<y<l1
fr) = { 0 enotrocaso
Entonces,

fxy,y) =2#fx(x) - fy(y) =2x-(2—-2y) =4x—4xy si0<y<x<1

Esto implica que las variables aleatorias X e Y no son independientes.

7.5. Transformacion de variables aleatorias continuas

En ocasiones, dada una variable aleatoria bidimensional (X,Y), puede interesar co-
nocer la funcion de densidad o funcion de probabilidad de una funcion de la varia-
ble aleatoria bidimensional (X,Y). Por ejemplo, si un individuo quiere saber la
cuota mensual que tiene que pagar por una hipoteca Z se tiene en cuenta la cantidad
por la que solicita dicha hipoteca X y el nimero de afios que va a pagar la hipoteca
Y. En este caso, la variable aleatoria de interés Z es funcion de las variables X e Y,
es decir Z = h(X,Y). Por tanto, el objetivo en este caso se centra en la funcion de
densidad o funcién de probabilidad de la variable aleatoria Z.

A continuacion, se presentan algunos resultados que permiten describir una va-
riable en funcién de (X,Y).
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Teorema jacobiano

Sean (X7, X;) una variable aleatoria bidimensional con funcién de densidad con-
junta fy x (x1,x;) que es estrictamente positiva en cierto recinto S. Sea (Y, Y,) =

g (X1, X,) una transformacion continua y biyectiva de dicha variable aleatoria bidi-
mensional (X, X,) tal que g(S) = T. Por tanto, T es el recinto en el que la funcion
de densidad de (Y3, Y,) es estrictamente positiva. Entonces:

fyl,y2 uy2) = fxl,xz (x1()’1;)’2); xz()’Lyz)) /1

siendo J el jacobiano de la transformacion, es decir,

dx; 0x;

x| e ow
Oyjli=1z  |0%; 0%
/=42 oy, ay,

Esta funcion de densidad fy, v, (¥1,y) alcanza el valor obtenido en la expresion

frov, 01 ¥2) = fx, x, (%11, ¥2), x2(v1,¥2)) ]| para (y1,¥,) €T, siendo nula
fuera del recinto T.

Se recuerda que x1 (1, ¥2), X2 (¥1,¥2) es la transformacion inversa de g, es decir,
se obtiene despejando las X en funcion de las ¥, esto es:

f(xl()’p)’z);xz ()’1;)’2)) = f(g_l(yl:YZ))

El teorema anterior se aplica en el caso de variables bidimensionales absolutamente
continuas. Ademas, la transformacion debe ser continua y biyectiva.

Ejemplo 7.5

Sea (X,Y) una variable aleatoria bidimensional absolutamente continua con fun-
cion de densidad uniforme en el cuadrante unitario [0,1] X [0,1]. Calcular la fun-
cion de densidad de la variable (U,V) siendoU =X +YyV =X —-Y.

La transformacion es biyectiva, porque fijados x e y, u y v quedan definidos uni-
, . u+v u-v ,
vocamente y reciprocamente fijados uy v, x = - ey=— quedan univoca-

mente determinados. Ademas, sabemos que:

(=G ()
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Como H 11| # 0, entonces es una matriz invertible.

C)=¢ 570

Por lo tanto, se puede concluir que es aplicable el teorema jacobiano.

Transformacion directa: u =x+y, v=x —y.
.y . u+v u-—-v
Transformacion inversa: x = - Y=

El dominio de la variable (U, V) es el que se muestra en la Figura 3.1:

v v=u

Figura 3.1. Dominio de la variable (U, V).

El dominio para las variables X e Y son:

u+v
u-—v
2 6[0;1]—)0Su—17§2
1
1 1
furwm) =110 %l =]=5] =3
2 2
= £ ) = {% en el recinto coloreado de azul
v 0 en el resto

193
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Sea (X,Y) una variable aleatoria bidimensional absolutamente continua con fun-
cion de densidad fx y(x,y) y se quiere calcular la funcién de densidad de la varia-
ble aleatoria U = X + Y. En este caso, el teorema del jacobiano no es directamente
aplicable, dado que la transformacidn no tiene la misma dimension, es decir, parti-
mos de una variable aleatoria bidimensional y la transformacion es unidimensional.

Lo que se hace en este tipo de situaciones es elegir una variable auxiliar lo mas
sencilla posible, como puede ser V = X, a continuacion, se aplica el teorema del
jacobiano a la variable aleatoria bidimensional (U, V) y para terminar se calcula la

funcion de densidad marginal de U.
U=X+Y
V=X

o)
<l

|4

Se tiene: { -V

. La transformacion inversa seria {Y =

fu,v(ur ‘17) = fx,y(v'u - ‘U) :
fu) = ffo,y (v,u—v)dv

|(1) _11” = fx,y(v;u —v)-|1]

Ejemplo 7.6

Sean X e Y dos variables aleatorias independientes, cada una de ellas con distri-
bucion exponencial de parametro uno. Calcular la funcion de densidad de la va-
riable aleatoria X +Y.

Las funciones de densidad de las variables X e Y son:

fe@ ={¢,

X si x>0

en otro caso

y>0
en otro caso

O A

Como X e Y son dos variables aleatorias independientes, entonces, la funcion de
densidad conjunta de la variable aleatoria bidimensional es:

_(e*Y six>0,y>0
fxy(xy) = { 0 en otro caso

Y, siendo x > 0 e y > 0. Entonces, u >

La transformacion a aplicar es { ; = ;

OGbv>0yu>w.

Aplicando el teorema del jacobiano se tiene que:
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0o 1 _ _
fu,v(u:v)zfx,y(v:u_v)' |1 _1|‘=fx,y(v,u—v)-|1| =e"-1=e™™

-u

e si u>0,v>0yu>v
0 enelresto

funtv) = |

Lo que se quiere obtener es la funcion de densidad de la variable aleatoria U = X +
Y, por lo que se calcula la funcion de densidad marginal de U.

fu) = f(;le_u dv=[v-e¥t=u-et

u-e % si u>0
u ={
fu@) 0 en otro caso
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7.6. Ejercicios

Ejercicios resueltos

EjercicioR. 7.1

Dado la variable aleatoria bidimensional (X,Y) absolutamente continua con fun-
kx?y si x*<y<1

. Se pide:
0 en otro caso

cion de densidad conjunta fy y(x,y) = {

1. Calcular el valor de la constante k.
2. Calcular P(X = Y).

3. Calcular las funciones de densidad marginales de las variables aleatorias X e Y.

Solucion:

1. Para el calculo de la constante k se procede del siguiente modo:

sabemos que fjooo ffooo fxy (x,¥)dxdy = 1, entonces:

1 r1 1 [kx2y2 1 1 [kx? kxb 3 711
f_lfxz(kxzy) dydx = J.—l [ﬂ]xz dx = f—l (i_%) dx =k [x__x_

2 2 6 14l_q

4 21
> k—= k==—
2 4
2.0F
1.5F
>,
1.0r
0.5r
—y=1
—_— y=x?
0.0F xt<y=<1

=15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
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1 1 2,,21% 1 4
2 r0z 1= ()i = G B ax= 2 -

5 711
x> X 21
]dx— ] =
0

4 |10 14y ~ 140

3. @ =2, fuy ey dy = fz x%ydy = [21 Zy];:%x?z(l_xz;)
21x
fX(x)={__(1—x4) si —l<x<1
0 en otro caso
21 x vy 7 5
fry) = Jny(x y)dx = f—x ydx—[4 ?]_ﬁ—iyz

7 E
0 en otro caso

EjercicioR.7.2

Dado la variable aleatoria bidimensional (X,Y) absolutamente continua con fun-
1 silyl<x; 0<x<1

. Se pide:
0 enotro caso p

cion de densidad conjunta fy y (x,y) = {

1. Calcular las funciones de densidad marginales de las variables aleatorias X e Y.

2. Calcular las esperanzas matematicas de las variables aleatorias X e Y.

3. Calcular las probabilidades P (X < %, Y < 0) y P (X > %, —% <Y< %) .

Solucion:

0.25

= 000

-0.25

—-0.50

-0.75

-1.00

0.0 0.2 04 0.6 0.8 10
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1 silyl<x; 0<x<1

entonces:
0 en otro caso ’

1. Sabiendo que fyy(x,y) = {

fx@) = [ fry Coy)dy = [7 1dy = [y]%, = 2x
_(2x si0<x<1
= fx() = {0 en otro caso

1
- [ ldex=[x]t, =14y, si —1<y<0
) =2 fey ey)dxe =477 . .
fyldx=[x]y=1—y, si0<y<1
1+y -1<y<0
= ) =11-y 0<y<1
0 en otro caso

2

2. EX]= [ xfx()dx =[x 2xdx =2 [} x*dx = 2 ["3—3]1 =2
EY1=[" yfrONdy = [*y- L+ y)dy + [y (1 - y)dy =

0 1 _ 2 y30 2 ysl_
= L0+ dy+ o=y =[5+ 5]+ 5% -

-(3+D46-D-0

10 200
3. P (X < %,Y < 0) = [2 )., fry(x,y)dydx = [2 (f_xl dy) dx =

7 2 x? % (1)2—0 1

1 1
P(X>35-5<¥ <3) = [ furCoy)dyde = [ (f_@l dy) dx =
2 2

1
fll[Y]z_ldx =f11 ldx = [x]i =1—
2 2

1
2 2 2

N =

EjercicioR.7.3
Sea la variable aleatoria bidimensional absolutamente continua (X,Y) con funcion

xXy+2 . _
de densidad conjunta fx y(x,y) = { ;. St0<x<1l-1<y<1
0 en otro caso

Se pide:
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1. Calcular las funciones de densidad marginales de las variables aleatorias X e
Y.

2. Calcular las funciones de densidad condicionadas de las variables aleatorias X
eY.

3. Se considera la transformacion Z = X — Y y W = X + 2Y, calcular la funcion
de densidad de la variable (Z, W).

Solucion:

xXy+2

1. Sabiendo que fyy(x,y) = {T si0<x<1l-1<y<1
0

en otro caso

, entonces:

o xy+ x x[y?
@) = [7, foy o) dy = [, 22y = [ (24 D ay =2 [2] +

-1 4
1

;[Y]£1 =1

(1 sio<x<1
=>fX(x)_{O en otro caso

1) = 7, frr Gey) dae = [ 22 = [ (24 3) adx = 2[5 +3 10 =

0 4 4 2 2
y+4
8
y+4 .
— si—-1<y<l1
= ) ={ 8 Y
0 en otro caso

2. Las funciones de densidad condicionadas de las variables aleatorias X e Y se
calculan como:

fo Gy 2 o 4
Y X, Yo 4 XYo
() =2 = = V —1<y,<1,0<x
fX|y Yo fr (o) % Yo +4 Yo
<1
ol ) Xoy + 2 42
x,y(Xo, Y Xoy
B _Jx - = VO<x<1-1<
fY|X_x0(Y) FeCxo) 1 4 Xo y
<1
2724W
Z=X-Y X==

3. La transformacion {W — X127 = y = 22V
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61— Z=W+3
Z=W-3
| — z=-05w
11— z-= (3-w)/2
24
= 0
-2
4 /
_6 -
—Is —Is —|4 -2 0 2 4|1 6 8
z
dz 0z
6 (z, W) dx dy 1 -1
=| |=2—(—1)=3¢0
a(x y) ow Jdw 2
ax dy

Entonces, existe la funcion de densidad gz, (z, w).

2
ity) |3
a(z,w)

]1 1
3

Transformacion directa: {

1

3] 21 1(1)
1733 313
3

Z=X-Y
W=X+2Y

2Z+W

Transformacion inversa:

3

—Z+W

El dominio de las variables es:

{0<x<1

3

— 0<2z4+w<3

-1<y<1 —» -3<-z+4+w<3

Zz+w

Izw(z,w) = fxl,x2 ( 3

z+w)(-z+w)

= gzw(z,w) = { 108

z+w) U | _

ZZ+W Z+W

(22+w)( z+w)
108

si 0<2z4+w<3,-3<—-2z4+w<3

en el resto
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Ejercicios propuestos

EjercicioP.7.1

Sea la variable aleatoria bidimensional absolutamente continua (X,Y) con funcion
cx? si 0<y<1-x?

. Se pide:
0 en otro caso

de densidad conjunta fy y(x,y) = {

1. Calcular el valor de ¢ y las funciones de densidad marginales de las variables
XeY.

2. Verificar si las variables aleatorias X e Y son independientes.
Calcular la esperanza matematica de X.

Calcular la varianza de Y.

Ejercicio P.7.2

Las calificaciones en Estadisticas(X) y las calificaciones en Inglés (Y) de un
alumno de primer afio del grado estan representadas por la siguiente funcion de
densidad conjunta:
c(4x + 3 si 0<x<10; 0<y<10
fxy(oy) = { ( 0 Y) Y
en otro caso
Se pide:
1. Calcular la proporcion de alumnos que obtienen una calificacion superior a 7
en Estadisticas.

2. Calcular la probabilidad de que un alumno obtenga una calificacion superior a
7 en Estadisticas, dado que ha obtenido un 3 en Inglés.

3. Calcular la probabilidad de que un alumno obtenga una calificacion superior a
7 en Inglés, dado que ha obtenido un 3 en Estadisticas.

EjercicioP. 7.3

Sea la variable aleatoria bidimensional absolutamente continua (X,Y) con funcion
2x+2y si0<x<y<1

. Se pide:
0 en otro caso p

de densidad conjunta fy y(x,y) = {

Calcular las funciones de densidad marginales de las variables aleatorias X e Y.

2. Calcular las funciones de densidad condicionadas de las variables aleatorias X
eY.

3. Calcular la funcién de densidad de la variable Z = X + Y.
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EjercicioP.7.4

El volumen de una caja de zapatos es una variable cuya funcion de densidad es:

1 .
Fey(x,y) = Exy si0<x<y<2

0 en otro caso
Se pide:

1. Calcular el valor de k.

2. Calcular P(Y > %).

3. Sabiendo que X=0.5, calcular la probabilidad de que Y sea menor que 1.

Ejercicio P.7.5

Sea la variable aleatoria bidimensional absolutamente continua (X, Y) con funcion de

ky si(x,y) >(00);2x+y < 6. Se pide:

densidad conjunta fx y(x,y) = { 0 onl otro caso

1. Calcular el valor de k.
2. Calcular P(X > 1).
3. Sabiendo que Y=1, calcular la probabilidad de que X sea mayor que 0.5.

Ejercicio P.7.6

Sabiendo que la funciéon de densidad conjunta es: fyy(x,y) =

{%(3x2+y) si |yl <x< 2
0 en otro caso

. Se pide:

1. Calcular el valor de k.
2. Sabiendo que X=1, calcular la probabilidad de que Y sea menor que 0.5.
3. Sea Z=X+Y, calcular la funcién de densidad de Z.

EjercicioP.7.7

Se supone que el peso de una hogaza de pan en media es 500gr. Sin embargo, el
peso real en cada hogaza es una variable aleatoria X que se distribuye como una
U(450, 550) suponiendo que el peso de las hogazas son independientes. Para dos
hogazas (X, Y) elegidas aleatoriamente, calcular:

1. Siel peso de una de ellas es 500gr, calcular la esperanza del peso de la otra
hogaza.
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2. Probabilidad de que ambas hogazas tengan un peso menor de 480gr.

3. Sirealizamos el cambio de variable, Z=Peso total de las dos hogazas y U= Di-
ferencia de peso, calcular la P(Z<900) y la P(U>50).

Ejercicio P.7.8

Sea (X, Y) una variable aleatoria bidimensional. Si la funcidén de densidad de X es

3 .
fx(x) = {43 Séfn 2 ]fei‘ct: 1 , y la funcion de densidad de Y dado X'=x,

Frixen () = {Zy/x2 si 0<y<x
|X=x 0 enelresto

Se pide:
1. Obtener la funciéon de densidad de (X, ¥).

Calcular la probabilidad de que Y sea menor que %.

2
3. Sabiendo que Y=0.6, calcular la probabilidad de que X sea mayor que 0.2.
4

Para X= 0.5, calcular la esperanza de Y.

EjercicioP.7.9

Sean X e Y las proporciones semanales de bebidas sin alcohol sobre el total de con-
sumiciones en dos locales habituales en las noches de una cierta ciudad costera. La
funcién de densidad conjunta de estas variables es:

_fkx-(x+y) si0<x<1 0<y<1
fxx G6y) { 0 en otro caso

Se pide:
1. Determinese el valor de £.
2. Sea U=X/Yy V=X. Calcular la funcion de densidad de (Z, U).

Ejercicio P.7.10

Considera un cuadrado con vértices (0,0), (1,0), (1,1) y (0,1). Se selecciona un
punto aleatorio (X, Y) dentro del cuadrado. Se pide:

1. Determinar la funcion de densidad de probabilidad conjunta de Xe Y.

2. Calcular la probabilidad de que X sea mayor que Y.

3. Calcular la probabilidad de que X + Y sea menor que 1.
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7.7. Evaluacion

Todos los estudiantes del Grado en Estadistica Aplicada y del Grado en Ciencia de
los Datos Aplicada de la UCM, matriculados en la asignatura de Azar y Probabili-
dad, tienen acceso al Campus Virtual para responder una serie de preguntas selec-
cionadas aleatoriamente del banco de preguntas, con el fin de obtener la calificacion
de la evaluacién continua.

Este manual estd disponible en el repositorio de la UCM, por lo que se ha dis-
puesto una autoevaluacion para cualquier persona interesada en la asignatura, uti-
lizando el mismo banco de preguntas del Campus Virtual, accesible en Google
Forms a través del siguiente enlace: https://forms.gle/d5SyweyTCeeVvkVgS8.


https://forms.gle/d5yweyTCeeVvkVgS8
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