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Fenomenologíade los cristales

líquidos

1.1 ¿Quées un cristal líquido?

Hastafinalesdel siglopasadose pensabaquela materiase presentabasiem-
pre en tresestadoso fases: sólido, liquido o gas. Sin embargo,en 1888 el
botánicoy químicoaustriacoFriedrichReinitzerhizo un descubrimientoque
iba acambiarestaconcepción.Reinitzernotóun comportamientaanómalo
del colesterilbenzoatocuandoéstepasabadel estadosólidoal liquido. El 14
de marzode 1888 escribióal cristalógrafoOtto Lehmann(Chandraselchar,
1988):

La susianciatiene dos puntosde fusión, si se puedendescribir
de esaforma. A 145.5Wsefunde en un fluido neblinosopero
perfectamentelíquido, el cual a 178.50Cse vuelvebruscamente
claro.

Traslos posteriorestrabajosde Lehmann(1889, 1900, 1906), Schenlc(1905),
Vorl~nder(1908)y Fz-iedel (1922),quedéfinalmenteestablecidoquelas fases
intermediasde éstey otroscompuestossimilaresconstituyennuevosestados
de la materiaacaballoentreel estadolíquido y el estadosólido. Lehmann
dio el nombrede cristales líquidos (CL) a estasfases, debidoa queen su
aspectoexternotienen muchasde las propiedadesde los liquidos,mientras
queestructuralmenteposeenpartedela ordenaciónquecaracterizalos cris-
tales. Aunqueéstees el nombrecon el que se han popularizado,Friedel
propusola denominación,tal vez másdescriptiva,de estadosmesomórficos

3



4 1. Fenomenologíade los cristales líquidos

(de forma intermedia)o mesofases,como finalmentese ha dadoen llamar
técnicamentea la ampliafaunade fasesque se catalogancomo CL.

Paraentenderel significadode estosnuevosestadosde la materiacon-
viene recordarla distinción queexiste entre un cristal y un líquido. En
un cristal,sus componentes(átomos,moléculas,agregadosmoleculares,..-)
estándispuestasde modo quesus centrosde gravedadocupanlos nodos de
unared periódicatridimensional;en un líquido, por el contrario,no existe
ningún tipo de ordenaciónposicionalde los centrosdegravedadde suscom-
ponentes.Mecánicamenteestose traduceen queun liquido fluye, mientras
queun cristal es unaestructurarígida. La distinción entreamboses muy
clara ala vista de susrespectivosespectrosde difracción de rayosX: el de
un cristal muestraunospicos muy definidos denominadospicos de Bragg
(Ashcroft y Mermin, 1976), característicosde la red,que no aparecenen el
de un liquido.

A la vista de las propiedadesquecaracterizanlos líquidos y los sólidos
podemosinferir dos mecanismosparala apariciónde fasesintermedias(de
Gennes,1974):

a) Imponiendoun ordenposicionalen unao dosdimensionesen lugarde
en tres. En el primer caso,el quemás comúnmentese encuentraen
la naturaleza,tendremosun conjunto de capasliquidasequiespacia-
das,mientrasque en el segundotendríamosun cristal bidimensional
formadopor columnasliquidas.

b) Introduciendoalgún gradode libertad adicionalcomo,por ejemplo, la
orientaciónmolecularen el casode un fluido demoléculasno esféricas.
Una transiciónorientacional,sin embargo,puedeproducirsetanto en
un cristalcomoen un liquido. Cuandolaanisotropíamoleculares muy
pequeñaes de esperarquedisminuyendola temperaturael liquido se
conviertaen un cristalantesde quelas moléculasadoptenunaorienta-
ción colectiva,formandola faseque se denominacristal plóstico(que
no es propiamenteun CL). Disminuyendoaúnmásla temperaturapo-
demosconseguirque, además,las moléculasse orientenen unamisma
direccióny formen un cristal perfecto. Cuandola anisotropíade las
moléculases muy grande,la transiciónorientacionalse producesiendo
la sustandatodavía un líquido, dandolugar a lo que se denomina
fluido nernótico.

Ademásde estosdos mecanismosintuitivos por los quepuedenaparecer
mesofases,la forma particular de las moléculasconstituyentesdel fluido
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(a)

o

(b)

(c) R —~~---- A = B

Figura 1.1: Ejemplosde moléculasorgánicasque danlugar a unafasenemática:
(a) p-azozianisol(PAA), (b) p-metoribencilidenop-n.butilanilina (MBBA) y (c)
estructurageneralde unaclasede nematógenos.

puededar lugar a nuevos tipos de mesofasesde estructuramáscompleja.
Comocriterio general podemosbuscaren las asimetríasde las moléculas
el origen de nuevasmesofases(una asimetríamolecularpuedeinducir una
rupturade simetríaaescalamacroscópicay originar asíunanuevafase).

1.2 Componentesestructurales

Paraobtenerun cristal líquido es precisoconstruir un sistemacuyoscom-
ponentestenganun alto grado de anisotropía. Hastael momento, todos
los experimentosrealizadossobreCL estánbasadosen tres tipos de com-
ponentesfundamentales(de Gennes,1974): pequeñasmoléculasorgánicas;
largas cadenasy agregadosmolecularesdispuestosen forma de varilla, y
estructurascomplejasformadaspor asociadosde moléculase iones.

Entre las pequeñasmoléculasorgánicaslos ejemplosclásicosson el p-
azonanisol(PAA) y la p-metozibencilidenop-n-butilanilina (MBBA), cuyas
fórmulas aparecenen la figura 1.1. Ambasmoléculasdan lugar a unafase
nemáticaen algúnrango de temperaturas(por ejemplo,la MBBA produce
un fluido nemáticoentree.~ 2000 y 4700,lo quela hacemuy cómodaparala
experimentación)y por estemotivo recibenelnombrede ‘nematógenas’.En
general,todaunaclasede moléculasquesatisfacenel patróndela figura 1.íc
(dosanillos aromáticospara-sustituidos,rígidamenteunidos por un doble o
triple enlaceA—B (de Gennes,2974)) dan lugaramesofases.
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C

R—CO~

Figura1.2: Fórmulageneralde losésteresdel colesterol (O es unacadenasaturada
y R el radical quedefine el éster).

Otro tipo muyestudiadodemoléculasquedanlugara CL sonlos ésteres
del colesterol(verfigura L2), aunqueel propiocolesterol,conun II enlugar
de R—CO— no origna mesofases. El hecho de que los anillos en estecaso
no seanaromáticoshaceque la estructurade la moléculano seaplana,así
quesu aspectoes el de un cuerporígido en forma de varilla con la cadena
saturadaOy el radicalR colgandocomo colasflexiblesde susdosextremos.

Por último, hayquedestacarotro tipo de moléculascompletamentedis-
tintas, cuyaforma no es alargadasino esencialmenteplan, parecidaa un
disco (Chandrasekhar,1988). Hastafinales de los años 70 toda la eviden-
cia experimentalacumuladaparecíaindicar que las moléculasdebían ser
alargadasparagenerarmesofases.Fueentoncescuandose descubrió(Chan-
drásekharet aL, 1977; Dubois, 1978; Destradeel al., 1979) que también
moléculascon forma de discopodíandar lugara fluidos nemáticos(quere-
ciben el nombredenemáticosdiscóticos)e inclusooriginabannuevostipos
demesofases(comalascolumnares,descritasen 1.3.4). Algunosejemplosde
estasmoléculassonlos heza-n-alcanoatosde benceno,los heza-n-alcanootos
de trifenilenoy los heza-n-alcanozitrifenilenos(ver figura 1.3).

En todoslos ejemplosde CL mencionadoshastael momentola forma
más simple de inducir las transicionesde fasees variandola temperatura.
Por estemotivo estosCL recibenel nombregenéricode termótropos.

En el segundogrupo de componentesfundamentalesencontramosun
gran númerode polipéptidossintéticos,los cualesadoptanla configuración
de varillas de longitud “~ 300Áy anchura-~ 2OÁcuando son disueltosen
determinadosdisolventes. Si la concentraciónde estasestructurases sufi-
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c
ot N~

R
R R

R~O ~C
o

R
o c
a II

R R II
o O

O

R
(a)

Figura1.3: Dos ejemplosde estructurasmolecularesqueoriginanunafasenemática
discótica: (a) heza-n-alcanoaios de bencenoy (b) hera-n-alcanoaiosde infeníleno
y heza-n-alcanoritrifenilenos. (Fuente: Chandrasekhar,1988]

cientementegrandeestossistemasoriginanmesofases.Tambiénaestegrupo
pertenecenlas cadenasde ácido desoxirribonucleico(ADN) y ciertos virus,
deentrelos cualeselejemploclásicoes elvirus del mosaicodel tabaco(longi-
tud 3000A, anchura 200Á). Par último, las estructurasmásgrandesse
consiguenen suspensionesde fibras de vidrio o plástico(longitud -~ 100pm,
grosor .-.‘ 100pm)en algún líquido. En todos estos sistemaslas variacio-
nes de temperaturapuedenproducir alteracionesserias,llegandoincluso a
destruirlos;por ello, en lugar de la temperatura,el parámetroquepermite
controlarlas transicioneses la concentraciónde varillas. EstosCL reciben
el nombregenéricade liótropas.

El último grupo de componentesfundamentaleses el de las estructu-
ras asociadas. Tales estructurasse encuentran,por ejemplo, en el agua
con jabón. En ellas apareceel anión alifático C}la—[CH2j~...2—OO~ (con
12 < it =20) con un catión del tipo Na~, K~, NH, etc. La cabezapolar
de] ácido (e] grupo —00> se asadacon las mo]éculasde agua,mientras
que la cadenaalifática apolar huye de ellas (los materialesquepresentan
estecomportamientoambivalentereciben por ello el nombrede compues-
tos anfifílicos). Una únicamoléculano puede,obviamente,satisfacerarn-
has tendencias,pero sí puedehacerloun grupo de ellas. Son estos agre-

R
(b) R



8 1. Fenomenologíade los cristales líquidos

gados de moléculas los que pueden originar comportamiento mesomórfico
cuandoadquierenformasalargadaso planas.Estossistemassonclaramente
liótropos. Otro ejemplode cadenasanfifílicas queoriginan el mismo tipo
de geometríasson los bloquescopoliméricos. Estassistemas,sin embargo,
pueden ser termótropas.

1.3 Clasificación de las mesofases

La primera clasificación de las mesofases la hizo Friedel (Ftiedel, 1922), intro-
duciendo en ella la terminología básica que actualmente se utiliza. Según él,
los CL puedenagruparseen tresclases:nemáticos,colestéricosy esmécticos.
En la actualidadse han catalogadocatorcefasesesmécticasdiferentes,se
ha probadola existenciade las llamadasfasesnemáticasbiaxialesy se han
descubierto nuevos tipos de mesofases, como la fase columnar y las fases
azules. Una detallada descripciónde las mesofasesclásicasy su fenomeno-
logía puedeencontrarse,por ejemplo,en de Gennes(1974), Chandrasekhar
(1976; 1977), de Jeu (1980), Litster y Birgeneau<1982)y Vertageny de Jen
(1988);paramás informaciónsobrelas nuevas mesofases puede consultarse
esta última referencia y también Chandraselchar(1988). En lo que sigue
vamos a comentar las característicasprincipalesde las mesofasesconocidas.

1.3.1 Fasenemática

La palabra ‘nemático’ viene de] griego vv~pa, que significa hilo. El nombre
alude a las estructura en farma de hilo de ciertos defectos(lineas de discli-
nación (de Genes, 1974)) observados en los materiales nemáticos. En la
fase nemática, los centros de gravedadde las moléculascarecende cualquier
tipo de ordenación (no hay picos de Braggen los espectrosde rayosX). Las
correlacionesentrelas posiciones de las moléculasson similaresa las de un
liquido convencionaly, de hecho,un nemáticofluye igual queun liquido.
Sin embargo,síhayunaordenaciónmacroscópicaen las orientacionesde las
moléculas,quetiendenaalinearseen torno aun eje común arbitrario, des-
crito por la direccióndel vector unitario n, conocidocomo director. Todas
las propiedadestensorialesde un nemáticoestánafectadaspor estehecho.
Así por ejemplo,unade las propiedadesquemáscaracterizalos nemáticos
(y de hecho, la más explotada.tecnológicamente)es la existenciade un eje
óptico enla direcciónde n (birrefringencia),conunadiferenciaentreíndices
de refracción medidoscon polarizacionesparalelay normal a n bastante
apreciable(una diferenciatípica es de 0.2, parael PAA). Porlo demás,los
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Figura1.4: Aspectomicroscópicode lasfasesnemáticasde moléculas(a) alargadas
o (b) planas.(Fuente:Gramsbergenci aL, 1986)

nemáticosposeenperfectasimetríarotacionaien torno a n; además,tienen
simetríacuadrupolaren la dirección n, es decir, los estadosde director n
y —n son indistinguibles(si las moléculasson dipolaresestoimplica que la
fase nemática es paramagnética).

Los fluidos nemáticosdispersanintensamentela luz visible, debido a
fluctuacionesde largalongitudde ondadel director. La distanciamediaque
un fotón puede recorrer en un nemático sin ser dispersado es lmm, por
lo que los nemáticos muestran una aparienciaturbia.

La fase nemática sólo se presenta en materiales aquirales (que no dis-

tinguen entrederechae izquierda), bien porquesus moléculaslo son, bien
porque el sistema es una mezcla racémica de moléculasdextrógirasy levógi-
ras. Estasmoléculaspuedensertantode formaalargada(PAA, MBBA, etc)
como planas,con forma de disco. Sin embargo,hay unadistinción impor-
tanteentreambas:en el primer casoel ejemoleculartiendeaestarparalelo
al director n, mientrasqueen el segundoes el eje perpendiculara] plano
molecularel quetiendeaalinearsecon n; estose refleja macroscópicamente
en el signode la birrefringencia(o equivalentementedelparámetrode orden)
(Litster y Birgeneau,1982; Gramsbergenel aL, 1986),positivo en el primer
casoy negativoen el segundo.Un esquemade la fasenemáticaapareceen
la figura 1.4.



10 1. Fenomenologíade los cristaleslíquidos

“-• ~ N.

fi

90 it—,,,

-itZA ¿7/

1/J ~Z-Z —fi

2

Figura 1.5: Esquema de una fase colestérica. [Fuente:de Gennes, 1974]

1.3.2 Fase colestérica

La fase calestéricaes localmenteigual ala nemática,estoes,los centrosde
masa de las moléculasestáncompletamentedesordenados,mientrasquesus
orientaciones se concentran preferentemente en torno a un eje marcado por
un director n. Sin embargo, en esta fase nno es constanteenel espacio,como
ocurre en la fase nemática; sino queadoptaunaconfiguraciónhelicoidal(ver
figura 1.5). Así, si tomamos el eje helicoidal paraleloal eje Z, el director
queda parametrizado de la forma:

= cas qo(z— 20)

= senqo(z— 20)

1% = O

Tanto el eje helicoidal como z0 son arbitrarios, como ocurría en la fase
nemática con la direccióndel director y como ocurresiempreque un grupo
continuode simetríasse rompe espontáneamente.Debido ala equivalencia
de los estadosn y —n el sistemaes periódicoconperiodola mitad del pasode



1.3. Clasificaciónde las mesofases 11

la hélice, esto es L = r/¡qol. L es siempre mucho mayor que las dimensiones
moleculares(típicamente-.~ 3000k) y comparablea las longitudesde onda
ópticas,lo queproducedispersiónBragg de los hacesde luz (de Gennes,
1974). En todaslas restantespropiedadesla fasecolestéricaes similar a la
nemática, por lo que ésta última puede considerarse un caso particular de
fase colestérica, con qo = O.

Encontramos fases colestéricas sólamente en sistemas esencialmente qul-
rales, bien constituidos por moléculas quirales,bien formadospor mezclas
no racemicas. Esto se traduce en que el signode qo no es arbitrario, sino
quedependede la quiralidaddel sistema;así,podemosencontrarmateriales
colestéricascon la hélice a izquierdaso a derechas(siempreen el mismo
sentidoalamismatemperatura).Ejemplostípicosde materialescalestéricos
son los ésteresdel colesterol(figura 1.2), de los queestamesofaserecibesu
nombre.

1.3.3 Fases esmécticas

E] término esméctico,procedentedeigriega o’pqypa, quesignificajabón,fue
acuñadopor Friedel paradenotarciertasmesofasescuyaspropiedadeses-
tructuralesrecordabanlas de losjabones.Básicamentelas fasesesmécticas
se caracterizanpor poseerunaestructurade capascon un espaciadomuy
bien definido, de modo que puede observarseun pico muy acusadoen los
espectros de difracción de rayos X. Así pues,las fasesesmécticasson más
ordenadas que las fases nemáticay colestéricaporque,ademásde la orde-
nación arientaciona]de los constituyentesdel sistema,presentanun grado
intermediode orden posicional.

Aunque Friedel reconocióunaúnica fase esméctica,enseguidaempezó
a verse quehabíavarias fases diferentesque poseíanla misma propiedad
estructuralde formar capas.Se las empezóaclasificarañadiendouna letra
al nombrede esméctico.Hoy día hay identificadascatorcefasesesmécticas
(Chandrasekhar,1988) y nadapermitesuponerquela lista se vayaacerrar
ahí. De entretodasellas, las tres másimportantesson denotadascon las
letrasA, B y O.

EsmécticaA

Estafase presentaunaestructuraen capasde un grosor similar a la longi-
tud de los constituyentes(ver figura 1.6). Los centrosde gravedadde las
móléculasde cadacapase distribuyen sin ningún orden posicional;además,
la correlación entrecapases despreciable,por lo quecada capapuedeser
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Figura 1.6: Efiquema de una fase emética A. jFúente: de Gene, 1974]

cansiderada un liquido bidimensional. Por otra parte, las moléculas están
orientadas en torno a la dirección perpendicular a] plano de la capa (eje
Z), de modo que el sistema es ópticamente uniaxial, siendoel eje óptico el
normal a las capas. La simetría de la fase quedacompletamentedefinida
añadiendoquelas direcciones+z y —z son equivalentes.

EsmécticaO

La única diferencia entre esta fase y la anteriores queel ejeen torno al cual
se orientan las moléculasno es el normal a las capas, sino que forma con él
un ángulo e (ver figura 11). De este hecho resulta un espaciado entrelas
capas d = ¡cose, siendo ¡ la longitud de los constituyentes.Estafasees,
pues, ópticaxnente biaxial.

La existencia de la fase esméctica O requiere que los constituyentesdel
sistemaseanópticamenteinactivoso quese tratede unamezclaracémica.Si
no esasí,en lugarde estafasese obtieneunaequivalenteen laqueel vector
director de la- orientación molecular n precesa en torno al eje normal a las
capas, dotando a la fase de una estructura helicoidalcuyo pasode hélice,p,
es muchomayor queel espaciadoentrelas capas(típicamente,pid -.~ iOn).
Estafaserecibeel nombrede faseesmécticaOt

EsmécticaB

Lo quediferenciaestafasede las dos anterioreses la ordenaciónposicional
dentrodelas capas.Tantoel esmécticoA comoel C (o el 0) consistenen un
apilamientode capasliquidas bidimensionales;en e] esmécticaB las capas
estánformadaspor sólidosbidimnensionalescon estructurade red triangular
o bien por otro tipo de fasebidimensional,a caballoentre el liquido y el
sólido, llamadafasehezótica.Estafasese caracterizapor4uela correlación
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Figura 1.7: Esquemade unafaseesmécticaC. [Fuente:de Gennes,1974]

entreposicionesdelas moléculasen elplanoes decortoalcance,mientrasque
la orientaciónde los vectoresde la red es constantea lo largo del sistema
(Litster y Birgeneau,1982; Vertogeny de Jeu, 1988; Brock ci aL, 1989).
Por estemotivo, el tipo de orden queexhibeestafasese denominaorden
orientacionalde enlaces.

La existenciateóricade la fasehexáticaes unaconsecuenciade la teoría
de Kosterfltz-Thouless(1973) aplicadaa la transiciónsólido-liquidoen 2D.
La teoríaprediceunatransicióncontinuamediadaporla disociaciónde pa-
res de dislocaciones.Halperin, Nelson y Young (llalperin y Nelson, 1978;
Nelson y Halperin, 1979; Young, 1979)elaboraronlos detallesde estateoría
y predijeronla existenciade la fasehexáticaentreel sólido y el líquido (ver
tambiénla monografíade Strandburg,1988). Birgeneauy Litster (1978) su-
girieronla posibilidadde encontrarun cristal líquido 3D formadopor capas
hexáticas2D cuyainteraccióndieralugaraunaordenaciónorientacionalde
enlaces3D de largoalcance1. La existenciade estafasequedóestablecida
inequívocamentetras los experimentosde difracción de rayosX de Pindak
el al. (1981). Estafaserecibeactualmenteel nombrede fasehexótica E
paradiferenciarlade la faseesmécticaformadapor capasde cristales2D,

En los sistemasestrictamente2D existeunadivergenciade las fluctuacionesde larga
longitud de onda(Landauy Lii~hitz, 1982)queproduceun decaimientoalgebraico de las
correlaciones,destruyendoasíel verdaderoorden de largo alcance(ver apéndiceC).

13
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tambiéndenominada cristal E. La fase hexáticaB apáreceentrelaesméctica
A y algunafaseliquido-cristalinacon orden posicionalen las tresdimensio-
nes(comopor ejemplo,la fasecristal B).

Esmécticos‘exóticos’

El rangode fasesesmécticasqueno se clasificanen los tresgruposanteriores
va desde la D a la K (Chandraseikhar, 1988) (incluyendo algunas variedades
‘estrella’). En conjunto recibenel nombregenéricode esmécticosexóticos.
Algunas de estas fases parecen serauténticoscristalesconorden3D de largo
alcance, y por lo tanto no pertenecen al ámbito de las mesofases. La mayoría,
sin embargo,constituyenvariedadesde la faseesmécticaB queincluyenla
inclinación del director de las capas con respectoa la normal (y en algunos
casos su precesión) y posiblesdistorsionesde la red cristalinahexagonal.

1.t4 Nuevas fases

En las últimas décadasla investigaciónexperimentalen cristaleslíquidosha
dado como fruto el descubrimiento de nuevas mesofasesy la confirmación
de la existencia de algunas que se habíanpredichoteóricamente(Chandra-
selchar; 1988; Vertogeny de Jen, 1988). Hoy día la creencia generalizada
apunta en la dirección de que toda posible ruptura de las simetríasdel
sistematiene una mesofaseasociaday uno puede siempreencontraruna
moléculau otro componenteestructuralquelaorigine. Algunasde las nue-
vas fasesque se han obtenido son: diversasformaspolimórficasde la fase
esmécticaA, las fasesazules,la fasenemáticabiaxial y las fasescolumnares.
Vamos a comentarbrevementeen quéconsisten.

Polimorfa de la faseesmécticaA

Cuandolas moléculasde un fluido queexhibe faseesmécticaA son fuerte-
mentepolares,éstase desdoblaen dos fasesdiferentes,segúnquelos dipolos
de cadacapaesténdesordenados(A1) u ordenados(A2). En esteúltimo caso
la orientaciónde los dipolos de cadacapaestá acopladaa la de las capas
vecinasde forma antiferromagnética(verfigura l.8b). La primeraevidencia
experimentalde estapolimorfía se debea Sigaud ci al. (1979). La fase
esmécticaA1 (figura 1.8a), como la esmécticanormal,poseeun espaciado
entrecapas(1) del ordendel tamañomolecular(d), mientrasqueelespaciado
enla A2 es del orden de 2d. Un tercer tipo ha sido identificado (Ad), con
un espaciadoentred y 2d. En estafase,la ordenaciónde capases de nuevo
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Figura 1.8: Formaspolimórficas de la fase esmécticaA que aparecenen fluidos -

fuertementepolares: con dipolosdesordenados(Aa), con dipolosordenadosantife-
rromagnéticamente(A2), sinseparacióncompletaentrecapasconsecutivas(Ad) y
de tipo ~2 con modulacióntransversal(.43. [Fuente: Chandrasekhar,19881,

antiferromagnética,perolas capasconsecutivasno estáncompletamentese-
paradas(verfigura 1.Sc). Puedehacerseunateoríafenomenológicadela fase
esmécticaA (Prost,1979; Prost y Barois, 1983) introduciendodos campos,
uno asociadocon la densidadmoleculary el otro con la densidaddipolar.
La energíalibre se escribeen funciónde estoscamposcondos términos:uno
proporcionala los gradientesal cuadradode los campos(términoelástico)
y otro quelos acoplafavoreciendoel que la periodicidaddel primeroseala
mitad de la del segundo.Ambostérminoscompitenen la minimizaciónde
la energíalibre dandolugara frustración. Una consecuenciainteresantede
esta descripciónes quepuedeproducirseunamodulacióntransversalque
compensedicha frustración, dandolugar a la fase Á (ver figura 1.8d), o
bien una coexistenciade dos periodicidadesinconmensurables,originando
la llamadasfasesesmécticasA inconmensurables,muy interesantesporque
producensolitonesunidimensionales.
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Fases azules

Lasdenominadasfasesazulesaparecenen sistemascolestéricoscuyo pasode
hélicees suficientementepequeño(menosde 5000k).El rangode tempe-
raturasen el queexistenes muy estrecho(alrededorde 10C) y estásituado
entrela fasecolestéricay la faseisótropa,segúnseaumentala temperatura.
Debensu nombreala propiedadquetienende ser ópticamenteactivas(aun
siendoisótropas)lo queles da el color azuladocaracterístico(a vecesapa-
recen con otros colores,pero se las sigue llamando ‘azules’). El primer
conocimiento que se tiene de su existencia se remonta al origen de los cris-
tales líquidos, ya que el propio Reinitzerdescribióunade estasfasesen su
históricacartaa Lehrnann.

La existencia de fases azules estárelacionadaconlaapariciónde defectos
topológicos en la fase colestérica. Estosdefectosconsistenen lineassingula-
res en el campode orientacionesdel vectordirectorn. Recibenel nombrede
disclinaciones,imitando el de ‘dislocaciones~en los cristales.Una faseazul
aparececuandoestasdisclinacionesse ordenan en una red cristalina. Lo
extrai~o de estefenómenoes quela sustanciano dejade serliquida, puesto
que las posicionesde sus moléculascontinúan desordenadas;es el patrón
de orientacionesmoleculareslo quepresentaunaordenaciónespacial. Las
fasesazulessonel único ejemploencontradoen la naturalezade un liquido
quepresentauna estructuracristalina. Hastael momentose han identifi-
cado tresfasesazulesdistintas,que se denotanBP 1, BP II y BP III. Este
es el orden en que aparecencuandose aumentala temperatura.Estudios
cristalográficosde estastres faseshandemostradoque la BP 1 es unared
cúbicacentradaen el cuerpo(bcc, de grupo cristalográfico0~), quela BP
II es unared cúbicasimple (sc, de grupo cristalográfico02) y quela BP III
(llamada‘nieblaazul’) es amorfa,probablementecuasicristalina.Un estudio
detalladode las fasesazulespuédeencontrarse,por ejemplo,en Wright y
Mermin (1989), y en Seideman(1990).

Fasenemáticabiaxial

La fasenemáticabiaxial (Nb) es unaposibilidad qúeapareceen sustancias
cuyos componentesno tienen simetría de rotación en torno a un eje. Se
caracterizaestafaseporqueen ellaexistentresejesópticos,adiferenciadela
nemáticanormalo uniaxial (Ns) enlaquesolamenteexisteun eje. La faseNb
fue descubiertapor Yu y Saupe(1980) en un sistemaliótropo; mástardese
observóbia,xialidad en polímerosnemáticos,y finalmenteauténticosfluidos
biaxialestermótroposhansido obtenidosmediantemoléculasquecombinan



1.3. Clasificación de Las mesofases 17

ch> 4<) (43

00 ¿2

~~:::~=
~

~— ~—

Figura 1.9: Diversasformasquepresentanlasfasescolumnares:(a) verticalen sus
versiones(b) hexagonaly (c) y (d) rectangulares,y <e) oblicua; (f) muestrala fase
nemática,carentepor completode ordenaciónespacial. [Fuente:Chandrasekhar,
1988]

unaforma alargadacon un n6cleo en forma de disco. El interésde estafase
resideen quesuspropiedadessonsustancialmentediferentesde las dela fase
N~. Así por ejemploocurre con sus propiedadeselásticasy viscosas(se ha
demostradoque la fase Nb ortorrómbicatiene 15 constanteselásticasy 15
viscosidades). Los defectos de la fase Nb sontambiéndistintos,puestoqueno
presentanlaley de coalescenciade dosdefectosquese deducede la topología
algebralca;en su lugar, las reglas de combinaciónson no conmutativas.
Finalmente,existe la posibilidad de enrollamientode defectos,dandolugar
a lo que se ha dadoen denominarse‘rigidez topológica’ (Toulouse,1977).

Fases columnares

Estasfasesse producenen fluidos cuyos componentestienen unaestruc-
tura plana,en forma de disco, comoocurre con las moléculasqueori~nar
nemáticosdiscóticos(verfigura 1.3). Dichoscomponentesdiscoidalesse api-
lan, de forma aperiódica,en columnas,las cualesforman unared cristalina
bidimensional. Se trata, pues, de cristales fundidosen una dimensión o,
visto de otra forma, de cristalesbidimensionalesde líquidos unidimensio-
nales. Debido a la forma de los componenteslas fasescolumnarespueden
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presentaraspectosdiversos(ver figura 1.9), como columnasverticales,co-
lumnasoblicuaso diferentesredescristalinasbidimensionales,dependiendo
de si los componentessonmáso menoscirculares(red hexagonal)o alarga-
dos (redesrectangulares).

Aunque ya. Peicrís y Landau habían considerado el caso de la fusión de
un sólidaen unade las dimensiones,su conclusiónfue que,aunqueposible,
era muy improbable que ésta se diera. La fase columnar tuvo que esperar a
ser confirmada por experimentos de difracción de rayosX (Chandrasekhar
ci al., 1977; Levelut, 1979, 1983). Los sólidos bidimensionales son inestables
cuando el tamaño del sistema crece, porque la amplitud de las fluctuaciones
diverge con el logaritmo del tamaño del sistema (Landau y Lifshitz, 1982).
Sin embargo las fases columnares son establesgraciasa las fluctuaciones
elásticas de las columnaslíquidas,como ya habíanpredichoPeicrls y Lan-
dau en los afios 30. Los fluidos columnaresson los únicosejemplosde la
naturaleza en que la transición al sólidopuedeserdesegundoordeny no de
primer arden comoes lo habitual (Katz, 1978).
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Modelos teóricos

El estudio teórico de los cristales líquidos se inició a mediadosde siglo.
El punto de partida fue el trabajo de Onsager(1949) sobre la mecánica
estadísticade un sistema de varillas rígidas duras, esto es, que no pue-
den interpenetrarse,cuandoéstassoninfinitamentelargasy el sistemaestá
infinitamentediluido. Onsagerdemostróque en estelímite particularel sis-
temapresentaunatransiciónorientacionalde primer orden,pasandode una
faseisótropaabaja densidad(una densidadconvenientementereescalada)
aunafasenemáticaaalta densidad.PosteriormenteMajer y Saupe(1958)
propusieronuna teoría alternativaqueatribuía la transiciónorientacional
a la presenciade un potencial de interacciónatractivoy anisótropo. El
tratamientodadoera de tipo campo medio y sus resultadoscontrastaban
razonablementebien con algunosdatos experimentales. Estaalternativa
abrió la discusiónsobresi la existenciade mesofasesse debepuramenteal
carácteranisótropode lamoléculao si se necesitaunainteracciónatractiva
paraproducirlas. Este último punto de vista es similar al que existíaso-
bre la fasesólidapreviamenteal descubrimientodel sólido de esferasduras
(Alder y Wainwright, 1957). Los posteriorestrabajosde simulación han
demostrado, como en el caso de la fase sólida, que un potencial puramente
repulsivo (como es el potencial duro) puede dar cuenta de la existencia de
mesofases. En particular,se hanobtenidopor simulaciónla fasenemática,
la esméctica A, la columnar, la biaxial y otras fases queno se hanencontrado
en la naturaleza, como la recientemente descubiertafasecubática. También
se ha demostrado que en sistemas bidimensionales puedenexistir mesofases.
Toda esta evidenciaapoyala ideade que cualquiermesofase(real o teórica)
puedeser obtenidamediantealgún modelo de moléculadura.

19
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2.1 Teoría de Onsager

Onsagerse planteéel problemade estudiarestadísticamenteun sistemade
varillas duras (cilindros) de longitud L y diámetro D, en el limite de alta
longitudy bajadensidad.Si p esladensidad,o sea,elnúmerodevarillas, IV,
dividido porel volumen,V, podemosdefinir la fracciónde empaquetamiento,
,~, como la relacióndel volumen ocupadopor las varillas al volumentotal,
estoes, i~ = p~D2L. La elongaciónde la varilla puedecaracterizaasepar
el cocienteentresus dos dimensionescaracterísticas,n = LID. Con estas
definiciones,el limite de Onsagersepuedetomarhaciendo~ « 1 y n» 1,
de modo queel productomc permanezcafinito.

En un sistematal en equilibrio, la orientaciónde las varillas estádis-
tribuida según una cierta función’ h(u), de tal modo que ph(u)du es la
fracción de moléculas cuya orientación está dentro del ángulosólido redu-
cido du (fdu = 1), en torno al vectorunitario u. La normalizaciónde esta
distribuciónangularse elige de modo que:

I duh(u)= 1 (2.1)

La derivaciónde la energíalibre de estesistemapuedehacersede forma de-
talladapartiendode la expresiónparala función de partición (Shengen el
cap. 5 de Priestleyet al., 1975); sin embargoaquíemplearemosun método
menospreciso,peromás cortoe intuitivo, parallegar a la dichaexpresión.
La ideaes considera?el’ sistemacómo unamezclade moléculasde distintas
especies,dondecadaunade estasespeciescorrespondea unadeterminada
orientación.La fracciónde moléculasde cadaespeciees,pues,Z~ = h(u)du,
así que la densidadde ¿adaespeciees Pu = PXu. Puestoque la interacción
entremoléculases dura, existiráen torno acadapartículaunaregióninac-
cesible a las demás(Hanseny McDonald,1986; Vertogeny de Jeu, 1988).
Estaregióndependede las orientacionesrelativasde las moléculasy carece,
en principio, de simetríaradial porquela interacciónentrelas moléculases
de tipo ‘esferadura’ con un diámetrodependiente-nosólo de las orientacio-
nes relativas sino también de las posicionesrelativas de las dos moléculas
queinteraccionan.Sin embargo,puestoque en la fase nemáticalos centros
de masaestándistribuidosuniformemente,regionesde forma distinta pero
con el mismo volumendarán la misma contribución a la energíalibre. El
volumen sólo depende‘de las orientacionesrelativas de las moléculas esto

1En adelantese adoptarála convenciónde que f(u) denote f(u . n), dondeu es el
directornemático.
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es, de las especiesde la mezcla,así que la energíaUbre del sistemaserá
formalmenteigual ala de unamezclade esferasdurascan unadistribución
continuade especiescaracterizadapor la función h(u).

La energíalibre de unamezcladiluida de it especiesde esferasdurasde
densidad total p y fracciones moleculares z0 (a = 1, ... , it) viene dada por:

/3F = f3F0 + ~jj :0 ln(z0p) + ~ ~ z0z&W«,0.+ 0(p
2) (2.2)

o 0,0<

donde Fo es una constante aditiva, j3 = lIkBT, con Tía temperatnra abso-
luta. y k» la constante de Boltzmann, y W

0,0< el volumen excluido entre
las especies a y a’. Aplicando a esta fórmula las equivalencias definidas al
principio de la discusión obtenemos como energíalibre deun sistemadiluido
de varillas duras:

/3F = ¡3F0 + Jduh(u)ln(ph(u))

+ ~ Jdudu’h(u)h(u’)W(u,u’) + 0(p
2) (Za)

El volumenexcluidoW(u,u’) de dos de tales varillas con orientaciones u y
u’es, despreciandoel efectode losbordes(puestoqueL» D) (de Gennes,
1974):

W(u, u’) = 2L2D[1 — (u. u~)2]l~’2 (2.4)

así que finalmente se obtiene:

/JF = ,8F
0 + Jduh(u)ln(ph(u))

f — d ‘L/ \L(
1\iic ,~.uu,.

1u,,,1u,, — (u. u’)
2]’12 + 0(p2) (25)

2 J’’’’

donde e = Fpc. Onsager demostró que cuando q — O y n —~ ~ con e finita
(el limite de Onsager),los términos0(p2) son nulos y la expresión(2.5) es
exacta.Cuandodichaecuaciónse aplica avarillas finitas, sutruncamiento
en el primer orden del desarrolloconduceaunateoría de campomedio, en
el sentidode que se desprecianlas fluctuacionesdel sistema.

La ecuación(2.5) nos da unaexpresióndela energíalibre comoun fun-
cional de la distribuciónangular,cualquieraque seaésta. La distribución
de equilibrio, h0(u),seráaquéllaqueminimiceestefuncional,tal comopres-
cribe la termodinámica.Así pues,si minimizamosF[h] como fuhcional de
h(u), manteniendola restricción(2.1), obtendremosparah0(u) la ecuación:

ln(h0(u))+ 1 + A + cJdu’[1 —(u. u’)2]”’2h0(u’) = O (2.6)
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donde A es el multiplicador de Lagrange asociado a la condición de nor-
malización (2.1), que puede sereliminado despejandoh0(u) en la ecuación
anterior y utilizando (2.1); estoes:

h0(u) — exp{—cfdu’[1 — (u. u’)2]’/2h0(u’)} (2.7)
fdu”exp{—c fdu’(1 — (u’.

La ecuación (2.7) tiene siempre la solución isótropah0(u) 1, pero cuando
e es suficientemente grande también puede aparecer una solución anisótwpa
que describa la fase nemática. Esta ecuación integro-diferencial no-lineal
no se puederesolver exactamente;por ello, Onsageradoptóunaestrategia
diferente: resolver el problema mediante un método variacional con una
función prueba que posea las características que uno espera de h’N u). De
este modo tomó una función de la forma:

h
0(u)= Kcosh(au. n) (2.8)

donde1< es la constantede normalización,it es el directornemáticoy a un
parámetrovariacional;y la introdujo en (2.5) paradespuésminimizar F(o)
como simple función del parámetrovariaciónal. En la región de interésa
tieneun vajor grande(del orden de 20) y; por lo tanto,la función (2.8) está
muy picadaen torno a la direcciónmarcadapor u (u. n = 0). La simetría
cuadrupolarde la fasenemáticanos permitedefinir el parámetrode order:

(2.9)

dondeP2(x) = (30 -.1)/2 es el polinomiode Legendrede orden2 (Abramo-
witz y Stegun,1965; Gradshteyny Ryzhik, 1980),y <.> denotael promedio
sobre la colectividadde equilibrio (que parael caso de funcionesde una
partículaes equivalentea <.> -f -h(u)du). Esteparámetrode orden vale
O en la fase isótropa y 1 cuandotodas las moléculasson perfectamente
paralelas.

Llevando a cabo los cáiculos de Onsager uno encuentraunatransición
de primer orden desde la faseisótropa(a = 0) a la nemática(a =18.6).
Cuando las dos fasescoexistenen equilibrio la densidadreducidade la fase
isótropaes c~ = 5.415,mientrasque la de la nemática es e, = 7.278,con un
parámetrode orden q = 0.848. Así pues,la teoría de Onsagerpredice una
transiciónabruptay ancha(Ac/c~ = 0.256) aunafasealtamenteordenada.
Además,se trata de una teoría atérmica(la temperaturasólo entracomo
un factor de escalade la energía),como consecuenciadel caracterduro de
la-interacciónentrelas moléculas(estacaracterísticade los modelosduros
serádiscutidaal final de estecapítulo).
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2.2 Teoríade Maier-Saupe

La teoría de Maler y Saupe atribuye la estabilidad de la fase nemática a la
existencia de una interacciónatractivaentrelas moléculas del fluido que fa-
vorecesualineamientoparalelo(Maiery Saupe,1958). Siguiendoel espíritu
de la teoría de campo medio (Wojtowicz en el capítula 3 de Priestley ci al.,
1975; Vertogen y de Jeu, 1988) podemos intentar reproducir el efecto de
esa interacción a través de un potencial efectivoque, actuandosobrecada
molécula independientemente, reproduzca la interacción global de todas las
demásmoléculas.Estepotencialpuedeconstruirsefenomenológicamentea
travésde una serie de requerimientos, a saber: debe poseer la correcta de-
pendencia en orientaciones, esto es, ha de ser mínimo cuando la molécula
sea paralelaal campo creadopor las demás moléculasy máximo cuando
sea perpendicular (esto puedeconseguirse,por ejemplo, si el potenciales
proporcionala —F2(u)); debeanularsecuandoel sistemaesté en la fase
desordenadae intensificarsecon el grado de orden (lo quese obtiene to-
mandoel potencial proporcional al parámetro de orden q, definidoen (2.9)),
y debe tener un factor ajustable,y, que describala intensidad global de
la interacciónparacadasustancia. Combinandotodos estos ingredientes
obtenemosel siguientepotencialefectivo:

V(u) = —vqP2(u) (2.10)

En la linea de la teoría de campo medio (Huang, 1987) sustituimosla in-
teracciónentrelas moléculasdel fluido por estepotencial ‘promedio’, igno-
randoasí las fluctuacionesdel sistema.Dado que(2.10)es un potencialque
actúaindependientementesobrecadapartícula,la MecánicaEstadísticanos
permiteescribirla distribuciónde orientacionesde unamoléculacomo:

h(u) = Z’ exp{—flV(u)} (2.lla)

Z = Jduexp{—BV(u)} (2.llb)

DondeZ es la función de partición configuracionalde unamolécula. Con
estafunción podemoscalcularpromediosde magnitudesdependientesde la
orientación;en particular,el parámetrode orden es:

q = JduP2(u)h(u)= [~~d;inz3~=0~q (2.12)

Llegamosasíaunaecuaciónautoconsistentequenospermitedeterminarla
función q(T). La solución de (2.12) paratemperaturassuperioresa 7’. =
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Figura 2.1: Parámetro de orden, q E <P2(u)>, ‘en función de la temperatura, T (en
unidadesv/les), segúnse obtienede la ecuaciónautoconsistente(2.12). Lasolución
estableapareceen trazocontinuo. [Fuente: Priestley ci aL, 1975]

O.
22O19v/kB es q = 0, mientrasquepor debajode estevalor, la ecuación

tiene dos soluciones más, que tienden a 1 y a —1/2 cuandoT — O (ver figura
2.1). La’primera correspondeala fasenemáticay la segundaa una fase
espúreaen la que las moléculastenderíana alinearseperpendicularmente
al campo de orientaciones. A cada temperatura la fase estable será aquélla
cuyaenergíalibre, F, seamínima. Paracalcular F utilizamosla conocida
relacióntermodinámicaF = E — TS, dondeE es la energíainternay 5 la
entropía.E se obtiene tomandoel valor medio del potencial,es decir:

tdV’’h””— !y2

2 J- 2

dondeN es el númerode moléculasdel sistemay el factor 1/2 evita contar
dos vecesla interacciónmolecular,ya que se estáaproximandoel potencial
de par por un potencialunimolecular. La entropía,por definición, tiene la
expresión:

—+NknlnZ5= — BJucu)nkl.u)/— 7’ (2.14)
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así que la energía libre será:

1
F = —NkBTInZ — —Nvq2 (2.15)

2

La energía libre de la fase isótropa (q = O) es constante e igual a O; la. de
la fase espúrea es negativa pero con valor absoluto pequeño, y la de la fase
nemática es negativa y de valor absolutomayor queel de la faseanterior,
que carece,por lo tanto, de significado físico. El valor del parámetrode
orden de la fase nemática en T~ es de q = 0.4289,y la transiciónes,por lo
tanto, de primer arden.

Aunque, como ya hemos comentado al comienzo del capitulo (y como
veremos en la secciónsiguiente), la existenciade la fasenemáticase debe
puramente a la geometría anisótropa de los constituyentes (como prueban
los modelos de molécula dura), la teoría de Maier-Saupe tiene el mérito de
ser más realista a la hora de comparar cuantitativamente con resultados
experimentales reales (de Gennes, 1974). En particular, predice una tran-
sición menosabruptaque la teoría de Onsagery, sobre todo,muestrauna
dependenciano trivial con la temperatura.Por ello estateoríaha sido refi-
nadaposteriormenteparaobtenerresultadosmásprecisos.Su formafinal es
una teoría de campo medio generalizada de los nemáticos (Wojtowicz en el
cap. 4 de Priestleyet al., 1975) basadaen el desarrollodel potencialde in-
teracciónen sus armónicosesféricosy en la inclusión de nuevosparámetros
de orden. La teoría de Maier-Sauperesulta serel primer orden de estás
desarrollos.

2.3 Modelos de moléculasduras

Comoya hemos comentado al principio de este capítulo, la disyuntiva que
planteanlas dos teorías precedenteses la misma que la que previamente
existíaacercade la fasesólida: ¿puedeunaineracciónpuramenterepulsiva
dar lugaraunafaseordenadao, por el contrario,se requiereunainteracción
atractiva? Intuitivamente,estaúltima opción parecela correcta. Es fácil
visualizarcómo se forma un sólidosi existeun potencialatractivoentrelas
moléculasque obligaaéstasaocuparlos mínimosdel potencialen el estado
de mínimaenergía.Análogamente,si uno impone unainteracciónatractiva
anisótropa (como en la teoría de Maier-Saupe,por ejemplo) parecelógico
que las moléculas tiendan a orientarse buscando el estado fundamental. Por
estarazónsorprendióel descubrimientode Alder y Wainwright (1957),me-
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diantesimulación por Dinámica Molecular2 (DM), de que un sistemade
esferas duras posee una fase sólida. Más tarde los mismosautores(1962)
confirmaron la existencia de fase sólida también en un sistema de discos
duros3 (2]?>.

En lo que se refiere a la presencia de mesofases en sistemas con inte-

racción puramente repulsiva, la primeraevidenciase debea’Vieillard-Baron
(1972), quien encontró, mediantesimulación Monte Carlo (MC), una fase
nemáticaen un fluido de elipsesduras. Mástarde,Frenlcel y Eppengapro-
baron por simulaciónMC la existenciade fasenemáticaen un sistema 3D
de discos duros (FTenlcely Eppenga1982; Eppengay Frenkel,’1984)y en un
sistema 2D de agujas duras (B~enkel y Eppenga,1985),aunqueen estecaso
demostraron que las correlaciones en dicha fase decaen algebraicamente (ver
apéndice C). Ftenlcel y colaboradores elaboraron, en una serie de trabajos
(Frenkel ci aL, 1984; 1985; Frenkely Mulder, 1985; Mulder, 1986), el dia-
gramade fasesde úñ fluido de elipsoides durosde revolución, mostrando
la existenciade fasenemática. Sobreotrasfasesdistintasde la nemática,
Stroobántsel al. (1986; 1987)encontraronevidenciasde fasesesmécticaA y
columnar4enun sistemade esferocilindros(cilindrosrematadosconcápsulas
semiesféricas)duros perfectamenteparalelos. Inmediatamentedespuéslos
mismosautores(F~enkelel al., 1988; flexikel, 1988a)encontraronlas fases
nemáticay esmécticaA en el mismosistemade esferocilindrosduros,pero
totalmentelibres. Veermany Frenkelhancompletadorecientementeel dia-
gramade fasesde estesistema(Veermany Ftenkel, 1990; Veerman,1991).
Por ~i1timohabríaque señalarlos recientestrabajosde Frenkel (1989ay b)
sobreun sistemade ‘rodajasesféricas’(rodajassimétricascortadasparalela-
menteal planoecuatorialde laesfera)que poseenforma de pastillas,y que
muestran,ademásde la fasenemática,unafase columnarcon las columnas
dispuestasen formahexagonal,y otrafasea la quese ha denominadoprovi-

2Estatécnica se basaen resolvernuméricamentelas ecuacionesde Newton del mo-
vimiento de todaslas moléculasdel fluido y utilizar la hipótesisergódicapara calcular
promediostermodinámicas.ParamAs detallesconsultarAlíen y Tildesley (1987).

3Yahemosmencionadoquelos sistemasbidiniensionalesno paseenverdaderoordende
largo alcince(ver nota al pie de la pág.’ 13); sin embargopuedehablarsede transiciónde
taseporqueel sistemapasade tenerun decaimientoexponencialde la correlaciónentre
sus moléculasa tenerun decaimientoalgebraico(ver apéndiceO), lo que haceque para
tamañosfinitos (hastavaloresmuy grandes)el sistemamuestreaparienciade verdadero
orden.

Un recienteestudio (Veennany Frenkel, 1991) ha demostradoque estafase es mes—
table, ya que se transformaen unafasecristalinahexagonalal aumentarel tamañodel
sistema.
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Figura 2.2: Sistema de ‘rodajas esféricas’, con distancia entre caras L y diámetro
esférico D, mostrando: <a) la fase columnar, en un sistema de 512 partículas, al 60%
del máximo exnpaquetamientoy con L/D = 0.1, y (b) la fase cubática, en un sistema
de 1728 partículas, al 62.5% del máximo empaquetamiento y con L/D = 0.2. En
la esquina inferior izquierda se muestra la caja de simulación. [Fuente:Frenkel,
1989bJ

sionalmentefasecubática,queconsisteen apilamientosde unascuantasde
estas moléculas que se empaquetan entre sí para producir una distribución
orientacional de doble pico (Ftenkel, 1989b). Imágenesde estasdos últimas
fases aparecen en la figura 2.2. Asimismo, un pequeño resumen de los avan-
ces obtenidos en simulación en el campo de los modelos de moléculas duras
se puedeencontraren Allen y Wilson (1989)-

Que un sistema de moléculas duras pueda experimentar una transición a
una fase más ordenada es un resultado no trivial. Esto es fácil de entender a
raíz de la siguiente paradoja: la energíalibre de un fluido vienedadapor la
relación termodinámica F = E — TS,donde E es la energía interna, o dicho
de otro modo, el promedio estadístico de las interacciones moleculares; 7’
es el parámetro temperatura absoluta, y 5 es la entropía del sistema. La
interacción dura está representada par un potencial que vale O fuera de
la región definida por el cuerpo de la molécula, y vale oc en el interior.
Este último hecho se traduce en que las moléculasno puedensolaparseen
absoluto, lo que da lugar a la aparición de un volumen excluido a cada

(a) (b)
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molécula debido a la presencia de las demás. Al no poder solaparse, la
energía de interacción entre las moléculas es siempre Oy, por lo tanto, E =

O. Así obtenemos que los modelos -de molécula dura satisfacen la relación
simplificada F = —TS.Y aquí se encuentra la paradoja, porque el estado
de mínima energía y el de háxima entropía coinciden, y a su vez, el estado
de máxima entropía es el-de mayor ‘desorden, luego aparentemente, nunca
podremostenerunatranición aunafaseordenadaen estosmodelos. Sin
embargo, un an~Jisis más detallado de la entropía nos conduce a distinguir
dos contribucionesde origen diferente: una configuracional, que pro&de
del grado de ordenación de las moléculas, y una de interaccióndebida a
la porción de volumen de fase áccesible a cada molécula, que varía segdn
el volumen excluido. Lo Interesante de esta diferenciación es que ambos
términos contribuyencon signo diferente. En otraspalabras,mientrasla
entropíaconfiguracionaldisminuyeal ordenarseel sistema,la de interacción
aumenta,debidoaqueel volumenexcluido es menor cuandolas moléculas
estánordenadasy, en consecuencia,es mayor el volumende faseaccesible.
El balancede estosdos términosen unonotro sentidoes el causantede la
apariciónde las fasesordenadasen• los sistemasqueestamosdiscutiendo.

De la anterior se infiere que los modelas de molécu]asduras puedendar
cuenta de todas las mesofases imaginables, y la evidencia pseudoexperimen-
tal (procedente de las simulaciones) al respecto es contundente. Pero otra
cuestión muy distinta es si en las sustanciasreales es este mecanismoy
no otro el responsablede la existenciade mesofases.La respuestaa esta
preguntaestáaún lejos de serconocida,si bien es de hechocierto quese
necesitan potenciales atractivas para poderreproducirlos resultadosexpe-
rimentales. Sin embargo,un hechoprobadoes la utilidad de los modelos
duros como sistemasde referenciaparaposterioresdesarrollosperturbati-
vos (Hanseny McDonald, 1976; Gray y Gubbins, 1984; Vega y Ftenlcel,

1989; Vega, 1990).
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La transici6n orientacional





3

Descripción teórica de la fase

nemática

Tras esta introducción a la fenomenología general de los CL, el resto de la
memoriaestarádedicadoaun estudioteóricode la transiciónorientacional
entre la fase isótropa (1) y la nemática (N). La herramienta teórica a utilizar
serála teoríadel funcional de la densidad.(TFD),que aparecedescritaen
el ApéndiceA. Peroantesde entraren detalles,vamosa introducir en este
capitulo algunosconceptosgeneralessobrela transiciónisótropo-nemático
(I-N), talescomola correctadefinicióndeun parámetrodeordenparala fase
nemática(paraestepunto puedeconsultarsecualquierade las referencias
básicas,por ejemplo,de Gennes,1974;Priestleyet al., 1975,o Gramsbergen
et al., 1986) y- el marcogeneral de la teoríade Landau(una monografía
detailadasobreestetemaapareceen Gramsbergenej aL, 1986),al que de
vezen cuandose haráreferenciaposteriormente.

3.1 Parámetrode orden

En el capítulo anterior, al tratar de los primerosmodelosteóricosde la fase
nemáticaintrodujimos,deformapuramenteintuitiva, elparámetrode orden
q = <1’2(u)>. Aunqueen rigor un parámetrode orden es simplementeuna
cantidadQ que tomael valor Q = O en la fase desordenada y Q ~ O en
la ordenada,lo que en modo algunodefineunívocamenteQ, lo deseablees
hacerunaelecciónnaturaldel mismo. Así,en la transiciónlíquido-vapor,el
parámetrode ordenesla diferenciade densidadesentreambasfases<esca-
lar); en los sistemasferromagnéticoses la imanaciónen ausenciade campo
(vectorial),y en casosmáscomplejos,su definiciónse puedeformular por

31
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medio de la teoría de grupas,tal y como propusoLandauparalas transi-
cionesde segundoorden(Landauy Lifshitz, 1982). En nuestrocasono será
necesariorecurrir a la teoría de grupos,perola elección de un parámetro
de orden parala fasenemáticarequiereunaseriede consideracionesy, so-
bre todo, distinguirentreunadescripciónmacroscópicay microscópicadel
problema. Esteúltimo hechonos va a llevar a dos definicionesposibles de
esteparámetro,cuyarelaciónen el casogeneralno está clara, aunque en el
modelosimple de moléculasalargadasy rígidasveremosquecoinciden.

3.1.1 Definición macroscópica

La fasenemáticase caracterizapor una anisotropía(uniaxial) del fluido.
Consecuentemente,todaslas funcionesrespuestadel materialserántambién
anisótropas(uniaxiales).Tomemoscualquierade ellas,digamosla suscepti-
bilidad diamagnéticapor ser unacantidadfácil de medir,aunquecualquier
otra cantidadserviríatambién (permitividadeléctrica,índice de refracción,
etc.). Si sobreel material nematógenose aplicaun campomagnéticoH,
debidoal diamagnetismoapareceráen él unaimanaciónM relacionadacon
el campopor la ecuación:

= Ita (3.1)

donde se haadoptadoel conveniode sumación.de índicesigualesy los índices
griegos recorrenlas trescomponentesde un vector. El tensorx~ de com-
ponentesXúO, es la susceptibilidaddiamagnética.Dicho tensores siempre
simétricoy en la faseisótropaes,además,diagonal (X0o = X

6aO, con
la delta de Kroneclcer). En la fasenemáticauniaxial el tensorx tiene dos
autovalores diferentes, x¡¡ y xi, en las direccionesparalelay perpendicular,
respectivamente,a la direccióndel director n; cuandola fase es nemática
biaxial, x tiene tresautovalores‘diferentes. Por estasrazonesse puedever
quelos requisitosimpuestossobreel parámetrode orden son satisfechospor
la parteanisótropade la susceptibilidaddiamagnética,estoes:

= XaP — S¿OPXTY (3.2)

Así que podemosdefinir un parámetrode orden tomandoesta cantidad
convenientementenormalizada(Vertogeny de Jeu, 1988):

= &<001&ón (3.3)

siendo Axm la anisotropíamáxima, que se observaríaen un nemático pe-

rfecto (aquél en el que todas las moléculasson paralelasentresí). Esta
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elección del parámetro de orden refleja que la ordenación orientacional es
laúnicacaracterísticaen la quelas fasesisótropay nemáticadifieren y que
estaultimano poseeferroelectricidad.

El usode Q comoparámetrode ordenen la teoríade Landauhaceque
éstaseaindependientedelas característicasde los elementosconstituyentes;
en particular,consideracionessobrela flexibilidad de las moléculasno jue-
ganmngunpapel. En definitiva, Q puedeconsiderarsecomo laelecciónde
parámetrode ordenmássimpleposiblecompatiblecon lassimetríasdelpro-
blema.Además,la definiciónestambiénváildaparaladescripcióndela. fase
nemáticahiaxial, ya quela forma diagonalmás generalde Q, compatible
canla restricciónTrQ = O, tienedos parámetroslibres:

( —~(z+y) O ú

O .-j(x—y) 0 (3.4)

0 m’

de modo que si x ~ O e y # O hay tresautovaloresdistintos y la fasees
biaxial; si x ~ O e y = O hay sólo dasautovaloresy la faseesuniaxial,y si
z = O e y = O la fasees isótropaporqueQ = O.

3.1.2 Definición microscópica

La definiciónanteriordeparámetrodeordenignoraporcompletolos detalles
molecularesy, porlo tanto,unateoríade Landaubasadaendichoparámetro
serátanfenomenológicaen su construccióncomo‘universal’en susprediccio-
nes.Sin embargo,cuandouno tratade construirteoríasbasadasenprimeros
principios,hay quepartir de un nivel de descripciónmicroscópicoy aplicar
técnicasdeMecánicaEstadística.A estenivel, ladefinición de un parámetro
de ardenutiliza promediosestadísticosde variablesmolecularesy, en conse-
cuencia,su relacióncon el parámetrode orden macroscópicodefinido en el
apartadoanteriorno es obviaen absoluto.De hecho,parala mayorparte
de los modelosmoleculares,dicharelaciónes aún desconocida.Estopuede
dar lugar a una considerablecomplicaciónde la teoríade Landaubasada
en un parámetrode orden microscópico.Vamosa tratar de introducir uno
de estosparámetrosde orden en un modelo molecularsenciflo y después
intentaremosver su conexióncon Q.

Supongamosel modelomássimple imaginablede nematógeno:un fluido
de varillas rígidascon simetríaaxial. En estemodelo, la orientaciónde la
moléculaquedacompletamenteespecificadaporun vectorunitario, u, en la
direccióndel eje de simetría. Un parámetrode ardenescalaro vectoriales
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impensable,puestoqueel primeroinvolucraríael promedio<u - u> quevale
siempre1, mientrasqueel segundotendríaen su definición el promedio<u>,
que es siempreO debidoa que el sistemano es ferroeléctrico. Entonces,la
elecciónmássimple de parámetrode orden ha de serun tensorde segundo
arden, que estarádefinido en términos de promediosdel tipo’ <uu>. La
formamássencillade elegirlo, con e] requirimientode que tengatrazanula
paraque valgaO en la faseisótropa,es:

= <u0u0> — (3-5)

siendou0 las componentesde iii. La simetríade q es obvia de la definición.
Estetensordiagonaflzaen cualquierbasequecontengaal directorn, porlo
quepuedeescribirsede unaformamuchomásoperativacomo:

qoqs = q (nono— (3.6)

con q definido por (2.9). La relación entre q y 9 puedeobtenersesi se
tieneen cuentaque en el modelo de varillas rígidas,la parteanisótropade
la susceptibilidaddiamagnéticaes proporcionala

= PxoqaiI (3.7)

siendop ladensidadnuméricade partículasy Xa la anisotropíadela suscep-
tibilidad magnéticamolecular. Puestoqueseg6nla definición A»» = PXo,

llegamosa la simple relación 9 = q, que es válida paraestemodelo parti-
cular pero queen ningún modolo es de formageneral.

Parafinalizar vamos a hacerunos comentariosacercadel signo de q.
Cuandomediantela acción de un campoexternoseobligaa los ejesmayores
delas moléculasapermanecerperpendicularesan, Ax, y portantoq, tienen
signo negativo. Bajo estainterpretación,las moléculasdiscoidalestienen
siempresus ejes mayoresperpendicularesa n, así que uno puede asignar
a la fase nemáticaque originan un valor negativode q (ver sec. 1.3.1).
Como la definición estáreferida siempreal eje de simetría, q es positivo
tanto para moléculasalargadascomo planas;así pues se hace necesaria
unamodificación de la definición del parámetrode orden,multiplicandoel
antiguo valor de A»» porel signo de Art n~ — n0, con n0 yn~ los índices

‘En lo sucesivo,la yuxtaposiciónde vectores,uu’, denotaráci productotensorial, es
decir, (~u’)~D = u04, a distinguir del productoescalar,u u’, que se denotacon un
punto entreambos.
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de refracción (medidos a la misma longitud de onda) delos rayosordinarioy
extraordinario,respectivamente(Art > O para moléculas alargadas y án c a
paramoléculasplanas).

3.2 Teoría de Landau

La teoría de Landan es la aproximaciónmássimple al estudio de las transi-
ciones de fase (Stanley, 1971; Landau y Lifshitz, 1982; Huang, 1987). La idea
básicaquehaytrasella es la suposiciónde que paratemperaturaspróximas
a la temperaturade transición,el potencial termodinámicodel sistemase
puedeescribircomoun desarrolloen potenciasdel parámetrodeorden. Los
coeficientesdel desarrolloson funcionesde las variablesdel sistema,tales
como la presión, p, la temperatura, 7’, y los campos externos, h, en el caso
de fluidos. La teoría de Landau es una teoríafenomenológicay, por tanto,
carecede cualquierconexión quepermitarelaionar dichoscoeficientescon
las interaccionesmicroscópicasdel sistema;la únicaforma de determinarlos
es a travésde ajustesempíricosa los datos experimentales.El mayor logro
de estateoríaes que bastanunaseriede consideracionesgeneralessobrelos
coeficientes,la mayor partede las cualesinvolucran argumentosde simetría
de las fases,parapoder predecirel tipo de transiclon.

La forma del desarrollo de Landau del potencial termodinámico (en lo
quesiguedenotadoporF) dependede la dimensióndel parámetrode orden,
pero los elementos esenciales aparecen ya en el caso en el que este parámetro
es escalar,Q. E, entonces,puedeescribirsecomo:

F(p,T,Q) = Fo(p,T)— hQ+ a(p,T)Q2+ b(p,T)Q3+ c(p, T)Q4 + . -. (3.8)

El estadode equilibrio del sistemapuedeoptenersecomoel mínimo de (3.8)
conrespectoa Q, fijadosp, 7’ y it. Paraque exista al menosun mínimo es
necesariosuponerqueE —. oc asintóticamentecon±Q, en otraspalabras,se
requierequee > O. Además,no habrápuntocrítico (en el casode transición
de segundaorden)ni espinada](en e] casode transición de primer orden)
amenosquea cambiede signoparaun cierto valor de la temperatura‘Fo.
Así, a(p,T) = O es la ecuacióndel punto critico o de la espinodal,y define
unalíneaen el diagramade fases(2’o(p)). Cercade ‘Fo podemosescribira
como:

a(p,T) = ao(T— ‘Fo) (3.9)

Por supartese suponeunadependenciadébil de los coeficientesb y c con la

temperatura,asíquese consideranprácticamenteconstantesen las cercanías
de T~.



36 3- Descripciónteórico de la fasenemdtica

Argumentasde simetríatambiénnos danindicacióndel tipo de términos
permitidos.Así, si las fasesentrelas que se producela transición(Q = O y

Q # O) tienendistintasimetría,el términolineal debeseridénticamentenulo
(it = O). Puedeser no nulo en presenciade un campoquerompala simetría
o si el parámetrode ordenes escalar.En cuantoal términocúbico,no puede
aparecersi el parámetrode ordenes vectorial, porquees imposibleconstruir
un escalarde tercerardencon un vector. Sípuedeestarpresente,en cambio,
cuandoel parámetrode orden es un escalaro un tensorde segundoorden,
por ejemplo.

Cuandob = Ola transiciónes de segundoordensi, comohemossupuesto,
c > O. Peroaunsiendo b = O; si e < O la transiciónpuedeserde primer
orden,paralo cual se necesitaun término de sextoorden estabilizador,con
un coeficientee > O. Un interesantefenómenoocurre cuandoe cambia
de signo en algún punto de la línea de transiciones.En ese casoel orden
de la transición cambiay ese punto, con unas característicaspeculiares,
recibeel nombrede punto’ tricrítico (Huang,1987). La transiciónseráde
primer orden siembrequeexistael término cúbico (6 # O) y no se pueda
eliminar medianteunaredefinición del parámetrode orden, como ocurre
si éste es escalar<Alexandery Amit, 1975), ya que la transformaciónq =
qo + q’ permiteelegir qa de modo quedesaparezcaestetérmino. Entonces
la expresiónde E resultaidénticaala del modelode Ising con campoy una
transiciónde segundoordenes posibleen un puntodel diagramade fases.Si
el parámetrode ordenes un tensorde segundoorden (comoen la transición
I-N), el términocúbicono puedesereliminado y, por lo tanto,la transición
es de primer orden.

Una vez analizadala teoría en su versión más simple, estamosen con-
dicionesde describir la teoría de Landaude la transiciónLN, debidaa de
Gennes(1969; 1971). La teoría de Landau-deGennesproporcionaun de-
sarrollode la energíalibre E en términosdel parámetrode orden nemático
introducido en la secciónanterior,Q. Como Q es un tensorde segundo
orden, mientrasque E es un escalar,la forma de obtenerdicho desarro-
llo es construir primero todoslos invariantesrotacionalesposiblescon un
tensorde segundoorden.Estosinvariantesson polinomiosconstruidoscon
las componentesdel tensor,que no cambiancuandose reemplazandichas
componentesen un cierto sistemade referenciapor las mismasreferidasa
otro sistemade referenciarotado respectoal primero. La teoríageneralde



£2. Teoría de Undau 37

tensoresnosdice quela forma mis generalde un invarianterotacionales:

m

E E Cnl nm[HTr(Q»’)] (3.10)

1» flj...flm

con n~, vn = 1,2 Una importantepropiedadde los tensoressimétricos
3x3, Q, es queel términoTt(Q”) puedeserexpresadocomoun polinomioen
Tt(Q) (quevaleO porlacondicióndetrazanula),Tt(Q2)y T4Q3) sólaznente
(ver apéndiceA de Gramsbergenet al., 1986). Así pues,la energíalibre de
un nemáticopuedeserescritacomo:

F = Fo + ~aTr(Q2) + ~bTr(Q~) + !c[n(q2)12
4

+ !d[T~(Q2)][Tt(Q3)] + ~e[TdQ2)]3 + ¿[Tr(Q3fl2 + ... (3.11)
5

(los coeficientesnuméricosse escribenpor conveniencia). La ausenciaen
(3.11)de términolineal en Q hace posible la existencia de la faseisótropa;la
introducciónde un campoexterno(Gramsbergenci al., 1986) destruyeesta
posibilidad,al haceraparecerestetérmino. La existenciadel términocúbico
(y en general,de los términosimparessuperiores)hacequela transiciónI-N
seanecesariamentede primer orden. Finalmente,la transiciónocurre para
a= 0, así quesupondremosque estecoeficientepuedelinealizarseen torno
a algún valor de la temperaturaT (a sea,a = ao(T — T*)), próximo a

la temperaturade la transición Tp~; los restantescoeficientesse suponen
constantes,tal y comose ha discutido al comienzode estasección.

La expresión(3.11) se puedesimplificar aún mis adoptandopara Q
la forma. diagonal (3.4). En esta representación,]os dasinvariantesque
aparecenen (3.11) se transformanen:

Tr(Q2) = 1(32 + y2) - (3.12)

Tr(Q3) — —z(z — y2) (3.13>
4

de cuyas expresionespuedededucirseque [Tr(Q3)]2 ~ [Tr(Q2)]3, dondeel
signo de igualdadse verifica sólo para el casouniaxial (y = O). Así pues,
el términode sexto orden en e’ es el responsablede la existenciade la fase
nemáticabiaxial; dadoque centraremosnuestrointerésen la fasenemática
uniaxial, en adelanteignoraremoseste término (e’ = 0). Centrándonos,
pues,en la faseuniaxial y utilizando (3.12)y (3.13) obtenemosla siguiente
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Figura 3.1: (a) Energía libre E en función del parámetrode orden Q, para los
valores de la temperaturar, T¡N y ‘Ft’ (14 parámetrode orden Q en función de
la temperatura,segúnla ecuación(3.17) (la línea discontinuacorrespondea la fase
nemáticametastab]e).[Fuente:Gramsbergene/ aL, 1986]

expresiónparala energíalibre:

9 4 9 ~ 9 6F=Fo+~ax2+!bx3+ —cx + —dx + —ex (3.14)
4 4 16 40 16

De esta ecuacióngeneral uno puede describir dos situacionesdiferentes,
segúnla elecciónque se hagade los coeficientes. Vamos a discutiríasse-
paradamente:

a) Puestoque (3.14) tiene la misma forma que (3.8), podemosignorar
los términossuperioresal cuartoorden (d e = 0) e imponere > O
paragarantizarla existenciade fasenemática. Distinguimos,entonces,
cuatroregionesde temperatura(ver figura 3.1):

(i) Tt c 7’: sólo existe la faseisótropa(za = O es el único mínimo
de E);

(u) ‘FIN c 7’ -c 21: la fase isótropaes estable(za = O es el mínimo
absolutode E) y existe unafasenemáticametastable(za # O
aparececomo mínimo local);

4T

0.0
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(iii) T .c ‘F < ‘Fpj: la fasenemáticaes establey la isótropaqueda
comofasemetastable;

(iv) ‘F c T: la fase nemática es establemientrasquela isótropase
haceinestable(es un máximo de F).

Así pues,T y ‘FI pertenecenala espinodal.Lasexpresionespara‘Fp~
y 74 son:

627’ = ‘F~ + 27a0c (3.15)

62
= ‘F + 24a0c (3.16)

El parámetrode orden de la fasenemática,Q = 3zo/
2, viene dado

por:

con Qt = Q(’FI) y QIN = Q(’FIN) dadospor:

= (3.18)
4 4c

b) Experimentalmentese compruebaque 6 y c son coeficientesmuy pe-
queños (Anisimov et aL, 1977), y que, además,c tiene la simetría
de a, es decir, cambiade signo con a. Esto hace que a y e se anu-
len simultáneamente,lo queda lugar aun comportamientotricrítico
(Huang,1987). El modeloquese sigueparaestudiarestetipo de com-
portamientose obtienehaciendoe d = O y e > O en (314). Los
resultados que se obtienende estemodelo son:

‘FIN = -~-.. + (3.19)
2laoc

62
= W + ~— (3.20)

Qt = (1)2/3Q’N = (36 1/3 (3.21)

con el parámetrode orden Q(’F) dadopor la ecuaciónimplícita:

~ — 0 (3.22)4e
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Del primer modelo se ve que e] parámetrode orden satisface,cercade ‘FI,
unarelación del tipo Q — Ql (‘FI — ‘F)a, con ¡3 = 1/2. Esoquieredecir
quesi b = O (o equivalentemente,Ql = O) estamos ante un comportamiento
crítico clásico(Staniey,1971),mientrasque en el segundomodeloconb = O
el comportamientoes similar, pero con ¡3 = 1/4. Si b ~ O en estesegundo
modelo recobramos ¡3 = 1/2 (según se obtiene de (3.22));sin embargo,dado
que b es experimentalmente muy pequeño, cabe esperar que esta situación

se produzcaen un intervalode temperaturastan próximo a queseainac-
cesiblea lasmedidasy, en consecuencia,estaremosanteun comportamiento
quasitricrítico,con ¡3 = 1/4. Aunqueen principiono estádaroquela teoría
de los puntoscríticos describael acercamientoaunaespinodal,de la teoría
de Landause obtienequeno haydiferenciaen el tratamientode ambos. Por
otraparte,la dimensióncrítica de estecomportamientotricrítico es D~ = 3
(Gramsbergenet aL, 1986), así queel valor de clásico ¡3 = 1/4 será,a su
vez, el valor esperableexperimentalmente(no así parael comportamiento
crítico, en que D~ = 5 (Gramsbergenfl aL, 1986> y, en consecuencia,los
exponentesclásicossonerróneos).Los resultadosexperimentalesaúnno son
concluyentes;aunqueciertamenteel valor ¡3 = 1/2 estáexcluido y todala
evidencia parece sugerir el valor ¡3 = 1/4 (ver los datosde Thoen y Menu
(1983), quedan como resultado¡3 = 0.247±0.01), el exponentecrítico del
modelo de Ising (/3 = 0312) no estádefinitivamenteeliminado (la energía
libre con6 = d = e = O es equivalentea la de un modelo de Ising). Una dis-
cusiónmásdetalladade la situaciónexperimentalapareceen Gramsbergen
et al. (1986)-

Antes de finalizar con la teoría de Landau merecela penaecharun
vistazo al casobidimensional.Por analogíacon 3D, en 2D el parámetrode
ordenmicroscópico(que,como hemosvisto, coincidecon el macroscópicoen
moléculasrígidas)seráun tensorsimétrico2 x 2 de segundoorden definido
mediante:

= <u&ug> — (3.23)

quereescritoen términosdel vector director n adoptala forma:

= q — (3.24)

dondeahoraq = <T2(u)>, conT2(x) = 2±2— 1 el polinomio de Chebychevde
segundoorden (Abramowitz y Stegun, 1965; Gradshteyny Ryzhík, 1980).
Los invariantesrotacionalesde q serántambién de la forma (3.10), pero
ahoraq es unamatriz 2 x 2 y el resultadoparamatricessimétricas2 x 2 es
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queTr(q~) se puedeescribircomoun polinomioen Tt(q) (quevale O por la
condición de traza nula) y Tr(q2); luego todo lo queapareceen el desarrollo
de Landausonpotenciasde TT(q2), es decir:

F=Fo+~aTr(Q2) + ~c[T~.(Q2)]2 + 1 (3.25)

Por consiguiente,si c > O la transición es de segundoorden; si e .c O la
transición es de primer orden, y si, como pareceocurrir en 3D, e cambia
de signoconla simetríade a, entonceshabráun comportamientotricrítico.
No hay resultadosexperimentalesqueconfirmen ningunode estoscompor-
tamientos,sin embargo,esteanálisisnos permitirá entenderlos resultados
que aparecenen capítulosposteriores,cuandose estudiela transición I-N
en un modelobidimensional.





4

La transición orientacional en
D=3

La TFD (ver apéndiceA) ha demostradoser la herramientateóricamáspo-
tenteen la descripciónde la transiciónfluido-sólido (F-S) (dosmonografías
sobreel tema son Baus, 1987 y 1990). Gracias a ella, la termodinámica
del sólido de esferasduras(ED) y la coexistenciacon el fluido han sido
reproducidas con una gran exactitud (Lutsko y Baus, 1990a y’b). Como
ya se apuntabaen el trabajopionerode Ramalcrishnany Yussouf(1979) la -

ventaja de la TFD sobre el restodelas teoríases quepermitecalcularresul-
tadosparaunafaseinhomogéneaapartir de los datosde la fasehomogénea.
Utilizando estavaliosapropiedad,el formalismode la TFD ha sido exten-
dido al estudiode las transicionesentre mesofasesen sistemasde cuerpos
convexos duros anisótropos, de los cuales los másestudiadoshan sido los
elipsoidesdurosde revolución (EDR), por serla extensióninmediatade ED
acuerposanisótropos,y los esferocilindrosduros(ECD), cuyaspropiedades
de empaquetamientohan permitidoestudiarfasesesmécticas.

4.1 El funcional energíalibre

Como punto de partida para la obtención de un funcional capaz de descri-
bir la fase nemáticatomaremoslas expresiones(A.21), (A.22) y (A.27) del
apéndiceA, querefieren la energíalibre, F[p], de unafasede densidadlocal

a la de una fase de densidad uniforme e isótropa pn. Si añadimos
la simplificación de tomar esta densidadigual a la densidadmedia de la
faseinhomogénea,es decir, PR = p — W’ fdxp(x) (con V el volumen),

43
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obtenemos la siguiente expresión para la diferencia de energíaslibres:

PAF[p] = f3F~4p] + Jdxp(x)ln{p(x)/p}

— dA(1 — A) Jdxj dx’C(x,x’; [pfl)Ap(x)4o(x’) (4.1)

donde F.n[p] es la contribución debida al campo externo; C(x,x’; [p~]) es
(ver apéndice A) la función de correlación directa (FCD) de un sistema de
densidad local p>(x) = p + AAp(x),con Ap(x) = p(x) — p (que en su forma
másgeneral es un funcional de la densidad local, comodenotan los paréntesis
cuadrados); ¡3 = l/knT es la inversade la constantede Boltzmannpor la
temperatura, y finalmente x = (r, u) denota las coordenadas espaciales (r)
y las orientaciones (u) de las moléculas. El término del campoexternoes
necesario para confinar el sistema en una región de volumen V y pararom-
per la simetríarotacionalqueposeela faseisótropa;sin embargo,de modo
equivalente podemos anular esta contribución imponiendo directamente so-
bre p(x) condiciones apropiadas. Así pues, dado que estamos interesados
en la transiciónI-N y la únicasimetríaquela fasenemáticatienerota es 1a
orientacional, podemos escribir p(x) =‘ph(u), siendoh(u) la función de dis-
tribución angular normalizada (f duh(u) = 1). Porel mismomotivo,laFCD
será traslacionalmente invariante, esto es, C(x,x’; [pl) = C(r—r’; u, u’; [ph]),
así que la diferencia de energía libre por partícula cútre las fases nemática e
isótropa, A$h] AF[h]/pV, vendrá dada por:’

= Jduh(u)lnh(u) (4.2)

— ~JduJ du’Ah(u)Ah(u’) j dA(l — A) J drC(r; u, u’; [ph>])

con h>(u) = 1 + AAh(u), siendoAh(u) =h(u) — 1- Aunque la ec. (4.2)
es exacta,involuctala FCD de un fluido nemático,quees unafunción des-
conocida.De hecho,la obtenciónde la FCD paraunafaseinhomogéneaes
un problemaarduo quesólo ha podido ser resueltoparaalgunossistemas
unidimensionales’.Por estemotivo es necesariohaceralgunaaproximación
en (4.2) que evite usar dicha función.

‘Por ejemplo,Percusobtuvola FOD deun fluido ID con interacciónapróximosvecinos
en un campoexternoarbitrario (ver el trabajode Percusen: Lebowitz, 1987); asimismo,
las FOD de algunascadenasde espineshansido obtenidaspor Percus(1977) y Tejero
(1957); finalmente, la FOD de un modelo de fluido íD de partículasdurasanisátropasse
ha obtenidorecientemente(Tejero y Cuesta,1990).
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Sobrela manerade haceresta aproximaciónse han seguidodiferentes
estrategiasen la literatura. La forma más inmediatade procederes hacer
un desarrollodel vinal de (4.2) que,cuandose truncaen el segundoorden,
da lugar a la teoría de Onsager (ver sección2.1); Mulder y FrenIcel (Muí-
der y Frenkel, 1985; Mulder, 1986) utilizaron ademásla contribución del
tercer coeficientedel vinal (que estimaronmedianteun cálculo MC) pero
aproximando(4.2) por medio deun2 ‘desarrolloy’ (Barboyy Gelbart,1979;
1980). Otra forma de abordarel problemaes desarrollarla FCD de la fase
anisótropa en torno a la de un fluido isótropo de referencia con la misma
densidad (Singh y Singh, 1986; Marko, 1988), como ya se había hecho en
los primeros trabajossobre la transición F-S (ver Baus, 1987; 1990). Por
6ltimo, se puedeaproximarla FCD de la faseanisótropapor la de un fluido
isótropo con una cierta densidadefectiva,como hanhecho Baus y colabo-
radores(Baus et aL, 1987; Colot et al., 1988) extendiendoel métodoque
habíanaplicadocon éxito a la transiciónF-S (Bausy Colot, 1985; Colot y
Baus, 1985; Colot et aL, 1986). Estalínea de trabajo es la queha expe-
rimentadoun mayor desarrolloen los últimos años bajo la denominación
generalde aproximacióndel líquido efectivo’ (ALE). A ella le vamosa de~
dicar especialatenciónen estecapitulo,describiendoel trabajode Baus y
colaboradores,ya quesu posteriordesarrolloen el campo de la transición
orientacionalha sido el objetivo principal de estatesis.

Aplicar la ALE sobre el funcional C(r; u, u’; [p>]) equivale a hacer:

C(r; u, u’; [¡‘>1) ~ C(r; u, u’; 73fl (4.3)

siendo73> unadensidadmediaefectiva. Comoenel casode la transiciónF-S,
estadensidadefectivase determinaa travésde un razonamientogeométrico
ad hocque la relacionacon p>, la densidadmedíacorrespondienteap>(x).
Perodadala formade estafunción, su densidadmediaes independientede
A (p> = p), luego la densidadefectivaserátambiénindependientede A, o
sea,73> 73. De éstemodo hemosreducidoel problemaa determinarla
FCD de un fluido isótropo, una tareamucho más simple que la de obte’
ner la FCD del fluido anisótropo. A pesarde todo, tampocose conocela
solución de esteproblema,ni siquiera,comoen el casode ED, en la aproxi-
macióndePercus-Yevick(PY) (Percusy Yevick, 1958; Stell, 1973; Hanseny
McDonald,1986). La FCD del fluido isótropo puedeser obtenidamediant&

2E1 desarrolloy consisteen utilizar como variable y = ,/(l — ‘J), con n = Vm¿IP la
fracciónde ttnpaqfltt&Initnto (Vmoi es el volumende unamolécula),en lugar de la propia
densidad;el desarrolloresultante,cuyos coeficientesson resumacionesde los coeficientes
del vinal, tiene mejorespropiedadesde convergenciaqueel desarrollodel vinal.
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resolución numérica de la ecuación integral de Ornstein-Zernike con diferen-
tes aproximaciones de cierre (Perera ti al., 1988), utilizando los desarrollos
en invariantes. rotacionales de las funciones de correlación (Blum y Torrue-
Da, 1972), o bien a través de alguna forma analítica propuesta a partir de
algún tipo de consideración física. En esta última línea, que es la que vamos
a seguir aquí, se-han sugerido dos aproximaciones diferentes, que conducen
al mismoresultadocuandose aplicanala transiciónI-N.

La primerapropuesta,debida a Pynn (1974), consisteen ree8mlar la
FCD del fluido de-ED, CED(r/u;n) (oese] diámetrode unaED y ~ s
con v~j el volumen molecular, es la fracción de empaquetamiento del fluido>,
con la distancia de contacto de dos partículas,a(i; u, u’) (con i s

Lado (1985) probó que el carácter isótropo de (4:4) en el límite y —* O no
es físico; sin embargo,el test numéricode estaaproximación,aplicadaa
dímerosformadospor dos esferassoldadas,demuestraque,exceptopor el
mencionadofallo a cortas distancias,la aproximaciónfuncionamuy bien
para separacionesentreesferasde hasta0.4 vecessu diámetro. Por otra
parte,Lado arguyequeel fallo acartasdistanciases pocorelevantedebido
al factor r2 del elemento de volumen. A pesar de todo es presumible que
para mayores excentricidades la aproximación (4.4) no sea tan buena.

La segunda propuesta, debida a Baus el al. (1987)consisteen factorizar
las partes radial y angular de la FOD:

donde O~ estáelegidode modo que e] volumen de las mojéculas coincida con
el volumen de las ED de referencia(o sea, = O¡jOj en el casode EDR
de diámetro mayor a

11 y diámetro menor aj). Comoindican los autores
(Colot et al., 1988), esta aproximación es anisótropa tanto en r = O como
en r = a0 (el contacto)y puedeser consideradacomoel orden cero de algún
desarrolloperturbátivodela FCD. CuandoS(u.u’) se tomaigual ala razón
entreel volumen excluidode dosmoléculascon orientacionesu y u’ y el de
dos ED d& referencia,ambasaproximacionesconducena] mismoresultado,
siempre que la densidad local de la fase en cuestión, p(x), sólo dependa de
la orientación

3(como ocurre con,la fase nemática)Así pues,en adelante
utilizaremos la forma (4.5) para la FCDdel fluido isótropo.

3Estrictainentela apronmaciónde factorizaciénsólo es válida a bajasdensidades,ya
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Cuando se aplican las ecuaciones anteriores al estudio de EDR, uno en-
cuentra el problema adicional de que no existe una expresión analítica de
la distancia de contacto entre dos elipsoides. El problema se solucionaa
través de la aproximacióndel solapamientogaussiano(ASG), descritaen

- el apéndice B, que conduce al siguienteresultadoparael volumenexcluido
reducido(ec. (B.íí)):

- u’) = (1— x2(uui2)”’2

siendox ~n parámetro que mide la excentricidad, relacionado con la ‘razón
de aspecto’,n = o¡¡/ox a través de x = (#c2 — 1)/fr2 + 1).

Con todo, el mayor problemasurgea la hora de elegir un criterio que
nos permita determinar la densidad efectiva 73. Como ya hemos comen-
tado, en la transición F-S esta densidad efectiva viene dada por argumentos
geométricos.Paraencontrarun argumentosimilar quenos permitacalcular
73 en nuestro problema primero hay que hacer notar que si buscamos un
fluido isótropo de referencia tal que su FCDreproduzca, en ‘promedio’, la
estructurade par del fluido nemáticode densidadp, entonces73 ha de ser
menor quep paraasí teneren cuentala disminuciónde la interacciónque
se produceen la fase nemáticacomo consecuenciadel aumentodel orden
molecular(hay que teneren cuentaque la interacciónse debesólamenteal
efecto del volumen excluido, que es menor en las fasesordenadas).De la
estructuramicroscópicade ambasfaseses claro queen la fase isótropaun
EDRpuede rotar más o menos libremente en torno a cualquiera de sus ejes,
mientrasqueen la fasenemáticael elipsoidesólo puederotar librementeen
torno a su eje de simetría. Comoconsecuenciade ello, la distanciamedia
de contactoentredos EDR vecinosserámenoren la fasenemáticaqueen
la isótropa. En la fase isótropa esta distancia media es ~o, por lo que en la
fase nemática será 000, con O < a < 1. Este factor puede estimarse como
la relaciónentreel volumenaccesiblea un EDR en la fasenemáticay la
isótropa, es decir:

¡ í—IxI\ 1/2
a(x) = = mmn(n,1/¡c) (4.7)

que da el mismo peso a configuracionesde moléculascon la mismaorientaciónrelativa
perodistintaorientacióncon respectoa 1.; de hecho,al estudiarfasesespacialmentejubo-
mogéneas(como las esmécticaso la sólida) resultaque mientrasque los resultadosde la
aproximaciónde Pynn sonrazonables,la aproximaciónde factorizaciánlleva a prediccio-
neserroneas(Xu el aL, 1991), debido aquelasinhomogeneidadesresultantesde (4.5) son
esencialmentelas de un sistemade El).
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De acuerdo con esto, una manera de obtener 73 es exigir que la FCD del
finido efectivo a la distancia media de contacto en la fase flemática, aa0, sea
igual a la FCD del fluido real a la distancia real de contacto, esto es (dada
la factorización en (4.5)):

CED(1;q) = CED(a(x);17) (4.8)

que conduce a una relación 17 = 17(i; x) (la figura 4.1 muestra un dibujo
de estas curvas para algunos valores de n). La ecuación (4.8) requiere una
expresión explícita para la FODde ED. Esta expresión no se conoce exac-
tamente más que para D = 1; sin embargo, en 1) = 3 existen muy buenas
aproximaciones, como la ya mencionada de PY (Hansen y McDonald, 1986),
la mejorada de Waisman-Henderson-Blum(Waisman,1973; Hendersony
Blum, 1976) que utilizan Singh y Singh (1986), ola sugerida por Baus y Co-
lot (1987) consistente en una modificación de la PY que permite incorporar
la ecuación de estado de ED como dato, corrige la inconsistencia de aquélla

4
y proporciona expresiones para cualquier dimensión. Los resultados que se
obtienen dependen de forma débil de la elección que se haga, así que puede
usarsela simplePV.

Uniendo todos estosingredientesllegamos por fin a la forma final del
funcional (4-2):

¡3&14hJ = Jduh(u) In h(u) — ~Ipy(i7~~ x))[H(x; [h])— J¡o(x)] (4.9)

donde:

n’pyei) = pJdrCpv(r/oo;i7)=—ri8—2~+417~—3? (4.10)

H(x;[hJ) = Jdujdu’/duY4u’) (1~x2(u.uf)2)’/2 (4.11)

1/ ar
Ho(x) = H(x; [1]) = — <1 + csinx ¡ - (4.12)

2 k~ x(l— x2Y~2/

‘La FOl) de PY conducea dos ecuacionesde estadodistintas, segúnse utilice la
ecuacióndel vinal o la ecuaciónde la compresibilidad(Hauseny McDonald,1986).

- 5La formade ]a FCD en aproximaciónde PV es:

Cpy(z;vfl=—e(i—x) { (í12i~ (1 + ±~ir~)~6q((
1+2T~x}

dondex = 7/a y O(z) es la función escalónde Heaviside.
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Figura 4.1: Curvas3~(tj) obtenidasa partir de (4.8) paravariasrazonesde aspecto,
a saber,de arriba a abajo, tc = 1.3, 2, 3, 6 y 10. Con líneasdiscontinuasestán
representadoslos casosextremosn = 1 (superior) y ¿c = ~ (inferior). (Fuente:

Colot et aL, 1988] -
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En la obtenciónde la segundaigualdadde (4.10) se hautilizado la expresión
explícita de la FCD de PV (ver nota 5 a pie de página),mientrasque el
resultadofinal de (4.12) ha sido tomado de la tablaB.1 (ver apéndiceB).
Estáclaro que la presenciade 73 en (4.9) sólo puede dar cuenta de una
manera muy burda de la influencia de los términos de orden superior en un
desarrollo en Ah(u) del funcional (4.2); sin embargo su presencia se hace
necesaria, como en la teoría de la transición F-S (Baus, 1990), dado que
estos términos de orden superior no pueden ser despreciados a causa de la
lenta convergencia de los desarrollos en ~Xp(x). Por otra parte, el funcional
(4.2) posee dos importantes propiedades: (i) su dependencia en 2 implica
una simetría exacta oblato-prolato(x — —x o, equivalentemente, tc -~.

que resulta ser casiexactaen las simulaciones (Frenlcel y Mulder, 1985), y
(u) se reduce(Colot et al., 1988) a la teoría de Onsager(sección2.1) para
un sistema diluido de varillas muy largas6 (i~ —. O y n —. oc con¡c~ = const).

4.2 La fase isótropa

La ecuaciónde estadode la fase isótropa se puedeobtener a partir de la

ecuacián de la compresibilidad:

= 1— pJdr ¡ duJ du’C(x-; u, u’; p) (4.13)

op

que por medio de (4.5) se transforma en:

OP = — (4.14)

Ho(x)PJdrCED(r/oo;n)
Si hacemosx = O en la ecuaciónanteriorobtenemosla ecuaciónde la com-
presibilidadparaED, la cual nos permite reescribir (4.14) como:

OP OhD (4.15)

= 1 +

6Colot y colaboradoresencuentranque la densidadreducida,c (ver ec. (2.5)), viene
dadaen ci presenteesquemapor la expresióne = 4n~, que difiere en un factor w/2
del resultadooriginal de Onsager,Con. = 8~n/r. Estosautoresatribuyenerróneamente
la discrepanciaa las diferentespropiedadesde empaquetamientode los elipsoides con
respectoalos cilindros; la verdaderarazónes queestefactor w/2 procedede la diferencia
entreel segundocoeficientedel vinal en la ASG (ec. (4.12); ver tambiénapéndiceB) y el
exacto (Barkery Benderson,1976; Boublfk y Nerbeda,1986).
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o equivalentemente:

P
¡3— Z(ij; x) = 1 + Ho(x)(ZED(n)— 1) (4.16)

p

dondese han introducidolos factoresde compresibilidadde ED, ZED(n)

/3Jtn/p,y de elipses,Z(t~; x). En otras palabras, la ec. (4.16)estableceque
la razóndelas sobrepresionesadimensionalescorrespondientesa EDR y ED
es igual a la de susrespectivosvolúmenesexcluidos medios:

Z(n;x) —1 = Ro(x) (417)

ZEO(’7) — 1

Nótese que, gracias a la factorización (45), no ha sido necesarioutilizar
la expresiónexplícita de la FCD de ED en la obtención de (416). En

consecuencia,el factorde compresibilidadde ED puedeserreemplazadopor
expresionesaproximadasmás precisas que la de PY. De hecho, una familia
general de tales aproximaciones viene dada por la ecuación:

ZED(~) = l+ii+n2 a17 (4.18)
•(1 —q)3

dondesi hacemosa = O y a = 3 tenemos,respectivamente,las ecuaciones
de estadode PY correspondientesa la compresibilidad(PY-c) y al vinal

(PY-v), mientrasquesi hacemosa = 1 obtenemosla ecuaciónde Carnahan-
Starling (CS) (Carnahany Starling, 1969; Hanseny McDonald,1986). La
ecuación de estadode PY-v subestimademasiadolos valoresexactos(cal-
culadospor simulación)del fluido de ED, así queen realidadsólo conside-
raremoslas otrasdos aproximaciones.En la figura 4.2 se han representado
los resultadosde (4-16), con ambasecuacionesde estadode ED, y las si-
mulacionesde FrenIcel y Mulder (1985). La precisión de las curvas teóricas

(especialmentela correspondientea la CS, ya quela PY-c siempresobrees-
timaun pocola presión) es sorprendentementebuena,dadala simplicidad
de la expresión(4.16); de hecho (Baus et aL, 1987), el acuerdocon las si-

mulacionesesmejor queel quese obtienede la-extensiónde la ‘teoría de la
partículaescalada’(TPE) acuerposconvexos(Boublík y Nezbeda,1986).

4.3 La fase flemática

Por tratarsede un sistemaEDR es de esperarque la fasenemáticaseauni-
axial y, por tanto, poseasimetría cilíndrica en torno a algún director n y
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Figura 4.2: Presión reducida, p = I3Pvmoi, frente a la fracción de empaqueta-
miento,?)= PVmoI, parala faseisótropade EDR, tal comose obtienede (4.16) con
las ecuacionesde estadode PY-c (líneasdiscontinuas)y de CS (líneascontinuas).
Las curvasse comparanconlosresultadosde simulacióndeFrenkely Mulder (1985)
paraEDR prolatos (PC > 1, círculos) y oblatos (PC < 1, cuadrados).Los valoresde
n son, de abajoa arriba, PC = 1.25, 2, 2.75 y 3. Las curvashan sido desplazadas
cadaunatres unidadeshaciaarriba respectodela anterior. Lasimetríacasiexacta
oblato-prolatode las simulacioneses evidenteen el dibujo. [Fuente: Colot el aL,
1988]
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de reflexión con respecto al plano perpendicular a n. Entonces, h(u) de-
penderá sólamente del ángulo O entre xi y u, o sea,h(u) h(s) =

con u - xi = cosO = a, y su normalización será f¿ dsh(s) = 1. La existen-
da de una expresión para A4’ (ec. (t9)) como funcional de la distribución
orientacional, é’4s), junto con la condición de mínimo que éste debe cum-
plir (ver apéndice A), sugieren el empleo de un método variacional. Una
parametrización completa de h(s) se consigue mediante su desarrollo en los
términos pares (dada la paridad de la función) de la basede polinomiosde
Legendre (h(s) = ~ a2flP2fl(s)),que satisfacen la relación de ortogonalidad
f¿ dsPn(8)P,n(s)~ ~ La desventaja de esta expresión es que, una vez
truncada, el carácter positivo de la serie no está garantizada, lo que hace
más lenta la convergencia. Este defecto puede remediarse parametrizando
el logaritmo de la función (ln h(s) = >¿D,, y2~P2~(s))en lugar de la propia
función, y de hecho este método ha sido ya utilizado con éxito en la litera-
tura (Lekkerkerker ci al., 1984). La determinaciónprecisade h(s) requiere
retener varios términos del desarrollo (hasta 7 se hanutilizadoen la referen-
cia anterior);sin embargo,la potenciadel métodovariacionalresideen que
inclusounaaproximacióngroserade h(s) permitecalcularla termodinámica
del problemacon bastanteprecisión(Baus,1987), ya que los detallesde la
funciónse pierdenen la integración.Por estarazónsóloretendremoshasta
el segundo orden en el desarrollo de In h(s), lo que,unido a la condición de
normalización, conduce a la siguiente función pruebauniparamétrica:

h(.s) = fl(yY’eY~> (419a)

= JdsC>’2 (¡) = F(~ñ7Ñ) (4.19b)

que coincide con la obtenida en la teoría de Maier-Saupe(ec. (2.11)). Él
último miembro de (4.19b) está contienela función de Dawson (Abramo-
witz y Stegun, 1965), F(x) e~

2 fdtet2. Incluir más parámetrosen la
definición de h(s) alterael valor de la energíalibre comomuchoen un 0.5%
(Colot et aL, 1988). Por otro lado, dadoquey = O correspondea la fase
isótropa(¡«e) = 1) mientrasque y > O define la fase nemática,y es, en

sí mismo,un parámetrode orden; sin embargo,como ya se discutió en la
sección3±2,un parámetrode orden másnatural viene dadopor:

q(y) = j deP
2(s)h(s)= + ln fl(y) (4.20)

que cuenta con la ventaja de estar acotado (O < q < 1).
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Figura 4.3: Diferencia de energíalibre por partícula,IYA& segúnse obtienede
(4.9) al utilizar (4.19),en función del parámetrode ordeny, paraEDR con n = 3 y
fracción deempaquetamiento(de arribaa abajo)~ = 0.4725, 0.4746,0.4771,0.4800
y 0.4950. Son destacableslas minúsculasdiferenciasde energíaslibresy la rapidez
con queseproducenlos cambioscon respectoa q. [Fuente:Colot el al., 1988]
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PC ?)] Ai
7 p ¡? q

MC 2.75 0.561 0.009 15.7 35.7
3 0.507 0.010 9.79 25.1

Marko 2.75 0.517 0.001 0.010
3 0.493 0.001 0.017

Colot
el al.

2.75 0.501 0.011 9.62 25.7 0.548
3 0.472 0.012 7.76 22.3 0.561

Mulder y
Frenkel

215 0.449 0.015 6.55 0.553
3 0.420 0.018 5.31 0.568

Singh y
Singh

2.75 0.329 0.018 0.532
3 0.309 0.021 0.547

Tabla 4.1: Resultadosde la coexistenciaI-N segúnlas simulacionesMC (Frenkel
y Mulder, 1985), la TFD de Marko (1988), la ec. (4.21) (Colot el al., 1988), el
desarrolloy de Mulder y Frenkel (1985) y la TFD de Singh y Singh (1986).

191(N)

es la fracción de empaquetamientode la fase isótropa(nemática),~ — nl
es la ‘anchura’ de la transición, p = /3PVmOI la presiónreducidaen la transición,

= 130’ — po) el potencial químico reducido (con Mo el potencialquímico del
gas ideal) y q el parámetrode orden en la transición. Aunque la teoríade Marko
proporcionaunosvaloresde q¡ ligeramentemejoresquelosde Colotel al., la anchura
y el parámetrode orden quepredice son excesivamentepequeños.[Fuente:Colot
el aL, 1988]

Todo lo quenos quedapor hacerparacompletarel programaes inser-
tar estasexpresionesen (4.9) y encontrarel mínimo de A.~ como función
de y. Haciendo estose encuentraque paravalores de 17 por debajode un
umbral 9o(n)sólo existeun mínimo en y = 0; por encimade estevalor apa-
rece un segundomínimo local paraun cierto y ~ O quemuy rápidamente
se convierteen mínimo absoluto (estabilizándoseasí la fase nemática) al
seguir aumentandola densidad,hastaser el iinico mínimo (con lo que la
faseisótropadeja de ser estable)por encimade una ciertadensidadiMtc).
Estecomportamientoapareceilustradoen la figura 4.3. Las funciones?)í(n),

= 0,1, decrecenmuy rápidamentecon PC (se considerasólo ,c > 1, dadala

55
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Figura 4.4: Ftaccionesde empaquetamiento(>) en la coexistenciade las fases
isótropa(valoresinferiores)y flemática(valoressuperiores),en función de la razón
de aspecto(x), obtenidasa partir de las simulacionesMC de Frenkel y Mulder
(1985) (círculos),la TFD segúnBaus y colaboradores(Baus ci al., 1987; Colot
ci al.,- 1988) <línea continua),el desarrolloy de Mulder y E~enkel (1985) (línea
discontinuncon puntos)y la TFD de Singhy Singh (1986) (líneadiscontinua).El
insertomuestracómolos resultadosde Baus y colaboradoresse aproximanal límite
de Onsager‘>oc 1/n <lineasdiscontinuas).[Fuente:Baus el al., 1987]
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simetríaoblato-prolato),másincluso de lo quela teoríade Onsagerpredice
(PCm(n) decreceligeramentecon PC), mientrasqueel parámetrode ordenen el
umbral,yo(no(PC),PC) (o equivalentemente qo(yo)),se mantieneprácticamente
constanteen el valor yo ~ 3 (qo ~ 1/3), sugiriendolaexistenciadeunaregla
de Lindemanncomoocurre parala transiciónF-S en ED (Hanseny McDo-
nald,1986; Colot y Baus, 1986). Si en lugarde estudiarel comportamiento
adensidadmediaconstantese haceapresiónconstantepuededeterminarse
la coexistenciaI-N. La via másinmediataparadeterminarestacoexistencia
es imponer la igualdadde presionesy potencialesquímicosde las dosfases.
Cuandolas expresionessonexactas,estascondicionessonequivalentesala
construcciónde la doble tangentede Maxwell:

OF1 OFN _ FN—FI (4.21)
t9p> OPN PN — Pi

donde
11(N) y PI(N) son, respectivamente, la energía libre y la densidad de la

faseisótropa(nemática). Cuandohay aproximacionesinvolucradasla dos
formas de obtenerla coexistencia(las ecuacionesde equilibrio y la doble
tangentede Maxwell) no coinciden (estefenómeno,denominadoinconsis-
tenciatermodinámica,es inevitabley aparecesiemprequeexistandos vias
alternativasparala obtención del mismo resultado). Baus y colaborado-
res utilizan (4.21) por el hechode queestemétodosólainenterequiere las
energíaslibres comodato. Susresultados,comparadoscon los de las teorías

anterioresy con las simulacionesMC de Frenkely Mulder (1985), aparecen
en la tabla4.1 y en la figura 4.4. En la región de altadensidad(n < 2.5) la
fasenemáticaestáprecedidaporla fasesólida(flenkel y Mulder, 1985), que
no ha sido consideradaen la teoría; por lo tanto,la transiciónI-N carecede
sentidoen esaregión. Una vez localizadala transición,el diagramade fases
puedecompletarsecalculandola presiónmediantela relaman:

P O
¡3— = p—134 (4.22)

p Op

Los resultados,comparadoscon las simulacionesMC, aparecendibujados,
paraPC = 3, en la figura 4.5 (unacomparacióntambiénparaPC = 2.75 puede
verseen Colot et al. (1988)).

Paraterminar,se puedeconectarestateoríaconla teoríade Landaupara
transicionesde primer orden débiles (sección3.2) desarrollandola energía
libre, quees unafunción de ‘y, en términosdel parámetrode orden nemático
q, queestá relacionadocon y a través de la ec. (4.20). Colot ci al. (1.988)
encuentranqueel desarrollode Landautruncadoen cuartoorden da unos
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Figura 4.5: Diagramade fasespresiónreducida(p)-fracción de empaquetamiento
(v~) obtenido por la teoría (línea continua) y por simulación (Frenkel y Mulder,
1985) para EDR con ,c = 3. La línea de la izquierday los círculos representanla
ramaisótropa,mientrasque la de la derechay los triángulosrepresentanla rama
nemática. Los segmentoshorizontalesrepresentalas coexistenciasobtenidaspor
la teoría(uniendo ambasramas)y la simulación(uniendo círculos y triángulos).
[Fuente: Baus et al., 1987]
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resultados sorprendentemente buenos para PC =3, mientras que para n> 3
la transición que predice es demasiado débil y estrecha(las densidadesen
la coexistenciaestánmuy próximas),si bien proporcionaun valoraceptable
de la densidad a la que se produce la transición(q y A~/~q tiendenrespec-
tivamente a 0.386 y 0.043 en la teoría de Landaucuando n —. x’, mientras
que la teoría presentada en este capítulo predice 0.799 y 0.276 y la teoría

exacta de Onsager7 0.792 y 0.274).
La teoría que acabamos de analizar confirma lo que ya las teorías pre-

cedentes habían revelado, y es que la TFD permite obtener unos resultados
muy buenoscuandose aplicaaproblemasde transicionesde faseen cuerpos
duros;sin embargoestateoríaincluye un conceptonuevoqueparecemejorar
los resultadosconsiderablemente:la introducciónde un fluido de referencia
efectivo. Las teorías similares para la transición F-S han ahondado en esta
idea y han llegado a la conclusión de que unaelección consistentede este
sistema de referencia puede conducir a excelentes resultados. Esta es la idea
quevamosadesarrollaren los siguientescapítulos,comprobandosu validez
también para la transición VN. Sin adelantar acontecimientos, la siguiente
cuestiónquenosplanteamoses: ¿quéocurre con los sistemasbidimensiona-
les?

7Recuérdesequeen eflimiten — oo]a 6nica diferenciaentreestateoriayJadeOnsager,
apartedel factor de proporcionalidadde la densidadreducida,es el uso de una función
pruebadiferente(ver sección2-1).





5

La transición orientacional en

D=2

Los sistemasbidimensionalespuedentambiénexperimentarunatransición
I-N si susmoléculasconstituyentessonsuficientementeanisótropas.El estu-
dio de estossistemases interesanteparala físicade superficies.Una forma
de modelar tales sistemas es, por ejemplo, utilizar monocapasde moléculas
adsorbidassobreuna superficieuniforme. Si uno se restringeúnicamente
a] movimiento sobrela superficie (ignorando los efectos debidos a la sepa-
raciónparcial del substratoqueexperimentanalgunasmoléculas)el sistema
resultantees puramentebidimensional. Otro ejemplo interesanteen el que
uno encuentrasistemas de este tipo son las capas de las fases esmécticas de
ciertassustancias.En unafaseesmécticaC, por ejemplo (ver figura 1.7),
las moléculastienen unaproyecciónanisótropasobreel plano de cadacapa,
lo que define un sistemabidimensionalde partículasanisótropas;entonces,
las transicionesentrediversasfasesesmécticaspuedenserinterpretadas,en
virtud de estaproyección, como transicionesentrefasesbidimensionales’
(Nelson y Halperin, 1980). Otro ejemplo de sistemacon dimensionalidad
reducidalo constituyenlas películas de cristal líquido suspendidaslibre-
mente,estudiadasporYoung et al. (1978). En estecapítuloconsideraremos
un sistemade elipsesduras,comoextensióndel modelode EDR,introducido
en el capítuloanterior,a] estudiode la transiciónI-N en D = 2.

Es bien conocidoque la reducción de la dimensiónespacialde D = 3 a

‘Esto no es rigurosamentecierto, ya que el acoplamientoentre capas del fluido
esméctico,por dflil que éste sea, asícomo las fluctuacionestransversalesde las mismas,
hacenque el sistemase comporteen muchosaspectoscomo tridimensional (Birgeneauy
Litster, 1978; Litster y Birgenean,1952).
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D = 2 tiene profundas consecuencias para la naturaleza de las fases ordena-
das (ver apéndice C). La reducción de la dimensión normalmente conlíeva
un aumento de la importancia de las fluctuaciones elásticas de larga longitud
de onda excitadas térmicamente, las cuales tienden a destruir el verdadero
orden de largo alcance dando lugar a cuasi-fases,cuyo orden dependedel
tamaño del sistema. La dependenciaen el tamañoes lo suficientemente
débil (logarítmica en D = 2) como para que la diferencia entre estas cuasi-
fasesy las verdaderasfasespuedaser ignoradaa efectosprácticosen la
mayoríade los sistemasqueuno puedeconseguiren el laboratorio. El de-
caimientoalgebraicode la función de correlaciónasociadaal parámetrode
orden,queestáligadoa la presenciade esteorden de cuasi-largoalcance,
ha sido observado recientemente en simulaciones MC (flenkel y Eppenga,
1985) y experimentosde laboratorio(Van Winkle y Clark, 1988). A pesar
de todo, tales efectos de tamañofinito estánfueradel alcancede las teorías
actuales sobre las transiciones de fase (Haymet, 1987; Baus, 1987), por lo
que seránomitidosen lo querestade capítulo.

5.1 El funcional energíalibre

El acuerdocuantitativoentrelos resultadosdela TFD aproximaday los de
las simulacionesparala transiciónF-Sen un sistemade ED continúasiendo
buenocuandola teoría se extiendea un sistemade discos duros (D = 2)
(Colot y Baus, 1986). Uno esperaentoncesque algo similar ocurra con
la transición I-N, así que lo quevamosa haceres extenderel formalismo
del capítulo anterior a » = 2 y aplicarlo a un sistema de elipses duras.
Las expresionesgeneralesdel funcional energía libre que se han obtenido
en dicho capítulo siguen siendo válidas (con la única salvedad de tener en
cuentala bidimensionalidad del espacio) para un sistemade elipses. Así,

partiremos también de la expresión exacta (4.2), aplicaremosde la misma
forma la ALE (ec. <4.3)), utilizaremosla factorización(4.5) dc la FCD
(tomando ahora ug = a11a1),dondeS(u. u’) estarádadade nuevopor (4.6)

(en el apéndice B se demuestra que dicha expresión es válida para cualquier
dimensión» > 2), y, por último, la misma condición (4.8) será impuesta
para determinarla densidadefectiva~7(v~;x) (cuyo comportamiento, muy
similar al caso»= 3 representadoen la figura 4.1, apareceen la figura 5.1).
Procediendoasí se llega a un funcional formalmenteigual a (4.9) (aunque
sin utilizar la aproximaciónde PY parala FCD de ED,parala queno existe
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Figura 5.1: Fracciónde empaquetamientoefectiva, i~, como función de la fracción
de empaquetamiento,i~, para un sistemade elipses durascon razón de aspecto

= 2, 4, 6 y 8 (líneascontinuas).Tambiénse han excluido los casoslímites >c =

y ic = oc (líneasdiscontinuas).
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expresión analítica en 13 = 2):

¡SA«h] = Jduh(u)ln h(u) — ~IED(«q;x))[H(x; [h])— Ho(x)) (5.1)

donde las definiciones de las funciones en (5.1) son ahora:

nIED(fl) = ~JdrC~y(rIao;?~)= ,.— ~ (5.2)
17k Oi~/

H(x;[h]) = Jdujdu’h(u)h(u’) (1 fl~~2u)

)

Ho(x) = H(x; [1]) = 2E(x2) (5.4)
ir(1 — x2)’12

En la obtención de la segunda igualdad de (5.2) se ha utilizado la ecuación
de la compresibilidad (ec. (4.14)con Ho(x) E 1), siendo ZED(17) el factorde
compresibilidadde discosduros. Por otra parte,la expresiónfinal de Ho(x)
apareceen la tabla BA. Nóteseque la simetríaoblato-prolatode (5.1) es
trivialmente exactaen 13 = 2.

Para completar la descripciónsólo nos quedaencontraruna aproxi-
mación de la FCD de discos duros. Podemosutilizar, por ejemplo, la
expresión de Baus y Colot (1987) (ya comentadaen la sección4.1):

C(x;n) = —+[17ZEDOiflO(1~z)

- x {1~a2vi+~a2n [arccosE~!(1~#)1/2]} (5.5)

donde la función a(q) está dada por la ecuación implícita:

3. [a2~a2—4) arcsen’ — (a2 + 2)(a2 — 1)1/2]

í r
_ (+‘7zEnnn)_ (5.6)‘7 L J

En cuanto a la ecuación de estado a utilizar, los autoresproponentambién
unaexpresióngeneralparaED 13-dimensionalesde la forma:

= 1 + YZfl=I c~77~ (5.7)
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II B~+iI(B2)~

1 1 0

2 3
3

——
ir

3 2—2v’S 10
2r ir

2
22 28v’3 80
3 ir

4 0.33355604(4)’ -0.05079452(1)

5 0.19883(1)’ -0.05337(9)
6 0.1148(5)’ -0.0410(2)

Tabla 5.1: Coeficientesdel vinal reducidos, B»+
1/(.B2)~,y coeficientesdel nume- -

rador de ZN(q) (ec. (5.7)) de discos duros (D = 3) paravaloresn = 1 6. Las
cifras entre paréntesisestán afectadas por el error. [‘Datos tomadosde Erpenbeck
y Luban <1985)].

que es exacta en el límite dV — oc y convergemásrápidamentequela serie
del vinal. Sus coeficientese,, puedenser relacionadoscon los coeficientes
del vinal E,, sin más quedesarrollarel factor (1 — 17)D en seriede Taylor
e identificar términos. Así se llega a:

n

=

p=a
( 13p (5.8)

donde b,, E 2(Dl)nB,,+1/(B2y si ir > 0, b0 = 1 y b,, = 0 si ir .c 0.
Los valoresde B,,+i/(B2)~ y e,, hasta ir = 6 aparecenlistadosen la tabla
5.1. El estudiocomparativode diversasecuacionesde estado(Bausy Coiot,
1987) demuestraque 26(17) es unabuenaaproximacióna los resultadosde
simulaciónpara el factor de compresibilidad; por este motivo, salvo que
se especifiqueotra cosa,éstaserá la fórmula que utilizaremospara ZED(’7)
tantoen la expresiónde la energíalibre (ec. (5.1)) comoen la definición de
la FCD de discos duros(ecs. (5.5) y (5.6)).
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5.2 La fase isótropa

La ecuaciónde estadode la faseisótropase obtienepor el procedimiento
descritoen la sección4.2. Las expresionesque se manejaronallí siguen
siendoválidascualquieraquesealadimensiónespacial,por lo cual,el factor
de compresibilidad de elipses duras vendrá dado por la misma ecuación
(4.16), o sea:

P13— Z(n;x) = 1 + Ho(x)(ZED(n)— 1) (5.9)
A

pero con Ho(x) definido ahora por (5.4). De nuevo, como en 13 = 3, la
razón de sobrepresiones es igual a la de los volúmenes excluidos medios de
elipses y discos. La figura 5.2 ilustra cómo el factor de compresibilidad
de elipses, Z(q; tI, dependedébilmente de la ecuaciónde estadode discos
duros que se está utilizando como dato en (5.9). En la figura 5.3 comparamos
los resultadosde (SS) con los obtenidospor Boublfk (1975) a partir de ¡a
‘teoría de la partículaescalada’(TPE) aplicadaa elipses. En este caso
utilizamos como ecuación de estado de discos duros el resultado de la TPE,
ZED(17) = (1— 17)2, con el fin dequeambasteoríastiendanal mismolímite
cuandote — 1. Comparandolas figuras.5.2 y 5.3 podemosconcluir que las

incertidumbresen la ecuaciónde estadode elipses durasson similares a las

de la ecuación de estado de discos duros que se utiliza para calcularla, pero
mientras que ésta ha sido contrastada con resultadosde simulación(Colot
y Baus, 1986), no puede hacerse lo mismo con aquélla por la ausencia de
simulacionesen la región isótropade un sistemade elipsesduras.

5.3 La fase nemática

De modo análogo a como ocurría en 13 = 3, la distribución angular, ¡¡(u),

dependerásólamentedel ángulo e entreel director, n, y la orientación,u,
de modo queh(u) = h(s) = h(—s), siendou n = cosO = a Y esto es

cierto parala fasenemáticauniaxial cualquieraqueseala dimensión,13, del
problema. La única diferencia está en la normalización, que deberá ser:

í1~ds(1 — £2)(D4>/2h(8) = 1 (5.10)

ft ds(1 —

A la hora de elegir una base de polinomios, M~D>(s), adecuadaparapara-
metrizarla función h(s), lo naturales escogerlademodo que seaortogonal,
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Figura 5.2: Factor de compresibilidad,OP/p, com¿función de la fracción de em-
paquetamiento,q, de un sistemade elipsesdurascon razón de aspectoPC = 2, 4, 6,
8 y 10 (de abajoa arriba), tal como se obtienede la ec. (5.9) paradosecuaciones
de estadode discos durosdiferentes: la ecuaciónpropuestapor llenderson(1975),
ZED(’9) — (1 + 172/8)1(1— ~)2 (líneasdiscontinuas),y la Ze(q) propuestapor Baus
y Colot (1987) <líneas continuas). Las diferenciasen las ecuacionesde estadode
elipsesdurasresultantes<visibles sólo en la región de alta densidad)soncompara-
bIes a las que ya existen entre las ecuacionesde estadode discos duros (Colot y
Baus,1987).
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Figura 5.3: Presiónreducida,j? = ,t3PVmoI, corno función de la fracción de em-
paquetamiento,q, de la fase isótropade un sistemade elipsesdurascon razón de
aspectox = 2, 4 y 6 <de abajoa arriba), tal comose obtienede la ec. (5.9) con el
resultadode la TPE paradiscos duros (ZED(n) = (1 + Q/8)/(l — q)2) comodato
(lineas continuas),y comparadacon los resultadosde la TPE de Boublík <1975)
(círculos). Mientras que ambasteoríasson idénticas para x = 1, su diferencia
aumenta según crece n.
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es decir, que verifique:

pl

j ds(1 — 82)(D.3)/2M(D)(.s)M(fl)(8) & (511)

Por otro lado, la paridad de h(s) exige que M,~D>(~s) = M,~D>(s). Final-
mente, para garantizar que fduM,t~>Gs)h(s)=1 hay que elegir la nor-

majización de modo que IM4.D>(+l)I = 1. Los polinomiosde Gegenbauer,

C~fl2>/2(s),definidos para » =2 (Abramowitz y Stegun, 1965), verifican
(511) y la condición de paridad, pero su normalización es tal que:

= ( ,~ + D —3 ) (5.12)

(donde para incluir el caso 13 = 2 es necesario imponer (—1)! — 1/2); en-
tonceslas tres condicionesseránsatisfechaspor los elementosparesde la
base:

M<D)(s) = ( ‘~ + — ~ ) —‘ (5.13)

Nótese(Abramowitz y Stegun,1965)queMV>(s) = P,,(s),los polinomiosde

Legendre que aparecían en 13 = 3, mientras que M~
2>(s) = T4.s),los polino-

mios de Chebyshev (T,,(cos 6) cos(nO)). La aproximaciónuniparamétrica
de h(s) será,entonces:

¡¡(cosO) = fl(yfíeYeOS<29> (514a)
= 1jff(~) — Io(y) (5.14b)

donde I~(x) es la función de Besselmodificadade orden it (Abramowitz y
Stegun,1965). Con estaparametrizaciónel parámetrode orden nemático,
q f duT

2<u)h(u)resultaser:

q(y) = ~-lnfl<y) — ¿XIS <5-15)

Ja(y)
y su dependenciade y estáilustradaen la figura 5.4.

Como en 13 = 3, esta elección de la función h(s) convierteel funcional
energíalibre en unafunción del parámetrode orden y, cuyo mínimo deter-
mina la faseestableparacadadensidad.La diferenciade energíalibre por
partículaentrela fasenemáticay la isótropaserá,pues:

= — ln¡oQy) — ~kD(~(17;x))[H(x~y)— Ho(x)] (5.16)
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Figura 5.4: Relaciónentreel parámetrode orden nemático,q, y el parámetrode
ordeny, segúnexpresala ec. (5.15).
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donde el funcional (3.3) ha quedado convertido en la función H(x; y), cuya
forma es:

dOH(x;y) — 1 Ir Ir 1—x2cos2

(

ir2Io(y)2 o iok 1

x exp y{cos(28) + cos(20’)}

2 ~‘d (í ~x2cos2wV/2ir
2 cos ~(5.17)

4o(y)2 io4~ k

Para llegar a la segunda igualdad de (5.17) hay que pasar a las variables
= O—O’ y 49 = O + O’, usar la identidad cos(20) + cos(20’) = 2 cos wcos 49

e integrar en la variable 49. La función ¡3A«y) aparecerepresentadaen la
figura 55 para varios valores de i~. En este caso, la diferencia con el caso
13 = 3 (figura 4.3)es crucial: hay unaclaraevidenciade quela transiciónde
primer orden del sistematridimensionalse ha convertidoen unatransición
continuaen el sistemabidimensional.Resultadossimilaresenotrossistemas
u obtenidospor métodosdistintos confirmanla ideade quela transiciónI-N
en 13 = 2 es continua (ver Frenkel y Eppenga, 1985, para una discusión
sobreel tema). Es importantedestacarque esteresultadose obtiene aquí
utilizando exactamente el mismo esquema aproximado que en 13 = 3, de
modo que el cambio del orden de la transición<de primer ordenacontinua)
sólo puedeser debidoal cambioen la dimensión. A pesarde todo, uno no
puede distinguir gráficamente entre una transición continua y una de primer
orden muy débil; este hecho parece especialmente pertinente aquí dado que la
transiciónyaesdeprimer orden débil en» = 3. Paradilucidarestacuestión

podemos-usarun desarrollode tipo Landau(versección3.2) aprovechandoel
hechode que, en cualquiercaso,el parámetrode orden q va aserpequeño.
Procediendocomo en Baus ci al. (1988), estoes, utilizando el desarrollo
de las funciones modificadas de Bessel, 1,.(x) = S%~.o<zI2)2k+n/k!(k+ vi)!,

obtenemos el desarrollo de «~) (o equivalentemente, de y(q)) a partir de
(5.15):

q = — ~(~)~-~- ~ (~i)~+ Q<~~7) - <5.18a)

7 13
= q + + + 0(q7) (5.lSb)

con lo cual podemosdesarrollar¡9A«y) en potenciasde y y usar <5.lSb)
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Figura 5.5: Diferencia de energíalibre por partícula, i3A~, segúnse obtienede
(5.16), en función del parámetrode orden y, paraelipsescon sc = 6 y fracción de
empaquetamiento(de arriba a abajo) ,~ = 0.29, 0.31, 0.33, 0.35, 0.37 y 0.39. La
isocoracrítica, ,g 0.33, separala región en que la fase isótropa(y = 0) es el
único mínimo de la energíalibre (q < ,f), de aquélla <‘~ > q) en la que el único
mínimo es la fasenemática<y # 0).
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para convertirloen un desarrolloen q. De estemodo se llega a:

3
/3At(y) = ~j a2,,92” + O(q~) (5.19)

dondeGo = O, ya que y = O correspondea la faseisótropa; los coeficientes
de los términos impares son todos nulos (a2,,+i = 0), ya que la energía libre
(5.16) espar en y y, en virtud de (5.15), tambiénen q, y los pares,hasta06,

estándadospor:

a
2 = 1 — 17IED(7ñ(A2— Ao) (5.20a)

1 ¡líN
a4 = ¡—17IEfl(17)t~jA4—A2+¡A0) (5.20b)

5 (2 5 5os —— 17JEn(~) —As——A2+—Aol (5.20c)
36 k 45 12 18/

donde las funciones A2,, = A2,dx) (n = 0, 1, 2, - . -) vienen dadas por la
expresión:

1— 2s~V/2cos2n4Q (5.21)
(nl) .fo t ( — ~

2

Dado que a
4 y a~ son positivos en todo el rango de 17 y x1 el análisis de la

sección3.2 muestraque la transición es de segundo orden. En general, en
dimensión » uno puede probar que 03 -~ {fl<D —2)/2fl—~, y como la función
r(z) tiene una singularidad en z = 0, se concluye que 03 tiende a cero de
forma continuacuandola dimensióndesciende,tambiénde formacontinua,
hasta 13 2. Estadimensiónaparece,pues,comoun valor marginalparael
que la transición generalde primer orden (13 > 2) se convierte en continua
(13= 2).

Vamos ahora a discutir las propiedades generales de la transición I-N
en » = 2. Si denotamos por q el valor del parámetro de orden q parael
que se alcanza el tinico mínimo de la energía libre (dados x y iv), entonces

= q&z; x) tiende continuamente a cero cuando 17 desciende desde la región
de alta densidadhastaun cierto valor crítico 77 (que se obtiene haciendo

0209*(x)) = O en (5.20a)). Para ~ =17 el mínimo de la energía Ubre
permanece en = 0, y por tanto la únicafaseestable es la isótropa, mientras

que para 17> ‘7* se verifica q # O, así que la dnica fase estable es la nemática.
No hay fases metastables,como comoes propio de las transiciones continuas;
la extrapolaciónde (5.9> a la región q > if corresponde,pues,a una fase
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isótropainestable.Se puedeprobarfácilmenteque,en las proximidadesde
17* y paracualquiervalor de x1 q~ se comportacomo q “‘ (t>— ~*)1/2, para
17 < ,f. Estecomportamientocrítico clásicoerade esperaraquídado queno

hemosincluido en la teoríalas fluctuacionesdelparámetrode orden(Landau
y Lifshitz, 1982). La localizacióndel punto crítico i7(~) es muy sensibleal
va¡oi de x- Para elipsesmuy alargadas(te —* oc), de (5.20a) se obtine

a
que17 —. O como ~ —‘ 3r/4n). En el limite opuestode pequefiaelongación
(te — 1), it .-. 1 corno 1—if (¡c~1)2/3. Estoscomportamientos,junto con
los valoresintermediosde i~ aparecenilustradosenla figura5.6. Habríaque
recordaraquíqueen la regiónde alta densidadotrasfasesqueno hansido
tenidasen cuentapuedenocupare] ]ugar de la fasenernática;por ejemplo,
para1 < iv < 2.5, 17 superael valor r~ = 0.690en el que los discosduros
(te = 1) forman un sólido

2.
Una vez localizadaslas fasesestablespodemosconstruirla ecuaciónde

estadocompletade lafasenemática.El procedimientomássimplees utilizar
la ec. (A.31) haciendolas mismasaproximacionesquehemosintroducido
paraobtenerla energíalibre. El resultadoes la siguienteecuación:

¡3$4(’flX) — d~<’7x> 2¡EDO7&;x))[H(x; •( tI) — Ro(x)] <5.22)
• p p 2

en la queY denotael valor de y correspondienteal mínimo de la energíali-
bre,1% es lapresiónde la fasenemáticay F~ la dela faseisótropa,dadapor
la ec. (5.9). Nóteseque J~ ha de serevaluadaen (5.22)en la región 17> 17,
dondela faseisótropaes inestable<aunquede las figuras 5.2 y 5.3 seve que
estono ofreceninguna dificultad). En la figura 5.7 se comparanlos resul-
tadosde-(5.22)y (5.9) con las simulacionesMC de Vieillard-Baron (1972)
y Con la soluciónnuméricade las ecuacionesde PY obtenidapor Ward y
Lado (1988). A pesar de que el comportamientoglobal de los diferentes
resultadoses bastantesimilar, de la comparaciónsurgenalgunoscomenta-
rios. En las simulacionesde Vieillard-Baron apareceunatransiciónI-N de
primer orden muy débil, a una densidadconsiderablementemayor que la

17~ correspondientea la transicióncontinuaque se obtienede la teoría. Sin
embargo,los resultadosde estasimulación han sido criticadospor Frenkel
y Eppenga<1985) aduciendola inestabilidadde la fasenemáticaobtenida
en la simulaciónfrente al mecanismode Kosterlizt-Thouless<Kosterlitz y
Thouless,1973) de disociaciónde disclinaciones(ver apéndiceC). Por este

2Aún más evidentees el hechode que ij ha de verificar q < r/2v’i, que es el valor
correspondienteala configuraciónde máximo empaquetamiento,y por lo tanto, la región
de densidadsúperiára éstano tienesignificadofísico.
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4

Figura 5.6: Fracciónde
aspecto,sc, tal como se
tamientosasintóticosen
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k

empaquetamientocrítica, q, en función de la razón de
obtienede anular (5.20a) (líneascontinuas)y suscompor-
los límites sc — 1 y sc — & (lineasdiscontinuas).
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Figura5.7: Presiónreducidap 0PVmoI en función de la fracciónde empaqueta-
miento de un sistemade elipsesdurascon tc = 2, 4 y 6 (de abajoa arriba), según
se obtiene de lasecs. <5.9) y <5.22) (líneascontinuasparalas fasesestablesy líneas
discontinuasparala faseisótropainestable).Las curvasestáncomparadascon los
resultadosde simulación<Vieillard-Baron, 1972) para sc = 6 <círculos blancos)y
con la soluciónnumérica de las ecuacionesde PY (Ward y Lado, 1988) <círculos
negros). La flecha indica la densidada la que las simulacionesmuestranunatran-
siciónde primer ordendébil. La teoríamuestratransicionescontinuasen = 0.33
y 0.46 parasc = 6 y 4 respectivamente,mientrasque los datosde Ward y Lado no
exhibentransiciónalguna. [Lascurvashansido desplazadashaciaarriba 0.5y 1.5
unidadesparasc = 4 y 6, respectivamente.]
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motivo esnecesariorehacerlas simulacionesantesdeperfilarunaconclusión
definitiva. Algunasreservasdebentambiénhacerseal compararlos resulta-
dosde estateoríacon los de Ward y Lado. Así, apesarde que,sin mostrar
transiciónalguna,la ecuaciónde estadoqueobtienenestosautoreses com-
pasablealaque seobtienemediantela teoría,esprecisorecordarque Ward
y Lado resuelvennuméricamentelas ecuacionesde PY paraelipsesduras
bajo la suposiciónde que el sistemaes uniforme e isótropo (es decir, co-
rrespondienteay = O), peropermitiendocorrelacionesde parangulade
largo alcance,característicasde la fasenemática;no ea en absolutoobvio
cómo puederelacionarseestocon nuestradefinición de un nemáticoemo
un sistema uniforme pero con una distribución angularanisótropa(y $ O).

En el límite de elipsesinfinitamentealargadas(te — oc) o, equivalente-
mente,infinitamentedelgadas(te —. O) nuestrosistemadeberíacomportarse
del mismomodo que el sistemade agujasdurasconsideradopor Ftenlcely
Eppenga(1985). Como hemosvisto anteriormente(ver figura 5.6), it se
anulaen estelímite, de modo que podemosesperarque el desarrollodel
vinal de la energíalibre (5.1) seauna aproximaciónrazonable.Este desa-
rrollo produciráunateoríade tipo Onsager(Kaysery Raveché,1978;Colot
a al., 1988). En 12 = 2, la correspondienteteoría de Onsagerresultaser
particularmentesimple. De hecho,tomandoel límite te —. ~, ~ —. O e in-
troduciendola variablede Onsagere = (2/ir)ipc (que semantienefinita) las
ecs. (5.1)y (5.22) sereducensimplementea:

= —in Job’)] — (5.23)

= 1+ c —cli f¿ dtJo(2y(c)t)

]

¡ [Io(Y(c))J2 (5.24)

donde y(c) es el valor de y que minimiza (5.23). Antes de intentaruna
comparacióndirectacon e] sistemade agujasduras(FrenIcely Eppega,1985)
uno tienequeteneren cuentaquela ASG utilizadaparaestimarel volumen
excluido conducea unapredicciónerróneadel segundocoeficientedel vinal,
E

2, de elipsesduras,así que paracompararcon el sistemade agujases
necesarioimponerla igualdadentreel E2 de estesistemay el de las elipses
en el limite de Onsager,estoes, E2 = aj~/2 = ZA/ir, donde011 esel diámetro
mayor de las elipsesy L la longitud de las agujas. De hecho,como se ve
en (5.23) y (&24), el único parámetrorelevanteen el limite de Onsageres
la densidadreescalada,e, que puedeescribirsetambién como e = B2p. En
la figura 5S se comparanlos resultadosde (5.23) y (5.24) con los datos
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Figura 58: Presión reducida, p E 0Po~, frente a la variable de Onsager,
c = <2flj,pc, segúnse obtienede (6.23) y <5.24) (las líneascontinuascorresponden
a las fasesestablesy la,discontinuaa la fase isótropainestable). La curva está
comparadacon los resultadosde la simulaciónMC a presión constante<cuadra-
dos) deFrenkel y Eppenga(1985)paraun sistemade 200 agujasdurasde longitud
L = ~ ,~/7i, de modo que el segundocoeficientedel vinal de ambos sistemas
coincide. La zonade bajadensidadde la ramaisótropaestábien aproximadapor

= 2c<1 + e), y la zoná de alta densidadpor p = 4c. El puntocrítico teóricoes
= 3/2.
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de las simulacionesde Frenkely Eppenga(1985)paraagujasde longitud
L = o,,~i7I El acuerdoentrela teoría y las simulacioneses bastante
satisfactorio. Ambas predicenuna transición I-N continuay concuerdan
bastantebien en el valordel puntocrítico, C = 3/2.

5.4 Elipsoidescon ligaduras

Algo queviene siendocomúnen la literaturaes considerarsistemasen los
que algunosde los movimientosde suspartículasestánrigurosamenteves-
triugidosaun subespacio.Así, porejemplo,hasidoestudiadalaordenación
esmécticade un sistemade ECD que se mantienenestrictamenteparalelos
entresí (Stroobantsel al., 1987;Mulder, 1987;Holyst y Poniewierski,1989a;
Somozay Tarazona,1988y 1989;Veermany Frenkel,1989y 1991;Xu el aL,
1991)o tambiénla ordenaciónnemáticade un sistemade varillas ‘injerta-
das’ en un plano (con uno de susextremosunido al plano)(Halperin el al.,
1987; Chen ci aL, 1988). Apartede sermás fáciles de simular,uno espera
que talessistemasreproduzcanel comportamientodel sistemaoriginal bajo
la influenciade camposexternosmuy intensos(en principio infinitos). Con
la presenteTFD aproximadaes bastantesencillo estudiarestossistemas,
graciasa quecon las aproximacionesutilizadas,las variablesangularesy es-
pacialessefactorizan.La formade procederes distinguirentrela dimensión
de la variableespacialr (D) y la de la variableangularu (d), y reducirel
valor de » o d ala dimensión del subespacioal qúe serestringenlos movi-
mientosde las partículas.Porejemplo,un sistemadeEDR injertadosen un
planocorresponderíaa 1> = 2 y d = 3; o bien, unsistemade EDR paralelos
corresponderíaa D = 3 y d = 1. Inmediatamentesurgela preguntade qué
les ocurrea las transicionesexistentesen e] sistemaoriginal cuandoselo so-
metea unarestricciónde estetipo. Ya hemosvisto quela transiciónI-N de
un sistemade EDR (D = d = 3) difiere cualitativamentede la deun sistema
de elipsesduras(D = d = 2) en que aquéllaes de primer ordenmientras
que estaúltima es continua. De la presentediscusiónse puedeconjeturar
que la naturalezade la transción1-N (continua o de primer orden)estará
determinadaúnicamentepor el valor de ¿1 <d = 2 o d > 2), sea cual sea
el valor de D. No obstante,el valor de D influirá en la localizaciónde la
transición (‘i).

Parailustrarestadiscusión,consideremosun sistemade EDR (D = 3)
cuyosejesde simetría(u) estánobligadosapermanecerparalelosaun plano
dado (d = 2). La teoríageneraldesarrolladaparaelipsespuedeaplicarse
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Figura 5.9: Igual que la figura 5.5 pero paraun sistemade EDR (D = 3) con
= 6, cuyas rotacionesestánrestringidasa un plano dado. Las fracciones de

empaquetamientosonq = 0.17, 0.18, 0.19, 0.20, 0.21 y 0.22 (de arriba a abajo) y
el valor crítico q ~ 0.19.
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Figura5.10: Fracciónde empaquetamientocrítica, vf, comofunción de la razónde
aspecto sc, patala transición 144 continuade un sistemade elipses duras(D = 2)
(línea discontinua)y de un sistemade EDR (13 = 3) con rotaciónrestringidaa un
plano (líneacontinua>.
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también a estesistemacon la introducción de algunos cambiosmenores.

Parala distribución angular,¡«u . n), se puedeaúnutilizar la parametri-
zación (5.14), dandopor sentadoque n debe ser un vector del plano de
ligadura. El estar utilizando elipsoides en lugar de elipses se introduce a
travésdel hechode quela FCD, C(r/ao; ~), utilizada en (5.2> debedescri-

bir esferasduras(D = 3) en lugar de discosduros (D = 2). Esto se logra
tomando,por ejemplo,la aproximaciónde PY paraED, queapareceen la
nota5 al pie de la página48. Como se ve en Ja figura 5.9 y de acuerdo
con laconjeturaquehemoshecho,la transiciónI-N del sistemade EDE. con
rotaciónrestringidaes continua,y no de primerorden comoseencuentraen
el sistemasin ligaduras(ver capitulo 4); sin embargo,el punto crítico, ~r,
estádesplazadohaciadensidadesconsiderablementemás bajas(ver figura
5.10). De lamismaconjeturaconcluimostambiénquela transiciónorienta~
donadde EDR injertadosen un plano (» = 2, d = 3) seráde primerorden.
Consecuentemente,ala hora de elegir un modelo paraun nematógenoreal
adsorbidosobre una superficie habráque teneren cuentasi susmoléculas
estánfuertementeadheridasal substrato,en cuyo casosecomportaráncomo

elipses duras, o si, por el contrario, tienen tendenciaa ponersede pie, en
cuyo casose comportaráncomo EDR injertados.



6

Simulación Monte Carlo de un
sistema de elipsesduras

Yahemosvistoen el capítuloanteriorcómolacomparacióndelos resultados
de la TFD aplicadosa un sistemade elipsesduras(Ji = 2) con resultados
numéricosno se puedehacersatisfactoriamenteporque la únicasimulación
que existede estesistemaes de hace20 años(Vieillard-Baron, 1972), cu-
bre una franjamuy estrechade la ecuaciónde estadoy sus resultadosson
controvertidosen lo que respectaa la transición I-N (Frenkel y Eppenga,
1985). Por otraparte,tampocohay datosde simulaciónde ningún otro sis-
temabidimensionalde cuerposconvexosduros. Esto,junto conel hechode
que las grandesfluctuacionesde los sistemasbidimensionales(apéndiceC)
no son tenidasen cuentapor la teoría(y es de esperarquejuegenun papel
relevantea lahoradedeterminarel ordende la transición),justificael llevar
a cabounasimulaciónmásexhaustivadel sistemade elipsesduras. Lo que
vamosa exponeren estecapítuloson los resultadosde estasimulacion.

6.1 Método de cálculo

Fijadoslos parámetrosexternosquedéterminanel estadomacroscópicode
un sistemaestadístico(volumen, V, o presión, P; número de partículas,
Y, o potencialquímico,ji; temperatura,T, o energía,E; etc), las posibles
configuracionesmicroscópicascompatiblescon ellos siguen una cierta dis-

tribución de probabilidad,quedefinelo que se denominaunacolectividad
(Balescu,1975,Landauy Lifshitz, 1982,Huang, 1987). Estadistribución de
probabilidad es una función conocida,aexcepciónde la constantede nor-
malización. Dicha constante,que recibe el nombregenéricode función de

83
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partición, está directamente relacionada con algún potencial termodinámico
y, portanto,encierratodala informaciónsobrela termodinámicadel sistema
(Callen, 1981). El cálculodelafuncióndeparticióndeun sistemaestadístico
es un problemairresolublesalvo en un reducidonúmerode casos. Sin em-
bargo,la mayor partede las vecessólo estamosinteresadosen magnitudes
quepuedenescribirsecomopromediossobrela distribuciónde probabilidad
de la colectividad. El métodode Monte Carlo (MC) nos permitecalcular
estospromediossin necesidadde conocerla función de partición,mediante
el truco de generarun gran númerode configuracionesdel sistemacon la
distribuciónde probabilidadde la colectividady, posteriormente,hallar el
valormediosobreesasconfiguracionesde la magnitudcorrespondiente(hay
unaamplialiteraturasobreel tema;véasepor ejemplo: Kalosy Whithlock,
1986;Allen y Tildesley,1987; Frenlcel,1988b).Existenmuchastécnicaspara
generarconfiguracionesdel modo requerido,pero la más ampliamenteuti-

lizada es el ‘algoritmo de Metropolis’ (Metropolis ci al., 1953). La filosofía
de estealgoritmoes constriurun caminoaleatoriosobreel espaciode confi-
guraciones(espaciode fases)de modo queel caminantealeatoriovisite los
puntos,de esteespaciocon una frecuenciaproporciona]a su probabilidad.
Habitualmentelas simulacionesMC se realizanen la colectividadcanónica
(y, Y y T constantes), y en ella, la receta del algoritmo es como sigue:
(i) genéreseunaconfiguraciónal azara partir de unaconfiguracióninicial
(no muy lejana de ella en el espaciode las fases,para no abandonarcon
demasiadafrecuenciala zonade máximaprobabilidad)y calciilesela dife-
renciade energíaentrela configuracióngeneraday la inicial (AH), y (u)
elijasecomonuevaconfiguraciónlaconfiguraciónobtenidaen (i) conproba-
bilidad r min[1,exp(—134H)], y la configuracióninicial conprobabilidad
1 — r, siendo/3 = 1/k.aT. Metropolis y colaboradoresprobaronqueel con-
junto de configuracionesasígeneradosiguela ley de distribucióncanónica,
P~.»({conf}) & exp(—/YH({conf})).

Cuando,como en estecaso,uno estáinteresadoen calcularla ecuación
de estadode un fluido, la colectividad isobárica (P constante) es la más

adecuada.La generalizacióndel algoritmode Metropolis aestacolectividad
es inmediata (Wood, 1968; McDonald, 1972). La única diferenciaes que
ahorael volumenes unavariablealeatoriamás,de modo queunaconfigu-
ración constadel conjunto de posicionesy orientacionesde las partículas,
definidas en un sistemade coordenadasreescaladode volumenfijo, y el vo-
lumenreal, V, del sistema.Dado quela distribuciónde probabilidadahora
es o VNexp(—/3PV)’Pc.z,,la nueva configuración se aceptará con pro-
babilidad r min[1,exp{Nln(1 + AV/V) — YPAV — /3AH}]. Si además
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el sistemaestáformado por partículascon interaccióndura, AH será O si
ningunapartícula se solapacon otra en la nuevaconfiguracióne oc si al
menosdos de las partículassesolapan;en estecasor = O y la configuración
es automáticamenterechazada.

6.1.1 Detalles técnicos

Parala simulacióndel modelo de elipsesduras hemosutilizado sistemas
típicos de unas200 elipsesen unacajaprácticamentecuadradacon condi-
cionesperiódicasen los bordes(estrictamenteun toro). En los cálculosa
alta densidadla forma de la cajano permancefija, sino quevaríadurante
el proceso(Parrineloy Rahman,1980; Ftenkel y Mulder, 1985)conel fin de
que influya lo menosposibleen la formación de fasesordenadas.La forma
de implementarestatécnicaconsisteen realizarel muestreoMC sobrelos
elementosde la matriz simétricaIi, querelacionalas coordenadasrealesde
las partículas,r~, con las coordenadasreescaladasa unacaja de volumen
unidad,s~, de la siguienteforma: r, = h - s~, dondeel índice recorrelas Y
partículasdel sistema. Hemos introducido, sin embargo,la simplificación
adicionalde tomar Ii diagonal,lo queequivalea muestrearindependiente-
mentelas dos dimensionesde la caja.

Paragenerarunanuevaconfiguraciónla coordenadax(y) de la i-ésima
partículase desplazaunacantidadaleatoriaA1,<11>, uniformementedistri-
buida en el intervalo —A =A2(~) =A, y la orientación,caracterizadapor
el ángulo6~, se desplazatambién unacantidadaleatoria66, uniformemente
distribuidaen el intervalo —A~ =66 < Ae. El movimientose rechazasi, tras
el cambio, la partículasolapaalgunaotra y se aceptaen casocontrario. A
y Ag estánelegidosde tal modo quela probabilidadde queun movimiento
seaaceptadoestéalrededordel 20—25%. Parasabersi doselipsesse solapan
utilizamos el criterio de Vieillard-Baron (1972) siguiendoestos pasosen el
ordenen queaparecen:

1. Si Ir~ — rsP > las elipses i y j no se solapan.

2. Se calculanlas funciones(u = i, j):

A. = 1+ G — (2r. u~)
2/a~ — (2r -

dondeu~ (u,) es el vector unitario sobreel eje mayor (menor) de la
partículau y:

O= 2 + (n — l/n)2[l — (u~u
5)

2]

Si min(f~, fj) >0 entonceslas elipsessisesolapan.



86 6. SimulaciónMonte Carta de un sistemade elipsesduras

3. Se calcula la función:

4’ = 4(f1
2 — 3fs)(f] — 3f

1) — (9—

Si 4’ > 0(c 0) entonceslas elipsesno (sí) se solapan.

La razón de manteneresteorden es quecomprobarsi unaelipsese solapa
con otra involucraunagrancantidadde cálculo,queen partese evita si la
comprobaciónterminaen los pasos1 o 2. Hay que tenertambiénen cuenta
queel solapamientodeunaelipsesóloocurriráconsusvecinasmáspróximas,
de modo quelamayorpartedelas vecesla comprobaciónterminaráen 1 (el
criterio mássimple). Otro punto a teneren cuentaa la hora de aumentar
la eficiencia del programaes que cuandouna elipse no solapaningunade
las restantes,la comprobaciónnecesitarámás cantidadde cálculoquesi se
detectaalgún solapamiento,ya queen esteúltimo casoinmediatamentese
rechazael movimiento MC y se procedecon un nuevo intento

1. En otras
palabras,aceptarunanuevaconfiguraciónrequieremástiempo de cálculo
querechazarla.Por otrolado, tanto si A y A~ son demasiadograndescomo
si son demasiadopequeños,el desplazamientoen el espaciode fasesserámuy
pequeño,en el primer casoporqueprácticamentetodaslas configuraciones
se rechazany en el segundocasoporquelos movimientosson muy pequeños
en sí mismos. Hay que llegar, pues, a un compromisopara optimizar la
eficiencia del muestreo. Si el tiempo de cálculo consumidoen aceptary
rechazarfueseel mismo (comoocurre en potencialescontinuos,en los que
hayqueevaluarla energíatotal de la configuración),e] valor óptimo de la
probabilidadde aceptarun movimientoestadaentorno al 50%; sin embargo,
comohemosvisto, aceptarconsumemástiempoquerechazar,asíquedicha
probabilidaddeberásermenor. El valor óptimo estáalrededordel 20—25%,
y con estecriterio se eligenA y A.

6. El último artificio paraincrementar
la eficienciade la simulación consisteen aprovecharel alcancefinito (igual
a Oil) del potencial de interacciónparaevitar comprobarel solapamiento
con todas las elipses del sistema..Con. este fin se divide toda la caja en
celdascuadradastalesque la longitudde su ladosealo máscercanaposible

(siempremayor)a aig. Con estoestaremossegurosde quecadaelipse sólo
puedeinteraccionar con las elipses de su celday con las de las ocho celdas
vecinas(Allen y Tildesley, 1987). Graciasa estatécnicaconseguimosqueel
tiempode cálculocrezcacomo N en lugarde como Y

2.

‘Esta característicaes, lógicamente,extensivaa todoslos potencialesduros (Allen y
Tildesley,1987, Frenkel, 1988b)
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El cambiodevolumense realizamultiplicandoporun factorexp(cr¿)bien
el volumen,V, a bajasdensidades,o bien uno de los lados de la caja, L~c,>,
elegidoaleatoriamentecon probabilidad1/2, a. altas densidades.¿ es una
variablealeatoriauniformementedistribuidaen el intervalo—1/2< E < 1/2,
y o sedetermina,por las mismasrazonesdadasen el párrafo anterior, de tal
modo quela probabilidadde aceptarun cambiode volumen seadel arden
del 20—25%. Con esteprocedimientono estamoshaciendoun muestreoen
lavariableV, sino en ln V. Larazóndehacerestoes queasí se garantíala
reversibilidadde la cadenade Markov generada(Eppengay Freakél,1984),
ya que el dominio del camiuo aleatorio en In V coincide con el rango de
valoresaceptables(positivos)de V. El movimientoserechazasi tras cambiar
elvolumenhayalgúnsolapamientoentrelaselipses2,y si no lo hayse acepta
conprobabilidad:

r = min[1,exp{(N + l)ln(1 + AV/V) — ¡JPAV}] (6.1)

dondeahoraAV = [exp(a¿)— 1]V.

6.1.2 Parámetro de orden y correlaciones

Como parámetrode orden nemáticode un sistemabidimensionalde N
partículasse toma:

q = ~ KZcos2O:> (6.2)

donde8, es el anguloentrela i-ésimamolécula y el directornemático,n.
Como este vector no se conoce a priori es preferible calcularq a partir
del parámetrode orden tensorial (ver ec. (3.23)) paraun sistemade Y
partículas:

= { (Z[2u
0(i)utdi) — 600]> (6.3)

dondeu0(i) es la coordenadaa del vector (unitario) de orientaciónde la
moléculai. En el limite termodinámico,el mayor autovalorde q coincide
conel parámetrode orden q dadopor (6.2), y sucorrespondienteautovector

2lntuitivamenteuno piensaque cuandoAV > O no es necesariocomprobarel soíapa-
miento de las elipsesporquese ha pasadoa un sistemamás diluido. Esto es de hecho
cierto cuandoestamoscambiandoel volumen, pero no lo es necesariamentecundo va-
riamosindependientementelos ¡años de la caja. Cuandolas elipsesson muy alargadas
(piénseseen el casoextremode afiujas), ciertasconfiguracionesproduciránsolapamientos
trasincrementaruno de los ladosde la caja.
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con el director, u. Sin embargo,cuandoN es finito, aparecencorrecciones
debidasal tamañodel sistema.Paraestimarestascorrecciones(Eppengay
Ftenkel,1984) hay que diagonalizarla matriz iii = ~ u(i>u(i), cuyo
máximoautovalor,p+, estárelacionado con el máximoautovalorde q (que
denotamosq(N)) mediantela ecuaciónq(N) = 2<s+> — 1. La ecuaciónde
autovaloresde m es:

¡A P+CNO (6.4)

con:
CN E ~¡ Z{u~(i9uv(i)2 — Uz(i)t½(i)Ur(i)Uy(j)} = 0 (65)

~ti

Las dos solucionesde (6.4) son p~ = [1 ~ (1 — 4cN)1/2]/2, por lo que:

q(N) = <(1 — 4cM)1/2> (6.6)

No es posiblehacerel promediode estafunción no ]ineal, perosí podemos
expresarCM como CM = <CM> + AN y desarrollar(6.6) en seriede potencias

de AM (teniendoen cuentaque <AM> = 0):

«Y) = (1— 4<cy
1j)’/

2 (í — (1 .-.4<CN>)2 + -) (6.7)

Paracalcular <eN) es necesariosuponerque la correlaciónexistenteentre
las orientacionesde dos elipseses despreciable. Así serási la separacion
entrelas elipseses mayor quela longitud de correlación,lo queen general
ocurre(si Y esgrande)exceptoen la proximidaddel puntocrítico. Por otro
lado, supondremosque el directorapuntaen la direccióndel eje X, con lo
que <u

1(i)
2> (1 + q)/2, <u (i)2> — (1 — q)/2 y <ur(i)u~(i)> = 0, donde

q es el parámetrode orden (6.2) en el límite termodinámico. Con estas
simplificaaones:

<cI%T>=(1—q2) (6.8)

En cuantoa <A.~¿, la forma de estimarloes considerarlas variablesa~

y b
1 s u~(i)u~(i), que verifican <a~bs> = O y que, por lo que he-

mos argumentadoen el párrafoanterior,satisfacenen buenaaproximación
<aÍa3> = <b1bs> ~ O. Supongamosque <(Aa1)

2> — y <(Ab
1)

2> = a2. en-
6’

tonces, las variables a N’ ~ a, y b = ~ b
1 que definenla matriz

m tienenunadistribución gaussianacuandoY es grande,cuyosvaloresme-
dios son <a> = <a~> = (1 + q>/2 y <b) = (b1) = O, y cuyas dispersionesson
<(Aa)

2> = a~/N y <(Ab)2> — a2/N La variablealeatoriaCM no es más que



6.1. Método de cálculo 89

el determinante ¡ml y, por lo tanto, una función polinómica de a y b, luego
su dispersiónpuedecalcularseinmediatamentea partir de la información
anteriory resulta ser:

<A2>—
_ + O(N2) (6.9)

así que (6.7) se escribe:

1 2\í/2 ¡q(N) (2+ —q~ ½—~ 2o2q2N + ... (6.10)Y) k [q2(N 1)+ 1J2 )
La correcciónes, a lo sumo (cuandoq2N 1), del arden de o~, que es
de esperarqueseamucho menor que 1, y serádespreciablepara los casos
límite q2N » 1 y q2N « 1. q(N) viene,pues,determinadopor el primer
factor de (6.10). Lo queinmediatamentededucimosde esaecuaciónes que
q(N) ~ q paraq 1 y «Y) ~ Y”2 paraq —‘ O. Así queinclusoen la fase
isótropa,el parámetrode ordencalculadoen nuestrosistemadetan sólo200
partículastendráun valor claramentedistinto de cero. En la fasenemática
uno esperaencontrarorden de cuasi-largoalcance(ver apéndiceO), asíque

tambiénen estafaseel parámetrode ordenmostraráunafuertedependencia
con el tamañodel sistema(ec. (0.15)). Hay quehacernotar que en una
simulaciónde un sistemafinito la faseisótropaaparentarásernemáticatan
prontocomola longitudde correlaciónde las fluctuacionesnemáticasexceda
el tamañode la cajaperiódica. Por contra,si la longitud de correlaciónes
menorque el tamañode la cajaperiódica,el autovalorq(N) se comportará

—1/2
como Ttd , siendo~d el númerode dominiosnemáticosen la caja (hay que
recordarque en la obtenciónde la dependenciade «Y) hemossupuesto
independenciaestadísticaentrepartículasdiferentes,lo queno es cierto si
pertenecenal mismodominionemático).

Paradeterminarel punto dondela fasenemáticadevieneestablecon
respectoala disociaciónde disclinacioneshay queestudiarlos exponentes
172: del decaimientoalgebraico de las funcionesde correlacióny

2¡(r) (ec.
(0.14)) y compararloscon el valor crítico dadopor (C.19). Una análisis de
ladependenciadel parámetrode ordenen e] tamañodel sistemaes también
útil a la vista de la ec. (C.15). Semejanteestudionos permiteestimarel
punto en el que tienelugar la transiciónI-N. Hay que teneren cuenta,sin
embargo,que la transición I-N en un sistemafinito ocurre aunadensidad
inferioralaqueocurriríaen un sistemainfinito, yaquela constantedeFrank
calculadaen aquéles mayorquela deésteúltimo (Eppengay Frenkel,1984).
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P
0.20
0.25
0.30
0.35
0.40
0.45
0.50
0.55
0.60
0.65
0.70
0.75
0.80
0.85
0.90
1.00
1.10
1.20
1.30
140
1.50
1.60
1.70
1.80

1.90
2.00

p
0.134
0.156
0.175
0.194
0.211
0.228
0.242
0.253
0.268
0.281
0.292
0.302
0.315
0.325
0.335
0.352
0.371
0.386
0.402
0.419
0.429
0.447
0.456
0.469
0.478
0.490

q
0.0713
0.0730
0.0745
0.0758
0.0782
0.0801
0.0809
00832
0.0839
0.0862
0.0874
0.0894
0.0898
0.0923
0.0930
0.101
0.100
0.108
0.102
0.114
0.118
0.120
0.123
0.132
0.133
0.130

P
2.10
2.20
2.50
2.50
3-00
3.00
3.50
3.50
3.50
4.00
4.00
4.50
4.50
5.00
5.00
5.50
5.50
6.00
6.00
6.50
6.50
7.00
7.00
8.00
8.00
9.00

p
0.499
0.511
0.542
0.545
0.582
0.589
0.614
0.623
0.632
0.656
0.658

0.696
0.701

0.715
0.724
0.746
0.748
0.763
0.772
0.781
0.784

0.794
0.780
0.822
0.824

0.841

Tabla6.1: Datosde la ecuaciónde
simulación MC a presión constantede un

‘1
0.152
0.153

0.180
0.133
0.222
0.175
0.121

0.280
0.387
0.436
0.442
0.661
0.638
0.675
0.704

0.794
0.789
0.792
0.785
0.748
0.830
0.752
0.832

0.869
0.853
0.862

P
9.00

10.0
10.0
10.0
11.0
12.0
13.0
13.0
14.0
14.0
15.0
16.0
16.0
18.0
20.0

22.0
24.0
27.0

~27.O

½2.0
t20.0
tI8.0
ti6.0
ti5.0

p
0.846
0.853
0.853
0.860
0.873
0.888
0.899
0.899
0.914
0.918
0.929
0.933
0.939
0.954
0.971
0.980
0.988

0.998
1.03
1.02
0.989
0.972
0.952
0.934
0.926

q
0.853
0.853
0.853
0.847
0855
0.855
0.864
0.881
0.879
0.907
0.909
0.915
0.908
0.929
0.941

0.936
0.926
0.937
0.992
0.983
0.971

0.956
0.935
0.936
0.934

estadoy el parámetrode ordenobtenidospor
sistemade elipses durascon razón de

númerode pasos de cálculoesaspecto,c = 6 y númerode partículasIV = 186. El
2 x í0~ en todoslos casos,y la probabilidadmediade quese acepteun movimento
esdel 20-25%.1’ denotalapresión(en unidadesk~T/c1¡ojj, pía densidad(en uni-
dades(alíai)’) y q el parámetrode ordenbidimensional. La última configuración
de cadasimulaciónse toma como configuracióninicial para obtenerel punto de
présiónligeramentesuperior(o inferiort). La configuracióninicial de los puntosde
densidadesmáximay mínimaes unared triangular perfecta. La pequeñadiferencia
(alrededordel 2-3%)entrelos datoscon dagay sin dagaindicala existenciade una
transiciónde primer orden.
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Figura 6.1: Presiónreducida(1» v~oaP/k»T)en función de la fracciónde em-
paquetamiento(vi E vmoIp) para el sistema de elipses durascon ¿c = 6. Rama
fluida de las simulacionesMC: triángulos;ramasólida: círculos; TFD del capítulo
5: línea discontinua;TFD con B2 corregido(ver sección6.3): líneacontinua. La
figuramuestratambiénlosresultadosde Vieillard-Baron(1972)parala ramafluida
(aspas)y la ramasólida(cruces).La ampliaciónmuestracon más detallela región
alrededorde ¡a transiciónl-N encontradapor Vieillard-Baron.
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Figura 6.2: Parámetrode orden, q <cos2ft), en función de la fracción de em-
paquetamiento,q, parael sistemade elipsescon ic = 6. Los triángulos (círculos)
representanlos resultadosMC de la ramafluida (sólida),mientrasque la línea con-
tinuarepresentalos resultadosde laTFD (capítulo5) conB2 corregido(ver sección
6.3).

6.2 Resultados

Con el fin de facilitar la comparaciónconlos resultadosteóricosdel capítulo
5, las simulacionesse realizanparalos mismosvaloresde la razón de as-
pecto(>c = 2, 4 y 6) quefueron estudiadosallí. En los trescasos,la primera
configuracióninicial se obtienemedianteunadilatación de la configuración
de máximoempaquetamiento.hastaunacierta densidadPo. Partiendode
unaPo pequeñay otra grandese obtienendos ramasde simulaciónque lla-
maremosramafluida y ramasólida. La elección del númerode partículas
(Y = 170, 216 y 186) vieneimpuestapor el requerimientode que la forma
de la cajaseaprácticamentecuadrada.Las siguientessimulacionesde cada
rama parten de la configuraciónfinal de la simulación anterior. Una si-
mulación típica consisteen ío~ ‘pasos’ (intentos de movimiento MC por
partícula)de equilibradoy 2 x ío~ pasosde cálculo. Las unidadesdel pro-
blema se fijan haciendokBT = 1 y alía: = 1. Estaúltinia elecciónde la
escalade longitud se reducea la definición a = 1 en el caso de discos du-

ros (Alder y Wainwright, 1962). En las tablas6.1, 6.3 y 6.4 se muestran
los resultadosde la simulaciónpara los tres casos,y en las figuras 6.1, 6.6

*

..A.
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y 6.9 aparecendibujadaslas ecuacionesde estado (utilizando como varia-
bleslapresiónreducidaF v,,,dP/knTy la fracciónde empaquetamiento
17 v,,,~1p) junto a las curvasteóricasdel capítulo 5. Vamos a hacerun
aLalisis paracadavalor de n por separado.

6.2.1 Elipses con PC = 6

El primercasoqueconsideramoses el modeloestudiadopor Vieillard-Baron
(1972). En la figura 6.1 aparecen tanto sus resultados como los de la presente
simulación. En ellasepuedever cómoambosse ajustanlamismacurvapara
la ecuaciónde estado.En las proximidadesde ‘~ ~ 0.51, dondeVieiflard-
Baronencuentraunatransiciónde primer orden débil, la simulación acusa
fuertesfluctuaciones;también el parámetro de orden (figura6.2) muestraun
comienzode ordenaciónen torno aestadensidad.Sin embargo,el análisis
del decaimientode las correlacionesg2(r) y g4(r), así como el comporta-
miento de q con el tamañodel sistema(figura 6.3 y tabla6.2), prueban,de
acuerdoconlo quehemosdiscutidoen 6.1.2 (que apareceanalizadoen más
detalleen el apéndiceC), que la fasenemáticasehaceestablefrenteal me-
canismode disociaciónde disclinaciones(o de Kosterlitz-Thouless)sólopara
19 ?. 0.59. Esteanálisisde estabilidadya fue hecho por Frenkely Eppenga
(1985) en la vecindadde la transición de Vieillard-Baron (ver la tablaIV
de dicha referencia) y los autoresllegarona la misma conclusiónsobrela
estabilidadde la fasenemática.Aquí ha sido extendidoel análisis a densi-
dadesmás altas con el resultadode queno existefasenemáticaal menos
hasta 17 ~ 0.59. La razón por la queapareceunatransiciónaunadensidad
inferior es, tal como sediscutióal final de 6.1.2,el tamañofinito del sistema.
En el punto dondela fasenemáticase haceestableno se apreciadisconti-
nuidad de las magnitudestermodinámicas(de la presión, por ejemplo) ni
hay evidenciade histéresis;es decir, los resultadosde la ecuaciónde estado
que se obtienenaumentandoy disminuyendola densidadsonlos mismos(la
presenciade histéresisseríaun indicadorde la existenciade estadosmetas-
tables,característicosde las transcionesdeprimer orden). La conclusiónes,
pues,que para PC = 6 la transiciónI-N se producemedianteel mecanismo
de disociaciónde disclinacionesdescritoen el apéndiceC, tal como ocurre
en el sistemade agujasduras(Frenke]y Eppenga,1985), y es,por lo tanto,
una transición continua. A densidadesmás altas (‘i Z 0.76) el sistema
parecemostrarunafasesólida, comose conciuye de la estructurade picos
muy marcadosde la función de correlaciónde par, go(r) (figura 6.4), así
como del aspectode las configuracionesmostradasen la figura 6.5. El va-
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Figura 6.3: Gráficas logarítmicas de y~(r) s <cos2l[6(r) —a(O)]>, con)= ¡(arriba)
y 1 = 2 (abajo),del sistemade elipsesdurascon ¡c = 6, para variosvaloresde la
fracciónde empaquetamiento,q. Estrellasy triángulos negrospertenecena la fase
isótropa;círculosnegros,cuadradosnegrosy triángulosblancospertenecena la fase
flemáticay rombosy cuadradosblancospertenecena la fasesólida.
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0.562 vi = 0.586 q = 0.599
1/1
1/4
1/16
1/64

0.675
0.707
0.773
0.847
0.990

0.714
0.767
0.820
0.867
0.999

0-792
0.814
0.856
0.885
0-993

0.056 0.047 0.028
a1 -0.116 -0.088 -0.092

92

62

1/1
1/4
1/16
1/64

0.461
0.513
0.618
0.778
0.988
0.127

-0.144

0.515
0.598
0.689
0.807
1.000
0.108

-0.103

0.628
0.664
0.741
0.832
0.989
0.069

-0.123

64
a4

1/1
1/4

1/16
1/64

0.221
0.286
0.421
0.677
0.991
0.270

-0.154

0.274
0.378
0.504
0.715
0.999
0.299

-0.102

0.398
0.448
0.568
0.748
0.986
0.154

-0.161

vi2 0.345
-0.309

0.252
-0.240

0.145
-0.250

0.996 0.996 0.989

vii 1.426
-0.928

1.174
-0.583

0.658
-0.844

0.976 0.988 0.990

,rK/8knT 0.868 1.059 1.736

Tabla 6.2: Análisis de la dependenciadel parametrode orden en el tamañodel
sistemapara IV = 186 elipsesdurascon ¿c = 6. q~ E <cos 26> es el momentode
orden i del parámetrode ordennemáticopromediadosobreel sistemacompleto
(1/1) y subsistemasde área 1/4, 1/16 y 1/64del áreatotal de la caja periódica;aí
y b~ sonlos coeficientesdel ajustepor mínimoscuadradoslxi q~ = a~ — ¿q In N, donde
IV es el númeromedio de partículasdel subsistemacorrespondientey q~ el valor del
parámetrode orden del mismo; r1 es el coeficientede regresióndel ajuste; e2¡ y vi21
sonlos coeficientesdel ajustepor mínimoscuadradoslng2¡(r) = e21 — vi2¡ In r para
valoresasintóticosde r, dondegn(r) E <cos21[O(r) — 6(0)]); r~ es el coeficientede
regresiónde esteajuste,y irK/8k»T se obtienede la expresión<6> = ksT/2rK,
donde <6> viene dado por <6> = (b~ + 62/2+ 64/4+ fl2/4 + vi4/16)/5. Las discli-
nacionescomienzana disociarsecuando1< es menor que eí valor crítico dadopor
irK~/8knT = 1 (ver apéndiceC).

95
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1.0

6-

u
0.5

0.0 3.0

Figura 6.4: Funciónde distribuciónradial, 90<?), del sistemade elipsesdurascon
= 6, paravariosvaloresde la fraccióndeempaquetamiento.Estrellasy triángulos

negrospertenecena la faseisótropa;círculosnegrosa la fasenemática,y cuadrados
negros, triángulosblancosy cuadradosblancosa la fasesólida.

br v~ 0.76, que se obtienea partir de la ecuaciónde estado,es tan solo
unaburdaestimaciónde la posibletransiciónF-S; en realidad,es el punto
por debajo del cual el sistemaes un fluido (nemáticoen estecaso)y, por
tanto,unacotainferior del verdadero punto de transición. Los resultados

en estaregión son muy similaresa los de Vieillard-Baron, pudiéndoseatri-
buir las pequñasdiferenciasa la distintacolectividadusadaen la simulación
(Vieillard-Baron simulaa volumen constante).La estimaciónde Vieillard-
Baron parael puntode transiciónF-S (vi 0.789)es ligeramentemayorque
la obtenidaen la presentesimulación, de acuerdocon el carácterde cota
inferior que éstatiene. Hay acuerdoentre ambassimulacionestambién en
el carácterde primer orden de la transición. A estaconclusiónse llegade la
observaciónde histéresisen los datos de la ecuaciónde estado(figura 6.1 y
tabla 6.1): los puntosobtenidosaumentandola presiónen unaconfiguración
fluida y los queresultande expandiruna configuraciónsólidano coinciden,
sino queestándistanciadosunos de otros por unadiferenciade densidades
de 2-3%. No seobservadirectamentela coexistenciaF-S debidoa efectosde

histéresisque son propiosde las simulacionesen sistemasperiódicosfinitos,
y éstaes la razón de queno se puedelocalizarmejor el puntode transición.
Una determinaciónprecisade dichopunto (y delos valoresdelas densidades

1.0 2.0
r
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Figura 6.5: Configuracionesdel sistemade elipsesdurascon ic = 6 paralas tres
fasesobservadas:isótropa (vi = 0.329), nemática(r7 = 0.599) y sólida (q = 0.809)..
Nóteseque la fasesólidamuestrafuertesfluctuacionesanisótropasde granlongitud
de onda.

~=0.329 ~=0.599

~=0.809
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Figura 6.6: Igual que la figura 6.1, para ic = 2.
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Figura 6.7: Igual que la figura 6.2,paran = 2.

en la coexistencia)requeriríael cálculo de laenergíalibre absolutade ambas
fases(Hoovery Ree,1967; Ftenlcel y Mulder, 1985; Mulder, 1986).

Paraconcluir con el análisisde estecasohabría que hacer notar las pe-
culiarespropiedadesde la fasesólida. En la imagende unaconfiguraciónde
dicha fase (figura 6.5) se puede observar la existencia de fuertes ondulaciones
anisótropasde gran longitudde onda. Pareceprobablequela intensidadde
estasoscilacionesaumentecon el tamañodel sistema,por lo que no es en
absolutoobvio que la faseobservadaen la imagensearealmenteun sólido
cristalino estable. De acuerdocon el esquemateórico de la transiciónF-
5 en capásanisótropasmediadapor defectos(Ostlund y Halperin, 1981)
podría ocurrir quea partir de unacierta escalael sistemase comportase
como un esmécticoo incluso (a unaescalaaúnmayor) como un nemático.
Estassimulacionesno permiten comprobarcon detalle las prediccionesde
estateoría, aunquela fenomenologíaobservadapodría sér compatiblecon
unatransiciónF-S del tipo 1 (con mediaciónde unafaseesméctica),según
la notaciónde estosautores.

6.2.2 Elipsescon ¿c = 2

Estees el caso mássimple de todos los que se hansimulado, ya que para
estevalor de PC el sistemano tiene fasenemática.La faseisótropaaparece
directamenteconectadacon la fase sólida a través de una transición de

o
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paralas dosFigura 6.8: Configuracionesdel sistemade elipsesduras con x = 2
únicasfasesobservadas:isótropa(vi = 0.712)y sólida(vi = 0.810).

primer orden situadaen ‘i ~ 0.78 (ver figura 6.6). De nuevo,el carácterde
primer orden de la transición vieneindicadopor la existenciade histéresis

entrelas ramasfluida y sólida de la ecuaciónde estado(figura 6.6 y tabla
6.3). El parámetrode orden (figura 6.7) no muestraevidenciade orden
orientacional,sino quesaltaabruptamentedesdevaloresproximosa O hasta
valorescercanosa 1 en 17 ~ 0.78, así que tampocohay fasecristal plástico
(ver capítulo1; Vieillard-Baron, 1972,encuentraunafaseasípatan = 1.01).
Así pues,sólamentedosfases,la isótropay la sólida,estánpresentesen este
caso, separadas por una transición de primer orden; sin embargo, como en

= 6, la fasesólida exhibe fuertesfluctuacionesde largalongitud de onda
(ver figura 6.8), si bien menospronunciadasquelas de la figura6.5, así que
las conciusionesacercade la fase sólidasonlas mismas.

Estees el casomásinteresantede los tres,ya quemuestraun resultado
totalmente inesperadoy cualitativamente diferente de los otros dos. De
nuevoaparecentres fases: sólida, nemáticae isótropa; pero a diferencia
del casoPC = 6, paraestevalor de la razónde aspectoel sistemasufredos
transitionesde fase de primer orden (ver figuras6.9 y 6.10 y tabla6.4). A
medidaque ascendemospor la ramafluida desdela fase isótropael sistema
experimentaun incrementodel orden orientacionallocal, pero fracasaen
su intento de formar un verdaderonemático(establefrente al mecanismo

.7 12 19=0.810
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Figura 6.9: igual que la figura6.1, para‘c = 4.
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,c=2
E p 4’ 1’ 4’
0.20 0.151 0.0687 12.0 0.899 0.121
0.50 0.288 0.0699 13.0 0.907 0.0939
1.00 0.421 0.0721 15.0 0.930 0.0668
1.50 0.503 0.0726 17.0 0.950 0.124
2.00 0.568 0.0752 19.0 0.960 0.134
2.50 0.610 0.0765 21.0 0.975 0.126
3.00 0.645 0.0741 23.0 0.985 0.159
3.50 0.676 0.0824 26.0 0.998 0.125
4.00 0.713 0.0839 28.0 1.01 0.157
4.50 0.730 0.0804 ~28.0 1.03 0.878
5.00 0.745 0.0766 ½6.01.01 0.757
6.00 0.778 0.0819 ½4.O0.999 0.525
7.00 0.812 0.0743 ½3.00.991 0.305
8.00 0.831 0.0788 ½í.o0.976 0.122
9.00 0.853 0.0884 ú9.0 0.961 0.091

10.0 0.871 0.102 ~j70 0.950 0.074

11.0 0.884 0.0908 ~150 0.935 0.077

Tabla6.3: Igualquelatabla6.1
N = 170.

pararazónde aspecton = 2 y númerodepartículas

de Kosterlitz.Thouless)(ver figura 6.11). Cuandodescéndemosporla rama
sólida cruzamosun intervalode densidadesdondeapareceunafasenemática
estable(ver figura 6.10 y tabla6.5). Duranteestedescensoel sistemaparece
cruzar una transiciónF.S de primer arden, ya que unavez alcanzadoel
punto de presiónreducidaP = 18.8, la fase sólida no puederecuperarse
recomprimiendo.Así pues,por debajode estevalor el sistemadeja de ser
sólido; sin embargo,el parámetrode orden nemáticomuestraun alto grado
de ordenaciónorientaciónal.Un análisisdel decaimientode92<?) y 94(r), y
de la de dependenciadel parámetrode orden en el tamañodel sistema(ver
tabla 6.5), indica queestafasenemáticaes establefrente a la disociación
espontáneade disclinaciones.A densidadesen torno a i~ ~ 0.74 elparámetro
de orden experimentagrandesfluctuaciones,y por debajode estadensidad
decrecerápidamentea valores típicos de la fase isótropa. Aumentandoel
númerodepasosdelasimulación(bastaío~ en algunoscasos)uno encuentra
que todos los puntoscon i~ < 0.74 son inestables(no así los de densidad
superior). La existenciade histéresis,el salto de] parámetrode ardeny la

102



6.3. Comparacióncon la teoría 103

‘(=4
P p q P p P p q

0.20 0.143 0.0636 10.0 0.840 0.229 t240 0.998 0.932
0.50 0.263 0.0678 11.0 0.859 0.335 t220 0.985 0.906
1.00 0.379 0.0735 12.0 0.874 0.324 ~2O.0 0.969 0.867
1.50 0.456 0.0824 13.0 0.887 0.344 ~200 0.968 0.862
2.00 0.522 0.0922 14.0 0.899 0.328 ~2O.O 0.966 0.860
2.50 0.560 0.0995 15.0 0.907 0.323 ~19.0 0.960 0.835
3.00 0.608 0.0896 16.0 0.920 0.268 ~i8.0 0.954 0.806
3.50 0.638 0.103 17.0 0.927 0.321 ½7.O0.946 0.802
4.00 0.665 0.0985 18.0 0.939 0.404 ~160 0.941 0.821
4.50 0.691 0.168 19.0 0.948 0.503 ½6.O0.941 0.821
5.00 0.702 0.211 20.0 0.957 0.528 ~150 0.929 0.823
5.50 0.724 0.149 22.0 0.972 0.483 t150 0.924 0.835
6.00 0.740 0.108 24.0 0.981 0.514 ~14Q 0.909 0.759
6.50 0.766 0.198 26.0 0.992 0.545 t130 0.903 0.748
7.00 0.770 0.183 28.0 1.00 0.588 t120 0.884 0.639
8.00 0.805 0.229 ~28.0 1.03 0.977 ~1¶0 0.865 0.464
9.00 0.820 0.117 ~260 1.02 0.965 tíO.O 0.851 0.470

Tabla6.4: Igualquelatabla6.1, pararazóndeaspecton = 4 y númerodepartículas
N = 216.

estabilidadde la fase nemáticafrente al mecanismode Kosterlitz.Thouless
nos lleva a la conclusiónde que la transiciónVN paran = 4 es de primer
orden.Esteresultadosorprendeya que en todaslas teoríasde la transición
VN en D = 2 se obtiene-unatransición continua(ver capítulo 5). En
consecuencia,unade las prediccionesde estasimulación es la existenciade
un punto tricritico (ver el final de la sección3.2)paraalgún valor de n entre
4 y6.

6.3 Comparación con la teoría

Antesde compararlos resultadosdela TFD desarrolladaen elcapítulo5 con
losde lasimulaciónhayquehacernotarquehayun factordediscrepanciaen
ciertomodo irrelevante,comoes el hechodehaberutilizado parala teoríael
volumenexcluidoque dala ASG (apéndiceB) y paralasimulaciónel criterio
exacto de Vieillard-Baron (sección6.1.1). El segundocoeficientedel vinal
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= 0.761 ‘~ = 0.785
q~ 1/1 0.867 0.588

1/4 0.870 0.715

1/16 0.882 0.812

1/64 0.929 0.913
0.889 0.992
0.016 - 0.104

a1 -0.068 0.053

q2 1/1 0.752 0.346

1/4 0.757 0.516
1/16 0.781 0.669
1/64 0.870 0.845

0.895 0.991
0.034 0.212

a2 -0.126 0.125

q4 1/1 0.566 0.120
1/4 0.575 0.275

1/16 0.619 0.470
1/64 0.774 0.744

0.906 0.990
0.073 0.434

a4 -0.224 0.314

0.087
C2 -0.214

0.954

174 0.388
e4 -0.790

0.930

lrK/8kBT 3.289 0.590

Tabla 6.5: Análisis de la dependenciadel parámetrode orden en el tamañodel
sistemapara IV = 216 elipsesdurascon tc = 4. La nataciónes la mismaque la de
la tabla6.2. El puntode densidadq = 0.761 se obtuvodescendiendopor la rama
sóliday muestraun nemáticoestable. El punto de densidadq = 0.785se obtuvo
ascendiendopor la ramafluida y correspondea un nemáticoinestable(a pesarde
que la densidades superiora la del punto anterior). De hecho,el decaimientode
g~(r) y g4(r) es, paraestevalor, exponencial<comoocurreen la fase isótropa)en
vez de algebraico,por lo que no tienesentidoel ajustea unarecta. La estimación
de <1’) es,en estecasoparticular, <6> = ~ (b~ + +
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Figura 6.10: Igual que la figura 6.2, para¿c= 4.

(e] volumen excluido medio) que producela ASG (tabla B.1) es bastante

aproximadoal exacto (ver figura 6.12), que estádado por la fórmula de
Boublík (1975):

B2(K)/vxnoi = 1 + y[E(1 — ‘(2)12 (6.11)

con E(x) f¿’
12(1 — xsin2t)’/2dt la función elíptica de segundaespecie

(Abramowitzy Stegun,1975); sin embargo,se separabastantedel valor real
aaltasexcentricidades(hastaun 57% en el limite de excentricidadinfinita).
Estainexactitud puedeconducir a discrepanciasadicionalesentreteoríay
simulacióny enmascararen parteel efectode las aproximacionesrelevantes,
quees en lo queestamosinteresados.Podemoscorregir granpartedel daño
reescalandoel volumenexcluidocon el factor:

A B
2(tc

)

2vmoiHo(x) (6.12)

con B2(~) dadapor (6.11) y Ho(x) por (5.4),siendox = (,~
2 — 1)/fr2 + 1).

De estemodo obtenemosunaversión ‘mejorada’ de la teoría descritaen el
capítulo5, en la queel volumenexcluidoparaiv — O y iv .— ~, asícomoel
segundocoeficientedel vinal, son exactos.

A la horade realizarunacomparaciónentreresultadosteóricosy simu-
lacionesMC hemosde distinguir dos aspectosdiferentes: cómo reproduce

o

e

e

o

.‘

oc

•a~t.

1

a A a •~
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Figura 6.11: Configuracionesdel sistemade elipsesdurascon n = 4 paralas fases:
isótropa(~ = Q.440), nemáticainestable(‘j = 0.785), nemáticaestable(v = 0.761)
y sólida (,~ = 0.809). Las dos primerasconfiguracionesse obtuvieronascendiendo
por la ramafluida, mientrasquelas dos últimas seobtuvierondescendiendopor la
ramasólida. Nóteselaexistenciade dominiosnemáticosen el nemáticoinestable.

~=0.440 rj=0.765

~y=0.761 ~=O. 809
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Figura 6.12: Comparaciónentreel segundocoeficientedel vinal exactoy el obtenido
mediantela ASO. Lalíneacontinuarepresenta32/2écvmoI, con B

2 dadopor (6.11),
y lalíneadiscontinuarepresentaHo/tv, con H0 dadopor (5.4); ambascurvasestán
dibujadasfrente a la variable x = (~2 — 1)/fr

2 + 1), siendo it la razón de aspecto
de las elipses. Paralos trescasossimulados,x&c) vale: x(2) = 0.6, x(4) = 0.882 y
x(6) = 0.946.

la teoría los datos MC y cómo reproducela transición l-N. En cuanto a
cómo se comparanlas curvasde la ecuaciónde estadoconlas simulaciones
podemosecharun vistazo a las figuras 6.1, 6.6 y 6.9. En ellas estánrepre-
sentadastanto las curvasobtenidasen el capitulo 5 comolas resultantesde
la modificaciónquehemoshecho. De ellasse desprendeinmediatamenteque
cuantomenor es la excentricidadde las elipses,mejor se ajustanlas curvas
a los resultadosde simulación. Para iv = 2 (figura 6.6) no hay diferencia
entrecorregiry no corregir el E

2, y el acuerdoentrela teoría y los valores
MC se muestraexcelenteincluso adensidadesaltas. Por encimadela tran-
sición F-S la comparaciónpierdesignificado ya queno hemosexcluido la
fase sólidaen la teoría. Paraiv = ~ (figura 6.9) la teoríamodificadaajusta
bastantebien la fase isótopaa bajasdensidadesy la nemáticacompleta,
pero subestimala presión a densidadesmedias; la versión original ajusta
mejor la faseisótropa, pero sobreestimala presiónen la nemática. Final-
mente,para iv = 6 (figura 6.1) se apreciaunadesviaciónconsiderablecon~
respectoa los resultadosMC amedidaque aumentala densidad,si bienla
teoríamodificadaquedamáscercade ellos.
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TFD Mc
‘h—N flI-N A(%)

2 0.74 ZO.78
4 0.49 —.0.74 34 Z~0.79
6 0.38 —0.59 36 ~0.76

Tabla 6.6: Localización de los puntosde la transiciónI-N del sistemade elipses
duras. Columna 1: estimaciónde la densidadde la transición(q72’R) basadaen
la TFD modificada(ver tato); columna2: estimaciónde la densidadde la tran-
alción basadaen la presentesimulaciónMC; columna3: desciaciónrelativa
(A (~!N — ni~)/nfl~) en %, y columna4: estimacióndel punto de transición
F-S (n~S~)obtenidode la presentesimulación. Nótesequeal no habersido calcu-
ladaslas energíaslibres absolutasde las fasesinvolucradas,la localización de las
transicionesde primer ordenno es muy precisa.

Peromientrasque la TFD proporcionaunadescripciónrazonablemente
buena de la ecuaciónae estadode elipses duras, fracasaen la predicción
de la transiciónI-N. En primer lugar, prediceunatransicióncontinuapara
cualquiervalor de iv; no hay ningunaevidenciade punto tricrítico y el único
efecto que produce reescalarel volumen excluido (ec. (6.12)) es un des-
plazamientode la línea de transicionesde fase. Además,los valoresde las
densidadesde la transiciónqueresultande la teoríaestánmuy desviadosde
los queseobtienenpor simulación,como se puedever en las gráficasde los
parámetrosde orden (figuras 6.2, 6.7 y 6.10)y en la tabla6.6.

No sabemoscuál es la razónde estefallo de la teoría. Ciertamente,en
lo queconciernea las transicionescontinuasse puedever en la simulación
cómo las fluctuacionesdel sistemajuegan un papel crucial, mientrasque
comoyase comentóen el capítulo5, la teoríadesarrrolladatienecarácterde
campomedio,en el sentidode que no se tienen en cuentalas fluctuaciones
del parámetrode. orden. Es, pues,razonableque hayadiscrepanciaen la
localizacióndelas transicionescontinuas,aunqueuno esperaríaqueversiones
mejoradasde la teoría, que tenganen cuentala interacción(contenidaen
la densidadefectiva)de unaforma autoconsistente,pudierancorregireste
defecto. Sin embargo,el origen del cambiode orden de la transición l-N
es del todo desconocido,y poresta razónno sabemosquéaproximaciónde
la teoría omite~estehecho. Este problemaaparentaser muchomás grave
que el anterior. En principio, el hechode que el desarrollode Landaupara
un nemáticoen D = 2 dependade q2 (ecs. (3.25) y (5.19)) nos lleva a
pensarque la transiciónque predicecualquierteoría de tipo campomedio

108



6.3. Comparacióncon la teoría íoo

esnecesariamentede segundoarden. Comoya se mencionóal final de 3.2,
hayunavía de escapedentrode la propiateoríade campomedio,ya quela
ec. (3.25)admiteun punto tricríticosiemprequeel coeficientede q4 cambie
de signo. No ocurre estoen la TFD quehemoselaboradaen el capítulo 5.

pero no podemosexcluir la posibilidadde queocurraen futuras versiones
de la teoría.





‘7

Generalización de la teoría del
líquido efectivo

La TFD desarrolladaen los capítulos4 y 5 paradescribirla transiciónVN
de moléculasanisótropasdurasse basaen unaideafundamentalquela hace
diferentede versionesanteriores(Singh y Singh, 1986; Marko, 1988), como
es la introducciónde un liquido efectivo quede algún modo incorporeen
la teoría los efectos de la interacciónmolecularen la fase ordenada(este
métodose aplicó par primeravez en el contextode la transiciónF-S: Baus
y Colot, 1985; Colot y Baus, 1985; Colot ci al., 1986). Sin embargo,la
forma de determinaresteliquido efectivo es insatisfactoriaporquese basa
en argumentosgeométricosad hoc y dependede la densidadlocal de la fase
ordenadasóloa través de su valor medio,ignorandoasí la informacion so-
bre la estructurade estafase. Sin introducir consideracionesextrañasa la
TED se puedebuscarunacondiciónque determinela densidadefectivaim-
poniendoque laenergíalibre por partículadel sistemaiguale la de] líquido
efectivo (Baus, 1989), y llegamosasí a unanuevaformulación de la ALE,
que recibeel nombrede ‘apraimaciónautoconsistentedel liquido efectivo’
(AACLE). Un análisismásdetalladolleva aunareformulaciónmis general
de la AACLE (Lutslcoy Baus,1990ay b) denominada‘aproximacióngene-
ralizadadel liquido efectivo’ (AGLE). Es estaaproximaciónla quevamos
a desarrollaraquí,en unaversión ligeramentemodificada(la original está
escritaparala transiciónF-S) que permita incorporargradosde libertad
internos (orientacionesen nuestrocaso)de las moléculas.
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7.1 Formulación general

Tomemoscomopuntode partidalaecuación(A28)del apéndiceA, quenos
permiteescribirla energíalibre de interacciónpor partículacomo:

/5tint[P] = —~ J dA(1 — A) f dic ¡ dx’C(x,x’; [ApDp(x)p(x’) (7.1)

Hay dos formasde definir un líquido efectivoque, juntas, conducena una
ecuaciónexactapara#mt[p] (Lutskay Baus,1990b); estasdos faunasson:
a travésde unatransformacióntermodinámicay a travésde unatransfor-
maciónestructural.

La transformacióntermodindmicaconsisteen encontrarun liquido cuya
energíalibre de interacciónpor partículaseaigual a la del sistemaconside-
rado;en otraspalabras,si p~ es la densidadde tal liquido:

~ñ.t[p]= ,ñ(~) (7.2)

(el funcional ~int[p] se convierteen la función ti,,t(p) cuandola densidad
local es uniforme). La ecuación(7.2) nosllevainmediatamenteala siguiente
ecuaciónpara~ (queseráun funcionalde p(x)):

~¿p] — * JdxJdx’p(x)p(x’)w(x x’; [p]) (7.3a)

f¿ dA(1 — A)C(x,x’; [Ap])

w(x,x’; ~‘]~ f~ dA(1 — A) f dr fdu fdu’ C(r; u, u’; A~~[p]) (7.3b)

Nóteseque (7.2) conduce,en el casoen que la densidadseauniforme, a la

relación~ = p, y en estecasoparticular (7.3b) implica quela funciónpéso,
w(x,x’; [pD, estánormalizadaala unidad.

La transformaciónestructuralse hacenecesariaporque~ aparecedefi-
nida (ec. (7.3))a travésde la (desconocida)FCD de la faseno uniforme. En
principioparecequelo quehabríaqué haceres inventaruñatransformación
queconvirtieradichaFCDen la de un liquido aunaciertadensidadefectiva,
perotal transformaciónno puedeexistiT debidoaquelas simetríasde la fase
líquidaestánrotasen la faseno uniforme. Sin embargo,en la expresiónde
la energíalibre (ec. (7.1)) la FCD de la faseno uniforme aparecesiempre
bajo el signo de integración,hecho quepodemosutilizar paraimponerla
condición másdébil:

¡ dxJdx’p(x)~(x’)C(x,x’;

— JdxJdx’p(x)~(x’)C(r — (7.4)



7.1. Formulación 9enernl 113

quedefineperfectamenteunanuevadensidadefectiva~, tambiénfuncional
de p(x) y que,al igual queen la transformacióntermodinámica,se reduce
a p en el limite de densidaduniforme.

Como es de esperar,estasdostransformacionesno son independientes;
de hecholas ecs. (L3) y (7Á) conduceninmediatamenteala relación:

= f dx f dx’p(x)p(x’) fJ(í — A) C(r — r’; u, u’; ~e[Ap]) (‘LS)pVfdxf¿(1 — >i)C(r;u,u’;A~~[p])

Hasta aquí todaslas ecuacionesson exactas,pero el problema sigue sin
resolverseporquelas definicionesdep~ ~ involucranla FCD dela faseno
uniforme. La estrategiaa seguires tomar (7.5) comounaecuaciónqué liga
las densidadesefectivase introducirunanuevaecuaciónad hocquepermita
calcularías.Cadaelecciónque hagamosde ella definirá una aproximación;
la mássimple consisteen hacer:

~[p] = ~[p] ~[p] (7.6)

lo que convierte (7.5) en una ecuación de autoconsistenciaque define la
densidadefectiva~. Estaes la AGLE (Lutsko y Baus, 1990b).

Existeotraforma de obtener~, alternativaala resoluciónde la ecuación
integral (LS), y es convertir éstaen un sistemade ecuacionesdiferenciales
cuya solución nos defina la densidadefectiva. Paraello introducimos la
notación:

= —~ [dxl dx’p(x)p(xjC(r — r’;u,u’;k) (7.7a)
pV ji

—p] dA(1 — A) Jdu¡ du’ JdrC(r; u, u>; Ap) (77b)

De (7.5) y (7.6) se puedeobtener(Lutsko y Baus, 1990b):

52 (7.8)
¡Yek(P[ Pl)) = ~(mAk);[p])

Así que si definimos las funcionesde A:

8
y(A) (7.9b)
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(7.8) se convierteen el sistema:

dx _ y—t(x) (7.lOa)
dA A49(x)

2 — ‘P(x; [p]) (7.lOb)
dA

donde las primas denotan las derivadas respecto alas respectivos argumentos
(la ecuación(7.lOa)se obtienede desarrollar (7.9b)). El sistema anterior no
estádefinido paraA 0, pero se puedeextenderpor continuidadtomando
limites en los miembrosdela derechade (7.10)y utilizandoel desarrollodel
viriai p4/(p) = ~ B,~1p”. De estemodo se obtiene:

2B2x’(0) = y’(0) = 9(0; [p]> (7.11)

Finalmente,el sistema(7.10) se completacon la condición inicial x(0) =

y(O) = 0, que se obtienede utilizar ~[0] = O y de imponer jz’(0)I < oc. La
densidadefectiva~[p]se obtienea partir de la solución, 4A), del sistema
(7.10) como~[p]= z(1).

Dentro de la filosofía de la TFD, y de forma paralelaa la ALE, se ha
desarrolladootro métodono perturbativoconocido como‘aproximación de
la densidadsuavizada’(ABS). La aproximación,introducidapor Tarazona
(1984)y posteriormentedesarrolladapor Crtin y Ashcroft (1985), mejora
la ‘aproximación de la. densidad local’ (ADL) mediante la introducción de
una densidadsuavizadaa través de su convolución con unacierta función
peso. En la ADL la energíalibre de interacción(Fi,,1) de un sistemacon
densidadlocal p(x) se obtieneapartir dela. energíalibre de interacciónpor
partículade la fasefluida (#~~~) mediante:

FintIP] = ¡dxP(x)tint(P(x)) (7.12)

Estaaproximaciónsólo vale paraperfilesp(x) muy suaves,ya quedebido
a las singularidadesde la energíalibre de interacción,4~~~~(p(x)) puedeno
estardefinidaen los picos de p(x). La ABS evitaestadificultad calculando
~mnt apartir de la siguienteversiónmodificadade (7.12):

Fin1[p] = ¡dXP(X)#mt(~(X)) (7.13a)

= ¡ dx’p(x’)n4r — r’; u, u’; ~(x)) (L13b)

La función pesose elige detal modo que (7.13) satisfagados requerimientos
en el limite de densidaduniforme:
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(i) quereproduzcala energíalibre del fluido, lo que implica:

¡ dx’w(r’; u,u’;p) = 1 (7.14)

(Ii) quereproduzcala FCD del fluido, es decir:

— ~{bp(x)bp(x’) } p(x>~p — C(r — r’; u, u’; p) (7.15)

Bajo la hipótesisadicionalde que tanto la función pesocomo la FCD del
fluido admiten un desarrollo del vinal, (i) y (u) puedenser satisfechos
truncandolas series a orden cero (Tarazana,1984), uno, dos (Tarazona,
1985),...Esteprocedimientoplanteala cuestiónde si un desarrollotal con-
verge. Por estarazón Curtin y Ashcroft (1985) consideraronla resolución
de la ecuaciónintegral no lineal completa(7.15), queen transformadade
Fourier se convierteen una ecuación diferencial no lineal ordinaria en la
densidad.El método,sin embargo,involucraunagran cantidadde cálculo
numéricodebidoaquedichaecuaciónha de serresueltaparacadavalor del
vector deondas.Dentony Ashcroft (1989) propusieronunaversiónmodifi-
cadadelaABS (ABSM) enlaquelaecuaciónalaquesellegatransformando
Fourier es algebralcay lineal,por lo que puedeser resueltaanalíticamente.
Los resultadosde la ABS y la ADSM sonmuy similarescuandose aplicana
la transición F-S en ED, perola ADSM es ya en su formulaciónunateoría
de liquido efectivo(Baus, 1990)en el sentidode quela densidad‘súavizada’
tienela forma (7.3a)y satisface(7.2) (aunquese determinautilizando (7.15)
enlugarde (73b)). Es en estepuntodondelos métodosdela ABS y laALE
convergen,ya queLutslco y Baus (1990b)handemostradoquela ADSM se
obtienede laAGLE cuandola densidadefectivade estaúltima se desarrolla
en seriede la forma:

p[Ap] = A [f(>~— 1fl~~~k~]J (7.16)

y se truncaen segundoorden’.

‘Cuando se truncaen orden cero, esto es, = Ap(O>[p], uno obtiene la AACLE
(Baus, 1989) siendo~<o)la. correspondientedensidadefectiva.
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7.2 La transición orientacionalen dimensiónD

Utilizandolasnuevasposibilidadesqueofrecela AGLE vamosacontinuación
aestudiarla transiciónI-N paraun fluido de cuerposdurosconvexos(CDC)
anisótroposen dimensión19. Como hicimos en el capítulo 4, escribimosla
energíalibre por partícula,4p], como sumade tres términos(ec. (A.22)):

<¡‘[pl = <kext[p] + 4~id(P]+ ‘ki,it[p] (7.17)

y eliminamosel término de campo externo (4~t[p]) imponiendodirecta-
mentesobrep(x) la simetríade la fasenemática;en otraspalabras,toma-
mosp(x) = ph(u)confduh(u) = 1. En cuantoalos términosideal (t¡d[p])
y de interacción(ti»t[p]), paraaplicarla AGLE es precisoqueesténreferi-
dos al sistemainfinitamentediluido, en lugar de al sistemaisótropo,como
hacíamosen los capítulos4 y 5; así,su forma será:

P4~d(h] = ln(A2Dp) — 1 + Jduh(u)ln h(u) (718)

— —~Jáuj du’h(u)h(u’)

x ¡ ¿>41 — A) JdrC(r; u,u’; [Ah]) (7.19)

dondeya se hautilizado la invarianciatraslacionalde la fasenemática A
es la longitud de ondatérmicageneralizada(ver ec. (A.19)). Paraaplicar
la AGLE echamosmanode la relación(7.4),con la densidadefectivaobte-
nida a travésdel sistema(7.10). Estepasonospermiteobviar el problema
de calcularla FCD de lá fasenemáticay utilizar en su lugar la FCD de
la faseisótropa. Igual queen el capítulo4, la FCD de la faseisótropa la
obtenemosdela deED mediantelaaproximaciónde Pynn(ec. (4.4)) o equi-
valentemente(dado que nos restringimosaestudiarsólo la fase nemática)
mediantela aproximaciónde factorización (ec. (4.5)). En consecuencia,
(7.19) adoptarála siguienteforma:

= {~D2Dnj dA(1 — A)J7 dZZD1CED(z;¶Ah])}

x {J du¡ du’h(u)h(u’)E(u - u’)} (7.20)

donde i~ = VmOIP es la fracción de empaquetamiento,siendoUmol e] volumen
molecular,y:

S(u-u’) dt{a(t; u,
D2~VmoI J
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1 ~
— 2Dv,,~¡ J arvi~ui.r;u,u> — r) (7.21)

es la relacióndel volumen excluidode dos CDC de orientacionesu y u’ al
de dosED de volumenmolecularVmd (a(f-; u, u’) es ladistanciadecontacto
de los dos CDC y 43(x) es la función escalón). En estepunto ya se puede
ver queuna consecuenciadirectadel usode la aproximaciónde Pynn (o de
la de factorización)parala FCD es que la energíalibre (7.20)se factoriza
en unaparteradial y otra angular,dandolugar de estemodo aunateoría
tipo Onsager(1949). De hecho, el resultadooriginal de Onsagerse recu-
pera reemplazando la FCD de ED en (7.20) por su límite de baja densidad

(CED(x;0) = —0(1 — x)). La ecuación (7.20) se puede simplificar aún más
utilizando algunasidentidadesdel fluido de ED D-dimensionales(Baus y
Colot, 1987). Si como en los capítulos4 y 5 denotamospor ZED(’1> el fac-
tor de compresibilidaddelas ED (I3ltD/p) y definimosla función IED(i~) a
travésde la relación:

ZEDO?) = 1— !jdyyIEn(y) (7.22)

entoncesla ecuaciónde estado de la compresibilidad(fiOPED/OP = 1 —

p f dr CED(r/o-; ,j)) conduceal resultado:

IED(fl) — D2DjdZXD1CED(z;??) (7.23)

quesustituidoen (7.20) permiteexcribir #~,,t[h] como:

~1~4h] = {—~j ¿>41— A)IEDe7[Ah])}

>< {J du¡ du’h(u)h(u’)Z(u - u’)} (7.24)

En el espíritudela AGLE, la forma de determinarla densidadefectiva¶h]
es imponerla condición (7.2), que equivale a resolverel sistema(7.10). La
forma de este sistema,reescritoen las variablesz(A) iJ[API] e y(A) =

8(AV4z/v~oO)/8Ay utilizando las identidadesparaED, es la siguiente:

dx z (y—QED(r)

\

dA A k. ZED(x)—1) (7.25a)

dy ‘1i[h]f(ZED(z) — 1 + QED(z)) (7.25b)

40) = y(O) = O <7k25c)
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conla función QED(n) definida como:

QED(n) J dyZED(Y)— 1 (7.26)
1/

y el funcional i14hJ dadopor:
f du ¡ du’h(u)h(u’)S(u- u’) (7.27)

fdufdu’Z(u -u’)

La solución de estesistemaes
2:

¶Ah] = A
174h] (7.28)

Esteresultadoes hastacierto punto extrañoporque, debido a la factori-
zación,la densidadefectivaentrasólo en la parteradial de (7.24),mientras
quesegún(7.27) y (7.28)estádefinidapuramente(y de forma explícita)en
función de las variablesangulares;con ello, la idea de autoconsistenciase
pierdede algúnmodo. Sin embargo,se puedeaprovecharla factorizaciónde
(7.24)paraimponerla condición (7.2) sólamentesobrela parteradial de la
energíalibre de interacción.Cuandose haceestola densidadefectivaviene
dada también por el sistema de ecuaciones (7.25), pero ahora el funcional
i.Ihl estádefinidopor:

tMh] (7.29)

de modo que la solución (7.28) sigue siendo válida, pero esta vez con la
definición (7.29). Así pues, hay dos versiones alternativas de la AGLE en
el problemade la transiciónI-N: la que llamaremos‘completa’ (AGLE-c),
dadapor la siguienteexpresiónparat~nt[h]:

= QED(iflh]){Jdufdu’Z(u.u’)} (7.30a)

~[h] fdu fdu’h(u)h(u’)E(u - u’) (7.30b)
fdufdu’S(u- u’)

y la quellamaremos‘factorizada’ (AGLE.f), cuyaexpresiónpara~ es:

‘3#L [h]=QED(n) {J duJdu’h(u)h(u’)S(u.u’)} (7.31)

La AGLE-c es idénticaa la expresiónobtenidapor lIolyst y Poniewierski
(1989b)siguiendoel formaliÉmodelaABS (verfinal delasección7.1),mien-
trasque la AGLE.f coincide con el funcional obtenidopor Parsons(1979),

2Nótesequecomose verifica rnxh] = Arnh] la AGLE y la AACLE coinciden.
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posteriormenteaplicadoporLeeala transiciónI-N enECD (Lee, 1987)y en
EDR (Lee,1988)en 19 = 3, al quetambiénse reduceel funcionalpropuesto
por Somozay Tarazona(1988; 1989) dentro del marcode la ADS cuando
éstese aplica a la transición I-N. En el marca general de la ALE, estosdos
funcionalessurgen,comoacabamosde ver, de unaforma natural,segúnim-
pongamosuna condición u otra paradeterminarla densidadefectiva. La
ventajade esteenfoquees quelas aproximacionesinvolucradasestánloca-
lizadasen dos puntos: la aproximaciónde factorizaciónparala FCD (ecs.
(4.4) y (4.5)) y la condición de autoconsistenciasobrela energíalibre de
interacción. La primera es la responsablede la factorización final del fun-
cional, mientrasque la segundaes necesariaparaencontrarunaexpresión
explícitadel mismo.La primeraes mejorablebuscandoexpresionesmáspre-
cisas dela FCD; respectoala segunda,no es evidentecómointroducir una
forma sistemáticade mejorarla. Estoúltimo constituyeel principal defecto
de la ALE (compartidotambiénpor la ABS); perono es másqueel precioa
pagarpor disponerde unateoríano perturbativadelas fasesinhomogéneas.
La ventajaes que,cuandose aplican,por ejemplo,a la transiciónF-S (y lo
mismo veremosqueocurre parala transiciónI-N), las teoríasno perturba.
tivas demuestransermáseficacesque los desarrollosperturbativos(Baus,
1990).

Una vez obtenidaslas expresionesparala energíalibre, las de la presión
y potencialquímicose derivande las ecs. (A.31) y (K32) respectivamente,
que escritasparaun sistemade referenciainfinitamentediluido (PR 0)

tienenla forma:

— 1—-’.. ¡dic ¡ dx’p(x)p(x’) 1 dA AC(x,x’; [Ap]) (7.32)

p pV o

— ~EÉi+13~[~] (7.33)
p

Aplicandolas mismasaproximacionesqueparala energíalibre obtendremos
parala presióndosexpresionesdistintas,segúnqueutilicemosla AGLE-c o
la AGLE-f; estasexpresionesson,respectivamente:

— 1+ (Z~(i7[h]) —1) {Jdu Jdu’S(u - u’)} (7.34)

—1+ (ZED(’7) —1) {JduJdu’h(u)h(u’)S(u. u’)} (735)
p

Las correspondientesal potencial químico (p
t y gO se siguen de (7.33)
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utilizandoparalapresióny laenergíalibre las respectivas expresiones apro-
ximadas.

Por último, antesde seguiradelantees interesantemencionarel hechode
queambosfuncionalesdela energíalibre (AGLE-c y AGLE-f) se reducenal
mismo(el correspondientea la teoríade Onsager)cuandose tomael limite
de bajasdensidades(QED(’7) =

7.2.1 Volumen excluido de dos cuerposduros convexos

Al hablarde cuerposduroshayquehacerunadistinciónfundamentalentre
cuerposconvexosy no convexos(Boublík y Nezbeda,1986). Un cuerpo
convexo(Ishiharay Hayashida,1951; Kiha.ra,1953; Mulder, 1986) se puede
definir comounaregión del espacioeuclídeotal quedos puntoscualesquiera
de la mismapuedenunirsepor unarectacompletamentecontenidaen ella.
En sistemasde CDC que se muevenlibremente,la interacciónes debidaal
volumenexcluidode paresde cuerpos,por lo quela TFD desarrolladaen la
secciónprecedentees perfectamenteaplicableaestossistemas.En sistemas
de cuerposdurosno convexospuedendarsesituaciones,aaltas densidades,
en las quedos o máscuerposbloqueenel movimientode otro atrapándolo
en los huecosquedejansusconcavidades.Esteefectoproduceinteracciones
importantesde treso más cuerpos,queno estáncontempladasen la teoría
quehemoselaborado.

Los CDCmás estudiados en la literatura son los EDR, tanto oblatos
comoprolatos,y los ECD, fundamentalmenteprolatos(cilindrosrematados
por semiesferas),aunquetambién oblatos(toros rematadospor discos). El
sistemade EDR es la extensióninmediatadel modelo de ED a moléculas
anisótropas,y. de hechoha sido uno de los primerosmodelosen los que se
ha estudiadola fasenemática;los ECD fueron introducidos paraestudiar
fasesesmécticas,yaquetienenmayorcapacidadde empaquetamientoquelos
EBR. Otrostipos deformasgeométricashansido tambiénconsideradasen la
literatura(Kihara, 1953; Boublik y Nezbeda,1986),peroseles handedicado
pocosy muy específicosestudios(normalmenteala búsquedadealgunafase
concretao paramodelaralgún tipo particularde mélécula),por lo quepara
nuestropropósitogeneral las ignoraremos. También son interesanteslos
casoslímites de moléculasextremadamentealargadas(agujas;ver Frenkel
y Eppenga,1985, y el capítulo 5) o extremadamenteplanas (discos; ver
Eppengay Frenkel,1984; Colot et aL, 1988,y el capitulo4), ya queen estos
límites la fasenemáticano estáperturbadapor la presenciade una fase
sólida (agujasy discoscarecende volumenmolecular).
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El cálculodel volumenexcluidode un sistemade EDIL en dimesnsión19
es un problemasin resolver. Para19 = 2 y 19 = 3 Vieillard-Baron (1972)
obtuvosendoscriteriosparacomprobarel solapamientode dosEDR y, pos-
teriormente,Perramy Wertheim(1985) obtuvieronun criterio alternativo,
válido paracualquierdimensión. Talescriterios se utilizan en las simula-
cionesde estossistemas,pero no proporcionanunaexpresiónanalíticapara
el volumenexcluidode dosEDR. A vecesse utilizan desarrollosde Fourier
(Tjipto-Margo y Evans,1990) o integracionesnuméricasde la ec. (7.21)
(Pereraet a14 1988; Holyst y Poniewierski,1989b)paracalculardicho volu-
menexcluido,pero elmétodomásextendidoes laASG de Berney Pechuka.s
(1972),queaparecedescritaen detalleen el apéndiceB. La granventajade
estaaproximaciónes queproporcionaunaexpresiónanalítica(ec. (fl Al))
para S(u - u’) (ec. (7.21)) válida siempreque 19 > 2. La ASGha sido
empleada exhaustivamente en la literatura (Singh y Singh, 1986; MarIco,
1988; Colot el al., 1988; Lee, 1988)y suprincipal defectoes quesobreestima
el volumen excluido exactode dos EDR (Tjipto-Margo y Evans,1990), de
maneraqueel segundocoeficientedel vinal (ecs. (B.13) y (BIS)) difiere
del valor exacto(como puedeverse,por ejemplo, en la figura 6.12). Una
ligeracorrecciónde la TFD se puedeconseguir(ver sección6.3) reescalando
el volumenexcluido conel factor Bx~o/B~tsG,siemprequeel segundoco-
eficientedel vinal se conozcade forma exacta(lo que ocurre para19 = 3 y
19 = 2; Boublfk, 1974; 1975). En lo que sigue, los cálculosreferidos aEDR
utilizaránla ASG, reescalandosiempreque seaposible.

ParaECD el problemaes muchomássimple(Balberget aL, 1984). Los
parámetrosquedefinenun ECD sonla longituddel cilindro, L, y el diámetro
de las semiesferas(o del cilindro), W. La razónde aspecto(la relaciónde
la longitud total al diámetro)seráentoncesit = 1 + L/W. En 19 = 2 el
volumen (área)excluido estádado por el áreadel objeto generadoen la
figura 7.1 por el deslizamientode un ECD sobreotro quepermanecefijo,
manteniendoconstantela orientaciónrelativa. Tal objeto estáformadopor
cuatrorectángulosde lados L y W, cuatrosectoresde circulo que en total
forman un círculo completo de radio W, y un paralelogramode lado L y

ángulo6, siendo u - u’ = cosO (con u y u’ las orientacionesde los ECD).
Así:

V2EcD (6) = 4LW+ rW2 + L2IsinOL (7.36)

De la figura 7.1 se puedetambién inferir cómo es el volumenexcluido en
D = 3: los rectángulosse reemplazanpor semicilindrosde altura L y radio
W; lossectoresde círculosse convierten en casquetes de esferaconel mismo
radio, W, y el paralelogramoadquiereun espesor2W convirtiéndoseen un
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71—lS

‘15

13

Figura 7.1: Área excluidade dos ECU en 19 = 2 (o circulo-rectángulos)conorien-
taciónrelativaO; o, equivalentemente,proyeccióndel volumenexcluidode dosECU
en D.= 3 con lamismaorientaciónrelativa,6, sobreel planoque contienesusejes
de simetría. La figura estágeneradapor el tentrode masasdel cuerpoB cuando
éste se deslizaalrededordel A manteniendoal menosun punto de contacto.

paralelepípedo, así que:

= 2LirW2 + + 2WL21sin 6¡ (7.37)

El pasode 19 = 2 a 19 = 3 da idea de como generalizar la figura 71 cuando
aumentáD. Procediendode la mismaforma se llega a3:

VD. ECD _(6) — 2LVDíWD1 + + V
02WD

2L215~fl 6¡ (7.38)

3Parececlaroquelos cilindros se transformanen hipercilindrosy lasesferasen hiper-
esferascuandoaumentarnosel númerode dimensionesporencimade 19 = 3; sin embargo,
no es trivial en qué se convierte el partielepipedoCentral. Sabemosque la. proyección
sobre el plano quecontienelos ejesde simetríadebeser la figura 71, de modo quedos
de las carasde la extensióndel paralelepípedoa un espacio19-dimensionalconservarán
estaforma. Los otros 19— 1 paresde carashande estarproducidospor la intersecciónde
cañauno de los hipercilindroscon los hiperpíanosquecontienensusrespectivosejesde
simetría. Si escribimosla ecuaciónde un tal hipercilindro como z! + - - - + r%

1 < w
2,
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donde14, denotael volumende unaesferan-dimensionalde radiounidad,
esdecir,14, = ir”/2¡r(í + n/2). Ahora, si tenemosen cuentaqueel volumen
de un ECD es u

0 = VD(W12)D + LVDí(W12)
0’, el volumen excluido

reducido (7.21)adoptará la forma:

19 (n—1)2
SECD(u- u’) = 1 + 2r [1+ (iv — 1)/Nn+

2] [1 — (u- u¡)91/2 (7.39)

con:

Nótesequelim~.onEAsG( u - u’) oc SECD(u - u’) — 1, de modo queel com-
portamientode un sistemade ECD estácontenidoen el limite de muy alta
excentricidadde un sistemade EDIL, comoveremosen la sección7.2.5.

7.2.2 La fase isótropa

Una delascaracterísticasmásinteresantesdelas ecuacionesdeestado(7.34)
y (7.35) es la libertadque nosda elhechode queambasesténexpresadasen
función de la ecuación de estado de ED, sin hacer usoexÉlícito de la forma
analíticade la FCD. Gracias a ello la teoría conduce a resultados diferentes
segúnla elecciónque hagamosde ZED(n), así que es convenientehacerun
estudiode esta dependencia.Vamos a consideraren primer lugar-la fase
isótropa.

La ecuaciónde estadode la faseisótropase obtiene tomandoh(u) E 1

en las ecs. (7.34)y (7.35). Ambasecuacionesconducenal mismoresultado:

= 1 + 112,(ZED(’7) — 1) (7.41a)
P

¡duS(u.n) (7.41b)

resultadoque,por otra parte,coincide con el queya se obtuvo paraEDIL
en 19 = 3 y 19 = 2 (ecs. (4.16) y (5.9)). La ecuación(7.41) es tambiénuna
consecuenciadirecto de la aproximación de factorizaciónutilizadaparala
FCD (ecs. (4.4) y (4.5)). El factor de compresibilidadde ED, ZED(n), se
puedeobtenerde las distintasaproximacionesdisponiblesen la literatura.

con la restricción4, < L
2/4, y la del correspondientehiperpianocomo z

2 = O, entonces
la intersecciónaparececomo otro (hiper)ciuindro (D — 1)-dimensional (nóteseque esto
equivale a un segmentode longitud L en D = 2 y a un rectángulode ladosL y 2W en
D = 3, comode hechoocurre).
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Como vimos en capítulo 5, para ED 19-dimensionales Baus y Colot (1987)
proponen una versión reescalada del desarrollodel vinal (ecs. (5.7) y (5.8)).
Cuando se compara con resultados de simulación y con otras ecuaciones
de estadoaproximadas,hastaD = 5 (Baus y Colot, 1987), se ve que los
resultados de este método son muy precisos. Luban y Michels (1990) ofrecen
una forma alternativa para ZED(n):

ZED(n) = 1 +
(7A2a)

5(x) = E;x{í+ (~—C(x)~)z} (7.42b)

T(x) = 1 — «x)~’x + («x) — 1)~x2 (7.42c)
3 2

dondeB = BEDP~r1) y q~, = VOPcp, siendopa,, la densidadde la configu-
ración de máximoempaquetamiento.«x) es unafuncióndesconocidacuya
relación con el desarrollodel vinal estádefinida a través de (7.42), y que
Luban y Michels determinanempíricamentemedianteun ajustelineal a los
datosde simulación.

Es interesantecompararlos resultadosde la ec. (7.41) (utilizando las
ecuacionesde estadode ED (5.7) y (7.42)) con otrasecuacionesde estado
aproximadaspropuestasparafluidos de CDC y, por supuesto,con los resul-
tados de simulación, cuandolos haya. Entrelas aproximacionestenemos,
por ejemplo,la de Songy Mason(1990), queconstruyela ecuaciónapartir
del conocimientode los tresprimeroscoeficientesdel vinal, es decir:

ZSM = 1+B§~DcpG(’7) (7.43a)
1 707+ y2’t (7.43b)

=

= D~2D1b§~DCJiD (743c)

= ~D(D —1)-- 2D1 Db?DCRD+ 4DIbBCHD (7.43d)

con B~+i/(D2)~. Otra aproximaciónes la obtenidamediantela la
TPE, en sus dos versiones(Boublfk, 1974; 1975; Rosenfeld,1988), que no
tiene unaexpresióngeneralconla dimensión. Tambiénes interesantecom-
parar los coeficientesdel vinal quepredicenestasteoríascon los exactos,
obtenidosmedianteintegraciónnuméricadelos desarrollosen diagramasde
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19 EDIL ASO

2 í+4~4E(í—#)f 4 E(~2)
rv77

3 3[
~

ln(X + ~/rti) ir >2arccos~i
>vW~T ~/3Yw-~; 1

r arcsmx 1l+v/i~Z?.j
2»’ F (—4,4; I;x’)

Tabla 7.1: Expresionespara el segundocoeficiente del vii-ial de EDIL D-di-
mensionalesy su forma aproximada en la ASO. it es la razón de aspecto,
x = (it2 — 1)/fr2 + 1), A = [(1+ IxI)/(l IxI)1’12 — max(¡’c, 1/¡c), MD estádadopor
laec. (7.40), E(x) — y/2 d~jl — zsin2~ es la funciónelípticade segundaespecie
y E(a,fi;y;z) es la función hipergeométrica(Abramowitzy Stegun,1965). ~
paraD = 2 y D = 3 han sido obtenidosapartir de las fórmulas generalesparael
volumenexcluidode dos CDC (Ishihara,1950; Kihara, 1953; Boublík, 1974; 1975;
Barker y Henderson,1976; Boublík y Nezbeda,1986); B~50 estácalculadoen el
apéndiceB.

19 ECD
2 2+

ir2 + 4ir(n — 1)

1

19 ~D-i

4+

[1+~Í(D

3(tc— 1)2

1)]]1)

Tabla 7.2: Expresionesparael segundocoeficientedel vinal de ECD D-dimensioi
nales. it es la razón de aspecto(it = 1 + L/W, con L la longitud del cilindro yW
el diámetrode las semiesferas),y N» estádadopor la ec. (7.40).

125
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dichos coeficientes4 (Ree y boyer, 1964). De la ec. (7A1) se sigue inme-
diatamente que:

b~DC — (H0 )«fl1)bED (744)

Puestoque
4DC se requierecomodatoen todaslas teorías,sus expresiones

paraEDIL (exactosy en la ASO) y ECD en dimensión19 aparecen,respec-
tivamente,en las tablas7.1 y 7.2. En lo quesigue,la comparaciónse hará
independientementeparaD = 2, 19 = 3 y 19 > 3.

19=2

Paraevaluar (7.41) hemosutilizado tanto Z6 (en la notación(5.7) con los
coeficientesde la tabla5.1) como(7.42). Comoyase discutióen el capitulo
5, la ecuaciónde estado(7.41) no es demasiadosensiblea la eleccionque
uno hagade ZED(n) y, de hecho,se encuentrapoca diferenciaen utilizar
unau otraaproximación(exceptoamuy altas densidades).La ecuaciónde
estadode Songy Masonse calculautilizandolas estimacionesnuméricasde
Tarjus et al. (1991)para y 4DR Por último, la ecuaciónde estado
de la TPE (Boublík, 1975)es:

ZTPE = 1 + (a — 1)~ (7.45)
(1 ~)2

dondea = 4
00/v~,í — 1. La fórmula anteriornos lleva aunaexpresión

muy simpleparalos coeficientesdel vinal reescalados:

1+na
(l+aV’ (746)

Paz-aEDIL en 19 = 2, laecuacióndeestadode Songy Masony el desarro-
llo del vinal hastael términoen B

4, parait = 2, 4 y 6 han sido comparados
por Tarjus ci al. (1991) con los resultadosMC del capítulo 6. En la figura
7.2 se comparanlas ecuacionesde estadoaproximadasmencionadasante-
riormente(incluyendopor completitudla de Songy Mason)con los mismos
resultadosMC, y en la tabla 7.3 se proporcionanalgunosvaloresde los

4E1 método de integración es de tipo MC. Consisteen generar una cadenade vi
moleculascadauna de las cualessolapala anteriory comprobarlos eventualessolapa-
mientosproducidosentremoléculasno contiguas.Si representamoscadamoléculaporun
punto y cadauno de estos solapamientospor unalíneacontinuaque unalas moléculas
que se solapan,estaremosasociandoun diagramaala configuracióngenerada.Si tal dia-
grama apareceen el desarrollode B~DC, la configuracióngeneradacontribuirá, con el
pesoasociadoal diagrama,a la correspondienteintegral.
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Figura 7.2: Presiónreducida,P I3Pvmo¡ de EDIL en D = 2 (elipsesduras)
como función de la fracción de empaquetamiento~ V,,,~O, para sc = 2, 4 y
6 (de izquierda a derecha). Las lineas continuasrepresentanla ec. (7.41) (los
resultadosutilizando (5.7) o (7.42) son indistinguiblesen la escaladel dibujo),
las lineas discontinuasde trazos largos muestranlos resultadosde la TPE (Cc.
(7.45)),lasde trazoscortosmuestranlosresultadosdelaecuacióndeSongy Mason
(ce. (7.43)) con los coeficientesdel vinal numéricosobtenidospor. Tarjus ci ci.
(1991). Por último, los círculos representanlas simulacionesMC del capítulo 6. -

Los valoresde q parasc = 4 y 6 estándesplazadoshacia la derecha0.2 y 0.4
unidadesrespectivamente.Parasc = 2 todaslas líneasse superponen.Parasc 6
hay una transiciónKosterlitz-Thouless(ver capítulo 6) a una fasenemáticaen

= 0.59; además,una transición de primer orden aparente<debida al tamaño
finito del sistema)apareceen ,~ = 0.51, de modo que los resultadospor encimade
estos valoreshan de analizarsecon cuidado.

o
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7. Generalizaciónde la teoría del líquido efectivo

iv n/i-~, ZMC ZLM ZTPE ZSM

0.1308 1.325 1.317 1.317 1.316 1.320
0.2497 1.734 L746 12146 1.743 1.760
0.4352 2.985 2.947 2.946 2.932 3.014

2 0.5588 4-650 4.526 4.526 4.503 4.700
0.6736 7.714 7.383 7.377 7.366 7.810
0.7788 13.344 13.068 13.043 13140 14.148
0.8747 27.723 26.389 26.412 26.899 29.390

01238 1.400 1.388 1.388 1.392 1.404
0.3279 2.641 2.500 2.500 2.546 2.659
0.4520 3.832 3.760 3.760 3.889 4.158

4 0.5521 5-490 5.466 5.465 5.746 6.247
0.6634 8.486 8.897 8.890 9576 10.560
0.7786 15.573 16.763 16130 18.637 20.733
0.8669 27.972 31.984 31.985 36.732 40.934

0.1158 1.524 1.453 1.453 1.460 1.485
0.3341 3102 2.956 2.956 3.067 3334
0.4422 4.314 4.327 4.326 4.595 5.140

6 0.5679 6.097 7.096 7.094 7.793 8.906
0.6682 7.772 1L241 11.232 12156 14.660
0.7785 14.462 20.900 20.858 24.781 28.264
0.8645 27.054 39.318 39.311 48.614 54.506

Tabla 7.3: Resultadospara el factor de compresibilidad,Z(q) = ¡3P/p, de un
sistemade EDR en 19 = 2 (elipsesduras)de razónde aspectosc, comofunción de

conviía fracciónde empaquetamientodel fluido isótropoy qcp la fracciónde
empaquetamientomáximo(ver tabla7.9). 2MC son los resultadosMC del capítulo
6; 4 y ZLM se obtienende (741)con(5.7) y (7.42), respectivamente,comoecuación
de estadode ED; ZTPE son los resultadosde (7.45), y ZSM son los resultadosde
(7.43) con los coeficientesdel vinal de Tarjus et al. (1991). Parasc = 6 se produce
unatransicióndeKosterlitz-Thoulessaunafasenemáticaen ~1/rh,,= 0.65;además,
hayunatransicióndeprimerordenaparenteen q/q

0, = 0.56debidoal tamañofinito
del sistema,así que los resultadospor encimade estosvaloresdebenanalizarsecon
cuidado.
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Figura 7.3: Igual que la figura 7.2 para ECU en 19 = 2 (circulo-rectángulos).No
hay resultados de simulación disponibles paraestesistema,así que sólo aparecen
lasecuacionesde estadoaproximadasquepredicenlas diferentesteorías.

factoresde compresibilidad. Nótesequeel comportamientogeneralde las
diferentesaproximacionesverifica 2LM $ 4 c ZSPT < ZSM (siguiendola
notacióndescritaen el pie de la tabla7.3). Paraexcentricidadespequeñas
todas días proporcionanmuy buenos resultados(la de Songy Mason es
la mejor, ya quereproducede forma exactael tercer y cuartocoeficientes
del vinal), sin embargo,cuandola excentricidadaumentatienden asobre-
estimar el valor de la presión; así pues,son ZLM y Z

6 las que tienen un
rango de validez másamplio. En cualquiercaso, al aumentarla excentrici-
dad se ponede manifiesto que ningunade las aproximacionesproporciona
unabuenadescripcióndel fluido bidimensionalisótropo de EDIL. La razón
de estefallo se haráevidenteun poco mis adelante,cuandoanalicemosel
comportamientode los coeficientesdel vinal.

ParaECU en 19 = 2 no hayresultadosde simulacióndisponiblescon los
quehacercomparaciones.A pesarde ello, enla figura 73 y en la tabla7.4 se
muestranlos resultadosde las diferentesecuacionesde estadoaproximadas

o
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7. Generalizaciónde la teoría del líquido efectivo

sc t~/v~q, Z6 ZLM
2TPE ZSM

0.1 1.2442 12442 L2437 1.2458
0.2 1.5842 1.5842 1.5815 1.5920
0-3 2.0752 2.0752 2.0680 2.0974

2 0.4 2.8184 2.8183 2.8035 2.8707
0.5 ‘[0241 4.0137 3.9890 4.1305
0.6 6.1080 6.1049 6.0765 6.3697
0.7 10.2654 102499 10.2639 10.8999
0.8 20.4206 20.3919 20.6550 22.2291

0.1 1.3175 1.3175 1.3199 L3265
0.2 1.7634 1.7634 1.7755 1.8041
0.3 2.4143 2.4143 2.4505 2.5208

4 0.4 3.4129 3.4129 3.5030 36404
0S 5.0493 5.0486 5.2603 5.4963

0.6 7.9898 7.9849 8.4894 8.8574
0.7 14.0667 14.0421 15.3448 15.8499
08 30.0094 30.0019 33.9242 34.3346

0.1 12921 1.3921 1.3978 1.4124
0.2 1.9442 1.9442 1.9729 2.0340
0.3 2.7529 2.7529 2.8378 2.9791

6 0.4 3.9992 3.9991 4.2076 4.4569
0.5 6.0535 6.0526 6.5324 6.8868

0.6 9.7764 9.7699 10.8838 11.2235
0.7 17.5737 17.5415 20.3369 20.0827
0.8 38.5379 38.5509 46.8397 43.1488

Tabla74: Igual que la tabla73, peroparaECD en D= 2 (circulo-rectángulos).
Las fracciones de empaquetamientomáximo, qq,, aparecen en la tabla 7.9.
sc = 1 + L/W, siendo L la longitud del rectánguloy W su anchuray el diámetro
de los semicírculos.
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Figura 7.4: Coeficientesdel vinal reducidos6 = B~~
1/(B2)» (n = 2, 3 y 4, de

arriba a abajo)en función de la razón de aspecto,sc, paraun sistemade EDIL en
19 = 2 (elipsesduras). Los círculosrepresentanlos resultadosnuméricosde Tarjus
et cl. (1991)junto con los que han sido obtenidosaplicandoel método de Ree y
Hoover (1964); las lineascontinuasson los coeficientesdel vinal predichospor la
ec. (7.44); las discontinuasde trazo largo, los que predicela TPE (ec. (746)), y
las discontinuasde trazo corto son los resultadosde la teoríade Songy Mason(en
la que ¿‘2 y ¿‘a entran comodatos).

paraestesistema. El comportamientoes similar al descritoparaEDIL en
19 = 2, de modo queuno esperael mismo tipo de fallo paraaltasexcentri-
cidades.Estaconjeturaserátambiénconfirmadapor las propiedadesdelos
coeficientesdel vinal, quepasamosaestudiaracontinuacion.

El tercer, cuartoy quinto coeficientesdel viria] de un sistemabidimen-
sional de EDIL, tal y como los predicenla ec. (7.44), la TPE (ec. (7.46))
y la teoría de Songy Mason(en estecasosólo el quinto, porquelos otros
dosson datosde la teoría),aparecendibujadosen la figura 7.4 y listadosen
la tabla7.5, junto conlos valores‘exactos’ obtenidosnuméricamente(parte
extraídosdel artículo de Tarjus et al., 1991,y parteobtenidospor el método
de Ree y 1-boyer, 1964). En dichafigura se puedever que todaslas teorías
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c Num. SMsc. (7.44)

0.75825
0.71454
0.54608
0.48328
0.43234
0.39057
0.30173
017029
0.09063
0.06169
0.03764
o
0.50039
0.44436
0.25954
0.20327
0.16268
0.13277
0.07923
002524
0.00715
0.00331
0.00123
O

0.30407
0.25446
0.1135 9
0.07873
0.05637
0.04156
0.01916
0.00344
0.00052
0.00016
0.00004
o

TPE

0.73458
070501
0.57640
0.52252
0.47645
0.43709
0.34862
0.20590
0.11253
0.07734
0.04755
0

0.47722
0.43546
0.28060
022743
0.18700
0.15594
0.09729
0.03298
000968
000455
0.00 171
o

0i9007
0.25074
0.12568
0.09066
0.06698
0.05063
0.02456
000474

000074
0.00024
0.00005
O

1.5 6.770(6)
2 0750(6)~
4 0676(2)
5 0.651(1)0
6 0631(8)

62 7 0.615(6)
10 0586(2)
20 0.548(6)
40 0530(8)
60 0.525(5)
100 0.520(3)

— 0.5142. -

1.5 0.51(1)
2 0.47(1)0
4 0.32(4)0
5 027(1)
6 0.23(0)~

¿‘3 7 0.19(6)
10 0.13(3)
20 0.04(8)
40 0.00(7)
60 -0.00(7)
100 -0.01(8)
—. -0.03(1)
1.5 0.31(0) 0.31406

2 0.26(5) 0.27388
4 0.10(3) 0.14354
5 0.04(4) 010543
6 0.00(0) 007877

64 7 -0.03(6) 0.05970
10 -0.10(6) 0.02938
20 -0.19(8) 000386
40 -0.24(4) -0.00095
60 -0.26(3) -0.00135
100 -0.27(5) -0.00114
:c -0.28(8) 0

Tabla 7.5: Valoresde los coeficientesdel vinal reducidos6,, B~41/(B2y’ (vi = 2,
3 y 4) paraun sistema de EDIL en 19 = 2 con razón de aspectoit, tal como se
obtienendel cálculonumérico(Num.), de la ec. (744),de laTPE (ec. (7.46)) y de
la teoríade Songy Mason(SM), paralaque ¿‘2 y ¿‘3 son datos.[aVa]oresobtenidos
numéricamentepor Tarjus ci cl. (1991); bresultadoexacto(Tanjus ci aL, 1991).]
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predicen:
hm ¿‘¶DC =O, n>2 (7A7)

n—.oo

La razón de esto es que B~DC crecelinealmentecon sc cuando iv —. ~.

Onsager(1949)demostróqueel resultado(7.47)es estrictamenteciertopara
19 = 3 (y de hecho se puede probar que también para 19 = 3), sin embargo
no se verifica en 19 = 2 (Frenkel y Eppenga, 1985; Tarjus a al., 1991),como
muestrala figura 74. El resultado(7.47) pone de manifiesto un defecto

fundamentalde la TFD tal como estáformulada para19 = 2, sugiriendo
que la simple factorización,consecuenciade la aproximaciónutilizadapara
la FCD y responsablede (7.47), no es válidaen estadimensión.

19=3

La ecuaciónde estadode la faseisótropapara19 = 3 se obtiene también a
travésde(7.41),usandocualquieradelas dos versionesdel factordecompre-
sibilidad de ED que hemosintroducido(ecs. (5.7) y (7.42)). Sin embargo,
en estacasotenemosunagran variedadde posibilidadesa elegir. Si nos
restringimosa N = 4 en (5.?)y escribimos:

— 1 +fl+r12 —a~73—b19~ (7.48)ED~fl) —

eligiendoadecuadamentelos parámetrosay b tendremosla ecuaciónde es-
tadoPY-c (a = 0, b = 0), que es idéntica a la que se obtienea travésde la
TPE (Hanseny McDonald, 1986); la PY-v (a = 3,6 = 0); la CS (a = 1,
b = 0), o la Z

4 (a = 06352, b = 0.8697) de Baus y Colot (1987). En la
figura 7.Say la tabla 7.6 se comparantodasestasposibilidadescon los re-
sultadosMC (Frenkely Mulder, 1985; Mulder, 1986) parasistemade EDIL
con ic = 1.25, 2, 2.75 y 3. Se puedever en ellas que Zcs, Z4 y ZLM (con la
notacióndescritaen el pie de la tabla t6) danaproximadamenteel mismo
resultado, que,por otra parte, es más precisoque el queproporcionanlas

restantesaproximaciones.Como ZPYc > ZCS por construcción(Hanseny
McDonald, 1986), ZPYc da mejoresresultadosa altas densidadesparalos
casosdemayorexcentricidad(it = 2.75 y 3). Por otrolado,al igual queocu-
rr-een el sistemade ED, Zpy~ es siempredemasiadopequeño,por lo quesus
resultadossonpeores.En la figura 7.6ay la tabla7.7 se ha hechoel mismo
tipo de comparaciónparaECD (sc = 2 y 4), en estecasocon resultadosde
simulación obtenidospor DinámicaMolecular (DM) (Veermany Frenkel,
1990; Veerman, 1991). Hay tambiénresultadosde simulación disponibles
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it Zfl~ Z~fl9y ZTPE ZTCE ZSM‘1/qe,

0.2793
0.4943
0.5516

125 0.6039
06364
0.6696
0.7128
0.7488

0.2666
04745
0.5926

2 0.6703
0.6972
0.7467
0.7778
0.8047

0.2560
0.4618
05565

2.75 0.6230
06930
0.7212
0.7496
0.7778

02546
04441
0.5494

3 0.6124
06520
0.6930
0.7071
0.7354

2MC

0.524
2.094
3.142
4.189
5.236
6.283
8.378

10.472

0.524
2.094
4.189
7.330
8.901

12566
15.078
18.792

0.524
2.094
4189
6.283
9.822

12.043
14.890
18.705

0.524
2.094
4.189
6.283
7.854

10.061
11.184
13.626

0522
2.178
3.143
4.411
5.463
6.823
9.168

11.824

0.509
2.107
4-535
7.617
9.157

12.974
16.273
19.901

0.511
2039
4054
8.295

10.133
12.352
15.119
18.598

0.520
2.011
4.031
6117
7.986

10.582
11680
14270

0.511
1.964
2.735
3.692
4-449
5,389
6.928
8.574

0.499
1.917
3.822
5-999
7.020
9.414

11.360
13.401

0.502
1.872
3-499
5.163
7.786
9.209

10911
12.957

0.511
1853
3-494
5.058
6.380
8.125
8.836

10.463

ZLM

0.619
2.113
3.016
4180
5.134
6.352
8.424

10.744

0.506
2.050
4.308
7085
8.449

11790
14.647
17.772

0.509
1.990
3.880
6.929
9-357

11.308
13.720
16.731

0.518
1.965
3.864
5.776
7.461
9.769

10.737
13.004

0.623
2.193
3.168
4.451
5.516
6.894
9.271

1 1.986

0.522
2.243
4-939
8.419

10.172
14.544
18.345
22.542

0.540
2319
4804
7.654

12650
15.579
19.266
23.936

0.555
2.336
4.914
7.670

10.189
13.741
16.257
18.862

0.623
2.187
3.158
4.435
5-495
6.865
9.229

11.908

0.516
2.175
4.734
8.008
9650

13.733
17270
21.168

0.524
2.157
4.365
6.854

11.158
13.660
16792
20.742

0536
2.141
4-379
6.723
8.840

11.799
13 .055
16.027

0.515
2.123
4.512
7-473
8.931

12.501
15.645
18.857

0.535
2.060
4.031
5.973
7.653
9.911

10.844
13.001

2cs

0518
2.107
3.007
4.171
5.125
6.345
8.421

10.741

0.506
2.043
4.297
7.078
8.446

11787
14.636
17.734

0.508
1983
3.869
5.918
9.351

11.304
13.716
16.718

0.517
1958
3.852
5.764
7.451
9.763

10732
13001

24

0.519
2.107
3.003
4.155
5.094
6.290
8.311

10554
0.506
2.045
4.283
7.015
8.348

11.584
14.318
17.273

0.508
1.985
3.862
5887
9.247

11144
13.473
16.353

0.518
1961
3847
6.738
7-395
9.654

10.596
12.794

Tabla 7.6: Resultadosparael factor de compresibilidad,Z(~) = fiP/p, de un sis-
tema de EDR de razón de aspectosc en D = 3, como función de ‘1/7)q,, con ‘1 la
fracción de empaquetamientodel fluido isótropo y qq, la fracción de empaqueta-
miento máximo (ver tabla 7.9). 2MC son los resultados MC (Frenkel y Muldex-,
1985); Za, ZPYc, Zpy.~, 24 y 2LM se obtienen de (7.41) con las ecuacionesde
estadode ED de CS, PY-c, PY-v y 24 (ec. (7.48)) y (7.42), respectivamente;Zn’E
son los resultadosde laTPE, dadospor la ec. <7.49); 2TCE son los resultadosde
la TCE, dadospor la ec. (7.50); y Z5M son los resultadosde la teoría de Songy
Mason(ec. (7.43)) con los coeficientesdel vinal de Rigby (1989), queaparecenen
la tabla7$.
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Figura7.5: Presiónreducida,P 13Pvm0¡ de EDR en D = 3 comofunción de la
fracción de empaquetamientoi~ V,noIP, para sc = 1.25, 2, 215 y 3 <de izquierda
a derecha),segúnse obtiene: (a) de la ec. (7.41), utilizando las ecuacionesde
estadode ED de CS (líneascontinuas; estos resultadosson indistinguibles,en la
escaladel dibujo, de los calculadosusandola ecuaciónde Lubany Michels (7.42)),
de PY-c (lineasdiscontinuasde trazoslargos), 24 (líneasdiscontinuasde trazos
medios)y de PY-v <lineasdiscontinuasde trazoscortos),y <b) de la ec. (7.41) con’
la ecuacióndeestadode ED de CS (líneascontinuas)y de PY-c (líneasdiscontinuas
de trazoslargos);de la TPE, dadapor la ec. (7.49) (líneasdiscontinuasde trazos
medios); de la TCE, dadapor la ec. (7.50) (líneasdiscontinuasde trazoscortos),
y de la ecuaciónde estadode Song y Mason (ec. (7.43)) (puntos;sólo parasc = 2
y 3). Los círculosrepresentanlas simulacionesMC (Frenkely Mulder, 1985). Las
curvasparasc = 2, 2.76 y 3 estándesplazadasa la derecha0.2, 0.4 y 0.6 unidades
respectivamente.
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parasc = 6 (flenIcel, 1988a),peromuestranunatransición de segundoor-
den (o quizáde primer orden débil) a densidadesrelativamentebajas,con
lo queno haymis quecinco vajoresde la ecuaciónde estadoisótropa(ver
tabla 7.7). SobreZcs, Z4 y ZLM se puedenextraeraquí conclusionessi-
milaresa las del análisisparaEDR, exceptopor el hecho de que, en este
caso,al aumentarla excentricidadlos resultadosde simulaciónquedanpor
debajode los teóricosaaltasdensidades,lo quehacequeZPYc seapeoren
estecaso. Zpy~ es de nuevola peor de todas. Hay algomás adestacarde
los resultados para ECU, y es que para sc = 4 los resultados teóricos y las
simulacionesse cruzana una cierta densidad, de manera que la pendiente
de las curvas teóricasdifiere apreciablementede la de la simulación.

En la figura t5b (t6b) y en la tabla 7.6 (7.7) se comparanlos resultados
paraEDR (ECU) de (7.41),obtenidosmediantelas ecuacionesde estadode
ED de CS y PY-c (o equivalentementeTPE),con otrasecuacionesdeestado

paraCDC disponiblesen la literatura,asaber,la mencionadaecuaciónde
Songy Mason (ec. (7.43)) (parala que se utilizan los vajoresde B3 y E4
que da ILigby (1989) para EDIL, y los que dan Boublílc y Nezbeda(1986)
paraECU, queaparecenen las tablas7.8 y 7.9 respectivamente),la IPE de
Boublík (1974)y la ‘teoríadel campoescalado’(TCE) de ILosenfeid (1988).
Estasdosúltimas tienenlas siguientesexpresiones:

pTPE 1+ (302 — 2)~+ (302(02 —1) + 1)29 (7.49)

4— —

p
pTCE 1 + (3o2—

2)n+ (1 — 3~2 + 03)29 (7.50)

=p

donde~2 (B
2/vo — 1)/a y a~ E S~/12rvg,siendo

5o la superficie del

CDC. ParaEDIL 03 toma el valor:
1’ it2 í V

J ~¡1+ arccos—¡ ,si>c>1

03= 3 1.1+ ln (1 ~-VfW~)]3 . (7.51)

r 2~/FW~ v§—3 ,sHC<1

y para ECU:
12sc3

=
(3#c — 1)2 (7.52)

Cuandoparaun valor de iv dadose conocenE
3 y E4, la ecuaciónde estado

de Songy Mason (7.43) proporcionalos mejoresresultadosde entretodas
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Figura 7.6: Igual que la figura 7.6, peroparaECD en D = 3. Los círculos repre-
sentanlas simulacionespor DM (Veermany Fxenkel, 1990). La curva parasc = 4
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Figura 7.7: Coeficientesdel vinal reducidos6,, E ~,,+1/(~2r<u = 2, 3 y 4, de
arriba a abajo)en función de la razónde aspecto,sc, para un sistemade EDR en
D = 3. Los círculos y cuadradosrepresentanlos resultadosnuméricos(Rigby, 1989;
Frenkel, 1988c); las líneascontinuasson los coeficientesdel vinal predichospor la
ec. (7.44); las discontinuasde trazo largo, los que predice la TPE (ec. (7.53)); las
discontinuasde trazomedio los quepredice la TCE <ec. (7.54)),y las discontinuas
de trazo corto sonlos resultadosde la teoría’de Songy Mason (en Ja que ¿‘2 y b~
entrancomo datos). (a) Gráficalogarítmica’de ¿‘2; paragrandessc las pendientes
de las líneascontinuay discontinuade trazo medio valen 1, mientrasque la de la
discontinuade trazocorto vale0.9. (b) Gráficade ¿~y¿4. Los resultadosnuméricos
estánunidospor una líneadiscontinuade trazos muy cortosparaguiar el ojo.
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it fl/’1cp ZMD Zcs ZPYc Zpyy Z.< ZLM ZSPT 25F? ZSM

0.20 0.375 0.358 0270 0.365 0.368 0.368 0.377 0.374 0.374
0.32 1.009 0.982 0.997 0.953 0.984 0.985 1.044 1.021 1.013
0.42 2.090 2.034 2.096 1.909 2.036 2.041 2.246 2.172 2.125

2 0.52 4.289 4.129 4.350 3.688 4.117 4.140 4.774 4.561 4.361
0.60 7.54 7.354. 7.924 6.216 7.286 7.361 8.861 8.385 7.825
0.64 10.15 9.899 10804 8.090 9.762 9.903 12194 11484 10.565
0.66 11.88 11.535 12.677 9.251 11.344 11.538 14.373 13.505 12.328
0.70 16.33 15.784 17.603 12.145 15.420 15.801 20.136 18.832 16.909

0.20 0.518 0.492 0.495 0.487 0.493 0.493 0.547 0.614 0.616
0.36 2.117 1.970 2.019 1.874 1.973 1.977 2.544 2.203 2.083
0.46 4.438 4.255 4.448 3.867 4.250 4.268 6.077 5.009 4.350

4 0.52 6.81 6.719 7.134 5.887 6.688 6.733 10.212 8182 6606
0.553 845 8655 9.280 7.406 8.591 8.667 13616 10.746 8.268
0.58 9.94 10.688 11.558 8.948 10.579 10.697 17.298 13.489 9.925
0.62 13.14 14.683 16.096 11.856 14.458 14.687 24.786 18.997 12.966
0.64 15.73 17.273 19.075 13.670 16.956 17.279 29.783 22.634 14.809

0.20 0.649 0.606 0.609 0.598 0.606 0.607 0.737 0.645 0.6S5
0.30 1.678 1.557 1.583 1.505 1.560 1.562 2.185 1.746 1.561

6 0.35 2.530 2.372 2.430 2.255 2.375 2.379 3575 2.737 2253
0.40 3.626 3.553 3.674 3.310 3.556 3.565 5.750 4.225 3.104
0.45 4.886 5.271 5.512 4.791 5.266 5.288 9.154 6.468 4.073

Tabla 7.7: Igual que la tabla 7.6, peroparaECD en D
empaquetamientomáximo, 7cp¡ aparecenen la tabla7;9.
la longitud del cilindro y W su diámetroy el de las semiesferas.

— 3. Las fraccionesdc
sc = 1 + L/W, siendoL

las ecuacionesde estadoaproximadas.ParaEDR (verfigura 75 y tabla7.6)
Zcs y ZLM estánmuy próximas a ella, mientrasquepara ECD, la de Song
y Masanes la única capazde reproducirbien la pendientede los datosde
simulación. Sin embargo,estaecuacióntienela desventajade que necesita
los valoresdel tercer y cuarto coeficientesdel vinal como datos,mientras
quelas demásdanunaexpresiónexplícitaparatodovalor de t~. La TPE y

la TCE siempresobreestimanla presión (la primera másque la segunda),
tanto más cuantomayor es sc (ver figura 7.6b). En favor de la TCE hay
que decir que proporcionauna ecuaciónde estadoque, al igual que la de

Songy Mason,diferenciaentreEDIL prolatosy oblatoscon la misma iv, tal’

y como ocurre en las simulaciones(Frenkel y Mulder, 1985). Estehechoes
consecuenciade la’ asimetríade o~ (ver ec. (7.51)). El resto de las teorías

139
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tienensimetríaexactaoblato-prolato,mientrasqueen las simulacionesésta
es sólo‘aproximada.

Los coeficientesdel vinal reescaladosque se obtienende (744), hasta
se pueden contrastarcon los que resultan de las demásteorías. Las

expíesionesdela TPEy la TCE parab5 son,respectivamente:

1 + 3a2n+ ¶a~n(n— 1) ()
(1 + 3a2)”

TOE _ 1+ 3o2n + ~aan(n — 1) (7.54)
(1 + 3a2»

válidas paratodo it > 1. Mientras que (7.44) y (7.54) satisfacen(7A7),

de (t53) se puedeprobar que bJPE —. 1/3 cuando it —* ~, lo queestáen
claracontradicciónconel resultadode Onsager(apesarde quelos restantes
coeficientessecomportancorrectamente).Una comparaciónnuméricadelos
b,, óbteñidossegúnlas diferentesteoríasapareceen la tabla78 y la figura
7.7 paráEDIL, y en la tabla 79 paraECU. Se puedever en ellas que los
mejoresresultadospara¿‘2 sonlos de la TCE, ya que son bastanteprecisos
a bajaexcentricidad(tanto paraEDIL oblatosy prolatoscomoparaECD),
reproduceelcomportamientoasintóticocuandosc —* ~ (aunqueun orden de
magnitudpar debajodel valor exacto,comose ve en la figura 7.7a)y rompe
la simetríaoblato—prolatoparaEDIL. Los valoresdela TPEsonmuybuenos
para EDIL oblatosno muy excéntricosy tienenel mismogrado de precisión

que los de la TCE paraEDIL prolatosy ECD, hastaelongacionesno muy
grandes. Sin embargo,tienen simetríaoblato-prolatocuandose aplicana
EDIL y muestranun comportamientoasintóticoerróneo. Por último, los
resultadosde la ec. (7.44) estánligeramentepor debajode los de la TCE
paraEDIL prolatosy ECU (delo queademássesiguequeel comportamiento

asintóticoes correcto),peropredicensimetríaoblato-prolatoparaEDIL. Sin
embargo,¿‘3 y ¿‘4 están,en general,mejor reproducidospor la ec. (T44) que
por las demásteorías,aunquelos resultadosde la TCE y la predicción de

Songy Ma~on (ec. (7.43)) para¿‘4 compiten con ella. No obstante,todas las
comparacionesdejan de tenersentidopara excentricidadesfuera del rango

1/6 £ it .~, 6, yaqueentonceselcomportamientode¿‘ay ¿‘4 sehace‘exótico’
(¿‘a es’negativopor encimade iv 8 y ¿‘4 por debajode sc -~ 1/6, y, al menos
paraEDIL, esteúltimo muestraunaanchajoroba alrededorde it -‘- 50). Es

destacable’queel ¿‘4 de Song y Mason se vuelve negativoen sc ‘~ 6 (para
EDIL Ñ ECU) mientrasque permanecesiemprepositivo para EDIL oblatos,
exactamenteal revésde como ocurre con el ¿‘4 exacto.
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sc Num. ec. (7.44) SM

2 0586
(0.595)

3 0.532
(0.562)

4 0.484
¿‘2 (0.540)

5 0443
6 (0.523)

0.409
(0.511)

8 0.355
(0.496)

2 0.235
(0.242)

3 0.167
(0.193)

4 0.113
(0.159)

5 0.073
(0.134)

6 0.043
(0.116)

8 0.004
(0.092)

2 0.076
(0.078)

3 0.041
(0042)

4 0.020
(0.020)

5 0.013
(0.004)

6 0.011
(-0.007)

8 0.014
(-0.023)

TPE

0551 0.595

TCE

0.574
(0.584)

0.458 0.555 0.500
(0.533)

0.386 0.523 0.434
(0.493)

0.331 0.498 0.381
(0.462)

0.289 0.479 0.339
(0.438)

0.229 0.450 0.275
(0.404)

0.223 0.258 0.244
(0.251)

0.154 0.211 . 0i80
(0.198)

0.109 0.175 0.133
(0.160)

0.080 0.148 0.101
(0.133)

0.061 0.127 0.079
(0.113)

0.039 0.099 0.051
(0.087)

0.075 0.095 0.089
(0.091)

0.040 0.066 0.055
(0062)

0.026 0.047 0.034
(0.043)

0.016 0.035 0.022
(0.031)

0.011 0.027 0.015
(0.023)

0.005 0.017 0.008
(0.014)

Tabla7.8: Valores de los coeficientesdel vinal reducidos5,, ~Bn+1/(B2Y (n=
2,

3 y 4) para un sistemade EDR en 19 = 3 con razón de aspectosc, tal como se
obtienendel cálculo numérico(Rigby, 1989) (Num.), de la ec. (7.44), de la TPE
(ec. (753)), de la TCE (ec. (754)), y de la teoríade Songy Mason (SM), parala
que ¿‘2 y ¿‘a son datos. Entreparéntesisaparecenlos valoresde los coeficientesde
EDR con razón de aspecto1/it, en los casosen que la simetríaoblato-prolatoestá

0.081
(0.084)
0.044

(0.056)
0.021

(0.039)
0008

(0.028)
0.000

(0.021)
-0.007
(0.014)

rota.
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¡c Num. eq. (7.44) TPE TCE SM

2.2
1.4
1.6
1.8

2
62 2.5

3
4
5
6

11

0.624
0.618
0.809
0.602
0.583
0.563
0536
0.490
0.452
0.419

1.2 0.284
1.4 0.269
1.6 0.261
1.8 0.246

2 0.231
5, 2.5 0.204

3 0.168
4 0.119
5 0.081
6 0.053

11 -0.016

1.2
1.4
1.6
1.8
2

54 2.5
3
4
5
6
11

0.071

0.040
0.023
0.013
0.013

Tabla79: Igual que la tabla7.8 peroparaECD de
Los resultadosnuméricosestántomadosde Boubh’k

razón de aspectosc en D = 3.
y Nezbeda(1986).

0.622

0.611
0.598
0.584
0.569
0.532
0.498
0.438
0.390
0.350

0.231

0.292
0.281
0.268
0.254
0.240
0.207
0.178
0135
0.105
0.084
0.035

0615
0.602
0554
0.584
0.543
0.496
0455
0.387
0.337
0.297
0.187

0.280
0.267
0.250
0.233
0.217
0.181
0.152
0.110
0.083
0.065
0.026

0.107
0.099
0.090
0.081
0.072
0055
0.042
0.026
0.017
0.012
0.003

0.622
0.616
0.608
0.600
0.592
0.572
0.554
0.524
0.501
0.482
0.429

0.293
0.285
0.275

• 0.265
0.254
0.230

0.209
0.175
0.150
0.131
0.080

0.118
0.113
0.106
0.099

• 0.092
0077
0.065
0.047
0.036
0028
0.011

0.118
0.111
0.103
0.094
0.086
0.068
0.054
0035
0.024
0.017
0.005

0.111
0.101
0.096
0.086
0078
0.063
0.044
0.024
0.011
0.003
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19 ,fIE

02

,~HSC

<=2 ¡<=4 ¡<=6

2 ir/2x/~ 0.9069 - 4/ir 2/x/~ 0.9568 0.9791 0.9863

3 ir/3x/2 0.7405 3/2 \/~7~ 0.8321 0.8713 0.8835

4 ir2/16 0.6169 16/3; 12 0.6893 0.7169 0.7252

5 ,r~/15x/~ 0.4653 15/8 12 05541 0.5879 0.5981

6 ,r3/96 0.3230 32/5; 12 0.4063 0.4381 0.4476

7 ié/10512 0.2088 35/16 .,/2 0.2757 0.3012 0.3088

8 ;~/768 0.1268 256/35; vI2 0.1749 0.1932 0.1987

9 ir~/945x/5 0.0729 315/128 «2 0.1045 01165 0.1202

Tabla 7.10: Fraccionesde empaquetamientomáximo, tIq’¡ paraEDR y ECD en
dimensión19. La expresiónanalíticaparaEDR se daexplícitamente,mientraspara
ECD sólosedanloscoeficientesal y o~ quedefinensufracción deempaquetamiento
máximo como

11ECD/,1EDR.. [1 + a1(n — 1)]/[1 + a2(’c — 1)].

19>3

La únicaecuaciónde estadoconocidapara 19 > 3 es (7.41), ya que no se
ha extendidola TPE a dimensionessuperioresa 3 y sólo existen valores
numéricosparalos coeficientesdel vinal en 19 = 2 y 3 (lo queexcluye la
ecuaciónde Songy Mason(7.43)). Puestoquehayresultadosde simulación
parala ecuaciónde estadode ED para19 =5, la aproximación de Lubany

Michels (ec. (7.42)) puedeutilizarsebastaesadimensión;por su parte,la
aproximaciónde Baus y Colot (ec. (5.7)) es la única que proporcionauna
expresiónpara 19 arbitrario, permitiéndonosasí disponer de una ecuación
de estadopara CDC en cualquier dimensión (algo muy útil a la hora de
estudiarlimites y comportamientosasintóticos). En 19 = 4 y 5, Z3 es
lo suficientementeprecisa (Baus y Colot, 1987) corno para ser utilizada

5,

mientras que para 19 > 5 la densidadde máximo empaquetamientoes ya

lo bastante pequeña(ver tabla 7.10) cómo para poder utilizar Z
2. Esta

es siemprecalculable puesto que existe una expresión analítica para ¿‘2 en

Esto es posible graciasa las estimacionesnuméricasquese tienen parab, (Luban y
Michels 1990): ba(D = 4) = 0.151846054(20)y b3(D = 5) = 0.075972512(4).
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Figura 7.8: Factoresde compresibilidad,Z(q), como función de la fracción de
empaquetamiento‘1~ ~ relativaa la de máximo empaquetamiento,1)q’, para
la fase isótropa,en dimensiónD (con D variandode 4 a 9, de abajo a arriba), de
EDR con (a) sc = 2(b) sc = 4 y (c) it = 6, y ECD con (d) it = 2, (e) sc = 4 y (f)
sc = 6, segúnseobtienede la ec. (7.41), utilizando las ecuacionesde estadode El)
de Baus y Colot (ec. (5.7)) (líneas continuas)y de Luban y Michels (Cc. (742))
(líneasdiscontinuas),estaúltima sólo paraD = 4 y 5.
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cualquier dimensión,quese obtienemediantela recurrencia(Bausy Colot,
1987):

3ÚD—1)/2r(U

)

b2(19) = ¿‘2(19 —2) — 2D45r(fl~i) (7.55)

sabiendoque b2(0) = 2/3 y ¿‘2(1) = 1/2. Los resultadosdel factor de com-
presibilidadde EUR y ECU, para it = 2, 4 y 6 y 19 = 4,... ,9, aparecen
en la figura 7.8. Los datosestánexpresadosen función de las fraccionesde
empaquetamientorelativasalas delas configuracionesde empaquetamiento
máximo, ~kp, cuyasexpresionespara19 > 4 son:

= 2r (í+ (,r)D/2 (7.56a)

2 r(í+f) 1
ECD 1 ______________

= [1+ (756b)
2r(1+~)

En la tabla7.10 estánlistadaslas expresionesde las fraccionesde empaque-

tamientopara19 =2 y algunosde sus valoresnuméricos.

7.2.3 La fase nernática

Una vez discutidala validez de la teoría aplicadaa la fase isótropanos
preguntamossobrela fasenemática. Paracalcularla energíalibre de esta
fase utilizaremosla aproximaciónuniparamétrica,introducidaal comienzo
de la sección4.3 y generalizadaa dimensión19 en la sección5.3, segúnla
cual:

hD(cosb) = Qn(y7’ exp{~rMjL~)(cosO)} (7.S7a)

2

£ZD(y) f’ ~~—(1— z
2) ~ exptIvs

2kx)¡ (7.57b)
donde Mk~

1(z) son los polinomios ortogonalesdefinidos en (5.13) y Nj~ es
el factor de normalizacióndefinido en (7.40). Teniendoen cuentaqueel
polinomio de Gegenbauerde segundoordenes C~ú>(z) = 2a(a + l)z2 — o
(Abramowitz y Stegun,1965), M~D> se puedeescribir como:

19 2 1 (758)
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por lo que:

= e’ {(d) L~] We012(z)} (7.59)

siendo LzJ la función ‘suelo’, queda comoresultadoel mayor enteromenor
o igual a x, y definiendoW*(z) como:

(760b)
W4z)

con F(x) = e~2gdye~2 y Io(z) = ff ~Je*±C~Óla función de Dawson
y la de Besselmodificada de orden cero,respectivamente(Abramowitz y
Stegun, 1965). En la tabla 7.11 aparecenlas expresionesexplicitas de W~
para un conjunto de valores de 19. Aunque y es un parámetro de orden
en sentidoestricto,es preferibletrabajar conel denominadoparámetrode
orden nemático,definidoen dimensión19 como:

qn = (M~D>(cos6)> = ~lnflnQ~) (7.61)

que tiene la útil propiedadde estaracotado(0 ~ qjj = 1).
UnaiSlilma definición:

HnI«í) Jdujdu’hzftu)hn(u’)Z(u.u’)

= 2 r (~) f’dsj’ ds’f dx[(1 — .52)(l — sfl)12?1(D(z)
,rS/2 r

x hn(.s)hn(s’)E(ss’+ (1 — ~2)1/2(í — .sfl)1/2 cosirz) (7.62)

con:
,si 19>2

= { f
45;2)Isinrz?D

3 ,siD=2 (7.63)

nos permiteescribir las ecs. (718), (7.30)y (7.31),quedan la energíalibre
por partícula del sistema,como:

= ln(Ap) —1 + yq~(y) — In £2n(’-y) (7.64)

/Y4,,~tr) = Qrn(170ñ)HZ (7.65)

~ít,tk) = Qrrdn)JInb’) (7.66)
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19 W<>n(z)

2 lcz/210(z/2)
2

3 ____

1~
4 ~e~/2 {Io(z/2) — Ii(z/2)}

4

(1Jfl 1
5

k+2) 2z
ir —z 1 XV

6 —e /2 ¿I(z/2) — .Tx(z/2) il+—i >4 ‘~ 2z/J

7 FU~/7)(í 1+3) (1 3)

8 ~ {Io(z/2) (í + — h(z/2) (í + + + ¿)}
9 F(fi)(~3915) (1115)

Tabla 7.11: Expresionesde las derivadasde las funcionesW~ definidasen (7.60),
paraalgunosvaloresde D.

(nóteseque HS Ho(o) y i7(y) = nHDCy)/4). La minimización de

= ~id(Y) + 4’~~~c1y) como función de y da como resultadounacurva
en términosde la cu’al la presiónse caicula como (ver ecs. (7.34) y

(T35)):

PC
¡3— = 1+(Zrn(iXfl~)))—1)H% (7.67)

p
pf

¡3— = 1 + (ZEr«ul) — l)11j«fl,>)) (7.68)
p

El potencialquímicosiempreestádadopor (7.33).
Al final de la sección7.2.1 comentamosbrevementela equivalenciaque

habíaentreel volumenexcluidode ECD y el limite demuy altaexcentricidad
del deEDIL; estaequivalenciasetransfierealasecuacionesdelaenergíalibre
y la presión,y nos permiteestablecerunarelaciónentrela termodinámica
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de ECU y el limite de OnsagerdeEDIL. Por estemotivo en lo quesiguenos
vamosa centraren el estudiode la fasenemáticade EDIL, dejandola de
ECU parala sección7.2.5,en laqueanalizaremossu conexióncon el limite
de Onsagerde EDR.

Tanto enla AGLE-c comoen laAGLE-f, al minimizar «‘-y) conrespecto
a -y se encuentraunaúnicasolución, -y = 0, parafraccionesde empaqueta-
mientoinferiores auna cierta ~ Esto significa que la faseisótropaes la
única fase estable en esta región. Sin embargo, por encima de 110 un segundo
mínimo, y(i~) # 0, coexiste con el anterior, indicando la aparición de la fase
nemática.Los valoresde ‘lo y y(~) dependende la versiónde la AGLE (-c
o -1) que estemos utilizando. Para 19 = 2, y(o) tiendeacerocuando~ se
aproximaa ‘lo por arriba, de modo queen i~o ambassolucionescoinciden;
además,la faseisótropase vuelve inestablepor encimade ‘lot con lo que no
hay coexistenciade las dos fasesparaningún valor ~l # i~o. La transición
es, pues,de segundoorden,de acuerdocon lo que ya habíamosencontrado
en el capítulo5 y par la mismarazón,asaber,queel desarrollode Landau
es una función par del parámetrode orden,con el coeficientede cuartoor-
den siemprepositivo, prohibiendo la existenciade un punto tricrítico (ver
sección3.2). Comoya discutimosen el capítulo 6, esta conclusiónestáen
desacuerdocon las simulacionesMC, dondela transiciónpasade serde pri-
mer orden a bajasexcentricidadesa ser de Kosterlitz-Thouless(continua)
a excentricidadesmayores. Para 19 > 2, y~j) es discontinuaen ‘lo, y por
encimade estevalor y hasta172<> no), dondela solución -y = O se vuelve
inestable,ambassolucionessonmínimos localesde la energíalibre. El valor
de «r) paracada mínimo es lo quedeterminacuál de ellos es el mínimo
absoluto,distinguiendoasí entrela verdaderafaseestabley la metastable.
Paraun cierto valor de la fracción de empaquetamiento,171 (‘lo < rn -C 172),

el valor de la energíalibre de los dos mínimos coincide6. Toda esta feno-
menologíaidentifica estatransición como unatransición de primer orden.
Estaconclusióncoincide con las simulacionesMC (Frenliely Mulder, 1985)
y son cualitativamenteválidas tambiénparaECD, paralos quelas simula-
cionesno sonlo suficientementeconcluyentescomoparadistinguir entreuna
transiciónde segundoorden y unade primer orden débil (Frenl<el, 1988a).

Las conclusionesa las que hemosllegado se obtienen numéricamente,

60ehechoesen estepuntodondeocurrela transicióndefase si consideramosun sistema
a densidadmedioconstante;pero eala región ~io < q C ~ las dos fasescoexisten,cada
unacon unadensidaddistinta,y es por ello por lo que estastransicionesse caracterizan
determinandolas densidadesde cada fase cuando éstascoexistenen equilibrio, como
veremosuds adelante.
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Figura 7.9: Presión reducida, 1” /JPvo, de un sistemade EDR en 19 = 2
(elipses duras) como función de la fracción de empaquetamientoq E vop, para
razonesde aspectosc = 2, 4 y 6 (de izquierdaa derecha,cadacurva desplazada
0.2 unidadesa la derechade la anterior). Las lineascontinuasmuestranla presión
de la fase estable(bien isótropabien nemática)segúnse obtienede la AGLE-f.
Las discontinuasde trazo corto muestranla presiónde la fase isótropainestable.
Las de trázo largo representanla presiónde la fasenemáticaque se obtienede la
AGLE-c. Los círculos blancos sonlos resultadosMC del capítulo 5 obtenidosa
partir desdeunaconfiguraciónapresiónmásbaja. Parasc = 2 y 4 correspondena
la faseisótropa. Parasc = 6 pertenecena la fasenemáticapor encimade 29 = 0.59,
dondetiene lugarunatransicióndeKosterlitz-Thouless.Los círculosnegrossonlos
mismosresultadosMC peroobtenidosdesdeunaconfiguracióna presiónmás alta.
Por encimade y> = 0.78, 0.79 y 0.76 para sc = 2, 4 y 6 respectivamente,aparece
otra fasemás ordenada.Pordebajode esasdensidadeslos círculosblancosy negros
coincidenpara sc = 2 y 6, pero parasc = 4 pertenecena unafasenemáticaque se
transformaen isótropadiscontinuamentepor debajode 17 = 074. Nóteseel fuerte
desacuerdoentrela presiónnemáticaresultantede la AGLE-c y las simulaciones.
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Figura 7.10: Líneas de la transición I-N para EDRen dimensiónD, para D = 2,
3, 4 y 5 (de arribaa abajo)obtenidascon laAGLE-f? ParaD 2 la transición
es de segundoarden,mientrasque para 19 > 2 es de primer orden. Las regiones
sombreadasde ]astransicionesde primer ordenrepresentanla región de coexisten-
cia. Los círculosblancoscorrespondena la transiciónen 19 = 2 obtenidapor MC
(capítulo5). En estecaso,parasc iS 2 la fasenemáticaha sido sustituidapor otra
másordenada.Los círculosnegroscorrespondena la transiciónen D = 3 obtenida
por MC (Frenkely Mulder, 1985). Nóteseel buen acuerdocon la teoría. En todos
los casos,la faseisótropaocupala regiónpor debajode las líneasmientrasque la
nemáticaocupala quehay por encima.
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k A~ P p:x 9

MC (Frenicely
Mulder, 1985)

AGLE-f con OS

AGLE-f con

AGLE-f con TPE
(o PY-c)

AGLE-c con OS

Lee, 1988

3
1/3
2.75

1/275
2

1/2

3
2.75

2

3
2.75

3
275

3
2.75

2

0.507
0.498
0.561
0.545

(0.620)
(0615)

0523
0.557
0.693

0.524
0558

0.515
0.547

0.394
0.417
0.523

0.010
0.010
0.009
0.0 14

0009
0.008
0.003

0.009
0.008

0.009
0007

0.020
0.0 19
0.011

9-79
9.15

15.70
1345

(24.59)
(23.96)

10.72
14.00
50.10

10.64
1388
1077
14.05

3.43
4.06
897

25J5
24.03
35.68
41.69

(49.03)

(48.23)

28.1
33-7
88.3

28.0
33.5
28.5
34.3

12.5
14.1
25.3

0.536
0.522
0.477

0.538
0.523

0.538
0.523

0488
0.480
0.453

3 0.508 0009 10.00 25.63 0.533
275 0.544 0008 13.19 31.22 0517

Marko, 1988

ColeÉ a aZ., 1988

Holyst y
Poniewierski,1989b

Mulder y Frenkel,
1985

Perezaet al., 1988

3
2.75

3
2.75

2

3
2.75

3

1/3
2.75

1/275
2

1/2

3
1/3

0.493
0.517

0.472
0.501
0612

0.454
0.475

0420
0.413
0449
0A43
0.576
0.573

0.001

0.012
0.011
0.006

0.02
0.018

0.018
0.017
0.0 15
0.015
0.007
0.007

7.76
962
24.3

468
5.48

5.31
5.27
6.55
6.52
17.84
17.86

0.418 0.018
0.405 0.015

0017
0.010

22.3 0.561
25.7 0.548
50.2 0.50

0.485
0.477

0568
0.546
0553
0.550
0.498
0.497

0.657
0.638

Singh y Singh, 1986
3 0.309

275 0.329
2 0.415

Tabla 7.12: Resultadosde
sistemade EDR de razón

la coexistenciade las fasesisótropay nemáticade un
de aspectosc en 19 = 3, segúnse obtienende las dos

versionesde la AGLE, comparadoscon losresultadosMC y con las demásteorías.
y>~ y y>,, son las fracciones de empaquetamientode las fasesisótropay nemática
respectivamente;Ay> = y>,, — y>í; P = f3.Pv0 y p~ = son la presión y el
potencialquímico de interacciónreducidosen la coexistencia,y q es el parámetro
de ordende la fasenemáticaen y>,, - Los valoresentreparéntesiscorrespondena los
datosde la fasesólida, cuandoéstasustituyea la nemática.

0.021
0018
0.008

0.547
0.532
0.480
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a partir de la aproximaciónuniparamétrica(7.57). Sin embargo,algunos

resultados pueden ser obtenidos analíticamente; por ejemplo, el orden de la
transiciónsurgede un desarrollode Landaude la energíaUbreen términos
del parámetro de orden qr>, y el límite de estabilidad de la fase isótropa, v>~,
se calcula como el punto en el que cambia el signo de la segundaderivada
de’la energia libre en ‘y = O (si 4”’(O) c O la fase isótropa es estable y si
4/’(0) > O es inestable). Ttasalgunasmanipulacionesalgebraicasy el uso
de la regla de las sumasde los polinomiosultraesféricos(ec. (8.934.3)del
Gradshteyny Ryzhilc (1980)),las condicionesde estabilidadquese obtienen
de la AGLE-c y la AGLE-f son, respectivamente:

2(ZED(172) — 1)JduM{”>(u)Z(u) + 1 = 0 (7.69)

2Qsu(rn)JduMY»(u)S(u)+l = 0 (7.70)

Paradeterminarlas densidadesde ambasfasescuandoéstascoexisten
se resuelvenlas ecuacionesde equilibrio de fases,P

1(i>í) = ~ y p1(r¡í) =

y~(n,~j,siendo 1’~ (Pu) y p~ (g,~) la presióny el potencial químicode la fase
isótropa(nemática),y 29j y ~ las fraccionesdeempaquetamientodelas fases
isótropay nemáticaen la coexistencia.

En la figura 7.9 aparecendibujadaslas ecuacionesde estadode EUR
en 19 = 2, tal y como se obtienende la AGLE-c y la AGLE-f y de los re-

sultadosMC del capitulo 5 para it = 2, 4 y 6. Se puedever queaunque
el orden (siemprede segundoorden)y la localización.(siemprea densida-
desmásbajas)de la transiciónI-N estánincorrectamentedadospor ambas
teorías (ver también figura 7.10), los valoresnuméricosde la presión que
resultande laAGLE-f (con Z5 como ecuaciónde estadode ED) estánbas-
tantepróximosa los simulaciones.Además,parait = 2, donde,de acuerdo

con las simulaciones,la fase nemáticaestá reemplazadapor unafase más
ordenada,la transición VN quepredicela AGLE-f quedapor encimade la
densidada la que aparecela nueva fase. Esto sugiereque la AGLE-f es
una teoríafiable a la hora de describir la termodinámicade un sistemade

EDR no muy elongadosen D = 2. Sin embargo,la AGLE-c predice una

ramanernáticaexcesivamentedesviadade los resultadosMC. Inclusola lo-
calización de la transición es, en estecaso, peor que la obtenidaa partir
de la AGLE-f. En particular,para it = 2 dicha transición se obtienepara
un valor de la densidaden el quelas simulacionesmuestranclaramenteun
fluido isótropo. Para EDR en 19 = 3 la AGLE-f proporcionamuy buenos
resultadosparala fase nemática,cuandose comparancon las simulaciones
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Figura 7.11: Presión reducida,P ¡3Pvo, de un sistemade EDR en = 3
como función de la fracciónde empaquetamientoy> vop, para razonesde aspecto
sc = 2.75 y 3 (de izquierdaa derecha,la segundacurva desplazada0.2 unidades
a la derechade la primera). Las líneascontinuasmuestranla presión de las fases
isótropay nemáticaobtenidacon la AGLE-f utilizando la ecuaciónde estadode
ED de CS.Las discontinuasde trazo cortoy medio muestranlo mismoperousando
la TPE y A como ecuacionesde estadode ED. Las de trazo largo representan
la presión de la fase nemáticaque se obtienede la AGLE-c con la ecuaciónde
estadode CS. Los círculosblancosy negrosy los cuadradosson los resultadosMC
(flenkel y Mulder, 1985) paralas fasesisótropa,nemáticay sólida,respectivamente.
Los segmentoshorizontalescorrespondena la coexistenciade las fases. Comoen
19 = 2 (figura 7.9) la presiónde la fase nemáticaobtenidacon la AGLE-c discrepa
ostensiblementede las simulaciones.
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de Ftenkel y Mulder (1985) (ver figura 7.11), y da valorespara la locali-
zación de la transciónen excelenteacuerdocon los obtenidospor MC (ver
figura 7.10 y tabla 7.12). Por el contrario, la AGLE-c muestrael mismo
tipo de fallo queen 19 = 2. Tambiénen la figura 7.11 se puedever como
varíala presiónen función de la ecuaciónde estadode EU utilizada (sehan

probadotrestipos diferentes: CS, 24 y TPE—o equivalentementePY-c—).
Los resultadosdependensólo débilmentede la elecciónquesehaga,aunque
parecen ser los obtenidos con la TPE los que mejor se ajustan a los datos
MC. En la tabla 7.12 se comparanentresilos resultadosparala coexisten-
cia obtenidoscon la AGLE-f usandolas tres ecuacionesde estadode ED
mencionadas,los obtenidosconla AGLE-c, las simulacionesMC (Ftenlcel y
Mulder, 1985)y las teoríasalternativasexistentesen la literatura(Mulder y
Frenkel, 1985; Singh y Singh, 1986; Marlco, 1988; Pereraet al., 1988; Colot

et aL, 1988, cuyosresultadosaparecenen el capitulo 4; Lee, 1988; Holyst
y Poniewierski, 1989b). La poca influencia que tiene la elecciónde una
ecuaciónde estadode ED también se ve reflejadaen estosresultados.Lee
(1988) utiliza también la AGLE-f (aunqueobtenidade forma heurística),
pero resuelvenuméricamentela ecuaciónparah(u). Las pequeñasdiferen-
cias entresusresultadosy los de la presenteteoríase debenaestehechoy
al reescalamientodel volumen exciuldoque estamosutilizando (ver sección
7.2.1). Por otro lado, llolyst y Poniewierski (198%)utilizan la AGLE-c
(aunqueobtenidadentro del marcode la ADS), pero tanto sus resultados
como los obtenidosaquícon esteprocedimientoson muchopeoresquelos
de la AGLE-f. También es destacable la superioridad de la AGLE-f sobre
todaslas demásteoríasenla obtenciónde la termodinámicade la transición

(por ejemplo,la presióny el potencial químicoen la coexistencia>.

Resultadosparalos límites deestabilidaddelas fasesisótropay nemática

(no y r~ respectivamente)parael sistemadeEUR en dimensiónD se mues-
tran en la tabla 7.13. También aparecenen ella los valores del parámetro
de orden, QD, así comola diferenciaentrelas energíaslibres de las dosfases

en ‘lo y 172- Se puedever que el parámetrode ardenes unafunción que
varía lentamentecon it. Estapropiedadha sido interpretadacomo unare-
gla de Lindemannparala transiciónI-N (Colot et al., 1988; ver tambiénel
capitulo 4). Las diferenciasde energíaslibres en los límites de estabilidad

son también funcionesque varian muy despaciocon sc. Para19 = 3 estas
diferenciasson muy pequeñas,pero aumentanrápidamentecon D. Los re-
sultadospara la coexistenciaobtenidos de las ecuacionesde equilibrio de
fasesfiguran en la tabla 7.14, y una gráfica de las lineas de transición (con
suscorrespondientesanchurasparalas transicionesde primerorden)aparece
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19 it no 4?> fl~(O)/p 1)2 4?) ffáf(
2>/p

2 0.6926 0.344 0.00458 01096 0.632 -00744
3 0.5248 0.365 0.00507 0.5482 0.654 -0.0835

3 4 0.4269 0.372 0.00559 0.4521 0.672 -0.0917
5 0.3629 0-382 0.00594 0.3881 0.685 -0.0980
6 0.3173 0.378 0.00631 0.3420 0.696 -0.1036

10 0.2157 0.408 . 0.00685 0.2366 0120 -0.1155

2 0.4826 0.445 0.0298 0.5252 0.778 -0.503
3 0.3302 0A72 0.0331 0.3766 0.802 -0.566

4 4 0.2541 0.486 0.0361 0.2990 0.820 -0.620
5 0.2081 0.493 0.0385 0.2505 0.833 -0.666
6 0.1771 0.506 0.0400 0.2168 0.844 -0.702
10 0.1130 0.534 0.0432 0.1438 0.865 -0.784

2 0.3654 0.496 0.0757 0.4266 0.836 -1.36
3 0.2404 0.525 0.0839 0.2985 0.862 -1.54

5 4 0.1834 0.527 0.0919 0.2373 0.881 -1.70
5 0.1501 0.544 0.0971 0.2000 0.892 -1.82
6 0.1279 0.551 0.1012 0.1743 0.899 -1.92

10 0.0823 0.579 0.1092 0.1185 0.913 -2.15

Tabla 7.13: Limites de estabilidad
de EDR en dimensión 19, segúnse

de las fasesisótropay nemáticade un sistema
obtienede la AGLE-t Paray> vio (vi > ‘72) la

fasenemática(isótropa)es inestable.q~ (q%~>) y Af<0~ (Af<2~) son el parámetro
de ordende la fasenemáticay la diferenciade energíalibre entrela fasesnemática
eisótropa, amboscalculadosen ‘lo (172)- Nótesela pocasensibilidadde estasmag-
nitudesalas variacionesde it, perosurápidoincrementocuandocrece19.

enla figura 7.10. Dichosresultadosmuestrancómola transiciónI-N empieza
siendomuy estrechaabajasexcentricidades(A~/q,,, con Ai~ = — 17¿, es
menor queun 10% hasta~ r.¿ 4, paracualquier19) pero se ensanchasegún
aumentait, como es de esperar.El saltoen el parámetrode orden,qn, es
siempremuy abrupto,en contra de la idea de que la transición I-N es de
primer orden débil e invalidandola posibilidad de utilizar un desarrollode
Landauconvergente.
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19 ~ 171 A17 ¡5* j~*

2 0.693 0.003 50.1 88.3 0.477
3 0.523 0.009 101 28.1 0.536

3 4 0.424 0.015 5.21 17.9 0.588
5 0.358 0.020 3.37 14.2 0627
6 0.312 0.024 2.49 12.3 0.657

10 0.208 0.027 1.24 9.64 0.709

2 0.503 0.007 35.4 95.7 0.729
3 0.346 0.018 794 35.1 0.767

4 4 0.266 0.025 3.85 23.5 0.797

5 0.217 0.029 2.46 19.1 0.820
6 0183 0.031 1.79 16.8 0.837

10 0.115 0.032 0.86 13.6 0.875

2 0.369 0.006 28.8 107.1 0.661
3 0.241 0.012 6.94 43.1 0.715

5 4 0.182 0.016 3.47 29.8 0.754
5 0.148 0.018 2.26 24.6 0.782
6 0.125 0.019 1.66 21.8 0.802

10 0.079 0.020 0.82 17.8 0.846

Tabla7.14: Resultadosparala coexistenciade las fasesisótropay nemáticade un
sistemade EDR de razónde aspectosc en dimensión19, segúnse obtienencon la
AGLE-f. La notaciónes la mismaquelade la tabla7.13 (exceptoporel subíndice
D del parámetrode orden).

7.2.4 El orden de la transición

Aunquela aproximaciónuniparamétricareproducecongranprecisiónlater-
modinámicade la fasenemática,no hay ningunagarantíade que la forma
particular (ec. (7.57)) elegidapara la distribución angularno altere cua-

litativamente el orden de la transición. Que esto no ocurre así es lo que
vamos a ver en estasección,haciendoun análisis de la ecuaciónde Euler-
Lagrange. Dicha ecuaciónse obtieneal anularla derivadafuncional de ~[h]
con la restricción fduh(u) = 1 (ver ec. (A.17)). Centraindonosúnicamente
en la AGLE-f, estaoperaciónconduceal resultado:

lnh(u) + 1 + r + 2QED(rñJdu’S(u. u
t)h(u’) = O (7.71)
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siendo i- el multiplicador de Lagrangeasociadoala normalización(y relacio-

nado con el potencialquímico por la ecuación(A.18)). Estemultiplicador
se puedeeliminar despejandoh(u) en la ecuaciónanteriory eligiendoi- de

modo quesiemprese satisfagala condición de normalización;de estemodo
seobtiene:

= exp{—2QED(’l) f du’Z(u - u’)h(u’)}
h(u) f du exp{—2QED(’l) f du’Z(u- u’)h(u’)} (7.72)

Estaecuaciónposeesiemprela solucióntrivial h(u) = 1, correspondientea

la fase isótropa,pero ademástiene una segundasoluciónno constanteque
se bifurca de la anteriora partir de unacierta densidad,‘la- Medianteun

análisis de la bifurcación podemos determinartanto ‘lo como la forma de

h(u) en las proximidadesde ‘k (Kay~ery Raveché,1978), lo que nos dará
información sobreel orden de la transición. Paraello consideramosque en

la vecindadde ~j,. la soluciónno constantees una pequeñaperturbaciónde
la solución isótropa, que podemosescribir como 1(u) h(u) — 1. La ec.

(7.72) sereescribeen términos de estafuución como:

f(u) = —1 + exp{—2QED(’l)Kf(u)}
f dii’ exp{—2QED(’l)Kf(u’)} (7.73)

donde parasimplificar notación se ha introducido el operadorintegral A’,

definido por:

Kf(u) ¡ du’Z(n - u’)f(u’) (714)

Suficientementecercade la bifurcación, f(u) serátan pequeñacomo que-
ramos,así que en estaregión se puededesarrollarel segundomiembrode
(7.73), como funcional de f(u):

f(u) = —2QEr,(’lc)Kf(u)+ 0(12) (7.75)

De estemodo, la aparición de la bifurcación estáligada a la existenciade

al menos un autovalor del operador1< cuyaautofunciónverifique f(u) =

f(—u) y fduf(u) = O y no tengamás que dos máximos, localizadosen

u. n = cosA = ±1. Si tal autovalor existe (llamémoslo ~),la bifurcación
estarádadapor:

1
= —— (7.76)

Utilizando la regla de las sumasde los polinomiosde Gegenbauerse puede
probar fácilmente que los polinomios M~D> son autofuncionesdel operador
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1< con autovalores

= JduS(u.n)MáD)(u) (7.77)

La restricciónde paridad(f(u) = f(—u)) eliminalos elementosimparesde

la basede polinomios; la condición f duf(u) = O elimina M~D)(u), así que

sólo M~~(u) con u > O forman una baseen la que desarrollarf(u). Por

último, la restricción de quef(±l) seanlos únicosmáximosde f(cosfi) hace

quesólo sobrevivaM~D>(u) en las proxii+idadesde ,~. Estohaceque(7.76)

se convierta, tras insertar .4§>, en la condición de estabilidadmarginal de

la faseisótropaque determinamoscon la aproximaciónuniparamétrica(ec.

(7.70)),así que ‘le = 172- Estehechono es sorprendentesi se tieneen cuenta
que,en dicha aproximación,h(u) es unafunción de Mf~(u) (ec. (7.57)).
Aún más,la obtenciónque hemoshechoaquí de la basede polinomios es la
auténticajustificación de suempleoen la definición de h(u);

Podemosseguirun poco másadelanteconestefoymalismoy desarrollar
f(u) y r(’l) 2QED(’l) en torno a

1(u) = fí(u)a + f
2(u)a

2¡2! + -- (738a)

r = r
0 + r1a + r2a

2/2! + - - (7.78b)

dondea esun parámetroquemidela ‘distancja’alpuntode bifurcacióny que
ha de sereliminadaparaencontrarf(u) comofunciónde ,~. Insertandoestos

dos desarrollosen (7.73) llegamosa la siguientejerarquíade ecuaciones:

—r
0Kf1(u) = fi(u) — Jdu’fi(u’) (7.79a)

—r0Kf2(u).—2riI<fí(u) = f2(u) — [fí(ut — Jdu’{f2(u’)

— [fdu’)]
2} (7.79b)—r

01<f3(u)— 3r11<f2(u) — 3r2Kfí = fa(u) — 3f2(u>f«u) +— Jdu’{f3(u’) — 3f2(u’)fl(u’)

+ 2[fi(u’)]~} (779c)

donde fdu’f~(u’) = O (nóteseque la primera ecuación implica fi(u) =

M4D>(u) y r0 = —i14”>, como ya habíamosobtenido). Multiplicando las
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ecuacionespor fí(u) e integrandosobreu (teniendoen cuentaqueK’es un
operadorautoadjuntoe imponiendoortogonalidadentelas f~(u)) llegamos
al siguienteresultado:

fi(u) — M<D>(u) (7.80a)

12(u) 192(19+1> A<D) M<”’)(u) (TSOb)

2(192> 1 (7.80c)

(19 + 4)(D — 1) A(D>

= {(5D2 — 13D +U2)A~D>

2(D~ + 7193 — 13192 — 1619 + 48)gDil

(19+ 4)(D +2)

4

(19 + 6)(D + 4)(D — l)2A(D)(A(D) — (7.80d)

Si se tiene en cuentaque A2 Z O .(de lo céntrario la fase isótropa sería
siempreinestable)y que QED(17) es unafunción monótonacrecientede ~,

de (7.80c) se deduceque r1 < O para19 > 2, luego existeunasoluciónno
constantede (7.73) adensidadesinferioresa rn- La. transición es, pues, de
primer orden,de acuerdoconlo quehabíamosdeducidocon la aproximación

uniparamétrica.Por otro lado, r1 se anulaen 19 = 2, asíquehay queechar
mano de r2 para discernir el orden de la transición. Haciendo D = 2 en
(7.SOd) se obtine:

r2 = 442)(112) ~A12)) (7.81)

Se puedecomprobarnuméricamentequer2 > O, luegono existemássolución
quela trivial adensidadesiúferiores a ‘lo. La transición en 19 = 2 es enton-
ces de segundoorden. Vemos,pues,quelas condusionesalas quehabíamos
llegadocon la aproximaciónuniparamétricason rigurosamenteexactas;lo
unico que se altera(y sólo ligeramente)es la localizaciónprecisade la den-
sidadesde coexistenciade las fasesen las transicionesde primer ordeny los
resultadosparalas magnitudestermodinámicas.
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i~ A17 ¡5* q

MD 0.4 49
Lee, 1987 0.400 0.018 5.36 0.67
Holyst y Poniewierski,198Gb 0.38 0.03 2.9 0.59
AGLE-f 0.401 0.017 5.42 0.67
AGLE-c 0.315 0.039 2.5 0.71

Tabla 7.15: Datosde la coexistenciade las fasesisótropay nemáticade un sistema
de LCD de razón de aspectoit = 6 en D = 3, segúnse obtienende las simula-
cionespor DM (Frenkel, l988a; Veermany Frenkel, 1990; Veerman, 1991), de la
soluciónnuméricade laAGLE-f (Lee, 1987), de la AGLE-c en laversión de Holyst
y Poniewierski(1989b)y de los presentescálculoscon la AGLE-f y la AGLE-c. La
flotación es la mismaque la de la tabla7.12.

7.2.3 El limite de Onsager y la fase nemática en esferocilin-
dros duros

En su primer intento de describir la transición UN, Onsager(1949) probó
que en D = 3 el desarrollodel vinal hastasegundoorden es exactoen
el límite combinado(que por ello re.gibe el nombrede límite de Onsager),

—. 0, it —~ ~, mantehiendo¿vq = constante.Tomandoestelímite en los
funcionales’AGLE-f y AGLE-c se puedecomprobarsi el preéent~formalismo
es consistentecon la teoría de Onsag&. En primer lugar hemos de tener

en cuentaque, en el límite r~ —. 0,’ el factor de compresibilidadde ED se
comportacomo ZED(n) = 1 + ~ + Q(~2), lo que implica QED(n) =

2~’n+Ó(n
2). En segundolugar,cuandoit -~ ~ tendremos(1~x2)í/2

<2 + 0(11K). Combinandoestasdosexpresionesy definiendola variablede
Onsagerc B

2p 2D
3rn’l/(D — 1)NL, las ecs. (7.65)y (7.66)se reducen

a la misma:

= irN~~
1 f ds ds’ ¡ dx[(1 — s

2>(1 — s~2)1~f~CD(x)

x [1 — (ss’+ (1 — s2)L/2(í — ~i2)í/2 cos,rx)2]1/2

>< hn(s)hn(s’) (7.82)

Si ‘y(c) es el mínimo de ~OflS(y; e) con respectoa y para unae dada,el
factor dé comjresibilidaddel sistemaadoptala simpleexpresión:

ZOflS(c)= 1 + fit~~(’y(cf e) (7.83)

160
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Estosresultadoscoinciden exactamentecon los que se obtuvieronen los
capítulos4 y 5. ParaD = 3 también coincidencon la teoría de Onsager
(sección2.1), exactaparavarillas infinitamentelargas. Sin embargo,apesar
de la simetríaoblato-prolato,estasecuacionessólo describende forma apro-
zzmadael sistemade discosdurosen D = 3 (Eppengay Frenkel,1984), y lo
mismoocurre conel sistemade agujasdurasen D = 2 (FrenIcely Eppenga,
1985), ya queen amboscasosel desarrollodel vinal tiene contribuciónno
nula a todoslos órdenes.

Hay una consecuenciainteresantedel limite de Onsagerque surgede
la similaridad existenteentreel volumenexcluido de dos EDR en el limite
de Onsagery el de dosECD. Desarrollandolas expresionesparala energía
libre y la presión de este último sistemaen la AGLE-f encontramosuna
interesanterelacióncon el limite de Onsager:

= QED(’l) + ZOns(~(’l)) —‘ (7.84a)

ZECD(’l) = ZED(’l)+ ZED(’l) — ‘[zom(~(17)) — 1] (7.84b)
QED(n)

dondela densidad‘equivalente’4ij) estádadapor:

= DND+l (it — 1)2 (7.85)21rND 1 +&t — l)/ND+2]QED(’l)

Estasecuacionesnos permitenobtenercasi todas las propiedadesde la fase

nemáticade ECU conit finita apartir del conocimientode la termodinámica
del sistemade agujasduras(limite de Onsager). Así, el parámetrode or-
denestádadosimplementepor q~SC(17)= q3flS(~(’l)); la termodinamicase
calcula con la ayudade (7.84), y los límites de estabilidadde ambasfases
(no y 772) másel punto de estabilidadmarginal (‘u) se puedenobtenerde
la relación ~(w) = c1 (j = 0,1, 2, siendoc¡ las cantidadesequivalentesen
la teoríade Onsager).Sin embargo,dadoque (7.84)estáescritaen función
de ~y Z simultáneamente,la coexistenciaha de ser resueltaindependiente-
menteparacada it. En la tabla7.15 se muestranlos resultadosparaECD
con it = 6 en D = 3: las simulacionespor DM disponibles(flenkel, 1988a;
Veermany Erenkel,1990; Veerman,1991),los resultadosde la. AGLE-f con
determinaciónnuméricade h(u) (Lee, 1987),los resultadosde la AGLE-c
de Holyst and Poniewierski (1989b)y los presentescálculoscon la AGLE-f

y la AGLE-c. La superioridadde los resultadosobtenidoscon la AGLE-f
puedeapreciarsetambiénparaestesistema.Además,se puedever quela re-
soluciónnuméricade la ecuaciónde Enler-Lagrange(Lee, 1987)no coníleva
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unamejoraseriarespectoa la aproximaciónuniparamétrica,lo quehacea
éstamásconvenientepor su simplicidad.

7.3 La transición orientacionalparaD —* oc

El estudio de las transicionesde fase de primer orden en límite 19 —# oc
7es interesanteporque en estelímite la teoría de campo medio es exacta

La razón es que el número de próximos vecinos tiende a infinito con la
dimensión,verificandoasíuno delesre4úisitosde la teoríade campomedio
(Manii’ et aL, 1989). El límite de alta dimensiónha sido aplicadoen los
últimos años aalgunosproblemasclásicosen materiacondensada,a saber,
la transición F-S en BU (Frisch et al., 1985; Ftisdh y Percus, 1987), la
transición UN en varillas duras (Carmesinet al., 1989) y el diagramade
fasesde unamezclabinaria de ED (Carmesinet al., 1991). En estasección
vamosaextenderel estudiode Carmesinet al. ‘(1989)a la transiciónI-N de
EDR en laASG y aprobarqueel presenteformalismoconla aproximación
uniparamétricaes exactoen estelímite.

En primer lugar tenemosque defl ir unanueva variabledensidadque
se mantengafinita cuando-la dimensióntiendaa infinito; tomaremos¿
2DH2rn/D como densidadreescalada.En el límite D —~ oc el desarrollo
del vinal de la energíalibre se truirra en segundoorden, de modo que el
funcional de Onsagerse haceexacto(y coincide, además,con la AGLE en
sus dos versiones). Supongamosque la distribución de probabilidadan-
gular h(6)sinD2 6, o sea,la probabilidadde encontrarunamoléculacuya
orientaciónesté entreO y O + dO, estáfuertementepicadaen torno a un
cierto ánguloOo. Entonces,un desarrolloasintóticoen laecuaciónde Euler-
Lagrangeconducea:

h(6) = Rexp{~DsC(1— x2 ces2Oocos26)1/2} (7.86)

con 1? el’ factorde normalización.Imponiendoque 6o seael máximo de la
distribuciónde piobabilidadangularobtenemos:

u=O
¿2 —

ffi ¿ > ¿nI (7.87)

dondeu _ ces26o y (1— x2u)Ix4u~,.(l — u,,,)2, con u,,, la. solución
de x2~4, — 2tt,,, + 1 = O quesatisfaceO < u,,, < 1. Por otro lado, para19

7En transicionescontinuas,la teoríade campomedio es exactapor encimade una
ciertadimensióncríticafinita (Stanley, i971; Balescu,i975; Huang, 1987).
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grandeun nuevodesarrolloasintóticoconducea:

ln R = — ín Jlr/2 ~ exp{—D¿(1— x2 ces26o cos26)’/=}sin~~O

— x2 cos4Ao)í/2 — ln(sinfio)} (7.88)

dondese ha utilizado que ATD = O(ln 19) y puede,por tanto, serignorado.
Entonces,para¿ > ~ es decir, en la fasenemática:

lnR 1—X2tt2 1

x2n(1—u) —~ln(1—u) (7.89)

La energíalibre de interacción se comportaen estelimite como
19(1 — x2u¾”k/2, lo quenos lleva a la siguienteexpresiónparala energía
libre de la fasenemática:

~ — ln(1 — U)} + C~ (7.90)

con CD D ln(A2/2) la contribución del gas ideal. La presión se puede
obtenermediantela conocidarelación termodinámica/3P/p =

resultando:
¡5,, 19
p 2X2141—U) (7.91)

y el potencial químicopuedecalcularseusando(7.33):

~
319fíxu 111

Finalmente,si ¿ < ¿~, ~ I~x
2u(1—n) 2~>f +cD (7.92)sea,en la faseisótropa:

¿
= — + en (793a)2

Pi ¿
/3— _p 2 (7.93b)

= ¿+ CD (7.93c)

Retomemosahoranuestroformalismocon la aproximaciónuniparamé-
trica. En el límite 19 —~ .& la base de polinomios (5.13) se convierteen
(Abramowitzy Stegun,1965) Máx~>(x) = x”, y la ec. (757) se reducea:

hD(6) “-‘ f?n(y7’ exp{’y cos2O} (7.94a)
rr/2

ln fl~(’y) ln dO sinfl2 O exp(’y ces26) (L94b)
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Si la distribuciónde probabilidadangularha de serpicadaen torno a 60, it

tieneque crecerlinealmentecon 19 para 19 muy grande,es decir, ‘y e., Dg,

con g un parámetroindependientede 19. Con estashipótesis (7.94b) se
reescribe:

ir/2
ln fl~ lnJ dO exp(D[g cos26 + ln(sin 6)]) (7.95)

La contribucióndominantede estaintegralvienedel máximo del argumento
de laexponencial,y(O) gcos2 O + ln(sin6), es decir, del valor en el ángulo
Op tal que y’(Oo) = 0. Esta condición se traduceen la ecuación cot60 =

g sii426o),cuyassolucionesson:

cos6
0=O ,si2g<1

2gsin
26o—1 ,~i2g>1 (7.96)

Con esteresultadose puedecalcularla integral(7.95):

lnfD~{Q(2g~ín(2g)) ,si 2g < 1 (7.97)

,si2g>l

Porsuparte,el parámetrode orden qn se puedecalcularapartir de (7.61):

8/. 1
= —lhm —In Qc4Dg)i

Ogkp-.ooD

= { O ‘ si 2g <1 (7.98)
,si2g>l

Utilizando estarelación junto con (7.97) en (7.64) se llega a la siguiente
expresiónparala contribuciónideal a la energíalibre:

D
= —~ ln(1 — q) + cn (7.99)

Nóteseque estafórmula es válida paratodo g. Paracalcularla energía
libre de interaccióntenemosquedesarrollar(7.62) asintóticamentecuando
19 -~ oc. Como la distribución de probabilidadestáfuertementepicada
obtendremos:

Además,QED(n) ‘--‘ D¿/2H%,de modoquetantolaAGLE-f comolaAGLEc
conducenala mismaexpresiónpara4’i~t:

19
.-.~ —¿(1 —2

(7101)
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102

10

1

Figura7.12: Presiónreducida,P ¿/JP/Dp,en funciónde ladensidadreescalada,
= p20v

0/D(l — x
2)”2 con x r(k2 — l)/(k2 + 1), paraun sistemade LOR en

la ASG, cuandoD — oc. La ramaisótropaestárepresentadapor unalínearecta
independientede it. La ramanemáticaestádibujadaparait = 2, 3, 4, 5, 6 eoc (de
arribaa abajo). Los segmentoshorizontalesindican claramenecómola transición
I-N se desplazahaciadensidadesmásaltasy sehace cadavezmásestrechaamedida
que it decrecedesdeel límite original deOnsager(it = 00) al límite esférico(it = 1)
dondela transición desaparece.

La forma final de la energíalibre en esteformalismoses,pues:

19
—{--- ln(1 — q) + ¿(1 — ~2q2)1/2} + cn (7.102)
2

Unavez obtenidalaexpresióndelaenergíalibre comofuncióndel parámetro
de orden,q, no tenemosmásquedeterminarel valor de q quelahacemínima
parasaberdóndees establela fasenemática.Si hacemosestollegamosa la
ecuaciónquedeterminaq comofunción de ¿:

¿2 1— Qq2
x4q2(1 —

(7.103)

1 10
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Figura 7.13: Parámetrode orden, q, como función de la densidadreescalada¿
(ver pie de figura 7.12) paraun sistema~rieEDR en la ASG, cuandoD —* oc, para
razonesde aspectoiv = 2, 3, 4, 5, 6 e oc (líne~ sólidas,de izquierdaa derecha).Las
líneasdiscontinuasde trazo largo representanelparámetrode ordenala densidad,
Em, en quelafasenemáticaaparecepor primeravez comofasemetastable(cuando
aumenta¿). Las de trazo corto representanel parámetrode orden a la densidad,

en que la fasenemáticacoexiste con la faseisótropa.

Comparandoestafórmulacon (7.87)podemoshacerlaidentificación q = u,
de la que se concluyeque q(¿)obtenido medianteel presenteformalismo
resultaexacto. Además,podemosutilizar (7.103) paraeliminar ¿ en (7.102)
y obtenerla energíalibre de la fasenemática:

2k112 ~X~x— q) —ln(1 —~)}+cD (7.104)

queconlaanterior identificacióndel parámetrode ordenresultaser idéntica
a la obtenidaen (7.90). En consecuencia,el formalismoquehemos desa-
rrollado(queincluyela aproximaciónuniparamétrica),resultaser exactoen
el limite de alta dimensión,independientementede la versiónde la AGLE

5 10
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que se utilice5. Las expresionesparala presióny el potencialquímico y las
correspondientesala faseisótropaserántambiénidénticasalasexactas.En
la figura 7.12 aparecedibujadalaecuaciónde estadoparaEDR en » = oc
comofunciónde la densidadreescalada¿ paravariosvaloresde iv. La rama
isótropaes independientede iv (ver ec. (793b)). Lasramasnemáticasestán
unidascon la isótropapor unalínea horizontalque representala Unea de
coexistencia.La coexistenciaestá calculadaa travésde las condicionesde
equilibrio defases(igualdadde presionesy potencialesquímicos)y conduce
a las siguientesdensidadesparalas fases:

— (1 — XQt) (7.lOSa)
x2q

0(l — qe)
— (1 — ~2qflh/

2 ‘ (7.105b)

x2q~(1 — qc)

dondeq~ es el parámetrode orden en ¿,, obtenidoa travésde la ecuacion:

2
— q~)ln(1 — qe) (7.106)(1— x2q~)314—1— — 2

La figura 7.13 representael parámetrode orden, q, comofunción de ¿ para
variasit. Tambiénen estafigura estánrepresentadosq~(¿,,)y Qm umÚEm),

siendo4,,. (ec. (7.87)) el limite de estabilidadde la fasenemática. Nótese
el gran salto queexperimentael parámetrode orden en la transición I-N,
indicandoquela transiciónde fasees marcadamentede primer orden.

La razónes que ambosfuncionalesson iguales hastasegundoorden en el desarrollo
del vinal.





III

Conclusi6n





8

Conclusionesy cuestionesabiertas

8.1 Conclusiones

La contribución original del presentetrabajoestácontenidaen los capítulos
5, 6 y 7 y en el apéndiceB. En ellosse hallegadoaunaseriede conclusiones
quepasamosa ver acontinuaciónde unaforma esquemática:

1. En el capítulo5 se ha extendidola teoría del funcional de la densi-
dad(TFD) elaboradapor Baus a al. (1987)parala transiciónI-N de
elipsoidesduros de revolución (EDR), al casobidimensional(elipses
duras). En su desarrollose ha utilizado la aproximacióndel liquido
efectivo (ALE), determinandola densidadefectivaa través de argu-
mentos geométricos,y se ha empleadoun método variacional para
extraerinformacióndel funcionalenergíalibre. Los resultadosprinci-
palesson los siguientes: -

• La ecuaciónde estadoisótropa contrastabien con la obtenida
mediantela teoríade la partículaescalada(TPE), y con los re-
sultadosdel cálculonuméricode la función de ¿orrelacióndirecta
(FCD) en la aproximaciónde PY.

• La transiciónisótropo-nemático(I-N) experimentaun cambioen
su naturaleza,pasandoasercontinuaen 19 = 2 (en 19 = 3 es de
primer arden). Una variación continuade la. dimensiónmuestra
queel coeficientede! término cúbico del desarrollode Landause
anulacuandola dimensiónangularalcanzael valor 19 = 2 por
arriba,resultandoasíque 19 = 2 es un valor marginal.

171
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• Los resultadosparala ecuación de estadode la fasenemática
están más próximos a los escasosdatos de simulación existen-
tes (Vieillard-Ba.ron, 1972) que los obtenidosde la resolución
numéricade la FCD en la aproximaciónde PY. La transición
no coincideconla queapareceen la simulación,si bienlos resul-
tados de éstason controvertidos.

• En el límite de Onsagerla teoríareproducemuy bienlos resulta-
dos de simulacián para agujas duras, cuando se toman el diámetro
mayor‘de las elipsesy la longitud delas agujasdemodoquecoin-
cidan los segundos coeficientes del vinal.

• La extensiónde la teoríaasistemascon restricciones,en los que
las dimensionesespacialesy angularesson distintas,muestraque
el orden de la transiciónestávinculadosólamenteal valor de la
dimensiónangular.

2. Se ha llevado a cabo una simulación Monte Carlo (MC) del sistema

de elipsesdurasqueaparécedescritaen el capítulo 6. La simulación
estáhecha a presión constanteen una caja cuadradacon condicio-
nes periódicas,cuyaforma se permitevariar cuandose calcula aalta
presión. Se hansimulado trescasos,con razonesde aspectoiv = 2, 4
y 6, de los quese signenlos siguientesresultados:

• El diagramade la transición UN tiene, al menos,tres regiones
distintas: en la primera no hay fasenemática,en la segundala
fase nemática se alcanza a través de una transición I-N de primer
orden débil y en la tercera la transición UN está producida por
un mecanismode disociaciónde disclinaciones(o de Kosterlitz-
Thouless)y es continua.Los casosiv = 2, 4 y 6 pertenecenacada
unade estastreszonas respectivamente.

• Las funcionesde correlación angularesdecaenalgebraicamente
con la ‘distanciaen la fasenemática,debidoa la divergencialo-
garítmicade las fluctuacionescon el tamañodel sistema,carac-
terísticade los sistemasbidimensionales.El parámetrode orden
tambiéndecaealgebraicamenteconel númerode partículas.

• Porencimade la fasenemática(o de la isótropaen el caso iv = 2)

apareceunatercerafasemásordenada,por cuyo aspectopodría
identificarse como un sólido. Sin embargo,en las imágenesde
las configuracionesfinales de esta fase se aprecianoscilaciones
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anisótropasdemasiadofuertes para que un sólido sea estable.
Aunquede los datosobtenidosno se puedeextraerningunacon-
clusión al respecto,se apuntala posibilidadde quela transición
fluido-sólido (F-S) tengalugar a través del mecanismodescrito
por Ostlundy Halperin (1981) y resulteseren realidadunafase
esméctica(la cual se observaríaen sistemasde mayor tamaño).

• No se ha encontradoevidenciadirectade ningunaotra fasedis-
tinta de las tresdescritas.

• Los resultadosde la TFD del capítulo 5 se ajustanrazonable-
mentebienabsvaloresMC, peropredicenincorrectamentetanto
el orden comola densidada la que se producela transiciónI-N.

3. En el capítulo 7 se ha estudiadola fase nemáticade cuerposduros
convexos (CDC) en dimensión 19, con la generalizaciónde la ALE
desarroliadaporLutslco y Baus (1990ay b) y conocidacomo aproxi-
macióngeneralizadadel líquido efectivo(AGLE) - Su aplicaciónaEDR
y aesferocilindrosduros(ECD) hapermitidoobtenerlos siguientesre-
sultados:

• La extensiónde la AGLE a la fasenemáticapone de manifiesto
la relación queexisteentrediversasteorías(incluída la original
de Onsager)queaparecenen la literatura.

• Paraaplicara los funcionalesresultantesel métodovariacional,
se ha discutido la forma de unabasede polinomios ortogonales
en la quedesarrollarel logaritmo de la distribuciónangulary se
hanelaboradolas expresionesdelaenergíalibre y la presiónpara
unadimensiónarbitraria 19.

• SehadiscutidoelvolumenexcluidodeLUR y ECO endimensión
19. ParaBOR se ha utilizado la expresiónqueproporcionala
aproximacióndel solapamientogaussiano(ASG), dado que su
formaexactase desconoce;paraECO se ha calculadolaexpresión
exacta.

• Se ha estudiadola ecuaciónde estadode la faseisótropautili-
zandodistintasecuacionesde estadode ED de referencia.Se han

comparadolos resultadosconlos de otrasaproximaciones(como
la lEE, la teoríadel campoescalado(TOE) y la de Songy Ma-
son (1990))y con las simulaciones.La comparaciónresulta,en
general,buena.



174 8. Conclusionesy cuestionesabiertas

• Sehancomparadolos coeficientesdelvinal reducidoshastab4 con
los que r~sultan de otras ecuaciones de estado y con los calculados
numéricamente(algunospublicadosenlaliteratura,otroscalcula-
dosexpresamente).En 19 = 3 los resultados son razonablemente
buenos ‘y se consigue reproducir el decaimiento asintótico hacia
cerode los coeficientescuandola excentricidadcrece. En 19 = 2
se vuelveaobtenerel mismo comportamiento(que coincidecon
el encontrado para otras teorías), pero en este caso los resultados
numéricos muestran que los coeficientes del vinal tienden a un
valor no nulo. Este defecto parece ser consecuencia de la simple
aproximación de factonización utilizada para la FCD de] fluido
isótropo.

• Los resultadosencontradospara la fasenemáticaconfirman lo
que se habíaobtenidocon la ALE original: para19’> 3 la tran-
sición I-N es de primer orden mientras’que para 19 = 2 es con-
tinua. Aquí se produceunagrai diferenciaentre dos versiones
queseobtienende laAGLE, denominadasAGLE-c (completa)y
AGLEf (factorizada). Los resultadosde la AGLE-f (cuya den-
sidad efectivaes igual a la densidaddel fluido) en 19 = 3 están
en muy buenacuerdocon las simulacionesy superanlos de las
restantes teorías; en 19 = 2, sin embargo, la teoría falla en la pre-
dicción de la transición,igual que la ALE original (aunque con
una desviaciónmenor de la densidadde la transición,lo que la
hace válida en la región en que no aparece la fase nemática). La
AGLE-c, en cambio, predice un comportamiento completamente
erróneode la ecuaciónde estadonemáticay proporcionapeores
resultadosparala transición.

• Haciendoun análisisrigurosode la bifurcación asociadaal fun-
cional AGLE-f se ve queel uso del métodovariacionalno altera
el orden de la transiciónI-N predichopor la teoría: en D = 2 y
D > 3 es’continuay de primer orden respectivamente.La base
de polinomiosdiscutidaparael métodovariacionalapareceaquí
de unaformanatural.

• El limite de Onsagerse recuperade forma exacta(comoocurría
conla teoríadel capítulo 5) y se establecela validezde sus ecua-
cionespara determinarla termodinámicade un sistemade ECD.

• La teoría (en sus dos versiones)resultaser exactaen el limite
D-*,x,.
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4. Por ditimo, en el apéndice B se han obtenido analíticamente las expre-
siones para el volumen excluido de dos EDRcon orientaciones dadas
y para el segundo coeficiente del vinal, en la ASG.

8.2 Cuestionesabiertas

Las dos cuestiones más importantes que deja abiertas el presente trabajo
se refieren al sistema bidimensional. La primera es cómo ir más allá con la
formulación teórica de manera que se pueda reproducir el peculiar compor-
tamiento de la transición I-N. La cuestión parece difícil. La teoría de Landau
que se anailzó en la sección 3.2 es tajante a este respecto; la transición es
de segundo orden como consecuencia de la simetría exacta oblato-prolato
obligadapor la dimensionalidaddel sistema. Si las moléculasno tienen
estasimetría(como ocurre en 19 > 3) los valoresdel parámetrode orden
+q y —q representansistemasdistintos (moléculasprolatasy oblatas,res-
pectivamente),pero si poseendichasimetría, ambos valoresdescribenel
mismo estadodel sistemay la energíalibre es unafunción par de q. A la
búsqueda de una aplicación del cambio de orden de la transición1-14 que
aparece en las simulaciones al variar la excentricidad de las moléculas, se

ha propuesto recientemente un modelo de red con interacción de tipo XY
anisótropa (Leitány Telo da Gama, 1991). La transiciónquepredicees con-
tinua (de Kosterlitz-Thouless)en todo el rangode anisotropías.Una idea
sugerida en la presente memoria es que el fallo podría deberse a la forma tan
simple utilizadacomo aproximaciónde la FCD del fluido isótropo (aproxi-
mación dePynno de factorización).Encontrade estaideaha aparecidoun
trabajoreciente(Ferreirafl aL, 1991)en el que se utiliza como FCD la so-
lución numéricade la ecuaciónde Ornstein-Zernikecon las aproximaciones
de cierre PY y HNC y se estudiala transiciónmediantetécnicasperturba-
tivas. El resultadode nuevoprediceunatransición1-14 continua,apesarde
que los resultadosnuméricosreproducenbienla forma de las correlaciones
obtenidasen la simulación.

La segundacuestiónque suscitala simulaciónse refiere a la fasemás
ordenada que aparece a muy alta densidad (por encima de la fase nemática o
en sustitución de ésta). En un principio esta fase se identificó como un sólido
(en red triangular), pero las fuertesoscilacionesanisótropasque aparecen
hacendudardelverdaderocarácter‘sólido’ deestafase.La teoríadeOstlund
y Halpenin (1981) prediceunafase esmécticaintermediaentreel sólidoy el
nemático; sin embargo,unas simulacionesrecientesllevadasa cabo en la
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región conflictiva parecen más bien identificar la fase como un hexático. Su
aparición estaría relacionada con el esquema teórico propuesto por Nelson
y Halperin (1980) para transiciones en capas de fluidos esmécticos.Aún no
es definitiva estaconclusión,pero lo que parecedaroes que no se trata de
una fase sólida.

‘A otro nivel, el presentetrabajosuscitainteréspor otrascuestionesmás
generales,comoel estudiode nuevasfases(esmécticas,nemáticasbiaxiales
o sólidas)medianteel formalismode laALE. En estalínea quedapor zan-
jar el tema de la existencia de fase esméctica en el sistema de EDR. Existe
unaconjeturacontraestehecho,y es queel sistemade EDR paraleloses
equivalente, mediante una transformación de escala, al sistemade ED, en
el cual la fase supuestamente formada por capas apiladas de fluidos bidi-

mensionales es inestable. Por otro lado, en las simulaciones de EDRlibres
(hastaiv = 3) no aparecenindicios de faseesméctica.Sin embargo,ninguna
de las dos objecioneses concluyente,la primera porque se refiere a ED1i.
perfectamenteparalelos(la equivalenciacon el sistemade ED deja de ser
exactaparaEDR libres) y la segundaporqueen el sistemade ECU, cuya
capacidadde empaquetamientofavorecela formaciónde un esméctico,dicha
faseno aparecehastaiv ~

Otra posibilidadinteresantees el comportamientode la transiciónI-N
en mezclas’de EDIl. Estossistemasson interesantesporqueen fluidos coloi-
daleslos componentesraravez tienentodosexactamenteel mismo tamaño
(Vroege y Leklcerlcerker,1991). De entrelas posiblesmezclas,unaespe-
cialmenteinteresantees la mezclabinaria de EDR oblatosy prolatoscon
la mismaexcentricidad,ya queel volumenexcluidode EDIl tiene simetría
oblato-prolato,lo quepermitiría trabajarcon unamezcla‘ideal’, y además
la interacción oblato-prolato favorece orientaciones perpendiculares y podría
originarunafásebia.xial, quizá diferentea la queformanlas moléculasbia-
xiales.

Por último, seríainteresanteextenderla teoríamediantealgún método
de perturbacionesparaincorporarpotencialescontinuosanisótropos,de los
queexisteabundanteinformaciónobtenidaporsimulación(ver; por ejemplo,
de Miguel et al., 1991).
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A

Teoría del Funcional de la
Densidad

El estudioestadísticotradicional de los fluidos en equilibrio partíade una
jerarquíade ecuaciones,conocida como jerarquía Born-Green-Yvon, o BGY
(Hanseny McDonald, 1986; Grayy Gubbins,1984),querelacionanlas fun-
ciones estructurales(las densidadesde it-cuerpos)entre sí, y que, una vez
resueltas(truncandoaun cierto ordene introduciendo alguna aproximación
de cierre), permiten calcularlas propiedadestermodinámicasdel sistema.
Estemétodoresultabastantelaboriosoy falla cuandose aplica& transiciones
de fase. Por ello, actualmentese sigueunaestrategiadistintaqueconsiste
en considerar los potenciales termodinánuicos como funcionalesde dichas
funcionesestructurales.Estenuevométodorecibeel nombrede ‘teoría del
funcional de ladensidad’(TFD) y en susmúltipesformulacioneshademos-
trado ser muy eficaz en la resoluciónde problemasde transicionesde fase
y de inteifasesen fluidos. ‘Así, por ejemplo, ha sido aplicadoconéxito a
la interfaselíquido-vapory otrosproblemasde fluidos no uniformes(Evans,
1979;estareferenciaincluye un review detalladode laTFD), y al estudiode
la transiciónsólido-líquidoen esferasduras(dosreviews sobreestetemase
puedenencontraren Baus,1987; 1990). Vamos a introducir acontinuación
los fundamentosde estateoríay unade sus formulacionesmásextendidas
(ver Evans,1979; y Hanseny McDonald,1986).

Equivalencia densidad-potencial externo

La teoría del funcional de la densidadestábasadaen un resultadofunda-
mental,debidoaMermin (1965), que establecela existenciade unacorres-
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pondencia biunívoca entre el potencialexternoqueactúasobreun sistema
y sudensidadlocal. Paraprobaresteresultadoutilizaremosla colectividad
macrocanónica.La distribucióndeprobabilidadde dichacolectividadpuede
escribirsecomo:

fo = Q’ exp{—¡3(HN — ~iN)} (A.la)

Q = Trexp{—13(HN—PN)} (A.Ib)

con ¡3 = 1/k»T (kB laconstantede Boltzmanny T la temperaturaabsoluta),
HN elhamiltoniano de un sistemade 1V partículasy ji el potencial quimico.
En la notación anterior,la trazadenotael promediosobrela colectividad,
estoes:

00

Tr~ZMNN!Jdr1drNdP1rN (A2)

siendo it la constantede Planclcy g el númerode gradosde libertad de las
partículas del sistema1. Definamosa continuaciónel siguientefuncional2
sobreel conjuntode las funciones,f, normalizadas(Trf = 1):

£4!] Ttf(Hp¿ — gN + ~ Inf) (A.3)

Inmediatamentepuede verse, sin más que sustituir (A.1) en (A.3), que
= ¡31 in Q es el macropotencial(el cual, en faseshomogéneas,ven-

fica fl = —pV,con píapresióny y el volumen)del sistemaen consideracion.
Pero la propiedadmás importanteque poseeel funcional (A-a) es que su
mznzmoabsolutosealcanzapara1 = fo- Paraverlo eliminamosHN — pJV
en términosde ¡o y Ollo] (= —¡3’ lnQ) y sustituimosel resultadoen (A.3),
con lo queobtenemosla relacion:

£41] = litio] + ¡Y’Trfln (j-) (A.4)

Teniendoen cuentala normalizaciónde f, el segundosumandode (A.4) se

puedereescribir:

Trfln (j¿) = Trfo [j-ín (j) —~+i] (AS)

‘Estamosconsiderandoel casogeneralde quelaspartículastengangradosinternosde
libertad (como sus orientaciones,por ejemplo, en el casode moléculasrígidas) además
de los gradosde libertad de traslación,y de que el espacioseaU-dimensional,con U
arbitraria.

‘Denotaremoslos funcionalesencerrandoeí argumentoentreparéntesiscuadrados,para
diferenciarlosde las funciones,quese denotancon paréntesiscurvos.
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Es fácil ver que el miembro de la derechaes estrictamentepositivo cuando

1 # fo, paralo cual bastacomprobarquezlnx — x + 1 > 0, Vz # 1. Así

pues, el segundo sumando de (AA) es unacantidadpositivay, por lo tanto:
SJ[f] > flL~o] VI # fo (A.6)

Supongamos ahora que tenemos un hamiltoniano de la forma HN =

K + U + V, dondeK = S~1E~1p~,1/2m1es la energíacinéticade las
partículasdel fluido (m~ denotala masa,momentode inercia o constante
de proporcionalidadasociadaal momento,POá, correspondienteal grado
de libertad cy de la i-ésima partícula, y g es el númerototal de grados
de libertad); U = U(xj, -. - ,XN) es la energíade interacción(x, = (re,u,)
siendor1 y u, respectivamentela posicióny las coordenadasdelos gradosde
libertad internosasociadosala i-ésimapartícula),y V = 2?%~«xi), donde
«x) es el potencialexternoqueactúasobrecadapartículadel sistema.El
perfil de densidadde equilibrio se define como:

po(x) = (~(x)> (A.7a)
N

fi(x) = Z6(x—x,) (A.7b)
t=1

donde<a> = nf0a denotael promediodela función deestadoa(x1,... ,
Pi,-- - , p~-4. Por último, definimos el potencialexternogeneralizadocomo
x4x) E — «x). DadoqueV — = —Sdxu(x)A(x),de la mismadefi-
nición de po(x) se sigue queacadapotencialexternogeneralizado,u(x), le
corresponde una única densidadde equilibrio, po(x), así que el teoremade
Mermin puedeenunciarsesimplementediciendoque dos potencialesexter-
nos generalizadosdistintos, u(x) y u’(x), dan lugar a dos densidadesde
equilibrio distintas,po(x) y p’0(x). La demostraciónse hacepor reducción
al absurdo.Supongamosquepo(x) = 4(x) y calculemosla diferenciade los
macropotenciales,£1 y fi’, correspondientesa los dos sistemasque estamos
considerando:

li—li’ = Trfo(RN—PN+Wtnfo)

— Trf¿(Hk—g’N+W’lnf¿) (AS)

Aplicando (A.6) al primer término del miembrode la derechallegamosa:

li—fi’ < Trf¿}V—pN—V’+p’N)

= J dxp~,(x)~u’(x) — u(x)] (A.9)
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mientrasque si lo aplicamosal segundotérmino obtenemos:

Li—fi’ > T4fo(V—gN—V’+g’N)

= Jdxpo(x)[u’(x) — u(x)] (A.10)

Pero como po(x) = p~,(x), combinando (A.9) y (A.10) obtenemos li — O’ <
O — O’, lo cual es imposible. De estacontradicciónse deducequepo(x) #
p’0(x), tal como queríamosdemostrar,quedandoasíprobadoel teorema de
Mermin -

Formulaciónde la TFD en términosde la energía
libre

Una consecuenciainmediatadel teoremade Merrnin es que tambiénexiste
una correspondencia biunívoca entre la distribución de probabilidad macro-
canónica!y el perfil densidap(x), por lo tanto,cualquieradelospotenciales
termodinámicosse puedeescribircomo un funcional de la densidadlocal.
Así por ejemplo, el funcional macrocanónico pasa a ser un funcional O[p], y
la propiedad(A.6) se convierte,en virtud del teoremade Mermin, en:

li[p]> li[po] Vp(x) # po(x) (Ah)

o bien,reescritaen forma diferencial:

[6li[P] 1 — (A.12)
óp(x)Jp(xfrpo(X>

Definamosahorael funcional:

Y[p] = Ttf(K + U + W’lnf) (A13)

quepor lo dicho en el párrafoanterior, seráun funcional de la densidad.
Si denotamospor E la energíamedia del sistemay por S su entropía, la

energíalibre, F, puedeescribirsecomo:

F=E—TS = Trfo(IIN+/Wlnfo)

= JdxA«x)«x> + F[po] (A14)

Así quepodemosdefinir el funcional energíalibre como:

F[p] = Jdxp(x)«x)+ F[p] (Am)
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cuya relación con el funcional macrocanónicose obtienede (A3):

F[p] = li[p] + jiJ dxp(x) (A.16)

ecuación que nos permite trasladar la condición de mínimo (A.12) al funcio-
nal F[p]:

± [F[p] —jiJ dxp(x)l —0 (A.17)
óp(xfl Jp(x)=po(x)

o bien:
[BF[P] 1 — (A.18)Sp(x)] p(x>n(x)

De (A.17) se deduceque la densidadde equilibrio, po(x), minimiza el fun-
cional F[p] con la restricciónf dxp(x) = const,es decir, adensidadmedia
constante,siendoji el multiplicador de Lagrange.

El funcionalY[p] es calculableanalíticamenteparael gas ideal. A partir
de las expresionesde la función departición:

ZN — N!AGN [Jdxe~3«x)]N (A.19)

con A = hI(2’7rmkBT)’12 (m= (YI~1 m
1)1/YN es lamasareducidagenerali-

zada),y de la densidadde equilibrio (ec. (A.7)):

NeO«X)po(x) fdxe~~(~) (A.20)
puedeinmediatamenteobtenerse:

Fid[p] = W~’ Jdxp(x)[ln(Mp(x)) —1] (A.21)

Por estemotivo, el funcionalF[p] puededescomponerseen trescontribucio-
nes:

F[p] = Fext[p] + Fid[p] + Fint[p] (A.22)

dondeF~~t[p] es la contribucióndebidaal campoexterno(primersumando
de (A.15)); £d[P] = Yid[P] es la contribuciónideal, dadapor la ec. (A.21),
y Fi,,t[p] es la energíalibre debidaala interacciónentrelas partículasdel
sistema. Las derivadasfuncionalesde esteúltimo término definencorrela-
dones:

óp(xi)- --óp(xn)
(A.23)
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donde {1,... , n} denota cualquier permutación de los it índices. Puede
probarse(Evans, 1979) que la correlación correspondiente a it = 2 es la
función de correlación directa (FCD) introducida por Qrnstein y Zernike
(1914). Esta función de correlación es menos intuitiva que la función de
correlación de par, ya que, a diferenciade ésta,no tiene un significado
físi¿o evidente;sin embargotieneunaserie de propiedades(Balescu,1975;
Hansen y McDonald, 1986) que la hacenpreferiblea la correlaciónde par,
en especial,el hechode quees de máscortoalcancequeéstay, portanto,el
efecto de las aproximacionessobreellaes menosdrástico.Por estemotivo,
es muyútil reformularel funcional Fint!p] en términosde estafunción. Para
ello, tomamosel sistemaen cuestiona unadensidad,pR(x),en la que sus
propiedades termodinámicasseanconocidas,y trazamosun caminoa través
de un continuode estadosintermediosde densidadpA(x) hastaalcanzarla
densidada la que se estáestudiando,p(x). El parámetroA (0 < A < 1)

etiquetalos estadosintermediosy verifica po(x) = PR(x) y pí(x) = p(x).
En términosde estaparametrizacióntendremoslas siguientesigualdades:

F1~~[p] = Fint[PR] + j dAOFI;~P2I (A.24)

— Fint[PR] + [OFint[Px]] ~ + f dA» OA’
2

Comoen virtud del teoremade Mermin, Fí
11~[p] está unívocamente definido

una vez se especifica p(x), (A.24) debe ser independiente de la parametri-
zaciónescogidaparapx(x),asíque, por simplicidad, elegimos la línea recta:

px(x) = pR(x) + AAp(x) (A2Sa)

Ap(x) = p(x) — pR(x) (A.25b)

y, aplicandola reglade la cadenaen (A.24), obtenemosfinalmente:

l7ínt[P] = Fi~t[pR] + Jdx~in(x; [pn])Ap(x) (A.26)

— ~‘ dA(1 — A) JdxJ dx’C(x,x’; [p,~])Ap(x)Ap(x’)

dondecon C denotamosC’<
2> y jiin(x; [PR]) E —fiC(’)(x; (PR]) es el potencial

químico intrínsecodel sistemade referencia.
Aunqueen principio el sistemade referenciapuedeser cualquiera,la

expresiónanterior se simplifica cuandoéstees uniforme (pn(x) E PR)- En
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este caso (A.26) presenta el siguiente aspecto (denotando por p, sin argu-
mento,la densidadmedia):

Fi~~[p] = Fi11t(pR) + Ft1dpn)(p— PR) (A.27)

— ¡3.A dA(1 — A)Jdx ¡ dx’C(x,x’; [p4)Ap(x)Ap(x’)

Si se elige pn = p, el segundosumandose anula,mientrasquesi escogemos

PR = O, dado’queFi»~ y todassus derivadasse anulanparaestevalor de la
densidad,(k26) seconvierteen la simple expresión:

Fint[P] = —a—’ jdA(í — A)JdxJdx’C(x,x’;[AP])p(x)p(x’) (A.28)

Otros potencialestermodinámicos

A partir de las ecs. (A.16) y (A18) seve queelpotencialmacrocanónicoO[p]
puedeobtenerseapartir de laenergíalibre medianteunatransformaciónde
Legendre(Baus,1987):

fi[p] = F[p] — JdxP(z45
19 — F[p] + t’ ¡dxp(z)C(’>(x; [p]) (A.29)

dondeen la segundaigualdadhemosusado(A.23). Peroasu vez, c(’> está
relacionadacon la FCD a travésde:

C(1)(x;FA) — C<’>(x; [pn]) + dA C(1)(x; [p>]) (A.30)

— C<’>(x; [PR])+ f dAJdx’C(x, x’; [p>])¿~p(x’)

y estasdos relaciones,junto con las expresiones(A.21), (A22) y (4.26),

permitenescribir li[p] como:

fl[p] = fl[,ni) + J dxAp(x)

+ p—1 dAf dx¡ dx’p¡dx)Ap(x’)C(x, x’; [pa)

+ ~A dA AJ dxJ dx’Ap(x)Ap(x’)C(x, x’; [p>]) (A-al)
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Si hacemospn(x) PR, la ec. (A-Sl) adoptaunaexpresiónespecialmente
simpleen e] casoPR = O o en e] casoPR = p, si ademásla FCD es inva-
riante por traslacionesy rotaciones3,ya queentoncesel segundosumando
desaparece.

Por último, e] funcionalG[p], que parala densidadde equilibrio resulta
ser la energíalibre de Gibbs, O = jipV, se obtienede la energíalibre y el
potencialmacrocanónicoa travésde la ecuación:

G[p] = F[p] — £4p] (A.32)

La relación (A.31) nospermitecalcularlapresióndel sistema,mientrasque
(A32) nosda el potencialquimico.

3En rigor estosólo ocurre cuandop(x) E p, pero puedetambién ocurrir cuandose
aproxima la FOD de la faseno uniforme por la del fluido homogéneoe isótropo,como
ocurre en la denominada aproximación del liquido efectivo(Lutsko y Baus, 1990ay b).
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Aproximación del solapamiento
gaussiano

El cálculo de la distanciade contactoentredosEDR D-dimensionales‘(esto
es, la distanciaentresus centrosde masacuandoestánen contacto)es un
problemaquecarecede soluciónanalítica.Vieillard-Baron,en su trabajode
simulacióndeun sistemade elipsesduras(1972),proporcionóunos criterios
quepermitendeterminarsi doselipses(2D) o doselipsoides(3D) se solapan
o no. Graciasaestoscriterios puedenllevarseacabosimulacionesen estos
sistemas(Vieillard-Baron, 1972; Frenkely Mulder, 1985). Posteriormente
Perram y Wertheim (1985) elaboraronun procedimientopara determinar
estesolapamiento cualquiera que seala dimensión,D; sin embargo,ni éste
métodoni los de Vieillard-Baronpermitenmásque un cálculonuméricode
la distanciade contacto.

La distanciade contactode Berne-Pechukas

Paraproporcionarunaexpresiónanalíticade ladistanciadecontactode dos
EDR, Berney Pechulcas(1972) concibieronun métodoaproximadoconocido
actualmentecomola ‘aproximacióndel solapamientogaussiano’(ASG). Esta
aproximaciónestá hoy día ampliamenteextendidapor la literatura y ha
servidoparamodelartantopotencialesdemoléculadura(Berney Pechukas,
1972; Bethanabotlay Steele, 1987) como potencialesmás reales(Cay y
Berne, 1981; Tobochnik y Chester,1983). La idea de Berne y Pechulcas
consisteen reemplazarcadaelipsoidepor unadistribucióngaussianacon la
misma forma elipsoidal. Así, si escribimosla ecuación de un EDR como
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188 B. Aprozirnacióndelsolapamientogauss:ano

r - A- r = 1, con A dada por:

4 4
A = —1uu+ —3-(1 — uu) (B.l)

II

siendoOil y Oj las longitudesde los diámetrosparaleloy perpendiculares
al eje de simetría,respectivamente,y u el vectorunitario en la direcciónde
dicho eje, la distribución gaussiana adopta la forma:

— ¡A¡’/
2 f 1 (B.2>

— (
2lryL~/2exP —~r.A.r}

dondeIAl denota el determinante de la matriz A. El solapamiento entre dos
de tales gaussianases,asu vez, unagaussiana:

I dr’g(r’; A1)g(r + r’; A2) = g(r; A12) (B.3)

cuyamatriz estádadapor AE2’ = AE’ + A~’ y por lo tanto resultaser:

A12 = ~2 [i — u1u1 + u2u2 — x(uí - u2)(uíu2 + u2uí)] (B.4)
1 — x

2(u, - u
2)

2

donde u
1 y u2 denotanlas orientacionesde amboselipsoidesy x es una

medidade su excentricidadque está relacionada con la razón de ejes, n =

mediantex = (#c2 — 1)/(ic
2 + 1). Graciasaestapropiedad,podemos

definir unadistanciade contacto,u(f-; u
1,u2), a travésde la relación:

r - A,2 - r = a
2(~;uí,u

2) (B.5)

siendof~ el vector unitario a lo largode la líneaqueunelos centrosde masa.
Introduciendo(B.4) en (B.5) liegamospor fin a la siguienteexpresiónpara
la distanciade contacto:

a(t; u1, U2) r1 (i - u,)
2 + (i- u

2)
2 — 2xfr - u,)(i- - u2)(u, - ~2)1—1/2

— —x 1—x
2(uwu2Y 1

(B.6)
dondex es unamedidade laexcentricidaddel elipsoidequeestárelacionada
con la razón de ejes,>c = a~¡/a~, mediantex = — 1)/(n2+ 1).
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El volumen excluido en la ASG

Mediante la ec. (B.6) se puede calcular la expresión del volumenexcluido a
un EDRpor la presencia de otro, fijadas las orientaciones de ambos. Este
volumen vendrá dado por la expresión:

V~~a(uí -u2) = Jd~r0[o(f’;uí,u2) — r] (B.7)

En esta expresiónhemosanticipadoque V~j sólo puede depender de las
orientacionesa través del productoescalaru1 u2, puesto que el volumen
excluidodebeserinvariantebajorotaciones.Por simplicidadde notaciónes
preferibletrabajarconunaexpresiónnormalizadade ~.,d, quedenotaremos
£D, de tal modoque Z~ = 1 cuandox O, estoes,en el límite de ED. En

estelímite V~a = Vvoíiaí~’, siendoV0 ,rD/
2¡r(1 + D/2) (con r(x) la

función gammade Euler) el volumende unaesferaD-dimensionalde radio
unidad, asíqueS~ se define como:

Zn(ui - u
2) = V~~a(uí -u2) _ 1 fdDe[( u2) — r] (É.8)

VDoIjO21 nvnor J~

Utilizando (B.5) en esta última expresióny teniendoen cuenta4ue (H.5)
implica ademásque A12 es unamatriz definidapositiva (lo queequivale a
quer - A12 - r = 1 sea la ecuaciónde un elipsoide),la integral queaparece
en (BS) setransformaen:

fd~r 0(1 — r - A12 - r] = V01A121”
2 (B.9)

así que:
SD(U1 - u

2) = 12 (B.1O)

1<

La forma más simple de calcular alAx2! es determinandolos autova-
lores de la matriz. Pataello separamosel espacioD-dimensionalen dos
subespaciosortogonales: W, generadopor los vectoresu1 y u2, y VV-’- -

De (B.4) uno puedefácilmente comprobarque cualquiervector w E VV’ -

satisfacea~A12w = w, luegoes autovectorconautovalorA0 =1. Esteau-
tovalortienedegeneraciónD —2, dadoqueéstaes la dimensiónde 14”. Por
otro lado,alAr2 tienedosautovectoresortonormalesen VV, quedenotamos

= [2k(ui.u2)]’
12(u

1±u2), con autovaloresAj = (1—x)¡[1±x(u~ -112)]
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(dAnv+ = Atv±). Entonces, lolAul = A+A. con lo cual, (BAO) con-
duceal resultado:

ZD(uí -‘¡2) = (1x2(u;u2)2)’/2 (E.u)

un resultadoquecoincideconla expresiónqueya habíasido obtenidapara
D = 3 (Baus el aL, 1987; Colot el aL, 1988) y que demuestra así ser válido
para cualquier D > 2. Una propiedadimportantede SD es su invariancia
oblato-prolato: SD depende de x2, mientras que de la definición de x se ve
que un cambio n —. l/n corresponde un cambio del signo de x (los EDR
prolatos tienen x > O mientras que los oblatos tienen x -c 0).

El segundocoeficientedel vinal en la ASO

Una vez determinado el volumen excluido de dos EDRcon orientaciones
fijas, la forma de calcularel segundocoeficientedel vinal es a travésde la
relación (Boublfk y Nezbeda,1986):

B~flí(x2) = 1 Jdui Jdu
2Vexci(ui u2) (B.12)

De (RS) se sigue que (B.12) se puede escribir como:

B~D)(x2) = 2DíVoHD(x
2) (B.13)

dondey
0 = Vn(a11/2)(au/2)~’ es el volumen de uno de los elipsoidesy:

HD(X
2) = Jduíj’du

2ZD(ul.112)

— •I~ d6 sin~
2 6(1 — x2 cos2 6)1/2 (B14)

(1 — Q)112f¿~ dO sinD2 O

Un cambio de variable (1 = cos2 6) en el numerador del segundo miembro
de (B.14) transformala integral en:

rio sinfl~2 O(í—x2cos2o)í/2 — J’ dtU1/2(l~t)flT.I(l~~x2i)í¡2 (ff15)

la cualpuederelacionarseconla funciónhipergeométricadefinidapor (Cia-
dshteyny Ryzhilc, 1980):

F(a,¡3yy;z)E reo J i dít’(1 — t0’(1 — tz)~ (ff16)
r(¡3)r¼—p)o
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19 Hn(x2)

2 2 E(x2)
—

3 ~(í+ . arcsinx
41 —x2YI2)

l
l6x2

y
1 + 2x

2) —(1— arcsinx 1
t” 4x2)x(í — x2~/2J

1
(1 — 9)1/2

Tabla ff1: Expresionesalternativasde HD(X2) para algunosvaloresde D. La
fórmula para D = oo se puedeobtenerteniendoen cuentaque, en este límite,
sinD OIf¿’ sineO — 6(6 — ir/2). Aquí, E(x) denotala integralelípticacompletade
segundaespecie(Abramowitzy Stegun,1965;Gradshteyny Ryzhik, 1980) definida
corno E(x) E .r0<’2 dO(1 — x sin29)1/2

dondeRey >Re¡3 > O. Así pues,teniendoen cuentaque:

J
* dO sinD2 ~

2D—2 r

o (19—2)!
(ff17)

HD(x
2) se reduce a la forma compacta:

HD(x2) — F(—1/2,1/2;19/2;x2

)

(1 —

(B.18)

Utilizando las propiedadesde la función hipergeométricase puedenencon-
trar expresionesalternativas para HD(x2) paraalgunosvalores de la di-
mensión, 19 (ver tabla Rl). Por otro lado, desarrollos en serie de dicha
función, así como una integraciónnuméricade la ec. (B.14), puedenser
utilizadosparaobtenernuméricamenteel valor del segundocoeficientedel
vinal en estaaproximación,paracualquier valor de 19. -
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c
La transición Kosterlitz-Thouless

Una de las propiedadesprincipales de los sistemasbidimensionaleses la
ausenciade verdaderoorden de largo alcance. Es un resultadogeneralen
mecánicaestadística(Landauy Lifshitz, 1982) el hechode que19 = 2 esla
dimensión crítica inferior, a la cual la amplitud de las fluctuacionesdiverge
logarítmicamente con el tamaño del sistema. Comoconsecuenciade ello,
el parámetrode orden dependealgebráicamentedel tamaño del sistema,
anulándoseen el limite termodinámico. Este tipo de orden recibe el nombre
de orden de cuasi-largo alcance y su existencia en nemáticosbidimensionales
ha sido probada tanto en simulaciones (FÑnkel y Eppenga, 1985) como en
experimentosdelaboratorio(Van Winkle y Clark, 1988). Sinembargo,dado
queel resultadose obtieneapartir dela teoríade Landanparaparámetros
de ordenlocales(teoríade Ginzburg-Landau),no estáen absolutociaroqué
requerimientos hay que imponer sobre el potencial de interacciónintermo-
lecularparaquemanifiesteorden de cuasi-largoalcance.Straley (1971) ya
demostró que si el potencial es separable, esto es, si tienela forma:

V(r,6) = Zfn(r)gn(6) (C.1)
It

con r la distanciaentrelos centrosde masade las moléculasy 6 su orien-
tación relativa,entoncesel sistemaexhibeorden de cuasi-largoalcance.La
controversiapersiste,no obstante,parapotencialesno separables.Los re-
sultadosde Tobochniky Chester(1983) paraun potencial Lennard-Jones
elipsoidal(Xushicky Berne, 1976)sugierenla existenciade verdaderoorden
de largo alcance,mientras que los de FrenIcel y Eppenga(1985) paraun
sistemade agujas durasmuestranun orden de cuasi-largoalcance. Estos
autores,sin embargo,dicenhabersidoincapacesdereproducir losresultados
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194 C. La transición Kosterlitz-Thouless

de Tobochniky Chester.

Fluctuacionesen un nemáticobidimensional

En general,se esperaqueun nemáticobidimensionalmuestreordende cuasi-
largoalcancesiemprequela energíaasociadaconlas fluctuacionesdel campo
de orientacionesmoleculares,0(r), seade la forma:

E = ~ Jdr(V6)2 (C.2)

siendo K la constantede Frank. Realmente,la forma másgeneral de la
ec. (C.2) contienedos constantesde Frank, K11 y K1, asociadas,respec-
tivamente, con las deformaciones paralelas y perpendiculares a la orien-
tación local; sin embargo,cuandola escalade longitud es suficientemente
grande,ambasconstantesse renormalizanal mismovalor’ (Nelsony Pelco-
vits, 1977). Supongamosqueel sistemaes un cuadradode lado L y área

A — L
2 y quesobreel bordeimponemosunascondicionesde contorno,por

ejemploperiódicas; entonces, el campo de orientaciones puedeescribirseen
seriede Fouriercomo:

6(r) = Á’ ~6qCi~r (C2a)
q

= J dre1Q-”6(r) (C.3b)

dondelas amplitudes,6q, verifican 6~ = 6q por ser 6(r) una función real.
En funciónde estasamplitudes,la ec. (C2) se reescribe:

E= ..4i~q2~6q~2 (C.4)
q

dondese ha utilizado la identidad:

J~~~—i(q+q’>-r= A&q,q’ (C.5)

El teoremade equiparticióndela energía(Landauy Lifshitz, 1982)se puede
escribirtomandolas amplitudescomovariablesde estado,o sea:

= óq,qvknT (C.6)

‘Incluso en sistemaspequeñosdondela distinción entreambasconstanteses aprecia-
ble, la mayoríade los resultadossiguen siendo válidos si en (C.2) reemplazamos1< por



C. La transición Kosterlitz-Thouless 195

de donde:
<9q6q’> = A6q,q¿~9% (CA’)

Esta ecuación junto con (C.3a) nos permite calcular el promedio:

(6(r + r’)O(r’)> = k~T cosq-r
2 . (C.8)

q q -

gracias al cual se puede determinar el valor medio de las fluctuacionesdel
campo de orientaciones:

— <[6(r) — 6(0)12> _ 2kBT~—, 1 — cosq- r (C.9)
KA ~q2

Cuandoel tamaño del sistemaes muy grande,lasumaen vectoresde onda
puedeaproximarsepor unaintegral(A’ fl~ —. (2r)2 fdq):

2kBT f dq 1—cosq-r (C.10)K i (2r)2 q2

Estaintegrales convergentecuandoq-r -c.c 2,r,yaqueentonces1 —cosq-r =

(q-r)2+O((q-r)4);sin embargo,divergecuandoq-r» 2r. Paradarsentido
ala ec. (C.10) es necesariointroducir un vectorde ondamáximogo 2ir/a,
dondea es unalongitud del orden del tamañomolecular. Su significadoes
claro: el sistemano puedeexperimentaroscilacionesde longitud de onda
inferior a a, puestoque las moléculasson rígidas, así que la amplitud de
estos modoses cero. En otraspalabras,la existenciade go no es másque
un reflejo del hecho de que el campo de orientacioneses una descripción
de ‘grano grueso’ de un sistemaque no es continuoy, por tanto, deja de
tenersignificado aescalasdel orden del tamañode sus componentes.Con
la introducciónde go y haciendola integraciónangularen (C.10) llegamos
ala expresión:

0(r)2 kBT ¡qor dx ~ — Jo(x)] (C.11)
,rK o 1

dondeJo(x) es la función de Besselde orden cero (Abramowitz y Stegun,
1965; Gradshteyny Ryzhik, 1980). El comportamientoasintóticode esta
función, cuandox — oc’, es Jo(x) ‘— 0(c’/2), por lo tanto, el comporta-
mientoasintóticodelas fluctuaciones(gor » 2r) será: - - -

k~T
a(r9 r-~ —ln(2rr/a) + O((a/r7112)

irk
(C.12).



196 C. La transiciónKosterlitz-Thouless

Aparecepor tanto unadivergencialogarítmicacon la distancia,que se tra-
duceen unadivergenciaconel tamañodel sistema(Landauy Lifshitz, 1982;
de Gennes,1974). Paraver cómo afectaestecomportamientoalas correla-
cionesy alparámetrodeordenhayquedeterminarcuál es la distribuciónde
la variable¿E 6(r) — O(O). Dadoquela energía(ec. (C.2)) es cuadráticaen
el campode orientacionesy queladistribucióndeprobabilidades proporcio-
nal aexp(—E/k»T),la distribuciónp(¿)seráunagaussianacuyadispersión
estádadapor la ec. (C.12)(Landauy Lifshitz, 1982; de Gennes,1974):

p(¿) = (21r0(r)271/2exp(—Q/2o}r)2) (C.13)

luego las correlacionesdel campo de orientaciones,g
2,(r) s <cos2lIO(r) —

6(0)1>, serán:

g2¡(r) = j d¿p(¿)cos2l¿ = exp(—21
2o-(r)2)-~ r’~2¿ (C.14a)

— 2l2ksT (C.14b),rK

Por otraparte,el comportamientoasintótico(r —* c~) de las correlaciones
es tal queg

2¡(r) q~1, asíque,en particular,cuandor

(C.15)

La transición Kosterlitz-Thouless en nemáticos
bidimensionales

Ya hemosvisto quecuandola energíade las fluctuacionesde un nemático
bidimensionalvienedadaporunaley del tipo (C2), apareceunadivergencia
logarítmicade las fluctuacionescon la distancia(ec. (C12)) que conlíeva
un decaimientoalgebraicodelas correlaciones(ec. (C.14)) y del parámetro
de orden (ec. (C.15)). Pero hay una consecuenciamás de ‘la ec. (C.2)
que fue descubiertapor Kosterlitz y Thouless(1972) y aplicadaaunagran
variedad de sistemas. Sus resultadosgeneralesse formulan en términos
de un gasde Coulombde partículasy antipartículasen 19 = 2, en el queel
potencialdeinteracciónentredoscargas,qi y gp adistanciar estádadopor
U(r) = —qiqj ln(r¡ro) + ji si i” > r~ y U(r) = O si 1’ c r0, siendoji la energía
necesariaparacrearun par partícula-antipartículaaunadistanciar0. Este
modelo generalse puedeaplicaratodo tipo de sistemasbidimensionalesen
los quelas fluctuacionespuedancrearparesde defectostopológicos(modelo



C. La transiciónKosierlitz-Thouless 197.

Figura 0.1: Lineas del campo de orientacionescuandose crea un par de discli-
nacionesde signo opuesto. Los círculos ilustran la situación aproximadade las
singularidades;el signovienedadopor el sentidoen el quese producela variación
de laorientaciónlocal cuando,con centroenlasingularidad,recorremosun circuito
cerrado.

XY del magnetismo,cristalbidimensional,superfluidoneutro, etc.). Uno
de talessistemases el nemáticobidimensional,muy similar al modelo XY,
en el que los defectostopolágicossonlos vórticesque aparecencuandoel
campode orientaciónexperimentaun girode ángulou- (disclinaciones).Las
discinacionesdebensersiemprecreadaspor pares,como ilustra la figura
0.1 -

Supongamosunadetales disclinacionesaisladaen unaregiónde radio r.
La energíaasociadaaestasingularidadse puedeestimar apartir de (0.2):
al recorrerunacircunferenciacentradaen la disclinacióny con radio r, el
campo de orientacionespasauniformementede O a ±uT-. En consecuencia,
VA = ±u-j2rr= +1/2r. Sustituyendoen (0.2) encontramosque la energía
necesariaparaaislarunadisclinaciónen unaregión de radio t es:

E = urKj rir’r’—k = A (0.16)

Es decir, las disclinacionesinteraccionancomopartículascoulombianasbidi-
mensionalesconcargaseléctricas±(rK¡2)’/2. Por otra parte,si la distancia
mediaentredisclinacioneses r, la entropíapor cadaunade ellas será?pro-
porcional al logaritmo del áreaquetiene disponible,o sea:

Sknln(r2/a2)+O(1) . (0.17)

Así que la energía libre (F = E — TS) asociadaal procesode disociaciónde
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un par de disdlinacionesa temperaturaT será:

F=ICB (~T)ln(r2¡a2) (0.18)Esta expresión define una temperatura crítica:

irK
(019)

tal queparaT c T~ la disociaciónde disclinacioneses un procesodesfavora-
ble, preservando así el orden nemático de cuasi-largo alcance, mientras que
para T > T~ es un procesofavorable,y la difusión de los defectos conduce
a la destrucción del orden nemático. 2% es, pues, la temperatura a la que
se produceun tipo de transicióndenominadade Kosterlitz-Thouless,que
se caracteriza, entre otras cosas, por no manifestarse en una discontinuidad
delas magnitudestermodinámicas,comoocurre con las transicionesde fase
habituales-

Esimportantehacernotarquela teoríadeKosterlitz-Thoulessnoexcluye
mecanismosalternativosque conduzcana otro tipo de transiciones;lo que
realmenteafirmaes que, en ausenciade talesmecanismosy siemprequeel
sistemabidimensionalposeala capacidadde crearparesde defectostendrá
lugar unatransición comola descrita. La existenciade la transición Kos-
terlitz-Thoulessha sido confirmadamediantesimulaciónen modelossimples
comoel modelo XY (Tobochniky Chester,1979)o el fluido de agujasduras
(Fz-enlcely Eppenga,1985). Estassimulacionesmuestranademásotra pro-
piedadqueparececaracterísticade estatransicióncomoes el anchopico que
muestrala capacidadcalorífica aunatemperaturaalrededorde un 10-20%
porencimade.T~.Hastael momentolaexistenciade transicionesKosterlitz-
Thouless en sistemasrealesno ha sido confirmadapor ningúnexperimento,

perohayfuertesevidenciasdequepodríanencontrarseen capasde moléculas
adsorbidassobreun substratocristalino. En estesentidoapuntanlos resul-

tados de simulaciónde Alavi (1990) de un modelorealistade metano(CIJA)

adsorbidosobre la superficie [100] de un cristal de MgO. En ella se ve que
en las configuracionesde baja energíalas moléculas‘tetraédricasdel metano
tienden a asentarsecomo trípodessobrelos ionesMg2+, de tal modo quelos
triángulos de susbasesseacoplancon los delos próximosvecinoscomo si de

engranajesse tratan,dandolugar aun sistemabidimensionalasimilableal
modelo XY. La simulaciónmuestraunatransiciónKosterlitz-Thoulessmuy
clara entreunafase con orden orientacionalde cuasi-largoalcancey otra
isótropa.
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