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1

Fenomenologia de los cristales
liquidos

1.1 ;Qué es un cristal liquido?

Hasta finales del siglo pasado se pensaba que la materia se presentaba siem-
pre en tres estados o fases: sélido, liquido o gas. Sin embargo, en 1888 el
botdnico y quimico austriaco Friedrich Reinitzer hizo un descubrimiento que
iba a cambiar esta concepcién. Reinitzer noté un comportamiento anémalo
del colesterilbenzoato cuando éste pasaba del estado sélido al liquido. El 14
de marzo de 1888 escribié al cristalégrafo Qtto Lehmann (Chandrasekhar,
1988): . '

La sustancia tiene dos puntos de fusidn, si se pueden describir
de ‘esa forma. A 145.5°C se funde en un fluido neblinoso pero
perfectamente liguido, el cual a 178.5°C se vuelve bruscamente
claro.

Tras los posteriores trabajos de Lehmann (1889, 1900, 1906), Schenk (1905),
Vorlander (1908) y Friedel (1922), quedd finalmente establecido que las fases
intermedias de éste y otros compuestos similares constituyen nuevos estados
de la materia a caballo entre el estado liquido y el estado sélido. Lehmann
dio el nombre de cristeles liguidos (CL) a estas fases, debido a que en su
aspecto externo tienen muchas de las propiedades de los liquidos, mientras
que estructuralmente poseen parte de la ordenacién que caracteriza los cris-
tales. Aunque éste es el nombre con el que se han popularizado, Friedel
propuso la denominacién, tal vez mds descriptiva, de estados mesomdrficos
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(de forma intermedia) o mescfases, como finalmente se ha dado en llamar
técnicamente a la amplia fauna de fases que se catalogan como CL.

Para entender el significado de estos nuevos estados de la materia con-
viene recordar la distincién que existe entre un cristal y un liguido. En
un cristal, sus componentes (4tomos, moléculas, agregados moleculares,...)
estan dispuestos de modo que sus centros de gravedad ocupan los nodos de
una red periddica tridimensional; en un liquido, por el contrario, no existe
ningin tipo de ordenacién posicional de los centros de gravedad de sus com-
ponentes. Mecdnicamente esto se traduce en que un liquido fluye, mientras
que un cristal es una estructura rigida. La distincién entre ambos es muy
clara a la vista de sus respectivos espectros de difraccién de rayos X: el de
un cristal muestra unos picos muy definidos denominados picos de Bragg
(Ashcroft y Mermin, 1976), caracteristicos de la red, que no aparecen en el
de un liquido.

A la vista de las propiedades que caracterizan los liquidos y los sélidos
podemos inferir dos mecanismos para la aparicion de fases intermedias (de
Gennes, 1974):

a) Imponiendo un orden posicional en una o dos dimensiones en lugar de
en tres. En el primer caso, el que mas cominmente se encuentra en
la naturaleza, tendremos un conjunto de capas liquidas equiespacia-

"das, mientras que en el segundo tendriamos un cristal bidimensional
formado por columnas liquidas.

b} Introduciendo algin grado de libertad adicional como, por ejemplo, la
orientacion molecular en el caso de un fluido de moléculas no esféricas.
Una transicién orientacional, sin embargo, puede producirse tanto en
un cristal como en un liquido. Cuando la anisotropia molecular es muy
pequeria es de esperar que disminuyendo la temperatura el liquido se
convierta en un cristal antes de que las moléculas adopten una orienta-
¢ién colectiva, formando la fase que se denomina cristal pldstico (que
no es propiamente un CL). Disminuyendo alin mis la temperatura po-
demos conseguir que, ademads, Jas moléculas se orienten en una misma
direccién y formen un cristal perfecto. Cuando la anisotropia de las
moléculas es muy grande, la transicion orientacional se produce siendo
la sustancia todavia un liquido, dando lugar a lo que se denomina
fluido nemdtico.

Ademas de estos dos mecanismos intuitivos por los que pueden aparecer
mesofases, la forma particular de las moléculas constituyentes del fluido
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(a) CH3—0—©—T=N—-©-—O—CH3
0

(b)  CHs —-—0—©—cn=N—©—c4H9

© R—@A=B—©—R’

Figura 1.1: Ejemplos de moléculas orginicas que dan lugar a una fase nematica:
(a) p-azorianisol (PAA), (b) p-metoribencilideno p-n-butilenilina {(MBBA) y (c)
estructura general de una clase de nematégenos.’

puede dar lugar a nuevos tipos de mesofases de estructura mas compleja. -
Como criterio general podemos buscar en las asimetrias de las moléculas
el origen de nuevas mesofases (una asimetria molecular puede inducir una
ruptura de simetria a escala macroscépica y originar as{ una nueva fase).

1.2 Componentes estructurales

Para obtener un cristal liquido es preciso construir un sistema cuyos com-
ponentes tengan un alto grado de anisotropia. Hasta e} momento, todos
los experimentos realizados sobre CL estdn basados en tres tipos de com-
ponentes fundamentales (de Gennes, 1974): pequeiias moléculas orgdnicas;
largas cadenas y agregados moleculares dispuestos en forma de varilla, y
estructuras complejas formadas por asociados de moléculas e iones.

Entre las pequefias moléculas orgdnicas los ejemplos cldsicos son el p-
azozianisol (PAA) y la p-metozibencilideno p-n-butilanilina (MBBA), cuyas
férmulas aparecen en la figura 1.1. Ambas moléculas dan lugar a una fase
nematica en algin rango de temperaturas (por ejemplo, la MBBA produce
un fluido nemético entre ~ 20°C y 47°C, lo que la hace muy cémoda para la
experimentacion) y por este motivo reciben el nombre de ‘nematdgenas’. En
general, toda una clase de moléculas que satisfacen el patrén de la figura 1.1c
(dos anillos aromadticos para-sustituidos, rigidamente unidos por un doble o
triple enlace A-B (de Gennes, 1974)) dan lugar a mesofases.
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0
R—C0”

Figura 1.2: Férmula general de los ésteres del colesterol (C es una cadena saturada
¥ R el radical que define el éster).

Otro tipo muy estudiado de moléculas que dan lugar a CL son los ésteres
del colesterol (ver figura 1.2), aunque el propio colesterol, con un H en lugar
de R—CO- no origina mesofases. El hecho de que los anillos en este caso
no sean aromaticos hace que la estructura de la molécula no sea plana, asi
que su aspecto es el de un cuerpo rigido en forma de varilla con la cadena
saturada C y el radical R colgando como colas flexibles de sus dos extremos.

Por 1ltimo, hay que destacar otro tipo de moléculas completamente dis-
tintas, cuya forma no es alargada sino esencialmente plana, parecida a un
disco (Chandrasekhar, 1988). Hasta finales de los afios 70 toda la eviden-
cia experimental acumulada parecia indicar que las moléculas debian ser
alargadas para generar mesofases. Fue entonces cuando se descubrié (Chan-
drasekhar et al., 1977; Dubois, 1978; Destrade et al., 1979) que también
moléculas con forma de disco podian dar lugar a fluidos nematicos (que re-
ciben el nombre de nematicos discticos) e incluso originaban nuevos tipos
de mesofases (comolas columnares, descritas en 1.3.4). Algunos ejemplos de
estas moléculas son los heza-n-alcanoatos de benceno , los heza-n-alcanoatos
de trifenileno y los heza-n-alcanozitrifenilenos (ver figura 1.3).

En todos los ejemplos de CL mencionados hasta el momento la forma
més simple de inducir las transiciones de fase es variando la temperatura.
Por este motivo estos CL reciben el nombre genérico de termdtropos.

En el segundo grupo de componentes fundamentales encontramos un
gran nimero de polipéptidos sintéticos, los cuales adoptan la configuracién
de varillas de longitud ~ 300Ay anchura ~ 20Acuando son disueltos en
determinados disolventes. Si la concentracidon de estas estructuras es sufi-
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| o R
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Figura 1.3: Dos ejemplos de estructuras moleculares que originan una fase nemitica
discética: (a) hera-n-aslcanoaios de benceno y (b) heza-n-glcanoatos de irifenileno
y heza-n-alcanozitrifenilenos . [Fuente: Chandrasekhar, 1988}

cientemente grande estos sistemas originan mesofases. También a este grupo

pertenecen las cadenas de dcido desoxirribonucleico (ADN) y ciertos virus,
de entre los cuales el ejemplo clasico es el virus del mosaico del tabaco (longi-

tud ~ 3000A, anchura ~ 2004). Por iltimo, las estructuras mas grandes se
consiguen en suspensiones de fibras de vidrio o plastico (longitud ~ 100um,

grosor ~ 100um) en algin liquido. En todos estos sistemas las variacio-
nes de temperatura pueden producir alteraciones serias, llegando incluso a

destruirlos; por ello, en lugar de la temperatura, €l parametro que permite

controlar las transiciones es la concentracién de varillas. Estos CL reciben

el nombre genérico de lictropos. -

El iltimo grupo de componentes fundamentales es el de las estructu-
ras asociadas. Tales estructuras se encuentran, por ejemplo, en el agua
con jab6én. En ellas aparece el anién alifitico CH3—{CH3},_2~COJ (con
12 € n £ 20) con un catién del tipo Nat, K+, NH}, etc. La cabeza polar
del icido {e] grupo -CO™) se asocia con las moléculas de agua, mientras
que la cadena alifdtica apolar huye de ellas (los materiales que presentan
este comportamiento ambivalente reciben por ello el nombre de compues-
tos anfifilicos). Una dnica molécula no puede, obviamente, satisfacer ‘am-
bas tendencias, pero si puede hacerlo un grupo de ellas. Son estos agre-
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gados de moléculas los que pueden originar comportamiento mesomdrfico -
cuando adquieren formas alargadas o planas. Estos sistemas son claramente

liétropos. Otro ejemplo de cadenas anfifilicas que originan el mismo tipo

de geometrias son los bloques copoliméricos. Estos sistemas, sin embargo,

pueden ser termétropos.

1.3 Clasificacién de las mesofases

La primera clasificacién de las mesofases la hizo Friedel (Friedel, 1922), intro-
duciendo en ella la terminologia bisica que actualmente se utiliza. Segin él,
los CL pueden agruparse en tres clases: nemadticos, colestéricos y esmécticos.
En la actualidad se han catalogado catorce fases esmécticas diferentes, se
ha probado la existencia de las llamadas fases nematicas biaxiales y se han
descubierto nuevos tipos de mesofases, como la fase columnar y las fases
azules. Una detallada descripcidn de las mesofases cldsicas y su fenomeno-
logia puede encontrarse, por ejemplo, en de Gennes (1974), Chandrasekhar
(1976; 1977), de Jeu (1980}, Litster y Birgeneau (1982) y Vertogen y de Jeu
(1988); para mas informacion sobre las nuevas mesofases puede consultarse -
esta dltima referencia y también Chandrasekhar (1988). En lo que sigue
vamos a comentar las caracteristicas principales de las mesofases conocidas.

1.3.1 Fase nemaitica

La palabra ‘nemdético’ viene del griego vnua, que significa kilo. El nombre
alude a las estructura en forma de hilo de ciertos defectos (lineas de discli-
nacién (de Gennes, 1974)) observados en los materiales nemédticos. En la
fase nematica, los centros de gravedad de las moléculas carecen de cualquier
tipo de ordenacién (no hay picos de Bragg en los espectros de rayos X). Las
correlaciones entre las posiciones de las moléculas son similares a las de un
liquido convencional y, de hecho, un nematico fluye igual que un liquido.
Sin embargo, si hay una ordenacidén macroscdpica en las orientaciones de las
moléculas, que tienden a alinearse en torno a un eje comin arbitrario, des-
crito por la direccidén del vector unitario n, conocido como director. Todas
las propiedades tensoriales de un nematico estdn afectadas por este hecho.
Asi por ejemplo, una de las propiedades que mds caracteriza los nemdticos
(y de hecho, la mds explotada tecnolégicamente) es la existencia de un eje
6ptico en la direccién de n (birrefringencia), con una diferencia entre indices
de refraccién medidos con polarizaciones paralela y normal a n bastante
apreciable (una diferencia tipica es de 0.2, para el PAA). Por lo demads, los



1.8. Clasificacion de las mesofases ]

Figura 1.4: Aspecto microscépico de las fases nematicas de moléculas (a) alargadas
o (b) planas. {Fuente: Gramsbergen ef al., 1986)

nematicos poseen perfecta simetria rotacional en torno a n; ademas, tienen
simetria cuadrupolar en la direccién n, es decir, los estados de director n
y -n son indistinguibles (si las moléculas son dipolares esto implica que la
fase nemadtica es paramagnética).

Los fluidos nemadticos dispersan intensamente la luz vmble, debido a
fluctuaciones de larga longitud de onda del director. La distancia media que
un fotdn puede recorrer en un nematico sin ser dispersado es ~ lmm, por
lo que los nematicos muestran una apariencia turbia.

La fase nematica sdlo se presenta en materiales aquirales (que no dis-
tinguen entre derecha e izquierda), bien porque sus moléculas lo son, bien
porque el sistema es una mezcla racémica de moléculas dextrégiras y levogi-
ras. Estas moléculas pueden ser tanto de forma alargada (PAA, MBBA, etc)
como planas, con forma de disco. Sin embargo, hay una distincién impor-
tante entre ambas: en el primer caso el eje molecular tiende a estar paralelo
al director n, mientras que en el segundo es el eje perpendicular a] plano
molecular el que tiende a alinearse con n; esto se refleja macroscépicamente
en el signo de [a birrefringencia (o equivalentemente del parimetro de orden)
(Litster y Birgeneau, 1982; Gramsbergen et al., 1986), positivo en €] primer
caso y negativo en el segundo. Un esquema de la fase nematica aparece en
la figura 1.4.
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Figura 1.5: Esquema de una fase colestérica. [Fuente: de Gennes, 1974]

1.3.2 Fase colestérica

La fase colestérica es localmente igual a la nematica, esto es, los centros de
masa de las moléculas estin completamente desordenados, mientras que sus
orientaciones se concentran preferentemente en torno a un eje marcado por
un director n.- Sin embargo, en esta fase n no es constante en el espacio, como
ocurre en la fase nematica; sino que adopta una configuracion helicoidal (ver
figura 1.5). Asi, si tomamos el eje helicoidal paralelo al eje Z, el director

queda parametrizado de la forma.

Tig
Ry

nz

Tanto el eje helicoidal como z
nemaética con la direccion del director y como ocurre siempre que un grupo
continuo de simetrias se rompe espontineamente. Debido a la equivalencia
de los estados n y —n el sistema es periédico con periodo la mitad del paso de

cos go(z = 2p)
sen go{z — 2p)
0

son arbitrarios, como ocurria en la fase
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la hélice, esto es L = x/|ga|. L es siempre mucho mayor que las dimensiones
moleculares (tipicamente ~ 3000A) y comparable a las longitudes de onda
opticas, lo que produce dispersion Bragg de los haces de luz (de Gennes,
1974). En todas las restantes propiedades la fase colestérica es similar a la
nemdtica, por lo que ésta 1dltima puede considerarse un caso particular de
" fase colestérica, con go = 0.

Encontramos fases colestéricas sélamente en sistemas esencialmente qui-
rales, bien constituidos por moléculas quirales, bien formados por mezclas
no racémicas. Esto se traduce en que el signo de gy no es arbitrario, sino
que depende de la quiralidad del sistema; asi, podemos encontrar materiales
colestéricos con la hélice a izquierdas o a derechas (siempre en el mismo
sentido a la misma temperatura). Ejemplos tipicos de materiales colestéricos
son los ésteres del colesterol (figura 1.2), de los que esta mesofase recibe su
nombre.

1.3.3 Fases esmécticas

El término esméctico, procedente del griego ounypa, que significa jabén, fue
acufiado por Friedel para denotar ciertas mesofases cuyas propiedades es-
tructurales recordaban las de los jabones. Basicamente las fases esmécticas
se caracterizan por poseer una estructura de capas con un espaciado muy
bien definido, de modo que puede observarse un pico muy acusado en los
espectros de difraccién de rayos X. Asi pues, las fases esmécticas son mas
ordenadas que las fases neméatica y colestérica porque, ademds de la orde-
nacién orientacional de los constituyentes del sistema, presentan un grado
intermedio de orden posicional.

Aunque Friedel reconocié una inica fase esméctica, enseguida empezé
a verse que habia varias fases diferentes que poseian la misma propiedad
estructural de formar capas. Se las empezé a clasificar afiadiendo una letra
al nombre de esméctico. Hoy dia hay identificadas catorce fases esmécticas
(Chandrasekhar, 1988) y nada permite suponer que la lista se vaya a cerrar
ahi. De entre todas ellas, las tres mds importantes son -denotadas con las
letras A, By C.

Esméctica A

Esta fase presenta una estructura en capas de un grosor similar a la longi-
tud de los constituyentes (ver figura 1.6). Los centros de gravedad de las
moléculas de cada capa se distribuyen sin ningin orden posicional; adetnds,
la correlacion entre capas es despreciable, por lo que cada capa puede ser
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Figura 1.6: Esquema de una fase ésméctica A. [Fuente: de Gennes, 1974]

considerada un liquido bidimensional. Por otra parte, las moléculas estan
orientadas en torno a la direccién perpendicular al plano de la capa (eje
Z), de modo que el sistema es épticamente uniaxial, siendo el eje éptico el
normal a las capas. La simetria de la fase queda completamente definida
ahadiendo que las direcciones +2 y —z son equivalentes.

Esméctica C

La inica diferencia entre esta fase y la anterior es que el eje en torno al cual
se orientan las moléculas no es el normal a las capas, sino que forma con él
un angulo @ (ver figura 1.7). De este hecho resulta un espaciado entre las
capas d = lcosé, siendo ! la longitud de los constituyentes. Esta fase es,
pues, épticamente biaxial.

La existencia de la fase esméctica C requiere que los constituyentes del
sistema sean Spticamente inactivos o que se trate de una mezcla racémica. Si
no es asi, en lugar de esta fase se obtiene una equivalente en la que el vector
director de la orientaciéon molecular n precesa en torno al eje normal a las
capas, dotando a la fase de una estructura helicoidal cuyo paso de hélice, p,
es mucho mayor que el espaciado entre las capas (tipicamente, p/d ~ 103).
Esta fase recibe el nombre de fase esméctica C*.

Esmeéctica B

Lo que diferencia esta fase de las dos anteriores es la ordenacion posicional
dentro de las capas. Tanto el esméctico A comoel C (o el C*) consisten en un
apilamjento de capas liquidas bidimensionales; en €l esméctico B las capas
estan formadas por sélidos bidimensionales con estructura de red triangular
o bien por otro tipo de fase bidimensional, a caballo entre el liquido y el
sélido, llamada fase hezdtica. Esta fase se caracteriza porque la correlacién
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Figura 1.7: Esquema de una fase esméctica C. [Fuente: de Gennes, 1974]

entre posiciones de las moléculas en el plano es de corto alcance, mientras que
la orientacién de los vectores de la red es constante a lo largo del sistema
{Litster y Birgeneau, 1982; Vertogen y de Jeu, 1988; Brock ef al., 1989).
Por este motivo, el tipo de orden que exhibe esta fase se denomina orden
orientacional de enlaces. . :
La existencia teérica de 1a fase hexéatica es una consecuencia de la teoria
de Kosterlitz-Thouless (1973) aplicada a la transicién sélido-liquido en 2D.
La teoria predice una transicién continua mediada por la disociacién de pa-
res de dislocaciones. Halperin, Nelson y Young {Halperin y Nelson, 1978;
Nelson y Halperin, 1979; Young, 1979) elaboraron los detalles de esta teoria
y predijeron la existencia de la fase hexdtica entre ¢} sélido y el liquido (ver
también la monografia de Strandburg, 1988). Birgeneau y Litster (1978) su-
girieron la posibilidad de encontrar un cristal liquido 3D formado por capas
hexdticas 2D cuya interaccién diera lugar a una ordenacién orientacional de
enlaces 3D de largo alcance!. La existencia de esta fase quedé establecida
inequivocamente tras los experimentos de difraccién de rayos X de Pindak
et al. (1981). Esta fase recibe actualmente el nombre de fase hezdtica B
para diferenciarla de la fase esméctica formada por capas de cristales 2D,

'En los sistemas estrictamente 2D} existe una divergencia de las fluctuaciones de Jarga
longitud de onda (Landau y Lifshitz, 1982} que produce un decaimiento algebraico de las
correlaciones, destruyendo asi el verdadero orden de largo alcance (ver apéndice C).
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también denominada cristal B. La fase hexdtica B aparece entre ]a esméctica
A y alguna fase liquido-cristalina con orden posicional en las tres dimensio-
nes (como por ejemplo, la fase cristal B).

Esmécticos ‘exdticos’

El rango de fases esmécticas que no se clasifican en los tres grupos anteriores
va desde la D a la K (Chandrasekhar, 1988) (incluyendo algunas variedades
‘estrella’). En conjunto reciben el nombre genérico de esmécticos exdticos.
Algunas de estas fases parecen ser auténticos cristales con orden 3D de largo
alcance, y por lo tanto no pertenecen al &mbito de las mesofases. La mayoria,
sin embargo, constituyen variedades de la fase esméctica B que incluyen la
inclinacién del director de las capas con respecto a la normal (y en algunos
casos su precesién) y posibles distorsiones de la red cristalina hexagonal.

1.3.4 Nuevas fases

En las dltimas décadas la investigacion experimental en cristales liquidos ha
dado como fruto el descubrimiento de nuevas mesofases y la confirmacion
de la existencia de algunas que se habian predicho tedricamente (Chandra-
sekhar, 1988; Vertogen y de Jeu, 1988). Hoy dia la creencia generalizada
apunta en la direccién de que toda posible ruptura de las simetrias del
sistema tiene una mesofase asociada y uno puede siempre encontrar una
molécula u otro componente estructural que la origine. Algunas de las nue-
vas fases que se han obtenido son: diversas formas polimdrficas de la fase
esméctica A, las fases azules, la fase nemdtica biaxial y las fases columnares.
Vamos a comentar brevemente en qué consisten.

Polimorfia de la fase esméctica A

Cuando las moléculas de un fluido que exhibe fase esméctica A son fuerte-
mente polares, ésta se desdobla en dos fases diferentes, segin que los dipolos
de cada capa estén desordenados (A;) u ordenados (A;). En esteiltimo caso
la orientacién de los dipolos de cada capa estd acoplada a la de las capas
vecinas de forma antiferromagnética (ver figura 1.8b). La primera evidencia
experimental de esta polimorfia se debe a Sigaud et al. (1979). La fase
esméctica A, (figura 1.8a), como la esméctica normal, posee un espaciado
entre capas ({) del orden del tamafio molecular (d }, mientras que el espaciado
en.la A, es del orden de 2d. Un tercer tipo ha sido identificado (A4), con
un espaciado entre d y 2d. En esta fase, la ordenacién de capas es de nuevo
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Figura 1.8: Formas polimérficas de la fase esméctica A que aparecen en fluidos -
fuertemente polares: con dipolos desordenados {A;), con dipolos ordenadas antife-
rromagnéticamente (Agz), sin separacién completa entre capas consecutivas (Aq) y
de tipo A con modulacién transversal (A). [Fuente: Chandrasekhar, 1988], '

antiferromagnética, pero las capas consecutivas no estin completamente se-
paradas (ver figura 1.8¢). Puede hacerse una teoria fenomenolédgica de la fase
esméctica A (Prost, 1979; Prost y Barois, 1983) introduciendo dos campos,
uno asociado con la densidad molecular y el otro con la densidad dipolar.
La energia libre se escribe en funcién de estos campos con dos términos: uno
proporcional a los gradientes al cuadrado de los campos (término eldstico)
y otro que los acopla favoreciendo el que la periodicidad del primero sea la
mitad de la del segundo. Ambos términos compiten en la minimizacién de
la energia libre dando lugar a frustracion. Una consecuencia interesante de
esta descripcion es que puede producirse una modulacidn transversal que
compense dicha frustracién, dando lugar a la fase A (ver figura 1.8d), o
bien una coexistencia de dos periodicidades inconmensurables, originando
la llamadas fases esmécticas A inconmensurables, muy interesantes porque
producen solitones unidimensionales.
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Fases azules

Las denominadas fases azules aparecen en sistemas colestéricos cuyo paso de
hélice es suficientemente pequefio (menos de ~ 50004 ). El rango de tempe-
raturas en el que existen es muy estrecho (alrededor de 1°C) y estd situado
entre la fase colestérica y la fase isétropa, segin se aumenta ]a temperatura.
Deben su nombre a la propiedad que tienen de ser 6pticamente activas (aun
siendo is6tropas) lo que les da el color azulado caracteristico {(a veces apa-
recen con otros colores, pero se las sigue llamando ‘azules’). El primer
conocimiento que se tiene de su existencia se remonta al origen de los cris-
tales liquidos, ya gue el propio Reinitzer describié una de estas fases en su
histdrica carta a Lehmann. :

La existencia de fases azules estd relacionada con la aparicién de defectos
topolégicos en la fase colestérica. Estos defectos consisten en lineas singula-
res en e] campo de orientaciones del vector director n. Reciben el nombre de
disclinaciones, imitando el de ‘dislocaciones’ en los cristales. Una fase azul
aparece cuando estas disclinaciones se ordenan en una red cristalina. Lo
extrafio de este fenémeno es que la sustancia no deja de ser liquida, puesto
que las posiciones de sus moléculas continian desordenadas; es el patrén
de orientaciones moleculares lo que presenta una ordenacion espacial. Las
fases azules son el \inico ejemplo encontrado en la naturaleza de un liguido
que presenta uma estructura cristalina. Hasta el momento se han identifi-
cado tres fases azules distintas, que se denotan BP I, BP II y BP III Este
es el orden en gque aparecen cuando se aumenta la temperatura. Estudios
cristalogrdficos de estas tres fases han demostrado que la BP I es una red
ciibica centrada en el cuerpo (bcc, de grupo cristalogrifico 08), que la BP
I1 es una red cibica simple (sc, de grupo cristalogrifico 0?) y que la BP III
(lamada ‘niebla azul’) es amorfa, probablemente cuasicristalina. Un estudio
detallado de las fases azules puede encontrarse, por ejemplo, en Wright y
Mermin (1989), y en Seideman (1990).

Fase nematica biaxial

La fase nemdtica biaxial (N;) es una posibilidad que aparece en sustancias
cuyos componentes no tienen simetria de rotacién en torno a un eje. Se
caracteriza esta fase porque en ella existen tres ejes Spticos, a diferencia de la
nematica normal o uniaxial (N, ) en la que solamente existe un eje. La fase N}
fue descubierta por Yu y Saupe (1980) en un sistema liétropo; mds tarde se
observo biaxialidad en polimeros nemadticos, y finalmente auténticos fluidos
biaxiales termotropos han sido obtenidos mediante moléculas que combinan



1.8. Clasificacion de las mesofases 17

Figura 1.9: Diversas formas que presentan las fases columnares: (a) vertical en sus
versiones (b) hexagonal y (¢) y (d) rectangulares, y (e} oblicua; (f) muestra la fase
nemadtica, carente por completo de ordenacién espacial. [Fuente: Chandrasekhar,
1988] .

una forma alargada con un nicleo en forma de disco. El interés de esta fase
reside en que sus propiedades son sustancialmente diferentes de las de la fase
N.. Asi por ejemplo ocurre con sus propiedades eldsticas y viscosas (se ha
demostrado que la fase N, ortorrombica tiene 15 constantes elasticas y 15
viscosidades). Los defectos de la fase Ny son también distintos, puesto que no
presentan la ley de coalescencia de dos defectos que se deduce de la topologfa
algebraica; en su lugar, las reglas de combinacién son no conmutativas.
Finalmente, existe la posibilidad de enrollamiento de defectos, dando lugar
a lo que se ha dado en denominarse ‘rigidez topolégica’ (Toulouse, 1977).

Fases columnares

Estas fases se producen en fluidos cuyos componentes tienen una estruc-
tura plana, en forma de disco, como ocurre con las moléculas que originan
nematicos discéticos (ver figura 1.3). Dichos componentes discoidales se api-
lan, de forma aperiédica, en columnas, las cuales forman una red cristalina
bidimensional. Se trata, pues, de cristales fundidos en una dimensién o,
visto de otra forma, de cristales bidimensionales de liguidos unidimensio-
nales. Debido a la forma de los componentes las fases columnares pueden’
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presentar aspectos diversos (ver figura 1.9), como columnas verticales, co-
lumnas oblicuas o diferentes redes cristalinas bidimensionales, dependiendo
de si los componentes son mds 0 menos circulares (red hexagonal) o alarga-
dos (redes rectangulares).

Aunque ya Peierls y Landau habian considerado el caso de la fusién de
un sélido en una de las dimensiones, su conclusién fue que, aunque posible,
era muy improbable que ésta se diera. La fase columnar tuvo que esperar a
ser confirmada por experimentos de difraccién de rayos X (Chandrasekhar
et al., 1977; Levelut, 1979, 1983). Los sélidos bidimensionales son inestables
cuando el tamafio del sistema crece, porque la amplitud de las fluctuaciones
diverge con el logaritmo del tamaiio del sistema (Landau y Lifshitz, 1982).
Sin embargo las fases columnares son estables gracias a las fluctuaciones
eldsticas de las columnas liquidas, como ya habian predicho Peierls y Lan-
dau en los afios 30. Los fluidos columnares son los dnicos ejemplos de la
naturaleza en que la transicién al sélido puede ser de segundo orden y no de
primer orden como es lo habitual (Katz, 1978).



2

Modelos tedricos

El estudio tedrico de los cristales liquidos se inicié a mediados de siglo.
El punto de partida fue el trabajo de Onsager (1949) sobre la mecdnica
estadistica de un sistema de varillas rigidas duras, esto es, que no pue-
den interpenetrarse, cuando éstas son infinitamente largas y el sistema estd
infinjtamente diluido. Onsager demostré que en este limite particular el sis-
tema presenta una transicion orientacional de primer orden, pasando de una
fase isétropa a baja densidad (una densidad convenientemente reescalada)
a una fase nemitica a alta densidad. Posteriormente Maier y Saupe (1958)
propusieron una teoria alternativa que atribufa la transicién orientacional
a la presencia de un potencial de interaccion atractive y anisétropo. El
tratamiento dado era de tipo campo medio y sus resultados contrastaban
razonablemente bien con algunos datos experimentales. Esta alternativa
abrid la discusion sobre si ]a existencia de mesofases se debe puramente al
caracter anisétropo de la molécula o si se necesita una interaccién atractiva
para producirlas. Este 1ltimo punto de vista es similar al que existia so-
bre la fase solida previamente al descubrimiento del sdlido de esferas duras
(Alder y Wainwright, 1957). Los posteriores trabajos de simulacién han
demostrado, como en el caso de la fase sélida, que un potencial puramente
repulsivo (como es el potencial duro) puede dar cuenta de la existencia de
mesofases. En particular, se han obtenido por simulacién la fase nematica,
la esméctica A, la columnar, la biaxial y otras fases que no se han encontrado
en la naturaleza, como la recientemente descubierta fase cubatica. También
se ha demostrado que en sistemas bidimensionales pueden existir mesofases.
Toda esta evidencia apoya la idea de que cualquier mesofase (real o teérica)
puede ser obtenida mediante algin modelo de molécula dura.

19
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2.1 Teoria de Onsager

Onsager se plante6 el problema de estudiar estadisticamente un sistema de
varillas duras (cilindros) de longitud L y didmetro D, en el limite de alta
longitud y baja densidad. Si p es la densidad, o sea, el nimero de varillas, N,
dividido por el volumen, V', podemos definir 1a fraccién de empaquetamiento,
7, como la relacién del volumen ocupado por las varillas al volumen total,
esto es, = pTD*L. La elongacidn de la varilla puede caracterizarse por
el cociente entre sus dos dimensiones caracteristicas, K = L/D. Con estas
definiciones, el limite de Onsager se puede tomar haciendon << 1y >> 1,
de modo que el producto px permanezca finito.

En un sistema tal en equilibrio, la orientacién de las varillas estd dis-
tribuida segin una cierta funcién! h(u), de tal modo que ph{u)du es la
fraccidon de moléculas cuya orientacién estd dentro del dngulo sélido redu-
cido du ([ du = 1), en torno al vector unitario u. La normalizacién de esta
distribucién angular se elige de modo que:

/ duh(u) = 1 (2.1)

La derivacién de la energia libre de este sistema puede hacerse de forma de-
tallada partiendo de }a expresién para la funcién de particién (Sheng en el
cap. 5 de Priestley et al., 1975); sin embargo aqui emplearemos un método
menos preciso, pero mas corto e intuitivo, para llegar a la dicha expresién.
La idea es considerar el sistema como una mezcla de moléculas de distintas
especies, donde cada una de estas especies corresponde a una determinada
orientacién. La fraccién de moléculas de cada especie es, pues, zy, = h{u)du,
asi que la densidad de cada especie es py = pzy. Puesto que la jnteraccién
entre moléculas es dura, existird en torno a cada particula una regién inac-
cesible a las demas (Hansen y McDonald, 1986; Vertogen y de Jeu, 1988).
Esta regién depende de las orientaciones relativas de las moléculas y carece,
en principio, de simetria radial porque la interaccién entre las moléculas es
de tipo ‘esfera dura’ con un didmetro dependiente no sdlo de las orientacio-
nes relativas sino también de las posiciones relativas de las dos moléculas
que interaccionan. Sin embargo, puesto que en la fase nematica los centros
de masa estan distribuidos uniformemente, regiones de forma distinta pero
con el mismo volumen dardr la misma contribucién a la energia libre. El
volumen sélo depende ‘de las orientaciones relativas de las moléculas, esto

!En adelante se adoptara la convencién de que f(u) denote f{u-m), donde n es el
director nemadtico.
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es, de las especies de la mezcla, asi que la energia libre del sistema sera
formalmente igual a la de una mezcla de esferas duras con una distribucién
continua de especies caracterizada por la funcién i(u).

La energia libre de una mezcla diluida de n especies de esferas duras de
densidad total p y fracciones moleculares z,, (a = 1,...,n) viene dada por:

BF = BFo+ Y 2aln(zap) + ’2-’ Y 2ot Wae + O(p%)  (22)

oo’

donde Fj es una constante aditiva, 8 = 1/kgT, con T la temperatura abso-
luta y kp la constante de Boltzmann, y W, o+ €l volumen excluido entre
las especies o y a’. Aplicando a esta {6rmula las equivalencias definidas al
principio de la discusién obtenemos como energia libre de un sistema diluido
de varillas duras:

BF = fFy + f duh(u)1n(ph(u))
+ 2 f dudu'h(u)h(u)W(u,u’) + O(p%)  (2.3)

El volumen excluido W(u, u’) de dos de tales varillas con orientaciones u y

u’ es, despreciando el efecto de los bordes (puesto que L >> D) (de Gennes,

1974): _
W(u,u') = 2L2D[1 — (u - u')*]}/? (2.4)

asi que finalmente se obtiene:
BF = Ry + ] dub(u)ln(ph(u))
+ 3 j dudu’h(u)h(u)[1 - (u-u)V2 + O(p?) (2.5)

donde ¢ = %nn. Onsager demostré que cuando n — 0 y & — oo con ¢ finita
(el limite de Onsager), los términos O(p?) son nulos y la expresién (2.5) es
exacta. Cuando dicha ecuacién se aplica a varillas finitas, su truncamiento
en el primer orden del desarrollo conduce a una teoria de campo medio, en
el sentido de que se desprecian las fluctuaciones del sistema.

La ecuacidén (2.5) nos da una expresién de la energia libre como un fun-
cional de la distribucién angular, cualquiera que sea ésta. La distribucion
de equilibrio, hA%(u), serd aquélla que minimice este funcional, tal como pres-
cribe la termodinémica. Asi pues, si minimizamos F[A] como funcional de
h{u), manteniendo la restriccién (2.1), obtendremos para h%u) la ecuacién:

In(h%u))+1+ A+ c/du’[l —(u- 2ROy =0 (2.6)
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donde X es el multiplicador de Lagrange asociado a la condicién de nor-
malizacién (2.1), que puede ser eliminado despejando h®(u) en la ecuacién
anterior y utilizando (2.1); esto es:
exp{=c J du'1 - (u- w)?}/2h0(w)}

J duexp{=c fdwir="(aw PP}
La ecuacién (2.7) tiene siempre la solucién isétropa h°(u) = 1, pero cuando
c es suficientemente grande también puede aparecer una solucién anisdtropa
que describa la fase nemdtica. Esta ecuacién integro-diferencial no-lineal
no se puede resolver exactamente; por ello, Onsager adopt6 una estrategia
diferente: resolver el problema mediante un método variacional con una

funcién prueba que posea las caracteristicas que uno espera de h%u). De
este modo tomé una funcién de la forma:

ho(u) = Kcosh(au - n) (2.8)

h(u) = (2.7)

donde K es la constante de normalizacién, n es el director nemdticoy a un
pardmetro variacional; y la introdujo en (2.5) para después minimizar F(a)
como simple funcién' del pardmetro variacional. En la regién de interés a
tiene un valor grande (del orden de 20) y; por lo tanto, la funcién (2.8) estd
muy picada en torno a la direccién marcada por n (u-n = 0). La simetria
cuadrupolar de la fase nematica nos permite definir el parametro de order:

g = (Py(u)) (2.9)

donde Py(z) = (322 -1)/2 es el polinomio de Legendre de orden 2 (Abramo-
witz y Stegun, 1965; Gradshteyn y Ryzhik, 1980), y {-) denota el promedio
sobre la colectividad de equilibrio (que para el caso de funciones de una
particula es equivalente a () =-f-A(u)du). Este parimetro de orden vale
0 en la fase isétropa y 1 cuando todas las moléculas son perfectamente
paralelas.

Llevando a cabo los cilculos de Onsager uno encuentra una transicién
de primer orden desde la fase isétropa {a = 0) a la nemdtica (a > 18.6).
Cuando las dos fases coexisten en equilibrio la densidad reducida de la fase
isétropa es ¢; = 5.415, mientras que la de la nematica es ¢, = 7.278, con un
parametro de orden g = 0.848. Asi pues, la teoria de Onsager predice una
transicién abrupta y ancha (Ac/c, = 0.256) a una fase altamente ordenada.
Ademis, se trata de una teoria atérmica (la temperatura sélo entra como
un factor de escala de la energia), como consecuencia del caracter duro de
la-interaccidn entre las moléculas {esta caracteristica de los modelos duros
sera discutida al final de este capitulo).
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2.2 Teoria de Maier-Saupe

La teoria de Maier y Saupe atribuye la estabilidad de la fase nemitica a la
existencia de una interaccién atractiva entre las moléculas del fluido que fa-
vorece su alineamiento paralelo (Maier y Saupe, 1958). Siguiendo el espiritu
de ]a teoria de campo medio {Wojtowicz en el capitulo 3 de Priestley et al,,
1975; Vertogen y de Jeu, 1988) podemos intentar reproducir el efecto de
esa interaccién a través de un potencial efectivo que, actuando sobre cada
molécula independientemente, reproduzca la interaccién global de todas las
demas moléculas. Este potencial puede construirse fenomenoldgicamente a
través de una serie de requerimientos, a saber: debe poseer la correcta de-
pendencia en orientaciones, esto es, ha de ser minimo cuando la molécula
sea paralela al campo creado por las demis moléculas y maximo cuando
sea perpendicular (esto puede conseguirse, por ejemplo, si el potencial es
proporcional a —P;(u)); debe anularse cuando el sistema esté en la fase
desordenada e intensificarse con el grado de orden (lo que se obtiene to-
mando el potencial proporcional al parimetro de orden ¢, definido en (2.9)),
y debe tener un factor ajustable, v, que describa Ia intensidad global de
la interaccién para cada sustancia. Combinando todos estos ingredientes
obtenemos el siguiente potencial efectivo:

V(u) = ~vgPy(u) (@10)

En la linea de la teoria de campo medio (Huang, 1987) sustituimos la in-
teraccion entre las moléculas del fluido por este potencial ‘promedio’, igno-
rando asi las fluctuaciones del sistema. Dado que (2.10) es un potencial que
actia independientemente sobre cada particula, la Mecanica Estadistica nos
permite escribir la distribucién de orientaciones de una molécula como:

h(u) Z"exp{-pBV(u)} : (2.11a)
Z fdu exp{-pV(u)} - (2.11b)

I

Donde Z es la funcién de particion configuracional de una molécula. Con
esta funcién podemos calcular promedios de magnitudes dependientes de la
orientacién; en particular, el pardmetro de orden es:

q= ] duPy(u)h(u) = E-;;ln z]zzm - (212)

Llegamos asi a una ecuacién autoconsistente que nos permite determinar la
funcién ¢(T'). La solucién de (2.12) para temperaturas superiores a T, =
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Figura 2.1: Parametro de orden, ¢ = (Pg(u)) ‘en funcién de la temperatura, T (en
unidades v/kp), segin se obtlene de la ecuacion autoconsistente (2.12). La solucién
estable aparece en trazo continuo. [Fuente: Priestley et al., 1875]

0.22019v/kp es ¢ = 0, mientras que por debajo de este valor, la ecuacién
tiene dos soluciones mds, que tienden a 1 y a —1/2 cuando T — 0 (ver figura
2.1). La. primera corresponde a-la fase nemdtica y la segunda a una fase
espirea en la que las moléculas tenderian a alinearse perpendicularmente
al campo de orientaciones. A cada temperatura la fase estable serd aquélla
cuya energia libre, F, sea minima. Para calcular F utilizamos la conocida
relacién termodindmica F = E — TS, donde E es la energia interna y S la
entropia. E se obtiene tomando el valor medio del potencial, es decir:

E= % / duV(u)h(u).= %quQ | (2.13)

donde N es el nimero de moléculas del sistema y el factor 1/2 evita contar
dos veces la interaccién molecular, ya que se estd aproximando el potencial
de par por un potencial unimolecular. La entropia, por definicién, tiene la
expresion:

§=~Nkp jduh(u)ln(h(u)) = %}E + NkglnZ (2.14)
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asi que la energia libre serd:
F=-NksThnZ - %Nuq2 (2.15)

La energia libre de la fase isétropa (¢ = 0) es constante e igual a 0; la de
la fase espirea es negativa pero con valor absoluto pequeiio, y la de la fase
nemitica es negativa y de valor absoluto mayor que el de la fase anterior,
que carece, por lo tanto, de significado fisico. El valor del parimetro de
orden de la fase nematica en T es de ¢ = 0.4289, y la transicién es, por lo
tanto, de primer orden. :
Aunque, como ya hemos comentado al comienzo del capitulo (y como
veremos en la seccion siguiente), la existencia de la fase nemdtica se debe
puramente a la geometria anisdtropa de los constituyentes (como prueban
los modelos de molécula dura), la teoria de Maier-Saupe tiene el mérito de
ser mas realista a la hora de comparar cuantitativamente con resultados
experimentales reales (de Gennes, 1974). En particular, predice una tran-
sicion menos abrupta que la teoria de Onsager y, sobre todo, muestra una
dependencia no trivial con la temperatura. Por ello esta teoria ha sido refi-
nada posteriormente para obtener resultados més precisos. Su forma final es
una teoria de campo medio generalizada de los nematicos (Wojtowicz en el
cap. 4 de Priestley et al., 1975) basada en el desarrollo del potencial de in-
teraccién en sus arménicos esféricos y en la inclusién de nuevos pardmetros
de orden. La teoria de Maier-Saupe resulta ser el primer orden de estos
desarrolios. '

2.3 Modelos de moléculas duras

Como ya hemos comentado al principio de este capitulo, la disyuntiva que
plantean las dos teorias precedentes es la misma que la que previamente
existia acerca de la fase sélida: jpuede una ineraccién puramente repulsiva
dar lugar a una fase ordenada o, por el contrario, se requiere una interaccion
atractiva? Intuitivamente, esta iltima opcién parece la correcta. Es facil
visualizar cémo se forma un sélido si existe un potencial atractivo entre las
moléculas que obliga a éstas a ocupar los minimos del potencial en el estado
de minima energia. Anilogamente, si uno impone una interaccién atractiva
anisétropa (como en la teoria de Maier-Saupe, por ejemplo)} parece légico
que las moléculas tiendan a orientarse buscando el estado fundamental. Por
esta razén sorprendié el descubrimiento de Alder y Wainwright (1957), me-
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diante simulacién por Dindmica Molecular? (DM), de que un sistema de
esferas duras posee una fase sélida. Mds tarde los mismos autores (1962)
confirmaron la existencia de fase sdlida también en un sistema de discos
duros® (2D).

En lo que se refiere a la presencia de mesofases en sistemas con inte-
raccion puramente repulsiva, la primera evidencia se debe a Vieillard-Baron
(1972), quien encontrd, mediante simulacién Monte Carlo (MC), una fase
nemaitica en un ﬂmdo de ehpses duras Mds tarde, Frenkel y Eppenga pro-
baron por simulacién MC la existencia de fase nemstica en un sistema 3D
de discos duros (Frenkel y Eppenga 1982; Eppenga y Frenkel, 1984) y en un
sistema 2D de agujas duras (Frenkel y Eppenga, 1985), aunque en este caso
demostraron que las correlaciones en dicha fase decaen algebraicamente (ver
apéndice C). Frenkel y colaboradores elaboraron, en una serie de trabajos
(Frenkel et al., 1984; 1985; Frenkel y Mulder, 1985; Mulder, 1986), el dia-
grama de fases de umn fluido de elipsoides duros de revolucién, mostrando
la existencia de fase nemadtica. Sobre otras fases distintas de la nemitica,
Stroobants et al. (1986; 1987) encontraron evidencias de fases esméctica A y
columnar? en un sistema de esferocilindros (cilindros rematados con cipsulas
semiesféricas) duros perfectamente paralelos. Inmediatamente después los
mismos autores (Frenkel et al., 1988; Frerikel, 1988a) encontraron las fases
nematica y esméctica A en el mismo sistema de esferocilindros dures, pero
totalmente libres. Veerman y Frenkel han completado recientemente el dia-
grama de fases de este sistema (Veerman y Frenkel, 1990; Veerman, 1991).
Por iltimo habria que sefialar los recientes trabajos de Frenkel (19892 y b)
sobre un sistema de ‘rodajas esféricas’ (rodajas simétricas cortadas paralela-
mente al plano ecuatorial de la esfera} que poseen forma de pastillas, y que
muestran, ademds de la fase nemdtica, una fase columnar con las columnas
dispuestas en forma hexagonal, y otra fase a la que se ha denominado provi-

?Esta técnica se basa en resolver numéricamente las ecuaciones de Newton del mo-
vimiento de todas Jas moléculas del fluido y utilizar la hipotesis ergédica para calcular
promedios termodinimicos. Para mis detalles consultar Allen y Tildesley (1987).

?Ya hemos mencionado que los sistemas bidimensionales no poseen verdaderc orden de
largo alcance (ver nota al pie de la pag: 13); sin embargo puede hablarse de transicién de
fase porque el sistema pasa de tener un decaimiento exponencial de la correlacién entre
sus moléculas a tener un decaimiento algebraico (ver apéndice C), lo que hace que para
tamaiios finitos (hasta valores muy grandes) el sistema muestre apariencia de verdadero
orden.

*Un reciente estudio (Veerman y Frenkel, 1991) ha demostrado que esta fase es ines
table, ya que se transforma en una fase c¢ristalina hexagonal al aumentar el tamaio del
sistema.
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(a) | (b)

Figura 2.2: Sistema de ‘rodajas esféricas’, con distancia entre caras L y didmetro

esférico D, mostrando: (a) la fase columnar, en un sistema de 512 particulas, al 80%

del maximo empaquetamientoy con L/D = 0.1, y (b) la fase cubitica, en un sistema

de 1728 particulas, al 62.5% del maximo empaquetamiento y con L/D = (.2. En

la esquina inferior izquierda se muestra la caja de simulacién. [Fuente: Frenkel,
1989b} '

sionalmente fase cubdtica, que consiste en apilamientos de unas cuantas de
estas moléculas que se empaquetan entre si para producir una distribucién
orientacional de doble pico (Frenkel, 1389b). Imédgenes de estas dos tltimas
fases aparecen en la figura 2.2. Asimismo, un pequefio resumen de los avan-
ces obtenidos en simulacién en el campo de los modelos de moléculas duras
se puede encontrar en Allen y Wilson (1989).

Que un sistema de moléculas duras pueda experimentar una transicion a
una fase mds ordenada es un resultado no trivial. Esto es ficil de entender a
raiz de la siguiente paradoja: la energia libre de un fluido viene dada por la
relacién termodindmica F = E - TS, donde E es la energia interna, o dicho
de otro modo, el promedio estadistico de las interacciones moleculares; T
es el parimetro temperatura absoluta, y § es la entropia del sistema. La
interaccién dura esti representada por un potencial gne vale 0 fuera de
la regién definida por el cuerpo de la molécula, y vale oo en el interior.
Este 1iltimo hecho se traduce en que las moléculas no pueden solaparse en
absoluto, lo que da lugar a la aparicién de un volumen excluido a cada
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molécula debido a la presencia de las demdis. Al no poder solaparse, la
energia de interaccién entre las moléculas es siempre 0 y, por lo tanto, £ =
0. Asi obtenemos que los modelos de molécula dura satisfacen la relacién
simplificada F' = —T'5. Y -aqui se encuentra la paradoja, porque el estado
de minima energia y el de mixima entropia coinciden, y a su vez, el estado
de mdxima entropia es el -de mayor desorden, luego aparentemente, nunca
podremos tener una transicién a una fase ordenada en estos modelos. Sin
embargo, un andlisis mds detalla.do de la ‘entropfa nos conduce a distinguir
dos contribuciones de origen - djferente una configuracional, que procede
del grado de ordenacién de las m_oleculas, Y. una de snteraccion debida a
la porcién’ de volumen de fase accesible a cada molécula, que varia segin
el volumen excluido. Lo interesante de esta diferenciacién es que ambos
términos contribuyen con signo diferente, En otras palabras, mientras la
entropia configuracional disminuye al ordenarse el sistema, la de interaccién
aumenta, debido a que el volumen excluido es menor cuando las moléculas
estan ordenadas y, en consecuencia, es mayor el volumen de fase accesible.
El balance de estos dos términos en uno u.otro sentido es el causante de la
aparicién de las fases ordenadas en los sistemas que estamos discutiendo.
De lo anterior se infiere que los modelos de moléculas duras pueden dar
cuenta de todas las mesofases imaginables, y la evidencia pseudoexperimen-
tal (procedente de las simulaciones) al respecto es contundente. Pero otra
cuestién muy distinta es si en las sustancias reales es este mecanismo y
no otro el responsable de la existencia de mesofases. La respuesta a esta
pregunta estd adn lejos de ser conocida, si bien es de hecho cierto que se
necesitan potenciales atractivos para poder reproducir los resultados expe-
rimentales. Sin embargo, un hecho probado es la utilidad de los modelos
duros como sistemas de referencia para posteriores desarrollos perturbati-
vos (Hansen y McDonald, 1976; Gray y Gubbins, 1984; Vega y Frenkel,
1989; Vega, 1990).
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La transicion orientacional






3

Descripcion teorlca de la fase
nematica

Tras esta introduccién a la fenomenologia general de los CL, el resto de la
memoria estard dedicado a un estudio tedrico de la transicién orientacional
entre la fase isétropa (I) y la nemitica (N). La herramienta tedrica a utilizar
serd la teoria del funcional de la densidad.(TFD), que aparece descrita en
¢l Apéndice A. Pero antes de entrar en detalles, vamos a introducir en este
capitulo algunos conceptos generales sobre la transicion isétropo-nemaitico
{I-N), tales como la correcta definicién de un pardmetro de orden para la fase
- nematica (para este punto puede consultarse cualquiera de las referencias
basicas, por ejemplo, de Gennes, 1974; Priestley et al., 1975, o Gramsbergen
et al., 1986) y el marco general de la teoria de Landau (una monografia
detallada sobre este tema aparece en Gramsbergen et al., 1986), al que de
vez en cuando se hara referencia posteriormente.

3.1 Parametro de orden

En el capitulo anterior, al tratar de los primeros modelos tedricos de la fase
nematica introdujimos, de forma puramente intuitiva, el pardmetro de orden
g = (P2(u)). Aunque en rigor un parametro de orden es simplemente una
cantidad @ que toma el valor = 0 en la fase desordenada y Q # 0 en
la ordenada, lo que en modo alguno define univocamente ¢, lo deseable es
hacer una eleccion natural del mismo. Asi, en la transicién liquido-vapor, el
pardmetro de orden es la diferencia de densidades entre ambas fases (esca-
lar); en los sistemas ferromagnéticos es la imanacién en ausencia de campo
(vectorial), y en casos mas complejos, su definicion se puede formular por

3



32 3. Descripcidn tedrica de la fase nemdtica

medio de la teoria de grupos, tal y como propuso Landau para las transi-
ciones de segundo orden {Landau y Lifshitz, 1982). En nuestro caso no serd
necesario recurrir a la teoria de grupos, pero la eleccién de un parimetro
de orden para la fase nematica requiere una serie de consideraciones y, so-
bre todo, distinguir entre una descripcién macroscdpica y microscépica del
problema. Este tltimo hecho nos va a llevar a dos definiciones posibles de
este pardmetro, cuya relacién en el caso general no esté clara, aunque en el
modelo simple de moléculas alargadas y rigidas veremos que coinciden.

3.1.1 Definicién macroscépica

La fase nemadtica se caracteriza por una anisotropia (uniaxial) del fluido.
Consecuentemente, todas las funciones respuesta del material seran también
anisétropas (uniaxiales). Tomemos cualquiera de ellas, digamos la suscepti-
bilidad diamagnética por ser una cantidad ficil de medir, aunque cualquier
otra cantidad serviria también (permitividad eléctrica, indice de refraccién,
etc.). Si sobre el material nematégeno se aplica un campo magnético H,
debido al diamagnetismo aparecerd en él una imanacién M relacionada con
el campo por la ecuacién:

M, = Xa,BHB (3.1)

donde se ha adoptado el convenio de sumacion de indices iguales y los indices
griegos recorren las tres componentes de un vector. El tensor x, de com-
ponentes X,g, €5 la susceptibilidad diamagnética. Dicho tensor es siempre
simétrico y en la fase is6tropa es, ademds, diagonal (xas = Xx8as, COn bup
la delta de Kronecker). En la fase nemdtica uniaxial el tensor y tiene dos
autovalores diferentes, X|| ¥ X1, en las direcciones paralela y perpendicular,
respectivamente, a la direccién del director n; cuando la fase es nemadtica
biaxial, x tiene tres autovalores diferentes. Por estas razones se puede ver
que los requisitos impuestos sobre el parametro de orden son satisfechos por
la parte anisdtropa de la susceptibilidad diamagnética, esto es:

1
AXaf = Xap — §6aﬁx~r‘r (3.2)

Asi que podemos definir un pardmetro de orden tomando esta cantidad
convenientemente normalizada {Vertogen y de Jeu, 1988): '

Qaﬁ = AXa.G/AXm (3.3)

siendo Ayx,, la anisotropia mixima, que se observaria en un nemdtico pe-
rfecto (aquél en el que todas las moléculas son paralelas entre si). Esta
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eleccién del parimetro de orden refleja que la ordenacién orientacional es
la dnica caracteristica en la que las fases isétropa y nemética difieren y que
esta ltima no posee ferroelectricidad.

El uso de Q como pardmetro de orden en la teoria de Landau hace que
ésta sea independiente de las caracteristicas de los elementos constituyentes;
en particular, consideraciones sobre la flexibilidad de las moléculas no jue-
gan ningun papel. En definitiva, Q puede considerarse como la eleccién de
parimetro de orden mas simple posible compatible con las simetrfas del pro-
blema. Adem4s, la definicién es también vilida para la descripcién de la fase
nemaética biaxial, ya que la forma diagonal mas general de @, compatibie
con la restriccién TrQ = 0, tiene dos pardmetros libres:

-z +y) 0 0 .
Q= 0 -lz-y) 0 (3.4)
0 0 z

de modo que si z # 0 e y # 0 hay tres autovalores distintos y la fase es
biaxial; si z # 0 e y = 0 hay sélo dos autovalores y la fase es uniaxial, y si
z = 0 e y =0 la fase es isGtropa porque Q = 0.

3.1.2 Definicién microscépica

" La definicion anterior de parimetro de orden ignora por completo los detalles
moleculares y, por lo tanto, una teoria de Landau basada en dicho pardmetro
~serd tan fenomenoldgica en su construccién como ‘universal’ en sus prediccio-
nes. Sin embargo, cuando uno trata de construir teorias basadas en primeros
principios, hay que partir de un nivel de descripcidn microscépico y aplicar
técnicas de Mecdnica Estadistica. A este nivel, la definicién de un parimetro
de orden utiliza promedios estadisticos de variables moleculares y, en conse-
cuencia, su relacién con el parimetro de orden macroscépico definido en el
apartado anterior no es obvia en absoluto. De hecho, para la mayor parte
de los modelos moleculares, dicha relacién es ain desconocida. Esto puede
dar lugar a una considerable complicacién de la teoria de Landau basada
en un parimetro de orden microscépico. Vamos a tratar de introducir uno
de estos parametros de orden en un modelo molecular sencillo y después
intentaremos ver su conexién con Q.

Supongamos el modelo mas simple imaginable de nematégeno: un fluido
de varillas rigidas con simetria axial. En este modelo, la orientacion de la
molécula queda completamente especificada por un vector unitario, u, en la
direccién del eje de simetria. Un pardmetro de orden escalar o vectorial es



34 8. Descripcion tedrica de la fase nemdtica

impensable, puesto que el primero involucraria el promedio {u - u) que vale
siempre 1, mientras que el segundo tendria en su definicién el promedio (u},
que es siempre 0 debido a que el sistema no es ferroeléctrico. Entonces, la
eleccion mas simple de parimetro de orden ha de ser un tensor de segundo
orden, que estari definido en términos de promedios del tipo' (uu). La
forma mas sencilla de elegirlo, con el requirimiento de que tenga traza nula
para que valga 0 en la fase is6tropa, es:

. .
Gaf = (uauﬁ) - 5603 (35)

siendo u, las componentes de u. La simetria de q es obvia de 1a definicién.
Este tensor diagonaliza en cualquier base que contenga al director n, por lo
que puede escribirse de una forma mucho mas operativa como:

1
Gapg = ¢ (nanﬁ - Eéaﬁ)» (3'6)

con ¢ definido por (2.9). La relacién entre' q y Q puede obtenerse si se
tiene en cuenta que en el modelo de varillas rigidas, la parte anisétropa de
la susceptibilidad diamagnética es proporcional a q:

AXop = PXabas (3.7)

siendo p la densidad numérica de particulas y x, la anisotropia de la suscep-
tibilidad magnética molecular. Puesto que segin la definicién Axm = pXa,
llegamos a la simple relacién Q = q, que es vilida para este modelo parti-
cular pero que en ningin modo lo es de forma general.

Para finalizar vamos a hacer unos comentarios acerca del signo de g.
Cuando mediante la accién de un campo externo se obliga a los ejes mayores
de las moléculas a permanecer perpendiculares a n, Ay, y por tanto g, tienen
signo negativo. Bajo esta interpretacién, las moléculas discoidales tienen
siempre sus ejes mayores perpendiculares a n, asi que uno puede asignar
a la fase nemadtica que originan un valor negativo de g (ver sec. 1.3.1).
Como la definicién esti referida siempre al eje de simetria, ¢ es positivo
tanto para moléculas alargadas como planas; asi pues se hace necesaria
una modificacién de la definicién del pardimetro de orden, multiplicando el
antiguo valor de Axy, por el signo de An = n, — n,, con n, y n, los indices

1En lo sucesivo, la yuxtaposicidn de vectores, un’, denotara el producto tensorial, es
decir, (uu’)ag = uauj, 2 distinguir del producto escalar, u - u’, que se denota con un
punto entre ambos.
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de refraccién (medidos a la misma longitud de onda) de los rayos ordinaric y
extraordinario, respectivamente {An > 0 para moléculas alargadasy An < 0
para moléculas planas).

3.2 Teoria de Landau

La teoria de Landau es la aproximacién mds simple al estudio de las transi-
ciones de fase (Stanley, 1971; Landau y Lifshitz, 1982; Huang, 1987). Laidea
basica que hay tras ella es la suposicién de que para temperaturas préximas
a la temperatura de transicién, el potencial termodindmico del sistema se
puede escribir como un desarrollo en potencias del pardmetro de orden. Los
coeficientes del desarrollo son funciones de las variables del sistema, tales
como la presion, p, la temperatura, T, y los campos externos, h, en el caso
de fluidos. La teoria de Landau es una teoria fenomenolégica y, por tanto,
carece de cualquier conexién que permita relacionar dichos coeficientes con
las interacciones microscépicas del sistema; la inica forma de determinarlos
es a través de ajustes empiricos a los datos experimentales. El mayor logro
de esta teoria es que bastan una serie de consideraciones generales sobre los
coeficientes, la mayor parte de las cuales involucran argumentos de simetria
de las fases, para poder predecir el tipo de transicion.

La forma del desarrollo de Landau del potencial termodinamico (en lo
que sigue denotado por F') depende de la dimension del parametro de orden,
pero los elementos esenciales aparecen ya en el caso en el que este pardmetro
es escalar, . F, entonces, puede escribirse como:

F(p,T,Q) = Fo(p,T) =~ hQ + a(p, T)Q* + 4(2, T)Q% + c(p, T)Q* +--- (3.8)
El estado de equilibrio del sistema puede optenerse como el minimo de (3.8)
con respecto a @, fijados p, T y h. Para que exista al menos un minimo es
necesario suponer que F' — oo asintéticamente con (), en otras palabras, se
requiere que ¢ > 0. Ademads, no habrd punto critico {en el caso de transicién
de segundo orden) ni espinodal (en el caso de transicién de primer orden)
a menos que a cambie de signo para un cierto valor de la temperatura Ty.
Asi, a(p,T) = 0 es la ecuacién del punto critico o de la espinodal, y define
una linea en el diagrama de fases (To(p)). Cerca de Tp podemos escribir a
como:

a(p.T) = ao(T - To) ' (3.9)

Por su parte se supone una dependencia débil de los coeficientes by ¢ con la
temperatura, asi que se consideran pricticamente constantes en las cercanias
de To.
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Argumentos de simetria también nos dan indicacién del tipo de términos
permitidos. Asi, si las fases entre las que se produce la transicién (@ =0y
@ # 0) tienen distinta simetria, el término lineal debe ser idénticamente nulo
{(h = 0). Puede ser no nulo en presencia de un campo que rompa la simetria
o si el pardmetro de orden es escalar. En cuanto al término cibico, no puede
aparecer si el pardmetro de orden es vectorial, porque es imposible construir
un escalar de tercer orden con un vector. Si puede estar presente, en cambio,
cuando el parimetro de orden es un escalar o un tensor de segundo orden,
por ejemplo. ’

Cuando b = 0 la transicién es de segundo orden si, como hemos supuesto,
¢ > 0. Pero aun siendo b = 0, si ¢ < 0 la transicion puede ser de primer
orden, para lo cual se necesita un término de sexto orden estabilizador, con
un coeficiente e > 0. Un interesante fenémeno ocurre cuando ¢ cambia
de signo en algin punto de la linea de transiciones. En ese caso el orden
de la transicién cambia y ese punto, con unas caracteristicas peculiares,
recibe el nombre de punto tricritico (Huang, 1987). La transicién serd de
primer orden siembre que exista el término cibico (b # 0} y no se pueda
eliminar mediante una redefinicién del pardmetro de orden, como ocurre
si éste es escalar (Alexander y Amit, 1975), ya que la transformacion ¢ =
go + ¢’ permite elegir gy de modo que desaparezca este término. Entonces
la expresién de F resulta idéntica a la del modelo de Ising con campo y una
transicién de segundo orden es posible en un punto del diagrama de fases. Si
el parimetro de orden es un tensor de segundo orden {como en la transicién
I-N}, el término cibico no puede ser eliminado y, por lo tanto, la transicién
es de primer orden.

Una vez analizada la teoria en su versién mas simple, estamos en con-
diciones de describir la teoria de Landau de la transicién I-N, debida a de
Gennes (1969; 1971). La teoria de Landau-de Gennes proporciona un de-
sarrollo de la energia libre F en términos del pardmetro de orden nematico
introducido en la seccién anterior, Q. Como Q es un tensor de segundo
orden, mientras que F' es un escalar, la forma de obtener dicho desarro-
llo es construir primero todos los invariantes rotacionales posibles con un
tensor de segundo orden. Estos invariantes son polinomios construidos con
las componentes del tensor, que no cambian cuando se reemplazan dichas
componentes en un cierto sistema de referencia por las mismas referidas a
otro sistema de referencia rotado respecto al primero. La teoria general de
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tensores nos dice que la forma mas general de un invariante rotacional es:

T T omnl [[THQ™) (3.10)

m nj..Am i=1

con n;,m = 1,2,.... Una importante propiedad de los tensores simétricos
3x3, Q, es que el término Tr(Q") puede ser expresado como un polinomio en
Tr(Q) (que vale 0 por la condicién de traza nula), Tr(Q?) y Tr(Q3?) sélamente
(ver apéndice A de Gramsbergen et al., 1986). Asi pues, la energia libre de
un nematico puede ser escrita como:

F = Fot3aTx(Q) + 36T(Q%) + ;e v(Q)]
+ 3AT(QATHQ)] + gel QAP + €ITH(Q)F + -+ (3.11)

(los coeficientes numéricos se escriben por conveniencia). La ausencia en
(3.11) de término lineal en Q hace posible la existencia de la fase isétropa; la
introduccién de un campo externo (Gramsbergen et al., 1986) destruye esta
posibilidad, al hacer aparecer este término. La existencia del término cibico
{y en general, de los términos impares superiores) hace que la transicién I-N
sea necesariamente de primer orden. Finalmente, la transicién ocurre para
a = 0, asi que supondremos que este coeficiente puede linealizarse en torno’
a algin valor de la temperatura T~ (o sea, @ = ao{T — T*}), préximo a
la temperatura de la transicién Tin; los restantes coeficientes se suponen '
constantes, tal y como se ha discutido al comienzo de esta seccidn. '

La expresién (3.11) se puede simplificar atin mdis adoptando para Q
la forma. diagonal (3.4). En esta representacion, los dos invariantes que
aparecen en (3.11) se transforman en:

Q) = 3(3:+4?) © (312)
THQ®) = gz(:r?—yz) | (3.13)

de cuyas expresiones puede deducirse que [Tr(Q3)]> £ [Tr(Q?)}®, donde el
signo de igualdad se verifica s6lo para el caso uniaxial {(y = 0). Asi pues,
el término de sexto orden en €’ es el responsable de la existencia de la fase
nematica biaxial; dado que centraremos nuestro interés en la fase nemadtica
uniaxial, en adelante ignoraremos este término (¢’ = 0). Centrdndonos,
pues, en la fase uniaxial y utilizando (3.12) y (3.13) obtenemos la siguiente
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Figura 3.1: (a) Energia libre F en funcién del pardmetro de orden @, para los

valores de la temperatura T, Tin ¥ TT; (b) pardmetro de orden @ en funcidn de
la temperatura, segiin la ecuacién (3.17) (la linea discontinua corresponde a la fase
nematica metastable). [Fuente: Gramsbergen ei al., 1986]

expresidn para la energia libre:

1, 9 9 9
=b 3 A | s ) I -1 3.14
| Fe TP TL T (3.14)
De esta ecuacién general uno puede describir dos situaciones diferentes,
segin la eleccién que se haga de los coeficientes. Vamos a discutirlas se-

paradamente:

F=Fo+-3—a:2+

a) Puesto que (3.14) tiene la misma forma que (3.8), podemos ignorar
los términos superiores al cuarto orden (d = e = 0) e imponer ¢ > 0
para garantizar la existencia de fase nematica. Distinguimos, entonces,
cuatro regiones de temperatura (ver figura 3.1):

(i) Tt < T: sélo existe la fase isétropa (zg = 0 es €l dnico minimo
de F); .

(ii) Tin< T < Tt 1a fase isétropa es estable (zg = 0 es el minimo
absoluto de F') y existe una fase nemdtica metastable (zo # 0
aparece como minimo local);
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(iii) T < T < Tin: la fase nematica es estable y la isdtropa queda
como fase metastable;

(iv) T < T*: la fase nematica es estable mientras que la jsétropa se
hace inestable (es un maximo de F).

Asi pues, T y Tt pertenecen a la espinodal. Las expresiones para TiN
y TT son:

b2
T = T 3.
N + 27agc (3.15)
t 2
TV = T+ Y (3.16)

El parametro de orden de la fase nemitica, @ = 3z¢/2, viene dado
por:

1. _ 1/2
con Qf = Q(T1) y Qv = Q(Tin) dados por:
ot = ng = —% (3.18)

Experimentalmente se comprueba que b y ¢ son coeficientes muy pe-
quefios (Arnisimov et al., 1977}, y que, ademds, ¢ tiene la simetria
de a, es decir, cambia de signo con a. Esto hace que a y ¢ se anu-
len simultineamente, lo que da lugar a un comportamiento tricritico
(Huang, 1987). El modelo que se sigue para estudiar este tipo de com-
portamiento se obtjene haciendo ¢ = d = Gy ¢ > 0 en (3.14). Los.
resultados que se obtienen de este modelo son:

., b
IIhn = T+ TTane . (3.19)
1 o |
TV = T+ YT (3.20)
1/3 3b 1/3
Q ) @ Toe (3.21)

con el pardmetro de orden Q(7T'} dado por la ecuacién implicita:

(Q—Q")“+4QT(Q—Q1)3+6(QT)2(Q-QT)2-%(T1-T) =0 (3:22)
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Del primer modelo se ve que el parimetro de orden satisface, cerca de TT,
una relacién del tipo @ — Q1 ~ (TT - T)ﬁ, con B = 1/2. Eso quiere decir
que si b = 0 (0 equivalentemente, QT = 0) estamos ante un comportamiento
critico cldsico (Stanley, 1971), mientras que en el segundo modelo con b = 0
el comportamiento es similar, pero con § = 1/4. Si b # 0 en este segundo
modelo recobramos A = 1/2 (segin se obtiene de (3.22})); sin embargo, dado
que b es experimentalmente muy pequefio, cabe esperar que esta situacién
se produzca en un intervalo de temperaturas tan préximo a T que sea inac-
cesible a las medidas y, en consecuencia, estaremos ante un comportamiento
quasitricritico, con 8 = 1/4. Aunque en principio no estd claro que la teoria
de los puntos criticos describa e] acercamiento a una espinodal, de la teoria
de Landau se obtiene que no hay diferencia en el tratamiento de ambos. Por
otra parte, la dimensidn critica de este comportamiento tricriticoes D, = 3
(Gramsbergen et al., 1986), asi que el valor de clisico § = 1/4 serd, a su
vez, el valor esperable experimentalmente (no asi para el comportamiento
critico, en que D, = 5 (Gramsbergen et al., 1986) y, en consecuencia, los
exponentes cldsicos son erréneos). Los resultados experimentales adn no son
concluyentes; aunque ciertamente el valor § = 1/2 estd excluido y toda la
evidencia parece sugerir el valor § = 1/4 (ver los datos de Thoen y Menu
{1983), que dan como resultado 8 = 0.247 £ 0.01), el exponente critico del
modelo de Ising (8 = 0.312) no esti definitivamente eliminado ({la energia
libre con b = d = ¢ = 0 es equivalente a la de un modelo de Ising). Una dis-
cusién mds detallada de la situacién experimental aparece en Gramsbergen
et al. (1986).

Antes de finalizar con la teoria de Landau merece la pena echar un
vistazo al caso bidimensional. Por analogia con 3D, en 2D el pardmetro de
orden microscépico (que, como hemos visto, coincide con el macroscépico en
moléculas rigidas) serd un tensor simétrico 2 x 2 de segundo orden definido
mediante:

1
gap = (uolp) — §6aﬁ (3.23)

que reescrito en términos del vector director n adopta la forma:
1
o = g | Nanpg — Eéag (3.24)

donde ahora ¢ = (T3(u)}, con Ta(2z) = 2z% - 1 el polinomio de Chebychev de
segundo orden (Abramowitz y Stegun, 1965; Gradshteyn y Ryzhik, 1980).
Los invariantes rotacionales de q seran también de la forma (3.10), pero
ahora q es una matriz 2 x 2 y el resultado para matrices simétricas 2 x 2 es
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que Tr(q") se puede escribir como un polinomio en Tr{q) (que vale 0 por la
condicién de traza nula) y Tr{q?); luego todo lo que aparece en el desarrollo
de Landau son potencias de Tr(q?), es decir:

F=Fo+ %a'rr(c?) + %c[’I‘r(Q2)]2 + %em(qi)r . (3.25)

Por consiguiente, si ¢ > 0 la transicion es de segundo orden; sic<0la
transicién es de primer orden, y si, como parece ocurrir en 3D, ¢ cambia
de signo con la simetria de a, entonces habra un comportamiento tricritico.
No hay resultados experimentales que confirmen ninguno de estos compor-
tamientos, sin embargo, este andlisis nos permitird entender los resultados
que aparecen en capitulos posteriores, cuando se estudie la transicién I-N
en un modelo bidimensional.






4

La transicion orientacional en

D=3

La TFD (ver apéndice A) ha demostrado ser la herramienta tedrica mas po-
tente en la descripcién de la transicién fluido-sélido (F-S) (dos monografias
sobre el tema son Baus, 1987 y 1990). Gracias a ella, la termodindmica
del solido de esferas duras {ED) y la coexistencia con el fluido han sido
reproducidas con una gran exactitud (Lutsko y Baus, 1990a y b). Como
ya se apuntaba en el trabajo pionero de Ramakrishnan y Yussouf (1979) la .
ventaja de la TFD sobre el resto de las teorias es que permite calcular resul-
tados para una fase inhomogénea a partir de los datos de 1a fase homogénea.
Utilizando esta valiosa propiedad, el formalismo de la TFD ha sido exten-
dido al estudio de las transiciones entre mesofases en sistemas de cuerpos
convexos duros anisétropos, de los cuales los mds estudiados han sido los
elipsoides duros de revolucion (EDR), por ser la extensién inmediata de ED
a cuerpos anisétropos, y los esferocilindros duros (ECD), cuyas propiedades
de empaquetamiento han permitido estudiar fases esmécticas.

4.1 El funcional energia libre

Como punto de partida para la obtencién de un funcional capaz de descri-
bir la fase nemdtica tomaremos las expresiones (A.21), (A.22) y (A.27) del
apéndice A, que refieren la energia libre, F[p], de una fase de densidad local
p{x), a la de una fase de densidad uniforme e isétropa pr. Si afiadimos
la simplificacién de tomar esta densidad igual a la densidad media de la
fase inhomogénea, es decir, pg = p = V! fdxp(x) (con V el volumen),

43
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obtenemos la siguiente expresion para la diferencia de energfas libres:
BAFlp] = BFudlpl+ [ dxpx)ln{p(x)/p}
1
- / dA(1 - A) f dx j dx'C(x,x'; [pa]) Ap(x)Ap(x') (4.1)
0

donde Fex[p] es la contribucién debida al campo externo; C(x,x'; [p,]) es
(ver apéndice A) la funcién de correlacién directa (FCD) de un sistema de
densidad local pa(x) = p+ AAp(x)}, con Ap(x) = p(x) — p (que en su forma
m4ds general es un funcional de la densidad local, como denotan los paréntesis
cuadrados); 8 = 1/kgT es la inversa de la constante de Boltzmann por la
temperatura, y finalmente x = (r,u) denota las coordenadas espaciales (r)
y las orientaciones (u) de las moléculas. El término del campo externo es
necesario para confinar el sistema en una regién de volumen V y para rom-
per la simetria rotacional que posee la fase isétropa; sin embargo, de modo
equivalente podemos anular esta contribucién imponiendo directamente so-
bre p(x) condiciones apropiadas. Asi pues, dado que estamos interesados
en la transicién I-N y la dnica simetria que la fase nema4tica tiene rota es la
orientacional, podemos escribir p(x) = ph(u), siendo #({u) la funcién de dis-
tribucién angular normalizada ( f duh(u) = 1). Por el mismo motivo,la FCD
sera traslacionalmente invariante, esto es, C(x,x’; [p]) = C(r—r"; u, u’; [ph]),
asi que la diferencia de energia libre por particula entre las fases nematica e
isétropa, A¢lh] = AF[h}/pV, vendri dada por:’

BAdR] = f du h(u)ln h(u) | (4.2)
o, / du f dw'Ah(u)Ah(w') foldm-)\) f dr C(r; u, o'; [phs])

con hy(u) = 1+ AAh(u), siendo Ah(u) = h(u) — 1. Aunque la ec. (4.2)
es ezacta, involucra la FCD de un fiuido nemadtico, que es una funcién des-
conocida. De hecho, la obtencion de la FCD para una fase inhomogénea es
un problema arduo que sélo ha podido ser resuelto para algunos sistemas
unidimensionales!. Por este motivo es necesario hacer alguna aproximacién
en (4.2) que evite usar dicha funcién.

!Por ejemplo, Percus obtuvo la FCD de un fluido 1D con interaccién a préximos vecinos
en un campo externo arbitrario (ver el trabajo de Percus en: Lebowitz, 1987); asimismo,
las FCD de algunas cadenas de espines han mido obtenidas por Percus {(1977) y Tejero
{1987); finalmente, la FCD de un modelo de fluido 1D de particulas duras anisétropas se
ha obtenido recientemente (Tejerc y Cuesta, 1990).
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Sobre la manera de hacer esta aproximacién se han seguido diferentes
estrategias en la literatura. La forma mds inmediata de proceder es hacer
un desarrollo del virial de (4.2) que, cuando se trunca en el segundo orden,
da lugar a la teoria de Onsager (ver seccién 2.1); Mulder y Frenkel (Mul-
der y Frenkel, 1985; Mulder, 1986) utilizaron ademas la contribucién del
tercer coeficiente del virial (que estimaron mediante un calculo MC) pero
apraximando (4.2) por medio de un? ‘desarrollo y' (Barboy y Gelbart, 1979;
1980). Otra forma de abordar el problema es desarrollar la FCD de la fase
anis6tropa en torno a la de un fluido isétropo de referencia con la misma
densidad (Singh y Singh, 1986; Marko, 1988), como ya se habia hecho en
los primeros trabajos sobre la transicién F-S (ver Baus, 1987; 1990). Por
iltimo, se puede aproximar la FCD de la fase anisétropa por la de un fluido
isétropo con una cierta densidad efectiva, como han hecho Baus y colabo-
radores {Baus et al.,, 1987; Colot et al., 1988) extendiendo el método que
habian aplicado con éxito a la transicion F-S (Baus y Colot, 1985; Colot y -
Baus, 1985; Colot et al., 1986). Esta linea de trabajo es la que ha expe-
rimentado un mayor desarrollo en los iltimos afios bajo la denominacidn
general de ‘aproximacién del liquido efectivo’ (ALE). A ella le vamos a de-
dicar especial atencién en este capitulo, describiendo el trabajo de Baus y
colaboradores, ya que su posterior desarrollo en el campo de la transicién
orientacional ha sido el objetivo principal de esta tesis.

Aplicar la ALE sobre el funcional C(r;u,u’;[p)]) equivale a hacer:

C(r;u,v';[o3]) = C(r;u,w';5y) - (4.3)

siendo p, una densidad media efectiva. Como en el caso de la transicién F-S,°
esta densidad efectiva se determina a través de un razonamiento geométrico
ad hoc que la relaciona con p), la densidad media correspondiente a pj(x).
Pero dada la forma de esta funcién, su densidad media es independiente de
A (pa = p), luego la densidad efectiva serd también independiente de A, o
sea, py = p. De este modo hemos reducido e] problema a determinar la
FCD de un fluido isétropo, una tarea mucho mas simple que la de obte-
ner la FCD del fluido anisétropo. A pesar de todo, tampoco se conoce la -
solucién de este problema, ni siquiera, como en el caso de ED, en la aproxi-
macion de Percus-Yevick (PY) (Percus y Yevick, 1958; Stell, 1973; Hansen y
McDonald, 1986). La FCD del fluido isétropo puede ser obtenida medianté’

?Fl desarrollo y consiste en utilizar como variable y = /(1 — ), con # = vgas la
{raccién de empaguetamiento {vmeq es el volumen de una molécula), en lugar de la propia
densidad; el desarrollo resultante, cuyos coeficientes son resumaciones de los coeficientes
del virial, tiene mejores propiedades de convergencia que ¢l desarrollo del virial.
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resolucién numeérica de la ecuacion integral de Ornstein-Zernike con diferen-
tes aproximaciones de cierre (Perera et al., 1988), utilizando los desarrollos
en invariantes rotacionales de las funciones de correlacién (Blum y Torrue-
lla, 1972}, o bien a través de alguna forma analitica propuesta a partir de
algin tipo de consideracion fisica. En esta iiltima linea, que es Ja que vamos
a seguir aqui, se han sugerido dos aproximaciones diferentes, que conducen
al mismo resultado cuando se aplican a la transicién I-N.

La primera propuesta, debida a Pynn (1974), consiste en reescalar la
FCD del fiuido de ED, Cep(r/o; n) (o es €] didmetro de una ED y 7 = vmap,
CON Uy, €l volumen molecular, es la fraccion de empaquetamiento del fluido),
con la distancia de contacto de dos particulas, o(f;u,u’) (con f = r/r):

C(r;u,w';p) = Cep ( (4.4)

r ) )
o(Fru,w)
Lado (1985) probd que el cardcter isétropo de (4.4) en el limite r — 0 no
es fisico; sin embargo, el test numérico de esta aproximacién, aplicada a
dimeros formados por dos esferas soldadas, demuestra que, excepto por el
mencionado fallo a cortas distancias, la aproximacién funciona muy bien
para separaciones entre esferas de hasta 0.4 veces su didmetro. Por otra
parte, Lado arguye que el fallo a cortas distancias es poco relevante debido
al factor r? del elemento de volumen. A pesar de todo es presumible que
para mayores excentricidades la aproximacion (4.4) no sea tan buena.

La segunda propuesta, debida a Baus et al. {1987) consiste en factorizar
las partes radial y angular de la FCD :

‘C','(r;‘u, u';p) = (u - u'}Cgp(r/oo; n) (4.5)

donde o esti elegido de modo que el volumen de las moléculas coincida con
el volumen de las ED de referencia (o sea, 63 = oo} en el caso de EDR
de didmetro mayor oy y didmetro menor ¢, ). Como indican los autores
(Colot et al., 1988), esta aproximacién es anisétropa tanto en r = 0 como
en r = o¢ (el contacto) y puede ser considerada como el orden cero de algin
desarrollo perturbativo de la FCD. Cuando Z(u-u’) se toma igual a la razén
entre el volumen excluido de dos moléculas con orientaciones u y u’ y el de
dos ED de referencia, ambas apraximaciones conducen al mismo resultado,
siempre que la densidad local de la fase en cuestién, p(x), sélo dependa de
la orientacién® (como ocurre con.la fase nemitica) Asi pues, en adelante
utilizaremos la forma (4.5) para la FCD del fluido isétropo.

3Estrictamente la aproximacién de factorizacidn sdlo es vilida a bajas densidades, va
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Cuando se aplican las ecuaciones anteriores al estudio de EDR, uno en-
cuentra el problema adicional de que no existe una expresidn analitica de
la distancia de contacto entre dos elipsoides. El problema se scluciona a
través de la aproximacién del solapamiento gaussiano (ASG), descrita en

_ el apéndice B, gue conduce al siguiente resultado para el volumen exclu:do
reducido (ec. (B.11)):

oy 1/2
T(u-u') = (1—";‘2_(—‘;2“—)3) (4.6)

siendo x un parametro que mide la excentricidad, relacionado con la ‘razén
de aspecto’, k = o||/o a través de x = {x? - 1}/(x% + 1).

Con tcdo, el mayor problema surge a la hora de elegir un criterio que
nos permita determinar la densidad efectiva p. Como ya hemos comen-
tado, en la transicién F-S esta densidad efectiva viene dada por argumentos
geométricos. Para encontrar un argumento similar que nos permita calcular
7 en nuestro problema primero hay que hacer notar que si buscamos un
fluido isétropo de referencia tal que su FCD reproduzca, en ‘promedio’, la
estructura de par de] fluido nemdético de densidad p, entonces 7 ha de ser
menor que p para asi tener en cuenta la disminucién de la interaccién que
se produce en ]a fase nemdtica como consecuencia del aumento del orden
molecular (hay que tener en cuenta que la interaccién se debe sdlamente al
efecto del volumen excluido, que es menor en las fases ordenadas). De la
estructura microscépica de ambas fases es claro que en la fase is6tropa un
EDR puede rotar mas o menos libremente en torno a cualquiera de sus ejes,
mientras que en la fase nemadtica el elipsoide sélo puede rotar libremente en
torno a su eje de simetria. Como consecuencia de ello, la distancia media
de contacto entre dos EDR vecinos serd menor en la fase nemética que en
la isétropa. En la fase isotropa esta distancia media es op, por lo que en la
fase nemdtica serd aog, con 0 < a < 1. Este factor puede estimarse como
la relacién entre el volumen accesible a un EDR en la fase nematica y la
isétropa, es decir: -

. 1/2 :
a(yx) = (-;—-:—:—;{—D = min(k, 1/&) | (4.7}

que da el mismo peso a configuraciones de moléculas con la misma orientacién relativa
" pero distinta orientacién con respecto a r; de hecho, al estudiar fases espacialmente inho-
mogéneas {como las esmécticas o la sélida) resuita que mientras que los resultados de la’
aproximacién de Pynn son razonables, la aproximacién de factorizacién Heva a prediccio-
nes erroneas (Xu ef al., 1991), debido a que las inhomogeneidades resultantes de (4.5) son
esencialmente las de un sistema de ED.
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De acuerdo con esto, una manera de obtener § es exigir que la FCD del
fluido efectivo a la distancia media de contacto en la fase nenigitica, adyg, sea
igual a la FCD del fluido real a la distancia real de contacto, esto es (dada
la factorizacién en (4.5)):

Cep (1;7) = Cep (a(x); 7) (4.8)

que conduce a una relacién % = %(rn; x) (la figura 4.1 muestra un dibujo
de estas curvas para algunos valores de x). La ecuacién (4.8) requiere una
expresién explicita para la FCD de ED. Esta expresién no se conoce exac-
tamente mas que para D = 1; sin embargo, en D = 3 existen muy buenas
aproximaciones, como la ya mencionada de PY (Hansen y McDonald, 1986),
la mejorada de Waisman-Henderson-Blum (Waisman, 1973; Henderson y
Blum, 1976) que utilizan Singh y Singh (1986), o la sugerida por Baus y Co-
lot (1987) consistente en una modificacién de la PY que permite incorporar
la ecuacién de estado de ED como dato, corrige la inconsistencia de aquélia?
¥ proporciona expresiones para cualquier dimensién. Los resultados que se
obtienen dependen de forma débil de la eleccién que se haga, asi que puede
usarse la simple PYS,

Uniendo todos estos ingredientes llegamos por fin a la forma final del
funcional (4.2):

pagihl = [ duh(w)inh(u) - ey @m A ) - Holx)]  (4.9)

donde:
Wey(® = o [dxCev(rfonsm) = - =TT (40
: . )
12\ 1/2
HOle) = [ au [auh(upne) (l—i-if_(—“;;‘fi) (4.11)
o = Bl =3 (1+ 2525) - @)

‘La FCD de PY conduce a dos ecuaciones de estado distintas, segiin se utilice la
ecuacion del virial o la ecuacién de la compresibilidad (Hansen y McDonald, 1986).
. *La forma de la FCD en aproximacién de PY es:

2 1,32

donde z = rfe y ©(z) es la funcién escalén de Heaviside.
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Figura 4.1: Curvas %j(n) obtenidas a partir de (4.8) para varias razones de aspecto,
a saber, de arriba a abajo, x = 1.3, 2, 3, 5 y 10. Con lineas discontinuas estin

representados los casos extremos x = 1 (su

Colot et al., 1988)

perior) y k = oo (inferior). [Fuente:
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En la obtencién de la segunda igualdad de (4.10) se ha utilizado la expresién
explicita de la FCD de PY (ver nota 5 a pie de pagina), mientras que el
resultado final de (4.12) ha sido tomado de la tabla B.1 (ver apéndice B).
Estd claro que la presencia de p en (4.9) sélo puede dar cuenta de una
manera muy burda de la influencia de los términos de orden superior en un
desarrollo en Ah(u) del funcional (4.2); sin embargo su presencia se hace
necesaria, como en la teoria de la transicion F-S (Baus, 1990), dado que
estos términos de orden superior no pueden ser despreciados a causa de la
lenta convergencia de los desarrollos en Ap(x). Por otra parte, ¢l funcional
(4.2) posee dos importantes propiedades: (i) su dependencia en x? implica
una simetria exacta oblato-prolato (x «— —x o, equivalentemente, & «+ x™1),
que resulta ser casi exacta en las simulaciones (Frenkel y Mulder, 1985), ¥
(i) se reduce {Colot et al., 1988) a la teoria de Onsager (seccién 2.1) para
un sistema diluido de varillas muy largas® (n — 0 y k — oo con &5 = const).

4.2 La fase isétropa

La ecuacién de estado de la fase isétropa se puede obtener a partir de la
ecuacion de la compresibilidad:

ﬁ%; =1- pjdrjdu/du’C‘(r; u,u’; p} (4.13)
que por medio de (4.5) se transforma en:
apP
8%, =1~ Hox)p [ drCep(r/ov;n) (4.14)

Si hacemos ¥ = 0 en la ecuacién anterior obtenemos la ecuacion de la com-
presibilidad para ED, la cual nos permite reescribir {4.14) como:

dFep
dp

ar
b5, =1 + Ho(x)8 (4.15)

®Colot y colaboradores encuentran que la densidad reducida, ¢ {ver ec. {2.5)), viene
dada en el presente esquema por la expresién ¢ = 4xn, que difiere en un factor x/2
del resultado original de Onsager, cons = 85x/x. Estos autores atribuyen erréneamente
la discrepancia a las diferentes propiedades de empaquetamiento de los elipsoides con
respecto a los cilindros; la verdadera razén es que este factor x/2 procede de la diferencia
entre el segundo coeficiente del virial en la ASG (ec. (4.12); ver también apéndice B) y el
exacto (Barker y Henderson, 1976; Boublik y Nezbeda, 1986).
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o equivalentemente:
P
ri Z(mx) =1+ Ho(x)(Zgp(m) - 1) (4.16)

donde se han introducido los factores de compresibilidad de ED, Zgp(n) =
BPep/p, y de elipses, Z(7; x). En otras palabras, la ec. (4.16) establece que
la razén de las sobrepresiones adimensionales correspondientes a EDR y ED
es igual a la de sus respectivos volimenes excluidos medios:

Z(pix) =1
__ZED(T)) _1 - Ho(x) (4.17)

Nétese que, gracias a la factorizacién (4.5), no ha sido necesario utilizar
la expresidn explicita de la FCD de ED en la obtencién de (4.16). En
consecuencia, el factor de compresibilidad de ED puede ser reemplazado por
- expresiones aproximadas mas precisas que la de PY. De hecho, una familia
general de tales aproximaciones viene dada por la ecuacién:

140+ 12 —ap
Zep(n) = _?.171773_

(4.18)
donde si hacemos a = 0 y ¢ = 3 tenemos, respectivamente, las ecuaciones
de estado de PY correspondientes a la compresibilidad (PY-c) y al virial
(PY-v), mientras que si hacemos a = 1 obtenemos la ecuacién de Carnahan-
Starling (CS) (Carnahan y Starling, 1969; Hansen y McDonald, 1986). La
ecuacién de estado de PY-v subestima demasiado los valores exactos (cal-
culados por simulacién) del fluido de ED, asi que en realidad sélo conside-
raremos las otras dos aproximaciones. En la figura 4.2 se han representado
los resultados de (4.16), con ambas ecuaciones de estado de ED, y las si-
mulaciones de Frenkel y Mulder {1985). La precisién de las curvas tedricas
{especialmente la correspondiente a la CS, ya que la PY-c siempre sobrees-
tima un poco la presién) es sorprendentemente buena, dada la simplicidad
de la expresion (4.16); de hecho (Baus et al., 1987), el acuerdo con las si-
mulaciones es mejor que el que se obtiene de la-extensién de la ‘teoria de la
particula escalada’ (TPE) a cuerpos convexos (Boublik y Nezbeda, 1986).

4.3 La fase nematica

Por tratarse de un sistema EDR es de esperar que la fase nemdtica sea uni-
axial y, por tanto, posea simetria cilindrica en torno a algin director n y
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Figura 4.2: Presién reducida, p* = BPunm, frente a la fraccidn de empaqueta-
miento, N = pupm,), para la fase isétropa de EDR, tal como se obtiene de (4.18) con
las ecuaciones de estado de PY-c (lineas discontinuas) y de CS (lineas continuas).
Las curvas se comparan con los resultados de simulacién de Frenkel y Mulder (1985)
para EDR prolatos (« > 1, circulos) y oblatos (£ < 1, cuadrados). Los valores de
k son, de abajo a arriba, x = 1.25, 2, 2.75 y 3. Las curvas han sido desplazadas
cada una tres unidades hacia arriba respecto de la anterior. La simetria casi exacta
oblato-prolato de las simulaciones es evidente en el dibujo. [Fuente: Colot et al,
1988]
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de reflexion con respecto al plano perpendicular a n. Entonces, h(u) de-
pendera solamente del angulo @ entre n y u, o sea, h(u) = h(s) = h(-s),
con u-n = cosé = s, y su normalizacién serd fJ dsh(s) = 1. La existen-
cia de una expresion para A¢ (ec. (4.9)) como funcional de la distribucién
orientacional, A{s), junto con la condicién de minimo que éste debe cum-
plir (ver apéndice A), sugieren el empleo de un método variacional. Una
parametrizacion completa de h(s) se consigue mediante su desarrollo en los
términos pares (dada la paridad de la funcién) de la base de polinomios de
Legendre (h(s) = Y., az2nPn(8)), que satisfacen la relacién de ortogonalidad
fol ds P,(8)F.(8) « é,n. La desventaja de esta expresién es que, una vez
truncada, el caricter positivo de la serie no estd garantizada, lo que hace
mas lenta la convergencia. Este defecto puede remediarse parametrizando
el logaritmo de la funcién (Inhk(s) = 3, y2nP2n(8)) en lugar de la propia
funcién, y de hecho este método ha sido ya utilizado con éxito en la litera-
tura (Lekkerkerker et al., 1984). La determinacién precisa de h(s) requiere
retener varios términos del desarrollo (hasta 7 se han utilizado en la referen-
cia anterior); sin embargo, la potencia del método variacional reside en que
incluso una aproximacién grosera de h{s) permite calcular la termodindmica
del problema con bastante precisién (Baus, 1987), ya que los detalles de la
funcién se pierden en la integracién. Por esta razén sdlo retendremos hasta
el segundo orden en el desarrollo de In h(s), lo que, unido a la condicién de
normalizacién, conduce a la siguiente funcién prueba uniparamétrica:

h(s) = Q(y) lerf2l®) ' (4.19a)

1 e
Q = / dsevP2(s) -
(7) A TTp

que coincide con la obtenida en la teoria de Maier-Saupe {ec. (2.11)). El
iltimo miembro de (4.19b) estd contiene la funcién de Dawson (Abramo-
witz y Stegun, 1965), F(z) = e~= [Zdte’. Incluir mis pardmetros en la
definicién de h(s) altera el valor de la energia libre como mucho en un 0.5%
(Colot et al., 1988). Por otro lado, dado que ¥ = 0 corresponde a la fase
isétropa (h(s) = 1) mientras que v > 0 define la fase nemadtica, v es, en
si mismo, un parametro de orden; sin embargo, como ya se discutié en la
seccién 3.1.2, un pardmetro de orden mas natural viene dado por:

F(/3v/2) (4.19b)

o) = [ ds Pr(s)h(s) = 5 In() (4.20)

que cuenta con la ventaja de estar acotado {0 < ¢ < 1).
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Figura 4.3: Diferencia de energia libre por particula, FA¢, segun se obtiene de
(4.9) al utilizar (4.19), en funcién del parametro de orden v, para EDR conx =3y
fraccién de empaquetamiento (de arriba a abajo) n = 0.4725, 0.4746, 0.4771, 0.4800
y 0.4950. Son destacables las minisculas diferencias de energias libres y la rapidez
con que se producen los cambios con respecto a 1. [Fuente: Colot et al., 1988]
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K m Anp  p~ g
MC 2.75 0.561 0.009 15.7 35.7

3 0507 0.010 9.79 25.1
Marko 2.75 0.517 0.001 0.010

3 0.493 0.001 0.017
Colot 2.75 0.501 0.011 9.62 25.7° 0.548
et al. 3 0472 0.012 7.76 22.3 0.561
Mulder y { 2.75 0.449 0.015 6.55 0.553
- Frenkel 3 0.420 0.018 5.3t 0.568
Singhy |2.75 0.329 0.018 0.532
Singh 3 0.309 0.021 0.547

Tabla 4.1: Resultados de la coexistencia I-N segin las simulaciones MC (Frenkel
y Mulder, 1985), la TFD de Marko (1988), la ec. (4.21) (Colot ef al., 1988), el
desarrolio y de Mulder y Frenkel (1985) y la TFD de Singh y Singh (1986). N
es la fraccion de empaquetamiento de la fase isétropa (nemética), An = v —
es la ‘anchura’ de la transicién, p* = BPuny la presién reducida en la transicidn,
u* = B{p — po) el potencial quimico reducido (con pp el potencial quimico del
gas ideal) y ¢ el pardmetro de orden en la transicién. Aunque la teoria de Marko
proporciona unos valores de nj ligeramente mejores que los de Colot et al., la anchura
y el pardmetro de orden que predice son excesivamente pequefios. [Fuente: Colot
el al., 1988]

Todo lo que nos queda por hacer para completar el programa es inser-
tar estas expresiones en (4.9) y encontrar el minimo de A¢ como funcion
de v. Haciendo esto se encuentra que para valores de n por debajo de un
umbral no(«) s6lo existe un minimo en v = 0; por encima de este valor apa-
rece un segundo minimo local para un cierto ¥ # 0 que muy rapidamente
se convierte en minimo absoluto (estabilizdndose asi la fase nemadtica) al
seguir aumentando la densidad, hasta ser el inico minimo (con lo que la
fase isotropa deja de ser estable) por encima de una cierta densidad m(x).
Este comportamiento aparece ilustrado en la figura 4.3. Las funciones n;(k),
t = 0,1, decrecen muy ripidamente con x (se considera sélo x > 1, dada la
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Figura 4.4: Fracciones de empaquetamiento (7) en la coexistencia de las fases
isétropa (valores inferiores) y nemdtica (valores superiores}, en funcion de la razdn
de aspecto («), obtenidas a partir de las simulaciones MC de Frenkel y Mulder
(1985) (circulos), 1a TFD segin Baus y colaboradores (Baus et al., 1987; Colot
et al. . 1988) (linea continua), el desarrollo y de Mulder y Frenkel (1985) (linea
discontinua con puntos) y la TFD de Singh y Singh (1986) (linea discontinua). El
inserto muestra cémo los resultados de Baus y colaboradores se aproximan al limite
de Onsager n o 1/« (lineas discontinuas). [Fuente: Baus ef al., 1987]
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simetria oblato-prolato}, mds incluso de lo que la teoria de Onsager predice
(kmi(x) decrece ligeramente con k), mientras que el pardmetro de orden en el
umbral, vo(mo(%), &) (0 equivalentemente go(79)), se mantiene pricticamente
constante en el valor 9 = 3 (go = 1/3), sugiriendo la existencia de una regla
_ de Lindemann como ocurre para la transicién F-S en ED (Hansen y McDo-
nald, 1986; Colot y Baus, 1986). Si en lugar de estudiar el comportamiento
a densidad media constante se hace a presion constante puede determinarse
la coexistencia I-N. La via mds inmediata para determinar esta coexistencia
es imponer la igualdad de presiones y potenciales quimicos de las dos fases.
Cuando las expresiones son exactas, estas condiciones son equivalentes a la
construccién de la doble tangente de Maxwell:

Qf_]_ _ OFN _ FN~HR
Op1  OpN PN - pI

(4.21)

donde Fyny y p1(n) son, respectivamente, la energia libre y la densidad de la
fase isétropa (nemdtica). Cuando hay aproximaciones involucradas la dos
formas de obtener la coexistencia (las ecuaciones de equilibrio y 1a doble
tangente de Maxwell) no coinciden (este fenémeno, denominado inconsis-
tencia termodindmica, es inevitable y aparece siempre que existan dos vias
alternativas para la obtencion del mismo resultado). Baus y colaborado-
res utilizan (4.21) por el hecho de que este método sélamente requiere las
energias libres como dato. Sus resultados, comparados con los de las teorias
anteriores y con las simulaciones MC de Frenkel y Mulder (1985}, aparecen
en la tabla 4.1 y en la figura 4.4. En la region de alta densidad (kx < 2.5)1a
fase nemadtica estd precedida por la fase sélida (Frenkel y Mulder, 1985), que
no ha sido considerada en la teoria; por lo tanto, la transicién I-N carece de
sentido en esa region. Una vez localizada la transicidn, el diagrama de fases
puede completarse calculando la presion mediante la relacion:

P lij
ﬁ; = P-a—pﬁ¢ (4.22)

Los resultados, comparados con las simulaciones MC, aparecen dibujados,
para k = 3, en la figura 4.5 (una comparacién también para k = 2.75 puede
verse en Colot et al. (1988)).

Para terminar, se puede conectar esta teoria con la teoria de Landau para
transiciones de primer orden débiles (seccién 3.2) desarrollando la energia -
libre, que es una funcién de v, en términos del pardmetro de orden nematico
g, que estd relacionado con v a través de la ec. (4.20). Colot et al. (1988)
encuentran que el desarrolic de Landau truncado en cuarto orden da unos
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Figura 4.5: Diagrama de fases presién reducida (p*)-fraccién de empaquetamiento
(n) obtenido por la teoria (linea continua) y por simulacién (Frenkel y Mulder,
1985) para EDR con k = 3. La linea de la izquierda y los circulos representan la
rama iedtropa, mientras que la de Ia derecha y los tridngulos representan la rama
nematica. Los segmentos horizontales representa las coexistencias obtenidas por
la teoria (uniendo ambas ramas) y la simulacién (uniendo circulos y tridngulos).
[Fuente: Baus et al., 1987]
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resultados sorprendentemente buenos para x < 3, mientras que para x > 3
la transicion que predice es demasiado débil y estrecha (las densidades en
la coexistencia estdn muy proximas), si bien proporciona un valor aceptable
de la densidad a la que se produce la transicion (¢ y An/nn tienden respec-
_ tivamente a 0.386 y 0.043 en la teoria de Landau cuando x — 00, mientras
que la teoria presentada en este capitulo predice 0.799 y 0.276 y la teoria
exacta de Onsager’ 0.792 y 0.274).

La teoria que acabamos de analizar confirma lo que ya las teorias pre-
cedentes habian revelado, y es que la TFD permite obtener unos resultados
muy buenos cuando se aplica a problemas de transiciones de fase en cuerpos
duros; sin embargo esta teoria incluye un concepto nuevo que parece mejorar
los resultados considerablemente: la introduccién de un fluido de referencia
efectivo. Las teorias similares para la transicién F-S han ahondado en esta
idea y han llegado a la conclusién de que una eleccién consistente de este
sistema de referencia puede conducir a excelentes resultados. Esta es la idea
que vamos a desarrollar en los siguientes capitulos, comprobando su validez
también para la transicién I-N. Sin adelantar acontecimientos, la siguiente
cuestién que nos planteamos es: jqué ocurre con los sistemas bidimensiona-
les?

"Recnérdese que en e limite x — oo Ja vinica diferencia entre esta teoria y Ja de Onsager,
aparte del factor de proporcionalidad de la densidad reducida, es el uso de una funcién
prueba diferente {ver seccién 2.1).
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Los sistemas bidimensionales pueden también experimentar una transicién
I-N si sus moléculas constituyentes son suficientemente anisétropas. El estu-
dio de estos sistemas es interesante para la fisica de superficies. Una forma
de modelar tales sistemas es, por ejemplo, utilizar monocapas de moléculas
adsorbidas sobre una superficie uniforme. Si uno se restringe inicamente
al movimiento sobre la superficie (ignorando los efectos debidos a la sepa-
racién parcial del substrato que experimentan algunas moléculas) el sistema
resultante es puramente bidimensional. Otro ejemplo interesante en el que
uno encuentra sistemas de este tipo son las capas de las fases esmécticas de
ciertas sustancias. En una fase esméctica C, por ejemplo (ver figura 1.7),
las moléculas tienen una proyeccidén anisétropa sobre el plano de cada capa,
lo que define un sistema bidimensional de particulas anisétropas; entonces,
las transiciones entre diversas fases esmécticas pueden ser interpretadas, en
virtud de esta proyeccién, como transiciones entre fases bidimensionales!
(Nelson y Halperin, 1980). Otro ejemplo de sistema con dimensionalidad
reducida lo constituyen las peliculas de cristal liquido suspendidas libre-
mente, estudiadas por Young et al. (1978). En este capitulo consideraremos
un sistema de elipses duras, como extension del modelo de EDR,, introducido
en el capitulo anterior, al estudio de la transicién I-N en D = 2.

Es bien conocido que la reduccién de la dimensidén espacial de D =3 a

!Esto no es rigurosamente cierto, ya que el acoplamiento entre capas del fluido
esméctico, por débil que éste sea, asi como las fluctuaciones transversales de las mismas,
hacen que el sistema se comporte en muchos aspectos como tridimensional (Birgeneau y
Litster, 1978; Litster y Birgeneau, 1982).

61
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D = 2 tiene profundas consecuencias para la naturaleza de las fases ordena-
das (ver apéndice C). La reduccién de la dimensién normalmente conlleva
un aumento de la importancia de las fluctuaciones elasticas de larga longitud
de onda excitadas térmicamente, las cuales tienden a destruir el verdadero
orden de largo alcance dando lugar a cuasi-fases, cuyo orden depende del
tamaifio del sistema. La dependencia en el tamafio es lo suficientemente
débil (logaritmica en D = 2) como para que la diferencia entre estas cuasi-
fases y las verdaderas fases pueda ser ignorada a efectos practicos en la
mayoria de los sistemas que uno puede conseguir en el laboratorio. El de-
caimiento algebraico de la funcién de correlacién asociada al pardmetro de
orden, que esta ligado a la presencia de este orden de cuasi-largo alcance,
ha sido observado recientemente en simulaciones MC (Frenkel y Eppenga,
1985) y experimentos de laboratorio (Van Winkle y Clark, 1988). A pesar
de todo, tales efectos de tamaiio finito estdn fuera del! alcance de las teorias
actuales sobre las transiciones de fase (Haymet, 1987; Baus, 1987), por lo
que serdn omitidos en lo que resta de capitulo.

5.1 EIl funcional energia libre

El acuerdo cuantitativo entre los resultados de la TFD aproximada y los de
las simulaciones para la transicién F-S en un sistema de ED continia siendo
bueno cuando la teoria se extiende a un sistema de discos duros (D = 2)
(Colot y Baus, 1986). Unoc espera entonces que algo similar ocurra con
la transicién I-N, asi que lo que vamos a hacer es extender el formalismo
del capitulo anterior a D = 2 y aplicarlo a un sistema de elipses duras.
Las expresiones generales del funcional energia libre que se han obtenido
en dicho capitulo siguen siendo validas (con la tdnica salvedad de tener en
cuenta la bidimensionalidad del espacio) para un sistema de elipses. Asi,
partiremos también de la expresidn exacta (4.2), aplicaremos de la misma
forma la ALE (ec. (4.3)), utilizaremos la factorizacién (4.5) de la FCD
(tomando ahora o} = o)0. ), donde £(u-u’) estard dada de nuevo por (4.6)
(en el apéndice B se demuestra que dicha expresion es valida para cualquier
dimensién D > 2), y, por iltimo, ]la misma condicidén (4.8) serd impuesta
para determinar la densidad efectiva %(7m; x)} (cuyo comportamiento, muy
similar al caso D = 3 representado en la figura 4.1, aparece en la figura 5.1).
Procediendo asi se llega a un funcional formalmente igual a (4.9) (aunque
sin utilizar la aproximacién de PY para la FCD de ED, para la que no existe
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Figura 5.1: Fraccién de empaquetamiento efectiva, 7, como funcién de la fraccién
de empaquetamiento, 1, para un sistema de elipses duras con razén de aspecto
x =2 4,6y 8 (lineas continuas). También se han excluido los casos limites x = 1
¥y & = oo (lineas discontinuas). ’
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expresién analiticaen D = 2):

B = [ duh(u)inh(n) - ZIen(Hn x)HGG D) - Hox)) ()

donde las definiciones de las funciones en (5.1) son ahora:

nlgp() = p/drCPY(T/"O;"—?) = 2 (1 - —[’TZED(’?)]) (5.2)

: 2 na\ /2
HoR) = [d d’huh')(l (““)\ 5.3
Golb) = fdu fauhn(u)| ) 63
Ho(x) = H(x;un=;(—2———f“‘,§_ln (5.4)

Ern la obtencién de la segunda igualdad de (5.2) se ha utilizado la ecuacion
de la compresibilidad (ec. (4.14) con Ho(x) = 1), siendo Zgp(n) el factor de
compresibilidad de discos duros. Por otra parte, la expresion final de Ho(x)
aparece en la tabla B.1. Nétese que la simetria oblato-prolato de (5. 1) es
trivialmente exacta en D = 2,

Para completar la descripcién s6lo nos queda encontrar una aproxi-
macién de la FCD de discos duros. Podemos utilizar, por ejemplo, la
expresion de Baus y Colot (1987) (ya comentada en la seccién 4.1):

Clzin) = —a%[nzw(nne(l—x)

2 2 z I T 2'2 172
X 1—arp+;an arccos — — = 1—;—2- (5.5)

donde la funcién a(r) estd dada por la ecuacién implicita:

% [a"'(a2 - 4) arcsen% - (a® +2)(a® - 1)”2]

9 -1
= ;15[1—471—(3;[71%0(7?)]) ] (5.6)

En cuanto a la ecuacion de estado a utilizar, los autores proponen también
una expresion general para ED D-dimensionales de la forma:

N T
Zn(n) = —————-‘_J'(Fj_j);"l (5.7)
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n By /(B2)" Cn
1 1 0
9 4_V3 T_4v3
3 T 3 T
g o 23 10 22 28/3 80
2T m? 3 T 2
4 0.33355604(4)°  -0.05079452(1)
5 0.19883(1)° -0.05337(9)
6  0.1148(5) -0.0410(2)

Tabla 5.1: Coeficientes del virial reducidos, Bp41/(B2)", y coeficientes del nume- -
rador de Zx(n) (ec. (5.7)) de discos duros {D = 3) para valoresn =1,...,6. Las
cifras entre paréntesis estan afectadas por el error. [*Datos tomados de Erpenbeck
y Luban (1985)].

que es exacta en el limite ¥ — oo y converge mas rapidamente que la serie
del virial. Sus coeficientes e, pueden ser relacionados con los coeficientes
del virial B,, sin mas que desarrollar el factor (1 — n)‘D en serie de Taylor
e identificar términos. Asi se llega a:

D
cn = Z(—l)*’( Ij ) baos (5.8)

p=0

donde b, = 2(P-VB__ /(By)"sin > 0,bp = 1y b, = 0si n < 0.
Los valores de B, 41/(B2)" v ¢, hasta n = 6 aparecen listados en la tabla
5.1, El estudio comparativo de diversas ecuaciones de estado (Baus y Colot,
1987) demuestra que Zg(n) es una buena aproximacién a los resultados de
simulacién para el factor de compresibilidad; por este motivo, salvo que
se especifique otra cosa, ésta sera la férmula que utilizaremos para Zgp(n)
tanto en la expresién de la energia libre (ec. (5.1)} como en la definicién de
la FCD de discos duros (ecs. {5.5) y (5.6)).
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5.2 La fase isétropa

La ecuacion de estado de la fase isétropa se obtiene por el procedimijento
descrito en la seccién 4.2. Las expresiones que se manejaron alli siguen
siendo validas cualquiera que sea la dimensién espacial, por lo cual, el factor
de compresibilidad de elipses duras vendrd dado por la misma ecuacién
(4.16), o sea:

ﬁf—} = Z(mx) = 1+ Ho(x)(Zeo(n) - 1) (5.9)

pero con Ho(x) definido ahora por (5.4). De nuevo, como en D = 3, la
razén de sobrepresiones es igual a la de los volimenes excluidos medios de
elipses y discos. La figura 5.2 ilustra c6mo el factor de compresibilidad
de elipses, Z(n; x), depende débilmente de la ecuacion de estado de discos
duros que se estd utilizando como dato en (5.9). En la figura 5.3 comparamos
los resultados de (5.9) con los obtenidos por Boublik (1975) a partir de la
‘teoria de la particula escalada’ (TPE) aplicada a elipses. En este caso
utilizamos como ecuacién de estado de discos duros el resultado de la TPE,
Zgp(n) = (1 ~n)"2, con el fin de que ambas teorias tiendan al mismo limite
cuando x — 1. Comparando las figuras 5.2 y 5.3 podemos concluir que las
incertidumbres en la ecuacién de estado de elipses duras son similares a las
de la ecuacioén de estado de discos duros que se utiliza para calcularla, pero
Inientras que ésta ha sido contrastada con resultados de simulaciéon (Colot
y Baus, 1986}, no puede hacerse lo mismo con aquélla por la ausencia de
simulaciones en la region isétropa de un sistema de elipses duras.

5.3 La fase nematica

De modo anélogo a como ocurria en D = 3, la distribucién angular, h(u),
dependera s6lamente del dngulo # entre el director, n, y la orientacién, u,
de modo que h(u)} = h{s) = h(-s), siendo u-n = cosf = s. Y esto es
cierto para la fase nematica uniaxial cualquiera que sea la dimensién, D, del
problema. La tinica diferencia estd en la normalizacién, que deberd ser:

1 ds(1 - s2)P-3/2h(s)
Tas(i -y =

(5.10)

A la hora de elegir una base de polinomios, M,(zp)(s), adecuada para para-
metrizar la funcidn h(s), lo natural es escogerla de modo que sea ortogonal,
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Bp/p

Figura 5.2: Factor de compresibilidad, 8P/p, como funcién de la fraccién de em-
paquetamiento, 5, de un sistema de elipses duras con razén de aspecto k = 2, 4, 6,
8 y 10 (de abajo a arriba), tal como se obtiene de la ec. (5.9) para dos ecuaciones
de estado de discos duros diferentes: la ecuacién propuesta por Henderson {1973),
Zen(n) = (1 + n*/8)/(1 — n)? (lineas discontinuas), y la Zs(n) propuesta por Baus
y Colot (1987) (lineas continuas). Las diferencias en las ecuaciones de estado de
elipses duras resultantes (visibles s6lo en la regién de alta densidad) son compara-
bles a las que ya existen entre las ecuaciones de estado de discos duros (Colot y
Baus, 1987).
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Figura 5.3: Presién reducida, p* = SPume, como funcién de la fraccion de em-
paquetamiento, 1, de la fase isétropa de un sistema de elipses duras con razon de
aspecto £k = 2, 4 y 6 (de abajo a arriba), tal como se obtiene de la ec. (5.9} con el
resultado de la TPE para discos duros (Zgp(n) = (1 + n*/8)/(1 — n)?) como dato
(lineas continuas), y comparada con los resultados de la TPE de Boublik {1975)
(circulos). Mientras que ambas teorias son idénticas para & = 1, su diferencia
aymenta segin crece x.
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es decir, que verifique:
1
/ ds(1 - §2)P-3/2 DY (6) M P)(5) o by (5.11)
-1

. Por otro lado, la paridad de h(s) exige que M.gm(—s) = M,(ip)(s). Final-
mente, para garantizar que f[du M,E,D)(s)h(s) < 1 hay que elegir la nor-
malizacién de modo que |M,(~.D)(:l:1)| = 1. Los polinomios de Gegenbauer,
c{p-2/ 2(‘s), definidos para D > 2 (Abramowitz y Stegun, 1965), verifican
(5.11) y la condicién de paridad, pero su normalizacién es tal que:

|CP~3(41)] = ( nt f -3 ) (5.12)
(donde para incluir el caso D = 2 es necesario imponer (—1}! = 1/2}); en-
tonces las tres condiciones seran satisfechas por los elementos pares de la
base: -

MP)(s) = ( nrood ) CP=D/(s) (5.13)
Nétese (Abramowitz y Stegun, 1965) que M,!‘s)(s) = P,(s), los polinomios de
Legendre que aparecian en D = 3, mientras que M,?)(.s) = Ta(8), los polino-
mios de Chebyshev (T,(cos #} = cos(rfl)). La aproximacién uniparamétrica
de h(s) serd, entonces:

h(cos8) = Q(y) levees?) (5.14a)
) = = [ doeret = po(y) (5.14b)
0

donde In{z) es la funcién de Bessel modificada de orden n (Abramowitz y
Stegun, 1965). Con esta parametrizacion el pardmetro de orden nemético,
g = [duTy(u)h(u) resulta ser:

_9 _ Ly .
9(7) = 50 0(y) = f;(v) (5.15)

y su dependencia de v estd ilustrada en la figura 5.4.

Como en D = 3, esta eleccién de la funcién h(s) convierte el funcional
energia libre en una funcién del pardmetro de orden v, cuyo minimo deter-
mina la fase estable para cada densidad. La diferencia de energia hbre por’
particula entre la fase nema.tjca yla JSotropa sera, pues:

BAS(Y) = 71() lnIo('r)—-2~IED(n(m ))[H(x;'r)—Hé(x)] (5.16)
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T T 1 1 1 T T t 1 T T |l 1 4 T H T 1 T H T 4 T l.()

Y_L_|14li41J;lw||1l1|1_|1|‘-'-JU'O

0 2 4 G 8 10
Y

FiguraA5.4: Relacién entre el parimetro de orden nematico, g, y el pardmetro de
orden «, segin expresa la ec. (5.15).
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donde e] funcional (5.3) ha quedado convertido en la funcién H(x;v), cuya
forma es:

] 1 d ™ 1 - x%cos?(8 - ¢) 172
H(x;v) W’Io'(‘y)z./o dejo dg’ (—1722 )
x exp 7{cos(28) + cos(2¢')}

2 /2 1-x2cos? o/’

Para llegar a la segunda igualdad de (5.17) hay que pasar a las variables
p=0-8&y¢ =8+¢, usar la identidad cos(28) + cos(28') = 2 cos ¢ cos '
e integrar en la variable ¢'. La funcién SA¢(v) aparece representada en la
figura 5.5 para varios valores de 7. En este caso, la diferencia con el caso
D = 3 (figura 4.3) es crucial: hay una clara evidencia de que la transicién de
primer orden del sistema tridimensional se ha convertido en una transicién
continua en el sistema bidimensional. Resultados similares en otros sistemas
u obtenidos por métodos distintos confirman la idea de que la transicién I-N
en D = 2 es continua (ver Frenkel y Eppenga, 1985, para una discusién
sobre el tema). Es importante destacar que este resultado se obtiene aqui
utilizando exactamente el mismo esquema aproximado que en D = 3, de
modo que el cambio del orden de la transicién (de primer orden a continua)
solo puede ser debido al cambio en la dimensién. A pesar de todo, uno no
puede distinguir grificamente entre una transicién continua y una de primer
orden muy débil; este hecho parece especialmente pertinente aqui dado que la
transicién ya es de primer orden débil en D = 3. Para dilucidar esta cuestion
podemos -usar un desarrollo de tipo Landau (ver seccién 3.2) aprovechando el
hecho de que, en cualquier caso, el parametro de orden g va a ser pequefio.
Procediendo como en Baus et al. (1988), esto es, utilizando el desarrollo
de las funciones modificadas de Bessel, I,(z) = 82 o(2/2)***"/k!(k + n)!,
obtenemos el desarrollo de ¢(v) (o equivalentemente, de ¥(g)) a partir de
(5.15):

q 5”3 (2) + 3 \2 +0(+v) . (5.18_&)_
Y 13,35 5 7 ’ ;
F =g + + 0 .18b

con lo cual podemos desarrollar SA@(y) en potencias de 7y y usar (5.18b)
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T T T 1 T ¥ T T 1 T T T 1 T T 1 T T O-"J’

-1 0.3

- - 0.2

pad

- - 0.1

____________________ — 0.0

Figura 5.5: Diferencia de energia libre por particula, BAS, segin se obtiene de
(5.16), en funcidén del pardmetro de orden 7, para elipses con x = 6 y fraccién de
empaquetamiento (de arriba a abajo) n = 0.29, 0.31, 0.33, 0.35, 0.37 y 0.39. La
isocora critica, n* = 0.33, separa la regién en que la fase isdtropa (v* = 0) es el
Unico minimo de la energia libre (n < n*), de aquélla (n > ") en la que el unico
minimo es la fase nematica (y* # 0).
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para convertirlo en un desarrollo en g. De este modo se llega a:

) |
BAKY) = 3 a2ag™ + O(P) (5.19)

n=1

donde ao = 0, ya que ¥ = 0 corresponde a la fase isétropa; los coeficientes
de los términos impares son todos nulos (a;,4+1 = 0), ya que la energia libre
(5.16) es par en v y, en virtud de (5.15), también en g,y los pares, hasta ag,
estin dados por:

az = 1-nlgp(H)(A2 — Ao) (5.20a)
1

e = = nlen(m) (344 - Az + 340 (5.20b)
5 — 5

ag = % — nIep(7) (45A6 12A2 + IBAO) (5.20c)

donde las funciones Ay, = Azn(x) (n = 0, 1, 2,‘...) vienen dadas por la
expresion:

-— /2
) = 8 [ 22 (L0 080) Doy e

Dado que a4 y ag son positivos en todo el rango de 5 y Y, el andlisis de la
seccién 3.2 muestra que la transicion es de segundo orden. En general, en
dimensién D uno puede probar que az ~ {T[(D—-2)/2]}~*, y como la funcién
I'(z) tiene una singularidad en z = 0, se concluye que a3 tiende a cero de
forma continua cuando la dimensién desciende, también de forma continua,
hasta D = 2. Esta dimensi6én aparece, pues, como un valor marginal para el
que la transicién general de primer orden (D > 2) se convierte en continua
(D =2).

Vamos ahora a discutir las propiedades generales de la transicién I-N
en D = 2. Si denotamos por ¢* el valor del parimetro de orden ¢ para el
que se alcanza el tnico minimo de la energia libre (dados x y ), entonces

* = g(m; x) tiende continuamente a cero cuando 71 desciende desde la regién
de alta densidad hasta un cierto valor critico n* (que se obtiene haciendo -
az(n*(x)) = 0 en (5.20a)). Para 7 € %" el minimo de la energia libre
permanece en ¢* = 0, y por tanto la Unica fase estable es la is6tropa, mientras
que para 7 > 7" se verifica ¢* # 0, asi que la 1inica fase estable es ]a nematica.
No hay fases metastables, como como es propio de }as transiciones continuas;
la extrapolacién de (5.9} a la regién 7 > 7" corresponde, pues, a una fase
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isétropa inestable. Se puede probar ficilmente que, en las proximidades de
n"* y para cualquier valor de X, ¢* se comporta como ¢~ ~ (7 — 5*)'/%, para
n < n*. Este comportamiento critico cldsico era de esperar aqui dado que no
hemos incluido en la teoria las fluctuaciones del pardmetro de orden (Landau
y Lifshitz, 1982). La localizacién del punto critico 7°(x) es muy sensible al
valor de x. Para elipses muy alargadas (x — o0), de (5.20a) se obtine
que 7* — 0 como * ~ 3x/4x). En el limite opuesto de pequeifia elongacidn
(k = 1), 7" — 1 como 1—n* ~ (k~1)¥/3, Estos comportamientos, junto con
los valores intermedios de n® aparecen ilustrados en la figura 5.6. Habria que
recordar aqui que en la regién de alta densidad otras fases que no han sido
tenidas en cuenta pueden ocupar el lugar de la fase nemética; por ejemplo,
para 1 < kK < 2.5, n* supera el valor 7 = 0.690 en el que los discos duros
(x = 1) forman un sélido?.

Una vez localizadas las fases estables podemos construir la ecuacion de
estado completa de la fase nematica. El procedimiento mas simple es utilizar
la ec. (A.31) haciendo las mismas aproximaciones que hemos introducido
para obtener la energia libre. El resultado es la siguiente ecuacion:

ﬂ—m’——-&mﬂfmfvm))[ff(xn (%)) - Ho(x)] (5.22)

en la que 7" denota el valor de v correspondiente al minimo de la energia li-
bre, Py es la presién de la fase nemdtica y P la de la fase is6tropa, dada por
la ec. {5.9). Nétese que Fj ha de ser evaluada en (5.22) en la regién n > n°,
donde la fase isdtropa es inestable (aunque de las figuras 5.2 y 5.3 se ve que
esto no ofrece ninguna dificultad). En la figura 5.7 se comparan los resul-
tados de-(5.22) y (5.9) con las simulaciones MC de Vieillard-Baron (1972)
y con la solucién numérica de las ecuaciones de PY obtenida por Ward y
Lado (1988). A pesar de que el comportamiento global de los diferentes
resultados es bastante similar, de la comparacién surgen algunos comenta-
rios. En las simulaciones de Vieillard-Baron aparece una transicién I-N de
primer orden muy débil, a una densidad considerablemente mayor que la
n* correspondiente a la transicién continua que se obtiene de la teoria. Sin
embargo, los resultados de esta simulacién han sido criticados por Frenkel
y Eppenga (1985) aduciendo la inestabilidad de la fase nemdtica obtenida
en la simulacién frente al mecanismo de Kosterlizt-Thouless (Kosterlitz y
Thouless, 1973) de disociacion de disclinaciones (ver apéndice C). Por este

?Atdn mds evidente es el hecho de que n” ha de verificar n° < %/2v/3, que es el valor
correspondiente a la configuracién de méximo empaquetamiento, y por lo tanto, la regién
de densidad superior a ésta no tiene significado fisico.
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Figura 5.6: Fraccién de empaquetamiento critica, n*, en funcién de la razén de
aspecto, &, tal como se obtiene de anular (5.20a) (lineas continuas) y sus compor-
tamientos asintdticos en los limites kK — 1 y x — oo (lineas discontinuas).
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Figura 5.7: Presion reducida p* = SPvnma en funcién de la fraccién de empaqueta-
miento de un sistema de elipses duras con x = 2, 4 y 6 (de abajo a arriba), segiin
se obtiene de las ecs. (5.9) y (5.22) (lineas continuas para las fases estables y lineas
discontinuas para la fase isotropa inestable). Las curvas estan comparadas con los
resultados de simulacién (Vieillard-Baron, 1972) para & = 6 {circulos blancos) y
con la solucién numérica de las ecuaciones de PY (Ward y Lado, 1988) (circulos
negros). La flecha indica la densidad a la que las simulaciones muestran una tran-
sicidn de primer orden débil. La teoria muestra transiciones continuas en 5* = 0.33
y 0.46 para k = 6 y 4 respectivamente, mientras que los datos de Ward y Lado no
exhiben transicién alguna. [Las curvas han sido desplazadas hacia arriba 0.5 y 1.5
unidades para x = 4 y 6, respectivamente.]
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motivo es necesario rehacer las simulaciones antes de perfilar una conclusién
definitiva. Algunas reservas deber también hacerse al comparar los resulta-
dos de esta teoria con los de Ward y Lado. Asi, a pesar de que, sin mostrar
transicién alguna, la ecuacién de estado que obtienen estos autores es com-
parable a la que se obtiene mediante la teoria, es preciso recordar que Ward
y Lado resuelven numéricamente las ecuaciones de PY para elipses duras
bajo la suposicién de que el sistema es uniforme e isdtropo (es decir, co-
rrespondiente a ¥ = 0), pero permitiendo correlaciones de par angulares de
largo alcance, caracteristicas de la fase nemdtica; no es en absoluto obvio
cémo puede relacionarse esto con nuestra definicién de un nematico como
un sistema uniforme pero con una distribucién angular anisétropa (7 # 0).

Fn el limite de elipses infinitamente alargadas (x — oo) o, equivalente-
mente, infinitamente delgadas (x — 0) nuestro sistema deberia comportarse
del mismo modo que el sistema de agujas duras considerado por Frenkel y
Eppenga (1985). Como hemos visto anteriormente (ver figura 5.6), n* se
anula en este limite, de modo que podemos esperar que el desarrollo del
virial de la energia libre (5.1) sea una apraximacién razonable. Este desa-
rrollo producird una teoria de tipo Onsager (Kayser y Raveché, 1978; Colot
et al., 1988). En D = 2, la correspondierte teoria de Onsager resulta ser
particularmente simple. De hecheo, tomando el limite k — o0, p — 0 e in-
troduciendo la variable de Onsager ¢ = (2/7)nx (que se mantiene finjta) las
ecs. (5.1} y (5.22) se reducen simplemente a:

1

Badom(n) = [1EH -1l - [ i“—[‘f%{—j,()]m] (523)
Pou _ oy RdtIo(2y(c)t)

8 p = 1l4c¢ c[l )] (5.24)

donde y*(c) es el valor de v que minimiza (5.23). Antes de intentar una
comparacidn directa con el sistema de agujas duras (Frenkel y Eppega, 1985)
uno tiene que tener en cuenta que la ASG utilizada para estimar el volumen
excluido conduce a una prediccién errénea del segundo coeficiente del virial, -
B,, de elipses duras, asi que para comparar con el sistema de agujas es
" necesario imponer la igualdad entre el B; de este sistema y el de las elipses -
en el limite de Onsager, esto es, By = ¢2/2 = L?/x, donde o es el diametro -
mayor de las elipses y L la longitud de las agujas. De hecho, como se ve
en (5.23) y (5.24), el tinico parametro relevante en el limite de Onsager es
la densidad reescalada, ¢, que puede escribirse también como ¢ = Bzp. En
la figura 5.8 se comparan los resultados de (5.23) y (5.24) con los datos -
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Figura 5.8: Presién redﬁcida, pr = ﬂPaﬁ, frente a la variable de Onsager,

¢ = (2/7)nx, segin se obtiene de (5.23) y (5.24) (las lineas continuas corresponden
a las fases estables y la:discontinua a la fase isétropa inestable). La curva esta
comparada con los resultados de la simulacion MC a presién constante (cuadra-
dos) de Frenkel y Eppenga (1985) para un sistema de 200 agujas duras de longitud
L = oj\/n/2, de modo que el segundo coeficiente del virial de ambos sistemas
coincide. La zona de baja densidad de la rama isétropa esta bien aproximada por
P" = 2¢(1 + ¢), y la zona de alta densidad por p* = 4c. El punto critico tedrico es
¢ =3/2
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de las simulaciones de Frenkel y Eppenga (1985) para agujas de longitud
L = oy/7/2. El acuerdo entre la teoria y las simulaciones es bastante
satisfactorio. Ambas predicen una transicién I-N continua y concuerdan
bastante bien en el valor del punto critico, ¢* = 3/2.

5.4 Elipsoides con ligaduras

Algo que viene siendo comin en la literatura es considerar sistemas en los
que algunos de los movimientos de sus particulas estdn rigurosamente yes-
tringidos a un subespacio. Asi, por ejemplo, ha sido estudiada la ordenacién
esméctica de un sistema de ECD que se mantienen estrictamente paralelos
entre s{ (Stroobants et al., 1987; Mulder, 1987; Holyst y Poniewierski, 1989a;
Somoza y Tarazona, 1988 y 1989; Veerman y Frenkel, 1989 y 1991; Xu et al.,
1991) o también la ordenacién nemaética de un sistema de varillas ‘injerta-
das’ en un plano (con uno de sus extremos unido al plano) (Halperin et al.,
1987; Chen et al., 1988). Aparte de ser més ficiles de simular, uno espera
que tales sistemas reproduzcan el comportamiento del sistema original bajo
la influencia de campos externos muy intensos (en principio infinitos). Con
la presente TFD aproximada es bastante sencillo estudiar estos sistemas,
gracias a que con las aproximaciones utilizadas, las variables angulares y es-
paciales se factorizan. La forma de proceder es distinguir entre la dimensién
de la variable espacial r (D) y la de la variable angular u (d), y reducir el
valor de D o d a la dimensién del subespacio al que se restringen los movi-
mientos de las particulas. Por ejemplo, un sistema de EDR injertados en un
plano corresponderia a D = 2 y d = 3; o bien, un sistema de EDR paralelos
corresponderia a D = 3 y d = 1. Inmediatamente surge la pregunta de qué
les ocurre a las transiciones existentes en el sistema original cuando se lo so-
mete a una restriccion de este tipo. Ya hemos visto que la transicién I-N de
un sisterna de EDR (D = d = 3) difiere cualitativamente de la de un sistema
de elipses duras (D = d = 2) en que aquélla es de primer orden mientras
que esta tltima es continua. De la presente discusién se puede conjeturar
que la naturaleza de la transcién I-N (continua o de primer orden) estara
determinada inicamente por el valor de d (d = 2 0 d > 2), sea cual sea
e}l valor de D. No obstante, el valor de D influird en la localizacidén de la
transicion (7). ‘ _
Para ilustrar esta discusidn, consideremos un sistema de EDR (D = 3)
cuyos ejes de simetria (u) estdn obligados a permanecer paralelos a un plano
dado (d = 2). La teorfa general desarrollada para elipses puede aplicarse
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Figura 5.9: Igual que la figura 5.5 pero para un sistema de EDR (D = 3} con
k = 6, cuyas rotaciones estan restringidas a un plano dado. Las fracciones de
empaquetamiento son 5 = 0.17, 0.18, 0.19, 0.20, 0.21 y (.22 (de arriba a abajo) y
el valor critico n* = 0.19,
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Figura 5.10: Fraccion de empaquetamiento critica, n*, como funcién de la razén de
aspecto, k, para la transicidn I-N continua de un sistema de elipses duras (D = 2)
(linea discontinua) y de un sisterna de EDR (D = 3) con rotacién restringida a un
plano (linea continua).
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también a este sistema con la introduccién de algunos cambios menores.
Para la distribucién angular, A{(u - n), se puede ain utilizar la parametri-
zacién (5.14), dando por sentado que n debe ser un vector del plano de
ligadura. FEl estar utilizando elipsoides en lugar de elipses se introduce a
través del hecho de que la FCD, C(r/og; ), utilizada en (5.2) debe descri-
bir esferas duras (D = 3) en lugar de discos duros (D = 2). Esto se logra
tomando, por ejemplo, la aproximacion de PY para ED, gue aparece en la
nota 5 al pie de la pigina 48. Como se ve en la figura 5.9 y de acuerdo
con la conjetura que hemos hecho, la transicidén I-N del sistema de EDR con
rotacién restringida es continua, y no de primer orden como se encuentra en
el sistema sin ligaduras {ver capitulo 4); sin embargo, el punto critico, 7*,
esta desplazado hacia densidades considerablemente més bajas (ver figura
5.10). De la misma conjetura concluimos también que la transicién orienta-
cional de EDR injertados en un plano (D = 2, d = 3} serd de primer orden.
Consecuentemente, a la hora de elegir un modelo para un nematégeno real
adsorbido sobre una superficie habrd que tener en cuenta si sus moléculas
estdn fuertemente adheridas al substrato, en cuyo caso se comportardn como
elipses duras, o si, por el contrario, tienen tendencia a ponerse de pie, en
cuyo caso se comportaran como EDR injertados.
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Simulacién Monte Carlo de un
sistema de elipses duras

Ya hemos visto en el capitulo anterior cémo la comparacién de los resultados
de la TFD aplicados a un sistema de elipses duras (D = 2) con resultados
numeéricos no se puede hacer satisfactoriamente porque la tnica simulacién
que existe de este sistema es de hace 20 afios (Vieillard-Baron, 1972), cu-
bre una franja muy estrecha de la ecuacién de estado y sus resultados son
controvertidos en lo que respecta a la transicién I-N (Frenke! y Eppenga,
1985). Por otra parte, tampoco hay datos de simulacién de ningin otro sis-
tema bidimensional de cuerpos convexos duros. Esto, junto con el hecho de
que las grandes fluctuaciones de los sistemas bidimensionales (apéndice C)
no son tenidas en cuenta por la teoria (y es de esperar que juegen un papel
relevante a la hora de determinar el orden de la transicién), justifica el llevar
a cabo una simulacién mas exhaustiva del sistema de elipses duras. Lo que
vamos a exponer en este capitulo son los resultados de esta simulacién.

6.1 Método de cdilculo

Fijados los pardmetros externos que determinan el estado macroscépico de
un sistema estadistico (volumen, V, o presién, P; nimero de particulas,
N, o potencial quimico, u; temperatura, T, o energia, E; etc.), las posibles
configuraciones microscdpicas compatibles con ellos siguen una cierta dis-
tribucién de probabilidad, que define lo que se denomina una colectividad
(Balescu, 1975, Landau y Lifshitz, 1982, Huang, 1987). Esta distribucidén de
probabilidad es una funcidn conocida, a excepcién de la constante de nor-
malizacién. Dicha constante, que recibe el nombre genérico de funcién de

83
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particién, estd directamente relacionada con algin potencial termodindmico
¥, por tanto, encierra toda la informacién sobre la termodindmica del sistema
(Callen, 1981). El célculo de la funcién de particién de un sistema estadistico
es un problema irresoluble salvo en un reducido nimero de casos. Sin em-
bargo, la mayor parte de las veces sdlo estamos interesados en magnitudes
que pueden escribirse como promedios sobre la distribucién de probabilidad
de la colectividad. El método de Monte Carlo (MC) nos permite calcular
estos promedios sin necesidad de conocer la funcién de particién, mediante
el truco de generar un gran nimero de configuraciones del sistema con la
distribucién de probabilidad de la colectividad y, posteriormente, hallar el
valor medio sobre esas configuraciones de la magnitud correspondiente (hay
una amplia literatura sobre el tema; véase por ejemplo: Kalos y Whithlock,
1986; Allen y Tildesley, 1987; Frenkel, 1988b). Existen muchas técnicas para
generar configuraciones del modo requerido, pero la mds ampliamente uti-
lizada es el ‘algoritmo de Metropolis’ (Metropolis et al., 1953). La filosofia
de este algoritmo es construir un camino aleatorio sobre el espacio de confi-
guraciones (espacio de fases) de modo que el caminante aleatorio visite los
puntos de este espacio con una frecuencia proporcional a su probabilidad..
Habitualmente las simulaciones MC se realizan en la colectividad canénica
(V, N y T constantes}, y en ella, la receta del algoritmo es como sigue:
(1) genérese una configuracién al azar a partir de una configuracién inicial
(no muy lejana de ella en el espacio de las fases, para no abandonar con
demasiada frecuencia la zona de mixima probabilidad) y calcilese la dife-
rencia de energia entre la configuracién generada y la inicial (AH), y (ii)
elijase como nueva configuracién la configuracién obtenida en (i) con proba-
bilidad r = min[l,exp(—AAH)], y la configuracién inicial con probabilidad
1 - r, siendo 8 = 1/kpT. Metropolis y colaboradores probaron que el con-
junto de configuraciones asi generado sigue la ley de distribucién canénica,
Pesa({conf}) o exp(~BH({con})).

Cuando, como en este caso, uno esta interesado en calcular la ecuacién
de estado de un fluido, la colectividad isobdrica (P constante) es la mids
adecuada. La generalizacién del algoritmo de Metropolis a esta colectividad
es inmediata (Wood, 1968; McDonald, 1972). La inica diferencia es que
ahora el volumen es una variable aleatoria mas, de modo que una configu-
racién consta del conjunto de posiciones y orientaciones de las particulas,
definidas en un sistema de coordenadas reescalado de volumen fijo, y el vo-
lumen real, V, del sistema. Dado que la distribucién de probabilidad ahora
s Piso ¢ VY exp(— PV )Pean, la nueva configuracién se aceptard con pro-
babilidad r = min[l,exp{N In{1 + AV/V) - BPAV -~ BAH}]. Si ademas
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el sistemna esta formado por particulas con interaccién dura, AH serd 0 si
ninguna particula se solapa con otra en la nueva configuracién e oo si al
menos dos de las particulas se solapan; en este caso r = ( y la configuracién
es automaticamente rechazada.

6.1.1 Detalles técnicos

Para la simulacién del modelo de elipses duras hemos utilizado sistemas
tipicos de unas 200 elipses en una caja pricticamente cuadrada con condi-
ciones periédicas en los bordes (estrictamente un toro). En los cilculos a
alta densidad la forma de la caja no permance fija, sino que varia durante
el proceso (Parrinelo y Rahman, 1980; Frenkel y Mulder, 1985) con el fin de
que influya lo menos posible en la formacién de fases ordenadas. La forma
de implementar esta técnica consiste en realizar el muestreo MC sobre los
elementos de la matriz simétrica h, que relaciona las coordenadas reales de
las particulas, r;, con las coordenadas reescaladas a una caja de volumen
unidad, s;, de la siguiente forma: r; = h - s;, donde el indice recorre las N
particulas de] sistema. Hemos introducido, sin embargo, la simplificacién
adicional de tomar h diagonal, lo que equivale a muestrear independiente-
mente las dos dimensiones de la caja.

Para generar una nueva configuracién la coordenada z(y) de la t-ésima
particula se desplaza una cantidad aleatoria A,(,), uniformemente distri-
buida en el intervalo —A < A, < 4, y la orientacidn, caracterizada por
el dngulo 6;, se desplaza también una cantidad aleatoria 46, uniformemente
distribuida en el intervalo —Ag € 66 € Ay. El movimiento se rechaza si, tras
el cambio, la particula solapa alguna otra y se acepta en caso contrario. A
¥ Ay estdn elegidos de tal modo que la probabilidad de que un movimiento
sea aceptado esté alrededor del 20-25%. Para saber si dos elipses se solapan.
utilizamos el criterio de Vieillard-Baron (1972) siguiendo estos pasos en el
orden en que aparecen: '

1. Sijri—x;% > aﬁ las elipses 7 y j no se solapan.
2. Se calculan las funciones (v = 4, j):
fu=14G - (2r-u,)?fof — (2r-u})?/o}

donde u, (u’) es el vector unitario sobre el eje mayor (menor) de la
particula v y: ‘
G =2+ (5= 1/r)*1 - (uiu;)?]

Si min( f;, f;) > 0 entonces las elipses st se solapan.
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3. Se calcula la funcién:
¥ = a(fF - 30)(fF - 3£) ~ (9~ £ify)’
Si ¥ > 0(< 0) entonces las elipses no (si) se solapan.

La razén de mantener este orden es que comprobar si una elipse se solapa
con otra involucra una gran cantidad de cadlculo, que en parte se evita si la
comprobacién termina en los pasos 1 o 2. Hay que tener también en cuenta
que ¢l solapamiento de una elipse sélo ocurrird con sus vecinas més préximas,
de modo que la mayor parte de las veces la comprobacién terminari en 1 (el
criterio més simple). Otro punto a tener en cuenta a la hora de aumentar
la eficiencia del programa es que cuando una elipse no solapa ninguna de
las restantes, la comprobacién necesitard mas cantidad de cdlculo que si se
detecta algin solapamiento, ya que en este ultimo caso inmediatamente se
rechaza el movimiento MC y se procede con un nuevo intento!. En otras
palabras, aceptar una nueva configuracién requiere mas tiempo de célculo
que rechazarla. Por otro lado, tanto si A y Ay son demasiado grandes como
si son demasiado pequefios, el desplazamiento en €l espacio de fases serd muy
pequefio, en el primer caso porque pricticamente todas las configuraciones
se rechazan y en el segundo caso porque los movimientos son muy pequefios
en si mismos. Hay que lllegar, pues, a un compromiso para optimizar la
eficiencia del muestreo. Si el tiempo de cdlculo consumido en aceptar y
rechazar fuese el mismo (como ocurre en potenciales continuos, en los que
hay que evaluar la energfa total de la configuracién}, el valor éptimo de la
probabilidad de aceptar un movimiento estaria en torno al 50%; sin embargo,
como hemos visto, aceptar consume mds tiempo que rechazar, asi que dicha
probabilidad deberd-ser menor. El valor éptimo esti alrededor del 20-25%,
y con este criterio se eligen A y Ay. El dltimo artificio para incrementar
la eficiencia de la simulacién consiste en aprovechar el alcance finito (igual
a o)) del potencial de interaccién para evitar comprobar el solapamiento
con todas las elipses del sistema.. Con este fin se divide toda la caja en
celdas cuadradas tales que la longitud de su lado sea lo més cercana posible
(siempre mayor) a o). Con esto estaremos seguros de que cada elipse sélo
puede interaccionar con las elipses de su celda y con las de las ocho celdas
vecinas (Allen y Tildesley, 1987). Gracias a esta técnica conseguimos que el
tiempo de calculo crezca como N en iugar de como N2.

1Esta caracteristica es, légicamente, extensiva a todos los potenciales duros (Allen y
Tildesley, 1987, Frenkel, 1988b)
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El cambio de volumen se realiza multiplicando por un factor exp(af) bien
el volumen, V, a bajas densidades, o bien uno de los lados de la caja, L(,),
elegido aleatoriamente con probabilidad 1/2, a altas densidades. £ es una
variable aleatoria uniformemente distribuida en el intervalo -1/2 < £ < 1/2,
y a se determina, por las mismas razones dadas en el pirrafo anterior, de tal
modo que la probabilidad de aceptar un cambio de volumen sea del orden
del 20-25%. Con este procedimiento no estamos haciendo un muestreo en
la variable V, sino en In V. La razén de hacer esto es que asi se garantiza la
reversibilidad de la cadena de Markov generada (Eppenga y Frenkel, 1884),
va que el dominio del camino aleatorio en InV coincide con el rango de
valores aceptables (positivos) de V. El movimiento se rechaza si tras cambiar
el volumen hay algiin solapamiento entre las elipses?, y si no lo hay se acepta
con probabilidad:

r = min[1,exp{(¥ + 1)In(1 + AV/V) - BPAV}] (6.1)

donde ahora AV = [exp(af) — 1]V.

6.1.2 Parametro de orden y correlaciones

Como parimetro de orden nemaitico de un sistema bidimensional de N

particulas se toma: -
1 N .
g= ¥ <z cos 29.') (6.2)

=1
donde §; es el angulo entre la i-ésima molécula y el director nemitico, n.
Como este vector no se conoce a priori es preferible calcular g a partir
del parimetro de orden tensorial (ver ec. (3.23)) para un sistema de N
particulas:

N ,
Gap = % <¥[2ua(i)uﬁ(£) - 6aﬁ]> (6.3)

donde u,(i) es la coordenada a del vector (unitario) de orientacion de la
molécula i. En el limite termodindmico, el mayor autovalor de q coincide
con el pardmetro de orden g dado por (6.2), y su correspondiente autovector

2Intuitivamente uno piensa que cuando AV > 0 no es necesario comprobar el solapa-
miento de las elipses porque se ha pasado a un sistema mds diluido. Esto es de hecho
cierto cuando estamos cambiando el volumen, pero no lo es necesariamernte cuando va-
riamos independientemente los lados de la caja. Cuando las elipses son muy alargadas
{piénsese en el caso extremo de agujas), ciertas configuraciones producirin solapamientos
tras incrementar uno de los lados de la caja.
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con el director, n. Sin embargo, cuando N es finito, aparecen correcciones
debidas al tamaiio del sistema. Para estimar estas correcciones {Eppenga y
Frenkel, 1984) hay que diagonalizar la matriz m = N-! 3, u(i)u(i), cuyo
médximo autovalor, p,, estd relacionado con e! maximo autovalor de q (gue
denotamos ¢{N)) mediante la ecuacién g(N) = 2{(u4+) — 1. La ecuacién de
autovalores de m es:

B ~p+en=0 (6.4)
con: .
N = N2 §{"3(i)2“v(i)2 — uz(fuy(D)u(s)uy(§)} = 0 (6.5)
i#5
Las dos soluciones de (6.4) son g4 = [1 £ (1 = 4¢n)*/?)/2, por lo que:

g(N) = (1 — 4en)t%) (6.6)

No es posible hacer el promedio de esta funcién no lineal, pero sf podemos
expresar ¢y como ¢y = {¢N) + An y desarrollar (6.6) en serie de potencias
de Ay (teniendo en cuenta que {Ay) = 0):

2
a(N) = (1 = 4(en)) /2 (1 - R+ ) (6.7)

Para calcular (cy) es necesario suponer que la correlacién existente entre
las orientaciones de dos elipses es despreciable. Asi serd si la separacion
entre las elipses es mayor que la longitud de correlacién, lo que en general
ocurre {si N es grande) excepto en la proximidad del punto critico. Por otro
lado, supondremos que el director apunta en la direccién del eje X, con lo
que (uo(i)?) = (1+9)/2, (w()?) = (1 - 9)/2 y {u=(3)uy(3)) = 0, donde
g es el pardmetro de orden (6.2) en el limite termodindmico. Con estas
simplificaciones:

() = T2 - ) (6.8)

En cuanto a {A%), la forma de estimarlo es considerar las variables a; =
uz()? y bi = ug(i)uy(i), que verifican (a;b;) = 0 y que, por lo que he-
mos argumentado en el parrafo anterior, satisfacen en buena aproximacidn
{aia;) = {(bib;) =~ 0. Supongamos que {(Aa:)?) = o? y {(Ab)?) = o}; en-
tonces, las variables a = N~! 3 .a; y 6 = N1 T, b que definen la matriz
m tienen una distribucién gaussiana cuando N es grande, cuyos valores me-
dios son {a) = {a;) = (1 + ¢)/2y (b) = (b;) = 0, y cuyas dispersiones son
((Aa)?) = 62/N y ((Ab)?) = o} /N. La variable aleatoria ¢y no es més que
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el determinante |m| y, por lo tanto, una funcién polinémica de a y b, luego
su dispersién puede calcularse inmediatamente a partir de la informacién
anterior y resulta ser:

(a%) = 42%2 +O(N7Y) (6.9)

asi que (6.7) se escribe:

R _ 2\ : 2,2
o(N) = (q’ + l—-ﬁq—-) (1 - ;":"1;\; Tt ) (6.10)

La correccién es, a lo sumo (cuando ¢?N ~ 1), del orden de o2, que es
de esperar que sea mucho menor que 1, y serad despreciable para los casos
limite ¢2N >> 1y ¢®?N << 1. ¢(N) viene, pues, determinado por el primer
factor de (6.10). Lo que inmediatamente deducimos de esa ecuacidon es que
g(N)~gparag~1yqg(N)= N-Y2 para ¢ ~ 0. Asi que incluso en la fase
isétropa, el parametro de orden calculado en nuestro sistema de tan sélo 200
particulas tendra un valor claramente distinto de cero. En la fase nemaitica
uno espera encontrar orden de cuasi-largo alcance (ver apéndice C), asi que
también en esta fase el pardmetro de orden mostrara una fuerte dependencia
con el tamaiio del sistema (ec. (C.15)). Hay que hacer notar que en una
simulacién de un sistema finito la fase isétropa aparentara ser nematica tan
pronto como la longitud de correlacién de las fluctuaciones nematicas exceda
el tamaiio de la caja periddica. Por contra, si la longitud de correlacion es
menor que el tamafio de la caja periddica, el autovalor g(N) se comportard
como n;U ? siendo ny el nimero de dominios nematicos en la caja (hay que
recordar ‘que en la obtencién de la dependencia de ¢(/N) hemos supuesto
independencia estadistica entre particulas diferentes, lo que no es cierto si
pertenecen al mismo dominio nemadtico).

Para determinar el punto donde la fase nemaitica deviene estable con
respecto a la disociacién de disclinaciones hay que estudiar los exponentes
7y del decaimiento algebraico de las funciones de correlacién gor) (ec.
(C.14)) y compararlos con el valor critico dado por (C.19). Una andlisis de
la dependencia del pardmetro de orden en el tamaiio del sistema es también -
4til a la vista de la ec. (C.15). Semejante estudic nos permite estimar el
punto en el que tiene lugar la transicién I-N. Hay que tener en cuenta, sin
embargo, que la transicién I-N en un sistema finito ocurre a una densidad
inferior a la que ocurriria en un sistema infinito, ya que la constante de Frank
calculada en aquél es mayor que la de éste 1iltimo (Eppenga y Frenkel, 1984).
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. k=6
P P g p P q P P g
0.20 0.134 0.0713  2.10 0.499 0.152 9.00 0.846 0.853

0.25 0.156 0.0730 2.20 0.511 0.153 10.0 0.853 0.853
0.3¢ 0.175 0.0745 2.50 0.542 0.180 10.0 0.853 0.853
0.35 0.194 0.0758 2.50 0.545 0.133 10.0 0.860 0.847
0.40 0.211 0.0782 3.00 0.582 0.222 11.0 0.873 0.855
0.45 0.228 0.0801 3.00 0.589 0.175 12.0 0.888 0.855
0.50 0.242 0.0809 3.50 0.614 0.121 13.0 0.899 0.864
0.55 0.253 0.0832 3.50 0.623 0.280 13.0 0.899 0.881
0.60 0.268 0.0839 3.50 0.632 0.387 14.0 0.914 0.879
0.65 0.281 0.0862 4,00 0.656 0.436 14.0 0.918 0.907
0.70 0.282 0.0874 4.00 0.658 0.442 15.0  0.929 0.909
0.75 0.302 0.08%4 4.50 0.696 0.661 16.0 0.933 0.915
0.80 0.315 0.0898 450 0.701 0.638 °~ 16.0 0.93% 0.908
0.85 0.325 0.0923 500 0.715 0.675 18.0 0.954 0.929
0.90 0.335 0.0930 5.00 0.724 0.704 20.0 0.971 0.941
1.00 0.352 0.101 5.50 0.746 0.794 22.0 0.980 0.936
1.10 0.371 0.100 5.50 0.748 0.789 24.0 0.988 0.926
1.20 0.386 0.108 6.00 0.763 0.792 27.0 0.998 0.937
1.30 0.402 0.102 6.00 0.772 0.785 127.0  1.03  0.992
1.40 0.419 0.114 6.50 0.781 0.748 1240 1.02 0.983
1.50 0.429 0.118 6.50 0.784 0.830 122.0 0.989 0.971
1.60 0.447 0.120 7.00 0.794 0.752 t20.0 0.972 0.956
1.70 0.456 0.123 7.00 0.780 0.832 t18.0  0.952 0.935
1.80 0.469 0.132 8.00 0.822 0.869 116.0  0.934 0.936
1.90 0.478 0.133 8.00 0.824 0.853 t15.0 0.926 0.934
2.00 0.490 0.130 - 9.00 0.841 0.862

Tabla 6.1: Datos de la ecuacién de estado y el parametro de orden obtenidos por
simulacién MC a presién constante de un sistema de elipses duras con razon de
aspecto x = 6 y mimero de particulas N = 186. El nimero de pasos de calculo es
2 x 10* en todos los casos, y la probabilidad media de que se acepte un movimento
es del 20-25%. P denota la presion (en unidades kpT'/o| 0L ), p la densidad (en uni-
dades (ojjoL)"") y g el pardmetro de orden bidimensional. La iiltima configuracién
de cada simulacién se toma como configuracién inicial para obtener el punto de
présion ligeramente superior (o inferior'). La configuracién inicial de los puntos de
densidades maxima y minima es una red triangular perfecta. La pequena diferencia
(alrededor de] 2-3%) entre los datos con daga y sin daga indica la existencia de una
transicién de primer orden.
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Figura 6.1: Presién reducida (P* = vme P/kpT) en funcién de la fraccion de em-
paquetamiento (7 = vmop) para el sistema de elipses duras con x = 6. Rama
fluida de las simulaciones MC: tridngulos; rama sélida: circulos; TFD del capitulo
5: linea discontinua; TFD con B; corregido (ver seccién 6.3): linea continua. La °
figura muestra también los resultados de Vieillard-Baron (1972) para la rama fiuida
(aspas) y la rama sélida (cruces). La ampliacién muestra con mas detalle la region
alrededor de la transicion I-N encontrada por Vieillard-Baron.
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Figura 6.2: Pardmetro de orden, ¢ = {cos28), en funcién de la fraccion de em-
paquetamiento, 7, para el sistema de elipses con & = 6. Los tridngulos (circulos)
representan los resultados MC de la rama fluida {sélida), mientras que la linea con-

tinua representa los resultados de la TFD (capitulo 5) con B; corregido {ver seccion
6.3). '

6.2 Resultados

Con el fin de facilitar la comparacién con los resultados tedricos del capitulo
5, las simulaciones se realizan para los mismos valores de la razén de as-
pecto (k = 2,4 y 6) que fueron estudiados alli. En los tres casos, la primera
configuracién inicial se obtiene mediante una dilatacion de la configuracién
de miximo empaquetamiento hasta una cierta densidad pp. Partiendo de
una pp pequefia y otra grande se obtienen dos ramas de simulacion que la-
maremos rama fluida y rama sdlida. La eleccién del nimero de particulas
(N =170, 216 y 186) viene impuesta por el requerimiento de que la forma
de la caja sea pricticamente cuadrada. Las siguientes simulaciones de cada
rama parten de la configuracién final de la simulacién anterior. Una si-
mulacién tipica consiste en 10 ‘pasos’ (intentos de movimiento MC por
particula) de equilibrado y 2 x 10* pasos de calculo. Las unidades del pro-
blema se fijan haciendo kgT = 1y oyoy = 1. Esta dltima eleccién de la
escala de longitud se reduce a la definicién ¢ = 1 en el caso de discos du-
ros {Alder y Wainwright, 1962). En las tablas 6.1, 6.3 y 6.4 se muestran
los resuitados de la simulacién para los tres casos, y en las figuras 6.1, 6.6
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y 6.9 aparecen dibujadas las ecuaciones de estado (utilizando como varia-
bles la presion reducida P* = vy P/kpT y la fraccién de empaquetamiento
11 = Umqlp) junto a las curvas tedricas del capitulo 5. Vamos a hacer un
analisis para cada valor de x por separado.

6.2.1 Elipsescon x =6

El primer caso que consideramos es €l modelo estudiado por Vieillard-Baron
(1972). En la figura 6.1 aparecen tanto sus resultados como los de la presente
simulacién. En ella se puede ver como ambos se ajustan la misma curva para
la ecuacion de estado. En las proximidades de 5 = 0.51, donde Vieillard-
Baron encuentra una transicién de primer orden débil, la simulacién acusa
fuertes fluctuaciones; también el pardmetro de orden (figura 6.2) muestra un
comienzo de ordenacién en torno a esta densidad. Sin embargo, el andlisis
del decaimiento de las correlaciones go(r) ¥ g4(r), asi como el comporta-
miento de ¢ con el tamafio del sistema (figura 6.3 y tabla 6.2), prueban, de
acuerdo con lo que hemos discutido en 6.1.2 (que aparece analizado en mas
detalle en el apéndice C), que la fase nemdtica se hace estable frente al me-
canismo de disociacién de disclinaciones (o de Kosterlitz-Thouless) sélo para

2 0.59. Este andlisis de estabilidad ya fue hecho por Frenkel y Eppenga
(1985) en la vecindad de la transicién de Vieillard-Baron (ver la tabla IV
de dicha referencia) y los autores llegaron a la misma conclusién sobre la
estabilidad de la fase nemdtica. Aqui ha sido extendido el andlisis a densi-
dades mdis altas con el resultado de que no existe fase nemadtica al menos
hasta n =~ 0.59. La razén por la que aparece una transicién a una densidad
inferior es, tal como se discutié al final de 6.1.2, el tamafio finito del sistema.
En el punto donde la fase nematica se hace estable no se aprecia disconti-
nuidad de las magnitudes termodinamicas {de la presién, por ejemplo) ni
hay evidencia de histéresis; es decir, los resultados de la ecuacién de estado
que se obtienen aumentando y disminuyendo la densidad son los mismos (la
presencia de histéresis seria un indicador de la existencia de estados metas-
tables, caracteristicos de las transciones de primer orden). La conclusién es,
pues, que para k = 6 la transicién I-N se produce mediante e] mecanismo
de disociacion de disclinaciones descrito en el apéndice C, tal como ocurre .
en el sistema de agujas duras (Frenke] y Eppenga, 1985), y es, por lo tanto, -
una transicién continua. A densidades mis altas (n 2 0.76) el sistema
parece mostrar una fase sélida, como se concluye de la estructura de picos
muy marcados de la funcién de correlacién de par, go(r) (figura 6.4), asi
como del aspecto de las configuraciones mostradas en la figura 6.5. El va-
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g«(r)

g4(r)

Figura 6.3: Graficas logaritmicas de go;(r) = (cos 2{[f{r) —8(0)}}, con ! = 1 (arriba)
y I = 2 (abajo), del sistema de elipses duras con x = 6, para varios valores de la
fraccion de empaquetamiento, n. Estrellas y tridngulos negros pertenecen a la fase
isétropa; circulos negros, cuadrados negros y tridangulos blancos pertenecen a la fase
nematica y rombos y cuadrados blancos pertenecen a la fase sdlida.
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m=0562 70586 7=0599

o 171 0.675 0.714 0.792
1/4 0.707 0.767 0.814

1/16 0.773 0.820 0.856

1/64 0.847 0.867 0.885

r 0.990 0.999 0.993
by 0.056 0.047 0.028
a -0.116 -0.088 -0.092
22 1/1 0.461 0.515 0.628
1/4 0.513 0.598 0.664

1/16 0.618 0.689 0.741

1/64 0.778 0.807 0.832

ro 0.988 1.000 0.989
by 0.127 0.108 0.069
as -0.144 -0.103 -0.123
0 1/1 0.221 0.274 0.398
1/4 0.286 0.378 0.448

1/16 0.421 0.504 0.568

1/64 0.677 0.715 0.748

re 0.991 0.999 0.986
by 0.270 0.299 0.154
Ga -0.154 -0.102 -0.161
2 0.345 0.252 0.145
ey -0.309 -0.240 -0.250
r 0.996 0.996 0.989
4 1.426 1174 0.658
cq -0.928 -0.583 -0.844
v, 0976 . 0988 0.990
7K /8kpT - 0.868 _ 1.059 1.736

Tabla 6.2: Analisis de la dependencia del parametro de orden en el tamaiio del
sistema para N = 186 elipses duras con k = 6. ¢; = (cos' 26) es el momento de
orden i del parametro de orden nematico promediado sobre el sistema completo
(1/1) y subsistemas de drea 1/4, 1/16 y 1/64 del drea total de la caja periédica; a;
y b; son los coeficientes del ajuste por minimos cuadrados Ing; = a; —b; In NV, donde
N es el niimero medio de particulas del subsistemna correspondiente y g; el valor del
parametro de orden del mismo; r; es el coeficiente de regresidn del ajuste; ¢y ¥ na
son los coeficientes del ajuste por minimos cuadrados Ingy(r) = e — 1 Inr para
valores asintéticos de r, donde go1(r) = {cos 2![8(r) — 6(0)]}; r} es el coeficiente de
regresién de este ajuste, y 7K /8kpT se obtiene de la expresion (b) = kpT/27K,
donde {b} viene dado por (&) = (b1 + b2/2 + bs/4 + n2/4 + n4/16)/5. Las discli-
naciones comienzan a disociarse cuando A es menor que el valor critico dado por
nK,/8kgT = 1 {ver apéndice C).
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_Ia(r)

0.0

Figura 6.4: Funcidn de distribucidn radial, go(r), del sistema de elipses duras con
x = G, para varios valores de la fraccién de empaquetamiento. Estrellas y tridngulos
negros pertenecen a la fase isétropa; circulos negros a la fase nemética, y cuadrados
negros, tridngulos blancos y cuadrados blancos a la fase sélida.

lor n = 0.76, que se obtiene a partir de la ecuacién de estado, es tan solo
una burda estimacién de la posible transicion F-S; en realidad, es el punto
por debajo del cual el sistema es un fluido (nemadtico en este caso) y, por
tanto, una cota inferior del verdadero punto de transicién. Los resultados
en esta regién son muy similares a los de Vieillard-Baron, pudiéndose atri-
buir las pequiias diferencias a la distinta colectividad usada en la simulacion
(Vieillard-Baron simula a volumen constante). La estimacién de Vieillard-
Baron para el punto de transicién F-S (n = 0.789) es ligeramente mayor que
la obtenida en la presente simulacién, de acuerdo con el caricter de cota
inferior que ésta tiene. Hay acuerdo entre ambas simulaciones también en
el caracter de primer orden de la transicion. A esta conclusion se llega de la
observacion de histéresis en los datos de la ecuacién de estado (figura 6.1 y
tabla 6.1): los puntos obtenidos aumentando la presién en una configuracién
fluida y los que resultan de expandir una configuracidn sélida no coinciden,
sino que estdn distanciados unos de otros por una diferencia de densidades
de 2-3%. No se observa directamente la coexistencia F-S debido a efectos de
histéresis que son propios de las simulaciones en sistemas periddicos finitos,
y ésta es la razén de que no se puede localizar mejor el punto de transicién.
Una determinacion precisa de dicho punto (y de los valores de las densidades
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: Figura 6.5 Configuraciones del sistemna de elipses duras con x = 6 para las tres

fases observadas: isétropa (1 = 0.329), nemdtica (n = 0.599) y sélida (n = 0.809)..
Nétese que la fase sdlida muestra fuertes fluctuaciones anisétropas de gran longitud

de onda.
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Figura 6.6: Igual que la figura 6.1, para x = 2.
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Figura 6.7: Igual que la figura 6.2, para x = 2.

en la coexistencia) requeriria el cilculo de la energia libre absoluta de ambas
fases (Hoover y Ree, 1967; Frenkel y Mulder, 1985; Mulder, 1986).

Para concluir con el andlisis de este caso habria que hacer notar las pe-
culiares propiedades de la fase sélida. En la imagen de una configuracién de
dicha fase (figura 6.5) se puede observar la existencia de fuertes ondulaciones
anisétropas de gran longitud de onda. Parece probable que la intensidad de
estas oscilaciones aumente con el tamaiio de] sistema, por lo que no es en
absoluto obvio que la fase observada en la imagen sea realmente un sélido
cristalino estable. De acuerdo con el esquema tedrico de la transicién F-
S en capas anisétropas mediada por defectos (Ostlund y Halperin, 1981)
podria ocurrir que a partir de una cierta escala el sistema se comportase
como un esméctico o incluso (a una escala ain mayor) como un nemaitico.
Estas simulaciones no permiten comprobar con detalle las predicciones de
esta teoria, aunque la fenomenologia observada podria ser compatible con
una transicién F-S del tipo I (con mediacién de una fase esméctica), segin
la notacién de estos autores.

6.2.2 Elipses con x =2

Este es el caso mds simple de todos los que se han simulado, ya que para
este valor de el sisterna no tiene fase nematica. La fase isétropa aparece
directamente conectada con la fase sélida a través de una transicidn de
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n=0.712 n=0.810

Figura 6.8: Configuraciones del sisterna de elipses duras con x = 2 para las dos
unicas fases observadas: isétropa (n = 0.712) y sélida (n = 0.810).

primer orden situada en n = 0.78 (ver figura 6.6). De nuevo, el caricter de
primer orden de la transicién viene indicado por la existencia de histéresis
entre las ramas fluida y sélida de la ecuacién de estado (figura 6.6 y tabla
6.3). El pardmetro de orden (figura 6.7) no muestra evidencia de orden
orientacional, sino que salta abruptamente desde valores proximos a 0 hasta
valores cercanos a 1 en n = (.78, asi que tampoco hay fase cristal plastico
(ver capitulo 1; Vieillard-Baron, 1972, encuentra una fase asi para x = 1.01).
Asi pues, s6lamente dos fases, la isétropa y la sélida, estdn presentes en este
caso, separadas por una transicion de primer orden; sin embargo, como en
& = 6, la fase sélida exhibe fuertes fluctuaciones de larga longitud de onda
(ver figura 6.8), si bien menos pronunciadas que las de la figura 6.5, asi que
las conclusiones acerca de la fase s6lida son las mismas.

Este es el caso mas interesante de los tres, ya que muestra un resultado
totalmente inesperado y cualitativamente diferente de los otros dos. De
nuevo aparecen tres fases: sélida, nemadtica e isétropa; pero a diferencia
del caso xk = 6, para este valor de la razon de aspecto e] sistema sufre dos
transitiones de fase de primer orden (ver figuras 6.9 y 6.10 y tabla 6.4). A
medida que ascendemos por la rama fluida desde la fase isotropa el sistema
experimenta un incremento del orden orientacional local, pero fracasa en
su intento de formar un verdadero nemdtico (estable frente al mecanismo
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kK=2
P P g P P g
0.20 0.151 0.0687 12.0 0.899 0.121
0.50 0.288 0.0699 13.0 0.907 0.0939
1.00 0.421 0.0721 15.0 0.930 0.0668
1.50 0.503 0.0726 17.0  0.950 0.124
2.00 0.568 0.0752 19.0 0.960 0.134
2.50 0.610 0.0765 21.0 0975 0.126
3.00 0.645 0.0741 23.0 0.985 0.159
3.50 0.676 0.0824 26.0 0.998 0.125
4.00 0.713 0.0839 28.0 1.01 0.157
450 0.730 0.0804 128.0 1.03 0.878
5.00 0.745 0.0766 t26.0 1.01 0.757
6.00 0.778 0.0819 1240 0.999 0.525
7.00 0.812 0.0743  123.0 0.991 0.305
8.00 0.831 0.0788 1921.0 0.976 0.122
9.00 0.853 0.0884  119.0 0.961 0.091
10.0  0.871 0.102 t17.0 0.950 0.074
11.0  0.884 0.0908  '15.0 0.935 0.077

Tabla 6.3: Igual que fa tabla 6.1, pararazén de aspecto x = 2 y mimero de particulas
N =170,

de Kosterlitz-Thouless) {ver figura 6.11). Cuando descendemos por la rama
sélida cruzamos un intervalo de densidades donde aparece una fase nematica
estable (ver figura 6.10 y tabla 6.5). Durante este descenso el sistema parece
cruzar una transicion F-S de primer orden, ya que una vez alcanzado el
punto de presién reducida P* = 18.8, la fase sdlida no puede recuperarse
recomprimiendo. Asi pues, por debajo de este valor el sistema deja de ser
solido; sin embargo, el parametro de orden nemitico muestra un alto grado
de ordenacidén orientacional. Un anailisis del decaimiento de gi(r) y ga(r), ¥
de la de dependencia del pardmetro de orden en el tamafio del sistema (ver
tabla 6.5), indica que esta fase nemdtica es estable frente a la disociacidn
espontdnea de disclinaciones. A densidades en torno a 17 = 0.74 el pardmetro
de orden experimenta grandes fluctuaciones, y por debajo de esta densidad
decrece rdapidamente a valores tipicos de la fase isétropa. Aumentando el
nimero de pasos de la simulacién (hasta 10° en algunos €asos) uno encuentra
que todos los puntos con n < 0.74 son inestables (no asi los de densidad
superior). La existencia de histéresis, el salto de] pardmetro de orden y la
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K=4
P 4 g P P q P p q
0.20 0.143 0.0636 10.0 0.840 0.229  124.0 0.998 0.932
0.50 0.263 0.0678 11.0 0.859 0335 122.0 0.985 0.906
1.00 0.379 0.0735 12.0 0.874 0324  120.0 0.969 0.867
1.50 0.456 0.0824 13.0 0.887 0.344  120.0 0.968 0.862
2.00 0.522 0.0922 140 0899 0328 1200 0.966 0.860
2.50 0.560 0.0995 15.0 0.907 0.323  119.0 0.960 0.835
3.00 0.608 0.0896 16.0 0.920 0.268  118.0 0.954 0.806

3.50 0.638 0.103 17.0  0.927 0.321 117.0 0.946 0.802
4.00 0.665 0.0985 18.0 0.939 0.404 t16.0 0.941 0.821
450 0.691 0.168 19.0 0.948 0.503 t16.0 0.941 0.821
5.00 0.702 0.211 20.0 0.957 0.528 115.0 0.929 0.823
5.50 0.724 0.149 22.0 0.972 0.483 115.0 0.924 0.835
6.00 0.740 0.108 24.0 0.981 0.514 t14.0 0.909 0.759
6.50 0.766 0.198 26.0 0.992 0.545 113.0 0.803 0.748
7.00 0.770 0.183 28.0 1.00 0.588 112.0 0.884 0.639
8.00 0.805 0.229 t28.0 1.03 0.977 t11.0 0.865 0.464

9.00 0.820 0.117 126.0 1.02 0.965 t10.0 0.851 0.470

Tabla 6.4: Igual que la tabla 6.1, pararazdn de aspecto £ = 4 y nimero de particulas
N = 216.

estabjlidad de la fase nemadtica frente al mecanismo de Kosterlitz-Thouless -
nos lleva a la conclusién de que la transicién I-N para & = 4 es de primer
orden. Este resultado sorprende ya que en todas las teorias de la transicién
I-N en D = 2 se obtiene.una transicién continua (ver capitulo 5). En
consecuencia, una de las predicciones de esta simulacion es la existencia de
un punto tricritico (ver el final de la seccién 3.2) para algin valor de « entre -
4y6.

6.3 Comparacion con la teoria

Antes de comparar los resultados de la TFD desarrollada en el capitulo 5 con
los de la simulacion hay que hacer notar que hay un factor de discrepancia en
cierto modo irrelevante, como es el hecho de haber utilizado para la teoria el
volumen excluido que da la ASG (apéndice B) y para la simulacidn €] criterio
ezacto de Vieillard-Baron (seccidn 6.1.1). El segundo coeficiente del virial



104 6. Simulacion Monte Carlo de un sistema de elipses duras

n=0.761 7n=0.785

a 1/1 0.867 0.588

1/4 0.870 0.715

1/16 0.882 0.812

1/64 0.929 0.913

1 0.889 0.992

by 0.016 - 0.104

a; -0.068 0.053

g2 1/1 0.752 0.346

1/4 0.757 0.516

1/16  0.781 0.669

1/64 0.870 0.845

2 0.895 0.991
by 0.034 0.212
a; -0.126 0.125

g 1/1 0.566 0.120
1/4 0.575 0.275

1/16 0.619 0.470
1/64 0.774 0.744

T4 0.906 0.990
by 0.073 0.434
ay -0.224 0.314
h 0.087 —
€3 -0.214 _
r 0.954 —
M 0.388 —
¢ -0.790 —
T 0.930 —
nK [8kpT 3.289 0.590

Tabla 6.5: Analisis de la dependencia del pardmetro de orden en el tamaiio del
sistema para N = 216 elipses duras con x = 4. La notacidn es la misma que la de
la tabia 6.2. El punto de densidad 5 = (.761 se obtuvo descendiendo por la rama
solida y muestra un nemitico estable. El punto de densidad 5 = 0.785 se obtuvo
ascendiendo por la rama fluida y corresponde a un nematico inestable (a pesar de
que la densidad es superior a la del punto anterior). De hecho, el decaimiento de
g2(r) ¥ g94(r) es, para este valor, exponencial {como ocurre en la fase isétropa) en
vez de algebraico, por lo que no tiene sentido el ajuste a una recta. La estimacién
de (b) es, en este caso particular, (b) = % (b; + %’- + ).
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Figura 6.10: Igual que la figura 6.2, para & = 4.

(el volumen excluido medio) que produce la ASG (tabla B.1) es bastante
aproximado al exacto {ver figura 6.12), que estd dado por la férmula de
Boublik (1975):

Ba(x)/vmet = 1+ :—:[E(l _ Y (6.11)
con E(z) = [7*(1 - zsin?t)}/2dt la funcién eliptica de segunda especie
(Abramowitz y Stegun, 1975); sin embargo, se separa bastante del valor real
a altas excentricidades (hasta un 57% en el limite de excentricidad infinita).
Esta inexactitud puede conducir a discrepancias adicionales entre teoria y
simulacién y enmascarar en parte el efecto de las aproximaciones relevantes,
que es en lo que estamos interesados. Podemos corregir gran parte del dafio
reescalando el volumen excluido con el factor:

By(x)

A e
2Umat Ho(X )

(6.12)

con By(x) dada por (6.11) y Ho(x) por (5.4), siendo x = (s — 1)/(x? + 1).
De este modo obtenemos una versién ‘mejorada’ de la teoria descrita en el
capitulo 5, en la que el volumen excluido para x — 0 y x — o0, as{ como el
segundo coeficiente del virial, son exactos.

A la hora de realizar una comparacidn entre resultados tedricos y simu-
laciones MC hemos de distinguir dos aspectos diferentes: cémo reproduce
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N
Il.fl‘ ;‘

TR

' 1r~"‘lr ".l\\
,}’\\\. ‘ 1 : \ I
A T ‘ )

n=0.761 7=0.809

Figura 6.11: Configuraciones del sistema de elipses duras con & = 4 para las fases:
isétropa (1 = 0.440), nematica inestable (n = 0.785), nematica estable (n = 0.761)
y sdlida (n = 0.809). Las dos primeras configuraciones se obtuvieron ascendiendo
por la rama fluida, mientras que las dos 1ltimas se obtuvieron descendiendo por la
rama sdlida. Nétese la existencia de dominios nematicos en el nemdtico inestable.
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Figura 6.12: Comparacion entre el segundo coeficiente del virial exacto y el obtenido
mediante lJa ASG. La linea continua representa By /2&tmo1, con Bz dado por (6.11),
y la linea discontinua representa Hy/x, con Hy dado por (5.4); ambas curvas estan
dibujadas frente a la variable x = (x? — 1)/(x? + 1), siendo « la razén de aspecto
de las elipses. Para los tres casos simulados, x(x) vale: x(2) = 0.6, x(4) = 0.882 y
x(6) = 0.946.

la teoria los datos MC y cdmo reproduce la transicién I-N. En cuanto a
cémo se comparan las curvas de la ecuacién de estado con las simulaciones
podemos echar un vistazo a las figuras 6.1, 6.6 y 6.9. En ellas estin repre-
sentadas tanto las curvas obtenidas en el capitulo 5 como las resultantes de
la modificacion que hemos hecho. De ellas se desprende inmediatamente que
cuanto menor es la excentricidad de las elipses, mejor se ajustan las curvas
a los resultados de simulacién. Para x = 2 (figura 6.6) no hay diferencia -
entre corregir y no corregir el By, y el acuerdo entre la teoria y los valores
MC se muestra excelente incluso a densidades altas. Por encima de la tran-
sicién F-S la comparacién pierde significado va que no hemos excluido la
fase sdlida en la teorfa. Para x = 4 (figura 6.9) Ia teoria modificada ajusta
bastante bien la fase isétopa a bajas densidades y la nemética completa,
pero subestima la presién a densidades medias; la versién original ajusta
mejor la fase isétropa, pero sobreestima la presién en la nemitica. Final-
mente, para k = 6 (figura 6.1) se aprecia una desviacién considerable con-
respecto a los resultados MC a medida que aumenta la densidad, si bien la
teoria modificada queda mds cerca de ellos.
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= o oM A% =5

2 074 20.78
4 049 ~0.74 34 20.79
6 038 ~0.59 36 20.76

Tabla 6.6: Localizacién de los puntos de la transicién I-N del gistema de elipses
duras. Columna 1: estimacién de la densidad de la transicién (7)) basada en
la TFD modificada (ver texto); columna 2: estimacion de la densidad de ia tran-
sicién (nM%) basada en la presente simulacién MC; columna 3: desciacion relativa

(A= ;},fn — M%)/nMS) en %, y columna 4: estimacion del punto de transicién

F-S (M%) obtenido de la presente simulacion. Nétese que al no haber sido calcu-
ladas las energias libres absolutas de las fases involucradas, la localizacién de las
transiciones de primer orden no es muy precisa.

Pero mientras que la TFD proporciona una descripcién razonablemente
buena de la ecuacién de estado de elipses duras, fracasa en la prediccién
de la transicién I-N. En primer lugar, predice una transicién continua para
cualquier valor de x; no hay ninguna evidencia de punto tricritico y el 1inico
efecto que produce reescalar el volumen excluido (ec. (6.12)) es un des-
plazamiento de la linea de transiciones de fase. Ademas, los valores de las
densidades de la transicién que resultan de la teoria estdn muy desviados de
los que se obtienen por simulacién, como se puede ver en las gridficas de los
parametros de orden (figuras 6.2, 6.7 y 6.10) y en la tabla 6.6.

No sabemos cudl es la razén de este fallo de la teoria. Ciertamente, en
lo que concierne a las transiciones continuas se puede ver en la simulacién
cémo las fluctuaciones del sistema juegan un papel crucial, mientras que
como ya se comento en el capitulo 5, 1a teoria desarrrollada tiene caricter de
campo medio, en el sentido de que no se tienen en cuenta las fluctuaciones
del pardmetro de orden. Es, pues, razonable que haya discrepancia en la
localizacién de las transiciones continuas, aunque uno esperaria que versiones
mejoradas de la teoria, que tengan en cuenta la interaccién (contenida en
la densidad efectiva) de una forma autoconsistente, pudieran corregir este
defecto. Sin embargo, el origen del cambio de orden de la transicién I-N
es del todo desconocido, y por esta razén no sabemos qué aproximacién de
la teoria omite-este hecho. Este problema aparenta ser mucho mas grave
que el anterjor.  En principio, el hecho de que e] desarrollo de Landau para
un nemdtico en D = 2 dependa de ¢° {ecs. (3.25) y (5.19)) nos lleva a
pensar que la transicién que predice cualquier teoria de tipo campo medio
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es necesariamente de segundo orden. Como ya se mencioné al final de 3.2,
hay una via de escape dentro de la propia teoria de campo medio, ya que la
ec. (3.25) admite un punto tricritico siempre que el coeficiente de g* cambie
de signo. No ocurre esto en la TFD que hemos elaborado en el capitulo 5.
". pero no podemos excluir la posibilidad de que ocurra en futuras versiones
de la teoria.






7

Generalizacion de la teoria del
liquido efectivo

La TFD desarrollada en los capitulos 4 y 5 para describir la transicién I-N
de moléculas anisétropas duras se basa en una idea fundamental que la hace
diferente de versiones anteriores (Singh y Singh, 1986; Marko, 1988), como
es la introduccién de un liquido efectivo que de alglin modo incorpore en
la teoria los efectos de la interaccién molecular en la fase ordenada (este
método se aplicé por primera vez en el contexto de la transicién F-S: Baus
y Colot, 1985; Colot y Baus, 1985; Colot et al,, 1986). Sin embargo, la
forma de determinar este liquido efectivo es insatisfactoria porque se basa
en argumentos geométricos ad hoc y depende de la densidad local de la fase
ordenada sdlo a través de su valor medio, ignorando asf la informacién so-
bre la estructura de esta fase. Sin introducir consideraciones extrafas a la
TFD se puede buscar una condicién que determine la densidad efectiva im-
poniendo que la energia libre por particula del sistema iguale la del liquido
efectivo (Baus, 1989), y llegamos asi a una nueva formulacién de la ALE,
que recibe el nombre de ‘aproximacién autoconsistente del liquido efectivo’ -
(AACLE). Un andlisis mds detallado lleva a una reformulacién mds general
de }a AACLE {Lutsko y Baus, 1990a y b) denominada ‘aproximacién gene-
ralizada del liquido efectivo’ (AGLE). Es esta aproximacién la que vamos
a desarrollar aqui, en una versién ligeramente modificada (la original estd
escrita para la transicion’ F-S) que permita incorporar grados de libertad
internos (orientaciones en nuestro caso) de las moléculas.

111
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7.1 Formulacién general

Tomemos como punto de partida la ecuacién (A.28) del apéndice A, que nos
permite escribir la energia libre de interaccién por particula como:

Bomlel= - [ dx1-2) [ax [axConxiDAAOORK) (1)

Hay dos formas de definir un liquido efectivo que, juntas, conducen a una
ecuacion exacta para ¢im[p] (Lutsko y Baus, 1990b); estas dos formas son:
a través de una transformacién termodindmica y a través de una transfor-
macién estructural.

La transformacidn termodindmica consiste en encontrar un liquido cuya
energfa libre de interaccién por particula sea igual a la del sistema conside-
-rado; en otras palabras, si 7, es la densidad de tal liquido:

Sine[p] = din(74) (7.2)

(el funcional ¢ine[p] se convierte en la funcién ¢in(p) cuando la densidad
local es uniforme). La ecuacién (7.2) nos lleva inmediatamente a la siguiente
ecuacién para g, (que serd un funcional de p(x)): '

ple) = = [ax [ ax'atx)ptad ol x5 o) (7.3a)

Jo dX(1 = M)C(x, X5 [Mp])
Jo @M1 = ) [ dr [ du [ du' C(rju,u’; Ap[0])

Nétese que (7.2) conduce, en el caso en que la densidad sea uniforme, a la
relacién P, = p, y en este caso particular (7.3b) implica que la funcién peso,
w(x,x’;[p]), estd normalizada a la unidad.

La transformacion estructural se hace necesaria porque p, aparece defi-
nida (ec. (7.3)) a través de la (desconocida) FCD de la fase no uniforme. En
principio parece que lo que habria que hacer es inventar una transformacién
que convirtiera dicha FCD en la de un liquido a una cierta densidad efectiva,
pero tal transformacién no puede existir debido a que las simetrias de la fase
liquida estdn rotas en la fase no uniforme. Sin embargo, en la expresién de
la energia libre (ec. (7.1}) la FCD de la fase no uniforme aparece siempre
bajo el signo de integracién, hecho que podemos utilizar para imponer la
condicién mds débil:

[ ax [ axopx)Cx, %' o))
=[x [axp(xpx)Cr - w037, o) (7.4)

w(x,x';[p]) = (7.3b)
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que define perfectamente una nueva densidad efectiva 7,, también funcional
de p(x) y que, al igual que en la transformacién termodindmica, se reduce
a p, = p en el limite de densidad uniforme.

Como es de esperar, estas dos transformaciones no son independientes;
de hecho las ecs. (7.3) y (7.4) conducen inmediatamente a la relacién:

 dx f dxp(x)p(x') f(1 = X) Clr - s u, ' 5 [])
- — -V fax R =ArCrau Xpitelr

Hasta aqui todas las ecuaciones son exactas, pero el problema sigue sin
resolverse porque las definiciones de p, y p, involucran la FCD de la fase no
uniforme. La estrategia a seguir es tomar (7.5) como una ecuacién que liga
las densidades efectivas e introducir una nueva ecuacién ad hoc que permita
calcularlas. Cada eleccién que hagamos de ella definird una aproximacién;
la mds simple consiste en hacer:

Pulol = (7.5)

Pio] = p.lp) = Ple] (7.6)

lo que convierte (7.5) en una ecuacién de autoconsistencia que define la
densidad efectiva p. Esta es la AGLE (Lutsko y Baus, 1990b).

Existe otra forma de obtener p, alternativa a la resolucién de ia ecuacion
integral (7.5), y es convertir ésta en un sistema de ecuaciones diferenciales
cuya solucién nos defina la densidad efectiva. Para ello introducimos la
notacion:

m

_;1‘7 f dx f dx'p(x)p(x')C(r — t;u,u's5)  (7.7a)

¥(p;[p))
| -p/;'d,\u- A)fdufdu’/drC(r;u,u'; Ap) (7.70)

W(p)
De (7.5) y (7.6) se puede obtener {Lutsko y Baus, 1990b):
2
S (86(F) = ¥ o) (7.9

Asi que si definimos las funciones de A:

plrp] | (7.92)
9
35 (M) _ (7.9b)

i

z{A)
y(A)

]



114 7. Generglizacién de la teoria del liquido efectivo

(7.8) se convierte en el sistema:

dz _ y—9(z)
EX = (z) (7.10a)
o ) (7.10b)

donde las primas denotan las derivadas respecto a los respectivos argumentos
(la ecuacion (7.10a) se obtiene de desarrollar (7.9b)). El sistema anterior no
estd definido para A = 0, pero se puede extender por continuidad tomando
limites en los miembros de la derecha de (7.10) y utilizando el desarrollo del
virial p¥'(p) = T2, Bay10™. De este modo se obtiene:

2By2'(0) = y'(0) = ¥(0;[p]) (7.11)

Finalmente, e] sistema (7.10) se completa con la condicién inicial z(0) =
¥(0) = 0, que se obtiene de utilizar 5{0] = 0 y de imponer |z'(0}| < oc. La
densidad efectiva p[p] se obtiene a partir de la solucién, z()), del sistema
(7.10) como Blp] = z(1).

Dentro de la filosofia de lJa TFD, y de forma paralela a la ALE, se ha
desarrollado otro método no perturbativo conocido como ‘aproximacién de
la densidad suavizada’ (ADS). La aproximacidn, introducida por Tarazona
{1984) y posteriormente desarroliada por Curtin y Ashcroft (1985), mejora
la ‘aproximacién de la densidad local’ (ADL) mediante la introduccién de
una densidad suavizada a través de su convolucién con una cierta funcién
peso. En la ADL la energia libre de interaccién (Fine) de un sistema con
densidad local p(x) se obtiene a partir de la energia libre de interaccién por
particula de la fase fluida (¢« } mediante:

Funle] = [ dxp(x)6um(p(x)) (7.12)

Esta aproximacién s6lo vale para perfiles p(x) muy suaves, ya que debido
a las singularidades de la energia libre de interaccién, ¢ine(p(x)) puede no
estar definida en los picos de p(x). La ADS evita esta dificultad calculando
Flnt a partir de la siguiente versién modificada de (7.12):

Fuldl = [ dxp(x)dm((x)) (7.13a)
dim(P(x)) " = / dx'p(x"w(r - 1 u, W' p(x)) (7.13b)

La funcién peso se elige de tal modo que (7.13) satisfaga dos requerimientos
en el limite de densidad uniforme:
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(i) que reproduzca la energia libre del fluido, lo que implica:
fdx' w(r’;u,u’;p) =1 | (7.14)

(ii) que reproduzca la FCD del fluido, es decir:

{ 8 Fy,
-8 ——-t[—p],—} =C(r-r';u,u’;p) (7.15)
- p(x)=p

Bajo la hipotesis adicional de que tanto la funcién peso como la FCD del
fluido admiten un desarrollo del virial, (i) y (ii} pueden ser satisfechos
truncando las series a orden cero (Tarazona, 1984), uno, dos (Tarazona,
1985),. . . Este procedimiento plantea la cuestion de si un desarrollo tal con-
verge. Por esta razén Curtin y Ashcroft (1985) consideraron la resolucién |
de la ecuacidn integral no lineal completa (7.15), que en transformada de
Fourier se convierte en una ecuacién diferencial no lineal ordinaria en la
densidad. El método, sin embargo, involucra una gran cantidad de célculo
numérico debido a que dicha ecuacién ha de ser resuelta para cada valor del
vector de ondas. Denton y Ashcroft (1989) propusieron una versién modifi-
cada dela ADS (ADSM) en la que la ecuacidén a la que se llega transformando
Fourier es algebraica y lineal, por lo que puede ser resuelta analiticamente.
Los resultados de la ADS y la ADSM son muy similares cuando se aplican a
la transicién F-S en ED, pero la ADSM es ya en su formulacién una teoria
de liquido efectivo (Baus, 1990) en el sentido de que la densidad ‘suavizada’
tiene la forma (7.3a) y satisface {7.2) (aunque se determina utilizando (7.15)
en lugar de {7.3b)). Es en este punto donde los métodos de la ADS yla ALE
convergen, ya que Lutsko y Baus (1990b} han demostrado que la ADSM se
obtiene de la AGLE cuando la densidad efectiva de esta ltima se desarrolla
en serie de la forma:

2] = A E - 1) p(”’[p]J (7.16)

n=0

y se trunca en segundo ordenl.

!Cuando se trunca en orden cero, esto es, B[Ap] = Ap{®[g], uno obtiene la AACLE
(Baus, 1989) siendo p{®) la correspondiente densidad efectiva. .
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7.2 La transicién orientacional en dimensién D

Utilizando las nuevas posibilidades que ofrece la AGLE vamos a continuacion
a estudiar la transicién I-N para un fluido de cuerpos duros convexos {CDC)
anisétropos en dimensién D. Como hicimos en el capitulo 4, escribimos la
energia libre por particula, ¢[p], como suma de tres términos (ec. (A.22)):

#lp] = Sexilp] + diale] + bine[p] (7.17)

y eliminamos el término de campo externo (@ex[p]) imponiendo directa-
mente sobre p(x) la simetria de la fase nemadtica; en otras palabras, toma-
mos p{x) = ph(u) con fduh(u)=1. En cuanto a los términos ideal (¢;4p])
y de interaccion (@ine[p]), para aplicar la AGLE es preciso que estén referi-
dos al sistema infinitamente diluido, en lugar de al sistema isétropo, como
haciamos en los capitulos 4 y 5; asi, su forma sera:

Béialh) In(A%Pp) - 1 + ]duh(u)ln h(u) (7.18)
Bomit) = -0 [ du [ dwh(u)h(w) |

j CaA(1- ) / dr C(r;u, u'; [Ah]) (7.19)
0

donde ya se ha utilizado la invariancia traslacional de la fase nematica; A
es la longitud de onda térmica generalizada (ver ec. (A.19)). Para aplicar
la AGLE echamos mano de la relacién (7.4), con la densidad efectiva obte-
nida a través del sistema (7.10). Este paso nos permite obviar el problema
de calcular la FCD de la fase nemitica y utilizar en su lugar la FCD de
la fase isétropa. Igual que en el capitulo 4, la FCD de la fase isétropa la
obtenemos de la de ED mediante la aproximacion de Pynn (ec. (4.4)} o equi-
valentemente (dado que nos restringimos a estudiar sélo la fase nemitica)
mediante la aproximacién de factorizacién (ec. (4.5)). En consecuencia,
(7.19) adoptara la siguiente forma: :

Béimlh] = { _D2Py ]0 a1 =) fo > dsz‘ICED(z;'ﬁ[Ah])}

X { j du / du'h(u)h(u)E(u - u’)} (7.20)

donde 7 = vUpq1p €5 la fraccién de empaquetamiento, siendo vy el volumen
molecular, y:

x

, 1 o
E(u-u) = -_I)Q_D;—I[dr{a(r;u,u)}D



7.2. La transicidn ortentacional en dimensién D 117

_ 1 fouu’) —
= e f dr ©(o(£;u,u') - r) (7.21)

es la relacién del volumen excluido de dos CDC de orientaciones u y u’ al
de dos ED de volumen molecular vp,q (&(F; u,u’) es la distancia de contacto
de los dos CDC y O(z) es la funcién escalén). En este punto ya se puede
ver que una consecuencia directa del uso de la aproximacién de Pynn (o de
la de factorizacién) para la FCD es que la energia libre (7.20) se factoriza
en una parte radial y otra angular, dando lugar de este modo a una teoria
tipo Onsager (1949). De hecho, el resultado original de Onsager se recu-
pera reemplazando la FCD de ED en (7.20) por su limite de baja densidad
(Cep(z;0) = —0O(1 — z)). La ecuacién (7.20) se puede simplificar aiin mas
utilizando algunas identidades del fluido de ED D-dimensionales (Baus y
Colot, 1987). Si como en los capitulos 4 y 5 denotamos por. Zgp(7) €l fac-
tor de compresibilidad de las ED (8Pgp/p) vy definimos la funcién Jgp(n) a
través de la relacién:

Zep(n) = 1 - % [ dvsren(y) (7.22)

entonces la ecuacién de estado de la compresibilidad (880Fgp/0p = 1 -
p [ dr Cgp(r/o; 7)) conduce al resultado:

Iep(n) = D2P f: dz 2P~ Cgp(z;in) (7.23)

que sustituido en (7.20) permite excribir ¢ine[i] como:
1
pomlil = {-n [ &x1 - Mo} |
X { / du / du’h(u)h(u')E(u - u')} (7.24)

En el espiritu de la AGLE, la forma de determinar la densidad efectiva 7[A]
es imponer la condicién (7.2), que equivale a resolver el sistema (7.10). La
forma de este sistema, reescrito en las variables z(A) = HAh] e y(A) =
B(AY(z /vme1))/ 8 y utilizando las identidades para ED, es la siguiente:

z [y—Qenlz .
_z ﬁ 7.2
2 \ Zep(z) - 1 (7.:25)

= n,[h]d%(zan(z) 14 Qen(z)) (7.25b)

dz
di
dy
dA

2(0)‘ = y(0)=0 (7.25¢)
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con la funcién Qgp(n) definida como:

Qen(n) = foﬂ «ﬁg—’z(—’")—__—l | (7.26)
y el funcional n,[k) dado por:
- faurtaujE(uu’)
nlh] = 7L (7.27)

fdu fdu'Z(u-u)
La solucién de este sistema es?:
AR] = An,[h) (7.28)

Este resultado es hasta cierto punto extrafio porque, debido a la factori-
zacidn, la densidad efectiva entra sélo en la parte radial de (7.24), mientras
que segun (7.27) y (7.28) estd definida puramente (y de forma explicita) en
funcién de las variables angulares; con ello, la idea de autoconsistencia se
pierde de algin modo. Sin embargo, se puede aprovechar la factorizacion de
(7.24) para imponer la condicién (7.2) sdlamente sobre la parte radial de la
energia libre de interaccién. Cuando se hace esto la densidad efectiva viene
dada también por el sistema de ecuaciones (7.25), pero ahora el funcional
7s{h] estd definido por:

nlh) =17 (7.29)
de modo que la solucién (7.28) sigue siendo vilida, pero esta vez con la
definicién (7.29). Asi pues, hay dos versiones alternativas de la AGLE en
el problema de la transicién I-N: la que llamaremos ‘completa’ (AGLE-c),
dada por la siguiente expresion para ¢in.[h]:

Qen(T[h]) {/du/du'}_'](u . u')} (7.30a)

‘r‘f du [ du'h{(u}h(uv)Z(u - u’)
—Tdujdur{u-u)

Binlh]

ﬁ[h] = (7.30b)

y la que llamaremos ‘factorizada’ (AGLE-f), cuya expresién para ¢in[h] es:

B! [h] = Qep(n) {fdufdu'h(u)h(u')E(u . u')} (7.31)

La AGLE-c es idéntica a la expresién obtenida por Holyst y Poniewierski
(1989b) siguiendo el formalismo de la ADS (ver final de la seccién 7.1), mien-
tras que la AGLE-f coincide con el funcional obtenido por Parsons (1979),

#Nétese que como se verifica j[Ak] = A#{h] la AGLE y la AACLE coinciden.
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posteriormente aplicado por Lee ala transicién I-N en ECD (Lee, 1987) y en
EDR (Lee, 1988) en D = 3, al que también se reduce el funcional propuesto
~ por Somoza y Tarazona (1988; 1989} dentro del marco de la ADS cuando
éste se aplica a la transicién I-N. En el marco general de la ALE, estos dos
funcionales surgen, como acabamos de ver, de una forma natural, segin im-
pongamos una condicién u otra para determinar la densidad efectiva. La
ventaja de este enfoque es que las aproximaciones involucradas estdan loca-
lizadas en dos puntos: la apraximacién de factorizacién para la FCD (ecs.
{4.4) y (4.5)) y la condicién de autoconsistencia sobre la energia libre de
interaccién. La primera es la responsable de la factorizacién final del fun-
cional, mientras que la segunda es necesaria para encontrar una expresién
explicita del mismo. La primera es mejorable buscando expresiones mas pre-
cisas de la FCD; respecto a la segunda, no es evidente cémo introducir una
forma sistematica de mejoraria. Esto 1ltimo constituye el principal defecto
de la ALE (compartido también por la ADS), pero no es mds que el precio a
pagar por disponer de una teoria no perturbativa de las fases inhomogéneas.
La ventaja es que, cuando se aplican, por ejemplo, a la transicién F-S (y lo
mismo veremos que ocurre para la transicién I-N), las teorias no perturba-
tivas demuestran ser mds eficaces que los desarroilos perturbativos (Baus,
1990). -
Una vez obtenidas Jas expresiones para la energia libre, las de la presién
y potencial quimico se derivan de las ecs. (A.31) y (A.32) respectivamente,
que escritas para un sistema de referencia infinitamente dilvido (pgr = 0)
tienen la forma: :

ﬂP_Ld - 1- p—ll; / dx f dx’p(x)p(x) /0 L IAACE X [M]) (1.32)

ﬂﬁ[p]

Plp
620 + pp (733)
Aplicando las mismas aproximaciones que para la energia libre obtendremos
para la presién dos expresiones distintas, segitn que utilicemos la AGLE-c o
la AGLE-f; estas expresiones son, respectivamente:

ﬁp—jh—] = 1+ (Zep(qlh]} - 1) {/du]du’z(u . u")} | (%.34)
ﬁfip[ﬂ = 14 (Zep(m)-1) { f du [ du'h(u)h(v)E(u - u')} (7.35)

Las correspondientes al potencial quimico (u¢ y pf) se siguen de (7.33)
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utilizando para la presién y la energia libre las respectivas expresiones apro-
ximadas. _ o

Por iltimo, antes de seguir adelante es interesante mencionar el hecho de
que ambos funcionales de la energia libre (AGLE-c y AGLE-{) se reducen al
mismo (el correspondiente a la teoria de Onsager) cuando se toma el limite
de bajas densidades (Qep(n) = 1/2).

7.2.1 Volumen excluido de dos cuerpos duros convexos

Al hablar de cuerpos duros hay que hacer una distincion fundamental entre
cuerpos convexos y no convexos {Boublik y Nezbeda, 1986). Un cuerpo
convexo (Ishihara y Hayashida, 1951; Kihara, 1953; Mulder, 1986) se puede
definir como una regién del espacio euclideo tal que dos puntos cualesquiera
de la misma pueden unirse por una recta completamente contenida en ella.
En sistemas de CDC que se mueven libremente, la interaccién es debida al
volumen excluido de pares de cuerpos, por lo que la TFD desarrollada en la
seccién precedente es perfectamente aplicable a estos sistemas. En sistemas
de cuerpos duros no convexos pueden darse situaciones, a altas densidades,
en las que dos o mds cuerpos bloqueen el movimiento de otro atrapandolo
en los huecos que dejan sus concavidades. Este efecto produce interacciones
importantes de tres o mas cuerpos, que no estan contempladas en la teoria
que hemos eiaborado.

Los CDC maés estudiados en la literatura son los EDR, tanto oblatos
como prolatos, y los ECD, fundamentalmente prolatos {cilindros rematados
por semiesferas), aunque también oblatos (toros rematados por discos). El
sistema de EDR es la extensién inmediata del modelo de ED a moléculas
anisdtropas, y. de hecho ha sido uno de los primeros modelos en los que se
ha estudiado la fase nemética; los ECD fueron introducidos para estudiar
fases esmécticas, ya que tienen mayor capacidad de empaquetamiento que los
EDR. Otros tipos de formas geométricas han sido también consideradas en la
literatura (Kihara, 1953; Boublik y Nezbeda, 1986), pero se les han dedicado
pocos y muy especificos estudios (normalmente a la biisqueda de alguna fase
concreta o para modelar algin tipo particular de molécula), por lo que para
nuestro propésito general las ignoraremos. También son interesantes los
casos limites de moléculas extremadamente alargadas (agujas; ver Frenkel
y Eppenga, 1985, y el capitulo 5) o extremadamente planas {discos; ver
Eppenga y Frenkel, 1984; Colot et al., 1988, y e} capitulo 4}, ya que en estos
limites la fase nemdtica no estd perturbada por la presencia de una fase
s6lida (agujas y discos carecen de volumen molecular).
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El cédlculo del volumen excluido de un sistema de EDR en dimesnsién D
es un problema sin resolver. Para D = 2 y D = 3 Vieillard-Baron (1972)
obtuvo sendos criterios para comprobar el solapamiento de dos EDR vy, pos-
teriormente, Perram y Wertheim (1985) obtuvieron un criterio alternativo,
valido para cualquier dimensién. Tales criterios se utilizan en las simula-
~ ciones de estos sistemas, pero no proporcionan una expresién analitica para
el volumen excluido de dos EDR. A veces se utilizan desarrolios de Fourier
(Tjipto-Margo y Evans, 1990) o integraciones numéricas de la ec. (7.21)
(Perera et al., 1988; Holyst y Poniewierski, 1989b) para calcular dicho valu-
men excluido, pero el método mds extendido es la. ASG de Berne y Pechukas
(1972), que aparece descrita en detalle en el apéndice B. La gran ventaja de
esta aproximacién es que proporciona una expresién analitica (ec. (B.11))
para Z(u - u’) (ec. (7.21)) védlida siempre que D > 2. La ASG ha sido
empleada exhaustivamente en la literatura (Singh y Singh, 1986; Marko,
1988; Colot et al., 1988; Lee, 1988) y su principal defecto es que sobreestima
el volumen excluido exacto de dos EDR (Tjipto-Margo y Evans, 1980), de
manera que el segundo coeficiente del virial (ecs. (B.13) y (B.18)) difiere
del valor exacto (como puede verse, por ejemplo, en la figura 6.12). Una
ligera correccién de la TFD se puede conseguir (ver seccidn 6.3) reescalando
el volumen excluido con el factor B§***/BASC, siempre que el segundo co-
eficiente del virial se conozca de forma exacta (lo que ocurre para D = 3 y
D = 2; Boublik, 1974; 1975). En lo que sigue, los cdlculos referidos a EDR
utilizardn la ASG, reescalando siempre que sea posible.

Para ECD el problema es mucho maés simple (Balberg et al., 1984). Los
parametros que definen un ECD son la longitud del cilindro, L, y el didmetro
de las semiesferas (o del cilindro), W. La razén de aspecto (la relacién de
la longitud total al didmetro) serd entonces k = 14+ L/W. En D = 2 ¢l
volumen (4rea) excluido estd dado por el irea del objeto generado en la
figura 7.1 por el deslizamiento de un ECD sobre otro que permanece fijo,
manteniendo constante la orientacién relativa. Tal objeto estd formado por
cuatro rectangulos de lados L y W, cuatro sectores de circulo que en total
forman un circulo completo de radio W, y un paralelogramo de lado L y
angulo 4, siendo u-u’ = cos@ (con u y u’ las orientaciones de los ECD).
Asi:

V2 ECD(g) = 4LW + #W? + L?|sin 6| (7.36)
De la figura 7.1 se puede también inferir ¢cémo es el volumen excluido en
D = 3: los rectdngulos se reemplazan por semicilindros de altura L y radio
W ; los sectores de circulos se convierten en casquetes de esfera con el mismo
radio, W, y el paralelogramo adquiere un espesor 2W convirtiéndose en un
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Figura 7.1: Area excluida de dos ECD en D = 2 (o circulo-rectangulos) con otien-
tacidn relativa 6; o, equivalentemente, proyeccién del volumen excluide de dos ECD
en D.= 3 con la misma orientacién relativa, 8, sobre el plano que contiene sus ejes
de simetria. La figura estd generada por el centro de masas del cuerpo B cuando
éste se desliza alrededor del A manteniendo al menos un punto de contacto.

paralelepipedo, asi que:
excl

V3-ECD(g) = oL W? 4 %ﬂ-w3 + 2W L2} sin 6| (7.37)

El pasode D =2 a D = 3 da idea de como generalizar la figura 7.1 cuando
aumenta D. Procediendo de la misma forma se llega a3:

VDIECD(6) = 2LVp_,WP-1 + VpWP 4 Vp_,WP-2L%sin6|  (7.38)

excl

3Parece claro que los cilindros se transforman en hipercilindros y las esferas en hiper-
esferas cuando aumentamos el nimero de dimensiones por encima de I} = 3; sin embargo,
no es trivial en qué se convierte el paralelepipedo central, Sabemos que la proyeccion
sobre el plano que contiene los ejes de simetria debe ser la figura 7.1, de modo que dos
de las caras de la extensién del paralelepipedo a un espacio D-dimensional conservarin
esta forma. Los otros I — 1 pares de caras han de estar producides por la interseccién de
cada uno de los hipercilindros con los hiperplanos que contienen sus respectivos ejes de
simetria. Si escribimos la ecuacién de un tal hipercilindro como z3 + -+ + 2% _, < W2,
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donde V,, denota el volumen de una esfera n-dimensional de radio unidad,
es decir, V;, = 72/ I'(1+n/2). Ahora, si tenemos en cuenta que el volumen
de un ECD es vg = Vp(W/2)P + LVp_,(W/2)P-!, el volumen excluido
reducido (7.21) adoptari la forma:

Neqa 2o (x—1) -
2ECD(u.u) =1+ 2r it (o 1)/ND+2][1 - (u-u)F/? (7.39)

<on: D1
T(==
yrI(7) Z ) (7.40) °
2 I(%)
Nétese que limx—o kZASC(u - u’) x LECP(u . v’} — 1, de modo que el com-
portamiento de un sistema de ECD estd contenido en el limite de muy alta
excentricidad de un sistema de EDR, como veremos en la seccién 7.2.5.

D=

7.2.2 La fase isétropa

Una de las caracteristicas mds interesantes de las ecuaciones de estado (7.34)
y (7.35) es la libertad que nos da el hecho de que ambas estén expresadas en
funcién de la ecuacién de estado de ED, sin hacer uso explicito de la forma
analitica de la FCD. Gracias a ello la teoria conduce a resultados diferentes
segin la eleccién que hagamos de Zgp(n), asi que es conveniente hacer un
estudio de esta dependencia. Vamos a considerar en primer lugar la fase
is6tropa. ‘

La ecuacién de estado de la fase is6tropa se obtiene tomando h{u) =1
en las ecs. (7.34) y (7.35). Ambas ecuaciones conducen al mismo resultado:

ﬁ%‘: 14+ HS(Zep(n) - 1) (7.41a)
Ay = jdu,\:(u-n) (7.41b)

resultado que, por otra parte, coincide con el que ya se obtuvo para EDR
en D=3y D =2 (ecs. (4.16) y (5.9)). La ecuacién (7.41) es también una -
consecuencia directa de la aproximacién de factorizacién utilizada para la
FCD (ecs. (4.4) y (4.5)). El factor de compresibilidad de ED, Zgp(n), se
puede obtener de las distintas aproximaciones disponibles en la literatura.

con la restriccién zh < L?/4, y la del correspondiente hiperplano como z; = 0, entonces
la interseccién aparece como otre (hiper)cilindro (D -- 1)-dimensional (nétese que esto
equivale a un segmento de longitud L en D = 2 y a un rectdngulo de lados L y 2W en
D = 3, como de hecho ocurre).
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Comeo vimos en capitulo §, para ED D-dimensionales Baus y Colot (1987)
proponen una versién reescalada del desarrolio del virial (ecs. (5.7) y (5.8)).
Cuando se compara con resultados de simulacion y con otras ecuaciones
de estado aproximadas, hasta D = 5 (Baus y Colot, 1987), se ve que los
resultados de este método son muy precisos. Luban y Michels (1990) ofrecen
una forma alternativa para Zgp(n):

S(n/ne)

Zgp(n) = 1+T(n/%) (7.42a)
S(z) = Bgz{1+( ~¢(z)2L ) } (7.42b)
T(z) = 1-((@)ghe + ()~ )B; e (7.42¢)

donde By = BEP .(:: -1 Y Tep = VopPcp, Siendo pep la densidad de la configu-
racion de miximo empaquetamiento. {{z) es una funcién desconocida cuya
relacién con el desarrolio del virial estd definida a través de (7.42), y que
Luban y Michels determinan empiricamente mediante un ajuste lineal a los
datos de simulacion.

Es interesante comparar los resultados de la ec. (7.41) (utilizando las
ecuaciones de estado de ED (5.7) y (7.42)) con otras ecuaciones de estado
aproximadas propuestas para fluidos de CDC y, por supuesto, con los resul-
tados de simulacién, cuando los haya. Entre las aproximaciones tenemos,
por ejemplo, la de Song y Mason {1990), que construye la ecuacién a partir
del conocimiento de los tres primeros coeficientes del virial, es decir:

Zsm = 14 B§PCpG(n) (7.43a)
G(n) = 1—;(1”-—%7—*%’1'3 (7.43b)
71 = D-2D-%$PCH, (7.43¢)
" = %D(D-—1)~2D‘1D6§DCHD+4D‘1I)§DCHE, (7.43d)

con bn = Bny1/(B2)*. Otra aproximacién es la obtenida mediante la la
TPE, en sus dos versiones (Boublik, 1974; 1975; Rosenfeld, 1988), que no
tiene una expresion general con la dimensién. También es interesante com-
parar los coeficientes del virial que predicen estas teorias con los exactos,
obtenidos mediante integracién numérica de los desarrollos en diagramas de
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D EDR ASG
4x 1\1° 4 E(x?)
2 14 [E‘(l x:,)] L

vz — 1 :

5 145 |14 ROV [1+—-——-—mc°s* 2|14 22EX
4 AV = A —1 l—xn

D . — ‘ 9D-1 F - 2'2'1'}-1')

V1-x2

Tabla 7.1: Expresiones para el segundo coeficiente del virial de EDR D-di-
mensionales y su forma aproximada en la ASG. «£ es la razén de aspecto,

= (k2 =1)/(x*+ 1) A = [(1+ |x])/(1 = |x]))*/? = max(x,1/«), Np estd dado por
laec. (7.40), E(z) = d¢m es la funcién eliptica de segunda especie
y Fla,8; -r,r.) es la func:on hipergeométrica (Abramowitz y Stegun, 1965). BFDR
para D = 2 y D = 3 han sido obtenidos a partir de las formulas generales para el
volumen excluido de dos CDC (Ishihara, 1950; Kihara, 1953; Boublik, 1974; 1975,
Barker y Henderson, 1976; Boublik y Nezbeda, 1986); BASG estd calculado en. el
apéndice B.

D ECD
4(k - 1)?
2 2-I-arr"’-i-th'r(»:—l)
' 3(x — 1)
3 4+ v
D (k= 1)2

D 22714 7((D= N5 + DVo(s - 1]

Tabla 7.2: Expresiones para el segundo coeficiente del virial de ECD D-dimensio-
nales. x es la razén de aspecto (x =1+ L{W, con Lla lcmgitud del cilindro y W
el didmetro de las semiesferas), y Np esté dado por la ec. (7.40).
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dichos coeficientes? (Ree y Hoover, 1964). De la ec. (7.41) se sigue inme-
diatamente que: :
b5 = ()~ -DpEP (7.44)

Puesto que BfDC se requiere como dato en todas las teorias, sus expresiones
para EDR (exactos y en la ASG) y ECD en dimensién D aparecen, respec-
tivamente, en las tablas 7.1 y 7.2. En lo que sigue, la comparacién se hard
independientemente para D =2, D=3y D > 3.

D=2

Para evaluar (7.41) hemos utilizado tanto Zg (en la notacién (5.7) con los
coeficientes de la tabla 5.1) como (7.42). Como ya se discutié en el capitulo
5, la ecuacién de estado (7.41) no es demasiado sensible a la eleccion que
uno haga de Zgp(7n) y, de hecho, se encuentra poca diferencia en utilizar
una u otra aproximacién (excepto a muy altas densidades). La ecuacién de
estado de Song y Mason se calcula utilizando las estimaciones numéricas de
Tarjus et al. (1991) para BFPR y BEDR  Pgr ltimo, la ecuacién de estado
de la TPE (Boublik, 1975) es:

Zepg = 14+ (a-1)y
We_

donde a = BgDC /Vmol = 1. La férmula anterior nos lleva a una expresion
muy simple para los coeficientes del virial reescalados:

(7.45)

14 no
pePC = ——— 7.46
n (1__;-6)“ ( )
Para EDRen D = 2, ]a ecuacién de estado de Song y Mason y el desarro-
lio del virial hasta el término en By, para x = 2,4 y 6 han sido comparados
por Tarjus et al. (1991) con los resultados MC del capitulo 6. En la figura
7.2 se comparan las ecuaciones de estado aproximadas mencionadas ante-

riormente (incluyendo por completitud la de Song y Mason} con los mismos
resultados MC, y en la tabla 7.3 se proporcionan algunos valores de los

*El método de integracién es de tipo MC. Consiste en generar una cadena de n
moléculas cada una de las cuales solapa la anterior y comprobar los eventuales solapa-
mientos producidos entre moléculas no contignas. Si representamos cada molécula por un
punto ¥ cada uno de estos solapamientos por una linea continua que una las molécalas
que se solapan, estaremos asociando un diagrama a la configuracion generada. $i tal dia-
grama aparece en el desarrollo de BSPC, la configuracidn generada contribuira, con el
peso ascciado al diagrama, a la correspondiente integral.
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Figura 7.2: Presion reducida, P* = SPupmg de EDR en D = 2 (elipses duras)
como funcién de la fraccion de empaquetamiento n = tyqp, Para x = 2, 4 y
6 (de izquierda a derecha). Las lineas continuas representan la ec. (7.41) (los
resultados utilizando (5.7) o (7.42) son indistinguibles en la escala del dibujo),
las lineas ‘discontinuas de trazos largos muestran los resultados de la TPE (ec.
(7.45)), las de trazos cortos muestran los resultados de la ecuacién de Song y Mason
(ec. (7.43)) con los coeficientes del virial numéricos obtenidos por Tarjus et al.
(1991). Por iltimo, los circulos representan las simulaciones MC del capitulo 6.
Los valores de 5 para x = 4 y 6 estan desplazados hacia la derecha 0.2 y 0.4
unidades respectivamente. Para x = 2 todas las lineas se superponen. Para x = 6
hay una transicién Kosterlitz-Thouless {ver capitulo 6) a una fase nemadtica en
n = 0.59; ademds, una transicion de primer orden aparente (debida al tamafio
finito del slstema) aparece en n = .51, de modo que los resultados por encima de
estos valores han de analizarse con cuidado.
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K /e Zmc Zg ZM  ZTPE  ZsMm

0.1308 1.325 1317 1317 1316 1.320
0.2497 1.734 1.746 1.746 1.743 1.760
0.4352 2.985 2.947 2.946 2.932 3.014
2 0.5588 4.650 4.526 4.526 4.503 4.700
06736 7.714 7.38 7377 7366 7.810
0.7788 13.344 13.068 13.043 13.140 14.148
0.8747 27.723 26.389 26.412 26.899 29.390

0.1238 1.400 1.388 1.388 1.392 1.404
0.3279 2.641 2.500 2.500 2.546 2.659
0.4520 3.832 3.760 3.760 -3.889 4.158
4 0.5521 5.490 5.466 5.465 5.746  6.247
0.6634 8.486 8.897 8.890 9.576 10.560
0.7786 15.573 16.763 16.730 18.637 20.733
0.8669 27.972 31.984 31.985 36.732 40.934

0.1158 1.524 1453 1.453 1.460 1.485
0.3341  3.102 2936 2.956 3.067 3.334
0.4422 4314 4327 4326 4595 5.140
6 0.5679 6.097 7.096 7.094 7.793 B8.906
0.6682 7.772 11.241 11.232 12.756 14.660
0.7785 14.462 20.900 20.858 24.781 28.264
0.8645 27.054 39.318 39.311 48.614 54.506

Tabla 7.3: Resultados para el factor de compresibilidad, Z(n) = BP/p, de un
sistema de EDR en D = 2 (elipses duras) de razén de aspecto &, como funcidn de
7/Nep, con 7 la fraccién de empaquetamiento del fluido isétropo y 7., la fraccidn de
empaquetamiento maximo (ver tabla 7.9). Zmc son los resultados MC del capitulo
6; Zg y ZLm se obtienen de (7.41) con (5.7) y (7.42), respectivamente, como ecuacidn
de estado de ED; Z1pg son los resultados de (7.45), y Zsm son los resultados de
(7.43) con los coeficientes del virial de Tarjus et al. (1991). Para « = 6 se produce
una transicién de Kosterlitz-Thouless a una fase nematica en n/n., = 0.65; ademas,
hay una transicién de primer orden aparente en n/n., = 0.56 debido al tamaiio finito
del sistema, asi que los resultados por encima de estos valores deben analizarse con
cuidado.
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Figura 7.3: Igual que la figura 7.2 para ECD en D = 2 (circulo-rectangulos). No
hay resultados de simulacién disponibles para este sistema, asi que sdlo aparecen
las ecuaciones de estado aproximadas que predicen las diferentes teorias.

factores de compresibilidad. Nétese que el comportamiento general de las
diferentes aproximaciones verifica Zpm < Zg < Zspr < Zsm (siguiendo la
notacién descrita en el pie de la tabla 7.3). Para excentricidades pequefias
todas ellas proporcionan muy buenos resultados (la de Song y Mason es
la mejor, ya que reproduce de forma exacta el tercer y cuarto coeficientes
del virial), sin embargo, cuando la excentricidad aumenta tienden a sobre-
estimar el valor de la presién; asi pues, son Zyp y Zg las que tienen un
rango de validez méas amplio. En cualquier caso, al aumentar la excentrici-
dad se pone de manifiesto que ninguna de las aproximaciones proporciona
una buena descripcién del fluido bidimensional isétropo de EDR. La razén
de este fallo se hard evidente un poco mas adelante, cuando analicemos el
comportamiento de los coeficientes del virial.

Para ECD en D = 2 no hay resultados de simulacién disponibles con los
que hacer comparaciones. A pesar de ello, en la figura 7.3 y en la tabla 7.4 se
muestran los resultados de las diferentes ecuaciones de estado aproximadas
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0/ Nep Zg Zim ZTPE ZsMm

x

0.1 1.2442 1.2442 1.2437 1.2458
0.2 1.5842 1.5842 1.5815 1.5920
0.3 20752 2.0752 2.0680 2.0974
2 0.4 2.8184 28183 2.8035 2.8707
0.5 4.0141 4.0137 3.9890 4.1305
0.6 6.1080 6.1049 6.0765 6.3697
0.7 10.2654 10.2499 10.2639 10.8999
0.8 20.4206 20.3919 20.6550 22.2291

0.1 13175 13175 1.3199  1.3265
0.2 17634 1.7634 1.7755 1.8041
0.3 24143 2.4143 2.4505  2.5208
4 04 3.4129 34129 3.5030 3.6404
0.5 5.0493 5.0486 5.2603  5.4963
0.6 T7.9898 7.9849 8.4894 8.8574
0.7 14.0667 14.0421 15.3448 15.8499
0.8 30.0094 30.0019 33.9242 34.3346

0.1 1.3921 1.3921 1.3978 1.4124
0.2 1.9442 1.9442 1.9729 2.0340
0.3 2.7529  2.7529 2.8378 2.9791
6 0.4 3.9992 3.9991 4.2076  4.4569
' 0.5 6.0535 6.0526 6.5324 6.8868
0.6 9.7764 9.7699 10.8838 11.2235
0.7 17.5737 17.5415 20.3369 20.0827
0.8 38.5379 38.5509 46.8397 43.1488

Tabla 7.4: Igual que ia tabla 7.3, pero para ECD en D-= 2 (circulo-rectangulos).
Las fracciones de empaguetamiento mdximo, 7., aparecen en la tabla 7.9.
k =1+ L{/W, siendo L la iongitud del rectangulo y W su anchura y el didmetro
de los semicirculos. '
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Figura 7.4: Coeficientes del virial reducidos by = Bny1 /{B2)" (n = 2. 3 v 4, de
arriba a abajo) en funcidén de la razdn de aspecto, x, para un sistemna de EDR en
D = 2 {elipses duras). Los circulos representan los resuitados numéricos de Tarjus
et al. (1991) junto con los que han sido obtenidos aplicando el método de Ree y
Hoover (1964); las lineas continuas son los coeficientes del virial predichos por la
ec. (7.44); las discontinuas de trazo largo, los que predice la TPE (ec. (7.46)), y
las discontinuas de trazo corto son los resultados de la teoria de Song y Mason (en
la que &; y b3 entran como datos).

para este sistema. El comportamiento es similar al descrito para EDR en
D = 2, de modo que uno espera el mismo tipo de fallo para altas excentri-
cidades. Esta conjetura serd también confirmada por las propiedades de los
coeficientes del virial, que pasamos a estudiar a continuacién.

E! tercer, cuarto y quinto coeficientes del virial de un sistema bidimen-
sional de EDR, tal y como los predicen la ec. (7.44), la TPE (ec. (7.46))
y la teoria de Song y Mason (en este caso sdlo el quinto, porque los otros
dos son datos de la teorfa), aparecen dibujados en la figura 7.4 y listados en
la tabla 7.5, junto con los valores ‘exactos’ obtenidos numéricamente (parte
extraidos del articulo de Tarjus et al., 1991, y parte obtenidos por el método
de Ree y Hoover, 1964). En dicha figura se puede ver que todas las teorias
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x Num. ec. (T41) TPE  SM

1.5 0.770(6)  0.75825  0.73458

2 0.750(6)° 0.71454  0.70501
4 0.676(2)° 0.54608  0.57640
5
6

0.651(1)°  0.48328 0.52252
0.631(8)°  0.43234 0.47645
b, 7 0.615(6) 0.39057 0.43709
10 0.586(2) 0.30173 0.34862
20 0.548(6) 0.17029 0.20590
40  0.530(8) 0.09063 0.11253
60  0.525(5) 0.06169 0.07734
100  0.520(3) 0.03764 0.04755
oo 0.5142...% o 0

1.5 0.51(1) 0.50038  0.47722

2 0.47(1)° 044436  0.43546

4 0.32(4)° 025954  0.28060

5 0.27(1)°  0.20327  0.22743

6  0.23(0)°  0.16268  0.18700

by 7 0.19(5) 0.13277  0.15594
10 0.13(3) 0.07923  0.09729

20 0.04(8) 0.0252¢  0.03298

40 0.00(7) 0.00715  0.00968

60 -0.00(7) 0.00331  0.00455
100 -0.01(8) 0.00123  0.00171
oo -0.03(1) 0 0

1.5 0.31(0) 0.30407  0.29007  0.31406
2 0.26(5) 0.25446  0.25074 0.27388
4 0.10(3) 0.11359  0.12568  0.14354
5 0.04(4) 0.07873  0.09066  0.10543
6  0.00(0) 0.05637  0.06698  0.07877

be T -0.03(6) 0.04156  0.05063  0.05970

10 -0.10(6) 0.01916  0.02456  0.02938
20 -0.19(8) 0.00344  0.00474  0.00386
40 -0.24(4) 0.00052  0.00074 -0.00095
60  -0.26(3) 0.00016  0.00024 -0.00135

100 -0.27(5) 0.00004  0.00005 -0.00114"
oo -0.28(8) 0 0 0

Tabla 7.5: Valores de los coeficientes del virial reducidos b, = B, 41/(B,)" (n = 2,
3 y 4) para un sisterna de EDR en D = 2 con razén de aspecto x, tal como se
obtienen del cilculo nurnérico (Num.), de la ec. (7.44), de la TPE (ec. (7.46)) y de
la teoria de Song y Mason (SM), para la que bz y b3 son datos. [*Valores obtenidos
numéricamente por Tarjus ef al. (1991); *resultado exacto (Tarjus ef al., 1991).]
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predicen:

Jim pSPC =0, n>2 (7.47)
La razén de esto es que BSPC crece linealmente con & cuando x — oc.
Onsager (1949) demostrd que el resultado (7.47) es estrictamente cierto para
D = 3 (y de hecho se puede probar que también para D > 3), sin embargo
no se verificaen D = 2 (Frenkel y Eppenga, 1985; Tarjus et al., 1991), como
muestra la figura 7.4. Fl resultado (7.47) pone de manifiesto un defecto
fundamental de la TFD tal como esti formulada para D = 2, sugiriendo
que la simple factorizacién, consecuencia de la aproximacién utilizada para
la FCD y responsable de (7.47), no es vilida en esta dimension.

D=3

La ecuacién de estado de la fase isétropa para D = 3 se obtiene también a
través de (7.41), usando cualquiera de las dos versiones del factor de compre-
sibilidad de ED que hemos introducido (ecs. (5.7) y (7.42)). Sin embargo,
en esta caso tenemos una gran variedad de posibilidades a elegir. Si nos
restringimos a N = 4 en (5.7) y escribimos:

1+ n+ 7% —an - by
Zen(n) = ar (1.48)

17

eligiendo adecuadamente los pardmetros a y b tendremos la ecuacién de es-
tado PY-c {a = 0, b = 0), que es idéntice a la que se obtiene a través de la
TPE (Hansen y McDonald, 1986); la PY-v (e = 3, b = 0);1a CS (a = 1,
b=10),0la Z4 (a = 0.6352, b = 0.8697) de Baus y Colot (1987). En la
figura 7.5a y la tabla 7.6 se comparan todas estas posibilidades con los re-
sultados MC (Frenkel y Mulder, 1985; Mulder, 1986) para sistema de EDR
con k = 1.25, 2, 2.75 y 3. Se puede ver en ellas que Z¢s, Z4 v ZLm (con la
notacién descrita en el pie de la tabla 7.6) dan aproximadamente el mismo
resultado, que, por otra parte, €s mas preciso que el que proporcionan las
restantes aproximaciones. Como Zpy. > Zcs por construccién (Hansen y
McDonald, 1986), Zpy. da mejores resultados a altas densidades para los
casos de mayor excentricidad (x = 2.75y 3). Por otro lado, al igual que ocu-
rre en el sistema de ED, Zpy, es siempre demasiado pequefio, por lo que sus
resultados son peores. En la figura 7.6a y la tabla 7.7 se ha hecho el mismo
tipo de comparacién para ECD (k = 2 y 4), en este caso con resultados de
simulacién obtenidos por Dindmica Molecular (DM) (Veerman y Frenkel,
1990; Veerman, 1991). Hay también resultados de simulacién disponibles
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k& nfnp Zmc Zcs Zpve Zpye 24 ZM ZrPE ZTCE  ZsMm

0.2793 0.524 0.518 0.522 0511 0.519 @.519 0.523 0.523
0.4943 2.0%4 2107 2.178 1.964 2107 2113 2.193 2.187
.0.5515 3.142 3.007 3.143 2.735 3.003 3.016 3.168 3.158
1.25 0.6039 4.189 4.171 4411 3.692 4.155 4.180 4.451 4.435
06364 5236 5.1250 5.463 4.449 5094 5.134 5.516 5.495
0.6696 6.283 6.345 6.823 5.389 6.200 6.352 6.894 6.865
0.7128 8.378 8.421 9.168 6928 8.311 8424 9271 9.229
0.7488 10.472 10.741 11.824 8.574 10.554 10.744 11.966 11.808

0.2666 0.524 0.506 0.509 0.499 0.506 0.506 0.522 0.516 0.515
0.4745 2.094 2043 2.107 1.917 2045 2050 2.243 2175 2123
0.5926 4.189 4.207 4535 3.822 4.283 4.308 4.939 4.734 4.512
2 06703 7330 7.078 7.617 5999 7.015 7.085 8.419 8.008 7.473
0.6972 8.901 8.445 9.157 7.020 8.348 8.449 10.172 9.650 8.931
0.7467 12.566 11.787 12.974 9414 11.584 11.790 14.544 13.733 12.501
0.7778 15.078 14.635 16.273 11.360 14.318 14.847 18.345 17.270 15.545
0.8047 18.792 17.734 19.901 13.401 17.273 17.772 22.542 21.168 18.857

0.2560 G.524 0.508 0.511 0.502 0.508 0.503 0.540 0.524
0.4518 2.094 1983 2.039 1.872 1.985 1990 2.319 2.157
0.5565 4.189 3.869 4.054 3.499 3.862 3.880 4.804 4.365
2.75 0.6230 6.283 5918 6.295 5.163 5.887 5.929 7654 6.854
0.6930 9.822 9.351 10.133 7.786 9.247 0.357 12.650 11.158
0.7212 12.043 11.304 12.352 9.209 11.144 11.308 15.579 13.660
0.7495 14.8%) 13.716 15.119 10.911 13.473 13.720 19.265 16.792
0.7778 18.705 16.718 18.598 12.957 16.353 16.731 23.936 20.742

0.2546 0.524 0.517 0.520 0.511 0.518 0.518 0.555 0.535 0.535
0.4441 2.094 1958 2.011 1.853 1.961 1.965 2.336 2.141 2.0860
0.5494 4.189 3.852 4.031 3.494 3.847 3864 4914 4.379 4.031
3 06124 6.283 5764 6.117 5038 5738 5776 7.670 6.723 5.973
0.6520 7.854 7.451 7.986 6.380 7.395 7.461 10.189 8.840 7.653
0.6930 10.061 9.763 10.582 8.125 9.654 9.769 13.741 11.799 9.911
0.7071 11.164 10.732 11.680 8.836 10.596 10.737 15.257 13.055 10.844
0.7354 13.526 13.001 14.270 10.463 12.794 13.004 18.862 16.027 13.001

Tabla 7.6: Resultados para el factor de compresibilidad, Z(n) = 8P/p, de un sis-
tema de EDR de razén de aspecto x en D = 3, como funcién de n/n.p, con n la
fraccién de empaquetamiento del fluido isétropo y ncp la fraccién de empagqueta-
miento maximo (ver tabla 7.9}. Zmc son los resultados MC (Frenkel y Muider,
1983); Zcs, Zpyve, ZPyv, 24 ¥ ZLM 8€ obtienen de (7.41) con las ecuaciones de
estado de ED de CS, PY-¢, PY-v y Z; (ec. (7.48)) y (7.42), respectivamente; Z1pE
son los resultados de la TPE, dados por la ec. (7.49); Ztce son los resultados de
la TCE, dados por la ec. (7.50); y Zsm son los resultados de la teoria de Song y
Mason (ec. (7.43)) con los coeficientes del virial de Rigby (1989), que aparecen en
la tabla 7.8.



7.2. La transicidn orientacional en dimension D 135
lllllIIlllilill.rllDIiliU‘lTlll_15
(2) A
B H
10
a .
=5
, , 2,
0.0 02 04 06 0B 1.0 1.2
@
T T T T T T T T T Ty T TR e T 19
(b) ' . l»'.-'.l o
- i 8 2
o F -

00 0z 04 .06
n

Figura 7.5: Presién reducida, P* = SPune de EDR en D = 3 como funcién de la
fraccién de empaquetamiento f = tmep, para £ = 1.28, 2, 2.75 y 3 (de izquierda
a derecha), segin se obtiene: (a) de la ec. (7.41), utilizando las ecuaciones de
estado de ED de CS {lineas continuas; estos resuitados son indistinguibles, en la
escala del dibujo, de los calculados usando la ecuacion de Luban y Michels (7.42)},
de PY-c (lineas discontinuas de trazos largos), Z4 (lineas discontinuas de trazos
medios) y de PY-v (lineas discontinuas de trazos cortos), y (b) de la ec. {7.41) con’
la ecuacién de estado de ED de CS (lineas continuas) y de PY-c (lineas discontinuas
de trazos largos); de la TPE, dada por la ec. (7.49) (lineas discontinuas de trazos
medios); de la TCE, dada por la ec. (7.50} (lineas discontinuas de trazos cortos),
y de la ecuacién de estado de Song y Mason (ec. (7.43)) (puntos; sélo para x = 2
¥ 3). Los circulos representan las simulaciones MC (Frenkel y Mulder, 1985). Las
curvas para k = 2, 2.75 v 3 estan desplazadas a la derecha 0.2, 0.4 y 0.6 unidades
respectivamente.
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para K = 6 (Frenkel, 1988a), pero muestran una transicién de segundo or-
den (o quizd de primer orden débil) a densidades relativamente bajas, con
lo que no hay mds que cinco valores de la ecuacién de estado is6tropa (ver
tabla 7.7). Sobre Zcs, Z5 ¥ ZLyM se pueden extraer aqui conclusiones si-
milares a las del analisis para EDR, excepto por el hecho de que, en este
caso, al aumentar la excentricidad los resultados de simulacién quedan por
debajo de los tedricos a altas densidades, lo que hace que Zpy, sea peor en
este caso. Zpyy es de nuevo la peor de todas. Hay algo més a destacar de
los resultados para ECD, y es que para x = 4 los resultados tedricos y las
simulaciones se cruzan a una cierta densidad, de manera que la pendiente
de las curvas tedricas difiere apreciablemente de la de la simulacidn.

En la figura 7.5b (7.6b) y en la tabla 7.6 (7.7) se comparan los resultados
para EDR (ECD) de (7.41), obtenidos mediante las ecuaciones de estado de
ED de CS y PY-c (0 equivalentemente TPE), con otras ecuaciones de estado
para CDC disponibles en la literatura, a saber, la mencionada ecuacién de
Song y Mason (ec. (7.43)) (para la que se utilizan los valores de Bz y By
que da Rigby (1989) para EDR, y los que dan Boublik y Nezbeda (1986)
para ECD, que aparecen en las tablas 7.8 y 7.9 respectivamente}, la TPE de
Boublik {1974) y la ‘teoria del campo escalado’ (TCE) de Rosenfeld (1988).
Estas dos dltimas tienen las siguientes expresiones:

ﬁPTPE H{3ar—2)n+{Bertar—b+Hn? (7.49)

p (1-9)3
PICE 1?(-3“—2-)-,7__ =
p— = : =77 1T (7.50)

donde a; = (Bafvg — 1)/3 y a3 = §3/12rvl, siendo Sy la superficie del
CDC. Para EDR a3 toma el valor:

3 K2 1]° .
— {1 + ——===4arccos— ,slk>1
asz = 8t K2 -1 " (7.51)
T ._3_ 14 K2 In li__._..... V1«2 ’ sik <1 .
8x? 2v1 — K 1-+v1-k? '
y para ECD: .
12«
a3 = m (7.52)

Cuando para un valor de x dado se conocen H3 y By, la ecuacidn de estado
de Song y Mason (7.43) proporciona los mejores resultados de entre todas
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Figura 7.6: 1gual que la figura 7.5, pero para ECD en D = 3. Los circulos repre-
sentan las simulaciones por DM {Veerman y Frenkel, 1990). La curva para x = 4
esta desplazada hacia la derecha 0.2 unidades.
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Figura 7.7: Coeficientes del virial reducidos &, = Bn41/(B82)" (n = 2, 3 y 4, de
arriba a abajo} en funcion de la razén de aspecto, x, para un sistema de EDR en
D = 3. Los circulos y cuadrados representan los resultados numéricos (Rigby, 1989;
Frenkel, 1988¢); las lineas continuas son los coeficientes del virial predichos por la
ec. (7.44); las discontinuas de trazo largo, los que predice la TPE {ec. (7.53)); las
discontinuas de trazo medio, los que predice la TCE {ec. (7.54)), ¥ las discontinuas
de trazo corto son los resultados de la teoria de Song y Mason (en la que by y bs
entran como datos). (a) Grifica logaritmica de by; para grandes x las pendientes
de las lineas continua y discontinua de trazo medio valen 1, mientras que la de la
discontinua de trazo corto vale 0.9. (b) Grafica de &3 y b4. Los resultados numéricos
estin unidos por una linea discontinua de trazos muy cortos para guiar el ojo.
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p————

£ 0Ny Zmp  Zos  Zpye Zpyw 24 Zim Zspr Zsrp Zsm

0.20 0.375 0.368 0.370 0.365 0.368 0.368 0.377 0.3714 0.374
032 1.009 0982 0997 0953 0.984 0.985 1.044 1.021 1.013
042 2.090 2034 2.096 1.90% 2.036 2.041 2.246 2.172 2.125
2 052 4.289 4.129 4.350 3.688 4.117 4.140 4.774 4.561 4.361
060 754 7.354. 7924 6.216 7.286 7.361 8.861 8385 7.825
064 10.15 9.899 10804 8.090 9.762 9.903 12.194 11.484 10.565
0.66 11.88 11.535 12.677 9.251 11.344 11.538 14.373 13.505 12.328
0.70 16.33 15.784 17.603 12.145 15.420 15.801 20.136 18.832 16.909

0.20 0518 0492 0495 (487 0493 0493 0547 0514 0.516
0.36 2117 1970 2.019 1.874 1.973 1.977 2.544 2.203 2.083
046 4438 4.255 4.448 3.867 4.250 4.268 6.077 5.009 4.350
4 052 6.81 6.719 7.134 5887 6.688 6.733 10.212 8.182 6.606
0.553 8.45 8655 9.280 7.406 B.591 8.667 13.616 10.746 8.268
0.58 9.94 10.688 11.558 8.948 10.579 10.697 17.298 13.489 9,925
0.62 13.14 14683 16.096 11.856 14.458 14.687 24.786 18.997 12.966
0.64 15.73 17.273 19.075 13.670 16.956 17.279 290.783 22.63¢ 14.809

020 0.649 0.606 0.609 0598 0.606 0.607 0.737 0.645 0.635
030 1.678 1.557 1.583 1.505 1.560 1.562 2.185 1.746 1.561
6 035 2530 2372 2430 22556 2375 2379 3.575 2.737 2.253
0.40 3.626 3.553 3.674 3.310 3.566 3.565 5.750 4.225 3.104
0.45 4.886 5.271 5.512 4.791 5.266 5.288 9.154 6.468 4.073

.

Tabla 7.7: Igual que la tabla 7.6, pero para ECD en D = 3. Las fracciones de
empaquetamiento maximo, 5.p, aparecen en la tabla 7.9. k = 1+ L/W, siendo L
la longitud del cilindro y W su didmetro y el de las semiesferas.

las ecuaciones de estado aproximadas. Para EDR (ver figura 7.5 y tabla 7.6)
Zcs ¥ ZuM estdn muy préximas a ella, mientras que para ECD, la de Song
y Mason es la inica capaz de reproducir bien la pendiente de los datos de
simulacién. Sin embargo, esta ecuacion tiene la desventaja de que necesita
los valores del tercer y cuarto coeficientes del virial como datos, mientras
que las demds dan una expresion explicita para todo valor de k. La TPE y
la TCE siempre sobreestiman la presién (la primera mas que la segunda},
tanto mds cuanto mayor es K (ver figura 7.6b}. En favor de la TCE hay
que decit que proporciona una ecuacién de estado que, al igual que la de
Song y Mason, diferencia entre EDR prolatos y oblatos con la misma «, tal-
y como ocurre en las simulaciones (Frenkel y Mulder, 1985). Este hecho es
consecuencia de la asimetria de as (ver ec. (7.51)). El resto de las teorias
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tienen simetria exacta oblato-prolato, mientras que en las simulaciones ésta
es s6lo aproximada.

Los coeficientes del virial reescalados que se obtienen de (7.44), hasta
by, se pueden contrastar con los que resultan de las demas teorias. Las
expresiones-de la TPE y la TCE para b, son, respectivamente:

14 3aon + 2a2n(n—1
pTPE  _ 1 + 3azn + 2a3n(n — 1) _
O (1+ 3a)" (7.53)
bTCE - 1 + 30271 + %aan(n - 1)
" - (1+ 3ag)"

validas para todo n > 1. Mientras que (7.44) y (7.54) satisfacen (7.47),
de (7.53) se puede probar que bITE — 1/3 cuando k — 00, lo que estd en
clara contradiccién con el resultado de Onsager (a pesar de que los restantes
coeficientes se comportan correctamente). Una comparacién numérica de los
b, obtenidos segin las diferentes teorias aparece en la tabla 7.8 y la figura
7.7 para EDR, y en la tabla 7.9 para ECD. Se puede ver en ellas que los
mejores resultados para by son los de la TCE, ya que son bastante precisos
a baja excentricidad (tanto para EDR oblatos y prolatos como para ECD),
reproduce el comportamiento asintético cuando & — oo (aunque un orden de
magnitud por debajo del valor exacto, como se ve en la figura 7.7a) y rompe
la simetria oblato-proiato para EDR. Los valores de la TPE son muy buenos
para EDR oblatos no muy excéntricos y tienen el mismo grado de precision
que los de la TCE para EDR prolatos y ECD, hasta elongaciones no muy
grandes. Sin embargo, tienen simetria oblato-prolato cuando se aplican a
EDR y muestran un comportamiento asintdtico errénec. Por iltimo, los
resultados de la ec. (7.44) estdn ligeramente por debajo de los de la TCE
para EDR prolatos y ECD (de lo que ademas se sigue que el comportamiento
asintdtico es correcto), pero predicen simetiia oblato-prolato para EDR. Sin
embargo, b3 y by estan, en general, mejor reproducidos por la ec. (7.44) que
por las demas teorias, aunque los resultados de la TCE y la prediccién de
Song y Mason (ec. (7.43)) para by compiten con ella. No obstante, todas las
comparaciones dejan de tener sentido para excentricidades fuera del rango
1/6 £ k £ 6, yaqueentonces el comportamiento de b3 y b4 se hace ‘exético’
(bz es negativo por encima de x ~ 8 y by por debajo de k ~ 1/6, y, al menos
para EDR, este iltimo muestra una ancha joroba alrededor de k ~ 50). Es
destacable que el b, de Song y Mason se vuelve negativo en x ~ 6 (para
EDR y ECD) mientras que permanece siempre positivo para EDR oblatos,
exactamente al revés de como ocurre con el by exacto.

(7.54)
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K Num. ec. (7.44) TPE TCE SM
2 0.586 0.551 0.595 0.574
(0.595) (0.584)
3 0.532 0.458 0.555 0.500
(0.562) (0.533)
4 0.484 0.386 0.523 0.434
by (0.540) (0.493)
5 0.443 0.331 0.498 0.381
{0.523) (0.462)
6 0.409 0.289 0.479 0.339
(0.511) (0.438)
8 0.355 0.229 0.450 0.275
(0.496) (0.404)
2 0.235 0.223 0.258 0.244
(0.242) (0.251)
3 0.167 0.154 0.211  0.180
(0.193) (0.198)
4 0.113 0.109 0.175 0.133
ba {6.159) (0.160)
5 0.073 0.080 0.148 0.101
(0.134) (0.133)
6 0.043 0.061 0.127 0.079
(0.116) (0.113)
8 0.004 0.039 0.099 0.051
(0.082) (0.087)
2 0.076 0.075 0.095 0.089 0.081
(0.078) (0.091)  (0.084)
3 0.041 0.040 0.066 0.055 0.044
(0.042) (0.062)  (0.056)
4 0.020 0.026 0.047 0.034 0.021
b, (0.020) (0.043)  (0.039)
5 0.013 0.016 0.035 0.022 0.008
(0.004) (0.031)  (0.028)
6 0.011 0.011 0.027 0.015 0.000
(-0.007) (0.023) (0.021)
8 0.014 0.005 0.017 0.008 -0.007
{-0.023) (0.014)  (0.014)

141

Tabla 7.8: Valores de los coeficientes del virial reducidos b, = Bny1 /(B2)" (n =2,
3 y 4) para un sistema de EDR en DD = 3 con razdén de aspecto «, tal como se
obtienen del calcule numérico (Rigby, 1989) (Num.), de la ec. (7.44), de la TPE
{ec. (7.53)), de la TCE (ec. (7.54)), y de la teoria de Song y Mason (SM}, para la
que by y by son datos. Entre paréntesis aparecen los valores de los coeficientes de
EDR con razén de aspecto 1/, en los casos en que la simetria oblato-prolato esta

rota.
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x Num. eq. (744) TPE TCE SM
1.2 0.624 0.618 0.622 0.621
1.4 0618 0.602 0.616 0.611
1.6 0.609 0.584 0.608 0.598
1.8 0.602 0.564 0.600 0.584
2 0.583 0.543 0.592 0.569
b 2.5 0.563 0.496 0.572 0.532
3 0.536 0.455 0.554 0.498
4 0.490 0.387 0.524 0.438
5 0.452 0.337 0.501 0.390
6 0.419 0.297 0.482 0.350
11 0.187 0.429 0.231
1.2 0.284 0.280 6.293 0.292
1.4 0.269 0.267 0.285 0.281
1.6 0.261 0.250 0.275 0.268
1.8 0.246 0.233 - 0.265 0.254
2 0.231 0.217 0.254 0.240
b 2.5 0.204 0.181 0.230 0.207
3 0.168 0.152 0.209 0.178
4 ¢.119 0.11¢ 0.175 0.135
5 0.081 0.083 ¢.150 0.105
6 0.053 0.065 0.131 0.084
11  -0.018 0.026 0.080 0.035
1.2 0.107 0.118 0.118 0.111
1.4 0.099 0.113 0111 0.0
1.6 0.090 0.106 0.103 0.096
1.8 0.081 0.099 0.094 0.086
2 0.071 0.072 " 0.092 0.086 0.078
by 25 0.055 0.077 0.068 0.063

3 0.040 0.042 0.065 0.054 0.044
4 0.023 0.026 0.047 0.035 0.024
5 0.013 0.017 0.036 0024 0.011 -
6 0.013 0.012 0.028 0.017 0.003
11 0.003 0.011  0.0035

Tabla 7.9: Igual que la tabla 7.8 pero para ECD de razén de aspecto xk en D = 3.
Los resultados numéricos estan tomados de Boublik y Nezbeda (1986).
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o) K=2 k=4 k=6
7/2V/3 09069 4/« 0.9568 0.9791 0.9863
T/3v/2  0.7405 3/2 0.8321 0.8713 0.8835

72/16  0.6169 16/3r
72/15v2  0.4653 15/8

73/96  0.3230 32/57
73/105v/2 0.2088 35/16

7%/768  0.1268  256/357
74/945v2 0.0729  315/128

0.6893 0.7169 0.7252
0.5541 0.5879 0.5981
0.4063 0.4381 0.4476
0.2757 0.3012 0.3088
0.1749 0.1932 0.1987
0.1045 0.1165 0.1202

S S S E:

Tabla 7.10: Fracciones de empaquetamiento maximo, 7.,, para EDR y ECD en
dimensién D. La expresion analitica para EDR se da explicitamente, mientras para
ECD sélo se dan los coeficientes a; y a; que definen su fraccion de empaquetamiento
maximo como 750 /mEPR = (1 4 ay(x ~ 1))/[1 + az(x = 1)}.

D>3

La dnica ecuacién de estado conocida para D > 3 es (7.41), ya que no se
ha extendido la TPE a dimensiones superiores a 3 y sélo existen valores
numéricos para los coeficientes del virial en D = 2 y 3 (lo que excluye la
ecuacién de Song v Mason (7.43)). Puesto que hay resultados de simulacién
para la ecuacién de estado de ED para D < 5, la aproximacién de Luban y
Michels (ec. (7.42)) puede utilizarse hasta esa dimensién; por su parte, la
aproximacién de Baus y Colot (ec. (5.7)) es la dnica que proporciona una
expresién para D arbitrario, permitiéndonos asi disponer de una ecuacién
de estado para CDC en cualguier dimensién (algo muy 1til a la hora de
estudiar limites y comportamientos asintéticos). En D = 4 y 5, Z3 es
lo suficientemente precisa (Baus y Colot, 1987) como para ser utilizada®.
mientras que para D > 5 la densidad de maximo empagquetamiento es ya
lo bastante pequefia (ver tabla 7.10) como para poder utilizar Z;. Esta
es stempre calculable puesto que existe una expresién analitica para bz en

SEsto es posible gracias a las estimaciones numéricas que se tienen para b3 (Luban y
Michels, 1990): b3(D = 4) = 0.151846054(20) y bs(D = 5) = 0.075972512(4).
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Figura 7.8: Factores de compresibilidad, Z(n), como funcién de la fraccién de
empaquetamiento 11 = vpolp, relativa a la de maximo empaquetamiento, 1.,, para
la fase istropa, en dimensién D (con D variando de 4 a 9, de abajo a arriba), de
EDRcon(a) k =2, (b)xk =4y (¢) k=6, yECDcon (d) k =2, (e) x = 4y ()
k = 6, segun se obtiene de la ec. (7.41), utilizando las ecuaciones de estado de ED
de Baus y Colot (ec. (5.7)) (lineas continuas) y de Luban y Michels (ec. (7.42))
(kneas discontinuas), esta Gltima sdlo para D =4y 5.
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cualquier dimensién, que se obtiene mediante la recurrencia {Baus y Colot,

1987):
(D-1)/2p(D

20 /xT(BH)
- sabiendo que b2(0) = 2/3 y b3(1) = 1/2. Los resultados del factor de com-
presibilidad de EDR y ECD, paraxk = 2,4y 6 y D = 4,...,9, aparecen
en la figura 7.8. Los datos estan expresados en funcidn de las fracciones de

empaquetamiento relativas a las de las configuraciones de empaquetamiento
maximo, 7ep, Cuyas expresiones para D > 4 son:

bo(D) = by(D - 2) - (7.55)

EDR 1 (“)Dﬂ
i L E— (7.56a)
* or (14 2) \2
)
i 2 T(1+4+ -1
gECD = * T 2 )(K ) (7.56b)
v or (1 14+ V2(k-1)

En la tabla 7.10 estdn listadas las expresiones de las fracciones de empaque-
tamiento para D > 2 y algunos de sus valores numéricos.

7.2.3 La fase nematica

Una vez discutida la validez de la teoria aplicada a la fase isétropa nos
preguntamos sobre la fase nemdatica. Para calcular la energia libre de esta
fase utilizaremos la aproximacién uniparamétrica, introducida al comienzo
de la seccién 4.3 y generalizada a dimensién D en la seccién 5.3, segin la

cual:
hp(cos8) = Qp(y)~! exp{'yMg(D)(coso)} (7.57a)

W) = [ - Fep(MD()  (157)

o Np

donde M,(;D)(z) son los polinomios ortogonales definidos en (5.13) y Np es
el factor de normalizacién definido en (7.40). Teniendo en cuenta que el

polinomio de Gegenbauer de segundo orden es Cga)(z) = 2a(o + 1z? - a
(Abramowitz y Stegun, 1965), Mz(D) se puede escribir como: '
D

MZ(D)($)= D— 1.”:2— —D'Tl (758)
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por lo que:
1 | 272)
Qp(v) = _Je\—rg {(—-:—z) W(_)D(Z)} (7.59)

siendo |z] la funcién ‘suelo’, que da como resultado el mayor entero menor
o igual a z, y definiendo Wi(z) como:

We(z) = ge“/zlo(zﬁ) (7.602)
W.(z) = %-_‘? (7.60b)

con F(z) = ¢ [Fdye? y Ip(z) = Jo ¥et=c? 13 funcién de Dawson
y la de Bessel modificada de orden cero, respectivamente {Abramowitz y
Stegun, 1965). En la tabla 7.11 aparecen las expresiones explicitas de Wy
para un conjunto de valores de D. Aunque 7 es un pardmetro de orden
en sentido estricto, es preferible trabajar con el depominado parametro de
orden nemdtico, definido en dimensién D como:

p = (M{P)(cos8)) = %h\ Qp(y) (7.61)

que tiene la 1til propiedad de estar acotado (0 < gp £ 1).
Una idltima definicién:

Hp(y) = /dufdu'hp(u)hp(u')E(u-u’)

= J—) fdsf dsj dz[(1 - $*)(1 = 5] %7 (p(z)

,rajz

hD(s)hD s)E(.s.s-f-(]— sHV(1 - s/ 2 cos 7z (7.62)

x

con:

(1.63)

_J (D=2)|sinmz|P® [siD>2
(pl=) = { (<) JsiD=2

nos permite escribir las ecs. (7.18), (7.30) y (7.31), que dan la energia libre
por particula del sistema, como:

Beia(r) = In(Ap)~ 14 vgp(7) ~InQp(y) (7.64)
Bd5(7) Qep(F(M)HD (7.65)
Bl () Qen(mHp(7) (7.66)

i

i
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b (_‘%) [%ZJ W(_)D(Z)
9 g_e-=/210(z/2)
, F(vz)
Nz
. g,e-zlz {Io(2/2) - [i(2/2)}
5 FE/[) ( + 22) 51?
c renfunnm(e )
A d)- (e
8 e {10(2/2)( 4i) I’(zm( 41 * -2%"_’)} |
B g ) (e e )

Tabla 7.11: Expresiones de las derivadas de las funciones Wi definidas en (7. 60)
para algunos valores de D.

(nétese que HY = Hp(0) y 7(y) = nHp(y)/H)). La minimizacién de
&(v) = ¢ia(Y) + dine(7) como funcién de v da como resultado una curva
¥*(7n), en términos de la cual la presién se calcula como (ver ecs. (7.34) y
(7.35)):

n

ﬁ% 1+ (Zep(i(1"(m))) — 1) HY (7.67)

1 + (Zep(n) — V)Hp(v"(n)) (7.68)

pf
ﬁP

El potencial quimico siempre estd dado por (7.33).

Al final de la seccién 7.2.1 comentamos brevemente la equivalencia que
habja entre el volumen excluido de ECD y el limite de muy alta excentricidad
del de EDR; esta equivalencia se transfiere a las ecuaciones de la energia libre
y la presién, y nos permite establecer una relacién entre la termodindmica
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de ECD y el limite de Onsager de EDR. Por este motivo en lo que sigue nos
vamos a centrar en el estudio de la fase nematica de EDR, dejando ia de
ECD para la seccion 7.2.5, en la que analizaremos su conexién con el limite
de Omnsager de EDR.

Tanto en la AGLE-c como en la AGLE-{f, al minimizar ¢{v) con respecto
a v se encuentra una unica solucién, 4 = 0, para fracciones de empaqueta-
miento inferiores a una cierta ny. Esto significa que la fase isétropa es la
unica fase estable en esta region. Sin embargo, por encima de 1y un segundo
minimo, v*(7) # 0, coexiste con el anterior, indicando la aparicién de la fase
nemética. Los valores de o y 7™(%) dependen de la versién de la AGLE (-c
o -f) que estemos utilizando. Para D = 2, ¥*(n) tiende a cero cuando n se
aproxima a 7o por arriba, de modo que en 1o ambas soluciones coinciden;
ademas, la fase isétropa se vuelve inestable por encima de 7, con lo que no
hay coexistencia de las dos fases para ninglin valor 7 # my. La transicién
es, pues, de segundo orden, de acuerdo con lo que ya habiamos encontrado
en el capitulo 5 y por la misma razén, a saber, que el desarrollo de Landau
es una funcién par del parimetro de orden, con el coeficiente de cuarto or-
den siempre positivo, prohibiendo la existencia de un punto tricritico (ver
seccién 3.2). Como ya discutimos en el capitulo 6, esta conclusién estd en
desacuerdo con las simulaciones MC, donde la transicién pasa de ser de pri-
mer orden a bajas excentricidades a ser de Kosterlitz-Thouless (continua)
a excentricidades mayores. Para D > 2, ¥*(n) es discontinua en ng, y por
encima de este valor y hasta n2(> no), donde la solucién v = 0 se vuelve
inestable, ambas soluciores son minimos locales de la energia libre. El valor
de ¢(+) para cada minimo es lo que determina cudl de ellos es el minimo
absoluto, distinguiendo asi entre la verdadera fase estable y la metastable.
Para un cierto valor de la fraccién de empaquetamiento, 7 (7o < m < m2),
el valor de la energia libre de los dos minimos coincide®. Toda esta feno-
menologia identifica esta transicion como una tramnsicién de primer orden.
Esta conclusion coincide con las simulaciones MC (Frenkel y Mulder, 1985)
y son cualitativamente validas también para ECD, para los que las simula-
ciones no son lo suficientemente concluyentes como para distinguir entre una
transicién de segundo orden y una de primer orden débil (Frenkel, 1988a).

Las conclusiones a las que hemos llegado se obtienen numéricamente,

®De hecho es en este punto donde ocurre la transicién de fase si consideramos un sistema
a densidad medio constante; pero en la regién ny < 7 < B las dos fases coexisten, cada
una con una densidad distinta, y es por ello por lo que estas transiciones se caracterizan
determinando las densidades de cada fase cuando éstas coexisten en equilibrio, como
veremos mas adelante.
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Figura 7.9: Presién reducida, P* = f#Puv, de un sistema de EDR en D = 2
(elipses duras} como funcidon de la fraccién de empaquetamiento 5 = vgp, para
razones de aspecto k = 2, 4 y 6 (de izquierda a derecha, cada curva desplazada
0.2 unidades a la derecha de la anterior). Las lineas continuas muestran la presién
de la fase estable (bien isétropa bien nemaética) segin se obtiene de la AGLE-.
Las discontinuas de trazo corto muestran la presiéon de la fase isétropa inestable.
Las de trazo largo representan la presién de la fase nemaética que se obtiene de la
AGLE-c. Los circulos blancos son los resultados MC del capitulo 5 obtenidos a
partir desde una configuracién a presién mas baja. Para xk = 2 y 4 corresponden a
la fase isétropa. Para x = 6 pertenecen a la fase nematica por encima de n = 0.59,
donde tiene lugar una transicién de Kosterlitz-Thouless. Los circulos negros son los
mismos resultados MC pero obtenidos desde una configuracién a presién mas alta.
Por encima de 5 = 0.78, 0.79 y 0.76 para k = 2, 4 y 6 respectivamente. aparece
otra fase mds ordenada. Por debajo de esas densidades los circulos blancos ¥ negros
coinciden para x = 2 y 6, pero para k = 4 pertenecen a una fase nematica que se
transforma en isétropa discontinnuamente por debajo de = 0.74. Nétese el fuerte
desacuerdo entre la presién nematica resultante de la AGLE-c y las simulaciones.
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1.0

i

Figura 7.10: Lineas de la transicién I-N para EDR en dimensién D, para D = 2,
3, 4 y 5 (de arriba a abajo) obtenidas con la AGLE-f. Para D = 2 la transicién
es de segundo orden, mientras que para D > 2 es de primer orden. Las regiones
sombreadas de las transiciones de primer orden representan la regién de coexisten-
cia. Los circulos blancos corresponden a la transicién en D = 2 obtenida por MC
(capitulo 5). En este caso, para k < 2 la fase nematica ha sido sustituida por otra
mas ordenada. Los circulos negros corresponden a la transicién en D = 3 obtenida
por MC (Frenkel y Mulder, 1985). Notese el buen acuerdo con la teoria. En todos
los casos, la fase isdtropa ocupa la regidn por debajo de las lineas mientras que la
nematica ocupa la que hay por encima.
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k m An P Bex g
3 0.507 0.010 9.79 25.15
1/3 0.498 0.010 9.15 24.03
MC (Frenkel y 2.75 0.561 0.009 1570 35.68
Mulder, 1985) 1/2.75 0.545 0.014 13.45 41.69
2 (0.620) (24.59)  (49.03)
1/2  (0.615) (23.96)  (48.23)
3 0.523 0.009 10.72 28.1 0.536
AGLE-fcon CS 2.7%  0.557 0.008 14.00 33.7 0.522
: 2 0.693 0.003 50.10 88.3 0.477
AGLE-f con 2, 3 0.524 0.009 10.64 28.0 0.538
2.75 0.558 0.008 13.88 33.5 . 0.523
AGLE-f con TPE 3 0.515 0.009 10.77 28.5 0.538
(o PY-c) 295  0.547 0.007 1405 343  0.523 -
3 0.394 0.020 3.43 12.8 0.488
AGLE-c con C§ 2.75 0.417  0.019 4.06 14.1 0.480
2 0.523 0.011 8.97 25.3 0.453
Lee, 1588 3 0.508 0.009 10.00 25.63 0.533
2.75 0.544 0.008 13.1¢ 31.22 0.517
Marko, 1988 3 0.493 0.001 0.017
275  0.517 _ 0.010
3 0.472 0.012 7.76 22.3 0.56]
Colot et al., 1988 2.75 0.501 0.611 9.62 25.7 0.548
2 0.612 0.006 24.3 50.2 0.50
Holyst v 3 0.454 0.02 4.68 0.485
Poniewierski, 1989b 2.75 0.475 0.018 5.48 0.477
3 0.420 0.018 5.31 0.568
1/3 0.413 0.017 5.27 0.546
Mulder y Frenkel, 2.75 0.449 0.015 6.55 0.553
1985 1/2.75 0.443 0.015 6.52 0.550
' 2 0.576  0.007 17.84 0.458
1/2 0.573 0.007 17.86 0.497
Perera et al., 1988 3 0.418 0.018 0.657
1/3 0.405 0.015 0.638
3 (.309 0.021 0.547
Singh y Singh, 1986  2.75 0.329 ¢.018 0.532
2 0.415 0.008 0.480

Tabla 7.12: Resultados de la coexistencia de las fases isdtropa y nemdtica de un
sistema de EDR de razén de aspecto £ en D = 3, segun se obtienen de las dos
versiones de Ja AGLE, comparados con los resultados MC y con las demas teorias.
7 ¥ 7 son las fracciones de empaquetamiento de las fases isétropa y nematica
respectivamente; Ap = n, — n;; P* = BPvo ¥ uf,, = Buine s0n la presién y el
potencial quimico de interaccién reducidos en la coexistencia, y ¢ es el parametro
de orden de la fase nemética en n,. Los valores entre paréntesis corresponden a los
datos de la fase s6lida, cuando ésta sustituye a la nematica.
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a partir de la aproximacién uniparamétrica (7.57). Sin embargo, algunos
resultados pueden ser obtenidos analiticamente; por ejemplo, el orden de la
transicién surge de un desarrollo de Landau de la energia libre en términos
del pardmetro de orden gp, y el limite de estabilidad de la fase isétropa, n,
se calcula como el punto en el que cambia el signo de la segunda derivada
de la energia libre en 7 = 0 (51 ¢"(0) < 0 la fase is6tropa es estable y si
#"(0) > 0 es inestable). Tras algunas manipulaciones algebraicas y el uso
de la regla de las surmas de los polinomios ultraesféricos (ec. (8.934.3) del
Gradshteyn y Ryzhik (1980)), las condiciones de estabilidad que se obtienen
de la AGLE-c y la AGLE-f son, respectivamente:

9(Zep(m) — 1) / duMP (u)S(u)+1 = 0 (7.69)

2Qen(m) [ dubM{P (w)Z(w) +1

n

0 (7.70)

Para determinar las densidades de ambas fases cuando éstas coexisten
se resuelven las ecuaciones de equilibrio de fases, Fi{(m) = Pa(ns) ¥ pi(m) =
tin(n), siendo P; (P,) ¥ u: (i,) la presion y el potencial quimico de la fase.
isétropa (nemdtica}), ¥ 7; ¥ 7n las fracciones de empaquetamiento de las fases
isdtropa y nematica en la coexistencia.

En la figura 7.9 aparecen dibujadas las ecuaciones de estado de EDR
en D = 2, tal y como se obtienen de la AGLE-c y la AGLE-f y de los re-
sultados MC del capitulo 5 para x = 2, 4 y 6. Se puede ver que aunque
el orden (siempre de segundo orden) y la localizacién (siempre a densida-
des maés bajas) de la transicién I-N estan incorrectamente dados por ambas
teorias (ver también figura 7.10), los valores numéricos de la presién que
resultan de la AGLE-f (con Zs como ecuacién de estado de ED) estdn bas-
tante préximos a los simulaciones. Ademas, para x = 2, donde, de acuerdo .
con las simulaciones, la fase nemdtica estd reemplazada por una fase mas
ordenada, la transicién I-N que predice la AGLE-f queda por encima de la
densidad a la que aparece la nueva fase. Esto sugiere que la AGLE-f es
una teoria fiable a la hora de describir la termodinamica de un sistema de
EDR no muy elongados en D = 2. Sin embargo, la AGLE-c predice una
rama neméatica excesivamente desviada de los resultados MC. Incluso la lo-
.calizacién de la transicion es, en este caso, peor que la obtenida a partir
" de la AGLE-f. En particular, para k = 2 dicha transicion se obtiene para
un valor de la densidad en el que las simulaciones muestran claramente un
fluido isdtropo. Para EDR en D = 3 la AGLE-f proporciona muy buenos
resultados para la fase nemdtica, cuando se comparan con las simulaciones
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T 20
- —15
N 7
o —10
= —5
-Eitllllil_lllllli!ll_o
0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

Figura 7.11: Presidn reducida, P* = fPu, de un sistema de EDR en D = J
como funcién de la fraccién de empaquetamiento 5 = vgp, para razones de aspecto
£ = 2.75 y 3 (de izquierda a derecha, la segunda curva desplazada 0.2 unidades
a la derecha de la primera). Las lineas continuas muestran la presion de las fases
isétropa y nemdtica obtenida con la AGLE-f utilizando la ecuacién de estado de
ED de C8. Las discontinuas de trazo corto y medio muestran lo mismo pero usando
la TPE y Z; como ecuaciones de estado de ED. Las de trazo largo representan-
la presion de la fase neméitica que se obtiene de la AGLE-¢ con la ecuacidn de
estado de CS. Los circulos blancos y negros y los cuadrados son los resultados MC
(Frenkel y Mulder, 1985) para las fases isétropa, nematica y sélida, respectivamente.
Los segmentos horizontales corresponden a la coexistencia de las fases. Como en
D = 2 (figura 7.9) la presién de la fase nematica obtenida con la AGLE-c dlscrepa
ostensiblemente de las simulaciones.
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de Frenkel y Mulder (1985) (ver figura 7.11), y da valores para la locali-
zacion de la transcién en excelente acuerdo con los obtenidos por MC (ver
figura 7.10 y tabla 7.12). Por el contrario, la AGLE-¢ muestra el mismo
tipo de fallo que en D = 2. También en la figura 7.11 se puede ver cémo
varia la presion en funcién de la ecuacién de estado de ED utilizada (se han
probado tres tipos diferentes: CS, Zy y TPE —o equivalentemente PY-c—).
Los resultados dependen sélo débilmente de la eleccién que se haga, aunque
parecen ser los obtenidos con la TPE los que mejor se ajustan a los datos
MC. En la tabla 7.12 se comparan entre si los resultados para la coexisten-
cia obtenidos con la AGLE-f usando las tres ecuaciones de estado de ED
mencionadas, los obtenidos con la AGLE-c, las simulaciones MC (Frenkel y
Mulder, 1985) y las teorias alternativas existentes en la literatura (Mulder y
Frenkel, 1985; Singh y Singh, 1986; Marko, 1988; Perera et al., 1988; Colot
et al., 1988, cuyos resultados aparecen en el capitulo 4; Lee, 1988; Holyst
y Poniewierski, 1989b). La poca influencia que tiene la eleccién de una
ecuacion de estado de ED también se ve reflejada en estos resultados. Lee
(1988) utiliza también la AGLE-f (aunque obtenida de forma heuristica),
pero resuelve numéricamente la ecuacion para h(u). Las pequenas diferen-
cias entre sus resultados y los de la presente teoria se deben a este hecho y
" al reescalamiento del volumen excluido que estamos utilizando (ver seccién
7.2.1). Por otro lado, Holyst y Poniewierski {1989b) utilizan la AGLE-c
{aunque obtenida dentro del marco de la ADS), pero tanto sus resultados
como los obtenidos aqui con este procedimiento son mucho peores que los
de la AGLE-{. También es destacable la superioridad de la AGLE-f sobre
todas las demds teorias en Ja obtencién de la termodinamica de la transicién
(por ejemplo, la presién y el potencial quimico en la coexistencia).
Resultados para los limites de estabilidad de las fases isétropa y nemdtica
(70 ¥ m2 Tespectivamente) para el sistema-de EDR en dimension D se mues-
tran en la tabla 7.13. También aparecen en ella los valores del pardametro
de orden, gp, asi como la diferencia entre las energias libres de las dos fases
en Mo ¥y fz. Se puede ver que el parametro de orden es una funcidén que
varia lentamente con k. Esta propiedad ha sido interpretada como una re-
gla de Lindemann para la transicién I-N (Colot et al., 1988; ver también el
capitulo 4). Las diferencias de energias libres en los limites de estabilidad
-son también funciones que varian muy despacio con k. Para D = 3 estas
diferencias son muy pequenas, pero aumentan rapidamente con D. Los re-
sultados para la coexistencia obtenidos de las ecuaciones de equilibrio de
fases figuran en la tabla 7.14, y una gréfica de las lineas de transicién (con
sus correspondientes anchuras para las transiciones de primer orden} aparece
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D« m ¥ BAfOp g P pAfDY,
2 0.6926 0.344 0.00458 0.7096 0.632 -0.0744
3 0.5248 0.365 0.00507 0.5482 0.654  -0.0835

3 4 04269 0.372 0.00559 0.4521 0.672 -0.0917
5 0.3629 0.382 0.00594 0.3881 0.685 -0.0980
6 0.3173 0.378 0.00631 0.3420 0.696 -0.1036
10 0.2157 0.408 . 0.00685 0.2366 0.720 -0.1155
2 0.4826 0.445 0.0208 05252 0.778  -0.503
3 03302 0472 0.0331 03766 0.802  -0.566

4 4 02541 0486 0.0361 0.2990 0.820  -0.620
5 02081 0.493 00385 02505 0.833  -0.666
6 0.1771 0506 0.0400 0.2168 0.844  -0.702
10 0.1130 0.534 0.0432 0.1438 0.865  -0.784
2 03654 0496 0.0757 0.4266 0.836  -1.36
3 02404 0525 0.0839 0.2985 0.862  -1.54

5 4 0.1834 0527 0.0919 02373 0.881  -1.70
5 0.1501 0.544  0.0971 0.2000 0.892  -1.82
6 01279 0.551 0.1012 0.1743 0.899  -1.92
10

0.0823 0.579 0.1092 0.1185 0.913 -2.15

e — ——

Tabla 7.13: Limites de estabilidad de las fases isétropa y nemitica de un sistema
de EDR en dimensién D, segin se obtiene de la AGLE-f. Paran < ny (n> 12) la
fase nemdtica (isétropa) es inestable. g(DD) (62)) y AS® (A2} son el pardmetro
de orden de la fase nemética y la diferencia de energia libre entre la fases nemadtica
e isétropa, ambos calculados en ny (n7). Nétese la poca sensibilidad de estas mag-
nitudes a las variaciones de x, pero su ripido incremento cuando crece D

en la figura 7.10. Dichos resultados muestran cémo la transicién I-N empieza
siendo muy estrecha a bajas excentricidades (An/n,, con An = 5, — 7;, es
menor que un 10% hasta k ~ 4, para cualquier D) pero se ensancha segin
aumenta k, como es de esperar. El salto en el pardmetro de orden, ¢p, es
siempre muy abrupto, en contra de la idea de que la transicién I-N es de
primer orden débil e invalidando la posibilidad de utilizar un desarrollo de
Landau convergente.
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D v An  P* w4

2 0.693 0.003 50.1 883 0477
3 0523 0.009 10.7 28.1 0.536
3 4 0424 0015 521 179 0.588
5 0358 0.020 3.37 14.2 0.627
6 0312 0.024 249 123 0.657
10 0.208 0.027 1.24 9.64 0.709
2 0503 0.007 354 95.7 0.729
3 0.346 0.018 7.94 351 0.767
4 4 0.266 0.025 3.85 23.5 0.797
5 0.217 0.029 246 19.1 0.820
6 018 0.031 179 16.8 0.837
10 0.115 0.032 0.8 136 0.875
2 0.363 0.006 28.8 107.1 0.661
3 0241 0.012 694 43.1 0.715
5 4 0182 0.016 3.47 29.8 0.754
5 0.148 0.018 2.26 246 0.782
6 0125 0.019 166 21.8 0.802
10 0.079 0.020 0.82 178 0.846

Tabla 7.14: Resultados para ia coexistencia de las fases isétropa y nematica de un
sistema de EDR de razén de aspecto x en dimensién I, segin se obtienen con la
AGLE-f. La notacidn es la misma que la de la tabla 7.13 (excepto por el subindice
D del pardmetro de orden).

7.2.4 El orden de la transicién

Aunque }a aproximacién uniparamétrica reproduce con gran precisién la ter-
modindamica de la fase nemadtica, no hay ninguna garantia de que la forma
particular {ec. (7.57)) elegida para la distribucién angular no altere cua-
litativamente el orden de la transiciéon. Que esto no ocurre asi es lo que
vamos a ver en esta seccién, haciendo un analisis de la ecuacién de Euler-
-Lagrange. Dicha ecuacién se obtiene al anular la derivada funcional de ¢[h}
con la restriccién [ duh(u) = 1 (ver ec. (A.17)). Centrindonos inicamente
en la AGLE-f, esta operacién conduce al resultado:

Inh(u)+ 147+ 2QED(n)/du'2(u aOk(u) =0 (7.71)
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siendo r el multiplicador de Lagrange asociado a la normalizacién (y relacio-
nado con el potencial quimico por la ecuacién (A.18)). Este muitiplicador
se puede eliminar despejando h{u) en la ecuacién anterior y eligiendo 7 de
modo que siempre se satisfaga la condicién de normalizacion; de este modo
se obtiene:

ha) = - 22{=2Qrp(n) [ dw'B(u wih(w)} (7.72)

[ duexp{-2Qen(7) f du'E(u - w)h(uw)}

Esta ecuacién posee siempre la solucién trivial h(u) = 1, correspondiente a
la fase is6tropa, pero ademads tiene una segunda solucién no constante que
se bifurca de la anterior a partir de una cierta densidad, 7.. Mediante un
analisis de la bifurcacion podemos determinar tanto 7, como la forma de
h(u) en las proximidades de 5. {Kayser y Raveché, 1978), lo que nos daré
informacidén sobre el orden de la transicién. Para ello consideramos que en
la vecindad de 7. la solucién no constante es una pequefia perturbacién de
la solucién isétropa, que podemos escribir como f(u) = h(u) — 1. La ec.
(7.72) se reescribe en términos de esta funcién como:

exp{-2Qep(mK f(u)}
flu)= -1+ WAL, 7.73
() [ dw o= 2Ges KT (773)
donde para simplificar notacién se ha introducido el operador integral K,
definido por:

Kf(u) = / dw'E(u - ') f(u') (7.74)

Suficientemente cerca de la bifurcacion, f(u) serd tan pequefia como que-
ramos, asi que en esta region se puede desarrollar el segundo miembro de
(7.73), como funcional de f(u):

f(u} = =2Qep(n) K f(u) + O(f?) (7.75)

De este modo, la aparicién de la bifurcacidn esta ligada a la existencia de
al menos un autovalor del operador K cuya autofuncién verifique f(u) =
f(—u) y [duf(u) = 0 y no tenga mds que dos mdximos, localizados en
u-n = cos# = 1. Si tal autovalor existe (llamémoslo 1), la bifurcacién

estard dada por:.
1

2Qep(n:) = Y (7.76)

Utilizando la regla de las sumas de los polinomios de Gegenbauer se puede
probar ficilmente que los polinomios M,ED) son autofunciones del operador
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K con autovalores ,\,(ZD-):
2P =jduz:(u.n)M,(,D)(u) (7.77)

La restriccién de paridad { f{u) = f(—u)) elimina los elementos impares de
la base de polinomios; la condicién [duf(u) = 0 elimina MéD)(u), asi que
sélo Méf)(u) con n > 0 forman una base en la que desarrollar f(u). Por
tiltimo, la restriccion de que f(+1) sean los inicos maximos de f{cos#) hace
que s6lo sobreviva M2(D)(u) en las proximidades de 7. Esto hace que (7.76)
se convierta, tras insertar )\%D), en la condicién de estabilidad marginal de
la fase isOtropa que determinamos con la aproximacién uniparamétrica (ec.
(7.70)), asi que 7 = 7. Este hecho no es sorprendente si se tiene en cuenta
que, en dicha aproximaci6n, h(u) es una funcién de MéD)(u) (ec. (7.57)).
An mas, la obtencién que hemos hecho aqui de la base de polinomios es la
auténtica justificacion de su empleo en la definicién de h{u).

Podemos seguir un poco mas adelante con este formalismo y desarrollar

f(u) y r(n) = 2QEp(7n) en torno a 7.:

f(u) fH(Wa+ fr(w)a?/2! + .- (7.78a)
r = r.+mra+ 1"_20:2/2! + e (7.78b)

donde o es un pardmetro que mide la ‘distancia’ al punto de bifurcacién y que
ha de ser eliminada para encontrar f(u) como funcién de n. Insertando estos
dos desarrollos en (7.73) llegamos a la siguiente jerarquia de ecuaciones:

—roKfi(w) = fw- [dwfie)  (779%)

—r K f(u)—2rK fi(w) = folu) - [A(w)? - /d“'{fz(“')

R CYS , (7.79b)
—re K fa(u) = 3nK fo(n) = 3r K fi = fa(u) - 3fo(w)fi(u) + 2{ fi(w)P

- /du'{fs(“') = 3f2(w') fi(u)
+ 2fi(u)]?) (7.79¢)

donde fdu'f,(u’) = 0 (nétese que la primera ecuacién implica fi(u) =
MéD)(u) yre = -1/ ,\%D), como ya habiamos obtenido). Muitiplicando las
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ecuaciones por fi(u) e integrando sobre u (teniendo en cuenta que K es un
operador autoadjunto e imponiendo ortogonahdad ente las fn(u)) llegamos
al siguiente resultado:

Aw) = MP() - (7.80a)
_ D¥(D+1) AP) (D)
fa(w) = (D+4(D+2(D-1) D 2_ AgD))M‘* (w) (7.80b)
2AD-2). 1
T DOFIw-1) )\gD) {7.80c)
ry = {(51)2 — 130 +12)AP
_ 2AD*+7D%— 13D - 16D + 48) /\(D}}
(D +4)(D+2)
X 4 (7.80d)

(D +6)(D+4)(D - AP (WP — 3P

Si se tiene en cuenta que Az < 0 (de Io contrario la fase isétropa seria
siempre inestable) y que QEp(n) es una funcién mondtona creciente de 7,
de (7.80c) se deduce que r; < 0 para D > 2, luego existe una solucién no
constante de (7.73) a densidades inferiores a 7.. La transicién es, pues, de
primer orden, de acuerdo con lo que habiamos deducido con la aproximacién
uniparamétrica. Por otro lado, 7, se anula en D = 2, asi que hay que echar
mano de ro para discernir el orden de la transicién. Haciendo D = 2 en
(7.80d) se obtine:

2,\(2) ,\(2)
4)\(2)(,\(2) 5‘2))

(7.81)

Se puede comprobar numéricamente que 72 > 0, luego no existe mis solucién
que la trivial a densidades inferiores a n.. La transicién en D = 2 es enton-
ces de segundo orden. Vemos, pues, que las conclusiones a las que habfamos
llegado con la aproximacién uniparamétrica son rigurosamente exactas; lo
tinico que se altera (y sélo ligeramente) es la localizacién precisa de la den-
sidades de coexistencia de las fases en las transiciones de primer orden y los
resultados para las magnitudes termodinamicas.
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T An P ¢

MD 0.4 4.9

Lee, 1987 0.400 0.018 5.36 0.67
Holyst y Poniewierski, 1989b 0.38 0.03 2.9 0.59
AGLE-f 0401 0.017 5.42 0.67

AGLE-c 0.315 0.039 25 0.71

Tabla 7.15: Datos de la coexistencia de las fases isdtropa y nematica de un sistema
de ECD de razdén de aspecto & = 6 en D = 3, segiin se obtienen de las simula-
ciones por DM (Frenkel, 1988a; Veerman y Frenkel, 1990; Veerman, 1991), de la
solucién numeérica de la AGLE-{ (Lee, 1987), de la AGLE-c en la versién de Holyst
y Poniewierski (1989b) y de los presentes cilculos con la AGLE-f y la AGLE-c. La
notacién es la misma que la de la tabla 7.12.

7.2.5 El limite de Onsager y la fase nemadtica en esferocilin-
dros duros ‘

En su primer intento de describir la transicién I-N, Onsager (1949) probé
que en D = 3 el desarrollo del virial hasta segundo orden es exacto en
el limite combinado (que por ello recibe el nombre de limite de Onsager),
17 — Q, & = 0o, manteniendo kn = constante, Tomando este limite en los
funcionales AGLE-f y AGLE-c se puede comprobar si el presente formalismo
es consistente con la teoria de Onsager. En primer lugar hemos de tener
en cuenta que, en el limite  — 0, el factor de compresibilidad de ED se
comporta como Zgp(n) = 1+ 20-1n 4+ O(#?), lo que implica Qep(n) =
2P=1p 4 O(%?). En segundo lugar, cuando k — oo tendremos (1 —x?)"1/2 ~
k/2+0(1/x). Combinando estas dos expresiones y definiendo la variable de
Onsager ¢ = Byp ~ 2P~ 3z kn/(D — 1)N}, las ecs. (7.65) y (7.66) se reducen
a la misma:

B2 (75 0)

?rND+1 f ds/ ds' f dz{(1 — s*)(1 - s'z)] 2 CD(-"")
[1—(ss"+ (1~ sHY2(1 — 52)1/2 co5 1rz) 2112

hp(s)hp(s') (7.82)

Si v*(c) es el minimo de #9"%(y;¢) con respecto a y para una c dada, el
factor dé compresibilidad del sistema adopta la simple expresidn:

2% (c) = 1+ A2 (v (e);) (7.83)
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Estos resultados coinciden exactamente con los que se obtuvieron en los
capitulos 4 y 5. Para D = 3 también coinciden con la teoria de Onsager
{seccién 2.1), exacta para varillas infinitamente largas. Sin embargo, a pesar
de la simetria oblato-prolato, estas ecuaciones sélo describen de forma apro-
zimada el sistema de discos duros en D = 3 (Eppenga y Frenkel, 1984), y lo
mismo ocurre con el sistema de agujas duras en D = 2 (Frenkel y Eppenga,
1985), ya que en ambos casos el desarrollo del virial tiene contribucién no
nula a todos los érdenes.

Hay una consecuencia interesante del limite de Onsager que surge de
la similaridad existente entre el volumen excluido de dos EDR en el limite
de Onsager y el de dos ECD. Desarrollando las expresiones para la energia
libre y la presién de este tltimo sistema en la AGLE-f encontramos una
interesante relacion con el limite de Onsager:

BEC () = Qepl(n) + Z2°™(z(n)) - 1 . (7.84a)
- Zep(n) =1 ons(z, vy _
Zeen(n) = Zep(n) + o —— '[Z (2(m))— 1]  (7.84b)

donde la densidad ‘equivalente’ ¢(7) estd dada por:

E( ) _ DND+1 (J‘i - 1)2
"= Sedp 1+ (k- 1)/Npsa)

Estas ecuaciones nos permiten obtener casi todas las propiedades de la fase
nemadatica de ECD con & finita a partir del conocimiento de Ia termodinamica
del sistema de agujas duras {limite de Onsager). Asfi, el pardmetro de or-
den estd dado simplemente por ¢}i5C(n) = ¢8™(e(7)); la termodindmica se
calcula con la ayuda de (7.84), y los limites de estabilidad de ambas fases
{no ¥y m2) mds el punto de estabilidad marginal () se pueden obtener de
la relacion €(n;) = ¢; ( = 0, 1, 2, siendo ¢; las cantidades equivalentes en
la teoria de Onsager). Sin embargo, dado que (7.84) estd escrita en funcién
de 7 y € simultineamente, la coexistencia ha de ser resuelta independiente-
mente para cada . En la tabla 7.15 se muestran los resultados para ECD
con £ = 6 en D = 3: las simulaciones por DM disponibles (IFrenkel, 1988a;
Veerman y Frenkel, 1990; Veerman, 1991), los resultados de la AGLE-f con
determinacién numérica de h(u) (Lee, 1987), los resultados de la AGLE-c
de Holyst and Poniewierski (1989b) y los presentes calculos con la AGLE-f
y la AGLE-c. La superioridad de los resultados obtenidos con 1la AGLE-f
puede apreciarse también para este sistema. Ademads, se puede ver que la re-
solucién numérica de la ecuacién de Euler-Lagrange (Lee, 1987) no conlleva

Qep(n) (7.85)
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una mejora seria respecto a la aproximacion uniparameétrica, lo que hace a
ésta mas conveniente por su simplicidad.

7.3 La transicién orientacional para D — oo

El estudio de las transiciones de fase de primer orden en limite D — oo
es interesante porque en este limite la teoria de campo medio es exacta’.
La razén es que el ntmero de préximos vecinos tiende a infinito con la
dimensién, verificando as{ uno de los requisitos de la teoria de campo medio
(Mann' et al., 1989). El limite de alta dimensién ha sido aplicado en los
iltimos afios a algunos problemas cldsicos en materia condensada, a saber,
la transicién F-S en ED (Frisch et al., 1985; Frisch y Percus, 1987}, la
transicién I-N en varillas duras (Carmesm et al., 1989) y el diagrama de
fases de una mezcla binaria de ED (Carmesin et al., 1991). En esta seccién
vamos a extender el estudio de Carmesin et al. (1989) a la transicién [-N de
EDR en la ASG y a probar que el presente formalismo con la aproximacion
uniparamétrica es exacto en este limite. ‘

En primer lugar tenemos que definir una nueva variable densidad que
se mantenga finita cuando la dimensién tienda a infinito; tomaremos £ =
2P H9n/D como densidad reescalada. En el limite D — oo el desarrollo
del virial de la energia libre se truma en segundo orden, de modo que el
funcional de Onsager se hace exacto (y (foincide, ademas, con la AGLE en
sus dos versiones). Supongamos que la distribucién de probabilidad an-
gular h(#)sin?~28, o sea, la probabilidad de encontrar una molécula cuya
orientacién esté entre § y @ + df, estd fuertemente picada en tornc a un
cierto dngulo 8. Entonces, un desarrollo asmtotnco en la ecuacion de Euler-
Lagrange conduce a:

h{8) = Rexp{—DE(1 — x* cos? @ cos? 0)1/2} (7.86)

con R el factor de normalizacién. Imponiendo que #p sea el maximo de la
distribucién de probabilidad angular obtenemos:

w=0 S E < Em

—xu . 7.87
€2=XT£15§__;'5‘aSIE>§m ( )

donde u = cos? y €2 = (1 — x2u2)/x"u (1 - 'uml)2, CON %my, la solucidn
de x%u3, — 2u;, + 1 = 0 que satisface 0 < u,, < 1. Por otro lado, para D

"En transiciones continuas, la teoria de campo medio es exacta por encima de una
cierta dimensién critica finita {Staniey, 1971; Balescu, 1975; Huang, 1987).
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grande un nuevo desarrollo asintdtico conduce a: ~
/2 d@ D
InR = -In — exp{—DE&(1 — x* cos? B cos® 8)/?} sinP~2 ¢
o Np
~ D{€(1 - x* cos? 6p)'/? — In(sin )} (7.88)

donde se ha utilizado que Np = O(ln D) y puede, por tanto, ser ignorado.
Entonces, para £ > £n, es decir, en la fase nemadtica:

1— x2u? 1
In R ~ ——if—— — —]n(1 — 7.89

xz,u(l _ u) 2 n( U) ( )
La energia libre de interaccién se comporta en este limite como B¢ ~
D(1 - x*u?)V/2£/2, 1o que nos lleva a la siguiente expresién para la energfa
libre de la fase nemdtica:

D[ 1-x*u? .
SUVEZD OE Sb SRS W 7.90

Bé 9 {xzu(l —u) In(1 'u)} +cp ( )
con cp ~ DIn(A%/2) la contribucién del gas ideal. La presién se puede
obtener mediante la conocida relacién termodindmica SP/p = £8(8¢)/O¢

resultando:
P, D 1-x%?

n
ik v, Sl 91
A P~ 2 x*u(l—u) (7-91)
y el potencial quimico puede calcularse usando (7.33):
1 - x%u? T
n~D{——"————=1In(l - .92
o {xzu(l Ty 2™ “)} +ep (7.92)
Finalmente, si { < &5, 0 sea, en la fase isétropa:
B = g +¢p (7.93a)
P £
— = = 7.93b
p2 = & (7.93b)
Bui = £+ep (7.93¢)

Retomemos ahora nuestro formalismo con la aproximacién uniparamé-
trica. En el limite D — .co la base de polinomios {5.13) se convierte en

(Abramowitz y Stegun, 1965) M,(,°°)(:r:) = z", y la ec. (7.57) se reduce a:
hp(8) ~ Qp(v)~! exp{ycos® 8} (7.94a)

rf2
InQp(y) ~ In f d8 sin?~? @ exp(y cos? 9) (7.94b)
o
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Si la distribucién de probabilidad angular ha de ser picada en torno a g, ¥
tiene que crecer linealmente con D para D muy grande, es decir, ¥ ~ Dg,
con g un pardmetro independiente de D. Con estas hipétesis (7.94b) se
reescribe:

/2
InQp ~ ln/ d@ exp(D{g cos? # + In(sin 8)]) (7.95)
i
La contribucién dominante de esta integral viene del maximo del argumento
de la exponencial, y{(#) = gcos® @ + In(sin 8), es decir, del valor en el 4ngulo

6o tal que y'(fp) = 0. Esta condicién se traduce en la ecuacién cotfy =
¢sin(26p), cuyas soluciones son:

casfp=0 ,si2g< 1

2g9sin?8p =1 ,si2¢>1 (7.96)

Con este resultado se puede calcular la integral (7.95):

0 ,812g <1
Infp { Bog—-1- ln(2g)) , 8t 2g >1 (7.97)

_Por su parte, el parametro de orden gp se puede calcular a partir de (7.61):

o
= oo = 1 —InQp(D
g=q ag(lmDn D(g))
_ 0 T,s12¢< 1
= {1—5 ,5i2g > 1 (7.98)

Utilizando esta relacién junto con (7.97) en (7.64) se llega a la siguiente
expresion para la contribucién ideal a la energia libre:

Bea = .--122 In(1 = q) + ¢p (7.99)

Nétese que esta féormula es vilida para todo g. Para calcular la energia
libre de interaccién tenemos que desarrollar (7.62) asintéticamente cuando
D — oco. Como la distribucién de probabilidad esti fuertemente picada

obtendremos: "
1 - v2g2\!
Hp ~. (t"x—g) (7.100)

Ademas, Qep(n) ~ DE/2HY, de modo que tanto la AGLE-f comola AGLE-¢
conducen a la misma expresién para ¢jn,:

Bine ~ —?E(l — x2g)V/? (7.101)
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Figura 7.12: Presion reducida, P* = £8P/ Dp, en funcién de la densidad reescalada,
£ = p2Pvo/D(1 = x*)M?, con x = (k? — 1)/(k? + 1), para un sistema de EDR en
la ASG, cuando D — oco. La rama isétropa esta representada por una linea recta
independiente de x. La rama nematica estd dibujada parak =2, 3,4, 5,6 e oo (de
arriba a abajo). Los segmentos horizontales indican claramene ¢émo la transicién
I-N se desplaza hacia densidades mds altas y se hace cada vez mas estrecha a medida
que ~ decrece desde el limite original de Onsager (x = o0) al limite esférico (x = 1)
donde la transicidn desaparece.

La forma final de la energia libre en este formalismos es, pues:

B ~ g{— In(1-¢) + &1 - x2¢)"*} +¢ep (7.102)

Una vez obtenida la expresién de la energia libre como funcién del pardmetro
de orden, g, no tenemos mas que determinar el valor de ¢ que la hace minima
para saber dénde es estable la fase nemdtica. Si hacemos esto llegamos a la
ecuacién que determina ¢ como funcién de &:

(7.103)
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Figura 7.13: Parimetro de orden, q, como funcién de la densidad reescalada £
(ver pie de figura 7.12) para un sistema~de EDR en la- ASG, cuando 2 — oo, para
razones de aspectox = 2,3, 4,5,6e 00 (lineaiks solidas, de izquierda a derecha). Las
lineas discontinuas-de trazo largo representan el parametro de orden a la densidad,
£m, en que la fase nematica aparece por primera vez como fase metastable (cuando
aumenta £). Las de trazo corto representan el parametro de orden a la densidad,
£n, en que la fase nematica coexiste con la fase isétropa.

Comparando esta formula con (7.87) podemos hacer la identificacién ¢ = u,
de la que se concluye que ¢(£) obtenido mediante el presente formalismo
resulta ezacto. Ademas, podemos utilizar (7.103) para eliminar £ en (7.102)
y ohtener la energia libre de la fase nematica:

D[ 1-x%g?
B ~ E{m—ln(l—q)}—kqo (7.104)

que con la anterior identificacién del pardmetro de orden resulta ser idéntica
a la obtenida en (7.90). En consecuencia, el formalismo que hemos desa-
rrollado {que incluye la aproximacién uniparamétrica), resulta ser exacto en
el limite de alta dimension, independientemente de la versiéon de la AGLE
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que se utilice®. Las expresiones para la presién y el potencial quimico y las
correspondientes a Ja fase isdtropa seran también idénticas a las exactas. En
la figura 7.12 aparece dibujada la ecuacién de estado para EDR en D = o
como funcién de la densidad reescalada £ para varios valores de x. La rama
isétropa es independiente de x (ver ec. (7.93b)). Las ramas neméticas estan
unidas con la is6tropa por una linea horizontal que representa la linea de
coexistencia. La coexistencia estd calculada a través de las condiciones de
equilibrio de fases (igualdad de presiones y potenciales quimicos) y conduce
a las siguientes densidades para las fases:

(1 - xPq2)**

& = ol =) (7.105a)
(1 - ~2,2y1/2 '
€n = ol -0 (7.105b)

donde q. es el parametro de orden en £, obtenido a través de la ecuacidn:

2
(1= X = 1- gl ~ 501 - g ln(1 - go) (7.106)

La figura 7.13 representa el pardmetro de orden, g, como funcién de £ para
varias k. También en esta figura estin representados g.(£n} ¥ ¢m = tim{&m),
siendo &, (ec. (7.87)) el limite de estabilidad de la fase nematica. Notese
el gran salto que experimenta el pardmetro de orden en la transicién I-N,
indicando que la transicién de fase es marcadamente de primer orden.

®La razén es que ambos funcionales son iguales hasta segundo orden en el desarrollo
del virial.
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Conclusiones y cuestiones abiertas

8.1 Conclusiones

La contribucién original del presente trabajo estd contenida en los capitulos
5,6y 7y en el apéndice B. En ellos se ha llegado a una serie de conclus:ones
que pasamos a ver a continuacién de una forma esquemaética:

1. En el capitulo 5 se ha extendido la teoria del funcional de la densi-
dad (TFD) elaborada por Baus et al. (1987) para la transicién I-N de
elipsoides duros de revolucién (EDR), al caso bidimensional (elipses
duras). En su desarrollo se ha utilizado la aproximacién de! liquido
efectivo (ALE), determinando la densidad efectiva a través de argu-
mentos geométricos, y se ha empleado un método variacional para
extraer informacion del funcional energia libre. Los resultados princi-
pales son los siguientes: -

¢ La ecuacién de estado isétropa contrasta bien con la obtenida
mediante la teoria de la particula escalada (TPE}, y con los re-
sultados del cdlculo numérico de la funcién de correlacién directa
(FCD) en la aproximacién de PY.

¢ La transicidén isétropo-nematico (I-N) experimenta un cambio en
su naturaleza, pasando a ser continuaen D =2 (en D = 3 es de
primer orden). Una variacién continua de la dimensidn muestra
que el coeficiente de! término cibico del desarrolio de Landau se
anula cuando la dimensién angular alcanza el valor D = 2 por
arriba, resultando asi que D = 2 es un valor marginal.
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8. Conclusiones y cuestiones abtertas

¢ Los resultados para la ecuacién de estado de la fase nemdtica

estin mas préximos a los escasos datos de simulacién existen-
tes (Vieillard-Baron, 1972) que los obtenidos de la resolucién
numérica de la FCD en la aproximacién de PY. La transicién
no coincide con la que aparece en la simulacidn, si bien los resul-
tados de ésta son controvertidos.

En el limite de Onsager la teoria reproduce muy bien los resulta-
dos de simulacién para agujas duras, cuando se toman el didmetro
mayor de las elipses y la longitud de las agujas de modo que coin-
cidan los segundos coeficientes del virial.

La extension de la teoria a sistemas con restricciones, en los que
las dimensiones espaciales y angulares son distintas, muestra que
el orden de la transicién estd vinculado sélamente al valor de la
dimensién angular.

2. Se ha llevado a cabo una simulacién Monte Carlo (MC) del sistema

de elipses duras que aparece descrita en el capituio 6. La simulacién
estd hecha a presién constante en una caja cuadrada con condicio-
nes periédicas, cuya forma se permite variar cuando se calcula a alta
presiéon. Se han simulado tres casos, con razones de aspecto k = 2, 4
y 6, de los que se siguen los siguientes resultados:

+ El diagrama de la transicién I-N tiene, al menos, tres regiones

distintas: en la primera no hay fase nematica, en la segunda la
fase nemaitica se alcanza a través de una transicién I-N de primer
orden débil y en la tercera la transicién I-N estd producida por
un mecanismo de disociacién de disclinaciones (o de Kosterlitz-
Thouless) y es continua. Los casos k = 2,4 y 6 pertenecen a cada
una de estas tres zonas respectivamente.

Las funciones de correlacién angulares decaen algebraicamente
con la distancia en la fase nematica, debido a la divergencia lo-
garitmica de las fluctuaciones con el tamafio del sistema, carac-
teristica de los sistemas bidimensionaies. El parametro de orden
también decae algebraicamente con el nimero de particulas.

Por encima de la fase nemdtica (o de la isétropa en el caso k = 2)
aparece una tercera fase mds ordenada, por cuyo aspecto podria
identificarse como un sdlido. Sin embargo, en las imdgenes de
las configuraciones finales de esta fase se aprecian oscilaciones
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anisétropas demasiado fuertes para que un sdlido sea estable.
Aunque de los datos obtenidos no se puede extraer ninguna con-
clusién al respecto, se apunta la posibilidad de gue la transicién
fluido-sélido (F-S) tenga lugar a través del mecanismo descrito
por Ostlund y Halperin (1981) y resulte ser en realidad una fase
esméctica (la cual se observaria en sisternas de mayor tamaifio).

¢ No se ha encontrado evidencia directa de ninguna otra fase dis-
tinta de las tres descritas.

e Los resultados de la TFD del capitulo 5 se ajustan razonable-
mente bien a los valores MC, pero predicen incorrectamente tanto
el orden como la densidad a la que se produce la transicién I-N.

3. En el capitulo 7 se ha estudiado la fase nematica de cuerpos duros
convexos (CDC) en dimensién D, con la generalizacién de la ALE
desarrollada por Lutsko y Baus (1990a y b) y conocida como aproxi-
macién generalizada del liquido efectivo (AGLE). Su aplicacién a EDR
y a esferocilindros duros {ECD) ha permitido obtener los siguientes re-
sultados:

o La extensién de la AGLE a la fase nematica pone de manifiesto
la relacidn que existe entre diversas teorias (incluida la ongmal
de Onsager) que aparecen en la literatura.

¢ Para aplicar a los funcjonales resultantes el método variacional,
se ha discutido la forma de una base de polinomios ortogonales
en la que desarrollar el logaritmo de la distribucién angular y se
han elaborado las expresiones de la energia libre y la presion para
" una dimensién arbitraria D.

e Se ha discutido el volumen excluido de EDR y ECD en dimensién
D. Para EDR se ha utilizado la expresién que proporciona la
aproximacién del solapamiento gaussiano {ASG), dado que su
forma exacta se desconoce; para ECD se ha calculado la expresién
exacta. '

¢ Se ha estudiado la ecuacién de estado de la fase isétropa utili-
zando distintas ecuaciones de estado de ED de referencia. Se han
comparado los resultados con los de otras aproximaciones (como
la TPE, la teoria del campo escalado (TCE) y la de Song y Ma-
son (1990)) y con las simulaciones. La comparacién resulta, en
general, buena.
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¢ Se han comparado los coeficientes del virial reducidos hasta b4 con

los que resultan de otras ecuaciones de estado y con los calculados
numéricamente (algunos publicados en la literatura, otros calcula-
dos expresamente). En D = 3 los resultados son razonablemente
buenos 'y se consigue reproducir el decaimiento asintético hacia
cero de los coeficientes cuando la excentricidad crece. En D = 2
se vuelve a obtener el mismo comportamiento {que coincide con
el encontrado para otras teorias), pero en este caso los resultados
numéricos muestran que los coeficientes del virial tienden a un
valor no nulo. Este defecto parece ser consecuencia de la simple
aproximacién de factorizacién utilizada para la FCD del fluido
is6tropo.

Los resultados encontrados para la fase nemética confirman lo
gue se habia obtenido con la ALE original: para D > 3 la tran-
sicion I-N es de primer orden mientras que para D = 2 es con-
tinua. Aqui se produce una grafl diferencia entre dos versiones
que se obtienen de la AGLE, denominadas AGLE-c (completa) y
AGLEf (factorizada). Los resultados de la AGLE-f (cuya den-
sidad efectiva es igual a la densidad del fluido) en D = 3 estdn
en muy buen acuerdo con las simulaciones y superan los de las
restantes teorias; en D = 2, sin embargo, la teoria falla en la pre-
diccién de la transicién, igual que la ALE original (aunque con
una desviacién menor de la densidad de la transicidn, lo que la
hace vilida en la regidn en que no aparece la fase nemdtica). La
AGLE-c, en cambio, predice un comportamiento completamente
erroneo de la ecuacién de estado nemdtica y proporciona peores
resultados para la transicién.

Haciendo un andlisis riguroso de la bifurcacién asociada al fun-
cional AGLE-f se ve que el uso del método variacional no altera
el orden de la transicidn I-N predicho por la teoria: en D = 2 y
D > 3 es continua y de primer orden respectivamente. La base
de polinomios discutida para el método variacional aparece aqui
de una forma natural.

El limite de Onsager se recupera de forma exacta (como ocurria
con la teoria del capitulo 5) y se establece la validez de sus ecua-

- ciones para determinar la termodindmica de un sistema de ECD.

La teoria (en sus dos versiones) resulta.ser exacta en el limite
D — oo.
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4. Por iltimo, en el apéndice B se han obtenido analiticamente las expre-
siones para el volumen excluido de dos EDR con orientaciones dadas
y para el segundo coeficiente del virial, en la ASG.

8.2 Cuestiones abiertas

Las dos cuestiones mds importantes que deja abiertas el presente trabajo
se refieren al sistema bidimensional. La primera es cémo ir mds alld con la
formulacién tedrica de manera que se pueda reproducir el peculiar compor-
tamiento de la transicién I-N. La cuestién parece dificil. La teoria de Landau
que se analizé en la seccién 3.2 es tajante a este respecto: la transicidn es
de segundo orden como consecuencia de la simetria exacta oblato-prolato
obligada por la dimensionalidad del sistema. Si las moléculas no tienen
esta simetria (como ocurre en D > 3) los valores del pardmetro de orden
+g y —¢ representan sistemas distintos (moléculas prolatas y oblatas, res-
pectivamente), pero si poseen dicha simetria, ambos valores describen el
mismo estado del sistema y la energia libre es una funcidén par de ¢. A la
busqueda de una explicacion del cambio de orden de la transicién I-N que
aparece en las simulaciones al variar la excentricidad de las moléculas, se
ha propuesto recientemente un modelo de red con interaccién de tipo XY
anisétropa (Leitao y Telo da Gama, 1991). La transicién que predice es con-
tinua {de Kosterlitz-Thouless) en todo el rango de anisotrop{as. Una idea
sugerida en la presente memoria es que el fallo podria deberse a la forma tan
simple utilizada como aproximacién de la FCD del fluido isétropo (aproxi-
macion de Pynn o de factorizacién). En contra de esta idea ha aparecido un
trabajo reciente (Ferreira et al., 1991} en el que se utiliza como FCD la so-
lucidn numérica de la ecuacion de Ornstein-Zernike con las aproximaciones
de cierre PY y HNC y se estudia la transicién mediante técnicas perturba-
tivas. El resultado de nuevo predice una transicion I-N continua, a pesar de
que los resultados numéricos reproducen bien la forma de las correlaciones
obtenidas en la simulacidn.

La segunda cuestién que suscita la simulacién se refiere a la fase mds
ordenada que aparece a muy alta densidad (por encima de la fase nematica o
en sustitucién de ésta). En un principio esta fase se identific6 como un sdlido
(en red triangular}, pero las fuertes oscilaciones anisétropas que aparecen
hacen dudar del verdadero cardcter ‘sdlido’ de esta fase. La teoria de Ostlund
v Halperin (1981) predice una fase esméctica intermedia entre el sélido y el
nemadtico; sin embargo, unas simulaciones recientes llevadas a cabo en la
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region conflictiva parecen mds bien identificar 1a fase como un hexatico. Su
aparicién estaria relacionada con el esquema tedrico propuesto por Nelson
y Halperin (1980) para transiciones en capas de fluidos esmécticos. Avdn no
es definitiva esta conclusion, pero lo que parece claro es que no se trata de
una fase sélida.

-A otro nivel, el presente trabajo suscita interés por otras cuestiones mas
generales, como el estudio de nuevas fases (esmécticas, nematicas biaxiales
o sélidas) mediante €] formalismo de la ALE. En esta linea queda por zan-
jar el tema de la existencia de fase esméctica en el sistema de EDR. Existe
una conjetura contra este hecho, y es que el sistema de EDR paralelos es
equivalente, mediante una transformacion de escala, al sistema de ED, en
el cual la fase supuestamente formada por capas apiladas de fluidos bidi-
mensionales es inestable. Por otro lado, en las simulaciones de EDR libres
(hasta x = 3) no aparecen indicios de fase esméctica. Sin embargo, ninguna
de las dos objeciones es concluyente, la primera porque se refiere a EDR
perfectamente paralelos (la equivalencia con el sistema de ED deja de ser
exacta para EDR libres) y la segunda porque en el sistema de ECD, cuya
capacidad de empaquetamiento favorece la formacién de un esméctico, dicha .
fase no aparece hasta k & 4.5.

Otra posibilidad interesante es el comportamiento de la transicion I-N
en mezclas de EDR. Estos sistemas son interesantes porque en fluidos coloi-
dales los componentes rara vez tienen todos exactamente el mismo tamafo
{Vroege y Lekkerkerker, 1991). De entre las posibles mezclas, una espe-
cialmente interesante es la mezcla binaria de EDR oblatos y prolatos con
la misma excentricidad, ya que el volumen excluido de EDR tiene simetria
oblato-prolato, lo que permitiria trabajar con una mezcla ‘ideal’, y ademas
la interaccién oblato-prolato favorece orientaciones perpendiculares y podria
originar una fase biaxial, quizd diferente a la que forman las moléculas bia-
xiales.

Por iltimo, serfa interesante extender la teoria mediante algiin método
de perturbaciones para incorporar potenciales continuos anisétropos, de los
que existe abundante informacién obtenida por simulacién (ver, por ejemplo,
de Miguel et al., 1991).
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A

Teoria del Funcional de la
Densidad

El estudio estadistico tradicional de los fluidos en equilibrio partia de una
jerarquia de ecuaciones, conocida como jerarquia Born-Green-Yvon, o BGY
{Hansen y McDonald, 1986; Gray y Gubbins, 1984), que relacionan las fun-
ciones estructurales (las densidades de n-cuerpos) entre si, ¥ que, una vez
resueltas (truncando a un cierto orden e introduciendo alguna aproximacién
de cierre), permiten calcular las propiedades termodinamicas del sistema.
Este método resulta bastante laborioso y falla cuando se aplica a transiciones
de fase. Por ello, actualmente se sigue una estrategia distinta que consiste
en considerar los potenciales termodindmicos como funcionales de dichas
funciones estructurales. Este nuevo método recibe el nombre de ‘teoria del
funcional de la densidad’ (TFD) y en sus miiltipes formulaciones ha demos-
trado ser muy eficaz en la resolucién de problemas de transiciones de fase
y de interfases en fluidos. “Asi, por ejemplo, ha sido aplicado con éxito a
la interfase liquido-vapor y otros problemas de fluidos no uniformes (Evans,
1979; esta referencia incluye un review detallado de la TFD), y al estudio de
la transicién sélido-liquido en esferas duras {dos reviews sobre este tema se
pueden encontrar en Baus, 1987; 1990). Vamos a introducir a continuacién
los fundamentos de esta teoria y una de sus formulaciones més extendidas
(ver Evans, 1979; y Hansen y McDonald, 1986).

Equivalencia densidad-potencial externo

La teorfa del funcional de la densidad estd basada en un resultado funda-
mental, debido a Mermin (1965), que establece la existencia de una corres-
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pondencia biunivoca entre el potencial externo que actia sobre un sistema
y su densidad local. Para probar este resultado utilizaremos la colectividad
macrocanonica. La distribucién de probabilidad de dicha colectividad puede
escribirse como:

Jo = Q lexp{-B(Hn - uN)} (A.1a)
Q = Trexp{-B(Hn—-uN}} (A.1b)

con § = 1/kpT (kg la constante de Boltzmann y T la temperatura absoluta),
Hpy el hamiltoniano de un sistema de N particulas y u el potencial quimico.
En la notacién anterior, la traza denota el promedio sobre la colectividad,
esto es:

= 1
Tr= S — /drl---dr)vdpl . (A.2)
2

siendo h la constante de Planck y g el niimero de grados de libertad de las
particulas del sistema!. Definamos a continuacién el siguiente funcional®
sobre el conjunto de las funciones, f, normalizadas (Trf = 1):

Q[f] = Tef(Hy — uN + 7' In f) (A.3)
Inmediatamente puede verse, sin mis que sustituir (A.1) en (A.3), que
[fo] = =B~ 1In Q es el macropotencial (el cual, en fases homogéneas, veri-
fica ! = —pV, con pla presién y V el volumen) del sistema en consideracion.

Pero la propiedad m4s importante que posee el funcional (A.3) es que su
minimo absoluto se alcanza para f = fy. Para verlo eliminamos Hy — uN
en términos de fo y ©[fo] (= =8~ In Q) y sustituimos e} resultado en (A.3),
con lo que obtenemos la relacién:

alf] = ALl + 4 TofIn }’0 ) (A4)

Teniendo en cuenta la normalizacién de f, el segundo sumando de (A.4) se
puede reescribir:

Trfln(.‘fi):Trfo[fo (fo)—%+l] (A.5)

! Estamos considerande el caso general de que las particulas tengan grados internos de
libertad (como sus orientaciones, por ejemplo, en el caso de moléculas rigidas) ademas
de los grados de libertad de traslacién, y de que el espacio sea D-dimensional, con D
arbitraria.

2Denotaremos los funcionales encerrando el argutnento entre paréntesis cuadrados, para
diferenciarlos de las funciones, que se denotan con paréntesis curvos.
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Es facil ver que el miembro de la derecha es estrictamente positivo cuando
f # Jfo, para lo cual basta comprobar que zlnz —z+1 > 0, Vz # 1. Asi
pues, el segundo sumando de (A.4) es una cantidad positiva y, por lo tanto:

QN> Q) V#E S (A.6)

Supongamos ahora que tenemos un hamiltoniano de la forma Hy =
K+U+V,donde K = 5N, ¥9_, P2 ;/2m; es la energia cinética de las
particulas del fluido (m; denota la masa, momento de inercia o constante
de proporcionalidad asociada al momento, p,;, correspondiente al grado
de libertad a de la i-ésima particula, y g es el nimero total de grados
de libertad); U = U(x,...,Xn) es la energia de interaccién (x; = (r,u,) -
siendo r; y u; respectivamente la posicion y las coordenadas de los grados de
libertad internos asociados a la i-ésima particula), y V = TN, ¢(x;), donde
@(x) es el potencial externo que actiia sobre cada particula del sistema. El
perfil de densidad de equilibrio se define como:

{p(x)) (A.7a)

po(x) =
N -
p(x) = Zé(x - x;) (A.7b)
=1
donde (@) = Tr fod denota el promedio de la funcién de estado @(xy,...,xn,

Pi,-..,Pn). Por iltimo, definimos el potencial externo generalizado como
u(x) = g - #(x). Dado que V — pN = ~ [dxu(x)p(x), de la misma defi-
nicién de po(x) se sigue que a cada potencial externo generalizado, u(x), le
corresponde una unica densidad de equilibrio, pg(x), asi que el teorema de
Mermin puede enunciarse simplemente diciendo que dos potenciales exter-
nos generalizados distintos, u(x) y u(x), dan lugar a dos densidades de
equilibrio distintas, po(x) ¥ pi(x). La demostracidn se hace por reduccién
al absurdo. Supongamos que pg(x) = py(x) y calculemos la diferencia de los
macropotenciales, @ y ©', correspondientes a los dos sistemas que estamos
considerando: :

Q-Q = Trfo(An —pN+ 57 n fo)
- TrfplHn—#'N+ 67 1n fi) (A.8)

Aplicando (A.6) al primer término del miembro de la derecha llegamos a:
Q-0 < Tefi(V—uN -V +4'N)
= [axplx) - ux)] (A.9)
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mientras que si lo aplicamos al segundo término obtenemos:
Q-0 > Trfo(V—uN -V + u'N)
= [ dxpalx)w'(x) - u(x) (A.10)

Pero como pg(x) = pp{(x), combinando (A.9) y (A.10) obtenemos  — )’ <
? — (¥, lo cual es imposible. De esta contradiccién se deduce que po(x) #
po(x), tal como querfamos demostrar, quedando asi probado el teorema de
Mermin.

Formulacién de la TFD en términos de la energia
libre |

Una consecuencia inmediata del teorema de Mermin es que también existe
una correspondencia biunivoca entre }a distribucién de probabilidad macro-
canodnica f y el perfil densida p{x), por lo tanto, cualquiera de los potenciales
termodindmicos se puede escribir como un funcional de la densidad local.
Asi por ejemplo, el funcional macrocanénico pasa a ser un funcional p], ¥
la propiedad (A.6) se convierte, en virtud del teorema de Mermin, en:

Qpl > Qlpo}  Yp(x} # po(x) (A.11)
o bien, reescrita en forma diferencial;
M] -0 (A.12)
6p() pry= o) -
- Definamos ahora el funcional:
Flpo)=Trf(K+U+81Inf) (A.13)

que por lo dicho en el parrafo anterior, serd un funcional de la densidad.
Si denotamos por E la energia media del sistema y por § su entropia, la
energia libre, F', puede escribirse como:

F=E-TS5 = Trfo(Hy + 87 'In fo)
= [axan(x)6(x) + Floo) (A.14)

Asi que podemos definir el funcional energia libre como:

Flpl = [ dxp(x)8(x) + Flo) (A15)
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cuya relacién con el funcional macrocanénico se obtiene de (A.3):

Flpl = Qo)+ 1 [ dxo(x) (A.16)
ecuacién que nos permite trasladar la condicién de minimo (A.12) al funcio-
nal Fp):

o (7111 [ o)
— | Flp] - dxp(x =0 AT
5o(x) [Pl = & [ dxp(x) Xm0 (x) (A.17)
o bien: .
8002) pix)=po(x) -

De (A.17) se deduce que la densidad de equilibrio, po{x), minimiza el fun-
cional F[p] con la restriccién [ dxp(x) = const, es decir, a densidad media
constante, siendo u el multiplicador de Lagrange.

El funcional F[p] es calculable analiticamente para el gas ideal. A partir
de las expresiones de la funcién de particién:

1 _ N

con A = h/(2xmkpTY? (m = (T, mi)/*N es la masa reducida generali-
zada), y de la densidad de equilibrio (ec. {A.7)):

. Ne—0é(x)
po(x) = T dx =B (A.20)
puede inmediatamente obtenerse: _
Falp] = 87" [ dxp(x)In(a%(x)) - 1] (A.21)

Por este motivo, el funcional F[p] puede descomponerse en tres contribucio-
nes:

Flp] = Fex[p] + Falp] + Fins[p] (A.22)
donde Fex[p] es la contribucién debida al campo externo (primer sumando
de (A.15)); Fi4lp) = Fiqlp) es la contribucion ideal, dada por la ec. (A.21),
y Fint[p] es la energia libre debida a la interaccién entre las particulas del
sistema. Las derivadas funcionales de este 1ltimo término definen correla-

ciones:
5" Fina[p]
6p(x1) -+ 8p(xn)

= CM (% Xnyifo]) (A.23)
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donde {1,...,n} denota cualquier permutacién de los n indices. Puede
probarse (Evans, 1979) que la correlacién correspondiente a n = 2 es la
funcién de correlacién directa (FCD) introducida por Ornstein y Zernike
{1914). Esta funcién de correlacién es menos intuitiva que la funcién de
correlacién de par, ya que, a diferencia de ésta, no tiene un significado
fisico evidente; sin embargo tiene una serie de propiedades (Balescu, 1975;
Hansen y McDonald, 1986) que la hacen preferible a la correlacién de par,
en especial, el hecho de que es de mds corto alcance que ésta y, por tanto, el
efecto de las apraximaciones sobre ella es menos drastico. Por este motivo,
es muy 1til reformular el funcional F;,[p] en términos de esta funcion. Para:
ello, tomamos el sistema en cuestion a una densidad, pr(x), en la que sus
propiedades termodindmicas sean conocidas, y trazamos un camino a través
de un continuo de estados intermedios de densidad pj(x) hasta alcanzar la
densidad a la que se estd estudiando, p(x). El pardmetro A (0 < A < 1)
etiqueta los estados intermedios y verifica po(X) = pr(X) ¥y p;1(x) = p(x).
En términos de esta parametrizacién tendremos las siguientes igualdades:

\Oh
F‘int[P] = m,t[pR +/ nt[p)\ (A.24)

6Fm 3 Fm !
Fudpr) + [2EB]] o [an [ oy Z il

Como en virtud del teorema de Mermin, Fjn[p] estd univocamente definido
una vez se especifica p{x), (A.24) debe ser independiente de la parametri-
zacion escogida para py(x), asi que, por simplicidad, elegimos la linea recta:

pAX) = pr(x)+AAp(X) (A.25a)
Ap(x) = p(x) - pr(x) (A.25b)

y, aplicando la regla de la cadena en {A.24), obtenemos finalmente:
Finelp] = Fnlpr]+ f dxpin(x; [pR])Ap(x) ' (A.26)

- gt _/: dA(1 - A)/dx/dX’C(x,X'_; [eal)Ap(x)Ap(x')

donde con € denotamos C®) y uin(x;[pr]) = —BC™)(x; [pR]) es el potencial
quimico intrinseco del sistema de referencia.

Aunque en principio €l sistema de referencia puede ser cualquiera, la
expresién anterior se simplifica cuando éste es uniforme (pr(x) = pr). En
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este caso (A.26) presenta el siguiente aspecto (denotando por p, sin argu-
mento, la densidad media):

Falp] = Fu(er) + Fin(pr)(p ~ pR) (A.27)
- g 01 di\(1- A)jdxjdx’C(x,x’; [pa))Ap(x)Ap(x)

'Si se elige pr = p, ¢l segundo sumando se anula, mientras que si escogemos
pr = 0, dado-que Fj,, y todas sus derivadas se anulan para este valor de la
densidad, (A.26) se convierte en la simple expresion:

Fmlp] = -8 /0 a1 - ) f dx ] dx'C(x,x"; Pal)p(x)p(x’)  (A.28)

Otros potenciales termodinamicos

A partirdelasecs. (A.16)y (A.18) se ve que el potencial macrocanénico fp]
puede obtenerse a partir de la energia libre mediante una transformacién de
Legendre (Baus, 1987):

)= Flp) - [ dxp(e)z A = Flol+ 570 [ axp(a)C(xilol) (429

donde en la segunda igualdad hemos usado (A.23). Pero a su vez, C1) estd
relacionada con la FCD a través de:

]

COlol) = COilpnl) + [ dACH(xilpa) (A.30)

COx; o) + [ @n [ axCl s pa)An()

y estas dos relaciones, junto con las expresiones (A.21), (A.22) y (A.26),
permiten escribir 2[p] como: :

Qor] + [ dxp(x)

o]
+ g 01 dA f dx f dx'pr(x)Ap(X)C (%, x'; [p2])

+

ﬂ—l Ll dAA]dedx’Ap(x)Ap(x’)C(x’x;;Ip)\]) (A31)
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Si hacemos pr(x) = pr, la ec. (A.31) adopta una expresién especialmente
simple en el caso pg = 0 o en el caso pr = p, s5i ademds la FCD es inva-
riante por traslaciones y rotaciones®, ya que entonces el segundo sumando
desaparece.

Por iltimo, el funcional G[p], que para la densidad de equilibrio resulta
ser la energia libre de Gibbs, G = upV, se obtiene de la energia libre y el
potencial macrocandnico a través de la ecuacion:

Gle] = Flp] - Qo] (A.32)

La relacién {A.31) nos permite calcular la presién del sistema, mientras que
{A.32) nos da el potencial quimico.

*En rigor esto sdlo ocurre cuando p(x} = p, pero puede también ocurrir cuando se
aproxima la FCD de la fase no uniforme por la del fluido homogéneo e isétropo, como
ocurre en la denominada aproximacion del liquido efectivo (Lutsko y Baus, 1990a y b}.



B

Aproximacion del solapamiento
gaussiano

El célculo de la distancia de contacto entre dos EDR D-dimensionales (esto
es, la distancia entre sus centros de masa cuando estan en contacto) es un
problema que carece de solucién analitica. Vieillard-Baron, en su trabajo de
simulacién de un sistema de elipses duras (1972), proporcioné unos criterios
que permiten determinar si dos elipses (2D) o dos elipsoides (3D ) se solapan
o no. Gracias a estos criterios pueden levarse a cabo simulaciones en estos
sistemas {Vieillard-Baron, 1972; Frenkel y Mulder, 1985). Posteriormente
Perram y Wertheim (1985) elaboraron un procedimiento para determinar
este solapamiento cualquiera que sea la dimension, D; sin embargo, ni éste
método ni los de Vieillard-Baron permiten mds que un cilculo numérico de
la distancia de contacto.

La distancia dé contacto de Berne-Pechukas

Para proporcionar una expresién analitica de la distancia de contacto de dos
EDR, Berne y Pechukas (1972) concibieron un método aproximado conocido
actualmente como la ‘aproximacion del solapamiento gaussiano’ {ASG). Esta
aproximacién estd hoy dia ampliamente extendida por la literatura y ha
servido para modelar tanto potenciales de molécula dura (Berne y Pechukas,
1972; Bethanabotla y Steele, 1987) como potenciales mds reales (Gay y
Berne, 1981; Tobochnik y Chester, 1983). La idea de Berne y Pechukas
consiste en reemplazar cada elipsoide por una distribucién gaussiana con la
misma forma elipsoidal. Asi, si escribimos la ecuaciéon de un EDR .como
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r-A.r=1, con A dada por:

4 4
A= ;Fluu+ 3—1-(1 — uu) (B.1)

siendo o) y o, las longitudes de los didmetros paralelo y perpendiculares
al eje de simetria, respectivamente, y u el vector unitario en la direccién de
dicho eje, la distribucién gaussiana adopta la forma:

1/
g(r;A) = (%:;?:?exp{—%r-A.r} (B.2)

donde [A| denota el determinante de la matriz A. El solapamiento entre dos
de tales gaussianas es, a su vez, una gaussiana:

[ ar'o(e'; Ava(r + 15 A2) = g(r; Asa) (B.3)

cuya matriz estd dada por A} = AT+ AJ! y por lo tanto resulta ser:

LR X(u1 - uz)(u1u; + uzu)] (B.4)

Ap =o7? [1 -

donde u; y uz denotan las orientaciones de ambos elipsoides ¥ x es una
medida de su excentricidad que esti relacionada con la razén de ejes, k =
o/oL, mediante x = (k% — 1)/(x* 4 1). Gracias a esta propiedad, podemos
definir una distancia de contacto, o(f;u;,uz), a través de la relacién:

r?

r-Ap-r= (B.5)

o?(F;up, uz)
siendo F el vector unitario a lo largo de la linea que une los centros de masa.
Introduciendo (B.4) en (B.5) llegamos por fin a la siguiente expresién para
la distancia de contacto: '
- ~ 2 ~ 2 - - 'l —1/2
g(f:uj,up) _ |'1 __(F-w)® 4 (F-u)® — 2x(F - wy)(F - up)(u - uy)
ol B X 1— x*(u1 - u2)?

(B.6)
donde x es una medida de la excentricidad del elipsoide que estd relacionada
con la razén de ejes, k = o)/0 ., mediante x = (k? — 1)/(x? +1).
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El volumen excluido en la ASG

Mediante la ec. (B.6) se puede calcular la expresién del volumen excluido a
un EDR por la presencia de otro, fijadas las orientaciones de ambos. Este
~ volumen vendrd dado por la expresién:

Vexa(s -u2) = [ dPrO[o(Fsu1,u2) - ] ®B7)

En esta expresion hemos anticipado que V.4 sélo pﬁede depender de las
orientaciones a través del producto escalar u, - uz, puesto que el volumen
_excluido debe ser invariante bajo rotaciones. Por simplicidad de notacién es
preferible trabajar con una expresién normalizada de Vexq, que denotaremos
Ep, de tal modo que £p = 1 cuando x = 0, esto es, en el limite de ED. En
este limite Vixa = Vpoyoy ", siendo Vp = 7P/2/T(1 + D/2) (con I'(z) la
funcién gamma de Euler) el volumen de una esfera D-dimensional de radio
unidad, asi que Xp se define como:

Vexalup -uz) 1

. e = D I -_— - : f
Sp(u; - uy) === vaaf/d rOo(F;uy,u2) - 1] (B.8)

Utilizando (B.5) en esta iltima expresién y teniendo en cuenta que (B.5)
implica ademds que Aj; es una matriz definida positiva (lo que equivale a
que r- Aj2 - r = 1 sea la ecuacién de un elipsoide), l1a integral que aparece
en {B.8) se transforma en:

der Ol —r-Ajs-1] = VplAg,|~1/? (B.9)

asi que;

1 _
Tp(u; - up) = ;|aiA12| 1/2 (B.10)

La forma mds simple de calcular |62 A,;| es determinando los autova-
lores de la matriz. Para ello separamos el espacio D-dimensional en dos
subespacios ortogonales: W, generado por los vectores u; y uj, y Wi,
De (B.4) uno puede ficilmente comprobar que cualquier vector w € W -
satisface 0 Ajow = w, luego es autovector con autovalor Ap ='1. Este au-
tovalor tiene degeneracién D — 2, dado que ésta es la dimensién de W+. Por
otro lado, O’iAIg tiene dos autovectores ortonormales en W, que denotamos -
vy = [24(u;-u3)]7/3(uy £ uy), con autovalores Az = (1—x)/[1+x{u;-uz)]
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(63 Ajavy = Axvs). Entonces, |02 Ayl = ApA_ con lo cual, (B.10) con-
duce al resultado:

1= 2w - 2\ M2
Ep(uy-uy) = ( Xl(_ll;g uz) ) (B.11)

un resultado que coincide con la expresién que ya habia sido ocbtenida para
D = 3 (Baus et al., 1987; Colot et al., 1988) y que demuestra asf ser vilido
para cualquier D > 2. Una propiedad importante de Lp es su invariancia
oblato-prolato: £p depende de x?, mientras que de la definicién de x se ve
que un cambio Kk — 1/ corresponde un cambio del signo de x (los EDR
prolatos tienen x > 0 mientras que los oblatos tienen x < 0).

El segundo coeficiente del virial en la ASG

Una vez determinado el volumen excluido de dos EDR con orientaciones
fijas, la forma de calcular el segundo coeficiente del virial es a través de la
relacién (Boublik y Nezbeda, 1986):

1
BP(x*) = §/du1 jdu2Vexcl(“1 - u3) (B.12)
De (B.8) se sigue que (B.12) se puede escribir como:
BP(x*) = 2P~ woHp(x*) (B.13)

donde vo = Vp(oy;/2)(0L /2)P-1 es el volumen de uno de los elipsoides y:

Hp() = [du [dwEp(u-up)

_ [ dé sinP-26(1 — v* cos? §)1/2 (B.14)
T (1= x®)Y2 [T d8 sinP-% 9 '

Un cambio de variable (t = cos? §) en el numerador del segundo miembro
‘de (B.14) transforma la integral en:

™ 1 -
f d sin?-2 6 (1 -2 c:os"'e)“'2 =/ a!tt‘ln(l--t)'gz_l(l-—xl't)l”2 (B.15)
o 0

la cual puede relacionarse con la funcién hipergeométrica definida por (Gra-
dshteyn y Ryzhik, 1980):

F(a,f8;v;2) = F—(%.[dttﬁ‘l(l—t)*ﬁ‘l(l-tz)“" (B.16)
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D Hp(x*)
2 _E(x%)
2 bl V. S N
T (1 - x2)/2
1 _ arcsiny
’ s (14 55 o)
3 2y (1 — 442 _ﬂ_‘EX_]
5 T2 [(1+2x) (1— 4y )x(l—x2)1’2
00 1
(1-x2)p/2

Tabla B.1: Expresiones alternativas de Hp(x?) para algunos valores de D. La
férmula para D = oo se puede obtener teniendo en cuenta que, en este limite,
sin® 8/ fo’ gin? § — 8(8 — x/2). Aqui, E(z) denota la integral eliptica completa de
segunda especie (Abramowitz y Stegun, 1965; Gradshteyn y Ryzhik, 1980) definida
como E(z) = [7/? d6(1 — zsin? 6)1/2,

donde Rey >Ref > 0. Asi pues, teniendo en cuenta que:
2
. T (Q—_l) .
d6 sinP-29=9P-2_+ 2 7 17
/0 sin D =2) (B.17)
Hp(x?) se reduce a la forma compacta:

F(-1/2,1/2; D/2;x*)
(=x"7"*

Hp(x?) = (B.18)

Utilizando las propiedades de la funcién hipergeométrica se pueden encon-
trar expresiones alternativas para Hp{y?) para algunos valores de la di-
mensién, D (ver tabla B.1). Por otro lado, desarrollos en serie de dicha
funcién, asi como una integracién numérica de la ec. (B.14), pueden ser
utilizados para obtener numéricamente el valor del segundo coeficiente del
virial en esta aproximacion, para cualquier valor de D. :






C

La trahsicién Kosterlitz-Thouless

Una de las propiedades principales de los sistemas bidimensionales es la
ausencia de verdadero orden de largo alcance. Es un resultado general en
mecédnica estadistica (Landau y Lifshitz, 1982) el hecho de que D = 2 es la
dimensién critica inferior, a la cual la amplitud de las fluctuaciones diverge
logaritmicamente con el tamafio del sistema. Como consecuencia de ello,
el parametro de orden depende algebrdicamente del tamafio del sistema,
anuldndose en el limite termodindmico. Este tipo de orden recibe el nombre
de orden de cuasi-largo alcance y su existencia en nematicos bidimensionales
ha sido probada tanto en simulaciones (Frenkel y Eppenga, 1985) como en
experimentos de laboratorio (Van Winkle y Clark, 1988). Sin embargo, dado
que &l resultado se obtiene a partir de la teoria de Landau para pardmetros
de orden locales (teoria de Ginzburg-Landau), no estd en absoluto ciaro qué
requerimientos hay que imponer sobre el potencial de interaccién intermo-
lecular para que manifieste orden de cuasi-largo alcance. Straley (1971) ya
demostré que si el potencial es separable, esto es, si tiene la forma:

V(r,8) = ) fa(r)gn(8) (C.1)

con r la distancia entre los centros de masa de las moléculas y 8 su orien-
tacidn relativa, entonces el sistema exhibe orden de cuasi-largo alcance. La
controversia persiste, no obstante, para potenciales no separables. Los rte-
sultados de Tobochnik y Chester (1983) para un potencial Lennard-Jones
elipsoidal (Kushick y Berne, 1976) sugieren la existencia de verdadero orden
de largo alcance, mientras que los de Frenkel y Eppenga (1985) para un
sistema de agujas duras muestran un orden de cuasi-largo alcance. Estos
autores, sin embargo, dicen haber sido incapaces de reproducir los resultados

193



194 C. La transicion Kosterlitz- Thouless
de Tobochnik y Chester.

Fluctuaciones en un nematico bidimensional

En general, se espera que un nemético bidimensional muestre orden de cuasi-
largo alcance siempre que la energia asociada con las fluctuaciones del campo
de orientaciones moleculares, #(r), sea de la forma:

E= % / dr(VO? (C.2)

siendo K la constante de Frank. Realmente, la forma mds general de la
ec. (C.2) contiene dos constantes de Frank, K|y y K., asociadas, respec-
tivamente, con las deformaciones paralelas y perpendiculares a la orien-
tacion local; sin embargo, cuando la escala de longitud es suficientemente
grande, ambas constantes se renormalizan al mismo valor! (Nelson y Pelco-
vits, 1977). Supongamos que el sistema es un cuadrado de lado L y drea
A = L?, y que sobre el borde imponemos unas condiciones de contorno, por
ejemplo periddicas; entonces, el campo de orientaciones puede escribirse en
serie de Fourier como:

o(r)

It

AT S ggetaT (C.3a)
q

by = / dr '3 g(r) (C.3b)

donde las amplitudes, 6q, verifican g = 6_q por ser &(r) una funcién real.
En funcién de estas amplitudes, la ec. (C.2) se reescribe:

K 21p 12
—_— m— '4
E 2A§qq|9q| (C.4)
donde se ha utilizado la identidad:
jdre—i(q+q’)-r = Aﬁq,—qf ] (05)

El teorema de equiparticién de la energfa (Landau y Lifshitz, 1982) se puede
escribir tomando las amplitudes como variables de estado, o sea:

OE
<9qao_q,> = bqq kBT (C.6)

'Incluso en sistemas pequefios donde la distincidn entre ambas constantes es aprecia-

ble, la mayoria de los resultados siguen siendo validos si en (C.2) reemplazamos K por
(KyK L )/2
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de donde: kT
B

Esta ecuacién junto con (C.3a) nos permite calcula,r el promedio:

kgT cosq-r
KA = —g— -

(6(r + r')8(r")) = (C.8)

gracias al cual se puede determinar el valor medio de las fluctuaciones del
campo de orientaciones:

2kBT Z I1—cosq-r
7—

Cuando el tamafio del sistema es muy grande, la suma en vectores de onda
puede aproximarse por una integral (A~ g — (27)72 [dq):

o(r)? = ([6(r) — 8(0)")

(C.9)

2kgT dq 1-cosq-r
o(r)? n = j( 3 3 (C.10)

271-)2 q2

Esta integral es convergente cuando q-r << 2w, ya que entonces I1-cosq-r =
(q-r)*+0O((q-r)?); sin embargo, diverge cuando q-r >> 27. Para dar sentido
a la ec. (C.10) es necesario introducir un vector de onda maximo gp ~ 27/a,
donde a es una longitud del orden del tamafio molecular. Su significado es
claro: el sistema no puede experimentar oscilaciones de longitud de onda
inferior a a, puesto que las moléculas son rigidas, asi que la amplitud de
estos modos es cero. En otras palabras, la existencia de go no es mas que
un reflejo del hecho de que el campo de orientaciones es una descripcién
de ‘grano grueso’ de un sistema que no es continuo y, por tanto, deja de
tener significado a escalas del orden del tamafio de sus componentes. Con
la introduccién de ¢o y haciendo la integracién angular en (C.10) llegamos

a la expresién:
go7 -
o(r)? = kBT f " dz [————1 i"(“) (C.11)

donde Jo(z) es la funcién de Bessel de orden cero (Abramowitz y Stegun,
1965; Gradshteyn y Ryzhik, 1980). El comportamiento asintético de esta
funcién, cuando z — oo, es Jo(z) ~ O(z~/2), por lo tanto, el comporta-
miento asintético de las fluctuaciones (gor >> 27) serd:

o(r)? ~ 1n(21rr/a)+0 (a/r) 1/ | (c.lé).
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Aparece por tanto una divergencia logaritmica con la distancia, que se tra-
duce en una divergencia con el tamafio del sistema (Landau y Lifshitz, 1982;
de Gennes, 1974). Para ver ¢cdmo afecta este comportamiento a las correla-
ciones y al pardmetro de orden hay que determinar cudl es la distribucién de
la variable £ = 6(r)— 6(0). Dado que la energia (ec. (C.2)) es cuadratica en
el campo de orientaciones y que la distribucion de probabilidad es proporcio-
nal a exp{—E/kgT), la distribucién p(f) serd una gaussiapa cuya dispersién
estd dada por la ec. (C.12) (Landau y Lifshitz, 1982; de Gennes, 1974):

p(€) = (270 (r)*)~Y 2 exp(~£%/20(r)?) (C.13)

luego las correlaciones del campo de orientaciones, gy(r) = {cos 2![6(r) —

6(0)]), serdn:

ga(r) = /:: dEp(€)cos2lf = exp(—2120(r)?) ~r™™ (C.14a)
28kgT
Ma = | =

Por otra parte, el comportamiento asintético (r — oo) de las correlaciones
es tal que go/(r) ~ ¢2;, asi que, en particular, cuando r ~ L:

(C.14b)

ga ~ A”MH4 (C.15)

La transicién Kosterlitz-Thouless en nematicos
bidimensionales

Ya hemos visto que cuando la epergia de las fluctuaciones de un nematico
bidimensional viene dada por una ley del tipo (C.2), aparece una divergencia
logaritmica de las fluctuaciones con la distancia (ec. (C.12)) que conlleva
un decaimiento algebraico de las correlaciones (ec. (C.14)} y del pardmetro
de orden (ec. (C.15)). Pero hay una consecuencia mds de-la ec. {C.2)
que fue descubierta por Kosterlitz y Thouless (1972) y aplicada a una gran
variedad de sistemas. Sus resultados generales se formulan en términos
de un gas de Coulomb de particulas y antiparticulas en D = 2, en el que el
potencial de interaccion entre dos cargas, ¢; ¥ g;, a distancia r estd dado por
U(r) = —gig; In(r/ro}+psir > roy U(r) = 0si r < ro, siendo p la energia
necesaTia para crear un par particula-antiparticula a una distancia ro. Este
modelo general se puede aplicar a todo tipo de sistemas bidimensionales en
los que las fluctuaciones puedan crear pares de defectos topoldgicos (modelo
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Figura C.1: Lineas del campo de orientaciones cuando se crea un par de discli-
naciones de signo opuesto. Los circulos ilustran la situacién aproximada de las
singularidades; el signo viene dado por el sentido en el que se produce la variacién
de la orientacidn local cuando, con centro en la singularidad, recorremos un circuito
cerrado. -

XY del magnetismo, cristal bidimensional, superfluido neutro, etc.). Uno
de tales sistemas es el nematico bidimensional, muy similar al modelo XY,
en el que los defectos topologicos son los virtices que aparecen cuando el
campo de orientacion experimenta un giro de angulo 7 (disclinaciones). Las
disclinaciones deben ser siempre creadas por pares, como ilustra la figura
C.1.

Supongamos una de tales disclinaciones aislada en una regién de radio r.
La energia asociada a esta singularidad se puede estimar a partir de (C.2):
al recorrer una circunferencia centrada en la disclinacién y con radio r, el -
campo de orientaciones pasa uniformemente de 0 a 7. En consecuencia,
V8 = +7/2nr = £1/2r. Sustituyendo en (C.2) encontramos que la energia
necesaria para aislar una disclinacién en una regién de radio r es:

_ Tgr gy L _ K7
E_WK'/‘1 dr'r el In{r/a) (C.16}

Es decir, las disclinaciones interaccionan como particulas coulombianas bidi-
mensionales con cargas eléctricas +(r K /2)!/2. Por otra parte, si la distancia
media entre disclinaciones es r, la entropia por cada una de ellas serd pro-
porcional al logaritmo del drea que tiene disponible, o sea: '

§ = kgin(r?/a®) + O(1) i : .(C.l?)

Asi que la energia libre (F' = E — T'S) asociada al proceso de disociacion de
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un par de disclinaciones a temperatura T sera:

-
F=kg (&; - T) In(r?/a?) (C.18)

Esta expresion define una temperatura critica:

K
TC = —-—
8kp

tal que para T < T, la disociacién de disclinaciones es un proceso desfavora-
ble, preservando asi el orden nematico de cuasi-largo alcance, mientras que
para T > T, es un proceso favorable, y la difusién de los defectos conduce
a la destruccién del orden nemitico. T, es, pues, la temperatura a la que
se produce un tipo de transicién denominada de Kosterlitz-Thouless, que
se caracteriza, entre otras cosas, por no manifestarse en una discontinuidad
de las magnitudes termodindmicas, como ocurre con las transiciones de fase
habituales.

Es importante hacer notar que la teoria de Kosterlitz-Thouless no excluye
mecanismos alternativos que conduzcan a otro tipo de transiciones; lo que
realmente afirma es que, en ausencia de tales mecanismos y siempre que el
sistema bidimensional posea la capacidad de crear pares de defectos tendra
lugar una transicién como la descrita. La existencia de la transicién Kos-
terlitz-Thouless ha sido confirmada mediante simulacién en modelos simples
como el modelo XY (Tobochnik y Chester, 1979) o el fluido de agujas duras
(Frenkel y Eppenga, 1985). Estas simulaciones muestran ademas otra pro-
piedad que parece caracteristica de esta tranéicién como es el ancho pico que
muestra la capacidad calorifica a una temperatura alrededor de un 10-20%
por encima de T,. Hasta el momento la existencia de transiciones Kosterlitz-
Thouless en sistemas reales no ha sido confirmada por ningin experimento,
pero hay fuertes evidencias de que podrian encontrarse en capas de moléculas
adsorbidas sobre un substrato cristalino. En este sentido apuntan los resul-
tados de simulacién de Alavi {1990) de un modelo realista de metano (CHy)
adsorbido sobre la superficie [100] de un cristal de MgO. En ella se ve que
en las configuraciones de baja energia las moléculas tetraédricas del metano
tienden a asentarse como tripodes sobre los iones Mg?*, de tal modo que los
tridngulos de sus bases se acoplan con los de los préximos vecinos como si de
engranajes se tratara, dando lugar a un sistema bidimensional asimilable al
modelo XY. La simulacién muestra una transicién Kosterlitz-Thouless muy
clara entre una fase con orden orientacional de cuasi-largo alcance y otra
isétropa.

(C.19)
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