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En esta memcria se analiza el prcblema de los datos ati
picos desde un punto de vista diferente al usual en este ti-

po de situaciones.

Aunque en el capitulo I daremos cumplido espacio a la
discusidn del concepto y su tratamiento, se considera en ge
neral que dato atipico es aquél que, dentro de una muestra,
nos sorprende de alguna manera. Con nuestro enfoque preten-
demos educar esa sorpresa antes de extraer cualquer muestra,

suponiendo un modelo para la poblacidn.

El métcdo utilizado es la clasificacidn de dichos mode-
los subyacentes, segun su facilidad para producir datos ati-
picos, en el sentido de maximos extremadamente grandes O mi
minos muy pequefios respecto a los demds valores presentes en

la muestra,

Evidentemente si consideramos las funciones de distribu
cién, todo dependera de la forma en que converdgen los extre-

mos,

Son pieza fundamental en nuestra aportacidén los concep-
tos de funcidén de variacidén regular, lenta y rdpida introdu
cidos por Karamata (1933), que aplicaremos a la variacién de
la cola derecha de las funciones de distribucidn para discri
minar entre los diferentes comportamientos. Todos los resul-
tados son trivialmente trasladables a la cola izquierda de la

funcidén de distribucidn.

Asi se desarrollaran estas ideas en el capitulo II par-
tiendo de una primera clasificacidn efeztuada por Green (1976)

que también hemos completado y relaciocnado con los dominios



de atraccidn de los limites de maximos normalizados. Utili-
zaremos para nuestras definiciones el comportamiento asinté-
tico de la diferencia y la razdn entre los dos extremos de
la muestra, resultando ésta Ultima la mis potente para refle

jar el alejamiento del madximo , inversamente con la primera,

Con este planteamiento pasamos en el capitulo III a ana
iizar las definiciones obtenidas, en los elementos que con-
forman un problema bayesiano. En un primer apartado mantene-
mos la muestra fija y estudiamos que situaciones pueden apa
recer en el paso de la distribucién a priori a la distribu-
cidn a posteriori, llegando a conclusiones totalmente con-
gruentes con la idea l6gica de que con una muestra como mi-

nimo mantenemos nuestro conocimiento acerca del parametro.

A continuacidén consideramos el posible efecto de la for
ma de la verosimilitud en la diterencia entre distribuciédn a
priori y a posteriori, que es como se trata el problema en
los trabajos de Dawid (1973) y O'Hagan (1979). No obstante
en lugar de utilizar limites de esperanzas a posteriori para
una clase de funciones & conceptos de dominancia estocastica
como ellos hacen, analizamos el comportamiento asintdtico de
la divergencia de Kullback-Leibler entre las distribuciones
a priori y a posteriori como aproximacidén mas correcta desde

nuestro punto de vista,

Los resultados obtenidos concuerdan con los trabajos ci
tados y la idea primera debida a de Finetti (1961), de que
las observaciones andémalas, en distribuciones propensas a
producirlas, se desacreditan a si mismas al converger la dis
tribucidén a posteriori a la distribucidn a priori cuando la
observacidn crece hacia infinito. Nosotros consideramos esta
aproximacidén en el sentido de que la divergencia de Kullback-

-Leibler entre las mismas tiende a anularse cuando la verosi



También e2studiamos Lz convergencia de esta medida para
verosimilizudes de los demas tipos, consiguiendo reflejar la
separacidn total entre ambas para resistentes, con una diver

gencia que crece indefinidamente.

Consideramos toda esta problemitica con parametro de 1o
~alizacidn, siguiendo ia linea de 1os trabajos citados y ade

mas la extendemos al caso de parametros de escala.

Por Gltimo en el capi:tulo IV hacemos una aplicacién a
funciones de distribucidn en el semieje positivo, propias de
teoria de la fiabilidad y relacionamos los conceptos de razdn
de fallo creciente y decreciente con la resistencia y propen
sién respectivamente. Incluso generalizando las definiciones
a las de NBUE y NWUE sigue existiendo >a compatibilidad con

los dos compor-:amientos sefialados.

Quiero expresar mi mas sincero agradecimiento al profe-
sor Dr. D. Miguel Angel GAémez Villegas por su estimulo y ayu
da incondicionales en todo momento. Hago extensivo el mismo

a los comparieros del Departamento,
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TRATAMIENTT DE DATCS ATIPIZCS

1. SUMARIQ

Consideraremos en primer lugar =l concepzo de dato ati

v

pico en sus diferentes acepciones asi como 10s posibles me-

ranismos gereradores. A ccentinuacidn y despues de una breve
intrecduccsién histdricza, daremscs algunis nocicnes sotbre la

forma usual de tratar es:2 tipo de observacicrnes: tests de

discordancia y mérodos de acomcdaciér..

Los tests de disccrdancia han sido desarroliados prin-
cipalmente para muestras univariantes y distribucicres corgo
“.cidas, cbreniéndose en cada caso 1o0s 2stadisticos mas apro-

~opiados. Para comparar 2. ccapertamientcs de los diferentes

izaremos nedidas especiticas para este tipo

. de problemas.

Los métodos de acomodacién se aplican para realizar in
ferencias varidas en la poblacidn aGn con la presencia de da
tos atipicos. Los procedimientos de robustez, siendo éste un

sconcepto mucho mas amplio, han proporcionado ia mayoria de

Tas herramientas para estimacidn y contraste.

En el uUltimo apartado se trataran las ncciones de resis
tencia vy propensidn, Segin este enfoqus podemos clasificar
las distribuciores de manera que nues:tra predisposicidn a
‘considerar cier:zas observaciones como 2:ipizas, dependa del
caracter de la distribucidn subyacente. Evidentemente es un
cratamiento previo a 1a muestra y supcne la existencia de un

u

ncdelo para la poblacién en ia g

En esta linea se desarrollaran l1c3 demds capitulos, am



pliande v modificando las definicicres asi como ap:i:i:dg

2, INTRCDUCCIGN AL CONCEPTO DE DATC ATIPICO. ORIGENES HISTO-

~

icc

(4]

era

[

Como paso inicial al desarrollo de este trabajo,
interesante detesnernos en la significacidén y descripcidn de
10 gue erntendemcs por dato atipizo. Quizd el aspecto mas ge-

neral puede ser el de _a subjetividad del concep:to (Lollet

y Lewis {1976)).

Ante un conjunto de datos, la persona que los observa
puede indicar ciertos elementos que le parece no son ccnsis
tentes con el resto de la masa global de los datos, & que en
principic le causan cierta sorpresa § sospecha que son and-

malos en algun sentido.

En ciertos casos puede ser que se :enga un modelo prefi
jado para estos datos y haya alqunos que no se ajusten al mig
mo, pero en muchas otras ocasiones es el propio impacto que
causa sobre el observadcr lo que determina totalmente un da-

o atipico.

La naturaleza del dato atipico puede ser aleatoria, sien
do su causa, por ejemplo, la variabilidad propia del modelo,
6 deterministica, estando dentro de este tipo los producidos
por errores de medidas o por infiluencias externas sin ningun

interés.

La influencia de estos valores en el trataniento poste-
rior de los datos va desde la introduccidn de un grave errcr
en 10Ss parametros que se estimen, hasta la manifestacién de

un modelo diferente para la poblacidn, que englobe todos 1los



£n Jeneral se ofserva una tendancia a considerar las
cuesticnes relativas a 1a integridad 4 no de los datos, a si
se ajustan S no a nmodelos prefijados 3 a si su efecto es &

no imporctante en las ccnclusicnes firnales, Sin embargo, a ve

ipio andmalcs, pueden ser un aviso

ces estos datcs, en pri
ante una situacidn errénea ern el planteamianto inicial. Por
lo tantc no =cde s2 reduce a una discusidn scbre la linea

que delimi:ta 2! rechazc 4 aceptacidén de ciercas observacio-
nes, sino a una visidn general de uncs datos intentando ex-
" traer de ellos la mayor informacidén posible a cerca del fe-
j’:)pémeno en cuestidn. 3010 2n 1gs casos de conocimiento exac-

“-To del error de tipo deterministico s2 llevaria a cabo el re

" cHazo 6 La repeticién de .a .observacién. En el resto de las
ocasicnas se realizari un estudio de discordancia 6 acomoda

cién directa de .las observaciones.

Para concluir es:te apartado dareacs una primera evalua
hi

istdrica de las. trabajcs sobre datos atipicos.

£1 comienzo del :tratariento del problema se puede resu-
mir en un conjunto de cpiniones a favor y en contra del re-
;hazo de g@bservaciones en principio dudcsas o andmalas, con

 diferentes‘grados de justificacidn.

. Dentro de este pericdo se encuentran diferentes publica
ciones, sobre todo de Astronomia como la de Boscovich (1755)
que para determinar la élipticidad de la Tierra con un pro-
medio de diez masdidas de: exceso del grado polar sobre el
ecuatorial decide desechar los dos valcres extremos por ex-
ceso, y ~calcular la media con las ochc cbservaciones restan-

as?, a pesar de gue Bernouilli {"777), en la primera

ct
[0}
[0]
<

discusidn sobre 21 tema, no estuviese a favor del rechazo



Ir&stizo de observaciones raras, &ste z2 ziguil -rzzsicande
zasi 735 afios después sin ningén tipo dz juztifizaciin,

El primer ;rabajo de caracter obj2tivo scbre 2. recha-
z0 de observaciones atipicas, s2 debe al astrdéromc americano
Feirce {1852). Su criterio fue plasmadc, <tres zfAos después,
en unas tablas por Gould y as? , acep:tado por unos y cri-
tizado por otros llegamos dentro de esza linea
Chauvenet (1863). Este, considerando que el nGmerc esperado
Z2 obsarvaciones en una muestra de tamafic n, d
Zie superen cg en valor absoluzo es n 3 (-2}, rachaza los
Tlayores que co , en valor absoluto, dcnZe ¢ verifica:

1 §(-c) = 0,5 .

Al poco tiempo Stone (1868) intrcduce un tes:t d2 recha-
z0, basado en el concepto de "mddulo de descuido": m, si en
media un observador comete un error en cada m ciservaciones
que toma. Con un razonamiento anilogo a. de Chauverat exige

Jue ¢ verifique: m § {-c) = 0,5 .

Los siguientes trabajos relativos a li deteccidén de da-
tcs atipicos consideran diferentes pescs para las observacio
res. Uno de los primeros fué Glaisher (i1373), y supuso una
cierta ruptura en la forma de tratar observaciones atipicas
ya que empieza a utilizar métodos robustos, en algin senti-
do, y por primera vez seflala que las observaciones podrian

venir de poblaciones diferentes.

Estos dos autores anteriores, mancu’

sodre sus planteamientos, recogidas en 125 diferenzss ccmen

tarios que se dedican en sus publicacicn

O:ro método de ponderacidn fue prcouss=o pcr lewzomd
{1886), y en el aparece un interesante zrincipio 4=zl u
una cierta funcidn de pérdida. También =2s notable | dentro

de este periodo de acomodacién de los dazcs mediznte pondera



zior2s al traba2jo d= i=2ndelev [18%S) en el Zu2 3& ancuentra

10 que 2hora denominarlamos ":truncamianzo'.

La aproximacidn, debida a Irwin {1925), proporciond la
Sase para un test de varios datos atipicos, desarrollandose
a partir de é1 todos los trabajos scire tests de huecos en-

tre observaciones.

. . . : . ;s 1
Un test Dbasado en un criterio Ze "studentizacidn" -3

fue publicado por Thompson (1935). 7 cor fin el trataniento
razcnadc de ics datcs atipicos empi=zza a tomar forma con el
o]

de Pearson y Chandra Sekar {1236) dcnde ademéas de

(8]
e
e
[a
[{1]
'y
4o

os para tests de rechazo analizan el efecto de "en-
mascaramieﬁto" producido al tener varios datos atipicos y

“aplicar contrastes para una Unica observacidn andmala.

A partir de este momento se aplicaron los tratamientos

[ que veremos a continuacidn.

.3, TESTS DE DISCORDANCIA

Laifqrma més general de .tratar- 1os datos atipicos ha si
' '40 la aplicécién de contrastes para detectarlos. En muestras
-fvpequeﬁas; la aplicacién de los tests sdlo se hacia en el ca-

‘so de7obsérvaciones sospechosas, pero desde que se pueden ma
xanejar gréndes masas de datos es casi imprescindible una apli

cacidn sistematica de los mismos.

gin David (1981) parece deseabl2 que 10s tests de es

S
te tipo sirvan para al menos uno de l¢s siguientes objetivos:

ar la presencia de datos atipicos, indicando la

)
}a
~—
«
V]
re
1]
0
vt



necaesidad de un ecs:tudio miz crofuinic del m2zanismo gene~

rador.

ii) Sefialar lLas observacicnes, que prszizamenIs DOr ser ex-

3.1. Eiementos de un test de discordancia

- Hipdtesis Nula: Considera que los dates han sido generados
por un modelo probabilistico basico, sin considerar lcs da-
ztos atipicos.

- Hipdtesis Alternativa: Introduce unas ciertas modificacio-

nes en el modelo, que explican 1a aparicidn de esos datos a-

némalos.

Hasta ahcra las consideracicnes gu2 han prevalecido al
plantear las pruebas de discordancia han sidc fundam=ntalmen
te intuitivas y precisamente la hipdtesis alternativa es uno

de los puntos claves de la polémica gue atn hoy se mantiene.

Diferentes formas en las que puede expresarse son las

siguientes:

i) ALTERNATIVA DETERMINISTICA: Se englodan aqui tcdos los
errores de medida o ejecucién que pueden identificarse. Por
tanto no hace falta contrastar la discordancia, y la deci-
sién a tomar es la del rechazo o correccién de las observa-

ciones detectadas como errdneas.

ii) ALTERNATIVA INHERENTE: Con ella se enfrenta la idea de

que todos los datos provienen de una distribucidn F, con que
todos provienen de una distribucién G, Z23io 1a cual el grado
de sorpresa ante ciertas cbservacicnes Zasaparezca practica-

Tente.



MIXTURA: S=2 zensidzran o3 Zatos atipizes

Se podria planctear este tipo de nizétaesis alternativa

con una expresidn: H

~~

bilidad a de gue los daces z2:igices surjan 22 una distribu-

cidén G, diferen=e da2l mcdels inicial T, Desde _uego A Zebe

presuponerse pequefio, con 1o qu2 hay pcta eviiencia, 31 sdlo

aparecen uno o dos datos atipicos, para garantizar el uso

3

del modelo alternativo. Ademis hay un cierta conrtradizcid
con la idea de dato atipico como valor axtreme alejade, va
que dajo esta hipdtesis alternativa clartas cbservaciones

son generadas por un acdels G, y nc

tamente 10S extremos. Es decir 2ajo

sualizar dentro de una nuestra.

La aproximacidén bayesiana descrita por Bex y Tiao (19638)
puede considerarse como un ejemplo de 1a alternativa de mix
tura, aunque es un método mas de acomcdacidén que de discor-

dancia.

iv) ALTERNATIVA DE DESLIZAMIENTO: Tal vez sea el tipo de al
ternativa mas estudiada, como modelo apropiado para la gene

racidén de dartos atipicses.

A grandes rasgos se considera que 21 modelo inicial F,
riene parime-<ros de localizacida s y 2szala ¢ , y que en la
a un cierto numero de observacicnes provienen de un mo

“rar.sformadcs. Se

Q.
m
-
[¢]
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Como ejemplo cizaremos el planteaniento de rerguson

{1967), gue describe dos rosidles mcdelos.

Modelo A X}....,X” son variables aleazorias independientes,
N(ui, o ) respectivamente. Existen constantes conocidas ...

...,a_,muchas de las cuales serin cerc, un parame:ro deszc-
rocido 8 y una permutacidin de (1,2,...,7n) desconocida { v ,..

...y v _J, tales que:

enteonces las hipdtesis alternativas seran del tipo:

H:2420 ; H' :3>90

Mcdelo 3: x1,...,x“ varisdles aleatorias independiantes

N(wu, o.), que en las condiciones anterlores verificzan:

(2 =1,...,n)

2
g . =3 exp ( aa )
- VoL

Py

en este caso la hipdtesis alternativa serd H :4>0 ya que

H':a <0 serd irrelevante para el estudio de datos atipicos.
De nuevo se plantea la ancmalia de ser hipdtesis alter

nativas que no especifican la obsarvacidén que corresponde a

1

u
la distribucidn trasfcrmada en origen y escala.

v) ALTERNATIVA INTERCAMBIABLE: 32 suels aplicar este modelo
cuando 10 que interesa es una es:imacidn robusta o se busca

la acomodacidn de 1los dartos atipizes.
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Para el caso de una Gnica observacidén atipica la verosi

milicud para una muestra de tamafio n, nos queda:

n
1
Lox,x) = == T fate) [T e}
n n . i’ L. J
i=1 J#L
donde se supone que f es la densidad del modelo basico y ¢
la de la poblacidén contaminante, siendo ambas f y g conoci-

das.
En general suponiendo k posibles datos atipicos
1 I i I l
Lk(xn"-'x) s — I { g(X.) f(x.)}
1 n n . i’ . J
K 1e]J J£J

donde j = (ij""'ik) es una seleccidén de k enteros de
(1,2,...,n) y el sumatorio se extiende sobre todas las po-

sibles formas de construir J.

3.2. Tipos basicos de estadisticos

Con vistas a la aplicacidén y comparacidén de los diver-

sos estadisticos es conveniente:

- En primer lugar conocer el criterio de rechazo que se uti-
za, para lo que debemos saber la distribucién del estadisti-

co bajo 1a hipdtesis nula.

- En segqundo lugar que los tests sean comparables por su fun
cién de potencia, lo que nos lleva a conocer la distribucién
bajo la hipétesis alternativa, o al menos la posibilidad de

manejarla.

- Y por Gltimo que posean ciertas propiedades de optimalidad;

buscar tests uniformemente mas potentes o al menos Jdptimos
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localmente, insesgados, invariantes y de no ser asi que su
construccién se haga con un método como el de razén de vero
similitudes que puede trasmitir ciertas caracteristicas ati

les al problema de datos atipicos.

Este planteamiento reduce mucho los estadisticos a te-
ner en cuenta, ya que es relativamente ticil construirlos ba
Jjo aspectos intuitivos, pero verificar las condiciones de
mane jabilidad, optimalidad y capacidad de comparacién, hace

indtiles muchas ideas totalmente razonables.

Otro problema que puede surgir con tests para un unico
dato atipico, es la existencia de otras observaciones extre
mas, no consideradas en principio como atipicas y que pueden
producir un efecto llamado de "enmascaramiento”, e impedir
la deteccidn de datos atipicos aunque de hecho existan va-
rios. E1 problema se ha intentado solucionar proponiendo
tests para varios datos atipicos o examinando fos mismos su

cesivamente, utilizando un test de tipo jerarquico.

Pasamos a ennumerar las clases mas generales de estadis
ticos propuestos para la deteccidén de datos atipicos siguien

do a Barnett y Lewis (1984).

i) Estadisticos de exceso y dispersidn

Ejemplos: DIXON (1951):

(xk'n : estadistico de orden k en una muestra de tamafio n)
para detectar una desviacidén del maximo, sin considerar el

minimo y asi eliminar el posible efecto de distorsidn si és
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te fuese demasiado peqguerfio.

IR ( : -
WIN (1925) Xoiin ~ %a-1:n

suponiendo conocida la desviacidn tipica de la distribuciédn

basica.

ii) Estadisticos de dispersidn y rango

Ejemplo: DAVID, HARTLEY and PEARSON (1954); PEARSON and
STEPHENS (1964):

donde S puede ser cualquier valor muestral o poblacional que
refleje dispersidén. Sirve para detectar que hay valores ale

jados del resto, pero no los seflala claramente.

iii) Estadisticos de dispersidn y desviacidn

Ejemplos: GRUBBS (1950):

HALPERIN et al. (1955):

donde X y S pueden ser cualquier valor muestral o poblacio-
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nal que refleje localizacidén y dispersidn respectivamente.

iv) Estadisticos de sumas de cuadrados

Las sumas consideradas en este tipo de estadisticos,
son la total y la obtenida excluyendo algunas observaciones.
Sirva como ejemplo el propuesto por GRUBBS (1950) para con-

trastar dos datos atipicos superiores:

. = 2
T <
X, - X
L ( i:n n.n—1)
1:1
n
2
L (X=X
i=1
donde
n=2 X
X - 7 _.iin
,n-1 ¢
n.n i=1 n-2

v) Estadisticos de momentos de orden elevado

Ejemplo: FERGUSON (1961):

n n -
Vo 1 ox, =D nof(x, - x4
. 1 . 1
i=1 i=1
n 372 y n 52
(I (x. -x)°) (1 (x, - x)°)
. 1 - 1
i=1 1=1

medidas de asimetria y curtosis respectivamente.

vi) Estadisticos de localizacidn y extremos

. o s n:n
Un representante de este tipo de estadisticos es —-—--

X
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principalmenze utilizado para el estudio de datos atipicos
en las distribuciones GAMMA. Hay varios autores que tratan
con estos estadisticos, citaremos a un especialista en el

problema: KIMBER (1982).

Como tipo general de estadistico, eligiendo los para-
metros i,j,k y m segin donde se sospeche la contaminacidn,

estidn los de DIXON (1950):

X . - X,
n-i+1:n j:n

K—k+e1:n ~ X

También pueden considerarse los estadisticos que surjan
de aplicar en cada caso el test de razdn de verosimilitudes
o aproximaciones intuitivas de los obtenidos con la aplica-

cién de dicho método.

Otro principio estadistico para la construccidén de tests
puede considerarse la optimalidad local. Asi, Ferguson (1961)
obtiene 1os tests invariantes localmente mejores con hipdte
sis alternativas de deslizamiento, tanto en la media, su mo
delo A, como en la varianza, modelo B, basados en el coefi-

ciente muestral de asimetria

n
3.3
\’n E (Xi - X)

i=1
372

(x. - 0%
1 1

(

i

[t |

para alternativas unilaterales, y en el coeficiente muestral

de curtosis:




para al:ernativas bilaterales.

LOs estadisticos para contrastar desviaciones del mode

lo basico F como por ejemplo el de Anderson-Darling (1954)

O)

2
+ = (F (x) - F. (x))
Ai = n n 9 d FO(X)
- - Fo(x) (1 - Fo(x))

donde Fn(x) es la funcidén de distribucidén empirica, asi co-
mo la familia general de estadisticos que propone Tiku (1975),
parecen en principio muy interesantes como tests para datos
atipicos, aunque todavia su comportamiento no ha sido sufi-

cientemente investigado.

3.3 Datos atipicos multiples

Como ya hemos apuntado anteriormente, la existencia de
varias observaciones atipicas provoca ciertos problemas co-
mo el del "enmascaramiento", ya definido y detectado por
Pearson y Chandra Sekar (1936) y el de "superacidn" descri-
to por Fieller (1976) que nos hace identificar como atipica
alguna observacién que no 1o es, al ser arrastrada por otra
demasiado extrema. Esto nos lleva a utilizar planteamientos

propios de este tipo de situacién.

Las dos lineas mas generales en las que se han desarro

llado los tests para datos atipicos multiples son:

~ procedimientos consecutivos

- procedimientos de bloque
Segun indican sus denominaciones, los procedimientos conse-
cutivos consisten en analizar sucesivamente las observacio-

nes extremas y eliminarlas hasta obtener valores no signifi

cativos, por lo que son mas propensos al efecto de "enmas-
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caramientc". Por otra parte los de bloque analizan los co-
rrespondientes datos extremos sospechosos y contrastan su
discordancia en conjunto ; aqui el posible error se puede

producir por el efecto de "superacidn".

Y para concluir, como ejemplo de otros métodos para
construir tests de discordancia, citaremos a Kitagawa (1979)
que utiliza el criterio de informacidn de Akaike (AIC), que

aproxima menos dos veces la Entropia Esperada con:

AIC = - 2 log (maxima verosimilitud) + 2 (nimero de para

metros independientes ajustados)

En su trabajo propone la comparacién de los diferentes
modelos que se consiguen suponiendo las r1 observaciones pe

queflas, de una poblacién y las r,  mayores de otra, con el

2
criterio de Akaike, seleccionando el del minimo AIC. Este

método aparece duramente criticado en Barnett y Lewis (1984).

A pesar del inmenso desarrollo del estudio sobre datos
atipicos, aun queda mucho por hacer para conSeQuir tests con
buenas propiedades y asequibles desde un punto de vista prac
tico, sobre todo en el terreno de los datos atipicos milti-

ples.

3.4. Medidas de comportamiento

Para poder comparar los diferentes tests de discordan-
cia, David y Paulson (1965) y David (1981) proponen una se-
rie de medidas para el caso de un unico dato atipico:

P1 : Funcidén de potencia: probabilidad de que el tests con-

cluya correctamente que existe un dato atipico.

P, : Probabilidad de que el valor del estadistico aplicado

al contaminante sea significativo.



P_ : Probabilidad de que el test concluya que existe un da-

to atipico y lo identifique correctamente.

P, : Probabilidad de que sdlo sea significativo el estadis-

tico en el valor contaminante.

P_ : Potencia condicional: probabilidad de que el test sea
significativo en el contaminante suponiendo que es ex-

tremo.

Consideremos el caso de un uUnico dato atipico por la

derecha, por ejemplo X £’ con hipdtesis alternativa de des
i
lizamiento. Aunque - las medidas expuestas pueden aplicarse a

situaciones mds generales, supongamos que el estadistico es

.del tipo:
T = max T,
i
‘ | x. - x
. i
como por ejemplo : T = MAX =—=——————-
i S ‘

Sea t tal que Pr (T >t°/ HO ) =a, entonces:
a

P, =Pr (T>t / H)
1 @
P.=Pr (T >t / H)
2 X a
1
Py=Pr (T >t AX_>X  ¥j# i*/ #)

i i

s
0]

. . 3 by
<
4 Pr (Ti* >t A Tj t, ¥ £ 17 / H)

-17-
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Por su propia definicidn, PI > P2 > P, 2 P4

. X, =
) >
Pr (K’* Xj ¥ 3j#1i / H)

Ladiferencia entre P1 y P, radica en que el valor contaminan

3
te puede aparecer en el centro O en un extremo de la mues-

tra.

La utilizacidn de cada una de estas medidas en particu-
lar, dependera deltipo de hipdtesis alternativa considerada,

y de hecho no existen siempre todas las medidas.

Dado que el calculo, en algunos casos, se complica po
dremos utilizar ciertas acotaciones. Asi, para la funcidn
de potencia haremos uso de las desigualdades de Bonferroni

para n sucesos (A1""'An)

n r] n
Uerap - I Ieecal hp < prc|J A, <

Pr(Ai)
1 i<y i=1 i

[T ]
-

i

ya que identificando Ai con el suceso (Ti >t a) nos queda-

ria:

Para datos atipicos miltiples se pueden utilizar las
mismas medidas, por supuesto con un significado diferente

que originara interesantes medidas de tipo parcial.
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4. METODCS DE ACCMODACION

Con este tratamiento se pretende eliminar el efecto no
civo de los datos atipicos en las conclusiones sin tener en

cuenta su identificacién.

Como concepto mas amplio, en esta linea, esta la robus
tez, entendiendo como Huber (1981) que: "robustez significa
insensibilidad a pequefias desviaciones de las suposiciones".
De toda la coleccién de problemas que se tratan en esta par
cela de la Estadistica, nos quedaremos con aquellos métodos
especificos para situaciones en las que aparecen o pueden

aparecer datos atipicos.

Podremos utilizar métodos robustos de estimacidén, que
incluyen los L- estimadores , M-estimadores y R-estimadores.
Como ilustracién sirve el trabajo de Kale y Sinha (1971)
que utilizan L-estimadores ponderando las observaciones y

dando menos peso a 1los extremos.

En esta linea podriamos incluir una de las primeras
publicaciones con enfoque bayesiano sobre el tema debida a

de Finetti (1961).

Dentro de un tratamiento mds especifico de la acomoda
cién de datos atipicos tenemos el trabajo de Anscombe (1960)
en el cual se introducen unas ciertas medidas de eficiencia
que denomina: premio y proteccidén comparando con la contra
tacidén de una pdliza de seguros . Si por ejemplo Ho es 1la
hipotesis nula de no contaminacién y H es la alternativa
que incluye algin tipo de contaminacién, podremos construir
un estadistico T éptimo bajo HO y Tg » un estadistico robus

to para el modelo descrito en H, entonces:
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v 28: - T /¢
ar (TR/ O) var ( /Ho)

premigc =
var ( s H )
/ 0

var (T / H) - var (TR/}T)

proteccidén =
var (T / H)

También se podréan utilizar tests de hipdtesis e intervalos
de confianza basados en estadisticos del tipo T - &/ ST don
de T es un estimador robusto para O, y que poseen propieda-

des de robustez.

5. PROPENSION Y RESISTENCIA A DATCS ATIPICOS

Segin este planteamiento, ya desde el conocimiento del
modelo que sigue la poblacidn, podemos conseguir distintos
grados de expectativa sobre los datos atipicos que van a apa

recer en la muestra.

En su origen el concepto surge aplicandolo a una fami-
lia de distribuciones, si es que poseen un determinado tipo
de observaciones extremas, Neyman y Scott (1971). Las defi-

niciones fueron las siguientes:

DEFINICION S.1.- Sea (x1,...,xn) una muestra aleatoria de

) el estadistico de
n:n

orden, Diremos que xn'n es un (k,n) dato atipico para un de-

una distribucién F, y sea (x1,n,...,x

terminado k > O si:

(X -X ) > k (X - X )
n:n n-1:n n=-1:n :
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DEFINICION 5.2.~ Si llamamos P(k,n,F) = Pr (X - X >
: n:n n-1:n

> (X =X )/ F) y a1k, F) =sup  P(k,n,F)
FeF

diremos que la familia de distribuciones ¥ es (k,n) PROPENSA

(a datos atipicos) si n(k,n,¥) =1 vy serd (k,n) RESISTENTE

-~

(a datos atipicos) si n(k,n,¥) < 1.

DEFINICION 5.3.- Si la familia de distribuciones ¥ es PROPEN-

SA para todo k > 0 y n 2> 3, entonces diremos que y'es COM-
PLETAMENTE PROPENSA.

Posteriormente Green (1974), demuestra el siguiente re-

sultado:

TEOREMA 5.1 : Unafamilia de distribuciones es propensa com-
pletamente, si y solo si es (k,n) propensa para algin k > O

yn >»2.

Basandose en este tipo de definiciones Kale (1977) estu

dia el comportamiento de las mixturas {(1-p) F, + p Fz) don

1
de F1 € 3‘1 , F2 cyz y O < p < 1 ; variando estas distribu-
ciones a 1o largo de toda la familia se obtiene una nueva fa
milia de distribuciones formada por mixturas de las anterio

.res. Los resultados podrian resumirse asi:

i) Si ;1 y 3‘2 son resistentes,entonces la mixtura es re

sistente, sea cual sea el valor de p.

2

ii) Con p conocido 6 al menos O < ¢, < p £ ¢, <1, basta

1 2
con que haya una familia de la mixtura que sea resis-

tente, para que la mixtura 1o sea.

iii) Sélo demuestra en casos particulares que una mixtura de

dos propensas completamente, también 1o es.

iv) Si en vez de mixturas se consideran modelos para acomo-

dar datos atipicos en los que de las n observaciones que
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idealmente provienen de una poblacidén con funcidn de distri-
bucidn F, se scspecha que una de las observaciones es de una
poblacién contaminante con distribucidn G, en ese caso demues-

tra que son propensos completamente.

En el mismo articulo se seflala la diferencia en princi-
prio sorprendente de estos dos dltimos resultados, justifi-
cado por el efecto de enmascaramiento ya que la definicidn
de propensas corresponde al caso de un Gnico dato atipico
andlogo al modelo iv) pero diferente de las mixturas, mode-

lo 1ii) que pueden permitir mas de un dato atipico.

Continua generalizando la definicidn al caso de m datos

atipicos (X Voo xn‘n) mediante:

n-m+1:n

o 11, = - X > k -
prn(k n.Fl Pr(xn-m+1:n n-m:n (xn—m:n x1:n) /F )

n _(k,n,F) = sup P (k,n,F)
m Fty m

y a partir de aqui repetir las definiciones.
Finalrente recomienda los modelos de tipo intercambia-

ble, o sea verosimilitudes:

n
a) L(x1....,xn/ 9, g) = - I f(xi, €) T_T £(x., ©) para

n i=1 J#i
un dato atipico.
1
b) L(x1n--hrx /Q, {) = m— z ].—[ f(x-' E)ﬂ f(x'v Q)
n n . i . J
() c iel jel
m n,m m m

para m datos atipicos, donde Im: conjunto de m enteros con

tenido en(1,2,...,m) y Cn m - combinaciones de n elemen-
’ .
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tos tomados de m en m, para acomodar observaciones extremas.

No obstante se plantea la necesidad de aplicar estas de
finiciones a distribuciones en particular en vez de a fami-
lias de distribuciones como se habia hecho anteriormente. En
tonces aparece un articulo de Green (1976) que demuestra el

siguiente resultado:

TEOREMA 5.2 : Ninguna familia de distribuciones, con un uni

co miembro,puede ser propensa completamente.

Habia que dar nuevas definiciones y asi continta Green
su trabajo suponiendo que la funcidén de distribucidn F(x)

verifica:
1) F(=) =1

2) F(x) <1 para todo x finito

DEFINICION 5.4.- Una funcién de distribucién F es ABSOLUTA-

MENTE RESISTENTE (a datos atipicos) si ¥ e > O tenemos que

Pr(X - X >e)+—>» 0O cuando n-+ =,
n:n n-1:n

DEFINICION 5.5.- Una funcidén de distribucidédn F es RELATIVA-

ENTE RESISTENTE (a datos atipicos) si para todo k > 1, se

tiene que Pr ( ~—2i—0 5> k ) m—> 0 cuando n=- = .

DEFINICION 5.6.~- Una funcidén de distribucidén F es ABSOLUTA-
MENTE PROPENSA (a datos atipicos) si existe une >0 ,8 >0

- s .
y un no tales que Pr(xn:n xn_1:n> €)> ¥n )'no

DEFINICION 5.7: Una funcidén de distribucidén F es RELATIVA-

MENTE PROPENSA (a datos atipicos) si existe k >1 ,8 >0
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\\%
3

y un no tales que: Pr (--Eiﬁ-___>k y > 8 ¥n

X
n=-1:n

i Y este es el punto de partida para el trabajo desarrollado

en los capitulos posteriores.

Los demas resultados que aparecen en la publicacidn de
Green (1976) y que relacionan las definiciones con el compor
tamiento asintético del maximo, serdn expuestos posteriormen
te dentro de un contexto mads general, ampliando las defini-

ciones anteriores.
Evidentemente y teniendo en cuenta que:

' min (X1,...,Xn )= - max (=X ,...,=X )

se pueden generalizar los resultados al caso de dato atipico

por excesivamente pequefio es decir un valor de X n demasia

1:
i do alejado del resto de la muestra.



CAPITULO II

CLASIFICACION DE DISTRIBUCIONES SEGUN SU
CAPACIDAD DE PRODUCIR EXTREMOS ALEJADOS
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CAPITULO II

CLASIFICACION DE DISTRIBUCIONES SEGUN SU CAPACIDAD DE PRODU~
CIR EXTREMOS ALEJADCS

1. SUMARIO

Después de la relacidén de algunos resultados importan-
tes, utilizados en el capitulo, pasamos a generalizar las
definiciones de Green (1976); en un primer paso suprimiendo
10s supuestos sobre la funcidn de distribucidn, y a continua

cidén utilizando conceptos de convergencia en probabilidad

tanto de la diferencia S = X - X como de la razén
n n:n n=1:n
n:n .. .
Rn = emm———— . De las definiciones correspondientes sur-
n-1:n

giran los resultados esenciales del presente trabajo.

La primera generalizacidén de las definiciones de Green
(1976) nos llevara a establecer ciertas implicaciones entre
los diferentes comportamientos y la pertenencia a los dis-
tintos dominios de atraccién de los limites de maximos nor-
malizados. Con la siguiente ampliacidn, tendremos sencillas
caracterizaciones segin el comportamiento de la cola derecha
de la funcidén de distribucién y de la funcidén de densidad

cuando exista.

Al igual que en el capitulo anterior, efectuamos el de-
sarrollo considerando extremo al maximo, ya que de forma ob

via puede pasarse de un minimo a un maximo.

2. RESULTADOS PREVIOS

2.1. Distribuciones asintéticas de extremos

I

Consideremos x1,...,xn,... una sucesién de variables
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leatorias independientes e identicamenrte distribuidas segun
la funcidén de distribucién F(x). Si construimos la sucesién

ooy X veeos

de los correspondientes maximos: X 2:2° n:n

1:1°

las funciones de distribuciédn seran:

n
= = =1,2,...
Fn(x) P(xn:ns x) = F (x), n=1

El estudio asintético de esta sucesién, fue el objeti-
vo fundamental en la teoria clisica de extremos, con publi-
caciones como las de Dodd (1923), Frechet (1927), Fisher y
Tippet (1928) y von Misses (1939), cuyos resultados fueron
recopilados y completados por Gnedenko (1943). MAs tarde de
Haan (1970, 1976) aplica nuevas técnicas y demuestra mas sen

cillamente los teoremas basicos.

2.1.1. Leyes de los grandes nimeros

Siguiendo el ya citado trabajo de Gnedenko, tenemos las

siguientes definiciones:

DEFINICION 2.1.1. La sucesidn de maximos (xn'n) cumple la

LEY DE LOS GRANDES NUMEROS, si existe una coleccidn de cons
tantes (An) tales que (xn'n - An) converge en probabilidad

hacia cero, cuando n » =.

DEFINICION 2.1.2. Diremos que la sucesidén de los maximos
(xn'n) es RELATIVAMENTE ESTABLE, si existen unas constantes

positivas {Bn} tales que (---;3-) converge en probabilidad

hacia uno cuando n + = .
En los dos teoremas siguientes aparecen condiciones so
bre la funcidn de distribucidén F(x) que posteriormente ser-

viran para caracterizar las distribuciones propensas y resis

tentes de Green (1976).

TEOREMA 2.1.1.: Suponiendo que F(x) <1 para todo x finito,
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la sucesidn de los maximos (xn‘n)' cumplird la ley de los

grandes numeros si y solo si, para todo € >0

TEOREMA 2.1.2.: Suponiendo que F(x) <1 para todo x finito,
la sucesidn de los maximos serd relativamente estable si y

solo si para todo k >1 se verifica

lim -b-Z ELkx)
X+> 1 —F(x)

Geffroy (1958, 1959) demuestra ademds, que si la suce-
sién de los maximos cumple la ley de los grandes nimeros,
también lo hace la sucesidén de las (k+1)-mayores observacio
nes y con las mismas constantes; analogamente para la esta
bilidad relativa. De esta forma se puede establecer la equi

valencia de:

i) La definicidn anterior de resistencia absoluta (Defini

cidén 5.4. del Capitulo I) con la ley de los grandes numeros.

ii) La definicidén anterior de resistencia relativa (Defini-
cién 5.5. del Capitulo I) con el concepto de estabilidad re

lativa, pudiendose caracterizar las funciones de distribucidn
resistentes de Green (1976) con las condiciones de los Teore

mas 2.1.1. y 2.1.2. ya enunciados.

Basindose en las condiciones de Gnedenko (1943), carac
teriza Green (1976) las distribuciones propensas con los si

guientes teoremas:

TEOREMA 2.1.3: Una funcién de distribucidn F(x), bajo las
condiciones i) F{(=) = 1, ii) F(x) <1 para todo x finito, se-

rid absolutamente propensa a datos atipicos si y solo si exis
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ten constantes A>0 y B> 0 tales qUe: =—=—m—m——teeio > A para

todo x finito.

TEOREMA 2.1.4.: Bajo los supuestos i) y ii) del Teorema 2,1.3.
una funcidén de distribucidn F(x) serd relativamente propensa
a datos atipicos si y solo si existen constantes k>1, M>0

tales que:

----------- > M para todo x finito

Si suponemos la existencia de la funcidén de densidad
f(x), se podran enunciar los correspondientes resultados que
damos referidos a la propensidén y resistencia de las distri-

buciones correspondientes.

TEOREMA 2.1.5.: Considerando que la funcidén de distribucién
F(x) verifica 10s supuestos i) y ii) y que posee funcidn de

densidad f(x), las condiciones

a) lim —===-==- =0 para todo ¢ >0
X > f(x)

b) lim Bk 0 para todo k >1
X +» £(x)

sonsuficientes para la resistencia absoluta y relativa res-
pectivamente de la distribucidn F. También serdn necesarios

si la densidad posee una cola derecha mondtona.

TEQREMA 2.1.6.: Si la funcién de distribuciédn F(x) verifica
las hipdtesis i) y ii) y posee funcidén de densidad f(x), son
condiciones suficientes para la propensién absoluta y relati

va respectivamente las siguientes:
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a) existen constantes A >0, B>0 y x_ tales que

0

£ B
E(x4B) para todo x > X

£(x) 0

b) existen constantes k>1, M>0 y x_ rtales que

0]

k
_Ekx) > M para todo x 2 x

£(x) °
Estas condiciones no son necesarias ni siquiera afiadiendo la

condicidén de monotonia para la cola derecha de la densidad.
2.1.2. Tipos de distribucidn limite

Manteniendo la analogia con los resultados de sumas de
variables aleatorias independientes e identicamente distri-
buidas, donde en vez de potencia n-ésima de F(x) se obtiene
la convolucién n-ésima, nos planteamos las condiciones nece
sarias para que existan colecciones de constantes (an) y (bn)

donde an> 0, que hagan converger debilmente la sucesidn:

-1
Fn(a x +b ) =Pr(a (X -b) £x)
n n n n:n n
a una distribucién G no degenerada, cuando n+ = . Como resul
tados importantes a utilizar daremos el teorema de Khintchi-

ne y la definicién de distribucién Max-estable,

TEOREMA 1.7.: Sea (Fn) una sucesidn de funciones de distribu
cién y G una Funcidén de distribucidén no degenerada. Sean

a >0y bn constantes tales que

Fn(an X + bn) > G(x) (convergencia débil)

Entonces, que existan una funcidén de distribuciones G‘ y
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constances cn> Oy dn tales que:
w
F(c x+d ) =——>G (x)
n n n %

es equivalente a que:

[of
L —> a y a-1(d - b )»—>Db
an n n n

para algin a>0 y b, entonces

G!(x) = G(ax + b)

es decir G y G! son distribuciones del mismo tipo. Por tanto

mas que una distribucién limite tendremos un tipo limite.

DEFINICION 2.1.3.: Diremos que una funcién de distribucién

no degenerada G(x) es MAX-ESTABLE si para todo n = 2,3,...

existen constantes an> oy bn tales que:
n
G (ax+ b ) = G(x)
n n

Asi se pasa a resolver el posible comportamiento asintético
de los mdximos normalizados de una forma completa mediante

los siguientes teoremas:

TEOREMA 2.1.8.: Toda distribucién max-estable es del tipo de
valores extremos es decir igual a G(ax + b) para algun a> 0

y algin b, donde:
TIPO I : (6 /A(x) en la notacién clésica)

G(x) = exp(-e %) —acx< -

TIPO II: (& §q(x))
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G(x) =
L~exp(-x-°) (para algina >0) x>0

TIPO III: (6 !a(x))

f exp (-(-x)a) (para algina>0) x<O
G(x) =

1 x>0

Inversamente, cada funcidén de distribuciones del tipo

da valores extremos es max-estable.

Y como punto final a esta parte de la Teoria de Extre-
mos tenemos el Teorema de los Tipos Extremos, al que asi lla

man Leadbetter, Lindgren y Rootzen (1983).

TEOREMA 2.1.9.: Si la sucesidn de los maximos (xn-n) es tal

que para algunas constantes an> Oy bn' verifica

Pr(a’ (X -b) €x)
n n:n n

> G(x)

donde G(x) es alguna funcién de distribucidn no degenerada,
entonces G es de alguno de los tipos de valores extremos que

aparecen en el Teorema 2.1.8.

Inversamente cada funcién de distribucidén G(x) del tipo
de valores extremos puede aparecer como limite de maximos
normalizados; de hecho.es el limite si se considera que la
sucesién de variables aleatorias tiene como funcidn de dis-

tribucién comin G(x).
2.1.3. Caracterizacidén de los dominios de atraccién

Diremos que la funcidn de distribucidn F pertenece al
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dominio de atraccién (para maximos) de la funcidén de distri-

bucidén G(x) que sera del tipo de valores extremos si existen
n W

constantes a, >0y bn tales que: F (anx + b“) —> G(x). U=~

tilizaremos la notacién F e D(G).

Desde luego el siguiente paso en la teoria clasica de
extremos fue caracterizar estos dominios de atraccidn por el
comportamiento de las funciones de distribucidn que los com-
ponian, mas concretamente se vid que dependia de la variacién

de la cola derecha en la funcién de distribucién.
Los siguientes teoremas se deben a Gnedenko (1343).

TEQREMA 2.1.10.: Para que una funcién de distribucidn F(x)
pertenezca al dominio de atraccidén de una distribucidn del
tipo II de valores extremos i.e. Ia (x) es necesario y sufi

ciente que para todo valor de k > 0
1im =————malocolil =k con a >0

y el punto final x_= sup(x / F(x) <1) sea infinito.

F

TEOREMA 2.1.1%1.: Para que una funcién de distribucidn F(x)

pertenezca al dominio de atraccién de alguna distribucidn
del tipo III de valores extremos i.e. ¥ (x) es necesario y
a

suficiente que:

=1
F(XF)
i) exista un Xe tal que

F(xF - ¢) < 1 para todo ¢ >0

es decir que el punto final de F sea finito

(1 - F(xF - kh)
ii) lim = k para todo k>0
h+0 1 —FuF—tn
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Respecto ai dominio de atraccidn del zipo I, se dan dos teo
remas aunque segun el propio autor no tienen una forma tin

concluyente y cémoda de aplicar como 1o0s casos anteriores.

TEOREMA 2.1.12: La funcidn de distribucidn F(x) pertenece al
dominio de atraccidén de alguna distribucidn del tipo I siy
solo si existen constantes (an) y (bn) donde an> 0 tales que:

lim n(1 -7(a_ x+>5)) =e X
n a

N ew

TEOREMA 2.1,13: La funcidn de distribucidn F(x) pertenece al
dominio de atraccidén de alguna distribucién del tipo I siy

solo si es posible encontrar una funcidén A(z) que verifiqie
z A(z) >0 para z # O

lim A{z) = 0 donde XF = sup {x F(x) <1}

zZ¢tX
F

y tal que para cada x:

lim 1 - F(z + z A(z) x) = e X
z X 1 - F(2)
siendo x, = sup (x / F(x) <1) punto final de la distribucién.

F

Observacidén: El enunciado del teorema 2.1.13, correspondea
L. de Haan (1971), ya que en el de Gnedenko (1943) se exice
la continuidad de A(xﬁ. que después no se utiliza en la de-

mostracidn.

Para concluir este apartado resumimos el trabajo de wn
Misses (1936) en una serie de condiciones suficientes de pr
tenencia a los diferentes dominios de atraccidn en el casc

de existir la funcidén de densidad f£(x).
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TEOREMA 2.1.14: Dada la funcién de distribucién F(x) que po

see funcién de densidad £(x), las condiciones suficientes pa

ra que pertenezca a cada uno de los tres dominios de atrac-

cidén son

TIPO I:

TIPO

TIPO

II:

III:

siendo x

cién.

F

las siguientes:

-f(x) tenga derivada negativa para todo X en un in-

erv X, X X -
tervalo ( 5 F) donde e €

-f(x) = 0 para x » XF

e JENX) Q- ECO)

b'4 oXF fz(x)

-f(x) >0 para todo XX, donde x, es finito.

- lim  ———— =a >0

-F{x) >0 para todo x en un intervalo finito (XO'XF)
-f(x) = 0 para x > X

F

(xp—x) £(x)

=sup {x / F(x)<1}, punto final de la distribu-

En la demostracién de 1los teoremas anteriores se obtie-

nen también las constantes normalizadas a vy bn' No obstante

en de Haan (1970) se hace un estudio mis exhaustivo de la ob

tencién de dichas constantes en términos de los cuantiles de

F y para situaciones mas generales.
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EJEMPLOS:

A continuacidn citaremos algunas distribuciones conoci-

das de los distintos dominios de atracciédn:

Al de tipo I pertenecen: Normal, Exponencial y la pro-

pia distribucién A(x).

En el de tipo II estd la distribucién de Pareto, y la

de Cauchy asi como toda la coleccidén ( ¥, (x)), >0

Por Gltimo dentro del dominio de atraccidén del tipo III
estaran distribuciones con punto final finito como por ejem-
plo la Uniforme en (0,1), la Exponencial truncada en un va-

lor X y las propias distribuciones de la familia (Yu )o>0'

También hay distribuciones que no pertenecen a ningin
dominio de atraccidn, como es el caso de la Poisson, y la
Geométrica, para las que el {nico posible limite del maximo

normalizado es degenerado.

2.2. Funciones de variacidn regular. Aplicacidn a la teoria

de extremos

El concepto de variacidén regular para una funcidn posi-
tiva, lo introdujo Karamata en 1930. Desde entonces ha tenji
do multiples aplicaciones, en particular dentro de la teoria

de la probabilidad.

La justificacidn de esta gran aplicabilidad dentro del
campo de las probabilidades esti, segin Feller (1966), en
que las funciones de distribucidén son mondtonas y se tiene

el siguiente resultado:

LEMA 2.2.1: Sea U una funcidén monétona positiva en (0, =),

tal que:
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________ +——> R(x)< = cuando t +~ =

en un conjunto denso A. Entonces:

R(x) = x° donde - =

A
°
n

[]

Este comportamiento es el de las funciones de variacidn regu
lar, sip 2s finito, aunque se extiende a funciones no necesa

riamente mondtonas.

DEFINICION 2.2.1.: Una funcidn positiva U, definida en (0, =)

es de VARIACION REGULAR en infinito si:

. [
1im =2zl = x para todo x>0 .

El numero real o recibe el nombre de EXPONENTE DE REGULARI-
DAD. En el caso particular de » = 0, se dice que la funcidn

es de VARIACION LENTA.

La variacidén regular de una funcidén, es una propiedad
de tipo local, unilateral y asintdtico, que surge al exten-
der la clase de funciones cuyo comportamiento asintdtico cer
ca de un punto es el de una funcidén potencial multiplicada
por un factor que varia mas lentamente que una funcién poten

cial.
Asi puede considerarse esta nueva definiciédn:

DEFINICION 2.2.2: Una funcién positiva (definida en (0, =)

varia regularmente, con exponente p (diremos que es o -VARIAN-

TE) si y solo si es de la forma:
U(x) = x” L(x)

donde L(x) es una funcidén de variacidén lenta.



Diremos que una funcidn U(x) es de variacién regular en el
cero si U(1/x) es de variacidn regular en infinito. Por tan
to podemos definir la variaciodn regular en cualquier punto

finito sinplemente trasladando el origen de la funcién.

Estas definiciones pueden extenderse al caso o = fe sicon-
sideramos:
C para x < 1 I -« para x < 1
x“= 1 para x =1 x = 1 para x =1
= para x > 1 L 0 para x > 1

DEFINICION 2.2.3: Una funcidn positiva U definida sobre

(0, =) es de YARIACION RAPIDA en infinito si:
lim  —==o=i- = X para todo x > O
t

con p= 1 «.

Ejemplos:

- Cualquier funcidn eventualmente positiva y medible
que posea in limite finito cuando x += es de variacién len-

ta.

- E1 ejemplo mids sencillo de funcidén de variacién lenta en

infinito es L(x) = log x y cualquier iteracidén de las mismos.

[ )
- Entonces U(x) = x 1log (1+x) es # -variante.

- También se tiene que L{x) = arctg x es de variacidn lenta

b s s P c e s
y U(x) = e es de variacidn rapida en infinito.

- Por Gltino funciones de tipo oscilatorio no amortiguadas

no varian regularmente como en el caso de :



F(x) = 2 + sen x

A continuacién expondremos algunos resultados debidos a Kara
mata, posteriormente recogidos por de Haan (1970) de gran a-

plicacién en la Teoria de Extremos.

TEOREMA 2.2.1: Sea U una funcidn positiva definida en (0, =)

e integrable sobre intervalos finitos, entonces son équiva-
lentes:
a) U es de variacidn regular con exponente p > -1
x U(x)
b} lim FRTTTms—= = e+ 120
Koo I u(t) dt
(o]

c) (T2 de Representacién). Existen funciones reales c(x) y

a(x) tales que

1im c¢(x) = ¢ (0<c < -i>

X+»

1im a(x) =p > -1

X »»
x
y se verifica: U(x) = c(x) exp ( J ~ale) dt )
1 t

TEOREMA 2.2.2: El1 mismo enunciado anterior paras < -1 reem-

plazando el apartado b) por:

x U(x)
b)' 1if —cmeemeeeeee = —p=1 5> O
- N
X e U(t) dt
x

COROLARIO 2.2.1: a) Si U es de variacién regular con exponen




x

te p >-1 se tiene que: Ul(x) = f U(t) dt es de variacién
0

regular con exponente p + 1.

b) si U es de variacién regular con exponente ¢ <-1 se tiene
-

que: U2(x) = I U(t) dt es de variacién regular con exponen
X .
te o+ 1.

Para funciones de variacién rapida se puede dar una versién

mas debil de los resultados anteriores.

TEOREMA 2.2.3: a) Una funcidén no-decreciente y positiva U,

definida en (0, =) es de variacién ripida con e = = si y

solo si:
- x U(x)
lim —cemceecee—e = -
X+ U(t) dt .
0

b) Una funcidén no creciente y positiva U definida en (0, =)

es de variacién répida con »p = -=si y solo si:

b4 U(x)
1im  —gg—————————— - -
Xr= J U(t) _dt
x t i

Dado que la variacidén regular es una propiedad asintdtica es
suficiente que las condiciones de los teoremas sobre la fun-

cién sean validas en intervalos [A, =) para algtn A >0.
PROPIEDADES:
1 .- Si U es p~variante en infinito (-= < p < = ). entonces:

1im 109 U(x) y por tanto:

X »» l10g x

~40-~
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lim U(x) =

X+

= si p >0

2 .- Si U es p-variante en infinito (-= < p < = ) se verifi-
ca que para todas las sucesiones (an) y (bn) de nimeros po-

sivitos tales que:

lim a =1lim b = = y lim -BE_=C
nNee nes n-+e n

donde 0 <c < « tenemos:

Sip# 0 (-» < p <+=) el resultado es valido también para

c=0ycC=-,

Si p= ¥« 1a conclusién es cierta para funciones monétonas
Uyc#1 (0scg =),

3 .~ S8i U es p-variante en infinito (-« < p < @) 1la relacién:

. ‘U
1im -SEX)L e
tre U(t)
se da uniformemente sobre intervalos finitos de la forma:
(X1. xz) con O«¢ X, <X, < =

Si p <0 se puede eliminar la condicién x, < =

Si p >0 y U estd acotada sobre intervalos acotados podemos

tomar x1 = 0 :
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4 .- Toda funcidén de variacidn regular con exponente a # O
es asintdética a una funcidén estrictamente monétona y de va-

riacién regular con el mismo exponente.

5 .- Sea U una funcidn e-variante (- e < p < «) y supongamos
que existe una funcién mondétona u tal que para todo x positi

vo

x
U(x) = J u(t) dt
o]

entonces

Si se considera que u(x) = U'(x) es continua para x » B don

de B> 0 y que U(x) es positiva se tiene el resultado inverso.

EXTENSION DEL CONCEPTO DE VARIACION REGULAR

. . + + .
Se consideran funciones U : R* ——> R tales que existe
-2 + + ” P
una funcién £ : R =—> Ry un numero real ¢ tal que verifi-

can:

_u(t. xf(t))

———————— = X

]

lim para todo x positivo

too u(t)

Asi para funciones no decrecientes U y en el caso particular
de p= 1 (restricciones que no nos hacen perder generalidad -~

en los resultados) tenemos 1la clase T :

DEFINICION 2.2.4: Una funcidén no decreciente U: R +—> R

pertenece a la clase I si se 44 alguno de los apartados si-

guientes:
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a) existe una funcidén positiva £ tal que para todo numero

real x:
lim U(t + x £(t)) = X
t oo u(t)
b) X (y
u(x) (J I u(t) dt dy)
.o x 2
x ( J U(t) dt)
0

c) existen funciones reales c(x), a(x),b(x) y un nimero real

¢ tal que:

c(x) >0 : 1lim c¢(x) =c > 0
X »=

lim a(x) =0

X o=

X
J b(t) dt > 0 ; 1im b(x) =0
o] X +=

x
y para todo valor x : U(x) = c(x) exp (‘J -__liiifl_ dt)

t
o I b(s)ds
0

También tiene interes el estudio de la clase R, compuesta
por las imagenes inversas de las funciones de la clase I .
Para profundizar en estos temas citaremos la publicacién de
L. de Haan (1974). .

APLICACION A LA TEORIA DE EXTREMOS

Si se analizan las condiciones de pertenencia a los di
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ferentes dominios de atraccidn, estas podran expresarse en
términos de variacidn regular de la ccia derecha de la fun-

cién de distribucidn.

TEOREMAl2.2.§: i) La funcién de distribucidén F pertenece al
dominio de atraccién de una funcidn de distribucidn del tipo
IT i.e. la(x) si y solo si (1-F(x)) es de variacién regular

con exponente - a , en infinito.

ii) La funcidén de distribucidén F pertenece al dominio de
atraccidén de alguna funcién de distribuycidnm del tipo III j.e.
. . . 1
vy (x) si y solo 51.x? < »y ademas 1 - F(xF - —;-) es de va
a

riacién regular con exponente (-s) , en intinito.

TEOREMA 2.2.5: Una funcidn de distribucién § pertenmece al do
minio de atraccidén de algunas funciones de distribucidn de
tipo I i.e./A(x) si y solo si la funcién U(x) = -T:%TET- es

ta en la clase I .

En el caso de la ley debil de los grandes numeros y la

estabilidad relativa, obtenemos las siguientes equivalencias:»

TEOREMA 2.2.5: Dada una funcidén de distribucidn F con punto

final Xes infinito, se tiene que son equivalentes las siguien

tes afirmaciones:
a) F es relativamente estable

b) 1 --F es — »—variante en infinito

c) La integral ‘j (1 - F(t)) dt es finita y
0

lim

Xow

x (1-£(x))

(1-F(t) dt
X
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COROLARIO 2.2.2: Si F pertenece al dominio de atraccidn de

A (x) y su punto final . es infinito se verifica que F es

relativamente estable.

TEOREMA 2.2.6: Dada una funcidn de distribucidén F con punto

final xF en infinito, los siguientes apartados son equivalen

tes:

a) F verifica la ley debil de los grandes numeros

b) Para todo x >0 lim  ——em—msaaa =0

c) La integral I (1 - F(t)) dt es finita y
0

1 - F(x)

lim

X J (1 - F(t)) dt
X

El Teorema 2.2.6 se deduce del Teorema 2.2.5 considerando
el hecho de que F verifica la ley debil de los grandes nime

ros si y solo si la funcidn G definida por:

(o] si x<£0
G(x) =
F(log x) si x>0

es absolutamente estable.

3. GENERALIZACION DE LA CLASIFICACION DE GREEN. RELACION CON
LOS DOMINIOS DE ATRACCION

Como es de suponer el considerar distribuciones con pun

to final finito, es decir X, = sup {x 7/ F(x)<1} < =nos con



duciri 3 funciones de distridbucidn resistentes a datos ati-
picos. Asi veremos que pueden suprimirse las hipdtesis que
llevan a exigir que el punto final sea infinito, para apli

car las definiciones dadas por Green (1976).

Para comenzar recordaremos una proposicién de Gnedenko
(1943) que trata el caso xF < » aplicado a la ley de los gran
des nimeros y a la estabilidad relativa que ya vimos eran e-

cuivalentes a las dos definiciones de resistencia.

PROPCSICION 3.°: Si la funcién de distribucién F es tal que
su punto final x_ es finito, existe una sucesién de constan-

tes (An) . An = xF para todo n tales que: la sucesidén de los

maximos cumple la ley de los grandes nimeros. Si ademas xF>

> 0, existe una sucesidn (Bn) tal que En = x_, para todo n

FD
que hace que la sucesidn de los maximos sea relativamente

estable.

PROPOSICION 3.2: Si la funcidén de distribucidn F es tal que

x_ < =, entonces Pr (X = - X 1:n> € ) /—>0 para todo
F n:n n-1:n n > -
€ > 0.
- DEMOSTRACION:

Caso 1: Supondremos que F posee una funcidén de densidad f;
entonces la funcidn de densidad conjunta de las variables

(Xn_ , X :n) sera:

1:n n

2

£ (x,y) ='-—E-!- (F(x))n- £(x) f(y) para xsy

xnvl:n. n:n n-21

por la tanto

Pr(X ~-X _  >e¢) = £ (x,y) dx dy =
n:n n-1:n JID Xn-1:n'xn:n

R RN\
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Xn:n A (O.XF) / //'
ST SR A S
o .
/ S
//// ‘
y |
L~ |
——— P(Q.e)/’ !
///// / |
E— I
S L 5
"—;7//(=.o) (%50 X .0

+= -

= J n(n-1) ( £(x) £(y) (FO)™ 2 ay) dx =
—- X+€
*e n-2

= n(n-1) (F(x) (1 - F(x+e)) £(x) dx =
X_~¢

= J F n(n-1) (I-‘(x))n-2 (1 - F{x+e¢)) £(x) dx +

n(n=1) (F(x))"™2 (1 - F(x+e)) £(x) dx

+
—
» »
")| o]
[

pero la funcién 1 - F(x+e¢) = O para todo x en (xF-c. xF).

con lo que la segunda integral se anula, y asi nos queda:

X —¢€
X >¢) =J F n(n—1)(F(x))“-2(1-F(x+:) £(x) dx«<

Pr(Xx -
v n:n n-i:n

X _—~¢€ .
F
n-2 _ n-1
< n{n-1)(F(x)) £(x) dx = n(r(xF-e))
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hemos utilizado que (1-F(x+e)) <1 para todo x<x_-¢€ y por la

F
misma razén F(xF-e) <1 con lo cual:
Pr(X - X >¢) € n(F(x -c)n'1 —> 0
n:n n-1:n F
nt——> e
entonces:
Pr(xn:n - xn-1:n> €) ;—j-g para todo ¢> 0
c.q.d.
Caso_2: En el caso general, se tiene que:
X - i - >
Pr( - xn_1:n >e) < Pr‘(xF xn:n €/2) +
- >
+ Pr(xF xn_1:n €/2)
y sabemos que Pr(xF - xn'n >c/2) —>0
° n » e
] - . - = > - =
Por--otro lado: Pr(xF X 1:n<¢) Pr(Xn_1:n Xg €)

= Pr("ha&a al menos dos observaciones, de las n, mayores qu=

xo=e) =1 = ((Flxg= )" ¢ n(Flx=en" (1-F(x - €))) =1

n - o
. . - X [ v—
es decir: Pr(xF xn—1:n >e/2) >0
. Neweo
- X > — c >
En re§umen Pr(xn:n net:n ¢ ) o 2 para todo o]
c.q.d.

Con los resultados anteriores podemos dar la siguiente defi-
nicién, sin hacer ninguna hipdtesis sobre el punto final X

de la distribucidn basica:



DEFINICICN 3.1: La funcidn de distribucién F es absolutamen

te resistente a datos atipicos si para todoc > O se tiene:

Pr(X - X >e) =0 cuando n-+ =
n:n n-1:n

Y como consecuencia de la proposicidn 3.2:

PROPOSICION 3.3: Sea F una funcidén de distribucidén con punto

final xF. finito, entonces F es absolutamente resistente a

datos atipicos.

A continuacién efectuamos el mismo tratamiento con la
resistencia relativa (Definicién 5.5 del Capitulo I) y el

punto final finito.

PROPOSICION 3.4: Si el punto final de la funcidn de distribu

cién F es tal que O <xF < «, se veritica que:

—
Pr(xn:n / xn-1:n >k) o] para todo k > 1 .

N+ =

DEMOSTRACION: Sea k > 1 , entonces
X /x =kX
n:n n:n n=-1:n
(O'XF {_-_/
i I
[,
J/’ 1

l l (XP.O)

(xF/k.O)

Pr(xn /7 X

in ! Xaerin > B € PR(X

_ n ' yn=1
= F(xF/k) + n(1-F(xF/k)) (F(xF/k))

y como F(xF/k) <1 para todo k> 1, estd Gltima expresiém con
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verge a cero cuando n - « por lo que:

Pr(X_. /X . >Kk) =0
nN +» C-q-d.

PROPOSICION 3.5: $i el punto final de la distribucién P, el

o

valor xF es negativo, se verifica que F es relativamente re-

sistente a datos atipicos.

DEMOSTRACION: Trivialmente si xn s X £ 0 se verifica

-1:n n:n

n:n . .
queé =---=~-=- ¢ * por ser variables negativas por tanto para
X
n-1:n

1 ) k
todo k > Pr(xn:n/xn—1:n> ) = 0 para todo n
y asi{ F es relativamente resistente a datos atipicos

c.q.d.
Definimos nuevamente la resistencia relativa a datos atipi-

cos, igual que en el caso anterior, sin hacer ninguna hipé-

tesis .sobré el punto final de la distribucién.

DEPINICION 3.2: Diremos que una funcidén de distribucidn F es
relativamerite resistente a datos atipicos si para todo k> 1
gse tiene:
> — > @
I’r()(mn/)(l_‘d“rl > k) 0 cuando n

.y-la consiguiente proposicién, basada en las anteriores.

PROPOSICION 3.6: Si una funcién de distribucién es tal que

su punto final es finito, entonces es relativamente resis-—

tente a datos atipicos.

Por lo tanto en el caso de tener punto final fimito, la
funcién de distribucidn correspondiente posee las dos carac-

teristicas de resistencia. Veremos a continuacidn las impli-
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cacicnes que existen en el caso de punto final infinito.

PROPOSICION 3.7: Sea una funcién de distribucidn F con Xg =

= = entonces si F es absolutamente resistente a datos atipi

cos, se verifica que F es relativamente resistente.

DEMOSTRACION: Por los teoremas de Green (1976) tenemos que

suponiendo xF = ® se dan las siguientes equivalencias:

. . 1-F
F absolutamente resistente<=> para todoe¢ >0 lim ---'—i’-fi-f-)- =

X +=  1=F(x)

F relativamente resistente<> para todo k> 1 lim ————====2 =0
X »e 1=-F(x)

Es decir que si F es absolutamente resistente = dadose >0 y

§ >0 existe un xo tal que

1ZE(x*e) ¢ g para todo x 2%

Ademis dados ¢ >0 y k >1 existe un xc') tal que:

kx(-):xé...e y kx>x +e¢ para todo x>x6

Sea xc')' = max(xo, x(')). entonces para todo x > x(')' se daran

simultaneamente las dos condiciones anteriores, o sea:

1-F(kx) < 1-F(x+¢)
1=-F(x) 1-F(x)

. L= . .
entonces: para todo k>1 : lim ---Eﬂ‘_‘fl = 0 <=>F es relati-

X += 1-F(x)

vamente resistente c.q.d.
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La implicacidn inversa no es cierta en general, por ejemplo
la distriducidn de Poisson es relativamente resistente y no

es absolutamente resistente.

En el caso de funciones de distribucién propensas a da-
tos atipicos (Definiciones 5.6 y 5.7 del Capitulo I) se dan
las siguientes implicaciones:

PROPOSICION 3.8: Si F es una funcién de distribucidn con Xp=

= e absolutamente propensa a datos atipicos se verifica que

f no es absolutamente resistente.

DEMOSTRACION: Utilizando el Teorema 2.1.3 , si F es absolu-

tamente propensa existene¢ >0, 8 >0 y un n_ tales que:

(o]

Pr(X - X >¢) 2 & para todo nxn_ =>existe un¢>0
(Xin a-1:n>¢’2> & P "o

tal que iim Pr(X - X. _ >¢) # 0 t=> F no es absolu-
' N ew n:n n=1:n

tamente resistente ) c.q.d.

Por lo tanto la definicidén de absolutamente propensa a datos
atipicos no tiene ningin sentido en distribuciones con punto
final finito.

'PROPOSTCION 3.9: Si F es una Funcién de distribucién con Xe =

- relativamente propensa a datos atipicos, se verifica que

F no es relativamente resistente (y por tanto no es absolu-

tamaente resistente, tampoco) -
DEMOSTRACION: Anilogamente a lo anterior, utilizando la razén

x -
R n:n

n-1:n



" PROPOSICION 3.'0: Si F es una funcién de distribucidn con

xF =« y es relativamente propensa a datos atipicos, se ve-

rifica que F es absolutamente propensa.
DEMOSTRACION: Tenemos que llegar a que:

Existen k>1, § >0 tales que -l~:-5£551-> § para todo x =>

1 - F(x)

. 1 F
=> existena>0, y£&8>0 tal que —evemm—ee—se > apara todo x

Lo demostramos con la negacidn de las condiciones anteriores,

asi supongamos que:

1 - F(x6+s)
Dados a> 0, 8> 0,existe xé tal que ——--————————e <a
- F(x!'
1 (xo)
x .
Sea un g > 1, entonces existe un x tal que:
8
E 3 4 B!
X +8 =8 x 6 sea x = —————
8% s ® 8 8*-1

Si x& es tal que verifica: ————ee—me—————e <apara todo a

veamos que xé no puede ser menor que X . "
8

Supongamos x' < X entonces:
0 g X

3 ®
1-F(x'+ g ) 1-F(x ¢ +8 )
2 > 8% > (1-F(8® /8 %1)) =a
1-F(x6) 1-F(x6)
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-
x £ 1-r(xé+ a)
por tanto existen a > 0, 8 > 0 rales que: —————————ea ->a

en contradiccidn con la hipéresis, asi que:

xb >x . pero si esto ocurre asi:

[ xé > xé + 8 lo cual implica

< < a8 para todo a .

es decir F no es relativamente propensa c.q.d.

Como resultado final, vamos a relacionar el comportamiento

de las distribuciones respecto a ios datos atipicos, consi-
derados como maximos demasiado alejados, con los dominios de
atraccidn de los tipos de distribuciones de valores extremos

ya descritos en el Teorema 2.1.8.

TEOREMA 3.1: Dada una funcidén de distribucién F, se verifi-

can las siguientes. implicaciones:
a) Fe D(A) => F es relativamente resistente a datos atipicos

b) FeD(§ ) =>F es relativamente propensa a datos atipicos =>
a

=>F es absolutamente propensa a datos atipicos.

¢c) Fe D(vg)::vF es absolutamente resistente a datos atipicos
(e=>F es relativamente resistente ya que el pun

to final sera finito).

DEMOSTRACION:

a) si X< = se ye;{fiqa que F es tantq relativamente.come .ab -

i Qe - o
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solutamente resistente,

Supongamos x_ = =, entonces, por el Corolario 2.2.2.,

F
se verifica que F es relativamente estable, equivalente, en

este caso, con que F sea relativamente resistente a datos a

tipicos.
b) Si Fe D(§q)<=> por el Teorema 2.1.10)(lim —l:ELEZl =k~ °
(para algin a> 0) y += 1-F(y)
x_=.
r

para todo k > O, por tanto para todo B> 1, k>0 se tiene:

1/ Bk%¢ 1im --Z2iXYll € B/k
yo. 1-F(Y)

asi existird un Yo tal que para todo y » Yo

1-F(ky) !

= M1
1-F(y) B k¢
Yo 1-F(ky) 1-F(ky,)
Sea -=—= <y £ yo entonces > = M2
k 1-F(y) 1-F(y/k)
Yo 1-F(ky)
sea y < --—— entonces =——-=2-Zi. 31 - p(yo) = "3
k 1-F(y)

de esta forma seleccionando M = max (H1.H2,H3) nos queda

......... > M para todo y .

condicién necesaria y suficiente para que F sea relativamen-
te propensa, 1o que implica, dado que el punto final es in-

finito, que F es absolutamente propensa por la Proposicién
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)

c) Si F D(!a) para alguna> 0 <=>

1—F(xF-xh)
L 1im === —————— = X% ¥ x>0
" h+0 1-F(xF—h)

entonces por ser ! punto final finito la distribucién seri

absolutamente y relativamente resistente a datos atipicos.

COME&TAerS: Las definiciones de Green (1976) suponen un pri
mer paso muy valioso en todo el planteamiento de 1la propen-
sién y resistencia, pero adolece de algunos inconvenientes,

incluso con nuestra generalizacién del apartado 3.

Por ejemplo, no discrimina entre las distintas funciones
de distribuycidén con punto final finito. También, consideramos
que las definiciones de propensidén suponen simplemente una ne
gacién del concepto de resistencia pero se pierde el signifi-
cado que tenia ésta, respecto al comportamiento de la dife-

rencia, o ragdn en cada caso, de los extremos superiores.

Las definiciones que propondremos a continuacién, supe-
ra estas anomalias, dando una clasificacidén mas completa de

las distribyciones.

4. DISTRIBUCIONES PROPENSAS (SP), NEUTRAS (SN) Y RESISTENTES
(SR) SEGUN EL COMPQRTAMIENTO ASINTOTICO DE § = X

-X
n:n_n-i:n

Corresponde a este apartado uyna de las cuestiones funda-
mentales de nuestro trabajo. Seguimos considerando como dato

atipico el extremo superior xn-n demasiado alejado del resto,

-

representado por el siguiente extremo xn , y reflejando

-i:n
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la distancia por la diferencia entre ambos S = X - X .
n n:n n-1:n

Analizaremos por separado distribuciones con punto final
infinito y finito, solucionando este dltimo caso con la apli-

cacién del primero a un cambio de variable.

4.1. Caso de punto final infinito

Sean funciones de distribucién F, tales que su punto fi-

nal x. = sup {x / F(x) <1} es Xo = =

4.1.1. Definiciones de distribuciones SP, SN y SR

DEFINICION 4.1.1: Diremos que una funcién de distribucién F
con xF = » es RESISTENTE con la suma a datos atipicos, y la
denominaremos SR, si sn H oP(1), es decir para todoe > O
lim Pr(sn> ¢) =0
New

Esta definicidn coincide con la de resistencia abseluta
de Green (1976). Las dos siguientes son las que constituyen
la novedad de nuestro planteamiento al desglosar la no resisg

tencia en dos comportamientos diferentes.

DEFINICION 4.1.2: Diremos que una funcidén de distribucién F,

con xF = o, @5 NEUTRA con la suma, a datos atipicos y la de-

nominaremos SN si

Sn H OP(1)

sn A 09(1)

es decir si Sn estd acotada en probabilidad pero no conver-

ge a ~ero en probabilidad.

Teniendo en cuenta el significado de la notacién 0P y
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o podemos enunciar la siguiente proposicidn:

P'

PROPOSICION 4.1.1: Dada una funcidn de distribucidn F que

posee funcién de densidad £ sera SN si:
a) Para todoe>0 ,Ece 'yHNc tales que: Pr(sn> c:)z €

para todo n ;Nc Yy c3c,

b) Existen ¢

4
o<1 y c >1 tales que:

3 e
Pr(sn> c’) = 5 ~para infinitos mr's.

DEMOSTRACION:

Para que una funcidén de distribucidén F sea SN deben

cumplirse las condiciones:

a) sn = OP(1). es decir para todo ¢ >0, existen c_,N_ tales que
Pr(sd> c‘)< ¢ para todo n»> N‘ Yy por supuesto para todo c¢> c,
=B) $n,¥ OP(1i¢es decir negando el que para todo ¢>0 el

tim. Pr($ﬁ> € ) = 0.nos queda

New
4 . > ; > infi-
Existen c0> 0». L 0 tales que Pr(sn c0)> ‘o para infi
nitos n's.
Si aplicamos a) al 9 de b), existen ¢, y N_ tales que

0 0

Pr(S > ¢ )< ¢_para todon> N y c>c¢c, es decir para in-
n ‘0 (o] to eo

finitos n's.

También por b), existe o tal que Pr(sn> c0)>'¢o para infinitos n's
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gvidentemente Sy, va que kic) = Pr(sq> c) es mondétona no cre
0 r
ciente para cualquier n.

Por otra parte:

+ -
1 - -
k(c) = Pr(Sn>c) =J _LoFixse) n(n=-1)(F(x))" 2(1—1-‘(x))t~'(x)dx
- 1=-F(x)
donde: n(n=1)(F(x))"™2 (1-F(x)) £(x) = £, (x), la funcién
n-1:n
de densidad del segundo extremo xn_1.n .
1-F(x+c) .. .
COmO ~==——e=——=e es una funcidn continua en c para todo x y
1-F(x)
ademas
JLoElxee) £y (x) | <€, (x) para todo ¢
1-F(x) n-i:n n-1:n
donde

+o T
J L% (x) dx =1

- n-=t:n

. o . 3
resulta que k(c) es una funcidén continua, luego existe un c¢

tal que Pr(sn> c‘) =‘c0‘para infinitos n's siendo c0< c®«< c.
s]

c.q.d.

DEFINICION 4.1.3: Diremos que una funcidn de distribucidn es

PROPENSA con la suma y la denominaremos SP si Sn —2—>- cuan-

do n+ =, es decir si para todo ¢>0 1lim Pr(sn >e) = 1.
n-‘-

Con estas definiciones, se conoce el comportamiento de
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10s extremos an los diferen:zes casos pero no son aplicables
con facilidad a los casos particulares. Por esto hemos esta-
blecido una relacidn con propiedades de la funcidn de distri-

bucién bdsica.

4,1.2.~ Caracterizacidn con propiedades de las funciones de

distribucién
TEOREMA 4.1.1: Una funcidn de distribucidén F con X, == se-
. . . . 1-
rd SR si y solo si para todoe>0 1lim ISRlxre) g

X - 1-F(x)

DEMOSTRACION: Utilizando el paralelismo entre la definicién
de SR y que el maximo cumpla la ley de los grandes numeros,

es un resultado de Gnedenko (1343).

Para demostrar los siguientes teoremas de caracteriza-
cidén, necesitamos suponer que existe funcidén de densidad
ademis de un resultado debido a Schuster (1984) que enuncia

remos a continuacidn:

TEOREMA 4.1.2:-Sea F una funcién de distribucién absoluta-

mente continua, con densidad f y xF = =« , Supongamos que el
P R £(x) . . e
s~ limite h1 = lim —=——e—- existe y es posiblemente infinito
’ X v 1~F(x)
Entonces
-P
R =

0 ¢=> S +re> ®
n

S = OP(1)

a donde Oc¢a< o <=>

2
n

s £ op(1)



A partir de aqui caracterizaremos las distribuciones propensas

y resistentes de forma analoga al Teorema 4.1.1.

TEOREMA 4.1.3: Una funcidn de distribucidén F con Xp ==y

funcién de densidad f es SN si y solo si

Para todoe> 0 1lim -LZE{Xre) _ o€ 4onde ¢ = 1im --E{X)__

X+ 1-F(x) X += 1-F(x)
suponiendo que O0<c < = y que F es estrictamente mondtona

DEMOSTRACION:

S sOP(1)

=>) Si F es SN entonces <=> lim —===S"&-- =cC

Sng oP(1)

donde 0<c <« epor el Teorema 4.1.2,

1
' 4 109 7257%7
Esto equivale a: lim = Cc<=> para todo M>0
X +» dx :
existe Xq tal que:
d log =-=+-+
1-F(x) -Cl< M para todo x > xo
dx
o sea
1
d log =—=+-+
€ =M< mmmee P e m para todo x> X
dx

Tomemos un €>Q cualquiera, entonces para todo x'> xo, se tie

ne:



X'+e X'+ ¢ ] X'+ ¢
(c-M) dx <J d log —==-—= <

M
' . TIFTR) ’ (c+M) dx
) x X X
es decir:
e (c-M) < 1log -l:Eii-l-—- < ¢ (Cc+M)
1-F(x'+¢€)
10 que implica
- 11— ' - -
e+M£ e €< < —--Eif-tfl- < e ce e Me para todo x' > x
1-F(x')

y como es también para todo M > O

1- -
Fxze) ce tal que 0<c< =

. 1- -
< ) Supongamos que para todoe >0, lim Fixse) = e ce

X = 1-F(x)

donde 0<c< =,

Como x

temente grandes, F es cdbncava, luego

_F(x) = Flx=e) £(x) < Fix+e) - F(x) para todo € > 0
€ €
También : 1im -LZE(XrE) | Ceco> i _1zF(xce) _ ce
X+ 1-F(x) Xw 1-F(x)

de manera que:

F =" y F es estrictamente mondétona, para x's suficien-

—62-
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F(x) - F(x-¢) . £(x) < F(x+e) - F(x)
€ (1-F(x)) 1-F(x) e (1-F(x))
que implica: 1/¢ (—o2E8¥z€) gy ¢ _ELX) o0 (0 2 J1ZElxze)
1-F(x) 1-F(x) 1-F(x)

. . 1- -¢€)

Como ademas: lim (—-—Eif-fL - 1) = ec:_1 2
X+ 1-F(x) <

12 '

pan )

<=

().’f;?

o

' 1-F - L7

lim (1 - ___E.S)_(:El_ =1 - e € g’
X+w 1-F(x) 2

y desarrollando en serie la funcibén exponencial:

cuando ¢ - 0 para 0<c < =,

Lo aplicamos en la cadena de desigualdades anterior

C - 0(€) € ======- < ¢ +0(¢) para x suticientemente grande

y obtenemos: lim —=—=c-- = C c.q.d.

TEOREMA 4.1.4: Una funcidén de distribucién F con Xp == ¥
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funcién de densidad ¥ serd 3P si y solo si para todoe >0 ,
. 1-F(x+e€ . . .
lim -——-L-—-l- =1 , suponiendo F estrictamente mondtona.
DEMOSTRACION:
=>) Supongamos que F es SP, entonces Sn '—P->'10 que es equ_i_

valente a lim -~-w-=sie- = 0.
X o 1-F{x)

por tanto para todo M> 0, existe xO tal que:

. -
4 og(1-F(x)) | M para todo x > xg

dx

d log(1-F(x))
dx

< 0

10 que es igual -M

ya que log{1-F(x)) es una funcidén monétona decreciente

Sea une > 0 cualquiera y x' > xo

X'+e
-Me < J d log(1-F(x)) < O
xl

asi



. 1-F(x+e¢)
que nos lleva a que: lim 10g ————————=e
hed 1-F(x)
. 1-
es igual: lim ———Eififl- 1
X+ 1_F‘(x)
<=) Supongamos que para todo €>0, lim
x-‘.

. 1- '
= 1im ____Eif_l_-
X'em 1=-F(x'-¢)
Como Xp =<y F estrictamente mondtona,

l1a funcidn de distribucidén F es cédncava,

te se tiene:

1-F(x+¢€)

1-F(x)

para valores altos

y asi necesariamen

JElxre) = FUX) o piyy < FUX) Z Flxz€) 1o todo €5 0
€ €
y también
1,6 (1 1zE(x+e) ) £(x)_ ¢ 1/¢ (_1_5£§:il_ 1)
1-F(x) 1-F(x) 1-F(x)

1im £ o <=>§_+=——> = por el Teorema 4.1.2., o sea F
X+= 1-F(x)
es SP

c.q.d.

Utilizando la definicidén de funcién de variacidn lenta
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obtanemos una condicidn suficiente para la propensidn:

TEOREMA 4.1.5: Si F es una funcidén de distribucidn tal que
U(x) = 1-F(x).para x> O es una funcidén de variacién lenta

en infinito, se verifica que F es SP.
DEMOSTRACION:

Tendremos que demostrar:

~F! 1-
1im _l_;;Efl_ =1, ¥ k>0 =>1lim ---ng:fl =1, ¥e>C

X+ 1=F(x) X += 1-F(x)
sea k >1, entonces existe xO = k/k-1 tal que

kx, = k + x y kx > x + k ¥ x> x

0 o} 0
es decir: 1oF(kx) < 12E(x#k) <1 , ¥x>0
1-F(x) 1-F(x)
. - . 1- k
por tanto 1lim -1-E£5§l- =1 => 1lim -——Eiit-l— =1
X e 1-F(x) X+ 1-F(x)

sea O <k <1, entonces consideramos y = kx

lim  —=——eee=o =1 cona >1

y por el caso anterior, se verifica:



lim  —————m——e =1 con a = 1/k

Ademas si O« € < 1 <e2 se tiene:

1-F(y+ ¢_) 1-F(y+ €_)
2 1
< -= <1
1-F(y) 1-F(y)
T-F(y+ €,) 1-F(y+ ¢ )
por lo que lim -——-———eeca- =1 =>1lim ——————————- =1
yom 1-F(y) yew 1-F(y)

En el caso de distribuciones resistentes habrd que conside-

rar el concepto de variacidén rapida (DEFINICION 2.,2.3.)

TEOREMA 4.1.6: Si F es una funcién de distribucidn con X =
== y resistente con la suma a datos atipicos (SR), entonces
la funcidn definida como U(x) = 1-F(x) para x > O es de va-

riacién rdpida con indice de variacidén o = - = .

DEMOSTRACION:

Si F es SR esto es equivalente a que:

y como para todoe>0 y k > 1 existe un xo(k,e) tal que:

X + ¢ § kx ¥ x> XO , se tiene

1-G(x+€) 1-G(kx)
1-G(x) 1-G(x)

>0, ¥ x> xo(k,:)



. 1~ -
y asi lim 1z8ixre) , we>0 = 1im -1Z8LKX) o v ks

X += 1-G(x) X += 1-G(x)
Utilizando lo anterior para k'< 1

1-G(k'x)

Ejemplos:

Con estas ultimas caracterizaciones se pueden clasifi-
car de un modo sencillo algunas de las distribuciones cono-

cidas:
SR: Normal y Rayleigh.

SN: Exponencial, Logistica, Doble exponencial A(x), y Lapla-

ce.

SP: Pareto, la distribucidén de valores extremos !u (x) para

cualquiera >0, Cauchy y tn-Student.

4.2 Caso de punto final finito

Si tenemos una funcidn de distribucidn F con punto final

Xe finito, donde Xc =4sup (x tal que F(x) <1), se verifica

que S > 0 cuando n+ =, siendo S = X - X (PRO-
n n n:n n-1:n

POSICION 3.2). Por tanto todo este tipo de distribuciones se

rian resistentes con la suma, es decir SR con la notacién del

apartado anterior.

1
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Este comportamiento es perfectamente congruente con la
intuicidn, pero nos interesara discriminar dentro de estas
distribuciones, segun la forma de converger a la unidad en

las proximidades del punto Ffinal.

Para esto, si X es la variable alearoria con funciédn
de distribucidén F, pasaremos a la variable aleatoria Y =
1 . . . . .
= mm————— , cuya funcidn de distribucidn es G(y) = F(xF-1/y)

x, - X
F

tal que su punto final xG ==, con lo que podemos aplicar

las definiciones del caso anterior.

El paso a la variable Y puede justificarse en la forma
de estudiar las variaciones de las diferentes colas de las
distribuciones. Seglin esto como nos interesa el comportamien
ta de 1-F a la izquierda de xF, esto serd el mismo que el de
H, donde H(z) = 1—F(xF-z), a la derecha del cero.

Pero H, es la funcidén de distribucidén de Z = Xg - X .
No obstante interesa trasladar el estudio de la cola de una
funcién de distribucién al de la cola de otra, por lo que
pasamos a la funcién G, donde 1-G(y) = H(1/y), ya que el com
portamiento de 1-G en el infinito coincide con el de H en el
cero, Asi llegamos a estudiar G(y) = F‘(xF - 1/y) que es la

., . . L. . . 1
funcidén de distribucidn de la variable aleatoria Y = ——————-
xp - X

C . . . . b 3 3 %
4.2.1. Definiciones de distribuciones SP°, SN y SR
Segin la introduccién anterior si X es la variable alea
toria con punto final finito, las detiniciones sobre su ca-

racter en cuanto a datos atipicos van a surgir de las defini

. . 1
ciones que ya tenemos sobre la variable Y = ——————e- . Por
xF - X

tanto veremos en primer lugar la relacién que existe entre:
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=X - X ) ' = -
sn n:n n=-1:n y s Yn n {n-1 n
Evidentemente si X, n€ eee € X L se verificara Y, ¢ ...
1
...§Y donde Yk' S e ————— , asi:
: X_ - X,
F Kx:in
1 1 .
S' = - R n-i:n n:n -
- X - X -X -
XF n:n xF n-1:n (xF n ) (XF xn-1: )
S
_ n
-X X
(XF n: ) (XF n-l:n)

y como < podemos acotar:
x_-X x. -X
F "n:n n:n
Sn Sn
0 g =3 £8' ¢ -3 (1)
(x_-X 2T (x—x )2
F n-1:n F n
s> 0
Pero tenemos que: (x, - X ) —r o]
F n:n
x_ - X __ ) +——>0
{ F n-1:n

Por tanto el Limite de Sé dependera de .as velocidades rela
tivas de convergencia a cero en probabilidad de las variables

aleatorias anteriores.

Veamos los diferentes casos que se pueden presentar:



. n P C s
CASQ 1: 3i >0 cuando n+- = , se verifi-

ca que Sé ——> 0 cuando n.+ = que equivale a exigir que G,
la funcidn de distribucidén de la variable aleatoria Y sea
SR. Asi podemos enunciar la correspondiente definicién y un
resultado sobre el comportamiento de Sn en distribuciones re

sistentes.

DEFINICION 4.2.1: Dada una funcién de distribucién F con pun

to final x_ finito, diremos que es resistente con la suma
r
. x . . . . . .
y la denominaremos SR~ si la funcidn de distribucidn G, de-
finida como G(y) = F(xF-1/y) cuyo punto final xG es infini-

to, es SR,

PROPOSICION 4.2.1: Una funcidén de distribucidén F, con X< =

n P
>0 cuando n+ = .

. £ .
sera SR” si

DEMOSTRACION: Utilizando la desigualdad de la derecha en (1).

CASO 2: Si en la cadena de desigualdades (1) se tiene:

S
------ 2~ =0 (1) es lo mismo que exigir:
(x_=-X )2 P
F
S
Para todo ¢> 0, existe c ¢’ Nt tales que: Pr(——-—E——— 2> ce )<
(xF-Xn )

2
ero S'>¢ P -X <
P Pr( 0> E)Q (Sn/(xF N n) > ce) €

. C i e .
que implica: Sn = OP(1)
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Si exigimos ademds que ~—=———me——ue —r—> 0 =>§' g oP(T)

Por lo tanto igual que en el caso anterior nos quedari:

DEFINICION 4.2.2: Dada una funcién de distribucidén F con pun

. - . 3
to final xF finito, diremos que es neurtra <con la suma y la

. E S . - . . . L
denominaremos SN~ si la funcidn de distribucidn G, definida

como G(y) = F(xF-1/y) cuyo punto final xG es infinito, es SN.

PROPOSICION 4.2.2: Para que una funcidn de distribucién F

3 ..
con xF < »sea SN es suficiente que

( S
n
........... = 0_(1)
2 P
(XF—X. A)
y
sn
-Z-—:;-__-—;E- # oP(1)
X %h-1:n

DEMOSTRACION: Con las desigualdades (1).

sn P

CASO 3: Si en (1) se tiene 5
(x_-X )
F n-l1:n

P . . . .
=> Sé ——> ® que equivale a exigir que la variable aleatoria

Y = —em———e sea propensa con la suma, por lo tanto:

DEFINICION 4.2.3: Sea F una funcidén de distribucidén con xp< -,




. * . '3
diremos que es propensa con la suma y la denominaremos SP

si la funcidn de distribucidén G, definida como G(y)

= F(xF-1/y), cuyo punto final xG = =, es SP.

PROPOSICION 4.2.3: Dada una funcién de distribucidn F con
S

n P
2

. E JI
xF < », sera SP si -

-X
(xF n-1:n)

DEMOSTRACION: Utilizando (1).

También podriamos enunciar las correspondientes con

ciones necesarias basandonos en (1).

-~

PROPOSICION 4.2.4: Dada una funcidén de distribucidén F con

xF< = se tiene que:

P
i) Si F es st se verifica que 2 5 >0
(xF-xn-1:n)
sn
———————————— 5= = OP(1)
% (xF_xn—1 n)
ii) Si F es SN se verifica que
y
sn
------------ 5= F o (1)
\» (x -xn—1:n)
% sn P
iii) Si F es SP” se verifica que 5 ¢ > -
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COMENTARIQS: En resumen las definicicnes pueden basarse en la

idea de que maximos alejados de la variable Y = =—m—w= co-

rresponden a maximos préximos a xF de la variable X y asi los
distintos comportamientos de Y se traducen en lo mismo para

X.

4.2.2. .Caracterizacién con propiedades de las funciones de

distribucidn

Para 1os siguientes resultados tendremos en cuenta como
se traslada el estudio de la variacidn de una funcidén en in-
finito a su variacidn en cero y por iltimo en cualquier va-
lor finito, que es el objetivo de este apartado. Supondremos

que x_ > O
£

PROPOSICION 4.2.5: 5i una funcién de distribucién F con xr_k

< = €s SR® entonces la funcién definida por U{x) = 1-F(x)
para x >0 es de variacidn répida conop = -, a la izquierda
de x_.

¢ Xk
DEMOSTRACION: Considerando la funcién de distribucidn G, tal
que G(y) = F(xF-l/y), por ser F, sr® sera G, SR, y por el
Teorema 4.1.6 esto implica que la funcién definida por H(y) =
= 1-G(y) para y>0 es de variacidén réapida conp = -« en infi-

nito.

Pero que H(y) = 1-G(y) sea (- =)-variante en infinito
es equivalente a que H(1/y) = 1-G(1/y) sea de variacién ra-

pida con p== en cero lo que es equivalente a que U(y) =

= H(—=mmm Y =1 = G(==m—— ) =1 - F(y) sea de variacidn ra-

pida con p= -= a la izquierda de xF
c.q.d.



Teniendo en cuenta resultados anteriores sabemos que en
las condiciones exigidas a la funcién de distribucidn F en

S
1 + P 0 1implica que F es

este apartado el que 3
(xFﬁxn:n)

sR®. No obstante partiendo de que 1-F sea de variacidn répi-
da obtenemos una condicidén mis general como es que:

S
n P

(x_-X )
3 n:n

> 0 cuando n.= , ya que:

S S
P
1 —2 s 0 cuando n=* = => i -

(XF-xn' ) (XF_xn:n)

cuando n+=, no siendo cierta siempre la implicacidén inversa

P
pues {(x_-X ) ¥V——> 0 para n=+ = .
F "na:n

Antes de enunciar el teorema correspondiente, daremos un

lema cuyo resultado utilizaremos en la demostracidn.

LEMA 4.2.1: Sea una funcién dé distribucién F con th' y fun-

cidén de densidad f, tal que la funcidn U(x) = 1-F(x) para

x > 0 es de variacidn rapida cone= - = , a la izquierda de
x_-X
. n:n P
xF, entonces se verifica que: - ¢ > 1 cuando
x_~X
F n-1:n
n-+ =,
DEMOSTRACION:

Sea X la variable aleatoria cuya funcidn de distribu-

cién es F; si definimos a partir de ella la variable

1
Y = —m—— > 0 , tenemos:

-X
Xp



-X
xF n:n _ Yn-1 n
~-X Y
xF n-1:n n:n
n-1:n P
por lo que hemos de demostrar que ——-———-—- —> 1
Y
n:n
La funcién de densidad conjunta de (Y , Y )
n-1:n n:n
n-=2
fY (x,y) = n(n=-1) (G(y)) g(x) g(y) tal que 0gx<gYy
n-1:n

donde G(y) = F(xF-I/y) es la funcidn de distribucidn de 1la

variable Y, y g es su funcidén de densidad. Si definimos la

variable Zn = =—=——Z-=-, su funcidn de distribucién sera:
para 0<z <1 ;

H (z) = J J n(n-1) (G(x))n_2 g(x) gly) dy =
n 0 Jx/z

=4J 1-G(x/2) G (x)
o} 1-G(x) = n-1:n

donde G (x) , es a funcidén de distribucién de la varia
n-1:n

ble aleatoria Y .
n-1:n

G, (x) = GGNT + acGN™ (1-6(x))
n-1:n



que por ser Xy == sera:

Gy (x) > 0 cuando n+ e, ¥ x>0
n-1:n
Si 1lamamos hz(X) 126(x/2)  cera
1-G(x)
0 J1z8Lx/z) <1 , 6 sea h_(x) acotada para O0< z< 1
z
1-G(x)

y hz(x) continua para cada z, por ser G absolutamente conti-

nua,

. . . 1=
Ademéas lim hz(x) = 1lim _126(x/z) = 0, para cada O¢z«<t,

X -w X+ 1-G(x)

por ser G tal que U(x) = 1-G(x) en x>0 es de variacidén ra

pida en infinito.

En estas condiciones: (Chow, Teicher (1978))

1 —
lim J 16lx/z) d GY (x) = 0, para cada 0 <z <1
nee 0  1-G(x) n-i:n
Luego:
o] z <1
Hn(z) —> H(z) =} cuando n » =
1 z 21
Ta=1: P
lo que implica: n=1:n - > 1 cuando n + =
Y
n:n

c.q.d.
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TECREMA 4.2,1: Si la funcidn de distribucidn absolutamente
continua F, con x_ < = es tal que la funcidn U definida por
U(x) = 1-F(x) para x >0 es de variacidn réapida conp== a la

izquierda de X_, entonces

S
n P >0
_x - o
(xF n: ) n
DEMOSTRACION:
= X - X = -X - -
Como Sn n:n n=1:n (XF n-1:n) (XF Xn: )
S x _—-X
se tiene: 1 = -F_nzlim
{(x.-X -X
\xF n:n) xF n:n
' x"_xn 1:n P
y por el Lema 4.2.1. sabemos que r . > 1
x_-X
n:n
cuando n+ «, por lo tanto:
S
a —F 0O cuandon + = c.q.d.
-X
(XF n:n)

Para establecer equivalencias con las definiciones iniciales,
habrd que exigir alquna condicidn mads restrictiva a la fun-

cién de distribucién F.

TEOREMA 4.2.2: Sea una funcidén de distribucibédn F absolumen-
13
te continua, con funcidén de densidad f y punto final Xp fini

to, entonces:



. 1-F(x)
i) F es SR <=>1im —=———cmmeecee—ae =0
X+XT Ff(x) (x -x)2
F F
" 1-F(x)
ii) F es SN <=>1im B c donde 0O <Cc < =
X Xz £(x) (XF-X)
* 1-F(x)
iii) F es SP <=>1lim =z @

2
X>Xz £(x) (xF-X)

DEMOSTRACICN:

Por las definiciones correspondientes sabemos que el
comportamiento de F es equivalente al comportamiento de la

funcidén de distribucidén G, definida por G(y) = F(xF—1/y).

con X, ==,
on Xg
- 1 -
Entonces como 1lim —l—gizl— = lim —---—-1£52-—-—
(y) x-x=  E(x) (x_-x)°
You 9l F F
se obtienen las condiciones anteriores c.q.d.

Aplicando este teorema se pueden verificar los siguientes ca

sos particulares
EJEMPLOS:
La familia de funciones de distribucién (F )4 >0 donde

a
-1/{x_=-x)
e F

o}



. X
sera: SR para a >1
E 3
SN para a= 1 donde xF<-

SPK para a <1

. . .. . * . .
La distribucidén Uniforme es SP, al Zgual que la familia con

crecimiento polinomial en un punto finito x_ dado por:

) -1/a
e} X < X_,—k
N OF
Foi(x) = 1~k x _) _k‘1/a
a\)— P~ X X ‘K\<XF
1 ~ X » X

5. DISTRIBUCICNES PRCPENSAS (RP), NEUTRAS (RN) Y RESISTENTES

(RR) SEGUN EL CCMPCRTAMIENTO ASINTOTICO DE Rn T mm—————

Procederemos de forma andloga al apartado anterior es-
tudiando la razdn entre los dos extremos superiores. Tambien
procederemos a relacionarlas con las definiciones relativas

a la suma.

5.1. Caso de punto final infinito

Daremos las definiciones, teniendoc en cuenta que nues-
tro concepto de resistencia con la razén coincide con la re-
sistencia relativa de Green (1976) y las demas nociones for-

man parte de la extensidén que también efectuamos en el caso

de la suma.
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5.1.1. Definicicnes de distribuciones RR, RN y RP

DEFINICION 5.1,1: Dada una Ffuncién de distribucidn F con X =

= e, diremos que es RESISTENTE con la razdn a datos atipicos

y la denominaremos RR si Rn r—iio 1 siendo Rn = e——————

DEFINICISN 5.1.2: Dada una funcidn de distribucidn F con xg =
= =, diremos que es NEUTRA con la razdén a datos atipicos y

la denominaremos RN si Rn’ ya definido, es:
R EH
n OP(1)
y

-1
Rn 2 oP(1)

DEFINICION 5.1.3: Dada una funcidn de distribucién F con Xo =

= =, diremos que es PROPENSA con la razdén a datos atipicos
P

y la denominaremos RP si Rn —_— e,
La convergencia en probabilidad a infinito y las nota-

ciores OP y op fueron expuestas en el apartado anterior.

A continuacién demostraremos un resultado analogo al de
Schuster (1984) que se refiere a Sn y que ya fue utilizado

en el apartado anterior, pero relativo a Rn'

Supongamos que F es absolutamente continua, con funcidn

de densidad ¢ y llamemos:
Q(u) = F-1(u) = inf(x / F(x) 2>u) , funcién cuantilica

U ‘n al estadistico de orden k, en una muestra de tamafio

n de una U(0,1).



Dado que XF = » Yy que y cuando n + =

X w
n-1:n —> XF

podemos considerar que existe un NO tal que :ant0~xn.n >0

como Xn >0 para todo n ;NO, lo que justifica el tomar

-1:n
logaritmos antes de efectuar los limites. Asi tenemos que:

R =1 X - 1 h = .o ' -1
tog R, =109 X n g (:—1:n g O(['n:n) °9 O(Un

-32-

-1:n

si suponemos que en un entorno de uno existe la funcidn cuan-

tilica Q y es diferenciable con derivada continua 1/f(Q), si-

guiendo con lo anterior:

9

log ® = x * Crin = Yot
1 v i = .
f(O(«n)) Q(Ln)
donde U cUfgu
n-1:n ~ n n:n
1
Llamando H(u) = -——=——eeceee—o nos queda:
F(Q(u)) Q(u)
(U - U )
: =1
log R_ = H(U:) s
1 - U
n
y por lo tanto
U -Uu - U
* : -
H(U®) (--Bi0____nz1:m, o log R ¢ H(u®) (--Bin____nzl:n_,
1 - 1 -U
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ea Zn T mmme———————— , entonces se demuestra que es una va-

riable con distribucién Uniforme en (0,1). Luego:

x I -1
H(Un) (1 - Zn) < log Rn < H(Ln) (Zn -1)

. . -1
Ambas sucesiones de variables (1—zn) y (Zn -1) estan acotadas
en probabilidad es decir son OP(1) por lo que el comportamien

s e . . b3
to asintdtico de log R viene determinado por el de H(U ). Co
n n 2
% P . .
com ademas Un ———> 1 cuando n+ =, no dependeri de los dis-

tintos valores del limite, si existe: k, = lim ———cee——aaa- =
u+1" £(Q(u))Q(u)

TEOREMA S.1.1.: Sea una funcién de distribucidn absolutamen-
te continua F con Xz ==, tal que la funcidén cuantilica exis-
te y es diferenciable con derivada continua en un entorno de
la unidad. Supongamos que k1 existe siendo posiblemente infi-

nito, entonces:

i) k1 = 0<=>log Rn —E Q <=> Rn ~—2—> 1 cuando n + =
R = R =
log R OP(1) n oP(1)
ii) k1 =c¢c (0<cc<m)e=>{ y <=>{y
1 R -1 #
log Rn ?oP( ) n op(1)

cuando n + =»

iii) k1 = = «>l0g Rn '—Fl-o.@ Rn —r s . cuando n + =
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DEMOSTRACICN: Urilizando el razornamiento previo al enunciado

del teorema:

. E 4 P .
i) Supongamos k1 = 0, como Un —> 1 y H es continua se ve-

c s % P -1
rifica H(Un) —> 0 y como (Zn -1) y (1 -~ Zn) estan acota-
das en probabilidad,

P
log Rn —0 <=> Rn »—E.—) 1 cuando n + =

D
Ahora supongamos log Rn ——>(0; como para n sutficientemente

* .
grandes Un X ' , esto hace que en ese caso H(U:); 0 y asi se

verifica H(U:) (1 - Zn) F—£—>0 es decir H(U:) *—E—>O =>k1 =0

ii) Supongamos k1 = ¢ donde Q <c < =, entonces

x -1
R H - = 1 X =
log 0 < (Un) (Zn 1) => log n OP(1)

x ) -
y log Rn > H(Un) (1 - Zn) = c(1-Zn) + oP(1) =>1lo0g Rnf oP(1)

: - = x z 1) = L
Si log Rn = oP(1) —>H(Un) (1-2n)- op(‘) >H(Un) OP(1)

1

_ %x - = b 3
y log R ¥0P(1) —>H(Un) (2n -1) 7 op(1) >H(Un) £ op(1)

lo que nos lleva a k1 = ¢, donde 0 <c < =,

L %
iii) Suponemos k1 = =, entonces H(Un) —F . cuando n-+ =,

esto es: H(U:) (1-Zn) *—31->- que nos da log Rn —F e cuando

Ne @ .
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Inversamente si log Rn — . =>H(U:) (z;1 -1) —t e =

* |3 .
=> H(Un) ——>a , todas las convergencias cuando n+ = , Por

lo anterior k1 e .

c.q.d.

5.1.2.- Relacidén con las definiciones de distribuciones SR,

SN y SP.

PROPOSICION 5.1.1: i) Si F es una funcién de distribucién

SR, se verifica que F es RR.

ii) Si F es una funcidén de distribucidén SN, se verifica que

F es RR.
s » 1 b
DEMOSTRACION: Como —~B-—— = (1 - R '), el que ——-—- —> 0
X
xn.n n:n

cuando n . », NOs lleva a las implicaciones

i) Sn — 0 => Rn —E 1 para nse

ii) . % OP(1)
y => Rn —E 1 para n- = .

snf op(w)

PROPQSICION 5.1.2: Si F es una tuncién de distribucidén RN se ve

rifica que es tambien SP.
DEMOSTRACION: Partimos de la igualdad:

S, = Xpp 0 =R =X L )



y como X n b——>= cuando n + =
n:y

PROFOSICICN 5.1 Si F es una funcidn de distribucidn RP,

.3
se tiene que es SP.

fa g . . ~1
DEMOSTRACION: U:tilizando de nuevo Sn = Kn.qk1 - Rn ) y razo-

nando como en la proposicion anterior.

OBSERVACIONES: De las relaciones expuestas surge la congruen
cia con la intuicidén de que si dos observaciones estan a una
distancia pequefia entonces su razdn se acercari a la unidad
e inversamente si su cociente es alto se implicard que su

distancia también lo es.

En resumen el concepto mas fuerte de propensidén se obtie

ne con la razdén y el de resistencia con la suma.

5.1.3, Caracterizacidn con propiedades de las funciones de

distribucién

TEOREMA 5.1.2: Dada una funcién de distribucidén F, con Xo =
==, serd RR si y solo si la funcidn U(x) = 1 - F(x) para

x>0 es de variacidén rapida cons = -= en infinito.

DEMOSTRACION:

Si F es RR<=> Rn — 1 y esto segun Geffroy (1959) es
equivalente a la estabilidad relativa de la sucesidn de los

maximos que es equivalente a su vez (Gnedenko (1943)) con
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que:

lim ————e—m—e =0 ¥ k >

Para los siguientes resultados tendremos que hacer algu
nas hipdétesis no demasiado restrictivas sobre las funciones

de distribucidn consideradas.

TEOREMA 5.1.3: Sea una funcidén de distribucidn F con x_ =
SZOREMA D1 .o N
= =, absolutamente continua y mondtona con derivada continua

y positiva para xé suficientemente grandes.

i) Si F es RN se verifica que la funcidn U(x) = 1-F(x) para
x >0 es de variacidn regular con exponente de regularidad

p = - a, para algun q > O.

ii) Si la funcidn U(x) = 1 - F(x) para x >0, es de variacidn
regular con exponente p= - a, para algun a > 0, y la funcidn

de densidad f es mondétona no creciente, entonces F es RN.

DEMOSTRACION:

i) S1 F es RN <=>1im ——==——=Z-- = ¢ siendo O<c< =,
Nea 1 - F(x)

Entonces por los resultados de L de Haan (1970) (Teorema
1.2.1 b) y Lema 1.2.2 b)) se tiene que la funciédn U{x) =

=1 - F(x) para x 0 es (-c)-variante.

ii) Para demostrar este apartado nos remitimos al Teorema

2.7.1 b) en de Haan (1970).



TEOREMA 5.1.4: Supongamos que la funcién de distribucidn ¢
verifica ias condiciones del teorema anterior entonces si F
es RP equivale a que la funcidn U(x) = 1-F{x) para x >0 es

de variacidn lenta en infinito.

DEMOSTRACION:

- Supongamos que F es RP, entonces lim ————==>=- = 0 . Por
X +@ 1=-F(x)
tanto podemos utilizar las demostraciones de de Haan (1970)

particularizadas a esta situacidn.

x £{x)
Llamemos a(x) = -=-==ZZ-~ , entonces a(x) - O cuando
1-F(x)
x - .
a(x) = f(X) es decir _§£§2 = - _g-lggilﬁifll
X 1-F(x) X dx

como podemos integrar desde algun valor B> O:

X Eiﬁl dt
-)JB 7t
1 - F(x) = c, para X > B
Entonces si k > 1 :
kx a(t)
2L 4
B alxu)
1-F(kx) ) cO e - u
= * = e
1-F(x) T ake) g
c_ e B °
[¢]
y asi
1im _1-Flkx) 1



Analogamente para k <1,
- Ahora supongamos que U(x) = 1-F(x) para x>0 es de varia-

cidén lenta.
Sea k >1; como xF =« y F es absolutamente continua y
mondétona se verifica que F es céncava para valores suficien-

temente grandes. Es decir

F{x) - F((1/k)x)

x - x/k kx - x
por lo que:

F(x) - F(Q/k)x) x £(x) . _F(kx) - F(x)
(1-1/k) (1-F(x)) 1-F(x) (k=1) (1-F(x))

dado que los extremos de las desigualdades convergen a cero

cuando x + «, se tiene:

lim —=-==2Z22_ = 0 <=>F es RP

c.q.d.

EJEMPLOS:

RR: Normal; Log-normal; Exponencial; Logistica; Weibull;

Rayleigh.
RN: Cauchy; Pareto; distribucidén de valores extremos de ti-

po II (iu(x) para cualquier a«> 0).

RP: La funcién de distribucién F(x) =

1 - 1/logex xze
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5.2.- Caso de punto final finito

Como en el caso del estudio de S, = X , tene

- X
n:n n-=i:n
mos que si F es tal que su punto final es xF< = entonces F es
RR; este resultado, intuitivamente valido, no nos permite sin

embargo discriminar dentro de esta clase de distribuciones.

Procediendo de forma andloga al caso de la suma, efectua
mos un cambio de variable que nos permita aplicar las defini-

ciones del caso anterior. Asi definimos la funcidén de distri-

bucién G(y) = F(x_ - 1/y), que corresponde a la variable alea
; 1 P 1
toria ¥ = ——=——- . Los estadisticos de orden Yk-n T m——————-
XpX xF - xk:n
Y x, - X
v la razén R = n:n - F n=-i:n
Yh-1:n Xz =~ Xnin
x -
entonces R = --2i8___ |
X
n-1:n
x, - X
R™ = (RY 1) --E____min_
n n
X
n-1:n
y R -1 = (R -1) 8218 ____
n x, - X
n:n
por lo tanto
1 1
------------ (R =1) ¢ R" =1 g ————mmmmmem (Rn -1)
x X
_F
(=== - 1) (—-F_= -1
X



n
Xp P
donde -1) >0 cuando n +» =
X
n-1:n
X
(--fee oy =B 0
X
n:n

Asi el comportamiento asintdético de Ré - 1 dependera de las
velocidades relativas de convergencia a cero de las variables

citadas.

5.2.1. Definiciones de distribuciones RR™, RN! y RP!

DEFINICION 5.2.1: Dada una funcidén de distribucidén F con X <

. . x . -
< = diremos que es resistente con la razdn y la denominare-

2 .. . . .
mos RR™ si la funcidn de distribucidn G(x) = F(xF - 1/x) es

RR es decir si Ré - 1l——E-> O cuando n + = .

DEFINICION 5.2.2: Dada una funcidén de distribucidén F con

. b 3 2 .
XF<- diremos que es neutra con la razén y la denominaremos

RN® si 1a Funcién de distribucién G(x) = F(xF - 1/x) es RN

es decir
" =
Rn z 09(1)
y cuando n « =
Rn £ oP(1)

DEFINICION 5.2.3: Dada una funcidn de distribucién F con pun

. . x .
to final X <= diremos que es propensa con la razén y la de-

nominaremos RP® si la funcidén de distribucidén G(x) = F(xF-1/x)
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es RP,

Condiciones necesarias y suficientes vienen recogidas

en los siguientes resultados,

PROPOSICION 5.2,1: Dada una funcidn de distribucién F con pun

to final finito, se verifica que si para n+ = :

Rn -1 P 3
1) e —> (0 => F es RR
Xp
_____ -1
X
n:n
Rn -1
____________ B 1
11) )(F 3 OP( )
————— -}
X
n:n
=> F es RN®
Rn -1
--;; ......... ;op(1)
________ -1
n-1:n
Rn -1 p =
iii) 8§ —mmP — ——> ® =>F es RP
X
B
n-1:n

DEMOSTRACION: En todos- los casos utilizando la cadena de de
sigualdades (2).

PROPOSICION 5.2.2; Dada una funcidén de distribucién F con pun

to final finito se tiene:
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R -1
P
i) F es RRK => ---32 ......... > 0 cuando n -+ =«
SR S
n-=t:n
ii) Rn- 1
----------- = 0_(1)
P
o
n-1:n
%
F es RN = y cuando n - =
Rn -1
----------- 2 o (1)
P
L
k X
n:n
R -1
iii) Si F es RP® => -—-g ------- £ - cuando N + «
F__
X
n:n

DEMOSTRACION: Como en la proposicidén anterior, aplicando las

desigualdades (2).

Haciendo uso de la relacién con las definiciones rela-
tivas a la suma én el caso de punto final infinito, podemos

resumir los resultados,

PROPOSICION 5,2,3: Dada F, funcidn de distribucidén con punto

final finito se tiene:

i) Si F es SR® => F es RR®

ii) Si F es SN® => F es RR"



~94-

A ; *# %
iii) Si F es RN => F es SP

iv) Si F es RP® => F es sp*

EEMOSTRACION: Aplicando las proposiciones 5.1 1, 5.1.2 y

5.1.3., a la funcién de distribucidn G(x) = F(xF - 1/x),

5.2,2.- Caracterizacidn con propiedades de las funciones de

distribucién.

Estas propiedades, como en las situaciones anteriores,
seradn relativas a la variacidn en la cola derecha de la fun-
cidén de distribucidn. Supondremos O <Xp < o=
TEOREMA 5.2.1: Si F, funcién de distribucidn con Xp < =es
RR* es equivalente a que la funcidén U(x) = 1 - F(x) para
x >0 es de variacidn rapida con exponente de regularidad

P =+ @

DEMOSTRACION: Si la funcidn de distribucibdn F es RR! £=>1a

.. . . .. 1
funcidén de distribucidn G(x) = F(xF - -;—) es RR <=>1la fun-
cién U(x) = 1 - G(x) es de variacién rapida con P = - = en
infinito <=>1 - F(x) es de variacidn rdpida conop= += a la

izquierda de Xp-

é.q.d.

TEOREMA 5.2.2: Si F, funcidén de distribucidn con Xp <= es RR?

se verifica que:

(x_=x) (1-F(x))

F d (1-F(u) du



DEMOSTRACION:

. * .
Si F es RR <=> la funcidén U(x) = 1
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- G(x) para x > O

donde G(x) = F‘(xF - 1/x) es de variacién rapida con p = - =

10 cual es equivalente por el Teorema 2,2.5 a que:

lim x£1- G(x)) -
he (1-G(t))dt
x
x(1-G(x)) x (1-F(x_-1/x))
Pero lim z = lim < e =
X== I (1-G(t)) dt x== J (1=F(xg=1/t)) dt
x x
x (1-F(xg = 1/x)) (1 - F(x))
= lim = lim %
X om < (1-F(u)) d X+ X F (x_-x)
% a2 -—-t---3 (1-F(u))du
g x  (x_-u X (x_-u)
(x_-x) (1-F(x))
. F
< lim
X
X OXF F
J (1-F(u)) du
X
De forma que:
(1-F(x)) (xF—x)(1-F(x))
lim - — = @=>1im =
X - X F (x_-x) X OXF xF
------ 5= (1-F(u))du (1=F(u)) du
x {(x_-u) x
F
c.q-.d.

Por Gltimo trasladando los conceptos de variacidn regular en
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infinito a la correspondiente en un punto finito, obtenemos

los resultados siguientes:

TECREMA 5.2,3: Sea F una funcién de distribucidén con Xg< =

y absolutamente continua con funcién de densidad F(x):

i) Si f(x) es positiva para x »B, donde B es algin valor po-
sitivo, entonces la funcidn U(x) = 1-F(x) para x O es de va

L s . . . =
riacidn regular a la izquierda de xF si F es RN .

ii) Si f(x) es mondtona no creciente el que U(x) = 1-F(x)
para x >0 sea de variacidn regular con exponente 0< p < =

a la izquierda de Xo implica que F es RNE.

DEMOSTRACICN: Aplicando el Teorema 5,1.3 a la funcién de dis

tribucidn G(x) = F(xF-T/x) que posee punto final infinito.

TEOREMA 5.2.4: Sea F una funcién de distribucidn con xF< -

y absolutamente continua con derivada positiva para valores
o . . = .

suficientemente grandes, entonces si F es RP equivale a que

la funcién U(x) = 1-F(x) para x > 0 sea de variacidén lenta a

la izquierda de xF.

DEMOSTRACION: Aplicando el Teorema 5.1.4 a la funcidn de dis

tribucidn G(x) = F(xF—1/x).
EJEMPLOS:

La familia de funciones de distribucidn (Fa)°> o donde

f —1/(x,_—x)u
1 -e F X € X

F (x) =
a
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sera RR* para todos los valores de a>0.

Por otra parte las funciones de distribucidén con crecimiento

polinomial en un punto finito:

-1/a
0 -k
X g XF
-1
F(x) = {1 -kix-x)° K% ¢ x ¢ x
a F F
>
1 X > xF
serdn RN! asi como las distribuciones uniformes.
Y como ejemplo de distribucidn rRp*®
o] X £ x_, - 1/e
F(x) =
1
1 + mmcm———am x. -~ 1/e £ X €£X
log (x_=-x) g
e F

donde xF > 1/e.
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CAPITULO III

APLICACION A LA INFERENCIA BAYESIANA

1.SUMARIO

Dedicaremos este capitulo a aplicar las definiciones de
propensidén y resistencia dadas anteriormente a los elementos
que conforman un problema de inferencia con entoque bayesia-

no.

Previamente haremos un resumen del tratamiento de datos
atipicos desde este punto de vista incidiendo principalmen-

te en las publicaciones relativas a nuestro planteamiento.

A continuacién y en los casos de parametros de locali-
zacidén y escala respectivamente, estudiaremos la influencia
del caracter de la distribucidn a priori en la distribuciédn
a posteriori para una observacidn fija, siguiendo con el a-
nalisis de la divergencia entre a priori y a posteriori cuan
do la observacidn crece a infinito, mediante la medida de

Kullback-~Leibler.
2. DISTRIBUCIONES CON PARAMETRO DE LOCALIZACION

2.1.~- Resultados previos

Partiendo de la idea bayesiana, ninguna informacidén es
rechazable, por lo que es diticil establecer una analogia
con los tests de discordancia y 1a eliminacidn consecuente

de algunas observaciones.

De hecho el desarrollo tundamental en esta linea corres

ponde a métodos de acomodacidn, aunque se pueden encontrar
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también ciertos tratamientos que establecen probabilidades a

posteriori del grado de contaminacidén de los datos.

En uno de los primeros trabajos, de Finetti (1961), con
sidera que una forma de acomodar datos atipicos es utilizar
estimadores que sean medias ponderadas de las observaciones,
siendo los datos atipicos aquellas observaciones con pesos

muy pequefios.

Esta idea, en principio confusa, de asimilar dato atipi
co con observacidén poco influyente en el estimador, subyace
en los posteriores resultados de Dawid (1973) y O'Hagan
(1979), cuando se refieren a verosimilitudes propensas como
aquellas en las que la observacién extrema anula su efecto

en la a posteriori.

La primera publicacién, correspondiendo a Dawid, da ori
gen a un teorema que impone condiciones sobre la verosimili-
tud y la distribucidn a priori, para que la media a posterio
ri de una clase bastante amplia de funciones, converja.a la

media a priori cuando la observacidén crece hacia infinito.

TEOREMA 2.1.1; Sea una funcidén de densidad con parametro de

localizacién f(x-9), y distribucidédn a priori sobre # con me-
dida de probabilidad G. Sea una funcién m(8) tal que la me-

dia a priori es finita. Entonces si se verifica:

i) Dado€> 0, h >0 existe un A tal que si y > A se tiene que
If(y') - £(y)| <cf(y) siempre que |y'-y|<h
ii) Existen algunas constantes B y M tales que:
O<f(y') < M £(y)

siempre que y'>y>B



iii)y {a) J k(9) dG < =

(b) I |m(8)| k(8) dG < =
donde k(8) = sup (—fii:gl)
x £(x)

La esperanza a posteriori de m( 2) dado X = x tiende a la es

peranza a priori cuando x + = .

Como él mismo seflala las condiciones i) y ii) exigen que
la verosimilitud tenga una cola derecha sin oscilaciones fuer
tes, casi uniforme, mientras que con iii) se evitan comporta-
mientos simétricos de la a priori y la verosimilitud que pue
den llevar a contradicciones al intercambiarlas en la apli-

cacién del teorema.

Mas tarde O'Hagan, recoge este teorema y con condicio-
nes mas fuertes pero mds manejables obtiene el mismo resulta

do.

TEOREMA 2.1.2: Sea una tuncidén de densidad con parametro de
localizacidén f(x-8) y una distribucién a priori sobre a con
medida de probabilidad G. Sea m(@) una funcién tal que la es
peranza a priori es finita. Entonces las condiciones siguien

tes:
i!) igual a i) del Teorema 2.1.1.

ii®) a) f£(y) es confﬁnua y positiva para todo y ¢ R.

b) Existe una constante B tal que para todo y > B

g

i)‘f(y) es decreciente en y
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en y,

O

c) Existe una constante C ¢ B tal que para todo y g

f(y) es creciente en y.

111%) a) I (£(0)) 7™ dG < =
b) Jlm(o)l-me))" G < =

implican las condiciones i), ii) y iii) del Teorema 2.1.1.

A partir de este resultado . define el cornicepto de propen
sién de orden n, seflalando que como éste implica el de orden

n+1, la mayor exigencia corresponde al orden uno.

DEFINICION 2.1,1: Sean x1....,xh+i variables aleatorias inde
pendien:e'e identicamente distribuidas dado n:’Q;’con densi

dades F(xi-e). La distribucién con densidad £ es PROPENSA a

datos atipicos por 1a derecha de orden.n si cuando'xn+1 - -,
["ES X = e L= )
Pr( c/ 1 Xy 'xn+1 xn+1) >
Q< = “e e =
—> Pr( c/X1 X, ‘,Xn xn?

para todo ¢, x

1,...,x1 y para cualquier distribucidn a prio-

ri sobre .

Anadlogamente se define la propensién por la izquierda.
Para poder aplicar los teoremas anteriores a la situacién de

muestra de tamafio n se tiene en cuenta lo siguiente:

Si P es una medida de probabilidad a priori, la distri-
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bucién a posteriori dada X, = x_,...,X = X , tendrai una
1 1 n+l n+!

densidad respecto a P, como medida dominante:

n+1 n
3 F(xi-o) = f(xn+1 -9) =

i=1 i=1

por lo que podemos considerar la distribucidén a posteriori

como obtenida de una unica observacién xn+1 y una medida a

e o X . .
priori P satisfaciendo:

dp™

dp i=1

nh

De esta forma tenemos:

TEOREMA 2.1.3: Una distribucién con densidad £, simétrica y
o . . .
verificando las condiciones i) y ii") es propensa a datos

atipicos de orden uno.

Como corolario obtiene que la t-Student es propensa pa-

ra cualquier valor de los grados de libertad.

Y por ultimo para definir la resistencia a datos atipi-
cos utilizard el concepto de dominancia estocastica (Fishburn
y Vickson (1978)), para reflejar la idea de que, en ese caso,
la distribucién a posteriori debe seguir a la observacién,

cuando ésta crece.

DEFINICION 2,1.2: Sean x1,...,xn*‘ independientes e identica

mente distribuidas dado 8= O, con densidades F(xi—O). La dis

tribucidn con densidad £, serid RESISTENTE a datos atipicos
si:

Pr(agc/ x1 = x1.....Xn*1 = xn+1)

es una funcidén decreciente de x , para todo ¢, x ....xn .

n+t 1



para todo n = J,1,2,... y para cualquier distribucidn a prio-
ri sobre Q@ ; es decir si xé+1 > X . la distribucidén a pos-
14 -1

tericri dada x1.....x“. x$*1 domina estccasticamente a la da

da X, ,...,X , X
1’ "“n

-

O+

Como condicién suficiente, utiliza la unimodalidad fuer
te introducida por Ibragimov (1956) y equivalente a la log-

-concavidad de la Funcidén de densidad.

TEOREMA 2.1 4: Una distribucidn fuertemente unimodal con den
sidad F, que tenga derivada acotada es resistente a datos

atipicos,

Aplicando el resultado a la distribucién Normal se ob-

tiene que es resistente.

2.2, Comportamiento de las distribuciones a priori. y a pos-

teriori para una muestra fija

Nos restringiremos al estudio en la cola derecha de la
distribucidén, extendiendose todos los resultados a la cola

~izquierda haciendo ©+-= .

Sea X una observacién de la densidad-fg(x) = £(x-8) don
de 9 €7 c R, sobre el cual tenemos definida una distriubcién
-a priori con densidad ~(@). Los siguiences resultados podran
aplitarsé al caso de muestra con tamailo n>1, héciendo la

misma. observacién que 0'Hagan (1979).

* Con la notacidén anterior 'dado X = x, la distribucién a

posteriori tendrd come funcién de densidad:

+=
donde p(x)} = €(x-8) *(8) dO serd la funcidén de densidad

4=



predictiva,
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De esta forma la cola derecha de la distribucidn a pos-

teriori sera:

J f(x-u) v (u) du
]

1 -R(0/x) = =

p{x)

+- P
J £(x-u) "o (u) du

= (1 - 1(8))

p(x)

‘donde 1(8): funcidén de distribucidn a priori

o] para ug o

es la funcidn de densidad a priori truncada en el valor @

que denominaremos densidad a priori condicionada a la dere-

cha.

Por lo tanto:

1 - alerx) _

o
I £(x-u) 'g (u) du

-

D
Pg(x)

1 - (@)

donde pg(x)

pix) p(x)

funcién de densidad predictiva condicionada a
la derecha, que corresponde a la funcidén de

. . . _D . .
densidad a priori 'o(x) descrita anteriormente.

Para aplicar las definiciones del capitulo II, relati-
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vas a la propensidén y resistencia con la suma consideraremos,

para un valcr fijo x:

(1) 2 (9/x) - T (9)

1 - n(e/x) 1 - a3(9)

£(x-0)
D’x)
Pg\

De forma que comparar los comportamientos en la cola derecha

de las distribuciones a priori y a posteriori depende del va

los de:
1im -ﬁ&f:?l_
8- pg(x)
Pero tenemos que:
é(x-e) £(x-8) 1 - R(9) ‘
PZ(X) J’+.f(x-u) tg(u) du ) J- £0x28) 5(u) qu
—. o £(x-9)

Asi suponiendo que la distribucidn basica es simétrica y con

punto final infinito; y que la funcidn de densidad f(x) es

mondtona decreciente en las colas, para valores de 9 sufi-

cientemente grandes:

¥u>98

f(x-u) < £(x-9)
luego
J Exo¥) L w) du < 1 —1(0)
o f(x-9)
y

fF(x-8)

————— > ]

D
pg(x)

para valores grandes de &
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Sustituyendo en (1), obtenemos:

: 4
(2) * (8/x) > (e) para valores grandes de o

1 -n(e/x) 1 -1(8)

Entonces hay dos situaciones en las que el comportamiento de

las distribuciones a priori y a posteriori no dependen del

£(x- cas
factor ——ge—-=-- y por tanto de la verosimilitud.

Con las restricciones anteriores sobre la funcién de
densidad f y con distribuciones a priori de punto final infi

nito enunciaremos los resultados correspondientes.

PROPOSICION 2.2,1: Si la distribucién a posteriori para un

valor fijo x, es SP se verifica que la distribucidén a priori

es también SP

DEMOSTRACION: Utilizando la desigualdad (2)

PROPOSICION 2.2.2: Si la distribucidén a priori es SR se ve-

rifica que la distribucién a posteriori para un valor x fijo

es también SR.

DEMOSTRACION: Utilizando de nuevo la desigualdad (2)

lim ————(gl—-—— = ® =211 .'.igﬁ.’fl__ =
8+= 1 -1 (8) 8+= 1 -nN(6/x)

PROPOSICION 2,2.3: Si la distribucidn a priori es SN se veri

fica que la distribucién a posteriori para una observacidn

£ija x, no pusde ser SP.

LV S
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DEMCSTRACICN: Por la desigualdad (2) y distribucidédn a priori
SN
L
lim -----.(.91).(1_-_ >k >0

8+*= 1 - B(8/x)

PROPOSICION 2.2.4: SI para una observacion fija x, la distri

tucidn a posteriori es SN, se tiene que la distribucidn a

priori no puede ser SR.

DEMOSTRACICN: Por 1a desigualdad (2) y distribucidén a poste-

riori SN

Observaciones:

a) Si la distribucién a priori tiene punto final finito, se

tienen los mismos resultados para SR‘, SN‘ y SP!

b) La hipdtesis de monotonia en las colas para la funcién de
densidad no es muy restrictiva dadoe que la mayoria de las
distribuciones usuales la cumplen. Un caso en el que esto

no ocurre eé la funcidén de distribucidn: F(x) = 1-exp(-x-C sen x)

donde 0,5<¢C <1, a pesar de tener punto final infinito.

c) Los resultados anteriores ponen en evidencia un hecho cla-
ro en ei planteamiento bayesiano, pues si a priori hay un co-
nocimiento bastante ajustado del parametro, es decir la dis-
tribucién a priori es de colas bajas, la distribucién a pos-
teriori debe mantener este tipo de comportamiento. Del mismo
modo si el conocimiento a posteriori sobre el parametro es
mas bien difuso, sélo puede provenir de una situacién a prio

ri andloga.



=109~

También existe un comportamieato obligado de la verosimi-
litud y la distribucidén a posteriori si suponemos que la fun
cién de densidad a priori es de cola derecha mondétona y punto
final infinito, y la verosimilitud es simétrica respecto al

origen,se tiene:

TEOREMA 2.2,1: i) Si la verosimilitud es SR se verifica que

la distribucién a posteriori es SR.

ii) Si la distribucién a posteriori es SP se verifica que la

verosimilitud es SP.

iii) Si la distribucién a posteriori es SN se verifica que

la verosimilitud no puede ser SR.

iv) Si la verosimilitud es SN se verifica que la distribucién

a posteriori no puede ser SP.

DEMOSTRACION:

Si la funcién de densidad a priori tiene cola derecha

mondtona se tiene que:
v (u)< = (8) ¥ u>e ,

si 6 es suficientemente grande, por lo cual,

£(x-0) _ £(x-9) , - n(8) £(x-0)__
D - - ° -
Pglx) J f(x-u) ——$82_ gy * (0) J £(x-u)du
) 1-1(9) o
luego
* (8/x) _ _£(x-0) () £(x-8) __ _ _E(x-0)

1- 1 (8/x) pgm 1-1(0) J'Nx_u) d F(x-9)
o



y asi considerando x fijo y tomando limites cuando 9@-+= se

obtienen los resultados del teorema.

c.q.d.

Observaciones: Se puede resumir este resultado en la idea de
que verosimilitudes de colas bajas hacen que la distribucidn
a posteriori sea del mismo tipo, asi como que distribuciones
a posteriori poco cdncentradas sGlo pueden conseguirse con

verosimilitydes. de colas altas.

En forma de esquema tenemos que en las hipdtesis del co

mienzo:
a priori . verosimilicud ' a_posteriori

sP — sp — sp

~SP SP

) SN = ‘

SP” SP

SN . =€ SN SR

SR’ SR .

Podemos observar que si se mantiene el caracter de la
distribuciénm a priori en ia distribucidén a posteriori para
cualquier situacidn es necesario que la verosimilitud sea

propensa.
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Para que sea suficiente habrad que imponer alguna restric
cidn mas sobre dicha verosimilitud propensa, en los casos de

distribucién a priori SN y SR.

TEOREMA 2.2,2: Sea f(x) una funcidédn de densidad continua y
positiva para todo x, simétrica y de colas mondtonas verifi-

cando la condicidén de que:

Dado :0> 0O y M>0 existe un x_. tal que para todo x> x

[¢) (]

l-fififl- - 1| <M ¥ ce(0, ¢)

£(x)
Entonces lim —~—=%-- -- = 1 para x fijo

(- R pe(x)

DEMOSTRACION: Dado x -enemos que por ser f£(x) simétrica:

dv

D (x) I
pe J £(v+0-x) » (9+v)
)

£(x-0) £(6-x) (1-1(9))

Ademés
lim I £(v+8-x) 2(0+v) dv = lim ‘I €(0+v) 7 (Q+x+V) dv
0~= JO f£(0-x) (1= 1(8)) 9 += JO £(0) (1-8(0+x))

luego converge a cero cuando o tiende a infinito.

Por otro lado, dada la condicién del teorema:
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y la convergencia es uniforme en cualquier intervalo, Asi

obtenemos:

y de esta forma:

I,

0
£(08+v)
J - F ) * (8+x+v) dv
. o}
lim
o=
I (9+x+ :o) - G (0+Xx)
£(0+v) v (0+x+v) 1
dv ~ 1 -

£(0) (1- n(O+x)

para & - =, y cualquier ¢_.> 0.

(o]

Si 1a distribucidn a priori es:

SN: 1lim"
Seeo

SR: 1lim
T Qew

- B (8+x+ :0) -Cce

o}

1

= e
- 1 (8+x)

- T(9+X+ ¢ O)

1

En ambos casos:

lim
[- XX 2

J

- I (8+x)

o £(O+V) * (O+x+V)

0 £(0) (1-x5(8+x))

- n(0+x+ ¢ )

0

1

- £(68+x)

para algén ¢ ,,

dv

c.q.d.

0< c< =
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Aplicando la regla de L'Hopirtal: si dado¢ >0 se tiene que

existe el lim Elxre) , entonces 1lim IoE(xxe) ,
X o= £(x) X o= 1-F(x)

equivalente con que F es una funcién de distribucidén SP. Pa

ra que se dé el resultado inverso es necesario asegurar la

existencia de lim -fififl , en cuyo caso
X +® £(x)
lim _Elx+e) = lim -l:ES&:El_
X »» £(x) X -= 1-F(x)

veremos algunas condiciones que aseguren la existencia de di

cho limite.

TEOREMA 2.2,3: Dada una funcién de distribucidén F con X =

==, simétrica respecto al origen, cuya funcidén de densidad

- -d.1og £(x)
dx

£(x) mondtona en las colas verifica que h(x)

es una funcidén mondtona creciente para valores de x suficien
temente grandes, entonces como verosimilitud en un plantea-
miento bayesiano no altera el comportamiento de la distribu-

cién a priori al pasar a la distribucidn a posteriori.

DEMOSTRACION:
f(x+co)
Sea ¢_>0 , llamaremos k (x) = —————ae
0 €
0 £(x)

Para valores de x suficientemente grandes

o] <k‘ (x) <1
[0}

y ademas
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£{x) . f'(x*co) - f(x+to) . £1(x)

l('t (x) =
o}

(f(x))2

pero:

F’(x+:o) £'(x)
£(x) f'(x+¢o) - f(x+e ) £'(x) = ( - >} £(x)€E(x+e))
o] o]

F(x+co) £(x)

luego

. E'(x+:o) £'(x)
signo (k; (x)) = signo ( - )> O

o] F(x+:o) £(x)

al ser, para estos valores de x en las colas:

£(x) . F(x+co) >0

d_log f(x) _ _ 1 df(x)
dx £(x) dx

mondtona

_y la funcién h(x) =

creciente

' De esta forma la funcidén de densidadd verifica la condicidn

;- del Teoremavz.z.z.

. EJEMPLOS

Dado que la funcidén de densidad de la t-Student con m

‘grados de libertad es:
m+1

‘F(x) = k(m+x2)

corresponde al tipo de distribuciones que cumplen el Teore-

ma 2.2.3, puesto que la funcién:
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£'(x) - d log F(x) Kkt X
£(x) dx (m+x2)

es mondtona creciente para x> \Jm .

2.3. Influencia del tipo de verosimilitud en la divergencia

asintdtica entre las distribuciones a pricri y a poste-

riori

Teniendo en cuenta el concepto de f-divergencia entire
las funciones de densidad a priori y a posteriori (Goel (1983))

:jf('(g). *(9/x)) = J *(6/x) ;(__:igl__) de

donde f es cualquier funcidén convexa definida en (0, «), pa-

ra el caso f(u) = (u-1) log u:

,:35('(0). *(e/x)) =I (*(8) - =(9/x)) log 1) de

obtenemos la divergencia de Kullback-Leibler (Kullback (1968))
como medida de la discrepancia entre las dos funciones de den

sidad.

De este modo analizaremos el comportamiento de la distri-
bucién a posteriori respecto a la distribuciém a priori cuan-
do x crece hasta infinito, para los distintos tipos de vero-

similitudes.

En todos los casos supondremos que la funcidén de densi-
dad f es simé@trica positiva continua y mondtona en las . colas.
También en los casos de distribuciones SP y SN, supondremos
que existe:

f(x+e)

lim ¥e>0

Xem: £(x)
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Por 1o tanto, siendo f la tuncién de densidad de F:

i) F es una funcidén de distribucidén SP equivale a

lim 5-(-521 =1 ¥e >0

x+= £(x)

ii) F es una funcidén de distribucidn SR equivale a

1im ELx*re) _ 4 ¥e >0

Ko £(x)

iii) F es una funcidén de distribucidn SN equivale a

lim flxee) e C* ¥e >0 , donde O0<c< =,

x+= £(x)

TEOREMA 2.3.1: Si F es una funcidén de distribucidn SP y la
JEOFRA .90

f(x+¢)-

convergencia de lim =--=-=-=- = 1 es uniforme en intervalos
. x+=  F(x)
finitos se verifica: lim -_Eifl_ =1, ¥ 80

X+ £(x-0)

para cualquier distribucidén a.priori con densidad positiva =(u)

 DEMOSTRACION:. lim Elxee) _
— T ————————— .
' Xe= ) £(x) uniformemente en intervalos
lim flx-e) _, finitos para «.
Xo= £(x)

‘Entonces, dado h>0

-h h
O J £ 4 (0 du s J E=W) | (1) du o
£(x) -= £(x) -h  f(x)
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Por 1o que 1_1 + 0 cuando he. =.

También por las mismas razones:

- .
I, = J _flxzu) x(u) du < 1 - n(h) para h>2x
h £{x)

Luego 120 O cuando h+ =,

Y por Gltimo debido a la convergencia uniforme:

Dado h> 0 y M> 0 existe x_ tal que ¥ x> X

o] 0 ;
£(x-u)
< —1XZul

£(x)

1 -M 1+ M ¥ uec(-h, h)

De esta forma:

h .
lim - -h~ £(x) = 1

e g (h) -8 (-h)

y asi: lim -==2= =1

Ademas: 1im -=————= =1, ¥ O por ser SP
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En definitiva:

c.q.d.

Para utilizar el resultado anterior desarrollaremos la expre

sidn de la divergencia de Kullback-Leibler

‘ .
“mem. *(8/x)) =J (7(0) - *(0/x)) log 8 _ 4o =
. . * (9/x)
+=
='I ( £229) _ ) 1og ( £2290) (o) ao
- p(x) p(x)

TEOREMA 2.3.2: Sea F una funcién de distribucidédn SP y la con

L . F(x+e . . -

vergencia de lim -i-:—l = 1 uniforme en intervalos finitos,
S b S £(x)

si dada una distribucidén a priori con densidad positiva = (u)

‘.se verifica

o :
J (¢(8)«1) (log c(8)) »(6) do < =

-

-donde c(8) = sup _535:‘.’2_ .
x p(x)
Entonces:

lim FZL('(O), v(0/x)) =0

X o
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DEMOSTRACION: Como tenemos que:

~====== - 1) log (--====2)| < (c(8)-1) log c(8) ¥ @

y esta funcidén es integrable respecto a la distribucién a
priori, aplicando el Teorema de la Convergencia Dominada re-

sulta:

lim —:1 (v(0), 2(0/x)) =0
x-..
c.q.d.

COMENTARIOS:

Este resultado confirma la idea bayesiana introducida
por Dawid (1973), (aunque de Finetti (1961) lo indicd ante-
riormente), de que en distribuciones propensas a producir
datos extremos alejados, el efecto que éstos podrian causar
en la distribucibén a posteriori era el de anularse a si mis
mos como observaciones y volver al punto de partida, es de-

cir a la distribucién a priori.

Nosotros lo hemos traducido en el sentido de que la di-
vergencia de Kullback-Leibler entre las densidades a priori
Yy a posteriori tienen a anularse cuando la observacidn es ex
trema si la verosimilitud es propensa con la suma. En estos
casos el modelo asimila perfectamente el dato atipico sin mo

dificar las conclusiones errdneamente.

En el caso de distribuciones SN los resultados aparen-
temente no tienen un significado tan intuitivo como el ante

rior.
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TEOREMA 2.3.3: Sea F una funcidn de distribucidn SN y tal

que:
. . 3 F(x~-¢) ce R .
i) la convergencia en lim ——==--= =e es uniforme en inter
X+= £(x)
valos finitos
. . . . £f(x-u) .
ii) si definimos k(u) = sup ——==- ~~ y se tiene que:
x £(x)
J k(u) *(u) du < = ¥ h
h .

siendo s(u) la funcidén de densidad a priori.

Entonces:

(c) ¥ © tal que O<c< =

con

DEMOSTRACION:

Tenemos en primer lugar que:

£(x)
lim -~ = e CQ ¥ 0
Xow f( x-_O)
asi que nos faltard calcular lim —Eifl

X+= £(x)

Sea ¢.>0
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0 0
-2&&1- = J ) _f.g:gl x(u) du + ) -fii:&l r(u) du +
£(x) -= f£(x) 0 £(x)
+ flxou) (u) du = I, + 12 + I3
€
o £(x)
Respecto a la primera integral dado que ¥e> 0: lim -E-(ltfl =
X+w £(x)
—Ce
= e
-f.i.’fif.l._ es mondtona en ¢, para x suficiente-
£(x) mente grande
como 0 < -Ei&t-ﬂ <1 ¥e>0
£(x)
h(e) = e ¢ es continua

se tiene (Apéndice I) que la convergencia es uniforme.

Por esta razdn:

(o]
I1 —_— J ecu *(u) du cuando Xee .
- .

En la segunda por la condicion i), la convergencia en:

. F{x- c .
1im -E8X28) | o€ o uniforme para e € (0,¢ )
X+ £(x) ‘

Asi que, analogamente a la situacidén anterior:
€
0 cu
12 —_— e  *(u) du cuando x+ =
o .
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Y por ultimo en la tercera integral debido a la condicién ii):

I, = | -=22Z22 *(u) du < k(u) » (u) du < =
o}

por 1o que: I, - O cuando e - -

3 0
) =
En resumen: lim —ELE- = ‘[ e * (u) du
X+ £(x) —-

c.q.d,

TEOREMA 2.3.4: Sea F una funcidén de distribucidén SN, tal que

se verifican las condiciones del Teorema 2.3.3 y ademds que:

+ o
J‘ (c(8)-1) log c(8) s(8) do < =

.

donde c(@) = sup _£(x-8)
x p(x)
Entonces
lim Og(x(0),x(6/x)) =.J (=S - 1) (c8-log ¥ (c)) ¥ (8)de
X »o - ‘“(c)

DEMOSTRACION: Utilizando el Teorema 2,3.3, y el Teorema de la

Convergencia Dominada.

A continuacién realizamos el estudio para distribuciones

SR, teniendo en cuenta las hipdétesis que hicimos sobre la fun-
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cién de densidad al comienzo de este apartado.

TEOREMA 2.3.5: Sea F una funcién de distribucién SR, enton-

ces
1im ——E&E.)._ ¥ o
X+ £(x~-8)
DEMOSTRACION:
Si F es SRi=> ¥e»>0 1im -2XfEl _ o
X +» £(x)

También tenemos que ¥e> 0O:

1lim _fg.f:.‘l = =
X+ £(x)

es decir que dado e¢_.> O, para todo k> O existe xo tal que:

o]
f(x—:o)

m—————> K ¥ x> x
£(x) 0

Supongamos que x_estd en la cola mondtona de f por tanto:

6]
¥ere, f(x=-¢) > f(x—:o)
es decir:
_ﬁ.’_‘:_‘l_ > k ¥ x>xo y ¥eo> %
F(x)

1im --REX)_ i _RLYE8) ¥ e

x+= £(x-0) y »- £(y)
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_ply+o) J Eyrow) L) u J ) 4 (geu) av
£(y) - F(y) 0 f(y)
+I £ly-v) T(6+v) dv = I + I,
0 f(y)

Respecto a la primera integral, supongamos y en la cola moné-

tona de f:
¥vs>0 _SSZ:Zl < 1
£(y)
es decir:
Elysv) 1(9-v) < = (8-v) ¥y
£(y)
donde
J T (0-v) dv< = ¥y o
0

Aplicando el Teorema de la Convergencia Dominada:

I1 —> 0 cuando y *+ =,

Repecto a la segunda, sea o> 0 k>0 , entonces existe Yo

tal que para todo y >yo y ademds y-eo en la cola mondtona de

f se tiene que:

€
0 -
J _ESX:!.). T(9+v) dv + -.‘:&Z:\_’l T (0+v) dv >
0 CO



€
0 -

> a(8+v) dv + k T"(g+v) dv =
0 €

= (e, +0) - 1(8) + k(1-1(e,+8)) = M(e, k, 8)

En resumen, dado € ¢ g2, 9 >0, k >0 existe yo(G,ao, k) y

una constante M(O,so, k) tal que:

12 =J ESZ:Zluew) dv > M(co, kK, ) ¥ y>yo
0 f£(y)
o sea ¥ 06 I2 +——>= cuando y+ =
Por lo tanto:
lim —====- = = ¥ o

x+* £(x-9)

TEOREMA 2.3.6: Sea F una funcidén de distribucidén SR con fun-

cidén de densidad f que verifica:

+ o
i) J c(0) (log c(8)=x (9) do< =

ii) —=-====- = k(x) es monbétona creciente ¥ @

-125-
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Entonces

lim -Z¥(u(e), r(8/x)) = =

X +»

DEMOSTRACION:

Desdoblando 72;!(9), *(9/x)) obtenemos:

+o
36 (#(0), 7(8/x)) =f £(x=8) 1oq £(%28) 1 (6) 4o +
-= p(x) p(x)

Utilizando la condicion i) y ademas que:

lim £(x-9) 109 f(x-0) -0 ¥ o
X += p(x) p(x)
resulta:
T f(x-0) £(x-0)
lim log T(0) do =0
X = -= p(x) p(x)
Ademds si consideramos {xn) sucesién mondtona creciente
neN
tal que lim x = =, como:
x.. n '
k(x) = _eix)__ es mondtona creciente ¥ @
£(x-0)

tenemos que:
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p(x_)
hn(e) SN L
£(x _-9)
n
es tal que la sucesién { h (9)} es mométona cregh pa
n neN ] //P'L“-\. \—'
ra todo 6. %‘@xi\ Uf%

Ademas hn(9)> 0 y lim hn(e) = =

Nl

o sea lim 1log hn(e) = -

Nneow

y por el Teorema de la Convergencia Mondtona:

+ -
lim J log hn(O)w (8) do = =

Neoeo -

lo que implica

En resumen:

lim A:X (v(9), 7 (8/x)) == ¥ 9

Xeo™

COMENTARIOS:

En este Ultimo caso se refleja el comportamiento de 1la
di§tribucién a posteriori cuando x crece indefinidamente, en
una separacién total de la distribucidn a priori, para vero-
similitudes SR. De esta forma los datos extremos arrastran

consigo la distribucidn a posteriori.
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Con esta conclusidn seguimos en la linea de los resulta-
dos de O'Hagan (1979), aunque en dicha publicacién, como ya
expusimos se interpretaba en términos de dominancia estocas-

tica.

3. DISTRIBUCIONES CON PARAMETRO DE ESCALA

Consideramos funciones de distribucidn Pe(x), que depen
+
den de un factor de escala 8¢ 2c¢ R , de manera que existe

una funcidén de distribucidn F, tal que:

Fg(x) = F(ox) ¥ xeR

Entonces las correspondientes funciones de densidad se-

Fg(x) = OF(8ex) ¥ xeR

si ademas tenemos definida sobre 2 una funcidén de distribu-
cién a priori n com funcidén de densidad =, la distribucién

a posteriori tendra como funcidén de densidad

donde p(x) = J u £(ux) * (u) du
0

3.1. Comportamiento de las distribuciones a priori y a poste-

riori para una muestra fija

Como en el caso de parametro de localizacidén, nos res-
tringimos a muestras de tamafio uno y a la cola derecha de la

distribucidn, suponiendo que los puntos finales son infinitos.
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Para comparar los comportamientos de las distribuciones
a priori y a posteriori calcularemos la cola de la distribu-

cién a posteriori.

Dado que la funcidn de distribucidén a posteriori es:

I u £(ux) * (u) du

1(e/x) = —-2 =(1-n(9)>J u_£lux) Dy
o]

p{x)

donde para cada 6 se define:

© O

funcién de densidad a priori condicionada a la derecha.

Entonces:
T etuo 2w a D
1- n(G/x) ) o u ux o u u ) pg(x)
1-1n(8) J u £(ux) *(u) du p(x)
0

. 3 D : . -
denominando, como anteriormente, a pg(x): funcidn de densi-

dad predictiva condicionada a la derecha.

De esta forma:

0 ®(9/x) __® £(0ox) 8 " (9)
1- 0(Q/x) pg(x) 1- 6(8)

du
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Y asi el factcr dererminante de las relaciones sera:

Qf(ox)

lim  ——maalaa para x fijo
o .. D’x)
PO\
Pero:
D
_.Eﬂiﬂ- o | T _uflux) ® () du
of(ox) e of(ex) (1-1(9)

y si suponemos que F es UNIMODAL con moda en el origen, es

equivalente a que:
G(x) = F(x) - xF'(x)
sea una funcidén de distribucidén (Gnedenko, Kolmogorov (1954)).

Por tanto:

F unimodai en el origen => lim xF'(x) = lim xf(x) =0
X +» X >
Si ademds suponemos que la funcién de densidad £ es mondtona

en las colas resultara que:

h(x) = xf(x) es mondétona no creciente para valores X su-

ficientemente grandes

D
PO(X)

Aplicandolo al estudio del factor ———————-- :
of (ex)

uxt(ux) < oxf(ox) ¥u > 9 » sl suponemos un valor @ suficien

temente grande

Yy en este caso se concluye que:
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D/ ) J Efigfl_ ' (u) du
Pgt _ )9 3E(ex) <
of(9x) 1 -1(9)

En resumen para valores © suticientemente grandes:

Sx(8/x) - Sf(ox) or () s ox(0)
1-1(6/x)  pg(x)  1-T(8)  1-1(0)

(")

y de esta forma surgen las siguientes relaciones:

PROPOSICION 3.1.1: Si la distribucién a priori es RR, se ve-

rifica que la distribucidén a posteriori es RR.

DEMOSTRACION: Partiendo de las desigualdades (1°')

L g
1lim -91(.91— = => 1lim -gpiei)-(l-— =
Qee 1-1(8) 8+= 1-F (98/x)

PROPOSICION 3.1.2: Si la distribucibén a posteriori es RP se

tiene que la distribucidn a priori debe ser RP

DEMOSTRACION: Con (1')

1im -9%(8/xX) __ _ o o> 1im 8F8)__ _ 5

@+ 1-1(0/x) o+= 1-1 (9)

PROPOSICION 3.1.3: Si la distribucidn a priori es RN, se ve-

virifca que la distribucién a posteriori no puede ser RP.

DEMOSTRACION: Con (1') como 0<c < =

0 < 1lim 91&9.)._-.._ = Cc < 1lim _9_'.(.9_/.5.)._

@+ 1-1(8) 8+= 1-1 (8/x)
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PROPCSICION 3.1,4: Si la distribucidn a posteriori es RN se

verifica que la distribucién a priori no puede ser RR.

DEMOSTRACION: Utilizando (1') y analogamente al caso anterior

En los supuestos iniciales considerabamos distribuciones
unimodales y asi h(x) = xf(x) resultaba mondtona no crecien-
te para valores grandes. También obtenemos esta conclusidn
exigiendo que F sea una funcidén de distribucidén RN ya que es

equivalente a:

lim  -=-===- =cC donde 0<c< =

y por tanto:

lim xf(x) = O
x‘-
que con la hipdtesis de monotonia en la cola de f nos lleva

a la misma condicidn:

De este modo, con distribuciones a priori o bien unimo-
dales o bién RN y densidad mondtona en la cola vamos a obte-
ner un cierto tipo de comportamiento en la distribuciédn a

posteriori obligado por el de la verosimilitud.

TEOREMA 3.1.1: i) Si la verosimilitud es RR se verifica que

la distribucidén a posteriori es RR.

ii) Si la distribucidén a posteriori es RP, la verosimilitud

no puese ser RR,

iii) Si la distribucidén a posteriori es RN, la verosimilitud

no puede ser RR.
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iv) Si la verosimilitud es RN, la distribucién a posteriori

no puede ser RP.

DEMOSTRACION: Por las hipdtesis sobre la distribucién a prio

ri tenemos que para valores de 8 suficientemente altos:

un(u) < on(9) ¥u?>2e
y asi:
PD(X) - -
N f ME(wO) T(8) 4 J IICTOLICI U
ef(ox) e ef(ex)(1-n(e8)) e of(ex)(1-n(e))
- ®(Q) 1-F(6x)
f£(ox)(1-n(8)) x
luego:
on(ox) S oxf(ex)
1-1(8/x) 1-F(ox)

Aplicando esta desigualdad se demuestran los diferentes apar-

tados.

c.q.d.
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Como resumen obtenemos el esquepna:

a priori verosimilitud a posteriori

RP

RP RN RP
RR
RP

RP RN RN

RN RR

RP RP

RN RN RR

RR RR

OBSERVACIONES:

- Al igual que en el caso de pardmetro de localizacién

quedan eliminadas las situaciones por las que con un conoci-

miento a priori preciso se
to a posteriori, reflejado
También si a posteriori se
centrada solo puede partir

mismo tipo.

- Otra conclusidn que

pasase a un cierto desconocimien-
en colas altas de la distribucidn.
tiene una distribucién poco con-

de una distribucién a priori del

surge del esquema, es que en el

caso de distribuciones a priori RN, sdlo para verosimilitudes

RR no podemos obtener distribuciones a posteriori del mismo

tipo, es decir RN. Efectivamente, haciendo algunas hipdtesis

sobre la distribucidén se demuestra dicho resultado,

TEOREMA 3.1.2: Sea la verosimilitud unimodal con moda en el

origen, de colas mondtonas

y tal que existe lim -=-=== ¥ k>0

Xow



-135-

(p. ej. si f es de variacidn regular)

Entonces si no es RR se tiene que las distribuciones a prio-
ri y a posteriori tienen el mismo comportamiento en la cola

derecha para un valor x fijo.

DEMOSTRACION: Dado que

9v(9/x) _  9f(6x) or (0)

1-1(8/x) pg(x) 1-1(9)

tendremos que calcular:

. of(ex)
lim -5~
Q+= pg(x)
pero
%% -
Pot® . J R CTILICY I
ef(ex) 8 of(ex)(1-1(9))

y por las hipdtesis iniciales sobre f:

Si adem&s exigimos que F no sea RR; existe k>1 tal que:

l1im  ——=-22Z2 £ 0 <=> 1lim -==222- £ 0
x*= 1-F(x) X v- £(x)
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es decir para k> 1, existe co> 0 tal que:

£(kx) .
------- > ¢ para infinitos valores de x .
[¢]
£(x)
Entonces:
pD(x) -
0 J WE(wOx) *(w0) O
________ = dw >
of(ex) 1 f(ex) (1-1(8))

para infinitos valores de 9.

0 sea:

lim ——————— >

y por tanto

0 ¢ lim _95.(.951_
D
O+ pe(x)

3.2. Influencia del tipo de verosimilitud en la divergencia

asintética entre las distribuciones a priori y a poste-

ri

Seguiremos utilizando como f-divergencia la correspon-
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diente a la medida de Kullback-Leibler.

UF(:(O),-(O/x)) - J (2EL8X) _ 1) (1og -2£L8X)), (6) 4o
0 p(x) p(x)

Por lo tanto el limite de esta expresidén dependerd de:

of(ox)

y para efectuar su calculo vamos a utilizar ciertos resulta-~
dos de la teoria de Karamata (1933) sobre variacién de fun-

ciones en el infinito.

En primer lugar, recordando los Teoremas 2.2,2 y 2.2,3.
. . + ..
del Capitulo II tenemos que si U:R+ ——> R es una funcion

integrable Lebesgue en intervalos finitos:

1) lim —o=mesti— = A con O0< A < = , es equivalente a

que U sea de variacién regular en infinito con exponente

p= (=A-1).
ii) Si para algun nimero real a :

J t® U(t) dt < =
1

lim =—gem———————— - = -
X+
] t® u(t) dt

se verifica que U(x) es de variacién rapida en infinito con
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exponente p= - e .
Y podemos concluir:

TEOREMA 3,2.1: i) Si F es una funcidén de distribucién RR se
verifica que la cola derecha de la funcidén de densidad f es

de variacién répida en infinito con exponente f = - =,

ii) Si F es una funcidn de distribucidén RN se verifica que la

cola derecha de la funcidén de densidad £ es de variacidn re-

gular en infinito con exponente o = -c-1.
. . . x€(x) . .
DEMOSTRACION: i) Si F es RRe>lim -—-=--Zo- = = 10 cual impli-

X+ 1-F(x)
ca que la funcidn de densidad restringida al intervalo (0,=)

es de variacidén rapida con exponente o= - «, en infinito.

ii) Si F es RNelim -=--lif-- = ¢ para 0<c < =y por tanto
X +» 1-F(x)

la cola derecha de la funcidn de densidad es (-c-1)-variante

en infinito.

c.q.d.

De esta forma en el caso de parametro de escala podre-
mos utilizar los resultados relativos al comportamiento asin
tético cuando x+ = de integrales (supuestamente bien defini

das) del tipo:

b .
£(t) R(xt) dt
a

donde R es una funcién de variacién regular en infinito y

0Ogac<bec =,

Efectivamente la funcidén de densidad predictiva es de
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I

p(x) =

-139-

of(ex)n(8) de

Se puede encontrar en Seneta (1976) el estudio para fun-

ciones de variacidén lenta que exponemos y posteriormente am-

pliamos a variacidén regular
que nos ocupa, En todos los

riacién en infinito:

TEOREMA 3,2.2: Sea L(x) una

[A,=) para algin A>0, y la

en general, y aplicamos al caso

resultados nos referiremos a va-

funcidn de variacidn lenta en
-
integral: J t
a

¢ £(t) dt para

O<a < =estid bien definida para alguna funcidén real dada f

y un ¢ 2> 0. Entonces la integral J

definida

i) en general si

ii) cuando c =

f(t) L(xt) dt esta bien
a

c>0

0 hay que exigir que L{t) sea final-

mente no creciente.

En ambas situaciones:
Ia
estando bien definida J‘
a

£(t) L(xt) dt ~ L(x) J

£(t) dt
a

f£(t) dt, cuando x += .
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TEOREMA 3.2.3: Sea L(x) una funcidén de variacidn lenta en
(0, =) y acotada en cada subintervaloc finito de (0, =), Su

pongamos que la integral

b -C
J t £(t) dt
0

esta bien definida para alguna funcién real dada € y un

c > 0. Entonces cuando X + =

b b
I £(t) L(xt) dt ~ L(x) J’ £(t) dt
0 0

para ¢ > 0, siendo necesario afiadir que L(x) es no decre-

ciente para c igual a cero,en (0, =).

Entonces resumiendo los dos resultados obtenemos:

TEOREMA 3.2.4: Sea L(x) una funcién de variacidn lenta en

(0, =) y acotada en cada subintervalo finito de (0, =).
Supongamos que las siguientes integrales estin bien defini-

das para algin b > 0 y ¢ > 0, es decir:

J t€ £(t) dt < =
(o]

b_c'
J t f(t) dt < =



entonces como:

J t€ E(t) dt <
b
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J t€ £(t) de
0

c

tambien estd bien definida: J t- f(t) dt

y asi:

)

cuando X » =

J £(t) L{xt) dt =

b

(b -
J £(t) L(xt) dt +J F(t) L(xt) dt ~

b
J £(t) dt
o]

Generalizando a funciones de variacién regular, dado que si

R(t) es p-variante tiene la forma:

R(t) = x°

L(t)

donde L(t) es una funcién de variacién lenta, el tipo corres

pondiente de integral

I £(t) R(xt) dt
0

Y podemos aplicar los

serd:

J (xt)® £(t) L(xt) dt =
0

[}

x®° J £, (t) L{xt) dt .
o 1

teoremas para funciones de variacidn
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lenta con funcién asociada:

£,(t) = t? (1)

TEOREMA 3.2.5: Sea R(t) una funcidén de variacidn regular con
exponente s, en (0,*) y acotada en subintervalos finitos. Su

pongamos que:

J t7° £(t) at
0 (

estd bien definida para algin c¢» 0 , y que:

b,
£ F(t) dt
0

también estd bien definida para algin c>0 y O<b< = .

Entonces:

J f£(t) R(tx) dt ~ R(x) J t?e(t) dt
0 0

cuando X + = .

Trasladando las hipdtesis y conclusiones a nuestro plantea-

miento quedara de la siguiente forma:

TEOREMA 3.2,6: Sea f una funcidn de densidad positiva, tal
que restringida a (0,~) es de variacidn regular con exponen-

te o, y acotada en subintervalos finitos.

Supongamos una distribucién a priori con densidad = (8)

tal que:
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J 6 x(9) de
0

estd bien definida para algin c» 0, es decir existe momento

de orden (c+p) para algun ¢ >0 de la distribucién a priori.

Supongamos que J e s (o) do
(o]

estd bien definida para algin ¢>0 y O<b< =

Entonces

p(x) = J QF(9x) ¥ (8) do ~ f£(x) J o+ x(o) do

0 o]

cuando X + = .

Con esta equivalencia conseguimos, en el caso de verosimili-

tudes con variacién regular, calcular:

1im  -RLX)_ J o' x(0) do

Xow fF(x) 0

- TEOREMA 3.2.7: Sea F una funcidén de distribucién RN, y sea
una distribucién a priori con funcidén de densidad (@) tal

que:

JQ'C "(8) d6 < = para 0<C< =.
(o]

Entonces para cualquier 8> O:

) oF (8x) ¢
lim = =
x== p(x) J 6™ x(0) do
0
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DEMCSTRACION: Si F es RN =>f es de variacidn regular con ex-~

ponente p= ~c-1 para O0<c < =, es decir:
lim -53951_ = g'c'1 ¥6 >0
X »eo £(x)

Ademds .por el Teorema 3.2,6:

1im  -BLX) [ 0™  x(0) do
x -=»  f£(x) o}
por tanto:
—c
1im of(ex) - -. *]
X - p(x) J 0~ v (u) du
o]

c.q.d.

Pasamos a continuacién al c&lculo del limite cuando X -= de
la divergencia de Kullback-Leibler entre las distribuciones

a priori y a posteriori.

TEOREMA 3.2.8: En las hipdtesis del Teorema 3.2.7 y suponien

do ademas que:

I (m(8)-1) (log m(8)) *(6) d6 2 =
0

donde

se verifica que:
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DEMOSTRACION: Utilizando el Teorema 3.2.7 y el Teorema de la

Convergencia Dominada.

Para distribuciones RR tenemos que:

10 que implica:

f(x) de variacién rapida con p= - =.
es decir
- X < 1
1i -E‘('E)—(l- 1 X =1
tom £(t)
0 x > 1

. ; .
por ser uncomportamiento andlogo al de x .
Procediendo como en el caso anterior:

TEOREMA 3.2,9: Sea F una funcién de distribucidén RR, con fun-
cién de densidad f, de cola derecha mondétona, y sea ® la fun-

cién de densidad a priori, con esperanza finita. Entonces:

l1im  —-Z-=5-- = = ¥6>0



DEMOSTRACION: Sea © >0
1im --R{x_ 1im -RL¥78)_
X +e of(oex) Yy += Of(y)
Pero:
(y/0) ® uE(yuse)n(u) N
ply/e) _ J Y W gy . J
of(y) 0 ef(y) 0

Respecto a la primera integral:

=> i = ®
lim I1

] J EY) ooy au
0 £(y)
Yy como:
)
£(y)
¥ we(0,1) ,, 1lim _Elwy)
VAL £(y)

aplicando el Lema de Fatou

Para la segunda integral:

----- -~ =x(6w) dw

yo.
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En este caso por ser £ de cola mondtona, tenemos que para va
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lores de y suficientemente grandes y para todo w mayor que

uno:

y por existir la esperanza de la distribucidén a priori:

J _wE(wy) r(ow) dw <J wa(6w) dw < =
1 f(y) 1

Con estas condiciones, aplicando el Teorema de la Convergen-

cia Dominada:

lim -591!1 0 ¥ w>1
Y+ f(y)
implica:
lim 12 =0
y -
En resumen:
lim __Eifl__ =

X »o» ef(ax)

Y calculando la divergencia asintdtica de Kullback-Leibler,

conluimos:
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TEOREMA 3.2.10: Dada F, funcién de distribucidn RR y verifi-

candose las condiciones del teorema anterior:

lim 1 (x(8),n(6/x) = = para >0

Xom

EEMOSTRACION :
U{,("(O),'(O/x)) =J (2EL8x) _ 1) 109 -2EL8%) 4(q) ge
Q p(x) p(x)

§1 consideramos:

h (9) (-gfigfl- 1) log _8f(ex)

p(x) p(x)

verifica:

h (8) >0

X

=>1im ’JE(!(G).'(Q/X)) = -

x-b.
1im h (8)=a=
x
X »eo
aplicando nuevamente el Lema de Fatou.

c.q.d.

Finalmente nos referiremos a las funciones de distribu-

cidén RP. En este caso:

lim  ——ee=seo =0
X+ 1=F(x)

Vamos a restringirnos a aquellas distribuciones para las que
su funcién de densidad es de variacidn regular en infinito

0 sea existe:
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para todo k, mayor que cero.

De esta forma, aplicando la regla de L'Hopital:

lim -1ZELRX) oy ggp JKE(kx)

X +* 1-F(x) X += £(x)
y asi necesariamente f debe ser de variacidn regular con ex-
ponente p= - 1:

lim ———eXe- = k ¥ k>0

con estas hipétesis de partida, obtenemos los correspondien-

tes resultados:

TEOREMA 3.2.11: Sea F una funcidén de distribucidén RP y tal
que su funcién de densidad f es de variacién regular en infi
nito, Sea una distribucidn a priori, con esperanza finita,

Entonces:

lim  ~=tetie- =1 ¥0 >0
x =  9Ff(0x)

DEMOSTRACION: Como en casos anteriores, calculamos:

ply/e) - JQ uf(yus/e) =(u) du + J- uf{yuse)s(u) du _
of(y) o] 8f(y) °] of(y)
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Para la primera integral consideramos gque por ser f(x) de va

riacién regular con exponente p= =1:
lim _H££EX1- 1
y -= £(y)

y ademds la convergencia es uniforme en intervalos finitos.

Entonces:
! wf(wy)
I1 = | _XLix Y. 1(0w) dw
o]
converge a:

1
J *(0w) 9 dw = {@) cuando y » .
(o]

'3
[oR

La segunda integral se
-
I :J WEWY): L ow) @ dw
2
1
Por ser f de variacidn regular en infinito podemos suponer

que es de cola derecha mondtona, sin perder generalidad.

Ademas: I 0v(0) do ¢ =

6]
entonces ¥ w >1 : -5£!Xl <1
£(y)

y asi: J wx(Ow) 0 dw < =
1

Aplicando el Teorema de la Convergencia Dominada:
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12 ~—>J "(Ow) 8 dw = 1 -~ (8)

-
i

cuando y crece indetinidamente.

X)

Por tanto: lim __Ei____ =1
x+=  9f(6x)

TEOREMA 3.2.12: En las hipdtesis del teorema anterior, si F

es una funcidén de distribucidén RP, se tiene que:

lim ijf (w(0/x), n(8)) =0 ¥0 >0
X -
suponiendo que m(8) = sup _9££9§l_ verifica:
X p(9)

J (m(8)-1) (1oq m(8)) x(8) dO < =
0

DEMOSTRACION: Utilizando el Teorema anterior y el de la Con-

vergencia Dominada,

OBSERVACIONES:

Como puede deducirse de los resultados obtenidos en el
caso de parametro de escala se extraen conclusiones analogas
al caso de parametro de localizacidén, En particular es desta
cable el papel que juega el concepto de variacidén regular, lo
que nos permite atirmar la convergencia uniforme en interva-
los finitos, necesaria en algunas demostraciones, asi cocmo
los resultados relativos al tipo de integrales que describen

las funciones de densidad predictivas.
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RELACICN CON OTRAS CLASES DE DISTRIBUCIONES
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Cas

SADITULD TV

[OF a Ap vpae

RE_ACION <IN OTRAS

Vamnos a ccnsiderar ciertas clases de discribucicnes gue

urgen 2n 2l anilisis de supervivencia, por Tanto nos restrin

'y
1]

4
O
7]
n

€n prinmer

e
zon las detiniciones de distritucicnes IFR, DFR, IFRA y DFRA
s2gln sea la razdn de £3lls5, A continuacidn trataremos zon
las distribuciones N3U, YWy, N3UE y NWUE, que s2 aplican en

1as denominadas politicas de marctenimientc utilizadas para

2., CTLASES DE DISTRIBUCICNE3 EN TZCRIA DE LA FIABILIDAD

Para explicar el crigen de _as distintas detiniciones,

Q

23 necesario introducir el ccncep:to de envejecimient

n funcidén de dis-

ot
[o]
3
o
[\
~
O
[¢]

supongamos una variable alea

o

tribucién F, tal que F(J) = O por tanto la tuncidn de super-

vivencia en un valor x seri F{x) = 1-F{x).

Asi la funcidn de supervivencia condicional de la varia

ble, si ha durado hasta el instanze © es:

-
I
ot
]
!
|
|
et
I+
[Rad
|~
1
(9]
e
)
RS
o
v
(¢}

Ana.ogamnente la probabilidad zondizionada de tallo en un in-

rervalo de amplitud x, para una variacle de edad igual a t



i

1]

i/} = = 1 = S(x/T)
A partir de 2sta disctribucidn se detine, cuando exista, la
razén de fallc en el instante z:
s F{t+x) - 72}
r(t) = lia == -
x- 2 X i)
as decir
£lt) £(t
r(t) = - (t)
7o) T=F(t)

cuando exista funcidn de densidad t{t) y sea F(t) > 0 ,

Con este planteamiento surger Las siguientes clases de

distribuciones /Barlcw y Proschan (1375)).

DEFINICICN 2.7: Diremcs Jue una funcidn de distribucidn © es
IFR si la funcidn de supervivencia condicionada es una fun-

cidén decreciente de la edad:

F(x/t) = -222IZ2 es decreciente en t>» 0 para cada x> 9

En el caso de existir la funcidén de densidad, esta detini-
cidén serd equivalente-a considerar funciones de distribucién

con razén de fallo mondtona creciente,

De la misma forma:

DEFINICION 2,2: Una funcidén de distribucidn F serid DFR si

la fFuncidén de supervivencia condicicnada es creciente con
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)
}s }
e
W
[tH]
ba
w
(o9
(1]
(]
o
i
0
v
'S

‘ente en t »0 para cada x 290

ol
x
~
vt
]
i
|
i
|
t
i
[1]
[72]
O
"
®
1]
ja

FPara tunciones de distribucién zon funcidn de dansidad sera
equivalente a exigir que la razén de fallc sea mondtcna de-

creciente,

ZJEMPLCS

- La distribucién de Weibdbull,

a
-(at -
Folt) =1 e (xe) para t O <tal que i, 3 >3

es IFR para a 21 y DFR para 0 < a1 g7,
y

- La distribucidn Gamma: y({(p,a; serd OFR para S<pg” ¥

IFR para p 1.

- e

Cna generalizacidn de las tunciones antaricres la consztitu
yen los conceptos de distribuc:ién IFRA y DFRA respec:tivamen-—

te y que enunciamos seguidamente:

t

Para los casos en que exista la razdén de fallo, serd equiva-

t
jO r{u) du
lente a quUe S-————eeeee sea creciente en t 30, ya que
t
- log (1=F(t)) = r(u) du

en dicha situacidn.




DEFINITIIN Z.4: Trna funzifin de Jiscridbucidn 7, serd DFRA s:

- 2 -.C "—?1:)) H A 3

ta funcién --z231_Ti::) 2s decreciente en t 20 6 equivalen-
j& rlu) du

temente Sl ————e——————mu es decreciente, en t »0 , cuando

exista la razin de fall:z,
3i consideramcs Lz definizicn 42 diszribucidn IFR, podriamos

interpretarla sn :tfrmincs de propensidn y resistencia a ex-
tremos alejados. ZIn etecto, la tuncidn de supervivencia
F(x/t), como es la prcbabilidad de obtener valores que distan
x de t suponiendo gue 1a variable es mayor que t, indica, al
ser decreciente en t, que la probabilidad de obtener extremos

- alejados no puede ser alta .

.Esta interpretacién queda justificada por e! siguiente resul-

tado. Suporemos en tcdo caso que Xp = =

PROPOSIGCICN 2.1: Si F eos una distriducidn IFR, se verifica

que F no puede ser SP,

- .DEMOSTRACION: Teniendo en cuenta que, dado e > O:

1-F{x+¢€
Pr(X_ =X .. >e)= —IfixrZl dF (x) <
e oo 0 1-F(x) n-1:n
< (1-F{e) de {x) = 1=F(¢€)
o] n-1:n
1=F(
al ser «—-—-535)- jecreciente en € |




cnz23 para tzdoe > 3, existe xie€j, Tal que
oro X - X _n> ¢) <k , para tcdo n
es decir:

S =X -

X = 0. (1
il n:n n=-1:n P( )

y pOr :tanto S_ no puede converger en probabilidad hacia infi-

Si supcremos que existe la razdn de failo para todo x, obte-

nemos las siguientes inplicaciones:

F 25 una funzidn de distriucidn IFR, se

b

FROPCSIZICZN 2.2: 3

veri¥ica que F es RR,

DEMOSTRACION: Si F es IFR se tiene que:

por lo tanto,

que implica:
vim XEIX) o
X +» 1-F{x)
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PROFS3ICION 2.3: Si F 2g una funcidn 22 discribucién DFR, er

i3

tonces F no puede s2r 3R.

dadoe>0: Pr(X_  _ - X_ (x) 2>
nin ol -
> *=F(e), por z2r 7 d2 zipeo IFR.
Si e es tal que 1-F{e) >0 tenenos que:
existe e, tal que para k(e) = *=F(<) > J
r(X - % >e) > x{e) > C
nn n=1:n
es decir, § =X - X no puede converger a cerc en
n n:n n-1:n

propadilidad, y por tanto F no puede ser SR,

Para las siguientes relaciones, vamos a utilizar un resuita-
"do que describe el comportamiento en l1a cola de la funcidn de

2

distribucidn seqin sea IFRA 6 DFRA.

TEQREMA 2.1: (Barlow y Proscham (1975)). Sea F una funcidn de

distribucién IFRA (DFRA) con cuantil Ze orden p, xp. Entonces:



donde: a =

1
- 5= log (1=p) .
P

Si ademas tenemos en cusnta que

IFR implica IFRA y que DFR

implica OFRA, podremocs demcsorar las sijuientes proposicio-

nes que siguen asimilando razén de fallc creciente con resis
tencia a datos atipizos v razén de fallo decreciente Ion Pro
pensién,
PROPCSICION 2.4: 51 F =23 una tunzifin 2= se
verifica que ¥ es SR, suponienio x_. = =,
DEMOSTRACION: Por ser 7, tipo IFR:
= (X+€ . . -
----£~-—l- es decrecient2 21 X, ¥e>C
T-F(x)
Por tanto
. 1=F({x+¢ 1-F{ €
Lim Flxre) AL O
X = 1-F(x) 1-F(x)
si suponemos que existe c, O<c < =, tal gue:

. 1-F(x+¢) -Ce
dadoe¢ >0: lim —=—-—=te-o e >0 (o sea F, SN)
X +» 1=-F(x)

entonces:

-C €

e <1 - F(e¢)
¥y esto para cualquiere > 0, por 12 cue F no puede ser IFRA
por el Teorema 2,1 y por tanto - tampccc puede ser IFR, en
contradiccidn con la hipdtesis, asi que:



equivalente a que F es 3R.

PRCPOSICICON 2.5: Si F es una funcién 22 distribucidn DR, an

conces F es SP, suponiendo 7{x) >, pzra todo X.

DEMGCSTRACION: Si F es DFR:

es creciente en x, para zz23ae >0

por lo que:

0 <1=F(e) < _1zE(xre) < lim Jlzilxre)
1-F(x) X+ 1-r(x)

Como en el caso anterior, si supcnemcs gque  2s SN:

im  ————lZoZ = e donde Q<o < =,

y llegamos a contradiccidén por lo tanto F es SP.

También podemos enunciar los resultados inversos aunque con

’ -
caracter negativo

PROPOSTICICON 2.6: Si F es una funcidn de distribucidn RN se

verifica que 7 no puede ser IFRA por =anto no puede ser IFR.

DEMOSTRACION: Por ser F una funcidén de dis:tribucidn RN se

tiene que la funcidn:



Uix) =1 - 7(x)
es de variacidn regular con expinante p= -= dcnde J <z <

Por tantc:

log{1-F(x))

lim =S ——memeos
X +o log x
como
lim S S
X == l0g X
T2nemos:
. - 1-F
lim log ( (x)) _ a
X = X
- (5 =F
por lo que la funcidn: _z_log LizFlx)) > 0

no puede ser creciente, es decir F no puede ser IFRA.

PROPOSICION 2.,7: Si F es RP, entonces F no puede ser IFRA,

por tanto no puede ser tampoco IFR.

DEMOSTRACION: Por ser F una tuncidén de distribucidédn RP, se

verifica que la funcidn:
U(x) =1 = F(x)

es de variaciédn lenta, por tantc:

[}



-log (1=-F(x))

y entonces se tiene que la funciédn >0 no

X

puede ser creciente, asi F no puede ser IFRA,

PROPOSICION 2.8: Si F es una tuncién de distribucidén SP, en

tonces I no puede ser IFRA,

DEMOSTRACICN: Como F es SP:

£(x) - - 14 -d log(1-F(x))

X +® 1-F(x) X +» dx

asi aplicando L'Hopizal:
y

-l -F{
1im -Z20g {1ZFIx))

X == X

es decir F no puede ser IFRA.

PROPOSICION 2.9: Si F es una funcién de distribucidn SR se

verifica que F no puede ser DFRA y por tanto no puede ser

DFR.

DEMOSTRACION: Si F es SR:

y andlogamente a la demostracidn anterior, aplicando L'Hopi-

tal



lim --tog (1-F(x))

X += X

asi F no puede ser DFRA.

Y para concluir este capitulo, relacionaremos nuestras
definiciones con una nueva generalizacidén de los conceptos

anteriores (Barlow y Proscham (1975)).

DEFINICICN 2,5: Una funcién de distribucidn F sera NBU si:

F(x+y) € F(x) . Fly) para x »0 y »0

DEFINICICN 2.6: Una funcidn de distribuciédn F serd NWU si:

F(x+y) » F(x) . F(y) para x>0  y 30

DEFINICICN 2.,7: Una funcién de distribucidén F serd NBUE si:

a) F tiene esperanza ya sea finita S infinita wu .

b) J F(x) dx ¢ w F(t) para t0 .
t

DEFINICION 2.8: Una funcidn de distribucidn F sera NWUE si:

a) F tiene esperanza ya sea finita & infinita u.

b) J F(x) dx 2 uF(t) para t2 0
t

En todos los casos se tiene la igualdad para la distribucidn

Exponencial, ya que es la Gnica distribucidn con razén de



fallc ccnastante.

Las cadenas de implicaciones son:

IFR => IFRA => NBU => NBUE
DFR => DFRA => NWU => NWUE

y asi razonando como en las proposicicnes anteriores obtene-

Mos unos resultados mas generales,

PROPCSICICN 2,10: Si F es una tuncidn de distribucidn NBU se

tiene que F no puede ser SP.
DEMOSTRACION: Iqual que la Proposicidn 2.1.

PROPOSICION 2.17i: Si F es una funcidn de distribucidén NWU,

se tiene que F no puede ser SR,

DEMOSTRACICN: Como la Proposicidn 2.3.

Las demostraciones coinciden con las correspondientes
a las funciones de distribucidn IFR y DFR porque en ellas no
utilizdbamos el crecimiento y decrecimiento respectivamente
de ;(x/t) sino las acotaciones que implicaban y que coinci-

den con las definiciones de NBU y NWU.

Seguidamente suponiendo que existe la razdn de fallo:

£(t) . 1-F(t)

tee 1-F(t)., x-+= J (1-F(x)) dx

aplicando L'Hopitai. Por tanto se tienen las relaciones:

PROPOSICICN 2,12: Si F es una funcién de distribucién NBUE

y la media de la distribucidn u es finita se tiene que F no



puede ser SP.

DEMOSTRACICN: Por ser ¥ NBUE.

J (1-F(x)) dx
t

n
®
A
(]
+
(21
1\
o

1-F(t) L: 7

es decir:

(1-F(x)) dx

lim £ u<e
L += 1—?(:)

y entonces aplicando la regla de L'Hopital:

1im  —emmsoe- # 0 y asi F no puede ser SP.
tee 1-F(t)

PROPOSICION 2.13: Si F es NWUE y tal que F(O) = O se tiene

que F no puede ser SR.

DEMOSTRACION: Por ser F, NWUE

J1-F(x)) dx > u>0 para t » O
t 1-F(t)

1o que implica

J (1-F(x)) dx

> Q0

H
"
3
WV
=

e 1-F(t)



Yy pcr tanta, Como en el <£iaso antericr:

lim Ee r e 6 sea F no puede ser SR.

Cem 1-F(z2)

Observacicnes: Incluso con las sucesivas ampliaciones del con
cepto se sigue manteniendo la incompatidilidad de las defini
ciones NBUE y NWUE con la propensidén y la resistencia respec

tivamente.

Es interesante resaltar también que en el caso de distri
buciones DFR y DFRA se mantiene el caracter bajo la operacidn
de mixtura en general y para NWU y NWUE sbélo en distribucio-
nes que no se cruzan. Esto no ocurre en ninglin caso para las
demds definiciones. Es decir que el cocmportamiento de resisten
cia nc tiene por qué mantenerse al construir mixturas ya que
pueden ser mcdelos para explicar datos atipicos, y por tanto

correspondientes a distribuciones propensas.
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APENDICE I

TEQREMA: Sea {u_(x)} un2 sucesién d= funciones de R—R mo-
nétonas y acotadas que convergen puntualmente a una funcidn
u{x), continua (por tanto mordtona), entonces la convergen-

cia es uniforme.

DEMOSTRACICN: Supongamos que {un(x)} es una sucesién de tun-

ciones mondtonas no crecientes y acectadas, por lo tanto:

u(x) = lim un(x) mcndétona no creciente

Neow
lu(x)]¢ M , para algin M > O

Entonces, dado x eR y ¢ > O , existe 25(x, ¢) tal que:

lun(x) - ul(x)|< ¢ ¥y,
es decir
u(x) -eg un(x) g ulx) + ¢ ¥nyn,
s X e e ue:
Sean {x1 x2 xk) tales q
x1\<x26...§xk con x1=-~y xk=+-

y ademds:

u(xi) - u(xi+1) <e ¥1i=1,...,k.

Sea i tal que x e (x,, xi+1), entonces:
existe n! tal que, ¥ n » n., se verifica
1 1

1

u(xi) - eg un(xi) < u(xi) * €
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existe n!' tal que ¥ n » n!' se verifiza

n
[
x

1
-

. - u {(x.
u(xl+1) €< n( 1+1)

Luego si n, = max {ni » 2" ¥ n2nn

- 2¢ & u(xi+1) - u(x) - ¢ <un(x) ~u(x)g u(xi) - u(x) + eg2 ¢

Por tanto,dado ¢', para todo x :(xi, X, 1), existe ni tal que:
- -T

|un(x) - ulx)]s e’ ¥n>n,
Censiderando i = 1,..,,k obtenemcs n1, nz,...nk ; entoncas si:
n, o= max (n1.....nk}
sera:
un(x) - u(x)l{ e! ¥ns3 ng oo ¥ x

es decir, la convergencia es uniforme.
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