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ABSTRACT

This paper pursues two objectives. One is to generalize the Kalman Filter to dynamic models with
rational expectations which include current expectations of future endogenous variables. A second
obiective is to iflustrate two applications of this estimation procedure to stochastic rational expectations
growth models. The first applications is a proposal to calibrate some parameters in these models whose
estimation is difficult because of the lack of appropriate data (for example, the coefficient of relative
risk aversion). In the second application, the previous calibration procedure is used to offer an
objective measure which allows for discriminating among alternative models that have, in some
aspects, a similar stochastic behaviour,

RESUMEN

Este trabajo tiene dos objetivos. El primero de ellos es aportar una generalizacion del filtro de Kalman
a ia estimacién de modelos dinflamicos con expectativas racionales formadas en el presente de variables
end6genas futuras. El segundo ¢s mostrar dos aplicaciones de este precedimiento en modelos
estocdsticos de crecimiento bajo el supuesto de expectativas racionales. En particular, se presenta, por
un Jado, una metodelogia para calibrar parimetros de estos modelos que resultan dificiles de estimar
debido a la ausencia de datos en fa economia real (por ejemplo, el coeficiente de aversion relativa al
riesgo). Bl procedimiento que se presenta tiene la ventaja de la sencillez de su funcionamiento. Por otro
lado, se utiliza el procedimiento de calibracion para dar una medida objetiva de discriminacidn entre
modelos, que permita resolver el problema de identificaci6n de modelos observacionalmente

equivalentes.

(*) Agradezco al profesor Alfonso Novales sus valiosos comentarios y sugerencias y al profesor Emilio Cerda su
ayudz en la compresidn de Ja metodologia de estimacion del filtro de Kalman. Cualquier etror es de mi exclusiva
responsabilidad.




1. Imtroduccion

Este trabajo tiene dos objetivos, El primero de ellos es aportar una generatizacion del
filtro de Kalman a modelos dindmicos con expectativas racionales formadas en el presente de variables
endogenas futuras.

El filtro de Kalman es un algoritmo recursivo que estima el estado no observable de
ux sistema dindmico (con expectativas racionales en este caso) dado un conjunto de observaciones que
proporcionan informacidn acerca del valor que toman lag variables enddgenas en cada instante. En
Bertsekas (1976) se desarrolla el algoritmo que estima por minimos cuadrados lineales el vector de
variables endégenas no observables {(que evolucionan segdn un sistema dindmico de primer orden)
dado un vector de varizbles observables que son combinaciones lneales de las primeras, mis un
vector de ersor de observacion. Bn Cerdd (1992) se generaliza el fiitro de Kalman a modelos con
expectativas racionales formadas en el pasado de variables presentes y futusras. Aunque existen
bastantes trabajos ocupados en resolver modelos con expectativas futuras formadas en el pasado (Aoki
y Canzoneri (1979}, Taylor (1977) ¥ Burmeister y Wall (1982), entre otros), en muchos modelos
econdmicos, las variables enddgenas dependen de su pasado y de las previsiones que se hacen en el
presente sobre el futuro de las mismas (véanse los modelos estudiados por Blanchard y Kahn (1980),
Gourieroux, Laffont y Monfort (1982), Blanchard (1982) y Sims (1999}, enire otros). Asi, tiene
interés desarrollar una generalizacién del filtro de Kalman a modelos como los descritos en estos
{iltimos trabajos. Ademés, los modelos de crecimiento en contextos con incertidumabre v bajo el
supuesto de expectativas racionales utilizados en la literatura de ciclo real, pueden ser aproximados
{dada su no linealidad) por modelos dinfmicos con expectativas racionales del mismo tipo que los
modelos que estamos interesados en resolver, por lo que tna amplia gama de modelos tedricos pueden
ser abjeto de estadio desde un punto de vista metodolégico como el que aqui se presenta, y para usos
muy concretos como los que a lo Jargo del trabaje se especifican.

£l segundo de los objetivos es mostrar dos aplicaciones de este procedimiento de
estimaci6n para el analisis de modelos de crecimiento en coniextos con incertidumbre y bajo el
supuesto de expectativas racionales. En particular, s¢ presenta, por un lado, una metodologia para
estimar parametros de estos modelos que resultan dificiles de calibrar debido a su naturaleza, es decir,
parametros cuya estimacion es compleja debido a la ausencia de datos en la economia real y que son,
sin embargo, determinantes bdsicos de las implicaciones del modelo tedrico (por ej‘t_émpio, el

coeficiente de aversién relativa al riesgo, parhmetros asociados a funciones de produccion de nuevo

capital humano, etc).

Esencialmente, el procedimienato que proponemos es el siguiente: bajo la hipétesis de
que el modelo tedrico (un modelo particular de crecimiento con incertidumbre y bajo el supuesto de
expectativas racionales) es el generador de las series temporales histéricas de una economnia real
particular, se trata de calcular para qué valor de un pardmetro o conjunto de parimetros del modelo
las sendas estocdsticas generadas por este modelo fedrico se ajustan a las observadas.

La generacion de estas series temporales por el modelo teérico se realiza utilizando
el filiro de Kalman. Este procedimiento proporciona una estimacién de sendas temporales no
observadas {las del modelo tedyico) que son funcién, por an lado, de las observaciones de las
variables de la economia real v, por otro lado, de los pardmetros del modelo tedrico, por lo que es
posible implementar un procedimiento de bitsqueda de estos parAmetros que mejor ajusten las
variables reales observadas con las estimadas.

Ademds, en esta metodologia se alinan la etapa de calibracion y 1a de verificacion,
ya que el procedimiento de biisqueda de parimetros genera objetivamente una medida del grado en
que el modelo ajusta el proceso estocastico de los datos de series histéricas observadas. Incluso,
poderos inferir qué parte del modelo es responsable de un peor ajuste enire 1os datos observados y
estimados, dado que disponemos de una funcién de pérdida para medizlo y en la que utilizamos toda
1a informacitn disponible. Esto contrasta con una préictica habitual en la literatura de ciclos reales que
enfoca las predicciones del modelo en medias a largo plazo excluyendo otras caracteristicas de los
datos, cuando seleccionan pardmetros para calibrar. Ademds, el uso de las volatilidades y
correlaciones entre variables se dirige a la contrastacion de modelos perc no como una fuente de
informacidn sobre los valores paramétricos. Esto Hieva consigo el poco énfasis gue suele hacerse sobre
la calidad de la calibracién resultante, Por eso, ¢l procedimienio que se presenta formaliza la
calibracién y la verificacion utilizando funciones de pérdida, por lo que la eleccién de unos moedelos
frente a otros puede ser ficilmente justificada.

Por supuesto existen otros irabajos que desarrollan metodologias alternativas a ésta
y que tienen estas propiedades deseables de verificacion estadistica de los parimetros calibrados
[véanse Watson (1993), Ingram y Lee (1991}, Gregory y Smith (1990) y Christiano y Vigfusson
(1999), entre otros]. Por otro lado, y en la Hnea del procedimiento que se muestra en este trabajo,
en McGrattan (1996) se utiliza también el filtro de Kalman y una biisgueda 6ptima de parimetros por
méixima verosimilitud. La diferencia fundamental est en que la utilizacion del filiro de Kalman para
estimar series temporales generadas por el modele tedrico a partir de las series observadas se realiza
aproximando linealmente el modelo teérico. En nuestro trabajo, el modelo se aproxima log-
linealmente y podemos estimar variables con expectativas (de enorme interés en la literatura de ciclos

reales), ya que dada esta aproximacion no es posible aplicar el principio de equivalencia cierta. De




esta forma, es posible ajustar datos tedricos en logaritmos con datos reales en logaritmos filtrados por
el método de Hodrick y Prescott (habitualmente utilizado en esta literatura), eliminado cualquier
problema numérico que pueda derivarse de la heterocedasticidad de ias series temporales en niveles.

Por tanto, se presenta un procedimiento (con una mayor no linealidad en sus
aproximaciones) que ajusta el conjunto total de la dindmica del modefo a la dindmica de los datos,
de modo que la verificacion de los pardmetros calibrados resulta menos débil que en las pricticas mis
habituales, Ademas, el procedimiento que se presenta tiene la ventaja de la sencillez de su
impiementacitn.

En lo que se refiere a la segunda aplicacin de esta metodologia, se utiliza el
procedimiento de calibracién para dar una medida objetiva de discriminacidn de modelos. Es bien
conocido que el use limitado de la informacién disponible en los experimentos computacionales tiene
el peligro de hacer que una amplia gama de modelos econémicos con muy diferentes implicaciones
sobre bienestar sean compatibles con ka evidencia empirica, es decir, son modelos observacionalmente
equivalentes. Esta ausencia de identificacién entre modelos convierte en poco creibles los resaltados
obtenidos de estos modelos en el 4mbito de la prediccidn de efectos de politica econdmica, como uno
de los usos mas frecuentes de los modelos.

El trabajo se organiza como sigue: en la seccidn 2 se generaliza el filtro de Kalman
al caso en que el modelo se especifica con expectativas formadas en el presente de variables futuras.
En la seccién 3 se presentan dos aplicaciones de esta generalizacion: a la calibracion de pardmetros
que ajustan las variables tedricas de los modelos de ciclo real con las variables observadas y a la

discriminacion de modelos. Por dltimo, en la seccién 4 se concluye.
2. Una generalizacion del filtro de Kalman a modelos con
expectativas formadas en el presente de variables futuras.
En esta seccidn se muestra la generalizacion del filiro de Kalman y se presenta el
algoritmo de estimacién de un vector y, de variables en cuya determinacion influyen las expectativas
que de ellas se formulan en 7-1 y de las que se sdlo se observa una sefial con ruido.

2.1. Descripcién del problema y resultados tedricos:

Siguiendo una notacitn similar a Cerdd (1992), suponemos que: _y,'__: g_s.l_m_:vect_or de

variables endégenas no observable cuya evolucién dindmica viene dada por el siguiente sistema:

¥=C ¥ *F ¥l vdrs,, t=1,2,...T. (1)

El sistema de observacién es:

z=M,y+w,, 1=0,1,....T, #]

donde:
¥, es un vector nX 1 de variables enddgenas no cbservables;

d, es un vector nX1 de variables exdgenas aleatorias, que responden al proceso estocistico:
14
d‘:g Ri dl-i+ E1 s (3)

donde £, es ruido blanco;

£, es el vector nX1 de ruido del sistemna;

z, es un vector px1 de variables observables;

Yoy €5 la expectativa de v, condicionada al conjunto de informacion del periodo ¢. Este
conjunto es: 1,={z.7,_,,-..Zgud 1.8 )i

w, es el vector px1 de error de observaciim;

G, F,, R, i=1,...p son matrices deferministas #Xn y M, es una matriz px». Todas eilas
son conocidas para 1=1,2,....T ¢ i=1,....p;

YpBpseesEpWpo Wk, £, 800 vectores aleatorios  gaussianos, mutuamente

incorrelacionados, cuyos primeros y segundos momentos son:

Er,=0; Ergl=A, t=1,...,T;
Ew=0; Eww/=W,1=0,1,....T; @
Eyy=mmy, El(y-mgyo-mp)'1=5y;

E:=0; Et £ =L, t=1,....T;

todos conocidos para cada £,

La solucién al problema de estimacién minime cuadritica del vector ¥, con I, como
conjunto de informacion, se basa en una transformacion del sistema (I) en una forma equivalente de
modo que puedan aplicarse los resultados que para el filtro de Kalman se obiienen siguiendo la
metodologia dada por Bertsekas (1976) y generalizada por Cerda (1992).

Proposicién 1: Supongamos que se verifican fas condiciones del problema descrito
anteriormente y que, dado que z, es un vector de variables observables, puede estimarse el proceso
estocdstico que sigue dicha variable. Sea ese proceso: z=v+®p _ +...=8(B)¥, con B el operador

retardo y », vector de ruide blanco. Entonces el sistema (1) puede expresarse como sigue:




¥, “A,n Yo "'B, y:l-rAl "'Bu y£:I I *b,”ﬁ , =1 R 5

donde
A=(I-F.P)"G,,
B=(I-F.P)'F,P,
B,=(I-F P)"F,,
b~(I-F,P)d,,
P=(M/ M) M/ ® M, (M_M_)",
u~(I-F, P)"'z,  con matriz de covarianzas U ~Elup, 1=(/~F, P) A ((1-F, 7)) , siempre que,

sea de rango completo, p=n y (I-F,P) sea no singular, para cada r=1,...,T.

Demostracion:
Dadoe que y, es un proceso estocdstico vectorial, podemos expresarlo a través de st
descomposicién de Waild, dado el conjunto de informacién f,, como®;
y=a+¥ a +¥,a ¢ (B,

con B operador retardo, a, vector de ruide blanco.

Por otro 1ado, 4, es el error de prevision un periodo hacia adelante de y,:
YYo=, (6
Ademds, bajo racionalidad, podemos expresar y,,,,, en funcién del error de previsidn
un periodo hacia adelfante en ¢ y de la expectativa ;-
y,:,":\ll“ a,*')’r:m—l=‘I'|,,(}‘;“}‘;|‘f—1) +}’n:m—1- o

Dados los supuestos del problema, et vector de variables y, no es observable por lo
que no podemos estimar la matriz ¥, a partir de y,. Sin embargo, dado {2}, podemos estimar esta
matriz en tanto que conocemos el proceso estocstico seguido por z,.

Teniendo en cuenta que cov(g,z,_)=%, ¥ que

coviz,z,  y=coviM,y+w,, My, W _)=M, \I’Lerl-l’ &

se tiene que

! Nétese que las matrices del proceso estocdstico ¥ dependen del tiempo dado que _sbn condicionales al

conjunto de informacién, por ser ¥, no observable.

¥, =M M) M O M, (M M,_)'=P, ©

Por tanto, la expresion (7) queda como sigue:

yr:llr:P,(.)’,’)'l:.:-i) +y1:l;r—l- {1

Sustituyendo (10) en {1) llegamos a la expresicn (5), B
Algunos comentarios nos ayudarén a centrar ideas respecto a la utilizacién empirica
de estos resultados:

a) Esta proposicion parte del hecho de que es conocido el proceso estocastico de z,.
Para las aplicaciones que vamos a describir en la proxima seccién, éste es un
supuesto que en nada es restrictivo ya que el conjunto de series temporales dado por
¢l vector z, es conacido para ¢=0,1,...,T, por lo que es posible identificar y estimar
el proceso estocdstico que sigue tal vector. Podria relajarse este supuesto describiendo
el proceso estocdstico de z, como:

+

=y +® a2t

(T
siendo las matrices ®,, identificadas y estimadas con la informacion disponible hasta
el instante .

b} La proposicién parte, asimismo, def supuesto de que las matrices M, son de rango
completo con p=n, es decir, €l niimero de variables observables es mayor o igual
que el nimero de variables end6genas no observables. Fste tampoco es un supuesto
restrictivo ya que, en primer lugar, en las aplicacicnes que vamos a describir
posteriormente, las matrices M, son cuadradas, de modo que existen tantas variables
observables como no observables. En segundo lugar, si M, no fuera de rango
completo significaria que existen relaciones enire y, y z, estadisticamente
redandantes. En el case en que p<\n, la solucin para ¥, no serfa {inica, por lo que
habria que imponer un conjunto suficiente de restricciones para calcular ¥, ,
seteccionando asi una de las posibles expresiones del sistema (1) en la forma (5).

c) Esta proposicion pedria generalizarse para el caso en que se fuvieran expectativas
formadas en  de variables en £l instante 7+f, f=1,2,...,9. Bastarfa con resolver los

valores ¥ ¥

Lo gt

? Nétese que para los primieros perfodos, dada la ausencia de grados de libertad, deberia hacerse algin
supuesto acerca del proceso estocistico de z,.




MY ML =® MY M =8 (11)
Es decir, el sistema (1) seria:
? *
yl:G,}',_]+EF,;,)’,.m"‘d“"ﬁ,, =12,...T, 1z
i=1
y, el sistema resultante, andlogo al (5) serfa:
* 4 *
=AY B Vg Y, By Ve tb v, 1212, T 13)
=l

donde:

P
A(:(!_Zl: Fir Pft)_lGr »
13 P
Bt:(‘r—z‘: Fu F:‘r)_1 (.E_,l‘ Fif Pil *
z -1
BH:U_;: Fir P:'r) Fif’
7
b::(}'—Z‘: Fn‘! Pir)_] dl'
2
u=(I-%" F, P)g,, siendo P, la estimacién de ¥, de (11).
i=1
2.2. Estimacién minimo-coadritica del vector y, con informacién I,.

Una vez que hemos expresado el sistema (1) en la forma (5) pedemos utilizar el
resultado de Cerd4 (1992) para calcular la estimacién minimo-cuadratica de y, dado z, y el conjunto
de informacién I, ya que la expresion (5) es el tipo de sistema dindmico con expectativas racionales
cuya solucidn, utitizando el filtro de Kalman, fue generalizada por Cerda.

Con el fin de presentar el algoritmo de solucidn para resolver el problema planteado, se
describe a continnacién el procedimiento de solucién presentado por Cerdd (1992). El objetivo es
transformar ahora el sistema (5) en una expresion equivalente que relacione el vector de variables
endbgenas con su pasado inmediato, con las variables exdgenas y con La expectativa ¥,y . A partir
de esta nueva expresién y bajo el supuesto de que las condiciones iniciales y los ruidos son
gaussianos, es inmediato obtener la estimacion lineal minimo-cuadrética J,, a partir de la metodologia

recogida en Bertsekas (1976), aplicando directamente los resultados que alli aparecen.

Proposicién Cerdd (1992): Si suponemos que (/-B)} es no singular y ademss la
condicién fina® yr, =T yrr., {condicién propuesta por Chow {1980) para T “"grande") entonces,

utitizando la notacién de Cerda (1992) el sistema (3) puede expresarse de la forma:
T -
ie =A,)',_| +(Qr_A¢)yi"llf'| +E Mr:.fbiliui s =12,...T, (4
i=t

donde
Q=(-8,0 )'4,, con O =T,
M, =(I-B .0, )", |
M, :Mr.lgarMm.i ,
By =(-B) by,
B =(1-B)'B,,
A~(I-B)~4,
v,= (b, ~by =k 5w, Evy! =L +U=V,
Véase la demostracidén en Cerdd (1992).

Dada 1a expresién (14), e! estimador lineal minimo cuadritico jﬂ . €8

jr113(17D| Mr)(Qlf:—l 11 *qr—l) +Drzt s =107, (15

con )’}0!,}=m0, 370|0=(I -DyMmy+D, 7, , donde
D|=Ez|rwlM'I(M£El|l—lef+“/r)_l >

/
E :Aazl—llr—lA' 1LVr'

-t

En::E?qH “quM:J(MrEz:z-zMil"'I’V:)_IMrEm—n con Ly =8,
9 =§: LI IS AR 25 AN AR

E.']i: =ET(Y,‘?,.;)(J’,‘)",,;;)’] .

Para 1a demostracién de este resultado, en el que, dada la hipétesis de condiciones iniciales

y ruidos gaussianos, se puede suponer ¥,5y,..=5, 41 véase Bertsekas (1976} y Cerdé (1992).

2.3. Algoritmo nunérico de estimacién de y, con informacién 7.

El algoritmo para la estimacién de 7, es:

PASO 1: Calcular P,, t=1,...T de la forma indicada en la proposicién 1, asi como las matrices

A,B.B, y el vector de variables exégenas b, y U, para r=1,...,T.

3 Si el proceso estocistico de ¥, fuera aproximadamente un VARMA(!, 1), per ejemplo, entonces la matriz I
serfa igual a la matriz de pardmetros de Ja parte antorregresiva del VARMA, que podria estimarse de 1a misma
forma que ¥ en la proposicién 1, a partir del procese estocdstico de z,.

8




PASO 2: Calcular b, B, A, V, dei modo indicado en la proposicion 2.

PASO 3 Calcular recursivamente, empezande por el periodo T, las matrices
O.M,  i=tt+,....T:
En T2 Q,~(-B, )4, My
Ea 10 @ o MryroMem

En b Q.M - M, 1
PASO 4: Calcular recursivamente a partir del periodo inicial:
En=0: L0 =Sy~ SMo (M S +Wo) "MyS,
D=8 Mo (M,S Mg + W)™,
Foyo=U-D Moy +Dz,.

Enr=1: RNV S HE A
F10=CFug0 * e
By =E”u—E”nM{(MIE“9M{ +W)M Ty,
D, =L, M (MLE MY+ W),
Y= -D M@ Vot D5

.1

En =T Eyp AT i +Vr
)A’T!TW""'Qrfr.um““IT_l ’
=B _ETIT-IM]" (MTBTIT*IM; * T)_lMTEﬂT-} >
DT=ET=T_‘M}(MTETW_IM§+WT .,
fnT“(I"Dyﬂ’fr)(Qrfr_uH+qr—l) +Dizy

3. Aplicaciones a modelos de ciclo real. Calibracion de
parametros.

En esta seccion se aplican los resultados tedricos obtenidos antes con el objetivo de
calibrar pardmetros a partir del ajuste entre las variables del modelo tedrico y Jas observadas en una

economia 1eal.

3.1 Estimacién del parametro de aversion relativa al riesgo en el
modelo de crecimiento neoclasico de Brock y Mirman {1972).

3.1.1. Descripcién del problema y su especificacién en la forma del sistema (1).

Sea el problema de crecimiento neccldsico en contextos con incertidembre y bajo el

supuesto de expectativas racionales signiente:

{-a
= -1
MAx EY g~ 16)
feok} °§ 1=
sujeto a:
e vk ~(1-80k_ =8,k% {17
Inf, =g 106, ,+¢, . €,~M0,0}), |} <1 (18)
iid
k.0, dados 19

donde B,6,8,c son el pardmetro de descuento, la aversion relativa al riesgo, la tasa de depreciacién
del stock de capital y 1a elasticidad de la produccidn respecto del stock de capital, respectivamente.
Las variables ¢, k, denotan el consumo y e stock de capital. &, denota la esperanza condicional ai
conjunto de informacion del instamte 0.

El problema consiste en encontrar las secuencias de consumo y capital a lo largo del
tiempo que maximicen el valor esperade de la suma descontada de la utilidad de un consumidor
representativo (expresién (16)) sujeto a: i} la restriccidn de recursos de la economia: la produccién
(tado derecho de (17)) debe ser igual al consumo més la inversién (fado izquierdo de (17)); ii) un
proceso estochstico para el shock en productividad (4 ), (18); y iii) unas condiciones iniciales para
la variable de estado y para el shock en productividad, (19).

Las condiciones de primer orden de este problema son:

1 -0
BCI =EH,, 20

H=c (0 ok +1-6) oAy

10




¢, +k,~{1-8)k,_, =0k, {22)
Ing =chlnd, _, +¢, (23)

para 1=0,1,2,..., donde utilizamos ahora la notacién més habitual EH, | para denotar H ;.

Las condiciones de primer orden se completan con la condicidn de transversatidad

lim E, (¢5.k,.,..y=0.

T+

Si linealizamos el sisterna (20)-{23) en los logaritmos de las variablesc,.k,.H .0,
alrededor del estado estacionario (definido éste como el equilibrio determinista del modelo si

x=x,_,,0,=1,¢=0, Vi, con x=c.k), podemos expresar el sisterna de esta forma:

Qv =y, + 0y, =02, 24
donde
—_gc;}" 00 0 e o 0 0
It - e-1
ﬂﬂ: O'CJ;”({Ik_:-]"'l—a) HH i) _Cs;oak;:—i i ﬂt: 00 ¢y tx(a 1)k“ [¢]
o —
c, ok, ok 00 oki+(1-8M, O
0 00 1 6o 0 ¢
0H, 00 o fne,-Inc,, E(Inc,,,~Inc_}
0000 0 InH,-InH,, ., |EQoA, ~lnl)
* bcood ’ 3 0 ’ y‘— ;l’lk,‘“]l'lk_“ | yh”"‘ E{(lnkhl—lnkn)
00 00 1 Iné, E(Ind,, )

Dado que £} es invertible, podemos expresar (24) como el sistema siguiente:
y;mGy._z*Fyr:uﬁg, (25)

donde G=0,'Q, , F=05'Q, , £=0;"0¢,. Por tanto, la expresitn (25) tomsa la forma del sisiema (1).
3.1.2. Estimacion de la aversion relativa al riesgo.

Bajo la hipdtesis de que el sisterna (25) explica Ia economia real, es decir, es ef

proceso generador de las series temporales observadas de una economia real particular, y que el

vector de variables {z] representa las series temporales observadas tales que se relacionan con las

tedricas ¥ con un ruide de observacidn como sigue:

Zy,w,, 26)

La expresion (26) es la ecuacion de observacion en la que se ha postulado queM, =/
¥ que Ew,w," =W=0% I vt. Es decir, existe una relacién uno a uno entre las variables observadas y la
teéricas {M,=/) y el error de observacién de un componente de ¥, (por ejemplo el consumo} no
condiciona ¢l error de observacién de otro componente del vector ¥, {por ¢jemplo, ¢l stock de
capitaf},

El objetivo de esta aplicacion es, en primer lugar, construir un vector z, de variables analogas
a [as del modelo tedrico, que representen a la economia real. Para ello, dado que las variables del
modelo tedrice son estacionarias y las variables de la economia real (consumo y stock de capital) no
lo son, utilizaremos sus series temporales en los logaritmos transformadas a través del filtro de
Hodrick-Prescott* obteniendo asi serles estacionarias, con media cero, con objeto de explicar las
fluctnaciones ciclicas alrededor de la tendencia®. Estas series serfan Z, Y %, dado (26). Las series
tedricas y, e y, son el logaritmo del consumo y del stock de capital en desviaciones respecto de su
estado estacionario respectivamente. Ambas tienen media cero y son estacionarias (dada la linealidad
de (25) v la normalidad del vector de ruido 5,6) ¥ serian andlogas a las variables z, , z,,.

Respecto de la variable z,, se calcularia a través de la estimacién del residuo de
Sotow, por ejemplo utilizando la estrategia de Prescott (1986), y de esta forma, z,, serfa la variable
andloga a y,, del modeto tedrico’.

Para construir 1a variable z, se deberia, en primer lugar, calibrar los pardmetros®:
i) a como la participacién del stock de capital privado en ia produccién real; i) la tasa de
depreciacion a través de una regresidn entre el stock de capital menos [a inversidn y el steck de

capital del periodo anterior:

1 Este instrumento de filtrado es habitualmente utilizado en esta liferafira para descomponer las series
temporales en tendencia y cicle méas componente jrregular,

3 Recuérdese que la evaluacidn empivica de estos modelos se basa en su capacidad para explicar las
fluctuaciones ciclicas de las economias reales.

¢ Ee=0, Esgl =00 (05'Q0(06'0) .

? Padrian estimarse los pardmetros ¢, 07 de (23) a partir de la serie del residuo de Solow estimada,

¥ Dado que nuestro interés radica en Ja calibracion del parimetro de aversion relativa al riesgo, ef resto de
los pardmetros se caiibran ntilizando la practica mds habitual en la literatura.
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siendo s, la perturbacion aleatoria de a regresidn y y=1-6; iii) fijar el valor de Ia aversion relativa
al tiesgo acorde con alguna estimacitn previa obtenida de la literatura de ciclo real’. Una vez
calibrados estos pardmetros, podemos constrwir con las series de consumo, stock de capital y el
residuo de Solow, la serie® H=&"(Bak"" +1-8); si transformamos esta serie en logaritmos y la
filtramos a través del filteo de Hodrick y Prescott, obtenemos una serie temporal andloga a y,,.

Un vez construido el vector de series temporales z,, postulamos que el modeio tedrico
representado por (25) explica la economia real del pafs seleccionado y gue los datos de series
temporales reales z, que observamos son una medida de las series temporales tedricas y,, con las que
se relacionan segiin (26), para una matriz de covarianzas W dada. El objetivo es encontrar (mediante
una red de bisqueda, por ejemplo) el valor de o tal que, dados Wy T' (recuérdese que se habia
impuesto y7.,.r=1'¥rr. )} ¥ estimada la matriz ¥ (por medio de la identificacidn y estimacién
e(f:onomélrica“ de un preceso VAR para {z}), se alcance el valor minimo de
g &5, Wlz-5,).

Calcular 3, utilizando la metodologia expuesta en la seccidn 2 es equivalente a
simular el modelo a través de una aproximacion log-lineal donde la estabilidad del sistema estara
garantizada por el hecho de que el conjunte de informacién /, estd formado por un vector de variables
observables estacionarias que impedird que la solucion generada ¥, ., sea no estacionaria o
inestable?, Téngase en cuenta que los autovalores de Ja matriz §;'Q, son tales que uno de elles sera
mayor en valor absoluto que 7 por Io que la solucidn del sistema serd de punto de silfa"? (existe

ua iinico subespacio estable dado k| tal que el sisterna evoluciona hacia el equilibrio de estade

?Por ejemplo, podria seleccionarse el valor del parimetro de aversidn relativa al riesgo obtenido por Mehra
y Prescott (1985).

¥ £ simbola " * * sobre una variabte o sobre un pardmetro denota respectivamente, una serie real o un
pardmetro estimados.

" Utilizamos toda la informacién de que disponemos para estimar ¥  suponiendo, implicitamente, la

estabilidad paramétrica de su estimacida, es decir, que no dependera del conjunio de informacién,

 Dado que la solacién es del tipo  $,,=(I-D)0QJ, ,, ,+Dz, ,si z, es estacionario, una condicién
suficiente es que los autovalores de  (/-D\}(, tengan norma menor que 1 para que )7,5 , sea estacionaria.

" Existe un autovalor inestable que genera una direccidn o autovector inestable, St se anula esta direccica,
el sistema evolucionard a lo largo de un subespacio estable.
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estacionario). Sin embargo, por el razonamiento dado anteriormente, no es necesario restringir el
espacio de trayectorias ya que, implicitamente, ¢l sistema de observacion (26) cumple esta funcidn'?.
Ademis, estimamos las expectativas Vg como subproducto del procedimiento, lo cual tiene un
marcado interés econdmico.
Procedimiento de solucién:
1° Calibrar todos los pardmetros del modelo (excepto sigma, que es objeto de estimacién
& través del procedimiento dado en la seccién anterior). Hasta ahora sélo se ha
descrito la forma de calibrar o, 3, ¢, 07, Respecto det parimetro 8, como es
habitual, fijamos su valor igual al inverso del tipo de interés real bruto, neto de la
tasa de depreciacién de [a economia real®s.
20 Construir {z}, siendo M,=I, W=W, vr definida positiva a partir de los datos, del
modo especificado anteriormente,
30 Cateular las matrices G.F.ALE,S,, ¥ los veclores d,, m,,.
G=1'0, , vi,
F=07'0,, v,
A0 A0)Y , ve,
¥,=% , vr, siendo & calculado a partir de la estimacién del VAR para el vector {z},
d=0, vr, ya que en el modelo no hay variables extgenas (si por ejemplo hubiéramos
modelizado un tipe impositivo, entonces, con datos de 1a economia real hubiéramos
idmﬁﬁca;loyesﬁmadompnmaumnegrmhopmaminmmhesﬁmmﬂoasm,, i=1,...,p
de TJ=Z R 1 _+t),
mD:G,mya que las variables y estin en desviaciones respecto de su estado
estacionario,

8ot

utilizamos como estimacidn de esta matriz la diferencia entre la matriz de
covarianzas muestral de z, y W (ya que cow(z)=cov(y)+W puesto que y, es
independiente de w,).

4¢ Calcular §

e de la forma descrita en la seccién anterior. Dados los valores de los

pardmetros, ésta es un estimacion minimo-cuadrética de y, en funcién del vector de

observacién z,, (es decir, establecemos el ajuste lineal Gptimo).

¥ De esta forma se evita encontrar la direcciones inestables que no sor mds que una aproximacién a las
verdaderas direcciones inestables del sistema no lineal.

15 Téngase en cuenta gue de (20) y (21), en el estado estacionario 1/8=ck®™"+1-8=(1 +r )-8, siendor,_
el tipo de interés real medido como la productividad marginal del capital.
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5° Evatuar'® 3 (z,-%,,) W™'(z,-5,), para cada valor de o. Nétese que cada vez que
=0

se caleula §,, para cada ¢, las matrices G, F cambian como funcion de estos

patametros. La estimacion de ¢ es aquella que minimiza esta funcion de pérdida.

En el apéndice se especifica un método de solucién recursivo para estimar pardmetros
del modeto minimizando la distancia eatre 2, ¢ J,,, 10 que resulta mis apropiado que una red de

bisqueda cuando son miiltiples los par&metros a estimar,
3.1.3. Resultados.

Los resultados obtenidos acerca del vaior calibrado de la aversion relativa al riesgo
para el caso de la economia espafiola’” son dependientes de la matriz de varianzas y covarianzas del
ruido de observacion W=oZ /. Cuanto mayor es o, menor es el grado de ajuste requerido entre las
variables observadas y las tedricas por lo que la funcién de pérdida es muy "plana” siendo ef cilculo
de ¢ poco preciso, Sin embargo, cuanto Imenor es &, mayor es el nivel de exigencia en el ajuste por
lo que existe un limite inferior para esta varianza por debajo del cual no hay ningiin vector de series
)7,“ que se ajuste con ese nivel de precision a los datos. Esta varianza es, por tanto, vna seial del
grado de precision que es posible alcanzar.

En la figura 1 (hemos llamado al modelo tedrico antes descrite, "Modelo 1") aparecen
los datos reales y estimados para los valores de ¢ y o Gptimos {#=2.91, ¢2=0.000001 ). Puede
comprobarse que finicamente el residuo de Solow es el que tiene un menor ajuste.

finsertar figura 1]

La tabla 1 refleja los valores de 1a aversion relativa al riesgo calibrados en funcidn
de & y de la funcién de pérdida que tomemos come referencia (SR, SR, SR,, SR,, sumas residuales
de las variables en su conjunto, suma residual del consumo actual y estimado, suma residual del stock
de capital actual y estimado y expeciativa actual y estimada, respectivamente). En general, la
calibracién de la aversion relativa al riesgo es poco sensible a cambios en o7, excepto cuando se foma

como referencia la suma residual del consumo estimado. Si tomamos esta funcién de pérdida como

16 Podemos acotar los valores de la aversion relativa al riesgo entre 1 y 12, valores en torno a los cuales
la literatara de ciclo real ha estimado tal pardmetro.

1 Se han recogido datos del PEB, ocepados, consumo e inversién det Informe de Prevision y Coyuntura det
Ministerio de Economfa y Hacienda. La muestra es trimesiral desde 1976:3 hasta 1998:2. El resto de los

pardmetros calibrados son:  @=1/3; §=0.9524; ¢=0.9211; ¢,=0.0000068; 5=0.025
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referencia, se concluye que, para la economia espafiola, replicar €l proceso estocistico del consumo
implica una aversi6n relativa ai riesgo menor que la que replicarfa el conjunto las series estudiadas
en este modela, supuesto que el modelo tedrico fuera el generador del proceso estocastico de los datos
de la economia espafiola.

[insertar tabla 1]

3.2. Aplieacién del procedimiento de calibracién para discriminar
modelos.

En esta subseccion se ofrece alguna huz acerca de presentar criterios objetivos gue
puedan resolver el problema de la sobreidentificacion de modelos.

Si al investigador se le presenta la disyuntiva de si deberia utilizar un modelo mas
complejo 0 no con el fin de ajustar mejor ia economia real en su comjunto, pedria utilizar las
funciones de pérdida (SR, SR, SR,, SR,), que en muchos casos seréin comparables entre modelos
alternativos para discriminar que modelo se ajusta mas a los datos una vez que se ha calibrado cada
maodelo,

A continuacion estudiamos este punto utilizando dos versiones alternativas del modelo

de crecimiento neoclésico de Brock y Mirman con oferta de trabajo ineldstica:

Modelo 2
1-0
- ¢ -1 (28)
MAX E -A,
e k) °‘§f,‘\ﬁ' i-g N7
sujeto a:
e ek ~{1-8)k, =8, k41 (29)
Inf =106, %€, , €~M00), 1] <1 (30)
itd
k8., dados (31)



Madelo 3

N RS (32

MAX E 2 NI A

(64} "g 8 1-g
sujeto a:
et ~(1-8)k,_ =0 k2,1 (33
ind,=¢p lnf, ,+¢,, €~ M0, || <1 @34
iid

k_ .8, dados (35)

donde /, denota la proporcidn de tiempo dedicado a trabajar por parie del consumidor representativo.
La diferencia entre estos medelos estd en cémo se modeliza la preferencia por ¢l ocio en la funcion
de utilidad.

La tnica condicién de primer orden contemporinea de cada modelo es aguella que
ignaia la relacién marginal de sustitecion entre €1 consumo y tiempo de trabajo y la productividad
marginal del mismo; esta condicién de optimalidad relaciona el tiempo de trabajo con el consumo,

el stock de capital y et shock en productividad como sigue:

Ha
1= ;11_(1-003,] &%, (36}
N
AT
1-w -0g 3.0 W
o | | oA

A pattir de estas condiciones, puede sustituirse el tiempo de trabajo en el resto de
condiciones de optimatidad de ambos modelos de modo que se obténga un sistema andlogo al del
Madelo 1 en las mismas variables: {c,k.H,0} .

Siguiéndo los mismos pasos que con el modele 1: lop-linealizacién del sistema y
construccién a partir de los datos de {z} (sélo cambiard la variable z, , es decir, H ) podemos
calibrar el pardmetro o justo con el nuevo pardmetro A,'®: supondremos que la proporeién de

tiempo dedicado a trabajar a largo plazo {4} es 1/3 de modo que para cada valor de ¢ obtenemos

'8 El resto de parametros tienen los mismos valores que los dados para el modelo L.
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un valor 4, compatible con que [ _=1/3.

Resultados:

Las figuras 2 y 3 muestran el tipo de ajuste obtenido para el valor de ¢, 4,, 0%, que
minimizan la funcion de pérdida SR. Estos valores son: 3.41, 6.96, y 0.000001 para el modelo 2 y
4.41, 8.55 y 0.0000001 para el modelo 3. Como puede observarse de las figuras 2 y 3, destacamos
el hecho de que el consumo sea ef peor estimado y que el modelo 3 Winicamente genere una buena
estimacion para la serie de capital,

[insertar figuras 2 y 3]

Las tablas 2 y 3 recogen las calibraciones de o y A, para distintos valores de a.y
para diferentes funciones de pérdida. En general, destacamos que, como en e modelo 1, el valor de
la aversidn relativa al riesgo que mejor replica su proceso estocastico es menor que el que replica et
modelo en su conjumto, de modo que podemos concluir que Ja senda de consume de la economia
espafiola es generada por una elasticidad intertemporal de sustitucion bastante alta.

[insertar tablas 2 y 3]

Cambios en la proporcién del tiempo dedicado a trabajar postulado en el estado
estacionario no genera cambios significativos en las calibraciones de ¢ y A, en el modelo 2. Sin
embargo, en el modelo 3 estas calibraciones son sensibles a variaciones en la propercién de tiempo
dedicado a trabajar a largo plazo, como muestra 2 tabla 4.

[insertar tabla 4]

Por ditimo, la tabla 5 resume los valores Optimos de las diferentes funciones de
pérdida utilizadas para cada modelo, Destacamos que, con los datos utilizados, el modelo 1 tiene un
mejor comportamiento a la hora de replicar los procesos estocasticos observados para la economia
espafiola. A nivel agregado, el modelo 3 ajusta mas los datos que el modeto 2.

Estas medidas son comparables entre modelos y pueden ayudarnos a discriminar entre
ellos mas facilmente que las medidas wilizadas habitualmente en la literatura como son comparar
correlaciones entre variables tebricas para contrastar modelos ya que se utiliza una informacién mis
limitada no siendo dificil generar modelos observacionalmente equivaientes,

Respecto a la (iltima columna de la tabla 5, ésta refleja la norma del avtovalor maximo
al cual converge la matriz (/-D)Q,. En los tres modelos este autovalor es menor que la unidad por

lo que se cumple la condicién suficiente de que la estimacitn {ym} serd estacionaria.




[insertar tabla 53

4 Conclusiones

En este trabajo, utilizando €] filtro de Kalman, se extiende la estimacién de una
variable no observable cuya evolucidn es conocida a través de un sistema dindmico con expectativas
racionales, formadas en el presente, del futuro de dicha variable y conocida una medida que se
relaciona con incertidumbre y linealmente con la variable no observable.

Utilizamos esta generalizacion del fittro de Kalman para apticarla como instrumento
de calibracidn de los pardmetros contenidos en modelos de crecimiento con incertidurabre y bajo el
supuesto de expectativas racionales (ampliamente utilizados en la literatura de ciclo real), siendo la
estimacién de estos parfmetros dificil dada su natwraleza no observable en la economia real a través
de los datos disponibles. Asi, estudiamos en tres modelos alternativos, cudl es la aversion relativa al
riesgo para la economfa espafiola que mejor replica el comportamiento estocastico de algunas series
histéricas reales. La ventaja de aplicar este método para estimar estos parimetros es su sencillez y
su bajo coste computacional.

Por dltime, utilizames la funcién de pérdida con la que evalnamos la calibracién de
ios parAmetros como medida para comparar y discriminar modelos, cuando ésta es comparable entre
modelos como los ejemplos aqui presentados. Concluimos que es el modelo més simple, con oferta
de trabajo inelstica €l que tiene un comportamiento mejor ajustando los procesos estocdsticos de las
variables observadas para la economia espafiola.

Las extensiones naturales en este trabajo son: i} estudiar las propiedades de esta
metedologia en la estimacién de otros pardmetros sobre los que sabemos con mayor precisidn, por
otros métodos de calibraci6n, su valor y contrastario con el que se obtendria con este procedimiento
presentado; i) estudiar mediante un anélisis de sensibilidad cémo afectan diferentes valores de I' a
las estimaciones; iii) analizar los autovalores de (/-D)Q, con el fin de conocer qué variable o
variables gobiernan la dindmica del modelo, ya que podt{a darnos informacién acerca de la causalidad

entre variables,
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Apéndice

En este apéndice se describe el algoritmo recursivo que estima un vector y de
T
parametros minimizando Ia funcién de pérdida Y~ (z,-My,,)' W'(z,-M¥,), teniendo en cucata quef,,
=D
es funcidn de y:

T
Min 30 (2,3, 00 W& -9, 0)
T o0 (P)

El algoritmo que se describe tiene la ventaja de la facilidad de su implementacion.
Antes, se comenta brevemente la naturaleza del procedimiento de céiculo:
En términos genéricos, sea w=lw,....w], Pulvr=0, M), ., ,,4,“(M)]’ R

s go’]’ el valor inicial del vector de parametros para e} cual se obtiene

Z,=[2,.,2,)" . Sea y@=[|
la primera estimacién de y,: $7; sea w¥ =z, .

Si se aproxima linealmente w, {que es funcién de y) alrededor de ™, se tiene:

o
W, w(O)_E 1- -y a;'" y r=laun
isl i

La expresion anterior es equivalente a:

(0] ;-D
vt [ay,,{. z‘:v[)"‘*'] e

dy, P v,

o0, equivalentemente:
£
a3 VW, Pl 120,..T. (Al

La expresion (A1) no es mas que un sistema de » ecuaciones del que deben estimarse
las componentes del vector v, siendo o el vector #X 1 de variables dependientes y ¢ Ja matriz

de variables independientes:

¢, 0 0 .. 0
0 & 0 .. 0

donde { =[ pofied s =Lt §4 (63?,‘?3,.’67) y w, es el vector de mido. Estimar los
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. - N . Tabla 1. Modelo f. Estimaci id i i inimi d
pardmetros del vector y de la expresién (A1) equivale a estimar por MCG el vector 71, (ngx1) del a stimaciones de fa aversién relativa al riesgo que minimizan cada una de las

sumas Tesiduales SR, SR, SR,, SR, para diferentes varianzas del error de observacidn.

sistermma
7]
@ o . o]l SR SR, SR, SR,
C'J(|U) T-'gl W,
L i 7.=0,000100 = 291 2.91 291 2.51
R T S (A2)
W AN N U R g-=0.000050 §= 2.91 2.51 2.91 2.91
0 o .. ﬁm
o%=0.000010 b= 2.91 2.01 2.91 2.21
| Ten ¢
a2=0.000005 i= 2.91 2.01 2.91 2.01
restringido a que =7, =.-- <, =Yy, P I8 #=0.000001 | 6= 291 171 291 2,01
Algoritmo:
# %I varianza del ruido de observacisn.
1° Dado ¥ y el resto de las matrices dependientes de los parémetros, y dado z,
estimar $ utilizando el algoritmo del fiitro de Kalman. T o
. Y A . SR: E(z:_yru) (ngyllt)'
2¢ Calcular las derivadas numéricas (8§,,/0v,) para r=1,...,n, i=1,...,n evaluadas en =0
T(ﬂ)_

T
SR,CY bz ) &)
3e Caleular &P, (&9, 1=0,...T, r=1,...,n. : an 1 F) o Frae

4° Estimar «,, i=1,...,g por minimos cuadrados generalizados restringidos a partir dej

T
SR, Y (z, - Nz, ~F, ) -
sistema (A2), obteniendo 4. 1 ,}; i Paae Cay P

3° Escoger un criterio de convergencia como, por ejemplo, el siguiente: si : r .
L {2 . = s : SRB: E (Zs.tmyj.xl.:) (Z3J_YJ.!U)‘
3% (m?-my")* es menor que un cierto valor tan pequefio como se quiera, i =

f=L J=t , . I :

entonces 7", #=1,...,g serd el estimador de y que minimiza (P). Si fuera mayor que
ese cierto valor, entonces utilizar Y como condicién inicial de 7y y volver al paso
1°,

Puede comprobarse que utilizar este algoritmo es equivalente a resolver (P) por

Gauss-Newton, siendo este procedimiento fécil de implementar.
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Tabla 2. Modelo 2. Estimaciones de la aversion relativa al riesgo y del pardmetro 4, que minimizan Tabla 3. Modelo 3. Estimaciones de Ja aversion relativa al riesgo y del pardmetro A, que minimizan

cada una de las sumas residuales SR, SR,, SR,, SR, para diferentes varianzas del error de observacién. cada una de las sumas residuales SR, SR,, SR,, SR, para diferentes varianzas del error de observacién.
SR SR, SR, SR, SR SR, SR, SR,
#2=0.000100 = 1.40 1.15 2 68 1.15 ¢%.=0.000100 #= 4,41 0.66 4.91 3.9
jN= 2.92 247 4.80 240 A= 8.55 15.96 8.43 8.7
! .
#,=0.000050 b= 1.40 1.15 2.65 0.65 7-,=0.000050 b= 4.41 0.66 4.91 3,91
A= 2.72 2.42 4.89 1.91 | Ay= 8.55 15.96 8.43 8.71
2=0.000010 | &= 1.40 115 5.40 0.65 ¢,=0.000010 | &= 4.41 0.66 4.91 3.16
j{'hrz 2,72 2.42 17.83 1.01 A= 8.55 15.96 8.43 9.07
2=0.000005 f= 1.40 1.15 3.90 0.65 %=0.000005 &= 4.41 0.66 4.91 3.91
A= 2.72 2.42 8.81 1.91 A= 8.55 15.96 8.43 8.7
.=0.000001 o= 3.40 1.15 3.90 115 ,=0.000001 o= 4.41 0.66 4.91 4.41
A= 6.96 2.42 8.81 242 A= 8.55 15.96 8.43 8.55
o%,=0.0000001 &= 4.41 0.66 4.91 4.4]
%1 varianza del ruido de observacion. A= 8.55 15.96 2.43 8.55
T
. o on
SR: ?; (z,-y,,,) @ F - > I varianza del ruido de observacidn.
T . T
SR 'Z.:(Z,‘,-f,.,“)’(Zu‘y,.”,)~ SR: Y (50, Y @ Ty)
) 10
r T
- ) ! - i -
SR, ,z_.; @, yZ..‘]r) (2, )32.l|£)' SR,: § (zm—j‘,.,i,)"(zl‘,—yw) .
SR.: T Y ! T
5= ;Zo: (Za'r }'3_(},) (ZJ‘: fa,.[:) ' : SRl: g (zl.l_yzrll)’(zl.l _yAz,.nr) .
T
SRy: Zo: @, P @ Tl
=
25 - 26




Tabla 4. Modelo 3. Estimaciones de la aversion relativa al riesgo y del pardmetro A, que minimizan Tabla 5. Valores de las sumas residuales dptimas para cada uno de los modelas estudiados.

cada una de las sumas residuales SR, SR,, SR,, SR, para diferentes valores de estado estacionario de

la proporcién de tiempo dedicado a trabajar (0%=0.0000001, la que minimiza fas sumas residnales). SR SR, SR, SR, Il
MODELO 1 £.000437 0.000010 0.000010 0.000010 0.007000
SR SR, SR, SR,
L8§5=1/3 b= 4.41 0.66 4.9 4.41 . MODELO 2 0.077667 0.011533 0.005320 0.000465 0.049870
A= 8.55 15.96 8.43 8.55
L55=1/4 b= 4.16 0.66 4.66 4.16 MODELO 3 0.042200 | 0.012200 0.003400 0.013000 0. 148600
A= 8.20 12,99 8.13 8.20
LSS=1/5 = 3.9 0.66 4.41 3.91 ! .,
Ay= 8.10 12.11 8.06 8.10 5R: 2;, A A AR
i 2=
T
; . ) ! —
L858 valor de estado estacionario de ia proporcion de tiempo dedicado a trabajar. . SR, g; EA M A P
T : !
SR: Y (29, &) E SR, 'E_O: @ Prae @ ol -
=0 ! b
;
T ; . _a } _a
s ¥ P @ P | SR, g A P U E PO D
=0 H

d 2 I #X 8 L. Convergencia de la norma del miximo autovalor de ja matriz (7-D)Q,.
SR, g (zz,l'yz,q:)l(zz.r"jiz.m) . H H =

T
SR, ZO: @ P ¥ @y T d-
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Fignra 1. Series historicas filtradas v series estimadas para el parimetro de la aversién

relativa al riesgo estimado, Modelo 1.
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Figura 2. Series histéricas filtradas y series estimadas para el pardmetro de la aversion

relativa al riesgo estimado. Modelo 2.
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relativa al riesgo estimado. Modelo 3.
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