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| diagnostico y la evaluacién de habilidades, actitudes y conocimiento son
E problemas importantes en el ambito de las ciencias de la educacidn.

Existen una gran diversidad de métodos de diagndstico y de evaluacion.
Muchos de estos métodos se basan en técnicas de andlisis cualitativo, las cuales
son muy utiles en el caso del estudio de grupos pequefios de sujetos, o cuando
se ha hecho mucha investigacion sobre algin fenémeno y sus resultados
permiten hacer generalizaciones validas. El diagndstico y la evaluacion se han ido
extendiendo dia con dia. Ante el nimero cada vez mayor de educandos y de
aspirantes a escuelas y puestos de trabajo, la busqueda de modelos matematicos
eficientes y Utiles para el diagndstico efectivo se hace cada vez mas necesaria.

Medir en educacién no es una tarea facil. Las variables a medir no se pueden
controlar, no se pueden medir directamente e incluso, no se pueden definir con
rigor y de manera objetiva. La teoria de la medida acepta este reto e intenta
definir, de una manera confiable, las variables en las que centra la atencion en
cada caso particular, buscando el mayor grado de objetividad posible.

La teoria de medida es un area viva y dindmica dentro de las ciencias de la
educacidn. El estudio de estos problemas y, sobre todo de los métodos para
resolverlos, se conoce como teoria de los tests. Esta teoria trata principalmente
con los métodos para establecer relaciones logico matemdticas entre las
definiciones expresamente construidas en forma tedrica para dar cuenta de los
fendmenos de la educacion y de los datos que se obtienen de instrumentos

disefiados para medirlos. Métodos que, se intenta sean ademas, dtiles para la
toma de decisiones.

Los modelos matematicos de medida en educacidn no son nuevos. Surgen
desde principios del siglo XX en la blsqueda de parametros que permitan
clasificar de alguna manera la inteligencia o la capacidad respecto a alguna
habilidad de muestras especificas de sujetos. Desde su aparicién, los métodos de
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medida en educacion han recibido mucha atencion por parte de la comunidad de
investigadores en educacion y, gracias a los avances en las técnicas matematicas
y en las herramientas computacionales, estos meétodos se han diversificado
tratando de responder, al mismo tiempo, a las necesidades sociales y a los
nuevos adelantos en otras ramas de la investigacion educativa.

Los métodos matematicos que se han empleado tradicionalmente en la teoria de
medida no dependen de una teoria psicoldgica o pedagdgica particular. Pueden
ser igualmente Utiles para la medicion de muy diversos atributos y se han
derivado teniendo en cuenta las necesidades especificas de !a investigacién en
educacidon y en las ciencias sociales. En la actualidad, sin embargo, se ha
reconocido la importancia de que estos métodos puedan relacionarse de forma
mas directa con los resultados de las investigaciones en las teorias cognitivas y
con los resultados obtenidos de la investigacion en la didactica de las areas
especificas del conocimiento. Esta necesidad plantea nuevos retos a la teoria de
los tests.

A pesar de la diversificacion en los métodos de medida, los modelos que se
siguen empleando con mayor frecuencia en la practica son la Teoria Clasica de

los Tests y la Teoria de Respuesta a los ftems.

La Teoria Clasica de los Tests se caracteriza por ser un modelo simple desde el
punto de vista matematico que toma como unidad de analisis al test completo.
Proporciona informacion atil, puede ser empleado en una gran diversidad de
situaciones y no impone restricciones fuertes sobre el tamafio de la muestra que
se requiere emplear. Sus mayores limitaciones radican en que no proporciona
informacion acerca del comportamiento de los examinados de distintos niveles de
habilidad y en que los parametros de los items dependen fuertemente del grupo

de examinados con los que 1a teoria se usa.
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La Teoria de Respuesta a los items intenta superar las limitaciones de la Teoria
clasica de los Tests tomando como unidad de anélisis al item. La teoria de
respuesta a los items se desarrolla sobre un modelo matematico que intenta
describir la forma en que los examinados de diferentes niveles de habilidad
responderian a un item y permite hacer comparaciones entre los resultados de
examinados que toman diferentes tests que contienen items equivalentes. Los
modelos de respuesta a los items que se emplean con mayor frecuencia en la
practica son aquéllos que suponen para la curva caracteristica de los items una
distribucion acumulativa logistica y por ello se les conoce también como modelos
logisticos. La estimacion de los parametros de estos modelos es compleja y
requiere de la aplicacidon de los tests a un numero grande de sujetos. Por otra
parte, la informacion que se obtiene de los modelos logisticos es insuficiente
para determinar las razones por las cuales un item particular puede ser facil para
sujetos que siguen una estrategia, pero dificil para sujetos que siguen otra, e
incluso para determinar si el diseflo mismo del item favorece cierto tipo de
estrategias en la respuesta.

En contraste con los modelos cldsicos y con los modelos de la Teoria de
respuesta a los items, los modelos que permiten fa introduccidn de estrategias
alternativas en la solucién de un item, que permiten determinar las zonas en las
que el sujeto entra en conflicto al resolver cierto tipo de problemas, o que
permiten acercarse a las estructuras cognoscitivas, formadas o en formacion, en
los sujetos, debe comenzar por proponer explicitamente los procesos mediante
los cuales los sujetos alcanzan cierto tipo de respuesta. La formulacién de estos
modelos requiere de la su conjugacién de una teoria cognitiva o educativa sdlida
que dé cuenta de los procesos involucrados en la solucién del item con un

modelo matematico que permita caracterizar al item y obtener la informacién
deseada.
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El propdsito del presente trabajo consiste en desarrollar un modelo de medida
basado sobre un modelo logistico de dos parametros que permita analizar las
estrategias de solucion de los items por parte de los sujetos. Este analisis se
hace, por una parte, a través de la informacion que provee la eleccion que hacen
los sujetos de las alternativas de respuesta a items de opcién mditiple y, por
otra, de la conjuncion del modelo con una teoria especificamente disefiada para
entender la forma en la que los estudiantes construyen conocimiento

matematico.

La teoria de la medida en educacién es un campo que se encuentra en pleno
desarrollo. En él es posible explorar diversas posibilidades de analisis
matematico. Por ello se considerd como un marco interesante para un trabajo de
investigacion. Esta posibilidad, aunada a los retos que representa el uso de
modelos dinamicos en el ambito de los fendmenos considerados hasta ahora
como pertenecientes al drea de la estadistica y al interés personal por el estudio
de los fendmenos ligados al aprendizaje de las matematicas, dio origen a esta
investigacion.

El trabajo que aqui se presenta se inscribe dentro del marco de la teoria de los
tests. Por ello, en la primera parte del mismo se revisan los metodos
tradicionales de medida, sus posibilidades y sus limitaciones, asi como algunos
de los métodos que han surgido mas recientemente, haciendo énfasis en sus

aportaciones y sus limitaciones.

Una gran mayoria de los modelos de medida existentes se inscriben dentro del
paradigma estadistico; es decir, las técnicas de medida utilizadas en ellos
provienen del ambito de la Estadistica. La Estadistica ha sido considerada, hasta
recientemente, la técnica matematica adecuada para estudiar fendomenos no
deterministicos. Sin embargo, los desarrollos en la Matemdtica de los Ultimos

afios han mostrado que es dificil distinguir entre fendmenos deterministicos y no
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deterministicos. Los metodos del Andlisis Matematico, tradicionalmente
empleados en el estudio de fendmenos deterministicos han cobrado relevancia
en el estudio de fendmenos que no cumplen, aparentemente, con esta
caracteristica.

En este trabajo se utilizan métodos provenientes del analisis Matematico, en
particular de las Ecuaciones Diferenciales, para desarrollar el modelo de medida.
Se intenta mostrar cdmo un cambio de paradigma y la consideracién del
problema de respuesta de items o de solucidn de tests como un problema
dinamico, en el que las probabilidades de respuesta varian dependiendo de las
habilidades de quienes responden y también de las situaciones de contexto en
las que se responden los items de un test, puede aportar informacion diferente y

nuevos resultados

En la construccion de un modelo de esta naturaleza se pueden tomar en
consideracion las diferentes estrategias de solucién al item, los errores comunes
que cometen los sujetos en la solucion de un item dado, o alguna teoria acerca
de la estructuracion del conocimiento para disefiar los items. La inclusién de este
tipo de consideraciones en el disefio de los tests y en {os modelos de medida
proporciona informacion util para el diagndstico, para la evaluacion, para la
clasificacion y para el disefio de alternativas de respuesta adecuados para cada
item. Las posibilidades de disefio de tests con base en este tipo de modelos son
de enorme interés en el campo de la educacion. A partir de las respuestas a los
items asi diseﬁados;es posible obtener informacién acerca de la forma en la que
diferentes sujetos resuelven un item particular y que resulta mas valiosa que el

simple conocimiento del nimero de items que los sujetos pueden resolver
correctamente.

La formulacion de un modelo de esta naturaleza requiere que se hagan explicitos
los procesos por los cuales los sujetos eligen diferentes respuestas.  Por ello,
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ademas del modelo matematico, en este trabajo se presenta un modelo
educativo que sustenta las posibilidades de eleccion entre las alternativas de
respuesta al item.

En el modelo que se presenta en este trabajo, la seleccion de las distintas
opciones de respuesta al item esta ligada al tipo de razonamiento que siguen los
sujetos al resolverlo y a un modelo de desarrollo cognitivo sustentado en las
ideas de Piaget. El modelo, por otra parte, toma en consideracién el hecho de
que cuando el sujeto enfrenta un item de opcion multipie, la eleccién de una
entre varias alternativas de respuesta se ve afectada por la presencia de las
otras alternativas, lo cual permite caracterizar matematicamente dicha eleccion.

En el desarrollo del modelo que se presenta en este trabajo se parte de la
posibilidad de interprétar los modelos logisticos desde una perspectiva dinamica;
es decir, tomando en consideracion la variacion en la probabilidad de responder
correctamente al item con la variacion del rasgo a medir. Se hace, en primer
término, una generalizacion basada en la Teoria de Respuesta a los items;
posteriormente, mediante la introduccion de las probabilidades de eleccion de las
diferentes alternativas de respuesta y mediante la consideracion de parametros
que caracterizan a cada una de dichas alternativas y de parametros que
introducen en el modelo la posibilidad de que el sujeto que responde dude al

presentarsele estas alternativas se elabora un mocelo matemaético de medida.

Por ello se mostrara, en primer lugar, como pueden derivarse los modelos
logisticos tradicionales a partir de una perspectiva de naturaleza dinamica.
Posteriormente se hara una propuesta de generalizacion mediante la
introduccién de nuevos parametros que pueden ser relacionados con la teoria

cognitiva que permitira el diagnostico.

El andlisis de los resultados que se obtienen de la solucion del modelo propuesto
muestra que es posible obtener una gran variedad de formas para las curvas que
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describen la probabilidad de eleccion de cada una de las opciones de respuesta
de cada item, sin necesidad de introducir modelos distintos para cada una de
ellas. Este hecho hace al modelo que se presenta en este trabajo mas versatil
que otros que se encuentran en la literatura. Con una misma formulacion
matematica pueden hacerse aplicaciones a tests disefiados para medir
conocimientos que a tests disefados para medir estrategias o preferencias.
Ademas, los parametros del modelo se pueden interpretar con facilidad en
términos de la informacidon que proporcionan en el marco educativo. Otra
caracteristica, que constituye una aportacion fundamental del modelo de medida
que se presenta en este trabajo, consiste en que éste proporciona datos que
permiten evaluar la efectividad de los distractores de cada item. No se encontrd
ningun en la literatura ninguna referencia que tuviera esta propiedad.

El modelo matematico disefiado en este trabajo y su posibilidad de interpretacion
en términos educativos se ponen a prueba a través de su aplicacién al analisis
de los resultados de un cuestionario diagndstico que intenta medir la
comprension de los estudiantes de un concepto fundamental del algebra
elemental: el concepto de variable,

Una vez estimados los pardmetros para cada item, es posible identificar
intervalos de la variable que representa el rasgo a medir que podrian
considerarse zonas de duda o confusion. Asi, a diferencia de otros modelos que
unicamente dividen a los sujetos en dos conjuntos: aguéllos que responden
correctamente el item y aquéllos que lo responden incorrectamente, éste permite
identificar un mayor nimero de intervalos que proporcionan informacién valiosa
para el diagndstico y para la toma de decisiones. Esto se muestra claramente en
la aplicacién del modelo al cuestionario diagndstico.

En cuanto a su organizacién, el trabajo se divide en tres capitulos. En el primero

se hace una revisién de algunos modelos de la teoria de los tests. En el segundo
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se presenta la aportacion que se propone y en la tercera ésta se aplica a un
cuestionario diagndstico.

La primera parte de este trabajo introduce las ideas mas importantes relativas al
significado de la medida en educacion. Se presentan en ella las hipdtesis y los
resultados de las dos teorias de los tests mas frecuentemente utilizadas, que se
mencionaron con anterioridad, la teoria clasica de los tests y la teoria de
respuesta a los items, asi como sus principales limitaciones. Esta parte concluye
con una revisién de los resultados de la investigacién en dos areas reievantes en
el contexto de este trabajo: el formato de los items de los tests y el disefio de
algunos modelos de medida, que proveen un marco de referencia adecuado
dentro del cual se puede ubicar el modelo que aqui se presenta.

En la segunda parte del trabajo, y con el fin de introducir el significado del
cambio de paradigma desde el punto de vista matematico, se hace una
deduccidon de los modelos logisticos a partir de una formulacion dinamica del
problema, en términos de ecuaciones diferenciales. Se muestra con esta
deduccion que ambos puntos de vista, el estadistico y el dinamico, conducen, en

este caso particular a modelos equivalentes.

A continuacion se introduce el modelo matematico que constituye la contribucion
central de este trabajo. Se desarrolla el modelo en forma general y se
interpretan sus parametros en términos matematicos y desde el punto de vista
de su significado en términos educativos. Se analizan, posteriormente, sus
consecuencias en términos matematicos para el caso de items que contienen
dnicamente dos o tres opciones de respuesta. Se discuten con detalle sus
posibilidades en términos de las posibles curvas que representan a las
probabilidades de eleccion de cada una de las opciones de respuesta que se
pueden obtener y la forma en la que el analisis puede llevarse a cabo. Se discute
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asimismo, detalladamente, la forma en la que las curvas antes mencionadas se

pueden analizar en el contexto educativo.

La segunda parte concluye con la presentacién de una posible forma de estimar
los pardmetros del modelo. Dada su complejidad y su naturaleza no lineal, ia
estimacion de los parametros requiere de la introduccion de métodos numéricos
que requieren del uso de conceptos matematicos avanzados. Esto hace necesario
que, en esta parte, el lenguaje matematico empleado sea mucho mas formal que
en el resto del trabajo.

Con el fin de poner a prueba el modelo, de mostrar la posibilidad de utilizarlo
conjuntamente con una teoria cognitiva y de verificar su utilidad en el marco del
diagndstico, en la tercera parte del presente trabajo se introduce una discusion
acerca del papel del diagnostico en la educacion y se presenta un modelo,
basado en las ideas de Piaget, que es adecuado para el diagndstico del
aprendizaje de conceptos matematicos. Enseguida se discute la importancia del
concepto de variable en la ensefianza del algebra elemental y se revisan algunas
de las investigaciones que se han llevado a cabo en el ambito de la didactica de
las matematicas sobre este concepto, poniendo énfasis en los resultados
obtenidos en ellas.

El modelo de diagndstico para la ensefianza de las matematicas se aplica,
posteriormente, al concepto de variable en el dlgebra elemental. Esta aplicacion
permite el disefio de un cuestionario cuya finalidad es adentrarse en la forma en
la que los estudiantes comprenden el concepto de variable. De entre los items de
ese cuestionario se eligen treinta para disefiar un cuestionario de opcién mditiple
en el que las opciones de respuesta estan sustentadas por el modelo educativo y
por los resultados de la investigacion en didactica de las matematicas. Se
presenta, en esta parte del trabajo un andlisis detallado de cada uno de los items
desde la perspectiva del modelo educativo.
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A partir de los datos obtenidos de la aplicacién del cuestionario, se estiman los
parametros del modelo para cada uno de los items. Esta parte del trabajo
termina con el analisis cuidadoso de los resultados obtenidos de la aplicacion del
modelo, tanto en términos matematicos cuanto en términos del modelo de
diagndstico del concepto de variable. En esta parte se muestra claramente la
viabilidad del modelo, se discuten algunas de sus ventajas y sus limitaciones.

El trabajo que aqui se presenta termina con una discusidn de las posibilidades de
aplicacion del modelo de medida disefiado, de sus limitaciones y de las
aportaciones en el ambito de la teoria de los tests de un modelo de esta
naturaleza. Se sefialan, por Ultimo, algunas preguntas de investigacion que

surgen del presente trabajo.
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edir, en cualquier ciencia, esta relacionado con la asociacion de numeros

o cantidades a alguna propiedad o atributo de un objeto en estudio. En
el caso de las ciencias naturales las cantidades que se desean medir son
atributos fisicos de la materia a los que generalmente se puede acceder
directamente a través de instrumentos disefiados con ese fin. El error en la
medida depende de la precisidn con la que dichos instrumentos accedan a las
propiedades que se desean medir y, mediante el avance en la tecnologia y en el
conocimiento de las propiedades, se logra mejorar paulatinamente la precision.

En este capitulo se pretende presentar una breve introduccién a los desarrolios
en la teoria de la medida en educacion.

SECCION 1.1 PROPOSITO DE LA MEDIDA
EN EDUCACION

La definicion mas com(n de medida en psicologia es la propuesta por Stevens en
su obra clasica sobre matematicas y teoria de la medida (1946), segun la cual,
medicion en su sentido mas amplio es “la asignacion de ndmeros a objetos de
acuerdo con ciertas reglas”. Torgerson (1958) y Lord y Novick (1968), dieron una
definicion mas precisa de la medicion sefialando que ésta se aplica a las
propiedades o caracteristicas de los objetos mas que a éstos en si mismos.
Cuando las caracteristicas que se desean medir son “intangibles” como es el caso
de la inteligencia o el conocimiento y otras caracteristicas asociadas con los
objetos de estudio de las ciencias sociales, las medidas son descripciones de la

conducta o comportamiento de los sujetos que, se supone reflejan Ilas
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caracteristicas a medir. Por tanto, medir en educacion significa asignar un valor
cuantitativo a una evidencia de conducta observable que, se supone refleja la
caracteristica a medir de un individuo, a traves de cualquier tipo de instrumento,
al que suele flamarse test.

En el caso de las ciencias sociales, en particular de la psicologia y de las ciencias

de la educacion, las propiedades que se desean medir nunca pueden ser
directamente confirmadas; sin embargo, y a pesar de que esas caracteristicas
cambian constantemente, existe algin grado de consistencia en las conductas
que permite definir constructos tedricos que son el reflejo observable de lo que
se desea medir y disefiar instrumentos para medir dichos constructos y hacer
inferencias acerca del grado en que caracterizan a un individuo a partir de los
datos que se obtienen,

Puesto que es imposible acceder directamente a los atributos psicoldgicos de las
personas, es necesario definir los atributos a través de otras propiedades del
comportamiento que se relacionan con los atributos que se desean medir, pero
que son mas directamente accesibles a la observacion y a la medicion. De esta
manera es posible utilizar estos atributos como indicadores con los cuales es
posible disefiar instrumentos destinados a dar cuenta de manera indirecta de los
atributos de las personas.

Asi, en el intento de explicar el comportamiento humano, en todas las ciencias
sociales se han definido conceptos que intentan dar cuenta de él. La existencia
de esos constructos no se puede confirmar directamente, por lo que el grado en
el que caracterizan el comportamiento de un individuo, o de un conjunto de
individuos, sélo se puede inferir de la observacidn de ciertos rasgos observables
del comportamiento y del establecimiento de relaciones entre los observables y el
constructo tedrico.



CAPITULO 1
Pagina 19

La medida de un constructo requiere del establecimiento de una regla de
correspondencia entre él y los comportamientos observables que se consideran
como los indicadores que dan cuenta legitimamente del constructo en cuestion.
Esta regla constituye ia definicion operacional del constructo. Una vez definido
operacionalmente el constructo, se procede a generar la forma en la que los
comportamientos seleccionados como indicadores pueden observase Yy
registrarse. Esta fase incluye normalmente el desarrollo de un instrumento de
observacién, que, e€n el caso de la educacion, queda constituido en muchas
ocasiones por un examen o test. En el ambito de la educacion la palabra test se
usa de una manera muy general en la que el término test no se asocia
exclusivamente a un cuestionario 0 a un examen sino que se refiere a cualquier
tipo de procedimiento estandar para obtener una muestra del comportamiento
optimo, o del comportamiento tipico, segun sea el caso, de un sujeto, o de un
conjunto de sujetos, en un dominio especifico. La palabra test puede ser
empleada tanto para un cuestionario cuanto para un guién de observacion o

para una entrevista.

La medicion del atributo en cuestion se lieva a cabo cuando se le asigna un valor
cuantitativo a la muestra obtenida mediante el test. A partir de esa medida, es
posible establecer, mediante inferencias, algunas propiedades del constructo
definido, asi como acerca de las relaciones entre constructos diferentes, de forma
tal que sea posible construir una teoria educativa o psicoldgica.

El disefio de los instrumentos, en el caso de este tipo de ciencias, juega un papel
primordial. Por una parte se debe justificar de una manera aceptable que el
instrumento mide aquello para lo que se disefid Y por otra parte, debe aclararse
también el significadc de la precision en este tipo de medida.
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Es claro que el disefio de instrumentos que permitan el registro de los
observables asociados al constructo presenta grandes dificultades. Entre ellas se

pueden citar las siguientes:

o No existe ningln procedimiento de medicion de algn constructo que sea
aceptado universalmente, diferentes procedimientos de medida pueden
conducir a conclusiones diferentes acerca del nivel del constructo en el
individuo.

o Las medidas psicoldgicas se basan generalmente en muestras limitadas de
comportamientos. La determinacion del nimerc de cuestiones que se van a
observar y la variedad de contenido necesario para obtener una muestra
adecuada del dominio de comportamiento es un problema fuerte en el
desarrollo de un procedimiento sdlido de medida.

e La medida obtenida esta siempre sujeta a error. Un problema importante que
se debe resolver es la forma de estimar el error en la medicion de un

conjunto dado de observaciones.

+ La definicién de las escalas de medida es sumamente compleja. La definicion
de las propiedades de la escala de medida, la eleccion de las unidades y la
interpretaciéon de los valores derivados son asuntos que deben considerarse
en el disefio de cualquier instrumento de medida y del procedimiento de
calificacion. No hay un acuerdo universal respecto a esta cuestion.

e Los constructos psicologicos no se pueden definir (nicamente mediante
definiciones operacionales. Deben tener ademas relacion con oftros
constructos y fendmenos observables de manera que el proceso de medida
sea consistente.
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Una medida psicologica, aun basada en observaciones, puede tener poco sentido
y utilidad, a menos que se pueda interpretar a la luz de los constructos tedricos
subyacentes. Lord y Novick (1968) proponen, por esta razon, que ademas de la
definicién operatoria del constructo, se cuente con una definicién de su relacién
l6gica o matematica con otros constructos dentro del sistema tedrico. La
definicion de las relaciones ldgico matemdticas entre los constructos de un
sistema permite sentar las bases para la interpretacion de las medidas obtenidas.
Sin embargo, la obtencion de evidencia de la forma en la que un conjunto de
medidas psicologicas se relaciona con las medidas de otros constructos o con
otros eventos en la realidad, constituye el mayor reto del desarrollo de los tests.

El estudio de estos problemas y, sobre todo de los métodos para resolverlos, se
conoce como teoria de los tests. Esta teoria trata principalmente con los métodos
para establecer relaciones logico matematicas entre los constructos tedricos y los
observables relacionados con ellos, con los métodos para estimar hasta qué
grado los problemas antes mencionados influyen sobre las mediciones tomadas
en una situacién particular y con el disefio de métodos para resolver o minimizar
estos problemas.

La teoria de los tests constituye un marco general para el proceso de desarrollo
de instrumentos. Los métodos matematicos que se han empleado
tradicionalmente no dependen de una teoria psicoldgica o pedagdgica particular.
Pueden ser igualmente utiles para la medicion de muy diversos atributos y se

han derivado teniendo en cuenta las necesidades especificas de la investigacion
en educacion y en las ciencias sociales.

Dentro de la teoria de los tests caben diversas formas de resolver los problemas
que se han mencionado anteriormente. Cada acercamiento parte de hipotesis
diferentes, aporta elementos nuevos de discusidn y tiene asimismo limitaciones
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diferentes. La teoria de los tests es un area joven de conocimiento que se
encuentra en pleno desarrollo. Ademas de los problemas tedricos antes
mencionados, los problemas operativos para poner en préactica los métodos
construidos en el marco de esta disciplina, son también enormes. Los métodos
correlacionales y el andlisis factorial son las técnicas estadisticas mas comunes
para estudiar y validar los tests; sin embargo, gracias a los avances tecnoldgicos
en el ambito de la computacion y a los avances en las diversas ramas de las
matematicas, hoy se cuenta con una vasto instrumental que permite la
exploracién para construir nuevos métodos de estudio y de validacion de los
tests. Los problemas practicos que se presentan todavia son grandes, pero las
posibilidades tedricas son enormes. La teoria de los tests puede encontrar en a
ellas un campo fructifero dentro del cual se abren nuevas posibilidades de

desarrollo.

Dado que el proposito del presente trabajo se inscribe dentro del marco de la
teoria de los tests es conveniente revisar los métodos tradicionales de medida,
sus posibilidades y sus limitaciones, asi como los métodos que han surgido
recientemente haciendo énfasis en sus aportaciones y las dificultades de su
aplicacion.

La teoria clasica de los tests ha sido la teoria dominante desde su creacién hasta
la actualidad. Dada su importancia y su vigencia es importante revisarla
someramente. A esto se dedicara la primera parte de este capitulo.

La busqueda de métodos alternativos que permitan subsanar las limitaciones de
la teoria clasica es la que ha dado origen a los nuevos desarrollos. Dentro de
ellos destacan los modelos de respuesta a los items que en la actualidad han
adquirido un estatus paralelo al de la teoria clasica. Por su importancia y puesto
que este trabajo pretende desarrollar un modelo de medida que se sustenta en
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los modelos logisticos de respuesta a los items se presenta también una revisién
de estos modelos, de sus posibilidades de aplicacion y de sus limitaciones.

Los Gltimos afios se han caracterizado por el nacimiento de nuevos modelos de
medida. Algunos de ellos basados en los modelos logisticos y otros que parten de
diversas ramas de las matemdticas y aprovechan los métodos del analisis
factorial para explorar territorios nuevos. La Ultima parte de este capitulo se
dedicara a la revision de los métodos que estan impactando mas fuertemente el
desarrollo de la teoria de los tests en la actualidad. Dicha revision permitira
ademas contar con un marco de referencia dentro del cual puede situarse el
modelo que se presenta en este trabajo.

Seccion 1.2 Teoria Clasica de los tests

En esta parte del trabajo se desarrollaran brevemente los postulados y los
principales resultados de la teoria clasica de los tests asi como sus limitaciones.

La teoria clasica de los tests nace de los trabajos de Spearman (1904,1907,1913)
y se caracteriza por la sencillez de los modelos matematicos empleados y por la
versatilidad que presenta su aplicacidn, lo que le ha garantizado una larga vida.
El modelo lineal clasico sigue siendo la base de la mayoria de los instrumentos de
medicion utilizados actualmente en las ciencias sociales; es por elio que la
comprension de los conceptos y técnicas de la teoria cldsica resultan basicos para
poder entender los avances en la teoria de la medida y los modelos que
recientemente se han desarrollado con el fin de mejorar las técnicas de medida
que se utilizan en la evaluacion psicoldgica y educativa.
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£l modelo lineal clasico propuesto por Spearman supone que la evaluacion, ¢
puntuacion empirica que un sujeto j obtiene mediante la aplicacion de un test /
consta de dos componentes aditivos: uno que es la verdadera puntuacion del
sujeto en el test IV constante para cada sujeto, pero desconocida, y otro, el error
€ que inevitablemente va asociado a todo proceso de medicidn y que afecta la
puntuacion del sujeto j en un test y; este error, en este caso en particular, es
debido al instrumento de medicidn. Es decir, de acuerdo a este modelo:

X=V+e

A partir de este modelo y algunos supuestos basicos, la teoria desarrolla todo un
conjunto de deducciones encaminadas a estimar la cantidad de error que afecta
a las puntuaciones en los tests. La logica general para la estimacion de los
errores es comun a todas las ciencias, pero la naturaleza no observable

directamente de lo psicologico afiade algunas complicaciones adicionales.

La puntuacion empirica que obtiene un sujeto cuando se le aplica un test, en un
momento dado no coincide exactamente con su verdadera puntuacion, pues en
ese momento el sujeto esta afectado por factores de dificil control que inciden en
su conducta. Si estos factores perjudican al sujeto, obtendra una calificacion
empirica mas baja de la que verdaderamente le corresponderia; si le benefician,
obtendra una superior. Cuando se aplica un test a un sujeto, lo Unico que se
puede obtener es su puntuacion empirica, es decir, los puntos que obtiene en el
test; su puntuacion verdadera se estima basandose en los supuestos del modelo.

Siempre que a un sujeto se le aplica un test, su puntuacion en él puede
considerarse como una variable aleatoria. Por ejemplo, si el test tiene veinte
items, la puntuacién de un sujeto puede tener un valor entre 0 y 20, segiin una
densidad de probabilidades. Antes de aplicar un test a un sujeto, no se puede
saber qué factores le beneficiaran o le perjudicaran al momento de ser
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examinado; por ello, antes de aplicar un test a un sujeto puede verse la
puntuacion del sujeto en el test como una posibilidad de asumir uno de varios
valores de acuerdo con la densidad de probabilidades desconocida. Esta
distribucion de las puntuaciones que puede obtener un sujeto se puede
considerar como una variable aleatoria y la puntuacién que se observa una vez
que se le aplica el test es una realizacién de esa variable aleatoria.

Es importante sefialar que la puntuacién de cada uno de los sujetos a los que se
les aplica un test representa una variable aleatoria diferente; es decir, la
probabilidad de obtener una cierta puntuacion se determina en forma
independiente con una distribucién diferente para cada sujeto.

Antes de exponer los supuestos basicos del modelo clasico es importante definir
la notacion para las variables de interés:

Sea
V' la puntuacion verdadera del sujeto, es decir, de cualquier sujeto de una
muestra de sujetos, por tanto, una variable aleatoria,
V, la puntuacion verdadera de un sujeto, que es un pardmetro no
observable,

X la puntuacion empirica de un sujeto en un test, que es una variable
aleatoria,

X, la puntuacién empirica de un sujeto j en un test y que es también una
variable aleatoria,
J. €l error que afecta la puntuacién de un sujeto en un test, que es una
variable aleatoria,
e, el error que afecta la puntuacién de un sujeto jen un test ¥ que es

también una variable aleatoria.
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Supuesto 1.-

La puntuacion verdadera de un sujeto j es la esperanza matematica de la
empirica, es decir, V = E(x). Esto significa que si un test se aplica un
ndmero infinito de veces al mismo sujeto, suponiendo que cada aplicacion
no afecta a las otras y que el sujeto no cambia en el curso de las
aplicaciones, la puntuacion verdadera del sujeto en el test seria la media
de las puntuaciones empiricas obtenidas en las aplicaciones. Este
supuesto es en realidad una definicidn de la puntuacién verdadera. A
partir de los valores de las puntuaciones empiricas y bajo otros supuestos
que se veran mas adelante, la teoria clasica de los test permite hacer
estimaciones probabilisticas razonables acerca del valor de la puntuacion
verdadera.

A partir de este primer supuesto pueden deducirse los siguientes resultados:

La esperanza matematica de los errores de medida que afectan la
puntuacién de un sujeto j es cero, de otra forma: E( X ;) =0.

Suponiendo que se examina a un grupo de sujetos, a cada uno de los
examinados se les asocia una seria de posibles puntuaciones empiricas en
este instrumento. La media de las puntuaciones verdaderas es igual a la
media de las puntuaciones empiricas.

La media de los errores que afectan a las puntuaciones de un grupo de
examinados es cero. Es importante sefialar que este resultado no es
garantia de que, en cada ocasion que se aplica un test, el promedio de los
errores que afectan las puntuaciones de los examinados en ese test sea
cero. Es el valor colectivo de la media de la poblacidn de los errores para

todos los examinados la que tiene el valor esperado de cero. Aplicar un
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test i a un grupo de » sujetos es equivalente a seleccionar una muestra
de valores de entre los errores, al obtener aleatoriamente un valor de los
errores para cada examinado. La media de esta muestra puede ser 0 no

ser cero.

Supuesto 2.-

- No existe correlacion o asociacién lineal entre las puntuaciones verdaderas
de los sujetos en un test y sus respectivos errores de medida. Esto puede
expresarse como: p(V,e)=0, en la que p(V,e) denota la correlacién lineal

entre las puntuaciones verdaderas de una poblacion de sujetos
A partir de este supuesto pueden deducirse los siguientes resultados:

- Las puntuaciones verdaderas no covarian con los errores: Cov(V,e)=0.

- La covarianza entre las puntuaciones empiricas y las verdaderas es igual a
la varianza de las verdaderas: Cov(V,e)= Var(V).

- La varianza de las puntuaciones empiricas es igual a la varianza de las
puntuaciones verdaderas mas la de los errores.
Var(X) = Var(V) + Var(e).

- La correlacién entre las puntuaciones empiricas y los errores es igual al

cociente de la desviacion tipica de los errores entre I3 de las puntuaciones
empiricas: p(X,e)=0,/0,

Supuesto 3.-

- Los errores de medida de los sujetos en un test no estan correlacionados
con sus errores de medida en otro test distinto: p(e,, e ,) =0

A partir de este primer supuesto pueden deducirse los siguientes resultados:
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- La covarianza entre las puntuaciones empiricas de dos tests j e
A (X,.,X ,.), es igual a la covarianza entre las verdaderas (V,, Vj).

Es importante aclarar que ninguno de los supuestos del modelo es comprobable
empiricamente de un modo directo. El modeio y las deducciones que se han
presentado estan formulados para los valores paramétricos de la poblacion.

Si bien las hipdtesis en las que la teoria clasica de los tests no se pueden
comprobar experimentalmente, a partir de ellas se pueden hacer inferencias que
si se pueden contrastar experimentalmente.

Estadisticos de la teoria clisica de los test

En términos generales, la teoria clasica supone que los estadisticos obtenidos en
muestras suficientemente amplias constituyen estimadores apropiados de los
valores de la poblacidn. Cuanto mas amplias sean las muestras mas pertinente
sera esta logica. La teoria clasica de los tests supone que para muestras muy
grandes, las puntuaciones obtenidas en un test tienen una distribucion normal y
las posiciones de los sujetos, respecto de la caracteristica que se estd midiendo,
se pueden expresar en una escala de intervalo.

El supuesto de la distribucion normal de las puntuaciones obtenidas en un test
cuando la muestra es grande se basa en el Teorema Central del Limite que dice
que si una poblacion tiene una varianza o y una media u, entonces, a medida
que el tamano de la muestra, 7 aumenta, la distribucion de la media de la

muestra tiende a la distribucion normal con varianza o y media .

Dado que una coleccidn de datos procede de una muestra de una poblacién, se
debe hacer una distincion entre los resultados derivados de la muestra y los que
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se derivan de la poblacidn. La razén mas importante para ello es que el analisis
que se realiza para una muestra, en ocasiones se hace con el proposito de

generalizario a la poblacion.

A continuacién se presentan algunas operaciones formuladas para los valores
paramétricos de la poblacién que se aplican a los instrumentos de medida
utilizando estadisticos como estimadores de la poblacion. Los estimadores que
se utilizan para la media y la varianza de las puntuaciones de la poblacién son los
siguientes:

El estimador maximo verosimil de la media de las puntuaciones de la poblacién
esta dado por

p= X/ n=X, donde X es la media muestral, X . esla i-ésima puntuacion

observada y n es el tamaiio de la muestra.

El estimador maximo verosimil de la varianza de ias puntuaciones esta dado por

ot=s'=(X, - Xf /n-1)=X, donde s* es la varianza muestral, X, la i-ésima

puntuacion observada, X X la media de la muestra y n el tamafio de la muestra.
El estimador de la varianza de la poblacion aqui expuesto es un estimador

insesgado y es el de mayor aplicacién en la practica para estimar o2,

Siempre que se utiliza un instrumento de medida para evaluar las caracteristicas
de algun objeto o individuo, se busca la seguridad de que se obtendran los
mismos resultados cada vez que se mida la misma caracteristica en condiciones
similares. A esta consistencia o reproductibilidad de los resultados se le
denomina fiabilidad. Por esta razdn, uno de los aspectos mas importantes que
requiere definir una teoria de la naturaleza de la teoria de los tests es la nocion
de fiabilidad.
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Cualquier instrumento de medida, en este caso un test, se considera fiable si las
medidas en que se utiliza carecen de errores de medida; es decir, si son
consistentes. En términos practicos, la fiabilidad representa el grado con el que
las desviaciones de los individuos permanecen consistentes sobre la aplicacion
repetida del mismo test o de formas alternativas del test. Un test es fiable si
cada vez que se aplica a los mismos sujetos se obtiene el mismo resultado. Esta
medida debe describir el grado en el que los errores aleatorios influyen en los
resultados de la aplicacién del instrumento.

Los errores de medida de los que se ocupa la fiabilidad son aquellos que no se
pueden controlar, que son inevitables en todo proceso de medicidn ya sea, por
ejemplo, fisico, quimico o psicolégico. En muchas ocasiones la diferencia entre
una medicién y otra no depende solo de estos errores, sino que puede ademas
explicarse por errores tales como los cambios operados en ios sujetos, la
imprecision del instrumento o los errores al calificar un test. Es importante
seflalar que no es necesario, ni recomendable, tal vez, hacer mediciones
repetitivas utilizando el mismo test para estimar su fiabilidad. Es mas
conveniente hacerlo a través de instrumentos de medida equivalentes llamados
test paralelos. Dada la dificultad de construir formas paralelas de un test y de
aplicarlas a los sujetos, suele emplearse otros métodos para obtener el
coeficiente de fiabilidad, entre ellos destacan el método test-retest, el método de
construir dos formas distintas del test y el método de las dos mitades.

Dos formas o test /y jse denominan paralelos si, para ambos, la media y la
varianza de las puntuaciones empiricas, la varianza de los errores y las
puntuaciones verdaderas de los sujetos son las mismas. Esta es una definicién
tedrica que supone implicitamente que se pueden construir de hecho estos tests.
Pero, en la practica, es imposible que estas condiciones se cumplan. De un modo
menos formal que el sefialado en la definicion de paralelismo de tests, se dice
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que dos tests se consideran paralelos si miden lo mismo pero con diferentes

ffems.

Con el propdsito de llegar a formas practicas para medir fa fiabilidad de un
instrumento, se toma el resultado de un individuo en un test como una variable
aleatoria, considerando que el resultado del individuo puede tomar un valor entre
un conjunto de posibilidades de acuerdo a un conjunto desconocido de
probabilidades. La distribucién de los resultados potenciales para un examinado
en particular se puede considerar como una variable aleatoria y el resultado
obtenido se puede pensar como una realizacion de esa variable; por elio se
define la calificacion verdadera como la esperanza matematica de los resultados

obtenidos mediante la aplicacion del test.

En la teoria clasica de los tests se definen maneras diferentes de medir la
fiabilidad de un test, cada una de ellas implica una problematica diferente. El
indice de fiabilidad p,,. de un test se define como la correlacién entre las

puntuaciones obtenidas por los mismos sujetos en dos formas paralelas de un
test. Entre los diversos métodos para estimar la fiabilidad de un test a través de
formas paralelas el mas empleado es el método de las “dos mitades”. Este
método es muy funcional ya que sdlo exige una aplicacion del test. El método
consiste en dividir el test en dos mitades. El coeficiente de fiabilidad esta dado
por la correlacidn lineal entre las puntuaciones correspondientes a cada una de
esas dos mitades e indica la correlacion o consistencia interna entre ellas, mas
una correlacion para obtener la fiabilidad del test total. La estimacion asi
obtenida constituye un indicador de la consistencia interna del test.

El empleo del método de las dos mitades plantea diversos problemas
experimentales relacionados con la validez interna. E! modelo clasico no da
especificaciones concretas respecto de este problema, quedando al criterio del
investigador lo que debe hacerse en cada situacion nueva. Dichos problemas se
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refleren a que no se obtiene un Gnico estimador del coeficiente de fiabilidad del
test, ya que existen varias maneras posibles de dividir un test en dos mitades.
Un test con k items tiene como posibles mitades el nimero de combinaciones de
estos k items tomados de k/2 en k/2, pero hay que garantizar que las mitades de
test sean paralelas. No es recomendable, por ejemplo, considerar como mitades
la primera parte del test por un lado y la segunda por otro pues los sujetos
llegaran mas cansados a la segunda, por lo que esta parte resultard mas dificil
que la primera. Para evitar ésto es frecuente tomar como una mitad los items
pares y otro los impares, o usar algin otro tipo de apareamiento de los items.
Este es, en definitiva, un problema de control experimental.

Al dividir un test en dos formas paralelas, a y b, la puntuacion total, X, para cada
examinado esta basada en una puntuacién compuesta: X = Xa + Xb, donde X,

es la puntuacion obtenida en la forma ay X, la puntuacion obtenida en la forma

b.

El indice de fiabilidad es un indicador de la estabilidad de las medidas hechas, ya
que, al aplicar las formas paralelas del test a una misma muestra de sujetos en
dos tiempos distintos, debe esperarse una correlacion perfecta, es decir,
P =1, puesto que miden lo mismo. El grado en que el coeficiente de fiabilidad

se aleje de 1 proporciona una medida de qué tanto las medidas obtenidas

mediante el instrumento se ven afectadas por los errores aleatorios de medicion.

¢COmo se puede calcular este coeficiente empiricamente para una muestra
determinada? En la practica el coeficiente de fiabilidad se puede definir como la
- correlacion entre las calificaciones obtenidas en dos formas paralelas del test y
resulta ser igual al cuadrado del indice de fiabilidad. Para obtener estos
coeficientes se deben, entonces, construir dos formas paralelas del test,

aplicarlas a una muestra amplia de sujetos representativos de la poblacion en la
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que se quiere hacer la medida y calcular ia correlacion entre las puntuaciones

obtenidas en las dos formas del test.

En el modelo clasico, se utilizan con frecuencia dos maneras de expresar la
fiabilidad de un test en términos de la propiedades estadisticas de sus
componentes:

El primer método, que utiliza la formula de Spearman — Brown, permite estimar
la fiabilidad de un test compuesto por formas paralelas cuando la fiabilidad de
una de las formas es conocida. £l segundo método utiliza un estadistico llamado
alfa de Cronbach y permite estimar el coeficiente de fiabilidad de un test
compuesto cuando se conoce la varianza de su puntuacion y las covarianzas de

sus componentes.

Si se tienen k tests o formas paralelas de un test, la puntuacién total esta dada
por la suma de las puntuaciones en cada una de las partes que componen el test
global. La puntuacién verdadera de un sujeto estd compuesta por su puntuacion
verdadera en cada una de las formas paralelas del test. Se define el coeficiente
de fiabilidad para cualquier pareja de formas paralelas de un test como

pr=0° /o enlaque o’ ,, eslavarianza de las puntuaciones verdaderas en
el test / o es la varianza de las puntuaciones obtenidas en el test i y p,. esla

correlacion lineal entre las puntuaciones observadas en dos formas paralelas
i e i’ del test. A partir de esta definicion de los resultados derivados de los
supuestos del modelo, puede encontrarse una manera de calcular empiricamente
el coeficiente de fiabilidad, ya que de la definicion es imposible hacerlo, dado que
el valor de ¢* no se puede obtener de las respuestas de los sujetos a los items;
no obstante, es util para dar una idea conceptual de lo que representa el
coeficiente de fiabilidad. Puesto que p,. indica la proporcidn de la varianza

verdadera respecto a la empirica, si no hubiese errores de medida, el coeficiente
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de fiabilidad, como ya se dijo anteriormente debiera ser igual a 1. A este
coeficiente se le denomina también coeficiente de equivalencia puesto que indica
el grado en el que ambas formas son equivalentes. En la practica este coeficiente
se calcula a partir de la férmula de correlacion lineal de Pearson, que es la que se
utiliza para derivar la formula para el coeficiente de fiabllidad. La forma general
de Spearman — Brown esta dada por la siguiente ecuacion:

P = kpy (1 + (k- 1)p;)

Esta ecuacion se denomina frecuentemente como la profecia de Spearman -
Brown porque a partir de ella se puede observar que dado que & es el nimero
de formas, tests o items, paralelos si se aumenta la longitud del tests, entendida
como el numero total de formas del test, la fiabilidad del nuevo test alargado
viene dada por esta férmula, donde p,, seria la fiabilidad del test original. Esta

formula funciona siempre y cuando las formas afadidas sean paralelas a las
previamente existentes. Es interesante notar que al aumentar & veces la longitud
de un test, su varianza verdadera aumenta proporcionalmente mas que su
varianza empirica pues, mientras la verdadera original resulta multiplicada por &

la empirica se multiplica por «(1+(k-1)p,,), €xpresion cuyo valor sélo se igualaria
k en el caso en que p,,. =1, hecho poco probable en la practica. Es decir, la

fiabilidad de un test aumenta a medida que se incrementa su longitud, ya que el
numerador crece mas rapidamente que el denominador, alcanzando
tedricamente el valor 1 para un test compuesto por un nimero infinito de
formas. Mejorar la fiabilidad de un test a base de aumentar su longitud puede
ser util y recomendable, por ejemplo, cuando el test original ya tiene una
fiabilidad razonable con no muchas formas, pero si el test ya tiene un nimero
considerable de formas y, sin embargo, es poco fiable, mas que en su longitud
hay que pensar en construir otro.
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Se suele denominar indice de fiabilidad p,, a la correlacion lineal entre las

puntuaciones empiricas de un test, X, y las verdaderas, V, y puede encontrarse
como la raiz cuadrada de! coeficiente de fiabilidad. Puede demostrarse que este
coeficiente esta dado por:

P =k Cov(i,]}/ o

cuando todos los tests son paralelos

Como en la practica no se puede estar completamente seguro de que todos los
tests o las formas del test que intervienen en la puntuacion total o compuesta,
sean estrictamente paralelas, es posible utilizar la suma de las covarianzas del
test y la varianza compuesta para estimar el limite inferior de la fiabilidad del test
compuesto. Este coeficiente debe ser menor al coeficiente de fiabilidad.

Cuando los & subtest de un test compuesto no son estrictamente paralelos, por
lo menos para uno de ellos, la varianza de su puntuacién verdadera es mayor o
igual @ su covarianza con cuaiquier otro subtest. Ademas, es posible demostrar
que para cualquier par de test que no sean estrictamente paralelos, la suma de
las varianzas de sus puntuaciones verdaderas es mayor o igua! que el doble de
su covarianza y, también que, la suma de k varianzas de la puntuacion
verdadera de tests que no sean paralelos sera mayor o igual a la suma de sus
k(k-1) covarianzas divididas entre k-1, Utilizando este hecho y el coeficiente de

fiabilidad se puede deducir la formula para el coeficiente alfa de Cronbach
(1951):

k _Z,.‘T'z

o= 1
k-—l( o-xz )

Sl p,,. =a entonces los subtest o formas de un test son paralelas.
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Cuando un test estd compuesto por formas no paralelas se puede estimar el
limite inferior de su coeficiente de fiabilidad utilizando el coeficiente alfa. Como
puede observese, su calculo requiere del conocimiento del nimero de subtest o
formas, la varianza de las puntuaciones compuestas y la suma de las varianzas
entre los subtests. Por otra parte, un test puede considerarse como una variable
compuesta por cada item como subtest; con esta consideracion, el coeficiente
alfa de Cronbach refleja, mas que la estabilidad de las medidas, el grado en el
que covarian los items que constituyen el test.

Existen otras maneras de estimar la fiabilidad del test en términos de la
consistencia interna. Dado que « constituye una solucién mas general al
problema, basta aqui citar cuatro de las formas mas empleadas dentro del
modelo clasico, como casos particulares de « . Estas son el coeficiente de Rulon
(1939), la formula de Gutman (1945)— Flanagan(1937) y las formulas de Kuder-
Richardson (1937), KR20 y KR21, denominadas de esta forma por ser
precisamente el niimero 20 y el 21 de las presentadas por estos autores.

Otra manera de calcular el coeficiente alfa es mediante el uso del modelo de
analisis de varianza de medidas repetitivas, puesto que los items pueden ser
considerados como medidas repetidas de la misma caracteristica: aquélia que se

trata de evaluar con el test.

El analisis de varianza trata de analizar la variacion de una respuesta, en este
caso la puntuacion, y de asignar porciones o componentes de esta variacion a
cada una de las variables de un conjuntoc de variables independientes. El
razonamiento se basa en que las variables de respuesta se modifican por la
variacion de algin conjunto de variables independientes desconocidas. Como el
investigador rara vez incluira todas las variables que afectan a la respuesta en un
experimento, es posible observar una variacién aleatoria en la respuesta, alin
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cuando se mantengan constantes todas la variables independientes
consideradas. El objetivo del andlisis de varianza es identificar variables
independientes importantes en un estudio y determinar cémo interactian y
afectan la respuesta. El analisis de varianza divide la suma de los cuadrados de
las desviaciones en partes; cada una de estas partes se atribuye a una de las
variables independientes en el estudio, mas un residuo que se asocia con el error

aleatorio.

Para los casos que se consideran y de acuerdo con la hipdtesis de que la
respuesta, en este caso, la puntuacion no estd relacionada con las variables
independientes, se puede demostrar que cada una de las componentes de la
suma total de los cuadrados de las desviaciones dividida entre una constante
apropiada, proporciona un estimador insesgado para la varianza del error de
medida. Cuando una variable estd muy relacionada con la respuesta, su porcion,
llamada la suma de los cuadrados para esta variable, estara exagerada. Una
manera de considerar esta fuente de variacidon esta determinada por las
diferencias entre todos los posibles pares de medias de la puntuacién de un
sujeto 7 mientras mas grandes sean las diferencias, mas grande sera la fuente
de variacion. La fiabilidad de la media de las k& observaciones es la variabilidad
que se debe a las puntuaciones verdaderas dividida entre la suma de la
variabilidad que se debe a las puntuaciones verdaderas y la que se debe al error
de medida.

Una vez que se ha encontrado el coeficiente alfa para una muestra, resulta
interesante plantearse algunas preguntas acerca del valor del coeficiente para la
poblacion, utilizando la informacion de la muestra. Para ello se puede plantear
una prueba de hipdtesis en la que se confronte la significacion estadistica de este
parametro. Las hipdtesis nula y alternativa son las siguientes o igual a cero y o
diferente de cero. La teoria del error muestral para el coeficiente alfa ha sido
desarrollada por diferentes autores, entre ellos destaca el trabajo de Kristof
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(1963) vy Féldt (1965) quienes propusieron la estadistica de prueba
F =(0-a)/{)-4d) que sigue, bajo la hipdtesis nula, una distribucion Fcon (n-1) y
(k-1)(n-1) grados de libertad y donde n es el numero de sujetos en la muestra,
k es el numero de items .en el test, o el valor de alfa para la poblacion y o el
estimador de alfa. La decisién de rechazar la hipdtesis- nula o no rechazarla se
fealiza comparando el valor calculado F con el valor critico de £, para las dos
colas de la distribucion, ya que se tiene una prueba de hipotesis bilateral. Si el
valor calculado de F no cae en la region critica entonces se rechaza la hipotesis
nula.

La fiabilidad de un test no depende Unicamente de las caracteristicas propias del
test sino del tipo de muestra de sujetos utilizados para calcularla, lo cual
constituye una seria limitacién para el modelo clasico, ya que se describe un
instrumento de medida, como lo es el test, en funcion de los objetos medidos:
los sujetos. La variabilidad de la muestra influye en Ja fiabilidad. La fiabilidad
aumenta al aumentar la variabilidad. Por tanto, un dato imprescindible para ia
interpretacion del coeficiente de fiabilidad es la variabilidad de la muestra en la
qﬁe se calculd; en otras palabras, un test no tiene un coeficiente de fiabilidad
fijo, éste depende de la muestra en Ia que se calcula.

Una vez que se conoce iz fiabilidad de un instrumento, se pueden hacer ciertas
estimaciones acerca de las puntuaciones verdaderas de los sujetos y del error
que afecta a las puntuaciones empiricas. La estimacion de las puntuacioneé
verdaderas se puede realizar a través de una tabla de frecuencias de las
puntuaciones observadas, que es otra manera de presentar las puntuaciones de
los sujetos en un test. Una vez estimada la puntuacion media se desea saber qué
tan variables fueron las puntuaciones de los examinados. La desviacion de una
puntuacion es la distancia que existe entre la puntuacidon de un examinado y la
media del grupo. La varianza muestral de un conjunto de puntuaciones es el
cociente de la suma de los cuadrados de las desviaciones y (n-1) y resulta ser un
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estimador insesgado de la varianza de las puntuaciones de la poblacion. Al
obtener dichos estimadores se pueden hacer estimaciones acerca de la cantidad
de error que afecta a las puntuaciones empiricas.

Las estrategias mas comunes en la aplicacion de la teoria clasica de los tests para
la descripcion de grupos, en lugar de sujetos particulares, es a través del calculo
del error tipico de medida como la desviacion tipica de los errores de medida,
que nos indica la discrepancia entre la puntuacion verdadera de un examinado y
la empirica. Para interpretar la puntuacion verdadera a partir del error tipico de
medida que afecta a la puntuacion empirica es necesario establecer un intervalo
de confianza, éste puede basarse en la distribucion normal de los errores o en |a
estimacion de las puntuaciones verdaderas, de acuerdo a un modelo de

regresion lineal.
Extensiones a la teoria clasica de los tests

A través de los afios y dada la utilidad de la teoria clsica, se han ido afadiendo
algunos elementos que la hacen mas aplicable a las necesidades de quienes
disefian o evallan tests. Entre estos desarrollos destacan la teoria de la
generalizabilidad y el andlisis de los items.

La teoria de la generalizabilidad analiza las fuentes del error de medida de una
forma sistematica y desglosada. Ya se ha mencionado que en las practica, es
imposible encontrar condiciones de medida estrictamente paralelas. Las llamadas
formas paralelas de un mismo instrumento no siempre presentan una
equivalencia respecto de contenido, media y varianza. Por otra parte, resulta del
todo imposible uniformar las situaciones de aplicacion (mismo examinador,
mismas formas paralelas).
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En caso de que existieran las condiciones que permitieran lograr condiciones de
medida idénticas, se estarian sesgando las puntuaciones de los sujetos, es decir,
dichas condiciones podrian beneficiar sistematicamente a algunos sujetos y
perjudicar a otros. Esto no seria un obstaculo si la finalidad del estudio fuera
analizar la estabilidad de un instrumento de medida, pero si los es cuando se
requiere estimar la puntuacion verdadera del sujeto.

La teoria clasica tiende a la uniformidad de las condiciones de medida, la de la
generalizabilidad, en cambio, toma en cuenta los muitiples factores que pueden
producir variaciones en las puntuaciones de los sujetos y, mediante la aplicacion
de técnicas del analisis de varianza, permite estimar la varianza atribuible a cada

uno de esos factores, asi como a sus interacciones.

La teoria clasica de los tests define la puntuacién verdadera de un sujeto como la
media de sus puntuaciones en un amplio (infinito) nimero de tests estrictamente
pafalelos. En el marco de la teoria de la generalizabilidad, la puntuacién universo
(verdadera de un sujeto) se define como la media a través de todas las
condiciones incluidas en el universo de generalizacién. A diferencia de la teoria
clasica que sdlo considera una puntuacion verdadera para cada sujeto, la teoria
de la generalizabilidad considera tantas puntuaciones universo como universos

de generalizacion haya en el estudio.

En el proceso real de construccion de un test, se empieza por elaborar un
numero elevado de items, dos o tres veces mas de los que el test tendra
finalmente; posteriormente se aplican esos ftems a una muestra de sujetos
semejantes a los que el test se destina y se descartan aquellos items que no
sean pertinentes, por ello es necesario contar con herramientas de analisis de la
pertinencia de los items,
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Otra forma de ampliar la informacion que se obtiene de la aplicacion de
instrumentos de medida en el ambito de la teoria clasica de los tests consiste en
realizar un andlisis detallado de cada uno de los items que componen el
instrumento. Este tipo de analisis proporciona informacion acerca de la
pertinencia de cada uno-de los items en el instrumento, a través de un estudio
de las propiedades de los items que estan directamente relacionadas con las
propiedades del test y, en consecuencia, influyen en ellas.

Para llevar a cabo el andlisis de los items se definen el indice de dificultad vy el
indice de discriminacion. El indice de dificultad se define en términos de la
proporcion de sujetos que lo aciertan contra la proporcion de sujetos que
intentan responderio y esta directamente relacionado con la puntuacion media
del test. Este indice depende fuertemente de la muestra de sujetos en la que se
calcula, es decir, no constituye una propiedad intrinseca del item. A nivel
practico, la teoria clasica reduce este inconveniente al calcular el indice de
dificultad en muestras similares en competencia con aquéllas con las que se
utilizard el instrumento. Dado que seria de esperar que las propiedades de los
instrumentos de medida no dependiesen de los objetos medidos, este recurso

resulta, a nivel tedrico, poco convincente.

El indice de discriminacion se define como la correlacién lineal entre las
puntuaciones de los sujetos en el item y sus puntuaciones en el test.

Existen varios métodos de correlacion aplicables para estimar el indice de
discriminacion, dependiendo de las caracteristicas de las variables que se van a
correlacionar, en este caso el item y el test. Dado que habitualmente los items
son dicotomicos (se aciertan o se fallan) y que el test constituye una medida
cuantitativa discreta, con frecuencia se utiliza el coeficiente de correlacion biserial
puntual para calcular el indice de discriminacién. Este coeficiente es una
aplicacion de la correlacién lineal de Pearson cuando una de las variables es
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dicotdmica y la otra cuantitativa continua o discreta. Esta correlacion siempre
obtiene un numero entre —1 y 1. Un valor igual a 1 indica que la informacién que
se obtiene del item es consistente con la que se obtiene del test como un todo;
es decir, si el examinado obtuvo una buena puntuacion en el item casi se podria
pronosticar que obtendra una buena calificacion en el test, y si el indice es igual
a -1, la informacion que proporciona el item no es consistente con el test, es
decir, una buena puntuacion en el item no implica nada acerca de la puntuacion
global del test.

Limitaciones de la teoria clasica de los tests

La teoria clasica es, como se dijo con anterioridad, un modelo simple que
proporciona informacion atil, que puede ser empleado en una gran diversidad de
situaciones y que no impone restricciones fuertes sobre el tamafio de la muestra
que se requiere emplear, sin embargo tiene algunas limitaciones importantes.

La teoria clasica de los tests no proporciona informacion acerca de cémo se
comportan los examinados de distinto nivel de habilidad en el rasgo medido en el
item. Ademas, los parametros que caracterizan a los items en la teoria clasica,
como el indice de dificultad y el indice de discriminacion, no son invariantes
sobre diferentes grupos de examinados, es decir, dependen de la muestra de
examinados a partir de Ia cual fueron obtenidos. Esta es una limitacion fuerte
para una teoria de medida, ya que en este caso, las estadisticas asociadas a los
items son utiles Unicamente para poblaciones de examinados semejantes en
habilidad a la muestra con Ia que se calcularon las estadisticas, y la fiabilidad del
test esta relacionada con la variabilidad de las calificaciones del mismo.

Otras limitaciones de la teoria clasica de los tests consisten en que la
comparacion de los examinados, en la habilidad medida por el test, se limita a

situaciones en las que se les administra el mismo test o uno paralelo; que no
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provee una base para determinar el rendimiento de un examinado frente a un
item en particular, y que los procedimientos no son adecuados para detectar
sesgos en las preguntas o para proporcionar una base adecuada sobre la cual
construir pruebas “a la medida”.

Para superar estas limitaciones es necesario construir modelos de medida para
tests que puedan proporcionar informacién acerca de la precisidn de una
calificacién, una estimacion de la habilidad de! sujeto y en los que los parametros
de los ftems no dependan de la muestra de examinados con la que se prueba un
test. Los modelos logisticos de respuesta a los items, que se presentan a
continuacion, representan una opcion frente a la teoria clasica de los tests.

Seccion 1.3 Teoria de respuesta
a los items (IRT)

Cuando se eiabora un test, la seleccion de las preguntas se hace, generalmente,
basandose en los indices de dificultad y de discriminacion de las mismas. Esta
practica funciona bien en muchas situaciones de disefio y de construccién de
tests, pero podria mejorar si se usara mas informacion acerca de las respuestas
que los individuos dan a cada uno de los items.

Como se discutié en la seccién anterior, los indices de dificultad y discriminacion
que se obtienen a partir del uso de la teoria clasica de los test dependen
fuertemente de la muestra de sujetos elegidos para hacer las pruebas del test.
Las limitaciones del modelo clasico pueden superarse si se desarrolla un modelo
de medida que centre la atencion en el andlisis de los items propiamente dichos.
Existen varios modelos que intentan superar por esta via las limitaciones de la
teoria clasica de los test; entre ellos destacan los llamados modelos togisticos que
son la base de la teoria de respuesta a los items (IRT).
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La teoria de respuesta a los items proporciona una herramienta alternativa a la
teoria clasica de los tests para llevar a cabo la validacion del instrumento de
medicion disefiado.

Esta teoria es un acercamiento al desarrollo de los tests que pretende producir
un panorama mas compileto de cdmo funciona un item. Los primeros trabajos
que se realizaron en la direccién del estudio de los items binarios fueron los de
Richardson (1936), Lawley (1943), Tuker (1946) y Lord (1952). En todos estos
trabajos se utilizaba un modelo de ogiva normal para representar la curva de
probabilidades de respuesta a los items. Rash (1960) y Birnbaum (1968)
introdujeron los llamados modelos logisticos que son los que se emplean mas
frecuentemente en la actualidad y son con los que el presente trabajo se
relaciona.

Analogamente al caso del modelo clasico, la teoria de respuesta a los items parte
de algunos supuestos que sientan las bases sobre las que descansan todos los
resultados.

Supuestos de la teoria de respuesta a los items

La hipétesis fundamental de esta teoria es que las respuestas a los items de un
test responden a un cierto nimero de caracteristicas que se quieren medir y que
el nimero de estas propiedades es menor que el nimero de reactivos utilizados
en el test.

La teoria de respuesta a los items se desarrolla sobre un modelo matematico que
intenta describir la forma en que los examinados de diferentes niveles de

habilidad responderian a un item. Este modelo es importante puesto que si el
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conocimiento de la forma en la que sujetos de diferentes niveles de habilidad en
un cierto rasgo responden a un item en particular, permite establecer
comparaciones entre los resultados de examinados que toman diferentes tests
que contienen items equivalentes, y hacer posible, ademas, la aplicacién de los
resultados del andlisis de un item particular a grupos con diferentes niveles de
habilidad a los grupos utilizados como muestra para hacer el analisis de prueba

de dicho item o incluso de un test.

La teoria de respuesta a los items toma como base al item, a diferencia del
modelo clasico que se centra en el estudio del test como un todo.

En la teoria de repuesta a los items se supone que, si existen un conjunto & de
habilidades que subyacen al des;empeﬁo de un examinado en un conjunto de
items de un test, estas & habilidades definen un espacio en el que la posicion de
cada examinado se determina mediante su posicidn en cada uno de los ejes
definidos por las habilidades. Si se supone, ademas, que un Unico rasgo
determina la habilidad del examinado, el modelo se considera unidimensional.

A pesar de que la hipdtesis de unidimensionalidad es la mas comun cuando se
desarrollan tests utilizando la teoria de respuesta a los items, es claro que es
dificil que un test cumpla esta condicidn. En la practica lo que se requiere es que
exista un factor dominante que influya en el desempeiio en el test, factor al que
se suele referir como la habilidad medida por el test.

Ademas de los modelos unidimensionales existen algunos modelos
multidimensionales en la teoria de respuesta a los items. Sin embargo, el
desarrollo técnico de éstos es todavia muy restringido, por lo que, en esta
seccion, nos limitaremos al estudio de los modelos unidimensionales.’
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Otro supuesto, relacionado con el de unidimensionalidad en la teoria de
respuesta a los items, es el supuesto de independencia local. Este se refiere a la
hipdtesis de que las respuestas de un examinado a los distintos items que
conforman un test son estadisticamente independientes, es decir, que el
comportamiento de un examinado al responder a una pregunta no afecta sus
respuestas a los otros items del test.

En la teoria de respuesta a los items se cambia el uso de la nocidn de correlacion
entre reactivos para hablar de la relacion entre las distintas variables, que es
central a la teoria cldsica de los tests, por los conceptos mas generales de
dependencia © independencia estadistica. El concepto de independencia
estadistica puede expresarse de la siguiente manera: dos puntuaciones en dos
items dicotémicos, /7 y j, son estadisticamente independientes si p(+,+) =
p,(+)p, (+); es decir, si la probabilidad de obtener un patrén de respuesta a

ambos items, se puede calcular conociendo Unicamente las probabilidades de
respuesta de cada de ellos.

Un test es unidimensional si la dependencia estadistica entre los items puede ser
explicada mediante un rasgo Unico. Es decir, un test es unidimensional si los
items que lo componen son estadisticamente dependientes en la poblacién
completa y si existe un Unico rasgo tal que los items son estadisticamente
independientes en cada subpoblacion de examinados cuyos miembros son
homogéneos con respecto al rasgo. Puesto que la independencia esta definida
para una subpoblacién de examinados localizados en un punto especifico de la
escala del rasgo, generalmente se identifica a este concepto como independencia
local. '

Es importante recalcar que los conceptos de independencia local vy
unidimensionalidad no son conceptos equivalentes, L.a dimensionalidad del test
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esta relacionada con el nimero de rasgos necesarios para lograr independencia
local.

Si dos items son estadisticamente dependientes, comparten una misma fuente
de varianza. Si existe un rasgo tal que para los examinados que son homogéneos
con respecto al rasgo, los items son localmente independientes, entonces la
varianza comun se puede explicar totalmente por ese unico rasgo y el test
cumple el requerimiento de unidimensionalidad.

En la practica, nunca se puede decir con certeza que existe un solo rasgo (0
cualquier otro numero) tal que los items de un test son localmente
independientes, por lo que la independencia local y el niumero de rasgos deben
suponerse. Lo que si es posible es verificar a validez de estas suposiciones.

Decir que un rasgo subyace la actuacion en los items de un test es lo mismo que
afirmar que el rasgo da cuenta de la dependencia estadistica entre los items. Es
importante destacar, sin embargo, que como tal, el rasgo no es necesariamente
una medida valida del constructo que se intenta medir con el test; es posible que
ese rasgo subyazca a los resultados que se obtienen de la aplicacién de un
conjunto de items, y que éste sea una medida pobre del constructo que los items
intentan medir. Por esta razén es necesaric mantener la diferencia entre la
nocion de rasgo y la de constructo.

Conceptos fundamentales de Ia teoria de respuesta a los items

La teoria de respuesta a los items utiliza como unidad de analisis el item, en
lugar del test completo. Intenta poner en relacion la capacidad del sujeto en un
cierto rasgo que se desea medir con su rendimiento en el item, de tal forma que
se logren superar las dos limitaciones fundamentales de la teorfa clésica, es decir
intenta desarrollar un modelo de medida en el que el resultado de la medicidn
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no dependa del test utilizado y en el que las propiedades del instrumento de
medida no estén en funcién de los sujetos a quienes se aplica el instrumento.

Los modelos que se utilizan en la teoria de respuesta a los items asumen una
refacién funcional entre jos valores de la variable que miden, por ejemplo la
capacidad de comprensidn de un concepto, la habilidad en un drea o las
preferencias, que se representa por la variable independiente 6, y la probabilidad
de responder acertadamente a cada uno de los items. Esta relacion funcional se
representa mediante una curva de forma sigmoide que se denomina curva
caracteristica del item. La forma de la curva se adopta con base en la idea de
que la probabilidad de acertar un item dicotémico es 1 si se posee la capacidad
que se intenta medir y 0 en caso contrario. Si bien la forma de las curvas
caracteristicas de todos los items es la misma, la curva que representa a cada
uno de ellos es especifica y diferente; esta definida por parametros especificos
que la distinguen de las demas.

El concepto de curva caracteristica del item es central a todos los modelos de
respuesta. En todos ellos se parte de esta relacién funcional entre la probabilidad
de responder correctamente a un item y la habilidad que se intenta medir
mediante el reactivo. Una curva caracteristica del item es asi una funcidn
matematica que relaciona la probabilidad de responder correctamente un item
con la habilidad medida por el conjunto de items de la prueba en la que ese item
esta contenido. Usualmente se considera a la curva caracteristica como la funcion
de regresion no lineal de la calificacion del item sobre el rasgo que se quiere
medir con el test.

En los modelos de la teoria de respuesta a los items la probabilidad de acertar
un item depende exclusivamente de la variable 8. Este hecho nos indica que la
teoria de respuesta a los items supone implicitamente en su formulacién que las
preguntas destinadas a medir la variable @ son unidimensionales. Si se cumple el
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supuesto de unidimensionalidad puede demostrarse que existe independencia
local entre los items, es decir, que la respuesta de un sujeto con un valor
determinado en la variable @ a un item particular no se ve influida por sus

respuestas en los otros items.

La diferencia fundamental entre los distintos modelos de respuesta a los items es
la forma que se le asigna a la curva caracteristica. Si fuera posible conocer tanto
las calificaciones en el test como las de la habilidad medida, se podria descubrir
la forma de la curva tomando como punto de partida alguna consideracion
acerca de la distribucién de las calificaciones de los items para un nivel fijo de la
habilidad. Es decir, la curva caracteristica podria encontrarse calculando la media

de cada distribucion y posteriormente uniendo las medias de cada una de ellas.

Si el espacio completo de la habilidad esta definido para toda una poblacién de
interés, las distribuciones de las calificaciones, a un nivel dado de habilidad,
deben ser las mismas a través de las poblaciones. Por otra parte, si las
distribuciones de probabilidad son idénticas, las curvas que conectan las medias
de las distribuciones deben ser también idénticas; por ello puede decirse que la
curva caracteristica permanece invariante ante las poblaciones de examinados
para los que se definio el espacio de habilidades.

Cuando se mide sélo una habilidad, !a curva se conoce como una curva
caracteristica del item. Cuando el modelo es muitidimensional, la funcién
obtenida se conoce como funcién caracteristica del item.

Puesto que la probabilidad de que un examinado responda correctamente a un
item depende unicamente de la forma de la curva caracteristica, esa probabilidad
es independiente de la distribucion de la habilidad del examinado en la poblacién
de examinados de interés; entonces, la probabilidad de que un examinado
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responda correctamente al item no depende de cuantos examinados se

encuentren en ese mismo nivel de habilidad.

La invarianza de la curva caracteristica frente a la poblacién de examinados que
se utiliza para calibrar la prueba es una de las propiedades mas atractivas de
este tipo de modelos. Las implicaciones de este resultado son sumamente
importantes en distintos tipos de aplicacion de la teoria de medida, como por
ejemplo la construccion de pruebas a la medida, la elaboracion de bancos de
preguntas y el estudio del sesgo en los items.

La eleccion del tipo de funcion caracteristica que se usara como modelo depende
del tipo de test al que se quiera aplicar y del tipo de herramienta de analisis de
que se disponga. En todos estos modelos es frecuente suponer que la respuesta
al item es dicotdmica, es decir, que se acierta o se falla el item,
independientemente del nimero de alternativas que se tengan o de que las
preguntas sean abiertas.

En la mayoria de las aplicaciones de esta teoria se supone que la curva
caracteristica del item tiene forma de S, como la que se muestra en la figura
1.3.1, de manera que, conforme la habilidad en el rasgo aumenta, la probabilidad
de responder correctamente también aumenta. La importancia de la curva
caracteristica del item, en contraste con los indices de dificultad y de
discriminacion de la teoria clasica, reside en que hace posible ver la dependencia
la probabilidad de contestar correctamente al reactivo con el rasgo a medir.
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Figura 1.3.1
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0.9

0.85

Si bien la forma sigmoide, de S, o de funcidn escaldn, para la curva caracteristica
de los ftems es, como se acaba de mencionar, la mas empleada en la
construccion de tests, no es la Unica posible y, de hecho, existen modelos que
utilizan otras formas de curva para la curva caracteristica. La curva en forma de
escalon implica que existe un valor minimo 6 “para la puntuacion del rasgo, por
abajo de la cual, los examinados no pueden responder correctamente al item; sin
embargo, un examinado con un nivel de habilidad mayor o igual que 6  lo
respondera correctamente. Las curvas escalon no se usan tan frecuentemente en
la construccion de tests como las de forma de S porque los datos reales son
generalmente mas consistentes con la curva en forma de S y porque esta Ultima
es mas adecuada para el manejo matematico.

Los modelos de respuesta a los items que se emplean con mayor frecuencia en la
practica son aquéllos que suponen para la curva caracteristica de los items una

distribucion acumulativa logistica y por ello se les conoce también como modelos
logisticos.
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La definicion de cada curva caracteristica depende, generalmente, de tres
parametros: el indice de discriminacion que permite decidir si la pregunta
distingue entre los sujetos que tienen la capacidad para responder
acertadamente el item y aquellos que no la tienen, el indice de dificultad, que, a
diferencia de la teoria clasica no se define en términos del numero de sujetos
que aciertan el item, sino directamente de la misma funcién como el valor de 8
en el que la pendiente a la curva caracteristica alcanza su maximo valor, y por
ultimo la probabilidad de acertar el item al azar.

La funcidn logistica utilizada en este tipo de modelos es de la forma:

p, (6)= con x = x{(6)

1+0% '

Entre los modelos logisticos que se emplean con mayor frecuencia se encuentran

los de uno, dos y tres parametros.

El modelo de dos parametros se puede expresar con fa funcion logistica antes
mencionada con x(6) = Da, (¢ - b, ), en esta expresion D es una constante

arbitraria, &, es el indice de discriminacion del item g, b, es el indice de
dificuitad del item gy p, (6) se interpreta como la proporcion de examinados que
tienen un nivel ¢ de habilidad y que responden correctamente al item. Es comdn
elegir la constante O como O = 1.7 ya que puede demostrarse que, de esa
manera, la probabilidad obtenida mediante la funcion logistica y mediantfe la

ojiva normal (distribucion normal acumulada) no difieren por mas de 0.01 para
cualquier valor de & (Lord y Novick, 1968).

El modelo logistico de un parametro, que es el mas empleado, se obtiene si se

toma el indice de discriminacién como constante; es decir, si se supone que
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todos los items tienen el mismo indice de discriminacion. A este modelo también

se le conoce como modelo de Rasch.

Cuando se aplica el modelo logistico a datos obtenidos de pruebas de opcién
mlltiple, se debe tener en cuenta que, en esas condiciones, se presenta la
posibildad de que haya aciertos al item obtenidos de respuestas al azar. Si se
admite esta posibilidad, la ecuacion para la curva caracteristica se convierte en:

pg3(0)=cg +(1-Cg )pgz(e)l

en la que p, ; (6) es la probabilidad de acertar el item g en el modelo de tres
parametros, p, , (8) es la probabilidad de acertar al item g en el modelo de dos

parametros y ¢, se conoce como el parametro de pseudo-aciertos al azar.

En la practica, es imposible encontrar directamente la variable que se va a medir.
No es posible siquiera verificar qué tan apropiada es la eleccion de modelo, ya
que las regresiones se hacen sobre una variable que no se puede medir
directamente. La Unica manera de verificar qué tan apropiado resulta el modelo
elegido consiste en analizar la validez de las predicciones obtenidas mediante su
aplicacién; si son aceptables, el modelo se considera adecuado. Por ello es
necesario elegir el modelo que se desea emplear de manera arbitraria.

La ventaja mas importante que representa el usoc de estos modelos consiste en
que, dado un conjunto de items de un test que se ha ajustado a un modelo de
respuesta, es posible estimar la habilidad de un examinado en la misma escala
de habilidad de cualquier subtest de items en el dominio de los ftefns que fueron
ajustados al modelo. Los modelos de respuesta a los items proveen asi una
forma de comparar a los examinados aunque hayan respondido a diferentes
subconjuntos de items del test.
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La estimacion de las variables 6 para los sujetos es una estimacion condicional de
maxima verosimilitud que se hace conjuntamente con la de los otros paradmetros.
La forma en la que esta estimacion se hace se describira con mayor amplitud en
el siguiente capitulo. A partir de los valores obtenidos para los parametros: a =
indice de discriminacidn, & = indice de dificultad y ¢ = factor de aciertos al azar,
se pueden graficar las curvas caracteristicas correspondientes a cada uno de los
items.

Una manera de identificar aquéllos items para los cuales la estimacion de los
parametros es pobre es mediante el estadistico inferencial x?. Estos items se

caracterizan por tener una x* muy grande en relacion con las demas.
P Y

Los. resultados. que. se. obtienen.del andlisis de los_items se pueden utilizar en la
teoria de respuesta a los items para obtener una caracterizacion del cuestionario
completo. Esta caracterizacidn permite asimismo establecer un puente entre los
resultados obtenidos mediante esta teoria y los obtenidos mediante la aplicacion
del modelo clasico. Para ello se define la curva caracteristica del test. Esta curva

se obtiene sumando las curvas caracteristicas de los items.

Una forma de comparar los resultados obtenidos al analizar un test utilizando la
teoria de respuesta a los items con aquellos obtenidos a partir de la teoria
clasica de los tests es mediante la obtencion de la puntuacion verdadera en el
test de un sujeto o sujetos a los que se ha estimado una cierta puntuacién 6, en

la variable a medir con la teoria de respuesta a los items. Esta puntuacion
verdadera se estima calculando la suma de las probabilidades dadas por las

curvas caracteristicas de los items que componen el test para el valor 6.

Cuando las puntuaciones se obtienen de esta manera, ios resultados quedan

expresados en la misma escala que las puntuaciones empiricas, en lugar de
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quedar expresadas en la escala de las 6, que es diferente. La transformacién de
escala se logra mediante la curva caracteristica del test, con la ventaja adicional
de que estas puntuaciones verdaderas, de acuerdo a los supuestos de la teoria
de respuesta a los items, no dependen del test utilizado.

Con el fin de comparar los resultados obtenidos mediante la teoria de respuesta
a los items se puede calcular también la curva caracteristica esperada para
algunos sujetos y las curvas caracteristicas correspondientes a es0s mismos
sujetos y comparar las diferencias. La curva caracteristica empirica del sujeto se
obtiene graficando el indice de dificultad & contra la proporcion de items
acertada por el sujeto. La curva tedrica se obtiene, en cambio, graficando el
indice de dificultad & contra la proporcién de aciertos que el sujeto debiera tener
segin la curva caracteristica de los items, es decir, la media de los valores p(8)
de los items de cada categoria para un valor dado de 6 para el sujeto en
cuestion.

Para lograr un analisis mas completo del test como un todo, es importante contar
con un indicador de su precision. Con este proposito se define la funcion de
informacion del test. Esta funcion se define de manera tal que cuando la funcidn
de informacion sea grande, el error tipico de medida sea pequefio y la
informacién aportada por las estimaciones sobre el pardmetro @ sea grande.

~

i

La funcion de informacién de cada item esta dada por:

- LB

Pi(g)Qi(t)

y la funcién de informacién del test se obtiene sumando las funciones de
informacion de cada uno de los items. La funcidn de informacién permite

ademads, elegir la zona de 6 para la cual el test es mas adecuado Y puede
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emplearse para estaklecer intervalos de confianza para distintos valores de 6. En
el modelo logistico de tres parametros, ia informacion aportada por los items es
maxima para un valor de ¢ dado por

8=b+1/ DalIn(1/2 +1/2 J1+8)]

El calculo del error de medida es fundamental en la definicién de cualquier teoria
de medida. Este nos proporciona informacion acerca de la diferencia entre las
puntuaciones verdade:ras y las empiricas. De hecho, el error tipico de medida es
la desviacién tipica di2 esas diferencias. En la teoria de respuesta a los items, el
valor de este error no es el mismo para todos los sujetos; esta en funcién de 6,
lo cual indica que la precisién con la que miden los tests no es uniforme a lo
largo de la escala de la variable 6.

La forma mas conveniente de calcular el error tipico de medida es mediante la

funcion de informacidn del test:

1

Se = '
1(6)

en la que Sees el errar de medida e {8) es la funcion de informacion del test.
Ventajas de la teoria de respuesta a los items
Los modelos de respuesta a los items presentan ventajas grandes cuando se

comparan con la teoria clasica de los tests. Entre ellas pueden mencionarse las

siguientes:
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« Suponiendo la existencia de una pobiacién grande de examinados, los
descriptores de un item de la prueba son independientes de la muestra de

examinados que se utilizé para calibrar el test.

« El modelo proporciona una estadistica que indica la precision con la que se
estimo la habilidad de cada examinado.

» El concepto de confiabilidad de formas paralelas se reemplaza por el concepto

de estimacion estadistica y los errores estandares asociados a ella.

Estas ventajas han hecho que la Teoria de Respuesta a ios Items sea la que se
usa mas frecuentemente en la medida a través de las pruebas estandarizadas
que se realizan en todo el mundo.

Limitaciones de los modelos IRT en cuanto a la posibilidad de

diagnostico

Los modelos de respuesta a los items presentan algunas desventajas. En
términos tedricos las desventajas de las teorias de respuesta a los items radican,
por una parte, en que se basan en hipdtesis fuertes que limitan su aplicabilidad a
muchos conjuntos de datos y, por otra parte, en que la estimacion de los
pardmetros requiere de la aplicacién de los items a muestras muy grandes de
sujetos.

Los modelos estandar logisticos IRT caracterizan a los sujetos en términos de su
propension a responder acertadamente a un item, sin hacer ninguna
consideracion relativa a la forma en la que los sujetos aprenden una disciplina

particular, ni sobre [a estructura misma del rasgo que se desea medir.
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Los parametros que caracterizan a los sujetos se estiman, en estos modelos,
mediante métodos de maxima verosimilitud y criterios de indole puramente
estadistica. Por esta razon, dichos parametros estan fuertemente relacionados

con el porcentaje de respuestas correctas.

Si bien estos modelos son apropiados para pruebas en las que todos los sujetos
emplean la misma estrategia para resolver los items, en cuyo caso los
parametros del los items reflejan el numero o la complejidad de las operaciones
necesarias para resolver un item dado (Fisher, 1973 y 1995), resultan menos
satisfactorios cuando los sujetos emplean estrategias diferentes en la solucion de
los problemas. En estos casos, es posible cuestionarse acerca de la validez del
uso de calificaciones que proporcionan poco mas que el porcentaje de aciertos
para comparar a los estudiantes y tomar decisiones que pueden, en ciertos

casos, afectar su futuro.

Por otra parte, la informacion que se obtiene de los modelos logisticos es
insuficiente para determinar las razones por las cuales un item particular puede
ser facil para sujetos que siguen una estrategia, pero dificil para sujetos que
siguen otra, e incluso para determinar si el diseiio mismo del item favorece cierto

tipo de estrategias en la respuesta.

Cuando se usan los modelos IRT tradicionales, ia Gnica caracterizacién que se
puede hacer de un examinado es en términos de su propensién a responder
correctamente en un cierto dominio de items. Consecuentemente, los procesos y
los resultados del aprendizaje solo se pueden plantear como cambios en el
desempeiio global. Esta caracterizacién resulta limitada cuando se tiene en
consideracién el avance de las ciencias cognitivas y de la investigacion en los
procesos de ensefianza y de aprendizaje de disciplinas concretas, tales como la
fisica, la quimica, las matematicas o la lecto-escritura. Los resultados de la
investigacién en estas areas brindan informacién Gtil respecto a la forma en la
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que las personas resuelven problemas, adquieren conocimientos e inCrementan
sus habilidades y sus conocimientos (Snow y Lohman, 1989).

Ahora se sabe que los aprendices se vuelven mas competentes, no a través de la
acumulacion de mds informacién, sino a través de la reestructuracion de su
conocimiento previo. Cuando se planea o se evalUa la instruccion, no resulta de
tanto interés preguntarse por ejemplo écuantos items puede resolver un
estudiante? o équé proporcion de la poblacidn puede obtener calificaciones
menores que la de ese mismo estudiante? Es, por el contrario, mas interesante
intentar responder équé es lo que esta persona puede estar pensando para que
sus acciones tengan sentido desde esta perspectiva? (Thompson, 1982) o équé
organizacion tiene en mente el estudiante de forma que sus acciones se puedan
representar mediante un patron coherente de respuestas?, écomo se puede
caracterizar a cada sujeto en términos del tipo de estructura mental y de la
disciplina particular?, ¢cuales son sus necesidades a futuro?, entre otras. Para
responder estas preguntas, se requiere de modelos de medida que puedan dar
cuenta del estado de desarrollo de los sujetos de acuerdo a indicadores del nivel
en el que se encuentran en cuanto a sus estructuras de conocimiento, en cuanto
a su habilidad y al tipo de procesos cognitivos que suelen emplear en la solucién
de diversos tipos de problemas.

La extension de los modelos IRT hacia modelos que incluyan estrategias
mltiples de respuesta o que intenten caracterizar el estado del conocimiento de
los sujetos a la luz de los resultados de las ciencias cognitivas en la actualidad
tiene una gran diversidad de aplicaciones potenciales: Puede, por ejemplo,
proveer de un marco riguroso para probar teorias alternativas sobre
procesamiento cognoscitivo; puede ayudar a la obtencién de estimaciones de la
forma en la que los estudiantes resuelven los problemas especificos; puede
proporcionar informacion diagndstica mas completa y confiable. Estas y otras

aplicaciones puede ser mucho mas valiosas para propdsitos de diagndstico,
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remediales y de revision de curricula que simplemente conocer cuantos
problemas puede resolver correctamente un sujeto (Messik, 1984).

En contraste con los modelos clasicos y con los modelos IRT, los modelos que
permiten la introduccidn de estrategias alternativas en la solucién de un item o
que permiten determinar las zonas en las que el sujeto entra en conflicto al
resolver cierto tipo de problemas, 0 que permiten acercarse a las estructuras
cognoscitivas, formadas o en formacion, en los sujetos, debe comenzar por
proponer explicitamente los procesos mediante los cuales los sujetos alcanzan
cierto tipo de respuesta. La formulacion de estos modelos requiere entonces de
la existencia de una teoria psicoldgica o educativa sdlida que dé cuenta de los
procesos invalucrados en la solucion del item, ademas de un modelo matematico
que permita caracterizar al item y obtener la informacién deseada.

Tanto la teoria clasica de los tests como Ia de respuesta a los items son modelos
matematicos en los que no se incorpora ninguna consideracion de tipo cognitivo
que pueda afectar de una u otra manera la forma en la que los sujetos
responden los items. A medida que las teorias cognitivas se han ido
consolidando, se ha hecho un esfuerzo por construir modelos de medida que
incluyan un modelo matematico al mismo tiempo que un modelo cognitivo. El
resultado de este esfuerzo ha sido la aparicion de una gran diversidad de nuevos

modelos de medida que se consideraran mas adelante.

El modelo que se plantea en el capitulo II de este trabajo intenta subsanar [a
incapacidad de las teorias clasica de los tests y de respuesta a los items de ser
utilizadas como herramienta de diagndstico.
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Seccion 1.4 Otros modelos en la
teoria de los tests

En los Ultimos afios se ha visto surgir un movimiento de reforma que busca
nuevos paradigmas para la construccion e interpretacion de los tests. Muchas de
las practicas y de las ideas tradicionales concernientes a la teoria de los tests se
han cuestionado. Las discusiones entre especialistas han puesto de manifiesto la
inminente necesidad de introducir nuevos modelos que incluyan items de mayor
calidad, mejores distractores y que proporcionen mas informacién acerca de las
estrategias y de los procesos mentales de los sujetos involucrados en la solucién
de las preguntas planteadas. Este movimiento ha ido creciendo en la actualidad a
pesar de que las limitaciones para la aplicacion de los nuevos modelos siguen
vigentes: la tecnologia requerida para ajustar las funciones que se proponen en
estos modelos para las curvas caracteristicas de los items o para la conformacion
de mapas de trayectorias de conocimiento estd todavia lejos de llegar a una
forma en la que estos modelos tengan una aplicacion practica.

En la literatura reciente tanto las formas de construccién de los tests cuanto los
modelos tradicionales de medida se han puesto en tela de juicio. Sin descartar su
utilidad y los beneficios que se obtienen de su aplicacion, se ha considerado
necesario tomar en cuenta que actualmente las posibilidades de medida se han
visto beneficiadas, por una parte, por los desarrollos técnicos en los ambitos de
las matematicas y de la computacion y, por otra parte, por la integracién, dentro
de la teoria de los tests, de las teorias cognitivas. Ambos desarrolios permiten
contar con interpretaciones de los datos mas adecuadas y de mayor utilidad.
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Los tests tienen hoy en dia una gran diversidad de aplicaciones: se utilizan con
fines de diagndstico, para la certificacion, con propositos de clasificacion y como
una herramienta de investigacién. A partir de los resultados que de ellos se
obtienen se toman decisiones de diversa indole que afectan a una gran cantidad
de personas. Esta multiplicacién de usos hace que la necesidad de profundizar en
el estudio de los tests, en su formato, en su validacion y en la interpretacion de
los resultados que se obtienen de su aplicacién se haga cada dia mas patente.

Dos debates que tienen importancia desde la perspectiva de este trabajo se han
llevado a cabo durante los Ultimos afios. El primero centrado en el disefio de los
items y, en particular, en su formato y el segundo alrededor de las técnicas o
modelos de medida que son mas pertinentes para el analisis de los items.
Analizaremos brevemente los resultados de cada uno de ellos.

Debate en torno al formato de los items de los tests

En cuanto al disefio de los tests, una de las cuestiones que ha recibido mayor
atencion es la referente al formato de los items. Durante las décadas de 1970 y
1980 el tipo de examen mas comunmente empleado fue referido al criterio, es
decir aquél en el que se utilizaban items referidos a un objetivo especifico
planteado con la mayor claridad posible, que se constituian en los criterios de

diserio de cada uno de los items.

Este tipo de tests se disefa a partir de objetivos conductuales y provee, de
manera efectiva, una definicion operativa del aprendizaje que se desea lograr en
los estudiantes. Sin embargo, mas recientemente ha surgido un movimiento que
apoya con mayor fuerza los tests en los que se usan los ensayos y la
investigacion en las pruebas de desempefic y de aptitudes. Entre los nuevos
modelos de test que han surgido destacan las llamadas pruebas de evaluacion
auténtica.
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El formato de opcién multiple ha sido criticado tanto por los disefiadores de
instrumentos de medida como por los educadores, sobre todo porque, de
acuerdo a los criticos, este formato limita a los sujetos a realizar actividad mental
de bajo nivel que no es lo deseable cuando se intenta medir su desempefio o su
habilidad (Frederiksen, 1984; Snow, 1993). Algunos criticos han incluso hecho
acusaciones en el sentido de que este tipo de formato ha creado un estilo de
ensefianza que es dafiino debido a que no estimula el pensamiento critico
(Shepard, 1993).

El formato de opcion multiple, sin embargo, tiene cualidades que le han
permitido salir victorioso de los ataques recientes. Se ha demostrado, por
ejemplo, que los formatos de opcidn multiple y los lamados formatos abiertos o
de respuesta construida estan fuertemente correlacionados; que con los items de
opcion multiple se pueden evaluar muchos de los objetivos de mayor
profundidad y complejidad del aprendizaje de una manera tan rigurosa como la
que se logra con los de formato abierto; y que los items de opcidn muiltiple
permiten la deteccidén y eliminacion de sesgos de una manera objetiva (Snow,
1993). Se ha encontrado, ademas, que es posible transformar pasajes escritos a
items de opcidn muitiple (Bormouth, 1970) y las revisiones integradoras
realizadas por Albanese (1992), Downing (1992), Frisbie (1992) y Soloway
(1990), entre otros, ofrecen una guia para entender mejor la variedad de
formatos de opcion mdltiple que pueden emplearse hoy en dia en la construccion
de items.

Dentro de esta discusion se ha llegado a sugerir que en la medida de procesos
cognoscitivos complejos y dinamicos son tal vez mas Utiles los formatos de
respuesta construida o abierta (Bennett, et al. 1990), mientras que los items de
opcidén multiple son Gtiles en la medida de conocimiento estatico. Estas

aseveraciones han estado basadas muy fuertemente en concepciones de sentido
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comun y se ha hecho poca investigacion que realmente favorezca un tipo de
disefo sobre el otro. Entre las investigaciones que se han llevado a cabo de
forma sistematica, se encuentra la realizada por Birnbaum y Tatsuoka (1987)
quienes examinaron el efecto del formato de respuesta en el diagndstico y
concluyeron que los items de opcidn mdlltiple pueden no proporcionar la
informacién apropiada para la identificacion de las ideas previas de los alumnos,
Por otra parte, las investigaciones de Snow (1993) revaloran la importancia del
formato de opcion multiple en cuanto a sus posibilidades de relacién con los
resultados de las ciencias cognitivas.

Frente a la incertidumbre generada por este tipo de discusiones y a la dificultad
de asegurar la efectividad de cualquier formato de disefio de items es
conveniente tomar una posicion mas balanceada. Varios investigadores
(Snow,1993) han propuesto una agenda de investigacion cuyo fin sea
precisamente el de examinar a profundidad que tipo de constructos importantes
no se han tomado en cuenta en ninguno de los formatos existentes, asi como las
ventajas y limitaciones de los distintos tipos de formato para los items ante
diversas situaciones, problemas y en diferentes areas del conocimiento. Los
resultados obtenidos no inclinan la balanza con claridad hacia ninguna de las dos
posiciones, por lo cual, en el disefio de instrumentos, se ha seguido una politica
que responde mas directamente a las necesidades de la aplicacion del
instrumento que a las posturas tedricas subyacentes.

Los test que utilizan items de opcion multiple se han revalorado a su vez en los
ditimos afios a través de la relacion que puede establecerse entre el tipo de
distractores empleados y los resultados de la investigacion en las ciencias
cognitivas y en la didactica de los contenidos especificos. La tendencia actual se
aboca al desarrollo de instrumentos sustentados fuertemente en las teorias
cognitivas, tanto en la parte relativa al disefio de los items, cualquiera que sea el
formato empleado, cuanto en la parte correspondiente a los modelos de medida.
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El disefio de los items debe responder a aquello para lo que se intentan utilizar
jos resultados del proceso de medida. De acuerdo a Haladyna (1994), el disefio
de los items debe modelar el rango de comportamiento que distingue a los
aprendices con respecto a lo que se esta aprendiendo y midiendo. Otra
caracteristica deseable en el disefio de items consiste en tomar en consideracion
el valor diagndstico de las elecciones de los sujetos al responder, esto impiica
que los distractores disefiados deben basarse con mayor firmeza en los errores
comunes de los estudiantes (Haladyna y Downing, 1989) y en las tendencias y
estrategias de respuesta que aparecen reportados cada vez con mayor
frecuencia en la literatura. La idea central del disefio actual consiste en generar
items con un conjunto predecible de parametros a partir de los cuales sea
posible hacer interpretaciones claras en cuanto a las posibilidades cognitivas o

psicoldgicas del sujeto.

A la evaluacion de los distractores de los ftems de opcién multiple, se le ha
prestado poca atencion. El indice de discriminacion de los modelos logisticos
mas empleados en la actualidad no proporciona suficiente informacidn acerca de
cuales distractores deberan ser retirados o revisados para mejorar el desempefio
del item y, por ende, el del test. En la calificaciéon de los items politomos, la
discriminacion se conceptualiza de manera diferente. Este tipo de calificacion ve
la informacién diferencial contenida en los distractores de manera mas sensible
que en el caso de la correccion dicotomica. Los distractores discriminantes, sin
embargo, son poco frecuentes; por ello, de acuerdo con Haladyna y Downing
(1997) es importante prestar atencion al nimero adecuado de distractores en
cada item, para obtener informacién suficiente. Por otra parte Huynh (1996)
demostré que, en el caso especifico del modelo de Rasch, no es necesario
escribir items con mas de tres categorias de respuesta, porque cada uno de esos
items es tedricamente equivalente a un conjunto de items independientes con

solo dos o tres categorias de respuesta. Esta reconceptualizacién de la
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discriminacion implica la evaluacién de los distractores asi como la consideracion
de los patrones de respuesta de cada distractor relativo a los otros distractores.
Los items que tienen patrones similares de respuesta, a menos que reflejen
diferentes preconceptos o estrategias, pueden no ser muy utiles en el disefio de
tests.

Si los distractores se disefiaran teniendo en cuenta, como ya se ha mencionado,
las ideas previas de los estudiantes, sus estrategias mas comunes y el tipo de
razonamiento que suelen emplear frente a conceptos diversos, las técnicas de
evaluacion permitirian la validacidon empirica de las respuestas a los mismos. Esto
redundaria necesariamente en una mayor y mejor posibilidad de diagndstico. La
evaluacion de los distractores, la conceptualizacion de I3 discriminacion del item y
el analisis de los distintos factores que entran en juego en la respuesta a un item
se presentan entonces, como un imperativo a los futuros modelos en la teoria de
los tests.

Se requiere de un programa amplio de investigacidn dirigido hacia la
comprension del impacto del disefio de los items en las respuestas y en el tipo de
estrategias seguidas por el sujeto que responde, asi como a la profundizacién en

el significado de la fiabilidad y de la validez de test basados en diferentes tipos
de disefio.

Los desarrollos de modelos de medida no pueden permanecer al margen de esta
discusion. Frente a los retos que el disefio de los tests plantea, se ha respondido
mediante distintos tipos de acercamiento a los problemas tedricos.

Debate en torno a otros modelos de medida

Si bien el formato de los items es un factor decisivo en la estructuracion de tests
de todo tipo, la posibilidad de estudiar las consecuencias de los usos de los
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distintos formatos y de profundizar acerca de la forma en la que los instrumentos
dan cuenta del constructo que estan destinados a medir, radica fuertemente en
la teoria de medida. Medir es conocer. Es a través de la interpretacion de los
datos obtenidos de las respuéstas a los items como se llega a la toma de
decisiones. La investigacion en esta area de la teoria de los tests es igualmente
importante si se desea llegar a un proceso de toma de decisiones a partir de los
resultados de las pruebas que sea mas profundo y confiable. Por ello, en los
ultimos afios la medida ha sido un area fecunda de discusion y de estudio.

La revisién de los avances en esta disciplina muestra tendencias diferentes de
investigacion, que se discutiran a continuacion.

Una de las lineas de investigacioén en medida ha permanecido en la tradicion que
se centra unicamente en el desarrollo de teorias matematicas generales para la
medida en educacién. Asi, han aparecido los modelos logisticos multivariados.
Estos modelos toman en cuenta la eleccion de las diferentes opciones de
respuesta que se presentan en un item, tomando como punto de partida los
modelos logisticos tradicionales y generalizan los modelos dicotémicos
integrandolos a modelos categdricos multivariados. (Abrhamowicz y Ramsay,
1992; Gloneck y McCullagh, 1995).

Dentro de estos esquemas se pueden incluir algunos de modelos de crédito
parcial (Huynh y Ferrara, 1994; Yen,1993; Andersen, 1966 y 1985; Andrich,
1978; Masters, 1982; Muraki, 1992) que permiten manejar los datos recogidos
de items politomos en los cuales las respuestas se califican en escalas que
| contienen mds de dos categorias. También es posible incluir en esta categoria los
modelos de respuesta graduada (Bock, 1972; Samejima, 1972; Thissen y
Steinberg, 1984; Muraki, 1992; Andrich, 1995) en los cuales la escala se
considera un continuo. Para este tipo de modelos Thissen y Steinberg presentan

una taxonomia (1986), a la que nos referiremos mas adelante, en la que
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muestran que los Unicos acercamientos diferentes son el de Samejima (1979) de
respuesta graduada y el modelo nominal de Bock (1972); los otros modelos
pueden reducirse a uno de estos dos acercamientos.

El modelo de Samejima es un modelo de diferencia que requiere que la variable
independiente se mida en una escala ordinal. Las alternativas en las opciones se
ordenan con respecto a su grado de acercamiento a la solucion del problema.
Los resultados de la estimacion de estas funciones, sin embargo, dependen
fuertemente del ordenamiento de las respuestas y por ello no se prestan a la

evaluacion de los distractores.

Los modelos del tipo del de Bock son modelos divididos por el total. En ellos se
requiere de la estimacion de & funciones diferentes de probabilidad, una para
cada una de las opciones de respuesta al item. Las funciones de probabilidad
incluyen la restriccidon de exhaustividad, es decir que la suma de las & funciones
de probabilidad para un valor de la habilidad dado sea uno. Este tipo de modelos
permite el andlisis de datos nominales y ordinales de opcion multiple. En ellos la
interpretacidn de los parametros es, sin embargo, dificil y éstos deben verse séio
como un medio para obtener las formas de las distintas funciones de
probabilidad; no pueden, de manera alguna, ligarse a las caracteristicas de
origen cognitivo de los distractores. Los resultados del analisis multicategorico de
este tipo de modelos se representan graficamente, son estas graficas las que
proporcionan la mayor parte de la informacidon que puede obtenerse de ellos
(Thissen, Steinberg y Fizpatrik, 1989).

Por otra parte, y como ya se ha mencionado anteriormente, hay muchos
investigadores que consideran que el campo de la medida psicoldgica y educativa
requiere hoy en dia de la inclusion de los resultados obtenidos de las teorias
cognitivas dentro de los modelos de medida. Esta tendencia considera que los

resultados de los modelos generales no son facilmente aplicables si no se cuenta
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con informacion especifica acerca de la disciplina de la que el constructo

proviene.

Con el advenimiento de la investigacion en procesamiento de informacion, en las
habilidades de solucion de problemas y en el aprendizaje de las disciplinas
especificas (Carroll, 1976; Embreston, 1985a y d), se ha ido acumulando
gradualmente evidencia respecto a los tipos de habilidades de procesamiento
cognitivo y de las estrategias involucradas en el desempefio de distinto tipo de
tareas. Mas recientemente, los resultados de la investigacién cognitiva, que ha
dirigido sus esfuerzos a la consideracion de los dominios especificos, ricos en
conocimiento, de las diferentes asignaturas escolares y al estudio de las pruebas
de desempeno en estos dominios (Snow y Lohman, 1989), han enriquecido el
acervo de informacion de la que el desarrollo de modelos de medida puede

disponer.

Muchos investigadores consideran que la perspectiva psicométrica tradicional y
las teorias cognitivas, tienden a basarse fuertemente en el analisis de constructo
de los tests existentes, ya sea mediante analisis factorial o mediante analisis de
tareas, y que debieran tomarse en cuenta las teorias del dominio del constructo
como una guia en el disefic de tests relevantes para el dominio en cuestién
(Messick, 1993). Los modelos de construccidn de tests y de medida no pueden
ignorar estos resultados. Todos estos trabajos deben tener impacto en el

desarrollo de las nuevas teorias de medida.

Podria decirse que la psicologia cognitiva, que pretende servir de base a este
nuevo tipo de modelos para el disefio y evaluacion de los tests no es alin una
ciencia consolidada, ni siquiera unificada en su base tedrica; sin embargo, la
mayor parte de los psicologos cognitivos parten de una base comun, las hipdtesis
de que los aprendices desarrollan modelos mentales internos para resolver

problemas, que estos modelos se desarrollan con base en la experiencia personal
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Yy que se usan para resolver las situaciones similares que se encuentran en la
vida cotidiana. Estas hipdtesis son las que se han tomado como punto de partida
en la busqueda de nuevos modelos de tests.

En la psicologia cognitiva la atencion se centra en como aprenden las personas
mas que en qué aprenden. En lugar de ver al aprendizaje como la acumulacion
de conocimientos, se piensa en él como un conjunto de esquemas 0 estructuras
mentales en las que el conocimiento estd organizado. El movimiento de reforma
al disefio y medida en la educacion ha cuestionado, a la luz de las hipdtesis antes
mencionadas, la utilidad del objetivo instruccional.  Actualmente, en lugar de
este término, se usa el de resultado de aprendizaje o el de evaluacién auténtica
buscando con ello una relacion mas cercana entre la teoria de los tests y la
psicologia cognitiva.

La psicologia cognitiva ha tenido mucho impacto en la comprension de
habilidades cognitivas complejas tales como la solucion de problemas, el
pensamiento y 1a inferencia. Esta teoria esta siendo empleada cada vez con
mayor frecuencia como sustento, tanto de teorfas de instruccion, cuanto de
teorias de aptitud (Glaser, 1985 y 1993). Es importante que los nuevos modelos
de medida contengan teorias matematicas acerca de los patrones de eleccién de
opciones y que éstas sean compatibles con las caracteristicas del razonamiento
complejo. Partiendo de la hipdtesis de que la tareas cognitivas se pueden
caracterizar por los procesos que las componen, por las estrategias utilizadas o
por las estructuras de conocimiento involucradas en la solucion de una tarea, se
pueden elaborar nuevos modelos de tests que profundicen mas en los aspectos

diagnosticos.

Las calificaciones de los tests, por otra parte, deben reflejar las habilidades que
se enfatizan en esas teorias cognitivas e incluir maneras de diagnosticar
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dificultades de aprendizaje haciendo uso de las respuestas incorrectas de los
estudiantes.

Es importante destacar que la investigacion ha mostrado que las estrategias de
solucion de problemas cambian en forma dinamica, es decir, dichas estrategias
tienden a variar frente a los retos del ambiente (Ginssgburg, 1977) y se ha
demostrado que este cambio de estrategias de solucidon de problemas es mas
frecuente en estudiantes que no dominan el tema que en alumnos mas
avanzados (T atéuoka, Birnbaum y Arnold, 1989). Este tipo de estudios sugiere
que debe procederse cautelosamente al elegir la unidad de diagndstico y que
mas que los errores frecuentes que cometen los estudiantes en la solucion de
problemas, son las componentes mas generales, tales como las componentes
cognitivas relevantes para la instruccion o las que conforman las estructuras
cognitivas, las que deben considerarse como unidades de diagnéstico.

Otra dificultad que se enfrenta en el disefio de modelos de medida consiste en
que los resultados de las teorias cognitivas establecen que el crecimiento del
conocimiento es lento e irregular. Por ello los nuevos modelos de medida no
pueden tener pretensiones de que las calificaciones de los tests muestren

claramente el crecimiento del aprendizaje.

Un problema critico en el desarrollo de teorias de aprendizaje y de modelos de
medida es el problema de la transferencia de las tareas aprendidas a otro tipo de
situaciones. Los nuevos modelos de tests deben intentar abordar este problema
sustentandose sobre bases muy solidas de investigacion y disefiando
cuidadosamente el tipo de modelos y de parametros que pueden dar cuenta de
este fenémeno.

Por otra parte ia enorme diversidad de formas en las que fa psicologia cognitiva
representa el pensamiento de alto nivel se presenta como otro de los retos que
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se deben vencer en el desarrollo de los modelos de medida. Los términos que se
emplean en la psicologia rara vez estan definidos de manera adecuada como
para poder identificar o construir items que midan rasgos especificos. No existe
una taxonomia validada del comportamiento cognitivo complejo; quizas la Unica
existente es la de Royer, Cisero y Carlo (1993) basada en la teoria cognitiva
propuesta por J.R. Anderson (1990) y adn ésta, esta lejos de la etapa de
implementacion. Los desarrollos en la teoria de medida requieren de un esfuerzo
mayor y de apoyarse en teorias parciales que sean adecuadas a las
caracteristicas especiales de lo que se desea medir, en los resultados de las
investigaciones recientes en las ciencias cognitivas y en las disciplinas especificas
relacionadas con los constructos a medir, y dejar a un lado las pretensiones de
encontrar un modelo general, que dominaron los desarrolios anteriores.

Las situaciones para las cuales la aplicacion de los modelos estandar IRT es
menos satisfactoria involucran, ya sea un mejor conocimiento de los procesos
psicologicos subyacentes a la respuesta del item, o teorias acerca de los procesos
que hacen que la medicidn sea mas precisa o mas valida. Las caracteristicas
especiales de estas dos situaciones han conducido a nuevos modelos de medida
que pretenden generalizar los modelos logisticos y pueden ser fuente de nuevos
desarrollos.

Cuando lo que se pretende es desarrollar tests tal vez sea indispensable
considerar que la psicologia cognitiva y la didactica de los conocimientos
especificos son dos medios que permiten conceptualizar mas adecuadamente los
rasgos que se quieren medir. Hasta hace poco, la teoria cognitiva habia influido
poco en el contenido real de las pruebas o en la forma de calificarlas. Incluso hoy
sigue imperando la influencia de las teorfas IRT o de rasgo latente en el disefio y
en la evaluacion de los tests. Estas teorias, como ya se ha visto, enfatizan los
métodos éptimos de calificacion de las respuestas en relacién a una habilidad
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central y dejan de lado la atencién en los procesos, estrategias o estructuras de

conocimiento que subyacen a la solucion de un item.

El mayor impacto que la psicologia cognitiva puede tener en el desarrollo de
tests reside, tal vez, en la conceptualizacién de la respuesta del examinado al
item. Esto, a su vez tiene implicaciones directas sobre la validez del test pues
permite distinguir por una parte la representacién de los constructos, es decir las
componentes, estrategias y estructura del conocimiento involucradas al
responder un item especifico y, por otra parte, la utilidad del test como una
medida de las diferencias individuales a través de la relacion entre las
calificaciones del test y otras medidas de dichas diferencias. El cambio en los
objetivos de medida implica la busqueda de una nueva teoria psicométrica en |a
que puedan introducirse formas mas complejas y més generales de calificacion.

Los desarrollos en la teoria cognitiva sugieren que las nuevas pruebas de
desempefio deben reflejar los aspectos importantes de la capacidad de los
sujetos, incluyendo los procesos cognitivos que subyacen a la solucidn de
problemas, el cambio dinamico en las estrategias de los estudiantes y ia
estructura o representacién del conocimiento y de las habilidades (Glaser, 1985).
Estos objetivos de medida requieren de una nueva teoria de los tests que es, a la
vez, de naturaleza cuantitativa y cualitativa. Las medidas de desempeiio deben
ser descriptivas e interpretables en términos de los procesos que determinen el
desempefio. En este contexto, los objetivos de la informacion requerida de un
test dependeran del uso que pretenda darsele.  De ellos podrd obtenerse
informacion Gtil para propositos de seleccion, pero también para el disefio de
estrategias remediales de ensefianza.

En contraste con los modelos clasicos y con los modelos IRT, un modelo que
permite la introduccion de estrategias alternativas en la solucién de un item,
debe proponer explicitamente los procesos mediante los cuales los sujetos
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alcanzan cierta respuesta. Este tipo de modelos requiere entonces de la
existencia de una teoria sdlida psicoldgica o educativa que respalde los procesos
involucrados en la solucion del item.

La incorporacion de variables cognitivas al modelo de medida puede hacerse a
partir de la separacion de los parametros de los items de los de los sujetos en un
modelo de tipo logistico. Podria, por ejemplo, reemplazarse el parametro de
dificultad de! item por un modelo explicativo que represente la complejidad del
mismo, o utilizar parametros de discriminacion definidos en términos de las
estrategias empleadas o de las estructuras de conocimiento inferidas de la
respuesta a los items. Es precisamente de esta manera como se ha empezado a

abordar en los ultimos afios el problema de medida en la teoria de los tests.

Los modelos de medida que se reportan actualmente en la literatura toman
frecuentemente como punto de partida la teoria IRT, enriqueciéndola con la
inclusién de consideraciones diversas en las que entra en juego algun aspecto de

las teorias cognitivas.

En los modelos logisticos, la calificacién global no proporciona informacion acerca
de la forma en la que el sujeto llega a la respuesta final de un conjunto complejo
de actividades. En los modelos mds recientes, a través del analisis de los
patrones de respuesta a los diferentes reactivos, se puede obtener informacién
relativa a la efectividad de un procedimiento empleado en la soluciéon de un
problema, o hacer inferencias acerca del aprendizaje logrado.

Dado que los modelos que han surgido en los Gltimos treinta afios utilizan una
amplia gama de consideraciones para disenar distractores mejores, el formato de
opcién multiple ha cobrado nueva vigencia. La posibilidad de dar diferentes
pesos a las opciones de items politomos proporciona evidencias de una mayor
confiabilidad (Haladyna y Sympson, 1988) y las teorias de respuesta a los items
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formuladas por Bock (1972), Samejima (1979), Sympson (19833, b y ¢) ¥
Thiessen y Steimberg (1986) que estan siendo apenas experimentadas, parecen
ser herramientas efectivas de diagnéstico.

Una posibilidad de desarrollar modelos basados en la teoria actual de los tests
que permitan incorporar en ellos variables de procesamiento cognitivo y
cuantificarlo, se muestra también en el variado trabajo de Embreston (1983a y
b;1985a y b; 1993). Sus modelos contienen parametros que toman en
consideracion el impacto de las variables de procesamiento cognitivo en las
respuestas a los items.

En las que podriamos llamar nuevas teorias de los tests, aunque no sean ya tan
recientes, se ha intentado modelar el comportamiento cognitivo mediante teorias
estadisticas que examinan los patrones de respuesta a los items en lugar de
centrar la atencion en el patron de respuesta a los items en referencia a la
calificacion global (Frederiksen, Mislevy y Bejar, 1973; Fisher, 1973;
Scheiblechner, 1985, Spada y McGaw, 1985; Jannarone, 1986; Embreston y
Waxman, 1989; Mislevy y Verhelst, 1990; Mislevy, 1993b). Se esta trabajando
también con conjuntos de items cuya respuesta depende del contexto (Wainer y
Kiely, 1987); estos conjuntos de items suelen denominarse testlets.

En la literatura reciente referente a la medida en educacion, se encuentran asi
una gran diversidad de modelos para analizar datos en términos de estructuras
sugeridas por la teoria cognitiva y la teoria del desarrollo. Entre ellos se pueden
mencionar el de Tatsuoka, (1990) quien hace una extensién del modelo IRT
usando andlisis cognitivo de tareas; aquellos que ya han sido citados con
anterioridad como el de Embreston (1985a) y Samejina (1983), quienes hacen la
extension del modelo IRT a partir del andlisis de estrategias de respuestas
alternativas cuando se pueden observar resultados de subtareas; los de Haertel

(1984) y Paulson (1986), quienes construyen sus modelos a partir de las
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combinaciones de habilidades que cada tarea requiere usando modelos de clase
latente, y los de Kelderman (1989), Kelderman y Macready (1990), Mislevy y
Verherst (1987 y 1990), Rost (1990) y Yamamoto (1987), que combinan IRT con
modelos de clase latente. Se describirdn a continuacion algunos de estos
modelos con un poco mas de detalle.

En 1983 Tatsuoka estudid el desempefic en matematicas en términos de la
aplicacion de reglas correctas o incorrectas, localizando vectores en un espacio
bidimensional en el que la primera dimensidn es una estimacion del parametro
de habilidad del modelo IRT estdndar y, el segundo, es un indice de falta de
ajuste a ese modelo. Paulson (1985) analizé datos similares con menos reglas
usando modelos de clase latente para relacionar la probabilidad de respuesta
correcta a un item con las caracteristicas del mismo y las reglas que los sujetos
pueden estar empleando para resolverlo. Yamamoto (1987) combina aspectos de
estos dos modelos, tomando subpoblaciones de sujetos que responden de
acuerdo a un modelo IRT y de sujetos que considera por sus respuestas no
escalables asociados con patrones esperados de respuesta particulares.

Samejima (1583) y Emberston (i985b y c¢) ofrecen modelos para estrategias
alternativas en situaciones en las que los resultados de las subtareas pueden ser
observados, ademas del hecho de gque la respuesta sea correcta o incorrecta en
un item. Mislevy y Verhelst (1987, 1990) describen una familia de modelos IRT
de estrategia multiple que aplican cuando cada sujeto pertenece a una de varias
clases mutuamente excluyentes que corresponden a estrategias de solucion del
item, y las respuestas de todos los sujetos en una clase dada se clasifican de
acuerdo a un modelo IRT estandar; suponen ademas que para cada item, los
parametros calculados mediante un modelo IRT para cada clase de estrategias se
pueden relacionar con caracteristicas conocidas del item a través de alguna
teoria psicoldgica o de una teoria sustantiva. Otro ejemplo de este tipo de
modelos es el de Scheiblechner (1985). '
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Mislevy y Verhelst (1990) tratan situaciones en las que diferentes personas
pueden elegir diferentes estrategias a partir de alternativas especificas, pero
parten de las competencias globales para encontrar posibilidades de establecer
comparaciones significativas entre personas que usan la misma estrategia.
Suponen que la estrategia no es directamente observable pero que se puede
inferir, aunque sin certidumbre, de los patrones de respuesta o a partir de una
base tedrica. Suponiendo que la teoria sustantiva permite diferenciar las
expectativas acerca de los patrones de respuesta bajo estrategias diferentes y
que el sujeto aplica la misma estrategia en todos los items, es posible estimar los
parametros del modelo IRT para cada estrategia. Ademas es posible calcular las
probabilidades de que cada sujeto haya empleado cada una de las estrategias
alternativas y de estimar la habilidad del sujeto bajo cada estrategia posible. La
diferenciacién de la verosimilitud de patrones de respuestas bajo estrategias
diferentes es la clave de la aplicacion de este modelo. El test se debe construir
para maximizar diferencias en estrategia, por ejemplo incluyendo items que son

dificiles bajo una estrategia, pero faciles bajo otra.

Los modelos mentales, por otra parte, son una herramienta pedagdgica y una
guia en la solucién de los problemas. La posibilidad de inferir el modelo mental
que una persona estd usando, basandose en el conocimiento de los datos
observables, puede servir como guia para el entrenamiento posterior. Si un
modelo de Rasch se aplica a los items para cada estrategia de solucidn, se podria
inferir qué modelo mental esta usando un sujeto. Analizaremos a continuacion
las caracteristicas de algunos modelos que intentan este acercamiento con mayor
detalie.

El modelo Saitus de Wilson (1984, 1989) es un ejemplo de este tipo de modelos.
Este es un modelo de desarrollo jerarquico que extiende el modelo de Rasch a
patrones de desarrollo en los que las capacidades aumentan en etapas discretas,
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por niveles. El modelo inciuye parametros para cada etapa, asi como la
consideracion de las habilidades de las personas y paramteros de las etapas
junto con dificultades para los items. Este modelo exhibe, incluso, patrones en
los que la probabilidad de éxito en ciertas tareas decrece.

El modelo Saltus de Wilson para el desarrollo jerarquico generaliza el modelo de
Rash para items dicotomicos introduciendo H “niveles de desarrollo”. Se supone
que un examinado estd exactamente en un nivel de desarrollo en el momento en
el que hace la prueba, pero que la pertenencia a ese nivel no puede ser
observada. Los items se clasifican igualmente en H clases. Se supone que para
cada nivel de desarrollo vale un modelo de Rasch y que la distancia relativa entre
los items de la misma clase es la misma, independientemente del nivel de
desarrollo. Las dificultades relativas entre los items pueden variar de un nivel a
otro por cantidades especificadas por los parametros del modelo. Los parametros
del modelo proporcionan informacion acerca de la forma en que ciertos items se
vuelven mas faciles relativos a otros, conforme los estudiantes reconceptualizan
el dominio o afaden nuevas reglas a su repertorio, o acerca de la manera en |a
que ciertos items se pueden volver mas dificiles cuando los estudiantes pasan de
un nivel inferior a otro superior, si antes los respondian correctamente por
razones incorrectas.

Este modelo estd basado en un modelo psicoldgicc que se apoya en la
adquisicion de reglas de sustraccion en una jerarquia de aprendizaje de Gagné
(1968 ) y en el desarrollo de las habilidades de pensamiento proporcional
ilustradas en los datos recogidos por Siegler en el estudio relativo a los
problemas de balanzas (Siegler, 1981). Las clases en las que los items se
agrupan estan basadas en la teoria de desarrollo dentro de la cual se generan los
items. Los requisitos que se ponen entonces a la teoria de desarrollo consistente
es que describa, por una parte, las ciases por las cuales los estudiantes se
desarrollan y, por otra, que sea suficientemente especifica como para generar
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items que se puedan asociar claramente con predicciones de éxito relativo entre

esas clases,

El modelo Saltus puede ser (til en los siguientes casos: Cuando hay individuos en
la muestra que tienden a tener distrubuciones multimodales en términos de sus
calificaciones globales y cuando los items tienden a formar “clusters”, es decir,
tienden a aparecen agrupados cuando se analizan estadisticamente en términos
de porcentajes de items acertados.

En este modelo, cada sujeto se caracteriza por dos variables, una cualitativa y
otra cuantitativa. El parametro cualitativo denota la pertenencia a un nivel de
desarrollo e indica la naturaleza de la capacidad; el parametro cuantitativo indica
el grado de capacidad, cuyas implicaciones estan condicionadas por la
pertenencia al nivel. Cada examinado se caracteriza mediante un parametro de
capacidad 6, y también mediante un parametro de pertenencia a un nivel ¢. Si

hay A niveles, se tiene que ¢, =(p, , ¢,,... ¢, ) en el que ¢,, vale 1 si el

examinado / pertenece al nivel 4y 0 si no pertenece a ese nivel.

Aunque ninguno de estos parametros es observable, las soluciones aproximadas
en las primeras demostraciones de Saltus trataban a las estimaciones de la
pertenencia a un nivel (basadas en calificaciones globales) como si fueran valores
verdaderos de parametros conocidos, seguidos por simulaciones, “a la medida”,
para corregir algunos de los efectos de esta sobresimplificacion.

A cada item se le asocia un parametro de dificultad 5,y también un indicador

de la clase a la que pertenece el item b,, b= (b“,bjz,...,bm) en el que

b j, toma el valor de 1 si el item j pertenece a la clase /'y 0 si no pertenece a

esa clase. Es importante aclarar que el parametro b , Se establece a priori para

todos los items.
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Con toda esta informacién se construye una matriz de los parametros del
modelo 7= (¢, ). La matriz T es de tamaio # x H. En ella, el elemento ¢,

indica un efecto en la dificultad de los items en la clase k que afecta a los
examinados del nivel A. La probabilidad de que un examinado con parametro de
pertenencia a un nivel ¢ y capacidad & responda correctamente al item j esta

dada por

P(x,=1/6,¢,8, T=T] []¥6-pi+ t,)**.

El doble producto sobre Ay sobre k sirve Gnicamente para elegir el parametro
Saltus para el item j que corresponde al nivel de desarrollo del examinado,
puesto que €l exponente es 1 en ese caso y 0 en los demas. El modelo supone
que dados 8 y ¢ las respuestas a los diferentes items son independientes. 2, es

la probabilidad de obtener un patron de respuestas x dados 8y la pertenencia al
estado A.

El modelo Saltus es una mezcla de modelos IRT, una clase de modelos
estudiados por Kelderman (1989), Kelderman y Macready (1990), Mislevy y
Verhelst (1990) y Rost (1990). Este tipo de modelo contiene una mezcla de
modelos de Rasch, por una parte, que gobiernan las respuestas a los items
distinguidos por diferentes patrones de dificultad y, por otra parte, modelos de

clase latente que se aplican a los examinados.

El modelo Saltus puede considerarse un caso especial del acercamiento de
Mislevy y Verhelst. En este Ultimo, se toma una mezcla de modelos logisticos
pero las diferencias entre los parametros estan condicionadas mediante una
teoria psicoldgica.
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La estimacion del modelo se hace en dos fases: En la primera, el modelo Saltus
IRT proporciona las probabilidades condicionales de respuestas correctas sobre
membresia a un nivel y capacidad. En la segunda, se aplica un modelo de
poblaciones a las proporciones de la poblacién de examinados en cada nivel y a
la distribucién de capacidades entre los estados.

Tatsuoka (1983, 1990) considera que las teorias estadisticas de uso frecuente
manejan principaimente la caiificacidn global del test y las de los items, y que
esta informacion puede considerarse de nivel macro, mientras que los procesos
cognitivos pueden considerarse como informacidn de nivel micro y requieren de
un analisis mas fino del desempefio observable que el que puede obtenerse de la
informacién de nivel macro. Es por ello que en su modelo, intenta explorar las
propiedades de cada uno de estos niveles y las relaciones entre el nivel micro y
las tareas invisibles para predecir los resultados de esa relacion, que son
observables como respuesta a los items.

Tatsuoka propone un método que pretende explicar fendmenos de nivel macro
derivados de tareas del nivel micro a través del uso de la teoria elemental de
gréficas. En este modelo, se lleva a cabo un analisis detallado de los objetivos
y subobjetivos de las tareas y de las diversas trayectorias de solucion. A partir
de este andlisis se genera un diagrama de flujo con el que se pretende simular el
desempefio de los estudiantes en un test, con la ventaja de que el mismo tipo de
analisis puede hacerse para pruebas de habilidades o para pruebas de contenido.

Una vez definidos los atributos cognitivos necesarios para llevar a cabo una
tarea, o resolver un item y las relaciones entre ellos, se define una matriz de
incidencia con ellos y se establece una funcion mediante la cual se comparan las
respuestas de los sujetos con los patrones de respuesta ideales derivados de la
matriz de incidencia. Esta comparacién hace posible una inferencia acerca del
desempefio de los sujetos en los atributos no observables.
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Para evaluar los items se pueden usar diferentes formulas:  Si un sujeto
resuelve correctamente todos los atributos involucrados en un item, se puede
evaluar el item como correcto y si comete errores como incorrecto.  Se puede,
por otra parte, utilizar evaluaciones graduadas aplicando a los datos el modelo
de crédito parcial de Masters (1982) o0 modelos generales de respuesta graduada
como el de Samejima (1988). La estimacion de la habilidad de los sujetos
puede hacerse con el modelo general continuo IRT de Samejima (1995) o con el
modelo politomico de Bock (1972).

El modelo lineal logistico de rasgo latente LL.TM de Fisher (1973, 1983) pertenece
a la familia de modelos de Rasch y relaciona el impactc de las caracteristicas del
estimulo con la dificultad de procesamiento de las componentes. Su aplicacion
requiere que las caracteristicas del estimulo se califiquen y, posteriormente, se
usen para modelar la dificultad del item. Este modelo fue el primero que intentd

relacionar la psicologia cognitiva con la teorfa de los tests.

Antes de usar el modelo, se califican los items en M factores que representan su
complejidad en los estimulos que influyen en el procesamiento de la informacion
y, puesto que unicamente se pueden observar los resultados finales de la
aplicacion del ftem como un todo, se supone que las dificultades componentes se

combinan aditivamente.

En el modelo LLTM se restringen los parametros de tal manera que la dificultad
del item esté dada por una combinacion lineal del producto de los pesos de
dificultad de los factores por el parametro de complejidad del factor mas una
constante de normalizacién. Este modelo es analogo a una regresion de las
dificuitades de los items sobre los factores de complejidad. En realidad, el
modelo LLTM es una restriccion del modelo de Rasch en la que las dificultades de
loa items se modelan como funciones lineales de los pesos de las componentes.
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Las aplicaciones de este modelo permiten enlazar las aptitudes con las variables
asociadas a los procesos cognitivos. Las teorias cognitivas se operacionalizan
mediante los valores asociados a la complejidad cognitiva. A partir de una
prueba de bondad de ajuste, basada en la verosimilitud de los datos obtenidos
del modelo, se puede poner en evidencia si los examinados utilizan los procesos
y estrategias que han sido tomados en consideracion en el modelo. Por otra
parte, los valores de los factores de complejidad son andlogos a los pesos
asociados a cada variable cognitiva para explicar Ia dificultad del item. Por esta
razdn, el modelo puede explicar la representacion del constructo del test a través
del impacto de las variables cognitivas en las respuestas a los items.

Una aplicacion de este modelo es la comparacion de teorias cognitivas
alternativas en cuanto a su poder explicativo. Dicha comparacion se define y se
lieva a cabo mediante el andlisis de qué tan adecuadamente los parametros
describen las componentes cognitivas del modelo. Este modelo puede emplearse,
ademas, en el desarrollo 0 seleccion de items por su complejidad cognitiva, lo
que es util para controlar la representacion del constructo en el test.  Por Gltimo,
las habilidades se pueden interpretar en términos del potencial de las personas
para procesar adecuadamente los estimulos que aparecen en los items. Todas
estas aplicaciones requieren un apoyo fuerte de una teoria, externa al modelo de
medida, acerca de la forma en la que la complejidad de los estimulos influye en
el procesamiento de la informacion.

El modelo multicomponente de rasgo latente MLTM de Whitely (1980) relaciona
los resultados de las componentes cognitivas de las tareas con las calificaciones
de los tests. La idea central en este modelo es que la probabilidad de éxito al
responder un item es una funcién multiplicativa de las probabilidades de éxito en
las subtareas que dicho item involucra. Su aplicacién requiere tanto de un
resultado para cada una de las subtareas, cuanto de los datos del item. Todas las
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instancias de una componente siguen supuestamente un modelo de Rasch, lo
que implica que cada subtarea tiene su propio parametro de dificultad,
dependiente de la instancia en la que aparece; esto significa que la dificultad de
construir una regla puede diferir dependiendo del item.

El modelo MLTM estima tanto las habilidades de los sujetos cuanto las
dificultades del item en cada componente constitutiva del modelo. La dificultad
de procesamiento se estima directamente de los resultados obtenidos para las
tareas y, aunque se requiere de una teoria que de cuenta del procesamiento de
las componentes, esta teoria no necesita especificar la relacion de las
caracteristicas de los estimulos con la complejidad de procesamiento de la
informacion.

Para estimar los parametros en este modelo, se requieren dos tipos de datos a)
las respuestas al item estandar y b) las respuestas a las subtareas necesarias
para la solucion del item, para representar las componentes. Para esto ultimo, se
construyen otros items que sdlo requieren de una respuesta para cada
componente. Las probabilidades de responder correctamente a los componentes
estan dadas por un modelo logistico de un parametro en términos de la habilidad
de la persona en esa componente y de la dificultad del item en esa misma
componente. No es necesario calcular los parametros utilizando maxima
verosimilitud, ya que los parametros se pueden estimar a partir de las subtareas
unicamente (Maris, 1995).

Este modelo se puede utilizar para elegir las componentes de procesamiento
cognitivo que se desean reflejar en un test o para seleccionar items que sean
tales que ciertas componentes especificas tengan una contribucion mayor en las

diferencias individuales.
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Los modelos LLTM y MLTM tienen algunas caracteristicas en comun. Ambos son
modelos de componentes que permiten el analisis de los items en términos de
subtareas; ninguno de estos dos modeios supone parametros de peso para las
componentes. Estos modelos difieren, sin embargo en que el primero introduce
un solo parametro por componente, mientras que el segundo tiene tantos como
lo requieran los items compuestos. El modelo LLTM descompone las dificultades
de los items en la suma de sus contribuciones por componente, mientras que el
modelo MLTM descompone las probabilidades de respuesta en el producto de las
probabilidades de respuesta a las componentes.

El modelo de componente general de rasgo latente GLTM de Embreston (19853,
1989) incorpora los modelos LLTM y el MLTM en un nueve modelo, por lo que su
aplicacién requiere de los datos necesarios en ambos. En este modelo, como en
el MLTM, se incluye una relacién multiplicativa entre los resuitados de las
subtareas, pero se postula ademas una relacion lineal entre los factores de
complejidad y los componentes de los parametros de dificultad, como en el
LLTM.

Este modelo evalla dos tipos de variables cognitivas: la relacion entre las tareas
componentes de un item y el item total y la relacion entre las caracteristicas de
los estimulos de los items con los resultados obtenidos para las componentes. El
modelo GLTM tiene las mismas ventajas que el MTLM pero ademds es capaz de
diagnosticar como las caracteristicas de los estimulos controlan la dificultad de
las componentes y por ello ofrece una herramienta mds completa para el disefio
de pruebas.

El modelo de Butter y sus colaboradores (1998) toma del modelo LLTM la
descomposicidn aditiva de las dificultades introduciendo, ademas, parametros
especificos de dificuitad para las componentes como en el modelo MTLM. Pero, a
diferencia de ellos, introduce parametros de peso, un peso diferente para cada
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componente. En él, los elementos de la matriz de las dificultades de las
componentes de los items deben estimarse. Este modelo se denomina MIRID,
que significa modelo con restricciones internas sobre Ia dificultad de los items.

Otro tipo de modelos que se han desarrollado paralelamente a los anteriores
puede ejemplificarse con el trabajo de Mislevy (1993b). Este autor utiliza redes
de inferencia en las que se representa graficamente el cimulo y las conexiones
entre las diferentes tareas que conforman un comportamiento cognitivo
complejo. Estas redes pueden ponerse en correspondencia con una base
estadistica que refleja el razonamiento acerca de la causalidad de los factores
que se pueden observar. Dentro de las redes pueden incluirse items de opcién
muitiple o de respuesta construida, pues cada uno de ellos se ajusta a un cierto
tipo de inferencia. En el modelo de Mislevy se describe asi un modelo causal de
razonamiento acerca de las observaciones y una teoria estadistica apropiada que
se puede usar para modelar el comportamiento del estudiante que esta
aprendiendo.

Un aspecto esencial de la investigacion cognitiva es Ia hipdtesis de que los
niveles de habilidad cambian diferencialmente y que las diferencias individuales
tienen relaciones significativas con otras medidas. Un modelo reciente en esta
direccion es el modelo multidimensional de Rasch de aprendizaje y cambio
MRMCC de Embreston (1985b) que requiere de la medicion de dos o mas
habilidades. Conceptualmente se distingue dentro del modelo la habilidad inicial
de 1a modificabilidad. La medida tradicional de habilidad se toma como la inicial
en la primera accion, mientras que la modificabilidad se considera como el

cambio entre dos medidas sucesivas.

La investigacion en medida ha incorporado también una nueva direccién que
consiste en el analisis de los efectos del cambio en el contexto cognitivo en una
sesion de examen. Por ejemplo, se evaltian los efectos de proporcionar ayudas
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o del nivel de construccién sobre los niveles de habilidad (Campione, et al., 1985,
Lohman, 1989) en un intento de separar la habilidad actual con el nivel
potencial 0 zona de desarrollo proximo (Vigosky, 1978).

Existen, por ltimo, modelos que parten directamente de una perspectiva basada
en alguna nocién de la psicologia cognitiva. Un ejemplo de ellos es el modelo de
Marshal y sus colaboradores (1989) que parte de una perspectiva basada en la
nocién de esquema. En él se parte de una definicion precisa de lo que los
autores entienden por esquema de conocimiento en una cierta éarea de
conocimiento especifico. Su definicion requiere del establecimiento claro del
contenido del esquema y de su estructura, es decir las relaciones entre los
contenidos. Lo que se pretende encontrar es cual es el contenido del esquema
que maneja cada sujeto en particular, la forma en la que dichos contenidos estan
relacionados y qué tan solidas son las relaciones.

Para determinar los esquemas primarios de un dominio se parte de aquelio que
los investigadores esperarian que el estudiante fuera capaz de hacer si dominara
la materia. De este modo se identifican los nodos conceptuales del esquema ideal
junto con sus relaciones. El conocimiento de un individuo se representa como
una grafica o red grande que contiene redes mas pequefias que corresponden a
los esquemas individuales. Es posible que en esos esquemas exista mas de una
relacién o ligadura entre dos nodos y que las trayectorias entre los diferentes
nodos no sean necesariamente directas. Los esquemas primarios se disefian con
base en una teoria cognitiva especifica y con la ayuda de expertos en el dominio
de conocimiento dentro del que se encuentran los conceptos a medir.

Para establecer la calidad del esquema de un individuo se examina su
conectividad, es decir, se intenta encontrar hasta qué grado sus nodos
constituyentes estan conectados unos con otros. Se considera que cada
elemento de informacidn tiene el potencial de activar otra informacion con la que
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esta relacionada. Si un individuo puede recordar una pieza particular de
informacion es importante reconocer a cuantas otras puede acceder y procesar
automaticamente. A mayor conectividad del esquema, mayor cantidad de
informacion activada y de esta manera la conectividad del esquema puede
asociarse con el fenémeno conocido en psicologia como “spreading activation”. El
grado de activacién puede medirse usando algin modelo como el ACT de
Anderson (1990) o la teoria armonica (Smolensky, 1986); puede asimismo
estimarse el nimero de ligaduras de la grafica que representa Ia red (Marshal,
1990 y 1993). Una vez que se ha hecho el analisis de la conectividad de la
grafica, se hace otro analisis que se considera igualmente importante, de los
tipos de conocimiento que estan relacionados.

Los items, en estos modelos, proveen evaluaciones a varios niveles de la red.
Pueden probar un nodo individual si se dirigen hacia la informacion del mismo o
pueden probar distintos tipos de relaciones. La respuesta del estudiante es la
base para determinar la presencia o ausencia del nodo correspondiente en la red
o para inferir la conectividad. Cuando se agregan los resultados particulares de
los items con la calificacion global, los items deben tratarse diferencialmente para

que reflejen el tipo y cantidad de informacion que poseen.

Una limitacion de este tipo de modelos consiste en que cuando el nivel de
complejidad aumenta, la dificultad del modelo crece mucho. Se requiere incluir
un gran numero de nodos y de relaciones para dar cuanta del estado de
conocimiento de los sujetos, lo que hace sumamente dificil el manejo de la
informacién. Por otra parte, fa dificultad en el disefio de los items aumenta
sustancialmente, puesto que éstos deben representar un gran numero de
dimensiones del esquema de conocimiento.
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Es cierto que con las posibilidades que ofrece actualmente la computacion, las
dificultades en el manejo de la informacién pueden ser superadas. El disefio de la
red cognitiva, sin embargo, requiere de investigacion profunda en el dominio de
conocimiento en el que se inscribe el test. Esta investigacion es ardua, requiere
de una inversion fuerte de tiempo y de un esfuerzo considerable. Los resultados
de los que hoy en dia se dispone en este sentido son insuficientes para lograr los
exigencias que estos modelos plantean.

Una posible taxonomia de modelos

Dada la gran cantidad de modelos de medida que se han desarrollado en los
dltimos veinte afios, se hace necesaria una clasificacion de acuerdo a criterios
especificos. Thiessen y Steimberg (1986), por ejemplo, proponen una
clasificacién o taxonomia que puede considerarse valida hasta hoy en dia.

Los modelos considerados parecen, a primera vista, muy diferentes unos de
otros; sin embargo, pueden organizarse como miembros de tres clases diferentes
en las que los modelos pueden distinguirse ya sea por sus supuestos o por las
restricciones en sus parametros: Modelos de diferencia, en los que las respuestas
se consideran ordenadas, modelos divididos por el total que se pueden emplear
para respuestas ordenadas o nominales y modelos aditivos por la izquierda que
se utilizan para items de opcion muitiple en los que es posible introducir la
posibilidad de adivinar la respuesta. El propdsito de una taxonomia de esta
naturaleza es hacer notar la relacion existente entre los modelos existentes. Esta
taxonomia muestra que modelos distintos se pueden considerar como
generalizaciones o casos especificos uno de otro.

La mayor parte de los modeios de medida se desprenden de los modelos
binarios, entre los cuales se encuentran el de ogiva normal, los logisticos de uno
y dos parametros vy los de splines.
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Los llamados modelos de diferencia toman los modelos de ogiva normal o los
logisticos como punto de partida para encontrar la probabilidad de que los
sujetos respondan a un item en un nivel o categoria especifica que se considera
con relacion a otras categorias superiores. De esta manera, el problema original
se divide en un conjunto de subproblemas mas manejables. Estos modelos son
adecuados generalmente cuando las respuestas a los items se pueden organizar
o clasificar por niveles claramente definidos. El modelo mas tipico de diferencia
es el de respuesta graduada de Samejima, aunque se puede incluir también en
esta clase el de Wilson, los de Huynh y Ferrara (1994), el de Yen (1993) y el de
Tatsuoka (1990).

Los modelos divididos por el total consideran también categorias ordenadas de
respuesta, pero, en ellos, se considera que la respuesta a un item esta
compuesta por m categorias y que puede, por ello, dividirse en m — 1 items
hipotéticos binarios. Las curvas correspondientes a estos modelos se encuentran
calculando la probabilidad de alcanzar la categoria & dado que la respuesta esta
en la categoria k — 1 0 k. El total esta dado por la suma de las categorias en las
que el sujeto contesta y el resultado de la funcién de probabilidad es una
exponencial dividida entre la suma de todas las exponenciales que pueden
aparecer en el numerador. Entre los modelos divididos por el total se podrian
incluir {os de crédito parcial de Masters, el de Andersen, el de escala graduada de
Andrich, el de Masters y Wright, el de Muraki, el nominal de Bock y el de Butter y
De Boeck que se han mencionado ya anteriormente.

En los modelos de suma por la izquierda se pueden identificar dos funciones, una
creciente y generalmente logistica que representa la probabilidad de obtener una
respuesta correcta al item y otra que representa la probabilidad de adivinar la
respuesta. Entre estos modelos se pueden incluir el logistico de tres parametros
y el de dos parametros de Choppin (1983).
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Existen ademas, modelos que pueden considerarse de suma por la izquierda y
divididos por el total como el de opcion mdltiple de Samejima, el de Sympson y
el de Thiessen y Steinberg.

Ademds de este tipo de clasificacion podria incluirse una adicional que
considerara la posibilidad de relacionar los parametros del modelo con alguna
teoria cognitiva. Este es el caso de los modelos de Wilson, Whitely, Flamange,
Paulson, Haertel, Embreston, Campione y Marshal.

Se ha mostrado hasta aqui como en los uUltimos veinte afios se han desarrollado
una gran cantidad de modelos de medida. La teoria de los tests se encuentra en
una etapa de desarrollo vigoroso. Dada la complejidad involucrada en la medida
del conocimiento, ha sido necesarioc que los modelos sean cada vez mas
especificos en relacién con las tareas que se desean medir y mas complejos en
cuanto a las técnicas matemdticas involucradas en el manejo y analisis de la
informacion.

L.os modelos matematicos empleados en todos los modelos descritos descansan
fuertemente en teorias estadisticas, aun cuando en ocasiones hacen uso de otras
teorias matematicas como la teoria de graficas o la de redes. El modelo que se
presenta en este trabajo intenta dar un paso en otra direccién al tomar como
punto de partida un modelo determinista que se inscribe dentro de la rama del
Andlisis Matematico. En este modelo se utilizan ecuaciones diferenciales no
lineales para describir fas curvas de respuesta a los items y en el analisis de la
informacion que se obtiene de ellas. El modelo que se desarrolla en el siguiente
capitulo de este trabajo puede considerarse una extension del modelo logistico
de dos parametros, pero, a diferencia de éste, introduce la posibilidad de dar

sentido tanto a las respuestas correctas a los items cuanto a las incorrectas y de
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relacionarse con alguna teoria especifica cognitiva que haga posible la
interpretacion de los resultados que se obtienen. ¢
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os modelos logisticos de los que se ha hablado en los capitulos anteriores
L de este trabajo parten de la consideracién de la probabilidad de que un
sujeto acierte en su respuesta a un item y modelan, como hemos visto, esa
probabilidad en términos de una funcién logistica.  Estos modelos se han

empleado abundantemente durante los Gltimos diez afios y los resultados de su
uso han sido satisfactorios, particularmente en aquellas aplicaciones destinadas a
la evaluacion a gran escala, a la seleccion y a la clasificacién de estudiantes. Sin
embargo, su utilidad es menor cuando cuando la meta de la aplicacién es el
diagndstico de competencias especificas de los sujetos o cuando se intenta
generar conocimiento para mejorar dichas competencias. Los modelos logisticos
pueden usarse satisfactoriamente para predecir el éxito o el fracaso de los
individuos ante una situacion educativa determinada (Glaser, et al.; 1987),
aunque es imposible, a partir de los resultados de la aplicacion del modelo,
comprender sus causas.

En la mayor parte de las aplicaciones, los modelos logisticos de uno, dos y tres
parametros se han utilizado para caracterizar a los sujetos en términos de sus
respuestas correctas.  Por ello, aun cuando los items se disefien con varias
alternativas de respuesta, el ajuste de los parametros se hace tomando al item
como si fuera dicotdmico, es decir, codificando si la respuesta es correcta o
incorrecta.

Los modelos logisticos son particularmente Gtiles para el disefio de pruebas en
aquellos casos en los que se desea obtener informacion global del item, lo cual
es muy conveniente en el caso de creacion de tests o de bases de reactivos para
estructuracion de examenes; cuando se desea obtener una perspectiva general
del desempefio de los sujetos en un test determinado; y en situaciones en las
que todos los sujetos emplean una misma estrategia en la solucién de los items.
En este dltimo caso puede considerarse que los pardmetros de los modelos
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reflejan el nimero o la complejidad de las operaciones necesarias para resolver
el item (Fisher, 1973 y 1995).

Cuando se desea obtener un conocimiento mas detallado, ya sea de la estrategia
que utilizan los sujetos en la solucidn del item, del tipo de dificultades a las que
suelen enfrentarse o del tipo de errores que es comun detectar, los modelos que
se han manejado hasta ahora son menos satisfactorios.  Por ello, se hace
necesario desarrollar modelos alternativos en los que los parametros puedan
proporcionar mayor informacién acerca de la competencia de los sujetos o de las
estrategias que siguen al resolver los problemas planteados, a partir del
reconocimiento de la alternativa de respuesta elegida por cada uno de ellos.

En la construccion de este nuevo tipo de modelos alternativos se pueden
considerar las diferentes estrategias de solucion al item, los errores comunes
que cometen los sujetos en la solucién de un item dado o alguna teoria acerca
de la estructuracion del conocimiento para disefiar los items. La inclusion de este
tipo de consideraciones en el disefio de los tests y en los modelos de medida
puede proporcionar informacion util para el diagndstico, para la clasificacion y
para el disefio de distractores adecuados en la construccién de los items.

Las posibilidades de disefio de tests con base en esos modelos son de enorme
interés en el campo de la educacion. A partir de las respuestas a los items asi
disefiados se podria obtener informacién acerca de la forma en la que diferentes
sujetos resuelven un item particular, informacién que resulta mas valiosa que el
simple conocimiento del nimero de items que los sujetos pueden resolver
correctamente. Por otra parte, el disefio de distractores adecuados, proporciona
herramientas que permiten que los tests resulten mas adecuados para lo que se
pretendemedir. _ . _ ___ __ _ . . _

La formulacién de un modelo de esta naturaleza requiere de la explicitacion de
los procesos por los cuaies los sujetos llegan a distintas respuestas.  Por ello,
ademds del modelo matematico, hace falta contar con un modelo de naturaleza
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psicoldgica o cognitiva que sustente las posibilidades de eleccion entre las

alternativas al item.

En la literatura mas o menos reciente se encuentran, como se ha mostrado
anteriormente, ejemplos de modelos que intentan implementar algunas de estas
ideas. Por ejemplo Tatsuoka (1983) estudid el éxito de los sujetos al resolver
tests de matematicas en términos de la aplicacion de reglas correctas e
incorrectas; Paulson en 1985 empleé modelos cognitivos para relacionar [a
probabilidad de responder correctamente a un item con las reglas que los sujetos
pueden emplear al resolverlo y Wilson (Mislevy y Wilson; 1996) desarrolld un
modelc que da cuenta de los cambios de un nivel a otro de conocimiento.

Todos estos modelos presentan alternativas diferentes para el disefio de tests
mas acordes a las necesidades actuales. Cada uno de ellos aborda una
problematica especifica y representa un avance en la teoria de medida. Las
limitaciones de todos ellos radican principalmente en la interpretacién de los
parametros y en su estimacion. La complejidad matematica de los modelos
aumenta notablemente por lo que se limita su: posibilidad de aplicacidn.

En el presente trabajo se desarrolla un modelo de medida, con la intencidén de
que, como los anteriores, sea util para el diagndstico. En él, la seleccién de las
distintas opciones de respuesta al item esta ligada al tipo de razonamiento que
siguen los sujetos al resolverlo y a un modelo de desarrollo cognitivo sustentado
en las ideas de Piaget. El modelo, por otra parte, toma en consideracion el
hecho de que cuando el sujeto enfrenta un item de opcién mditiple, la eleccién
de una entre varias alternativas de respuesta se ve afectada por la presencia de
las otras alternativas.

El modelo parte del supuesto de que en caso de no haber posibilidad de eleccién
de opciones, es decir, cuando el item es de respuesta abierta, la curva que
describe ia probabilidad de responder correctamente a un ftem con una sola
posibilidad de respuesta correcta, se comporta de la misma manera que la curva
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caracteristica de un modelo logistico de la teoria de respuesta a los items.
Asimismo supone que las curvas que modelan las diferentes alternativas de
respuesta se comportan de acuerdo a modelos de tipo logistico, cuando se
consideran cada una independiente de las otras, considerando que estas
opciones se han elegido sobre la base de las respuestas mas frecunetemente
empleadas por los sujetos ante una situacion dada. Por Gltimo se pretende que
cada uno de los parametros que el modelo asocia al item se pueden relacionar
con caracteristicas especificas del item a través de la teoria cognitiva antes
mencionada.

Una particularidad del modelo que aqui se presenta es que en fugar de
desarrollarse a partir de consideraciones basadas en la estadistica, se toma como
punto de partida la teoria de los sistemas dinamicos. Esto representa un cambio
en el paradigma que ha sustentado tradicionalmente el desarrollo de modelos
dentro de la teoria de los tests.

Para desarrollar el modelo que se presenta en este trabajo se parte de la
posihilidad de interpretar los modelos logisticos desde una perspectiva dinamica;
es decir, tomando en consideracion la variacion en la probabilidad de responder
correctamente al item. Por ello se mostrara en primer lugar como pueden
derivarse los modelos logisticos tradicionales a partir de una perspectiva de esta
naturaleza. Posteriormente se presentara el nuevo modelo en el cual se plantea
una generalizacion del modelo dinamico simple. En ella se introducen nuevos
parametros que podran ser relacionados con la teoria cognitiva que permitird el

diagndstico.
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Seccion I1.1 Derivacion dinamica

del modelo logistico

Algunos de los modelos de la teoria de respuesta a los items son modelos
logisticos que ajustan la probabilidad de que un sujeto acierte 2 un ftem en
términos de una funcidn logistica. Este tipo de funcion tiene una gran variedad
de aplicaciones en el seno de las matemadticas y, en particular, puede
interpretarse desde una perspectiva dinamica, en la que la funcidn logistica se
representa mediante una ecuacion diferencial de la forma:

dpfdo = kp - Ap' = kp@ - f p) (1)

en la que 1 y k son constantes positivas y 6, la variable independiente,

representa el rasgo que se desea medir.

El término kp de esta ecuacion nos indica el cambio en la probabilidad de
respuesta de cierta forma al item cuando aumenta 4. Por ejemplo:

Si p es pequena, Z—‘Zz kp, es decir, la probabilidad aumenta proporcionalmente al
valor de p.  Este crecimiento es exponencial o Malthusiano. Por otro lado,
cuando p esta cerca de k/4, se tiene que j—g ~ 0, esto es, p casi no crece, o crece
. muy lentamente acercandose al valor fijo /1 donde se estabiliza.

La solucién a esta ecuacion diferencial, para una condicién inicial p( 6,)=p,,es

precisamente la funcion logistica que se plantea en los modelos IRT como se
muestra a continuacion:
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La ecuacion diferencial (1) es una ecuacion diferencial de primer orden
separable, es decir que se puede integrar directamente. Para ello la podemos

reescribir como

_ 9 - =d6
kp — Ap

Integrando ambos lados de la ecuacion se tiene que la primera integral

-[———(kgg,lp) se puede descomponer en fracciones parciales de la siguiente
p —

manera

_ 1 1, 4 l(_l_Jr_)'_!
pk—p) ko kk-ip)  k\p k-

Integrando tenemos que

dp dp } 1
_2F = _f(—= dp = — 1 Inlk - 2
o = v tod = 1222 ] = Lo - infe - 20)
y la segunda integrat es
_[d6’=9+c

combinando estas dos ecuaciones se obtiene la solucidn de la ecuacion

diferencial:
%[In p-In(k-2p)]=6+c

en la que ces una constante de integracion arbitraria.

La solucion a la ecuacién diferencial no es Unica; consiste en una familia de

curvas. Si se tiene informacion adicional, como por ejemplo, el valor de la funcion
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p para un valor dado de 6, a lo que se le conoce como condicion inicial, se puede
encontrar la solucion Gnica de la ecuacion diferencial que es compatible con esa
condicion.

Utilizando la condicidn inicial p(8,) = p, en la solucién, y tomando, sin perder la
generalidad, la condicion inicial cuando 6,=0 se encuentra el valor de la

constante,

=1;[In p, = Infk - ap,)]-6, 71? [(k:ﬁﬂ

por lo que la solucidn de la ecuacion (1) toma la forma

%[Inp—ln(k —Ep)]=9+;—[ln p, —in(k —ip,)], o

%In(p/(k -ap) =0 +%in(po/(k-f1po)-

Rearreglando los términos de esta ultima ecuacién se obtiene que

1 p ]"_1_ P, ).
kln(k—;to kln(k~/1pj—9
1 ,n{p(k—zpo)} _

k | p,(k-Ap)

1 p(k"ﬂpo)jlz
"Lo(k—zp) ke

Exponenciando ambos lados de esta ecuacién se obtiene

p(k - Ap,) — k8
P.(k — Ap)
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simplificando, podemos reescribir esta ecuacion como
Po(k — Ap)e*’ = p(k - ip,)
lo cual, resolviendo para p, queda como

p.ke*® - p,Ape*’ = p(k - ap,)
pokekg = p[Poj'eka + (k - ;Lpo)]

0 sea,

_ p.ke*’
p.Ae* + (k - Ap,)

p

multiplicando por (1—}9““" en el denominador y el numerador del término de

[+]

la derecha se obtiene

b= (k7 2) o,
1+(k -1)9'”’
AP,
k/ 2
8) = 2
p(8) (k“_ J"‘” (2
1+ — —1le

La ecuacion (2) es la solucion unica de la ecuacion diferencial (1). Hasta este
momento no se ha hecho ninguna referencia a que la ecuacién con la que
estamos trabajando se refiere a la probabilidad de respuesta a un item.
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tomar dUnicamente valores entre cero y uno;, ademds, por tratarse de la
probabilidad de acertar en la respuesta a un item, la funcidn debe cumplir la
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condicion de que cuando — «, p—1. Tomando el limite cuando 8 tiende a

infinito de la ecuacion (2) se encuentra

fim p(8}  fim k/ 2
9")“) 9—>w1+[k/2-_1Je_kg
Po
p
pero como 'm p(6) =1,
> o

entonces % =1, oloque eslo mismo k=A.

Incorporando este resultado, la ecuacion (2) se reduce a

1

p(8) = 1 . (3)
1+ [_ - 1]6””
Po
Esta ecuacion puede reescribirse en la forma
1
p(8) =
1+ [1 - P Je—kﬂ
P,
= 1 ¥ 1- Po
P con e _( >
_ 1

y finalmente como

1
p(8) = PR =) 4

CITLIOTEGA
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Esta ultima ecuacion es equivalente a la ecuacion logistica de un modelo logistico
de dos parametros como el que se reviso en la seccion 1.3 del capitulo anterior.

¢Cudl es el significado de esos parametros? Para interpretar los pardmetros se
puede regresar a analizar la ecuacidn diferencial (1) de la cual se partid.

Derivando la ecuacion (1) implicitamente con respecto a 0 se obtiene la segunda
derivada:

2
9D _ B _55p P Ry _21p)
de* ' de do ~ de

Puesto que para que la funcién represente la curva del modelo logistico que
interesa £ = 1, la segunda derivada puede expresarse como

d’p dp
== =k{1-2p) =
d6? ( p) de
- . d*p 1
En esta ultima ecuacion observamos que g0t - 0 cuando p-= 5 lo que
dp

nos indica que la derivada d¢ tiene un punto critico en ese nivel de

probabilidad.

2

dp>0 sip<l/2 y

92

2

d’p <0 si p> 1/2, la funcién de

62

Como ademas

probabilidad tiene un maximo en el nivel de probabilidad 1/2.

Interpretando estos resultados podemos decir que cuando p =V, la probabilidad
estd creciendo lo mas rapidamente posible y la curva de probabilidad tiene un
punto de inflexion; si p<V¥2 la segunda derivada es positiva de manera que la
curva de probabilidad es concava hacia arriba en esas condiciones, en cambio

cuando p>V2 la segunda derivada es negativa, lo que nos indica que la curva es
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d - .
concava hacia abajo. Por otra parte, puesto que 3% es positiva siempre, la

probabilidad aumenta en él.

Todos estos elementos nos permiten inferir que la curva tiene la forma de una

sigmoide, como se muestra en la figura I1.1.1.

Figura II.1.1

14

4

-10 5 0 5 10

E! valor de 8 en el que cambia la concavidad de la grafica en los modelos de
respuesta a los items se asocia al indice de dificultad del item. A este indice
suele denotarsele por 5. Como se ha visto anteriormente, en ese punto p =

1/2; sustituyendo se encuentra que en el modelo que aqui se presenta

b="
k

Puesto que el parametro y esta relacionado con la probabilidad p, de acertar el
item cuando & es cero, si p, es grande, el indice de dificultad serd pequefio.

Por otra parte, el parametro k es la razon a lo que cambia la probabilidad de
acertar al item para valores de p cercanos a p,. Si kes grande, la probabilidad
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de acertar el item crece muy rapidamente, en cuyo caso el indice de dificultad

sera pequefio.

La razon a la que crece la probabilidad en el punto de inflexion puede asociarse
al indice de discriminacién, ya que una curva muy suave, que crece lentamente
no permite distinguir facilmente entre [a probabilidad de acertar o no acertar al
item para valores distintos de 4; en cambio, una curva que se levanta
bruscamente, permite una mejor distincion. Asi, el indice de discriminacion esta
asociado a la razén de crecimiento de la probabilidad en el punto @
correspondiente al indice de dificultad. Para encontrarlo, se calcula la derivada

de la funcidn p(6) en el punto 8=5:

ke—k((i'-—y/k)

dp _

do  [l4e@rof

o)+

El indice de discriminacion suele denotarse por a y es proporcional a p7b); se

puede decir entonces que

aak.

lo que indica que el indice de discriminacion del item es proporcional a la razén a
la que cambia la probabilidad de acertar al item para valores cercanos a p, .
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Como puede notarse, tanto el indice de dificultad como el de discriminacion
estan relacionados con la razén a la que cambia la probabilidad de acertar al item
para valores de @ cercanos a cero. Si, ademas de estas consideraciones tomamos
en cuenta que es conveniente que la curva logistica se ajuste lo mas posible a la
curva normal acumulada, es necesario introducir la constante D=1.7 que se
derivé en el capitulo anterior, de manera que el parametro k¥ puede escribirse en
término del indice de discriminacion y de la constante D como

k=aD (5),

Incorporando toda esta informacion, la solucidn a la ecuacion diferencial de la
que se partio, ésta se transforma en

1 g-Da(d-b)

P(0) = 1 4 @ Dal0-B] ~ § | g-bare-p) *

que coincide con el modelo logistico de respuesta a los items de dos parametros.

En el caso particular en el que todos los items tienen el mismo indice de

discriminacion, bastaria ajustar los valores que toma la ecuacion

1
p(g) = 1 +e—k{8—r/k}

a los de la curva normal acumulada, haciendo k=1.7=D, de tal manera que la
curva caracteristica del item quedaria como

1

~D{8-b)

p(9)=1+e
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que corresponde a la ecuacién del modelo logistico de un parametro.

Por Ultimo, si en el modelo anterior tomamos en consideracion la posibilidad de
que el item sea acertado al azar, serd necesario afadir a la expresion de Ia
probabilidad una constante que representa esa posibilidad.

La ecuacion diferencial en si no se ve afectada, pues la forma en que Ia
probabilidad de responder acertadamente el item crece de la misma forma que
anteriormente con Ia variacion de la variable 4.

Si llamamos ¢ a la probabilidad de acertar el item al azar, la curva caracteristica
del item vendria dada por

p(6)=c+(1-c)p,(6)

en |a que p,(6) es la funcion de probabilidad de dos parametros.

Esta ecuacion indica que la funcidn de probabilidad total esta dada por la suma
de la probabilidad de responder al azar, mas la probabilidad de responder
correctamente el item. La primera es simplemente cy la segunda es (1-c)p, (&)

por lo que la curva caracteristica del item puede escribirse como

c+(1-cjebed
p(e) = S -cle
1+e

De esta manera se ha demostrado que los modelos logisticos clasicos de la teoria
de respuesta a los items se pueden representar en forma equivalente, sea a
través de una funcién dinamica expresada en la forma de una ecuacién

diferencial o mediante la ecuacion de probabilidad dada por la curva logistica.
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La expresién dindmica con la que dié inicio esta seccion puede utilizarse a
continuacion como punto de partida en la construccion de un nuevo modelo que
permita hacer una extensién de los modelos de la teoria de respuesta a los

items.

Seccion I1.2 Posibilidad de extension del modelo IRT

usando una perspectiva dinamica

El modelo logistico que se ha considerado hasta aqui se aplica a items disefiados
para respuestas dicotomicas, del tipo verdadero o falso, correcto o incorrecto 0
que pueden reducirse a este tipo de respuesta. En este tipo de modelos, aunque
el sujeto elige entre diferentes opciones, para efecto de medida, se considera
Unicamente si la eleccidn es la correcta o es incorrecta. El propésito de este
trabajo consiste en extender el modelo logitico para incluir en él el efecto que
ejerce el hecho de que haya alternativas de respuesta entre las que el sujeto
puede elegir. La inclusion de ese factor, al que se denominard parametro de
interaccién permite tomar en consideracion en el modelo la eleccion de cada una
de los diferentes distractores.

La respuesta a un i{tem de opcién muitiple es, como se ha visto en el capitulo
anterior, de naturaleza diferente a la solucion de un item de respuesta
construida. En el caso de items de opcion multiple, la inclusién de las opciones
alternativas de respuesta tiene necesariamente un efecto sobre el sujeto que
responde. Este efecto depende de la seguridad con la que el sujeto se
desempefia frente al item o de su estado de conocimiento. La posibilidad de
medir el efecto que la presencia de las opciones alternativas ejerce sobre quien
responde permite adecuar el modelo para que sea util por una parte con fines de
diagndstico y por otra, con fines de prueba del propio disefio de los items.
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Considerando las posibilidades de diagnodstico del modelo se puede decir que en
la construccion del modelo se parte de la consideracion de que al enfrentar una
pregunta en un examen de opcién multiple, en el que las opciones de respuesta
se han disefiado cuidadosamente y con base en una teoria cognitiva, el sujeto
que responde debe tomar una decision en la eleccion entre ellas. La toma de
decisiones implica que el sujeto pondere las opciones antes de elegir entre ellas e
incluye la posibilidad de que el sujeto dude entre las distintas opciones de
respuesta que se le ofrecen. Este proceso puede concebirse, en términos del
modelo de medida para el item, como una situacion en la que en el sujeto se da
una especie de competencia entre las posibles opciones por la atencién del
sujeto, 0 como una situacion de interaccidn entre las opciones presentadas que
tiene lugar en la mente del sujeto.

Dependiendo del tipo de item del que se traté, el resultado de esta competencia,
que se objetivara en la respuesta del sujeto, sera diferente. Por ejemplo, si el
item que se presenta intenta medir el conocimiento del sujeto respecto a un
cierto tema, la respuesta del sujeto dependera del estado que guarda el
conocimiento del individuo en esa materia en el momento de responder al item.
Si las opciones se disefian tomando en cuenta los resultados de las teorias
cognitivas o de las didacticas especificas de las disciplinas, en base a los errores
que se cometen mas frecuentemente, se esperaria que conforme el conocimiento
de un individuo avanza, la probabilidad de elegir opciones incorrectas al item
debiera decrecer, mientras que la de elegir la opcidn correcta deberia crecer; la
probabilidad de eleccién de cualquiera de las opciones sera un indicador del nivel

de conocimiento del sujeto.

Existen, sin embargo, otros tipos de item que no se disefian con el fin de
detectar el nivel de conocimiento de una persona en un area o disciplina
especifica, sino otras cosas, por ejemplo sus preferencias o sus actitudes. En
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estos casos, la probabilidad de eleccién entre una u otra opcién depende de los
valores o de circunstancias contextuales del individuo en el momento de
responder al item, por lo que el comportamiento de la curva caracteristica
correspondiente a cada opcion puede tener formas diferentes: puede ser
creciente, decreciente o exhibir ambos comportamientos; en cualquier caso, la
informacion acerca de la eleccion particular entre las distintas opciones en un
caso de esta naturaleza, es un indicador que permite medir con mayor certeza el

rasgo de interés.

Se puede intentar modelar matematicamente situaciones de esta naturaleza de
una forma similar a la que se modelan mediante la representacion de cada
posible opcion de respuesta a un item con un modelo dinamico en el que se
incluya, ademas de los parametros que caracterizan a cada opcion, un factor que
represente la competencia entre las posibles opciones de respuesta a un item.
Este factor puede modelarse matematicamente mediante la inclusion de un
téermino que describa cdmo el hecho de tener frente a si diversas opciones de
respuesta genera, en el sujeto que responde, la necesidad de valorar las distintas
opciones y de tomar una decision de eleccion. Este término puede considerarse
como una interaccién entre los distractores de un item.

El modelo matematico aqui descrito puede contener un nimero cualquiera de
términos de interaccion, dependiendo del nimero de distractores que contenga
el item. Aunque se presentara el modelo general, con el fin de simplificar la
situacion y dado que en los items de opcién miltiple lo mas frecuente es que
aparezcan tres o cuatro dictractores, se desarrollara un modelo para la
interaccion entre dos posibles opciones de respuesta @ un mismo item, tomando
como punto de partida el modelo logistico de la teoria de respuesta a los items
de dos parametros. Este modelo se puede generalizar para tomar en
consideracion cualquier nimero de opciones de respuesta y la interaccién entre
elias.
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Desde una perspectiva dinamica, es decir, en términos de ecuaciones
diferenciales, la curva caracteristica del item se puede representar, como ya se
ha visto, mediante [a funcion logistica:

dp
— =ap(1-
49 p(1-p)

Esta ecuacion rige el comportamiento del crecimiento de la probabilidad p(&) de
la respuesta al item y esta probabilidad tiende a un valor limite de 1 cuando 6
tiende a infinito.  El pardmetro 4, como se vié en la seccidn anterior, esta
relacionado tanto con el indice de dificuitad del item cuanto con el indice de

discriminacion.

Si en lugar de considerar el item completo se pone la atencion en las opciones de
respuesta, se puede modelar la probabilidad de elegir entre dos posibles
opciones de respuesta a la misma pregunta. La probabilidad de elegir cada uno
de los distractores puede representarse mediante curvas logisticas y se pueden
asignar curvas diferentes a cada una de las opciones. Dichas curvas tienen
diferentes caracteristicas dependiendo del tipo de item de que se trate y del tipo

de respuesta que se espere para él.

Por ejemplo, en una situacion en la que se pretende medir el desempefio de
estudiantes frente a problemas algebraicos, aquellos estudiantes que manejan el

algebra con soltura, responderan -2 a la pregunta encontrar |a|, si a<0, que es

la respuesta correcta; para alguien cuyo manejo del algebra es mas limitado el
encontrarse con la respuesta @ como posibilidad de eleccién le generara un
conflicto que le hara dudar en la eleccion de cualquiera de las dos alternativas.
Conforme la habilidad algebraica del estudiante aumenta, la probabilidad de
elegir la opcién correcta aumentara, mientras que la de elegir la opcion
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incorrecta disminuira y, de hecho, el tipo de respuesta que una persona da a
este tipo de pregunta, proporciona un indicio diagnostico del estado de
conocimiento del algebra en el que la persona se encuentra.

Por otra parte, si el item es tal que admite dos tipos de respuesta, ambas
correctas, como es el caso de aquellas preguntas que se refieren a cuestiones de
gusto o de actitud, la probabilidad de elegir una u otra opcidon puede crecer
logisticamente, de acuerdo a curvas con parametros diferentes. Estas curvas
deben ser tales que para cualquier valor de la variable independiente 6, la suma
de las probabilidades de eleccién de cada una de las opciones sea menor o igual

que uno.

Podemos empezar el planteamiento del modelo para un caso como el del primer
ejemplo; es decir, aquél en el que las opciones que se presentan son una
correcta y otra incorrecta. En este modelo, como ya se dijo, es de esperarse
que conforme el valor de la variable a medir aumenta, la probabilidad de elegir la
opcion correcta aumenta y debe tender a uno. En cambio, la probabilidad de
elegir la opcidn incorrecta debe ser grande para valores pequefios de la variable
y debe tender a cero cuando ésta tiende a infinito. Es importante destacar que
en la region intermedia de valores de la variable, la probabilidad de elegir una de
las opciones mas la probabilidad de elegir la otra es siempre menor a uno, ya
que si sumaran uno bastaria con una sola curva caracteristica para modelar esta
situacion. La probabilidad restante podria asignarsele a la probabilidad de no
elegir ninguna de las opciones presentadas, o de elegir una tercera, si la hubiera.

Si la opcion correcta es facilmente distinguible, la presencia de otras opciones
generara poca duda en quien responde, es decir, la interaccién entre las
opciones es pequefia. Si las opciones son ambas igualmente factibles para el

sujeto que responde el item, la interaccion entre ellas debe ser grande y generar
asi un conflicto grande.
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Utilizando un modelo de esta naturaleza se pueden disefiar items que permitan
distinguir entre sujetos con distinto tipo de habilidad, siempre y cuando las
opciones de respuesta se disefien con base en los resultados de algin modelo
cognitivo. Con un modelo simple como el que aqui se propone seria posible
disefiar instrumentos que permitan determinar el intervalo de valores para la
variable a medir en el que se da el conflicto y usar esta informacién con fines
diagndsticos.

En el caso de situaciones en las que |a variable no mide el nivel de desempefio,
se pueden hacer consideraciones semejantes a las arriba mencionadas, aunque
las curvas asociadas a las distintas opciones podrian tener formas diversas. En
todo caso, la construccién de un instrumento en el que las opciones de respuesta
3 los distintos items se disefien de acuerdo a un modelo psicoldgico pertinente y
se analicen en base al modelo matematico que se pretende desarrollar en este
trabajo, permitird realizar un diagndstico a través de la identificacion del intervalo
en el que se da el conflicto y el significado que ese conflicto tiene en términos de

la variable que se desea medir.

Seccion II.3 Propuesta de un modelo

dinamico con interaccion

A partir de los planteamientos hechos en las secciones anteriores, en esta
seccion se elaborard un modelo matematico de la interferencia que puede
producir en un sujeto la presencia de opciones de respuesta alternativas a un

item, partiendo de la ecuacion logistica expresada en una forma dindmica. Se
desarrollara este modelo para el caso en el que la competencia se da entre dos
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opciones y posteriormente se generalizara al caso en el que haya items con n

distractores.

Tomemos como punto de partida el modelo logistico de dos pardmteros en su
forma dindmica. En dicho modelo el cambio en la probabilidad de acertar al
item esta dado por

dp
= —apf(1-
oy p(1-p)

En este modelo, si @ > 0, la probabilidad de acertar al item tiende a 1 cuando &
tiende a infinito.

Ahora supongamos que se disefia un item en el que se puede elegir una de dos
opciones de respuesta, o no responder. Sean p,(8) y p,(08) las
probabilidades de eleccion de las opciones 1 y 2 respectivamente para un cierto
valor de la variable 6. Sean, ademas k, y &, los valores a los que tienden cada

una de estas probabilidades cuando ¢ tiende a infinito. Por ser p,(8) vy p,(8)

probabilidades de eleccion de las opciones de un item particular, debe cumplirse
que p, + p, <1, para cualquier valor de 6.

Supongamos, por otra parte, que si el item es de respuesta construida, es decir,
que se presenta en una forma abierta y por io mismo no hay distractores
presentes explicitamente, la probabilidad de elegir una forma de respuesta
acorde a la eleccion de cada una de las posibles opciones implicitas, esta
determinada por una ecuacion logistica. Es decir, en ausencia de la otra opcion
la probabilidad de responder de una u otra forma esta dada por
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dp, (8
_%;(9_) =a,p(1-p/ k)

d 9 . )
v Rl i)

Cuando ambas opciones estan presentes es de esperarse que se genere, en
quien responde, una duda o un conflicto que puede modelarse como la
interaccion entre las opciones presentes y que tiene un efecto sobre la variacidn
de la probabilidad de eleccion de cada una de las opciones, es decir:

dp, (8

do.(6) =a,p(1-p, 7/ ki) = myp,
de

o (0) ..
do 2M2( [} 2/ 12

en las que m, y m, son parametros que se refieren a la probabilidad de elegir
las opciones 1 y 2 respectivamente. En la primera de estas ecuaciones puede
notarse que para valores pequefios de la interaccién m,, el cambio en p, es

aproximadamente igual a

“3“01{‘l Py / k1)

y la probabilidad de eleccion de la primera opcion, p, se comporta de la misma
manera que en el modelo logistico sin interaccion. Sin embargo, al aumentar la
interaccion el término m,p, se hace mas significativo e indica cdmo la presencia
de la otra alternativa de respuesta afecta el crecimiento de la probabilidad de
eleccién de la primera opcidn.
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Podria considerarse que el parametro de interaccién m, fuera constante; de esta
manera, el término que describe esta interaccion seria proporcional a p, y la
constante m, seria una medida del grado en el que la presencia de la otra

opcion afecta la eleccion de Ia primera.  Sin embargo, un modelo de esta
naturaleza no parece ser el mas adecuado, debido a que ia interaccién de una
opcion sobre la otra dificilmente sera constante para sujetos caracterizados
mediante valores distintos de 6. El modelo es mas realista si el término m,
depende de la probabilidad de eleccion de la segunda opcién para distintos
valores de ¢&.

Lo mismo podria decirse para la eleccion de la segunda opcion con respecto a la
primera.

Una primera posibilidad para modelar la variacion de m, con respecto a p, y de
m, con respecto a p, podria ser m, = p, y m, = p,; sin embargo, en general

éste no es el caso, ya que seria muy improbable que una misma persona tuviera
preferencias iguales para cada una de las opciones que se le presentan. En
realidad, lo que es de esperarse es que cada una de las opciones atraiga la
atencidn del sujeto en forma diferente y que esta diferencia dependa ademés del
nivel 8 en el que se encuentra el sujeto. Por ello, es mas conveniente

considerar que m, y m, son proporcionales a la probabilidad de eleccién de las

opciones 1 y 2 respectivamente, es decir:

m, = byp,
m, = b,p,

con b, y B, constantes

Las constantes b, y b, indicarian asi el grado de influencia que ejerce la

presencia de una opcion sobre la otra.  Si una opcién no interacciona con la
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otra, en el sentido de que no causa ninguna confusidn en el sujeto o que no
implica ningln cambio en la toma de decisiones del sujeto que responde, b, Yy

b, son iguales a cero. Si las opciones son muy similares desde la perspectiva

del sujeto que responde, esas constantes seran cercanas a la unidad. Si, por
otra parte, una de las opciones interactia fuertemente con la otra, es decir,
provoca confusion o duda en el sujeto que responde y reclama mas fuertemente
su atencién, el coeficiente correspondiente sera mayor.

La forma en la que se da la interaccion entre las distintas opciones de respuesta,
o distractores del item, depende también del tipo de pregunta. Si el item
intenta medir el desempefic en una cierta area del conocimiento, la eleccion
entre las distintas opciones dependera del estado de conocimiento de la persona
en el area que se pretende medir y se esperaria que la probabilidad de que se
responda incorrectamente al item decrezca al aumentar el nivel de conocimiento
del individuo, mientras que la probabilidad de responderlo correctamente crece y

se acerca a k conforme aumenta el nivel de conocimiento.

Para lograr este efecto en el modelo, el coeficiente de la parte lineal del sistema
de ecuaciones correspondiente a la opcion incorrecta debe ser negativo, mientras
el de la opcidn correcta es positivo.  Si, en cambio, las posibilidades de eleccion
no refiejan el grado de conocimiento en un tema, sino otro factor como gusto o
actitud de los sujetos, la probabilidad de eleccion de las distintas opciones
responde a los valores del sujeto o a sus condiciones contextuales en el
momento en que toma la decision. En este caso las curvas que modelan a cada
opcion pueden crecer ambas, decrecer ambas ¢ una crecer y la otra decrecer de

acuerdo a las circunstancias de lo que se desea medir, y los parametros a, y a,

pueden ser ambos positivos, ambos negativos o uno positivo y el otro negativo.
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Introduciendo las constantes b, y b, que modelan la interaccion, fas

ecuaciones del modelo pueden escribirse como:

d
F’;—;—(@) = 3191(1 - Py / k1) - b1pzp1

d,
Y _d%z“(g) =a,0,(1-p, / K3} - by,

De esta manera, cuando se introduce el término de interaccion en el modelo, la
curva que representa la probabilidad de eleccion de cada uno de los distractores

deja de ser logistica y presenta un comportamiento no lineal.

El modelo desarrollado hasta aqui para el caso en el que dos opciones de
respuesta compiten por la atencién del sujeto que responde al item puede
generalizarse, en Jos mismos términos que los que se han empleado hasta ahora
como:

d n .

%dpé (8) =ap(1-p, / k)~ bypp,, paraizl
i=1

q, n .

__dp; (0) = 8,0,(1 —~ py / k) — . bup,py, Para iz2 ...
=1

d n
—f; (6) = a,p,{1-p, / k,) -3 b,p,p,, para kn
i=1
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Estas ecuaciones permiten el analisis de items con cualquier numero de opciones
de respuesta.

Seccion I1.4 Interpretacion de los

parametros del modelo

El modelo que se ha considerado en la seccion anterior constituye una extension
del modelo logistico de dos parametros a situaciones en las que se pretende
analizar el papel de los distractores y a situaciones en las que se desea obtener
mayor informacion diagndstica de los sujetos a partir de las respuestas a los
items. En esta seccién se considerara el significado de los parametros del modelo
en términos de la situacion que nos interesa modelar.

El modelo representa la probabilidad de eleccion de cada uno de los distractores
del item tomando en consideracion el hecho de que dicha eleccion se ve influida
de alguna manera por la presencia de los otros distractores.

El modelo se presenta a través de un sistema de ecuaciones diferenciales en el
que cada ecuacion indica la probabilidad de eleccion de una opcidn en un item
de opcién mditiple. De Ia solucidén a estas ecuaciones se obtiene lo que podria
considerarse como una curva caracteristica para cada distractor.
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Desde el punto de vista matematico los parametros a, , a, y en general todos
los parametros a, , para / desde 1 hasta n, en el modelo general representan la
razon de crecimiento de las probabilidades de eleccién de la primera, segunda y
demas opciones, esto es, en general del distractor /7 respectivamente, en
ausencia de cualquier otra opcion. Como se vid anteriormente en el caso del
modelo para el item completo, estos parametros estan relacionados tanto con el
indice de dificultad cuanto con el indice de discriminacion del item.

En términos del modelo que se desarrolla aqui se puede considerar que estos
parametros indican o miden qué tanto los diferentes distractores demandan la
atencion de!l sujeto que responde, es decir qué tan accesibles o viables le
resultan; por ello, estos parametros pueden denominarse parametros de
accesibilidad del distractor o de ia opcidn. Cuando a, es grande la probabilidad
de eleccion de la opcion / crece rapidamente; esto puede considerarse como un
indicador de que el distractor llama poderosamente la atencién del sujeto que
responde, o le es accesible. Si, en cambio, 3, es pequefia, la probabilidad de
elegir dicha opcion crece lentamente y la opcion puede considerarse como menos
accesible a los ojos de! individuo.

Las constantes b,, b, y en general b, representan la intensidad de la

interaccion entre las posibles parejas de opciones de respuesta del modelo.
Cuando se manejan Unicamente dos opciones de respuesta entre las que
interesa la interaccion, por comodidad se utilizaran los simbolos b, y b,. En el

modelo general este papel lo juegan los parametros b;.
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Como ya se menciond, si ambas opciones son igualmente factibles para el sujeto
que responde, los parametros b, tendran un valor cercano a uno; por el

contrario, st las opciones no generan confusién alguna en el individuo que
responde, los valores de los parametros b, seran iguales a cero.

Los parametros k, y k, en el modelo de dos opciones y k;, en general,

representan los niveles maximos que pueden alcanzar las probabilidades de
eleccion de la primera y sequnda opciones de respuesta o, en general la /€sima
opcion.

Es interesante notar que las razones a, /b, , a /b, y en general a, /b,

representan la razén entre la accesibillidad y la competencia entre los
distractores, es decir, son una medida del crecimiento neto de la probabilidad de
respuesta de cada una de las opciones. Como se ha visto anteriormente, estos
parametros en el caso del modelo para un item, estan relacionados tanto con el
indice de dificultad cuanto con el indice de discriminacion del item. En el caso del
modelo para los distractores estas razones pueden considerarse una medida de
qué tan atractiva es la opcion correspondiente tomando en cuenta la interaccion

que ejercen las otras opciones.

El tipo de curva que se obtiene cuando se encuentra la solucion del modelo
depende también de las condiciones iniciales. Estas juegan, en este modelo, e
papel de parametros que pueden estimarse conjuntamente con los otros
parametros del modelo. La informacion que las condiciones iniciales proporcionan
es interesante pues permite caracterizar el nivel de desarrollo de la poblacion con
la que se utiliza el item o el test. Si las condiciones iniciales son tales que el valor
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de la probabilidad de responder correctamete al item es alto, se tiene un
indicador de que los sujetos con los que se utiliza el item tienen cierto nivel de
avance en el rasgo que se pretende medir con el item. En cambio, si dicha
probabilidad es baja, se puede inferir que la muestra que responde el item es
debil en el rasgo a medir. Cuando se consideran conjuntamente una serie de
items en un test, los valores de las condiciones iniciales permiten localizar ias
areas o rasgos a medir que requieren de mayor atencion y proveen asi ciertos
elementos de diagndstico.

Seccion II.5 Analisis cualitativo del modelo

Una vez planteado el modelo de medida es conveniente analizar sus
implicaciones desde el punto de vista matematico; es decir, describir las
variables, los parametros y analizar las posibilidades de solucion.

Algunas consideraciones matemdaticas

El modelo desarrollado en este trabajo involucra las derivadas de varias variables
dependientes: la probabilidad de elegir cada una de las opciones de respuesta a
un item. Un conjunto como este de ecuaciones que incluyen derivadas ordinarias
de mds de una variable dependiente se denominan sistemas de ecuaciones
diferenciales. Puesto que las ecuaciones involucran Onicamente la primera
derivada de las variables dependientes se considera que el sistema es de primer
orden. Por otra parte, cuando los términos que contienen a las variables
dependientes, en este caso p, y p, son lineales se dice que el sistema es lineal;

en otro caso el sistema es no lineal.
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Por ejemplo, el sistema

dx/dt = 6x + y
dy/dt = 3x - 2y

es un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden lineales, mientras que
el sistema

dx/dt = 6x + seny
dy/dt = 3y - 2xy

es un sistema no lineal.

El modelo que se ha desarrollado en este capitulo para analizar la probabilidad
de eleccion de los distintos distractores de un item es un ejemplo de un sistema
-no lineal de ecuaciones diferenciales de primer orden ya que en la expresion que
aparece del lado derecho de cada igualdad se presenta un término no lineal de la
forma p, p, .

Por otra parte la variable dependiente 8, no aparece explicitamente en las
expresiones que componen el sistema de ecuaciones. En estos casos se dice que
el sistema es autonomo.

Una solucidn a un sistema de ecuaciones diferenciales es una n-ada de
ecuaciones paramétricas p, = p, (6 ), p, =p, () ..,p =p, (6)que
satisfacen las ecuaciones del sistema sobre un cierto intervalo de valores de @

por lo que las curvas solucidn del sistema son necesariamente funciones
continuas de 6.
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La solucién de un sistema de ecuaciones diferenciales puede representarse de
diferentes maneras. La mas comin en el caso de sistemas lineales es la
expresion analitica de las funciones paramétricas antes mencionadas. Otra forma
de representar la solucién es mediante una grafica que muestre la varlacion de
cada una de las funciones individualmente, contra la variable independiente. Sin
embargo, a menudo es mas revelador hacer una grafica en la que se muestra,
en el caso de dos variables, la trayectoria de los puntos (p, (6)p, (B

en el plano p, p, conforme la variable dependiente varia en el intervalo de
solucién. A esta trayectoria se le conoce como trayectoria u orbita del sistema de

ecuaciones diferenciales. Al plano que contiene a esta trayectoria se le conoce
como plano fase o fasico del sistema.

Es conveniente citar en este punto algunos resultados de la teoria de ecuaciones
diferenciales que son importantes y Utiles cuando se investigan las propiedades
de fa solucién de los sistemas autonomos:

1. Por cualquier punto del plano fase pasa unicamente una trayectoria.

2. Una trayectoria que se inicia en un punto diferente al punto de equilibrio no
puede alcanzarlo para valores finitos de 4.

3. Las trayectorias en el plano fase no se cruzan, a menos que la trayectoria sea
una curva cerrada, en cuyo caso se tiene una solucién periddica,

Es conveniente asimismo pensar en la trayectoria u drbita como el camino que
sigue una particula que se mueve en un plano para interpretar con mayor
facilidad el comportamiento del sistema, independientemente de si esta
representa una situacion de movimiento.
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Examinando las ecuaciones diferenciales en si mismas, se puede estudiar
graficamente el comportamiento cualitativo de las soluciones de los sistemas de
ecuaciones diferenciales. Esta técnica es particularmente util para investigar el
comportamiento de sistemas no lineales auténomos en los que es muy dificil o

tal vez imposible encontrar soluciones analiticas.

Dado cualquier sistema de ecuaciones diferenciales el teorema de existencia y
unicidad de soluciones permite verificar si existe Ia solucidn. Este teorema dice
que dado un problema de valor inicial, si las funciones que definen las
ecuaciones diferenciales son continuas y sus derivadas respecto a las variables
dependientes son también continuas en una regidon que contiene al valor inicial,
entonces existe un intervalo de valores de la variable independiente alrededor
del valor inicial para el que existe la solucién al problema y esta solucion es
Unica. En el caso de! modelo que nos concierne en este trabajo, las hipdtesis del
teorema de existencia y unicidad de las soluciones se cumplen y, por ello,
podemos asegurar que existira una solucion al sistema de ecuaciones propuesto
en el modelo y que esa solucidn es Onica dadas las condiciones iniciales.

Cuando el sistema de ecuaciones diferenciales es lineal es posible encontrar la
solucion en forma analitica; si no lo es, en la mayoria de los casos, debe
recurrirse a los métodos cualitativos para el analisis de las soluciones y a los
métodos numéricos para obtener la solucion.

Analisis grafico de las soluciones del modelo

El modelo que se derivd en la seccién 11.3 es un modelo no lineal. Los sistemas
de ecuaciones diferenciales no lineales son, como hemos visto, dificiles de
resolver analiticamente, sin embargo, las técnicas de analisis cualitativo permiten

resolver algunas preguntas importantes que surgen en la situacion que nos
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interesa estudiar, tales como ées posible que se de una coexistencia de eleccion
de opciones para algun intervalo de valores de 87 o ¢ées alguna de las opciones
dominante sobre las otras? o épara qué valores de 6 predomina una de las

opciones sobre la otra?

Las técnicas de analisis cualitativo son muy Utiles para poder responder a estas
cuestiones y se pueden emplear en una gran variedad de situaciones gue
incluyen aquéllas en las que el sistema puede ser resueito analiticamente. Para
llevar a cabo el analisis cualitativo de las soluciones del sistema de ecuaciones
diferenciales se recurre a la idea del espacio fase. En esta seccion se abordara
Unicamente el caso del modelo para la interaccion entre dos distractores por la
dificultad de dibujar espacios de dimension mayor a dos.

El andlisis cualitativo de la solucidon de un sistema de ecuaciones diferenciales
puede hacerse también a través de la graficacion de las funciones solucion, que
en este caso serian p,(8) y p,(8) .

Una curva solucion al sistema de ecuaciones diferenciales es una funcidén cuyas

coordenadas son p,(6), p,(8) cuando & varia sobre el intervalo de solucion I

del sistema, en el caso que nos interesa agui del sistema que se obtuvo en la
seccion 11.4; la curva solucién se conoce asimismo como trayectoria u Srbita del
sistema de ecuaciones. Al plano que contiene a esta trayectoria se le liama,
como ya se ha visto, plano fase o fasico del sistema y a menudo, para interpretar
la informacion contenida en esa curva, es conveniente usar el simil de la érbita
en el plano fase con la trayectoria de una particula que se mueve en un plano
coordenado.

Utilizando el plano fase se puede, mediante el andlisis de las ecuaciones

diferenciales en si mismas, sin necesidad de resolverlas analiticamente, estudiar
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graficamente el comportamiento cualitativo de las soluciones a los sistemas de
ecuaciones diferenciales. Esta técnica es particularmente atil para estudiar
sistemas auténomos no lineales para los cuales es muy dificil encontrar una

solucion analitica.

Entre las preguntas que se pueden plantear al hacer el analisis cualitativo
destaca la bisqueda de puntos criticos o puntos de equilibrio. Utilizando [a
analogia de la particula en movimiento resulta de interés encontrar los puntos en
que la orbita permanece estacionaria, es decir, aquellos puntos para los que no
hay movimiento ni en la direccién p, ni en la direccién p, , lo que indicaria que
el movil estd parado o que la particula estd detenida. Esto ocurre cuando el
punto (p,p ) en el plano fase es tal que f(p,,p,) =0 Yy g(p,,p,) =0

&ps dp,

simultaneamente con f y g definidas como 40 =Ff, a0 - g, esto es

cuando tanto dp, / dé cuanto dp, /d@ son cero. A un punto de esta

naturaleza se le denomina punto critico, punto de equilibrio o punto fijo del

sistema.

Es importante notar que cuando (p, ,p, ) €s un punto de equilibrio del
sistema, las ecuaciones p, =p, Y p, =P, son una solucidn del sistema.

Esta solucidn de estado estacionario es la unica que puede pasar por el punto
(P, . P, ) en el plano fase. La trayectoria asociada a esta solucion es

simplemente el punto de equilibrio en si mismo. La particula esta “en reposo”
en ese punto.

Cuando una trayectoria, p,(8) = p,, p,(8} = p, es tal que p,(6) - p, y
P, (8) - p, , cuando § — =, decimos que la Orbita se acerca o converge al

punto de equilibrio. En muchos problemas es de interés preguntarse qué ocurre
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con la trayectoria cuando se aproxima a un punto de equilibrio.  En este
contexto la idea de estabilidad juega un papel primordial. Un punto de equilibrio
es estable si cualquier trayectoria cercana al punto (p, ,p, ) permanece

cercana a €l para cualquier valor de 8. Un punto de equilibrio es
asintéticamente estable si es estable y si cualquier trayectoria cercana a
(ps,, P, )} se acerca a este punto cuando § — «. Si el punto de equilibrio no

es estable se denomina inestable.

Regresemos ahora al modelo que nos interesa en este trabajo para hacer el
analisis cualitativo correspondiente. El modelo esta representado por el sistema
de ecuaciones diferenciales

g

d__p_; = a1p1(1 - %') - b,p,p,
1

d

ﬂ&% = ap, (1 - %”) - b,pi P,
2

en las que p,(#) representa la probabilidad de eleccion de la opcidn 1 de un
itemy p,(6) representa la probabilidad de eleccion de la opcidn 2 del mismo

item.

Al hacer el andlisis cualitativo de la solucién de este sistema de ecuaciones
diferenciales es importante encontrar en primer lugar los puntos de equilibrio de
las 6rbitas y posteriormente el comportamiento de las mismas. |

La condicidn, como se menciond anteriormente, para tener un punto de
equilibrio del sistema consiste en que ambas derivadas, dp,/d8 y dp, 7/ d6

se hagan simultaneamente cero. en este caso esta condicién significa que:
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dp, . a a
= =0 cuando =0 6 cuando = -1

d . k,b
%:0 cuando p, = 0 6 cuando p, =k2———gz—2—p

Dependiendo de los valores de los diferentes parametros a, , b, , k ,4a,, b6, Y
k, se pueden presentar casos con diferentes puntos de equilibrio. Es pues
conveniente hacer un estudio de esos distintos casos de interés: localizar para
cada uno de ellos los puntos de equilibrio y estudiar qué es lo que ocurre con la

orbita en los puntos cercanos a ellos.

A continuacidn se hace un estudio detallado del comportamiento de las
probabilidades de eleccién de las opciones para las distintas posibilidades de
relacion entre los valores de los parametros.

Parémetros positivos

Consideremos en primer lugar la situacion en la que todos los parametros de las
ecuaciones son positivos. De ser asi, dependiendo de las relaciones entre los
parametros se pueden presentar diferentes casos:

CASO 1.

Supongamos que tanto a, cuanto a, Son mayores que cero y que

4 8,
— > K —-< > K
b, 2 Y b, > Ky
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En este caso los puntos de equilibrio son (0,0), (0, k,), (k,,0) y el punto de

interseccion de las rectas

=& _ & 5 11

P, b, bk, P (L1)
k,b

Y P=k == =p L)

al que denotaremos por ( p,;, P,,;) -

Si el valor inicial de los niveles de probabilidad se encuentra en cualquiera de
estos valores, no habra variacion alguna del nivel de probabilidad cuando &

cambia.

La region de estados posibles en el plano fase para este sistema se muestra en

la figura II.5.1a.
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Figura I1.5.1a: Regiones ¢n plano fase

Si el estado de probabilidad se encuentra sobre la recta p, =0 o sobre la recta

%— - bik p,, la probabilidad de eleccién de la opcién 1 permanece
1 17

P, =

constante, por lo que la trayectoria debe cruzar estas rectas horizontalmente.

Al pasar sobre las rectas p, =0 y p, =k, - k;bz p,, en cambio, es la
2

probabilidad de eleccion de la opcion 2 la que no cambia, lo que implica que la
trayectoria debe cruzar estas rectas verticalmente.

Para analizar aquello que ocurre cuando la trayectoria en el espacio fase se
encuentra en cada una de ias regiones en las que el plano queda dividido por los
puntos de equilibrio y fas rectas anteriores es conveniente hacer un analisis de
los signos de las derivadas en cada una de ellas. Este andlisis nos permite
entender 1o que ocurre para diferentes posibilidades de combinaciones de valores

iniciales de los niveles de probabilidad, sin necesidad de calcular los parametros
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ni de resolver el sistema de ecuaciones diferenciales. Es conveniente recordar
que nos interesa en particular el comportamiento de las trayectorias en una
vecindad de los puntos de equilibrio, especialmente nos interesa determinar si

esos puntos son estables o inestables.

dp,

Cuando es positiva, la componente horizontal de la trayectoria aumenta

(p, aumenta) y, por ello, el nivel de probabilidad p, se movera hacia la derecha

en el plano fase ; cuando % es negativa, el movimiento del nivel de

probabilidad p, serd hacia la izquierda. De la misma manera, cuando % es

positiva, p, aumenta y el nivel de probabilidad p, se desplazara hacia arriba y

cuando %%2— es negativo, el desplazamiento del nivel de probabilidades p, o

hara hacia abajo.

Las rectas que se muestran en la figura I1.5.1a dividen al plano fase en regiones
en las que el comportamiento de la trayectoria sera diferente. Este
comportamiento puede deducirse a partir del analisis de ios signos de cada una
de las derivadas de las variables dependientes en cada una de las regiones en
las que el plano fase queda dividido. Analizando los signos de ias derivadas de
las funciones p,(#) y p,(@) en cada regién y combinando la informacion
obtenida, se encuentra el campo de direcciones en el espacio fase. Este se
muestra en la figura I1.5.1b



capiTuLO I1
Pagina 142

Figura I1.5.1b: Campo de dirccciones
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Si analizamos el comportamiento de la trayectoria airededor de los puntos de
equilibrio encontramos lo siguiente:

Los puntos (0,0) , (0, k,) v (X, , 0) son inestables. Esto significa que para
condiciones iniciales cercanas a ellos, la trayectoria se alejarda de ellos y se
dirigira hacia ei punto (p,,, p,, )-

El punto (p,.p, ) €s un punto de equilibrio asintéticamente estable, lo que

significa que todas las trayectorias, independientemente de la region de la que
provengan convergen hacia él,

El analisis grafico nos permite, como ya se habia mencionado con anterioridad,
determinar el comportamiento de las posibles soluciones dadas distintas
condiciones iniciales. Siguiendo el comportamiento de las curvas solucion se
puede inferir si la solucion lleva a algun punto de equilibrio y si éste es estable o
inestable, 0 en otros casos, si se aleja de él. En este caso el analisis cualitativo

de las soluciones conduce a fa conclusion de que, independientemente de las
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condiciones iniciales, siempre y cuando éstas no se encuentren exactamente
sobre los puntos de equilibrio, 'conforme el valor de @ aumenta ia trayectoria se
acercara al punto (p,,p,,) . Es decir, la probabilidad p, de elegir la opcién 1y
la probabilidad p,, de elegir la opcion 2 ya no variaran para valores mayores de
6.

En la figura I1.5.1c se muestran las gréficas para p, contrad, p, contrag, y en fa

figura I1.5.1d se muestran algunas orbitas en el espacio fase correspondientes a

este caso.
Figura I1.5.1¢: Curvas solucion
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Figura I.5.1d: Trayectorias ¢n plano fase
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CASO 2.

a LY L) x *
Cuando k, > -g-‘-— y Kk, > Bi el analisis grafico, hecho de la misma manera que
1 F 4

en el caso anterior implica la existencia de los mismos puntos de equilibrio, es
decir (0,0), 0, k,). (k,.0) y (py;, Pu)-

El andlisis de los signos de las derivadas en cada regién nos ayuda a interpretar
el comportamiento de las trayectorias en la vecindad de los puntos de equilibrio.
En la figura I1.5.2a se muestra el campo de direcciones que se obtiene. En este
caso, los puntos (0, k,) y (k,,0) son estables, mientras que el origen y el
punto de interseccion de las dos rectas no lo son. En la figura 11.5.2b se
muestran algunas de las trayectorias compatibles con este analisis.
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Figura I1.5.2a: Regiones en plano fase
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Figura I1.5.2b: Campo de direcciones

W o 0 0 0 N AN A A N A
o 0o M N M M N N N
W ot " ot W M M NN i N N A
W A M I AN N N
W 2 3 N 0 M A A A N N M i
MMM WA A A A M A i i N
LS ot € s st s et ot

K RARKR AR i
ARAKRKKRRASK
ARARRARARKK
RERRRRRARAK

ARRRRAN

B A0t A% AP A A7 W AN 7 g g A A e b e
AL i o A AP A L g g i

<
B e o e e e i
0 0.2 0.4 06 []8‘ 1

En este caso, dependiendo de las condiciones iniciales se presentan dos
posibilidades; la primera consiste en que al aumentar los valores de @ sea la
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opcion 1 la que prevalezca, desapareciendo la probabilidad de eleccion de la
opcion 2 y la segunda el caso en el que prevalece la segunda opcidn de
respuesta y desaparece la probabilidad de elegir la primera opcion. En la figura
I1.5.2c se muestran las gréficas p, contra @ y de p, contra 6 y en la figura
I1.5.2d se muestran algunas trayectorias en el espacio fase para este caso. Se
observa aqui que la coexistencia de la eleccién de opciones es posible, pero no
predicha por el modelo.

Figura I1.5.2¢: Curvas solucion
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Figura IL5.2d: Trayectorias ¢n plano fase
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CASO 3.

, . a a
Si los valores de los parametros son tales que k, < b—’ y k> E’—,
1 2

la recta que une al punto (©, a, / b,) con (k,,0) y aquella que une a (z—z ,OJ
2

con (0, k,) no se intersectan.

El plano fase queda entonces dividido en tres regiones gue se muestran, en la
figura I1.5.3a y los puntos de equilibrio son Gnicamente (0,0), {0,%,) y (k,,0).
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Figura IT.5.3a; Regiones en plano fase
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E! analisis de los signos de las derivadas en cada region, que se muestra en la

figura 11.5.3b, pone en relieve que el Unico punto de equilibrio asintéticamente

estable es el

punto (k,,0). Las graficas correspondientes a las probabilidades

de eleccién para las opciones en esta situacion se muestran en la figura I1.5.3c,

mientras que la figura I1.5.3d muestra algunas de las trayectorias en el espacio

fase.



capfruLo i1
Pagina 149

Figura I1.5.3b: Campo de direcciones
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Figura I1.5.3d: Trayectonas cn plano fase¢
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En esta situacion, la eleccion que prevalece al aumentar los valores de 6 es la de
la primera opcion, independientemente de las condiciones iniciales.

CASO 4.

Para el caso en que los valores de los parametros cumplen las condiciones:
a, a
= <k -2 >k

b~V B, T

los puntos de equilibrio son nuevamente (0, k,), (k,,0) y (0,0). Otra vez se

tiene un caso en el que no hay interseccion entre las rectas mencionadas
anteriormente. Las regiones permitidas para la solucion se muestran en la figura
I1.5.4a.
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El analisis de los signos de las derivadas para esta situacion nos indica, como se
muestra en la figura I1.5.4b, que el punto (0, kz) es estable y que los puntos

(k,,0) y (0,0) son inestables. Las gréficas correspondientes a las probabilidades

de eleccion de las opciones con respecto a & se muestran en la figura I1.5.4cy

algunas trayectorias en el espacio fase se muestran en la figura I1.5.4d.

Figura II.5.4a: Regiones en plano fase
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Figura I1.5.4b: Campo de direcciones
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Figura I1.5.4¢: Curvas solucion
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Figura IL.5.4d: Traycctonas ¢n plano fase
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El andlisis grafico de este caso nos conduce a la conclusién de que,
independientemente de las condiciones iniciales, la eleccion de la opcién 2
prevalece al aumentar los valores de 4.

CASO 5.

Un ultimo caso a considerar es aquel en el que &, = % y k, = %.
1 2

En este caso las regiones permitidas para la solucidn se muestran en la figura
I1.5.5a. Todos los puntos sobre la recta que une a los puntos (k,,0) y (0, k,)
son puntos de equilibrio estables, incluyendo a los puntos (k,,0) y (©, k,). El
punto (0,0) también es un punto de equilibrio, pero inestable. El campo de
pendientes en las distintas regiones del espacio fase se muestra en la figura
I1.5.5b, mientras que las graficas correspondientes a las curvas solucién y a las

curvas en el espacio fase se muestran en las figura I1.5.5¢ y II.5.5d
respectivamente.
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Figura I1.5.5a: Regiones ¢n plano fase

Figura I1.5.5b: Campo de direcciones

LAY I AR RN Y
L 2 e e 2 e e e R
SN YN NNY Y Y
NN N Y N e
g gk N Y N Yy
gl g g g e Y N

a8




CAPITULO II
Pigina 155

Figura IL.5.5¢; Curvas solucion
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Figura I1.5.5d: Trayectorias en plano fase
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En este caso, la coexistencia de las dos opciones de eleccion para el
item es muy posible. Los valores de probabilidad para cada una de
ellas dependen de los valores de los parametros y de las condiciones
iniciales.
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Hasta este punto, el analisis de los casos se ha hecho bajo el supuesto de que
todos los parametros que aparecen en el sistema de ecuaciones diferenciales son

positivos
Un pardmetro de accesibilidad negativo

Una posibilidad importante e interesante del modelo se presenta cuando, al
considerar las curvas de probabilidad de eleccion de respuesta sin interaccion,
una de ellas es creciente y la otra es decreciente. Para efectos del modelo, esto
indicaria que uno de los parametros a, o a, es negativo, ya que son estos
parametros los que definen el crecimiento o decrecimiento de las curvas
logisticas correspondientes p, y p,. El caso que nos interesa analizar es aquél

en el que uno de los pardmetros, digamos a, es positivo y el otro, a, es
negativo; asi, la curva correspondiente a la probabilidad de eleccién de la opcion
1 sin interaccién sera una logistica creciente cuyo limite cuando ¢~ es k, y la
curva correspondiente a la probabilidad de eleccidn de la opcidon 2 es una curva

logistica decreciente que tiende a k, cuando 8— —o y que tiende a cero cuando

G— o,

Nuevamente, el analisis cualitativo de los campos direccionales y de las
trayectorias en el espacio fase permite predecir el comportamiento de la
probabilidad de eleccién de cada opcidn para distintas condiciones iniciales y
distintos valores de [a variable independiente. Analogamente a la situacién en la
que tanto g, como &, son positivas, los puntos de equilibrio del sistema que se

obtiene cuando ambas ecuaciones diferenciales del modelo se hacen cero son
(0,0), ©, k), (0, k,) y €l punto de interseccién entre las rectas
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a, P bk,
=4l P =k, - ,
P, b, ( kz] Y pz_ ) a, b,

es decir, (p,,, P,;) - Los signos de las derivadas sobre los ejes y sobre las rectas

son también los mismos que en la situacion anterior; es decir la 6rbita o
trayectoria cruza verticalmente sobre el eje p, y sobre la recta que une los
puntos (k,,0) y 0, a, / b,). La trayectoria cruza horizontalmente sobre el eje

p, Y sobre la recta que une los puntos (0, k,) ¥ (&, 7 b,,0).

Es importante notar que puesto que a, es negativo, el término a, / b, siempre
esta en la regidn negativa del eje p, y siempre sera menor que k,. Por otra
bk,

2

parte aquellos puntos para los cuales p, es mayor que K, — Py, S€

encuentran en una regidén que no puede estar incluida en las soluciones posibles,

ya que en ellos la probabilidad de eleccion de la opcidn 2 seria mayor que k,

que es el maximo permitido para p, .

Andlogamente al caso en el que 3, y a, son positivos, cuando uno de los
parametros, en este caso @, es negativo, dependiendo de los valores de los

parametros se pueden presentar diferentes casos. Estos casos se analizan a
continuacion:

CASOQ 6.

a . .
Cuando B‘— > k, la region factible del plano fase para las soluciones al problema
1

que nos interesaes 0 < p, < k; y p, mayor que cero y ademas menor o igual



capfTuLO 11
Pégina 158

que la recta p, = &, - g:—k, p, Ya que si p, fuese mayor que esta recta se

tendria que p, > k, Y k, es el maximo valor que la probabilidad p, puede

alcanzar. Las regiones factibles para este caso y los campos de direcciones se
muestran en las figuras 11.5.6a y I1.5.6b, respectivamente.

Figura I1.5.6a: Regiones en plano fasc
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Figura I1.5.6b: Campo de direcciones
SN WYY Y

.

U2 u4 ot Ub usg 1

Haciendo un analisis similar al que se ha venido realizando en los casos
anteriores se encuentra que los puntos de equilibrio para este caso son los
puntos (0,0),(0,4,) (+.0) v (p,,p.); sin embargo, este Gltimo queda fuera de Ia
region permitida para la solucién.  Los puntos (0,0) y (0,%,) son inestables,
mientras que el punto (%,,0) es asintdticamente estable. Esto indica que las

trayectorias que se inician en cualquier punto de la regidn del espacio fase
permitida convergeran hacia el punto (k,,0).

Las gréficas correspondientes a esta situacion se muestran en las figuras 11.5.6¢
y I1.5.6d.
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Figura I1.5.6¢: Curvas solucion

0.8
—’-/M’_/_/’_,>

057

0.4

0.2¢ 3
] \ p2

S , : thelp

Figura I1. 5.6d: Trayectonass en plano fase
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CASO 7.

Para aquellas situaciones en las que &k, > &, / b,, nuevamente el punto de
interseccion (p,,, p,,) queda fuera de la regién permitida por las restricciones del

modelo. Las regiones factibles y el campo de direcciones correspondientes a este
caso se muestran en las figuras 11.5.7a y 11.5.7b.
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Figura I1.5.7a: Regiones cn plano fase
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Los puntos de equilibrio en este caso son (0,0), (,.0)y (0, k,). Los puntos
(0,0) y (0, k,) son inestables mientras que el punto (k,,0) es asintdticamente

estable.

El andlisis de las trayectorias muestra que todas ellas convergen hacia el punto
(k,.0) al aumentar 4.

En las figuras 11.5.7¢ y I1.5.7.d se muestran las curvas de solucidn y algunas
trayectorias en el espacio fase que surgen en el analisis de este caso.

Figura I1.5.7¢: Curvas solucion
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Figura I.5.7d: Traycctorias ¢n plano fasc
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CASO 8.

. a
Queda por analizar el caso en el que Bl =k, .
1

En esta situacion la region factible del espacio fase se limita a los puntos que son
tales que cumplen con las condiciones 0 < p, < k,,0<p, <k, Y p, +p, <1,
Nuevamente los puntos de equilibrio son los puntos (0,0), (k,.0)y (0, k,) puesto
que ahora el punto de interseccidn (p,,, p,,) coincide con el punto (©, k,). Las

graficas de las regiones y el campo de direcciones para este caso se muestran en
las figuras I1.5.8a y 11.5.8b.
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Figura I1.5.8a: Regiones en plano fase
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Figura I1.5.8b: Campo de¢ direcciones
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El analisis de los signos de las derivadas, que se muestra en la figura I11.5.8b
indica que los puntos (0,0) y (0, k,) son inestables, mientras que el punto

(k,,0) es asintéticamente estable. Esto indica que independientemente de las

condiciones iniciales, la trayectoria se acercara hacia el punto de equilibrio
estable cuando crece 6.

Figura I1.5.8¢: Curvas solucién
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Figura I1.5.8d: Traycctonias ¢n plano fase

021

p1

Un parametro de interaccion negativo

Una situacion diferente se presenta cuando alguno de los parémetros b, o b,

es negativo.

Supongamos que a,, a, Yy b, son positivos y que b, es negativo. En este
caso, el término correspondiente a la interaccion de la opcion 2 con la opcion 1
en el modelo contribuye a aumentar la probabilidad de respuesta de la opcidon
uno, en lugar de disminuirla, como sucedia en todos los casos anteriores. En
términos del modelo de respuesta que aqui nos interesa, el hecho de que uno de
los parametros b sea negativo indica que la presencia de una de las opciones
refuerza la eleccion de la otra. En otras palabras, estariamos frente a un caso en

el que el distractor no cumple su papel sino, por el contrario, actia en apoyo de
una opcién especifica.
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El hecho de encontrar un pardmetro b/ negativo (0 ambos) al ajustar los
parametros del modelo, proporcionaria un indicador de que las opciones elegidas
como distractores para el item no cumplen con la funcién para la que fueron
introducidos al modelo y que habria que redisefar las opciones de respuesta de
manera que funcionen correctamente como distractores.

En esta situacion se tiene que a, /b, < 0. Uevando a cabo el analisis cualitativo
tal y como se ha hecho para todos los casos anteriores se encuentra que los
puntos de equilibrio son nuevamente (0,0), (k,,0), (0, k,) y el punto de

interseccion (p,,, p,,)-

Analogamente a la situacion en la que uno de los parametros & es negativo, se

tiene que a, / b, estad siempre en la parte negativa del eje p, y sera siempre

menor que k,.  Asimismo, los puntos para los cuales p, es mayor que

k, - Q_a—%— p, no estan permitidos ya que en ellos, la probabilidad de eleccién de
2

la opcion 2 seria mayor que &, que es el maximo permitido.

Haciendo nuevamente un analisis para las diferentes posibilidades de eleccién de
los parametros se encuentran ios casos siguientes.,
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CASO 9.

Si a, /b, >k,, el andlisis cualitativo muestra que los puntos (0,0), (k,,0) y
(0, k,) son inestables.  E! dnico punto asintéticamente estable es el punto
(0,,. P,;); sin embargo, este punto queda fuera de la regién permitida para el

modelo como se muestra en la figura 11.5.9a. en la figura I1.5.9b se muestra el
campo direccionat para este caso.
Figura I1.5.9a: Regiones en plano fase
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Figura II.5.9b: Campo de direcciones
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Las trayectorias que inician en la region A de la figura 11.5.9a son tales que tanto
la probabilidad de eleccion de la opcidn 1 como la probabilidad de eleccién de la
opcion 2 aumentan hasta que la trayectoria entra a la region B en la que la
probabilidad de elecciéon de la opcidn 2 crece mientras que la probabilidad de
eleccion de la opcién 1 decrece hasta alcanzar la recta p, = k, que es el limite
de la regidon permitida; pero no hay puntos de equilibrioc dentro de la regién
factible.

Las curvas solucién para este caso se muestran en la figura I1.5.9c y algunos
ejemplos de trayectorias en el espacio fase se muestran en la figura I11.5.9d.

Figura I1.5.9¢: Curvas solucion
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Figurall.5.9d: Trayectorias ¢n plano fase
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CASO 10.

Cuando a, / b, < k, se encuentran, al hacer el analisis cualitativo, las regiones

permitidas para la solucion y el campo de direcciones en cada una de ellas son
las que se muestran en las figuras I1.5.10a y II1.5.10b respectivamente. El
andlisis cualitativo de las trayectorias indica que los puntos (0,0), (k,,0) y
(0, kz) son inestables mientras que el punto (p,,, p,,) es asintéticamente
estable; sin embargo este punto queda nuevamente fuera de la regién permitida
para ias soluciones. Esto nos indica, como se muestra en la figura 11.5.10d, que
muestra algunas Orbitas en el espacio fase, que conforme # aumenta, la
probabilidad de eleccidn de la opcion 2 aumenta hasta salir de la regién factible,
mientras que la probabilidad de eleccidn de ta opcidn 1 desaparece.
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Figura IT.5.10a: Regiones en plano fase
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Figura IL.5.10b: Campo de direcciones
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En la figura I1.5.10c se muestran las curvas solucién para las pobabilidades de

eleccion de cada una de las opciones en esta situacién,
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Figura I1.5.10¢: Curvas solucion
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Figura I1.5.10d: Trayectorias c¢n plano fasc
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CASO 11.

Cuando a /b, =k, se encuentra un comportamiento similar al del caso
anterior. El dnico punto de equilibrio estable es el punto (0, k,) . Las graficas

correspondientes al analisis cualitaivo de este casc se muestran en las figuras
I1.5.11a, I1.5.11b, II.5.11cy IL.5.11d.

Figura IL.5.11a: Regiones en plano fase
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Figura I1.5.11b: Campo de¢ direcciones
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Figura I1.5.11d: Trayectorias ¢n plano fasc
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CASO 12.

En el caso en que los parametros de accesibilidad tienen signos diferentes puede

presentarse también alguna situacion en la que uno de los parametros de
interaccion sea negativo.

Supongamos que &,> 0, a, <0, b,<0y b, >0, con la restriccion de que
a,/ b, > k, . En esta situacién a/b, < 0 siempre, por lo que es imposible que la
restriccion se cumpla. Dadas estas condiciones, no hay regién factible para las

soluciones del modelo y esto implica una contradiccion debida al mal disefio de
los distractores.

CASO 13.
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Cuando los parametros del item son tales que 3,> 0, a, <0 b,<0yb, >0,
pero con la restriccion de que a, /b, < k, se tiene una situacion que se cumple
siempre, dado que a,/b,< 0y a3,> 0, a,/ b, < 0. En esta situacion, las
regiones permitidas para la solucion son las que se muestran en la figura
I1.5.13a. En la figura IL.5.13b se muestra el campo de direcciones
correspondiente. Las trayettorias en el espacio fase, que se muestran en la
figura I1.5.13¢, se dirigen hacia un punto de equilibrio, el punto (k,, 0). Las
curvas solucion pueden, en apariencia, mostrar una situacion normal y esperada
(figura 11.5.13d); sin embargo la probabilidad de eleccion de la segunda opcion
decrece muy rapidamente y pueden presentarse casos en los que parte de la
trayectoria salga de la regién permitida para la solucion, lo que nuevamente
indica un problema en el disefio de los distractores del item.

Figura I1.5.13a: Regiones en plano fase
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Figura I1.5.13b: Campo de direcciones
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Figura I1.5.13¢; Curvas solucion
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Figura I1.5.13d: Traycctorias en plano fasc
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CASO 14.

Si los parametros que se obtienen para el item son tales que a,> 0, a, < Q,
b,> 0yb, <0, con la restriccion a,/ b, >k, , las figuras correspondientes a las
regiones permitidas en este caso del modelo y a los campos de direcciones se
muestran en fas figuras I1.5.14a y I1.5.14b. En ellas puede observarse una
situacion mas compleja. Como se muestra en las figuras I11.5.14¢ y 11.5.14d, para
algunas condiciones iniciales la eleccion de la primera opcidn se ve reforzada
fuertemente por la accién del parametro de interaccion negativo; pero para la
mayoria de las posibles condiciones iniciales dentro del modelo, las curvas
solucion se salen de la region permitida. Nuevamente, este tipo de
comportamiento es un indicador de un problema de diseno de los distractores
del item.
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Figura I1.5.14a: Regiones en plano fase
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Figura I1.5.14¢: Curvas solucion
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Consideraciones que se desprenden del analisis cualitativo

El analisis cualitativo nos muestra que el modelo propuestc puede
descomponerse en tres familias: la primera para el caso en que todos los
parametros del sistema son positivos, otra para la cual uno de los parametros de
accesibilidad, que se ejemplificd con el parametro a,, es menor que cero y la

ultima para el caso en el que uno de los parametros de interaccidn b es negativo.

A lo largo de todo el analisis se encontré que independientemente del valor de
los parametros del sistema de ecuaciones diferenciales, los casos
correspondientes a la segunda familia del modelo presentan trayectorias que
convergen siempre a la solucion de equilibrio (£,0). La forma en la que esta

convergencia se da depende del valor de los parametros y de las condiciones
iniciales, pero el resuitado final es que conforme & crece, la opcidn que se elige

es la primera.

El caso de la primera familia del modelo, aguélla para la cual todos los
parametros del sistema son positivos, presenta un comportamiento mas versatil,
ya que, dependiendo de los valores de los parametros, pueden predecirse casos
en los que es posible obtener coexistencia de las probabilidades de eleccién de
cada una de las opciones planteadas para el item y casos en los que domina la
probabilidad de eleccion de una de las dos opciones.

En cuanto a la tercera familia del modelo, los casos posibles muestran
prevalencia de la opcidn favorecida. Lo interesante de los resultados que se
obtienen para los distintos casos de esta familia, y que es un aspecto que hace a
este modelo unico comparado con otros modelos de medida propuestos, radica
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en que el modelo proporciona una manera de determinar si las opciones de
respuesta para el item estan disefiadas de manera que funcionen como
distractores adecuados.

El analisis cualitativo es, como se ha mostrado hasta aqui, una herramienta
poderosa para la comprension del comportamiento de las soluciones al modelo,
pues permite predecir el comportamiento de las soluciones sin necesidad de
resolverlas explicitamente.

Dado que todos los casos que se han analizado aqui puede observarse que Ia
forma en la que las curvas se acercan o se alejan de los puntos de equilibrio
depende de los parametros especificos del modelo y de las condiciones iniciales,
el modelo que se ha desarrollado en este trabajo da cuenta de una gran
variedad de posibilidades para las formas de las curvas que caracterizan las
probabilidades de eleccidn de cada una de las opciones de los items y por ello, la
posibilidad de aplicacién del modelo para el analisis de los items de un test y

para el diagndstico se amplia considerablemente.

Las consideraciones que se han hecho hasta aqui acerca del modelo de medida
son uUnicamente de indole matematica. En la siguiente seccion se hace un
analisis de las familias del modelo y de los casos que se presentan en cada una
de ellas para distintos valores de los parametros, pero en términos del modelo de

medida que aqui nos interesa.
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Seccion I1.6 Interpretacion del Modelo en términos

de su aplicacion al disefio de items

El modelo de medida que se desarrolld en las secciones anteriores consiste de
una familia de submodelos que surgen de las distintas posibilidades de valores
que los pardmetros pueden tomar. Cada uno de estos submodelos permite
modelar situaciones diferentes.

El primer submodelo se presenta cuando ambos parametros de accesibilidad
a, y a, son positivos y corresponde al caso en que los items pueden medir

preferencias o actitudes. En este caso, en ausencia de interaccion entre las
posibles opciones de respuesta, la probabilidad de eleccion de cada una de ellas
crece al aumentard, hasta alcanzar el valor maximo que cada una de estas
probabilidades puede alcanzar. Se tiene ademas la restriccion de que para
cualquier valor de ¢ la suma de la probabilidad de eleccion de la opcidon 1 mas la
probabilidad de eleccidn de ia opcion 2 no debe exceder a uno y, por lo mismo,
la suma de los valores maximos de cada una de ellas tampoco excede a uno.

Cuando alguno de los parametros de accesibilidad es negativo, se tiene un
modelo diferente, adecuado para el disefio de items que pretenden medir
conocimiento, en el que, en ausencia de interaccion entre las opciones de
respuesta, la probabilidad de eleccion de una de ellas crece al aumentar &
mientras que la probabilidad de elegir la otra, aquella para la cual el parametro a
es negativo, decrece.

Si, por ultimo, alguno de los parametros de interaccion, b, 0 b,, es negativo, el
modelo, como se ha visto en Ia seccién anterior, implica el refuerzo a la
respuesta de una de las opciones del item, puesto que el término de interaccion
tendria signo positivo, en lugar de negativo y ello contribuiria a que la
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probabilidad de eleccidon correspondiente aumentara mas rapidamente y, por
ello, permite hacer una evaluacidn de los distractores, que supuestamente
debieran disminuir la probabilidad de eleccién de la otra posible opcién de
respuesta, y decidir si el disefio de los distractores es el adecuado.

E! primer submodelo permite representar items disefiados para medir actitudes,
preferencias o conocimientos. En el caso de items que intentan medir
conocimientos, las opciones de respuesta a este tipo de items presentan
estrategias diferentes de acercamiento a un problema en particular.

Con el fin de entender, en términos del disefio de items, las distintas situaciones
que pueden representarse con este modelo, podemos ejemplificar este
submodelo mediante un item dentro del ambito del conocimiento matematico
que puede resolverse mediante estrategias diferentes y mediante un item
destinado a medir preferencias. En el caso del item que mide conocimiento
matematico 1a eleccion de la estrategia depende, por una parte, del nivel de
competencia en la materia de! sujeto que responde y por otra del tipo de
problema presentado en el item. Por ello, independientemente de que el
conocimiento matematico aumente, existiran problemas para los que siempre
habra cierta probabilidad de eleccidn de cada una de las estrategias. Esto ocurre,
por ejemplo, en el caso de items que piden la eleccidn de la metodologia a seguir
en la solucion algebraica de una ecuacién cuadratica. Por otra parte, un ejemplo
de un item destinado a medir preferencias puede ser alguno de los que se
emplean con frecuencia en los tests vocacionales tal como preguntar qué tipo de
lectura se elige con mayor frecuencia.

A continuacion se analiza en términos educativos el significado de los diferentes
casos que surgen cuando los parametros toman distintos valores en este
submodelo. Supongamos que el item en cuestion presenta una ecuacién
algebraica cuadratica para la cual se pide elegir la estrategia de solucién y que
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las opciones de respuestas son: 1) estrategia de uso de férmula, 2) estrategia
de factorizacion, 3) sustitucion de valores.

Con el fin de que el seguimiento del modelo se haga con mayor claridad, se
discutiran los diferentes escenarios en el orden en que se presentaron en la
seccidn correspondiente al andlisis matematico.

Parametros de accesibilidad positivos

CASO 1.
Este caso, en el que a, /b, >k, ya, /b, >k, , puede ocurrir cuando la

accesibilidad de las distintas opciones es aproximadamente del mismo orden de
magnitud que los parametros de interaccidn, cuando la accesibilidad de las
opciones es pequefia (lo que implica que a, y a, son grandes) y la interaccion
correspondiente es pequefia, cuando las probabilidades maximas de eleccion son
pequefias, cuando las probabilidades de respuesta maxima son pequefias o
alguna combinacién de estas situaciones.

La eleccion de estrategia de solucion del item depende, como se ha mencionado,
por una parte, del nivel de competencia del sujeto en el manejo del algebra,
pero también del tipo de problema planteado. Independientemente de que la
competencia aumente, siempre existird cierta probabilidad de eleccion de cada
una de las estrategias, puesto que una mayor competencia implica mayor
flexibilidad en la eleccion de la estrategia a seguir frente a un problema dado, asi
que es posible que exista siempre una probabilidad diferente de cero de eleccion
para cada una de las estrategias.

Para valores pequefios de 9 se tiene una cierta probabilidad de eleccion de
estrategia. Conforme & aumenta las probabilidades cambian hasta que se
alcanza asintoticamente el punto de equilibrio. En él, independientemente del



CAPfTULO I
Pégina 186

valor de @ la posibilidad de eiegir cualquiera de las estrategias esta dada por los
valores de probabilidad de equilibrio. Las condiciones iniciales estan
determinadas por la naturaleza del problema a resolver. Las diferentes regiones
en el plano fase muestran cdmo, a medida que el conocimiento algebraico
avanza se alcanza cierta flexibilidad en el uso de las estrategias.

Un anadlisis de las distintas regiones del plano fase permite interpretar ios
resultados que el modelo produce. El tipo de curva que se obtiene de la solucién
del modelo depende de la region del plano fase en la que se encuentran las
condiciones iniciales. Recordemos que las condiciones iniciales juegan, en este
modelo, el papel de parametros. La informacion que las condiciones iniciales
proporcionan es interesante pues permite caracterizar el nivel de desarrolio de la
poblacién con la que se utiliza el item o el examen. Si las condiciones iniciales
son tales que el valor de la probabilidad de responder correctamente al item es
alto, se tiene un indicador de que los sujetos con los que se utiliza el item tienen
cierto nivel de avance en aquéllo que el item pretende medir. En cambio, si dicha
probabilidad es baja, se puede inferir que la muestra que responde el item es
débil en el rasgo a medir. Tomados conjuntamente una serie de items en un
test, los valores de las condiciones iniciales permiten localizar las areas que
requieren de mayor atencion y proveen nuevos elementos de diagndstico.

En el caso que aqui nos ocupa, el tipo de curva que se obtiene se presenta en la
figura I1.6.1a. Esta figura muestra que si las condiciones iniciales se encuentran
cerca del origen (region A de la figura 11.6.1a), ambas probabilidades aumentan
al crecer @ (Figura IL.6.1b). Si las condiciones iniciales se encuentran en la
misma regidn pero en puntos cercanos a (0, &, ) para valores pequeiios de 8 el
sujeto utiliza casi exclusivamente la estrategia 2 de solucidon al problema.
Conforme & aumenta, la probabilidad de usar la otra estrategia empieza a
crecer, aungue la probabilidad de eleccion de la segunda sigue siendo
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dominante. Llega un moménto, cuando la Orbita cruza la recta que une los
puntos (0, k,) vy (a,/b,, 0), en el que se empieza a favorecer el uso de la

estrategia 1, hasta que la situacion se estabiliza en el punto de equilibrio. La
misma situacion se da en el caso de que las condiciones iniciales se encuentren
cerca del punto (&, , 0) sdlo que en este caso la estrategia favorecida seria la 2

en lugar de la 1.

Figura I1.6.1a: Regiones en plano fase
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Figura 11.6.1b; Campo de direcciones
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Si las condiciones iniciales se encuentran dentro de la regidn permitida en la
regién D del plano fase que se muestra en la figura I1.6.1a, para valores
pequenos de @ se favorece la eleccion de la estrategia 2 y conforme 6 aumenta
la probabilidad de elegir la estrategia 2 disminuye y la de elegir la estrategia 1
aumenta hasta llegar al punto de equilibrio. La misma situacion ocurre para
condiciones iniciales en Ia region B de la misma figura aunque en este caso Ia
estrategia favorecida inicialmente es la primera (Figura 11.6.1b).

Si el estado inicial se encuentra dentro de la region C de la figura 11.6.123, la
probabilidad de eleccion de ambas estrategias disminuye conforme € aumenta,
para un cierto intervalo de ¢, como se muestra en la figura I1.6.1b. Esta
situacion puede interpretarse como la existencia de casos en los que al haber un
aumento en el conocimiento se dejan de usar las estrategias que se utilizaban
anteriormente de manera mecanica sin entender las razones de su uso; el
-aumento en el conocimiento lleva entonces al punto de equilibrio en el que la
eleccion se hace de manera razonada.
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Para un item consistente en la eleccidon de estrategia para resolver una ecuacion
cuadratica, este caso se presentaria cuando la ecuacion es factorizable, pero la
factorizacion no es facil de distinguir.

CASO 2,
Cuando a,/b, < k, v a,/ b, < k se tiene el caso de distractores cuya

accesibilidad es mas o menos grande y cCyo parametro de interaccién también
es grande.

En este caso es posible llegar a un punto de equilibrio como el que se analizd en
el caso anterior, pero esta situacion es altamente improbable e inestable (Figuras

I1.6.2a y 11.6.2b).

Figura I1.6.2a: Regiones en plano fase
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I1.6.2b: Campo de direcciones
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Para este tipo de problema, dependiendo del valor de las condiciones iniciales, al
aumentar el valor de @ la probabilidad de eleccién de una de las dos opciones
dominara y alcanzard su maximo permitido de probabilidad, mientras que la
probabilidad de elegir la otra opcidn se hace finalmente cero.

Si el estado inicial se encuentra en la regién A, de la figura III.6.2a, ambas
probabilidades aumentan conforme @ aumenta hasta que se alcanza un vaior
critico en el que empieza a predominar una de las dos estrategias (Figura
I1.6.2b).

En el caso del ejemplo de la ecuacion cuadratica esta situacidn puede ocurrir
cuando la ecuacion es factorizable, aunque la factorizacién no es muy simple.
Para valores de 8 pequenos la probabilidad de que los estudiantes utilicen la
factorizacion como estrategia es pequefia, pero para valores mavores de 6 esta

Lty =t ALY o

estrategia sera mas favorecida.
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CASO 3.

Si a /b >k, y a /b, <k, se presenta una situacién en la que la

accesibilidad de la opcidn 1 es pequefia y la interaccion causada por la otra
opcion es pequefia, mientras que ia accesibilidad de la opcion 2 es mayor y el
parametro de interaccion es grande, o cuando ambas accesibilidades son del
mismo orden y las interacciones también, pero estas Gltimas son grandes.

En este caso, independientemente de las condiciones iniciales, como puede
observarse en las figuras 11.6.3a y 11.6.3.b, el aumento en el valor de ¢ indica
que se han adquirido los elementos de conocimiento necesarios para elegir la
primera opcion que, probablemente, ofrece una estrategia mas eficiente. Es
interesante notar, sin embargo, que si el estado inicial se encuentra en la regién
A de la figura I1.6.3a conforme ¢ aumenta hay un intervalo de 6, en la figura
I1.6.3b para el que ambas probabilidades aumentan, hasta que se llega a un
punto en el que la probabilidad de elegir la sequnda opcidn empieza a decrecer
mientras que la probabilidad de elegir la primera sigue aumentando.
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Figura I1.6.3a: Regiones en plano fase
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En el ejemplo que se esta utilizando esto podria ocurrir para ecuaciones cuya
solucion involucra raices complejas, pero cuya factorizacidon parece ser muy
simple si se comete el error comUn de utilizar signos equivocados.
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CASO 4.

Para el caso en el que a, /b, < k, Y a , [by> k se tiene una situacién
analoga a la del caso anterior en la que unicamente hay que intercambiar las
condiciones para las opciones. En este caso, la probabilidad de elegir la
segunda opcidn es la que predomina, pero el comportamiento es analogo al que
se discutio en el caso anterior, como se muestra en las figuras 11.6.4a y 11.6.4b,

Figura I1.6.4a: Regiones ¢n plano fase
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Figura I1.6.4b: Campo de direcciones
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El item que puede ilustrar este caso es aquél gue presenta una ecuacion
cuadratica cuya factorizacion es muy simple. Para valores pequefios de @
predominara Ia eleccion del uso de la formula como estrategia de solucion, pero

para valores grandes de & la estrategia de factorizacién sera dominante.

CASO 5.

Cuando a /b, =k, ¥ a8 /b, =k el espacioc fase queda dividido en
exactamente dos regiones, como se muestra en la figura I1.6.5a. Si las
condiciones iniciales se encuentran dentro de la region A, conforme aumenta 8
las probabilidades de elegir la opcion 1 y de elegir la opcion 2 aumentarian hasta
alcanzar un punto de equilibrio que se muestra en la figura 11.6.5b.
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Figura I1.6.5a: Regiones ¢n plano fase

1o

0.6
p2 | C
04}
— —

g

. , —
0D 01 02 0.31 0.4 0.5 0.6

Figura I1.6.5b: Campo de direcciones

L TXL LT X XRN
AARRAKRRAR SRR R R
RARARKKKRR AR AR AR
RAKK R AKRKRARARAR AR

KA RARGKARA AR

ARRAAKRKAR AL A ARt

X
A
A
A

A R R R B Sinfatutufwivinfafadods
R K KR KAt foufofafadods
R K AR AR R AR At fafviviofofs
K A KK KKK AAR Rt

L LT CTRRTE A

!

Si el estado inicial se encuentra dentro de la regién B de la figura
1I.6.5a, en cambio, ambas probabilidades decreceran hasta alcanzar una
situacion de equilibrioc (Figura 11.6.5b) y lo que aumenta es la
probabilidad de elegir una tercera opcién o de no responder en caso de
que no haya una tercera opcion disponible.



CAPITULO 11
Pégina 196

disponible. A diferencia del caso 1, en este caso existen muchos puntos de
equilibrio, cudl de ellos se alcanza cuando 6— « depende de la naturaleza del
problema planteado.

Esta situacion se puede presentar cuando los indices de accesibilidad de las
opciones son similares y los parametros de interaccion son pequefios.

En el gjemplo que se esta considerando esto sucederia cuando la ecuacion
cuadratica puede factorizarse pero esta factorizacion es complicada.

Un pardmetro de accesibilidad negativo

Para la segunda familia del modelo, aquéila que se presenta cuando el parametro

a, es negativo, la situacidn que se presenta es totalmente diferente. En

ausencia de interaccion las curvas correspondientes a las opciones de eleccion
del item tienen forma logistica, pero una de ellas crece y la otra decrece al
aumentar el valor de 1a variable independiente.

Esta situacion, en el ambito de lo educativo, corresponde a un tipo de items en el
que al aumentar el valor de la variable independiente, la probabilidad de dar una
respuesta, que puede considerarse incorrecta va desapareciendo. Si el item en
cuestion esta disefiado para medir conocimiento, por ejemplo, la opcion cuya
logistica crece representa la respuesta correcta y la opcion que decrece
representa una respuesta incorrecta, pero muy probable, cuando no se tiene el

conocimiento suficiente.

En estas condiciones, el analisis de los distintos casos que se presentan al
cambiar los valores de los parametros, muestra que cuando 8— «, prevalecera
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siempre la opcion correcta; es decir, todas las trayectorias tienden al punto de
equilibrio (&, , 0) y, ademas, se esperaria que k, tomara el valor de 1.

El andlisis de los casos 6, 7 y 8 muestra un comportamiento simitar, pero es
interesante notar que en los casos 6 y 7 se tiene una region factible de solucion
al problema en la que, para valores de @ dentro de un intervalo edpecifico,
ambas probabilidades de eleccién de opciones disminuyen.

CASO 6

El caso en el que & , /b, > k, puede ocurrir cuando la opcién correcta es muy
accesible independientemente de la competencia de la otra opcién, cuando las
opciones de respuesta son medianamente accesibles para el sujeto o cuando la
opcion correcta es poco accesible pero la interaccion no juega un papel
importante.

En este caso el punto (&, ,0) es asintdticamente estable, es decir, la probabilidad

de eleccion de la opcién correcta aumenta hasta llegar a su maximo valor,
mientras que la probabilidad de eleccion de la opcion incorrecta tiende a cero.

Las condiciones iniciales dependen de la naturaleza del problema a resolver.

Las diferentes regiones del espacio fase que se muestran en la figura I1.6.6a,
determinan la naturaleza de la curva que caracteriza a cada opcién. Un analisis
de estas distintas regiones muestra que, si las condiciones iniciales se encuentran
en la region A, la probabilidad de eleccion de la opcion correcta crece
monotonicamente hasta llegar a su valor maximo 4, mientras que la
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probabilidad de eleccion de la opcidon correcta crece monotonicamente
hasta llegar a su valor maximo k, mientras que la probabilidad de
eleccion de la opcién incorrecta decrece monotonicamente hacia cero
(Figura 11.6.6b).

Figura I1.6.62: Regiones ¢n plano fase
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Cuando las condiciones iniciales se encuentran en la regién B del espacio fase
que se muestra en la figura I1.6.6a, se tiene que para un intervalo de valores de
g, tanto la probabilidad de eleccién de la opcién correcta cuanto la probabilidad
de eleccién de la opcidn incorrecta decrecen; en ese intervalo de valores de 6,
crece la probabilidad de eleccién de la tercera opcidn o, en su caso, de no
responder. Esto puede ocurrir, probablemente porque la incertidumbre producida
por las alternativas produce en el alumno que responde un estado de estupor; se
puede identificar, ademas un punto en la que la duda del alumno es maxima.

Posteriormente la probabilidad de eleccion de la opcion correcta vuelve a crecer

hasta alcanzar su valor maximo &, , mientras que la probabilidad de eleccién de

la opcion incorrecta sigue decreciendo (Figura 11.6.6b).

El decrecimiento de la probabilidad de eleccion de la opcién correcta cuando
aumenta 6 puede indicar que los sujetos para los que el valor de & se encuentra
en ese intervalo, dudan o estan confundidos y optan, ya sea por la eleccién de
otra opcion o por no responder. Desde el punto de vista cognitivo este intervalo
de valores de @ puede asociarse a una etapa de transicion entre niveles
diferentes de conocimiento en la adquisicién de nuevos conocimientos y a una
etapa de desequilibrio cognitivo.

Este caso puede ejemplificarse mediante un item en el que se pide la solucion a
un problema algebraico simple, en el que la respuesta correcta puede
identificarse rapidamente por prueba y error aun cuando los distractores estén
bien disefiados. Otro ejemplo seria un item en el que todas las opciones que se

presentan son consideradas dificiles por el sujeto gue responde.
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CASO 7

Los items que corresponden a este caso son aquellos para los cuales
a, /b, < k, que corresponden a items en los que la opcidn correcta es accesible
y por ello a interaccidn es pequefia, cuando la opcidn correcta es medianamente
accesible y cuando la interaccion entre Ias opciones es mediana y en el caso en
el que fa opcién correcta es poco accesible y la interaccidn grande.

Las curvas correspondientes a la probabilidad de eleccién de las diversas
opciones en el espacic fase se comportan, como se muestra en las figuras 11.6.7a
y I1.7.b, de una manera similar a las curvas que aparecen en el caso 6, pero en
el caso de aquellos items que cumplen con las caracteristicas mencionadas para
este caso, la situacion en la que ambas probabilidades de eleccion para las dos
opciones disminuyen para un cierto intervalo de valores de 8 puede presentarse
con mayor frecuencia, pues en este caso la region factible del espacio fase es
mayor que en el caso 6. En esas condiciones, hay una mayor posibilidad de que
exista un intervalo de valores de & en el que la probabilidad de eleccidn de las
alternativas 1 y 2 decrece y, en cambio, crece la probabilidad de eleccion de la
tercera opcion o, en su caso, de no responder. Esto puede ocurrir, como ya se
menciond debido a la incertidumbre producida por las alternativas que induce en
el alumno que responde un estado de estupor. En este caso también se puede
identificar un punto en el que la duda del alumno es maxima.
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Este caso puede ilustrarse por ejemplo, con un item en el que se pide encontrar

la ordenada al origen de una linea recta y en el distractor se incluye como

respuesta la abscisa por la que la recta cruza al eje horizontal. En este caso la
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opcion correcta es medianamente accesible, pero el distractor juega un papel
importante.

CASO 8

Este caso se presenta cuando a, /b, = k, . El comportamiento de las curvas

correspondientes a este caso es similar al de los casos 6 y 7 que se han discutido
con anterioridad y se muestra en [as figuras 11.6.8a y 11.6.8b.

Figura I1.6.8a: Regiones en plano fase
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Figura I1.6.8b: Campo de direcciones
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Los items que corresponden a este caso son aquellos para los cuales la
atractividad de la primera opcidn es exactamente igual al maximo de
probabilidad de eleccion de la segunda opcion.

Un parametro de interaccion negativo

Por ultimo, y como ya se ha mencionado, la familia que se obtiene cuando
alguno de los parametros de interaccion es negativo tiene un valor importante en
el disefio de los items, mas que en cuanto al diagnostico o la clasificacion en
términos educativos.

Los resultados que se obtienen indican la prevalencia de la opcién de respuesta
que se esta reforzando a través del disefio, como era de esperarse; el equilibrio
en un punto fuera de la region de permitida o las curvas solucion salen de la
regidon permitida sin alcanzar un equilibrio. En términos del modelo, esta familia
se presenta unicamente en aquellos casos en los que los distractores no se han
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formulado correctamente y por ello es util sobre todo en la etapa de validacion

de los items.

Posibilidades de Diagndstico del modelo.

El analisis cualitativo de las soluciones al modelo que se presenta en este capitulo
muestra comportamientos interesantes de las trayectorias de solucion que, al
interpretarse desde una perspectiva educativa y con ayuda de un marco
conceptual cognitivo, permiten detectar las zonas del espacio fase en el que hay
cambios de comportamiento de la trayectoria y localizar el intervalo de valores de
8 en los que esto sucede. Una vez que se cuenta con esta informacién es posible
disefiar items con las caracteristicas deseables acordes a lo que se quiere medir.

Cuando el comportamiento de las curvas que describen la probabilidad de
eleccion de una opcion de respuesta a un item se analiza a la luz de una teoria
cognitiva, es posible localizar los intervalos de la variable independiente 4 para
los cuales se las curvas tienen formas interesantes o diferentes. De esta manera
se obtiene como resultado una subdivision de los valores de la variable
independiente en regiones para las cuales el comportamiento de los sujetos es
diferente y esta informacion puede usarse con fines de diagndstico o de
clasificacion.
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Seccion II.7 Estimacion de los Parametros

Una vez desarrollado el modelo se presenta el problema de la estimacion de los
parametros que involucra. L3 cuestion a tratar es la forma de encontrar los
valores de las constantes y los valores de la variable independiente que aparecen
en el modelo a partir de las mediciones hechas con sujetos. Surgen en este
punto algunas dificultades. Por una parte es necesario saber si los datos
contienen la informacion que se estd buscando; es decir si los pardmetros estan
determinados en forma Unica por la funcion que describe al modelo. Por otra
parte los términos no lineales incluidos en el modelo y su naturaleza dinamica
hacen que los procedimientos de estimacion se compliquen. Finalmente, el valor
de la variable independiente ¢ que describe a cada sujeto no se conoce y debe
estimarse, también, a partir de los datos obtenidos de la aplicacion de los items

a una muestra representativa de sujetos.

El modelo desarrollado en este trabajo es un ejemplo de un problema inverso
puesto que involucra la identificacidon de & parametros a partir de observaciones
acerca de la forma en la que el sistema evoluciona. Como es sabido, la mayor
parte de los problemas inversos no satisfacen los postulados de Hadamard
acerca de los problemas bien planteados: i) Pueden no tener una solucién en un
sentido estricto; i) las soluciones pueden no ser Unicas o depender de forma no
continua de los datos. Este tipo de problemas ¢onocidos como “problemas mal
planteados”, involucran severas dificultades numéricas y requieren del uso de
métodos de regularizacién para su solucidn. Entre los efectos que los problemas
mal planteados pueden tener estan las amplificaciones de errores de alta
frecuencia, la restauracion de la estabilidad por el uso de informacion a priori, la
propagacion del error y la pérdida de informacion. Todos estos problemas se
tienen que tomar en cuenta cuando se resuelve un problema inverso cuya

solucion conduce a un problema mal planteado. Sin embargo, en una situacion
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concreta es siempre posible imponer algunas condiciones que hacen posible la
regularizacion del problema y que permiten evitar las dificultades antes

mencionadas.

Si bien no existe una teoria razonablemente unificada que permita el tratamiento
de los problemas inversos no lineales mal planteados, existen métodos y
algoritmos adecuados a la situacidn particular con lfa que el investigador se
enfrenta.

En el problema especifico que se plantea en este trabajo, el modelo que nos
concierne puede dividirse en dos partes: una parte lineal y una parte no lineal.
En casos como este se puede intentar la estimacion de los parametros en dos
fases: En Ja primera se toma unicamnte la parte lineal de problema, que se
corresponde, como se ha demostrado anteriormente, con un modelo de la teoria
de respuesta a los items de dos parametros, y en 13 segunda se incorpora la
parte no lineal y se recurre a los métodos que se han desarrollado para trabajar

con problemas inversos.

Estas dos fases pueden iterarse hasta encontrar la solucion éptima en términos
de los datos obtenidos de la aplicacion de un test a una muestra

convenientemente grande de sujetos.

Estimacion de Ia parte lineal del modelo

En la primera fase del procedimiento el problema basico es la estimacion de los
parametros de accesibilidad de los items a partir de los parametros de dificultad
y de discriminacion obtenidos del modelo logistico de dos parametros y la
estimacion de la habilidad de los sujetos de la muestra bajo este mismo modelo.
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En los modelos de la teoria de respuesta a los items, la estimacion de los
parametros se hace siguiendo el criterio de que los parametros seleccionados
sean tales que maximicen la probabilidad de que ocurran los datos que se han
obtenido en la aplicacidn a la muestra. El método que se emplea mas a menudo
es el “método de maxima verosimilitud”. La estimacion se va haciendo, en la
mayor parte de los casos, por aproximaciones sucesivas mediante iteraciones
hasta obtener los valores para los parametros que se consideren satisfactorios en

términos del criterio de minimizacién de error elegido.

El procedimiento seguido tradicionalmente para identificar los parametros y la
habilidad en esta primera fase involucra nuevamente la necesidad de partir el
procedimiento en dos partes que se iteran hasta obtener resultados
satisfactorios. En la primera parte, se suponen conocidos los valores de los
parametros del item y se estima la habilidad. En la segunda se mantienen
constantes las habilidades de los sujetos y se estiman los parametros de los

items.

Puesto que se conoce la forma logistica de la curva caracteristica del item y ésta
proporciona la probabilidad de que los sujetos con determinado valor en &
acierten el item. La respuesta a un item para un determinado nivel de @ es una
prueba de Bernouili, por lo que, si u, es la variable que indica la respuesta al
item y esta puede tomar los valores 1 6 0 dependiendo de si el sujeto acierta o

no en su respuesta al item, entonces se tiene que:

Plu; [6) = Plu, =1/6)* Plu, =0/6)"~* = P, *(1 - P, ™) = p.ugQ, (=),

en la que
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Si un examinado con habilidad @ responde a n items, la probabilidad conjunta de
las respuestas u,, para / desde 1 hasta n, y se cumple el supuesto de
independencia local, las respuestas a los 7 items son independientes de manera
que:

P(Ui /’::1,2,...,[7/9) Hi (pl (6))”' (Ql (9))(1-1!;.)
que es la probabilidad conjunta de respuestas a los 7 items.

Cuando las respuestas se observan, la expresion anterior deja de ser una
afirmacion acerca de la probabilidad y se convierte en una funcién conocida

como la funcién de verosimilitud denotada por

L g, 10) = 1T, (P, ()" (Q, (6))™

En esta funcidn los valores de Py de Q estan dados por el modelo logistico de
dos parametros.

Utilizando !a funcion de verosimilitud como una funcién de criterio. El valor de 6
que maximiza esta funcién puede tomarse como un estimador del valor de 4, el

que mejor ajusta dados los datos de la muestra.

La estimacion se lleva a cabo en dos pasos: primero se suponen valores para los
parametros del modelo y se estiman las puntuaciones de los sujetos mediante la
maximizacion de la funcion [ para cada valor de 6, en el cual se hacen
estimaciones sucesivas de @ por el método de Newton - Raphson, hasta que se
logra la convergencia deseada, es decir que el valor obtenido en una iteracion no
difiera significativamente del obtenido en la iteracién anterior. (Andersen, 1973;
Lord, 1975 y 1980; Haberman, 1979; Swaminathan y Gifford, 1983).
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Dado que este método de estimacién de parametros es utilizado frecuentemente,
existen varios paquetes computacionales que permiten llevar a cabo la

estimacion.

En el caso del modelo que nos concierne, la estimacién de los parametros se
debe hacer para cada una de las opciones del item. Los pardmetros de
accesibilidad, que se obtienen a partir de los parametros de dificultad y de
discrtiminacion de un modelo logistico de dos parametros, pueden tomar, a
diferencia de éste, valores positivos o negativos. Por otra parte, el valor maximo
de la probabilidad de eleccién de cada opcidn no es necesariamente uno. Los
programas convencionales permiten (nicamente la estimacion de pardmetros
positivos y toman como valor maximo de la probabilidad de eleccién uno, por lo
que, para que dichos programas sean aplicables a este modelo en particular,
seria necesario hacerles algunos cambios.

Una vez estimados los parametros de “discriminacion” y de “dificultad” de las
opciones se puede utilizar la definicién del parametro de accesibilidad para
calcularlo. En el caso del parametro de maxima probabilidad de eleccién de las
opciones, k, es posible introducir algun criterio con el cual se fijen sus valores.
Este criterio puede determinarse a partir de datos provenientes de la aplicacién
de los items a poblaciones especificas de sujetos expertos y novatos.

Estimacion de la parte no lineal
La siguiente etapa en la estimacion de los parametros del modelo consiste en la
introduccion del modelo dinamico que contiene los parametros de interaccidon, es

decir, en la introduccion de la parte no lineal del problema.

El ajuste de los parametros de esta parte se hace utilizando el modelo dindmico

de eleccion de respuesta a las opciones del item en el que los pardmetros de
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en estas situaciones deben ser capaces de resoiver la situacion de una manera
estable usando una cantidad razonable de recursos computacionales. Una familia
de métodos de optimizacion que han probado ser exitosos para la solucién de
problemas del tipo del que interesa aqui son los métodos quasi-Newton (Burden
y Faires, 1985) y los llamados métodos de Newton truncado y técnicas de
gradiente conjugado para lograr una convergencia mas rapida hacia la solucién
del problema y para ahorrar en términos de costo de computo (Engl, 1994; Zhu,
Byrd, Lu y Nocedal, 1994; Dembo y Steinway, 1983; Gomez y Morales, 1997).

Estos métodos retienen la mayor parte de las propiedades de convergencia
rapida del método original de Newton y contienen recursos para afrontar los
problemas de estabilizacion cuando se manejan en conjunto con métodos de
gradiente conjugado.

El procedimiento que se sigue cuando se utilizan estos métodos es el siguiente:
Dado un punto en el espacio de parametros, se calcula I3 solucidén al modelo
dinamico y con ella la funcion objetivo £ regularizada. Con la técnica de
gradiente conjugado se busca cudl es la direccion en la que se obtiene un mayor
descenso de la funcion F. Se calculan los valores de los parametros en un punto
cercano al anterior, moviéndose en la direccion seleccionada y nuevamente se
resuelve el modelo y se calcula F. Este procedimiento se repite hasta liegar al
valor de convergencia deseado.

La estimacion de los parametros del modelo que se desarrolid en este trabajo
puede ilevarse a cabo utilizando los procedimientos aqui mencionados e iterando
tantas veces como sea necesario entre la fase de estimacion de la parte lineal del
modelo y la estimacion de la parte no lineal del modelo, hasta lograr la
convergencia deseada en la funcién F.
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En el siguiente capitulo se presentara la aplicacién de un procedimiento de esta
naturaleza para la estimacion de fos parametros en una situacidn particular. Se
utiliza el modelo para analizar los resultados obtenidos de la aplicacion de un
cuestionario que pretende medir los conocimientos de ios sujetos respecto al
concepto de variable en el dlgebra elemental y se demuestra asi la viabilidad del
modelo.

Con el fin de poner a prueba el modelo en esa situacion particular, se hara en
primer lugar la descripcidon de una teoria cognitiva que sustenta el disefio del
cuestionario y el analisis del mismo en términos de la teoria. Finalmente se
analizaran los datos obtenidos de la aplicacion del modelo en términos de los
parametros obtenidos para cada uno de los items del test. ¢
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ara ser consistentes con una vision del aprendizaje como un proceso
P activo de construccion de conocimientos, los tests requieren centrarse en
conceptos clave en un area particular del mismo y tomar en consideracion la
variedad de tipos y niveles de comprension que los estudiantes pueden tener de
esos conceptos. En la evaluacidon de la informacién que se obtiene _de la
aplicacién de estos tests no basta con el conocimiento del numero de respuestas
correctas e incorrectas de cada alumno, ya que a partir de esa informacion no es
facil inferir los niveles de conocimiento de los alumnos, ni obtener datos que

permitan establecer un diagnéstico.

En los tests tradicionales referidos a los conocimientos de matematicas, esta
implicita una vision del estudiante como un sujeto pasivo que absorbe el
conocimiento que se le comunica. Muchos de estos tests requieren poco mas que
la habilidad de recordar formulas y de hacer las sustituciones adecuadas para
llegar a una respuesta correcta. En este tipo de tests el diagndstico se vuelve
simplemente un asunto de identificacion de los espacios en los que los
estudiantes han sido incapaces de obtener la respuesta correcta, infiriéndose que
es en ellos donde hace falta conocimiento y donde se requiere una ensefianza

remedial de la cual no puede especificarse mucho mas.

Abramovitz y Ramsay (1992) mostraron que en muchas ocasiones la respuesta a
los items es mas compleja de los que suele esperarse. Mediante técnicas de
analisis categdrico y modelos de spline, encontraron que la mayor parte de los
examinados responden equivocadamente items faciles y que, en muchos casos,
el tratamiento de los items como binarios hace que se pierda informacion

interesante y Gtil contenida en la eleccion de las opciones alternativas.

En las ultimas décadas, por otra parte, se ha avanzado notablemente en la
comprension de la forma en la que los estudiantes aprenden. En particular hay

mayor consciencia de la naturaleza activa y constructiva de la adquisicién del
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conocimiento y de la importancia de las concepciones previas de los sujetos, asi
como de las representaciones personales del conocimiento en las distintas areas
tematicas. En los modelos constructivistas del aprendizaje, la diferencia entre un
sujeto menos avanzado y otro mas avanzado no radica en la diferencia de
conocimiento factual, ni entre lo que cada uno puede recordar en un momento
dado (aunque éste sigue siendo un aspecto importante de un desempefio
competente), sino en la diferencia en el tipo de concepciones, relaciones y
comprension que los estudiantes muestran cuando enfrentan un problema y en
las estrategias que usan para resolverlo.

El desempeio de los estudiantes novatos puede entenderse en términos de los
modelos inapropiados o ineficientes que han construido. Sin embargo, las
concepciones inadecuadas de los estudiantes pueden pasar desapercibidas si las
respuestas correctas a un test dependen Unicamente del conocimiento superficial
de leyes, formulas y algoritmos de manipulacion.

Los puntos de vista constructivistas consideran que, sin importar qué tan
avanzado esta un estudiante, tiene cierto conocimiento o comprension de los
temas en cuestion; informacidn de la cual echa mano ante un problema
especifico. Mas que ser incorrectas, las respuestas pueden mostrar una
comprension parcial de la materia que se usa consistentemente en la solucion de
problemas.

Una implicacion de estas teorias en la evaluacion y diagndstico del aprendizaje de
los alumnos es que los modelos cognitivos de los estudiantes deben tomarse en
consideracion en el disefio de las pruebas y en al anadlisis de los resultados
obtenidos de la aplicacion de las mismas. En un gran nimero de areas el nivel de
desempeiic se define y se mide mejor en términos de los niveles de
comprension de los conceptos clave que poseen los alumnos, mas que en
términos de los hechos y los procedimientos que ellos pueden recordar.
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En el modelo que nos interesa aplicar en el presente trabajo, se intenta
interpretar los resultados de la aplicacion de los tests en términos de un modelo
matematico que incluye pardmetros que pueden asociarse a elementos
especificos de una teoria de aprendizaje. A partir de esos datos es posible hacer
inferencias acerca del nivele de aprendizaje en el que los estudiantes se
encuentran en relacion con conceptos clave en un area particular del

conocimiento.

El modelo planteado en el capitulo anterior extiende los modelos de medida
logisticos, que son los que se emplean mas frecuentemente y abre la posibilidad
de incorporar aspectos cognitivos de las distintas areas del conocimiento. En este
capitulo, se presenta una teoria cognitiva que, utilizada en conjunto con el
modelo propuesto en el capitulo anterior, puede ayudar a lograr un mejor
diagndstico del nivel de comprension de los estudiantes de un concepto a partir
de sus respuestas a items especificos. La aplicacion que se hace en el caso del
presente trabajo se enmarca dentro del campo del aprendizaje de las
matematicas. En particular se hace la aplicacion utilizando items relacionados con
el aprendizaje del concepto de variable en el algebra elemental.

La conjuncion del modelo de medida con la teoria cognitiva debe comenzar
haciendo una enumeracién explicita de los procesos mediante los cuales los
sujetos eligen diferentes alternativas de respuesta al item y de la forma en la que
estos procesos se relacionan con los parametros de los items. Por esta razon el
presente capitulo se inicia con una revision de un modelo de diagndstico basado
en la teoria de Piaget, que sirve como base de un marco tedrico mas explicito
referido al aprendizaje de los conceptos matematicos.
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Se presentara a continuacién una discusion acerca de los problemas principales
que los estudiantes manifiestan cuando se enfrentan al concepto de variable y
algunos resultados relevantes de la literatura en didactica respecto a dicho
concepto, para dar paso a la presentacion de un conjunto de preguntas que

conforman un cuestionario de diagndstico.

Posteriormente, se ejemplificara la aplicacion del modelo mediante el analisis de
dichos items, identificando los resultados con los diversos casos del modelo
presentados en la seccidn IL.5 y se justificard la relacion entre los procesos
cognitivos de los sujetos que responden al item y los parametros del modelo en
términos del marco tedrico. De esta manera es posible dar sentido a las
respuestas de los estudiantes en términos de los procesos cognitivos
involucrados y hacer del test una herramienta mas efectiva de diagndstico.

Seccion III.1 Diagndstico: una perspectiva tedrica

En el marco general de la teoria educativa, el diagndstico pretende conocer a la
persona o grupo, aclarar sus distintos atributos y formular indicadores de su
comportamiento ante las distintas situaciones que enfrenta. Este conocimiento
se toma como punto de partida en el disefio de estrategias para ayudar a la
persona o grupo a avanzar.

Suele definirse el diagnostico tomando en consideracion el estado del

conocimiento de un sujeto en un momento dado de un proceso de instruccion
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para tomar decisiones. Este tipo de definicion es estdtica y no toma en
consideracién que el aprendizaje esta en constante evolucion. Una definicién mas
dindmica del diagndstico incluye la naturaleza cambiante de los procesos de
adquisicion de conocimiento y los considera como procesos en los que la
valoracion pretende tomar en cuenta la interaccion entre las variable mas
importantes. Una posible definicion de diagndstico es la siguiente: "El diagndstico
es un proceso técnico de identificacion y valoracion de las variables mas
relevantes y especificas que inciden en un alumno, grupo o situacion escolar,
para comprender y explicar su interaccién, garantizando una adecuada
intervencion o toma de decisiones". (Garcia Nieto, 1987, 1994). Esta definicion
parte de la concepcion del diagnostico como un proceso de naturaleza dindmica
y cientifica, contra la vision del diagnédstico como una intervencion incidental en
un problema educativo.

El conocimiento que provee el diagndstico se alcanza por una parte mediante la
acumulacion de datos, y por otra, por los medios que permiten el acopio de tales
datos (Garcia Lozano, 1966 en Martinez, 1990). Esto implica que para poderlo
llevar a cabo es importante delimitar las caracteristicas del objeto de estudio para
determinar con claridad las distintas posibilidades de acciones diagndsticas
(Garcia Lozano, 1966 en Martinez, A. 1990). Asi, el proceso diagndstico puede
considerarse como el conjunto sistematico de indagaciones para conocer un
hecho educativo con el fin de proponer sugerencias.

Aceptada la definicion de Garcia Nieto del diagndstico como un proceso técnico
de identificacién y valoracidn de las variables mds relevantes y especificas que
inciden en una situacidn escolar, para comprender y explicar su interaccion
garantizando una adecuada intervencion o toma de decisiones, nos interesa

situar esta definicion en el contexto del problema del aprendizaje de las
matematicas.
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Un problema conocido, que es preocupacién a nivel mundial, es la dificultad de
los estudiantes para lograr un aprendizaje sdlido y significativo de las
matematicas. Debido a la naturaleza propia de esta disciplina, conforme se
avanza, el conocimiento de los nuevos conceptos requiere de un manejo
adecuado de las técnicas y conceptos anteriores a ellos; esto hace que pocas
personas lleguen siquiera a intentar el acercamiento a las matematicas de nivel

superior.

El disefio de instrumentos y de marcos adecuados de analisis para el diagndstico
del aprendizaje de los conceptos matematicos es indispensable para recabar la
mayor cantidad de informacion posible acerca del tipo de imagen que los
alumnos tienen de los conceptos de una disciplina dada y para orientar las
decisiones de los pasos a seguir para que continuen avanzando en su nivel de

comprension o para corregir sus posibles errores.

Un diagnodstico de la naturaleza que se propone en la definicion anterior requiere
de la aclaracién de las variables mas relevantes de dicho aprendizaje. Esta
delimitacion de variables depende del marco tedrico elegido como referencia para
el desarrollo del modelo que sustenta el andlisis diagnostico. Distintas teorias
acerca del aprendizaje conducen a modelos de diagndstico con diferentes

variables,

En particular la teoria de Piaget sobre la construccién del conocimiento
proporciona, como se vera mas adelante, elementos que permiten reconocer las
variables que interaccionan de manera mas prominente en el ambito de las
matematicas. L.a epistemologia piagetiana centra la atencion en los procesos y
en los mecanismos generales de la produccion del conocimiento por parte del
individuo.  Estos son aplicables al aprendizaje de las matematicas y por ello
pensamos que esta epistemologia aunada a una aplicacion pertinente y concreta
al aprendizaje de las matematicas, brinda los elementos requeridos para
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desarrollar un marco tedrico Util para la evaluacién y el diagndstico del
aprendizaje de las matematicas. Un marco tedrico de esta naturaleza debe
permitir el disefio de formas de analisis y de intervencion orientadas a hacer este

aprendizaje mas eficaz.

La epistemologia de Piaget, ha tenido un fuerte impacto en la psicologia y en la
investigacién sobre ensefianza de las ciencias y de las matematicas. Los
acercamientos constructivistas derivados de esta epistemologia se han convertido
en un paradigma dominante que sustenta los marcos tedricos de numerosas
investigaciones en ensefianza de las matematicas a todos los niveles, ya que
proporcionan elementos claros, manejables y sustentados empiricamente, que
permiten explicar muchos de los fendmenos y de los problemas que se presentan

en las situaciones de aprendizaje.

La obra de Piaget es muy abundante y de dificil lectura, pero la profundizacién
en ella proporciona un gran numero de elementos que permiten al investigador
educativo explorar desde diversas perspectivas las situaciones de ensefianza y de
aprendizaje: desde la comprension y explicacion de los obstaculos
epistemoldgicos y cognitivos de los alumnos, hasta la contextualizacién y la
solucidon de problemas complejos. Los modelos constructivistas intentan
comprender la naturaleza del aprendizaje de los conceptos y de su tematizacion
en estructuras conceptuales a través de la idea de que el conocimiento no se
adquiere en forma lineal por la acumulacion de informacion. El conocimiento
crece de manera compleja, mediante reestructuraciones que producen etapas
bien diferenciadas en las que el papel de las acciones del sujeto sobre los objetos
de conocimiento y de la abstraccion son preponderantes.

La posibilidad de reconocer estas etapas o estadios en la construccion de
conceptos determinados, asi como de las condiciones y mecanismos que pueden

hacer posible el paso de uno a otro, mediante la reorganizacion de las
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estructuras mentales, se ha convertido en un reto para los investigadores en
educacién. Esta referencia a la existencia de las estadios identificables le ha
brindado a las ciencias de la educacién un marco teérico que permite el
desarrollo de métodos y de instrumentos de estudio.

En el caso particular del diagndstico, la idea de estadios en la construccion del
conocimiento permite el disefo de instrumentos. Estos instrumentos no son
faciles de disefiar pues deben construirse de tal manera que permitan la
exploracién de la forma como la persona afronta una situacion problematica
desde diferentes perspectivas, de tal manera que puedan dilucidarse con mayor
claridad los componentes esenciales de su acercamiento.  Sin embargo, el
disefic de este tipo de instrumentos es prometedor en un gran namero de
campos del conocimiento.

Consideraremos a continuacion los elementos primordiales de la teoria de Piaget
de la que se tomaran los elementos que se considera pertinentes en el
diagndstico del aprendizaje de las matematicas.

Elementos bdsicos de Ia teoria de Piaget

La evolucion del conocimiento

La teoria de Piaget sobre el desarrollo del pensamiento parte de ia suposicion de
que, contrariamente a las hipdtesis del empirismo, el sujeto no observa
pasivamente la realidad que le rodea haciendo una copia mental de ella en la que
se destacan sus caracteristicas principales, sino mas bien 1a mente interpreta y
construye activamente, de manera dialéctica en la interaccion del sujeto con el
objeto de conocimiento, una representacion de la realidad que se inicia con la
organizacion actual de su conocimiento. El sujeto transforma su representacion
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de la realidad de acuerdo a la forma como se organiza el conocimiento para
poder aceptarla. Este proceso de transformacién tiene dos caracteristicas: la
resistencia al cambio y la necesidad del mismo. Uno lleva a ia estabilidad del
conocimiento y el otro a su crecimiento. Ambos procesos pueden operar
simultaneamente (Labinowitz, 1987).

£l desarrollo del conocimiento se lleva a cabo mediante dos procesos
adaptativos: asimilacién y acomodacién. En el proceso de asimilacién se
incorporan las percepciones de nuevas experiencias dentro de la estructura
mental actual del sujeto y puesto que hay resistencia al cambio, las percepciones
pueden ser tergiversadas para ajustarse al marco conceptual existente. Por otro
lado el sujeto modifica y enriquece las estructuras conceptuales como resuitado
de nuevas interacciones con los objetos de conocimiento que demandan cambios
en la forma de percibir las experiencias y, por ello, la estructura mental del
sujeto se ve obligada a reestructurarse. Cuando las estructuras existentes se
modifican, esa modificacion puede involucrar la reorganizacion de estructuras
existentes o la elaboracién de algunas nuevas que permiten la inclusién de la
nueva informacion. A este proceso Piaget le llama acomodacion . El proceso de
acomodacion es aquél que lleva a la modificacion de las estructuras mentales del
sujeto de una forma determinante.

La compensacion entre estos dos procesos conduce progresivamente al sujeto a
niveles superiores de entendimiento. Piaget le llama a esta compensacidn
intelectual activa equilibrio y al proceso por el cual se da, equilibracion. El logro
de una equilibracion requiere del paso por un estado de desequilibracion, que
incluye el conflicto interno entre interpretaciones opuestas. Este estado es
necesario para que se de la evolucién en la explicacion de los fenomenos que
enfrenta el sujeto.
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Asi, el cambio en el conocimiento se va dando con la participacion activa del
sujeto, participacion que puede ser fisica o social, en la interaccién continua
entre la mente y la realidad, en forma de pasajes entre estados estables en los
que hay resistencia al cambio. El paso de un estado a otro implica una
reorganizacion no lineal de las concepciones del individuo.

La Interaccién dialéctica Sujeto - Objeto

Cuando Piaget habla de la construccidon del conocimiento toma una posicion
concreta acerca de la interaccion entre el sujeto que conoce y el objeto de
conocimiento. La mente del sujeto posee estructuras gue influyen en la forma
en que se acerca a la realidad y por ende en la forma en que se construye el
conocimiento.  La interaccion sujeto - objeto es para Piaget una interaccion
dialéctica. El enfrentamiento con el objeto hace que el sujeto se plantee nuevas
preguntas acerca de éste que tratara de responder usando sus estructuras
mentales. Cuando éstas no son adecuadas para la solucién del problema, se
desequilibran y a través de la accidn o construccion activa del sujeto encuentran

un nuevo equilibrio en que las estructuras cognoscitivas se reacomodan.

Mediante la repeticion de este proceso de equilibracion - desequilibracion cada

vez a mayores niveles de abstraccion, el sujeto va construyendo el conocimiento.

El deseo de aprender, a la luz de esta teoria se despierta a través de Ia
observacidén de hechos, entendiéendose por hechos cualquier evento que pueda
considerarse como un observable interpretado por el observador. Sin embargo,
los hechos por si mismos no conducen a la construccion del conocimiento, se
requiere de la participacion activa del sujeto en la generacion de relaciones entre
estos hechos para que se produzca la inquietud por entender la realidad y con
ella la evolucion del conocimiento.
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Las funciones adaptativas

Para Piaget el conocimiento es el resultado de la adaptacion del sujeto a su
medio (fisico, social y cultural); esta adaptacion se produce mediante la puesta
en marcha de dos funciones, mutuamente complementarias, que prolongan las
fuciones adaptativas del individuo. Estas funciones son la asimilacion, es decir, la
integracién de informacidn en las estructuras cognitivas y la acomodacion, el
ajuste requerido para manejar obsticulos que se presentan en la construccion
del conocimiento, de las que ya hemos hablado anteriormente. Mediante la
asimilaciéon y la acomodacién se producen cambios estructurales en el
conocimiento.

Las funciones de asimilacién y acomodacién son el centro de la interpretacion de
los fendmenos intelectuales propuestos por Piaget, por ello ahondaremos un
poco mas en ellas.  Psicoldgicamente hay asimilacion cada vez que el individuo
incorpora a sus estructuras cognitivas personales el dato de la experiencia.
Asimilar un objeto o una situacién es actuar sobre €l para transformario en sus
propiedades o en sus relaciones. La actividad de transformacion que interviene
en el proceso de asimilacion es esencial, es la coordinacién de acciones la que
constituird el marco o esquema al que se incorporaran uiteriormente objetos o
acontecimientos nuevos. El esquema es la estructura de una accién, que cuando
se fija se convierte en “repetible” y por lo tanto en “aplicable”, por asimilacién a
diferentes situaciones. La asimilacion llega a atribuir una estructura de
significacion a las acciones.

Piaget distingue tres tipos de asimilacion (Piaget, 1977): Ia asimilacién
reproductora, que consiste en la repeticion simple de una accién que asegura su
fijacion; la asimilacion recognitiva, es decir la discriminacion de los objetos que
pueden ser asimilados a un esquema particular; y la asimilacion generalizadora,
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que es la mas fecunda pues conduce a ampliar el terreno de un esquema dado y
por lo mismo a ampliar [a clase de objetos que pueden ser asimilados.

La acomodacion consiste en un ajuste cada vez mas fino de los esquemas de las
acciones para adaptarlos mejor a las caracteristicas particulares de los objetos.
Estos cambios no los sufre pasivamente el sujeto. La acomodacion es una
actividad orientada; no hay acomodacion si el individuo se conforma con
comprobar la inadecuacién de esos esquemas y se desinteresa enseguida del

objeto que ha provocado su accidn inicial.

Acomodar es afinar y modificar las estructuras mentales cuando los marcos de
pensamiento, al enfrentarse a una situacién imprevista, se revelan inoperantes.
Es el fracaso de la asimilacion el que conduce a la acomodacion pero ésta solo se

da gracias a una iniciativa del sujeto y supone ademas un esfuerzo.

La actividad cognitiva se caracteriza por el equilibrio entre la asimilacion y la
acomodacion. Este equilibrio no se concibe como un estado estatico de reposo
debido a la anulacion de fuerzas que actian en sentido contrario, sino mas bien
como una compensacion dinamica que es el fruto de la actividad del sujeto en
respuesta a las perturbaciones externas. (Hatwell, 1592).

Piaget insiste en el hecho de que no hay acomodaciones sino a continuacién de
una asimilacién o de una tentativa de asimilacion. Es decir, las conductas
cognoscitivas tienen su origen en el mismo sujeto que actua sobre el medio para
transformarlo al mismo tiempo que reacciona a sus incitaciones. No hay
posibilidad de lectura de la experiencia sino hasta que el sujeto ha construido los

marcos iégicos o esquemas indispensables para la asimilacion de ese dato.

Las asimilaciones y acomodaciones integran un estado autorregulatorio de

transformaciones continuas entre condiciones de equilibrio, desbalance y nuevo
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equilibrio.  La creacién de cadenas de acciones autorreguladoras ayuda a la
comprension de nuevos hechos o a la reinterpretacion de hechos conocidos

anteriormente (Ginsburg y Opper, 1979).

Los Instrumentos del Conocimiento

El acercamiento epistemoldgico de Piaget a la evolucidon del conocimiento
expresado en su obra Psicogénesis e Historia de la Ciencia, realizada
conjuntamente con Garcia {Piaget y Garcia, 1982) contiene conceptos que
ayudan a profundizar en los procesos de evolucion del conocimiento. En ella se
introducen  tres categorias: instrumentos, procesos y mecanismos  del

conocimiento.

Al entrar en funcionamiento la asimilacion y Ja acomodacion se generan
instrumentos cognoscitivos que permiten al sujeto la organizacion de los datos
de la realidad. Estos instrumentos son las abstracciones y las generalizaciones. Es
a través de abstracciones y generalizaciones que se aplican a los contenidos de
los conceptos y a la forma de representarios como el sujeto da un sentido a sus
acciones. Las abstracciones son resimenes concisos de aquello que se
comparte en el significado de un concepto bajo diferentes contextos.  Las
generalizaciones en cambio extienden el rango de aplicabilidad de las
definiciones de los conceptos.

Piaget propone distintas formas de abstraccion. La abstraccién empirica que se
refiere a los objetos exteriores al sujeto, en los cuales se comprueban ciertas
propiedades para extraerlas y analizarlas independientemente. La abstraccion
reflexiva, que tiene un papel preponderante en la construccién de los conceptos
de la fisica y, sobre todo, en la construccion de los conceptos de la matemética,

se refiere a las acciones y operaciones del sujeto y a los esquemas que éstas le
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conducen a construir. Esta abstraccion de acuerdo a Piaget y Garcia es reflexiva
en dos sentidos inseparables. Por una parte, en el sentido de que hace pasar lo
que es abstraido de un nivel inferior a uno superior ( por ejemplo de la accion a
la representacién) y, por otra, una reflexion en el sentido mental que permite
una reorganizacion sobre e! nuevo plano de lo que ha sido extraido del plano
precedente. En el caso de las matematicas en las que el sujeto elabora a la vez
formas y contenidos, {a abstraccidn reflexiva es la Unica que opera, por ello

volveremos con mas detalle a ella.

Mediante las distintas formas de abstraccién se llega a la formulacion matematica
de las relaciones. Al hablar de esta formulacion, Piaget no se refiere a
escribirlas en forma de ecuaciones o en el lenguaje formal de la matematica. Se

refiere a su estructuracion légica.

A las diferentes formas de abstraccion les corresponden diferentes formas de
generalizacion. Cuando se refieren U(nicamente a datos empiricos, [as
generalizaciones tienen una naturaleza extensional y constituyen pasajes de
algunos a todos o bien de leyes particulares a leyes mas generales. La
abstraccion reflexiva permite en cambio generalizaciones completivas y
constructivas que constituyen sintesis nuevas en el seno de las cuales las leyes

particulares adquieren nuevas significaciones.

De acuerdo a Piaget y a Garcia, estas nociones conducen a una interpretacion
especifica de las matematicas. En lugar de considerarlas como un sistema de
deducciones referidas a entidades dadas desde el principio, proponer que ellas
son extraidas de las acciones u operaciones del sujeto significa que toda accidn
del sujeto esta coordinada con otras acciones, que de estas acciones se extraen
formas que pueden ser desprendidas de sus contenidos y que estas formas se

coordinan a su vez y dan nacimiento, por reflexion, a las operaciones
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fundamentales que constituyen el punto de partida de las estructuras logico
algebraicas (Piaget y Garcia, 1982).

Las generalizaciones completivas consisten en retomar las partes a partir del
todo, enriqueciéndolas en este proceso y tornandolas en instrumentos de nuevo
conocimiento. Cuando los sujetos usan estos instrumentos al formular preguntas
o plantear hipétesis y al confrontar observaciones e interpretaciones con las
predicciones y deducciones esperadas en el marco de su modelo conceptual, se
pueden esperar dos tipos de resultados: a) la formulacién de correspondencias
entre conceptos hechas en términos de comparaciones y b) la construccién de

nuevos conceptos mediante ia transformacion de los conocidos.

La abstraccion reflexiva

La abstraccion reflexiva es un concepto introducido por Piaget para describir las
estructuras légico matematicas de un individuo durante la evolucion de su
sistema cognitivo. Piaget hizo dos observaciones de importancia acerca de esta
nocion: la primera se refiere a que la abstraccion reflexiva no tiene un comienzo
absoluto sinc que esta presente desde las primeras coordinaciones de las
estructuras senso-motoras (Beth y Piaget, 1966), la segunda es que continda a
través del desarrollo de las capacidades matematicas mas avanzadas hasta el
punto que la historia entera del desarrcllo de las matemadticas, desde Ia
antigiedad hasta nuestros dias, se puede considerar como un ejemplo del
proceso de abstraccion reflexiva (Piaget, 1977). Piaget consideraba a este
proceso la fuerza conductora de las reconstrucciones involucradas en el paso a

través de los distintos niveles operativos.
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De hecho, Piaget distingue tres tipos diferentes de abstraccion (Piaget y Garcia.
1982). La empirica se deriva del conocimiento de las propiedades de los objetos.
Tiene que ver con experiencias que le parecen externas al sujeto. El
conocimiento de estas propiedades es, sin embargo, interna y es el resultado de
las construcciones hechas internamente por el sujeto. De acuerdo a Piaget este
tipo de abstraccion permite la identificacién de las propiedades comunes a
distintos objetos, extensiones y generalizaciones.

La abstraccion semiempirca es intermedia entre la empirica y la reflexiva. Tiene
que ver con los objetos pero introduce relaciones entre objetos que estan
asociadas a las acciones del sujeto.

La abstraccion reflexiva se obtiene a partir de o que Piaget llama coordinaciones
generales de las acciones (Piaget 1970, 1977) y como tal su fuente es el sujeto
y es completamente interna. Este tipo de abstraccion es constructiva; conduce a
un tipo muy diferente de generalizaciones y resulta en sintesis de las relaciones
previamente construidas que adquieren nuevo significado (Piaget y Garcia,
1982).

Los tres tipos de abstraccion no son completamente independientes. Las
acciones que conducen a las dos dltimas se realizan sobre objetos cuyas
propiedades conoce el sujeto a través de la abstraccion empirica, y ésta, a su
vez, sOlo es posible a través de esquemas de asimilacion que se construyen
mediante abstraccion reflexiva.

Esta interaccion mutua se puede resumir de la siguiente manera. La
abstraccion empirica y la semiempirica permiten al sujeto extraer conocimiento
de los objetos, ejerciendo acciones sobre ellos.  La abstraccion reflexiva permite
la interiorizacidn y la coordinacion de estas acciones para formar nuevas acciones
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y, finalmente, construir nuevos objetos de conocimiento. Este proceso se repite

sobre los nuevos objetos y asi, sucesivamente, el sujeto construye conocimiento.

De acuerdo a Piaget el desarrollo de las estructuras cognitivas se debe a la
abstraccion reflexiva . El mismo interpretd el resultado de muchos experimentos
con nifios en términos de abstraccion reflexiva (Piaget 1977), pero su papel no
se restringe al desarrollo intelectual de los nifios, su perspectiva incluye las
construcciones matematicas (Beth y Piaget, 1966) y lo considera el método a
partir del cual se derivan todas las estructuras iégico matematicas (Piaget, 1975,
1980). Para apoyar su posicion, Piaget traté de explicar varios conceptos
matematicos avanzados en términos de construcciones que resultan de este
proceso como el de grupos , la teoria de categorias y el de funcion. En forma
mas general, Piaget consideraba que es la abstraccion reflexiva en su forma mas
avanzada la que conduce al tipo de pensamiento matematico por el cual la forma
o el proceso se separa del contenido y que los mismos procesos se convierten,
en la mente del matematico, en objetos de contenido (Piaget, 1973). La
abstraccion reflexiva aparece asi como una descripcion del mecanismo de
desarrollo del pensamiento en general.

La primera parte del mecanismo de abstraccion reflexiva consiste en extraer
propiedades de acciones fisicas o mentales a un nivel particular de pensamiento.
Aquello que se abstrae se proyecta a un plano mas elevado de pensamiento
donde se repite el proceso y lo que es mas importante, donde se construyen

nuevas combinaciones por la conjuncion de abstracciones.

LLos Procesos del Conocimiento

Los instrumentos del conocimiento dan lugar a los procesos cognitivos. Los

procesos cognitivos tienen que ver con la busqueda de aquellos invariantes que
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se usan en fa definicion de los conceptos. La produccién o modificacion de los
conceptos se puede generar por los siguientes procesos:

El andlisis de las razones que justifican las abstracciones y las generalizaciones
que es el mas importante de todos. En matematicas se pueden distinguir
demostraciones que Unicamente verifican un teorema vy las que ademas proveen
sus razones. Este proceso pone en relieve el papel del sujeto en el conocimiento:
es el camino que corresponde a situar todo evento real entre un conjunto de
posibles y una necesidad concebida como el Unico posible actualizado. Ni io
posible ni lo necesario son observables; ambos son el producto de actividades
inferenciales del sujeto, por ello la formulacién de inferencias o deduccion es otro

proceso de conocimiento.

Otro proceso importante es la proposicion de integraciones y diferenciaciones
que conducen al equilibrio dinamico de las asimilaciones y las acomodaciones.
Esta proposicion se expresa en las relaciones complejas del sujeto que se
aproxima sin cesar al objeto y de un objeto que retrocede a medida que los
descubrimientos de nuevas propiedades presentan problemas nuevos. En el caso
de las matematicas las integraciones de nuevas estructuras de conjunto van
acompanadas de diferenciaciones retroactivas que llegan a introducir nuevas
diferenciaciones en el seno de los subsistemas.

Por ultimo la construccion de tematizaciones, es decir, de arreglos ldgicos de
conceptos en teorias coherentes, dan lugar a2 un nuevo procesc que es la
prolongacién de las abstracciones reflexivas a las que ya nos hemos referido.

La transformacion de las relaciones y la blsqueda de invariantes ante esas
transformaciones permiten para Piaget la definicion de los conceptos.  Las
transformaciones son a su vez fuente de nuevas transformaciones y es a través

de ellas que se llega a la tematizacion o integracion de los conocimientos. Se
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liega asi a la equilibracion entre diferenciacion o bisqueda de los elementos que
constituyen los conceptos y la integracion de los mismos y de ahi a la
explicitacion de los conceptos formalizados mediante relaciones de

transformacion.

Las transformaciones derivadas de explicaciones particulares y locales se van
vinculando entre si para formar estructuras que vuelven a aplicarse a otro nivel
inicidndose asi nuevamente el proceso de aprendizaje.

El propésito al cual debe aspirar la integracion de estos dominios es la promocién
de lo que Piaget llama autorregulacion, es decir, el proceso de formacién de
nuevos patrones de razonamiento o lo que es lo mismo, de formas consistentes

de enfrentarse a una clase de problemas similares.

La autorregulacion involucra el andlisis de la situacién, la consideracién de
soluciones tentativas, la evaluacion de su efectividad y, si no son efectivas, la
construccién de nuevas formas de acercarse al problema.

Los Mecanismos del Conocimiento

Los mecanismos del conocimiento son las operaciones relevantes en la
produccién de patrones de razonamiento y en la consolidacidn de estrategias

para la solucion de problemas, ia construccion de modelos y la toma de
decisiones.

Estos mecanismos aparecen sin cesar y operan a tres niveles: el intra- para el
analisis de los objetos, el /nter- para la transformacién de los conceptos y el
frans- para la construccidén de estructuras. Los niveles de esta triada son de
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caracter funcional, no estructural y describen los aspectos dinamicos del
crecimiento del conocimiento.

El nivel intra- corresponde al analisis de los eventos u objetos en términos de sus
propiedades. Las explicaciones a este nivel son locales y particulares. Las
relaciones entre objetos de conocimiento no contienen ningun elemento de
necesidad y su forma es muy cercana a la de una simple generalizacion.

Las relaciones que caracterizan al nivel /nfra- son relaciones internas que
consisten en formas aisladas; los elementos internos de esas relaciones no se
combinan unos con otros. Este nivel puede ilustrarse con el descubrimiento de
alguna accién y el anadlisis unicamente de sus propiedades o implicaciones
internas.

Las limitaciones en este nivel son la ausencia de coordinaciones de unas
propiedades con otras para formar un agrupamiento y la existencia de errores
que podran ser corregidos subsecuentemente, asi como brechas en las
consecuencias que los sujetos son capaces de deducir.

El nivel intra- consiste entonces de una concentracién en acciones u operaciones
repetibles, sin que exista la capacidad de insertarlas en un sistema de
condiciones o consecuencias que extenderia sus aplicaciones y las incluiria en un
sistema de transformaciones, a pesar de que existe ya el inicio de las
transformaciones, aunque aplicadas unicamente a los objetos modificados por las
acciones involucradas; las transformaciones se enfocan a las acciones
particulares que quedan aisladas y son analizadas unicamente en términos de
sus propiedades individuales sin tomar en consideracion otras acciones u objetos.
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En sintesis, las operaciones al nivel infra- conducen a definiciones cerradas. Las
propiedades de los objetos a este nivel estan limitadas a explicaciones locales y

particulares.

Las transformaciones derivadas de fas relaciones entre objetos ocurren en el
nivel inter-. En este nivel las instancias diferentes se comparan unas con otras y
se establecen correspondencias entre ellas que conducen a la construccion de
relaciones y transformaciones.

El nivel inter- se caracteriza por correspondencias entre acciones y objetos de
conocimiento que en el nivel intra- permanecian aisladas y por el descubrimiento
de los invariantes requeridos por esas transformaciones. En el nivel inter- se
encuentra la capacidad de deducir, a partir de una operacion inicial, que ha sido
comprendida por otras que son implicadas por ella o por coordinarla con acciones
u operaciones similares. Esta capacidad permite fa formacion de agrupamientos
de sistemas que incluyen una nueva transformacion. A este nivel, sin embargo,
no pueden coordinarse en una misma clase elementos lejanos uno del otro. En el
nivel inter- solo se pueden hacer coordinaciones paso a paso y por ello
cercanamente relacionadas con procesos discursivos.

Mediante correspondencias se llega a la idea de transformacion. Una vez que se
conoce la transformacion se deducen nuevas correspondencias. Las
transformaciones a su vez dejan invariantes. Cuando se encuentra una
transformacién pero no se explica y cuando se tiene un invariante de la
transformacion se esta en el inter-.

La explicacion de la transformacion mediante su incorporacion en estructuras de
las que las transformaciones son un caso particular es una caracteristica del nivel
trans-. La comprension de esas transformaciones en términos de estructuras
cognitivas generales se logra en este nivel .
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En el nivel trans- se logra hacer una sintesis de las transformaciones, una vez
que éstas se han dominado y se han generalizado. De esta manera se forman
estructuras de conocimiento mas complejas. En el nivel frans, las totalidades
que anteriormente eran inaccesibles se tornan posibles mediante la adquisicion
de propiedades sistémicas. Este nivel se caracteriza por {a evolucion de
estructuras cuyas relaciones internas corresponden a las transformaciones que
provienen del nivel infer-, pero estas transformaciones, en el nivel frans,
adquieren una generalizacién mas global en la que se lleva a cabo una sintesis
de transformaciones que antes se veian como diferentes. A este nivel se produce
una reorganizacion del conocimiento adquirido en los niveles precedentes y que
en cierta forma los incluye, aunque a un nivel de comprensién mas elevado.

El equilibrio que se logra mediante los mecanismos intra- y los inter- son fuentes
de multiples desequilibrios. Las formas de equilibrio dindmico mas completas no
se logran mas que con mecanismos que implican operaciones en el nivel trans- y
de equilibracion. Estas estructuras se tornan estables en funcién de conexiones
entre transformaciones y a través de los intercambios con el exterior.

Los mecanismos de construccion del conocimiento consisten en el paso entre
cada par de estos niveles por una parte y por otra se encuentra el mecanismo
general de equilibracion. En el paso de una etapa a otra el desequilibrio juega un
papel importante pues es éste el que conduce a la sintesis indispensable entre

asimilacién y acomodacion.

Es de suma importancia resaltar, para terminar este breve resumen de la teoria
de la génesis del conocimiento elaborada por Piaget y Garcia en la obra antes
mencionada, que el paso de un estado a otro de conocimiento obedece siempre
a estos mismos mecanismos generales.
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A partir de la aplicacion de los instrumentos, procesos y mecanismos de
conocimiento se pueden distinguir cuatro momentos centrales para el desarrollo
de conceptos matematicos, y particularmente importantes para nuestros
propdsitos (Dubinsky, 1991):

- La interiorizacion que se refiere al listado de una sucesion de acciones

materiales a un sistema de operaciones interiorizadas.

- La coordinacién general de acciones que implica la combinacién de dos o mas

procesos para construir uno nuevo.

- La tematizacion o encapsulacion por la cual las acciones y las operaciones se
convierten en estructuras que a su vez se convierten en objetos de la teoria, de
forma que ésta se va conformando de estructuras cada vez mas fuertes.

- La generalizacion completiva a través de la cual el sujeto aplica un esquema
existente a una coleccién mas amplia de fendmenos.

A estos cuatro tipos, Dubinsky, en la obra entes mencionadas, afade:

- La reversibilidad del proceso original que no sdlo implica la posibilidad de
revertir un proceso de pensamiento sino su utilizacion como un medio de
construccion de nuevos procesos.
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Seccion II1.2 Elementos relevantes para el

aprendizaje de las matematicas

La teoria psicogenética de Piaget nos permite acercarnos a los procesos de
ensefianza y aprendizaje con la idea de ensefar al estudiante a tomar una
actitud critica y activa ante su propio aprendizaje. La principal idea de la
epistemologia de Piaget nos dice que la construccidon del conocimiento sdlo se
logra mediante la participacion activa del sujeto en interaccion con €l objeto de

conocimiento.

El aprendizaje de las matematicas requiere en particular que el estudiante sea
capaz de discriminar, interpretar y organizar datos, relaciones , conceptos y
teorias y de articularios de una forma que posibilte su uso para la solucion de
problemas de una manera eficiente.

El reconocimiento de los hechos, las acciones sobre los objetos, su interpretacion
y las reflexiones acerca de las relaciones entre los objetos dan origen a los
conceptos 0 a una disciplina y mantienen un deseo por aprender. En el caso de
las matematicas estos hechos pueden provenir directamente de la experiencia
con la realidad, pero, como ei mismo Piaget lo dice, pueden ser de naturaleza
mas abstracta y provenir del ambito de la matematica misma; por ello son, en
ocasiones, dificiles para los estudiantes, particularmente conforme el nivel de
abstraccién avanza y la cantidad de prerrequisitos conceptuales aumenta.
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El significado de las palabras, la definicion de funciones y de las operaciones en
un campo como el de las matemdticas es de importancia fundamental. El
lenguaje de la disciplina modula la adquisicion del conocimiento y permite
superar el analfabetismo matematico que se presenta no solamente en su forma
mas burda como la incapacidad de reconocer simbolos, palabras o frases, sino
también de una manera mas sofisticada en el sentido de que estos simbolos,
palabras y frases se usan con una idea pobre o fallida de lo que significan.

Las teorias matematicas surgen a través de los afios a partir de debates,
controversias y cambios de direccion. La evolucion del conocimiento matematico
en el sujeto requiere de que él mismo experimente también controversias y
cambios de rumbo que se veran reflejadas en sus procesos de equilibracion y
desequilibracion y en el progreso de sus conceptualizaciones a través de
sucesivos procesos de asimilacion y acumulacion.

El uso de modelos matematicos y la aplicacion de los conceptos y teorias a la
solucion de problemas especificos dentro del dominio de la propia matematica, o
fuera de ella, requieren de diferenciaciones y de integraciones de los conceptos
a niveles de abstraccion cada vez mas elevados y de tematizaciones amplias en
las que las relaciones entre todos esos conceptos se entiendan claramente.

Procesos, Instrumentos y Mecanismos en el Conocimiento Matemdtico

El conocimiento de los conceptos matematicos evoluciona a partir de la reflexion
sobre las acciones que se ejercen sobre los cbjetos de! conocimiento. Estas
acciones pueden ser de indole fisica 0 mental. Es a través de la reflexion sobre
estas acciones que los conceptos se enriquecen, y que se establecen relaciones
entre ellos. En muchas ocasiones los cursos de matematicas se quedan

solamente a un nivel en el que se efectdan algunas acciones sobre objetos
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matematicos sin permitir que el estudiante reflexione, plantee preguntas,
establezca relaciones y las exprese de diversas maneras, cada vez mas precisas,
hasta llegar a las definiciones formales. Asimismo, las formas de evaluacion,
muchas veces, se limitan a hacer preguntas Unicamente a ese nivel de acciones
memorizadas.

La asimilacién de los materiales y el proceso de autorregulacion en matematicas
requieren de un manejo particular del lenguaje que ayuda a! establecimiento de
relaciones entre los distintos conceptos. Al generarse estas relaciones entre
conceptos, éstos se convierten en algo de naturaleza mas dinamica o procesal.

Debido a que la construccidn de relaciones légicas viene de la experiencia y de la
accion dialéctica del sujeto sobre los objetos de conocimiento en términos de
inferencias, analisis de datos y oportunidades de aplicacion, es importante partir
de aquéllas relaciones que ya han sido construidas para, mediante procesos de
transformacion, intentar la identificacion de invariantes que conduzcan a
definiciones de objetos matematicos precisos. La formulacion matematica de las
relaciones permite que el proceso de transformacion sea mas eficiente y
duradero.

Las transformaciones de las diferentes relaciones, conceptos y objetos
construidos, se van integrando y diferenciando sucesivamente de tal forma que
al ir pasando de un nivel a otro; por ejemplo del nivel /ntra- al inter- o del inter-
al trans, de diferentes maneras, aumenta la densidad del entramado de
relaciones. El descubrimiento de invariantes generalizadores, que dan sentido a
los conceptos y a las definiciones y que conducen a la tematizacion en teorias,
favorece la estructuracion del conocimiento.De esta forma éste cambia y se

enriquece.
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Los conceptos adquiridos de esta manera pasan a ser, en las estructuras
mentales del sujeto, objetos sobre los que nuevamente se pueden lievar a cabo
acciones que a su vez se convierten en fuentes de nuevas relaciones y
transformaciones para recomenzar el ciclo de aprendizaje a un nivel mayor de
abstraccién. El paso entre los distintos niveles de manejo de los conceptos
matematicos requiere siempre del proceso de la abstraccion reflexiva.

El Papel de la Abstraccion reflexiva

Un concepto central en la epistemologia de Piaget es el de abstraccidn reflexiva.
En sus trabajos Dubinsky (Dubinsky, 1986, 1989, 1990, 1991, 1993, 1996; Asiala,
et al, 1996) afirma que este concepto es una herramienta poderosa en el estudio
del pensamiento matematico avanzado y que puede proporcionar una base
tedrica que contribuya a la comprension de lo que es el pensamiento matematico
y de la forma en la que se puede ayudar a los alumnos a desarrollar las
capacidades que éste requiere. Recientemente (Asiala 1997; Clarck,1998),
Dubinsky y sus colaboradores han trabajado en la aplicacion de este importante
concepto al analisis del aprendizaje de las matematicas al nivel superior y al
disefio de material y de métodos de ensefianza efectivos.

La idea de abstraccidn reflexiva no es simple y en ia obra de Piaget no estd
explicada en un solo lugar; parece ser algo en lo que Piaget trabajo durante
mucho tiempo después de completar su trabajo con nifios. La mayoria de los
trabajos de Piaget se refieren al desarrollo del conocimiento matematico en la
edad temprana. Rara vez tratd el tema para edades posteriores a la adolescencia
por ello es interesante analizar la manera como Dubinsky y sus colaboradores
han intentado extender este concepto a los temas mas avanzados mostrando
que es posible, no sdlo conjeturar y discutir, sino obtener evidencia que sugiere
que conceptos como los de induccion matematica, funcion, calculo de predicados
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y espacios topologicos, derivadas o teoria de grupos se puedan analizar en
términos de extensiones de las mismas nociones que Piaget usé para describir
como los nifios construyen el conocimiento de conceptos como proporcion,
medicion y otros de la aritmética elemental.

Para desarrollar la nocion de abstraccion reflexiva para el pensamiento
matematico avanzado, Dubinsky aisla lo que considera sus elementos
fundamentales. Para ello usa la nocion de esquema como una coleccion
coherente de objetos, procesos y relaciones entre elios. De esta manera la
tendencia de un sujeto a invocar un esquema para entender, manejar y
organizar un problema puede asociarse con su conocimiento de un concepto
particular de las matematicas.

Cada persona posee un numero de esquemas de acuerdo a su conocimiento
matematico. Estos esquemas estan interrelacionados en una organizacion
compleja. Utilizando la idea de abstraccion reflexiva conjuntamente con los
conceptos propios de las matematicas como disciplina de estudio, se pueden
aislar porciones de esa estructura compleja para encontrar descripciones
explicitas de las posibles relaciones entre esquemas y generar de esta manera
una descomposicion genética de cada concepto o grupo de conceptos.

La descomposicidon genética de un concepto es un instrumento de analisis que
permite interpretar los datos obtenidos del estudio de la forma en la que los
estudiantes responden ante situaciones matematicas especificas y que puede
modificarse de acuerdo a los datos obtenidos de la investigacién con alumnos,
hasta llegar a lo que se considera una interpretacion adecuada de los mismos. Al
igual que otras herramientas de analisis, esta descomposicion genética no es
Unica, es decir, diversos investigadores pueden construir descomposiciones
genéticas diferentes de un mismo concepto, ya que no pretende ser una
descripcion exacta de Ia forma en la que se aprende el concepto. Sin embargo, la
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descomposicion genética representa una forma razonable de acercarse a la
manera en la que los estudiantes pueden construir dicho concepto matematico.

Si bien no es posible observar directamente los esquemas, objetos O procesos
que un individuo posee, éstos se pueden inferir a partir de observaciones de lo
que el individuo hace al enfrentar un problema o al tratar de entender un
fendmeno. Son estos actos de interpretacion, operacion, solucién a problemas y
de planteamiento de nuevas preguntas los medios mediante los cuales las
personas construyen conocimientos matematicos nuevos.

Se puede afirmar que el conocimiento matemdtico consiste de una coleccién de
esquemas que no podemos especificar directamente; todo lo que podemos hacer
es observar la propension del sujeto a responder a cierto tipo de problemas de
una manera relativamente consistente que podemos describir en términos de
esquemas. Cuando el individuo tiene éxito decimos que el problema ha sido
asimilado por los esquemas. Cuando no lo tiene, en condiciones favorables, sus
esquemas pueden acomodarse para manejarlo y es, en este proceso, que entra
en juego la abstraccion reflexiva.

Para describir como se pueden construir nuevos esquemas a partir de los
existentes se pueden usar los cinco tipos de construccion mencionados
anteriormente: interiorizacién, coordinacidn, tematizacion, generalizacion
completiva y reversibilidad, que se ejemplifican a continuacion.

Una parte importante de la comprensidn de un concepto matematico es la
construccién de un proceso mediante el cual se pueden obtener resultados de la
aplicacién del concepto. Esto se logra mediante la interiorizacion. Un ejemplo
de esto, en el caso del concepto de funcion (Dubinsky, 1989) se presenta cuando
el sujeto responde a una situacion en la que aparece una funcién construyendo
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un proceso mediante el cual se obtiene el valor de la funcion para un valor
particular de su dominio.

La coordinacion requiere la combinacion de dos o mas procesos. Esta puede
ilustrarse, nuevamente para el concepto de funcion: en la composicion de
funciones se requiere de la combinacion de dos procesos, cada uno de ellos
correspondiente a una de las funciones, para dar lugar a un nuevc objeto
matematico: la funcién composicion.

Un ejemplo de tematizacidon se puede ilustrar con el concepto de integral
indefinida. En el calculo de la integral definida se obtiene un numero, en
cambio, cuando se calcula la integral indefinida se obtiene como resultado una
nueva funcion; el éxito en la realizacion de esta nueva operacion requiere que el
proceso del calculo del area y de la integral definida se haya convertido, para el
sujeto, en un objeto que puede variar cuando uno de sus parametros cambia.

La generalizacién completiva es la forma mas comin generada por la abstraccion
reflexiva. Por ejemplo el concepto de funcidn, que inicialmente se introduce
para transformar ndmeros, se generaliza para incluir funciones que transforman
otro tipo de objetos como matrices o conjuntos.

La reversibilidad de un proceso también aparece en un gran ndmero de
actividades en matematicas: la resta, la division, la funcién inversa, son algunos
conceptos, entre otros muchos, que en su construccion requieren de un proceso

de reversion de otro proceso.

Es posible proponer como hipdtesis, que la construccion de todos los conceptos
matematicos se puede describir en estos términos. Con base en esta hipotesis la
teoria epistemoldgica de Piaget puede usarse en el disefio de instrumentos de
evaluacion y de ensefianza y, en particular, se puede emplear para disefiar un
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modelo diagndstico para el aprendizaje de las matematicas. Para lograrlo, es
conveniente tomar en cuenta los elementos antes mencionados conjuntamente

con las caracteristicas propias no Unicamente de la matematica sino del

concepto especifico con el que se pretende trabajar.

Presupuestos del modelo aplicado a matematicas

Los presupuestos del modelo de diagndstico que podemos plantear en base a la

teoria de Piaget en torno al aprendizaje de los conceptos matematicos son los

siguientes:

El conocimiento matematico se construye a través de la accion dialéctica del
sujeto sobre los objetos matematicos.

En esta interaccion el sujeto enfrenta situaciones problematicas ante las
cuales, y mediante los procesos de asimilacion y acomodacion, modifica sus
estructuras de conocimiento matematico.

En los procesos de desequilibraciones y equilibraciones sucesivas requeridos
para la construccion de los conceptos matematicos, la abstraccion reflexiva
juega un papel preponderante para lograr el paso de un nivel a otro en el
conocimiento de cada concepto y teoria.

Aunque la evolucion de cada sujeto sea diferente, las respuestas de sujetos
en el mismo nivel presentan elementos comunes y distinguibles y éstos se
pueden emplear para construir instrumentos de diagndstico. Cada estructura
incluye a las anteriores y supone una mejora con relacién a ellas.
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Finalidad

La epistemologia de Piaget, aunada a la aplicacion que de elia hacen Dubinsky y
sus colaboradores, permite desarrollar una descomposicion genética para cada
concepto matematico. Esta es una herramienta que permite establecer una
secuencia que describe una forma posible en la que se da el aprendizaje del
concepto y que puede ser probada experimentalmente, refindndose hasta el
punto en el que e! disefio de los items relativos al concepto sea viable y efectivo.

La descomposicion genética permite:
+ Investigar en cual nivel de la descomposicién propuesta se encuentra cada
alumno. Conviene aclarar aqui que, dada la no unicidad de la descomposicion

genética, los niveles obtenidos estan dados en términos de la que se estd
utilizando en un caso particular.

o Determinar que tipo de nocion del concepto tiene el alumno.

e Evaluar las posibilidades del alumno en cuanto a su profundizacion en el
conocimiento del concepto.

e Analizar las relaciones que el alumno ha establecido entre diferentes
conceptos

e Analizar el tipo de estrategias de aprendizaje que el alumno requiere para
pasar a un nivel mas profundo de conocimiento del concepto.
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Objetivos

A partir de la descomposicion genética de un concepto se pueden elaborar

examenes, cuestionarios, instumentos de observacion o guiones de entrevista

clinica con la finalidad de:

Aportar informacion objetiva para agrupar a los alumnos que poseen un

mismo tipo de concepcidn relativa al concepto en estudio.

Pronosticar las posibilidades de un alumno para continuar estudios que

requieren de conceptos matematicos mas avanzados.

Adecuar los aprendizajes de las matematicas con el objeto de que la mayor
cantidad de alumnos posible pueda lograr una verdadera y profunda
comprensién de los conceptos matematicos.

Valoracion

Las ventajas que presenta este tipo de diagndstico son las siguientes:

Abre el camino para la investigacion en la ensefianza de las matematicas
aportando datos sobre posibles formas en las que los estudiantes las
aprenden,

Permite la estructuracion de secuencias didacticas y el diserio de situaciones
problematicas adecuadas para guiar a los estudiantes por el camino de un

aprendizaje serio y critico de las matematicas.

Posibilita la utilizacién de las matematicas aprendidas en el analisis y

solucién de problemas en otras disciplinas.
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Entre las limitaciones que este tipo de modelo diagnostico presenta se
encuentran las siguientes:

e la elaboracion de descomposiciones genéticas para cada concepto
matematico supone un trabajo tedrico y experimental arduo y laborioso.

« Los instrumentos pueden ser dificiles de construir y de estandarizar.

e Requiere de el uso de instrumentos personalizados, al menos en la etapa de
investigacion, que son dificiles de analizar y requieren de mucho tiempo para

hacerlo.

e Se requiere de un entrenamiento en los elementos del modelo, en
matematicas y en los métodos requeridos para el analisis de los datos.

Proceso del diagnostico

En el proceso del diagndstico interesa entender la forma en la que el estudiante
maneja y aborda los problemas matematicos para dilucidar qué tipo de
concepcion de los conceptos tiene y cuales son sus posibilidades de avance hacia
niveles superiores, mas que contar con una puntuacion determinada que
caracteriza a cada estudiante. En el diagndstico es fundamental conocer las
estrategias cognitivas del sujeto y sus posibilidades de modificacion para poder
conducirlo a niveles superiores de conocimiento.

En este proceso, el investigador toma necesariamente un papel activo para poder
encontrar las razones por las cuales el sujeto adopta ciertos métodos o ciertas
definiciones. El investigador observa y toma nota de las acciones del sujeto para

su analisis posterior. Para ello es necesario combinar los métodos experimental y
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clinico de investigacion; ellos permiten encontrar, a través del uso de la
descomposicion genética en el caso de las matematicas, el tipo de concepcion
que tiene el alumno de la manera mas precisa posible.

La exploracion en todo este proceso tiene el fin de aclarar el tipo de concepcion
que tiene el estudiante respecto a la comprension de un concepto o tema de las
matematicas, lo cual permite tomar decisiones mas confiables a fin de guiarlo en
el camino hacia niveles superiores de comprension.

Si el diagndstico se hace con fines de evaluacion o de clasificacion, el modelo
presentado anteriormente permite la obtencion de un mayor numero de

elementos que guien la calificacién y clasificacion de los estudiantes.

Seccion II1.3 Un modelo para el diagndstico

del aprendizaje de las matematicas

La teoria psicogenética afirma que los conceptos matematicos, al igual que los de
otras disciplinas, se construyen mediante la participacién activa del sujeto. Algo
que diferencia a los conceptos matematicos de los de otras disciplinas es su
naturaleza abstracta, desligada en muchas ocasiones de la realidad empirica.
Esta naturaleza de los conceptos mateméticos es la que hace que se les
considere inaccesibles, o al menos dificiles de aprender.

La ensefianza tradicional de las matematicas no ha abordado frontalmente los
problemas que los alumnos tienen cuando intentan trabajar con problemas de
esta disciplina. La investgacion que se ha realizado recientemente en el campo
de la didactica de las matematicas muestra claramente que esa forma de
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ensefar no ha sido efectiva, que los alumnos no comprenden cabalmente lo que
se intenta ensefiar y que en lugar de aprender el significado de los conceptos, los
estudiantes se limitan a memorizar formulas o algoritmos que dificilmente
pueden emplear en situaciones ligeramente diferentes a las que se ejempilifican
en el salén de clase. La ensefianza tradicional se ha limitado a dejar el
aprendizaje en una etapa superficial en la que los conceptos matematicos se
usan memoristicamente sin que haya comprension real de su significado. La
evaluacion y el diagndstico del conocimiento matematico se han mantenido
asimismo en este nivel, contribuyendo de esa manera, probablemente, a que por
mucho 'tiempo no se haya cuestionado la eficacia de los procesos de ensefianza
de las matematicas.

En la busqueda de formas mas efectivas de ensefar los conceptos de las
matematicas, en particular aquéllos correspondientes a las matemaéticas
avanzadas, que requieren un profundo nivel de abstraccidn, el diagndstico juega
un papel importante. El diagndstico es un proceso que permite acercarse a ia
forma en que los estudiantes usan y construyen sus conocimientos matematicos.

El concepto de abstraccion reflexiva, asi como la dialéctica sujeto—objeto del
constructivismo proporcionan un marco conceptual que se puede usar, como se
menciond en la seccion anterior, como punto de partida para describir, en
principio, el aprendizaje de cualquier concepto matematico conjuntamente con su
adquisicidn. Este es el primer elemento necesario en el analisis diagndstico.

No bastan, sin embargo, esos elementos para disefiar y analizar instrumentos de
diagndstico 0 de evaluacidn. Es necesario concretar los elementos de la
interaccion sujeto — objeto y de la abstraccion reflexiva en términos de los
requerimientos del aprendizaje de los conceptos matematicos que se inciuiran en
los instrumentos y del nivel de los estudiantes que participaran en dicho proceso.
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En el proceso de diagndstico se requiere de una descripcion particular del estado
de conocimiento de los sujetos. Para encontrarla es necesario analizar y entender
lo que implica la construccion del conocimiento de las matematicas.
Conjuntamente con los dos elementos antes mencionados es posible sentar ias
bases para obtener una descripcion de cualquier concepto matematico que
pueda ser util en el disefio de instrumentos de medida y de diagndstico, asi como
de procedimientos didacticos dtiles en el aula.

El resultado del uso per se de la abstraccion reflexiva y el modelo de
construccion de conceptos matematicos es quizds demasiado ex post facto para
esperar que tenga alguna relacion real con la forma en que los estudiantes llevan
a cabo el proceso de construccidn de dichos conceptos. Para ello es necesario
agregar un tercer elemento esencial en el estudio de cualquier concepto: el
esfuerzo de observacién de los estudiantes durante su proceso de construccion
de los conceptos matematicos.

Es la sintesis de estos tres ingredientes lo que constituye una base para lograr
disefios adecuados de instrumentos de medida y principios confiables para el
andlisis de los datos que se obtienen de Ia aplicacién de tales intrumentos.

En los dltimos afios un grupo de investigadores (Asiala.et al, 1996) ha
desarrollado un marco tedrico para la conduccién de la investigacion en
ensefianza de las mateméticas. A partir de las bases del constructivismo de
Piaget se intenta llevar a cabo investigaciones cualitativas y cuantitativas que
permitan, por una parte, el desarrolio del propio marco tedrico y, por otra,
profundizar en la comprensién de la forma en la que los conceptos matematicos

se aprenden y asi poder avanzar en el diagndstico, la evaluacién y la instruccién
de dichos conceptos.
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Ei andlisis de cualquier concepto matematico a la luz de esta propuesta
conceptual requiere de un primer analisis de los conceptos matematicos en
términos de los elementos relacionados con la interaccidn sujeto ~objeto y con la
abstraccion reflexiva requeridos en su construccién. A este analisis se le
denomina, como ya se ha mencionado, descomposicion genética del concepto.

El estudio de la forma en que un individuo aprende un concepto matematico en
particular se lleva a cabo mediante refinamientos sucesivos de la descomposicion
genética del concepto conforme el investigador interactia, a través de la
observacion y el analisis de instrumentos, con el conocimiento de los alumnos, La
investigacion se inicia con un andlisis tedrico de Ia epistemologia del concepto en
cuestion, es decir, con lo que significa para los investigadores entender el
concepto y la forma en la que esa comprension puede ser construida por el
sujeto. La descomposicion preliminar se basa en el analisis epistemologico del
concepto llevado a cabo por los investigadores expertos. Este analisis se aplica al
disefio de instrumentos y de instruccion; de su aplicacion se obtienen datos que
permiten reconsiderar la descomposicion genética original de manera que sea
mas compatible con los datos experimentales. Este procedimiento puede
repetirse tantas wveces cuantas se considere necesario para que la
descomposicion genética generada refleje de manera adecuada los datos

empiricos.

Los objetivos de este marco tedrico de investigacion consisten, como ya se ha
dicho con anterioridad, en incrementar la comprension de la manera en la que fa
construccion de los distintos conceptos matematicos se lleva a cabo y en
desarrollar disefios de instruccién y técnicas de evaluacion y diagndstico que
permitan un mejor aprendizaje de los conceptos matematicos.

La descomposicion genética de un concepto es una descripcion en términos de

la teoria y con base en datos empiricos acerca del aprendizaje de los conceptos
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matematicos involucrados y de la forma en la que el sujeto puede hacer la
construccion que lo conducira a su comprension. Un concepto no tiene
necesariamente una sola descomposicion genética, ni ésta es tampoco la forma
exacta en que el sujeto lo aprende, pero la descomposicion genética de un
concepto incluye la observacion preliminar del proceso de aprendizaje y sirve
como una buena guia para el diagnéstico y para el disefio de actividades para

usarse en su instruccion.

El andlisis que lleva a una posible descomposicién genética incluye todos los
elementos de la teoria de Piaget que se describieron en la seccion anterior,
haciendo una adecuacion pertinente al contexto de las matematicas. Esta
descomposicion debe componerse de una sintesis de los datos obtenidos de la
observacién de estudiantes mientras intentan entender el concepto en cuestion;
datos que se pueden obtener mediante una diversidad de instrumentos: tests,
entrevistas, trabajos en clase, etc., conjuntamente con el marco conceptual antes

mencionado y un analisis detallado de los conceptos matematicos involucrados.

El modelo diagndstico resultante puede pensarse en forma sistémica ya que no
es un modelo lineal sino un sistema con retroalimentacion y consiste de la
organizacion de los cinco tipos de construccion analizados en la seccion IIL.2.

El uso de un marco tedrico de esta naturaleza plantea algunos problemas
importantes a considerar. Por una parte cabe preguntarse como puede
desarrollarse la descomposicion genética del concepto en cuestion; por otra parte
se encuentra el problema usual en pedagogia de cual puede ser la relacion entre
el marco tedrico y el grado en el que el analisis de los datos proporciona una

vision adecuada de lo que ocurre en la mente de quien aprende el concepto.

Dentro de este marco teorico se reconoce que o que una persona sabe y es
capaz de hacer no es necesariamente asequible en un momento dado o en una
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situacion determinada. En el problema del conocimiento entran en juego dos
componentes: el aprendizaje del concepto y la posibilidad de emplearlo cuando
es necesario.

La reflexion es una parte importante del aprendizaje y del conocimiento. Las
matematicas en particular contienen muchas técnicas y algoritmos que deben
usarse frente a situaciones de naturaleza diferente. Una gran cantidad de
personas logran aprender estos procedimientos, pero la comprension de los
conceptos matematicos va mas lejos, sobrepasa la posibilidad de hacer calculos,
independientemente de cuan sofisticados sean; es necesario ser consciente de Ia
forma en la que estos procedimientos funcionan y tener una idea de cual puede
ser el resuitado de su puesta en marcha, sin necesidad de llevar a cabo todos los
pasos especificos; es necesario asimismo tener la posibilidad de trabajar con
variaciones de cada algoritmo y entender las relaciones entre diversos
procedimientos.

De lo considerado anteriormente puede pensarse que el conocimiento
matematico consiste en una tendencia a llevar a cabo construcciones mentales
frente a situaciones problematicas. La evolucion de! conocimiento matematico se
lleva a cabo mediante la reconstruccion de situciones con las que previamente se
ha trabajado. La reconstruccidn contiene al conocimiento anterior pero no en una
forma lineal sino en una forma compleja que implica la construccion de nuevas
relaciones y nuevas formas de ver el problema, asociadas con lo que Piaget llama

asimilacién y acomodacion.

La comprension de un concepto matematico se inicia con la posibilidad de
manipular mental o fisicamente un objeto de conocimiento previamente

construido.
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Un modelo diagndstico basado en este marco tedrico y en esta idea de lo que
significa el conocimiento matematico debe contener los elementos necesarios
para que la descomposicion genética tenga sentido como instrumento de analisis
y de disefio. En este marco tedrico se parte de definiciones especificas de lo que
se supone constituyen escafios indispensables en el proceso de construccion del

conocimiento matematico: las acciones, los procesos y los objetos.
Acciones, procesos y objetos

Los objetos matematicos pueden referirse a cualquier tipo de concepto
matematico que un individuo construye en algin momento de Ia evolucion de su

conocimiento de esta disciplina.

Cuando se trabaja con matematicas existen una gran cantidad de acciones que
un sujeto puede usar para manipular esos objetos o para hacer calculos con
ellos. Estas acciones van mas alla del calculo cuyo resultado es una respuesta
numeérica. Es posible que un sujeto trabaje de otra manera utilizando acciones
sobre los objetos; por ejemplo ejecutando paso a paso un algoritmo, aplicando

directamente alguin teorema o insertando nimeros en una férmula conocida.

Por nivel de conceptualizacion accion se entiende un conjunto de recetas o
actividades en las que el sujeto se puede involucrar utilizando un concepto
matematico. Estos procedimientos pueden ser complicados e incluir decisiones
en el camino pero lo que distingue a este nivel es que éstas se toman en base a
reacciones o estimulos que el sujeto percibe como externos. Esto significa que el
individuo requiere de instrucciones claras, precisas y comprensibles que le den
los detalles o los pasos a seguir conforme el procedimiento avanza. Esta
estructura de conocimiento es completamente local, es decir, el sujeto solamente
la entiende localmente, no percibe el panorama total que involucran sus acciones
y no razona sobre el procedimiento en forma global. E! sujeto sabe qué hacer
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en cada paso, pero no mucho mas que eso. Por ejemplo, un estudiante que
puede resolver paso a pasc una ecuacidn algebraica de primer grado pero es
incapaz de hacerlo saltando algunos pasos, © un estudiante que puede resolver
ecuaciones cuadraticas Unicamente usando una formula, esta restringido a un
nivel de tipo accidon en su manejo de la incognita. Para este estudiante la
factorizacion de ecuaciones cuadraticas o la solucidon de ecuaciones lineales que
involucran parametros presentan dificultades imposibles de superar. Dentro de
este marco tedrico las dificultades del individuo se deben a que esos nuevos
problemas requieren de un nivel de comprension del concepto mas profundo o

mas abstracto que el que maneja en ese momento.

El nivel de accion es un nivel en el que el manejo matematico del concepto es
limitado; sin embargo, juega un papel sumamente importante en el inicio de la
construccion de los nuevos conceptos.

Cuando el sujeto reflexiona sobre las acciones, éstas se interiorizan, pueden
concebirse como algo interno, propio del individuo y sobre el cual puede tener
algin control. Las acciones se convierten en procesos. La interiorizacion
permite al sujeto ser consciente de una accidn, reflexionar sobre ella y
combinarla con otras acciones.

Una concepcion a nivel proceso involucra fa habilidad del sujeto de manipular
con mayor libertad objetos cognitivos. En este caso el sujeto es consciente del
procedimiento en forma mas global y puede manipular los conceptos que
conoce, compararlos y transformarlos en su mente, sin ayuda de apoyos que él
concibe como externos. Por ejemplo, en el caso del concepto de funcion una
concepcion de tipo proceso permite al sujeto percibir a la funcion como algo que
puede recibir una 0 mas entradas o valores de la variable independiente,
efectuar una o mas operaciones sobre esas variables y obtener los resultados
correctos como resultado de la aplicacion de la funcién a esos valores. En este
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nivel el sujeto no necesita llevar a cabo explicitamente todas las operaciones, le
es posible imaginarlas con mayor o menor detalie y saltarse algunos pasos sin
correr el riesgo de cometer un error. De esta manera, un estudiante a este nivel
puede manipular una expresion algebraica o combinar varias de ellas en una
sola, hacer una composicion de funciones e incluso revertir el proceso que ha
aplicado a una funcién para obtener la funcion inversa.

Es posible trabajar con procesos para formar nuevos procesos. Esto se logra
por ejemplo mediante la reversién. Un caso de ella ocurre cuando un estudiante
de cdlculo puede haber interiorizado la accién de obtener la derivada de una
funcion y ser capaz de hacerlo para un gran nimero de ejemplos usando varias
técnicas. Si el proceso se interioriza el estudiante debe ser capaz de revertirlo
para resolver problemas en los que se da una funcion y se desea encontrar una
funcion cuya derivada es dicha funcién.

También se pueden conseguir nuevos procesos mediante la coordinacion de
varios de ellos. Por ejemplo la coordinacion de los procesos de diferenciabilidad
y de linearidad se pueden coordinar para llegar a la idea de funcion lineal
derivable, Esta coordinacion permite extender y reorganizar los procesos
utilizando nuevamente la abstraccion reflexiva para, a través de la acomodacién,

construir nuevos esquemas.

Por otra parte, es posible reflexionar sobre un proceso e interiorizarlo de tal
forma que se convierta en un objeto, para ello se requiere de la encapsulacion.
Cuando el individuo no sdlo es consciente de los pasos individuales del proceso,
sino es consciente del proceso como una totalidad y puede avanzar y retroceder
revirtiendo las actividades mentales, realizando transformaciones o actuando
mediante acciones o procesos sobre él, se dice que el sujeto tiene una
comprension de nivel objeto de dicho concepto.
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En este caso puede decirse que el procesc ha sido encapsulado en un objeto.
Cuando se efectUan acciones o procesos sobre un objeto a menudo es necesario
desencapsulario para recuperar el proceso que le dié origen, para usar sus
propiedades y para tener mayores posibilidades de manipulacién. En el caso del
algebra elemental, cuando la variable se concibe como un objeto es posible que
el sujeto sea capaz de comprender los problemas asociados al manejo de
polinomios, por ejemplo, pensando en el problema de calcular las raices de un
polinomio convirtiendo la expresidn algebraica que lo representa en una ecuacion
en la que la variable puede manipularse para obtener la solucidn; en este caso es
necesario desencapsular el concepto de polinomio para hacer uso de las
propiedades y de los procesos que le dieron origen para encontrar el valor de la
variable que hace que la ecuacion sea valida en una situacion particular. En
general puede decirse que la encapsulacion de un proceso en un objeto es algo
dificil de lograr (Sfard, 1989; Sfard, 1994).

Una vez construidos los objetos y los procesos se pueden relacionar entre ellos
de diversas maneras. Esto conduce a la construccion de estructuras de
conocimiento mas organizadas que conforman esquemas conceptuales. En la
construccion de los esquemas intervienen los mecanismos del conocimiento de
los que se ha ya hablado con anterioridad.

Los esquemas pueden a su vez ser tratados como objetos y nuevamente a traveés
del paso por los niveles de accién, proceso y objeto llegar a la construccion y
organizacion de esquemas de un nivel superior. Cuando esto ocurre puede
decirse que el esquema ha sido tematizado. Por ejemplo, el concepto de variable
en el dlgebra elemental puede extenderse a concebir conjuntos en los que las
variables son funciones, polinomios o matrices sobre los cuales se pueden
efectuar operaciones y definir propiedades, llegando asi a la construccion del
esquema de espacio vectorial que puede aplicarse a conceptos como el de
transformaciones lineales o espacios duales.
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En muchas ocasiones es importante que el sujeto pueda pensar
alternativamente en una misma entidad matematica como proceso y como

objeto.
Uso de estos elementos en el diagndstico

Las acciones, procesos, objetos y esquemas que pueden definirse con base en el
analisis tedrico de los conceptos matematicos y en los datos recabados mediante
el uso de instrumentos destinados a validar !a descomposicién genética y a
refinarla, permiten definir etapas por las que el sujeto debe pasar en la
construccién de un concepto determinado y permiten también decidir en cudl de
esas etapas se encuentra un sujeto en un momento especifico.

La descomposicion genética derivada del marco tedrico aqui presentado permite
por una parte el disefio de instrumentos para diagnosticar la posicion del
estudiante a lo largo de las etapas cognitivas que sefiala la descomposicion y por
otro el analisis de los resultados obtenidos de la aplicacion de los mismos. Provee
ademas informacion que ayuda a la toma de decisiones respecto a los pasos
necesarios para guiar al estudiante hacia una mejor comprension del concepto y

para el desarrolio de aquellas actividades que se considere deben llevarse a cabo
para inducir esta mejora.

Si se pretende conocer algo acerca de lo que una persona sabe de algun
concepto matematico el procedimiento a seguir consiste en ponerla ante una
situacion problematica, observar lo que ocurre, es decir ver como trabaja, qué
tipo de argumentos usa, etc. y tratar de inferir algo sobre los esquemas que
parece estar usando. Sin embargo, ni los esquemas ni las situaciones
problematicas pueden especificarse con precision. Inclusive, el hecho de que

una persona use un esquema en una situacion no es una garantia de que usara
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uno similar en lo que al observador le parece sera una situacién analoga, aun
cuando las dos situaciones ocurran en un tiempo cercano.

Lo que es importante en e! diagndstico es comprender aquéllo que determina la
naturaleza de la respuesta de un individuo en una situacion dada. Esto es lo
que pretende el modelo diagndstico desarrollado en este trabajo. Modelo que se
desarrolla alrededor de las construcciones basicas que un sujeto hace mediante
el proceso de abstraccion reflexiva, que conduce a través de los niveles de
accién, proceso y objeto a la construccién de los conceptos matematicos.

En la ensefianza tradicional muy pocos estudiantes llegan a desarrollar una
concepcién a nivel objeto de los conceptos matematicos. La mayoria se queda
incluso a nivel de accion en su comprension de dichos conceptos. Este tipo de
concepcion no permite la aplicacion de los conceptos a situaciones nuevas, aun
en el caso en que sean muy similares a aquéllas mediante las cuales fue
aprendido el concepto; ademas, los conceptos aprendidos a este nivel se olvidan
con facilidad.

La investigacién en ensefianza de las matematicas muestra que actualmente el
conocimiento profundo de las matematicas es un caso atipico. En términos del
marco tedrico que aqui se utiliza esto podria expresarse diciendo que muy pocos
estudiantes logran alcanzar una concepcidon a nivel objeto de los conceptos
matematicos que estudian en la escuela a través de didacticas de corte
tradicional. Por supuesto, lo deseable es lograr que la mayoria de los estudiantes
alcancen un nivel de conceptualizacién al menos a nivel proceso de los
conceptos, que entiendan lo que significan y los puedan aplicar. El caso ideal
consistiria en lograr que un gran numero de estudiantes terminaran sus estudios
con una concepcion a nivel objeto de todos los conceptos matematicos
estudiados.
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Al enfrentar un problema matematico los estudiantes no pueden, con cierta
frecuencia, aplicar las ideas especificas de las que disponen. Su conocimiento
matemadtico consiste en la tendencia a recordar procedimientos memorizados
carentes de significacion. De acuerdo al marco tedrico que se presenta en esta
seccion esto puede explicarse en términos de la no linealidad de la construccion
de los conceptos matematicos. El conocimiento matematico crece a través de
avances, retrocesos, altos en el camino, comprensiones parciales y en ocasiones
no totalmente correctas, sintesis, construccion de relaciones, generalizaciones y

deducciones en las que se vuelve una y otra vez al mismo concepto.

Puede ser dificil decidir si una actividad particular de un sujeto lo sitda
contundentemente en un nivel de accidn, de proceso o de objeto. La distincién
no es intrinseca al concepto matemadtico, tiene que ver con la relacién entre el
sujeto y una idea. Por ello la entrevista clinica y la aplicacion de instrumentos
diversos juega un papel importante en el diagndstico y en la evaluacidn basadas
en la descomposicion genética. Todo este procedimiento debe hacerse con
mucho cuidado. El analisis de los resultados obtenidos de la aplicacion de los
instrumentos resulta también {aborioso y requiere de mucho tiempo y dedicacion.
La decision que se tome con base a este analisis afecta el camino que sequira el
estudiante y por ello debe llevarse a cabo de manera muy responsable,

La idea global de un proceso de diagndstico de esta naturaleza consiste en que
la informacién obtenida arroje luz sobre las posibles construcciones mentales de
los estudiantes. Esta finalidad no puede perderse de vista. Para lograrlo, los
instrumentos escritos pueden complementarse con entrevistas y asi llegar a un
diagnostico mas acertado de las capacidades de cada estudiante.

La construccion del conocimiento en este sentido puede representarse mediante

una espiral ya que las acciones que se interiorizan para construir procesos y
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puesto que éstos a su vez se interiorizan para construir nuevos objetos, se
repiten una y otra vez a niveles mayores de abstraccion.

Este modelo diagndstico puede concebirse en tres etapas: analisis del concepto,
disefo de instrumentos y observacion de los estudiantes.

La primera parte se logra a través de una primera descomposicién genética del
concepto. Esta debe hacerse por expertos en la ensefanza de las matematicas
en el marco de la teoria antes sefialada. A partir de los datos obtenidos de
primeros instrumentos y de la observacion de los estudiantes cuando tratan de
entender este concepto, la descomposicion genética puede revisarse y refinarse
hasta llevarla a una forma en la que sea util en la medida del nivel en el que los
estudiantes se encuentran respecto a ese concepto en particular.

Es importante enfatizar que el andlisis matematico del concepto en términos del
modelo aqui propuesto acerca de las construcciones mentales que un individuo
puede llevar a cabo al aprenderlo, es una conjetura. E! objetivo de esta conjetura
consiste en intentar dar sentido a las reacciones de un sujeto ante situaciones
problematicas dentro del campo de las matematicas, sustentandose en la
epistemologia de Piaget que ha demostrado su potencial de aplicacion en
situaciones muy variadas. Por otra parte, en este modelo no se toman las
reacciones de los estudiantes ante los problemas como punto de partida de
inferencias que serian dificiles de verificar; ei uso de este modelo considera
Gnicamente el hecho de que la descomposicion del concepto sea compatible con
las respuestas observadas, es decir, si el andlisis tedrico proporciona una
explicacion satisfactoria del trabajo de los estudiantes.

El modelo de diagndstico discutido en esta seccion ha sido aplicado con éxito,
como ya se ha mencionado, a la comprension de la construccion de varios
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conceptos matematicos muy diversos y a ia explicacién de los obstaculos que los
estudiantes enfrentan durante el proceso de construccion.

En las siguientes secciones se abordard la descripcion de las dificultades de los
estudiantes ante el concepto de variable en el digebra elemental y se revisara lo
que se conoce acerca de estas dificultades a través de la investigacion para
proceder posteriormente a la presentacion de una descomposicién genética de
dicho concepto. La descomposicion se aplicara al analisis de items destinados a
probar la efectividad del modelo matematico de medida presentado en el capitulo
II.

Seccion I11.4 El concepto de variable en el algebra:

algunos resultados de la investigacion

Las matematicas que se ensefian en el nivel universitario, como el Calculo
Diferencial e Integral, la Probabilidad y la Estadistica demandan del estudiante
una gran capacidad de abstraccidn. Los conceptos que las constituyen son
complejos y muy estructurados, lo que hace que su comprension sea imposible
si no se sustenta sobre una base muy sdlida constituida por las ideas mas
elementales del algebra y de la geometria.

El caso del algebra es particularmente importante.  Esta materia es basica
para un buen manejo de las nociones de las matematicas avanzadas y es por
ello que se le dedica mucho tiempo de instruccion al nivel de la ensefianza
secundaria. Sin embargo, los estudiantes que ingresan a la universidad y que
han cursado al menos cinco afios de matematicas, con un gran énfasis en el
estudio del algebra, muestran dificultades y una falta de comprension de los
conceptos elementales de esta disciplina.
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Los resultados de los exdmenes de admision a las universidades, los resuitados
de las evaluaciones de los alumnos en los cursos propedéuticos de caracter
remedial que se imparten en ellas y los resultados de la investigaciéon muestran
que sus conocimientos de algebra son superficiales.

La identificacion de los problemas especificos de los estudiantes en esta
materia y de sus causas, asi como la bldsqueda de formas alternativas de
ensefianza disefiadas para superar estos problemas son temas que requieren
de investigacién disefiada especificamente con este propdsito.

Con el fin de profundizar en la comprensién de las dificultades reales que los
estudiantes presentan al enfrentarse a la solucion de problemas algebraicos, es
conveniente poner atencion a un concepto central a esta materia y que puede
ser la fuente de dichas dificultades: el concepto de variable.

El manejo de expresiones, la solucion de problemas y la modelacion de
situaciones reales mediante el uso del algebra requieren de una comprension
global y flexible del concepto de variable.  No seria exagerado decir que, a
nivel elemental, el algebra gira en torno a esta idea. Sin embargo, a pesar de
su papel protagonico, este concepto es muy dificil de definir. Lé variable en el
algebra se presenta con caracterizaciones que varian segln el problema en el
que ésta esta involucrada.

La investigacion concerniente al aprendizaje del algebra se ha llevado a cabo
fundamentalmente con nifos de 12 a 16 afos, edad en la que usualmente se
estudia algebra en la escuela. Los resultados obtenidos (English y Sharry,
1996; Reggiani, 1994; Usiskin, 1988; Ursini, 1996; Bernarz et al, 1991; Filloy y
Rojano 1984; Filloy y Rojano 1989; Gascon, 1984; Ruiz y Rodriguez, 1994,
Brust, 1997) indican que los estudiantes, independientemente de que inicien
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apenas sus estudios o hayan llegado a niveles mas avanzados, tienen
dificultades al manejar todas las caracterizaciones de la variable. En un estudio
reciente (Lozano, 1998) se encontré que la comprensién de los estudiantes que
se encuentran en distintos grados de I3 educacién secundaria es muy limitada,
que unicamente pueden trabajar con problemas muy simples, que un aumento
ligero en la complejidad de los problemas induce en los estudiantes un
comportamiento que parece responder mas a la presencia de ciertos simbolos
contenidos en la pregunta misma que a la reflexién sobre el problema, que los
estudiantes tienen muchas dificuitades para simbolizar problemas verbales
utilizando variables y que la nocion de relacion entre variables les causa
asimismo muchas dificultades. El comportamiento de los estudiantes no cambia
a su paso por el sistema escolar, aun cuando estén cursando la materia de
algebra en ese momento, y el tipo de respuesta que los estudiantes de
distintos niveles dan a los items presentados se mantiene practicamente
invariable. Estos resultados ponen de manifiesto que la ensefianza del dlgebra
en la escuela es ineficaz y no ayuda a los alumnos a lograr la abstraccién que
se requiere en el paso del aritmética al algebra.

Dentro de los estudios acerca del concepto de variable se ha hecho un énfasis
especial en la deteccion de los errores que mas freuentemente cometen los
estudiantes; en este sentido se han elaborado explicaciones acerca del
desarrollo de la abstraccion algebraica en los que se ha encontrado que la
posibilidad de que los alumnos manejen el concepto de variable como un
objeto matematico involucra un proceso largo y penoso que sobrepasa el
tiempo que se dedica a este concepto en la escuela y por esa razdn son pocos
los estudiantes que logran alcanzar una comprension profunda de los
conceptos que constituyen esta disciplina (Sfard y Linchevsky, 1994).

La investigacion respecto a la potencialidad que tienen los estudiantes para
liegar a manejar las distintas caracterizaciones del concepto de variable es muy



capfTuLo m
Pégina 266

escasa, pero existen evidencias preliminares (Arzarello et al, 1993; Bernarz et
al, 1991; Kaput, 1996; Reggiani, 1994) que apuntan hacia respuestas positivas
y que indican que para lograrlo se requiere de una ensefianza que aborde
cada caracterizacion de una manera mas explicita.

En los niveles mas avanzados de matematicas se ha hecho también
investigacion que refuerza los resultados antes mencionados (Trigueros y
Ursini, 1995; Ursini y Trigueros 1997; Gascon, 1993; Gascon, 1998b;
Chevallard, 1994). A pesar de ello, en la instruccion universitaria, continua
partiéndose del supuesto de que los estudiantes dominan el concepto de
variable a partir de un conjunto de ejercicios y practicas que la involucran en
diferentes formas. Este supuesto sefiala implicitamente que con practica
suficiente los estudiantes aprenden, por una parte, a manejar el concepto de
variable en sus distintas manifestaciones de una forma apropiada y, por otra
que, integran estas experiencias para formarse un concepto de variable solido
que las incluya.

En esta parte del trabajo se aborda el problema de las dificultades de los
estudiantes frente al concepto de variable a la luz de la investigacion que se ha
hecho al respecto.

Acerca del concepto de variable

El concepto de variable es de fundamental importancia en el desarrolio y

comprension de cualquier rama de las matematicas.

Este concepto se introduce por primera vez en la ensefianza dentro del marco
de los cursos elementales de algebra. En ellos los estudiantes se enfrentan a
las ideas de generalizacion y de modelacion que han guiado el desarrollo de las
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matematicas, dejando atras el manejo de operaciones especificas mediante el

uso de nimeros naturales.

Es también en los cursos de algebra donde la mayoria de los estudiantes
enfrenta grandes dificultades. La generalizacion de la aritmética al dlgebra
parece ser un obstaculo dificil de superar (Arzarello et al, 1994; Bell y Malone,
1993; Bernarz y Janvier, 1994; Bolea et al, 1998b; Radford y Grenier, 1996).
Fl aprendizaje del concepto de variable, de su valor como herramienta
matematica en la solucién y en la modelacion de problemas y de su manejo en

situaciones diversas estd atras de estas dificuitades.

£l concepto de variable es complejo. Cuando se revisa su papel dentro del
algebra se encuentra que este concepto se usa con significados diversos en
diferentes contextos y que dependiendo de ellos se maneja de distintas
maneras. Esta variedad en las formas de empleo hace que el concepto de
variable sea dificil de definir y que los estudiantes tengan dificultades para
aprenderlo. (Wagner, 1983; Usiskin, 1988, Bolea et al. 1998¢; Clement, 1982).

Dentro del marco de! algebra hay ocasiones en las que dada una tarea
especifica aparecera una caracterizacion de la variable también especifica, pero
en muchas ofras situaciones se plantean problemas, que se usan
frecuentemente en la didactica, que requieren que el estudiante trabaje con
diferentes formas de usar la variable. Por ejemplo cuando se pide al
estudiante que encuentre la ecuacion de la recta que pasa por el punto (7,1)
con pendiente 5, este problema se puede abordar a partir de la relacion ¥y =
mx + b en la que el estudiante considera a las variables como numeros
generalizados. Cuando se toman los datos para ponerios en fa formula, b es la
incognita que debe determinarse para, por ultimo, llegar a una relacidn
funcional entre las variables x e y. En este ejemplo aparecen los diferentes
significados de la variable vy el estudiante debe no sdlo manejar cada uno de
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ellos sino, ademas pasar de uno a otro sin dificultad, aun cuando las distintas
caracterizaciones estén revestidas de la misma representacion simbdlica.

Un usuario competente del digebra puede asignarle diferentes significados a la
variable dependiendo del problema que se le presenta: distingue ecuaciones
de tautologias, puede simplificar expresiones y manejar la idea de variacién en
relaciones funcionales, Para los novatos, estas manifestaciones diversas, que
para un experto resultan insignificantes, pueden convertirse en un obstaculo
dificii de salvar como lo muestran los estudios de Matz y Kaput con estudiantes
que se inician en el dlgebra (Matz, 1982; Kaput, 1983; Kaput, 1987).

Parte del problema con las distintas caracterizaciones de la variable proviene de
Ia simbolizacion. Las variables matematicas se representan mediante simbolos,
sin embargo, se usan los mismos simbolos para diferentes caracterizaciones de
la variable y al mismo tiempo, diferentes simbolos se usan para la misma cosa.
Esto esconde las diferencias entre las caracterizaciones y hace dificil su
comprension. Existen varios estudios que sefialan como el simbolismo
oscurece los significados para los estudiantes que se inician en el algebra;
entre ellos se pueden mencionar los de Thorndike, Van Engen, Wagner y Matz
(Thorndike et al; 1923, Van Engen, 1953; Wagner, 1981; Matz, 1982). En la
ensefianza del algebra es indispensable superar esta situacion ya que siempre
que se enfrenta un problema es necesario poder pasar flexiblemente de una
interpretacion a otra del mismo simbolo y para lograrlo es importante disponer
de herramientas que permitan diagnosticar las dificultades reales de los
estudiantes, para después buscar formas de resolverlas mediante apoyos
didacticos.

En términos generales se puede hablar de tres formas distintas en las que la
variable puede manifestarse en el algebra elemental: La variable como

nGmero generalizado, es decir como un ndmero no determinado que aparece
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en generalizaciones y en métodos generales; la variable como incégnita o como
un numero desconocido y la variable en una relacion de variacion con otras
variables que denominaremos variable en relacién funcional.

En 1980 Kiichemann hizo un estudio clasico con alumnos de 13 a 15 aiios en el
que, desde una perspectiva piagetiana, clasifico las respuestas de los alumnos
con respecto al significado de la variable, organizandolas en términos de su
dificultad. El orden introducido por este autor sugiere que para los alumnos lo
mas simple es trabajar con incdgnitas, después con la variable como nimero
generalizado, siendo la mas dificil la caracterizacion de las letras como variable
en una relacion funcional. Ademas, €l mismo sefiala que cada uno de estos
usos puede ensefarse a distintos niveles de complejidad y que en cada uno de
ellos los estudiantes que se inician encuentran dificultades.

Sin embargo, otros trabajos (Lopez, 1996; Kieran, 1984; Kieran y Filloy, 1989;
Ursini, 1994) no parecen confirmar esta aseveracion. En ellas se sugiere que el
uso de la variable como incognita es tal vez el mas favorecido en la ensefianza
del lgebra en el aula y que por esta razon puede aparecer como el mas simple.
Estos estudios sugieren que el uso de la variable como nimero general es el que
realmente introduce a los alumnos al pensamiento algebraico y que la reificacién
de este concepto, es decir, su encapsulacion en formade objeto, juega un papel
definitivo en el paso del manejo aritmético al algebraico y facilita la diferenciacién
y la integracién de todos los usos o caracterizaciones de la variable.

Dificultades de los Alumnos frente al Concepto de Variable
La variable como incognita

En este caso la variable se presenta como un numero desconocido. Desde la
primaria los alumnos empiezan a trabajar con problemas de este tipo aunque la
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incégnita no se representa mediante una literal sino mediante otros signos:
una raya, un cuadrito, un espacio vacio, etc. Este signo se sustituye por la
letra al iniciarse la ensefianza del algebra.

Si los problemas son muy simples los estudiantes no tiene grandes dificultades.
Usando generalmente la estrategia de trabajar hacia atrds o por ensayo y
error, I3 solucion se encuentra facilmente. Sin embargo, cuando la incégnita
se encuentra dentro de una ecuacidn que tiene una estructura mas compleja,
las dificultades empiezan a surgir, haciéndose mas evidentes cuando se trata
de  ecuaciones que requieren de mas de un paso en la solucion. La
investigacion concerniente a este aspecto de la variable ha encontrado que los
estudiantes tratan de aplicar las estrategias Utiles en ecuaciones mas simples
en lugar de operar con la incognita especifica (Kieran, 1984; Filloy y Rojano
1984, 1989; Hercovics y Lenchevski, 1991; ,Cortés, 1992; Drouhard, 1992;
Rojano 1994).

La presencia del signo de igualdad en las expresiones algebraicas induce a los
estudiantes a percibir la variable como incognita; es decir, los estudiantes
muestran grandes dificultades para distinguir el papel de la variable en una
tautologia, generalmente manejan a la variable como incognita y se enfrentan
a dificultades de interpretacion en lo que obtienen después de una
manipulacién o suponen que la expresion se trata de una ecuacion en la que el
nimero de valores que la variable puede tomar depende del grado de ia

misma.

La presencia de dificultades para conceptualizar la variable como incégnita y
simbolizarla se reconfirma en el caso de los items que presentan problemas
verbales. Cuando el problema es muy simple, los estudiantes tienden a resolver
el problema sin plantear una ecuacidn. Si bien identifican la incognita del

problema, esto es, conceptualizan la incognita, no la simbolizan y determinan
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su valor por procedimientos aritméticos. Cuando la complejidad del problema
no les permite usar un acercamiento aritmético dan una respuesta arbitraria
poniendo en evidencia su incapacidad para plantear la ecuacién y también para
conceptualizar la incognita.

Resumiendo puede decirse que los estudiantes manejan la incognita a un nivel
muy elemental, en el que apenas la reconocen como nimero desconocido y su
capacidad para identificarla dentro de un problema mas general y de
simbolizarla adecuadamente son muy limitadas.

Aun en las ecuaciones se nota ente los estudiantes una tendencia a evitar la
manipulacién y a determinar el valor de la variable por simple inspeccion. Tal
parece que cuando la instruccién en un item pide resolver la ecuacion, los
estudiantes reaccionan automaticamente buscando un valor por inspeccién,
evitando la manipulacion.

La ensenanza tradicional no parece ayudar a los estudiantes a superar las
dificultades que se han senalado e incluso tiende a reforzar estrategias
equivocadas o estrategias que no los conducen a darie significado a la variable.
Las investigaciones acerca de experimentos de ensefanza disefiados para
superar las dificultades especificas encontradas muestran distintas posibilidades
de superarlos, aunque sefalan que se requiere de un esfuerzo considerable de
todos los involucrados en el proceso de ensenanza aprendizaje.

La variable como numero general

La variable es una herramienta que se usa en matematicas para expresar
generalizacidon . Cuando se quiere expresar un patrdn, una regularidad o un
método general en matematicas se usan variables para indicar los nimeros
generales involucrados.
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La investigacion acerca de fa forma en que los estudiantes trabajan con la
variable como nimero general ha mostrado que la mayoria tiene dificultades
para entender esta caracterizacion. Se encontro que al enfrentrarse a un
numero general representado por una literal los estudiantes producen una gran
variedad de interpretaciones del simbolo y que éstas varian ademas con el tipo
de problema en el que se esta trabajando. La conducta mas frecuente de los
estudiantes consiste en ignorar Ia variable, o en asignarle un valor especifico,
aunque en algunas ocasiones la interpretan como un objeto determinado . En
términos generales se puede decir que los estudiantes son capaces de
manipular la variable como numero general cuando esta aparece en
expresiones abiertas muy simples, pero que cuando se aumenta ligeramente la
complejidad las dificultades en su manejo se ponen de manifiesto. la
capacidad para construir una expresion que involucra un ndmero general
aumenta ligeramente cuando el simbolo tiene un referente claro y la expresion
que se obtiene representa un resultado, tal como el perimetro de una figura. A
pesar de que los estudiantes pueden reconocer patrones generales cuando se
pregunta respecto de los pasos correspondientes a un niimero especifico, son
incapaces de expresar la regla general que gobierna al patrén y que si bien son
capaces de reconocer al simbolo como la representacion de algo indeterminado
en casos simples, muestran grandes dificultades cuando se requiere de un nivel
de abstraccion un poco més elevado (Kiichemann, 1980; Booth, 1984; Avila, et
al, 1990; Bolea et al, 1998a; Chevallard, 1989; Gascon, 1993).

Todos los estudios coinciden en que los estudiantes se desorientan cuando
tienen que interpretar simbolos que representan nimeros generales y en que
su tendencia es a especificarlos de una manera arbitraria.

Es importante sefalar que algunos estudios, particularmente aquellos
realizados con ambientes computacionales, muestran la potencialidad de los
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estudiantes que se inician en el algebra para manejar la variable como niimero
general y su capacidad de transferir esta capacidad al contexto de la clase de
algebra (Noss, 1985; Sutherland, 1987; Ursini, 1994, Ursini y Trigueros, 1997,
Elias Calles, 1996). Estos resultados sugieren que un acercamiento distinto al
tradicional puede reducir Ias dificultades encontradas y ayudarles a trabajar con
la idea de numeros generales y su representacién simbdlica en una forma
apropiada. También se encuentra en elios una sugerencia implicita acerca de
que la instruccion tradicional no ofrece suficientes oportunidades para que el
alumno construya la idea de numero general y para que desarrolle un
significado para el simbolo que se usa para representarlc.

La Variable en una Relacion Funcional

Las variables se pueden usar para expresar una relacion entre dos cantidades
que cambian. Cuando se usa asi, las caracteristicas principales de la variable
son su variacion en un rango de valores y el hecho de que el cambio en una de
las variables produce un cambio en el valor de la otra. Esta caracteristica se

enfatiza cuando la relacion funcional se concibe como la expresion del cambio.

En el curriculum actual las funciones juegan un papel importante, pero se
definen mediante dos conjuntos y una regla de correspondencia que asigna a
un elemento de un conjunto exactamente un elemento del otro conjunto. En
esta definicién de funcidn, la idea de cambio y la relacién entre el movimiento
de las variables esta ausente,

Ademas, cuando se usa esta definicidn de funcién, los estudiantes encuentran
obstaculos en las ideas de dominio y rango de variacién, independientemente
de gue la funcion esté representada en forma algebraica o grafica.  Los
alumnos tienen también dificultades para entender las funciones constantes Yy
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mas aun las discontinuas.  (Markovits et al., 1986; Sfard, 1989; Dubinsky,
1991; Dubinsky y Harel, 1992).

El desarrollo de acepciones complementarias de las relaciones funcionales
requiere del desarrollo de formas versatiles de pensar, es decir, de la capacidad
de moverse libremente entre modos de pensamiento secuenciales y globales
(Thomas y Tall, 1991), o dicho de otra manera, de tener la posibilidad de
considerar por una parte a las variables en una correspondencia estatica y ser
capaz de calcular el valor de una de ellas en correspondencia con el valor
asignado a la otra, o, por otra parte, de pensar en las variables como entidades
que se mueven una en relacion a la otra dentro de un rango de valores y de

manejar asi la idea de cambio.

La idea de cambio es dificil para los alumnos. La dependencia de los cambios
de una de las variables de los de la otra es algo que los alumnos no ven con
facilidad. Ellos perciben los procesos dinamicos como estaticos (Bernarz y
Dufour-Janvier, 1991; Trigueros y Cantoral, 1992) y cuando se describen
procesos dinamicos los alumnos se fijan solamente en algunas caracteristicas
esenciales que se pueden representar puntualmente dejando de lado la
concepcién de la relacidn funcional en forma global. Cuando el cambio se
representa en forma grafica o mediante otros cdédigos usuales en las
matematicas, también se encuentran dificultades y nuevamente éstas estan
asociadas a la tendencia de los estudiantes a ver a las variables como algo
estatico (Kieran, 1992; English y Sharry, 1996).

Los resultados encontrados ponen de manifiestc que los estudiantes manejan
de manera adecuada la nocion de correspondencia entre cantidades,
independientemente de la representacion que se use para expresar una
relacion (tabla, grafica, expresion analitica). La nocién de variacién conjunta,
sin embargo, les resulta totalmente ajena. Se observa también que si bien los
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estudiantes no tienen dificultades para determinar el valor especifico de una
variable cuando se conoce el valor de la otra, son incapaces de determinar los
intervalos de variacion correspondientes.

El manejo que los estudiantes hacen de las tablas y de las graficas sugiere que
recurren a métodos intuitivos para interpretar la variacion. Los estudiantes
tienen dificultades con el manejo de la nocidén de continuo numeérico y esto les
impide establecer intervalos en los que el comportamiento de la funcion tiene
cierta propiedad, por ejemplo, los intervalos en que la funcién crece o decrece.

La simbolizacion de la relacidn funcional entre variables presenta asimismo
serias dificultades, aunque estas dificultades disminuyen cuando se explican las
variables que deben ser relacionadas y se asigna en el item un simbolo
especifico para designarlas.

La manipulacion de las relaciones funcionales, por ejemplo efectuar
sustituciones, transposiciones, agrupacién de términos semejantes, etc. no
representa dificultad para los estudiantes cuando se presentan en forma
aislada, pero cuando las tienen que llevar a cabo en forma sucesiva, las
dificultades aumentan notablemente.

En términos generales puede decirse que en problemas que involucran las
relaciones entre variables las respuestas comunes de los estudiantes muestran
inconsistencias y generalizaciones inadecuadas aun en el caso de problemas
muy simples. La mayor parte de los estudiantes no parece concebir a la
relacion como un proceso de transformacion, ni como un proceso dindmico de
variacion conjunta. Su concepcidn parece limitarse a la idea estitica de
correspondencia uno a uno.
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Todos los estudios parecen mostrar que las dificultades que los estudiantes
tienen para conceptualizar las variables en relacion funcional son ain mayores
que las que tienen para manejar la variable como incognita y como numero
general.

La Variable en los Libros de Texto

Con el objeto de tener una idea mas clara del manejo del concepto de variable
en el ambito escolar se revisaron algunos de los libros mas frecuentemente
usados en los niveles primario y secundario en México.

En cuanto al concepto de variable se encontro lo siguiente:

Una revision de los textos mas comunes en México muestra que en primaria los
estudiantes encuentran por primera vez a las variables en una relacion
funcional, representada mediante simbolos; sin embargo, el énfasis sobre ellas
no es con respecto a la relacion funcional en si, ni respecto al papel de las

variables sino simplemente como formas abreviadas de recordar algo.

En el primer ano de secundaria se presentan a los estudiantes diversas
expresiones aritméticas generalizadas que involucran el uso de los simbolos
para representar variables como nimeros generales. Sin embargo, no se va
mas lejos de una presentacion informal y se nota una ausencia de actividades

conducentes a la construccién de fa idea de variable como nimero general.

También en el primer afio de secundaria aparece brevemente de manera
formal el concepto de funcion. En esta presentacion se hace enfasis en la idea
de correspondencia, pero no en la idea de cambio o de variacion de dos

variables en forma conjunta .
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El usc de literales para representar incognitas empieza de una manera formal
en los libros del segundo afo de secundaria. Antes, como ya se ha
mencionado, aparecen este tipo de problemas pero en ellos sélo se usa
ocasionalmente la literal como simbolo.

No se encontrd en los libros revisados ninguna actividad enfocada a ia
construccién de los distintos usos de la variable. Las actividades se centran
primordialmente en la representacion simbdlica de la variable y en su uso en la
solucién de ejercicios en los que se le concibe como incognita y en algunos
problemas de indole mas general.

Una primera observacién que es importante hacer respecto a esta revision es
que los libros revisados difieren muy poco en la forma como abordan los
conceptos del algebra. Los ejemplos utilizados y los ejercicios propuestos son
también muy similares.

Algunos resultados obtenidos de la observacion en el aula

En aigunas investigaciones relativas al concepto de variable se incluye como
parte fundamental del disefio experimental la observacién de la manera en la
que el dlgebra se ensefia en el salon de clase. Esta informacion complementa la
presentada anteriormente en la que los restados provienen basicamente de la
aplicacion de distinto tipo de instrumentos escritos y de entrevistas con los
estudiantes.

Los resultados que se obtienen de la observacion en clase muestran que durante
sus explicaciones los profesores de matematicas hacen un uso amplio de los
distintos aspectos de la variable dando por sentado que son comprendidos por
los alumnos (Lopez, 1996). Los profesores pasan de un aspecto a otro en un
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mismo problema sin dar ninguna explicacion que apoye a los alumnos en su
comprension de los diferentes papeles que la variable va asumiendo a lo largo de
la solucion del problema o cuando se pasa de un problema a otro.

Se constata, por otra parte que el tiempo que los profesores de matematicas
destinan a la mecanizacion de los procedimientos en la resolucién de ejercicios y
problemas es siempre mucho mayor que el que destinan a ejercicios de
aplicacién o de conceptualizacion. Esto propicia que los estudiantes pierdan la
relacion con la parte conceptual y se concentren en la memorizacion de
procedimientos y algoritmos.

Por otra parte se observa que cuando los alumnos cometen un error durante la
clase, este error es muy frecuentemente ignorado por el profesor; en los casos
en que se retoma, el mayor énfasis del profesor se concentra en la repeticion del
procedimiento o algoritmo pero rara vez se discuten los aspectos conceptuales
involucrados. Este tipo de actitudes de los profesores tiende a reforzar la
consideracion, muy comun entre los alumnos, de que el algebra consiste en una
serie de reglas de manipulacion y algoritmos que deben memorizar y aplicar de
manera mecanica para resolver los ejercicios que se les proponen, y se deja de
lado la oportunidad de ayudar a los alumnos a desarrollar una comprension
significativa de los conceptos algebraicos, en particular del de variable que, en

principio deben quedar claros al finalizar el curso.

Por otra parte, los profesores que trabajan con estudiantes que inician sus
estudios universitarios encuentran que a pesar de haber cursado al menos cinco
anos de matematicas en la escuela secundaria y preparatoria, en los cuales el
énfasis mayoritario estd puesto en el manejo del dlgebra, los estudiantes
continGan mostrando dificultades con el manejo de expresiones algebraicas.
Estas dificutades repercuten negativamente en sus estudios del Calculo
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Diferencial e Integral, de otras materias de matematicas avanzadas y de materias
de los distintos campos profesionales que usan la matematica como herramienta.

Algunas consideraciones adicionales

Como hemos visto anteriormente, el concepto de variable es complejo y su
aprendizaje presenta muchas dificultades a los estudiantes. Este problema se
agudiza por el énfasis exagerado que se pone en el aspecto de variable como
incognita tanto en los libros de texto como en la instruccion.

Todos los resultados antes mencionados dan muestras de que el aprendizaje
del concepto de variable logrado por los estudiantes a su paso por el sistema
escolar es poco significativo. Si bien se encuentra que los alumnos son capaces
de reconocer el papel que juega la variable en expresiones y problemas muy
simples, un ligero aumento en la complejidad de los mismos provoca
generalizaciones inadecuadas y la busqueda de soluciones memorizadas o por

inspeccion que no son acordes a los objetivos planteados por la instruccion.

Las estrategias de los estudiantes estan dominadas por procedimientos que no
han sido interiorizados, esto los deja anclados a un nivel de accién en los
términos del marco tedrico presentado en la seccién anterior, que se manifiesta
por ejemplo en la necesidad de hacer explicitos los pasos que siguen en el
proceso mental de solucion y usarlos como soporte para continuar, sin ser
capaces de analizarlos y detectar posibles errores. Muchas de sus acciones
parecen estar provocadas por estimulos que perciben como externos y que los
inducen a responder de cierta manera especifica, sugiriendo nuevamente un
anclaje a un nivel de accioén.
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La atencion de los estudiantes se centra en las caracteristicas superficiales de
las expresiones y en los procedimientos aritméticos involucrados en su solucion.
La exposicion a los cursos y la lectura de los textos no desarrolla en forma
significativa la posibilidad de generalizar procedimientos y patrones.

Los resultados provenientes del andlisis de {0 que ocurre en el aula sugieren
que el tipo de problemas que se detectan en estas investigaciones estan
fuertemente ligados a la forma en la que suele ensefiarse el algebra. Esta
situacion, aunada a la posibilidad de que el concepto de variable se desarrolle
lentamente, como sugieren los estudios, podria apuntar hacia la necesidad de
replantear la forma en la que este concepto se aborda.

Dada la complejidad del concepto de variable es tal vez demasiado optimista
esperar que la practica y el acercamiento a los textos permita a los alumnos
alcanzar un concepto en el que estén integradas las diversas caracterizaciones

de la variable.

Es posible que muchas de las dificultades antes mencionadas provengan de la
falta de construccion, por parte de los estudiantes, del concepto de variable.
Esta construccién debe incluir todos los aspectos vistos anteriormente y la
posibilidad de pasar de una concepcion a otra del concepto de variable con
flexibilidad y acopldndose a las exigencias de los problemas que se intentan

resolver.

Hemos visto hasta aqui, como la idea de variable puede considerarse no como
un concepto monolitico, sino como uno con muiltiples facetas dentro de las que
destacan las concepciones como incognita, como nimero general y como parte
de una relacién funcional.
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La comprension integral del concepto de variable requiere del entendimiento y
el manejo adecuados de esas tres facetas, ademas de la posibilidad de pasar

de una a otra de manera dinamica y reversible.

Una primera forma de acercarse al estudio de la comprensién del concepto de
variable por parte de los estudiantes requiere de un analisis del grado en que
los alumnos han comprendido los distintos aspectos que lo componen.

Tanto los textos de matematicas como la instruccion en clase no hacen
suficiente énfasis en los diferentes aspectos del concepto de variable. Lo mas
usual es que se enfatice la idea de variable como incognita y se preste poca o
ninguna atencién a las otras manifestaciones con la idea subyacente de que el
alumno por si solo puede construir los otros significados cuando se le
presentan.

Cuando los estudiantes liegan a los cursos avanzados de matematicas, sus
problemas con el uso del algebra subsisten. Es posible que esto se deba a
que la generalizacion e integracion de las distintas facetas del concepto de
variable no se da en la forma esperada.

Para ahondar en esta hipotesis es conveniente disefiar y experimentar con un
mayor nimero de instrumentos de diagndstico y evaluacién del conocimiento
del algebra que aborden directamente las distintas caracterizaciones en las que
este concepto se puede presentar y que permitan posteriormente incidir en la
forma en la que éstos se ensefian.

El disefic de instrumentos basados en marcos tedricos relevantes, como el que
se presentd en la seccion anterior, permiten un analisis a mayor profundidad
de la comprensidn de los alumnos de los conceptos matematicos. En la

siguiente parte del trabajo se pretende analizar, a través del uso del marco
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tedrico constructivista antes mencionado al concepto de variable. Es decir se
presenta una descomposicién genética que permitira el disefio de instrumentos
y el analisis de los resultados obtenidos de su aplicacion. En particular se
utilizara el analisis de los resultados de la aplicacion de un instrumento en
particular, que permite distinguir los aspectos concernientes a la diferenciacién
entre las distintas caracterizaciones del concepto de variable en el algebra
elemental.

II11.5 Descomposicion genética del concepto de

variable y su uso en el diseiio de items

El aprendizaje significativo de los conceptos del algebra es, como se ha
mencionado anteriormente un proceso largo vy dificil de completar para muchos
de los estudiantes que pasan por las escuelas secundarias. Los errores mas
comunes que los alumnos cometen se han tipificado, pero aun hace falta un
marco tedrico que de sentido al analisis de las respuestas de ios estudiantes y
que sirva como sustento para €l disefio de items Utiles en el diagnostico y en la
evaluacion de los conocimientos de los sujetos acerca del concepto de variable
en el algebra elemental. El marco tedrico desarrollado en la seccién II1.3 puede

utilizarse en particular con este fin.

El concepto de variable como se ha visto anteriormente, es multifacético e
involucra, como un todo, distintos aspectos. La mayor parte de las
investigaciones tienden a centrar su atencion sdlo en alguna de las formas en las
que este concepto se manifiesta en los problemas algebraicos. En el presente
trabajo consideramos tres aspectos del concepto de variable, destacados en los
trabajos realizados destacados por otros investigadores (Usiskin, 1988; Ursini,

1994; Ursini, 1996), gue pensamos son los mas relevantes para un manejo eficaz
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y una comprensién significativa de los problemas algebraicos elementales: el uso
de la variable como incdgnita, el uso de la variable como numero general y el uso

de la variable en una relacion funcional.

La comprension del concepto de variable implica, desde nuestra perspectiva, la
posibilidad de superar la simple realizacion de calculos y operaciones con letras o
con simbolos, para alcanzar una comprension de las razones por las que
funcionan estos procedimientos, la capacidad de prever hacia donde conducen y
la posibilidad de establecer relaciones entre las distintas formas en las que la

variable se manifiesta en el contexto del algebra elemental.

Construir el concepto de variable como un objeto matematico en una forma
integral implica la capacidad de emplear alguna de las formas en las que este
concepto se manifiesta en una situacion especifica, asi como pasar de una de
estas manifestaciones a otra de manera flexible e integrar los distintos aspectos

como componentes de un mismo ente matematico.

El trabajo adecuado con cada uno de los aspectos en los que la variable puede
presentarse implica la posibilidad de: interpretar, en un problema dado, el
significado de la variable, es decir, reconocer el papel que |a variable juega en
esa situacién; manipularla y operar sobre ella; asi como utilizarla con el fin de
representar situaciones problematicas mediante simbolos a los que se atribuya el
significado correspondiente.

Es de esperarse que después de varios afios de contacto con el algebra, los
estudiantes universitarios sean capaces de manejar los tres aspectos del
concepto de variable simultdneamente y que la comprensién de cada uno de
ellos esté igualmente desarrollada. Las matematicas avanzadas que el estudiante
aborda a este nivel requieren como un prerrequisito la capacidad de manejar el
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concepto de variable algebraica como un objeto, ya que este concepto serd
generalizado para incluir dentro de él nuevas facetas e interpretaciones.

La comprension de ia forma en Ja que los estudiantes entienden y manejan el
concepto de variable puede lograrse tomando como punto de partida un analisis
cuidadoso de lo que significa entender el concepto, aislando sus componentes y
describiendo explicitamente las relaciones entre ellas. La descomposicion
genética de un concepto (Asiala et al 1996) puede ser una herramienta Gtil para
investigar la forma en la que los estudiantes lo entienden. En el caso del estudio
que aqui nos concierne, se presenta una descomposicion del concepto de
variable que se obtiene, por una parte, de un analisis cuidadoso de este
concepto y, por otra, de la revision de las dificultades que tienen los estudiantes
al enfrentarse a €| y que han sido reportadas en la literatura. Este analisis se
enfoca hacia los aspectos que parecen ser mas relevantes desde el punto de
vista de un experto y , puesto que el trabajo se realiza con estudiantes
universitarios que han tenido contacto con el dlgebra durante varios afios, este
interés se centra en destacar los aspectos que se consideran importantes para
que los estudiantes manejen con soltura y comprendan el concepto de variable

como un objeto matematico integrado.

En un primer acercamiento, la descomposicion del concepto de variable se basd
en la forma en la que los investigadores entendiamos el concepto y en su
experiencia como maestros y como aprendices en cuanto a las construcciones
mentales que consideraban necesarias para lograr su apropiaciéon (Quintero et al,
1994; 1995; Trigueros et al, 1996), Esta descomposicion se ha refinado a partir
de la informacion que se obtuvo de un primer analisis de las respuestas de los

estudiantes a los instrumentos de investigacion.
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A continuacién se presenta una nueva descomposicion del concepto de variable
que contiene los aspectos que pueden considerarse basicos para la comprension

de este concepto:

Variable como incognita

La conceptualizacion de la variable como incognita implica:

reconocer e identificar en una situacion problematica la existencia de algo
desconocido que se puede determinar

reconocer el simbolo que aparece en una ecuacion como un ente que puede
tomar valores especificos

sustituir el o los valores de la variable que hacen que la ecuacidon sea
verdadera

determinar la incdgnita que aparece en ecuaciones o problemas llevando a
cabo las manipulaciones y operaciones algebraicas o aritméticas necesarias
identificar la incognita en una situacion especifica y simbolizarla

adecuadamente a través de una ecuacion.

Habra quien considere inadecuada la terminologia "variable como incognitd' por
el hecho de que una incdgnita no es variable dado que representa un valor fijo.
Sin embargo, puede considerarse que la primera percepcion de las literales al
trabajar con un problema algebraico es, o tendria que ser, la de simbolos que
representan cualquier valor y que es en un segundo momento cuando se define
su papel especifico dentro de la expresion o problema en el que aparecen. Asi,
por ejemplo, frente a una ecuacidn, se toma consciencia de que la variable
representa valores especificos sdlo después de llevar a cabo, de hecho o
mentalmente, las manipulaciones necesarias que permitan darse cuenta de que
se trata efectivamente de una ecuacion y no, por ejemplo, de una tautologia. Por
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esta razén nos parece que el uso de la terminologia "variable como incognitd' es
adecuada.

Variable como numero general

En el caso de la variable como numero general su conceptualizacién requiere la
capacidad de:

reconocer patrones y reglas en secuencias numéricas y en familias de
problemas

reconocer el simbolo como una representaciéon de un objeto indeterminado
desarrollar 12 idea de método general, distinguiendo los elementos variables
de los invariantes en situaciones problematicas similares, hasta llegar a la
simbolizacién de un método general y del objeto general scbre el cual actua
simplificar o desarrollar expresiones algebraicas

Variables en relacion funcional

La conceptualizacion de las variables en relacion funcional requiere:

reconocer la correspondencia entre cantidades en sus diferentes
representaciones: tabla, grafica, problema verbal o expresién analitica.
determinar los valores de la variable dependiente cuando se conocen los de la
variable independiente

determinar los valores de la variable independiente cuando se conocen los de
la variable dependiente

reconocer ia variacidn conjunta de las variables que intervienen en una
relacion en cualquiera de sus formas de representacion

determinar los intervalos de variacion de una de las variables cuando se

conocen los de la otra
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expresar una relacion funcional de manera tabular, gréfica y/o analitica, a

partir de los datos de un problema

Para cada uno de estos aspectos de la variable, la descomposicion pone de
manifiesto distintos niveles de abstraccion a los que este concepto se puede
manejar. El manejo de la variable como un objeto matematico a este nivel,
implica, como ya se ha mencionado, la posibilidad de integrar las diferentes
manifestaciones de la variable en un solo concepto y de pasar flexiblemente de

una a otra en cualquier situacion.

Con el fin de poder aplicar este analisis tedrico del concepto de variable al disefio
de items y de tests que pretendan evaluar conocimientos respecto a este
concepto, es necesario reconccer dentro de esta descripcion cudl o cuales
comportamientos o respuestas de los estudiantes representan una concepcion a
nivel de accién de! concepto de variable, cudles representan una concepcion a
nivel de proceso y cuales representan una concepcion a nivel de objeto.

Conceptualizacion de la variable a nivel - accidn

En el caso de la variable como incognita un estudiante que se encuentra a un
nivel - accion en su comprension del concepto de variable puede:

- Reconocer en una situacion problemadtica la existencia de algo
desconocido que se puede determinar.

- Identificar la incognita en una situacion determinada.

- Reconocer la literal que aparece en una ecuacidn como un numero
especifico que se puede calcular
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Los indicadores de que un estudiante se encuentra en este nive/ - accion en su

comprension de la variable como incognita son los siguientes:

Dificultades para discriminar cuando una variable en un problema
representa un niumero general 0 una incégnita.

Respuestas inducidas directamente por la presencia de signos externos o
por la aparicion de palabras clave que actian como estimulos externos
que conducen a dar respuestas memorizadas sin que haya un andlisis de
la situacion especifica en la que la ecuacion aparece.

Solucion de los problemas por simple inspeccion o mediante el uso de
procedimientos aritméticos.

Tendencia a evitar la manipulacion de las ecuaciones cuando se pide
encontrar el valor de la incognita.

Interpretacion de las diferentes apariciones del simbolo como diferentes
nUmMeros.

Imposibilidad de interpretar el simbolo en una ecuacidon cuando aparece
mas de una vez.

Dificultades para desligar al simbolo del referente especifico en una
situacién problematica dada.

Utilizacién del signo de igualdad como conexidn entre los distintos pasos
que se siguen en la solucion de un problema.

Necesidad de explicitar paso a paso todo el proceso de solucidn de una

ecuacion dada.

Los indicadores de que un estudiante se encuentra en este nive/ - accion en su

comprension de la variable como numero general son los siguientes:

Dificultades para discriminar cuando una variable en un problema

representa un numero general o una incognita.
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- Respuestas inducidas directamente por la presencia de signos externos o
por la aparicion de palabras clave que actlan como estimulos externos
que conducen a dar respuestas memorizadas sin que haya un analisis de
Ja situacion especifica en la que la expresion aparece.

- Dificultad para reconocer el simbolo en una expresion como un objeto
indeterminado.

- Confusion entre una ecuacion y una tautologia.

- Necesidad de igualar una expresion algebraica a un nUmero para
manejarla como una ecuacion.

- Dificultades para simplificar o desarrollar expresiones abiertas, cuando
éstas no son my simples.

- Necesidad de efectuar paso a paso la simplificacion o el desarroilo de
expresiones.

- Posibilidad de construir una expresion que involucra un nimero general
unicamente cuando el simbolo tiene un referente claro y la expresion que
se obtiene representa algdn resultado especifico como un perimetro o un
area.

- Dificultad para generalizar patrones en términos de variables, aunque se
tenga la capacidad de hacerio Unicamente en términos numéricos.

Los indicadores de que un estudiante se encuentra en este nivel - accion en su
comprensién de la variable en /a relacion funcional son los siguientes:

- Reconocimiento de la correspondencia entre cantidades en sus diferentes
representaciones: tabla, grafica, problema verbal o expresion analitica.

- Dificultad para reconocer la correspondencia entre variables.

- Posibilidad de determinar los valores de la variable dependiente cuando se

tiene la expresion analitica y los valores de la variable independiente son
conocidos.
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- Respuestas inducidas directamente por la presencia de signos externos o
por la aparicion de palabras clave que actian como estimulos externos
que conducen a dar respuestas memorizadas sin que haya un analisis de
la situacion especifica en la que la relacion aparece.

- Imposibilidad de determinar una relacion de variacién conjunta.

- Dificultades para determinar intervalos de variacion.

- Dificultades en el manejo de variables continuas.

- Conceptualizacion de cualquier tipo de relacién como una relacion discreta.

- Recurrencia a métodos intuitivos para interpretar la variacion.

- Dificultad para reconocer intervalos de crecimiento y decrecimientc de la
funcion.

- Uso de métodos aritméticos para encontrar la relacion funcional.

- Generalizacion de la propiedad de linearidad para cualquier tipo de
relacion.

- Interpretacion de probiemas verbales en términos de relaciones entre
cantidades especificas.

- Necesidad de una férmula explicita para interpretar €l comportamiento de
una relacion funcional representada de otra manera.

- Uso del simbolo de igualdad para sintetizar la informacion proporcionada
en un problema y para encadenar 10s pasos seguidos en un razonamiento.

- Interpretacién de la relacidn funcional limitada a aquélla de
correspondencia uno a uno.

- Posibilidad de encontrar intervalos de variacion analizando unicamente el
comportamiento de la funcidn en los valores extremos del intervalo y

generalizando el comportamiento de la funcion al interior del intervalo.

Ademas de estos indicadores a nivel de cada una de las caracterizaciones de ia
variable, en un problema mas complejo, los estudiantes que se encuentran a

este nivel tienen dificultades para resolver el problema a menos que cuenten con
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una guia especifica que pueda ser memorizada y que les permita aplicar con
seguridad un algoritmo.

Los estudiantes se muestran dificultades en la solucion de una situacion
especifica por la dificultad de reconocer en un problema complejo las distintas
caracterizaciones que la variable asume en el transcurso de la solucion.

Conceptualizacion de la variable a nivel de proceso

En el caso de la variable como incognita un estudiante que se encuentra a un
nivel - proceso en su comprension del concepto de variable puede:

- Reconocer las diferentes apariciones de la variable en una ecuaciéon como
representaciones de un mismo namero.

- Sustituir los valores de la variable que hacen que la ecuacidn sea
verdadera.

- Determinar el valor de la incognita que aparece en ecuaciones o0
problemas llevando a cabo las manipulaciones y las operaciones
algebraicas o aritméticas necesarias.

- Posibilidad de reconocer entre ecuaciones y expresiones algebraicas
abiertas y tautologias.

- Posibilidad de reflexionar acerca de la pertinencia de las manipulaciones
€N una ecuacion.

- Posibilidad de llevar a cabo el procedimiento de solucién de la ecuacion sin
necesidad de explicitar todos los pasos.

- Interpretar correctamente el signo de igualdad.

- Posibilidad de identificar la incognita en un problema dado, aun cuando se
manifiesten todavia dificultades para simbolizar {a ecuacién que resuelve el
problema.
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En el caso de la variable como numero general un estudiante que se encuentra a
un nivel - proceso en su comprensidn del concepto de variable puede:

- Reconocer patrones y reglas en secuencias numéricas simples.

- Reconocer patrones en familias de problemas simples.

- Simplificar expresiones algebraicas sencillas.

- Desarrollar expresiones algebraicas sencillas.

- Manipular expresiones para llevar a cabo un analisis que permita distinguir
entre el papel que juega el simbolo en una expresion que puede ser, en
apariencia, una ecuacion o una tautologia.

- Posibilidad de interpretacion de las expresiones sin dejarse llevar por la
presencia de palabras claves o signos externos.

- Posibilidad de manipular expresiones abiertas mas complejas para
simplificarlas o para desarrollarlas.

- Posibilidad de simbolizar expresiones simples sin necesidad de explicitar
paso a paso el proceso de pensamiento seguido.

- Capacidad de construir expresiones que involucran objetos generales sin
necesidad de tener un referente explicito.

- Posibilidad de generalizar patrones simples en términos algebraicos,

utilizando simbolos.

En el caso de la variable en una relacion funcional un estudiante que se
encuentra en un nivel - proceso en su comprension del concepto de variable

puede:

- Determinar los valores de la variable independiente cuando se conocen los
de la dependiente,
- Determinar intervalos de variacidon de una de las variables cuando se

conocen los de la otra.
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Expresar relaciones funcionales simples en forma de tabla, grafica o de
expresion analitica a partir de los datos de un problema.

Pasar de una expresion analitica a una tabla o a una grafica que le
correspondan.

Analizar el comportamiento de funciones simples expresadas en términos
de tablas o gréficas sin necesidad de contar con una fodrmula anaiitica que
relacione las variables de manera explicita.

Interpretar la nocién de variacidn conjunta.

Posibilidad de conceptualizar el continuo numérico en problemas de
variacion.

Posibilidad de inferir el comportamiento de funciones simples sin
necesidad de calcular puntos especificos.

Posibilidad de interpolar valores dada una funcion en representacion
tabular o grafica.

Posibilidad de encontrar intervalos de variacion analizando el
comportamiento de la funcion al interior del intervalo.

Posibilidad de encontrar simbolicamente relaciones funcionales simples a
partir de problemas verbales, datos en tablas o graficas.

Posibilidad de aplicacion de razonamiento proporcional para simbolizar y
trabajar con funciones lineales.

Posibilidad de reconocer que no todas las funciones representadas en
forma de tabla tienen un comportamiento lineal.

Posibilidad de ejecucién de varias acciones tales como sustitucion,
transposicion y agrupacion de términos semejantes para encontrar los
valores de la variable independiente o dependiente en el caso de una
relacion funcional expresada en forma analitica.

Posibilidad de concebir la relacion funcional como un proceso dinamico de
asociacion entre variables continuas o discretas segun sea el caso, sin

limitarse a la idea estética de correspondencia uno a uno.
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Aun cuando los estudiantes que se encuentran en un nivel - proceso en su
conceptualizacion del concepto de variable son capaces de manejar este
concepto con mayor eficacia en la solucién de problemas y ejercicios, asi como
de diferenciar las diferentes caracterizaciones de este concepto, sus posibilidades
de integracion de las diferentes caracterizaciones de la variable son limitadas y
ello hace que la posibilidad de generalizar este conceptc a dominios mas
abstractos de las matematicas esté restringida a casos muy particulares o se
haga de una manera incorrecta, adjudicando propiedades a la variable que
puede poseer en un contexto, pero no en otro.

Conceptualizacion de la variable a nivel - objeto

En el caso de la variable como incognita un estudiante que se encuentra en un
nivel - objeto en su comprension del concepto de variable es capaz de realizar
todas las operaciones antes mencionadas y ademas es capaz de:

- Identificar la incognita en una situacion especifica, independientemente de la
complejidad del problema.

- Manipular las ecuaciones a fin de obtener el valor de la incognita
comprendiendo el proceso a seguir y con la posibilidad de reflexionar
criticamente para encontrar errores en algin momento del proceso de
solucidn de ecuaciones.

- Simbolizar la incdgnita adecuadamente en problemas o situaciones
problematicas utilizando un simbolo pertinente y reconociendo el papel que
ese simbolo juega en la ecuacion.

- Posibilidad de plantear ecuaciones en situaciones variadas, en las que a la
incognita se le asigna un significado especifico.

- Posibilidad de eleccion del método mas adecuado para resolver una ecuacion
dada, sin importar el nivel de complejidad de la misma.
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En
en

En

€n

el caso de la variable como numero general un estudiante que se encuentra
un nivel — objeto en su comprension del concepto de variable es capaz de:

Desarrollar la idea de método general en una situaciéon dada distinguiendo
aquéllos elementos que son variables de los que no lo son en situaciones
problematicas similares.

Analizar el comportamiento de expresiones algebraicas en las que los
parametros pueden cambiar, prediciendo adecuadamente el comportamiento
de la situacion a la que la expresion se refiere al variar los parametros.
Simbolizar métodos generales utilizando simbolos que representan la
generalizacion y reconociendo el objeto general sobre el cual actua.
Posibilidad de interpretacion de la variable mas adecuada para representar un

objeto general en cualquier situacion dada.

el caso de la variable en la relacion funcional un estudiante que se encuentra

un nivel - objeto en su comprension del concepto de variable es capaz de:

Reconocer la variacion conjunta de las variables que intervienen en una
relacion en cualquiera de sus formas de representacion.

Expresar una relacién funcional a partir de los datos de un problema en
cualquiera de sus representaciones: tabular, grafica o analitica.

Pasar de una representacion de la relacion funcional a otra.

Reconocer el comportamiento de la relacion en diferentes intervalos de
variacion de la variable independiente.

Reconocer el comportamiento de la relacion para diferentes intervalos de la
variable dependiente.

Reconocer la relacion entre variables en diferentes problemas que involucren
cambio.

Identificar los problemas en los que la variacion es continua de aquellos en
los que no lo es.
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- Generalizar el concepto de relacion funcional a contextos nuevos.

- Representar analiticamente relaciones entre variables independientemente de
su complejidad.

- Posibilidad de eleccion de la representacion mas adecuada para representar
una relacion entre variables en una situacion particular.

- Posibilidad de interpretar el significado de una relacion funcional en términos
de la situacion especifica que representa.

- Capacidad de distinguir las relaciones lineales de las que no lo son
ananlizando e interpretando el comportamiento de las variables relacionadas.

- Concebir la relacion entre variables como un proceso de transformacion en el

que se reconocen los invariantes.

- Concebir la relacién entre variables como un proceso dindmico de variacion
conjunta.

- Posibilidad de interpretar la relacion funcional tanto de manera global, en
todo el dominio de variacion, cuanto de manera local, es decir en intervalos

especificos de variacion.

manifiesto distintos niveles de abstraccion a los que este concepto se puede
manejar. El manejo de la variable como objeto matematico a este nivel implica la
posibilidad de integrar las diferentes manifestaciones de la variable en un solo
concepto y de pasar flexiblemente de una a otra en cualquier situacion.

Diseiio de items para medir el concepto de variable

El objetivo de la descomposicion genética consiste en desarrollar herramientas
que permita, por una parte, disefiar situaciones que el alumnos enfrentara
durante la investigacion o la docencia y, por otra, analizar sus respuestas. A
través de las respuestas de los estudiantes a los instrumentos de investigacion se
intenta lograr una comprension de los significados que los estudiantes han
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construido para los conceptos, en este caso del concepto de variable a su paso
por el sistema educativo, lo que permitird posteriormente, formular propuestas

que puedan incidir en las formas de instruccion.

Si bien es dificil disefiar situaciones en las que la variable juegue un papel
especifico Unico, si es posible disefiar situaciones en las que se destaque uno de
los aspectos de la variable de manera preponderante. Es en este tipo de
situaciones en las que las respuestas de los alumnos pueden proporcionar la
informacion necesaria para interpretar la forma en la que conciben el papel de fa
variable y su forma de trabajar con ella. Es claro que en la mayoria de las
situaciones de solucion de problemas, los tres aspectos de la variable que se han
utilizado como base para su descomposicion aparecen interrelacionados y que la
posibilidad de interpretar la relevancia de cada uno de ellos en los distintos
momentos de la solucion de problemas constituye un elemento esencial para un
manejo competente de la variable en el algebra. El disefio de los instrumentos
de destinados al andlisis de la forma en la que los estudiantes manejan el
concepto de variable debe reflejar esta situacion.

Tomando como punto de partida las consideraciones anteriores y la
descomposicion del concepto de variable presentada al inicio de esta seccién, se
disefd un cuestionario, que ha sido validado y utilizado en otros estudios
relativos a la comprension del concepto de variable (Ursini y Trigueros, 1997,
Trigueros y Ursini, 1998; Lozano, 1998). En esta parte del trabajo se presenta el
cuestionario y se hace un analisis de los items que lo componen en términos de
la descomposicién genética. Es este cuestionario el que se utilizard para probar el
modelo de medida desarrollado en el capitulo anterior.
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Definicion del constructo

Ei constructo a medir mediante el instrumento es el de variable en el algebra.
Este es, como se ha visto, el concepto fundamental de esta materia y, por su
complejidad, un concepto dificil de manejar.

Dentro de las matematicas, el paso del aritmética al algebra depende
esencialmente de la comprension de este concepto que a su vez es la clave
para la comprensién de los conceptos mas avanzados de las matematicas. La
posibilidad de usar flexiblemente el concepto de variable depende en gran
medida de la capacidad de diferenciar e integrar las distintas formas en que el
concepto se manifiesta, es decir, reconocerlas, combinarias de manera efectiva
y tener la posibilidad de pasar de una de ellas a otra sin dificultad.

Definicion de los Factores

Con el instrumento se pretende diagnosticar hasta qué punto los estudiantes
manejan el  concepto de variable en el algebra. Este concepto puede
manifestarse, como vya se ha mencionado repetidamente, bajo
caracterizaciones diversas que pueden aparecer claramente diferenciadas o
entremezcladas en la solucion de problemas algebraicos; siendo este Gltimo el

€aso mas comun.

Puesto que la comprension del dlgebra requiere de la posibilidad de diferenciar
entre estas caracterizaciones y de integrarlas en el manejo de las situaciones
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problematicas que se presentan, es conveniente en primer lugar diagnosticar si

los alumnos las pueden diferenciar.

Por esta razon se tomaron como factores del costructo de variabie

precisamente estas caracerizaciones:

- La variable como una incognita, es decir la variable como un ndmero
especifico  desconocido que se puede calcular en circunstancias dadas. La
diferenciacion de este factor implica la posibilidad de reconocer las expresiones
algebraicas como ecuaciones en las que es necesario determinar un namero
especifico, asi como la posibilidad de manipular la variable independientemente
de la operacion o de las operaciones involucradas y por Ultimo la posibilidad de
simbolizar problemas especificos en términos de ecuaciones. Estas posibilidades
se pueden usar como indicadores en el disefio del instrumento, ya que
permiten la posibilidad de traduccion en items precisos que pueden medirse
posteriormente usando métodos cuantitativos o cualitativos de andlisis.

- La variable como un numero general. En este caso la variable representa un
numero indeterminado involucrado en un método general. Lo que se espera del
estudiante es la posibilidad de reconocer, manejar y simbolizar expresiones
algebraicas, de considerar los posibles valores que la variable puede tomar en
distintas situaciones o problemas y sobre todo, la capacidad de distinguirlas
claramente de las ecuaciones. Nuevamente estas posibilidades se pueden usar
como indicadores en el disefio del instrumento, ya que permiten la posibilidad
de traduccidn en items precisos que pueden medirse posteriormente usando
métodos cuantitativos o cualitativos de analisis.

- La variable en una relacion funcional, es decir, variables que representan
numeros cuyos valores cambian dentro de un cierto rango de valores ligados

uno con otro mediante una relacién. La idea de relacién funcional puede
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considerarse desde dos perspectivas: Una estatica, en la que la relacidn se
concibe como la correspondencia entre dos conjuntos de valores que las
variables involucradas pueden tomar en forma relacionada; otra perspectiva
dinamica, en la que la variacion de una de las variables determina la de la otra.
El manejo competente del algebra implica la capacidad de reconocer las
relaciones funcionales y de interpretarlas en forma estdtica y en forma
dinamica, dependiendo de la naturaleza del problema, la identificacion de los
valores que cada una de las variables puede tomar en términos de los que la
otra puede tomar y la posibilidad de utilizar tablas, graficas o formulas en la
interpretacion y en la solucion de problemas. Estas posibilidades se pueden
usar como indicadores en el disefio del instrumento, ya que permiten la
posibilidad de traduccion en items precisos que pueden medirse posteriormente
usando métodos cuantitativos o cualitativos de analisis.

Estas tres caracterizaciones del concepto de variable estan fuertemente
interrelacionadas entre si. En Ja mayoria de los problemas aparecen
conjuntamente, aunque con diferentes grados de importancia. Por ello en el
disefio del instrumento se buscaran items que permitan diferenciarias lo mas
claramente posible, es decir, preguntas en las que el énfasis en uno de los
aspectos se perciba con claridad.

Definicion de las dimensiones

Para cada una de las caracterizaciones de la variable que se tomaran como
factores en el disefio del instrumento, las diferentes formas en que cada una
de ellas se puede presentar en la practica se consideraran como las

dimensiones del constructo, es decir:
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- Manipulacion. La manipulacion de la variabie implica la capacidad de
manejarla algebraicamente, de combinarla con otras variables y de obtener su

valor en caso de que sea necesario.

- Interpretacion. La capacidad de interpretar la variable se refiere a la
posibilidad de identificarla en la manifestacion correspondiente y de asignarie
valores sin necesidad de hacer manejos algebraicos.

- Simbolizacion. Cuando los problemas se presentan en forma verbal o en .
forma de patrén, tabla o grafica, ademas de la capacidad de interpretar a la
variable y de manipularia, es necesaria la posibilidad de escribirla como una
formula utilizando simbolos.

Caracteristicas Globales del Instrumento

Tomando en consideracion los resultados de las investigaciones acerca del
concepto de variable que se mencionaron anteriormente, el primer elemento
que se considero para el disefio del cuestionario fue Ja inclusion de items que
abordaran cada una de las caracterizaciones del concepto.

Dado que se pretende explorar el grado de comprension de los estudiantes del
concepto de variable a través de sus distintas caractérizaciones, es importante
evitar que los items utilizados en él contengan dificultades de manejo de
expresiones algebraicas. En muchas ocasiones estas dificultades pueden
esconder el grado de comprension real del concepto al no permitir adentrarse
en la capacidad que se quiere medir.

Por otra parte, las preguntas cuya respuesta requieren de la posibilidad de
pasar de una caracterizacion del concepto a otra dentro de un mismo

problema, deben excluirse de un primer instrumento exploratorio. Es
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importante deslindar, de una manera lo mas transparente posible, si los
estudiantes manejan las distintas manifestaciones del concepto de variable o
en cudles enfrentan dificultades.

Los textos y la docencia hacen, como hemos visto, un énfasis mayor en /z
variable como incognita, por lo que es de esperar que sea ésta la
caracterizacion de la variable que mejor manejen los estudiantes. Por esta
razon, el disefio del instrumento aborda preferencialmente los otros dos
aspectos del concepto: /a variable como numero general y la variable en la
relacion funcional, sin descuidar completamente el aspecto de /a variable como

incognita.

Los items del cuestionario se disefiaron de dos maneras diferentes. En una
primera version se utilizaron en la forma de respuesta abierta. Esto permitio
hacer un analisis cuantitativo, utilizando la teoria de respuesta a los items y la
teoria clasica de los tests. Mediante investigacion cualitativa basada en la
descomposicion genética del concepto y que aunada a los resultados de las
investigaciones previamente mencionadas acerca del concepto de vaiiable, se
disefiaron opciones de respuesta con un fundamento cognitivo para cada uno

de los items.

Obyjetivos de Medicion

El cuestionario pretende adentrarse, como ya se ha mencionado, en los
factores que caracterizan las distintas manifestaciones del concepto de variable

« la variable como incognita
» la variable como nimero general

« |a variable en la relacion funcional.
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Dentro de cada uno de esos factores se requiere considerar {as dimensiones

siguientes:

« manipulacion
« interpretacion
« simbolizacion

Cada uno de estos registros permite estudiar la comprensién del concepto
desde perspectivas asociadas a la forma como se aborda el problema y pueden
relacionarse con la teoria cognitiva que se ha desarollado aqui, con la cual se
puede caracterizar la comprension del concepto de variable de un sujeto a
traves de tres niveles:

e Accion
e Proceso
« Objeto

Estos niveles de comprension pueden considerarse como indicadores de una
comprension del concepto de variable en un orden ascendente, es decir, que
siguen un orden de menor a mayor profundizacidn en la forma de comprender
el concepto.

Presentacion del cuestionario

En esta seccion se presenta el cuestionario original en la version de items de
respuesta abierta, con el fin de hacer un analisis de las tareas que requiere la
respuesta a cada uno de ellos y su relacion con los niveles de la
descomposicidén genética del concepto de variable.
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CUESTIONARIO

En este ejercicio, solamente escribe una férmula. No caALcuLes el
nimero.

1. Escribe una formula que exprese: Un numero desconocido muitiplicado por 13
es igual a 127.

2. Escribe una formula que exprese: Un numero desconocido multiplicado por la
suma del mismo ndmero desconocido con 2 es igual a
6.

3. Escribe una formula que exprese: Un nimero desconocido es igual a 6 mas

otro numero desconocido.

4, Escribe una férmula que exprese: Un numero desconocido dividido por 5 vy el
resultado sumado a 7.

Para cada una de las siguientes expresiones écuantos valores puede
tomar la letra?

5. x+2=2+x
6.3+a+a=a+10
7.x=X

8.4+s

9. x+5=x+x
10.3+a+a+a+ 10
11. 7x2 = 2x - 5

12 x:"x—4=_3

13.(x+1)2=x2+2x+1
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14.4+x2 =x(x + 1)

Para cada una de las siguientes expresiones escribe los valores que

puede tomar la letra:

15, 13x + 27 - 2x = 30 + 5x
16. (x + 3)* = 36
17.4+x =2

10
1+x?

18. =2

Reduce las siguientes expresiones a una equivalente:

19.0¢ + 1)(*- 2) =
20a+5-3a=
21.y*+ 2y +4y2 -5y -8=

El perimetro de una figura se calcula sumando la longitud de sus lados.
Escribe la formula que expresa el perimetro de la siguiente figura.

22.
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X 5

Escribe una formula para calcular el area de las siguientes figuras:

23. 24.

r

En la siguiente figura, el poligono no es completamente visible. Debido
a que no sabemos cuantos lados tiene el poligono en total diremos que
tiene N lados. Cada lado mide 2 centimetros de longitud.

25. Escribe una formula para calcular el perimetro del poligono.

Observa las siguientes figuras:

NUmero de puntos
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Figura #1 o 1
Figura #2 o0 4
o0
Figura #3 o060 9
o000
o0 0
Figura #4

26. ¢Cuantos puntos hay en la figura # 47
27. Dibuja la figura # S5 y da e ndmero total de puntos.

28. Dibuja la figua # 6 y da el numero total de puntos.

29. Imaginate que puedes seguir dibujando figuras hasta la figura # m.
¢Cuantos puntos  en total tendra la figura # m?

Si para hacer las figuras del ejercicio anterior vas agregando puntos

30. ¢Cuantos puntos agregas para pasar de la figura # 1 a la # 2?

31. ¢Cudntos puntos agregas para pasar de la figura # 2 a la #
3?
32. ¢(Cuantos puntos agregas para pasar de la figura #m a la siguiente?

33. Escribe una férmula que muestre como vas agregando puntos hasta llegar a
la figura #m
34. Observa las siguientes igualdades y completa:

(3x4)

ITF 2+ 3=

2
1 ?-‘Z‘WWT%

1+2+3+..+n=
Six+3=y

35. éQué valores puede tomar x?
36. “Qué valores puede tomar y?
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37.Siy = 7 + x, iqué les pasa a los valores de y cuando los valores de x
aumentan?

Te encuentras en una papeleria en donde se hacen fotocopias. Para
evitarse estar haciendo mulitiplicaciones el empleado elabora una
tabla.

38. Complétala.

numero de | Precio
copias
5 6.25
10 12.50
15

25.00
25 31.25
35

62.50 |
100

39. Escribe una regla general donde n es el numero de copias.

Observa la siguiente tabla.

40. Complétala y contesta las preguntas.

segundos velocidad
0 0 m/s

110 30 m/s
15

20 60 m/s
35

50

60

41. Si aumenta el tiempo iqué le pasa a la velocidad, aumenta o disminuye?

42, En una hoja aparte, sobre un sistema de coordenadas marca los puntos de la
tabla y Unelos trazando aproximadamente una curva.

43, Escribe la regla general que asocia a los numeros de la lista de la izquierda
los nimeros de la lista de la derecha.
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Considera la siguiente expresiéon y=3+x.

44, Si queremos que los valores de y sean mayores que 3 pero mas pequefios
que 10, équé valores puede tomar x?
45. Si x toma valores entre 8 y 15, éentre qué valores caeran los valores de

y?

De las siguientes dos expresiones n+ 2 y 2xn

46. ¢Cual es mas grande?
47. Justifica tu respuesta.

El peso de la mercancia que se compra en el mercado se mide con una
bascula. En el puesto de Don Panchito, por cada kilogramo de peso la
charola de la bascula se desplaza 4 cm.

48. Encuentra la relacion entre el peso de la compra y el desplazamiento de la
charola.

49. Si la charola se desplaza 10.5 c¢m, ¢cuantos kilos pesa la mercancia?

Escribe uno una férmula para resolver los siguientes problemas:

S0. El drea total de la figura es 27. Calcula el lado del cuadrado sombreado.
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51. Juan es 15 afos mayor que Santiago. La suma de las dos edades es

41.:Cudles

son las edades de Juan y Santiago?

52. Rentar un automovil cuesta $25 por dia, mas $0.12 por kildémetro. ¢Cuantos

kildmetros

puede manejor Diego en un dia, si solo dispone de $40?

Observa los datos siguientes

x|y |

0 0

10 1100

-15 1225

25 625

20 1400

-10 (100

15 (225

-20 {400
53. Determina qué pasa con el valor de y cuando el valor de x va creciendo
54. ¢(Para qué valor de x, alcanza y su valor maximo?
55. ¢Para qué wvalor de x, alcanza y su wvalor minimo?
56. Escribe la regla general que relaciona a la variable x con la variable y.
57. Si queremos que el vaior de y esté entre 256 y 10000 ‘entre qué valores

tiene que
estar x?
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58. Si x toma valores entre -2 y 26 éentre qué valores estard y?

Dada la expresion 40 - 15x - 3y = 17y - 5x

59, ¢Cual es el valor de y para x = 167

60. Para que el valor de y esté entre 1 y 5 éentre qué valores debe estar

x?

61. Supén que x toma valores entre -5 y 5, épara qué valor de x alcanza y su

valor maximo?

Dada la siguiente grafica:

\
|

2 A0 R 2
AN \
62. (Entre qué valores de x, los valores de y crecen?
63. ¢Entre qué valores de x, los wvalores de y decrecen?
64. ¢Para qué valor de x, se obtiene el valor maximo de y?
65. ¢éPara qué valor de x se obtiene el valor minimo de y?

Analisis de las tareas para el cuestionario

A continuacion se pone de manifiesto para cada item el aspecto de variable

que éste pretende poner de manifiesto,

la tarea matematica especifica que se

contempla en €l y su relacion con el marco tedrico utilizado en el disefio:
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Item Namero Tareay relacién con marco tedrico

1. Simbolizacién de la variable como incdgnita con operacién de producto.
Transicion de nive/ - accion a nivel - proceso en el manejo de la variable como
incognita.

2. Simbolizacién de la variable como incognita con distributividad y con
multiple aparicion de la variable. Transicion de nive/ - proceso a nivel - objeto

en el manejo de la variable como incognita.

3. Simbolizacion de la variable en la relacion funcional con operacion de
suma. Transicion de nivel - proceso a nivel - objeto en el manejo de la

variable en una relacion funcional,

4. Simbolizacidon de la variable como numero general con operacion de
division. Transicion de nivel/ - proceso a nivel - objeto en el manejo de /a

variable como ndmero general,

5. Interpretacion de la variable como numero general en tautologia. Transicion
del nivel - accion al nivel - proceso en el manejo de 13 variable como numero

general,

6. Interpretacion de la variable como incognita con operacion de suma vy
mdltiple aparicion de la variable. Transicion del nivel - accion al nivel - proceso

en el manejo de la variable como incdgnita.

7. Interpretacion de la variable como nimero general en una tautologia.
Transicion del nivel - accion al nivel - proceso en el manejo de la variable

como numero general.
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8. Interpretacion de la variable como numero general con operacion de suma.
Transicidon del nivel - accion al nivel - proceso en el manejo de la variable
como numero general.

9. Interpretacion de la variable como incognita, con aparicion multiple de la
incognita y en la que la variable se encuentra de los dos lados de la ecuacion.
Transicién de nivel - accion a nivel - proceso en el manejo de la variable como
incognita.

10. Interpretacion de la variable como nimero general con multiple aparicion
de la variable. Transicién del nivel - accion al nivel - proceso en el manejo de
la variable como numero general.

11. Interpretacion de la variable como incdgnita con miltiple aparicion la
variable en forma cuadratica. Transicion del nivel - accion al nivel - proceso en
el manejo de la variable como incognita.

12. Interpretacion de la variable como incognita, con cociente y multipie
aparicién de la variable en forma cuadrética. Transicidn del nivel- proceso al
nivel - objeto en el manejo de la variable como incognita.

13. Interpretacion de la variable como nimero general, reconocimiento de una
tautologia con mdltiple aparicién de la variable en forma cuadratica. Transicién

del nivel - proceso al nivel - objeto en el manejo de la variable como nimero
general.

14. Interpretacion de la variable como incdgnita con distributividad y multiple
aparicion de la variable en forma cuadratica. Transicién del nivel - accion al
nivel - proceso en el manejo de la variable como incognita.
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15. Manipulacién de la variable como incdgnita con operacién de suma y
multiple aparicion de la variable. Transicidn de nive/ - proceso a nivel - objeto
en el manejo de la variable como incognita.

16. Manipulacion de Ia variable como incognita con aparicion de la variable en
forma cuadratica. Transicidn del nivel - accion al nivel - proceso en el manejo
de la variable como incognita.

17. Interpretacion de la variable como incognita con operacion de suma vy
solucion en los negativos. Transicidn de nivel - accion a nivel - proceso en el

manejo de la incognita.

18. Manipulacion de la variable como incognita, con operacion de divisién y
con la variable en forma cuadratica. Transicion del nive/ - proceso al nivel -

objeto en el manejo de la variable como incognita.

19. Manipulacién de la variable como ndmero general, con operacién producto
y con aparicion multiplede la variable en forma cuadratica. Transicion del nive/
- accion al nivel - proceso en el manejo de la variable como ‘nimero general.

20. Manipulacion de la variable como numero general, con operacion de
suma y con aparicion multiple de la variable. Transicion de nive/ - accion a

nivel - proceso en el manejo de la variable como ndmero general.

21. Manipulacion de la variable como numero general, con operacion de suma
y con aparicién multiple de la variable en forma cuadratica. Transicién de nive/
- proceso a nivel - objeto en el manejo de la variable como numero general.
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22. Simbolizacion de la variable como numero general a partir de la
interpretacion geométrica, con distributividad y en la que el simbolo esta
dado. Transicion del nivel - proceso al nivel - objeto en el manejo de la
variable como numero general.

23. Simbolizacion de la variable como numero general a partir de la
interpretacion geométrica con operacion de producto y con simbolo dado.
Transicion de nive/ - accion a nivel - proceso en el manejo de la variable como

numero general.

24. Simbolizacion de la variable como numero general a partir de la
interpretacion geométrica, con operacion de producto y con simbolo dado.
Transicion de nivel - objeto a nivel - proceso en el manejo de la variable como
numero general.

25. Simbolizacion de la variable como numero general con interpretacion
geométrica, simbolo dado vy la idea de generalizacion incluida. Transicion de
nivel - proceso a nivel - objeto en el manejo de la variable como numero
general.

26. Hacer evidente el patrén a generalizar. Transicion de! nivel - accion al nivel
- proceso en el manejo de la variable como numero general.

27. Hacer evidente el patron a generalizar. Transicion del nive/ - accion al nivel -

proceso en el manejo de la variable como numero general.

28. Hacer evidente el patron a generalizar. Transicion del nivel - accion al nivel

- proceso en el manejo de la variable como numero general.
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29. Simbolizacion de la variable como numero general a pattir de la
interpretacién de patrones, con simbolo dado y con la idea de generalizacion
incluida. Transicion del nivel - proceso al nivel - objeto en el manejo de la
variable como numero general.

30. Hacer evidente el patron a generalizar. Transicion del nivel - accion al nivel
- proceso en el manejo de la variable como numero general,

31. Hacer evidente el patrén a generalizar. Transicion del nive/ - accion al nivel
- proceso en el manejo de la variable como numero general.

32. Simbolizacion de la variable como numero general a partir de la
interpretacion de patrones, con simbolo dado y con la idea de variacion
incluida. Transicion del nivel - proceso al nivel - objeto en el manejo de la

variable como numero general.

33. Simbolizacion de la variable como numero general a partir de la
generalizacion de patrones, con simbolo dado y con la idea de variacion
incluida. Transicion del nivel - proceso al nivel - objeto en el manejo de la

variable como numero general.

34. Simbolizacion de la variable como nudmero general a partir de la
generalizacion de patrones con simbolo dado. Transicion del nivel - proceso al

nivel - objeto en el manejo de la variable como ndmero general.

35. Interpretacion de la variable en la relacion funcional, concepto dinamico
de dominio. Transicion de nivel - accion a nivel - proceso en el manejo de la

variable en la relacion funcional.
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36. Interpretacion de la variable en la relacion funcional, concepto dinamico de
rango. Transicién de nivel - proceso a nivel - objeto en el manejo de la

variable en la relacion funcional.

37. Interpretacion de la variable en la relacion funcional, concepcion dinamica
de la variacién de las variables con énfasis en el rango. Transicion de nive/ -

accion a nivel - proceso en el manejo de la variable en la relacion funcional.

38. Manipulacion de la variable en la relacion funcional en la forma de tabla,
énfasis en la idea de correspondencia. Transicion de nivel - accion a nivel -
proceso en el manejo de la variable en [a relacion funcional.

39. Simbolizacién de la variable en la relacion funcional a partir de la
generalizacion de los datos de una tabla y con simbolo dado. Transicién del
nivel - proceso al nivel - objeto en el manejo de la variable en la relacion
funcional.

40. Manipulacion de la variable en la relacion funcional expresada en forma de
tabla. . Transicion de nive/ - accion a nivel - proceso en el manejo de la
variable en la relacion funcional.

41. Interpretacion de la variable en la relacion funcional, dinamica de la
variacion conjunta de las variables y con énfasis en el dominio. Transicion de

nivel - accion a nivel - proceso en el manejo de la variable en la relacion
funcional,

42. Graficacion de la variable en la relacion funcional a partir de una tabla. .
Transicion de nivel - accion a nivel - proceso en el manejo de la variable en /a

relacion funcional,
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43. Simbolizacion de la variable en la relacion funcional a partir de la
generalizacion de la correspondencia entre los datos de una tabla y en la que
el simbolo no esta dado. Transicion del nivel - proceso al nivel - objeto en el
manejo de la variable en la relacion funcional.

44, Interpretacion de la variable en la relacion funcional, concepcion dinamica
de la variacién en un intervalo, relacion dominio rango dado este ultimo.
Transicién del nivel - proceso al nivel - objeto en el manejo de la variable en la

relacion funcional,

45. Interpretacion de la variable en la relacion funcional, concepcion dinamica
de la variacion en un intervalo, relacion dominio rango dado el dominio.
Transicion del nivel - accion al nivel - proceso en el manejo de la variable en al

relacion funcional.

46. Interpretacion de la variable como numero general, comparacion de la
variacion en dos expresiones. Transicion del nive/ - accion al nivel - proceso en

el manejo de la variable como numero general.

47. Interpretacion de la variable como numero general, comparacion y
justificacion de la variacion en dos expresiones. Transicion de nivel - accion a

nivel - proceso en el manejo de la variable como nimero general.

48. Simbolizacion de la variable en la relacion funcional a partir un problema
formulado verbalmente y en el que no estd dado el simbolo, generalizacién de
la idea de variacién dinamica. Transicion del nivel - proceso al nivel - objeto en
el manejo de la variable en la relacion funcional.

49, Manipulacion de la variable en la relacion funcional a partir de una tabla y

una posible férmuia que la expresa, con énfasis en la relacion entre el dominio
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y el rango. Transicién del nive/ - accion al nivel - proceso en el manejo de la

variable en la refacion funcional,

50. Simbolizacién de la variable como incognita a partir de la interpretacion de
la variable en un problema geométrico, con aparicion de la variable en forma
cuadratica y en la que el simbolo no estd dado. Transicion del nivel - proceso
al nivel - objeto en el manejo de la variable como incognita.

51. Simbolizacién de la variable como incognita a partir de la interpretacion de
la variable en un problema expresado verbalmente, con miltiple aparicién de
la variable, con asociatividad y en la que el simbolo no estd dado. Transicion

de nivel - proceso a nivel - objeto en el manejo de la variable como incognita.

52. Simbolizacién de la variable como incognita a partir de la interpretacion de
la variable en un problema expresado verbalmente, con operacién de suma y
en la que el simbolo no estd dado. Transicion del nivel - proceso al nivel -

objeto en el manejo de la variable como incdgnita.

53. Interpretacion de la variable en la relacion funcional a partir de la lectura de
los datos desordenados de una tabla que representa una relacion cuadratica,
concepcidn dindmica de la variacion conjunta de las dos variables. Transicion del
nivel - proceso al nivel - objeto en el manejo de la variable en la relacion
funcional.

54. Interpretacion de la variable en la relacion funcional, a partir de la lectura de
los datos desordenados de una tabla que representa una relacion cuadratica,
concepcion estatica de la relacién, busqueda de valor maximo en el rango.
Transicién de nive/ - accion a nivel - proceso en el manejo de la variable en /a
relacion funcional.
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55. Interpretacion de la variable en la relacion funcional, a partir de la lectura de
los datos desordenados de una tabla que representa una relacién cuadratica,
concepcion estatica de la relacion, busqueda de valor minimo en el rango.
Transicién de nivel - accion a nivel - proceso en el manejo de la variable en la
relacion funcional,

56. Simbolizacion de la variable en la relacion funcional, a partir la lectura de los
datos desordenados de una tabla que representa una relacion cuadratica y en la
que el simbolo no esta dado. Transicion de nivel - proceso a nivel - objeto en el
manejo de la variable en /a relacion funcional.

57. Interpretacion de la variable en la relacion funcional a partir de la lectura de
los datos desordenados de una tabla que representa una relacion cuadratica,
concepcién dinamica de la variacién, nocion de intervalo en el dominio dado el
intervalo en el rango. Transicion del nivel - proceso al nivel - objeto en el manejo
de la variable en la relacion funcional.

58. Interpretacion de la variable en la relacion funcional a partir de la lectura
de los datos desordenados de una tabia, concepcion dindmica de la variacion,
nocion de intervalo en el rango dado el intervalo en el dominio. Transicién del
nivel - proceso al nivel - objeto en el manejo de la variable en la relacion
funcional.

59. Manipulacion de la variable en la relacion funcional a partir de una
formula, concepcion estatica de la funcion. Transicion del nivef - accion al nivel

- proceso en el manejo de la variable en la relacion funcional.

60. Interpretacion de la variable en la relacion funcional a partir de una
formula, concepcién dindmica de la variacidén, nocion de intervalo en el
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dominio dado el intervalo en el rango. Transicion del nive/ - accidn al nivel -
proceso en el manejo de la variable en la relacion funcional,

61. Interpretacion de la variable en la relacion funcional a partir de una
férmula, concepcion dinamica y estatica de la relacion, busqueda de valor en
el dominio dado el valor en el rango. Transicion del nivel - accion al nivel -

proceso en el manejo de la variable en la relacion funcional.

62. Interpretacion de la variable en la relacion funcional a partir de una
grafica. Interpretacién dindmica de la variacion conjunta de las variables a
partir de una grafica, nocion de intervalo en el dominio dada la propiedad que
debe cumplirse en el rango. Transicidn de nivel - accion a nivel - proceso en el

manejo de la variable en la relacion funcional,

63. Interpretacion de la variable en la relacion funcional a partir de una
grafica. Interpretacion dindmica de la variacion conjunta de las variables a
partir de una grafica, nocion de intervalo en el dominio dada la propiedad que
debe cumplirse en el rango. Transicién de nivel - accion a nivel - proceso en
el manejo de la variable en /a relacion funcional,

64. Interpretacion de la variable en /a relacion funcional a partir de una
grafica. Interpretacion estatica de la variacion conjunta de fas variables a
partir de una grafica, nocion de valor en el dominio dada la propiedad que
debe cumplirse en el rango. Transicidn de nivel - accion a nivel - proceso en el
manejo de la variable en la relacion funcional.

65. Interpretacion de la variable en la relacion funcional a partir de una
grafica. Interpretacion estdtica de la variacion conjunta de las variables a
partir de una grafica, nocién de valor en el dominio dada la propiedad que
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debe cumplirse en el rango. Transicién de nivel - accion a nivel - proceso en el
manejo de la variable en la relacion funcional.

De entre todas estas preguntas se hizo una seleccion de treinta para probar el
modelo de medida que se presentd en el capitulo II del presente trabajo. Estas
treinta preguntas se escribieron en la modalidad de opcion multipie y se
presentan en la siguiente seccion.

Seccion I11.6.1 Aplicacion del modelo a los items

disefiados y analisis de resultados

E! objetivo de esta seccion consiste en analizar la plausibilidad de la aplicacion

del modelo de medida descrito en el capitulo II a una situacion particular.

La aplicacion del modelo de medida descrito en el capitulo II de este trabajo
requiere del disefio de un cuestionario y de su uso con alumnos para después
estimar los parametros y analizar la informacion obtenida. Para ello se tomd
como punto de partida el cuestionario relativo al concepto de variable en el
algebra que se describid en la seccion anterior y que ya ha sido probado y
validado. Se eligieron, de entre todas las preguntas que componen dicho
cuestionario, treinta items representativos de las distintas caracterizaciones de la
variable y que, en términos del marco tedrico descrito anteriormente, pudieran
dar cuenta de posibles transiciones entre el nivef - accion y el nivel - proceso o
el nivel - procesoy el nivel - objeto descritos en el modelo diagndstico.

Todos los items del cuestionaric son preguntas que intentan medir el nivel de
conocimiento del concepto de variable en el algebra elemental y, por ello es de
esperarse que en cuanto al modelo de medida desarroliado en este trabajo los
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casos que se presentaran corresponden a los casos 6, 7 y 8 del segundo
submodelo descrito en la seccion I1.3 del presente trabajo.

En esta parte del trabajo se presentan en primer lugar los items seleccionados
con las opciones de respuesta incluidas. Es importante recalcar que dichas
opciones se disefiaron tomando en consideracion los resultados reportados en la
literatura disponible acerca del aprendizaje del concepto de variable. A
continuacion se analizan los items del cuestionario desde la perspectiva del
marco tedrico de analisis; se describe brevemente la metodologia empleada para
la estimacion de los parametros del cuestionario, que se basa en la metodologia
descrita en la seccidn I1.7 del capitulo anterior y se muestran y discuten los

resultados obtenidos.

Una vez conocidos los parametros de cada una de las opciones de respuesta a
los items del cuestionario, éstos se analizan a la luz del modelo de medida v, al
mismo tiempo, en términos del modelo diagndstico. Puesto que en la
presentacion del modelo de medida se hace énfasis en la utilidad de las graficas
de las probabilidades de eleccion de las distintas opciones de respuesta a los
items, tanto en el espacio fase cuanto en el plano probabilidad de eleccién contra
capacidad de comprension de la variable, se incluyen dichas graficas en el
analisis de cada item.

Finalmente se concluye esta seccion comentando los resultados de la aplicacion

del modelo: sus ventajas y sus limitaciones.

Eleccion de preguntas del cuestionario original para la prueba del
modelo

De los 65 items que componen el cuestionario original que se mostré en la
seccion anterior, se hizo una seleccion de 30 preguntas para hacer mas facil la
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prueba del modelo matematico de medida que se presentd en el capitulo II.
Estas preguntas se reescribieron utilizando un formato de respuesta de opcion
mditiple, como lo requiere el modelo.

A continuacion se muestra el nuevo cuestionario. Conviene aclarar, sin embargo,
que si bien en la forma en la que aqui se presenta, la opcidon correcta de
respuesta a cada pregunta aparece como la opcion 1, en el cuestionario
respondido por los estudiantes los distractores se colocaron de manera aleatoria
en cada una de las preguntas. La razén por la cual el orden de los distractores se
cambia en esta presentacion responde a la facilidad de identificacién de los
parametros con el modelo propuesto y a una simplificacion en la interpretacion

de los mismos.
CUESTIONARIO

1. éCudl es la expresion que representa al siguiente enunciado: Un namero

desconocido es igual a 6 mas otro numero desconocido.?

1) x=6+y
2y X=6+X
) x+6=y

2. ¢Cudl es la expresion que representa al siguiente enunciado: Un nidmero
desconocido dividido por 5 y el resultado sumado a 7?
1) x/5+7
2) x{S5=y+7
3) (x +7)/5

3. ¢Cuantos valores puede tomar la letra en la siguiente expresion? x+2 = 2+x
1} Un numero infinito de valores
2) Un valor
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3) Unox =1

. ¢Cuéntos valores puede tomar la letra en la siguiente expresion? x = X
1) Un namero infinito de valores

2) Uno, x =0

3) Ningtn valor

. ¢Cuantos valores puede tomar la letra en la siguiente expresion? 4 + s
1) Un ndmero infinito

2) Uno, s = -4

3) Uno,s =4

. éCuantos valores puede tomar ia letra en la siguiente expresion? x+5 = x+Xx
1) Uno

2) Tres

3) Ninguno

. . . . X
. ¢Cuantos valores puede tomar la letra en la siguiente expresion? —; i 3

1) Dos
2) Uno
3) Ninguno

. ¢Cudntos valores puede tomar la letra en la siguiente expresion? (x + 1)2 =
x2 + 2x + 1

1) un numero infinito de valores

2) uno

3) dos

. ¢Cuantos valores puede tomar Ia letra en la siguiente expresion?
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4+x2=x(x + 1)
1) uno
2) dos
3) un numero infinito

10.En la siguiente expresion encuentra los valores que puede tomar la letra:
(x + 37 =36

) x=3yx=9
2) x=3
) x=9

11.En Ia siguiente expresion escribe los valores que puede tomar la letra: 4+x=2

1) x=-2
2) x=2
3} x=6

12.En la siguiente expresion escribe los valores que puede tomar la letra:

1312:2

1) x=v2 0x=-42
2) x=42

3) ninguno

13 ¢Cual de las expresiones siguientes es equivalente a (¢ + 1)(*- 2)?
1) x* -x* -2
2) x*-2
3) x* -3x% - 2
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14, La formula para obtener el perimetro de la siguiente figura es:

-

1) P=(x+5)+4
2) 2(b + h)
3) (5 +4)2

15. El rea de la siguiente figura estd dada por

D(rm)/2
2)(bh)/2
3)2(b h)

16.0bserva las siguientes figuras:

Numero de puntos

Figura #1 ® 1

Figura #2 LA 4
o0

Figura #3 ®o00 9
o000
o0 0
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Figura #4

¢Cuantos puntos hay en la figura # 4?
¢Cuantos puntos hay en la figura # 5?
¢Cuantos puntos hay en ia figura # 6?

Imagina que puedes seguir dibujando figuras hasta la figura # m. {Cuantos
puntos en total tendra la figura # m?

1) m?

2} 2m

3) m+m

17.Si para hacer las figuras del ejercicio anterior vas agregando puntos
¢Cuantos puntos agregas para pasar de la figura # 1 a la # 2?
¢Cuantos puntos agregas para pasar de la figura # 2 a la # 3?
La férmula que muestra cudntos puntos se deben agregar para pasar de la figura
#mala#m+ les
1) 2m + 1
2y mxm

I m+m
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18.La siguiente tabla indica el precio que corresponde a un niimero dado de
fotocopias en la papeleria. La tabla esta incompleta.

Nimero de | Precio
copias
5 6.25
10 12.50
15

25.00
25 31.25
35

62.50

100

El precio que corresponde a 35 fotocopias es

1) p=43.75
2) p=42
3) x=19.75

19.Usando los datos del problema anterior. La regla general que describe el
precio de las fotocopias usando n para representar el niimero de fotocopias

€s
1) p=1.25n
2) n= 1.25p

3) 5n = 6.25
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20.Observa Ia siguiente tabla, que esta incompleta:

Segundos Velocidad

0 0 m/s

10 30 m/s -
15

20 60 m/s

35

50

60

La regla general que asocia [a velocidad al tiempo es:

1) v=15t
-2} 10s = 30v
3d=v/t

Considera la siguiente expresion y=3+Xx.

21. Si queremos que los valores de y sean mayores que 3 pero mas pequefios
que 10, los valores que puede tomar x son:
1) de0a7
2)0,1,2,3,4,5,6,7
3Hoy7

22. Six tomé valores entre 8 y 15, los valores de y estaran entre:
1) entre 11y 18
2) 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18
3) 11y 18
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23. De las siguientes dos expresiones n + 2 y 2 x n, la mas grande es:
1) depende del valor de n
2) 2xn
3) 2+n

24. El peso de la mercancia que se compra en el mercado se mide con una
bascula. En el puesto de Don Panchito, por cada kilogramo de peso la
charola de la bascula se desplaza 4 cm. La relacion entre el peso de la
compra y el desplazamiento de la charola esta dada por:

1) x=4p
2) 1kg=4cm
3) 4=x

25. El area total de la siguiente figura es 27. La formula para calcular el lado
del cuadrado sombreado es:
1) x? +6x=27
2) a*+b? =27
3) L= 427

26. Juan es 15 aios mayor que Santiago. La suma de las dos edades es 41. La
ecuacion que permite encontrar las edades de Juan y Santiago es:
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1) j+j+15=41

2) s+s+15=41
3) j+s=41

27. Rentar un automdvil cuesta $25por dia, mas $0.12 por kildmetro. ¢Cuantos

kildmetros puede manejar Diego en un dia, si sélo dispone de $40?

1) 125
2) 15
3) 12

28. Observa los datos siguientes:

Si x toma valores entre -2 y 26 {entre qué valores estard y?

X
0

10

-15

25

20

-10

15

-20

———

1) entre 0y 676
2) entre 4y 676
3) entre 4y 676

29. Dada la expresion 40 - 15x - 3y = 17y - 5x, el valor de y para x = 16 es:
y=-6

2) y=10
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3) y=60

30.Dada la siguiente grafica:
‘\:

1[{

0 M0 2

1 X
.1l]: \

¢Entre qué valores de x, los valores de y decrecen?

1) entre-cyQyentre5yw
2) entreccySyentre 5y
3) entre 10y 20
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Seccion 1I1.6.2 Analisis de los items de acuerdo al
marco tedrico

Cada uno de los items del cuestionario puede analizarse en términos del modeio
de diagndstico descrito anteriormente en este capitulo. Este marco tedrico es el
que se utilizara conjuntamente con el modelo de medida para analizar los
resultados de la aplicacion del cuestionario. A continuacion se muestra el analisis

de cada uno de los treinta items seleccionados para el cuestionario de prueba.

ITEM 1
7. éCual es la expresion que representa al siguiente enunciado: Un numero

desconocido es igual a 6 mas otro nimero desconocido.?

4 x=6+y
5 x=6+X
6) X+ 6=y

La simbolizacion de la variable en el enunciado que se presenta en este item
requiere que el estudiante distinga que se encuentra frente a una situacion en la
que hay dos variables en relacion funcional y que sea capaz de reconocer la
forma de la dependencia a partir de los datos que se presentan en el enunciado
del problema. Un estudiante en nive/ - proceso puede reconocer la existencia de
dos variables en correspondencia, pero tener dificultades al interpretar la forma
en la que la relacion se simboliza en una expresion. Un estudiante que se
encuentra en nivel - objeto es capaz de interpretar 1a relacién presentada en el
enunciado y ademas simbolizarla en la forma correcta.

ITEM 2
8. éCudl es la expresion que representa al siguiente enunciado: Un numero
desconocido dividido por 5 v el resultado sumado a 7.7
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1) x/5+7
2) x/S=y+7
3) x+7)/5

La simbolizacion de esta expresion algebraica implica el manejo de la variable
como numero general como un objeto matematico sobre el cual se pueden hacer
distintos tipos de operaciones. Los estudiantes que se encuentran en nive/ -
proceso en su forma de entender la variable, efectdan la primera operacion, es
decir, la divisién entre cinco y no pueden concebir a la expresion x/5 como un
nuevo cbjeto sobre el que hay que operar nuevamente, por ello, igualan la
expresion x/5 con una nueva variable, y, sin tomar en consideracion el papel que
juega el signo de igualdad, efectian a continuacion !a segunda operacion. Estos
estudiantes se apoyan en el simbolo de igualdad para poder llevar a cabo los
pasos consecutivos de la operacion. Esto constituye un indicador de que se
encuentran en nivel - proceso en su comprension de la variable como numero
general.

ITEM 3

9. ¢Cudntos valores puede tomar la letra en la siguiente expresion? x+2 = 2+x
1} Un numero infinito de valores
2) Un valor
3) Uno,x=1

La distincion entre una expresién abierta y una ecuacién implica la posibilidad de
concebir a la expresién como un objeto que es valido independientemente del
valor que la literal toma. Si se piensa en ella como una expresién abierta en la
que la variable se concibe en nive! - proceso, es posible verificar la validez de la
expresion para valores particulares de la variable, pero, cuando no se distingue
de una ecuacion, se tiene una conceptualizacion de la variable en nivel - accidn.

En este problema los estudiantes que se encuentran en nivel - accion en su
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conceptualizacion de la variable como numero general interpretan el signo de
igualdad como un indicador de que la expresion que se presenta es una ecuacion
Yy, puesto que ésta es lineal, asumen que la variable puede tomar solamente un
valor, que asignan generalmente por inspeccion.

fTEM 4

10. ¢Cuantos valores puede tomar la letra en la siguiente expresion? x = x
1) Un numero infinito de valores
2) Uno, x =0
3) Ninguln valor

La distincién entre una expresion abierta y una ecuacion implica la posibilidad de
concebir a la expresion como un objeto que es valido independientemente del
valor que la literal toma. Si se concibe el papel de la variable en la expresion
como un numero general en nivel - proceso, es posible, al igual que en el item
anterior, verificar la validez de la expresion para valores particulares de la
variable. Sin embargo, cuando el papel de la variable no esta claro y se confunde
la expresion con una ecuacién, es imposible ver la igualdad que se presenta en
este item como un todo. En este problema los estudiantes que se encuentran en
nivel - accion en su conceptualizacion de la variable como niumero general
interpretan el signo de igualdad como un indicador de que la expresion que se
presenta es una ecuacién y, puesto que ésta es lineal, utilizando un hecho
memorizado, concluyen que la variable es una incognita que puede tomar
solamente un valor, que asignan generalmente por inspeccion. A diferencia del
item 3, en este item los estudiantes intentan con mayor frecuencia manipular la
expresion encontrandose con la expresion 0=0, que les causa una enorme
confusién, de ahi que algunos de ellos concluyan que |a variable no puede tomar

ningun valor.
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ITEMS

11.¢Cuantos valores puede tomar la letra en la siguiente expresion? 4 + s
1) Un numero infinito
2) Uno, s =-4
3) Uno,s =4

Para resolver correctamente este item se requiere que el estudiante tenga una
concepcion de la variable como numero general en nivel - proceso y asi sea
capaz de considerar que en la expresion la variable puede tomar cualquier valor
y no Unicamente valores enteros. La consideracion de la variable como numero
general en nivel - accion induce a los estudiantes a la idea de que para
determinar los valores que la variable puede tomar es necesario considerar a la
expresién como una ecuacién; al no contar con un signo de igualdad, ni con un
valor determinado después de éste, ellos lo introducen haciendo la expresion

igual a cero. De esta manera son capaces de resolver la pregunta planteada.

fTEM 6

12.¢Cudntos valores puede tomar la letra en la siguiente expresion? x+5 = x+X
1) Uno
2) Tres
3) Ninguno

Un estudiante que se encuentra en nivel - proceso en el manejo de la variable
como incognita es capaz de manipular I3 literal en la ecuacion para transformar
esta Ultima en tal forma que le sea posible encontrar el valor que la hace
verdadera. Puede, ademas reconocer que la variable que aparece en los dos
lados de la expresion representa la misma cantidad. Cuando un estudiante se
encuentra en nivel - accidn en su conceptualizacion de la variable como incognita
puede tener problemas para reconocer el papel que la variable juega en la

expresion e incluso puede presentar el fendmeno conocido como polisemia, que
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se refiere a la asignacion de diferentes valores para cada aparicion de la misma

literal en una expresioén.

{TEM 7

- r - . ¥ x
7. éCuantos valores puede tomar a letra en la siguiente expresion? — i 3

1) Dos
2) Uno
3) Ninguno

La expresion que se presenta en este item es compleja. Su solucidn correcta
requiere de un manejo eficaz de las propiedades de la variable como incognita y
la posibilidad de concebir el denominador como un objeto que se puede
manipular como una entidad global, dando como resultado una expresion
cuadratica que tiene dos soluciones. Este tipo de manipulacion puede asociarse
a un nivel - objeto en el manejo de la variable. Si el estudiante tiene una
concepcion en nivel - proceso de la variable no es capaz de pensar en el
denominador como una totalidad y considera que la variable cuadratica que
aparece en el denominador puede cancelarse con la variable que aparece en el
numerador. Haciendo esta operacion la ecuacion se convierte en una ecuacion

lineal que tiene Gnicamente una solucion.

fTEM 8
12.¢Cuantos valores puede tomar la letra en la siguiente expresion? (x + 1)2 =
x2 4 2x + 1
1) un nimero infinito de valores
2) uno
3) dos
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La dificultad de este item, en comparacién con los items 3 y 4 radica en que en
él se muestra una tautologia en forma cuadratica. Es por ello que la distincién
entre una expresion abierta y una ecuacion se torna mas dificil e implica la
posibilidad de concebir a la expresion como un objeto que es vdlido
independientemente del valor que la literal toma. Si se concibe a la expresion
como un proceso, es posible verificar la validez de la expresion para valores
particulares de la variable, pero, al no distinguirla de una ecuacién, es imposible
verla como un todo. La presencia del exponente induce fuertemente a los
estudiantes que se encuentran en nive/ - proceso a interpretar la expresién como
una ecuacion, a utilizar un hecho memorizado que les indica que una ecuacidn
de segundo grado tiene dos scluciones y a encontrarlas mediante un método

conocido.

ITEM 9

13.¢Cudntos valores puede tomar Ia letra en la siguiente expresion?
4 +x2 =x(x + 1)
1) uno
2) dos

3) un nOmero infinito

La respuesta correcta a este item implica e} reconocimiento de la variable como
incdgnita y la posibilidad de manipular la expresién correctamente a fin de
encontrar el valor de la incgnita. Dicha manipulacién requiere que el estudiante
se encuentre en nivel - proceso en su comprension de la incdgnita, de tal suerte
Que sea capaz de darse cuenta de que los términos cuadraticos se cancelan y lo
que queda es una ecuacion lineal simple. ta eleccién de la segunda opcidn
indica que si bien los estudiantes interpretan la variable como incognita,
muestran una propension a buscar en la expresion dada la presencia de signos
que les permitan dar respuesta a la pregunta; en este caso, el hecho de que en
el lado izquierdo de la expresion aparezca el exponente cuadratico induce a los
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estudiantes a responder que la variable puede tomar dos valores, recordando un

hecho memorizado.

fTEM 10
14.En la siguiente expresidn encuentra los valores que puede tomar la letra:
(x+3)* =36

1) x=3yx=9
2y x=3
3 x=9

La solucion correcta de este item implica la posibilidad de manipular la variable
como incognita en una ecuacion, tomando en consideracién todas las
posibilidades. Los estudiantes que pueden manejar de esta manera la variable
como incognita se encuentran en nivel - proceso en su conceptualizacion;
mientras que aquéllos que responden en forma incorrecta utilizan procedimientos
automaticos o memorizados para encontrar la solucidon o cometen errores en la
manipulacion, por lo que puede considerarse que se encuentran en nivel -
accion en la forma en la que comprenden el concepto de variable como

incognita.

ITEM 11

15.En la siguiente expresion escribe los valores que puede tomar la letra: 4+x=2
1) x=-2
) x=2
3) x=6

La solucion de esta ecuacion, si bien no involucra la manipulacién de la variable
como incognita, implica la necesidad de aceptar como resultado un numero
negativo. Los alumnos que se encuentran en nivel - accion en el manejo de la
incégnita, cuando enfrentan ecuaciones de este grado de dificultad, tienen
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dificultades para aceptar valores negativos como solucion. Los estudiantes que
se encuentran en nivel - proceso en el manejo de la variable como incognita no

tienen problema en aceptar a un numero negativo como solucion de una

ecuacion.
ITEM 12
12.En la siguiente expresion escribe los valores que puede tomar la letra:
10
=2
1+ x?
1) x=+2 0x=-42
2) x =2
3) ninguno

La respuesta correcta a esta pregunta implica que el estudiante se encuentra en
nivel - objeto en el manejo de la variable como incognita, dado que es capaz de
manipular la literal en una ecuacion cuadratica cuya presentacidn sigue un
formato poco comun en la instruccion, y transformar la ecuacion para encontrar
los valores de la incognita que la satisfacen. Cuando un estudiante se encuentra
en nivel - proceso en su conceptualizacion de la variable como incognita suele
tener problemas con el manejo de las ecuaciones cuadraticas, el hecho de que la
variable se encuentre en el denominador de una expresién suele causar mayores
dificultades, frente a esta situacion, el alumno es capaz de identificar solamente
una de las soluciones o concluir que no es posible resolver una ecuacidn cuando
tiene esa forma.

ITEM 13

14 ¢Cual de las expresiones siguientes es equivalente a (% + 1)(x*- 2)?

1) x* -x? - 2
2) x* - 2
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3) x* -3 - 2

ta solucion correcta de este item implica fa concepcion de la variable como
numero general en nivel - proceso, es decir que el estudiante haya interiorizado
la posibilidad de operar con las variables de tal manera que pueda efectuar sin
problemas las operaciones necesarias para desarrollar la expresion que se le
presenta y transformarla en otra equivalente. Si estas acciones no se han
interiorizado, los estudiantes no son capaces de aplicar correctamente la
propiedad distributiva del producto y aplican Unicamente la accion de elevar al
cuadrado cada una de las variables, sin tener en cuenta el proceso involucrado

en la manipulacién implicada por la presencia de los dos paréntesis.

ITEM 14

14. La férmula para obtener el perimetro de la siguiente figuraes:

1) P=(x+5)+4
2) 2(b + h)
3) (5+4)2

La respuesta a esta pregunta en forma correcta implica la capacidad de asignar a
las dimensiones de la figura cualquier valor y representarlas mediante cualquier
nimero general. Es decir, implica ver a la figura dada como representante de
una clase general de figuras y calcular perimetro utilizando cualquier simbolo
que no esta asociado a un valor predeterminado. En este caso, ademas, la
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variable no se refiere a la totalidad de una de las dimensiones de la figura por lo
que es necesario agruparla con la cantidad apropiada y considerar a esa suma
como un todo. Los estudiantes que son capaces de hacer esto se encuentran en
su conceptualizacion de la variable como numero general en nivel - objeto,
mientras que quienes tienen dificultades al encontrar la respuesta correcta,
aungue conocen la formula geométrica que se utiliza en la solucion no son
capaces de utilizarla mas que en nivel - proceso, en el que requieren aun de
utilizar los nombres de las variables que aparecen comunmente en los apuntes o
en los textos o son incapaces de agrupar los términos necesarios para identificar
una dimension de la figura.

ITEM 15
15.El area de la siguiente figura esta dada por

L

1) (rm)/2
2) (bh)/2
3} 2(bh)

Este item es andlogo al item 14; sin embargo en él la variable se indica
directamente en las dimensiones del problema. La respuesta a esta pregunta en
forma correcta implica la capacidad de asignar a las dimensiones de la figura
cualquier valor y representarlas mediante cualquier nimero general. Es decir,
implica ver a la figura dada como representante de una clase general de figuras
y calcular su area utilizando cualquier simbolo que no esta asociado a un valor
predeterminado. Los estudiantes que son capaces de hacer esto se encuentran
en nivel - proceso de conceptualizacion de la variable como numero general,
mientras que quienes tienen dificultades al encontrar la respuesta correcta,

aunque conocen la formula geométrica que se utiliza en la solucién no son
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capaces de utilizarla mas que en nivel — accion, en el que utilizan en el calculo
los nombres de las variables que aparecen comunmente en los apuntes o en ios
textos y no toman en cuenta el simbolo utilizado en este triangulo especifico.

TEM 16
16, Observa las siguientes figuras:

Ndmero de puntos

Figura #1 o 1
Figura #2 L 4
20
Figura #3 00 9
L N N
e0oe
Figura #4

¢Cuantos puntos hay en la figura # 4?

¢Cuantos puntos hay en la figura # 5?

¢Cuantos puntos hay en la figura # 6?

Imagina que puedes seguir dibujando figuras hasta la figura # m. ¢Cuantos
puntos en total tendra la figura # m?

1) m?

2) 2m

3) m+m

La respuesta correcta a este item requiere de la capacidad de los estudiantes de
generalizar un patrén y escribir 1a relacion que les permite encontrar el nimero
de puntos correspondiente a cada una de las figuras que se presentan en el
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proceso de generalizacién, independientemente del ndmerc de puntos
particulares. Un estudiante que se encuentra en nive/ - proceso de
conceptualizacién de la variable como numero general puede interpretar el
patrén involucrado, pero, al no haber interiorizado el proceso como un todo, le
es imposible simbolizarlo utilizando un simbolo que represente a un namero
general. Un estudiante que se encuentra en nive/ - objetoen la conceptualizacion
de la variable como numero general, ha interiorizado el proceso de
generalizacién y es capaz de simbolizarlo utilizando la variable como el numerc
general.

ITEM 17
17.Si para hacer las figuras del ejercicio anterior vas agregando puntos
éCuantos puntos agregas para pasar de la figura # 1 ala # 27
éCuantos puntos agregas para pasar de la figura # 2 a la # 3?
La formula que muestra cuantos puntos se deben agregar para pasar de la figura
#mala#m+ les
1) 2m + 1
2) mxm

I m+m

El iftem mide la capacidad de simbolizacion de la variable como un numero
general a través del reconocimiento, por una parte, del patron y por otra parte
de la variacion de ese patrén. Los estudiantes que responden bien esta
pregunta se encuentran muy probablemente en nivel - objeto en el manejo de
la variable, ya que el reconocimiento de la variacion de un patrén y de la forma
de simbolizarlo implica un manejo muy flexible de la nocién de variable y la
interiorizacion de los procesos de generalizacion y simbolizacion. Los alumnos
que eligen opciones incorrectas pueden encontrarse en nivel - proceso o en nivel
- accion. En el nivel - proceso son capaces de reconocer parte de la variacién del

patrén. En el nivel - accion no reconocen el patrén asociado a la variacién. El
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reconocimiento del patron puede explicarse como la generalizacidn de la accion
de contar los puntos de la figura y 1a capacidad de predecir el niUmerc de puntos
para cualquiera de las figuras. El reconocimiento de la variacién del patrdn
involucra por una parte lo anterior y, por otra, 13 interiorizacion del proceso de
comparar una figura con otra para obtener el nimero de puntos afiadidos y la
generalizacion del nuevo patrén mediante el cual se van afiadiendo los puntos al

pasar de una figura a la otra.

ITEM 18
18. La siguiente tabla indica el precio que corresponde a un nimero dado de

fotocopias en la papeleria. La tabla esta incompleta.

Numero de | Precio
copias
5 6.25
10 12.50 |
15
25.00
25 31.25
35
62.50
100

El precio que corresponde a 35 fotocopias es
1) p=43.75
2) p=42
3) x=19.75
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La interpretacion de fa variable en la relacion funcional cuando la informacion se
presenta en forma de tabla, es un ejercicio que se hace con poca frecuencia en
la instruccidn. En este item se requiere que el estudiante sea capaz de
conceptualizar la variable en una relacion funcional en nivel - proceso ya que ha
interiorizado la accién de relacionar cada pareja de la tabla con la variable
dependiente que corresponde a la independiente; la interiorizacion de esta
accion le permite interpolar y calcular los valores de Ia variable dependiente que
no estan contenidos en Ia tabla a partir de la informacién de Ia relacién entre las
variables dada por los valores contenidos en ella. Un estudiante que se
encuentra en nivel - accion tiene dificultades para abstraer esta informacion, por
lo que recurre a la inspeccion para determinar los valores, e incluso puede tener
dificultades para representar el valor de la variable que se le pide de manera

congruente con la informacion dada.

fTEM 19
19 Usando los datos del problema anterior. La regla general que describe el
precio de las fotocopias usando n para representar el nimero de fotocopias

es
1) p = 1.25n
2) n= 1.25p
3) 5n =6.25

La respuesta correcta a este item no solo requiere, como en el caso del item 18,
de la interpretacion de la variable en /a relacion funcional a partir de los datos de
una tabla, sino ademas, que el estudiante sea capaz de interiorizar el proceso
mismo de relacién para generalizarlo en una férmula que la simbolice. Los
estudiantes que han interiorizado el proceso requerido por 1a relacién y que son
capaces de simbolizarla correctamente se encuentran en nivel - proceso en su
conceptualizacion del concepto variable en Ia relacion funcional. La imposibilidad
de lograrlo implica la falta de encapsulacién del proceso correspondiente, por lo
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que puede decirse que los estudiantes se encuentran en nive/ - proceso ¢on
respecto a su comprension de la relacion funcional entre variables.

fTEM 20
20.Observa la siguiente tabla, que esta incompleta:

Segundos Velocidad
0 0 m/s
10 30 m/s
15

20 60 m/s
35

50

60

La regla general que asocia la velocidad al tiempo es:

1) v =15t
2) 10s = 30v
3)d=v/t

La respuesta correcta a este item requiere de la capacidad de los estudiantes de
interiorizar el proceso de la relacidon que se presenta en la tabla, para
generalizarlo en una férmula que la simbolice. Los estudiantes que han
interiorizado el proceso requerido por la relacion y que son capaces de
simbolizarla correctamente se encuentran en nivel - proceso en su
conceptualizacion del concepto de variable en la relacion funcional, La
imposibilidad de logrario implica la falta de encapsulacion del proceso
correspondiente, por lo que puede decirse que los estudiantes se encuentran en

nivel - proceso con respecto a su comprension de la relacion funcional entre
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variables. A diferencia del item 19, este item incluye una relacién entre variables
con las cuales los estudiantes estan menos familiarizados.

frem 21

Considera la siguiente expresion y=3+x.
30. Si queremos que los valores de y sean mayores que 3 pero mas pequenos

que 10, los valores que puede tomar X son:

1) deDa7?

2)0,1,2,3,4,56,7

3) 0y7
Este item se refiere nuevamente a la relacion funcional entre dos variables, dada
a través de su representacion analitica. La respuesta correcta a este item indica
una conceptualizacion de la variable en la relacion funcional como objeto ya que
implica la desencapsulacion del objeto funcién en el proceso que le dio origen
para poder identificar el intervalo de variacion de la variable independiente
cuando se conoce el de la dependiente. Este proceso de reversidn es posible
unicamente cuando se ha logradec una conceptualizacion de la variable en /a
relacion funcional en nivel — objeto lo que implica la nocion del continuo en los
ndmeros reales. Los estudiantes que se encuentran en nivel - proceso son
capaces de llevar a cabo el proceso de reversion (nicamente para numeros
especificos y muestran incapacidad de generalizar al continuo numérico.

ITEM 22

31. Si x toma valores entre 8 y 15, los valores de y estarén entre:
1} entre 11y 18
2) 11,12, 13, 14, 15, 16, 17, 18
3) 11y 18

La respuesta correcta a esta pregunta involucra la interiorizacion de la nocion de
variacion, es decir, del hecho de que en la relacion funcional la variable
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independiente puede tomar un nimero infinito de valores y que, correspondiente
a cada uno de ellos, la variable dependiente tomara otros valores. Los
estudiantes que manejan la idea de variable en nive/ - proceso son capaces de
pensar en dicha relacion como una regla que asigna a un valor dado de la
variable dependiente un valor de la independiente, pero al no haber interiorizado
la nocion de variacidén continua de fa variable asignan Unicamente valores
enteros a la variable independiente y, como consecuencia, obtienen Gnicamente
ciertos valores para la variable dependiente. La interiorizacion de la nocion de
variacion continua permite al alumno pensar en I3 variable de una manera
generalizada de tal suerte que pueden conceptualizarla de una manera dinamica.
Esto puede explicarse en términos de la interiorizacion del procesc de mover la
variable sobre la recta de los niimeros reales o sobre un intervalo de éstos y
obtener como resultado de la relacion funcional la variacidn continua

correspondiente a Ia variable dependiente.

ITEM 23

32. De las siguientes dos expresiones n + 2 y 2 x n, la mas grande es:
1) depende del valor de n
2) 2xn
3) 2+n

La comparacion de expresiones en las que aparece la variable como un nimero
general no es problema para un estudiante que se encuentra en nivel - proceso
en el manejo de la variable como numero general pues ha interiorizado la accion
de evaluar la variable para distintas cantidades. Este estudiante es capaz de
tomar decisiones con base en diferentes comparaciones. Aquellos estudiantes
que no estan en este nivel de conocimiento tienen dificultades para llevar a cabo
esta comparacion. Pueden, por ejemplo, considerar Unicamente algunos valores
que la variable puede tomar y generalizar a partir de ellos, es decir, no son
capaces de pensar en todo el rango de valores que la variable puede tomar.
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iTEM 24

33. El peso de la mercancia que se compra en el mercado se mide con una
bascula. En el puesto de Don Panchito, por cada kilogramo de peso la
charola de la bascula se desplaza 4 cm. La relacion entre el peso de la
compra y el desplazamiento de la charola esta dada por:

)x=4p
2) 1kg =4 cm
3)4=x

La respuesta incorrecta de esta pregunta implica el uso del signo de igualdad
como un recurso mental en el proceso de encadenar acciones. Los estudiantes
que utilizan este recurso son capaces de interpretar la relacion entre las variables
pero no la pueden formalizar. Para responder correctamente a esta pregunta es
necesario conceptualizar a /a variable en la relacion funcional en nivel - objeto;
es decir, ser capaz de interpretar la relacion entre las variable y simbolizarla de
manera adecuada en cualquier tipo de problema.

iTEM 25
34. El area total de la siguiente figura es 27. La formula para calcular el lado
del cuadrado sombreado es:

1) x? +6x=27
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2) a*+b? =27
3) L=427

La respuesta correcta a esta pregunta implica {a comprension de la variable
como incognita como un objeto matematico pues requiere de la posibilidad de
identificar en la figura cudl es la variable que se desea encontrar y simbolizarla
correctamente.  Los estudiantes que responden incorrectamente no han
interiorizado la interpretacién de la variable como incognita, de tal manera que
aun en aquellos casos en los que se encuentran en nivel - proceso en su
conceptualizacion e interpretan correctamente el problema, identificando la
variable deseada, tienen dificultades para relacionarla con los datos del

problema, incorporados en la figura en cuestion

iTEM 26
35. Juan es 15 afios mayor que Santiago. La suma de las dos edades es 41. La
ecuacion que permite encontrar las edades de Juan y Sahtiago es:
1)j+j+ 15 =41
2) s+s5+15=41
3 j+s=41

Los estudiantes que se encuentran en nivel - proceso de conceptualizacion de la
variable como incognita pueden interpretar Ja situacion que se presenta en el
problema en términos de una ecuacion; sin embargo, al no haber interiorizado
el proceso de representacion simbdlica de las ecuaciones suelen confundir la
informacion proporcionada y utilizar la variable de manera incorrecta en la
simbolizacion de la ecuacidon. Cuando este proceso se ha interiorizado este
problema se supera y el estudiante puede representar la situacidon en términos

de una relacion correcta entre las variables involucradas.
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ITEM 27
36. Rentar un automavil cuesta $25por dia, mas $0.12 por kildometro. ¢Cuantos
kildmetros puede manejar Diego en un dia, si sdlo dispone de $40?
1) 125
215
3) 12

Este item requiere de la interpretacion y manipulacién de la variable como
incognita. Los estudiantes que se encuentran en nive/ — proceso en la
conceptualizacion de la variable como incognita pueden interpretar y simbolizar
la situacion que se presenta en el problema en términos de una ecuacion y; a
través de un proceso de manipulacion o de asignacion de valores a la variable
que en él aparecen, responder mediante un numero que parezca razonable.
Pero como su capacidad de simbolizacion es limitada pueden con facilidad
confundir la informacidén proporcionada y utilizar la variable de manera incorrecta
en la manipulacion de la ecuacién. Cuando este proceso se ha interiorizado este
problema se supera y el estudiante puede representar la situacion en términos
de una relacion correcta entre las variables involucradas, manipularla mediante
las transformaciones pertinentes y encontrar el valor de la incognita; lo que
significa que se ha llegado a una conceptualizacion de la variable como incognita
en nivel - objeto.

ITEM 28

37. Observa los datos siguientes:
X Y
0o o
10 (100
-15 |225
25 | 625
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20 400
-10 {100
15 [225
-20 400

Si x toma valores entre -2 y 26 éentre qué valores estara y?

1) entre 0y 676
2) entre 4y 676
3) entre 4y 676

La respuesta correcta a este item requiere de la interpretacion de los datos de
una tabla que representa una relacion funcional cuadratica. La interpretacion
correcta de esta informacion y su generalizacidon para asignar a la variable
dependiente todos los valores que puede tomar dados los limites del intervalo
correspondiente a la variable independiente requiere de la conceptualizacidn de
la variable en la relacion funcional en nivel - objeto en el que se ha encapsulado
el proceso de relacion entre las variables correspondientes y se ha superado el
proceso de generalizacion de la relacion lineal a cualquier tipo de relacion
representada mediante una tabla. Los estudiantes que se encuentran en nivef -
proceso tienden a acudir a una relacion lineal siempre que enfrentan datos en
una tabia.

ITEM 29

38. Dada la expresion 40 - 15x - 3y = 17y - 5x, el valor de y para x = 16 es:
1}1y =-6
2) y=10
3) y=60



CAPTULO I
Pagina 355

La solucion de este item implica la ejecucion de varias acciones de manipulacion:
sustitucion, agrupacién de términos semejantes y transposicion de las variables
en una relacion funcional. Esto representa una dificultad grande para los
estudiantes que se encuentran en nivel - accion en su concepcion de la variable
en la relacion funcional, ya que no han interiorizado la ejecucion de dichas
acciones en un proceso Yy le ejecucion de la secuencia de varias de ellas les
resulta complicado y los conduce a errores. Cuando un estudiante ha
interiorizado estas acciones en un proceso, la ejecucion de la secuencia de
acciones no representa mas un problema.

ITEM 30
30. Dada la siguiente grafica:

¢Entre qué valores de x, los valores de y decrecen?
1) entre-xcyOyentre 5y«

2) entrewySyentre5y w

3) entre 10 y 20

La lectura de datos a partir de una grafica representa dificultades para muchos
estudiantes. En el caso de este item se requiere la interpretacién de la grafica
de forma dinamica en términos de intervalos de variacion. Los estudiantes que

se encuentran en nive/ - accion en la conceptualizacion de la variable en Iz
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relacion funcional pueden asignar valores a puntos especificos de la grafica, sin
embargo no han interiorizado esta accidn en el proceso de asignacion de valores
de manera dindmica en un intervalo. Los estudiantes que se encuentran en nive/
- proceso han interiorizado la accién de lectura punto a punto de la grafica y son
capaces de interpretar la variacion de las variables expresadas mediante esta

representacion

Aplicacion del modelo de medida a los items

A partir de una aplicacién del cuestionario abierto de 65 preguntas a una
muestra de 100 alumnos del primer ano de escuela secundaria, que no han
cursado estudios de algebra se calcularon los valores que se usaron para el

pardmetro &, del modelo, que representa la probabilidad maxima de eleccidn de

ta opcion dos de cada una de las preguntas seleccionadas para el cuestionario de
prueba, considerando a este parametro como la proporcién maxima de eleccion
de dicha opcion para cada item. El calculo de este valor permite reducir el
numero de parametros a estimar cuando se ajusta el modelo logistico para la
segunda opcion de respuesta. El valor del pardmetro &, se considerd siempre

igual @ uno, ya que es de esperarse que un sujeto que domina el concepto
seleccione con probabilidad igual a uno la opcion correcta para cada una de las
preguntas del cuestionario.

El cuestionario de prueba, que se presenta en esta seccion, fue aplicado a una
muestra de 284 alumnos que inician los estudios de licenciatura en los
programas de Ciencias Sociales, Administracion de Empresas, Relaciones
Internacionales y Contabilidad de wuna universidad mexicana (Instituto
Tecnolégico Auténomo de México). El cuestionario en formato abierto se aplicd

a una muestra comparable de 164 estudiantes con el fin de analizar las
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respuestas mds frecuentes, compararias con los resultados reportados en la
literatura y utilizarlas en el disefio de las opciones del cuestionario de opcién
multiple.

La estimacion de los parametros se llevo a cabo utlizando el matodo descrito en
la seccién II.7 desl presente trabajo. La metodologia seguida se describe a

continuacion.

En una primera fase se tomd como punto de partida el programa SYSTAT que
permite estimar los parametros de dificultad y de discriminacion de los items de
del cuestionario, asi como los pardmetros de hablidad de los sujetos que lo
responden. El nimero de iteraciones necesarias para calcular los parametros fue
de 73. Estos parametros utilizaron en la primera iteracion para calcular el
parametro de accesibilidad de Ja opcion de respuesta correcta de cada uno de los
items. Manteniendo fijos los paréametros de la habilidad se hizo una modificacion
del programa SYSTAT que permitid ajustar una curva logistica a la opcion
incorrecta de cada item y obtener de ahi los valores para los paramteros de
accesibilidad de dichas opciones. La modificacién introducida consiste en lograr
que el programa admita valores negativos para los parametros de discriminacion
y permita que el valor maximo de fa probabilidad de eleccion sea menor que
uno. El nimero de iteraciones necesarias para lograr la convergencia en este
caso fue de 71.

Los valores obtenidos de este procedimiento se utilizaron como datos de entrada
para un programa que ajusta los parametros de accesibilidad, los de interaccion,
las condiciones iniciales y los valores correspondentes a la variable
independiente. En este programa se utilizaron versiones modifcadas de las
rutinas escritas en FORTRAN desarrolladas por Byrd, Lu, Noéedal y Zhu (1995),
en las que se se utilizan un método cuasi-Newton y los métodos de gradiente
conjugado y de Newton truncade desarrollados por Gomez y Morales (1997),
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ademas de incluirse una subrutina para resolver numéricamente el sistema de
ecuaciones diferenciales. Estos paquetes se corrieron utilizando el acceso via red
electrénica al sitio NEOS en el que se utiliza de forma remota una computadora
de alto poder. En este caso fueron necesarias 243 iteraciones de las dos fases
del programa para obtener la convergencia deseada de 10~ . Los valores finales
de los parametros se reportan a continuacion.

Fl tamafio de la muestra resultd conveniente para utilizar el método descrito de
tal forma que la mayor parte de los parametros convergieran. Unicamente en el
caso de los items 17, 25 y 28 no se logré la convergencia deseada.

Es importante mencionar que el método de ajuste utilizado en esta ocasion no es
el Gnico posible y que seria interesante hacer investigacion para encontrar

métodos de ajuste de los parametros mas efectivos y eficientes.

Los valores obtenidos para los parametros de cada una de las opciones de
eleccion de respuesta de los items del cuestionario de prueba se muestran en Ia

siguiente tabla. Es conveniente recordar que los parémetros a,y a, representan
la accesibilidad de cada una de las opciones; los pardmetros (X|y 5, representan

la interaccion que ejerce una opcion de respuesta sobre la probabilidad de
eleccidn de la otra; los parametros &, y &, representan a maxima probabilidad
de eleccion de las opciones de respuesta 1 y 2 respectivamente y c./ representa
el valor obtenido para las condiciones iniciales en el ajuste de los parametros

con la muestra que respondio los items.
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TABLA III.6.1
Parametros de los Items

Item |q b, | k& a, b, k, c i

1 1.21 152 |1 -0.5 085 |0.72 (:2.6)

2 0.69 098 |1 [-0.231 | 0.985 0.70 (.103.677)
3 0.21 127 |1 -0.45 1.5 0.74 (.29.66)

4 0.33 117 |1 -0.54 1.15  [0.70 (.351.55)
5 0.66 0931 |1 -0.97 0535 [0.77 (.265.477)
6 0.48 -0.25 |1 -0.41 045 |0.83 (.13.78)

7 0.678 | 0.508 |1 -0.745 | 0.927 |0.87 (.144.849)
8 0.874 | 123 |1 0521 | 0789 [0.71 (:29.64)

9 0734 |0.8%1 |1 057 |10t |0.84 (.124.789)
10 1.006 | 1.237 |1 -0.574 | 0267 |0.91 (.257.684)
11 1.03 1.151 |1 0223 {033 |[0.64 (.34.641)
12 0442 | 0571 |1 -0.487 | 0.871 |0.84  [(.189.76)
13 0.248 | 0304 |1 -0.247 | 0785 |0.84 (.089.68)
14 0.74 1.002 |1 -0.22 0.998 |0.74 (.18.68)
15 0.421 | 0827 |1 0.643 | 0372 |0.52 (.363.561)
16 0342 |1.27 |1 -0.41 0.665 |0.92 (.13.56)
17 X X X X X X X
18 0.539 | 0.799 |1 -0.745 | 032 |068  |(.41.526)
19 0.546 | 0.563 |1 -0.778 | 1278 10.92 (.03.886)
20 0.932 | 0.998 |1 -0.436 | 0.987 |0.94 (.062.91)
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21 0.431 |[122 |1 -0.401 | 1.141 0.75 (.312.52)
22 0.884 | 1.003 |1 0374 | 0.993 |0.88 (.145.803)
23 1.29 1455 |1 0761 | 0.777 |0.73 (.14.68)
24 0651 | 1627 |1 0.73 1.12  |0.87 (.02.813)
25 X X X X X X X
26 0679 |10t |1 0792 | 0976 |0.69 |(.066.67)
27 0678 | -1.125 |1 -0.941 [ 0.845 | 0.858 |(.133.544)
28 X X X X X X X
29 1349 | 141 |1 0363 | 0454 |0.944 |(.08.89)
30 1022 (127 |1 0651|051 082 (17.75)

Haciendo un analisis de los parametros de los items que se muestran en la tabla

en términos de las relaciones con las cuales se definieron los diferentes casos
que se podrian presentar en el modelo de medida, encontramos los siguientes

resultados:

Items correspondientes al CASQ 6 del Modelo de Medida

El caso 6 del modelo de medida es aquél que corresponde a aquelios items para
los cuales el parametro a, es negativo y que son tales que a, /b, es mayor que

k,.

TABLA IIL.6.2

Items correspondientes al caso 6 del modelo de medida

Items

11

13

19

20

22

23

29
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Items correspondientes al CASO 7 del Modelo de Medida

Los parametros correspondientes al caso 7 del modelo de medida propuesto en
este trabajo son aquéllos para los cuales el parametro 4, es negativo y que son

tales que a, /b, es menor que k,.

TABLA II1.6.3
Items correspondientes al caso 7 del modelo de medida

ftems[3 [4 |5 [9 110 [12 [14 J15]16 |18 |21 {24 |30

Items correspondientes al CASO 8 del Modelo de Medida

Los parametros correspondientes al caso 8 del modelo de medida propuesto en
este trabajo son aquéllos para los cuales el parametro a, es negativo y que son

tales que a, /b, esigual a 4,.

TABLA I1I1.6.4
items correspondientes al caso 8 del modelo de medida

Items 8 14
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En la tabla II1.6.1 puede notarse, ademas, que se encontraron dos items, los
items 6 y 27 para los cuales el parametro b, es negativo. Este es un indicador
de que los distractores de los items no estan bien disefiados y de que deben ser
redisefiados.  Por 0Oltimo, los parametros de los items 17, 25 y 29 no
convergieron. Esto puede deberse a que la gran mayoria de los estudiantes
eligio la opcidn tres de respuesta o no respondio a los items por lo que los datos
obtenidos no proveen suficiente informacion.

A continuacidn se hace el analisis del los items en términos del modelo de
medida, conjuntamente con el modelo diagndstico.

Analisis de los items en términos del modelo de medida

Los resultados obtenidos de la estimacion de los parametros y del analisis de las
graficas que se obtienen para cada uno de los items del cuestionario pueden ser
analizados utilizando conjuntamente el modelo de medida y el modelo
diagnostico discutidos con anterioridad. En esta seccidn se presenta el andlisis y
las graficas para cada uno de los items del cuestionario de prueba. El orden
seguido en el analisis de los items corresponde a su clasificacion de acuerdo a los
diferentes casos del modelo, para facilitar su comparacion. Conviene aclarar
aqui que el analisis de los items se hace Unicamente con respecto a los dos
primeros distractores para hacer mas simple la estimacion de los parametros; fa
tercera opcion se introdujo en el cuesionario a partir de respuestas frecuentes de
los estudiantes, con el fin de no dejar muy abierta |a posibilidad de no
responder al item.
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Items correspondientes al caso 6

Andlisis del item 1

Los parametros para este item lo sitian entre las preguntas correspondientes al
caso 6 que se refiere a aquellos items para los cuales a, es negativa y que son
tales que a, /b, es mayor que k,. La razén a, /b, puede considerarse como la
relacién que hay entre la accesibilidad de la opcion 1 a los ojos del sujeto y la
interaccion que representa la presencia de la otra opcion, es decir, puede
considerarse como una medida de qué tan atractiva resulta la opcion correcta
para el sujeto que responde al item. Puesto que &, en este caso es mayor que

1, fa interaccion que la otra opcion presenta es grande y dado que a, es mayor

que 1, puede considerarse que la opcion correcta es accesible para el sujeto.
Esto significa que en esta pregunta la opcidn correcta es facil de reconocer a
pesar de Ia interaccion. Por otra parte, las condiciones iniciales se encuentran en
la region del plano fase que se indica con la letra A en la figura II1.6.13, en la
que no es posible reconocer el intervalo de la variable independiente para el cual
los sujetos se encuentran posiblemente en transicion entre el nive/ - proceso y el
nivel - objeto. las graficas que muestran la solucion correspondiente a este
item, tanto en el espacio de configuracién, se muestran en la figura I111.6.1b. En
ella puede observarse que para el valor 8 = 1.5 las curvas de probabilidad de
eleccién de las dos opciones de respuesta en estudio se cruzan, y la probabilidad
de elegir la opcidn correcta domina sobre la incorrecta; puede considerarse,
entonces, que aquéllos sujetos cuyo valor de & es mayor que 1.5 son quienes
responderan correctamente esta pregunta.
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Figura I11.6.1a: Regiones en plano fase

Figura IIL.6.1b: Curvas solucion

.., theta
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Andlisis del item 2

Los parametros de este item lo sitian entre las preguntas correspondientes al
caso 6, para los que @, es negativa y que son tales que a, /b, es mayor que &,.
Como ya se menciong, la razén 2, /b, puede considerarse como la relacion que
hay entre la accesibilidad de {a opcion 1 a los ojos del sujeto y la competencia
que representa la presencia de la otra opcion, es decir, puede considerarse como
una medida de qué tan atractiva resulta la opcion correcta para el sujeto que
responde al item. Puesto que b, en este caso es casi igual a 1, las opciones de
respuesta resultan similares para el sujeto que responde y dado que 3, es igual a
0.68, puede considerarse que la opcidn correcta no es muy accesible para el
sujeto. Esto implica que en esta pregunta la opcidn correcta no es facil de
reconocer. Ademas la interaccion juega un papel importante. Por otra parte, las
condiciones iniciales se localizan en la region del espacio fase que se indica con
la letra B en la figura II1.6.2a, lo cual indica que la grafica correspondiente a
este item, que se muestra en la figura II11.6.2b, permite reconocer el intervalo
de la variable independiente (0, 1.43) para el cual los sujetos se encuentran
posiblemente en transicion entre el nivel - proceso y el nivel - objeto, en la
comprension del concepto de variable como numero general. E! valor de la
variable independiente @ para el que la probabilidad de eleccion de la opcidn 1
domina sobre la probabilidad de eleccion de fa opcion 2 es de 5.17, por lo que
puede considerarse que los sujetos que obtienen un valor de @ mayor a éste
responderan correctamente este item.
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Figura IT1.6.2a: Regiones en plano fase
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Figura II1.6.2b: Curvas solucion
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Andlisis del item 7

Los parametros para este item lo sitban entre los reactivos correspondientes al
caso 6. En este caso a, es 0.345, por lo que la respuesta correcta puede

considerarse poco accesible. El valor del parametro b, es en este caso menor

que uno, por lo que la interaccion que [a opcion 2 ejerce no es muy importante;
esto implica que en esta pregunta fa opcion correcta no es facil de reconocer
pero que la interaccidn no es fuerte. Ademas, las condiciones iniciales se
encuentran en la region del espacio fase denotada por B en la figura II1.6.7a, lo
cual indica que este item permite reconocer el intervalo de la variable
independiente: (0,0.904) para el cual los sujetos se encuentran posiblemente en
transicion entre el nivel - proceso y el nivel - objeto en su comprension de la
variable como incognita, esto se muestra también claramente en la Figura
II1.6.7b. El valor de la variable independiente @ para el que !a probabilidad de
responder la opcion 1 domina sobre la probabilidad de responder la opcion 2 es
de 3.39, por lo que puede considerarse que los sujetos que obtienen un valor de
£ mayor a éste responderan correctamente este item.
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Figura IT1.6.7a: Regiones en plano fase
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Figura II1.6.7b: Curvas solucion
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Analisis del item 11
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Los parametros correspondientes a este item lo sitian entre los reactivos
incluidos en el caso 6. Puesto que b, en este caso es mayor que uno, la
interaccion que la otra opcion presenta es grande y puesto que a, es mayor a
uno, puede considerarse que la opcion correcta es accesible para el sujeto; en
este caso se tiene que la opcién de respuesta correcta es facil de reconocer a
pesar de la interaccion. Ademas, las condiciones iniciales se sitlan en la region
del espacio fase indicada por la letra B en la figura II1.6.11a, lo cual indica que
la grafica correspondiente a este item, que se muestra en la figura II1.6.11b,
permite reconocer el intervalo de la variable independiente para el cual los
sujetos se encuentran posiblemente en transicion entre el nivel - accion y el nivel
- proceso en su conceptualizacion de la variable como incognita.  Este
corresponde al intervalo (0,1.06). El valor de la variable independiente & para el
que puede considerarse que los sujetos responderan correctamente a este item,
en el que la probabilidad de eleccién de la opcion 1 domina sobre la probabitidad

de eleccion de la opcidn 2 es de 2.92.

Figura IT1.6.11a: Regiones en plano fase
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Figura IT1.6.11b: Curvas solucion

N theta

Andlisis del item 13

Los parametros obtenidos para este item lo sitdan entre los reactivos
correspondientes al caso 6. Puesto que &, es mucho menor que uno, puede
considerarse que la opcion correcta es poco accesible para el sujeto, aun cuando
b, es asimismo menor que uno. La interaccion que la opcidn 2 presenta no es
muy fuerte, lo que implica que en esta pregunta la opcidn correcta es dificil de
reconocer a pesar de que la interaccion no es grande. Las condiciones iniciales
indican que la region del espacio fase para este item pertenece a la region B de
la figura II1.6.13a, por lo que este item permite reconocer el intervalo de la
variable independiente: (0, 1.2) para el cual los sujetos se encuentran
posiblemente en transicion entre el nivel - accion y el nivel - proceso, lo que se
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muestra también claramente en la Figura II1.6.13b. El vélor de la variable
independiente 6 para el que la probabilidad de responder la opcion 1 domina
sobre la probabilidad de responder la opcion 2 es de 6.69, por lo que puede
considerarse que los sujetos que obtienen un valor de ¢ mayor a éste

responderan correctamente este item.

Figura I1.6.13a: Regiones en plano fase
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Figura I11.6.13b: Curvas solucion
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Andlisis del item 19

Los parametros correspondientes a este item lo sitdan entre los reactivos
pertenecientes al caso 6. En este caso a, es 0.546, por lo que la respuesta
correcta puede considerarse poco accesible. El valor del pardmetro b, es en
este caso menor que uno, por lo que la interaccién gque la opcion 2 ejerce no es
muy importante; esto implica que en esta pregunta la opcion correcta no es facil
de reconocer a pesar de que la interaccion no es fuerte. Ademas, las
condiciones iniciaies se encuentran en la region del espacio fase denotada por A
en la figura I11.6.19a, lo cual indica que este item no permite reconocer el
intervalo de la variable independiente para el cual los sujetos se encuentran
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posiblemente en transicion entre el nivel - proceso y el nivel - objeto en su
comprension de la variable como incognita; esto se muestra también claramente
en la Figura II1.6.19b. El valor de la variable independiente 4 para el que la
probabilidad de eleccion de la opcion 1 domina sobre la probabilidad de eleccion
de la opcidn 2 es de 5.27, por o que puede considerarse que los sujetos que
obtienen un valor de # mayor a éste responderan correctamente este item.

Figura IT1.6.19a: Regiones en plano fase
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Figura I11.6.19b: Curvas solucion

Andlisis del item 20

Los parametros obtenidos para este item lo sitlan entre los reactivos

correspondientes al caso 6. El parametro 3, es ligeramente menor a uno, lo que

indica que la opcién de respuesta correcta no es muy accesible a los sujetos.
Puesto que b, en este caso es casi igual a uno, las opciones de respuesta

resultan similares para el sujeto que responde, por {0 cual puede considerarse
que en esta pregunta la opcion correcta no es demasiado facil de reconocer y
que ademas la interaccion juega un papel importante. Las condiciones iniciales
nuevamente se encuentran en la region del espacio fase correspondiente a la
letra B de la figura II1.6.20a, lo cual indica que la grafica que muestra las curvas
de probabilidad para este item (figura I11.6.20b), permite reconocer el intervalo
de la variable independiente (0, 1.17) para el cual los sujetos se encuentran
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posiblemente en transicion entre el nivel - proceso y el nivel - objeto en su
conceptualizacion de Ya variable en la relacion funcional. El valor de la variable
independiente @ para el que la probabilidad de eleccion de la opcién 1 domina
sobre la probabilidad de eleccion de la opcién 2 es de 5.37; es a partir de este
valor de la variable independiente que puede considerarse que los estudiantes
reponderan correctamente este item.

Figura I11.6.20a: Regiones ¢n plano fase
A

4 0.2+
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Figura I11.6.20b: Curvas solucion

Andlisis del item 22

Los parametros correspondientes a este item lo sitlan entre los reactivos

pertenecientes al caso 6. Puesto que b, en este caso es casi igual a 1, las
opciones de respuesta resultan similares para el sujeto que responde y puesto
que a,es cercano a uno, puede considerarse que la opcidn correcta es

medianamente accesible para el sujeto. Como el parametro de interaccion b, es

casi igual a uno la competencia juega un papel importante ya que para el sujeto
que responde ambas opciones parecen igualmente plausibles. Ademas, las
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condiciones iniciales se encuentran en la region del espacio fase correspondiente
a la indicada con la letra B en la figura I11.6.22a, lo cual indica que la grafica
para a este item, que se muestra en Ia figura III.6.22b, permite reconocer el
intervalo de la variable independiente (0,0.83) para el cual los sujetos se
encuentran posiblemente en transicidn entre el nivel - accion y el nivel - proceso.
Ei valor de la variable independiente & para el que la probabilidad de eleccion de
la opcidn 1 domina sobre la probabilidad de eieccion de la opcién 2, a partir de la
cual puede considerarse que los sujetos responderan al item correctamente es
de 3.35.

Figura ITL.6.22a: Regiones ¢n plano fase
\ 1'I 1
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Figura I11.6.22b: Curvas solucion
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Andlisis del item 23

Los parametros obtenidos para este item lo sitian entre los reactivos
correspondientes al caso 6. En este caso b, es mayor a uno, por lo que puede
decirse que la segunda opcion de respuesta interactla fuertemente para el
sujeto con la primera opcidn y puesto que a,es mayor a uno, puede
considerarse que la opcidn correcta es accesible para el sujeto. Las condiciones
iniciales en este caso se encuentran en la region del espacio fase que se indica
con la letra A en la figura II1.6.23a, lo cual muestra que la grafica para este item,
que se muestra en la figura I11.6.23b, no permite reconocer el intervalo de la

variable independiente para el cual los sujetos se encuentran posiblemente en
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transicion entre el nivel - accion y el nivel - proceso en la comprension de la
variable como numeéro general. El valor de la variable independiente para el que

la probabilidad de eleccién de la opcion de respuesta correcta domina es 4 =
2.231.

Figura IT1.6.23a: Regiones ¢n plano fase
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Figura I11.6.23b: Curvas solucion

S theta

Anélisis del item 29

Los parametros de este item lo sitlan entre los reactivos incluidos en el caso 6.

El pardmetro a, es mayor que uno lo que indica que la opcion correcta es muy
accesible para el sujeto que responde al item. Puesto que b, en este caso es

también mayor a uno, la opcién 2 interactia fuertemente con la opcién 1. Por
otra parte, las condiciones iniciales indican que la regién del espacio fase a la
que esta pregunta pertenece es la region B de la figura 111.6.29a, por lo que Ia
grafica correspondiente a este item, que se muestra en la figura III1.6.29b,
permite reconocer el intervalo de la variable independiente (0, 1.25) para el cual

los sujetos se encuentran posiblemente en transicion entre el nivel - acciony el
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nivel - proceso. E! valor de la variable independiente ¢ para el que la
probabilidad de eleccion de la opcidn 1 domina sobre la probabilidad de eleccion
de la opcién 2, a partir de la cual puede considerarse que los sujetos
responderan al item correctamente es de 5.71.

Figura IT1.6.29a: Regiones en plano fase
1-
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Figura I11.6.29b: Curvas solucion

Items correspondientes al caso 7

Andlisis del item 3

Los parametros correspondientes a este item lo sitban entre los reactivos del
caso 7 en los que a, es negativa y que son tales que a, /b, es menor que k,.
En este caso, puesto que b, es mayor a uno, la opcién 2 interactua fuertemente
con la opcién 1. Por otra parte, @, €s muy pequefa lo que indica que la opcién
correcta no es accesible para el sujeto. Esto implica que, en esta pregunta, la
opcion correcta no es facil de reconocer y que ademas la interaccion juega un
papel importante. Las condiciones iniciales muestran que la region del espacio
fase a la que esta pregunta pertenece es la region B que se presenta en la figura
II1.6.3a, lo cual indica que la grafica que describe las probabilidades para este
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item, que se muestra en la figura II1.6.3b, permite reconocer el intervalo de la
variable independiente (0,3.48) para el cual los sujetos se encuentran
posiblemente en transicion entre el nive/ - accion y el nivel - proceso. La
probabilidad de eleccién de la opcidn correcta domina cuando la variable
independiente toma el valor de 3.35; se espera que los sujetos caracterizados
por valores de 8 mayores a este valor responderan correctamente este item.

Figura II1.6.3a: Regiones ¢n plano fasc
11
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Figura I11.6.3b: Curvas solucion
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Andlisis del item 4

Los pardmetros obtenidos para este item lo sitlan entre los reactivos

correspondientes al caso 7 en los que a, es negativa y que son tales que a, /b,
es menor que k,. En este caso, puesto que b, es mayor a uno, la opcion de

respuesta incorrecta interactia fuertemente sobre el sujeto que responde y
puesto que a,es muy pequefia, la opcion correcta resulta dificil de reconocer

para el sujeto. Las condiciones iniciales indican que !a region del caso 7 a la que
esta pregunta pertenece es la regidn que se marca con ia letra B en la figura
I11.6.4a, razén por la cual la grafica correspondiente a este item, que se muestra
en la figura II1.6.4b, permite reconocer el intervalo de la variable independiente
(0,2.07) para el cual los sujetos se encuentran posiblemente en transicion entre
el nivel - accion y el nivel - proceso. La probabilidad de eleccién de la opcidn
correcta domina cuando la variable independiente toma el valor de 1.37; se
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Figura IT1.6.4a: Regiones en plano fase
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espera que los sujetos caracterizados por valores de & mayores a este valor
responderan correctamente este item.
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Andlisis del item 5

Los parametros para este item lo sitian entre los reactivos correspondientes al

caso 7 para los cuales @, es negativa y que son tales que a, /b, es menor que
k.

medianamente accesible y dado que b, es casi igual a 1, las opciones de

En este caso, a, es 0.66 por lo que se puede decir que la opcidn correcta es

respuesta resultan similares para el sujeto que responde. En este item, la opcién
correcta no es muy facil de reconocer y la interaccion juega un papel importante.
Ademas, las condiciones iniciales indican que la region del caso 7 a la que esta
pregunta pertenece es la region A de la figura II1.6.5a, lo cual permite inferir que
la gréfica correspondiente a este item, que se muestra en la figura I11.6.5b, no
permite reconocer el intervalo de la variable independiente para el cual los
sujetos se encuentran posiblemente en transicion entre el nive/ - acciony el nivel
- proceso. Las curvas de las probabilidades de eleccién de las dos opciones se
cruzan cuando @ vale 0.78. Este valor indica que los sujetos caracterizados por

valores mayores a éste, responderan correctamente esta pregunta.
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Figura II1.6.5a: Regiones en plano fase

Figura II1.6.5b: Curvas solucion
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Anélisis del item 9
Los parametros correspondientes a este item lo sitdan entre los
reactivos del caso 7 en los que a, es negativa y que son tales que a,/b,

es menor que k,. En este caso, puesto que b, es muy cercana a uno,

las opciones de respuesta resultan similares para el sujeto que responde
y puesto que a,es 0.734 la accesibilidad de la opcidn correcta es

mediana. Esto implica que en esta pregunta la opcién correcta no es
muy facil de reconocer y que, ademas, la interaccion juega un papel
importante. Las condiciones iniciales indican que la regidn del caso 7 a
la que esta pregunta pertenece es la region B de la figura I11.6.9a, lo
cual implica que la grafica correspondiente a este item, que se muestra
en la figura III.6.9b, permite reconocer el intervalo de la variable
independiente (0,1.164) para el cual los sujetos se encuentran
posiblemente en transicién entre el nivel - proceso y €l nivel - objeto.
Las curvas de las probabilidades de eleccion de las dos opciones se
cruzan cuando & vale 3.4. Este valor indica que los sujetos
caracterizados por valores mayores a éste, responderan correctamente
esta pregunta.
Figura IT1.6.9a: Regiones en plano fase
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Figura II1.6.9b: Curvas solucion

S, theta

Andlisis del item10

Los parametros de este item lo situan entre los reactivos incluidos en el caso 7
que corresponde a aquellos items para los cuales a, es negativa y que son tales
que a, /b, es menor que k,. En este caso, puesto que b, es mayor a uno, la
interaccion que ejerce la opcion incorrecta es grande, es decir la opcion de
respuesta incorrecta es atractiva para el sujeto que responde y puesto que a, es

1.006 la accesibilidad de la opcidn correcta es grande. Esto implica que en esta
pregunta la opcion correcta es facil de reconocer pero que la respuesta
incorrecta interactia fuertemente. Las condiciones iniciales indican que la region
del caso 7 a la que esta pregunta pertenece es la regidn B del espacio fase que
se muestra en la figura II1.6.10a, por lo cual la grafica correspondiente a este
item, que se muestra en la figura II1.6.10b, permite reconocer el intervalo de la
variable independiente (0, 0.731) para el cual los sujetos se encuentran
posiblemente en transicion entre el nive/ - accion y €l nivel - proceso. Las curvas
de las probabilidades de eleccion de las dos opciones se cruzan cuando 6 vale
2.257. Este valor indica que los sujetos caracterizados por valores mayores a
éste, responderan correctamente esta pregunta.
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Figura I11.6.10a: Regiones ¢n plano fasc
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Figura II1.6.10b: Curvas solucion

Andlisis del item 12

Los parametros correspondientes a este item lo sitGan entre los reactivos
pertenecientes al caso 7 en los que a, es negativa y que son tales que a, /b, es
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menor @ k,. El hecho de que el pardmetro de accesibilidad sea en este caso
menor 2 uno y el pardmetro de interaccion b, es también menor a uno indican
que, si bien la opcion 1 es dificil de reconocer como la opcion correcta, la
interaccion entre las opciones de respuesta no juega un papel muy importante.
Dado que las condiciones iniciales se encuentran en la region del espacio fase
indicada por la letra B en la figura 111.6.12a, la grafica correspondiente a este
item, que se muestra en la figura II1.6.12b, permite reconocer el intervalo de la
variable independiente (0,1.21) para el cual los sujetos se encuentran
posibiemente en transicion entre el nivel - proceso y el nivel - objeto. Las curvas
de las probabilidades de eleccion de las dos opciones se cruzan cuando & vale
3.19. Este valor indica que los sujetos caracterizados por valores mayores a

éste, responderan correctamente esta pregunta.

Figura IT1.6.12a; Regiones en plano fase
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Figura IT1.6.12b: Curvas solucion
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Analisis def item 15

Los parametros correspondientes a este item lo situan entre los reactivos que
pertenecen al caso 7 en los que @, es negativa y que son tales que &, /b, es

menor que &, . El parametro de accesibilidad para este item es de 0.421, lo que
significa que la opcidn correcta no es facil de reconocer y puesto que b, es

menor a uno, la interaccidén de la opcién 2 no es muy fuerte. Las condiciones
iniciales indican que la region del espacio fase correspondiente a esta pregunta
pertenecen a la region B de la figura II1.6.15a, por lo cual la grafica
correspondiente a este item, que se muestra en la figura II1.6.15b, permite
reconocer el intervalo de la variable independiente (0, 3.04) para el que los
sujetos se encuentran posiblemente en transicion entre el nivel - acciony el nivel
- proceso. Las curvas de las probabilidades de eleccion de las dos opciones se
cruzan cuando 6 vale 3.72. Este valor indica que los sujetos caracterizados por

valores mayores a éste, responderan correctamente esta pregunta.
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Figura IT1.6.15a: Regiones ¢n plano fase
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Andlisis del item 16

Los parametros obtenidos para este item lo sitlan entre los reactivos
pertenecientes al caso 7 que corresponde a aquellos items para los cuales a, es
negativa y que son tales que a, /b, es menor que k,. En este caso, puesto que
b, es mayor a uno, la opcion 2 interactia fuertemente con la opcion de
respuesta correcta. Dado que a,toma el valor de 0.324 la accesibilidad de la

opcidn correcta es pequena. Esto implica que en esta pregunta la opcion
correcta no es facil de reconocer y que ademas la interaccion juega un papel
importante. Ademas, las condiciones iniciales indican que la region del espacio
fase a la que esta pregunta pertenece es la region B de la figura 111.6.16a, o
cual indica que la grafica correspondiente a este item, que se muestra en la
figura III.6.16b, permite reconocer el intervalo de la variable independiente
(0,2.28) para el cual los sujetos se encuentran posiblemente en transicion entre
le nivel - procesoy el nivel - objeto. Las curvas de 1as probabilidades de eleccion
de las dos opciones se cruzan cuando & vale 3.5. Este valor indica que los
sujetos caracterizados por valores mayores de éste, responderan correctamente

esta pregunta.
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Figura I11.6.16a; Regiones en plano fase
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Figura [T1.6.16b: Curvas solucion
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Andlisis del item 18

Los parametros correspondientes a este item lo sitlan entre los reactivos
pertenecientes al caso 7 en el que los items se carcterizan por que a, es

negativa y porque & /b, es menor que k,. En este caso, puesto que b, es

menor a uno, la interaccién que ejerce la opcion incorrecta no es grande y
puesto que a, es menor a uno la accesibilidad de la opcion correcta es pequefia
para el sujeto que responde. Esto implica que en esta pregunta la opcion
correcta no es facil de reconocer independientemente del papel de Ia interaccién
con la otra opcion de respuesta que se estd considerando. Ademads, las
condiciones iniciales indican que la region del espacio fase a la que corresponden
los datos de este item es la denotada por B en la figura II1.6.18a, por lo cual la
grafica correspondiente a este ftem, que se muestra en fa figura II1.6.18b,
permite reconocer el intervalo de la variable independiente (0,0.75) para el cual
los sujetos se encuentran posiblemente en transicion entre el nivel - accion y el
nivel - proceso. En el valor ¢ = 0.75 se cruzan las curvas que describen la
probabilidad de eleccion de cada una de las opciones. Puede considerarse que
los sujetos cuya variable independiente sea mayor a este valor responderan

correctamente este item,
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Figura IT1.6.18a: Regiones en plano fase

Figura IT1.6.18b: Curvas solucion

theta
12 14
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Anélisis del item 21

Los parametros correspondientes a este item lo sitian entre los reactivos
correspondientes al caso 7 para los que a, es negativa y que son tales que
a /b, es menor que k,. La opcion correcta es poco accesible ya que a,es
0.431. Por otra parte b, es mayor a 1, es decir, la interaccion que ejerce la
opcion incorrecta es grande, la opcidn de respuesta incorrecta resulta atractiva
para el sujeto que responde. Las condiciones iniciales se encuentran en la
region del espacio fase que se indica con la letra B en la figura I11.6.21a, lo cual
indica que la grafica correspondiente a este item, que se muestra en la figura
I11.6.21b, permite reconocer el intervalo de la variable independiente (0,4.24)
para el cual los sujetos se encuentran posiblemente en transicion entre le nive/ -
proceso y el nivel - objeto. Las curvas de las probabilidades de eleccion de las
dos opciones se cruzan cuando @ vale 7.53. Este valor indica que los sujetos
caracterizados por valores mayores de éste, responderan correctamente esta

pregunta.

Figura 1I1.6.21 a: Regiones ¢n plano fase
1.
T. /
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Figura I11.6.21b: Curvas solucion

Andlisis del item 24

Los parametros obtenidos para este item lo sitGan entre los reactivos del caso 7

que corresponde a aquellos items para los cuales a, es negativa y que son tales
que a,/b, es menor que k,. En este caso, puesto que b, es mayor a 1, la

interaccion que ejerce la opcién incorrecta es grande, es decir la opcidn de
respuesta incorrecta es atractiva para el sujeto que responde y puesto que a, es

0.651 la accesibilidad de la opcion correcta es pequefia para el sujeto. Esto
implica que en esta pregunta la opcion correcta no es facil de reconocer y
ademas la opcion de respuesta incorrecta es atractiva. Por otra parte, las
condiciones iniciales indican que la region del espacio fase correspondiente a
esta pregunta pertenece a la region B que se muestra en ia figura II1.6.24a, por
ello, la grafica correspondiente a este item, que se muestra en la figura
I11.6.24b, permite reconocer el intervalo de la variable independiente (0,3.445)

para el cual los sujetos se encuentran posiblemente en transicion entre el nivef -
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proceso y el nivel - objeto. En el valor 8 = 5.27 se cruzan las curvas que
describen la probabilidad de eleccion de cada una de las opciones. Puede

considerarse que los sujetos cuya variable independiente sea mayor a este valor
responderan correctamente este item.

Figura I11.6.24a;: Regiones en plano fase
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Figura I11.6.24b: Curvas solucion

Andlisis del item 26

Los parametros que se obtienen para este item lo situan entre los reactivos
pertenecientes al caso 7 que corresponde a aquellos items para los cuales a, es

negativa y que son tales que a, /b, es menor que k,. Para este item la opcion
correcta es medianamente accesible, ya que su valor es de a, = 0.679. Por otra
parte, como b, es igual a uno, la interaccién que ejerce la opcién incorrecta es

grande, es decir la opcion de respuesta incorrecta es atractiva para el sujeto que
responde. Ademas, las condiciones iniciales implican que la region del espacio
fase a la que esta pregunta pertenece es la region denotada por la letra 8 en la
figura I11.6.26a, lo cual indica que la grafica correspondiente a este item, que se
muestra en la figura II1.6.26b, permite reconocer e! intervalo de la variable
independiente (0, 1.583) para el cual los sujetos se encuentran posiblémente en
transicion entre el nive/ - proceso y el nivel - objeto. Las curvas de las
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probabilidades de eleccidén de las dos opciones se cruzan cuando # vale 4.108.
Este valor indica que los sujetos caracterizados por valores mayores a éste,
responderan correctamente esta pregunta.

Figura I11.6.26a: Regiones en plano fase
1-
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Figura IT1.6.26b: Curvas solucion

Andlisis del item 30

Los parametros correspondientes a este item lo sitGan entre los reactivos del

caso 7 en el que se encuentran aquellos items para los cuales a, es negativa y
que son tales que a,/b, es menor que k,. En este caso, puesto que b, es

mayor a 1, la interaccion que ejerce la opcion incorrecta es grande, es decir la
opcion de respuesta incorrecta es atractiva para el sujeto que responde y puesto

que &, es asimismo mayor a uno, la accesibilidad de la opcidon correcta es

grande. Esto implica que en esta pregunta la opcion correcta es facit de
reconocer pero que la respuesta incorrecta interactia fuertemente con la
correcta. Las condiciones iniciales indican que la region del espacio fase a la que
esta pregunta pertenece es la region marcada con la letra B en la figura
I11.6.30a, por lo que la grafica correspondiente a este item, que se muestra en la
figura III.6.30b, permite reconocer el intervalo (0, 0.78) de la variable
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independiente para el cual los sujetos se encuentran posiblemente en transicion
entre el nivel - acciony el nivel - proceso. Las curvas de las probabilidades de
eleccion de las dos opciones se cruzan cuando @ vale 3.04. Este valor indica que
los sujetos caracterizados por valores mayores a éste, responderan
correctamente esta pregunta.

Figura ITI.6.30a: Regiones en plano fasc
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Figura I11.6.30b: Curvas solucion

Ttems correspondientes al caso 8
Andlisis del item 8

Los parametros obtenidos para este item lo sitdan entre los reactivos

correspondientes al caso 8 en los que @, es negativa y que son tales que a, /b,
es casi iguai a k,. En este caso, puesto que b, es mayor a uno, la opcion 2

interactia fuertemente con la opcion de respuesta correcta. El parametro de

accesibilidad a,es 0.874 e indica que la opcion correcta es medianamente

accesible para el sujeto. Esto implica que en esta pregunta la opcion correcta no
es muy facil de reconocer pero que la opcién incorrecta representa un factor
importante de interaccion. Ademas, las condiciones iniciales situan a la curva del
item en la region del caso 8 que se marca con la letra B de la figura I11.6.8a3,
por lo cual la grafica correspondiente a este item, que se muestra en la figura
111.6.8b, permite reconocer el intervalo de la variable independiente (0, 1.01)

para el cual los sujetos se encuentran posiblemente en transicion entre el n/ive/ -
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proceso y el nivel - objeto. Las curvas de las probabilidades de eleccion de las
dos opciones se cruzan cuando @ vale 4.31. Este valor indica que los sujetos

caracterizados por valores mayores a éste, responderan correctamente esta
pregunta.

Figura JL&.8a: Regiones ¢n plano fase
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Figura II1.6.8b: Curvas solucion

R theta

Andlisis del item 14

Los parametros estimados para este item lo sitdan entre los reactivos
correspondientes al caso 8 en los que a, es negativa y a, /b, es casi igual a &, .

Para este item la accesibilidad a, es 0.74, lo cual significa que la opcién correcta
es medianamente accesible para el sujeto. En este caso, puesto que b, es casi

igual a 1, la interaccion entre las opciones de respuesta es pareja, asi es que en
esta pregunta la opcién correcta no es muy facil de reconocer pero la opcion
incorrecta representa un factor importante de interaccion. Ademas, las
condiciones iniciales indican que la regidn del espacio fase a la que esta pregunta
pertenece se encuentra en la seccion denominada B en la figura I11.6.14a, lo cual
implica que la grafica correspondiente a este item, que se muestra en la figura
I11.6.14b, permite reconocer el intervalo de la variable independiente (0,0.83)
para el cual los sujetos se encuentran posiblemente en transicion entre el nivef -
proceso y el nivel - objeto. Las curvas de las probabilidades de eleccion de las
dos opciones se cruzan cuando & vale 3.72. Este valor indica que los sujetos
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caracterizados por valores mayores a éste, responderan correctamente esta
pregunta.

Figura IT1.6.14a: Regiones en plano fase

Figura I11.6.14b: Curvas solucion
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En el caso de los items 6 y 27 el pardmetro correspondiente a la interaccién de la

opcién 2 con la opcién 1, b, resultd negativo. Estos dos items se analizan

conjuntamente.

Andlisis de los items cuyos parametros de interaccion son negativos

Andlisis de los items 6 y 27

Los parametros correspondientes a estos items los situan entre los reactivos del
caso 13 para los cuales @, es negativa y que son tales que a, /b, es mayor que
k,. En este caso el pardmetro 4, es negativo lo que indica que la presencia de
la opcion de respuesta 2 contribuye a aumentar la probabilidad de respuesta de
la opcion 1. En estos casos el distractor no cumple su papel por lo que habria
que redisefar los items o sustituirlos por otros en el test. Las figuras
correspondientes al espacio fase y a las soluciones de estos dos items se
muestran respectivamente en las figuras II1.6.6a y by II1.27a y b.

Figura IIL.6.6a: Regiongs en plano fase
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Figura II1.6.6b: Curvas solucion

e theta

Figura I11.6.27a: Regiones ¢n plano fase
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Figura I11.6.27b: Curvas solucion

theta

Algunas conclusiones

Al introducir el estudio de las componentes del item a través de un parametro de
accesibilidad de la opcion se esta incluyendo un cierto modelo de complejidad
cognitiva en el item. Las opciones pueden disefiarse de manera que esten
fundamentadas en estudios cognitivos que les confieran un determinado estatus
en cuanto a la jerarquia que ocupan dentro del desarrollo del concepto. El
parametro de interaccion complementa la informacion que proporciona la medida
de accesibilidad de la opcion al proporcionar una medida del nivel de
interferencia que la presencia de una opcion viable, dentro de ciertos limites de

desarrollo conceptual del estudiante, presenta a quien responde.

A diferencia del modelo linear logistico de Fisher (1973) que se ha descrito con
anterioridad, en el modelo que aqui se presenta no se presupone ningun
submodelo en cuanto a la forma en la que las complejidades cognitivas de los

items influyen en el procesamiento de fa informacion. Las opciones pueden
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calibrarse independientemente en cuanto a la dificuitad que involucran a través
del analisis de las respuestas de los estudiantes a items abiertos 0 mas simples
en los que se utilice el modelo logistico de dos parametros en el analisis de la
informacion.

A lo largo del analisis de los items empleados para probar el modelo es posible
darse cuenta de que aln cuando el método de estimacion de los parametros es

perfectible, los resultados obtenidos son satisfactorios.

El modelo permite describir a los items a través del andlisis de los distractores y
modela adecuadamente la interaccion que puede darse en la mente del sujeto
que responde cuando se ie presentan preguntas de opcion multiple.

En la mayor parte de los items aqui analizados es posible localizar un intervalo
de valores de la variable independiente para la cual las probabilidades de
eleccion de las dos opciones en estudio decrecen, lo cual puede interpretarse,
como ya se habia mencionado anteriormente, como una posible transicion entre
un nivel de conocimiento y otro, cuando los items se analizan a la luz de una

teoria cognitiva.

El punto en el que las curvas de probabilidad de eleccion de las opciones en
estudio se cruzan, provee también informacion interesante. Este punto podria

asociarse a la dificultad del item en términos de este modelo.

Las graficas asociadas a la probabilidad de eleccion de cada uno de los
distractores, conjuntamente con la representacion de la curva de la variacion de
estas probabilidades en el espacio fase, permiten darse una idea muy clara del
comportamiento de dichas probabilidades y de la posible existencia de un estado

de transicion.
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La mayor limitacién del modelo es, sin duda, la no linearidad de las ecuaciones
diferenciales que lo constituyen y la necesidad de desarrollar un método de

ajuste de los parametros disefiado especificamente para él.
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E | propdsito del presente trabajo consistid en primer lugar, en desarrollar
un modelo matematico de medida, basado sobre un modelo logistico de
dos parametros, que ampliara la informacion obtenida de otros modelos
matematicos a través de la posibilidad de analisis de las estrategias de solucién
de los items por parte de los sujetos. Por otra parte, el modelo desarroliado
intentaba ser (til como una herramienta de diagndstico del conocimiento.

Dado este doble propésito, las conclusiones obtenidas pueden distinguirse en dos
rubros. Aquéllas relacionadas con las caracteristicas del modelo de medida y las
que se derivan de su posibilidad de aplicacion al diagndstico.

Resultados relacionados con el modelo matematico de medida

El modelo matematico de medida disefiado en este trabajo constituye la

contribucion central del mismo.

El modelo propuesto es una generalizacion dinamica del modelo logistico de dos
parametros. Cuando decimos que el modelo es una generalizacion dinamica del
modelo logistico nos referimos a un elemento que consideramos de suma
importancia: un cambio de paradigma en las bases matematicas sobre las que se
disefian los modelos de medida. En el caso del modelo presentado en este
trabajo, su disefio se enmarca dentro de una perspectiva diferente a la
tradicionalmente utilizada dentro del marco de la Teoria de los Tests. En lugar de
utilizar la Estadistica como herramienta de disefio, se emplea aqui la teoria de
Ecuaciones Diferenciales y de Sistemas Dinamicos. La atencién se centra en €l
cambio de la probabilidad de respuesta a un item o a una opcidn del item al
variar la variable que determina el rasgo a medir y, por ello, se considera de

naturaleza dinamica.
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Durante muchos afios se pensé que los modelos dindmicos eran mas apropiados
para estudiar fendmenos deterministicos y que por ello no tenian cabida en
estudios estocasticos de la naturaleza de aquellos involucrados en la Teoria de
Medida; sin embargo, al pasar de los afios, se ha encontrado que la diferencia
entre los fendmenos que se consideraban deterministicos y los no deterministicos
es sutil y que el estudio de los fendmenos desde diferentes perspectivas puede
aportar nuevos elementos de analisis y resultados importantes que desde otra
perspectiva serian dificiles de encontrar. Los métodos de andlisis de la teoria de
las Ecuaciones Diferenciales y de los Sistemas Dinamicos permiten acercarse a
las curvas solucion del modelo desde angulos nuevos que hacen posible
encontrar informacion proveniente de las curvas de respuesta al item diferente

de aquélla que se obtiene utilizando otros paradigmas.

La aplicacion de una nueva perspectiva en la construccidon del modelo que se
presenta en este trabajo probé ser efectiva. El modelo provee resultados
interesantes y nuevas formas de analisis Utiles en ia aplicacién de la Teoria de
Medida que se detallan a continuacién.

En el modelo propuesto se modelan las curvas para la probabilidad de eleccién
de las distintas opciones de respuesta al item. Se introducen tres parametros
para cada una de ellas.

Un parametro que permite relacionar la eleccion de Ja opcién con la accesibilidad
de {a misma para quien responde y que puede ser considerado como una medida
de la complejidad cognitiva de la opcion.

Un parametro de maxima probabilidad de respuesta que permite distinguir entre
opciones que se eligen con mayor frecuencia y aquéllas que se eligen con menor
frecuencia, y que puede relacionarse con el conocimiento de los sujetos en el
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rasgo a medir en el caso de items disefiados con este fin, 0 con niveles de
preferencia de eleccién en otros casos.

Un parametro de interaccion que puede considerarse como una medida de qué
tanto afecta la presencia de las distintas alternativas de respuesta en la eleccion
de cada una de ellas. El parametro de interaccidon complementa la informacion
que proporciona la medida de accesibilidad de la opcion al proporcionar una
medida del nivel de interferencia que la presencia de diferentes opciones viables
causa en quien responde. Este parametro puede tomar valores positivos o
negativos; ello permite obtener informacion de suma importancia acerca del
disefio mismo de las opciones de respuesta propuestas para los items.

En el modelo que aqui se presenta no se presupone ningun submodelo en
cuanto a la forma en la que las complejidades cognitivas de los items influyen en
el procesamiento de la informacidn por parte de los sujetos que responden. Las
opciones pueden calibrarse independientemente, en cuanto a la dificultad que
involucran, a través del andlisis de las respuestas de los estudiantes a items
abiertos o mas simples en los que se utilice el modelo logistico de dos
parametros en el andlisis de la informacion. El valor del parametro de
accesibilidad asi obtenido se incorpora al modelo y, a partir de las respuestas
obtenidas al item completo, que contiene las opciones previamente calibradas, se
puede ajustar el parametro de interaccion y el de las habilidades de los

estudiantes en la variable a medir.

La relacion con la complejidad cognitiva de las posibles opciones de respuesta al
item no es Gnica a este modelo. Existen, como se ha mencionado en el capitulo 1
del presente trabajo, modelos que incluyen la complejidad cognitiva de las
alternativas de respuesta. La forma en la que esto se hace en el modelo que aqui
se presenta es diferente a la empleada en otros modelos, ya que la complejidad

cognitiva no se introduce de manera externa al modelo, mediante la asignacion
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de pesos especificos, por ejemplo, para la eleccion de una u otra opcion. En este
modelo fa complejidad cognitiva se toma en consideracién de manera intrinseca

y, por ello, es la misma estimacion de los parametros fa que la determina.

El parametro de méxima probabilidad de respuesta es algo vnico que diferencia a
este modelo de otros existentes. Este parametro proporciona informacion util. A
través de él es posible distinguir entre diversas poblaciones con las que es
posible utilizar el item y es posible, por otra parte, distinguir categorias de items
en términos de esa probabilidad maxima de eleccion de cada opcion. Ambas
posibilidades resultan importantes cuando se disefian pruebas estandarizadas y
en el disefio y aplicacién de pruebas a la medida.

El parametro de interaccion es también Unico entre los modelos de medida. Este
parametro permite reconocer el efecto que la presencia de distintas alternativas
de respuesta produce en quien responde y tiene implicaciones importantes.
Desde el punto de vista cognitivo o psicoldgico, este parametro permite
establecer una relacion mas estrecha y natural con las teorias cognitivas,
didacticas o psicoldgicas relacionadas con el dominio del cual provienen los
items. Nuevamente esta relacion no es exdgena al modelo, sino que esta incluida
dentro del disefio mismo del item. Por otra parte, desde el punto de vista de la
aplicacién del modelo, al analizar la informacion proveniente del test, este
parametro puede relacionarse con estrategias de respuesta al item y con el nivel
de solidez que tienen los conocimientos de los sujetos en el momento de resolver
los tests disefiados para medirlos. La posibilidad de medir de alguna manera las
dudas que surgen en quien responde al enfrentar una pregunta determinada
permite adentrarse en la comprension de la forma en la que los sujetos aprenden
y en las estrategias que emplean al poner en practica su conocimiento o al
mostrar sus habilidades o intereses. Finalmente, desde {a perspectiva misma del

disefio de los items, este pardametro juega también un papel muy importante
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pues permite decidir acerca de qué tan pertinentes son las opciones
seleccionadas para cada item o si alguna de ellas debe cambiarse.

El hecho de que el modelo que aqui se presenta pueda emplearse para validar el
disefio de las opciones de respuesta al item hace de este modelo algo Unico. No
existen en la literatura formas de determinar si el disefio de los items es
adecuado y un paso en esta direccion es fundamental cuando se desea contar
con items que proporcionen informacion efectiva acerca del rasgo a medir.

La solucion al modelo propuesto proporciona diversas formas para las curvas de
probabilidad de eleccién de las opciones de respuesta, sin necesidad de
establecer un modelo especifico para cada una de ellas ni de incluir informacién

externa al modelo.

El analisis de la solucidn general del modelo permite distinguir dos familias de
submodelos que juegan papeles diferentes y que son ambas importantes en su

aplicacidn a situaciones educativas.

En una de ellas, los parametros de accesibilidad de las opciones son todos
positivos, indicando una tendencia al crecimiento para valores pequefios de la
variable que representa el rasgo a medir. En este caso, el modelo es adecuado
para situaciones en 1as que se pretenden estudiar las estrategias que los sujetos
siguen al resolver el problema que el item plantea o para estudiar el
comportamiento de las actitudes o preferencias de los sujetos que responden al
item. Las curvas de eleccion de cada opcion en este submodelo pueden cruzarse
para un cierto valor del rasgo a medir, proporcionando informacién acerca del
valor del mismo para el cual las estrategias o las actitudes cambian. Las curvas
correspondientes a cada opcion pueden crecer 0 decrecer en distintos intervalos
de la variable que representa el rasgo a medir, dando cuenta de una gran

diversidad de comportamientos posibles. En estos modelos se encuentra ademas
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la posibilidad de alcanzar puntos de equilibrio; es decir, valores estables para las
probabilidades de eleccién de las distintas opciones de respuesta al item, lo cual
proporciona informacion acerca de posibles situaciones en las que, una vez
alcanzado el punto de equilibrio, aunque la variable que representa el rasgo a
medir aumente, las probabilidades de eleccion no cambian. En términos de
estrategias de solucién de problemas, un punto de esta naturaleza podria indicar
el valor de la variable independiente para el cual ios sujetos alcanzan madurez
en el conocimiento adquiriendo flexibilidad suficiente para tomar decisiones
estables respecto a la estrategia a seguir. Dependiendo de la naturaleza del
problema, en el caso de tests disefiados para medir actitudes o preferencias,
estos puntos pueden dar informacion para distinguir entre poblaciones con
preferencias o actitudes claramente definidas.

El otro submodelo que surge del andlisis general del modelo se obtiene cuando
uno de los parametros de accesibilidad del item es positivo y el otro negativo.
Este caso modela con mayor precision situaciones en las que los items miden
niveles de conocimiento en algun dominio especifico. El punto donde las curvas
de eleccién de las opciones se cruzan, cuando esto sucede, podria interpretarse
como una medida de la dificultad del item, ya que indica para qué valores de la
variable que representa el rasgo a medir, la probabilidad de eleccion de la opcién
correcta prevalece sobre la probabilidad de eleccion de la opcion incorrecta. En
este caso, es posible obtener curvas que para ciertos intervalos de la variable
dependiente son crecientes y para otros son decrecientes, 10 que proporciona
asimismo informacidn atil para el diagndstico. En particular, cabe mencionar que
el modelo predice la aparicion de situaciones en las que tanto la probabilidad de
eleccion de la opcidn correcta como la de la opcion incorrecta decrecen para un
intervalo dado de valores de la variable independiente. Esta posibilidad, que
desde el punto de vista educativo puede relacionarse con situaciones predichas

por algunas teorias cognitivas, indica intervalos en los que la duda o la confusion
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son prevalentes y que son muy utiles para las apiicaciones con fines de
diagndstico.

La solucion completa del modelo involucra la necesidad de encontrar las
condiciones iniciales para las cuales los datos cobtenidos de la aplicacién del
modelo se ajustan mejor a una de las posibles curvas de probabilidad de eleccidn
de cada opcidn. Las condiciones iniciales, que resultan a consecuencia de la
estimacion de los pardmetros del modelo, complementan la informacién que se
obtiene de los parametros antes mencionados ya que permiten caracterizar a la
poblacion con la que se utiliza un test dado en términos del rasgo a medir. Las
condiciones iniciales estimadas seran diferentes en el caso de poblaciones cuyo
conocimiento, por ejemplo, sea debil en lo que se desea medir, que las
correspondientes a poblaciones mas adelantadas o con un conocimiento mas
solido. Esta informacion es igualmente de gran valor cuando el modelo se
emplea con fines de diagndstico o cuando se pretende usar los items en test
estandarizados o en pruebas a la medida.

El tipo de estimacion de los parametros que se propone en este modelo es
similar a la que se utiliza en los modelos multicomponente de rasgo latente. Sin
embargo, como ya se menciond, en estos Ultimos, es necesario calibrar la
dificultad y la habilidad para cada componente del modelo desde el punto de
vista cognitivo, utilizando informacién externa al mismo. Al igual que el modelo
multicomponente, el modelo que se presenta en este trabajo requiere del
conocimiento de las respuestas al item total y de las respuestas a las opciones
por separado para estimar los parametros. Sin embargo, a diferencia de estos
modelos, en el que aqui se propone, no se requiere de la definicidn de una
dependencia secuencial de las componentes de la tarea a medir, sino de
principios mas generales de abstraccion, ligados a la forma en la que se trabaja

en una disciplina especifica.
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La naturaleza dinamica del modelo es la fuente de su riqueza, de las diferentes
posibilidades de interpretacion de los parametros, de la flexibilidad en la
obtencién de diferentes formas para las curvas de eleccion de cada opcién de
respuesta y de la diversidad de situaciones a las que el modelo se puede aplicar.
La misma naturaleza dindmica del modelo es asimismo el origen de algunas de
las dificultades que presenta su aplicacion. El modelo que se presenta en este
trabajo es un modelo dindmico no lineal. No existe, por ello, la posibilidad de
solucion del modelo en forma analitica y, por tanto, su aplicacién debe hacerse
en forma diferencial, para obtener después una solucion numérica que

represente los datos obtenidos.

Dada la forma del modelo y nuevamente por su naturaleza no lineal, la
estimacion de los parametros del modelo requiere de la introduccion de métodos
numéricos en los que se utilizan conceptos matematicos avanzados. Esta es
quizas la mayor limitacién de! modelo, el disefio de un método especifico para la
estimacion de los pardmetros del modelo es una tarea pendiente para
investigaciones futuras. La forma en la que se hizo la estimacion de los
parametros en este trabajo es laboriosa y poco eficiente, pero a través del
estudio de la literatura correspondiente a la estimacién de los pardmetros de
modelos del tipo del presentado en este trabajo, es posible sugerir que seria mas
apropiado desarrollar una estrategia de estimacion de parametros basada en el
uso de métodos inversos desde el inicio del proceso de estimacion. Una
estrategia de esta naturaleza haria posible desarrollar formas mas accesibles y
eficientes para encontrar los parametros, eliminando, incluso, la necesidad de
calibrar los parametros mediante una doble aplicacion de los items.

En sintesis, el modelo de medida propuesto en este trabajo parece proveer una
alternativa matematica dentro de la Teoria de los Tests, util particularmente en
el estudio de! disefio de las opciones de respuesta para items de opcion mdltiple
y en el disefio de tests en los que las diferentes alternativas de respuesta
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proporcionen informacion diagndstica para una gran diversidad de situaciones

educativas.

Resultados relacionados con la posibilidad de aplicacion del modelo matematico
de medida a situaciones educativas

Con el fin de poner a prueba el modelo, de mostrar la posibilidad de utilizarlo
conjuntamente con una teoria cognitiva y de mostrar su utilidad en el marco del
diagndstico, en la tercera parte del presente trabajo se introduce una discusion
acerca del papel del diagndstico en la educacidén y se presenta un modelo
educativo, basado en las ideas de Piaget, que es adecuado para el diagndstico
del aprendizaje de conceptos matematicos. El modelo matematico se utiliza en
conjuncion con el modelo educativo en el andlisis de la informacion obtenida a
partir de las respuestas de os sujetos a un test especifico.

La puesta a prueba del modelo matematico de medida resultd de interés en si
misma y no unicamente en términos de la validacién del modelo de medida. A
continuacion se discuten algunos de los resultados de la aplicacion del modelo a
una situacion educativa, tanto desde la perspectiva de la validacion del modelo,

cuanto de la situacion didactica en si misma, que es conveniente resaltar.

Uno de los objetivos del presente trabajo consistid, como se ha mencionado, en
el disefio de un modelo matematico de medida que pudiera ser empleado
conjuntamente con alguna teoria cognitiva o educativa que diera un sentido
especifico a la interpretacion de los resuitados obtenidos de la aplicacion del
modelo de medida. La aplicacion del modelo desarrollado a una situacién
especifica en el contexto del aprendizaje de las matematicas permite constatar
que, efectivamente, la informacion obtenida a partir de los parametros del
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modelo es susceptible de una interpretacion en términos de un modelo de

aprendizaje.

El andlisis de fa informacion en términos de la teoria de aprendizaje se realiza en
este modelo a partir del anadlisis de las caracteristicas de las respuestas de los
sujetos a los items que componen el test, pero, a diferencia de otros modelos, de
los que se ha hablado en el capitulo 1 de este trabajo, en este caso, es posible
obtener mayor informacidn, puesto que se cuenta con Ja posibilidad de
interpretar la eleccion de las alternativas de respuesta de cada uno de los items.
Asi, las respuestas de los sujetos pueden organizarse en clases o conjuntos que
pueden emplearse con mayor seguridad en las aplicaciones de indole
diagndstica, en la evaluacidn en términos generales, en el disefio de la

instruccion en general y en el disefio de la instruccion personalizada.

En este trabajo, el analisis de la informacion obtenida del cuestionario se llevd a
cabo, por una parte, a través de la interpretacion de los valores de los
parametros para las opciones de respuesta de cada item de opcidn multiple,
obtenidos de la aplicacion del modelo de medida y, por otra, de la conjuncién de
estos resultados con un modelo disefiado especificamente sobre las bases de una
teoria del aprendizaje matematico, para entender la forma en la que los
estudiantes construyen el concepto de variable en el algebra elemental.

Aunque ya se ha mencionado anteriormente conviene repetir que si bien el tipo
de estimacion de los pardmetros que se propone en este modelo es similar a la
gue se utiliza en los modelos muilticomponente de rasgo latente, en estos
Ultimos, es necesario calibrar los pardmetros de dificultad y de habilidad para
cada componente del modelo desde el punto de vista cognitivo, utilizando
informacion externa al modelo. Esta misma informacion provee las bases para
interpretar los resultados de su aplicacion. En el modelo considerado en este

trabajo no es necesario incluir la teoria cognitiva para calibrar ninguno de los
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parametros. El modelo cognitivo se utiliza en el disefio de las diferentes opciones
de respuesta alternativas para cada uno de los items y en el analisis de los
resultados que se obtienen de la aplicacion del test. Analogamente al modelo
multicomponente, el modelo de medida que aqui se presenta requiere de
respuestas al item total y de las respuestas a las opciones por separado para
calibrar los parametros. A diferencia del modelo multicomponente, en el modelo
que aqui se propone no se requiere de la hipdtesis de la existencia de una
dependencia secuencial, en términos cognitivos, de las componentes de la tarea
a medir, sino que se parte de principios mas generales de abstraccion, ligados a
la forma en la que se trabaja en una disciplina dada. En este mismo aspecto, el
modelo que se presenta en este trabajo es diferente al modelo general de rasgo
latente de Embreston.

El modelo de medida que se disefid en este trabajo permite describir a los items
a través del analisis de los distractores y de la opcién de respuesta correcta. La
aplicacion del modelo a una situacion particular permite concluir que el modelo
da cuenta de manera adecuada la interaccion que puede darse en la mente del
sujeto que responde cuando se le presentan preguntas de opcidn multiple.

En la mayor parte de los items que fueron analizados en términos del modelo
de medida fue posible localizar un intervalo de valores de la variable
independiente, que representa el rasgo a medir, para el cual las probabilidades
de eleccidn de las dos opciones en estudio decrecen, lo cual puede interpretarse,
como ya se habia mencionado anteriormente, como una posible transicion entre
un nivel de conocimiento y otro en términos del modelo de aprendizaje. Este
resultado es de interés desde el punto de vista de la aplicacion de los modelos de
medida a situaciones educativas, dado que varias teorias cognitivas y de
aprendizaje postulan la ocurrencia de periodos de incertidumbre en la
construccion del conocimiento. La posibilidad de detectarlos explicitamente abre

muchas posibilidades a la aplicacion de estos modelos al diagndstico.
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Et punto en el que las curvas de probabilidad de eleccidn de las opciones en
estudio para cada item se cruzan, puede asociarse, desde la perspectiva de Ia_
educacién a un indicador de la dificultad del contenido del item global. Esta
informacion puede emplearse en el disefio de tests estandarizados o en el disefio
de tests dirigidos a la medicién de rasgos muy especificos en poblaciones con
caracteristicas predeterminadas.

Otro resultado de la aplicacion del modelo que conviene destacar es que su
aplicacién al cuestionario diagndstico pone en evidencia la interaccion entre las
alternativas. Este resultado es importante en el contexto del debate sobre el
formato de los items. Se cuestiona, en este ambito, la posibilidad de obtener
informacién compleja a partir de los resultados que se obtienen de los items de
opcion multiple y el hecho de que el proporcionar a los sujetos la respuesta
correcta, en el caso de pruebas de conocimiento, provee informacion a quien
responde y oscurece el analisis de los resuitados. En la apiicacion del modelo de
medida que se disefid en este trabajo al cuestionaric acerca del concepto de
variable se obtiene evidencia que refuta estos argumentos. Se muestra que los
items de opcion mdltiple pueden disefarse para tareas de diversa naturaleza y
que la presencia de la respuesta correcta dentro de! item no necesariamente
induce su eleccidn. Si los distractores del item se disefian correctamente, la
aplicacidn del modelo al cuestionario provee evidencias de que, incluso sujetos
que en un formato abierto responden correctamente a un item, cuando
enfrentan alternativas plausibles y su conocimiento de la materia en cuestién no
es solido, eligen la opcién incorrecta o dejan de responder a causa de las dudas
que les surgen. Esto sugiere que el formato de opcidn muiltiple puede
proporcionar incluso informacién que seria imposible obtener de otro tipo de
formatos: la posibilidad de confusion de quien responde cuando sus
conocimientos no son tan firmes como es deseable. Esta informacion es de gran
valor cuando la medida se lleva a cabo con fines de diagnadstico.
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En la aplicacion del cuestionario diagndstico se pone de manifiesto asimismo que
las caracteristicas particulares del disefio del item, es decir el disefioc de las
posibles opciones de respuesta y la forma en la que estas se redactan pueden
influir en {a dificuitad del item de dos maneras. Por una parte en cuanto al nivel
de conceptualizacidn involucrado en la respuesta del item y reflejado en el tipo
de abstraccidon que es necesaria para eleccion de la opcidn correcta, cuando los
items intentan medir desempefio académico, o en la estrategia empleada en
otros casos. Por otra parte, en cuanto al nivel de interaccion que las diferentes
alternativas de respuesta que se presentan en el item ejercen sobre quien lo

responde.

Una ilustracion de lo primero se encuentra en items que versan sobre el
conocimiento acerca del concepto de variable en el dlgebra. Un item en el que
se pide encontrar la solucion de la ecuacidn 3x+4=2, que puede ser resuelto
mediante procedimientos aritméticos o algebraicos, corresponde a un nivel de
conceptualizacion inferior a otro que involucra la solucion de una ecuacidn como
7%-5=4+2x, que involucra la manipulacién algebraica y wuna mayor

profundizacion en lo que el concepto de variable significa.

En cuanto a lo segundo, el uso de las respuestas mas comunes que pueden
asociarse a estrategias especificas de razonamiento, registradas en
investigaciones y en entrevistas con alumnos, proporcionan distractores
adecuados con los cuales se puede medir el nivel de interaccion que la presencia

de los distractores origina.

La aplicacion del modelo de medida a un cuestionario especifico pone de
manifiesto la posibilidad de utilizar el modelo en situaciones educativas
concretas. Si bien el modelo fue probado Unicamente en la situacion especifica

relacionada con el conocimiento de los estudiantes del concepto de variable, es
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posible inferir que las posibilidades de aplicacién del modelo no estan limitadas a
este concepto; ni siquiera estan limitadas al contexto de las matematicas. El
modelo puede tener un ambito de aplicacion mayor. Sin embargo, es importante
destacar que la interpretacion de los resultados del modelo estd ligada a la teoria
cognitiva o al modelo de aprendizaje especificos y por ello, la aplicacion del
modelo de medida a otras situaciones 0 contextos requeria, en cada caso, de la
utilizacion de modelos educativos © de teorias cognitivas desarrolladas
especificamente para el dominio de conocimiento en el que se desea aplicar el
modelo.

El analisis de los items empleados para probar el modelo muestra que los
resultados obtenidos de la aplicacién del modelo al cuestionario acerca de la
variable son satisfactorios. Esto permite un cierto optimismo en cuanto a las
posibilidades de aplicacion del modelo a diversas situaciones.

La aplicacion del modelo requirid del disefioc de un marco tedrico pertinente para
el analisis de datos relativos a la construccion del conocimiento matematico,
misma que fue aplicada al caso particular del concepto de variable en el dlgebra
elemental. El disefio del marco tedrico puede considerarse una aportacion

importante de este trabajo al estudio de la didactica de las matematicas.

El modelo de diagndstico desarrollado con base en el trabajo de Dubinsky y sus
colaboradores proporciona una estructura jerarquica y anidada en la que el
andlisis de las tareas a resolver permite la identificacion del tipo de
conceptualizacion de los alumnos frente a un concepto en particular y la
interpretacion de las respuestas equivocadas y de las estrategias utilizadas. Al
incorporar esta informacion al modelo matematico que se ha propuesto en este
trabajo, es posible identificar, mediante la informacion proporcionada por los

parametros de eleccién de las opciones de cada uno de los items y de la variable
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que representa el rasgo a medir, si un alumno determinado se encuentra en un
nivel de la jerarquia, en otro e o en un estado de transicion.

La descomposicidn del concepto de variable probé ser una herramienta de
utilidad en el disefio del cuestionario y en el analisis de la informacion
proporcionada por la respuesta a los items. A través del analisis de los datos
obtenidos de la aplicacidn del cuestionario se obtiene informacion interesante, no
Unicamente en términos de lo que se puede inferir a través de la interpretacion
de los parametros y las variables de los sujetos obtenidas, sino en términos de la
conceptualizacion del concepto de variable de los sujetos que resolvieron el test.
Puede inferirse de los resultados obtenidos que la capacidad de manipulacion,
interpretacion y simbolizacion de los diferentes usos del concepto de variable en
el algebra es pobre a pesar de que la muestra de sujetos que se utilizé en el
estudio es de estudiantes que inician los estudios universitarios. El analisis de
cada uno de los items muestra que la mayor parte de los estudiantes
involucrados en este estudio responde a las preguntas del cuestionario a un nivel
de accidn. Por otra parte, puesto que la interaccion de las alternativas
incorrectas de respuesta es grande para muchos de los items, puede concluirse

que el conocimiento de estos estudiantes es ademas poco sdlido.

Es cierto que a partir de la aplicacién del modelo a un sélo instrumento de
medida, como el que aqui se presenta, y a una muestra de sujetos pequena, no
es posible concluir en forma contundente el nivel en el que se encuentra cada
uno de los estudiantes ni llegar a conclusiones categoricas en cuanto a su
conocimiento. Los resultados obtenidos sugieren una cierta tendencia en las
respuestas de los estudiantes. Por ello seria interesante aplicar el modelo en
situaciones diversas y con muestras mayores de respondentes para aumentar la

precision en los resultados.
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La aplicacion del modelo a la ensefianza del concepto de variable resulté
interesante en si misma. El uso de la descomposicion genética, como apoyo al
disefio de instrumentos de diagndstico, resulté efectiva. La tarea involucrada en
la descomposicion de un concepto matematico o de un conjunto de conceptos
es, sin embargo, una tarea ardua que demanda de investigacion y de trabajo en
equipo. Una pregunta que se plantea es si en otras areas del conocimiento seria
posible desarrollar herramientas de esta naturaleza para sustentar el disefio de

instrumentos sobre bases tedricas sdlidas.

En cuanto a las posibles aplicaciones que pueden hacerse del modelo de medida
puede decirse que el modelo que se disefid en este trabajo es versatil. Sus
posibilidades de aplicacién son mdltiples. La aplicacion a la que en este trabajo
se le ha dado un papel preponderante es al diagndstico del conocimiento
matematico, pero también podria usarse para probar distractores en cuanto a su
complejidad cognitiva, a su dificultad y a su nivel de interaccion para estudiar la
posibilidad de utilizarlos en pruebas para diferentes edades o en situaciones
diversas de instruccion. Puede, como ya se menciond, utilizarse ademas, para
probar la efectividad de los distractores. Esta aplicacion, que es de gran utilidad
en €l disefio de tests, hace al modelo Unico entre los modelos actuales: ninguno
de los modelos existentes permite esta posibilidad de aplicacién. EI modelo
puede aplicarse a diferentes situaciones educativas y psicoldgicas asi como a la
creacion de bancos de items con distintas posibilidades de eleccion de
distractores, es decir, en los que los distractores tengan caracteristicas
especificas determinadas por los parametros de cada una de las alternativas
posibles elegidas como opciones de respuesta.

En la solucion matematica del modelo presentado en este trabajo surgen, como
se ha mencionado, dos familias o submodelos que se distinguen por el signo del
parametro de accesibilidad de las opciones. En este trabajo se aplicé el modelo

de medida Unicamente a la medida del conocimiento de los sujetos, es decir se
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hizo uso exclusivamente de uno de los posibles submodelos: aquél en el que los
parametros de accesibilidad de los items tienen signos diferentes. Seria muy
interesante hacer aplicaciones de! modelo a situaciones en las que el otro
submodelo sea pertinente, es decir, a situaciones en las que el objeto de estudio
sea el analisis de las estrategias de solucion de problemas, de actitudes o de
preferencias de los sujetos. Estas aplicaciones complementarian la informacion
actual acerca de las posibilidades de aplicacion del modelo que se han tratado en
este trabajo y de su versatilidad.

Podemos concluir, a partir de las consideraciones anteriores, que el modelo de
medida propuesto en este trabajo es original y de gran riqueza tanto en términos
de las aplicaciones en las que se puede emplear, cuanto a la informacion que se

puede obtener de su aplicacion.
Prospectivas de investigacion

El modelo presentadoc en este trabajo contribuye a la investigacion en educacion
en el area de la Teoria de Medida. A lo largo del trabajo, como se ha mencionado
hasta aqui, pueden encontrarse aportaciones relevantes e interesantes al disefio
de items y al analisis de la informacion que se obtiene de la aplicacidon del
modelo a tests dentro del &mbito educativo.

Las contribuciones de un trabajo de investigacion no consisten Unicamente en los
resultados directos que éste aporta al area dentro de la cual se inscribe, sino en
la posibilidad de apertura de nuevas preguntas y posibilidades de investigacion

que en el presente trabajo no fueron tratadas.

El disefio del modelo de medida propuesto en este trabajo y su aplicacion en el
ambito de la educacion pone de manifiesto las siguientes prospectivas de

investigacion:
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En el disefio de cualquier modelo de medida, la estimacion de los parametros
juega un papel muy importante. En el trabajo que aqui se presenta se sugiere un
método para estimar los parametros que no es muy eficiente. Es necesario hacer
investigacion en este aspecto y desarrollar métodos numéricos adecuados a la
naturaleza del modelo y que hagan mas facil su aplicacion. Esta investigacion
queda enmarcada dentro del ambito de las matematicas. En particular, dentro
del &rea de los métodos numéricos. Es posible que fa direccidon que deba tomarse
sea el partir desde el inicio de la estimacién del uso de métodos inversos y dejar
de lado, si es posible, la primera calibracion de los parametros del modelo.

En el capitulo III del trabajo se muestra que los items de opcion multiple pueden
disefiarse para tareas de diversa naturaleza y que la presencia de la respuesta
correcta dentro de! item no necesariamente induce su eleccidn. Si los distractores
del item se disefian correctamente, la aplicacion del modelo a cuestionarios
especificos puede proveer evidencias del tipo de interaccion que la presencia de
opciones incorrectas ejerce en quien responde. De aqui surge la posibilidad de
emplear el modelo de medida propuesto, conjuntamente con algun otro modelo
de medida para hacer un estudio critico y riguroso acerca de las posibilidades y
limitaciones de los diferentes formatos de disefio de los items. Este tipo de
investigacién contribuiria a aclarar si efectivamente los items de opcidn maltiple
pueden proporcionar informacion que seria imposible obtener de otro tipo de
formatos y a profundizar en los puntos relevantes en la discusion sobre el

formato de los items que se menciond en el capitulo 1.

Como se ha reiterado en varias ocasiones, de [a solucidon del modelo de medida
propuesto en este trabajo surgen dos submodelos que son aplicables a
situaciones diferentes. Seria conveniente analizar las posibilidades de aplicacién

del modelo a casos en los que los parametros de accesibilidad de las opciones de
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respuesta sean todos positivos, asi como estudiar criticamente las aportaciones
del modelo en este tipo de situaciones.

En el presente trabajo se aplicd el modelo Unicamente al analisis de la
informacidn de dos alternativas de respuesta para el item. Sin embargo, en el
capitulo II se presentd el modelo de forma general y es posible considerar su
aplicacion para el andlisis de la informacién proporcionada por cada una de las
opciones de respuesta a un item particular. Seria pertinente aplicar el modelo a
items que incluyan un numero mayor de opciones de respuesta para obtener,
por una parte mas informacion acerca de las respuestas de los sujetos y por otra
para analizar las posibilidades y limitaciones del modelo en este contexto.

Las posibilidades de aplicacion del modelo de medida son muy diversas. En este
ambito las prospectivas de investigacion son multiples. Entre ellas pueden
mencionarse la aplicacion del modelo al aprendizaje de otros conceptos
matematicos, la aplicacion del modelo al aprendizaje de otras disciplinas y la
aplicacion del modelo en el ambito de la psicologia. Todas estas aplicaciones
requeririan, ademas de la puesta en practica del modelo, del desarrollo de

marcos tedricos cognitivos especificos a cada una de ellas.

La aplicacion del modelo al disefio de tests cuya finalidad no sea el diagndstico,
por ejemplo tests estandarizados o tests disefiados a la medida constituye otra

area en la que la investigacion es pertinente.

Por ultimo, seria interesante llevar a cabo un estudioc comparativo entre el
modelo que se presenta en este trabajo y otros modelos existentes utilizando los
mismos items y el mismo modelo cognitivo para analizar con mayor profundidad
las posibilidades de obtencién de informacion y las limitaciones de éste y otros
modelos de medida. ¢



ANEXO I

RESULTADOS DE ALGUNAS
ITERACIONES DEL ALGORITMO DE
AJUSTE DE PARAMETROS



Iteration no.

JLMSC#52931/

row a b c d xo | Yo
1 1.472 1.845 [-1.157 | 2.682 |0.252 0.682
2 0.875 0.450 [-0.635 | 0.174 [0.050 0.589
3 1.511 2.001 [-1.049 1.950 [0.490 0.469
4 0.953 1.987 1-1.381 | 1.714 0.350 0.599 |
5 2.500 1.865 |-2.500 | 1.032 |[0.265 0.590
6 1.566 |~-0.867 |-0.994 1.213 [0.330 0.679
7 2.500 0.997 |~1.326 | 2.336 (0.031 0.872
8 1.676 1.763 |-1.117 | 2.876 |0.135 0.699
9 1.192 1.684 |-1.270 | 1.999 |0.243 0.703
10 1.667 1.734 [-1.016 | 0.982 |0.541 0.384
11 1.377 1.998 |-1.713 1.001 (0.134 0.753
12 1.747 2.000 [-0.999 | 1.214 |0.436 0.528
13 1.749 0.879 |-1.562 2.002 [0.122 0.711
14 1.826 1.431 [-1.277 2.050 (0.546 0.384
15 1.423 1.674 |-1.218 1.998 [0.532 0.230
16 1.283 2.674 |-0.887 1.551 |0.572 0.261
17 1.566 2.998 [-2.500 [-2.543 |0.000 0.980
18 0.828 1.897 |[~1.675 | 1.123 |[0.341 0.650
19 1.637 0,568 |-0.833 1.998 [(0.332 0.623
20 1.417 2.453 [-1.570 | 2.643 |0.437 0.476
21 1.569 1.864 [~1.504 | 2.209 |0.157 0.770
22 1.304 1.692 [~0.928 | 1.998 |0.052 0.865
23 1.558 2.955 |-1.558 | 2.000 [0.555 0.370
24 1.555 1.689 [-1.267 | 1.879 [0.092 0.882
25 1.817 2.557 |-2.500 | 2.978 !0.001 0.992
26 1.529 1.784 [-1.472 | 3.001 |0.352 0.607
27 1.158 [-1.592 [-1.326 | 2.102 |{0.335 0.585
28 0.867 |-2.756 |-2.129 |-2.221 |[0.023 0.907
29 1.396 2.003 |[-1.006 | 1.638 |0.130 0.730
30 1.449 2.106 |-1.396 | 1.793 [0.369 0.531
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Iteration no. 50
row a b c d Xo | Yo
1 1.440 1.712 |~0.873 2.493 |10.284 0.405
2 0.800 0.731 (-0.617 0.438 (0.223 0.500
3 1.372 0.998 (-0.729 1.960 |(0.421 0.409
4 0.921 1.362 (-0.964 1.701 [0.301 0.472
5 1.222 1.752 |-1.227 0.882 (0.257 0.582
6 1.000 -0.860 |-0.752 1.004 |0.289 0.666
7 2.173 0.799 |-2.028 2.121 |0.047 0.805
8 1.001 1.672 |-0.990 2,330 [0.156 0.692
9 0.932 1.042 [-1.923 1.883 |0.241 0.752
10 1.517 1.696 1-1.005 0.954 10.502 0.397
11 1.293 1.855 {-0.777 0.556 [(0.279 0.645
12 1.020 1.046 [-0.829 1.207 [0.120 0.475
13 1.020 0.805 |-0.624 1.743 |0.422 0.709
14 1.573 1.352 }-0.963 1.950 (0.515 0.400
15 0.921 1.489 [-1.502 1.672 {(0.500 0.271
16 0.900 2.000 [-1.231 1.507 |0.513 0.303
17 1.530 2.000 [-0.744 2.488 |0.125 0.799
18 0.771 1.569 [-0.886 1.006 [0.349 0.572 |
19 1.213 0.588 [—2.174 1.471 |0.301 0.600
20 1.402 2.005 1-1.002 2.329 |0.427 0.510 |
21 1.213 1.471 [-0.751 2.000 (0.197 0.760
22 1.210 1.684 |-1.552 1.927 {0.059 0.863
23 1.432 2.032 1-1.300 1.051 |0.430 0.442
24 1.023 1.725 1—-0.883 1.523 10.088 0.442
25 1.674 1.782 |-1.348 | 3.121 10.215 0.723
26 1.413 1.627 |~1.253 2.548 |0.176 0.614
27 0.782 -1.587 |-1.150 2.044 10.223 0.585
28 1.000 ]-2.542 |1.979 -2.054 |0.107 0.797
29 1.396 1.884 |[~-0.442 1.606 |(0.114 0.869
30 1.443 2.060 |-1.067 | 1.584 |0.365 0.545
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Iteration no. 100
row a b c [ a X0 | yo
1 1.372 1.666 |~0.629 1.402 |0.266 0.521
2 0.779 0.993 |-0.582 0.598 |0.180 0.618
3 1.041 1.872 |[-0.838 1.647 [(0.401 0.541
4 0.954 1.256 |~0.841 1.628 |[0.331 0.557
5 1.021 0.686 |-0.500 0.813 [0.258 0.521
6 0.722 -0.515 [-0.866 0.972 (0.251 0.603
7 1.850 0.681 |-0.790 1.85) 10.147 0.791
8 1.000 1.533 [-1.537 2.142 |0.163 0.614
9 0.950 0.962 |~0.862 1.802 (0.200 0.754
10 l1.462 1.620 |-1.051 0.371 |10.305 0.412
11 1.217 1.173 |-0.877 0.497 |10.295 0.644
12 1.056 0.875 |-0.650 1.101 10.352 0.502
13 0.679 0.782 |-0.431 0.883 |0.117 0,699
14 1.333 1.260 [-0.379 1.042 (0.372 0.513
15 0.920 1.205 |=-0.700 1.612 (0.443 0.337
16 0.654 1.884 |-0.986 0.828 (0.257 0.412
17 1.183 2.275 1.437 (=-2.937 |10.327 0.601
18 0.742 1.222 {-0.880 0.739 |0.398 0.555
19 0.928 0.564 |-1.063 1.921 [0.105 0.746
20 1.387 1.726 |-0.997 1.987 |0.050 0.618
21 1.177 1.422 |[-0.636 1.553 |0.210 0.646
22 _1.043 1.612 |-0.738 l1.652 10.098 (0.825
23 .1'204 1.607 1-1.005 0.862 10.323 0.498
24 1.005 1.600 |-0.827 1.437 |0.079 0.844
25 1.872 1.8235 (-1.021 2.021 10.347 0.618
26 0.973 1.585 |-1.003 | 1.977 |0.124 0.667
27 0.780 -1.638 -1.072 1.023 |0.208 0.560
28 0.543 -2.103 |~1.787 1.552 [(0.301 0.862
29 1.383 1.522 |[-0.627 0.793 10.092 0.726
30 1.440 1.499 [-0.698 0.873 |0.257 0.602
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Iteration no. 150
row a b c d x0 | vyo
i 1.352 1.567 |[-0.497 1.137 [0.259 0.722
2 0.684 1.007 |-0.325 0.787 (0.181 0.801
3 0.423 1.320 |-0.556 | 1.622 |[0.372 0.591
4 0.770 1.223 |-1,061 1.346 (0.367 0.548
5 0.821 1.230 |-0.881 0.600 (0,294 0.512
6 0.651 -0.30 |—-0.672 0.491 (0.186 0.785
7 1.230 0.623 |-0.755 1.231 |0.144 0.792
8 0.852 1.428 (-0.923 1.412 (0.304 0.518
9 0.785 0.956 |-0.628 1.446 (0.176 0.700
10 1.321 1.412 (~-0.921 0.251 |0.244 0.705
il 0.437 1.707 [-0.650 0.475 {0.311 0.652
12 0.993 0.661 |-0.514 1.006 (0.196 0.724
13 0.665 0.367 |-0.332 0.798 (0.102 0.701
14 1.312 1.258 |-0.227 1.157 (0.317 0.612
15 10.918 1.374 |-0.968 0.733 |0,430 0.554
16 10.388 1.767 |-0.811 0.724 |[0.147 0.572
17 1.523 1.003 [-1.732 |-0.921 |0.405 0.489
18 0.740 0.899 {-0.893 0.572 (0.427 0.530
19 0.650 1.003 |-0.827 1.610 |0.0%0 0.847
20 {1.221 0.998 |-0.647 1.447 |[0.078 0.893
21 0.524 1.406 |—-0.988 1.206 |0.308 0.55¢9
22 0.922 1.230 [-0.621 1.278 |0.110 0.807
23 1.300 1.500 |-0.852 0.809 |0.286 0.673
24 0.663 1.703 (-0.820 1.425 |0.053 0.815
25 1.197 1.822 |-1.003 1.784 j0.349 0.600
26 0.900 1.172 |[-0.999 1.534 {0.078 0.697
27 0.681 -1.479 |-1.652 0.992 j0.199 0.592
28 1.725 -2.198 1.584 1.631 [0.383 0.507
29 1.372 1.501 [-0.676 0.513 10.107 0.886
30 1.372 1.576 |-0.752 0.684 [0.239 0.734
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Iteration no. 200
row a b c 4 xo | yo
1 1.253 1.563 |-0.517 0.918 {0.230 0.691
2 0.722 1.006 |-0.300 0.990 |0.116 0.820
3 0.242 1.349 |-0.527 1.721 |0.331 0.662
4 0.391 1.215 [-0.577 1.200 [0.400 0.592
5 0.628 0.992 |-1.000 0.586 |0.342 0.567
6 0.539 -0.150 |-0.982 0.485 {0.092 0.791
7 0.772 0.562 |-0.945 1.005 |0.144 0.849
B 0.874 1.291 {-0.501 | 0.812 |0.321 0.655
] 0.781 0.931 |-0.601 1.077 |0.145 0.810
10 1.049 l1.292 (-0.514 0.240 |(0.236 0.700
11 1.063 1.550 |~0.310 0.399 [0.432 0.550
12 0.437 0.628 |-0.512 0.905 [0.200 0.786
13 0.482 0.344 1-0.247 0.852 |0.091 0.700
14 11.015 1.245 [(-0.21% 1.012 {0.235 0.652
15 0.500 0.827 [~0.879 0.402 [0.412 0.570
16 0.386 1.386 |-0.472 0.721 [0.152 0.566
17 2.630 -.002 [-1.237 1.200 [0.412 0.470
18 0.728 0.893 [~-0.770 0.351 [0.456 0.393
19 0.594 0.563 |~0.852 1.290 (0.110 0.861
20 1.113 0.998 [-0.421 1.000 {0.115 0.806
21 0.474 1.371 |-0.435 1.182 (0.300 0.591
22 0.917 1.157 [=-0.532 1.022 |0.075 0.832
23 1.314 1.494 [~0.983 0.805 [0.220 0.680
24 0.712 1.699 |-0.884 1.172 |[0.020 0.800
25 l.568 1.021 |(-0.889 1.022 {0.151 0.800
26 0.895 1.052 [-0.823 1.113 (0.096 0.721
27 0.700 -1.146 j-1.004 0.952 10.192 0.500
28 1.368 1.123 [-1.023 | 1.005 |0.412 0.532
29 1.323 1.472 ]-0.521 0.500 [0.100 0.795
30 1.078 1.336 [-0.799 0.568 [0.237 0.682
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Iteration no. 243
row a b c d xo | Yo
1 1.210 1.520 |[-0.500 0.850 [0.200 0.600
2 0,690 0.980 [-0.231 0.985 (0.103 0.677
3 0.210 1.270 [-0.450 1.500 /0.290 0.660
4 0.330 1.170 [-0.540 1.150 (0.351 0.550
5 0.660 0.931 [-0.970 0.535 |0.265 0.477
6 0.480 =0.250 {-0.410 0.450 |0.130 0.780
7 0.678 | 0.508 |-0.745 0.927 (0.144 0.849
8 0.874 1.230 |-0.521 0.789 |[0.290 0.640
9 0.734 0.891 }—0.570 1.010 |(0.124 0.789
10 1.006 1.237 -0.574 0.267 [0.257 0.684
11 1.030 1.151 |-0.223 0.330 j0.340 0.641
12 0.442 0.571 -0.487 0.871 [0.189 0.760
13 0.248 0.304 {-0.247 0.785 (0.089 0.680
14 0.740 1.002 |-0.220 0.998 (0.180 0.680
15 0.421 0.827 [-0.643 0.372 [0.363 0.561
16 0.342 1.270 |-0.410 0.665 (0.130 0.560
18 0.539 0.799 |[-0.745 0.320 {0.41 0.526
19 0.546 0.563 |-0.778 1.278 |0.030 0.886
20 0.932 0.998 |-0.436 0.987 (0.062 0.910
21 0.431 1.220 |-0.401 1.141 |0.312 0.520
22 0.884 1.003 {-0.374 0.999 |10.145 0.803
23 1.290 1.455 |~0.761 0.777 (0.140 0.680
24 0.651 1.627 |-0.730 1.120 |0.020 0.813
26 0.679 1.010 |[-0.792 0.976 [0.660 0.670
27 0.678 -1.125 |(-0.941 0.845 (0.133 0.544
29 1.349 1.410 (-0.363 0.454 |0.080 0.890
30 1.022 1.270 [-0.651 0.510 [0.170 0.750
End.. "10-6

Time expired
rows 17 25

Failure

28




Independent variable t: 284

0.251
0.575
-0.657
-1.670
0.157
0.531
0.073
0.288
-1.306
-1.236
0.130
~0.704
-1.022
0.088
-0.142
—-1.030
0.653
0.359
0.173
-0.054
0.517
0.005
-1.457
-0.196

-0.664
-0.057
~0.445
0.897
0.258
0.686
0.701
~0.194
Q.788
0.252
~0.355
0.171
-0.145
0.582
0.923
0.919
—-2.642
0.880
0.160
~2.254
-0.551
0.291
-0.662
=-0.202
0.538
0.080
=-1.025
-0.059
-0.660
-0.147
0.489
-0.059
0.921
-0.552
0.293
0.422
-0.100
0.367
0.5886
0.580
0.487
0.871
~-0.965
0.536
0.280
0.793
1.296
-0.462

-1.239
-1.463
0.180
0.658
-2.732
-0.707
0.011
-0.194
0.137
-1.677
-0.711
0.075
0.176
~0.709
0.577
0.135
0.178
0.493
-0.149
~-1.673
0.002
0.010
0.095
-0.358
0.342
0.704
-1.313
=0.449
=0.190
0.439
0.534
0.164
0.364
0.164
—-2.642
0.332
0.435
=1.675
0.496
-1.309
0.523
0.216
0.740
-2.124
0.878
0.519
=-1.311
0.040

JLMSG#52931/

0.660
0.451
0.277
0.633
-0.642
0.705
1.218
0.248
0.888
-1.033
-1.029
0.249
=-1.462
0.083
-2.108
-1.035
0.256
=-0.442
-0.555
1.287
~1.459
-0.641
0.522
0.133
0.245
0.295
-0.638
0.323
0.492
0.656
=-0.061
-1.459
=1.037
0.155
-2.732
0.438
-0.191
-2.104
0.268
1.220
0.214
0.555
0.284
1.387
-0.944
0.744
=0.445
~0.211



-0.964
1.557
0.657
-0.062
-0.227
0.682
0.395
0.975
0.634
-0.,291
0.788
-0.291
-0.192
0.165
0.870
1.052
1.061
1.546
-1.156
0.602
-1.691
0.997
0.879
0.157
0.682

-0.164
0.452
0.657
0.078
-0.974
0.090
0.132
0.301
1.559
0.749
~1.241
0.390
-1.273
-1.091
-0.191
=-0.195
0.485
l.446
-1.155
0.656
1.991
~-0.281
1.461
0.258
1.072

0.554
1.757
-0.065
0.957
0.449
0.182
0.995
0.095%
0.134
0.657
-1.027
0.630
0.687
0.364
0.162
0.170
-0.292
1.536
-0.156
0.613
=-1.8690
1.055
0.987
-2.732
-0.291

0.047
0.556
-0.298
-0.102
-0.267
1.577
0.445
-0.627
0.604
1.072
0.365
0.878
-0.292
0.272
0.491
-0.196
1.485
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