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2 Propagacion de impulsos biolégicos

Entender los fenémenos de propagacién de ondas en medios excitables discretos
es una tarea compleja debido a la necesidad de abordar estructuras espaciales
discretas. Consideramos aqui dos ejemplos paradigmaticos: la propagacién de
impulsos nerviosos a lo largo de nervios con mielina y la contraccién de fibras
musculares [1, 2, 3, 4, 7].

2.1 Nervios mielinicos

Las fibras mielinicas, como los nervios motores de los vertebrados, estdn recu-
biertas casi en su totalidad por una capa gruesa y aislante de mielina. Sélo
una fraccién de la membrana queda expuesta, una secuencia de pequenos nodos
activos, llamados nodos de Ranvier, separados por zonas recubiertas de mielina.



El axon mielinico de los nervios motores puede ser muy largo, y contener cientos,
o miles, de nodos. El impulso nervioso salta de un nervio al siguiente, dando
lugar a una propagacién ’a saltos’ del impulso nervioso. Este tipo de propa-
gacién conlleva dos caracteristicas importantes. Una de ellas es la posibilidad
de incrementar la velocidad del impulso nervioso al tiempo que se disminuye el
didmetro de la fibra nerviosa. La otra son los fallos de propagaciéon que ocurren
cuando el recubrimiento de mielina se dana, lo que causa esclerosis multiple.

2.1.1 Ecuaciones de Hodgkin-Huxley para nervios mielinicos

Un axon mielinico es una secuencia de nodos de Ranvier separada por zonas
recubiertas de mielina. La mielina se considera un aislante perfecto. Podemos
representar el axon mielinico mediante un circuito equivalente donde C and R
representan la capacitancia y la resistencia. Denotamos por Vi, Ix v Lion(k) €l
potencial de la membrana y la corriente iénica en el nodo k-ésimo. Aplicando
las leyes de Kirchoff al circuito tenemos

Viecr = Vie=RIy, Iy — I = C%
Adoptamos en cada nodo la expresiéon propuesta por Hodgkin-Huxley para la
corriente de iones I;op (Vi, My, Ny, Hy), una ctbica asimétrica en funcién de Vj
que varia con los valores de las variables adicionales Mj,Ny,H),. Obtenemos asi
el modelo de Hodgkin-Huxley discreto para nervios mielinicos

+ Izon(k)

CL% + Lion (Vie, My, Ny, Hy) =
(Vk+1 =2V + Vi—1),

T = MarBar (Vi) (Moo (Vi) - My,

Z%k = ANAN (Vi) (Noo (Vi) — Ni),

G = Aa A (Vi) (Hoo (Vi) — Hy),
donde el indice k denota el nodo k-th del axon. La variable Vj denota la
desviacion del potencial de la membrana respecto al equilibrio, mientras que Ny
es la activacién de potasio, M}, la activacién de sodio y Hy, la desactivacién de
sodio. La corriente de iones viene dada por:

Iion(vv Myiv7 H) = gNaMsH(‘if VNa,R)
+g.,(V — VL,R) +§KN4(V — VK,R)-

La fraccién de canales K+ abiertos se calcula como N, ,;1. La fraccién de canales
Na™ abiertos se calcula como M E’H k. Los parametros tienen la interpretacién
siguiente. Gy, ¥ Gx son las conductancias maximas para las vias de Na® y
K, respectivamente. g; es una conductancia de pérdida. Los potenciales de
equilibrio correspondientes son Vo, Vi v V1, respectivamente. Definismo,
VN,IR—VNQ VR, VKR—VKfVRyVLR—VLfVR,dondeVResel
potencial de reposo. El coeficiente D = W = R, siendo L la longitud de
la capa de mielina entre nodos y r;, 7. la resistencia por unidad de longitud de
los medios intracelular y extracelular.



Este modelo es adecuado para los largos axones de los nervios periféricos
de los vertebrados. Simulaciones numéricas del mismo [3] reproducen la propa-
gacién de impulsos nerviosos, que pueden ser ademéds reconstruidos a trozos de
forma asintética para estudiar la influencia de los pardmetros. La propagacion
del impulso nervioso falla cuando el frente delantero se ancla [1], lo que ocurre
cuando las capas de mielina se deterioran o en presencia de drogas [3].

2.1.2 Ecuaciones de FitzHugh-Hodgkin-Huxley

Se puede introducir méas detalles bioldgicos en el modelo anterior anadiendo una
ecuacién para la dindmica del potencial de la membrana V(z,t) a través de la
mielina internodal
ov 1 0V Vv
Cor = S x € (Tpy Tp41),t >0
Vi(ak,t) = Vi), V(Trs1,t) = Viga (t)

acoplada al sistema para My, Ny, Hi y

dV;
CT; + Lion(Vie, My, Ny, Hy) = I,(t)

10 = —— 1Dt - a0

T +7Te

De esta forma, las fibras mielinicas se pueden describir mediante una ecuacién
de difusién lineal periédicamente activada por los nodos. Este modelo pro-
porciona buenas aproximaciones cuantitativas a la velocidad de conduccién de
animales como los sapos, por ejemplo. Se puede simular la sensibilidad respecto
a distintos pardmetros (didmetro, drea nodal, ...), obteniendo resultados en
concordancia con experimentos [7] Se recupera el modelo discreto de Hodgkin-
Huxley al asumir que las corrientes axiales a lo largo de la envoltura de mielina
%—Z(w,t) son constantes en los internodos. Entonces, %—V(x,t) = M en
[k, Xg41] con L = xppq1 — zx. Por tanto, Ij(t) = m(VkJrl — Vi + Vi1).
Esta aproximacion es razonable en vista de las soluciones numéricas construidas
en [7].

2.1.3 Ecuaciones de FitzHugh-Nagumo

El modelo de Fitz Hugh-Nagumo (FHN) discreto es una simplificacién del mod-
elo de Hodgkin-Huxley que es 1til para comprender las claves matematicas de
la propagacién de impulsos nerviosos y sus fallos [1, 2J:

duk
W = d(uk+1 72uk+uk_1)+f(uk) — Vg,
d
% = ¢e(ur — Bug),
k=0,+1,.... Eneste modelo, ui y vx son el potencial de excitacion de la mem-

brana y una variable de recuperacién (que actia como una corriente saliente de



iones) en el node k-ésimo. El término fuente es una funcién cibica que repre-
senta la corriente de iones. El término difusivo es proporcional a la diferencia de
corrientes internodales en un nodo determinado. La constante B se selecciona
de modo que los términos fuente en el sistema FHN son O(1) para uy y vk, que
la tinica solucién estacionaria constante es uy = 0 = vy, de modo que el sistema
tiene dindmica excitable. La constante ¢ > 0 es el cociente entre las escalas de
tiempo caracteristicas de ambas variables. Suponemos que € < 1 para que sean
distintas, es decir, excitacién rapida y recuperacion lenta.

2.2 Contraccién de fibras musculares

Modelos similares describen la contraccién y recuperacién de fibras musculares.
Por ejemplo, el modelo tipo Morris-Lecar
dvk

E = D(’Uk_;,_l — 2u + Uk—l) —+ f(vk,wk) — 2[,

dwi. _ A cosh(

= M) [1+ tanh(M

—2
2V, ) 2

con

’U—V1

f(v,w) =2w(v — Vg) + 291 (v — V) + gca 1 + tanh( )] (v —1).

donde vy, es la desviacién del potencial de la membrana respecto a un potencial
de referencia y wy, es la fraccién de canales KT abiertos. La escala de tiempo
es %I:n, donde G es la conductancia de iones KT y Cy, la capacitancia de la
membrana.

Este sistema es una versién simplificada del modelo de Morris-Lecar com-
pleto, que involucra una variable rapida adicional. Exhibe una dindmica rica,
que varia segun la estabilidad de sus soluciones constantes. Sule haber dos posi-
bilidades. Si existe una tnica solucién constante y es estable, el sistema genera
dindmicas excitables con impulsos o trenes de impulsos que se propagan. Si la
solucion constante es inestable, el sistema exhibe un comportamiento oscilatorio
y puede dar lugar a fenémenos de sincronizacién [4].

2

3 Comportamiento de proteinas modulares

La elasticidad de tejidos en organismos vivos resulta de la extensién y con-
traccién de proteinas ensambladas en estructuras rigidas, que se mueven en
respuesta a fuerzas aplicadas. Las proteinas modulares, tales como la titina,
que desempena un papel importante en la contraccion muscular, la ubiquitina
u otras proteinas relevantes, estan formadas por mddulos individuales repeti-
dos unidos por péptidos. Una version sencilla de la elasticidad de tejidos tiene
lugar en los experimentos con moléculas individuales, como los experimentos
con Microscopia de Fuerza Atémica (AFM), en los cuales una biomolélula se
sujeta entre dos plataformas rigidas cuyo movimiento se controla. Los experi-
mentos a fuerza fija o longitud fija proporcionan informacién sobre la estructura



de la proteina, y se pueden interpretar mediante modelos matematicos sencillos
[9, 12, 13, 15].

En experimentos reales, la punta del voladizo del microscopio puede sujetar
la proteina desde cualquier punto. Por tanto, el nimero N de mondmeros
de la proteina expuestos a la fuerza puede variar de uno a todos. Sean x;,
7 =1,..., N las posiciones de los monémeros. Las extensiones relativas de los
mondémeros son u; = T+1 — &5, j = 1,...,N. Fuerzas externas +F aplicadas
a los extremos de la cadena de monémeros crean un potencial —F Zévzo u; =
Fzy — Fxni1 y una fuerza efectiva externa igual F' en cada extensién u;. La
energia libre del monodmero j es V' (u;;0;), siendoV (u; §) un potencial de doble
pozo, cuyos minimos corresponden al estado completamente plegado (entalpico)
o desplegado (entrépico). El pardmetro ¢ varfa de monémero a mondémero. Los
mondmeros se conectan al vecino siguiente mediante muelles arménicos (los
enlaces) y pueden experimentar movimiento Browniano en el liquido en el que
estan inmersos. Asumimos que los efectos de inercia se pueden despreciar y, por
tanto, que su dindmica es sobreamortiguada. El modelo resultante es [15]:

Vit = F = V'(u36;) — kjy1(uj — ujpr) — kj(uy —uj—1) + /2kpTy; &(¢),
&) =0, (&®O&GE)) =06(t—t"), j=1,...,N.

Denotamos V'(u; ) = dV (u;0)/du, k; = k para j =1,..., N + 1. Como expli-
camos anteriormente, la fuerza F' generada por el microscopio afecta igualmente
el potencial efectivo de todos los mondémeros situados entre la punta del micro-
scopio y la plataforma de sujecciéon. Hay dos posibles marcos experimentales:
(i) la fuerza F' se mantiene constante (experimentos a fuerza fija) y (i) la lon-
gitud total de la cadena se controla y mantiene constante o se aumenta a una
tasa uniforme (experimentos de fuerza-extensién). En este segundo caso, F'(t)
es una nueva incégnita que ha de ser calculada. Las condiciones de contorno
para la cadena son

Suponemos que los monémeros situados en 1 y zy estan rigidamente pegados
a la plataforma de modo que uy = uy = 0. En el caso (ii) necesitamos afiadir
como restriccién que la longitud total de la cadena de mondémeros, L, se mantiene
constante, lo que nos lleva a anadir la ecuacién siguiente

N
E 'LLj:l'N+1—£E():L.
j=1
En experimentos de fuerza-extensién L = ut + v, con p positivo.

3.1 Plegamiento y desplegamiento

En un experimento a fuerza fija tipico, la fuerza se incrementa de entrada, se
mantienen a un valor alto hasta que todos los elementos se despliegan y en-
tonces se baja de forma abrupta a un valor pequeno. Inmediatamente despues



del aumento de fuerza, se sigue un despliegamiento abrupto o escalonado de
la poliproteina. Por otra parte, después de que la fuerza disminuye, el repl-
iegamiento de médulos de proteina individuales y para homopoliproteinas, el
plegamiento no muestra trazas de plegamiento sequencial para la poliproteina.

Consideramos que muelles infinitamente rigidos conectan la proteina con el
voladizo del microscopio y la plataforma, es decir, ug = uy, unyy1 = uny. A
fuerza externa nula y temperatura 7', usamos el potencial efectivol:

2
V(u) = U [(1 — e_Qb("—Rc)/Rc) — 1]
kgTL. 1 u 2u?
- —1——4+—.
+ 4P (1 — LLC L. + L2 )

Se trata de una cubica, con tres ceros, dos de los cuales son estables. Dada
F, el menor v (F) y el mayor u(® (F) de los ceros representan los estados
estables plegado y desplegado para cada médulo. Los fendmenos de plegamiento
y despliegamiento se pueden explicar cualitativamente y cuantitativamente en
términos de anclaje y desanclaje de frentes en este sistema [13].

3.2 Curvas de fuerza-extension

A medida que se tira de la poliproteina, uno o mas moédulos se despliegan cuando
se alcanza una fuerza critica que mide su estabilidad mecanica. Conviene senalar
que el despliegamiento de un dominio es un fenémeno estocéastico que ocurre en
cierto rango de fuerzas. Estos experimentos a longitud controlada proporcionan
curvas fuerza-extensién en forma de dientes de sierra. Curvas simulares se ob-
tienen estirando dcidos nucleicos (DNA) u otras biomoléculas. Cuando se barre
la curva fuerza-extension a una tasa finita, se observan saltos estocédsticos entre
estados plegados y desplegado, y la fuerza de despliegamiento crece con la tasa
de extension.

Al estudiar las soluciones estacionarias de modelos del tipo anteriormente
propuesto [12], tenemos una restriccién global en la formulacién de minimizacién
que representa los valores de equilibrio de las extensiones. Observamos que la
curva de fuerza-extensién tiene como resultado ramas miltiples en ciertos rangos
de fuerzas. La estabilidad de estas ramas estd gobernada por la energia libre.
Hay una serie de transiciones de fase en ciertos valores de la longitud total, en
las cuales la energia libre es continua pero su primera derivada, la fuerza, tiene
un salto finito. Esto nos lleva a observar dientes de sierra. Este comportamiento
al observado en proteinas y otros sistemas complejos. El efecto del ruido y de
la presencia de monrheros asimétricos se analiza en [15].

Un modelo sencillo dado por un oscilador acoplado a spins de Ising con
dindmica de Glauber [8] en contacto con una bafio térmico puede explicar cual-
itativamente algunas caracteristicas de las curvas fuerza-extensién medidas en
experimentos con biomoléculas [9]. Las curvas fuerza-extensiéon para el DNA
corresponden a diferentes tasas de barrido de las curvas de la transiciéon de



primera fase del sistema spin-oscilador con la fuerza como pardmetro de con-
trol. Sin embargo, este modelo es demasiado sencillo para explicar las curvas en
dientes de sierra observadas en experimentos de longitud controlada.

4 Crecimiento de biopeliculas

Las biopeliculas bacterianas son agregados de bacterias envueltos en una matriz
polimérica segregada por ellas mismas que se adhieren a las superficies hiimedas.
La envoltura polimérica hace que sean muy dificiles de eliminar. En los hos-
pitales, constituyen una de las principales causas de infecciones hospitalarias.
En el dmbito industrial, producen cuantiosos danos en estructuras metdlicas,
plasticas, conductos, y material alimentario. Desde otro punto de vista, consti-
tuyen agregados celulares elementales que crecen y desarrollan patrones, con lo
que nos proporcionan un entorno sencillo en el que testar modelos de desarrollo
de ‘tejidos’.

Cuando crecen en flujos, las biopeliculas se adaptan a la corriente. Modelos
hibridos que combinan descripciones de la actividad celular mediante autématas
celulares y descripciones continuas de campos macroscopicos para concentra-
ciones quimicas y flujos reproducen una rica variedad de pardmetros [11]. Mien-
tras las biopeliculas en flujos forman a menudo filamentos, las biopeliculas que
se expanden en interfaces aga/aire forman arrugas. Modelos hibridos que incor-
poran ecuaciones para los campos elasticos permiten reproducir el proceso de
formacién de tales estructuras arrugadas [14].

4.1 Biopeliculas en canales

Los modelos de barras discretos nos permiten también reproducir la dindmica de
filamentos de biofilm en otras geometrias, flujos de esquina, por ejemplo. Para
describir la dinamica de capas de biopelicula que cubren paredes de canales
son mas adecuados los modelos hibridos que acoplan descripciones continuas de
flujos y concentraciones quimicas con autématas celulares que representan la
actividad celular [11].

Los modelos de autématas celulares proporcionan una estrategia simple
para transferir informacién entre niveles microscépicos y macroscépicos. La
biopelicula tridimensional se divide en una malla de celdas ciibicas, donde cada
cubo representa una célula. Para cada una, hemos de decidir si se divide, si
estd muerta o inactiva, si se mueve o se desprende. Cuando se divide, se crea
una nueva célula que desplaza a las demas en la direcciéon de minima resistencia
mecédnica. Estas decisiones se toman en funciéon de probabilidades calculadas
en términos de concentraciones quimicas y campos fluidos relevantes. Esta es-
trategia nos permite usar la misma malla ctibica para discretizar las ecuaciones
continuas que gobiernan esos campos.

El fluido que rodea a la biopelicula se mueve segtn las ecuaciones de Navier-



Stokes incompresibles

pu; — pAu+u-Vu+ Vp =0, x€Nst>0
divu =0, x€Qpt>0

donde u(x,t) es la velocidad y p(x,t) la presién. p y p representan la densidad
y viscosidad del fluido. La velocidad satisface una condicién de contorno de
Dirichlet en las paredes del canal y el biofilm, se adhiere a ellas con su misma
velocidad.

Las celdas de biofilm C situadas en la superficie del mismo se desprenden
debido a las fuerzas de cizalla ejercidas por el fluido con probabilidad
1 . 71(C)

Cldb gy O+

Pe(C)

~ representa la cohesién de la biopelicula. 7(C) mide la fuerza de cizalla que
experimenta C. La probabilidad de que la celda se desplace en la direccién =
viene dada por

1 R

Py (C)

donde F; es la fuerza que ejerce el flujo en la direccién z (sobre paredes ortogo-
nales a la direccién x direction) pesada con un factor que representa la proteccién
de las celdas vecinas. Expresiones similares se usan en las direcciones y y z.

Las concentraciones de nutrientes y oxigeno dentro de la regién que contiene
la biopelicula y la capa limite con el fluido vienen dadad por

c c

—D A%y =fp——> —— 2
s s 203—|—K8 co+ K,

—D, A%, = wk Cs Co

et Koo+ K,

con condiciones de contorno nulas en la superficie del canal. Una de ellas actia
como concentracién limitante ¢;, es decir, la concentracién que determina el
crecimiento de la biopelicula. Las celdas se dividen con porbabilidad

al(C))

PUO) = i P

donde ¢; denota la concentracion limitante y K el coeficiente de saturacion en la
ley de Monod. Siempre que hay celdas vecinas vacias, la célula hija se ubica en
cualquiera de ellas con igual probabilidad. En otro caso, la nueva célula desplaza
las células situadas en la direccién de minima resistencia mecdnica [11].

Este tipo de modelos hibridos nos permite reproducir una gran variedad de
patrones observados, tales como ondas, monticulos, ‘dedos’ que se mueven con
la corriente, asi como la erosion y el desprendimiento de fragmentos, en canales
con geometrias y rugosidad variadas [11].



4.2 Biopeliculas en superficies

Podemos reproducir la formacién de arrugas que se ramifican en biopeliculas en
expansion sobre una superficie gracias a ecuaciones de Foppl-Von Karman para
la interfaz entre la biopelicula y el medio sobre el que crece (tipicamente agar)

o 1-2u, hy , B o€ o
ot 2(1 — vy) My D(=A°¢+ ACwM) + h@xg (Ua’ﬁ(u) 6'%) ] My
ou  hyh Lo

a Vol = n

donde h,, es el grosor del sustrato viscoeldstico (agar) y fiy, vy, 7y su médulo
gomoso, el de Poisson y la viscosidad, respectivamente. El médulo de curvatura
es D = #}j’rz), donde F y v representan los médulos de Young y de Poisson
de la biopelicula, mientras que h es el grosor del biofilm. & representa los
desplazamientos fuera del plano y u los desplazamientos en el plano. a y
representan a x,y y se usa la convencién de suma con indices repetidos. Las
tensiones o y los esfuerzos e se definen en términos de desplazamientos en el

plano u = (ug, uy):

COWCTIN A W

Eap==|=— — €o B>
T3 Org  Or, Ozy Oxg B
E
Oz = m(‘gm +veyy), Oay = mgwyv Oyy = ﬁ(gyy + Vean).

Los esfuerzos residuales eg 5 se expresan en términos del tensor de crecimiento
,
de la biopelicula como

53,5 = —% (9ap + 98a + 92a9:8) s
y se calculan a partir de la actividad celular.

Usando una dindmica de autématas celulares para representar la activi-
dad celular, podemos calcular los tensores de crecimiento debidos a la division
y muerte celular, y a los procesos de absorcién de agua, y estimar las ten-
siones residuales. Mediante medias sobre realizaciones del proceso estocastico
de automatas celulares, las tensiones promedio resultantes reproducen varia-
ciones en sus estructura espacial que reflejan la actividad celular local. Filtrando
los campos resultantes mediante técnicas de procesado de imagenes obtenemos
aproximaciones regulares con una estructura espacial clara, promediando sélo
unas pocas realizaciones. Estos campos filtrados son suficientemente regulares
para introducirlos en las ecuaciones de Von Karman sin causar inestabilidades
numéricas y nos permiten simular comportamientos que se asemejan a los pa-
trones observados en experimentos [14].



5 Tomografia de impedancia eléctrica

En muchas situaciones necesitamos extraer informacién sobre la estructura in-
terna de un medio a partir de observaciones externas indirectas. Se han de-
sarrollado numerosas herramientas para distintos fines: resonancia magnética,
tomografia, ultrasonidos, ... Todas ellas se basan en emitir algin tipo de onda
que interacciona con el medio en estudio y a continuacién se mide el resultado
en una red de receptores. Conociendo los datos medidos en los receptores y las
ondas emitidas, se trata de reconstruir la geometria interna y/o las propiedades
materiales del medio.

La tomografia de impedancia eléctrica produce imagenes de las propiedades
electromagnéticas de un medio aplicando corrientes eléctricas a la superficie ex-
terior y midiendo el voltaje en ella. Su rango de aplicaciones es amplio, porque
tejidos diferentes tienen distintas propiedades electromagnéticas. Por ejemplo,
podemos pensar en diagnosticar problemas pulmonares (embolias, codgulos,
acumulacién de fluidos) o flujo sanguieo (sangrado interno, funcionamiento del
corazon), explorar la presencia de cancer de mama, determinar las fronteras
entre células vivas y muertas, detectar cambios de temperatura en situaciones
de hipertermia, ...

En términos matematicos, deseamos reconstruir la admitividad v dentro
de Q a partir de medidas en su superficie. Asumiendo que € contiene una
coleccién de inclusiones €2; ;, la admitividad v es una funcién definida a trozos
en §) con discontinuidades en las paredes de las inclusiones. Sea §); = U?:1Qi,j
donde €; ; son dominios abiertos y conexos que satisfacen Qi,l N ﬁi,j = () para
[ # j. La admitividad de la matriz Q. = Q\ Q; es 7.. Definimos v; en Q;
mediante y; = 7;; en €; ;. Para simplificar, asumimos que . es conocido.
Para reconstruir las inclusiones a partir de los datos medidos, consideramos el
problema de optimizacién [10]

1
J(szq/z) = 5 /@Q |U - Vmeas|2dl

donde u es solucién de
V-v%Vu=0 enQ., V-vVu=0 en §2;,
um —ut =0 en 0, YOt — YOuuT =0 en 09,
YeOntt = j on 0.

El vector normal unitarion apunta hacia el exterior de €. pero el interior de
Q;. Denotamos los valores limite de u en 9€); desde dentro y fuera de €2; como
u~ y uT, respectivamente. Los métodos de derivadas topoldgicas nos permiten
aproximar las soluciones de este problema inverso. respectively. Topological
derivative methods allow us to approximate solutions of the inverse problem for
such incident waves [10]. En lugar de sefales electromagnéticas, otros métodos
monitorizan la temperatura para localizar tejidos enfermos. Se pueden emplear
técnicas topoldgicas para resolverlos empleando ondas térmicas governadas por
ecuaciones del calor [5, 6].
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