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COHOMOLOGIA DE DE RHAM

JAVIER GONZALEZ DOMINGUEZ

RESUMEN. La memoria busca introducir los conceptos y resultados basicos de cohomo-
logia para después tratar la cohomologia de de Rham. Primero se desarrolla la teoria sin
soporte compacto y a continuacién con soporte compacto. Mas adelante estudiamos lo
necesario de teoria de grado y de funciones de Morse para poder enunciar y demostrar el
teorema de Poincaré-Hopf para funciones de Morse. También incluiremos una aplicacién
topoldgica de los resultados sobre grado para aplicaciones diferenciables. Por tltimo usa-
remos un resultado de la teorfa de Morse para demostrar el teorema de Gauss-Bonnet
y probamos el teorema de Reeb que caracteriza topoldgicamente las esferas mediante
funciones de Morse.

Palabras clave: cohomologia de de Rham, operador de Poicaré, sucesién de Mayer-
Vietoris, teoria de grado, funciones de Morse, campo tipo gradiente, Poincaré-Hopf,
Gauss-Bonnet, Reeb.

ABSTRACT. This work seeks to introduce cohomology’s basic concepts and results, so
they can be applied to de Rham cohomology. First non-compact support theory is de-
veloped, then with compact support. Afterwards we study the required theory about
degree and Morse functions to be able to state and prove the Poincaré-Hopf theorem
for Morse functions. We will also include a nice topological application of degree theory.
Then we show a proof of Gauss-Bonnet theorem using a result from Morse theory. Finally
we prove Reeb’s theorem which gives a topological characterization of spheres through
Morse functions.

Keywords: de Rham cohomology, Poincaré operator, Mayer-Vietoris sequence, degree
theory, Morse functions, gradient-like vector field, Poincaré-Hopf, Gauss-Bonnet, Reeb.
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INTRODUCCION

Este trabajo es una introducciéon a la cohomologia de de Rham y a las funciones de
Morse. Salvo para los teoremas de Stokes, del borde y de Poincaré-Hopf nos vamos a
restringir a variedades sin borde, en cambio no exigiremos compacidad en ocasiones en
las que las referencias si lo hacen. En primer lugar desarrollamos unos preliminares en los
que sentaremos la notacion y los conceptos fundamentales que se suponen conocidos para
la comprensién de la memoria, como qué es una variedad diferenciable, campos y formas
diferenciables, la integral de formas con soporte compacto y el teorema de Stokes. Ademas
enunciaremos algunos resultados de homotopia, entornos tubulares y aproximacion de
aplicaciones continuas por diferenciables.

A continuacion definimos los objetos de la teoria de cohomologia, entre ellos los com-
plejos de cocadenas, los espacios de cohomologia o las aplicaciones de cocadenas y sus
aplicaciones inducidas. También demostramos las herramientas béasicas con las que poder
trabajar. La cohomologia de de Rham no es més que un caso particular en el que los
espacios vectoriales sobre los que se construye el complejo son las formas diferenciables de
grado p y la diferencial exterior enlaza los espacios. Concluimos esta seccién con el lema
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de Poincaré, el cual nos dice que en un espacio contractil todas las formas cerradas tienen
primitiva.

La siguiente seccion esta dedicada a la sucesién de Mayer-Vietoris, que permite calcular
los grupos de cohomologia de una variedad a partir de los de abiertos que la cubren e
intersecciones de estos. Como aplicacion de esta herramienta junto a los entornos tubulares

deducimos que todos los grupos de cohomologia de variedades compactas tienen dimension
finita.

Antes de terminar de presentar la teoria de cohomologia de de Rham sin soporte com-
pacto mostramos su relacién con la homotopia, la cual permite, junto a la aproximacion
de aplicaciones continuas, definir de modo consistente la aplicacion inducida por una apli-
cacion continua en el complejo de de Rham. El uso de la homotopia también permite
calcular con facilidad los grupos de cohomologia de espacios afines perforados.

Nuestro siguiente objetivo es estudiar la cohomologia cuando las formas diferenciables
son con soporte compacto. Revisamos qué resultados se mantienen y cudles hay que modi-
ficar. El lema de Poincaré no puede mantenerse, sin embargo un resultado previo de gran
utilidad si: el operador de Poincaré. Asimismo la sucesion exacta larga de Mayer-Vietoris
“cambia el sentido de sus flechas”. Al exigir soporte compacto ganamos una herramienta
potente: la integral. Gracias a la integral demostramos que el grupo de cohomologia de
grado maximo es isomorfo a R para variedades orientables y conexas. Terminamos la sec-
ciéon con un breve comentario acerca de la dualidad de Poincaré, que permite aprovechar
la integral para grado no maximo y relaciona formas con y sin soporte compacto.

Aprovechando el isomorfismo entre el grupo de cohomologia de grado méaximo y R
introducimos el grado como un numero caracteristico de las aplicaciones propias entre
variedades que relaciona integrales en la variedad dominio e imagen. De nuevo gracias a
la homotopia podemos extender su definicién a aplicaciones continuas. Concluimos con
el teorema del borde, que sera clave mas adelante. Como aplicacion topoldgica de la
teoria de grado, a continuacién mostramos que un espacio afin de dimension impar no es
homeomorfo al producto de un espacio topoldgico por si mismo.

Las funciones de Morse son aquellas cuyos puntos criticos son no degenerados. Dividimos
su presentacion en dos secciones: en la primera mostramos que estas funciones abundan
y que tienen una expresion local sencilla. En la segunda definimos y demostramos la
existencia de campos tipo gradiente, sustitutos del gradiente como campo vectorial en el
que crece la funciéon, y que seran de gran utilidad en la siguiente seccion.

Reuniendo lo trabajado en la seccién anterior y el teorema del borde demostramos el
teorema de Poincaré-Hopf para funciones de Morse, que relaciona las funciones de Morse
con el grado de la aplicacion de Gauss del borde de un entorno tubular de la variedad.
Gracias a un resultado que enunciamos de teoria de Morse usamos el teorema de Poincaré-
Hopf para demostrar el teorema de Gauss-Bonnet. Concluimos la memoria demostrando
el teorema de Reeb que caracteriza cuando una superficie compacta de dimensiéon m es
homeomorfa a una esfera.
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1. PRELIMINARES

Para fijar la terminologia y las notaciones de esta memoria empecemos diciendo que
diferenciable significa de clase infinito. Una variedad diferenciable es un conjunto M C R”
localmente difeomorfo a R™, o a un semiespacio H”™ = {x; > 0} C R™ para el caso de
variedades con borde, y m es la dimension de M. Las aplicaciones y variedades seran
diferenciables salvo que se especifique que son continuas o topolégicas respectivamente,
en cuyo caso pueden no ser diferenciables. Siempre usaremos m para denotar la dimension
de M, que sera sin borde si no se dice lo contrario.

Una parametrizacion es un difeomorfismo de un abierto de R™ sobre un abierto de M y
las denotaremos por ¢. La inversa de una parametrizacion se llama sistema de coordenadas
y en general denotaremos o' = x = (z1,...,%,,), aunque cuando pueda dar lugar a
confusién cambiaremos a h. Para cualquier punto a € M la imagen T, M = dy ) (R™) no
depende de la parametrizacion y es el espacio tangente en a. La imagen de la base candnica
si depende de la parametrizacion y se llama base de parciales: 0/0x; := dyq)p(e;).

Un campo diferenciable es una aplicacién diferenciable X : M — R”™ tal que X, € T, M
para todo a € M. Un flujo es una aplicacion diferenciable

oW =M : (t,x)— p(x)

tal que o = Id, s 0 ps = Y15 cuando la composicion tiene sentido. El conjunto W es un
entorno abierto de {0} x M en R x M. Dado t € R, si existe un = € M tal que (t,x) € W,
entonces @, es un difeomorfismo entre abiertos de M con inverso ¢_;. Un campo X genera
@ si para todo x € M se cumple

d

— () = X,.

dt 0
Todo campo genera un flujo. En el caso especialmente importante en que W =R x M se
dice que el campo X o el flujo ¢ son completos. Una condicién suficiente para que esto
ocurra es:

Proposicién 1.1. Si X es un campo diferenciable con soporte compacto (X =0 fuera de
un compacto) entonces genera un flujo completo o, : M — M.

Una forma diferencial de grado p es una aplicaciéon que asigna a cada punto de la
variedad una forma multilineal alternada que actia sobre el tangente en ese punto,
x = ap € AP(T,M). Una forma de grado p es diferenciable cuando al actuar sobre p
campos diferenciables se obtiene una funcion diferenciable. En general se supondra dife-
renciabilidad para campos, formas y aplicaciones salvo que se indique lo contrario, como
en homotopia. El conjunto de las formas diferenciales de grado p se denota por I'?(M).

Se define la diferencial de una funcién como df, = d,f, que es una forma diferencial.
Esta definiciéon nos permite introducir la representacion local de una forma, que resulta
de gran utilidad. Si (z;) es un sistema de coordenadas en U:

0 0
Qo = Z A (@J]Zl

U Oy,
. .
1<ii < <ip<m p

)dxil N Ndxy, = Zog(ac)dx[
1

T
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Dada una aplicacién diferenciable f : M — N se define el pullback como (f*a), =
(dof)*of(a), esto es:

(ffa)z(ur, ..., up) = opy(deaf(ur),. .., def(uy)) para u; € T, M.

La diferencial de una funcién se extiende a grados p > 0 con la diferencial exterior:

Proposicién 1.2. Eriste una tnica aplicacion d : TP(M) — TPTY(M) que en TO(M) =
C>®(M) es la diferencial, es nilpotente dod =0, y

dlaNp)=danp+ (=1)PaNdB, conp el grado de c.

Las formas diferenciales w tales que dw = 0 se llaman cerradas, cuando ademés existe
a con w = da, se dice que « es una primitiva de w y que w es ezacta.

Una variedad es orientable cuando se puede asignar a cada tangente una orientacion
“que varia diferenciablemente”. Un sistema de coordenadas se dice compatible con la
orientacion si las derivadas parciales son una base positiva del tangente en cada punto del
dominio de coordenadas. Un cambio de coordenadas es positivo si lo es su determinante
jacobiano. Podemos definir ahora con rigor que una variedad es orientable cuando existe
un atlas con todos los cambios de coordenadas positivos, y este atlas nos dara en cada
punto la orientacion de sus parciales. Un resultado importante es que una variedad es
orientable si y sélo si existe una forma diferencial de grado maximo nunca nula.

Para definir la integracién de formas diferenciales introducimos las formas con soporte
compacto, I'?(M) C I'’(M) que son las que se anulan fuera de un compacto. En R™
tenemos un sistema de coordenadas global por lo que todas las formas diferenciales de
grado maximo se expresan como

w= fdxy N+ Ndz,,

con f una funcién diferenciable y las formas con soporte compacto son aquellas para las
que f tiene soporte compacto. Se define la integral de la forma w en un abierto de R™

que contenga su soporte como
/ w = f
U Rm

Esta definicién se extiende a cualquier variedad orientable:

Proposicién y definicién 1.3. Eziste una unica forma lineal f,, : T7"(M) — R tal que
st {o,U} es un sistema de coordenadas compatible con la orientacion y w se anula fuera

de U entonces
/w:/ Yrw.
M e~ ()

Quiza uno de los teoremas mas importantes de integracion en variedades es el teorema

de Stokes.
Teorema 1.4 (de Stokes). Siw € '™ (M), entonces w|gyr € T HOM), dw € T (M)

Yy
/ w:/ dw.
aM M

En particular, si M no tiene borde las formas exactas con soporte compacto tienen integral
nula.
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En ocasiones querremos hacer uso de resultados de R™ en variedades, para lo que son de
gran ayuda los entornos tubulares, abiertos de R™ que “envuelven” la variedad y mantienen
algunas de sus propiedades.

Teorema 1.5. Si M C R" es una variedad diferenciable sin borde existen un abierto
V' C R"™ que contiene a M y una retraccion diferenciable v : V. — M (una extension
diferenciable de la identidad de M ) tales que:

1. SizeV,yeM,y#r(z), entonces ||z — r(z)|| <[z —y].

2. Para cada v € M la fibra r='(x) es una bola abierta en x + T, M=+, con centro x
y radio p(x). Se puede escoger p como una funcién positiva diferenciable en M, y
constante si M es compacta.

3. Dada una funcion diferenciable positiva € < p, el conjunto

Se={z e V:|jz —r@)| = (r(z))}
es una variedad diferenciable de codimension 1.

Se dice que V' es un entorno tubular de M de radio p. Si observamos que por el punto 1
se cumple d(x, M) = ||z — r(x)||, el punto 3 nos dice que en variedades compactas para
cualquier € < p los puntos a distancia € de M conforman una variedad de codimension 1.

Aunque se daran por conocidos los resultados basicos de homotopia, conviene recordar
algunos conceptos.

Definicién 1.6. Si X, Y son espacios topoldgicos, se dice que dos aplicaciones continuas
fo, f1 : X = Y son homdtopas si existe F' : X x[0, 1] — Y continua tal que F(z,0) = fo(x),
F(z,1) = fi(z) para todo = € X.

La homotopia es una relacion de equivalencia y la denotaremos por ~. Ademds si
fo, f1 : X — Y son hométopas y go, g1 : Y — Z también, entonces gg o fo >~ g1 o fi.

Definicién 1.7. Se dice que una aplicacién continua f : X — Y es una equivalencia de
homotopia si existe otra aplicacién continua ¢ : Y — X, su inversa homotopica, tal que
gof~Idx y fog >~ Idy. Dos espacios topologicos son homotopicamente equivalentes
cuando existe una equivalencia de homotopia entre ellos.

Ser homotopicamente equivalentes es una relacién de equivalencia y sus clases se lla-
man tipos de homotopia. Los espacios homotdpicamente equivalentes a un punto se dicen
contrdactiles.

Aunque en topologia lo usual sea exigir solo continuidad esto no serda un problema
pues vamos a ver que en general las aplicaciones continuas se pueden aproximar por
diferenciables, o que dada una aplicaciéon continua podemos encontrar otra diferenciable
homotopa a esta.

Teorema 1.8. Sean M, N variedades diferenciables y f : M — N una aplicacion continua
(propia) entre ellas. Para toda funcién positiva € : M — (0,00) eziste una aplicacion
diferenciable (propia) g : M — N tal que

|f(z) — g(z)|| <e(x) para todo .

Si f es diferenciable en un abierto Uy C M y A C Uy es un cerrado entonces puede
exrigirse que la aproximacion diferenciable coincida con f en A.
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Concluimos esta seccion con el siguiente teorema:

Teorema 1.9. St M, N son variedades diferenciables entonces toda aplicacion continua
f+ M — N es homdtopa a una aplicacion diferenciable. Ademds si dos aplicaciones
homdtopas son diferenciables, existe una homotopia diferenciable entre ellas.

En particular, la identidad y una constante son diferenciables, luego un espacio contractil
es diferenciablemente contractil.

2. COMPLEJOS DE COCADENAS

Esta seccion tratara sobre los complejos de cocadenas, que formalizan el marco abstracto
en el que se encuadra la cohomologia de de Rham. Para ello introducimos las siguientes
nociones.

Una sucesion de espacios vectoriales y aplicaciones lineales
f g
A— B —=C

se dice ezacta cuando im f = ker g. Una sucesion exacta es exacta corta cuando es exacta
la sucesion:

0— AL B2 0 —0

es decir, f es inyectiva y ¢ sobreyectiva. En estas sucesiones g induce un isomorfismo:
coker(f) =B/im f = C.

El siguiente lema sobre sucesiones exactas cortas nos serd de utilidad mas adelante:

Lema 2.1. §7 A i> B -Ls O es una sucesion exacta corta entonces B~ A® C.

Demostracion. Sean {a;},{c;} bases de A y C respectivamente. Como g es sobreyectiva
existen {b;} en B tales que g(b;) = ¢;. Veamos que {f(a;),b;} es base. Si b € B, entonces
g(b) => Njcj vy b—> Ajcj € ker g. Como im f = ker g:

flay=b=> XNe; = b= mfla)+> N

La independencia se sigue de considerar una combinacién lineal igual a 0 con coeficientes
no todos nulos:

O:Z/sz<az)+2)\jcj:>0:Z/\]b]:>)\]20 Vj,

donde se ha aplicado g y usado la independencia de {b;} y la igualdad im f = kerg. Si
aplicamos f~!, usando que f es inyectiva, y usamos la independencia de {a;}:

A continuacion definimos los dos conceptos clave de la seccién:

Definicién 2.2. Se llama complejo de cocadenas a una sucesion A* = { AP dP} en la que
dr: AP — APy Pt o qP = (.
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Definicién 2.3. Dado un complejo de cocadenas A* se define el p-ésimo espacio vectorial
de cohomologia:

HP(A*) =kerd”/im d~'.

Los elementos del nicleo se denominan cerrados o cociclos y los de la imagen exactos o
bordes. Se llama clases de cohomologia a los elementos de HP(A*).

Una aplicacion de cocadenas es una familia de aplicaciones fP : A? — BP que cumplen
d o fP = fPt o dl, de modo que se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

-1
it ",

>y AP1 AP —=
lﬂFl lfp lfp+1
! d?

—— prt EZ s pr _Eyprtl .

Se dice entonces que una sucesion exacta corta de complejos de cocadenas
0— A" L B %0 —0
consiste en un par de aplicaciones de cocadenas tales que
f? g7
0 — A — B — C? — 0
es exacta para todo p.

Habiendo construido los espacios de cohomologia a partir del complejo de cocadenas lo
natural es que las aplicaciones de cocadenas induzcan aplicaciones en los espacios.

Lema 2.4. Una aplicacion de cocadenas f : A* — B* induce aplicaciones lineales

fr=H*(f): H?(A") — H?(B").

Demostracion. Veamos que la aplicacién inducida es f*([a]) = [fP(a)], donde [a] € HP(A*)
es una clase y a € ker d’) un representante. En primer lugar hay que comprobar que f*(a)
es cerrado cuando a lo es:

dy(f7(a) = [P (a) = f771(0) = 0.
En segundo lugar se demuestra la independencia del representante:
la1] = [as] = a1 — ag € im di_l = fP(a1 —az) € im fPo di_l =im d%_l o fPr1

= fP(ar) — fP(az) € im dl ' = [fP(ay)] = [fP(an)].

Lema 2.5. Dada una sucesion exacta corta de complejos de cocadenas, la sucesion
HP(A") L5 B (BY) 25 HP(CY)

es exacta.
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Demostracion. Para empezar veamos el contenido de la imagen en el nicleo:
g o [ ([a]) = g"([f(a)]) = [¢g" o fP(a)] = 0 es decir  im f* C kerg".
Para el reciproco, sea [b] € ker g*, b € BP, veamos que [b] € im f*:
g[b] = 0= g*(b) = d¢ (o),
dado que [0] = im d% '. Como ¢g”~! es sobreyectiva existe un b tal que ¢ = g?~1(b), asi:
g (b) = di (e) = di ("1 (b)) = ¢ (dy (1)),
luego
(b —dy (b)) = 0.

., 1,3 .
Por ser la sucesién exacta b — d (b) = fP(a), para cierto a, cerrado como vemos a
continuacién. Por la inyectividad de fP*+1i:

dj(a) =0 0= P (d}(a) = di(f*(a)) = di(b — dy (b)) = d5(b),
por tanto dado que b es cerrado a también. En consecuencia:

flal = [b—dy ' (b)) = [o).
O

Las sucesiones exactas cortas de complejos de cocadenas permiten definir una aplicacion
que nos sera de utilidad mas adelante:

Proposicién y definiciéon 2.6. Dada una sucesion exacta corta de cocadenas de com-
plejos 0 — A* LB %0 50 se define:

0 HP(C*) — HPY'(AY)
ol = | (4 (@) |

Nétese el abuso de notacién en la definicion, pues g” no es biyectiva. No obstante ¢g” es
sobreyectiva por lo que puede tomarse un elemento cualquiera de la preimagen, y vamos
a demostrar que la definicién es independiente de cudl sea.

Demostracidn. La prueba consiste en comprobar que (i) d’ ((¢7)7'(c)) estd en la imagen
de fPH (i) (P! (d% ((g7)~ 1(c))) es un cociclo y (iii) la independencia de la eleccién
en (6°)7(0)
(i) Dado que ¢ es un cociclo 0 = di;(c) = d, (g ((9") " (c))) = g (d5((9") ' (c))). Como
el nicleo de gP*! es la imagen de fp“ concluimos el primer paso. (11) El segundo paso se
sigue de la inyectividad de fP+2, es decir, d% ' ((f7+1) "1 (d% (( ((9")7(c)))) serd nulo si lo es
su imagen por fP+2:

PP () B (7)) = i (P () (d

B((9") ()
= " (d3((9") ' (e))) = 0.
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(iii) Por tdltimo vamos a ver que el abuso de notacién esta justificado. Sean by, by en
la preimagen (g7)~*(c), y demostraremos que [(fP™)~" (df (b1 — bs))] = 0. La diferencia
b1 — by estd en el nicleo de ¢P, luego en la imagen de fP, es decir:

(7 (b= ba))) = [P (P () (o= b)) = () (= ba))] = .
]

Gracias a 0* podemos construir una sucesion exacta larga:
Teorema 2.7. Dada una sucesion exacta corta de cocadenas de complejos 0 — A* ER
B* % C* =0, la sucesidn
o HY (AN L BB S pr et S artiAn L o) - -

es exacta.

Demostracion. Ya sabemos que HP(A*) TN H?(B*) £ HP(C*) es exacta, las otras dos
sucesiones las demostramos en dos lemas a continuacion. O

Lema 2.8. La sucesion H?(B*) N HP(C™) % HPL(A*) es ezacta.

Demostracién. Un contenido es inmediato: 8*g*[b] = [(f*™)~! (d% (b))] = 0.
Veamos ahora el otro. Si 9*[c] = 0, g*(b) = ¢, P (d%(a)) = di (D),
entonces fp(b— fP(a)) =0y ¢"(b— f?(a)) = ¢, por lo que g*[b — f*(a)] = [c]. 0

Lema 2.9. La sucesion HP(C*) & HP+L(A*) L5 HP+1(B*) es exacta.

Demostracion. Veamos que la imagen de 0* estd en el nicleo de f*. Si c € C?,¢g?(b) = c,
entonces f*g*[c] = [d%(b)] = 0. El contenido contrario se resume en la siguiente linea:

f*la] = 0= fP*'(a) = d%(b) para cierto b, por tanto d%(g”(b)) = g"*'(f**!(a)) =0y

9"[g"(b)] = [a].
O

Dado el papel central que toman las aplicaciones inducidas entre espacios de cohomo-
logia es importante hacer notar que la igualdad entre aplicaciones inducidas no implica la
igualdad entre las aplicaciones originales. Por tanto introducimos la siguiente definicién,
cuyo nombre cobraréd sentido més adelante:

Definicién 2.10. Dos aplicaciones de cocadenas f,g : A* — B* se dicen homdtopas si
existen aplicaciones lineales sP : AP — BP~! tales que

Sp+1d2;‘ + d%_lsp _ fp —gP

AP+1 -y ...

l/lf/

.— pr-1 B . Bp s gp+l ..
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Lema 2.11. Si f y g son homdtopas entonces f* = g*.

Demostracion. Si restamos las aplicaciones y usamos la definicién vemos que nos queda
la aplicacién 0:

(f* = g)la] = [f*(a) = g*(a)] = [y (a) + diy 's”(a)] = [s"*(0) + dfy 's”(a)] = 0.
O

Concluimos con un lema 1util para calcular espacios de cohomologia. Si tenemos dos
complejos de cocadenas A* y B* podemos considerar su suma A* & B* como la sucesion
/4 [/ /4 .
{AP & BP, dp 0 gy = dyp @ dipp }, que cumple:

Lema 2.12. Si A* y B* son complejos de cocadenas entonces

HP(A* ® B*) = HP(A*) @ H?(B")

Demostracion. Se sigue de

Ker(d@y ) = ker(d?) @ ker(dl) y im(dh ) = im(d?) @ im(d).

3. COHOMOLOGIA DE DE RHAM

El trabajo se centra en el estudio de un complejo de cocadenas en particular. Sea M una
variedad diferenciable sin borde. Usamos la notacién que introdujimos en preliminares:
['P(M) es el espacio vectorial de las formas diferenciales de grado p y d es la diferencial
exterior, que cumple d o d = 0. Entonces podemos definir

Definicién 3.1. El complejo de de Rham es el complejo de cocadenas I'*(M) = {T'?(M), d}.
Se llama p-ésimo grupo de cohomologia de de Rham a

HP(M) := HP(T"(M)).
Es inmediato comprobar que H°(M) es el espacio vectorial de las funciones constantes

en cada componente conexa de M, y por tanto su dimensién es el nimero de componentes
conexas. Ademas si m es la dimensién de M y p > m, I'"(M) = 0 por lo que H?(M) = 0.

A partir de un resultado previo, a continuaciéon demostraremos el lema de Poincaré,
que junto a la sucesién de Mayer-Vietoris seran una 1til herramienta de cdlculo de grupos
de cohomologia.

Lema 3.2 (Operador de Poincaré). Siiy,i9 son las inclusiones i,: M — M x [0, 1],z
(x, ), entonces sus pullbacks i}, iy son homdtopos. La homotopia

Ao
ds + 5d = 1] — 1

que las relaciona se llama operador de Poincaré.
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Demostracidn. Sea {U;, '} un atlas de M, de forma que en M x R las formas diferenciales
tienen expresiones locales:

w|u,xr = Z fi(x, t)dxh + Z g’ (z, t)dt A da,

donde I = (i1,...,%) y J = (J1,---,Jp—1). Ademas introducimos la siguiente notacién
para expresar los cambios de coordenadas en las intersecciones sin extendernos en exceso:

w|UiﬂUj><R = Zf} (x,t) dmi} —I—Zg@ (x,t dt/\dxf]
ozl .
=Y filz, —da: —i—Zngta J{dmdxﬂj

J

= fat dacf+ 3 g, t)dt A da.

Notese que las funciones estan definidas en abiertos de R™, por lo que = debe sustituirse
por las coordenadas (o cambio de coordenadas) correspondientes. Esta escritura busca
simplificar las formulas. Esto nos permite definir § y mostrar que esta bien definido:

_ Z (/01 gf,(;z;,t)dt> da'y = Z </01 g5z, t)dt) g:c;{dxj
_ Z </ g Jdt> dxjj = Z (/01 gf}(m,t)dt) dxjj.

J

$(w)

Comprobar que es la homotopia buscada es inmediato (omitimos las restricciones, pero
recordemos que esto es una descripcion local):

ds(w) + sd(w)

189J af[ 1agJ
_Z</O axzdt da:i/\de—l—ZI: /0 atdt dxl—z /Oaxidt dz; A dx,

irJ
= Z fr(z, 1) fl(x,O)) drr =i (w) — ig(w).

OJ

Ademas de su aplicacién inmediata que vemos a continuacion, este lema dara sentido a
la definicién que hemos dado de homotopia para aplicaciones entre complejos y nos dira
que dos variedades con la misma homotopia tienen la misma cohomologia, por tanto tiene
bastante mas relevancia que ser un mero resultado previo.

Teorema 3.3 (Lema de Poincaré). Si M es contrdctil:

H°(M)=R  HP(M)=0.

Demostracion. Tanto la identidad como una funciéon constante son diferenciables, por
tanto por 1.9 existe una homotopia diferenciable entre ellas:

F:MxR—M Flz,t)=20,t <0y F(x,t) =2, t>1.
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La demostracién buscara construir una homotopia entre la identidad y la funcién nula, es
decir aplicaciones lineales s” tales que

dsP 4+ sPTd = Idreay, p=>1 y e+ std = Idro(ar)

donde se ha identificado d~'s(w) = e(w) = w(0). Esto nos darfa el resultado buscado ya
que para cualquier forma cerrada de grado mayor que 0 se tendria w = ds”(w) y para las
funciones w — w(0) = s'dw = 0.

Si § es el operador de Poincaré, las s? que buscamos seran s = § o F™*, donde F™ es el
pullback de F'. En efecto si w € I?(M) y wly, = >_ hy(z)dz;:
oF
U, = Zh[(ﬂ})a—xldlﬁj

gracias al célculo previo con 5P tenemos:

1 0
07 () + P d(w) = 3 i (a) (% 1) — % 0)) dry = 3 haa)dor = w

Para el caso p = 0 se simplifica cada paso de la demostracion por lo que omitimos su
particularizacién. O

F(w)

U;-

4. SUCESION DE MAYER-VIETORIS

Tal y como adelantdabamos antes de demostrar el lema de Poincaré la sucesion de
Mayer-Vietoris es una herramienta que permite el célculo de los grupos de cohomologia
HP(Uy U Uy) a partir de HP(Uy), HP(Us), HP(Uy N Us). Por tanto podremos calcular los
grupos de cohomologia de una variedad si conocemos los de abiertos que la recubran y
los de las intersecciones de estos.

Teorema 4.1. Sean Uy, Us dos abiertos de una variedad, U su union, y sean i, : U, — U
y j» : Uy NUy — U, las correspondientes inclusiones (v = 1,2). Si definimos IP(w) =
(13 (w), 15(w)), JP(w1,ws) = j5(w1) — J5(wa), la sucesion

0 — TPU) L5 TP @ TP(U,) 5 TP(UNTy) — 0

es exacta.

Demostracion. Observamos que el pullback de una inclusion es la restriccion, es decir si
weIPU)

Gw=wly,  Jyw = wyltyno,.
Si IP(w) = 0, la restriccién de w a U; y Uy es nula luego también lo es en la unién
U =U; UU, y I? es inyectiva. Para demostrar la igualdad de imagen de I? y ntucleo de
JP comprobamos la inclusién del primero en el segundo:

JP o Ip(w) = JTZT(W) - j;Z;(w) = w’UlﬂUz - W|U1mU2 =0.

El otro contenido se sigue de tomar (wy, ws) en el nicleo de J? y definir w tal que w|y, = w,,
que esta bien definida pues

wiluy o, — waloyno, = JP (Wi, we) = 0.



COHOMOLOGIA DE DE RHAM 13

Por tltimo si w € TP(U; N Us), sea {01,602} una particién diferenciable de la unidad
subordinada a {Uy, Us}. Denotamos por fow la extension de fow € I'P(U; NU,) a I'P(Uy)
por 0 fuera del soporte de 2 y por fjw a la extensién de 61w € TP(Uy; NUs) a I'P(Us) por
0 fuera del soporte de 6;. Entonces

JP (Oow, —01w) = Oow + bhw = w

JP es sobreyectiva. O

Observamos que

son aplicaciones de cocadenas y, por el teorema anterior, forman una sucesion exacta corta
de complejos de cocadenas:

0 — I*(U) -5 I (Uh) & T*(Us) -5 THU; N Uy) —> 0
Por 2.7 las sucesién
s H(U) S HY (U e Uy) D HY (U N Uy) S HPPYU) S B (UL @ Uy) — -+ -
es exacta. Usando 2.12 deducimos:

Teorema 4.2 (Sucesién exacta larga de Mayer-Vietoris). Si Uy, Uy son abiertos de una
variedad y U es su union, la sucesion

o IPU) S BP0 e HP(Us) D HY(UND,) S HPPY(U) 5 HPP (U)@ HP P (U) — ...
es exacta.

Lema 4.3. Si Uy, U son abiertos disjuntos de una variedad
I Hp<U1 U UQ) — Hp<U1) S7) HP(UQ)

es un isomorfismo.

Demostracion. Por el teorema 4.1 la aplicacion
17 FP<U1 U Ug) — Fp(Ul) D Fp(Ug)

es inyectiva. También es sobreyectiva por ser U; y U, disjuntos, pues dada (wy,ws) en la
suma se puede definir w en la unién del mismo modo que se defino al demostrar la inclusion
del nicleo en la imagen, observando que no es necesaria una condicién de empalme por no
haber interseccion. El lema 2.12 nos da el resultado para las aplicaciones entre los grupos
de cohomologia. O

Concluimos con una aplicacién del lema de Poincaré y la sucesién de Mayer-Vietoris:

Teorema 4.4. Si U C R™ es union finita de abiertos convezos, HP(U) es finitamente
generado.

Demostracion. Lo probamos por induccién en n, el nimero de abiertos. Si n = 1 es cierto
por el lema de Poincaré. Si es cierto paran — 1, sea V =U; U---UU,_;. Por 4.1:

P vnu,) S arU) S HY (V) @ HP(U,)
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es exacta. El lema 2.1 nos da el isomorfismo
HP(U) Zimo* @imI*.
Si V. N U, = 0 basta aplicar el lema anterior. Tanto V' como VNU, = (U;NU,)U---U

(U,—1NU,) son unién de n — 1 abiertos convexos, por lo que podemos aplicar la hipétesis
de induccién y también sera cierta para U. OJ

Corolario 4.5. Si M C R™ es una variedad compacta sin borde entonces HP(M) es
finitamente generado.

Demostracion. Sea (V,i,7) un entorno tubular de M. Como la variedad es compacta
podemos encontrar un numero finito £ de bolas abiertas tales que su unién U cumple
M cUcCV.Como r|yoi=Idy, i* or|;; = Idger. Por tanto i* : HP(U) — HP(M) es
sobreyectiva y el resultado se sigue del teorema anterior. 0

5. HoMoOTOPIiA

En esta secciéon vamos a relacionar homotopia y cohomologia. Al final de la seccion
4 definimos la homotopia entre aplicaciones de complejos de cocadenas y comentamos
que mas adelante se justificaria el nombre. Ahora estamos en disposicién de motivar la
definicion:

Teorema 5.1. Si f,g : M — N aplicaciones diferenciables son homdtopas, las aplica-
ciones f*,g* : T'(N) — I'(M) inducidas en el complejo de de Rham son homdtopas como
aplicaciones de complejos de cocadenas.

Demostracion. Si § es el operador de Poincaré y F' una homotopia diferenciable, que existe
por 1.9, entre f y g, resulta que s = § o ['* es la homotopia entre f*y ¢*:

doSoF*+50F od=dosoF*"+5odo F* = (i —iy) o F" =g" — .
O

Haciendo uso de los dos ultimos teoremas podemos definir para aplicaciones continuas
f M — N una tunica aplicacién inducida f*: HP(N) — HP(M). Sean g1, go aplicaciones
diferenciables hométopas a f, por lo que también entre si. Las aplicaciones inducidas g7,
g5 sobre el complejo de de Rham son hométopas y por el lema 2.11 inducen la misma
aplicacién entre los grupos de cohomologia. Por tanto g7 = ¢ serd f* por definicion.
Se sigue que las aplicaciones continuas inducen aplicaciones que “se comportan bien”, es
decir:

Teorema 5.2. Sean My, My y Ms tres variedades sin borde.

1. 8i f1, fo : Mqy — My son aplicaciones continuas homdtopas, entonces f{ = f3
2. 81 f: My — My, g: My — Ms son aplicaciones continuas (go f)* = f*o g*
3. La aplicacion inducida por una equivalencia de homotopia es un isomorfismo.
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Este ultimo punto nos indica que dos variedades con el mismo tipo de homotopia tienen
los mismos grupos de cohomologia.

Con el fin de ilustrar un poco la teorfa, vamos a calcular algunos grupos de cohomologia.

Proposicién 5.3. 5t A C R es un cerrado se tienen los siguientes isomorfismos
HPP(R™\ A) = HP(R"\ A)  parap > 1,
HY(R™\ A) = H'(R"\ A)/R,
HOR™M\ A) =R,

Demostracién. Definimos los siguientes abiertos de R**! = R" x R:

Uy =R" x (0,00) U(R"\ A) x (—1,00)

Uy =R" x (—00,0) U(R"\ A) x (—o00,1)
El abierto U; es contréctil pues se puede proyectar sobre R™ x {1}, que es contractil.
Del mismo modo U; es contractil, proyectando en R" x {—1}. Sea 7 la proyeccién de
UiNU; = (R"\A)x(—1,1) en R*"\ A eilainclusién i : R"\ A — (R"\ A) x{0} C U;NUVx.
Como 7ot = Idgn\ 4 y tom = Idy, Ay, el teorema anterior nos dice que 7* es un isomorfismo
entre HP(U; NUy) y HP(R™\ A) por ser m una equivalencia homotépica. Puesto que las

variedades contractiles tienen grupos de cohomologia triviales para p > 1, Mayer-Vietoris
nos da un isomorfismo

O : H'(UyNUs) — HPT™ (U, U ly) = R™MH\ A

La inversa de la composicion 0* o 7* es el primer isomorfismo del enunciado. Para el
segundo consideramos la sucesion exacta

0— HOR™\ A) L HOU) @ HO(Uz) & HO(U, nUy) S HY(R™\ A) = 0
dado que los elementos de H°(U; )@ H°(Us) son pares de funciones constantes, y su imagen
por J* su resta, se deduce:
ker 0" = im J* = R.
Esto nos da el segundo isomorfismo:
HY(R"M\ A) = HY(U, NU,) /R = HO(R™\ A)/R.

Para el iltimo basta observar dim(im I*) = dim(ker J*) = 1, por lo que H°(R"**\ A) < R.
0J

Corolario 5.4. Los grupos de cohomologia de R™ n > 2 perforado son
ReR sip=n—1=0
HP(R"\ {0})=< 0 sip#0,n—1lop=n=1 .
R sip=0,n—1

Demostracidn. Por el lema de Poincaré 3.3 y el lema 4.3 tenemos H'(R\ {0}) =R® Ry
H'(R\ {0}) =0, y por induccién deducimos el resto. O
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6. COHOMOLOGIA DE DE RHAM CON SOPORTE COMPACTO

Deben distinguirse los casos con y sin soporte compacto, porque una forma con soporte
compacto puede tener primitiva, pero ninguna con soporte compacto. Por supuesto si
M es compacta no hay nada que distinguir. Esta seccién esta dedicada a repasar qué
resultados se mantienen y si hay que realizar alguna modificacién a las demostraciones.

Definicién 6.1. El complejo de de Rham con soporte compacto es el complejo de cocade-
nas [(M) = {I'2(M), d}. Se llama p-ésimo grupo de cohomologia de de Rham con soporte
compacto a

HP(M) = HP(T3(M)).

En este caso HY(M) sera subespacio de H°(M) ya que es el espacio vectorial de las
funciones que son nulas en las componentes conexas no compactas y constantes en las
compactas. En particular la dimensién de H?(M) es el nimero de componentes conexas
compactas de M.

Para soporte compacto podemos seguir construyendo el operador de Poincaré, pero
luego no podremos usarlo para deducir el lema:

Lema 6.2 (Operador de Poincaré). Si i1,i9 son las inclusiones i, : M — M x [0,1]:
x — (z,a), entonces sus pullbacks i, i son homdtopos. La homotopia

5:TP(M x [0,1]) — T2~ (M) ds + &d = it — i,

que las relaciona se llama operador de Poincaré.

Demostracion. La prueba es analoga al caso sin soporte compacto, basta observar que la
linealidad de § garantiza que la imagen de T?(M x [0, 1]) C T?(M x [0, 1]) estd en T2~ (M)
O

Para que se cumpliera el lema de Poincaré habria que anadir la hipdtesis de homotopia
propia, si no F* podria mandar formas con soporte compacto a formas sin soporte com-
pacto. No obstante no tiene sentido anadir esta hipdtesis ya que si M es contractil por
una homotopia propia entonces es compacta, y ya sabemos que los resultados para formas
sin soporte compacto son vélidos con soporte compacto en variedades compactas.

Teorema 6.3. St dos aplicaciones diferenciables f,g : M — N son homdtopas por una
homotopia propia, las aplicaciones inducidas entre los complejos de de Rham con soporte
compacto f*,g* : To(N) — To(M) son homdtopas como aplicaciones de complejos de
cocadenas.

Este teorema se demuestra igual que sin soporte compacto gracias a que exigimos ho-
motopia propia. Gracias a 2.11 concluimos que las aplicaciones homotopas por homotopia
propia inducen la misma aplicacion en el grupo de cohomologia con soporte compacto.

A continuacién repasamos los principales resultados de Mayer-Vietoris, los cuales pre-
sentan ciertas variaciones respecto al caso sin soporte compacto.

Dada una inclusién de abiertos en variedades i : U — V se define 7, : I'2(U) — I'2(V)
como la extensién por 0 fuera del soporte. Esto permite enunciar una versién de 4.1 con
“las flechas cambiadas”:
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Teorema 6.4. Sean Uy,U, abiertos de una variedad, U su union y sean j, : U, — U
y i, : Uy NUy — U, las correspondientes inclusiones (v = 1,2). Si definimos IP(w) =
(114 (W), lox(w)), JP(w1,w2) = J1a(w1) — Jox(we), la sucesion

0 — T2(U, N T,) ~5 T2(U) & T0(Us) -5 T2(U) — 0

es exacta.

Demostracion. La inyectividad de I? se sigue de la de i,,. Para la sobreyectividad de J?
observamos que dada w € I'?(U) y una particién diferenciable de la unidad subordinada a
{Uy, Uz}, JP(01w, —0sw) = w. Veamos la igualdad entre el nicleo de J? y la imagen de I?:
COMO J,4 O 1,y €8 la extension por 0 de formas en T2(Uy NUs) a TE(U), j14 0414 = Jos Olox ¥
tenemos el contenido de la imagen en el nicleo. El contenido contrario es consecuencia de
tomar formas en I'2(U;) y en I'2(Us) con misma extension, es decir, con el mismo soporte
y por tanto contenido en la interseccion. O

De modo analogo al desarrollo sin soporte compacto
I TeUiNUz) — Ti(Uh) @ T5(U:)  y Je: TE(Uh) @ Te(Us) — T2(U)

son aplicaciones de cocadenas y, por el teorema anterior, forman una sucesion exacta corta
de complejos de cocadenas:

0 — XU NUy) = THUY) @ THU,) 25 THU) — 0.
Por 2.7 la sucesién
S HPY(ULNU,) S HYU @ Uy) S B U) D HPYU N Uy) S BN @ Uy) -

es exacta. Usando 2.12 obtenemos una sucesion de Mayer-Vietoris “invertida” respecto al
caso sin soporte compacto:

Teorema 6.5 (Sucesién exacta larga de Mayer-Vietoris). Si Uy, Uy son abiertos de una
variedad, U es su union y V' su interseccion, la sucesion

o HY(V) 55 BP(U) @ HP(Us) 55 HP(U) S HPYY(V) &S HPYY(U)) @ HPYY(US) — ...

es exacta.

7. COHOMOLOGIA CON SOPORTE COMPACTO E INTEGRACION

En variedades orientables la integral es una herramienta de gran utilidad para el calculo
de grupos de cohomologia. Para que tenga sentido hablar de integracién nos vamos a
restringir a variedades orientables y a formas diferenciales con soporte compacto. Ademés
recordemos que trabajamos con variedades sin borde, luego la integral de formas exactas
es nula.

Definicién 7.1. En una variedad M de dimensién m, se define la integral de una clase
de cohomologia de grado maximo como la integral de un representante de la clase

/M:HCT”(M)—>R:[w]|—>/Mw
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La independencia del representante es consecuencia de que dos representantes de la misma
clase difieren en una forma exacta, que tiene integral nula por el teorema de Stokes.

Es evidente que esta aplicacion es lineal, ademas, puesto que siempre existe una forma
diferencial con integral no nula, es sobreyectiva. Si la integral fuera inyectiva tendriamos
que toda forma con integral nula seria exacta, lo que se conoce como reciproco de Stokes.
Vamos a demostrar que esto se da para el caso conexo:

Teorema 7.2. Si M es una variedad conexa de dimension m la forma lineal fM nos da
el isomorfismo H"(M) = R.

El siguiente lema permite una demostracién més clara:

Lema 7.3. EnR™ toda forma diferencial de grado mdzximo con soporte compacto e integral
nula tiene primitiva con soporte compacto.

Demostracion. Seaw = f(z)dxiA- - -Adzx,, una forma con soporte compacto e integral nula.
Para comprobar que es exacta basta encontrar un campo con soporte compacto X tal que
f sea su divergencia, pues det(X...) serd la primitiva de w. Vamos a adoptar la notacién
y=(z1,...,2,), 2 = (Tpi1,-..,Ty) y demostramos la existencia del campo comprobando
por induccién en n < m la validez del siguiente resultado: Si fRn f(y, z)dy = 0 entonces
existen n funciones X; con soporte compacto tales que

Z 8932

_ /_ OO F(t,2)dt

Como f tiene soporte compacto, para x; suficientemente pequeno el integrando es 0 luego
la integral también, y para x; suficientemente grande la integral coincide con la de la
hipétesis luego también es nula, es decir X; tiene soporte compacto. Si n > 2 escribimos
Yy = (x1,...,2,_1) ¥y sea ¢ una funcién diferenciable con soporte compacto e integral 1.
Construimos

Sin =1 tomamos

hz)=¢(y) | fluznz)duy  g(z) = fz) - hz).
R~
Por construccién g cumple [, 1 (¥, 2n, 2)dy’ = 0 y tiene soporte compacto por tenerlo
f vy ¢, es decir, g cumple las hipotesis para n — 1. En consecuencia existen n — 1 funciones
X, tales que g = Z;:ll %f?’. Ademas h cumple las hipotesis para n = 1 pues tiene soporte
compacto por tenerlo ¢ y

/Rg@"% den = 0y) | Sy 2)dy =0

por hipétesis. En consecuencia X, ( f ‘" h(y',t, z)dt tendra soporte compacto y h =

8X" por tanto
Oxn

Z axl
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y hemos demostrado el resultado para n < m. Dado que el enunciado del lema nos da
las hipotesis para usarlo en el caso n = m hemos encontrado el campo que tiene como
divergencia f y w es exacta con soporte compacto. OJ

La formulacién de este lema es completamente equivalente a la del teorema que quere-
mos demostrar particularizado a R™, no obstante se ha formulado asi para recalcar la
importancia de los soportes. A continuacién demostramos el teorema:

Demostracion. Vamos a probar que dim H"(M) = 1. Sea a una forma diferencial con
soporte en U difeomorfo a R™ e integral no nula, por lo que para cualquier w con soporte
en U su clase es proporcional a la de a por el lema anterior. Supongamos ahora que w
tiene soporte en V', difeomorfo a R™ pero distinto a U. Por ser M conexa existe una
cadena finita {U;}_, de abiertos difeormorfos a R™ con Uy = U, U, =V y U; N U1 # 0.
Sean {w;}i_; formas diferenciales con sopw; C (U;—; NU;) e integral nula, entonces [w;]
es proporcional a [w;_1] por tener ambas el soporte en U;_;. Dado que w y w, tienen el
soporte en V' 'y a y wy en U, siguiendo la cadena [w] es proporcional a [«]. Concluimos la
demostracion con el caso general, sea w una forma diferencial con soporte compacto K.
Cubrimos K con abiertos difeomorfos a R™ y extraemos un subrecubrimiento finito. Sea
{6;} una particién diferenciable de la unidad asociada al subrecubrimiento, de modo que
w=> 0w, es decir, w] = > [fiw]. Cada sumando estd en el caso anterior, luego [w] es
proporcional a [a] y dim H™(M) = 1. O

Corolario 7.4. St M es una variedad orientable de dimension m con n componentes
conezas, entonces H*(M) = R".

Nétese que para variedades orientables H™(M) = H°(M). Esto no es coincidencia y
se profundiza en ello al estudiar la dualidad de Poincaré. Si bien no vamos a dedicar una
seccion a su estudio, si podemos describirla brevemente.

La dualidad de Poincaré usa la integral, por tanto seguimos exigiendo que M sea orien-
table sin borde. Sin embargo queremos quitar la restriccion de grado maximo y de soporte
compacto. Dada o € I'?(M) el modo més inmediato de tener una forma de grado maximo
con soporte compacto es tomar € I'""P(M) y considerar aA . Este enfoque es adecuado
y se demuestra que

/M:Hp(]\/[)xHCmp(M)%R: ([a],[ﬁ])l—>/Mcw\6

es una forma bilineal bien definida y no degenerada. Esto induce un isomorfismo entre
HP(M)y H»P(M)* con una consecuencia importante si M es compacta: en primer lugar
HP(M) = HP(M), ademds por el teorema 4.5 los grupos tienen dimensién finita, por lo
que los grupos son isomorfos a sus duales y concluimos que dim H? (M) = dim H™ ?(M).
Maés adelante veremos que esta ecuacién implica que las variedades compactas orientables
y de dimensién impar tienen caracteristica de Euler 0.
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8. GRADO DE UNA APLICACION PROPIA

En esta seccion todas las variedades tendran la misma dimension, m, y seran orientables
sin borde salvo que se especifique lo contrario. Gracias al isomorfismo entre el grupo de
cohomologia con soporte compacto de grado maximo de variedades conexas y R, podemos
definir el grado de una aplicacion diferenciable propia entre variedades conexas como el
nimero que hace conmutativo el siguiente diagrama:

H (M) —— H'(N)
|5 |t
d
R eg(f) R

No obstante nos seré de gran utilidad no exigir conexiéon para N, por lo que extendemos
la definicién con la siguiente proposicion:

Proposicién y definicién 8.1. Si f : N — M es una aplicacion propia entre variedades
orientables de la misma dimension y M es coneza, existe un unico numero real deg(f),
al que llamaremos grado de f, tal que para toda w € I (M):

/Nf*wzdeg(f)/Mw

Demostracion. Elegimos w € I'"(M) con integral no nula y calculamos el grado de la
restriccion a una componente conexa:
N’L) / W.
M

Como f es propia f|j.w es no nula en un nimero finito de componentes conexas, un
nimero finito de grados son distintos de 0 y podemos sumar todos: deg(f) = >, deg(f
En efecto este es el nimero que buscamos:

/Nf*w:Z:/Niﬂ*!\fiw:zi:deg(ﬂNi)/Mw:deg(f)/ w.

M

| flie = dets

Nz')'

OJ

Vamos a definir el grado de una aplicacién continua f. Si g; y g» son aplicaciones
diferenciables con f ~ g; ~ g¢o, entonces gi1|n, >~ ¢2|n, para cada componente conexa N;
de N, y por tanto esas dos restricciones tienen igual grado. Como el grado es la suma de
los grados de esas restricciones deg(g1) = deg(g2) =: deg(f).

Gracias a la proposicion anterior se obtiene de modo inmediato el grado de la compo-
sicién de aplicaciones, que sera de gran utilidad para la siguiente seccion.

Corolario 8.2. Dadas dos aplicaciones propias N LM% P ocon M y P conexas:

deg(g o f) = deg(f)deg(g).
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Demostracion. Dada w € I'""(P)

deg(go | /w—/go )=/Nf*(9(w))

—deg(f) [ g7 = degl (o) |

Vamos a introducir los siguientes conceptos, que seran de gran relevancia mas adelante.

Definicién 8.3. Dada f : N — M, pudiendo tener M y N distinta dimension, se dice
que b € M es un wvalor reqular de f si d,f es sobreyectiva para todo a € f~1(b), en
caso contrario se trata de un wvalor singular. Los puntos a € N para los que d,f no es
sobreyectiva se llaman criticos.

Cabe preguntarse si toda f tiene valores regulares y cudntos. Gracias al siguiente teo-
rema, que no vamos a demostrar, sabemos que estos puntos abundan:

Teorema 8.4 (de Sard). Los valores singulares de f : N — M tienen medida nula en
M.

La version més topoldgica del teorema es que los valores regulares son un conjunto
residual. Esto significa que contienen una intersecciéon numerable de abiertos densos, y
por ser las variedades espacios de Baire esto implica que los valores regulares son densos
en M. Recordemos que una propiedad se cumple en casi todo punto si falla en un conjunto
de medida nula. El complementario de un conjunto de medida nula es residual, por tanto
esta version del teorema implica a la topoldgica.

A continuacion vamos a demostrar una formula para el calculo de grados, para lo que
serd necesario el siguiente lema previo:

Lema 8.5. Sib € M es un valor reqular de la aplicacion propia f : N — M la preimagen
J7H(b) es un conjunto finito {a;} C N. Ademds existen entornos abiertos V; de a; y U de
b tales que

1 7Y U) = UV

2. flv. : Vi = U es un difeomorfismo

Demostracidn. Por ser f propia f~1(b) es finita, {a;}, y por ser b un valor regular d,, f es
un isomorfismo, por lo que f es un difeomorfismo local de un entorno abierto W; de a; a
f(W,;) entorno de b. Restrinjamos los entornos de modo que sean disjuntos y fijamos

(ﬂf )\f(N\UW;),

que es abierto por ser f propia y {a;} finito. Con V; = W; N f~}(U) concluimos. 0
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Definicién 8.6. Dada una aplicacién propia f : N — M entre variedades de la misma
dimensién, b € M un valor regular suyo y a € f~1(b) definimos el signo en a

: 1 sid,f conserva la orientacién
s ={ Ly 3o -

Teorema 8.7. En las condiciones y notacion anteriores, para cualquier valor regular b
se cumple

deg(f) = Y sign,(f).
acf=1(b)

En particular, el grado es un nimero entero.

Demostracion. Sean a;, V; y U los del lema previo. Supongamos U, y por tanto V;, conexo.
El difeomorfismo fy, conservara o no la orientacién segun sign,(f) sea 1 o —1. Si tomamos
una forma w € I'7"(M) con soporte contenido en U e integral 1, por ser f propia f*w €
['™(N) y su soporte estard contenido en f~'(U). Si denotamos por «; a la extensién por
0 de (f]v;)"(w|vy) a N, se cumple > . a; = f*w y sop(a;) C V;, por tanto

deg(f) = des(f /wifM—Z/% Z/

= » sign,, wly = ) sign,,
=Yoo ) [ elo =3

w]U

O

Concluimos la secciéon con un teorema que usaremos para demostrar un caso particular
del teorema de Poincaré-Hopf:

Teorema 8.8 (del borde). Sea F' : P — M wuna aplicacion propia entre variedades de
dimension m + 1 y m respectivamente, con M conexa y P con borde. Entonces

deg(Flop) = 0.

Demostracion. Si w € T'(M) tiene integral 1, el resultado se sigue del teorema de Stokes:

dea(Flor) = | (Flon)'(@) = [ aPw= [ Pa =0

O

Este teorema generaliza la invarianza del grado por homotopia. Si f ~ g via F;, podemos
deducir que sus grados son iguales aplicando el teorema a la homotopia F', definida en
P =M x[0,1]:

0 = deg(F'lop) = deg(F'|arxq1y) + deg(F|arxfoy) = deg(g) — deg(f).

Noétese que el signo menos aparece porque M x {0} tiene orientacién opuesta como borde
de M x [0,1] que al orientarla como M.
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9. UNA APLICACION TOPOLOGICA

A continuacién mostramos una aplicacion topoldgica de la seccion anterior, que a priori
esta construida para variedades diferenciables y aplicaciones diferenciables entre ellas.

Lema 9.1. Un espacio afin de dimension impar no es el cuadrado de ningun espacio
topoldgico, es decir R* ™! no es homeomorfo a un producto X? = X x X.

Demostracién. Supongamos que existe un homeomorfismo h = (hy, hy) : R¥ — X2 con
k impar. Definimos el homeomorfismo o : X% x X? : (a,b,¢,d) — (d,a,b,c) que cumple
o?: (a,b,c,d) — (c,d,a,b). Encontramos la contradiccién al considerar el homeomorfismo

o= (h"txhooo(hxh):R* - R>*
Resulta que ¢*(u,v) = (v,u). En efecto, como ¢? = (b= x h™') o2 o (h x h), tenemos:
(u,v) = (ha(uw), ha(u), b (v), ha(v)) = (ha(v), ha(v), ha(u), ha(u)) = (v, u).

Asi ©? es una aplicacién lineal luego su grado coincide con su determinante y este es
—1 cuando k es impar. Por otra parte si ¢ es una aplicacion diferenciable homotopa a ¢,
digamos via H, : 1) ~ ¢, entonces ¢? ~ 1% via H, o H,, por lo que

—1 = deg(¢?) = deg(¥?) = deg(v)* > 0,

contradiccion. O

10. FUNCIONES DE MORSE

En esta seccion introducimos las funciones de Morse, las cuales nos dan cierta informa-
cién acerca de la variedad sobre la que se definen. Nuestro objetivo es demostrar en una
seccion posterior el teorema de Poincaré-Hopf para funciones de Morse.

Sea f: M — R una funcion diferenciable. Los puntos criticos de f son aquellos a € M
para los que d, f = 0. Para los puntos criticos se puede definir la hessiana.
Proposicién 10.1. Si a es un punto critico de f:

1. Eziste una forma cuadrdtica d>f en T,M caracterizada por

daf(7'(0)) = (f 2 )" (0)

para cualquier curva diferenciable v : (—e,e) — M con v(0) = a.
2. Six: U — R™ son coordenadas de un entorno de a y b= xz(a), la composicion

1 d2
R™ 2 T,M 2 R

es la forma cuadrdtica asociada a la matriz hessiana de f = fox™L:

9% f
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Demostracion. Si 4 = x oy y 7; es su componente i-ésima

(F o)) = (ForV ) = Y S5 )

of
811-

Como a es un punto critico y v es arbitraria =~ (b) = 0. Si usamos esto después de derivar

de nuevo y sustituir en 0:

m m 82 r3
(020 = 30 - 000
i=1 j=1 "
Escribiendo 7'(0) = d,z(+'(0)) se siguen 1 y 2. O

Esta proposicién nos permite construir la siguiente definicion:

Definicién 10.2. Un punto critico a de una funcién f se llama no degenerado si la
hessiana de la proposicién anterior es no degenerada. Se dice que f es una funcion de
Morse si todos sus puntos criticos son no degenerados. Llamaremos indice de un punto
critico a a la dimensién del subespacio maximal V' C T, M para el que d2f|y es definida
negativa.

Las funciones de Morse tienen los puntos criticos aislados: esto es consecuencia del lema
de Morse que veremos mas adelante. En particular si M es compacta tiene una cantidad
finita.

Definicién 10.3. Si f : M — R tiene un nimero finito de puntos criticos definimos el
indice de la funcion como

Ind(f) = > (=1)*c,

k>0

siendo ¢, el nimero de puntos criticos con indice k.

Veamos que no so6lo hay funciones de Morse, sino que son féciles de construir.

Teorema 10.4. Si f : M C R" — R es una funcion diferenciable y (,) denota el producto
escalar en R™

fa(x) = f(l’) + (a,x)

es una funcion de Morse para casi todo a € R™.

Demostracion. Que una funcién sea de Morse es una cuestiéon local, por lo que podemos
restringirnos a un dominio de coordenadas (U, ¢). Por tanto f, es de Morse si y sélo si

faly) = faooly) = fou(y) + (a,0(y) = Fy) + (a, o(y))

es una funcién de Morse en U. Veamos que existe una funcién ¢ : N — R” tal que f, es
de Morse si y solo si a es un valor regular de g. En tal caso por el teorema de Sard f,
seria de Morse para casi todo a € R"™. Definamos

F:R"xU —R™ : (a,y) »—>gradyfa.
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Si usamos la notaciéon de subindice para componentes 1 <1,5 <my 1<k <n:

- 380 OF, Opp  OF,  0*fa
F; + ,  por tanto = = .
3yz ; dax Oy ° dy;  Oy;dy;

Este célculo nos da una relacién entre F y f, que nos servird para encontrar g:
JF = ((J)1H].).

Definimos N = F~1(0), variedad de dimensién n por el teorema de la funcién implicita:
rg(JF) > rg(Jy) = m por ser ¢ difeomorfismo. Ademas N es el conjunto de pares
(a,y) tales que y es valor singular de fa. Definimos ¢ como la proyeccién (a,y) — a.
Comprobemos cuando a es un punto regular de g.

Sea a un valor regular de g, es decir, ningtin (a,y) € N es punto critico de g, mientras
que y es critico de f,. Que a sea regular es por definicién que diay)9 : TlayyN — R™ sea
sobreyectiva. Como N tiene dimensién n sobreyectividad e inyectividad son equivalentes.
Como g es una proyeccion dq,,)g también y la inyectividad implica que (0,u) es tangente
a N en (a,y) siy sélo si u=0. Con esto, como T(,,) N = kerd,,)F, concluimos que

u=0 & 0=du,F0,u)=Hf,(u).

Por tanto, a es valor regular de g si y sélo si la hessiana de f, es no degenerada en los
puntos criticos, es decir, si f, es funcion de Morse. |

Si tomamos M = R™ hay una funcién de Morse muy sencilla: f(z) = >1" &;a2, con
g; = £1, que tiene un unico punto critico, no degenerado, y cuyo indice es snnplemente
el nimero de i’s con ¢; = —1. Esta funcion es una forma sencilla de representar funciones
diferenciables arbitrarias en entornos de puntos criticos no degenerados:

Lema 10.5 (de Morse). Si ¢ € M es un punto critico no degenerado de una funcion
diferenciable f, entonces existe una parametrizacion de un entorno de ¢, (U, ), tal que
la funcion adopta la forma

fop() = flo)+ et

Demostracion. De nuevo se trata de una cuestién local e invariante por difeomorfismos
por lo que podemos suponer ¢ =0y f: U — R con U = B(0,1) o un entorno convexo
del origen. También podemos tomar f(0) = 0. En primer lugar escribimos f como

:ingi(:c), gi(x) :/0 gi(tx) dt

Esta expresién es valida para cualquier funcién diferenciable que se anule en el origen para
1

convencerse de ello basta desarrollar f(z) = [, 2(f(tz))dt. Dado que g;(0) = =0

aplicamos de nuevo la férmula y simetrizamos:

m 1
= majhy(x), hy = 5(9@' +95i),  gij(x) =

ij=1

B:E

! dg;

o Oz;

(tz)dt.
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En general para cierto k > 1,

o) = (5 )

con D una matriz (k — 1) x (k — 1) diagonal con entradas £1 y E una matriz simétrica
de entradas h;j(x) para cierto k. Queremos probar por induccién que esto es cierto para
cada k con un cambio de coordenadas. Supongamos que en un entorno del origen

E &?Za: + E x,xj w

i,j=Fk

Si k = 1 la demostracién se mantiene quitando el primer sumatorio. Como af?aj; -(0) =
10Tj

2h;;(0) y 0 es un punto no degenerado, (h;;(0)) es invertible, y E(0) también. Con un
cambio de variables lineal en {zy, ...,z } se puede conseguir hg # 0 y por continuidad
se puede suponer que su signo ¢, es constante, quiza reduciendo U. Si cambiamos la

variable k-ésima
) = /(@) ix hix ()
UG

y mantenemos el resto se trata de un cambio de coordenadas, pues su determinante
jacobiano en el origen es g%’; = /|hxx(x)| # 0 y por tanto define un difeomorfismo local.
Si escribimos = = ¢ (y):

fowrly Z ey + hy ()}, + 2, Z zihix(z) + Z i hi; ()
i=k+1 1,J=k+1

2

i=1
1 (x)
= E .CE +hkk E .Clﬁzh
l’
i=1 ik
2

— hie() Z T hkk i)) + Z z;xjhi; ()

i—kt1 i j=k+1
= § 5%% + E yzyj z]
1,j=k+1

donde h;; procede de agrupar los términos z;x; con ¢,j > k y a continuacién componer
con . Con esto concluye la induccion y con k = m la demostracién. [

11. CAMPOS TIPO GRADIENTE

El gradiente de una funcién f : M — R se define como aquel campo grad(f) tal que

dof(-) = (gradf(a),-).

Es evidente que el gradiente tiene por ceros los puntos criticos de f, por lo que en el caso
de funciones de Morse estos son aislados.
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Dado un campo X, una funciéon f es de Lyapunov si es estrictamente creciente en sus
curvas integrales no constantes o/(t) = X («(t)). Cualquier funcién es de Lyapunov para
su gradiente:

(f 0 @)/ (t) = dagyf(grad f(a(t))) = ||lerad f(a(t))||* > ©.

El gradiente nos interesa para las funciones de Morse, pero el producto escalar no se
conserva al localizar funciones, por lo que introducimos los campos de tipo gradiente
como sustituto con las propiedades que nos interesan:

Definicién 11.1. Si f es una funcién de Morse en M se dice que un campo diferenciable
X es de tipo gradiente para f cuando se cumple:

1. Si @ no es un punto critico de f, d,f(X(a)) > 0.
2. Si @ es un punto critico de f existen coordenadas h : U — R™ tal que h(a) =0,

foh™ =fp)—wi = —aX @i+, wEeU)
y h.X |y = grad(f o h™1).

La primera condicién nos da que f sea de Lyapunov para el campo y la segunda nos
mantiene cierto parecido con el gradiente.

Proposiciéon 11.2. Toda funcion de Morse tiene un campo de tipo gradiente.

Demostracion. Elegimos un atlas {h,, U,} tal que o bien U, no contiene puntos criticos o
contiene solo uno, a, y en ese caso foh_! tiene la expresién del apartado 2 de la definicién
anterior (por el lema de Morse). Ademas, si es necesario reduciendo los abiertos, ningin
punto critico sera adherente a un abierto distinto al que pertenece.

Sean X, = (h_').grad(f o h ') y {6,} una particién diferenciable de la unidad subor-
dinada a {U,}. Veamos que el campo buscado es

X =) 6.X,
donde 6,X, se extiende por 0 fuera de U,. Si a no es critico, para todo « tal que a € U,
dof(Xa(a)) = dnao)(f 0 hy')(grady, o) (f 0 h3')) > 0.

Como al menos un 6,(a) > 0 se cumple la primera condicién de la definicién:

1S (X(@) = 3 bu(@)duf (Xa(a)) > 0.

Sia € U, es un punto critico, por la eleccion de atlas tiene un entorno V' C U, que
no interseca con ningin otro Ug, X|y = X,|v v ha con las coordenadas que cumplen la
segunda condicion. O

Concluimos la secciéon con un resultado que relaciona el signo de un campo tipo gra-
diente en un punto critico y el indice de su funcion de Morse en ese punto.

Lema 11.3. §i f: M — R es una funcion de Morse, X un campo tipo gradiente y a un
punto critico de indice k, entonces d, X : T,M — T,M y sign, X = (—1)*.
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Demostracion. Sea ¢ : B(0,1) — U® una parametrizacion de Morse de un entorno de
a = ¢(0) tal que X, = dyp(grad(f o v)(y)) para y € B(0,1). Buscamos derivar la
igualdad en y = 0, para ello vemos el lado derecho como la siguiente composicién:
evaluacién
y = (dyp, Yy) " = " dyp(Y)),

bilineal
donde Y = grad(f o o). Al derivar la composicién y evaluar:

en (dop,0)

u TS (k, doY (1) TS #(0) + dop(doY (1) = dogp(doY ().
Dado que al derivar X, obtenemos d,X o dyp, la igualdad
do X o dop = dop o doY’
junto a la sobreyectividad de dyp nos dice al mismo tiempo que d, X : T,M — T, M y que
signy Y = sign, X. Lo ilustramos con el siguiente diagrama, el cual muestra como por ser

dop un isomorfismo, sea cual sea la orientaciéon en T, M, d, X la conserva si y sélo si dyY
conserva la de R™:

d, —1
{ug, ..., up} % {v1,..., 0}
daXl ldoY
d
(o} €2 )

El cdlculo del signo de Y en 0 es inmediato:

—1d 0 . .
do(grad(f o)) = ( 0 k Idmk) = (—1)* =sign, Y = sign, X.

El resultado anterior tiene la siguiente consecuencia importante:

Corolario 11.4. Dada una funcion de Morse f : M — R sobre una variedad compacta,
el conjunto de sus puntos criticos {a;} y un campo de tipo gradiente X :

Ind(f) = Z sign, X

12. TEOREMA DE POINCARE-HOPF PARA FUNCIONES DE MORSE

En esta seccion vamos a demostrar el teorema de Poincaré-Hopf para funciones de
Morse, el cual nos dice que el indice de estas sélo depende de la variedad, es decir, es el
mismo para todas.

Dado que hemos definido el grado para aplicaciones propias y el teorema va a involucrar
el grado de una aplicacién de Gauss, que tiene imagen compacta, vamos a restringirnos a
M compacta. Gracias a esta restriccién sabemos que el indice de las funciones de Morse
esta definido.

Ademas, siempre podemos considerar un entorno tubular U de M en cualquier R" que
la contenga, con retraccion diferenciable r. Gracias a la compacidad de M sabemos que

hay otro entorno N de M, dado por la inecuacion Hx —r(x) ||2 < ¢% para un € menor que el
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radio de U. Este entorno tiene por borde el conjunto de puntos que estan a una distancia
de M, por lo que se trata de una hipersuperficie dada por la ecuacion Hx —r(z) H =¢. Una
consecuencia inmediata es que N es orientable independientemente de la orientabilidad
de M, pues tiene como aplicacién de Gauss al gradiente de la ecuacion anterior:

n:ON — S nx)==(r—r)).

En estas condiciones:

Teorema 12.1 (de Poincaré-Hopf para funciones de Morse). Si f : M — R es una
funcion de Morse y n la aplicacion de Gauss del borde del entorno tubular:

Ind(f) = deg(n).

Demostracion. Sea X un campo tipo gradiente de f, con puntos criticos {a}. Definimos
en el entorno tubular NV:

Yo =2 —r(z)+ Xy

y queremos comprobar que 0 es un valor regular de Y : N — R". Como X, (,) € T,)M,
que es perpendicular a x — r(a), Y, = 0 si y s6lo si a € M y es punto critico de f. En ese
caso:

1. Y|y = X, por lo que d,Y |, = d X.
2. 7|(q+1,mtynN = @, por lo que d,Y |7, a0 = Idg, pre.

Hemos deducido que d,Y = d, X ®Idr, 5,1 Como a es un punto critico no degenerado, d, X
es un isomorfismo, e Idr, ;1 también lo es, luego a es un punto critico no degeneradode Y y
0 es un valor regular de Y. Ademaés la igualdad anterior nos proporciona sign, ¥ = sign, X.
Si sumamos en la preimagen de 0, es decir en los puntos criticos de f, por el corolario
11.4:

Ind(f) = Z sign, X = Z sign,, Y.
k k

El segundo paso de la demostracién consiste en comprobar:
deg (Y/HYH ‘8N> = Zsignak Y.
k

Hemos visto que Y ~1(0) son los puntos criticos de f y que 0 es valor regular de Y, por
tanto existen entornos disjuntos Uy, de los ay tales que Y|y, es difeomorfismo entre Uy
y una bola abierta B de centro 0. Si escogemos una bola cerrada D C B y definimos
Vi = Y7Y(D) N Uy, al restringir Y de nuevo tenemos difeomorfismos Y|y, : Vx — D, y
Vi es una variedad con borde 0V}, que Y lleva a dD. Al quitar el interior de los V;, a N
obtenemos una variedad V' = N \ Uint(V}) con borde ON U 0Vi. Nétese que 9V}, tiene
la orientacién opuesta como borde de V' a la que tiene como borde de V.
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Como Y no se anula en V, Y/||Y]| estd definida en V', y podemos aplicar el teorema
del borde 8.8:

deg (/Y lll) + D deg (Y/IV [, ) = 0.

donde 0V}, se orienta como borde de V. Como esa orientacién de 0V}, es la opuesta como
borde de V,, tenemos

deg (Y/I¥ ) = D deg (Y/IV 1, ) -

donde 0V, se orienta como borde de Vj. Si § es el radio de D tenemos Y/||Y |||av, = Y/d]av;,
y como la homotecia 1/§ conserva la orientacion:

deg (Y/IV [, ) = D deg( ¥y, ).

Como Y|gy, es un difeomorfismo su grado serd +1, y el signo lo determinard si conserva
o invierte la orientacién. Este signo es sign, Y para cualquier x € Vi, en particular para
ay, v obtenemos la igualdad que queriamos.

El dltimo paso consiste en comprobar que Y/||Y|||sn v 1 son homdtopas. En primer
lugar observamos que son aplicaciones de ON a S"~! sin imégenes antipodales:

1 @)+ X, [Yall

) S e T X

(= r(2)) =2 —r(r) + Xow)

& — (1 + ”i—”"”) (@ —r(z)) = Xo(@),

lo que es imposible por ser perpendiculares y no nulos, pues x # r(x) fuera de M. Por
tanto podemos definir la homotopia habitual:

o = Y/ lYel + (1= ()
Fe 1Yo/ Yell + (1 = t)n() ||
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Finalmente, como ambas aplicaciones son hométopas tienen el mismo grado y conclui-
mos la demostracion:

Ind(f) = 3" sign,, ¥ = deg (Y/[ V][ ) = deg(n).

13. ELEMENTO DE VOLUMEN Y CURVATURA DE HIPERSUPERFICIES

El objetivo de esta seccion es introducir de forma concisa los conceptos de elemento de
volumen y curvatura con el fin de enunciar y probar el teorema de Gauss-Bonnet en la
siguiente.

Definicién 13.1. Dada una orientacién en M C R”, una forma diferencial €2 es un
elemento de volumen si

Qp(ug, o yuy) =1 para todo x € M
cuando {uq, ..., u,} es una base de T,,M compatible con la orientacién y ortonormal con

el producto escalar de R".

Si existe el elemento de volumen es Unico, pues una forma alternada de grado m esta
determinada por su evaluacién en una base. El volumen de una variedad es la integral de
su elemento de volumen.

Proposicién 13.2. Si M C R™! es una hipersuperficie orientada con aplicacion de
Gauss v, la forma diferencial

Q= det(v, )
es el elemento de volumen de M.
Demostracion. Para cada x € M si {uj,...,u,} es una base ortonormal de T, M compa-
tible con la orientacién que determina v entonces {v(z),uy,...,u,} es base ortonormal

positiva de R™*! y por tanto
(Qpr) (U, ..y uy) = det(v(x), ug, ..., up) = 1.
]

A continuacién definimos la curvatura y comprobamos su relacién con los elementos de
volumen de M y S™.

Definicién 13.3. La curvatura de Gauss de una hipersuperficie orientada M C R™*! es
la funcion

K:M—R: z— K(z)=det(d,v),

y la curvatura integra de M es la integral

M



32 JAVIER GONZALEZ DOMINGUEZ

Proposiciéon 13.4. Los elementos de volumen de M y S™ se relacionan por v*Qgm =
det(dv)Qy = KQur y en consecuencia la curvatura integra es proporcional al grado de la
aplicacion de Gauss de M :

K :/ KQy :/ vV Qgm = deg(l/)/ Qgm = deg(v)vol(S™).
M M sm

Notese que vol(S™) es una constante que sélo depende de la dimension.

Demostracion. Si a € M los planos tangentes T, M y T,)S™ coinciden, y tanto (2a)q
como (Ssm),(q) son la restriccién de det(v,-) a T,M = T,,)S™, en consecuencia:
(" Qs . )
= (Qsm)u(a)(dav(u1), ..., dat/(Uy,)) = det(v(a), dov(wr), .. ., dov(tp,))
= (Q)a(dav(ur), ..., do(Up)) = det(dov) (Qnr)a(tr, - .o Un)
= K(a)(Qpr)altg, ..., up).

Por tanto KQ,; = v*Qgm v la formula del enunciado es la definicién de grado. 0

14. EL TEOREMA DE GAUSS-BONNET

Un invariante topoldgico bésico de la Topologia Algebraica es la caracteristica de Euler.
Este nimero permite distinguir algunas variedades e interviene en muchas propiedades
importantes. Para una variedad compacta se puede definir con la cohomologia de de Rham

CcOo1mo
m

X(M) =" (=1)* dim H*(M).
k=0
La dualidad de Poincaré nos permite afirmar que x(M) = 0 si m es impar. En efecto
dim HP(M) = dim H™?(M) y por tanto:

m (m—1)/2
X(M) => (=D)Fdim B¥M) = > (D1 + (=1)™) dim H*(M) = 0.

Un resultado principal de la teoria de Morse es:

Teorema 14.1. El indice de una funcion de Morse de una hipersuperficie orientable M
es su caracteristica de FEuler

Ind(f) = x(M).

Una consecuencia inmediata de esto es otra prueba de que x(M) = 0 cuando M tiene
dimension impar: si f es una funcién de Morse de M, también lo es —f, y

14.1 )
X(M) =Ind(f) = Ind(—f) = —Ind(f) = —x(M),
donde la igualdad (*) resulta de que las derivadas son lineales, luego cambian de signo
con f. Para probar 14.1 hay que profundizar en la teoria mas alld del alcance de esta
memoria. Lo que si haremos es mostrar como el célebre teorema de Gauss-Bonnet puede
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deducirse de 14.1 mediante el teorema de Poincaré-Hopf de la seccion anterior. Antes de
otra cosa observemos que estos dos resultados se resumen en el siguiente.

Proposicién 14.2. Si n es la aplicacion de Gauss del borde de un entorno tubular de
radio constante de una hipersuperficie orientable M, entonces:

deg(n) = x(M).

Pasemos ya a Gauss-Bonnet, que se enuncia para dimensién par porque como hemos
dicho x = 0 en dimensién impar:

Teorema 14.3 (de Gauss-Bonnet). La curvatura integra de una hipersuperficie orientable

M de dimension par m es:
K = $vol(S™)x(M).

Antes de demostrarlo veamos qué relacién hay entre los grados de la aplicacién de
Gauss v de la variedad y la de un entorno tubular suyo 7. En primer lugar observamos
que, manteniendo la notacion de la seccién anterior, el borde ON consiste en 2 copias de
M, descritas como:

My ={zy=a+tcv(zx)|ze M},
donde ¢ es el radio de N. La restriccion de la retraccion r a una de las copias es un
difeomorfismo entre esta y M, con inversa x4 (x). Las derivadas de las inversas son

Id +ed,v,

por lo que 7|y, conserva la orientacion y 7|y la invierte.

ION

(=)

El grado del difeomorfismo antipodal en S™ es (—1)™, por tanto, como 9|y, = £vor|y,:

deg(n) = deg(n|ar, ) + deg(n|a_) = deg(v o r|ar, ) + deg(—vor|y)

— deg(v) + (~1)"deg() = {

0 si m es impar
2deg(v) sim es par

Por tanto por 14.2

_Jo si m es impar (como sabemos)
X(M) = { 2deg(v) sim es par.
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Demostracion. (de 14.3) Basta con reunir el cdlculo anterior para m par y 13.4:

r = deg(v)vol(S™) = 1vol(S™)x(M).

Vamos a explicitar los resultados anteriores en el caso de las superficies orientables.

Ejemplo 14.4. Esfera S?. Si estudiamos la esfera unidad en R3, 22+ 2% + 22 = 1, nuestro
candidato a funcién de Morse es f(z) = xg. Llamamos polo norte a zny = (1,0,0) y sur
a rg = (—1,0,0). Veamos que los tinicos puntos criticos de f son zy y xg y que son no
degenerados.

En primer lugar parametrizamos la esfera mediante las proyecciones estereograficas desde
el polo norte y sur:

o) — [ +Hyl? 2u 2y,
) - 2 29 2 ’
L+yll”  T+[yll” 1T +]yll
ostry) — [ 1 —llyl? 2w 2y,
) - 29 29 2 .
L+{lyll™ T+lyll™ 1+ [yl

La obtencién de puntos criticos es inmediata:
A(f o pn) () = y; A(f o ps) - —4y;
= 2o = 2o
0yi (L+]lyl")? Py (L+]lyl")?

En ambos casos el tnico punto critico es el origen, que se corresponde con rg y Ty
respectivamente. A priori ya sabemos sus indices y que son puntos no degenerados, pues
f es continua sobre compacto luego alcanza méximo y minimo, y por ser f diferenciable
y M no tener borde los extremos son puntos criticos. Resulta que la hessiana en un polo
serd definida positiva y en el otro definida negativa. En efecto, si calculamos la matriz
hessiana de la localizacién obtenemos:

Hesso(fogoN):él((l) (1)> Hesso(fogps)zél(_ol _01)

Comprobamos que x(S?) = Ind(f) = (=1)° + (=1)? = 2.

Méaximo, indice 2

Minimo, indice 0

Ejemplo 14.5. Toro T?. Si “colocamos el toro en vertical” tomamos como f la res-
triccién de (z,y,2) — z a la variedad. Veamos que en efecto es funcién de Morse. La
parametrizacién que vamos a usar, con la que se especifica bien la variedad, es:

o(u,v) = ((2 + cosu) cosv, —sinu, (2 + cosu) sinv + 3) .
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Por tanto la localizacién de f es f (u,v) = (2 + cosu)sinv + 3 y los puntos criticos son
los que tienen por coordenadas: (0,7/2), (0,37/2), (m,7/2) y (m,37/2). En un punto
cualquiera la matriz hessiana es:

— CcosusSinv — Sin % Cos v
—sinucosv —(24cosu)sinv )’

que al sustituir en los 4 puntos criticos da:

(0 56035656

Es decir, f es de Morse y tiene indice 1 — 2 + 1 = 0, por lo que se verifica
V(T2) = Ind(f) = 0.

Maximo, indice 2

Punto desilla,
indice 1

Punto dessilla,
indice 1

Minimo, indice 0

El teorema de clasificacion de superficies compactas nos dice que las superficies com-
pactas orientables son homeomorfas a la esfera S? o a la suma de g toros T2# - - - #T2.
Dado que la caracteristica de Euler se conserva bajo homeomorfismo, podemos deducir-
la calculando el indice de la altura (z,y,z) — 2z como funcién de Morse de los g toros
colocados en vertical.

Maximo, indic€ 2 .y

Puntos dessilla,
indice 1

¥
0
2}

Puntos de silla,
indice 1

Ko
2R N VAR NS

7 xS

Puntos dessilla,
indice 1

AN
o

Minimo, indice 0 ...

Esta funcion tiene un maximo y un minimo, y dos puntos de silla por cada toro, por
tanto Ind(f) =1—-2g+1=2—2g.
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15. EL TEOREMA DE REEB

Una funcién de Morse definida en una variedad compacta siempre tiene al menos dos
puntos criticos: el maximo y el minimo, que existen por continuidad y compacidad. El caso
de la esfera S? visto en la seccién anterior se generaliza sin dificultad a dimensién arbitra-
ria: la coordenada xy de S™ : 23 4 --- + 22, = 1 es una funcién de Morse con dos puntos
criticos ro = 1. En esta secciéon veremos como este hecho caracteriza topoldgicamente a
las esferas.

Teorema 15.1 (de Reeb). Siuna variedad compacta M de dimension m tiene una funcion

de Morse f: M — R con sélo dos puntos criticos, entonces M es homeomorfa a la esfera
S™.

El que esta caracterizacion sea topoldgica es fundamental: existen variedades compactas
con una funcién de Morse que tiene exactamente dos puntos criticos que no son difeo-
morfas a la esfera. Son las denominadas esferas exdticas, que Milnor describié en 1963
precisamente usando esta caracterizacion topolégica.

Para probar 15.1 necesitamos un resultado inicial de teoria de Morse que probamos a
continuacion.

Proposiciéon 15.2. Sea f : M — R una funcion diferenciable definida en una variedad
compacta y conexa M. Si [a,b] C im f no contiene valores singulares y definimos M¢ =
{x € M : f(z) <c}, entonces M® es difeomorfa a M.

Demostracidn. Por hip6tesis £ = grad(f) no se anula en f~'([a,b]), por lo que podemos
definir el campo:

) - @)

1€ () 11>

Por ser M compacta X genera un flujo completo ¢, : M — M. Dado x € M fijo,
consideramos la funcién

t— f(e(x)), t € R.
Como 4 p,(z) = X (p(x)), derivando:
4 () = o (550D ) = €re)): o) = (€l Ky = 1.

Concluimos que f(¢:(z)) =t + f(x). Veamos como esto implica que @, : M — M es
un difeomorfismo que transforma M® en M®. Primero comprobamos ¢, _;(M®) C My a
continuacién el contenido contrario. Si x € M® entonces f(z) < b y:

flpab(z)) =a—b+ f(x) <a—b+b=a, luego g,p(z) € M.

El otro contenido es equivalente a ¢, ', (M%) = ¢} ,(M?®) C M®, y se prueba del mismo
modo: si x € M*, f(z) < a, entonces

flopa(x)=b—a+ f(z)<b—a+a=0b, luego g, .(x)€ M.
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Deducimos de esto, segiin enunciamos:

Demostracion. (de 15.1) Como M es compacta un punto critico es un minimo f(Zmm) = a
y el otro un maximo f(xns) = b. Por el lema de Morse 10.5 para cierto £ > 0 tanto
M = f~Y[a,a +¢€]) como N = f~1([b — &,b]) son difeomorfas a bolas cerradas de
dimensién m. Ademas por la proposicién anterior M+ es difeomorfa a M*=¢ = f~!([a, b—
g]). Por tanto M = f~'([a,b]) es la unién por el borde de dos bolas cerradas By, By de
dimensiéon m, veamos cémo esto implica que M es homeomorfa, y no necesariamente
difeomorfa, a la esfera S™. Vamos a denotar por Sy a los hemisferios superior e inferior
de la esfera respectivamente, y por E al ecuador.

Tenemos un difeomorfismo h : M*~¢ — S_ que induce otro hlgyp-- : OM*™° — E,
y debemos extenderlo de IM®~¢ = f~1(b —¢) = ON a todo N. Como N es una bola
cerrada, esta extension existe continua, pero no necesariamente diferenciable. En efecto,
si entendemos (via difeomorfismo) N y S} como la bola ||z]] < 1y los bordes ON y 95
como la esfera ||z|| = 1, la aplicacién

h:N—S,, %(x):{ ”xHh(Hi—”) six #0,

0 six =0
es un homeomorfismo (no siempre diferenciable en el origen) bien definido. Es claro que
junto con h define el homeomorfismo entre M y S™ buscado. O
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