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Introduccion |

Esta introduccién recoge, en sus dos primeros epigrafes, las descripciones de los sistemas de colas con
reintentos, de los sistemas de colas con llegadas negativas y de los sistemas con mecanismo de aclarado
estocastico, acompaiiadas de los antecedentes histéricos mas relevantes y de las lineas de investigacién
actuales. En el iiltimo epigrafe se presentan comentarios relativos a los objetivos y a la estructura de la
memoria. i
|
Introduccién a los sistemas de colas con reintentos |

|

En una red telefénica, el comportamiento de cada abonado que obtiene como respuesta una sefial de
ocupacion al efectuar su llamada, habitualmente consiste en repetir su demanda hasta lograr la conexidn
requerida. Por ello, el trifico global de llamadas que circulan en la red telefénica debe ser disociado en
dos flujos diferentes: el flujo de llamadas originales, que refleja las necesidades reales de los subcriptores
de la red; y el flujo de lamadas repetidas, consecuencia del bloqueo en los accesos previos. Los modelos
clisicos de sistemas telefénicos, los sistemas de colas con pérdidas, no tienen en cuenta la estructura real
de la red y, por ello, no pueden ser aplicados en la resolucién de un nimero importa]nte de problemas.
Una segunda clase de sistemas de colas, conocidos como sistemas con reintentos, permite solventar esta
deficiencia. Los sistemas con reintentos tienen como principal caracteristica que cada ¢liente que llega al
sistema. y encuentra ocupados a todos los servidores accesibles para él, abandona el & area de servicio para
repetir su demanda algin tiempo después. En la actualidad esta descr1pc1on Juega un papel importante
en redes de ordenadores y en redes de telecomunicaciones.

Los primeros trabajos de investigacidn con alusiones relativas a sistemas de colas con reintentos
aparecieron a finales de la década de los afos cuarenta. Los primeros comentarios fueron posiblemente
los recogidos en Kosten (1947). Sin embargo, se considera como origen de los sistemas de colas con rein-
tentos al articulo de Cohen (1957) titulado 'Basic problems of telephone traffic theory and the influence
of repeated calls’, donde se analiza exhaustivamente el sistema M/M/c, ¢ > 1, con reintentos y clientes
impacientes. El andlisis de Cohen presenta una considerable complejidad. Sus soluciones aparecen en
términos de integrales de contorno que son reducidas a funciones conocidas en el caso ¢ = 1. Para el caso
¢ > 1 se incluyen resultados numéricos basados en la truncacién del modelo, que extienden el estudio
precedente de Wilkinson (1956). También se estudian algunos comportamientos limit'e del sistema.

l

Desde el articulo de Cohen, han sido publicados alrededor de 250 trabajos de investigacmn en un
amplio nimero de revistas internacionales y actas de conferencias que abarcan dlferentes ambitos como:
Probabilidad y Fstadistica Malemdlica, Investigacién Operativa, Ingenieria de Telecomumcaczones, In-
formdtica, etc.. Una significativa contribucion al desarrollo de estos modelos es debida a los cientificos
de la antigua Unién Soviética, cuyos trabajos han sido tradicionalmente publicados en revistas de lengua
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rusa, de escasa difusién, y con traducciones al inglés no disponibles en su totalidad.

Algunos textos dedicados a la teoria de colas y a la teoria de teletrafico contienen secciones o comen-
tarios referidos a sistemas de colas con reintentos. Una breve lista de estas monografias incluye, entre

otros, a los libros de Bear (1988), van Dijk (1993), Riordan (1962), Syski (1960) y Wolff (1989).

Los sistemas con reintentos han sido sintetizados en tres amplios surveys publicados recientemente:
Falin (1986a,1990) y Yang y Templeton (1987). Ademds de una amplia bibliografia, estos trabajos con-
tienen los principales resultados desarrollados para los modelos de colas con reintentos de tipo M/G/1y
sus variantes (llegadas en grupo, clientes heterogéneos, clientes no persistentes, etc.), los modelos de tipo
M/M/c, los métodos numéricos existentes para calcular la distribucién limite, el analisis asintético bajo
trafico pesado y trifico ligero, etc..

Un modelo de colas con reintentos consiste en un sistema de colas, con ¢ > 1 servidores o canales,
que opera del siguiente modo. Cada cliente que llega al sistema y encuentra un canal vacio, comienza
inmediatamente a ser servido y abandona el sistema en el instante de finalizacién del servicio. En caso
contrario, el cliente se une a un grupo de clientes insatisfechos llamado drbita. De forma independiente,
cada cliente de la érbita intenta el acceso a los canales de acuerdo a un proceso de Poissen de intensidad
p > 0. Las longitudes de los intervalos de tiempo separando dos llegadas consecutivas y los tiempos de
servicio siguen distribuciones generales con funciones de distribucién A(z) y B(z), respectivamente. Se
asume que el flujo de llegadas originales, las longitudes de los intervalos separando sucesivos reintentos y
los tiempos de servicio son mituamente independientes.

Es posible denotar a los modelos de colas con reintentos utilizando la notacién de Kendall A/B/c/K,
donde A y B representan la distribucién del tiempo entre dos llegadas consecutivas y la distribucion del
tiempo de servicio, respectivamente, ¢ denota e] nimero de canales y I es la capacidad de la drbita. Es
habitual omitir la componente K de la notacién cuando K = oo. El estado del sistema en cada instante ¢
es basicamente descrito por el par (C(t), @(1)), donde C(t) indica el mimero de canales ocupados y Q()
representa el mimero de clientes presentes en la drbita.

La diversidad de las dreas de aplicacidn, la naturaleza de los resultados obtenidos y los métodos de
analisis empleados permiten considerar a la teoria de colas con reintentos como una parte notable de la
teoria general de sistemas de colas, dotada de un profundo interés intrinseco. En las actas de los Congresos
Internacionales de Teletrafico (International Teletraffic Congress, ITC) puede ser encontrada abundante
informacién sobre los campos de aplicacidn de este tipo de modelos. En este sentide, a continuacién se
destacan algunas aplicaciones coneretas.

En redes locales de comunicacién (LAN), uno de los protocolos mas utilizado es conocido con el nom-
bre de protocolo CSM A (Carrier-Sense Multiple Access). Habitualmente una red LAN esta formada
por K < oo estaciones o procesadores conectados entre si por un solo bus. Mensajes de longitud variable
llegan a las estaciones de la red desde el exterior de ésta. Cuando un mensaje accede a la red desde el
exterior, la estacién receptora divide éste en un cierto nimero de paquetes de tamaiio fijo € inmediata-
mente chequea el estado del bus. Si el bus esta libre, uno de los mensajes es transmitido a otra estacidn
y el resto de los paquetes son almacenados en un buffer para ser transmitidos con posterioridad. Si el
bus estd ocupado, todos los paquetes pasan a formar parte del buffer. Cuando el procesc que gobierna
la llegada de clientes a la red es un proceso de Poisson, la conexién de cada estacién con el bus puede
ser modelizada mediante un sistema de colas de tipo M/G/1 con llegadas en grupo y reintentos. El bus
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corresponde al servidor y el buffer es la érbita. En Choi y otros (1992) y sus referencias se describe mas
exhaustivamente la incidencia del fendmeno del reintento sobre el protocole CSMA.
|
]
En Falin (1995a) y Ohmura y Takahashi (1985) se describe la aplicacién de un modelo con reintentos
al estudio del tiempo de espera en sistemas controlados mediante discos magnéticos de, memoria.

Las aplicaciones de los sistemas de colas con reintentos a redes telefénicas reales éon multiples. A
modo de e¢jemplo pueden citarse los trabajos de Harris y otros (1987), Inamori y otros (1985) y Kelly
(1986).

Debido a la complejidad de los modelos de colas con reintentos, los resultados analiticos son general-
mente dificiles de obtener. Sin embargo, existe un buen nimero de métodos aproximados y numeéricos.
Una clasificacién habitual, aunque arbitraria, de los sistemas de colas con reintentos distingue entre tres
grandes grupos de modelos: sistemas con un unico canal, sistemas con varios servicios y sistemas estruc-
turalmente complejos.

Atendiendo a la importancia que tiene el modelo de tipo M/G/1 con reintentos en la presente memo-
ria, a continuacién se exponen algunos comentarios relativos a los trabajos mas releva.ntes sobre este
sisterna y sus principales variantes.

|

Los primeros resultados para el sistema M/G/1 con reintentos fueron dados por Keilson y otros (1968),
quienes analizaron la distribucién limite del proceso (C(t), @(t)), cuando ¢t — oo, mediante argumentos
basados en la introduceién de la variable suplementaria £(t), definida como el tiempo ‘gie servicio consu-
mido por el cliente que ocupa el canal. Férmulas explicitas para la distribucién limite del par (C(t), Q(t)),
cuando ¢ — oo, son dadas en Jonin y Sedol (1970) cuando se asumen tiempos de servicio exponencial-
mente distribuidos. Independientemente de Keilson y otros (1968), en los trabajos de Aleksandrov (1974)
y Falin (1975) se han utilizado procedimientos diferentes para estudiar la distribucién limite cuando la
distribucién de los tiempos de servicio es general. La ley de descomposicién estocdstica para el modelo
M/G/1 con reintentos y sus variantes ha sido sugerida por algunos autores. El uso de esta propiedad
con la finalidad de deducir formulas explicitas para los momentos del nimero de clientes en érbita fue
mencionado en Artalejo y Falin (1994). En Yang y otros (1994) se muestra que la ley de descomposicién
estocdstica se mantiene incluso cuando los tiempos de reintento son generales. Métodos, algoritmicos para
el cdlculo de la distribucién limite han sido desarrollados por de Kok (1984) y Schellhaas (1986). Su argu-
mentacién aprovecha las propiedades de los procesos regenerativos (ver Stidham (1972)) y la propiedad
PASTA (Poisson arrivals see time averages) de Wolff (1982). |

Desde su consideracién por Kendall (1953), las técnicas basadas en el estudio de cadenas encajadas
han tenido una notable importancia en la teoria de colas, gracias a la sencillez que ofrecen frente a las
técnicas mas clasicas, como la inclusién de una variable suplementaria. La funcidén géneratriz de la ca-
dena de Markov encajada en los instantes de finalizacién del servicio fue calculada por Falin (1976), quien
observé su coincidencia con la funcidn generatriz de la distribucidn limite de N(t) = C(t) + Q(t), cuando
t — oco. La clasificacién de los estados de la cadena encajada puede ser realizada con la ayuda de los
resultados clasicos basados en las tendencies medias de la cadena. f

La contribucién mads importante al estudio de la distribucién del tiempo virtual de espera, W, fue dada
por Falin y Fricker (1991). En su trabajo es fundamental el método de las marcas colectivas, que permite
traducir el calculo analitico de la transformada de Laplace-Stieltjes de W a términos probablhstlcos Una
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descripcién alternativa del tiempo virtual de espera mediante el numero de reintentos realizados por un
cliente que llega al sistema en el instante ¢, R(t), fue propuesta en Falin (1986b), cuando se asumen
tiempos de servicio exponenciales, y posteriormente extendida al caso general en Falin y Fricker (1991).

El analisis del periodo de ocupacién del sistermna, basado en el uso del método de las marcas colectives
{ver Falin (1979a)), ha permitido estudiar el comportamiento del sistema en régimen no estacionario. En
Falin (1990) se expone un método analitico alternativo para calcular la transformada de Laplace-Stieltjes
de la longitud del periodo de ocupacién, L. La técnica de las ecuaciones convolutivas de Choo y Conolly
(1979) permite calcular recursivamente los momentos de L, pero la aplicabilidad del métado esta limitada
al caso de tiempos de servicio distribuidos exponencialmente.

El conocimiento de la distribucidn de la cadena de Markov encajada en los intantes de finalizacién
del servicio permite analizar los procesos de finalizacién y de comienzo del servicio, cuando se asume la
ergodicidad del sistema (ver Falin (1978,1979b,1990)).

La teoria general de ordenacién estocastica {(ver Stoyan (1983)) permite completar la descripcién
bésica del sistema M/G/1, obteniéndose resultados de monotonia y cotas superiores de los vaiores mas
significativos del sistema (ver Khalil y Falin (1994) y Liang y Kulkarni (1993)).

Aproximaciones de difusién y de flujo de fluidos han sido abordadas por varios autores. Algunas de
las contribuciones més significativas son Anisimov y Atadzanov (1992), Falin (1991) y Lukashuk (1990).
En Greenberg (1989) se extiende la filosofia de la propiedad PAST A a los modelos con reintentos, lo cual
conduce a una cota superior de las caracteristicas del sistema. La mas reciente de las aproximaciones,
basada en la teoria de la informacion, fue descrita por Artalejo (1992) y desarrollada por Falin, Martin
¥ Artalejo (1994).

En la literatura se recogen numerosas generalizaciones del modelo principal de tipo M/G/1 con rein-
tentos. A continuacidn se resumen las mas significativas.

La modelizacién ¢ldsica del sistena M /(G/1 con reintentos asume que cada cliente que se ve bloqueado
en su acceso al servicio genera su propio flujo de repeticiones hasta encontrar €l servicio vacio. Entonces,
la longitud del intervalo de tiempo separando dos reintentos sucesivos se distribuye exponencialmente con
intensidad ju, cuando el tamafio de la érbitaes j > 0. No obstante, existen otros modelos con reintentos
donde la politica que controla el acceso al servicio es independiente del nivel de congestién de la érbita.
Por ejemplo, supéngase que los clientes presentes en la érbita pueden ser ordenados y que sélo el primero
de ellos puede reintentar acceder al servicio. De este modo, los intervalos separando dos reintentos suce-
sivos siguen distribuciones exponenciales de pardmetro o > 0, siempre que la érbita no esté vacia. Esta
politica de reintento constante fue introducida por Fayolle (1986), quien investigd un sisterna telefénico
de tipo M/M/1 con reintentos en el cual el primer cliente de la 6rbita, al verse bloqueado en su intento
de acceso al servicio, retorna a la tiltima posicién de la érbita (es decir, se asume la existencia en la érbita
de una cola con efecto feedback). El sistema M/G/1 con reintento constante fue analizado por Farah-
mand (1990), proporcionando diferentes interpretaciones y situaciones pricticas donde esta disciplina de
reintento tiene lugar. Martin y Artalejo (1995) completaron el analisis del modelo M/G/1 con reintento
constante en el dmbito mas general de un sistema con dos tipos de clientes impacientes. Frecuentemente
la modelizacién del protocolo CSM A aparece asociada a la disciphina de reintento constante (ver Choi
¥ otros (1993)). Es interesante observar que la existencia de un orden en la érbita permite desarrollar
modelos de tipo M/M/1 con distribucién general de reintento (ver Choi y otros (1993)). La definicién de
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una disciplina capaz de unificar las dos politicas de reintento puede encontrarse en Martin y Gomez-Corral

(1995), donde se asume que las longitudes de tiempo separando dos reintentos consecutivos estdn expo-

nencialmente distribuidas con intensidades a(1—6p;)+jg, cuando en la érbita hay presef?tes J 2 O clientes.
t

En los sistemas con llegadas en grupo se asume que en cada instante de llegada se incorporan & nuevos
clientes con probabilidad ¢¢, k > 1. Si el canal estd ocupado, todos los clientes se unén a la drbita. En
caso contrario, uno de los clientes es seleccionado para ocupar el servicio y los restantes pasan a engrosar
la érbita. Esta modificacién del sistema cldsico fue considerada por primera vez por Falin (1976), quien
utilizé la distribucién de la cadena de Markov encajada en los instantes de finalizacién del servicio para
calcular la distribucién limite del par (C(t), Q(2)), cuando t — oo. El andlisis del periodo de ocupacién
y el estudio del sistema en régimen no estacicnario fueron abordados en Falin (1981). -

§
b

La existencia de clientes prioritarios en sistemas de colas con reintentos es introducida en Falin {1985),
donde se calcula la distribucién limite conjunta del niimero de clientes prioritarios y del nimero de clientes
no prioritarios presentes en el sistema, bajo disciplina de prioridad del tipo kead-of-the-line. Este mismo
resultado fue logrado independientemente por Choi y Park (1990). El mistmo modelo fue estudiado en
mayor profundidad por Falin y otros (1993) (cadena de Markov encajada, descomposicién estocdstica,
teoremas limite, etc.). Recientemente, Choi y otros (1995) consideraron la mod1ﬁcac1on consistente en
asunir que la capacidad de la linea de espera es finita.

Las nociones de cliente no persistente y de cliente impaciente han sido introducidas en los sistemas de
colas con reintentos con la finalidad de modelizar ciertos sistemas telefénicos donde existe la posibilidad
de abandonar el sistema sin recibir servicio. El trabajo de Cohen (1957) fue el primer precedente donde
es estudiado un sistema con reintentos y clientes impacientes. En el modelo con clientes no persistentes
se asume que cada cliente tiene la posibilidad de abandonar el sistema cuando se ve' bloqueado en su
acceso al servicio. En el caso mds general, se define el vector (Hy, Hy, Hj, ...), conocido como funcién de
persistencia, donde H; es la probabilidad de continuar en el sistema tras el j-ésimo reintento bloqueado.
El caso general es analiticamente inabordable; por ello, debe asumirse que H; = Hz, j > 2. Yangy
otros (1990) analizaron el sistema M/G/1 cuando H2 < 1. Aunque la solucidn analitica es desconocida,
es posible expresar las principales caracteristicas del modelo en términos de la probabilidad de que el
servidor esté ocupado, la cual puede ser calculada numéricamente. El caso en que los tiémpos de servicio
siguen una ley exponencial admite una sclucidn en términos de funciones hlpergeometrlcas (ver Falin
(1980)). Fayolle y Brun (1988) estudiaron un modelo Markoviano en el que la orb1ta es debida a la
existencia de clientes impacientes. i

Los sistemas con clientes heterogéneos y reintentos presentan una notable dificultad analitica debido a
gue deben ser representados en términos de caminos aleatorios multidimensionales. Supéngase un sistema
con n > 1 tipos diferentes de clientes. Los clientes originales de tipo i llegan al mstema de acuerdo a un
proceso de Poisson de intensidad A; > 0, la intensidad asociada a sus reintentos es g >r0 ¥ la funcién de
distribucién de los tiempos de servicio es B;(x), 1 < i € n. La primera descripcién de un modelo de este
tipo fue realizada por Kornishev (1980), quien obtuvo el sistema de ecuacicnes que gobierna los valores
medios del niimero de clientes de la clase i presentes en el sistema, N;, 1 < i < n, cuando se asume que
los tiempos de servicio se distribuyen exponencialmente. El caso y; = g, 1 € i < n, es esencialmente mas
simple (ver Hanschke (1985)). Para el caso de funciones de distribucién generales B;(x) con dos tipos
de clientes es posible deducir formulas explicitas para los valores esperades de Ny y N2 {ver Kulkarni
(1983a,1986)). La generalizacion a n clases aparece recogida en Falin (1983,1988). Fma]mente, Kulkarni
(1983b) ha desarrollado algunas conexiones entre este tipo de sistemas y la teoria de juegos.
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En Falin (1990,1994) puede encontrarse una relacién exhaustiva de referencias relativas a otras
variantes del modelo de tipo M/G/1 con reintentos.

La amplia bibliografia dedicada al estudic del modelo con reintentos de tipo M/G/1 contrasta con
la escasa literatura existente sobre el sistema G/M/1 con reintentos. Este hecho es consecuencia de ia
complejidad analitica del modelo. Por ejemplo, el estudio de la distribucion limite del par (C(t), Q{f)),
cuando ¢ — oo, mediante el método de la variable suplementaria conduce a una ecuacién diferencial aun
no resuelta. Por ello, sélo han podido ser desarrollados métodos aproximados entre los que destacan los
trabajos de Pourbabai (1990a,1993) y Yang y otros (1992).

Los resultados para sistemas de colas con reintentos y ¢ > 2 canales pueden ser clasificados en dos gru-
pos. De un lado, en el caso particular ¢ = 2 se han desarrollado expresiones explicitas para la distribucién
limite del par (C(t), @(1)), cuando ¢ — oo (ver Falin (1984a), Hanschke (1987) y Jonin y Sedol (1970),
entre otros). Sin embargo, cuando ¢ > 2, el andlisis de cualquier caracteristica del sistema M/M/c con
reintentos ha estado tradicionalmente limnitado por la imposibilidad de calcular su distribucién limite.
La condicidn bajo la cual el sistema es ergddico fue obtenida por Deul (1980) y simplificada por Falin
(1984b). Pearce (1989) ha resuelto de forma tedrica este problema haciendo use de fracciones continuas
generalizadas. Sin embargo, su trabajo debe completarse con un métode computacionalmente operativo
para el calculo de las probabilidades timite. El andlisis numérico mediante técnicas de truncacién de la
orbita ha sido abordado por varios autores (ver Falin (1990) y Neuts y Rao (1990)). Recientemente,
Artalejo (1995) y Falin y Artalejo (1995) han desarrollado aproximaciones para sistemas M/M/c con
reintentos y balking.

Los problemas abiertos sefialados por Falin (1986a) y Yang y Templeton (1987) han constituido la
motivacién de una gran parte de la literatura desarrollada en la dltima década. A continuacién se co-
mentan brevemente algunas lineas de investigacion abiertas.

Ante la imposibilidad de resolver analiticamente sistemas de tipo M /G /e con reintentos exponenciales,
sisternas con un flujo de llegada distinto al proceso homogéneo de Poisson o sistemas con distribucidn
general de reintento, es preciso realizar un esfuerzo en el desarrollo de aproximaciones numéricamente
eficientes. En este sentido deben destacarse algunos precedentes como el andlisis aproximado del sistema
M/G/1 con distribucién general de reintento (ver Yang y otros (1994)), el uso de distribuciones PH que
pueden permitir la aproximacién de distribuciones generales de llegada y/o reintento (ver Diamond y
Alfa (1995) y Neuts y Ramalhoto (1984)) y la aproximacién de sistemas G/G /¢ mediante modelos de
colas con pérdida (ver Pourbabai (1990b) y sus referencias).

Aungue la literatura sobre los sistemas con reintentos es extensa, sélo un niimero escaso de trabajos
se ha dedicado al estudio de cuestiones estadisticas (ver Falin (1995b), Lewis y Leonard (1982) y Warfield
y Foers (1985)}. En la prictica, la intensidad de llegada de clientes y el tiempo medio de servicio pueden
ser estimados sin dificultad. Sin embargo, la intensidad de reintento es dificil de estimar. Ello se debe a
que no es posible distinguir entre la llegada de un cliente original y la llegada de un cliente de la érbita,
puesto que, en las aplicaciones a la telefonia, no es sencillo observar el comportamiento de los clientes de
la érbita. En este sentido, debe destacarse la linea de investigacion de Falin (1995b), quien ha estudiado
el problema de la estimacidn de la intensidad de reintento en un modelo de tipo M/M/1 con la ayuda de
estimadores integrales.
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La consideracion del fenémenc del reintento en redes de colas permanece inabordada. La aplicacion
del principio de maxima entropia a redes de colas (ver Kouvatsos (1994)) puede conducir a aproximaciones
satisfactorias.

Introduccién a los sistemas de colas con llegadas negativas y a
los procesos de aclarado estocastico

El concepto de legada negativa o cliente negativo ha sido introducido recientemente en las redes de colas
por Gelenbe (1991} motivado por las aplicaciones a redes neuronales. La red neuronal més sencilla estd
formada por K < oo neuronas entre [as cuales circulan sefiales positivas y negativas. Las sefiales positivas
y negativas tienen diferentes comportamientos en la red: cada sefial positiva representa un mensaje exci-
tante; y cada sefial negativa representa un mensaje inhibidor. Las neuronas reciben la llegada de sefiales
positivas y negativas desde el interior y el exterior de la red. El potencial de una neurona representa el
numero de sehales positivas acumuladas en ella. La llegada de una sefial positiva a una neurona supone
el incremento de su potencial en una unidad. Una sefial negativa reduce una unidad el potencial de una
neurcna con potencial positivo y no tiene efecto sobre ella si su potencial es nule. Las sefiales positivas
abandonan un nodo, después de la finalizacién de sus correspondientes servicios, para dirigirse a otro
nodo de la red o al exterior de ésta. Si el movimiento de la sefial positiva es interno en la red, entonces
la sefial positiva puede convertirse en una sefial negativa. 1

En la terminologia de las nuevas redes de colas introducidas en Gelenbe (1991), las neuronas equi-
valen a los nodos (o estaciones), y las sefiales positivas y negativas equivalen a los clientes positivos y
negativos, respectivamente. El modelo descrito por Gelenbe es una generalizacién de las redes de Jack-
son dotadas de nodos con un tunico servidor (ver Gelenbe y Pujolle (1986)), donde sdlo existen clientes
positivos. En Gelenbe (1991) se asumen que los procesos que gobiernan la llegada de sefiales positivas y
negativas desde el exterior son procesos de Poisson independientes y que los tiempos de servicio signen
distribuciones exponenciales con intensidades dependientes de la neurona. El principal resultado de este
trabajo establece que la distribucidén en equilibrio del nimero de clientes positivos tiene forma producto
(es decir, la distribucién del vector de potenciales es el producto de las probabilidades marginales del
potencial de cada neurona) con pardmetros que satisfacen un conjunto de ecuaciones de trdfico o flujo no
lineales. La existencia y la unicidad de las soluciones de estas ecuaciones de trafico también son discutidas.

Desde su introduccidn, los clientes negativos han sido considerados por diversos autores en dos ambitos
distintos de los sistemas de colas: las redes de colas y los modelos de colas con linea de espera y un inico
servidor. A continuacidn se ofrecen unos bhreves comentarios bibliograficos de los trabajos realizados en
el caso de las redes de colas con clientes negativos, también llamadas redes de colas generalizadas (G-
networks), y en los sistemnas con linea de espera, un dnico servidor y clientes negativos.

Motivado por las aplicaciones en redes de ordenadores y en bases de datos, Gelenbe (1993) estudia
una red de colas con clientes positivos y negativos donde la llegada de un cliente negativo a un nodo de
la red desencadena el inmediato traslado de un cliente positivo a otro nodo de la red o al exterior de ésta.
En este trabajo se discute la estabilidad de la red, se muestra que la distribucién en equilibrio del nimero
de clientes positivos en los nodos de la red tiene forma producto y se establecen las eciaciones de tréfico
que gobiernan la forma producto. Chao (1995a) considera variantes mds generales con varias clases de
clientes y tiempos de servicio generales. Se observa que no se tiene la propiedad de insensifividad de
Kelly (1979), que asegura que la distribucién en equilibrio depende de las distribuciones de los tiempos
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de servicio a través sélo de sus correspondientes valores medios. Recientemente, Henderson y otros (1994)
han considerado redes donde la transferencia de un cliente positivo a otro nodo de la red genera la llegada
de un grupo de clientes negativos en el nodo. La distribucién del tamafio del grupo depende de los nodos
de origen y de destino.

En Henderson (1993) se generalizan trabajos anteriores permitiendo que las intensidades asociadas a
las transferencias entre los nodos y los tiempos de servicio dependan del estado de lared. Adicionalmente,
se contempla la posibilidad de acumular clientes negativos en los nodos de la red.

El andlisis detallado de las redes de colas con clientes positivos y negativos presenta grandes dificul-
tades. Los resultados gue se encuentran en la literatura se reducen fundamentalmente al estudio de la
estabilidad de la red y de la distribucién en equilibrio del mimero de clientes positivos en cada nodo
de la red. Sélo en el caso de la red de colas mas sencilla, la red de colas formada por dos nodos en
tandem, Harrison y Pitel (1995) determinan la distribucién del tiempo de respuesta en términos de su
correspondiente transformada de Laplace-Stieltjes.

En la literatura han sido descritas numerosas aplicaciones de las redes con clientes positivos y nega-
tivos. A continuacién se describe la aplicacién al protocolo de comunicacién *Go back N.

Algunos protocolos de comunicacién pueden ser modelizados mediante una red de colas generalizada.
Este es el caso del protocolo *Go back N’ para la transmisién de paquetes de datos. Cuando los men-
sajes son transmitidos entre los buffers usando este protocolo, el buffer de origen almacena N paquetes
de datos hasta que recibe una sefial indicando que todos los paquetes han llegado intactos al buffer de
destino. Para modelizar el mimero de paquetes almacenados en la red de buffers debe observarse que
la llegada de clientes positivos equivale a la llegada de paquetes de datos a un buffer; y la llegada de
un cliente negativo equivale a la sefial que indica la expulsidn de N paquetes de datos en el buffer de origen.

Para finalizar con los comentarios relativos a las redes de colas generalizadas, debe indicarse que en
Gelenbe (1994) se realiza una revisién de la literatura existente y se muestran aplicaciones a la progra-
macién combinatoria y a la generacién de imagenes.

Las llegadas negativas fueron introducidas en el contexto de las lineas de espera con un tnico servidor
por Gelenbe y otros (1991). En este primer trabajo se considerd un sistema GI/G/1 con disciplina de
cola FOFS (first come first served), donde existe un flujo adicional de llegadas negativas. Los clientes
positivos son tratados en el sentido habitual por el servidor. Las llegadas negativas sélo afectan al sistema
cuando éste no estd vacio. Entonces, tienen el efecto de expulsar a un cliente, que es seleccionado de
acuerdo a alguna estrategia especificada. En concreto, en Gelenbe y otros (1991) se estudia la estabili-
dad de varios sistemas con llegadas negativas operande bajo las dos siguientes estrategias de expulsién:
estrategia RCE (remouval of the cusiomer al the end of the gueue), que consiste en expulsar al cliente que
ocupa la dltima posicidn en la linea de espera; y la estrategia RCH (removal of the customer at the head
of the queue), que consiste en expulsar al cliente que ocupa el canal.

En Harrison y Pitel (1993) se calcula la transformada de Laplace-Stieltjes del tiempo de permanencia
de un cliente en e] sistema de colas M/M/1 con llegadas negativas, cuando se asumen su ergodicidad
y diferentes disciplinas de cola y estrategias de expulsion. Los modelos estudiados en Harrison y Pitel
(1993} han sido analizados con una misma metodologia, aunque el andlisis algebraico de cada caso difiera
sensiblemente en dificultad. Los resultados muestran diferencias no sélo en las expresiones de las trans-
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formadas de la variable W, si no también en los valores medios de las distribuciones. Este hecho contrasta
con la igualdad de los valores medios en el correspondiente modelo sin flujo de llegadas negativas. Debido
a la propiedad de ausencia de memoria de }a distribucién exponencial, es un problema trivial calcular la
distribucién Hmite de la variable N(t), definida como el nimero de clientes presentes en el sistema M/M/1
con llegadas negativas, cuando ¢ — co. Si v > 0 es la intensidad del tiempo de servicio, la distribucién
limite de N(t) coincide con la distribucidn limite del nimero de clientes presentes en un sistema M/M/1
sin llegadas negativas y con intensidad de tiempo de servicio v + . Ademas, la distribucién limite de
N(t), cuando £ — oo, no depende de la estrategia y de la disciplina fijadas. La consideracién de una
distribucidn general para el tiempo de servicio ocasiona grandes dificultades, particularmente cuando la
estrategia de expulsién es RCE (ver Harrison y Pitel (1996)). La argumentacién seguida por Harrison y
Pitel, basada en el método de la variable suplementaria, conduce a una ecuacién integral de Fredholm de
primera clase, que debe ser resuelta numéricamente.

En Boucherie y Boxma (1995) se generaliza la nocién de llegada negativa permitiendo que cada lle-
gada negativa destruya una cantidad aleatoria de trabajo, que no necesariamente corresponde al trabajo
asociado a un nimero entero de clientes. Se demuestra que la transformada de la distribucién del irabajo
acumulado satisface una ecuacién de Wiener-Hopf. En esta misma linea se encuadra el trabajo de Bayer y
Boxma (1995), donde se calcula la distribucidn limite de N(t), cuando t — oo, en dos variantes del modelo
M/G/1 con llegadas negativas que expulsan a clientes positivos sdlo en los instantes de finalizacién del
servicio, :

La definicién de llegada negativa de Boucherie y Boxma (1995) generaliza la nocién de desastre de
Chao (1995b) y Jain y Sigman (1996). En estos trabajos se establecia que un desastre ocurre cuando
una llegada negativa expulsa a todos los clientes positivos presentes (es decir, destruye todo el trabajo
acumulado). La aplicacién del concepto de desastre a sistemas de computacidn y a procesos bioldgicos
ha sido descrita en Chao (1995b).

!

Los sistemas de colas con desasires estdn directamente relacionados con los sistemas de aclarado
estocdstico. Un sistema de aclarado estocdstico esta caracterizado por un proceso de entrada y un
mecanismo de salida que intermitentemente eclara el sistema mediante la destruccion total o parcial de
las unidades presentes. Tales sistemas fueron introducidos por Stidham (1974) metivado por sus aplica-
ciones a la teoria de colas, a los sistemas de inventario, a las actividades de mantenimiento de maquinaria
y a los sistemas de servicio publico. El gjemplo mas simple de este tipo de sistemas es la parada de un
autohis. Existe un flujo de clientes que acceden a la parada con la finalidad de esperar la llegada de un
autobiis. Cuando éste llega, todos los clientes presentes abandonan inmediatamente la parada.

Los trabajos relativos a los modelos con llegadas negativas no mencionan la existencia de la literatura
sobre los sistemas de aclarado estocastico, pero es clara la relacién entre las nociones de llegada negativa
y de aclarado. Desde el trabajo de Stidham (1974), el principal problema estudiado ha sido el disefio
optimo de un sistema de aclarado cuando el nivel de aclarado estd sujeto a control. Entonces, se asume
una estructura de coste donde se refleja el coste de cada operacién de aclarado y el coste del propio sis-
tema mediante una funcidén general creciente del tamaho del sistema. También es posible introducir una
componente adicional que es proporcional al nimero de unidades aclaradas. En este senitido deben consul-
tarse los trabajos de Kim y Seila (1993) y Stidham (1977,1886). El estudio de la distribucién estacionaria
de los procesos de aclarado ha sido abordado en Serfozo y Stidham (1978), Stidham (1974) y Whitt (1981).

Desde su introduccién, ha existido un interés creciente en la generalizacién de la nocién de llegada
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negativa. En la actualidad, los mayores esfuerzos se centran en el estudio de aquellas medidas clasicas
de la efectividad de un sistema de colas, atin no consideradas en este tipo de modelos, ¥ en el andlisis
de sistemas de colas no Markovianos. Las referencias y los comentarios recogidos en esta seccién han
pretendido mostrar estas lineas de investigacidn.

Objetivo y estructura de la memoria

En la mayor parte de los trabajos sobre teoria de colas con reintentos se asume que los clientes no abando-
nan el sistema sin haber recibido servicio. Las excepciones a este hecho son los sistemas con impaciencia
o persistencia (ver Cohen (1957), Falin (1990), Stepanov (1983), Yang y otros (1990) y sus referencias)
y los sistemas con rupturas del servicio (ver Aissani (1994), Artalejo (1994) y Kulkarni y Choi (1990)).
En el caso de los fendmenos de impaciencia y persistencia, la salida del sistema sin recibir servicio es
causada por una decision del propio cliente. En el segundo caso, la ruptura del servicio puede suponer la
expulsién del sistema del cliente que estaba siendo atendido.

El objetivo de la presente memoria es el estudio del sistema M /G/1 con disciplina lineal de reintento y
llegadas negativas, y del sistema M/G/1 con disciplina lineal de reintento y mecanismo de aclarado. Una
de las principales caracteristicas de estos modelos es su versatilidad, puesto que permiten la presencia
simultanea de las politicas cldsica y constante de reintento, asi como un flujo adicional de llegadas negati-
vas o de desastres. El estudio de estos dos sistemas de colas estd motivado por la existencia de situaciones
practicas donde los clientes se ven forzados a abandonar el sistema, sin recibir servicio, que no pueden ser
modelizadas mediante los sistemas de colas con clientes no persistentes, con clientes impacientes o con
rupturas. Los dos ejemplos siguientes muestran esta circunstancia.

Ejemplo 1 (Redes de conmutacidn por paguetes). El mecanismo que regula la transmision de ficheros
en una red de conmutacién por paquetes (packet switching network) puede ser descrito en los siguientes
términes. La red consiste en un grupo de procesadores y un conjunto de uniones entre ellos. Cada
procesador tiene conectado una terminal. Se asume que el proceso que gobierna la llegada de ficheros
desde el exterior es un proceso de Poisson. Si una terminal desea enviar un fichero a otra de las ter-
minales de la red, primero chequea el estado del procesador al que estd conectado. Si el procesador
no estd transmitiendo otro fichero, se envia el fichero a la terminal de destino de forma directa cuando
ambos procesadores estdn conectados entre si. En caso contrario, se envia de forma indirecta a través
de otra terminal. Si el procesador no estd disponible, el fichero es almacenado en un buffer junto con
la direccién de destino. El buffer intentard transmitir los mensajes almacenados después de un tiempo
aleatorio. Adicionalmente, la terminal envia al buffer mensajes de borrade que anulan a alguno de los
ficheros almacenados.

En la practica, la distribucién del tiempo que transcurre entre dos intentos sucesivos de acceso del
buffer al procesador es compleja, pero por conveniencia matematica es modelizada mediante la variable
exponencial. De este modo, se asume que el tiempo transcurrido entre dos reintentos esta exponencial-
mente distribuido con parametro a(l — 8g;) + ju, cuando hay j > 0 mensajes almacenados. La primera
contribucion, «, es fija e intrinseca con el disefio de la red y la segunda, ju, depende del nimero de
ficheros almacenados.

Considérese un procesador particular conectado con su terminal. En la terminologia de los sistemas
de colas, el procesador equivale al servidor, los ficheros son los clientes, los mensajes de borrado son las
llegadas negativas y el buffer representa la 6rbita. La conexion de cada terminal con su correspondiente
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procesador puede ser modelizada mediante un sistema de colas de tipo M/G/1 con disciplina lineal de
reintento y llegadas negativas. Debe observarse que la introduccién de un flujo de llegadas negativas
es un mecanismo para controlar la congestién interna del buffer. Un nivel de congéstidén excesivo es
consecuencia de la llegada de clientes cuando el servicio esta ocupado. Por ello, se asume que el flyjo de
llegadas negativas actiia sélo cuando el servidor esta activo y que el cliente que ocupa el servicio no puede
ser anulado. Para que el sistema sea analiticamente abordable debe suponerse que el tiempo transcurrido
entre dos llegadas negativas es una variable aleatoria exponencial de pardmetro § > 0.'

Ejemplo 2 (Red local de comunicacién). Se considera una red LAN, formada por K < co estaciones,
que recibe mensajes de longitud unitaria desde el exterior de acuerdo a un proceso de Poisson. Cuando
una estacién recibe un mensaje, chequea el estado del bus. Si el bus esta libre, el mensaje es transmitido
a la estacion de destino. En caso contrario, es almacenado en el buffer para su transmisién después de un
tiempoe aleatorio. Una posibilidad para modelizar los tiempos de reintento de la transmisién es utilizar
el método adaptativo mencicnado en Yang y Templeton (1987). Entonces, el tiempo de reintento es
una funcién decreciente del nimero de mensajes almacenados en el buffer. Por ello, se asume que las
longitudes de los intervalos de tiempo que separan dos reintentos consecutivos son variables aleatorias
exponenciales con intensidades a1 — §p;) + ju, cuando el tamaho del buffer es j > 0.

Adicionalmente, la red puede estar operando bajo la presencia de un virus cuya limpieza implica la
destruccién de todos los mensajes que circulan en la red. Entonces, la conexién entre una estacién in-
dividual y el bus puede modelizarse mediante una cola de tipe M/G/1 con disciplina lineal de reintento
y mecanismo de aclarado. El bus equivale al servidor, los mensajes son los clientes, las operaciones de
limpieza equivalen a los desastres y el buffer de la estacién constituye la orbita. Si el tamafio total del
buffer es grande, entonces se asume que la capacidad de la drbita es infinita.

Otros ejemplos de sistemas de colas con reintentos y llegadas negativas pueden ser encontrados en
telefonia, donde el caso p = 0y § = (1 — H)a, H € (0,1), conduce a un nuevo madelo con reintentos
y clientes no persistentes. Colas con reintentos y desastres también son la base para modelizar sistemas
de ordenadores donde una orden de borrado (reset order) tiene el efecto de destruir todo el trabajo del
sistema.

Debe observarse que la existencia de un flujo de llegadas negativas o de desastres implica diferencias
significativas en los resultados matemadticos debido a que la estructura matricial de tipo M/G/1 y la

propiedad de descomposicidn estocastica no se conservan. 1

En cuantc a la organizacién, la memoria ha sido dividida en tres capitulos. Todos ellos incluyen un
- .y . . . i .
apéndice donde se recogen resultados auxiliares y finalizan con una lista especifica de referencias.

El primer capitulo estd dedicado al anilisis del sistemna M/M/1 con disciplina lineal de reintento y lle-
gadas negativas. Las principales caracteristicas estudiadas son: la clasificacién de los estados del proceso
X = {(C(), Q(t)),t > 0}; el cilculo de la distribucién limite de (C(t), Q(t)), cuando ¢ — oo; el estudio
de la distribucién del tiempo de permanencia en el sistema cuando se asumen la disciplina FCFS y la
estrategia de expulsién RCE); el célculo recursivo de los momentos de las principales variables aleatorias
asociadas al periodo de ocupacién; el analisis de las cadenas encajadas de Markov en los instantes de
finalizacién del servicio y de expulsidn; y los procesos de finalizacién y de comienzo del servicio.
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El estudio de la distribucién limite del par (C(t), Q(t)), cuando t — oo, en el sistema de colas M/G/1
con disciplina lineal de reintento y llegadas negativas, cuando se asume la estrategia RCFE, es abordado
en el capitulo segundo. Los argumentos empleados, basados en la inclusién de la variable suplementaria
£(1) sobre (C(t), Q(t)), conducen a una ecuacién integral de Fredholm. Adicionalmente, se propone un
esquema recursivo para aproximar la distribucién limite del sistema original mediante la distribucidn
limite de un sistema M/G/1/K con disciplina lineal de reintento y llegadas negativas, donde el nivel
K < oo es elegido de acuerdo a un criterio de precisién prefijado.

El capitulo tercero estd dedicado al andlisis de los sistemas de colas M/G/1 con disciplina lineal
de reintento y mecanismo exponencial de aclarado estocdstico. Las caracteristicas estudiadas son: la
condicién de ergodicidad; la distribucién limite y los primeros momentos de las variables (C(t), Q(1)),
cuando ¢ — oo; el caleulo de las probabilidades limite a través de un esquema recursivo; el estudio del
tiempo de permanencia en el sistema; y el estudio de las principales variables aleatorias relacionadas con
el periodo de ocupacién. Finalmente, se dedica una seccién al anilisis del sistema de colas M/M/1 con
disciplina lineal de reintento, donde las longitudes de los intervalos de tiempo separando dos desastres
consecutivos tienen distribucién general. En ella se incluyen el estudio de la distribucién limite de
(C(t), Q(t)), cuando t — oo, y el andlisis del periodo de ocupacion.
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Capitulo 1

Sistema M /M /1 con llegadas
negativas y disciplina lineal de
reintento ‘

1.1 Imtroduccion

El presente capitulo estd dedicado al analisis estocastico del modelo M/M/1 con llegadas negativas y
disciplina lineal de reintento. El principal objetivo del estudio de este sistema de colas es la modelizacién
de ciertas situaciones en redes de ordenadores, donde el flujo de llegadas negativas permite mantener
niveles de congestion interna moderados. Una de las principales caracteristicas del modelo es la versati-
lidad que ofrece en el sentide de permitir el estudio simultineo de diferentes sistemas de colas descritos
en la literatura.

E] estado del sistema en cada instante de tiempo serd formalizado mediante un proceso de Markov
bivariante en el que son especificados el estado del servidor y el nimero de clientes presentes en drbita.
Fijando la primera componente del proceso, la distribucién limite satisface un sistema de ecuaciones del
tipo nacimiento y muerte. La presencia de un procesc de llegadas negativas tiene una profunda influencia
sobre el sistema. Dado que los clientes pueden abandonar el sistema sin recibir servicio, la forma estruc-
tural de la cola M/G/1 no se preserva. Asi mismo, la distribucién limite del proceso en tiempo continuo
que describe el nimero de clientes en el sistema no coincide con la distribucién de probabilidad del proceso
encajado que indica el estado de la 6rbita justo después de cada instante de finalizacién del servicio.

El resto del capitulo es organizado como se sefiala a continuacién. En la seccién 1.2 se realiza la
descripcién del modelo matemdtico y una completa clasificacion de los estados del proceso de Markov
asociado. La seccién 1.3 estd dedicada al estudio, bajo ergodicidad, de la distribucién limite y de sus
correspondientes momentos factoriales. El tiempo de permanencia en el sistema de un cliente, desde su
llegada hasta el instante de finalizacién del servicio o de expulsién, es estudiado en la seccidn 1.4, cuando
asurnimos que la intensidad de reintento es constante, la disciplina de servicio consiste en servir a los
clientes en el orden de llegada y la estrategia de expulsién supone la anulacién del cliente que ocupa la
ultima posicién de la érbita. La seccién 1.5 se centra en el anilisis del periodo de ocupacién y otras
variables aleatorias relacionadas. Se proponen esquemas recursivos para la computacién de los momentos
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de estas variables. El estudio de las cadenas de Markov encajadas en los instantes de finalizacién del
servicio y de expulsién, junto con sus correspondientes momentos factoriales, es abordado en la seccién
1.6. Los procesos asociados a la sucesidn de tiempos transcurridos entre dos finalizaciones del servicio
consecutivas y dos entradas sucesivas al servicio son tratados en las secciones 1.7 y 1.8, respectivamente.
Se concluye el capitulo con la seccién 1.9 donde se comentan diferentes aspectos referidos a las técnicas
¥ a la bibliografia empleadas.

1.2 Descripcion del modelo matematico y clasificacién de los
estados

Se considera un sistema de colas con un Unico servidor y dos procesos de entrada independientes de
Poisson con intensidades A > 0 y 6 > 0, correspondientes a llegadas originales y negativas, respectiva-
mente. Sien el instante de una llegada original el servidor esta libre, el cliente comienza a ser servido
y abandona el sistema tras la finalizacién de dicho servicio. Cualquier cliente que encuentra el servidor
ocupado debe abandonar inmediatamente el drea de servicio, retornando al sistema en sucesivos instantes
hasta que encuentra el servidor libre. Estos clientes insatisfechos forman una érbita tal que sélo uno de
ellos, seleccionado de acuerdo a una cierta regla, puede intentar acceder al servicio. Se asume que la
longitud de los intervalos de tiempo separando dos sucesivos intentos de acceso al servidor se distribuyen
exponencial e independientemente con intensidad «(1 — 8g;) + ju, cuando existen j clientes en drbita,
donde 8,5 representa la delta de Kronecker. Las sefiales negativas solo ocurren cuando el servicio esta
ocupado y tienen el efecto de expulsar a uno de los clientes de la drbita, si existe alguno en ella, que es
seleccionado de acuerdo a alguna estrategia especificada. Los tiempos de servicio son variables aleato-
rias independientes y exponencialmente distribuidas con intensidad v. Se asume la independencia de los
procesos de llegadas originales y negativas, los intervalos separando sucesivos reintentos y los tiempos de
SEIvicio.

Diferentes modelos de colas pueden obtenerse a través de elecciones particulares de los parametros o,
#y 6. El caso & = 0 corresponde a la cola con disciplina lineal que generaliza a las colas con politicas
clisica y constante de reintento. Ambos modelos vienen dados si adicionalmente son considerados a = 0
y p# =0, respectivamente. El caso u =0y § = (1 — H)a, H € {0,1), conduce a una nueva cola con disci-
plina constante donde el cliente que ocupa la primera pesicién de la érbita es no-persistente. Finalmente,
la cola Markoviana con un tinico servidor, linea de espera y llegadas negativas es obtenida como el caso
limite &« — 00 y/o g — o0.

El estado del sistema en el instante ¢ puede ser descrito mediante el proceso de Markov X= {X(t),t > 0}
= {(C(t),Q(2)),t > 0}, donde C(t} es ignal a 1 o 0 de acuerdo a si el servidor estd ocupado o libre, res-
pectivamente, y 1) representa el tamafio de la drbita. El espacio de estados de X es el conjunto

S={0,1} x IN.

Se asume que e] proceso X es estdndar en el sentide siguiente

lim P(X(2) = (m, n)/ X(0) = (£, 7)) = b(k.5)(m.n)s

para (k,7), (m,n) € S.
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El generador infinitesimal del proceso X, @, definido de la forma

4(k,j ) m,n) = lim 2 (P (X(t) = (m,n)/X(0) = (k,)) = bz, 5)(mum)) »

t—0 §

viene dado por

A si (n,m) =(1,3),
0. — a(l — boj) + jn, si(n,m)=(1,7-1),
(0,5)(m,m) ~(A+ a(l—bg;) + ju), s (n,m)=(0,7),
0, en otro caso,
A, si(n,m)=(1,7+1),
!/: S?. (n, m) = (O,j),
9(ixnm) =y 81 = doj), si (n,m) = (1,5 — 1), (1.2.1)
—(A+v+6(1—6y)), si(n,m)=(1,j),
0, en otro caso ,

paran € {0,1} y j,m & IN.
Sea la distribucién limite del proceso X definida a través de las siguientes probabilidades
Py = lim P(X() = (7)), (i) €S, (1.22)
que son positivas si y sdlo si el proceso X es ergddico.
La clasificacién de los estados del proceso X es establecida en el siguiente teorema.
Teorema 1.2.1, Sea X el proceso de Markov con generador infinitesimal Q dado en (1.2.1), enionces
i} X es ergddico si y sélo si se satisface una de las dos siguientes condiciones:
L )p=0yy<1,
i) p>0yp<l;
ii) X es recurrente nulo si y sdlo si se salisface una de las dos siguientes condiciones:
ii.])p:()y’y:l, ‘
W2 p>0,p=lyv<y
ii1) X es transitorio si y sdlo si se satisface una de las tres siguientes condiciones:
il p=0yy>1, '
w2 u>0,p=1lyr>4,
w3 u>0yp>1;

donde

= Y =
v+ & ! vo

p (A=8)(A+a) (123)
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Demostracién. Desde (1.2.1) se deduce que las probabilidades limite {P;;}(; j)es estdn sujetas a las
siguientes relaciones
(A + ol — bg5) + ju)Poj = vPyj, 720, (1.2.4)

(A+v+8(1 — b0 ))Prj = APoj + (e + (7 + D)) Pojr1 + 8P jer + AL — 8oy ) Prj-1, 52 0. (1.2.5)
Entonces, de las ecuaciones (1.2.4) y (1.2.5) se sigue que
aoPoo = b1 Poy,
(a5 +B5)Fo; = aj1Poj1 + B Pojv1, 21, (1.2.6)
donde {o;}72, vy {B;}2, estan dadas por
aj = AMA + a(l — boj) +jp), 720,
Bi = A6+ (v+ o) a+ju), 7> 1.

Obsérvese que las ecuaciones (1.2.6) corresponden a un proceso de nacimiento y muerte con pardmetros
. oo . 100
de nacimiento {;}§2, y pardmetros de muerte {g;}72;.

Dado que X es un proceso irreducible, la clasificacién de estados puede realizarse mediante los criterios
de clasificacion relativos a los procesos de nacimiento y muerte. Por tanto, se dispone de las siguientes
condiciones necesarias y suficientes:

i) El proceso es ergddico si y sdlosi §) < coy Sz = oo;
ii) El proceso es recurrente nule si y sdlo si 5; = S = oo;

i##1) El proceso es transitorio si y sdlo si §1 = oo y Sz < o0

siendo

oo i—1 s -1 -1
Sl = Z H _?[L. Yy 5'2 = Z (a_,- Xk ) . (1.2.7)

Para garantizar la validez del criterio anterior debe asegurarse la no-explosividad del proceso X.
Asimase, sin pérdida de generalidad, que X (0} = (0,0). Entonces, el numero de finalizaciones de servicio
y expulsiones en [0,t) estd acotado por el nimero de clientes originales llegados, Ny, en [0,1). Ademas,
el nimero de transiciones del proceso X desde el nivel j al nivel j — 1 de la dbita en [0,1) estd acotado
por el nimero de transiciones desde el estado (1, — 1) al estado (1, 7) durante {0,¢). Por ello, el ntimero
total de transiciones antes del instante ¢ estd acotado por 3N;. Como consecuencia, X es no-explosivo y
el criterio basado en las series (1.2.7) es vélido.

Las series S y S vienen dadas por

A At a o+ bp ) ) 1 ( ( o+ dp Ata 1) )
51 = Fl1, i1 el —1 Se==|FI1,1 i1 ;=) =1,
! l+a( ( gt Tk Yoo T T

donde F'(a, b;c; z) es la serie hipergeométrica habitual (ver Apéndice 1.A).
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Nétese que si ¢ = 0 entonces debe asumirse que « > 0. Aplicando el test del cociente se sigue que
S; <oosiysdlosiy <1,y Ss <ocosiysdlosi ¥ > 1. Entonces, i.1}, #i.1}y iii.1} son obtenidas.

En el caso u > 0, la aplicacién del test del cociente muestra que S) es convergente si p < 1. Cuando
p > 1 la serie diverge. Ademds, el test de Raabe permite asegurar que S; diverge si p = 1. Finalmente,
los mismos argumentos pueden emplearse para determinar la convergencia de la serie S3. Sin embargo, no
se puede concluir desde el test de Raabe la convergencia cuando p =1 y ¥ = u. Este caso es resuelto con
el uso del criterio de comparacién por paso al limite entre las series S y Z;‘;l 1. Como consecuencia

son obtenidas las condiciones i.2), ii.2), 11i.2) y 111.3).
i}

1.3 Distribucién limite y momentos factoriales

Esta seccién esta dedicada al estudio de la distribucién limite definida en (1.2.2), cuando el proceso X es
ergddico. Adicionalmente, es obtenida la distribucién limite del nimero de clientes en el sistema.

Sean las funciones generatrices parciales signientes
Pzy=Y_P;d, ie{0,1}2l< L
e
Considérense los momentos factoriales parciales M}, para i € {0,1} y k € IN, defiiidos como

oc [+=]
M{=Y Py, M=) iG-1.G-k+1)P;, i€{0,1}, k21
=0 j=k

En el siguiente teorema se estudia la distribucién limite, {F;}( j)es, junto con sus correspondientes

momentos factoriales en el caso u > 0.

Teorema 1.3.1. Si X es ergddico, entonces la distribucion limite del estado del servidor y el nidmero de
clientes en drbita estd dada por

A A
sz((1+£)F(1,1+ +°‘;1+“+6”;p)——) : (1.3.1)
v T H v
Ao
A ( u ),‘ i .
Py; = Pyg 7, iz, . (1.3.2)

> —)J—pﬂ, i>o. (1.3.3)



24 Cap. 1. Sistema M/M/1 con llegadas negativas y disciplina lineal de reintento

Los correspondientes momentos facioriales parciales son

o 2 (2¢=) Ao o+ 8p
?=P S plph ALk ; :
M, 00 A+a50k+)~+a p(1+a+a) FlE+1,kE+ " sk+ 1+ u el k>0,
L
(1.3.4)
1 Ado
A
Mf&:Poo%k!p’“ f&)"F(k+1,k+1+ﬂ;k+1+"‘””;p), k> 0. (1.3.5)
aTip
) Iz Z

Demostracién. La coleccién de probabilidades {Poj}32, satisface el sistema de ecuaciones (1.2.6).
Por ello, (1.3.2) se corresponde con la conocida solucién de los procesos de nacimiento y muerte.

= A (A—LE)
Poj=Puokl:Ioﬁ‘:f_ =P, ?

1—00A+a(1+a__r7£)ﬂi, Jj>1.

i
A partir de (1.2.4) es posible expresar {P1;}72, en términos de {Po;}3Z,,

A4all —6g;) 4 ju .
P = > 4 Poj, j20.

Entonces, (1.3.3) se deduce desde (1.3.2) y la anterior relacién. Finalmente, Py se obtiene utilizando la
condicién de normalizacién E(s‘,j)es P =1.

Utilizando (1.3.2) y (1.3.3), se deducen las siguientes expresiones para las funciones generatrices par-
ciales

Py ( ( At a a+bép ))
Py(z2) = AF (L, i1 ; ,
o(2) T a o+ + py Pz

A A
Pi(z) = PooF (1,1+ +“;r+“+6”;pz). (1.3.6)
v # T
Tomando z — 1~ en P;(z) se obtiene M{, para i € {0,1}. Ahora, considérese la relacién
) ok
Pi(l + 2) =ZM,;-k-!, ie {0,1}. (1.3.7)

k=0

La expresién (1.3.7) permite determinar M} mediante una identificacién directa de coeficientes de las



L 1 iseinds I intento a5
&P—MMWMW =

series (1.3.6). Se tienen entonces

At
p Q- (n) G+ R !
MCI:P itk +k |
; ouHaZ(HaH) P k2l
1=0 #o ik

M,:_POD’\i (1+_:l!:_)j+kpj+k(j+k)!, E>1

Las expresiones finales (1.3.4) y (1.3.5) son obtenidas con la ayuda de dos simples identidades

G+E)!=)4x ¥ (a)ntre = (a)e(a+ k)n. . (1.3.8)

I
0

Finalmente, el test del cociente y el test de Raabe permiten asegurar que M; ex1ste para todo k € N
y ¢ € {0,1}, si el proceso X es ergédico.

]

En el caso particular g = 0 y @ > 0 las funciones hipergeométricas se reducen a expresiones explicitas
de tipo 'geoméirico’.

Corolario 1.3.2. Supdngase que u =0 y a > 0. Entonces, si v < 1, la distribucién limite del proceso X
esld dada por

viva+ (6 —A)(A+a))

Pop = ) 139
0 e Aty (13.9)

_po A Mt+e) VO i
POJ_PUUA"I‘G!(UCX""IS(A-}-Q‘)) ) .7211 1 (1310)

|

|

M oo ) f
PIJ - Poo-'; (m) f ¥ 2 0. (1311)

Los momentos factoriales tienen las siguienles ezpresiones
o V(A +a(v+d—1))
0= et 6t YA Fa) (1.3.12)
v(ve + 60 + @) ( ) )’“

M = k!, k>1, 1.3.13
FT O a)(pPa+ 5(A+v)(A+a)) \va+ (6 - (A +a) = ( )
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k
mp=_2redsO+a) [ Ad+a) N, s (1.3.14)

VETF IR FIIGFa waF 0= F a7

Demostracién. Es suficiente considerar el limite cuando ¢ — 0 de las expresiones (1.3.1) — (1.3.5)
para deducir (1.3.9) — (1.3.14).
a

La distribucién de probabilidad del nimero de clientes en el sistema y sus momentos factoriales se
deducen de forma simple del Teoreme 1.3.1 y el Corolario 1.53.2.

Corolario 1.3.3. S5i el proceso X es ergddico, enlonces la distribucién limite del nidmero de clientes
en el sistema, {Pj = Poj + (1 = 80;)P1,j-1}§Z0, ¥ sus correspondientes momentos factoriales, My, vienen
dados, en el caso yu =0, por

vive + (8 — A A+ o))

0= a+ A+ v)(A+a)’

5 ArA+a) Y
Pi=Py(1+=2) (22t >1
! 0( +:/) (va+6(/\+a)) =t

B 5 va + 6(A + a) A(A + a) .
M = Fo (”E) TGN +a) (Va+(6—).)()+a)) » k21

Andlogamente, en el caso p > 0, se oblienen

-1
Py = ((1+£)F(1,1+H"‘;H“””;p)—f) ,
v I U v

6) (”A_F),- .

P.=FP 14— , Ji=1,
¥ 0( (1+a+6 PJ 1z

v
J

1+)\:|:a
Mg = Py (1+f) k!p"gﬁ’(1+lc,1+k+’\+a;1+k+a+ép;p)—£5ok)s £>0.
v 1 + TE7) # #

7k
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A modo de ilustracién, en las Figuras 1.8.1-1.3.6 se representan, como funcién de la intensidad § € IRt
la distribucién marginal del estado del servidor, asi como la media y la varianza de las variables aleatorias
Qo ¥y @1, donde Qg y @, denotan el nimero de clientes en 6rbita cuando C(t) es 0 y 1, respectivamente.
Se han considerado los tres siguientes casos:

() A=2125,a=20,u=1375y v =5.5,
(I A=32,a0a=20u=1375y v =055,
() A=52 o¢=20,p=1375y v=54.

1.4 Tiempo de permanencia en el sistema

Se define el tiempo de permanencia de un cliente (en lo sucesivo sera llamado cliente marcado) como la
longitud del intervalo de tiempo que comienza en el instante de la llegada del cliente y termina en el
instante en que abandona el sistema. En esta seccion se estudia el tiempo de permanencia en el sistema
cuando el proceso X es ergddico y la intensidad de reintento es a.

Primeramente, deben ser fijadas la disciplina que determina el acceso de los clientes al servicio mientras
esperan en la orbita y la estrategia de expulsion asociada a las llegadas negativas. En este sentido, se
asume que los clientes son servidos en el orden de sus llegadas (disciplina FCFS) y la estrategia de
expulsidn consiste en anular al cliente que ocupa la ltima posicidn de la orbita (estrategia RCE).

v 1 74 174

} t : }
i L+ Wp
—-—— )" B )., —-— ,\1
S AW T3 Y T

Figura 1.4.1. Tiempo de permanencia condicional Wg

v
i t } t
i t+ Wg
— Ao — Qo
Al A6 A

Figura 1.4.2. Tiempo de permanencia condicional Wg

Las Figuras 1.4.1 y 1.4.2 muestran representaciones graficas de los tlempos de permanencia condi-
cionales, Wr y Wg, cuando la salida del sistema es debida a la finalizacion del servicio y a la expulsion,
respectivamente.
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Sea W el tiempo de permanencia del cliente marcado que llega al sistema en el 1nstante t. Dendtese
por W#, i € {0,1}, la cantidad total de tiempo en W durante la cual el servidor estd en estado i. La
distribucién conjunta del par (W®, W) es dada en el siguiente teorema.

Teorema 1.4.1. Siy < 1, entonces la transformade de Laplace-Stieltjes de la distribucicn del tiempo de

permanencia es !

_ a0 _ N - oY
$(6,w) = E [exp (-6W° — wW?)] Mo, |
l
4P vaB(8,w) (va+6(A + a))B(8,w) : (1.4.1)
AW F YO+ A+ )26~ BO,w)) * 2(va+ (6 — N +a) -
donde M([,] y Poo fueron dados en el Corolario 1.3.2 y ;
_ A a(d + a)
A(f,w) _w+A+6+u(1 T o (1+va+5(k+a)))’
!
B(6,w) = A(8,w) -/ (A(0,w))" — 47, |
para Re(f) > 0 y Re(w) > 0. ;
La probabilidad de que el clienle marcado no sea erpulsado es :
_ vrat§(A+a)) | (1.4.2)
T a4+ A+ v)(Ata) | -
!

Demostracién. Sea ¢;;(f,w) la transformada de Laplace-Stieltjes condicional de<(W° W) cuando
(#,7) € 5 es el estado que el cliente marcado encuentra en el instante ¢ de su llegada'al sistema. Con la
ayuda de ¢;;(0,w), (f,7) € S, la funcién ¢(f,w) puede expresarse de la siguiente forma

$(0,w) = Mg —— (1.4.3)

1
|
1
1

A continuacidn se definen un camino aleatorio y algunas variables aleatorias que resultan fundamen-
tales en el esquema de la demostracién. Se considera el camino aleatorio que tiene saltos unitarios hacia
la izquierda y la derecha con probabilidades 8(A + 8)~! ¥ A(A + 8)71, respectivamente. El tiempo entre
dos saltos sucesivos estd exponencialmente distribuido con intensidad A + 8. Sea 7j41 €l primer instante
de tiempo en que el camino aleatorio alcanza el estado j cuando su estado inicial es j +1, 7 > 0. Por
otra parte, sea &;; el tiempo transcurrido entre ¢ y el instante en que el cliente marcado ocupa el servicio
en el modelo sin llegadas negativas (§ = 0) dado que (C{t — 0), Q(t — 0)) = (4, 7). También se considera
la variable aleatoria ’; definida como la cantidad total de tiempo en (0, &;] durante la cual el servidor
esta en estado k € {0,1}. '
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La distribucidn de f}j depende de las signientes variables aleatorias:

i} Los tiempos de servicio de los clientes que encuentra el cliente marcado en el sistema en el instante
t de llegada;

11) La competicién entre dos leyes exponenciales de intensidades X y & que ocurren inmediatamente
después de cada finalizacién de servicio;

iti) Los tiempos de servicio asociados a las competiciones descritas en 1i) cuando éstas han terminado
en la llegada de un cliente original.

Sea (WY;, W) el tiempo de permanencia condicional cuando (C(t - 0), @(t — 0)) = (1,7). De i)-iid)
se deduce que su distribucién depende del minimo entre dos variables aleatorias distribuidas como 741
y E}J—. Entonces, ¢1;(f,w) puede ser expresada de la siguiente forma

$15(6,w) = E [exp (<0W) —wWi) I crpy| + B [ezp (<0WG — W) iy 5n0] - (149)

A continuacién se analiza el primer sumando de la expresién (1.4.4). Condicionando por el valor de
(€1;,Ti+1) ¥ teniendo en cuenta la independencia entre 7541 y &1, se tiene

v

+oc + 00
] e P (ri41 > y)f 6_9’:f(5g,.,e;j)($,y)d=€dy-
0 0
(1.4.5)

E [Bﬂfp (—BWIOJ - WWIIJ) I{f{'J.(TJ'.!.]_}] =

w4+ v

Para conseguir una expresién adecuada del integrando de (1.4.5), se investigan la distribucién del
vector aleatorio (£;,£1;) y la probabilidad P (rj41 > y)-

Sea ¢;(f,w) = Elexp(—8); — wEl;)] la transformada de Laplace-Stieltjes del par (£7;,£];). Con-
sidérense las variables aleatorias ¢ y ¢! que representan la cantidad total de tiempo que el proceso X
permanece con el servicio libre y ocupado, respectivamente, durante el intervalo de tiempo que tarda en
acceder al servicio el cliente que ocupa la primera posicién de la drbita en el modelo M/M/1 sin llegadas
negativas. Sea n(?) el tiempo residual de servicio en el instante {. Dado que se asume que la disciplina
de acceso al servicio desde la érbita es FCFS, es posible expresar Efj, k € {0,1}, en los términos

i J j
=3¢ &= +) d+Y o >0,
k=0

k=0 k=1

donde C&, ..., CJ’F son v.a.i.i.d. como la variable ¢*, k € {0,1}, y n(t), o1, ..., 0j son v.a.i.i.d. segin la ley
exponencial con intensidad v. Como consecuencia, se deduce la relacién

$i(6,w) = (¢o(8,w)y’ ™, j>0.

Sea EN%J la cantidad total de tiempo que el servicio permanece ocupado durante (0, £,;] excluyendo el
tiempo residual de servicio. La funcién ¢o(6,w) puede escribirse como
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90(8,w) = E[ezp(~wn(t))] B [eap(—0ed, - wélo)] :

\
donde Efezp(—wn(t))] = v(w + v)~1. La distribucién del par (£J;,£},) es calculada a través del estudio
de las competiciones entre las leyes exponenciales con intensidades A y «. Condicionando por el nimero
de llegadas originales que logran ser servidas antes del acceso al servicic del cliente que ocupa la primera
posicién de la dorbita, se tiene i

1

o0 k—1
E [ezp(—gi?o - wfllo)] =3 (,\ i a) I _T_ 3B lezp (=00 + .+ x30) —wOd + -+ xi-1))],
k=1

donde x?, ...,x? son v.a.i. con distribucién exponencial de intensidad A + @ y x!, ..., X}c_l son v.a.i.i.d.
seglin la ley exponencial de pardmetro v. Entonces, es sencillo establecer

]
va ,

A+ (@ +a)(w+v)

¢0(9, w) =

La funcién ¢;(#,w) puede ser invertida dando lugar a la funcién de densidad de (513'511) Con este
fin, ¢;(#,w) es reexpresada como sigue

va i+l Ay —-(i+1}
(w =] —— - . 4.
¢;(6.w) (U—f-/\-t-af) (w+v 3+)\+Ot) : (1.4.6)

El segundo factor de (1.4.6) puede ser expresado como la integral de una distribucién Gamma. Des-
pués de algunos célculos rutinarios, se obtiene |

va?

va iz |
feeg,e10(@:y) = (sz) e~ Gtade-vy g, (2 )w::y) , x>0,y>0, (1.4.7)

donde I;(2) es la funcién modificada de Bessel de orden j definida como

1= )" e 5

k=0

Desde (1 4.6) o (1.4.7) se puede observar que £; y £]; son variables aleatorias dependlentes, para
cualquier j > 0.

A continuacién se obtiene la probabilidad P (7;41 > y). Sean Ny()) y Ny(6) el niimero de llegadas
de clientes originales y el nimero de llegadas negativas durante (0, y] respectlvamente Condicionando
por el valor de (N, (A), Ny(6)), se tiene que

i

Plriji>y) = E § T Al T P(r,-+1 > y/Ny(A) =1, Ny(6) = k). (1.4.8)
i=0 k=0 |

|
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Con ¢! objetivo de obtener la probabilidad condicional involucrada en (1.4.8), se estudia un pro-
blema combinatorio equivalente. Se consideran las trayectorias con origen en (0,0) y final en (i, k) del
camino aleatorio asociade a 7541 que no traspasan la bisectriz del primer cnadrante, cuando los saltos
a la izquierda del camino aleatorio original son sustituidos por saltos unitarios hacia arriba (ver Figura
1.4.8). Teniendo en cuenta que todos los caminos que unen (0, 0) con (i, k) son equiprobables, se tiene que

NS o
Pri > y/Ny () =8y (8) = ) = o,

donde N(g,0)(i,k) representa el nimero de caminos que unen (0,0) con (i,k) y N(*D 0)(i,E) el nimero de
éstos que no traspasan la bisectriz del primer cuadrante.

A

(0,0)

Figura 1.4.3. Camino aleatorio

El Principio de Reflexidén permite deducir las expresiones

i+k 1, sti> k=0,
N o) k) = ( ; ), si i2k>0 ¥y N(*O,O)(i,k) = %,:‘-H:—l b s-1 z > k=1,
( k )_(k-z): sit> k>2

Esto conduce a

. 1— £ sii>k >0,
Pl > /N0 =iN@ =k ={ 7T SIZE20 (1.4.9)
Combinando (1.4.8) y (1.4.9) se consigue
(248) 1 oo By kf2
. — e |/ il
P(rim>y)=e " Sk (6) I (2yV/33) (1.4.10)

k=1
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f

l
Insertando (1.4.7) y (1.4.10) en la expresién (1.4.5) y reagrupando términos se deduce la igualdad

ko 0 _ Yy
_Z: Py [exp (=0Wy; —wiis) I{f}j“"”‘}] = Foo @+ )0 +X+a)
= l

> Ave(d + a) o N (i + 2k 1) VA6 *
X_Z((m+a(a+a))(e+,\+a)¢(o,w,1)) ?Z’( (6,w, 1)) ,; kl(k + 4), (so(ﬂ,w,l)) ’

j=0 i=1 {
‘ (1.4.11)
donde . |
(Orwg) =w+Atd+v(1- Y | 1.4.12)
plwy)=wt+aAa+ v 9+)‘+a ; (
_ |
La condicién de ergodicidad resulta suficiente para asegurar la desigualdad I
Aav(d + o) l
(ra+8(A+a))(0+ X+ a)d(f,w 1) !
|
|
|
Ademas i
- G ta) ; al |
P B e (€O, aeN.
|
i
|
Por ello, (1.4.11) se reduce a ,
]
o0 if2 0 ki ogs i
vo LA Y (i4+ 2k -1)! i
—_— = M !
P””(u+y)(e+A+a)§”(5y) kZ_%zmt Bk + )
= = i
donde y = 426 /(A(8,w))*.
Finalmente, considerando la relacién
i = L (s |
(1-vI=) = > - ’f’k!(f'i 2_)1!) , i, (1.4.13)

y probando que

|
|
i
|
|
r
I
|
|
l
|
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se obtiene, después de algunas manipulaciones algebraicas, la siguiente igualdad

= vaB(f,w)
> PiE [ezp (~0WS - wW) Lt vy ] = Poo CTOGTram By AW
i=0 ’

A continuacién se considera el segundo sumando de (1.4.4) asociade al caso {5113 > 7j4+1}. Sea Nyj el
nimero de competiciones entre las leyes exponenciales de intensidades A y & que finalizan en la llegada de
un cliente original y ocurridas durante £1;. Observando que Ni; es una variable aleatoria con distribucién
Binomial Negativa, se tienen

n4j A e o i+l
P(Nu:ﬂ):( n )(A+a) (A+a> , n2>0,

Vﬂ+j+1 —vz _n+j
fE;J_/NU.(:E/n) = me x J, z > 0. (1415)

La transformada de Laplace-Stieltjes de 74, puede obtenerse de forma sencilla. Si el camino aleatorio
alcanza el estado j mediante 2k+1 saltos, entonces el niimero de posibles trayectorias desde el punto (0, )
al punto (k, k + 1) es (2k)!/(k!(k + 1)!). Teniendo en cuenta que todas las trayectorias son equiprobables
se tiene

. > (2k)! Ak gE+1
E e ?miv| = .
[ l k2=0 BNk DI (s + A+ 82+

Con la ayuda de (1.4.13), se puede deducir la siguiente expresién alternativa de la transformada de 74,

s+ A+6— /(8 +A+8)2—4X6
]=

2X

E {e_"i‘“

, Re(s) > 0.

La funcidén de densidad de la variable aleatoria ;41 se obtiene a través de la inversién por inspeccién
de la transformada E [e~*"5+1]. Esta densidad puede escribirse en términos de la funcién modificada de
Bessel de orden 1 como sigue

s\ 12
Frinn(y) = y! (:) e~ vy (2yV }‘6) . y>0 (1.4.16)

Debe observarse que fr;,, (y) también puede ser deducida desde (1.4.10).
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Condicionando por el valor de la terna (Ellj, N1j, Tj 1), se consigue escribir la relacion

oo
E [exp (<6W5 —oW}) Itgt 5r0m] = 3 P (M1 = n)
n=0

+o0 T o
x/o ff{j/Nl,-(’:/")[ e frn(ME [e-ew,j /.fllj =z,Ny =n,14 = y| dydz. (1.4.17)
0 ‘

Ahora, el nimero de competiciones entre las leyes exponenciales con intensidades A'y a que ocurren
antes del instante de expulsidn del cliente marcado coincide con el nimero de finalizaciones de servicio.
Ademas, el cliente marcado no puede ser expulsado durante su propio servicio. Como consecuencia de
estas dos observaciones se deduce que el nimero de finalizaciones de servicio en (0,y] es una variable
aleatoria con distribucién Binomial de n + j intentos con probabilidad de éxito y/x. 1

Entonces se tiene

n+j . n4j-k k
E‘[e"w‘oi/fh=I,N1f=ﬂ,7':'+1’—“y]:T(n?.]\ (EY (I“y\ ("A—‘Fa \
t S N AN SO N A
1 6 n+j ‘
= L (z_ 9+A+ay) _ | (1.4.18)

Insertando (1.4.15), (1.4.16) y (1.4.18) dentro de (1.4.17), y teniendo en cuenta la condicidn de ergo-
dicidad, ¥ < 1, se logra la expresion

o 1 ) o | S35 2
EPUE [ezp (—BWP_,- —wWi;) I{f{,-znu}] T vva+ (6= N+ o)) A(,w) 'Zo n{i+ 1! (A(B,w))

j=0

Con la ayuda de (1.4.13) se consigue una notable simplificacién

S ] (va + 8(} + o)) B(f.w)
S PyE [ezp (<OW; —wW)) Ly »iii =T (1.4.19)
=0

Poat G- NA+a)
!

Finalmente, la expresidn (1.4.1) para la transformada de Laplace-Stieltjes ¢(8,w) se deduce a partir
de (1.4.3), (1.4.14) y (1.4.19). :

Poniendo 6 = w = 0 en (1.4.19), se deriva la férmula (1.4.2) para la probabilidad de que el cliente
marcado abandone el sistema tras la finalizacion de su servicio. .
[}
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Como complemento al Teorema [.4.1, en la Figura 1.4.4, se representa la probabilidad de abandonar
el sistema mediante {a finalizacién del servicio frente a la intensidad § € R*. Puede observarse la existen-
cia de la asintota horizontal y = v{A+v)~!. Los tres casos represeniados corresponden con los siguientes
valores de los parimetros:

(IA=05a=3yv=7,
(M}A=125a=3yvr=71,
() A=25,a=3yv=".

]
20 40 €0 80 100
0.95
()
0.9
0.85 (i1}
0.8
0.75 (1)

Figura 1.4.4. Probabilidad de finalizacién del servicio

Derivando la expresion (1.4.1) se pueden deducir los momentos del par asociado al tiempoe de perma-
nencia {W°, W!). Si, en particular, se estd interesado en calcular el tiempo medio de permanencia en el
sistema, E[W], entonces

EW]=Er+ Eg,

donde

1

Er = EWrlr = oy a0+ 0)

Ava (1 va + 6(3 + a)

("’“*‘E(’\“")*Ha vat(6- N+ a)

A+ e)?(vat8(A+ o)) + dv(vat (AL a)(6+ o))\
(v + 6(A + a))? — A6(A 1 @)? )]

(1.4.20)

(A + a)(va + 6(A + ) + Av(va + (A + a)(é + )

(2o + 8(A + a)(A + V)Y ((va F S(XF @)= X6(XFa)?) (1.4.21)

EE=E[WE](1—p):)‘5

En las Figuras 1.{.5y 1.4.6 se representan los valores medios Ep y Eg frente a la intensidad § € IRY,
para los tres casos que fueron utilizados en la Figura 1.4 4.
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i

Utilizando (1.3.4), (1.3.5), (1.4.20) y (1.4.21) es sencillo verificar la validez de la férmula de Little
M, = AE[W). !

0.275 0.
D.25 {
0.225 0. f
|
20 a0 60 80 100 0. 1
0.175 5 |
0.15 0.01 ! .
(1) k (1)
0.125 (1) A e—— - (11)
(rr) 20 10 60 80 100 {1}
! 5
]
Figura 1.4.5. Valor medio Ep Figura 1.4.6. Valor medioc £ |

L

La transformada de Laplace-Stieltjes del par {(W? W!) que ha sido obtenida en .el Teorema 1.4.1
puede ser invertida por inspeccidn. En el siguiente resultado se presenta la funcién de densidad del par
(WO, W), donde W! es definida como la diferencia entre W! y el tiempo de servicio del cliente marcado.

\

Corolario 1.4.2. La funcién de densidad del par (W°, W) estd dade por ‘
f(wo|wl)(3,y) = M(?UO(xsy) i

b
|

Si(5) s orvm)

i=1

1/2
o —(Ata)r-(Avtilyy [ 9] 3 a(A +a)
+ 8(x)é(y) ” Pooe o vey |1+ pr——rara)

VAS &(A
+ 8(y) va+ §(A + a) e~ vty (Qy\/ﬁ)

y via+5(A+r)(A+a)

‘ (1.4.22)

1
donde ug(x) (respectivamente, uo{z,y)) denola la funcién de impulso unitario unidimensional (respecti-
vamente, bidimensional) y 6(.) representa la funcidn de Dirac. :

{

;
T.a demostracién del corolario anterior es estandar y por esta causa se omite. Sin embargo, debe ob-
servarse que los dos primeros sumandos de (1.4.22) corresponden al conjunto de sucesos {EL‘ < Tj41}§20s
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mientras que el sumando restante esta asociado a los casos {{fllj > Ti41}i20-

Para concluir esta seccidn, se presentan algunos resultados para el sistema M/M/1 con llegadas nega-
tivas y linea de espera clasica.

Corolario 1.4.3. 5i el proceso X asoctado al sistema M/M/1 con llegadas negativas y linca de es-
pera es ergddico, enfonces {a transformada de Laplace-Sticlijes del tiempo de permanencia en el sistema
de un cliente marcado, W, estd dada por

Cwwy _ ¥(1=p) [ v B(w)
Ble I= v+ bp \(w+v)(26—B(w))+2u(1-p))’

d(w) =

donde
B(w) = Alw) — V(AW))? —426 y AWw)=w+A+8+v(l-p),

para Re(w) > 0.

La probabilidad de que el cliente marcado no sea erpulsade es

L

p= v+bp

La demostracién del anterior resultado es omitida puesto que es suficiente tener en cuenta que el
modelo M/M/1 con llegadas negativas y linea de espera corresponde al caso limite & — oo del modelo
con reintentos. Del mismo modo se puede deducir la expresién del primer momento de W. Desde (1.4.20)
y (1.4.21) se deduce que E[W] puede ser expresado en términos de E[W] = E[Wr]p + E[WE|(1 - p),
donde

EWr] = ~ (1 + (1= p){v+8(1 —P))) '

1

Finalmente, la funcién de densidad de la variable aleatoria W, definida como la diferencia entre W y
el tiempo de servicio del cliente marcado, viene dada por la siguiente expresién

e-OrEru=aly [ (1 — o if
fol) = ( Lég’{uuu)w(wz{ T (ey\/ﬁ))Jr 51,20 1 (2038 )).

1=
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1.5 Periodo de ocupacion del sistema

Un periodo de ocupacién del sistema se define como el intervalo de tiempo comprendidé entre el instante
en que un cliente original accede al sistema vacio y ef primer instante en que finaliza un servicio volviendo
a dejar el sistema vacio. Las principales caracteristicas del periodo de ocupacidn del sistema estan repre-
sentadas por las siguientes variables aleatorias:

L = longitud del periodo de ocupacidn del sistema,

LY = longitud total de los periodos en los que el servicio se mantiene vacio durante (0, L],

L! = longitud total de los periodos en los que el servicio se mantiene ocupado durante (0, L],
N" = nimero de llegadas negativas ccurridas durante (0, L],

N* = nimero de clientes servidos durante (0, L].

Esta seccién estd dedicada al estudio de la distribucién conjunta del vector aleatorio (L°, L1, N™, N*)
y al cdlculo de sus correspondientes momentos factoriales. En primer lugar se considera el modelo con
disciplina constante de reintento, 4 = 0, > 0. En este caso particular, se obtienen la funcién generatriz
del vector aleatorio (L% L!, N™ , N*) y los primeros momentos de las variables que lo forman. Esquemas
recursivos estables para la computacién de momentos de orden superior son también propuestos. Poste-
riormente, son discutidas las principales diferencias con el caso p > 0 y calculadas las expresiones de los

momentos de L9, L', N™ y N*, cuando éstos existen.

o+ u

Ag

Figura 1.5.1. Espacio de estados y transiciones _

A continuacidn se introducen algunas definiciones y notaciones de utilidad en lo sucesivo. Por conve-
niencia, se denotan los estados (0, 7) por A; y (1, j) por B;, para j > 0. El instante de primer paso desde
el estado a al estado b sera denotado por Tys. Sea T, la cantidad total de tiempo en (0, T3] durante
la cual el servidor estd en estado i, ¢ € {0,1}. Finalmente, N, ¥y N, denotarin el nimero de llegadas
negativas y el nimero de clientes serv1dos durante T}, respectivamente. Con las definiciones anteriores,

es claro que L' =Th , , i€ {0,1}, N* = Np_ . y N* =N} , .
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Sea ¢qap(f,w, £, y) la funcién generatriz del vector aleatorio (T9, T, N3, N3,) definida de la siguiente

forma

bap(0,w,2,y) = E [ezp(—Bbe - wT;b)xN:ayN:b] i

para Re(f) > 0, Re(w) > 0, [z[ <1, [y| S 1.

(1.5.1)

La distribucién conjunta de (L° L', N™® N?) es determinada en el siguiente resultado en términos de

su correspondiente funcidn generatriz ¢p,4,(8,w, z,y).

Teorema 1.5.1. Si p =0, entonces la funcidn ¢p,4,(0, w, z,y) viene dada por

$Boa, (0w, z,y) =vy(w+ v+ A1 —¢B,8,(f,w,z, y)))_1 , (1.5.2)
donde ‘
1 Vo
é8,8,(0,w,z,y) = oY (gp((),w, y) — \/(go(ﬁ,w, g,r))2 — 4 (63: + 22y l ) , (1.5.3)
v o(0,w,y) fue dada en (1.4.12), para Re(9) > 0, Re(w) >0, || <1y |y < 1.
51, adicionalmente, se supone que v < 1, enionces
i} Los valores medios de las variables aleatorias LY L' N™ y N?® estin dados por
A va+8(A+a)
E[L%] = E[L'] = ,
(L] va+ (6 —-A)(A+a)’ [£] viva + (X0 a))
AS(A +a) 1
"= E[N|=vE (L. 1.5.
ii) Las covarianzas de los pares (L°, L), (N™,N*) y (L}, N*) son
AX + @) 2u(va + 8() + ) )
0yl
= 1.5.
Cov (1%, 1Y) = S = N0+ a))? (” et G- NoFa)) (1.5.5)
6 A + a) )2( v(va+ (A + e)(A + 2a + 6))
n 3y ¥
Couv(N", N )—V(ua+(6—A)(A+a) 1+()«+a)'('m—r(-6—)r)‘(-)ﬁ~—u-)j>— ’ (1.5.6)
2
Cov (L', N¥) = % ( Ata ) (5 v(vat b2 a)) ) : (15.7)

vo+ (XA + o) vaft=X){rr+)
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Demostracién. Sin pérdida de generalidad se asume que en el instante { = 0 comienza un periodo
de ocupacién. Condicionando por la primera transicién del proceso X se tiene !

A
By, (0,w,z,y) = vy + ¢B,4,(0,w,z,y). . (1.5.8)

[#] + A -1"‘ 178 |7 "i" /‘\ + 174
Para deducir (1.5.8) debe tenerse en cuenta que una transicién directa desde el estado By al estado Ay
occure con probabilidad ¥(A+v)~1. En tal caso se tienen L = 0, N® = 0, N* = 1y L} est exponencial-
mente distribuida con intensidad A + ». Como consecuencia, la esperanza condional cuando la primera
transicion conduce al estado Ag es
vy |
wH+A+v i

Por otra parte, cuando la primera transicién del proceso corresponde a la llegada de un cliente original,
la esperanza condicional es

A

m‘ﬁ&m(&% z,y).

Los anteriores argumentos pueden ser extendidos, con la ayuda de la Figura 1.5.1, dando lugar al
conjunto de ecuaciones que se propone a continuacion.

¢B1Au(9:wa i, y) = ¢B1Bu(9?ws i, y)¢BDA|J(6)wl z, y); ‘ (159)
$5,80(0,0,2,8) = —— ot —— G 5 (0,0,2,5) + ———5.5,(0
B BV, T, ¥ _w+A+u+6 WtAtv+6 ALBoV, W, T, Y m B:Bn( ,U;z,y),

(1.5.10)

i

éBgBo(gleI! y) = 455231(9,03,3,y)¢BlB°(e,w,$, y): \

a A
$a,B, (0w, z,y) = + $m8, (0w, 2, y). (1.5.11)

f+A+e O4+Ar+a |

Gracias a la homogeneidad de las transiciones desde los estados B;41 a los estados By, ¢ > 0, es posible
expresar Tp,p, €n los términos Tp, B, = T8,B, + T5,B,, donde Tg,p, ¥ Ts,p, son variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas como Ty, g,. Por ello, se tiene la relacion

$8,80(0,w,2,3) = (95,8,(0,,7,9))" j (15.12)
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La solucidn del sistema de ecuaciones (1.5.8) — {1.5.12) conduce a la expresion (1.5.2). Ademais, la
funcién ¢p, B, (8, w, z,y) satisface

A
W+ A+v+b

Avy
f+A+a)(w+A+v+8)

(655000, 7, )" + (( 1) $5.50(0,0,, )

+ bz n voy
wHA+v+ds (f+ri+o)wt+Ar+v+4d)

La funcién ¢ g, p,(0,w, z,y) sera entonces una de las dos siguientes funciones

zo(0,w,z,y) = 2% (tp(B,u,y) + \/(cp(ﬂ,w,y))? — 4 (6: + 5:%&-)) )

f(0,w,z,5) = 57 (so(ﬂ,w,y) - \/(so(a,w,y))z — 4 (6w+ ﬁi"-%—;)) -

Dado que |2(0,0,1,1)| € 1 no se satisface, la funcién zg(6,w, z,y) no puede corresponder a la funcién
generatriz de ninglin vector aleatorio cuya distribucion de probabilidad sea propia. Por otra parte, ha-
ciendo uso de argumentos sencillos es posible establecer las desigualdades:

Avy <1
B+rta)w+r+rv+8) —

4 vey Avy 2
fr+——>"—)<|1- ,
(w+ A+ v+ 8)? B+ Xr+a @+r+alw+Ar+r+6)

para Re(8) > 0, Re(w) > 0, |z] € 1y |y| < 1. Desde ellas se deduce, tras algunos calculos elementales,
que |z1(6,w, z,y)| < 1. Como consecuencia, la solucion propia de la ecuacién de segundo grado conduce
a la expresion (1.5.3).

Derivando la expresién (1.5.2) se obtienen los valores medios de las variables aleatorias L® L', N™ y
N* dados en el apartado i). Para deducir las expresiones (1.5.5) — (1.5.7) se calculan las correspondientes
derivadas de las funciones ¢,;(#,w,1,1) dadas en (1.5.8) — (1.5.12) con respecto a § y w, en el punto
# = w = 0. Se logran entonces las relaciones

-(0,1) _ A =0 A "(0,1)
Toodo = g oy Budo T 33 T804

(0,1 #0,1) | 7 - - - ~(0,1
T1(31A)u = Tngl + TngoTéoAu + T-é1BnguAu + ggA{;’
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#0,1) 1 0 £0 (0,1) ~(0,1)
TBan - (A +ur+ 5)2 (,\TBQBD + VTAJBO) + Y + U+5 (ATB:BQ tv TA Bn) 3
|
i
0,1 A . 0,1 5
1(3,13) =2 (TngoTtlth + Tl(':‘ B)o) ) !
i
|
~01) Az A o) |
TAlBo (A + )ZTBiBu + A + a Bi1Bqg: ‘l (1513)
donde 1
I =F[Ta] vy Tig'l) = E[T5Ty], i€{0,1}. J
i
|
Un esquema similar aplicado sobre las transformadas ¢45(6,0,1,1) ¥ ¢ap(0,w, 1, 1), (%onduce a las rela-

ciones w

v . 2
TB1A0 = _A—E [LD] ! TB1Bu [ D] ngBD = TVE [LO] !

(1.5.14)

?
i
|
|
. |
1,5, = 54— (1+vE (L) v Thp, =1 (B[] -1). |
I
|

A partir de (1.5.13) y (1.5.14) se deduce (1.5.5). Las expresiones para Couv (N®, N') y Cov (L', N?)

son obtenidas haciendo uso de argumentos paralelos (ver Apéndice 1.B).
W}

i
!
|
|

A continuacidn se desarrolla un esquema recursivo para el cémputo de los momentos de las variables
aleatorias L, L', N™ y N*. El sistema de ecuaciones (1.5.8) — (1.5.12) vuelve a ser el ‘punto de partida.
Previamente, se 1ntroduce alguna. notacién, Sean los momentos de orden k y los momentos factoriales de
orden k de las variables T (k) y N r( ), respectivamente, aguellos denotados como

T;gk)=E[(T;',,)k], ic{0,1}, k>1, abes,

NP = E[(NL) .. (Noy—k+1)),  k>1, ab€S,

donde el simbolo r denota n o s.
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Teorema 1.5.2. Si vy < 1, entonces los momentos de las variables L°, L', N™ y N° satisfacen el
stguiente esquema recursivo

=1

A k Ok
9,2 (158 ra-an S (B)ERasm) k21 s

Ao kv cork—1 20(m) 20k —m
FOk) €=1) L A(L -~ 8 E:( ) U FOE=mI Y k> 1 (1.5.16
BiBo ™ pa 4 (6 - A)(A+ @) A+aTAlB° + 1) = BiBoTB1Ba  |> 21 ( )

k=1
0k) _ g 1 A 1 F0(k=m) S 151
TAlB° b ((A+a)’° +A+aﬂ§__:0(k—~m)!(z\+a)m BiBo k21 (1.5.17)
k—1
Téf,’iin—é(kTé"“ ”+A( Tonge + (1~ 616) 3 (:1) E"éiTéﬁio”‘))), k21, (15.18)
m=1
. Ata 1(k 1 l(m) ri{k—m)
PrE) EFEED A1 -6 >1, (151
n ﬂ k
w522 (s ra-s X (4 in ;5;,"“) e>1, (s)
(k) At o - (m) gyn(k—m)
N5t = 5o ¥ G =0 T ) (&slk +A(1—61;,)mzl( ) B Vo B ) , k>1, (15.:21)
sk s k a m s{k—m
Niva, = b+ = ( B+ (-5 k)Z ( ) Nae Vaa, )) k21, (15.22)
a1y v(A +a)
P e et (1.5.23)
(%) )\(A+C£) kv (k—1) = (m) (k—m)
.! _ NJ - 1_ 6 3 m "S m k > 2
Noigo = @ F =X + a) (.\+a Bimy lk)m=1( ) 75e V5 B ) T
(1.5.24)

donde i = 1, i € (0,1}, y Ny = N3V =1
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Demostracién. Para establecer la validez de (1.5.15) — (1.5.17) se considera la particularizacién w = 0
y £ = y = 1 sobre el conjunto de ecuaciones (1.5.8) — (1.5.12) con la que se anulan las variables aleato-
rias L1, N™ y N*. Después de sucesivas derivadas y sustituciones, se obtienen las siguientes relaciones

recurrentes para TO( )

RO(E) _ A zo(k)
TBvo - A+ VTBle! k>,

(k) (k) (k) = 3 |
0 0 0 0 0 k—n !
TB,AQ:T8130+TBUA +(1 - 611) Z( )Taﬂrgo BEA,, v k2> 10

n=t
pOCEY _ ¥ k) A ek N
TBIBU*A"’V"‘(S AIBD+A+U+6TBZBO, k_lJ :
i
k-1
T8 _ 9f %K) (1) Z( ) O O s
n=1 .
sok)y ko A zo(k) '
TA].BO - mTAEBu ) 4\+O‘ B, Bg? k 2 1. (1525)

Después de algunas manipulaciones algebraicas, el sisterna (1.5.25) conduce a las expresiones (1.5.15)—
(1.5.17). Empleando argumentos similares son obtenidas las férmulas {1.5.18)—(1.5.24) para los momentos
de las variables L!, N* y N° (ver Apéndice 1.B).

En el teorema anterior se ha expresado sistematicamente el k-ésimo momento en términos de los
momentos de orden 0, ..., k — L. Por ello, la existencia del primer momento garantiza la existencia de los
momentos de orden superior. Con la finalidad de ilustrar este esquema recursivo se ofrecen las Figuras
1.5.82-1.5.9. En ellas se han representado la media y la varianza de las variables aleatorias L®, L!, N™ y
N* como funciones de la intensidad § € R*. Se han considerado cuatro casos:

(I)A=525,a=3.1yvy=-2.0, i
() A=5.25,0a =31y vy=-05,
() A=525 a=31yv=03,
(IV} x=5.25, =31y y=0.5.

:
El valor de la intensidad de servicio v es elegido para fijar el parametro de ergodicidad, v, en el nivel
deseado. Esta situacion explica la existencta de la asintota vertical que puede observarse en todas las

graficas.
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Figura 1.5.6. Valor esperado de & Figura 1.5.7. Varianza de N™
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Figura 1.5.8. Valor esperado de N* Figura 1.5.9. Varianza de N*

|
El caso i > 0 es estudiado a continuacién. Mediante un razonamiento semejante al utilizado en el caso

# = 0 se deduce que las funciones generatrices @q3(f,w, r, y} verifican el siguiente conjunto de ecuaciones:

bz + vy
wH+A+v4+d w4+ AEFr4s

ff)B.B.-_,(e.W,I.y): ¢A.‘B;_1(B:waz:y)

A -
+w+)‘+y+§¢3i+13i—1(91w1z1y): 12> 1, ! (1.5.26)

¢B.+;B._.(9,W|I,y) = ¢’B.‘+:B.’(6)w:I)y)éﬁiﬁi—1(9:wva’: y)s 1 2 1:: (1527)

i

_ a+tip A N
¢A.‘B.’-1(8|ws rly) - g ) 1’“ + g T Y ta+ iu¢B;B.‘_;(B;wr$x y): 1 2; 1. (1528)

Estas relaciones unidas a (1.5.8) y (1.5.9) forman el sistema de ecuaciones que!describen el com-
portamiento de las variables aleatorias L°, L', N® y N*, en el caso p > 0. La diferencia con el caso
del modelo con disciplina constante de reintento esta en la pérdida de homogeneidad en las transiciones
desde el estado B;y al estado B;, para i > 0. La principal consecuencia consiste en que el sistema finito
utilizado en el caso g = 0, (1.5.8) — (1.5.12), se ve sustituido por un sistema infinito de ecuaciones que,
desafortunadamente, imposibilita determinar explicitamente la expresién de ¢ a,{f,/w, z,y). Alternati-
vamente pueden derivarse relaciones que permiten calcular los momentos de las variables aleatorias L9,
LI, N™ y N*. |

En primer lugar se desarrolla un esquema recursivo para la obtencidon de los momentos de la variable
aleatoria [.9, cuando tales momentos existen. ‘
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Si se calcula la derivada del conjunto de ecuaciones (1.5.8), (1.5.9), (1.5.26) — (1.5.28) respecto de 8
en el punto (#,w,z,y) = (1,1,0,0) y se multiplica por (—1)¥, se deducen las relaciones

. A "
Toedo = oo k21 (1.5.29)

k-1
ok (k) G(k Dm Ok m
R Ok L 70 1_51k2( )B(BZ T g1, (1.5.30)
m=1
- 0(k) v -0(k) A =0(k) .
05, = s Tt o B, B21 izl (1.5.31)
O L S (R N S 1 I I S (1.5.32)
A B,y — /\+Ck+l[.1 AiBi )\+O’+!,U BB . = " -
k-1 .
k 70 70 .
T80 = Ton 4 T8, + (=60 3 ()RR TE5T. k21 i21 (1559
m=1
Desde (1.5.28) y (1.5.30) sc tiene que
~0(k A f ok 0(m) 20(k~m
TB(DA?O = (T( ) +(1—b1k) z:l( )TB( BlTB(qu )) k>l (1.5.34)

Como se observa, todos los valores medios {TB 8 /12> 1,0 <j <k}, k> 1, se ven involucrados

en la buisqueda de la expresion de TB(H A partir de {1.5.31) — (1.5.33) se deduce la relacidn recursiva

. a+d k~1
goy AP ey kv FO(k=1) oy kY 7otm)  pok- ™ ki,
By B iy A_.F p BB T AW+ o+ :-#)TA;B;_l (1 ‘511c)m:1 TB..HB Tg.n._ i

(1.5.35)

donde Tg(.-?.-_u para k > 1y 7 > 1, es calculado de forma recurrente de acuerdo con (1.5.32) y con-

siderando 'f":b(o) = 1. A partir de (1.5.34) y (1.56.35), tras algunas manipulaciones algebraicas, se obtiene
el siguiente procedimiento para calcular el momento de orden k de la variable aleatoria TgaAu'
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Esquema recursivo para el cdlculo de T;E?u. El momento de orden k de la variable aleatoria
LY, si existe, viene dado por

k m k
0= 2000 5 (1)
=1

k FOk-1) 79(m) 0(k—m) (1 + J\*‘m) i+l i1
+ +—-(1-4 ( ) U [ A L = , kE>1,
,Z[:, SHat (D A =6 ,,.z-:l A =D i

donde TA(_,_) B Y TEE’;’,B‘. estan dadas por (1.5.32) y (1.5.35), respectivamente, y TO(O) 1.

Razonamientos andlogoes al propuesto permiten deducir los siguientes esquermnas recursivos para el
cilculo de los momentos de L', N® y N* (ver Apéndice 1.C).

Esquema recursivo para el cdlculo de TEE’QD. El momento de orden k de la variable aleatoria
L', si existe, viene dado por

k=1
~1({k 1 1{k~1 1 m 1(k~ '
38, = v (kTBE,A )4 A1 = 61s) > ( ) T To™ l

m=1

— PLGE=1) = 7i(m) 2 1(k—m) (1_*_%«:_)_ 1 i
+ kTp,,, 5, + M1 = b1¢) ( ) Torra.eTH: f;)—‘—“‘ a EH-P"H k21, (1.537)
< 71FT
dondeT(o)— ly !
. atd

FAE 1+——Eﬁ _10(E) k‘,.,.,u_k 1 FUm) pllE=m) Lo sy

Bip1Bi i'*‘%y B:Bio A BB‘-l '+1B‘ BB""' =7 =7
(1.5.38)

Esquema recursivo para el cdlculo de N’;E?

aleatoria N, si existe, viene dado por

.+ El momento factorial de orden k de la variable

n(k m k—-m
5% =1 (p0-aw 3 (4 mane
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oo k-1 EN . ) ( + z‘—t—“) )
+) (&slk +A1-6u) Y (m)Ng(”” N;fﬁ;gj)) S LHLHL L > (1.5.39)

it2Bip1 (1 + a+6g)
i1

=0 m=1

donde ﬁ:b(o) =1ly

. atdp k-1
got T T Lagmey 8, ~(1-6) 3 BN gnom) fnle=m) Lo 5 (1.5.40)
Bip Bi T i-i-"’“_'i‘ﬂ'p BiBi—: )71k e 7 \ ™ BitaBi7 BiBiwy =7 oA
f =

3

Esquema recursivo para el cidlculo de NB&?

aleatoria N*®, si existe, viene dado por

k—1
cra(k 1 k sa(m) s(k=m
NB(UL =&+ - ()‘(1 — b1x) Z (m) NJJB(lB)oN:‘B(uAu )
m=1

o El momento factorial de orden k£ de la variable

0 . Bl oo ) (1 + Afﬁ) _
+3 (kyN;(‘ij;)‘ F AL b)Y (m)N"("‘) Ng("j;;)) F— L] k>, (15.41)

BiyaBip1
i=0 m=1

donde N'¥ =1y

@) A je®)

AiBi = Ao+ ,t‘u B,8B;_ 1 k Z 1! 1'2 1) (1542)
i 4 etip E-1
~ralk t+ —1 55s(k kv ~ok—1 kY os(m ~ra(k—m .
NB(""')’B" = di_"‘l'—\dpih p INB(‘Ii)"l Y A(‘B“)l - (1= 8u) Zl (m) NBE+1)B.'NB(.'B.'_1)’ k>1, i:21
P" m=
(1.5.43)

A continuacién se propone una condicién suficiente que asegura la existencia de los momentos T’gg?ﬁ,
Tégf&)a' ﬁ;gﬂ)o ¥ ]{TJ;EBO, para k > 0, en el caso g > 0.

Proposicién 1.5.3. Una condicién suficiente que asegure la eristencia de todos los momentos de las
variables aleatorias L°, L', N™ y N°, en el caso p > 0, es

(A-8+e)

vo*

<1

)

donde a™ = maz{a, u).

Demostracién. Se considera la sincronizacién entre el modelo M/M/1 con llegadas negativas y disci-
plina lineal de reintento (a > 0, ¢ > 0) bajo consideracién y otro modelo M/M/1 con llegadas negativas
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y disciplina constante {a* = maz(a, y)), de modo que en la n-ésima visita, n > 1, al estado (i,j) € S
se tienen las mismas realizaciones de las variables aleatorias asociadas a los tiempos entre dos llegadas
consecutivas de clientes originales, a los tiempos entre dos llegadas negativas sucesivas y a los tiempos de
servicio. Entonces, se tiene

P (T 4, < %) <P(TBoa, <z), z€R,

1
donde Tp,4, ¥ Th,a, denotan las longitudes de los periodos de ocupacién en los modelos con disciplinas
lineal y constante, respectivamente, descritos con anterioridad. Notando que el momento de orden k de
una variable aleatoria no negativa Y puede escribirse en los términos ‘
oo !
E[Y*] :kf e*IP(Y > z)dz, k20, !
0 :
se tiene que E[(TB,40)%] < E[(T3,4,)%]. k 2> 0. Entonces, si el modelo con dxscnphna. constante de rein-
tento es ergddico, es decir si se verifica la relacién

(A—=8)(X+a*)

vt

<1,

se asegura que E[(T,4,)%] < oo, k¥ > 0. Por ello, se tienen E[(Tgvo)"] < ooy E[(T}, )] < oo,
para cualquier orden k > 0. La existencia de los momentos E[(N3_, )]y E'[(NBDAD)"] para k > 0, se
demuestra empleando razonamientos analogos.

o

La condicién de ergodicidad en el caso 4 > 0 asegura la existencia de los valores medios de las variables
aleatorias L, L, N™ y N*, cuyas expresiones son recogidas en el siguiente resultado.

Corolario 1.5.4. Sipu > 0 y p < 1, entonces los primeros momentos de las variables L°, L', N™
y N* estdn dados por

1 A+ o o+ bp ‘
E[L° =—(F (1, i1 ; )—1), 1.5.44
L= 33% ol ; ( )
- i
B[LY] = —F (1,1+ +a;1+°‘+6‘°;p), ‘ (1.5.45)
v - I i
2 1
EWﬂ=5(FOJ+ +“n+“+”m)-0, | (1.5.46)
v T #
E[N*] = vE[LY]. (1.5.47)

Demostracién. Los valores esperados de las componentes del vector aleatorio (L°, L', N™ N*) son

)
7
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obtenidos de forma sencilla a través de la particularizacion al caso & = 1 de las expresiones (1.5.35) —
{1.5.43). La aplicacién del test del cociente- asegura que la condicién p < 1 es suficiente para la con-
vergencia de la serie hipergeométrica y, consecuentemente, para la existencia de E[L%], E[L'], E[N"] ¥
E[N?].

0

Para finalizar esta seccién, a continuacién se dan las expresiones de las covarianzas Cov(L°L!) y
Cov{N™, N*) en el caso u > 0 (ver Apéndice 1.D).

i}Sip <1y Cou(L® L') es finita, entonces

oo

1 . . . . .
Cov(L®, L') = E[L°|E[L'] + ~ E ('jrl,giﬂi_1 + A (Tgmﬂ‘CJ."};,J;‘_l +T8,8,_, Th.,. B,

i=1

) (1+ m) _
+(_A+ay—+iuf Téisa_l)) (1_+T,1:"“* g (1.5.48)

donde E[L%] y E[L'] fueron dadas en el Corolario 1.5.4y T§;+,B; y i‘n}l,‘,“ﬁé vienen dados por

o v 1 Ata a+bp
TB.’+|B.-_X()‘+Q(F(1: I 1+ e -1

fr:
—1(1 rso-)ii(hd%)“"‘1 ik 1+0_+6£)" - (1.5.49)
BT (em) ) (e ),
=1 _1 Ata o+ dp \_._._,_i:i(l-{-k_ﬁ_a)l— t—\(1+a_-'};6£)' —i
Thnn = 3 F(1,1+ ot ou,;kLzo(H = ),-_:p ") \(1+"—}9~):p’
(1.5.50)

para ¢ > (.

i) Si p < 1y Cov(N™, N*) es finita, entonces

Cov(N™,N*) = E[N"](E[N*] - 1) + % E(F'f—_—ﬁr"”. 1

+N§l+13.‘ﬁ.85.'31_1 +ﬁ§i3i-1N§.—+lBi) ( K )l' 1

—w;[) ' (1.5.51)
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donde E[N"] y E[N*] fueron dadas en el Corolario 1.5.4y Ng%gi y 1\75‘,“3‘. vienen dados por

J-_ ‘ +6
NB. .5 =% F (1,1+ A:a;l-!- atép, ) —1—(1—60.)§ ((H ):"" p"‘") %:i}w-*,
i~k i
: (1.5.52)

b

A+ o+ bp. ) 1—60,)§ (1‘1‘4—). E ik \ (1+9+76£) —i
+

- v
Ny g =~ F(1,1+ i1+ : S 2 i
L = (=)

_.:I'_

(1.5. 53)

para > 0.

1.6 Cadenas encajadas asociadas a los instantes de finalizacién
del servicio y de expulsion

1

Esta seccién estd dedicada al estudio de las distribuciones de probabilidad de las cadenas de Markov
encajadas en los instantes de finalizacién del servicio y de expulsién. Se asume a lo largo de la seccién
que el proceso X es ergddico. La Teoriz de Procesos Regenerativos permitira analizar el proceso X en la
sucesién de los instantes de salida del sistema {7,}%2,. Las principales caracteristicas son nuevamente

expresables en términos de series hipergeométricas.

Sea la distribucién de probabilidad asociada al nimero de clientes presentes en el sistema en el ins-
tante inmediatamente posterior a la salida de un cliente

0; = lm P(C(m+0)+Qm+0)=j5), j=0

Las anteriores probabilidades pueden ser expresadas como
II; = HU: sl J = 0:
P O+, sij>1,

donde _
;= lm P(X(m+0)=(0.5), si j20,

II; =nll'I-PooP(X(n"+0)=(1’J_1))’ si 72> 1.

Debe observarse que con la ayuda de II; y II; puede distinguirse si cada transicién de la cadena de
Markov {X (9, + 0)}3%, corresponde a una finalizacién del servicio o a una llegada négativa.

Es sabido (ver Cooper (1981), pg. 187) que todo proceso estocdstico, cuyas trayectorias son casi
seguro funciones de salto con pasos unitarios, tiene la misma distribucién limite de probabilidad justo
antes de los puntos de crecimiento y justo después de los puntos de decrecimiento, cuando ésta existe.

1
4

i
'

+
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Como consecuencia, la distribucion de probabilidad, {P;}72,, asociada al nimero total de clientes en el
sistema (ver Corolario 1.3.9) satisface P; = II;, 7 > 0.

Por sencillez, se supone en el resto de esta seccién que en el instante £ = 0 el sistema esta en estado
X{(0) = (0,0). Un ciclo de regeneracion, T, es definido como el tiempo de primer paso desde el estado
(0,0) al estado (0,0). Entonces, ' = Y + L, donde Y es una variable aleatoria exponencialmente dis-
tribuida con parametro A y L es la longitud de un periodo de ocupacién. Teniendo en cuenta que los
tiempos entre llegadas de clientes originales, los tiempos entre llegadas negativas y los tiempos de servicio
son mutuamente independientes, se tiene que las variables aleatorias Y y L son también independientes.

Debe notarse que el proceso en tiempo continuo X= {X{(¢),t > 0} es un proceso regenerativo con
proceso de renovacién encajado {71,Ts, ...}, donde T; denota el #-ésimo ciclo de regeneracién. Ademas,
la secuencia {Xn}ns0 = {{(C(n + 0), Q(7n + 0))}n>0 es un proceso regenerativo en tiempo discreto con
sucesion de renovacién {Ny, No, ...}, donde N; es el nimero de salidas generalizadas (es decir, clientes
servidos o expulsados del sistema por el efecto de una llegada negativa) durante el +~ésimo ciclo, 7;. Por
conveniencia en la notacién, seran considerados T'=T} y N = Ni.

Con los anteriores preliminares se estd en condiciones de establecer el sigulente resultado donde se
estudian las distribuciones de probabilidad de las cadenas de Markov encajadas en los instantes de finali-
zacién del servicio y de expulsidn.

Teorema 1.6.1. Si el proceso X= {X(t),t > 0} es ergddico, entonces

i) La distribucién de probabilidad del nimero de clientes en drhita justo después de un instante de
finalizacidn del servicio estd dada por

A ) -1
Ty = (F (1,1+ :a;l"'a_; pSP)) 3 (]"6'1)

L, il (1.6.2)

it) 516 > 0, la distribucién de probabilidad del nimero de clientes en el sistema justo después del
instante de la ezpulsidn de un clienle estd dada por

a(eae)
ijAmle i>1, (1.6.3)

2

donde

(A +a+p) ( At a a+op ))_1
A:(————————F 1,2+ S92+ ; .
vatut o)’ I w f




Cap. 1. Sistemna M/M/1 con llegadas negativas y disciplina lineal de reintento I 55

Demostracién. Mediante un resultado bdsico en la Teoria de Procesos Regenerativos (ver Stidham
(1972)), se tiene la relacién ‘

i

Jim P(Xn = (i,4)) = P(Xg =(1,7)), (LI ES, |

donde X§ representa la version estacionaria del proceso en tiempo discreto {X, },,,_D Una expresién
alternativa para P(X] = (¢, j)) viene dada por

—MLX:—(-U-)—DD-&}-] i)es

E 1

|

!

P(Xg=(4,3) =

Sea N7 (respectivamente N7) el nlimero de instantes de finalizacién del servicio (respectivamente, de
expulsién) que dejan j clientes en el sistema durante el primer ciclo de regeneracion (0 T]. Teniendo en
cuenta las relaciones

|
'
i

oo
= Z Ix.=@i)nsn), §20, y N= E Iix,=(1,j-1)N>n}y F21,
n=0 n=0 '

es posible expresar las probabilidades ]_]_,- y f[_,- en los términos

_ EINI , 5
I; = _E%’ i>0, x (1.6.4)
_ E[Ni ) |

. : [
Por conveniencia, se vuelven a denotar los estados (0, 7) por A; y los estados (1,5) por B;, j > 0.

Sea N"b (respectwamente Nﬂb) el nimero de instantes de finalizacién del servicio (respectivamente, de

expulsién) que dejan j clientes en el sistema durante el tiempo de primer paso Ta;,, desde el estado
(=]

a al estado b. Entonces, N7 = Nf; Ay N = NB Aq PATA j > 1, N* 2; o N7, Z, Ny
N=N* +N“ Teniendo en cuenta que N° = 1, se tiene Il = 1/E[N]. Sea ¢',(z, y) la. fun(:lon generatriz
del par (N7, N7,) definida por ‘

|

Ha@.y) = E [Ty ], 21, |

para [z| < 1y |y < L i

Teniendo en cuenta que una transicién directa desde el estado By al estado Ay (respectivamente, desde
Bo a B;) occure con probabilidad v(A + v)~! (respectivamente, A(A + v)~%), se ticne que ¢4 , (z,v)
puede expresarse de la forma :

- 174 A . |
¢%0Au(ﬂ:, y) = m + m(ﬁ'};le(I, y). .i (166)
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El argumento anterior puede ser extendido, con la ayuda de la Figura 1.5.1, para deducir el siguiente
conjunto de ecuaciones

Foa, (2 Y) = b, 5, (&, W54, (2. 9), G2, (1.6.7)
; § Y
5,5, (T, ¥) = m(l — 6ij + ybi) + WQSB,“B‘_J Y}
D e (R TR0 /N CR) N N B ¥ (1.6.8)
Shnmi (9 = b5, @ ke (zy), P21 §21, (1.6.9)
#p (2.y)= A::iﬂw H:W L@y, i1, §ix1, (1.6.10)

para [z| <1y |y < 1.

Derivando las funciones generatrices qbf;b(x, y) del conjunto de ecuaciones (1.6.6) — (1.6.10) con res-
pecto a z y tomando = y = 1 se obtienen las relaciones entre los momentos E[N},]:

E [Mhoa,| = HVE[N;;IAO], i>1, (1.6.11)

E [N, 4] = £ [N, Bo] + B [Fhoa) 721, (1.6.12)

A v

E[¥ho.] = ez [Mhan| + 1ogs (B + E[Mas ) i21 G210 (613)

E [N;’,MBM] —E [N‘J_;,__“B‘_] +E [N ], i1 521, (1.6.14)
[ A B-—l] - —:ﬂj-__z_ﬁE [Ni%isi_‘] , 121, j21 (1.6.15)

Entonces, de (1.6.11) y (1.6.12) se deduce que

E[Ni] = %E (#5321
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Anidlogamente, a partir de (1.6.13) — (1.6.15) se deduce

(H-_“_) bij + E |N i>1 j>1.;
(- E.JF) ( ” [B.+13a])’ = =

Después de sucesivas sustituciones, es posible lograr una expresién para E[N/] de la forma

E 5.,

EM =", j>1 \ (1.6.16)

Por ello, el mimero esperado de finalizaciones de servicio ocurridas durante un ciclo de regeneracién esti
dado por

E[N]ﬁF(l,H%’;H“:é”;p).

|
|
.. ) |
La aplicacién de un esquema similar para el nimero esperado de clientes expulsados durante (0,7,
conduce a las siguientes expresiones (ver Apéndice 1.E): '

|
|
§(14 2o i
Ni Lo i>1. 1

E (1.6.17)

Teniendo en cuenta que el niimero esperado de clientes expulsados por el efecto de las 'l]egadas negativas
en un ciclo puede expresarse como

6(A+a+,u) ( At a a4 8p ) :
E 1,2 P24 ir), 1.6.18
[ ] wa+p+tép) i PR ( )

|

- i

gse sigue gque 1
t

EN) =14 XAt+e+n (1 2+A+“;2+°’+5”;p).

T 9) (1.6.19)

H [

Por otra parte, las distribuciones de probabilidad {7;}32, ¥ {#;}{; pueden escribirse como

::1

= s Jnk i>0, 5 (1.6.20)
k=0

(1.6.21)
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Por ello, a partir de (1.6.4), (1.6.5), (1.6.18), (1.6.17) y (1.6.19) — (1.6.21) se obtiene que {7;}5, vy
{#;}$2, vienen dadas por las f6rmulas (1.6.1) — (1.6.3).

Para finalizar, la convergencia de las series hipergeométricas involucradas en (1.6.1) — (1.6.3) se sigue
desde la condicidén de ergodicidad del proceso X y una simple aplicacion del test del cociente y del test

de Raabe.
]

Las expresiones de las probabilidades IT; y II; se obtienen ficilmente desde (1.6.4), (1.6.5), (1.6.16) y
(1.6.17). De este modo se tiene que

) (14282)
J=E[1N](1+E%£)J.P'= 720,
I}

donde E[N] estd dado por (1.6.19).

En el siguiente resultado se obtienen los momentos factoriales de las distribuciones de probabilidad
{ﬁj}?&o ¥ {ﬁ'j}?ir
Teorema 1.6.2. Si el proceso X= {X(t),t > 0} es ergédico, entonces

i) El k-ésimo momento factorial de la cadena de Markov encajada en los instantes de finalizacién del
servicio, My, estd dado por

My = fop— (s _’_)"‘_‘iér'jﬁ'( ~~~~~~ .

( k+1k+l+ " k+l+

donde Ty viene dado por (1.6.1).

,p) (1.6.22)

ii) El k-ésimo momento factorial de la cadena de Markou encajada en los instantes de expulsidn, My,
estd dado por

~ 1 4 Afe
My = 2 ( ‘u)kPkk!F(k+1,k+1+““—m;k+1+a+6p;P)“*501: , k>0,
vB(N) \ (14 o) = # P

(1.6.23)
donde E [1\7] viene dado por (1.6.18).
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Demostracién. A partir de (1.6.1) ~ (1.6.3) se siguen las siguientes expresiones para las funciones
generatrices de {7, }52, ¥ {7;}$2,

2. A 5 |
-_-Zi'rjzjzv_roF(l,1+ teg ot ",p), (1.6.24)
j=0 H L
o0
5(\ A 5 |
:Z:Tr A= Atatpy) sz(1,2+ +a;2+a+ p;pz).
i v(a+ p+6p)E[N] _# I

Dado que (z +1)" = 3", () £°, se obtiene que (2 +1) = 3707 ; Mg 2*(k!)~! y, como consecuencia,
My, puede ser obtenido mediante una identificacién directa con el k-ésimo coeficiente de la serie H(z +1).
Entonces, de la definicién de serie hipergeométrica y (1.6.24) se deduce que M}, para k > 0, estd dado por

o 70§: (l+w'
=0 (1+$_)j+k d

Haciendo uso de las relaciones dadas en (1.3.8), se sigue que Mg, para k > 0, viene dado por la expresién
(1.6.22).

De manera analoga para My, k > 0, es deducida la igualdad

- (1+ HAE) G |
k Z i — bok k>0.

- at8p 3! ’
j=0 ( —‘_)54-:;

. . i ;
Desde esta expresién y (1.3.8), se deduce facilmente (1.6.23). Haciendo uso del test del cociente y
del test de Raabe se comprueba que la condicién de ergodicidad del proceso X es suficiénte para asegurar
la existencia de los momentos My y Mg, para k > (.

VE[N]

a

N

Para concluir esta seccién, en el siguiente corolario se reunen algunos resultados |explicitos para el
modelo con disciplina constante de reintento. La demostracidn es trivial desde los Teoremas 1.6.1 y 1.6.2
y, por ello, es omitida. Obsérvese que se verifica #; = T; 45, 7 > 0.

Corolario 1.6.3. Si g =0, a >0y v <1, entonces

i) La distribucién de probabilidad de la cadena de Markov encajada en los instantes de finalizacidn
del servicie estd dada por

ﬁ=(“»£$5Tm)L£$5?®Y’52& |




60 Cap. 1. Sistema M/M/1 con llegadas negativas y disciplina lineal de reintento

¥ su correspondiente k-ésimo momento factorial es

_ AA + @) ¥
Mk—k!(ua+(6—,\)(A+a)) , k20

i) 5i 6 > 0, la distribucidn de probabilided de la cadena de Markov encajada en los instantes de
ezpulsidn estd dada por

ne (- itit) (o) i

¥ su correspondiente k-ésimo momento factorial es

7 = et _NQ+a) [ vats(Ata) MA+a) ’
M = AA+ @) (ua+(6—)\)()«+a) (ya+(5_)‘)()‘+a)) H“%k), k>0

1.7 Proceso de finalizacién del servicio

El proceso de finalizacién del servicic es definido como la sucesién de instantes de tiempo {17}, en
los que los clientes abandonan el sisterna después de sus correspondientes finalizaciones del servicio. El
estudio de {n’}$2, es equivalente al estudio de la secuencia {r; = n} — 57_,}%2,. Debe observarse (ver la
Figura 1.7.1) que el intervalo 7; puede ser expresado como 1, = R; + 5;, i > 1, donde R; estd definido
como el periodo vacio del servidor hasta el instante £; de entrada en el servicio del i-ésimo cliente y 5;
representa el correspondiente tiempo de servicio.

T

M1 & % G
4 4

Figura 1.7.1. Proceso de finalizacién del servicio

Se asume que el proceso X es ergddico y, consecuentemente, que las variables aleatorias 11, 73, ... son
idénticamente distribuidas. Por conveniencia en la notacidn, el intervalo en consideracién serd denotado
COITo T1.

La distribucidn conjunta de probabilidad del par (R;,S5;) es obtenida a continuacién en términos de
su transformada de Laplace-Stieltjes.
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Teorema 1.7.1. Si el sistema es ergédico, entonces la transformada de Laplace-Stieltjes del par (R, S1),
¢(0,w) = Elexp(—0Ry —wS1)), estd dada por |

AN v i, Q _ T o 4R ]_]+_-I:__ ;tz:.j;a’p L
PO =0 v U T 9 4ata t\ i Uy ety fode | i) (L.7.1)

para Re(#) > 0, Re(w) > 0, donde 7 wviene dada por (1.6.1) y 3% (::I’f:'“”) esla serjie hipergeométrica

generalizada. i

Demostracidén. Dado que la longitud del tiempo de servicio, S1, es independiente de todos los sucesos
ocurridos antes de su comienzo, las variables aleatorias R; y 5] son independientes. Entonces,
:
[
¢(8,w) = E [exp(~0R1)] E [exp(—wS1)), '
donde E [ezp(—wS1)] = v(w + v)~!. Con la finalidad de encontrar la transformada de Laplace-Stieltjes
de la variable aleatoria R, se condiciona por el nimero de clientes presentes en el sistema al finalizar el

servicio anterior. Ast se obtiene

oo

At+a+np
E[exp(—8R1)] = ”°+Z 0+ X+a+ny o l

Nétese que

— T 1 1
§9+Afa+n;¢=9+l+a/‘;n(mm)da 5

Por ello, se deduce una expresién alternativa para E[ezp(—8R,;)] con ayuda de la igualdad
1

~_Atetnp Ao 8 M emge o
§: =1 2te o 8 | 7
il P'.'rn 1 Sy ar “/ﬂ II(t)dt. (1.7.2)

La sustitucién de (1.6.24) en (1.7.2) conduce, después de algunas manipulaciones algebraicas, a (1.7.1).
I

Finalmente, la condicién de ergodicidad del proceso X es necesaria y suficiente para asegurar que la

serie hipergeométrica generalizada {ver Apéndice 1.A) involucrada en (1.7.1) es convergente.
' 0

|

En el caso partlcular # =0y a>0,latransformada de Laplace-Stieltjes del par (Rl, Si) se reduce a
una expresién mas explicita. ;

Corolario 1.7.2. Sipu =0, a > 0y v < 1, entonces la transformada de Laplace Stieltjes del par
(R1,5:) estd dada por

(1.7.3)

¢(0,w) = (w,}_y)(ﬂy-{—,\-f-a) ()H_a (1 B ﬂqi_)\iu)) ’

pare Re(f) > 0 y Re(w) > 0, donde T viene dada en el Corolario 1.6.8.
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La transformada de Laplace-Stieltjes de (R1,.5)) puede ser invertida por inspeccién. Su densidad ha
sido recogida en el siguiente resultado.

Corolario 1.7.3. Si el proceso X= {X(t),t > 0} es ergddico, entonces
i)Sip=0ya>0,

feoso(@,8) = ve™ (A i + (A + a)e™OF2(1 — 7o) ) 8(2)8(v),

donde 7g viene dada en el Corolario 1.6.3 y &(.) denota le delta de Dirac.

i) Sip >0,
_ _ Ata+p
— vy Az (Aa+tp)z
firy,s0)(7,y) = Tove (/\e + pr—— L ((A +a)
8 A 0
x F (1,2+l\_ft;2+%9;pe_’”) 4+ uF (2,2+ :a;2+ a—; p;pe_“’))) 8(z)6(y),

donde my viene dada por (1.6.1).

El siguiente objetivo consiste en cbtener formulas para los momentos de la variable aleatoria R;. Sea
M,fl = E[R¥], para k > 0.

Teorema 1.7.4. Si el proceso X es ergddico, entonces los momentos de R, estdn dados por

i)Sip=0yo>0, entonces

1— T
Ry _ gy 70 70 >
M = K ((A+a)k + Ak) . k>0, (1.7.4)

donde 7o viene dede en el Corolerio 1.6.5.

i) Si u > 0, enfonces

Ry t= 1 1 1:&%)-“5%;-0
M, = klrg )t_k+m k+1FE 1+ Qtég,l-i- 3‘-‘!"—“,...,1+"—‘};—" -1 ., k>1, (1.7.5)
donde 7o estd dada por (1.6.1).

Demostracién. Con la ayuda de (1.7.3) se obtiene ficilmente la expresién (1.7.4). En el caso u > 0,

tras derivar (1.7.1) se tiene
1 1 1
Ry .. b —_—— 1 Fa—(=1)= 1.7.
ME = k! (J\k o) !’fru (=1)* 2 L (0), (1.7.6)

dk:
dok

donde

Ie(6) = (efol t"i%ﬂ-ln(t)dt) = 0.J(8,k) + kJ(0,k —1), (L7.7)
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1(6,k) = 2 (/ AR 1 [ )dt)

Después de algunos cilculos rutinarios, es posible encontrar una expresién de la funcién J (6, k) en términos
de la serie hipergeomeétrica generalizada. .

i ( 1, 1+_+_ 9+A+a 9+A+a :p )‘

i
1

- k
J(8,k) =(-1) klw 0 k+3Fk42 1+Qi52 1+'9_'ﬁ:t2 l+ A o« | E>1.(17.8)

|
Sustituyendo (1.7.7) y (1.7.8) en la expresién (1.7.6), se deduce (1.7.5). Como en otr!os resultados, una
sencilla aplicacién del test del cociente y del test de Raabe garantiza que la serie de (1. 7 5) es convergente
si y solo si el proceso X es ergddico.
m)

Para encontrar el k-ésimo momento del intervalo entre finalizaciones de servicio 7, M* = E [1‘1"],
para k > 0, se hace uso de la independencia entre las variables aleatorias R; y S1. Se obtiene entonces

k
2 !
M =3 (J)M*“'Mk_,, (1.7.9)
j=0 ‘
donde 1'||/1'J-S1 = jly=7 para j > 0. ]
+

En las aplicaciones practicas, la media y la varianza de las principales caracteristif:as del sistema de
colas son, probablemente, las cantidades mds importantes. Sus expresiones son resumidas en el siguiente
corolario.

Corolario 1.7.5.

!
i} Siu>0yp<l, entonces ’

A .
E[Tl]=%+ﬁ'o (1++F(1,1+ +°‘;2+°’+‘5”;p)), (1.7.10)

A atptép 7 7

1 1 p 1,1 4 e, 1+—i—p
= 2 aF s
Varlnl= 75 + “"( TOtermatatin’ ( g+ xtle, 2+—*—

_ (1 p Ata , atdp )))2
- —+—F|1,1 12 ; )
(Wo()«+a+p+6p (’ + g’ + L

donde To viene dada por (1.6.1).

(1.7.11)
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i) Sip=0a>0yv<]1, entonces
via+ 86X +a)(A +v)

E[TI] = kY P CLa AN ¥ (1712)
AV\V(! -+ O\/\ - U!}}
11 1 A §)\?
Var[n] = ata Tt (A L= verit et (1.7.13)

1.8 Proceso de comienzo del servicio

El proceso de comienzo del servicio (o proceso gquasi-input} estd muy relacionado con el proceso de
finalizacién del servicio. El proceso de comienzo del servicio se define como la sucesién de instantes de
tiempo {£ )82, en los cuales los clientes comienzan a ser servidos. Sea 7§ = {41 — & la longitud del
intervalo de tiempo entre dos sucesivos eventos de este proceso. Debe observarse (ver Figure 1.8.1) que
! puede ser expresado en términos de ¥ = Sj+ Riy), para i > 1, donde las variables aleatorias S; y Rit1
fueron definidas en la seccién previa. Se asume que el proceso X= {X (¢}, > 0} es ergédico. Entonces,
es posible reducir el estudio al primer intervalo 7 = 5, + Ra.

e

R; f i1

Wy & o &in
) )

Figura 1.8.1. Procesos de finalizacién y de comienzo del servicio

El objetivo principal en esta seccién es el estudio de la distribucién conjunta de probabilidad de las
variables aleatorias S; y R mediante el cdlculo de la correspondiente transformada de Laplace-Stieltjes,
¢'(0,w) = E [exp(—wS) — OR2)]. Para obtener ¢'(0,w) es necesario definir P,S:')(z:) como la probabilidad
condicional de que en el instante i} + 0 existan m clientes en érbita cuando Q(£} +0) = ny 51 = =, para
m,n> 0y z >0 En el caso particular § = 0, se tiene

—Ar ()‘I)m_ﬂ

P@) = e

m>n>0, x>0 (1.8.1)

En caso contrario, se observa que P,,(,P)(r) es igual a la probabilidad condicional de que en el instante
la longitud de la linea de espera del modelo estindar M/M/1, con intensidad de llegadas A e intensidad
de servicio &, sea m cuando esta longitud es n en el instante 0. Entonces, se tiene (ver fdrmula (2.7) de
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Conolly y Langaris (1993))

A A m _ . {A\ Ax) i i+m+n+l ) (5:)‘: 1
P,(,,")(x).—_(l—%:%—i — \7{1 u—’r L, (T="%) E

Cam—— k=0

4 e~ o) (%) N (Im-n (26V28) — Ingnsz (22V36)), mn20, z>0, (1.8.2)

donde Ir(z) es la funcién modificada de Bessel de orden r.

Dado que las variables aleatorias 5; y R no son independientes, el analisis del proceso de comienzo
del servicio es esencialmente mas complejo que el proceso de finalizacién del servicio. Las expresiones mas
generales para la transformada ¢'(f,w) y para la covarianza entre 5; y Rz son propuestas en el siguiente
resultado.

Teorema 1.8.1. Si el proceso X= {X(2),t > 0} es ergddico, entonces

n=0 m= m=0

¢'(8,w) = Z Tn (AAﬂ i Bm G)p(")(w +v)+(1—A4n) i B (8)p5~V(w + u)) ,  (183)

Cov(Sy, Rg) = Z i (,\An > AnF @) + (1 - M, i App U(u)) (1.8.4)

m=0 m=0
donde

1 B (6) = A+ all — bom) + mu
Ata(l—=bon)+np’ 7 4+ A+ a(l—8m)+ mu

Ap =

00
P V(w+v)=0, PPN w+v) = / ve~ W) pln)(g)dx
0

K0 =0, AP0)= [ vee RS,
0

para Re(8) >0, Re(w)>0m>20gyn2>0.

Demostracién. Sea B; igual a 1 o 0 dependiendo de si el cliente que accede al servicio en el ins-
tante £ proviene de la drbita o es una llegada original, respectivamente. Es sencillo ver que B; es una
variable aleatoria que depende de la historia del sistema hasta el instante n§ sélo a través de Q(ng). La
distribucién condicional de B; cuando @(53) = n viene dada por

. A, si k=0,
P(B =k/Q(’70)="):{ 1-—MA,, sik=1,

para n > 0. Entonces, condicionando por el nimero de clientes presentes en el sistema en el instante
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75 + 0, la transformada ¢'(#,w) puede ser expresada mediante la serie

o0

n (AARE 675172 /Q(&; +0) = n] + (1 — AAn)(1 — 60n)E [e™5 %R [Q(61 + 0) = n — 1]) .
n=0
(1.8.5)

Ahora, si se condiciona por la duracidn del servicio, 5} = &, se deduce

+ o0
E [e—wsl—eRg JQ(€1 +0) = n] - /0 pe—(w+v)z g [e—ﬂRg [QE+0)=n,5 = :r:] dz, n2>0, (1.8.6)

donde
E[e™®/Qe1+0)=n,851=c] = > PI)E [ /Q(é1 +0) = n, 81 = z,Q(n] + 0) = m]
m=0
=Y P z)Bn(8), n>0, z>0. (1.8.7)
m=0

Sustituyendo (1.8.6) y (1.8.7) en (1.8.5) se deduce (1.8.3). La expresién de Cov(S1, R2) se obtiene

derivando {1.8.3) con respecto a f y w en el punto § =w = 0. 5

Los resultados dados en el tecrema anterior proporcionan una solucidn tedrica para los principales
problemas asociados al proceso de comienzo del servicio. El calculo de Cov(S), Ra) es de especial in-
terés puesto que Var[r!] es igual a Var[ri] + 2Cov(51, R3). Desafortunadamente, las expresiones para
#'(6,w) y Cov(Sy, Ry) son dificiles de simplificar con la excepcién de algunas elecciones particulares de
los pardmetros o, # ¥ 6. La razdn fundamental es el escaso aprovechamiento que puede extraerse de las
cantidades p's’ (w+v)y ;‘)5,?) (¥). Cuando son escritas con la mayor generalidad, é > 0, sus expresiones
mas adecuadas son

p&i‘)(w+")=”(
m4n o0 2l4fm—n
) 5 fL(E = 1 $ (24 Im =i N5Y; o
wH+At+v+é A w+A+v+46 —~ l wH+A+v+48
_f: 9 4 2i4m+n+2
s i wHA+rv+46 !

=) (0-8) e (B3 () 8

=0 k=0
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x( § )"“+(5)£§‘£{\°_°,(21+|m—n|+1)!( Vs )2“’!'"'“"'

Atv+6 ) — \é; Ni+[m—n]) \Atv+6

|
v 20+ m+n+3) VAS Amins? ]
Hﬂ(l—i—m-l—n-{-ﬂ' Adv4é ! {

para Re(w) > 0, myn > 0y & > 0. En el caso particular del modelo M/M/1 con llegadas nega-

tivas y disciplina constante de reintento, gt = 0 y & > 0, las cantidades Pi(z), p’(w + v) v B )(v)

pueden ser escritas en términos de series hlpergeometncas ¥, consecuentemente, pueden ser ohtenidas ex-

presiones mas explicitas para (1.8.3) y (1.8.4). Con la ayuda de la igualdad (1. 4. 13), después de tediosas

operaciones algebraicas, se pueden proponer las expresiones reunidas en el siguiente resultado para la
!

transformada ¢'(0,w) y Couv(S1, Ra). !
t

Corolario 1.8.2. Siu =0, a >0 6 > 0 ¥y < 1, entonces la transformada de Laplace-Stieltjes

del par (81, R2) estd dada por

’ _ 1 V(A+a) af o _ (0) :
¢(9’w)_6+l+a((w+v) CEY) (Am”‘"’ﬂ (wtv)

A adta) Vv @
*m(”m)g’"”g)(‘””)))’

donde 7y viene dada en el Corolario 1.6.3 y

'
.t

) _ Ayt 1 _ 7
Py (w+v)-u((1 6)@# +6(u+1\+y+6 \/(u+).+5+6): 4).5)

1 1 1 ;
x(6—w—A—u+\/(w+A+u+6)2_4A5_ﬁ)+w+)\+p+5
o (2 A > /9042 A6 H1
x(g(’)((w“ww ) ,Z( i )(m); ’

b

S5 () MW 1 lwtdtv+s—JwrAtv+5E—an
E Tapy (wr+v)=v||1-2 -
wFrv S A vFJwHAtv o) —4xs

n=0

va+ 6(A + ) ( 2av(A + a)” 7
x|1- = :
AMA+a) \ u+6—w—A(1+2A1a)+\/(w+)\+u+6)2—4A6

+ (1_ Va)if(-);ac-{l-)a)) w+)«-1|_-r/+6 (é (211) (ﬁbx

!
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A6(A + a) ) °° (21+2)( Aé )’“
Flrui+2n140 _ M
X ( e e T 0 Fa) @+ A+ v 4 9) ; 1 J\@rrxrror

x F(1,3+21;3+I; (ua+5(AiéaE;)E:aa-:A+u+é))))’

para Re(f) > 0 y Re(w) > 0.

La covarianza entre las variables aleatorias S1 y Ho es

Cov(5,, Rg) = v(A}+ ) + )«(,\ia) Topy (v) + ﬁ (1 + %—%) gffnpgﬂ)("’),
donde
o= () 8 () B0 () £ ) (o)

anpg )= % ( A) + 8(A +uu+6) gz (A+i+é)i (1 - ; (%)i_l)
Xg (’ 22’“) ("(u)-\-%ié—-lﬁ)z)k * (1_ uaﬁ(ﬁ?a)) ()\_|_:+ 5

= 2+ 1)/ Aé \I AS(A + a)
x(; M \Q+vray) F(l PRl (A+y+a)(m+5(,\+a)))

oo i+1 /
(21 + 3)! P 2 Aé(A 4+ a) )
F{l1,4+21,34+1, .
;1 1+2)1 A+v+6)2) (L4+2h3+ D+ +0at it a)

Para finalizar esta seccidn, la expresién (1.8.1) para P,,(nn)(z), en el caso § = (), proporciona notables
simplificaciones en ¢'(6,w) y Cov(S;, Rz). En el siguiente corolario incluimos los resultados asociados a
los modelos de colas M/M/1 con disciplinas constante y lineal de reintento, sin llegadas negativas.

Corolario 1.8.3. Sid = 0 y el proceso X es ergddico, entonces
t) 5ip=0ya>0,le transformade de Laplace-Sticltjes de (S1, Ry) estd dada por

At af _ A
] — v _ -
¢'(0,) 9+A+a(w+v (9+A)(w+,\+y)”°(1+m+6(A+a)))’

para Re(6) > 0 y Re(w) > 0, donde 7o viene dado en el Corolario 1.6.8. La covarianza entre las variables
aleatorias 51 y. Ra es

Cov(Sy, Ra) = )‘j_—a (% + %%‘(‘% ‘( """ a—ﬁ);ai)a))))
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it} Si p > 0, la transformada de Laplace-Stielljes de (Sy, Ry) estd dada por

v Lasd oQ A m=f
’ T eee—— ar ————————
¢(0,w) = u+)«+vnz=%1rn (AA" Z Bm(0) (w-{-)\-}-u)

m=n

+ (124 i Bm(e)(ﬁz)\rﬁ)m-m), .

m=n-—1

para Re(f) > 0 y Re(w) > 0, donde la distribucidn de probabilidad {7} viene dada por (1.6.1) y
(1.6.2), y las cantidades Ay, y B (0) estdn definidas en el Teorema 1.8.1. La covarianza entre las varia-
bles aleatorias S, y Ry es

Cov(S), Rp) = (,\—:172.21?,. (z\An Z(m—n+1)Am (/\iy) -

n=0 m=n

IIVRES (m—n+2)Am( A )m_"+1).

At
m=n-=1

Demostracién. Teniendo en cuenta {1.8.1) se tienen

A m=-n
o= s ()

wHAiA+v \w+A+r \
m-—n

= — Y A .
m(v)""(A_‘_V)g(m n+1)(k+u) ’

para Re(w) > 0y m > n > 0. Entonces, ¢'(f,w) y Cov(S), Ry) son facilmente obtenidas a partir de
(1.8.3) y (1.8.4), respectivamente.

1.9 Comentarios y notas bibliograficas

A continuacién se ofrecen alguncs comentarios relativos a las técnicas y bibliografia empleadas en el
analisis del sistema M/M/1 con disciplina lineal de reintento y llegadas negativas.

En cualquier texto que contemple ¢l estudio de sistemas Markovianos de colas (Gréss y Harris (1985),
Kleinrock (1975,1976), Prabhu (1965), Saaty (1961), ...) se sefiala que la clasificacion de los estados
del proceso en tiempo continuo describiendo el estado del sistema y el cdlculo de su distribucién limite
pueden reducirse a particularizar los coeficientes de las ecuaciones de nacimiento y, muerte asociadas.
Siguiendo a Cohen {1982), se reduce la clasificacion de estados del proceso X a la convergencia de las
series 51 y Sz (ver férmula (1.2.7)), bajo la hipdtesis sup{q( jyimn); (i,7),(m, n) € S} < co. Dado que,
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para el modelo en consideracidn, no se satisface esta relacién, se han considerado condiciones basadas en
la no-explosividad de X (ver Asmussen (1987}). Si sobre las ecuaciones de Kolmogorov (1.2.4) y (1.2.5)
se consideran funciones generatrices, es posible deducir expresiones para P(z), i € {0,1}, en términos
de la funcién Beta incompleta. Mediante relaciones bien conocidas entre las funciones Beta incompleta e
hipergeométrica (ver Abramowitz y Stegun (1972)) se tiene (1.3.6) y, consecuentemente, las expresiones

(1.3.1) ~ (1.3.3) para { Py }(i j)es-

Como puede verse en la demostracion del Teorema 1.4.1, el anilisis del tiempo de permanencia en el
sistema M/M/1 con disciplina constante de reintento (4 = 0 y @ > 0} y llegadas negativas (§ > 0) es
laborioso en su desarrollo, cuando son asurmidas la disciplina de érbita FCFS y la estrategia de expulsién
RCE. La pérdida de homogeneidad en los parametros del modelo al considerar la disciplina lineal de
reintento (o + ju, con ¢ > 0 y a > 0) introduce notables dificultades analiticas y es, por esta causa,
un problema no abordado. Sin embargo, algunas extensiones del modelo en consideracién pueden ser
estudiadas. El andlisis de las distribuciones de los tiempos de permanencia en modelos M/M/1 con
disciplina constante de reintento y llegadas negativas, caracterizados por otras politicas de érbita y de
expulsion diferentes a FCFS y RCE, respectivamente, tiene un especial interés. Un estudio paralelo en
la cola estindar M/M/1 con llegadas negativas ha sido realizado por Harrison y Pitel (1993). La cola
con disciplina FCFS y estrategia ECE con la posibilidad de expulsar al cliente que ocupa el servicio
s6lo supone una pequefia modificacion del modelo bajo consideracidon. Cuando la disciplina de drbita
consiste en servir en el orden inverso de llegada (disciplina LCFS), la argumentacién debe ser modifi-
cada considerablemente. Se observa que el tiempo de permanencia de un cliente bloqueado en el instante
de su llegada, ¢, es independiente del tamafio de la drbita, Q(t). Entonces, se requieren la distribucién
conjunta del nimero de llegadas originales y negativas ocurridas en el tiempo de duracién de un servicio
(ver Boxma (1984)) y la distribucién dependiente del tiempo de la cola M/M/1 con intensidad de lle-
gada ) e intensidad de servicio § (ver Conolly y Langaris (1993)). Idénticas observaciones afectan a los
modelos caracterizados por las disciplinas FCFS y LCFS en combinacién con la estrategia que supone
la anulacién del cliente que ocupa la primera posicién de la érbita (estrategia RCH). El modelo con
disciplina FCF'S y estrategia de expulsién RCH actuando sobre el cliente que ocupa el servicio coincide
con la cola M/M/1 con intensidad de llegada A e intensidad de servicio § + ». Finalmente, el estudio
del sistema con politicas LCFS y RCH también parece abordable combinando algunas de las anteriores
observaciones. Por otra parte, otra posible modificacién consiste en permitir que las llegadas negativas
ocurran incluso cuando el servicio esté vacio. Entonces, es posible obtener formulas semi-explicitas para
la distribucién limite y argumentos paralelos a los empleados en el Teorema 1.4.1 permiten analizar el
tiempo de permanencia.

El método usado en el estudio del periodo de ocupacién esta inspirado en las iécnicas convolulivas
de Choo y Conolly (1979), posteriormente empleadas por Artalejo (1993, 1994) en las colas M/H,/1 y
M/G/1 con rupturas en el servicio. Debe tenerse especial cuidado cuando se utilicen las férmulas pro-

puestas para los momentos TEE’?O, Té?:&)u’ N’;EZ)O, ]\}éﬂo, para k > 2, y las covarianzas Cov(L° L) y
Couv(N™, N*),en el caso p > 0y & > 0. La implementacion numérica de ias expresiones (1.5.36) —(1.5.43)
¥ (1.5.48) — (1.5.53) implica la realizacién de una detallada discusién para encontrar un truncamiento
preciso del sistema de ecuaciones que describe las relaciones entre los momentos de las variables aleato-
rias L% L', N™ y N*, y las series infinitas de los esquemas recursivos dados en (1.5.36) — (1.5.43) y

(1.5.48) — (1.5.53).

El estudio de las aplicaciones de los procesos regenerativos en la teoria de colas realizado en un tra-
bajo clasico de Stidham (1972) ha sido esencial a la hora de calcular las distribuciones de probabilidad
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de las cadenas de Markov en los instantes de finalizacion del servicio y de expulsién. Las observaciones
relativas a la coincidencia entre las distribuciones {P;}324 v {II;}72, han requerido el manejo del libro
de Cooper (1981) y el articuto de Hordijk y Tijms (1976). La linea seguida en el analisis de los procesos
de finalizacién y de comienzo del servicio estd inspirada en Falin (1978, 1979, 1990).

La mayoria de los resultados han sido expresados de forma explicita 0 en términos de funciones
hipergeométricas, al igual que fueron escritas las caracteristicas de la cola M/M/2/2 con reintentos en
Hanschke (1987) y la cola M/M/1 con reintentos y clientes no persistentes en Falin (1980). En la ac-
tualidad, es habitual que los paquetes de software en estadistica o matematica aplicada incluyan esta
funcién entre sus facilidades. Los graficos que contiene este capitulo se han realizado con la versién 2.2
de Mathematica (ver Castillo y otros (1994) y Ellis y Lodi (1990)).

Finalmente, debe notarse que la propiedad de descomposicién estocdstica (ver Fuhrmann y Cooper
(1985) y Doshi (1986, 1990)) no es verificada debido a la existencia del flujo de llegadas negativas.
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APENDICE 1

Apéndice 1.A. Las series hipergeométricas y las series hipergeométricas generalizadas.

Este apéndice reune las definiciones de serie hipergeométrica y serie hipergeométrica generalizada,
Junto con alguna nota relativa a su convergencia.

En el afio 1866, Gauss define la serie hipergeométrica F(a,b;e; z) en los términos

[ae]

u)ﬂ\u;nz
F(a,bje;z) = Z (C)n g >0,

n=0

donde (z), es el simbolo de Pochhammer

(@), = 1, sin=0
"7 z(z+ De(z+n-1), sin> 1
La serie hipergeomélrica generalizada estd inspirada en la anterior expresién. En concreto, viene dada por

y ooy Opy 2 Qg ln .
qu ( a;il, b ) Z (bl)n P) ! p,gEIN, b] >0, 1<j5<q.

...,

Légicamente, F{ay, ag;bi;z) = 2/ (“"“” ). En el caso p=q+1, el criterio del cociente muestra que

|z| < 1 es suficiente para la convergencia de la serie. Un texto clasico dedicado exclusivamente a las
series hipergeométricas es el libro de Bailey (1972). Un resumen de propiedades y relaciones con otras
funciones puede encontrarse en Abramowitz y Stegun (1972).

Apéndice 1.B. Expresiones para Cov(N™, N*) y Cou(L!, N*) y esquemas recursivos para los mo-
mentos de las variables aleatorias L', N™ y N° en el caso u = 0.

En este apéndice se completan las demostraciones de los Teoremas 1.5.1y 1.5.2 relativos al andlisis
del periodo de ocupacién en el caso u = 0.

Demostracién del Teorema 1.5.1. A continuacién se incluyen las demostraciones de las expre-
siones (1.5.6) y (1.5.7) para Cov(N™, N?*) y Cov(L!, N*), respectivamente.

Primeramente se estudia la covarianza entre las variables aleatorias N™ y N*. El calculo de las
derivadas de las transformadas ¢4;(0, 0, z, y), dadas en las ecuaciones (1.5.8) — (1.5.12), con respecto a z
e y en el punto = y = 1 permite deducir las siguientes relaciones

1,8 A LriTH, 8
Novw = v e (1.B.1)
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Nglil = Ng:ﬁ 4+ N3, 8, NEoay + NBoaa VB, 5, + ﬁg::;‘),: _ (1.B.2)
R = s Whue + 5 s V68 + g V5 (1.B.3)
NGop) = 283 5 b 5, + 2052, | (1.B.4)

AR = o N, (1.B.5)

Ado
donde N7, = E[N,] v N(S: ) = = E[N7,N2,], con r denotando n o s.

Esquemas similares aplicados sobre (1.5.8) — (1.5.12) en los casos (0,0,z,1) y (0, 0, 1,y) conducen a
las expresiones

Y(EIN'}-1) '. (1.B.6)

Yail v n ¥ v n 2]
NB,B., = XE[N ]: NE;BU = _Q,E[N ], NBIBH = by

A+

Después de algunas manipulaciones algebraicas sobre (1.8.1) — (1. B.6) se obtiene la expresién {1.5.5).

La expresién (1.5.7) para Cov{L!, N*) es obtenida mediante derivacién sobre las transformadas
$as(0,w, 1,y) de las ecuaciones (1.5.8) — (1.5.12), respecto de w e y, en el punto w = 0 e y = 1. Las
relaciones resultantes son '

S(1s) _ ¥ A4 A s ‘
S”‘."v = (/‘\+V)2 + (A -FV)ENalAD + msﬂziu’ (1.3.7)
5 \ = rs = Y 1, ‘
SglA)O - 1(91113)0 + Tfl?oﬂo NBxﬂo + TéanNﬁoAu + SA(Bo-?o’ (l'B'B)
lS.(l ) _ v v 1 v T8 v a(1.3)

5.5 T vt e agv i amt ol 3t

_._.- A — 2 1,5 '
+(z\+u+6)2NB’B° A+ +6S§393)0’ (1.B.9)

55313;3) = 2TB BnNBan + 253 ;’g).,, : (1.B.10)
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(1,8 A A1,
Son = I (1.B.11)

donde 5"(]1"') = E[T},N};]. Razonando sobre (1.5.8) — (1.5.12) para los casos (0,w,1,1) y (0,0,1,y) son
deducidas las expresiones

) 1 - 1
Tj;Bg: A_*_a(VE[Ll]-—]‘)? NB]Agz X((A-{-V)E[N’]—U),

-y v - 2v s
Ni. B, ZH—Q(E[NS]_l)’ Nj’?aBo:-—j‘_(E[N 1-1). (1.B.12)

Teniendo en cuenta (1.5.14), (1.B.6) y (1.B.12) se obtiene la expresién (1.5.7) para Cov(L!, N*) como
solucién del sistema (1.B.7) — (1.B.11).

Demostracién del Teorema 1.5.2. Los esquemas recursivos para los momentos de las variables
aleatorias L', N™ y N*, omitidos en la demostracién del Teorema 1.5.2, son recogidos a continuacién.

En primer lugar se considerardn las expresiones (1.5.18) y (1.5.19). Si se deriva en el punto w = 0
sobre las transformadas ¢q3(0,w, 1,1) del sistema (1.5.8) — (1.5.12) y se multiplica por (~1)*, se logran
las siguientes relaciones recurrentes

~1(k ko si(ke-1 A
TBSJJE:) = mTBEAu )+ A '}‘VTB{IA)O, k 2 1!

k-1
T80 = G+ 0, + 1= 0) T (R )TERAGE", k21
m=1
e _ K piG- vV 21(k) A i) E> L

- . s
BiBo = Xy, 46 BiBo TN, s Abe T N1, 1 g Babol
~1(k ~1{k ity 1 "lk
Tovm, = 2155, + (1 611) ( ) TomToem, k21,
m=1

A(R) A (k)
T = o T8 k>1
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Efectuando algunos célculos sobre el anterior conjunto de ecuaciones se deducen (1:5.18) y (1.5.19).

Para establecer (1.5.20) y (1.5.21) se razona de forma andloga. Tomando (¢,w, z, y) (0,0,z,1) en
(1.5.8) — (1.5.12) y derivando en el punto x=1 el sistema resultante, se tienen

an(k) _ A on(k)
Bodo = T35V Bider K21, !

vk A k n m k—m
NBEA)‘- = Npl5, + Mg, + (1= 61) E : ( ) R g™, k21,
=1

o)) - 6 v g O
Nogo = 3o gt Y g s aBe T X3, 55 Babo

E>1,

E-1

_— k kY o n{k—m

55, = 2055+ 0 -6 3 (1 ) EBAGED, k21
m=1

k n k
NQE‘B)O /\ +a BEB)o k2> 1.

Manipulaciones algebraicas sobre este sistema permiten obtener las relaciones (1.5.20)'y (1.5.21).

Finalmente, para el caso NB(kA) , k > 1, la derivada en el punto y = 1 del sistema (1.5.8) — (1.5.12) en
el caso (8,w,z,y) = (0,0,1,y) conduce a las relaciones
alk) v A Frie)

NBnAu=A+V61k+,\+V BiAg? kZ]-:

|

oo (k ca(k sk Arsm) frs(k=m) ;
N;(lfzo = -;(13)0 + NB(uA)o + 1 - 6”‘) Z ( ) B:;O gnAnm ' k 2 1!

=1 f

(k) _ ¥ (k) Se(k=1)) | A (k) > 1
NB:BD A+v+6 (NA1Bu+kNA130 )+A+U+6NBnBu’ k—l’

k-1

~ k a -m

R, = oM, + - 3 () HRAED, k2L
m=1

o) A A
Ao = 31 g Npg, By

k>l
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Las expresiones (1.5.22) — (1.5.24) son deducidas desde el anterior conjunto de ecuaciones mediante
cdlculos elementales.

Apéndice 1.C. Esquemas recursivos para los momentos de las variables aleatorias L', N® y N*® en
el caso u > 0.

En los siguientes tres puntos se exponen los pasos intermedios que conducen a las expresiones (1.5.37)—
(1.5.43) incluidas sin dernostracidn en la seccién 1.5,

En primer lugar se cbtendrd un esquema recursivo para el calculo de TEI,(;) , £ > 1. Se consideran
las derivadas de orden k de las ecuaciones (1.5.8), (1.5.9) y (1.5.26) — (1.5. 28) con respecto a w en el
punto (0,w,z,y) = (0,0,1,1). Si se multiplican las relaciones resultantes por (—1)* se logra el conjunto
de ecuaciones siguiente

21 (k ko1 Ak
TBE)A)Q = A + VTBE)AQ )+ )‘ + UTB(IA)D’ k 2 1) (].Cl)
1k 1{k 1{k 1 1 k—m
Toihe = Thy o + Toode + (1= b12) Z ( ) ToE oo, k21, (1.C2)
sy ke V(R A ek .
Tobis = 3T tbise T X s b Py g Bnsey K21 121 (1LOS)

(k) A )

AiBi | — Mo+ z,u. BB, k 2 1: ""Z 1, (104)

k-1
11 (k) - Tl(k)B- +T;UI?. (1= 6) Z ( )TI;ETRB. é(’:g:') k>1, i>1. (1.C.5)

|+lB|— l+1
m=]1
Desde (1.C.1) y (1.C.2) se deriva la relacién
~ kE— & m
o (kT;gA;m( B9 4 (1 6) z (5)zimmes >)) P>l 108)
=1

Desde (1.C.3) — (1.C.5) se deduce (1.5.38). Entonces, (1.5.37) se obtiene a partir de (1.C.6) con la
ayuda de {1.5.38).
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En el caso de la variable aleatoria N, se considera el conjunto de ecuaciones (1.5.8), (1.5.9), (1.5.26)—
(1.5.28) en el punto (f,w, z,y) = (0,0,z,1). Calculando la derivada k-ésima en el punto z = 1 del sistema
resultante se tienen

Fo® A on)

BgAp — A+rv BiAg? k 2 1’ l (107)
ornlk k k - k k .
N8 = e + M8 v (1-6) Y (m) N fple=m g >, (1.C.8)
m=1 ‘
g o8 e ¥ g A e E>1 z> 1 (1.C.9)
BiBiva T A4 p 4 8 1k Ad+v4o AiBi-t Uy 4y 4§ BBy =5 =5 M
ol R v () B SN S ! (1.C.10)

AiBioy Ty +a+ip B;B;_,!

1 i
ok ok Sk LA k- )
N8 =N RER (-6 (m)Ngfz)B__NBEBi_";), k>1, i>1.  (LC.11)

k—
m=1

Desde (1.C.7) y (1.C.8) se deduce la relaciéon

E—1
o M- kY - k= )
Ml =2 (NEE?D +(1=bu) S (m) Ngf”;gzvggf‘%m)) , k> (1.C.12)
m=1
i
Las igualdades (1.C.9)}—(1.C.11) permiten derivar la relacién recurrente (1.5.40). Como consecuencia,
(1.5.39) se tiene a partir de (1.5.40) y (1.C.12).

Finalmente, el momento factorial k-ésimo de la variable aleatoria N* se obtiene a partir del sis-
tema que resulta de considerar el conjunto de ecuaciones {1.5.8), (1.5.9), (1.5.26) — (1.5.28) en el punto
(f,w,z,y) = (0,0,1,y). Sise calcula la derivada de orden k en y = 1 se tienen las siguientes relaciones

cra{k v A ra(k ‘
Nt = 520 + x5 Vimae k21, ~ (1.C.19)

. k=1 EN . A !
N8, = N+ e, + (L= 6) 3 (m) N R k> 1, (1.C.14)

m=1

t
Vs Vg g B e A gew) k>1, i1, (LCI5
YT TE ARt T oTE >1, i21, (LC15)

BiBi—y — m AiBi, At+v+é Biy1 By

i
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(k) A & s(k) .
Ny, = mNB,-B,-_,: kE>1, i>1, (1.C.16)

k—1
o a(k o s(k o sk N S .
NBE+)IBi_l=N§(_,+)IB_.+NBEB)‘_1+(l—51k)§:(m)NB(._ﬂ)Bl_NE",(._B‘:"l), E>1, i>1. (LC17)

m=]

Las expresiones (1.C.13) y (1.C.14) permiten establecer

m=1

. A oo, 3k osim) orslhm
N = bun+ = (NBE%O +(1-dw) Y (m) NB‘I";;E,N;EZO"‘)) , k21 (1.6.18)

Nétese que (1.C.16) coincide con (1.5.42). Desde (1.C.15)— (1.C.17) se deduce la expresién recurrente
(1.5.43). A partir de (1.5.42), (1.5.43) y (1.C.18) se obtiene (1.5.41).

Apéndice 1.D. Expresiones para Cov(L% L') y Cov(N™, N*) en el caso u > 0.
A continuacién se demuestran las expresiones (1.5.48) — (1.5.53) incluidas en la seccién 1.5.
Para deducir las expresiones (1.5.48) — (1.5.50) se calculan las correspondientes derivadas sobre las

transformadas ¢q(f,w,1,1) del conjunto de ecuaciones (1.5.8), (1.5.9), (1.5.26) — (1.5.28), con respecto
a#yw,en el punto § =w = 0. Se logran entonces las relaciones recurrentes

#(0,1) _ A P A 01

Tpods = m‘u—)zTgle + A-{-_VTBIA)“’ (1.D.1)
-(0,1 ~(01) | . - . - 20,1
T = T08 + T8 5o Thoae + Toono T 5o + Tk, (1.D.2)

v ~(0,1) A

7(0,1) l jio
Torvr ¢5)2T’3-'+1-’3f—1

. — —_—
BiB,—, (/\ +v+ 5)2 AB._, T Atrv+6 AiBi

A ~(0,1) .
T sy 121 (1.0.3)
. A i
F40.1) A 40,1) i>1 (1.D.4)

N AR o S 2
AiBi_ ()\ + o+ i'u)z, B,B;_, + Ao+ z',u BiB;_ ;!
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By B i+1B

i
1(3(:-:1)1'3.-1 T(O ) + Tgi+1BiT-éiBi—1' + Tg.’B.‘qTfli' ngéz_, , 12 lsi (1D5)

donde T((J D= E[T8TL]. A partir de (1.D.1) y (1.D.2) se deriva la siguiente igualdad

o) _ A 7 7 7 0,1 .
Tén/l)n (A + VT TolﬂoTéuAu + TgquTélBu + TélB)) . (1D6)

i

Las expresiones de T8 4., T8 p, ¥ Th,p, dadas en (1.5.14) continiian siendo validas. Por tanto, a
partir de (1.D.6) se obtiene '

Cov(L°, L") = Tf;’l 5 + E[L°1E[L). (1.D.7)

Por otra parte, a partir de (1.5.31) y (1.5.32) se tienen '

. 1 A . ;
¢ = 0 i > 1 ! 1.D8
TaBies )\+a+z'p+)«+a+ipTB’B"1’ 25 ' ( )

- s V.- .
T8pmi, =L+ V185, ~ -XTﬁl_Bi_l, i> 1. _ (1.D.9)

i
Desde (1.0.3) — (1.D.5) se deduce que n
1
o IHER e b + T8 b T
’I‘B;Bi_1 = it MP Bij2WB;i*B:Bi, + B;B; 141B;s.1B; (A-{-Q +1p)2 BB,

1 . Vo 5(0,1 :
o= (T§i+13e—1 + XTE.'B-‘—:) +ngi+1)5.) , i21

1.D.10
Adpv b ( )

Con la ayuda de (1.D.10) se logra una expresién alternativa para (1.D.7)

1 & 1 N . o
0 yly 0 1 _E : 0 0 0 1
COU(L ,L ) = E[L ]E{L ]+ v s ('—“"“-“—_A T+ 5 (UTA.‘B;_l + ATBi-{-lBi—l) + )‘(TB:.‘.'.lB.'TB.'B.'_l
- |
L

1+ |
0 1 v #rl ( id .
+ TB;B"—xTB.'.g.:B.- + Dta+ i#)2TBiBi—l)) A . (l.D.ll)
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Teniendo en cuenta las relacicnes (1.D.8) y (1.D.9) se deduce

vId.s._, + T8 = +v+8T8p,_,, i21 (1.D.12)

i—-17

i+1Bio

Entonces, (1.5.48) se sigue de (1.D.11) y (1.D.12).

Finalmente, reiterando (1.5.35), Tgiq-lﬂi es reexpresado como (1.5.49). Particularizando (1.5.38) al
caso k = 1 se obtiene

T m = — - Y LS 1.D.13
BipaB; = i-{-—"—‘*&p BB, — Y 24 (1.D.13)
73

A través de sucesivas sustituciones en {1.D.13) se deduce la expresién (1.5.50).
Para deducir (1.5.51) se considera el sistema resultante de tomar (8, w, z,y) = (0,0, z, y) sobre el con-

junto formado por las ecuaciones (1.5.8), {1.5.9) y (1.5.26) — {1.5.28). Si se calculan derivadas respecto
de r e y en el punto z = y = 1 se obtienen

S(n,s A ~(n,
Nva = 55V (1.D.14)

NG = M52 + N g Moo ay + NBoao N, 5, + M52, (1.D.15)
oin,s) _ v ora vV (n,s) A orin,s) .
NB-‘Bi—x - A+V+5NA.'B.'_1+ Atuv+é A"B“‘+/\+V+6 Biy1Bi_1? 1> 1, (1~D-16)
Nr(ﬂ:’) — ;N(":‘J i>1 (1D17)
AiB;, )\+a+ip B;B; ,» ="
Ng::;)ﬂé—x = Ngr:-':l)Bi + J'\‘r‘gi-}lBiNEiBi—l + ﬁgiﬂi—lﬁgi+13i + ﬁg‘:l;,?_,} £ 2 L, (1.D.18)

donde N{*) = E[N® N2,]. Desde (1.D.14) y (1.D.15) es posible expresar Cou(N™, N*) en los términos
A

Cou(N™, N*) = E[N"] (E[N*] - 1) + ;Ng";,;i. (1.D.19)

Teniendo en cuenta (1.0.16) — (1.0.18) se tiene

b

(1), .

RER = 33 (vWaim, + 2 (Voo Nim + NEn N3 0)) __)p-_ (1.D.20)

=]

£ +ép
= 1+ H i
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Derivando en el punto x=1 el sistemna que resulta al considerar (§,w, z,y) = (0,0, z,1) sobre (1.5.8),
(1.5.9), (1.5.26) — (1.5.28), se logra deducir (1.5.52). Ademads, se tiene ‘
& A . !
g .= ——Np o > 1. N2R
AR, A-{-a—[—i.uNB'B'—l’ 1_1 | (1D21)

1

A lo largo de un razonamiento anilogo se deduce (1.5.53). Finalmente, (1.5.51)‘es obtenida susti-
tuyendo (1.D.20) y (1.D.21) en (1.D.19).

Apéndice 1.E. Anilisis de la cadena encajada asociada a los instantes de expulsién.

Demostracién del Teorema 1.6.1. A continuacién se demuestra la expresién (1.6.17) que fue
necesaria en el Teorema 1.6.1 para obtener la distribucién de probabilidad del mimero de clientes en el
sistema justo después de un instante de expulsién, {#;=1}32;.

El razonamiento est4 basado en la derivacién del conjunto de ecuaciones (1.6.8)—(1.6.10) con respecto
a y. Poniendo r = y = 1 en el sistema resultante, se tienen

B [Whn] = 12 (W] 321, | (LE1)

E [¥],4,) = B [Nhip| + B [Vhon) 921 | (LE2)

B[] =yt * s (M) g (] 521 ji; X
E [N, m0.] = B [Nhps) + B [Vha,], i21 521, (1.E.4)

E|Mp.,|= ﬁJr—mE (Mhs]. i21, 21 I (1.E5)

A partir de (1.E.1) y (1.E.2) se deduce

E[N,a,) = %E [Fhs), i1 (1.E.6)



82

Cap. 1. Sistema M/M/1 con legadas negativas vy disciplina lineal de reintento

De forma semejante, desde (1.£.3) — (1.E.5) se demuestra que
. i+ A .
E (5., = P (16,-,- +E [Ng,‘_“B,_]), i>1, j>1. (.E7)
M

De este modo, sucesivas sustituciones de (1.E.7) sobre (1.E.6) conducen a la expresion (1.6.17).
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Capitulo 2 |

Sistema M /G /1 con llegadas
negativas y disciplina lineal de:
reintento

2.1 Introduccién

Este capitulo tiene como objetivo estudiar la distribucién limite del sistema de colas M /G /1 con llegadas
negativas y disciplina lineal de reintento cuando se asume la estrategia de expulsién I?C E.

El modelo analizado es la tnica generalizacion abordable de la cola Markoviana estudiada en el
capitulo anterior, en el sentido de reemplazar una distribucién exponencial por una distribucién positiva
arbitraria. Debe sefialarse que la presencia de un flujo de legadas negativas implica la destruccién de la
estructura matricial de tipo M/G/1 y que la distribucidn del proceso en tiempo continuo que describe el
nuimero de clientes en el sistema no coincide con la distribucion del proceso encajado en los instantes de

finalizacién del servicio. ‘

Cuando en la seccién 1.3 se considers la cola M/M/1 con Negadas negativas y disciplina lineal de
reintento, fue posible analizar su distribucién limite en virtud de la propiedad de pérdida de memo-
ria de la ley exponencial. Sin embargo, la consideracién de una distribucién general de servicio causa
importantes dificultades analiticas, cuando la estrategia de expulsién consiste en anular al cliente que
ocupa la dltima posicién de la érbita. Debe notarse que la incidencia real de la estrategia RCE sobre la
distribucién limite viene determinada por la imposibilidad de expulsar al cliente que esta stendo atendido.

A continuacion se resume la organizacion del resto del capitulo. En la seccion 2.2 sef describe el modelo
matemadtico de tipo M/(G/1 con disciplina lineal de reintento y llegadas negativas. La'distribucién limite
es estudiada en la seccién 2.3, Los argumentos empleados estin basados en el método de la variable
suplementaria y conducen a expresiones cerradas para las funciones generatrices de la!distribucién limite
de (C(t), Q(t)), cuando t — oo, en términos de la solucién de una ecuacién integral de Fredholm. En la
seccidn 2.4 se desarrolla un esquema recursivo para el cdlculo de la distribucién limite basado en la teoria
de procesos regenerativos. Los resultados computacionales expuestos en la seccién 2.5 pretenden ilustrar

un doble objetivo. En primer lugar se muestra que la distribucién limite del modelo bajo consideracién es
i

85 '
l
|
|
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satisfactoriamente aproximada mediante la correspondiente distribucién del modelo truncado M/G/1/K,
donde K representa la capacidad de la érbita. En segundo lugar se ilustra la incidencia de los parametros
sobre las medidas de eficacia del sistema. Finalmente, en la seccidén 2.6 se incluyen algunos comentarios
¥ notas bibliograficas.

2.2 Descripcion del modelo matematico

Se considera un modelo de colas con un tnico servidor y dos procesos de Poisson de llegadas originales
y negativas con intensidades A > 0 y § > 0, respectivamente. Cuando una llegada original encuentra
el servidor ocupado abandona el &rea de servicio para unirse a la érbita. Se asume la disciplina lineal
de reintento; por ello, el tiempe transcurrido entre dos reintentos consecutivos estd exponencialmente
distribuido con pardmetro a{l — ég;) + ju, cuando la dérbita estd formada por j clientes. El flujo de lle-
gadas negativas sélo tiene efecto sobre el sistemna cuando el servicio esta ocupado. Entonces, se produce
la expulsién del cliente de la érbita, si existe alguno en ella, que ocupa la dltima posicién (estrategia
RCE). Los tiempos de servicio son generales e independientes, con funcién de distribucidn continua B(t)
(B(0) = 0), funcién de densidad b(¢), momentos g, k > 1, y transformada de Laplace-Stieltjes 3(#). Los
procesos de llegadas originales y negativas, los intervalos separando sucesivos reintentos y los tiempos de
gervicio son independientes.

El modelo descrito engloba a diferentes sistemas de colas que pueden obtenerse mediante la particu-
larizacién de los pardmetros @, u y . El sistema M/G/1 con disciplina lineal de reintento corresponde
al caso 6 = 0. Entonces, las particularizaciones o = 0 y g = 0 conducen a las disciplinas clasica y cons-
tante, respectivamente. La cola M/G/1 con disciplina constante, donde el cliente que ocupa la dltima
posicién de la orbita es no-persistente, es deducida cuando p =0y 6 = (1 = H)a, H € (0,1). El caso
B(t)=1—¢"" t>0, v >0, conduce ala cola M/M/1 con llegadas negativas y reintentos estudiada en
el capitulo 1. Finalmente, los correspondientes modelos de colas con linea de espera son obtenidos como
el caso limite & — oo y/o u — 0.

En cada instante £ > 0, el estado del sistema puede ser descrito mediante el proceso Markoviano
X ={X(@),t >0} = {(C(@t),Q(),£&(t),t > 0}, donde las variables C(t) y Q(t) fueron introducidas en la
seccion 1.2 y £(t) se define, cuando C(t) = 1, como la longitud del intervalo transcurrido entre el instante
de comienzo del servicio en desarrollo y el instante ¢t. El conjunto § = {0,1} x IN x IRt es el espacio de
estados de X. Si se omite la variable aleatoria £(2), entonces ¥ = {Y(t),t > 0} = {{C(¢), Q(1)),f > 0} es
un proceso semi-Markoviano con espacio de estados £ = {0,1} x IN.

2.3 Distribucién limite y primeros momentos

Esta seccién estd dedicada al analisis de la distribucién limite del proceso ¥ = {Y (t),t > 0} mediante el
método de la variable suplementaria. Adicionalmente, se deducirdn sus primeros momentos.

En la Figura 2.3.1 se muestra el esquema de transiciones entre los estados del proceso Y. La funcién
n(z) representa la probabilidad condicional de finalizacion del servicio cuando £(t) = z. Entonces, se

tiene que n(z) = b(z)/(1 — B(x)).
La distribucién del praceso X = {X(t),t > 0} viene definida por las probabilidades
Pou(t) = P(C8)=0,Q()=4), ¢20,j20, (23.1)
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v las densidades probabilisticas

Py(t,z)=P(C()=1,Q{t) =j e <€) <z+Az), 1>0,z>0,j>0. (2.3.2)

{0, {1}

A

A |
n(z)

Figura 2.3.1. Espacio de estados y transiciones '

Los argumentos que a continuacién se exponen estdn basados en la continuidad ciel movimiento del
proceso X, sobre el espacio de estados S, en un intervalo infinitesimal de tiempo (¢, + A) y permiten
obtener un sistema de ecuaciones diferenciales que determina la distribucién del procese. Con la ayuda
de la Figura 2.3.1 se deducen las siguientes ecuaciones:

D> .

Poy(t+ ) = Poy((1 = AA)(1 = (a(L = )+ ) + [ " Pyt o)n(@)Ads +o(4), 520, (233)

Plj(i +Az+ A) = P]j(i, :B)(l — )«A)(l — q(t)A)(l - (1 - 6(},)6A) + (1 —_ 60,‘)}3!1','_1@, :ﬂ)a\A
+ Pt 2)6A+0(A), >0, | (2.3.4)

donde o(A) verifica lima_.g 0(A)/A = 0. Para demostrar la validez de las igualda.dles (2.3.3) y (2.3.49)
debe observarse que el estado (0, ), j > 0, puede alcanzarse desde el estado (0, ) (con probabilidad (1—
AA)(1—(a(1—8o;)+ip)A)+o(A)) y desde el estado (1, §) (con probabilidad (° Pi;(t, z)n(z) Adz+o(A)).
Andlogamente, el estado (1, j, ), z > 0, j > 0, sélo puede ser alcanzado desde (1, 7, ) (con probabilidad
(1 =AA)(1 —n(z)A)1— (1 —60;)8A)+0(A)), desde (1,5 — 1,z) (con probabilidad (1 — ép;)AA + o(A))
y desde (1,7 + 1,z) (con probabilidad 6A + o(A)). Entonces, aplicando la ley de la probablidad total se
obtienen las relaciones (2.3.3) y (2.3.4).
I
Reagrupando términos en (2.3.3) y (2.3.4), dividiendo por A y haciendo A — 0, se tienen

deQ"(‘); L + (A + a{l = ;) + ju) Pos(t) = fnm Pyi(t, z)n(z)dz, j 2' 0, (2.3.5)

%
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BPl-t,:c aPl't,I

L — L= =5y ()Pt =S P =ttt Pttt

(2.3.8)
Argumentos semejantes conducen, cuando £(t) = 0, a la relacion

Puj(t,0) = AP () + (o + (G + D) Pogualt),  §>0. (23.7)

Adicionalmente, se considera la condicién de normalizacion

i (Pﬂf(t) + /Om Pu(t,z)dw) =1 (2.3.8)

=0

A continuacién se introducen algunas definiciones y notaciones de interés. Sila condicién de esta-
bilidad es conocida, entonces las probabilidades limite Fo; = lims_ o Py;(2), j > 0, y las densidades
probabilisticas limite Pyj(2) = limi—e P1;(t, %), 2 > 0, j > 0, existen y son positivas. Sean las funciones
generatrices

Po(z) =) Py, |7 <1,
Pi(z,z) = ZPU 2, 17 <],

P1(z):/0 Pz, 2)dz, o< 1. 2.3.9)

Haciendo ¢t — oo sobre las ecuaciones (2.3.5)-(2.3.8) y considerando las funciones generatrices definidas
en (2.3.9), es posible deducir las ecunaciones

uzPl(z) + (A + a) Po(z) = aPoo + /0 ~ Pz, 2)n(2)dz, (2.3.10)
ap};’ 2) (v(z) + 9(z))P1(z, 2) = 627 (z = 1) Pro(2), (2.3.11)
uzPy(z) + (Az + a)Po(2) = aPoo + zP1(2,0), (2.3.12)
P(l)+ A1) =1, (2.3.13)

donde ¥(z) = (1 — z2}{(A — 6271).

La solucién de la ecuacién diferencial (2.3.11) viene dada por

Pi(z,z) = (Pl(z 0)+ 6271z — 1)] P“’(”) "“du)(l—-B(a:))e"”(’)“’. (2.3.14)
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Por otra parte, integrando ambos miembros de la igualdad (2.3.11) y cbservando que Pi(z,00) = 0,
se tiene ‘

-[000 Pi(z, 2)n(x)dz + v(2)Pi(2) = Pi(2,0) + 627 (z — 1) Py,. (2.3.15)
A partir de (2.3.10) y (2.3.12) se deduce |
jom Py(z,z)n{x)de = 2P (2,0) + A(1 — 2) Py(2). : (2.3.16)

Sustituyendo (2.3.16) en (2.3.15) se tiene

2P(z,0) = AzPo(z) + (Az — 8)Py(2) + 6 Pyo. ! (2.3.17)

Entonces, mediante la particularizacién de las expresiones (2.3.14) y (2.3.17), en el punto z =1,y la
relacién (2.3.13), se obtiene l
i

PD(]') =1- Pl(l: O)ﬁls (2.3.18)
donde ‘
o APy |
Pr(tO=

Debe observarse que para conocer la funcién generatriz Pi(z, z) es necesario el conocimiento pre-
vio de Ppo(z) y de Pi(z,0). El procedimiento habitual para determinar Pjo(x) consiste en calcular
Pyp(z) = lim, . Pi(z, 7). Sin embargo, la singularidad de la funcién v(2) en el punto iz = 0 imposibilita
resolver el limite anterior.

' |
El siguiente paso consiste en determinar la funcién Py(2,0). Con esta finalidad se introducen las
siguientes funciones auxiliares '

#(z,z) = /0 ) IiL(")jev(*)"du, ! (2.3.19)
, oo |
é(z) = fn b(z)e~ 71 (2, z)dz. : (2.3.20)

Si se multiplica (2.3.14) por la funcién #(z) y se integra con respecto a z, se obtiene la relacién
[ Ptaoinla)ds = BN Pr( 0+ 827 = DFe). Rel(2) 2 0! (2.3.21)
0 |

Entonces, a partir de las expresiones (2.3.16) y (2.3.21), se deduce que .

(z = H(APo(2) +82716(2))

B0 = e

Re(y(2)) > 0. J‘ (2.3.22)
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Para analizar el caso Re(y(2)) < 0, se definen la funcidn
_ Pz z)
Q(z,x) = m,
y su transformada de Laplace-Stieltjes

G"E(Z,ﬁ):/;o e~?"Q(z,z)dz,  Re(d) > 0.

La ecuacién diferencial {2.3.11) puede ser reescrita en los términos

QL 2) oz +7(2)Q(z,z) =6z (z = 1) Jﬂ%i), Re(y(2)) < 0. (2.3.23)

Tomando transformadas de Laplace—Stieltjes sobre la ecuacién diferencial (2.3.23) y observando que
[Q(z,z)| € P1(1,0) < oo, es posible deducir la expresion

- P

Q(z,0) = (0 +v(2))! (Pl(z 0)+ 827z — 1)] “’é’(’)) -“dz), Re(8) > 0, Re(y(z)) < 0.
(2.3.24)

Para cada valor fijo de 6, la funcién f(z,8) = € + 7(z) tiene una inica singularidad, z(f) =

(2N YO+ A+ 6 — (B+ A +6) ~ 4A8}, en el interior del disco unidad. Como Q(z 6) debe estar
definida cuando Re(#) > 0 y Re(y(z)) < 0, y la funcién f(z,8) se anula cuando z = z(6) (es decir,

cuando § = —v(2)}, es necesario que se verifique la ignaldad
P
Pi(z,0)+ 627 (z = 1)/ IO(E) YT gy = 0.
Entonces, se obtiene
Pi(z,0) = 62711 — 2)¢(z, 00), Re(v(z)) < 0. (2.3.25)

Debe observarse que las relaciones (2.3.22) y (2.3.25) proporcicnan la expresién de la funcién Pi(z, z)
en términos de Fp(2) y de Pio(z). El siguiente resultado permite determinar Pio(2) como solucién de
una ecuacién integral. )

Teorema 2.3.1. La funcidn Pio(x)/Po(2(8)) es selucion de la ecuacidn integral de Fredholm de primer
orden definida por

]0 ” G(a(0), x)P_‘Z%%dm = \2(8),  Re(6) >0, (2.3.26)
siendo
Gz, z) = 1—_%—(5 ((b * ") () — ze"'(")x) \ (2.3.27)
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B+A4+6~— O +A+686)2—4)8
z(6) = o .

Ademds, los valores 2(0) = pe' son tales que p € (0, po(w)) y cos(w) > 0, siendo pg(w) = (2Xcos{w))!
*(A + 6 = /(A + 8)? ~ 4)Xécos?(w)). .

Demostracién. En primer lugar se estudiard el rango de z para el cual Re(y (z)) < 0. La repre-
sentacion z = pe™ permite escribir g(p,w) = Re(y(z)) como
(A+8)p — (Ap* + &)cos(w) :

ril

g(pw)=

Es claro que Re(y(z)) < 0 si y sélo si pg{p,w) < 0. Para cada valor fijo de w, sean po(u) y p1{w) las
raices del polinomio h(p) = Acos(w)p? —(A+8)p+8cos(w). Entonces, es claro que la condicién cos{w) > 0
es necesaria para que Re(y(z)) <0, en cuyo caso 0 < pp{w) €1 < pl(w) {ver la Figura 2.3.2). Por ¢llo,
pg(p,w) < 0 equivale a considerar los valores de z con mdédulo p € (0, po(w)) U {p1(w), +o0) y argutnento
w tal que cos(w) > 0. Como |z] < 1, se concluye que si Re(v(z)) < 0 entonces z pertenece al interior de

la regidn acotada por la curva pg(w). |

\ h(p) l
/ I

i

|

PL(WJ

h(0) = bcos(w)

k(1) = —(X + 8){1 — cos(w}}

Figura 2.3.2. Raices po{w) y pr(w) ;

Utilizando las relaciones (2.3.16) y (2.3.25) se obtiene

/000 b(z)Q(z, z)dr = (1 — z) {(APo(z) + 6¢(z,00)), Re(y(2)) <0. i {2.3.28)

!

Haciendo uso de (2.3.14) y (2.3.25), se deduce la igualdad !
Qz,z) = 82711 - 2) / L D, Relr(2) < 0, (2:3.20)

Multiplicando {2.3.29) por b(z) e integrando con respecto a z, se tiene

[ b(2)Q(z,z)dz = 6271 (1 — z)/ (b * e"(‘)) (z)dz, Re(y(z)) <0, (2.3.30)
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donde * denota el signo de convolucidn; es decir,

(b * 67(‘)) (=)= -/0 blu)e =Wy,

Entonces, el resultado se sigue directamente a partir de (2.3.28) y (2.3.30).

La ecuacidn integral de Fredholm definida en el Teorema £.3. 1 contiene la informacidn suficiente para
determinar Pjo(z). Inicialmente, es preciso calcular la funcién 7(z) = ¢j* Pio(z), co = Po(2(8g)), como
la solucién numérica de la ecuacién integral (2.3.26), para algin valor fijo &g tal que Re{fy) > 0 (es decir,
Re{z(f5)} < 0). El criteric para la eleccion de @y estd basado en las sigutentes observaciones.

La existencia de las funciones ¢(z) y B(y(z)) estd asegurada cuando |z] < 1y Re((z)) > 0. Sin
embargo, esta regién del disco unidad puede ser ampliada dependiendo de la distribucién de servicio. Por
ejemplo, en el caso B(t) =1—e ™, 1 >0, v >0, ¢(z) ¥y B(7(z)) convergen para aquellos valores z tales
que |z[ < 1y Re(y(z)) > —~. Una situacién similar se tiene cuando la distribucién del tiempo de servicio
es Coxian-2 y Gamma.

En lo que sigue se asume la existencia de un valor £ > 0 tal que las funciones ¢(z) y #(y(z)) convergen
sobre R, = {2/ |2] <1, Re(y(z)) > —£}. Debe notarse que entonces la retacién (2.3.22) es vilida sobre
el recinto f,. Adicionalmente, es posible asegurar la obtencién de P;(2), 1 € {0, 1}, en un intervalo (', 1]
que permite calcular los valores medios de la distribucion limite de (C(t), @{t)), cuando ¢t — oo, mediante
la derivacion de P;(z), 1 € {0,1}, en el punto z = 1. Es sencillo probar que

L Atéte— JAL+e)? — 4)8
= - _

El valor 6y serd seleccionado de forma que Re{6a) > 0y z{#y) € (¢', }}. Enlonces, la funcién generatriz
Po(z) admitira ser expresada en términos de 7(x) y la constante ¢q podra ser calculada de acuerdo con
su definicidén, eg = Po(2(6o))-

Sea la funcion y(z) definida por
o0 T T(u) _
W@ = [ @) [ e dud, 2331
@)= [ b | s (2.3.31)
Entonces, es posible establecer Ia igualdad
$(2) = cov(2). (2.3.32)
Tomando z — 0 sobre la relacidn (2.3.10) se obtiene

P{]o - COAﬁl /000 L)mjb(:t)d:c (2333)
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Finalmente, la definicién de ¢(z) permite obtener la probabilidad Pjo como :
I

Py = ¢(1). (2.3.34)

La funcién generatriz Py(z) es calculada en el siguiente resultado.

Teorema 2.3.2. i) Sia >0y pu > 0, enfonces

R Y LIPURY ¢ k) ORI (N ol £¢1C))
o) = ’(6’“1/2 T Raw) p{“’” , v Ba() d”}““

# rty cop [ [ SRR - i [t e (3 [ "‘gggg }(Zua)

donde §(z), Po(1) y Poo vienen dadas por (2.5.32), (2.3.18) y (2.3.83), respectivamente, siendo

S ECEPY W EPNPINY SO il bl [¢(C) ;
T T84 ((60) p{“ﬁ = )

+ % .[ow r(z)dz + a(Ap)"? Lm B I(;zz) b(z)dz ./z-(lo,,) u®/B=1 ezp {.\,u‘ — ﬁ(::(:)) }

—éu=? /z(lsu) “/“‘lgﬁzﬁ(—% e:z:p{ _1/ — 7:!} :)dv} du)_zl, (2.3.36)

donde ¥(z) viene dada por (2.3.81). i

35)

i
s oz — P(y(2)}) Poo + 6(z — 1)$(2) '
=5 z(1 = B(v(2))) + a(z — B(x(2)))’ ; (2.3.37)

donde $(z) y Poo vienen dadas por (2.3.32) y (2.3.93), respeclivamente, siendo ,

it) Sia>0yu=0, entonces

oa =) ! -1
co=(a+(A+a)(é - X)p) (6(1 +(A+ a)ﬁl)jﬂ r(z)de + a(l + 6,81)j0 T—%b(r)d:) .
- { (2.3.38)

l

Demostracién. A partir de (2.3.12) y (2.3.22), se obtiene la ecuacidn diferencial |

pz(z — B(v(2))) Py(2) + (Az(1 - B(7(2))) + a(z — B(v(2)))) Po(2) = é(z -:1)$(Z)

+ afz — B(v(2))) Poo- , (2.3.39)
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En primer lugar, se analiza el caso @ > 0 y g > 0. Operando sobre las relaciones (2.3.18) se obtiene
la expresidon alternativa

APQ(l) + & Pyq

Pl(l,O):—"‘ 1+(6—,\)ﬁ1 .

(2.3.40)

Entonces, se observa que es necesario que (A — )8 < 1. La funcién f(z) = z — #(y(z)) tiene una sola
rafz, Z = 1, en el recinto R.. Entonces, es posible resolver la ecuacién diferencial (2.3.39) en el intervalo
(¢, 1], puesto que

Lo Ae(l= B(() + oz = Are)) _ et O+ al6=NB
it - A=) 1+ (G- N !

im (2 - I)QE(Z) - PIO <
i=~1-z— Hy(z)) 14+(6—A)5

o0,

La solucién de la ecuacién diferencial (2.3.39) viene dada por

Po(z) = ezp { f 1 p(v)dv} (Pg(l) + / g ezp { fl ) p(‘u)dv} du) , (2.3.41)

donde
_ oo fe | M- B(v{v)
plv) =p" (U + ST ) , (2.3.42)
-1 6 1'-1) b ] —a
q(v) = (uv) (———U — 80 (v)) Pno) : (2.3.43)

Reagrupando términos en (2.3.41), se deduce la expresién de Py(z) dada en (2.3.35). Teniendo en
cuenta que cg = Py(z(fp)), es posible deducir {2.3.36) a partir de (2.3.33)-(2.3.35).

Enel caso a > 0y ¢ = 0, la ecuacién (2.3.39) conduce directamente a la expresién (2.3.37). Haciendo
z — 1 sobre (2.3.12), se tiene

Py + Pl(l, G)

Py(1) = —

(2.3.44)

Las igualdades (2.3.18) y (2.3.44) permiten relacionar las probabilidades Pyo y Pio de la forma

a+ A+l =X —all+ 66 Py

&P =
10 1+ (A +a)8

(2.3.45)

Entonces, la expresién (2.3.38) es deducida a partir de las relaciones (2.3.33), (2.3.34) y (2.3.45).

O
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A partir de las relaciones (2.3.17) y (2.3.22) es posible determinar la funcién genera;triz Py(z) como

Pi(z) = (A2 —6) 2\%,ﬁ——f’u( z)+46 (éﬁ%”—l - Pm)) : (2.3.46)

'

La distribucién {P;j}(s j)ee queda entonces totalmente determinada en términos de las funciones P;(z),
i€ {0,1}. |

En el siguiente corolario se reunen los primeros momentos de la distribucién limite {P;;}(;i jyee. La
demostracion, aunque es laboriosa, estd simplemente basada en la aplicacion de la regla de L'Hépital y,
por ello, sera omitida.

Corolario 2.3.3. Sea M} el primer momento parcial de las probabilidades limite {P;;}32 f20, 1€ {0,1}.

i) Sia>0yp>0, enfonces MY viene dado por

MO =t (G(Poo— 1)+ )«(z\;-a—lé)fﬁ N 5P_10 1 (1+ 3 (a_ i‘.@%))) (2.3.47)

i) Sia>0yp =0, entonces MY viene dado por

= (24)7 (B—- 9}) , ‘ (2.3.48)
wende A=a+(A+a)s- NG, ! (2.3.49)
B=26() - 6o / b(x) / (x — ( ) )dud:.c —a (266, + (6 — A)*B2) P;O, (2.3.50)
C=a(l+(5—A)B) P+ 6P, : (2.3.51)
D=— (23 + ad)Bi+ (A + a)(§ — X)) (2.3.52)
iii) El momento M} viene dado por |
Mi= ﬁ‘ial——nﬁ (,\,31 MP+ 6cn/ b(:r)f z 3 dudz
+ gy (@08 + (0= 6)8:) + 6P (- 96 - 2@))) argd (2353)
M} =B, (Mo+ "f:_ _,\;m + Aco / b(z) f B ( = hdde Ai: 5. (2.3.54)

1
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Para finalizar esta seccién, a continuacién se incluyen algunos comentarios relativos a la naturaleza
de la solucién y a dos casos particulares. En primer lugar, debe sefialarse que las expresiones deducidas
para P;(z), i € {0, 1}, son expresiones cerradas dadas en términos de r(z), donde 7(z) debe ser calculada
numéricamente. Como la funcién r(z) > 0, por definicién, debe verificarse ¢g > 0. Entonces, se obtienen
las desigualdades (A —8)}81 < 1y (A—6)(A+ a)fia! <1 cuando (a > 0,4 > 0) y (a > 0,2 = 0),
respectivamente. Estas relaciones coinciden con las condiciones necesarias y suficientes que aseguran la
ergodicidad del proceso {(C(1), Q(2)),t > 0} en la cola M/M/1 con llegadas negativas y disciplina lineal
de reintento (ver el Teorema 1.2.1).

En el caso particular § = 0, es posible deducir expresiones para P;(z), i € {0,1}, que son inde-
pendientes de la splucién de la ecuacion integral (2.3.26). Las expresiones de las funciones generatrices
¥ sus primeros momentos han sido recogidas en el Apéndice 2.A y serdn de utilidad en el capitulo 3.
Analogamente, la particularizacién B(t) = 1 —e™*! ¢ > 0, v > 0, es coherente con el Teorema 1.3.1.

2.4 Esquema recursivo para calcular las probabilidades limite

Esta seccion estd dedicada al desarrollo de un esquema recursivo para calcular las probabilidades limite
de sistemas de colas con un tinico servidor, llegadas negativas y disciplina lineal de reintento. El modelo
estudiado es una generalizacién de la cola M/G/1 con llegadas negativas y reintentos, descrita en la
seccioén 2.2, y permite que los clientes lleguen al sisterna de acuerdo a un proceso Markoviano con in-
tensidades, A;j, dependientes del estado del sistema. Adicionalmente, se asume que el flujo de llegadas
negativas estd gobernado por un proceso de Markov con intensidades, #;, dependientes del nimero de
clientes en la érbita. Los argumentos empleados estén basados en la teoria de procesos regenerativos (ver
Stidham (1972)) y en la propiedad PAST A (Poisson Arrivals See Time Averages, ver Wolff (1982)).

El modelo descrito permite englobar a distintos modelos de colas que pueden obtenerse mediante una
adecuada particularizacion de las intensidades A;; y §;. Tomando A;; = A, (i,4) € £,y 6 =48,7 > 1,
se tiene la cola M/G/1 con reintentos y llegadas negativas. El correspondiente modelo con capacidad
K < oo es obtenido cuando Aj; = A, 1 € {0,1},0< j < K -1, g = A, 6 =6,1<j <K,
¥y Aj = & = 0, en otro caso. Cuando la particularizacién es A;; = MK — i — j), si (4, 7) satisfacen
0<i+j<K,yé =6,1<j<K, se tiene el sistema con reintentos, llegadas negativas y quasi-random
inpui. El modelo de colas M/G/1 con reintentos y clientes impacientes se logra cuando A;; = A, ({,j) € £,
y 6; = j6, 1 £j < K. Finalmente, tomando § = 0 se obtienen los correspondientes modelos de colas sin
llegadas negativas o clientes impacientes,

A continuacién se introducen algunas definiciones y notaciones de utilidad. Se llama ciclo de rege-
neracién al intervalo de tiempo comprendido entre dos visitas sucesivas del proceso ¥ = {Y(¢),t > 0} =

{(C@®),Q(2)),t > 0} al estado (0,0).
Las variables aleatorias mas representativas asociadas a un cicle de regeneracion son las siguientes:
T = longitud del ciclo,
Ti; = cantidad de tiempo en (0,T] que el proceso Y permanece en el estado (4, 5), (i,7) € £,
Noj = mimero de finalizaciones del servicio en (0, T] que dejan a j clientes en érbita, j > 0,

N = pimero de salidas ocurridas en (0,77.

Debe notarse que N corresponde al niimero de clientes servidos o expulsados del sistema por el efecto de
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una llegada negativa durante (0, T]. Es clare que Ngp = 1, siendo la correspondiente transicién debida a
una finalizacidn del servicio.

El proceso en tiempo continuo Y = {Y'(¢),t > 0} es un proceso regenerativo con proceso de renovacién
encajado {77,753, ...}, siendo T} el i-ésimo ciclo de regeneracién. En lo sucesivo, se considerard T = 7.

Si el sistema es estable, entonces la teoria de procesos regenerativos permite expresar las probabili-
dades limite { P;j}(i,;)ec en los términos

Py = %, (HLNHeE. (2.4.1)

El método algoritmico que a continuacién se desarrolla permite establecer relacionés recursivas entre
los valores medios E[Tj;], (i,7) € £, que implican, en virtud de la relacién (2.4.1), relaciones recursivas
entre las probabilidades Pjj, (7, j) € £. La argumentacién estd basada en el analisis del nimero de tran-
siciones ocurridas durante un ciclo de regeneracién entre diferentes conjuntos de estados.

Obsérvese que, durante (0, T, el nimero de transiciones desde el estado (0, j} coincide con el nimero
de transiciones hacia el estado (0,7), j > 0. Con la ayuda de la propiedad PAST A se obtiene que sus

valores medios verifican la igualdad ]
|

(Aoj + (1~ bo;) + jp) E[To;] = E[No;), 0<j<K. (24.2)

i
Anélogamente, el nimero de veces en las que el tamafio de la 6rbita crece de j = 1 a j es igual al

niimero de veces en que decrece de j a j — 1. Entonces, los correspondientes valores medios satisfacen la
relacién '

(a+im)E[To;] + 6 E[T] = M j-1B[T1 5], 1<Sj<K. (24.3)
Adicionalmente, se tiene que
' K
E[T= ) (BT + E[T;]). f (24.9)
i=0 .
Diviendo (2.4.3) y (2.4.4) por E[TY, se deducen las relaciones

{a +jp)Poj + 8P =X P, 1<i<K, j (2.4.5)

Poj + P1J'). ‘ (246)

£

(

Con la finalidad de deducir relaciones adicionales entre las probabilidades {F;;}(; ;)ee se introducen
las siguientes cantidades:

!
i
|
I
i
i
{
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Thij = cantidad de tiempo en (0, T] que ¢l proceso Y permanece en el estado (1, j), contabilizada sobre
aquellos tiempos de servicio precedidos por una finalizacién del servicio que dejé a k clientes en la érbita; ¥

Ag; = cantidad esperada de tiempo que, durante un servicio, hay j clientes presentes en la érbita,
dado que tras la anterior finalizacion del servicio quedaron k clientes en la érbita.

Debe notarse que 1}; puede escribirse como
K
Ty; =Y Tuj, 0<j<K, (2.4.7)
k=0

Teniendo en cuenta la relacion (2.4.7), la definicion de A;; y la identidad de Wald, se deduce

K
E[Ty;]= ) AyENal, 0<j, k<K (2.4.8)

k=0
Entonces, a partir de (2.4.1), (2.4.2) y (2.4.8), se tiene

K
Pi; = (Ao + ol = Sok) + k) Ag; Pox, 0<j<K. (24.9)
k:o

El esquema, recursivo queda determinado por el sistema de ecuaciones lineales descrito en las relaciones
(2.4.5), (2.4.6) y (2.4.9). Por tanto, el cdlculo de las probabilidades limite {P;; }(; j)ee queda reducido al
conocimiento previo de los valores Ay;.

Para poder determinar Ag; se introducen otras cantidades auxiliares By;. Se definen, para 0 < j < K,
<k <K,

By; = cantidad esperada de tiempo que, durante un servicio, hay j clientes en la drbita, dado que en
el instante de su comienzo habia k clientes.

Entonces, condicionando respecto de la procedencia del cliente que estd siendo servido, se tiene

afl — 8o )k kp A .
A Bii;+ ok By, 0<j k<K. (2.4.10)

T A F o=t F k7 Xor F (T ="60x) + kp

Con la finalidad de deducir la expresién de B;; se asume que en el instante { = (} comienza un servicio
y Q(0+) = k. Sea Xi;(t) la variable aleatoria que toma el valor 1, cuando en el instante ¢ el servicio aiin
estd en desarrollo y hay j clientes en la drbita, y el valor 0, en otro caso. Entonces, By; puede ser escrita
en los términos

oo
By; =f P(Xu(t)=dt, 0<j, k<K. (2.4.11)
1]

Para calcular la probabilidad P{X;;(t) = 1) se considerara un sistema de colas auxiliar con linea de
espera y un Unico servidor que recibe la llegada de clientes de acuerdo con un proceso Markoviano con in-
tensidades Ay;, cuando el nimero de clientes en el sistema es j > 0. Los tiempos de servicio son variables
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aleatorias independientes exponencialmente distribuidas con parimetros §;, cuando h;ay J clientes en el
sistema. Se observa que un intervalo infinitesimal de tiempo (¢, + A) contribuye a Bk_, cuando ccurren
conjuntamente los dos siguientes sucesos:

& = 'en el instante t, el servicio que comienza en el instante inicial t = 0 no ha ﬁﬁalizado’; y

F: = ’en el instante t, la longitud de la cola auziliar es j, dado que en el mstaute tntcial t = 0 la
longitud es &,

donde P(&) =1- B(t) y P(F:) = P(k)(t) representa la probabilidad dependlente 'del tiempo asoci-
ada a la cola Markoviana auxiliar.

En virtud de la independencia entre los tiempos de servicio y los procesos de llegadas originales y
negativas, se deduce que '

P(Xy;(t) = 1) = PM()(1 - B@)). | (2.4.12)

A continuacidn se proporcionan las expresiones de PJ-(k)(t) para la cola M/G/1 con llegadas negativas

y disciplina lineal de reintentos descrita en la seccidén 2.2. En este caso, se tiene que Ajj = A, (1,7) €€,y
é;=6,7>1 ‘
= |

En el caso particular & = 0 se tiene, para 0 < k < j, que

"“%91—-; siK=xwoj< K <o !
T-E) = 7 1
PO = . eaw)
e My A g = K < oo j
]

nt !

Cuando 6 > 0, se observa que las probabilidades PJ-(k)(t) corresponden con la soluc}ién transitoria del
sistema M/M/1/K con intensidad de llegadas A e intensidad de servicio 6. Por ello, se tienen (ver Takdcs
(1962), paginas 13 y 23) las siguientes expresiones:

i) 5i K < oo, entonces

':
(i-k}/2 K 'r
Mgy — g g 2 (2 bribsi oot ; 4
P (t)-a,+K+1(6) 21 s : . (2.4.14)
- f
siendo _ f
a-HE (1- @) siaze =
aj = 0<j<K,
K—1+—1, siA =34, ‘
ki 1z (k+ 1)ir l
- {2 <i<K, 0<k<K
b sen(K+1) (6) n( KT ), 1< , 0 ,
b A2 in _ »
=142_9(2 < K. ; A.
ci 1+6 2(6) COS(K+1)’ 1<i<K : (2.4.15)
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i1} Si K = oo, entonces

A\ G-k)2 A\ G—k+1)/2
Pty = e OO ((3) Ii-k (Qt\/)‘_é) + (3) fitk41 (2“/)‘5)

+ (1-%) (%)J f: (%)_Wn(mm) , (2.1.16)

i=j k42
donde, si i > 0, I;(x) denota la funcién modificada de Bessel de orden i e I_;(z) = L;(z).

Para finalizar esta seccidén, debe notarse que las probabilidades {P(J'}(,'J')Eg se calculan como solucién
del sisterna de ecuaciones (2.4.5), (2.4.6) y (2.4.9), donde las cantidades A:; son obtenidas a partir de
las relaciones (2.4.10)-(2.4.16). La naturaleza de las férmulas (2.4.16) para la solucion dependiente del
tiempo, en el caso K = oo, implica importantes dificultades analiticas. Sin embargo, las probabilidades
limite {P;;(K), i € {0,1}, 0 < j < K}, asociadas a la cola M/G/1/K con llegadas negativas, reintentos
y capacidad K < oo, son computacionalmente tratables y proporcionan vna buena aproximacion de la
verdadera distribucién {F;; = Fj;(00)}; j)ee del proceso Y.

2.5 Resultados computacionales

En esta seccidn se presentan algunos resultados computacionales que pretenden ilustrar que la distribucién
limite del proceso Y = {Y'(f),t > 0} puede ser aproximada de forma satisfactoria mediante la distribucién
limite del sistema de colas M/G/1/K, K < co, con llegadas negativas y disciplina lineal de reintento.
Adicionalmente, se mostrara la incidencia de los pardmetros sobre las medidas de eficacia del sistema.

Si se considera el sistema de colas M/G/1/K con llegadas negativas y reintentos, entonces es posible
reexpresar la igualdad (2.4.11) en los términos

K (G-k)/2
2 p bjibii .
(3) L (1= B6e)), 0< 4 k<K, (2.5.1)

By; = ajﬁl + m

i=1
donde las cantidades a;, b y ¢; vienen dadas por (2.4.15).

Obsérvese que el cdlculo de Bj; se reduce entonces a una suma finita donde aparece involucrada la
transformada de Laplace-Stieltjes de la distribucién de servicio. Por ello, la férmula (2.5.1) es computa-
cionalmente eficiente para las distribuciones de tiempo de servicio mds usuales.

La capacidad del sistema es elegida tomando inicialmente un valor K e incrementando éste en un
tamafio fijo, A, hasta satisfacer una regla de parada prefijada. El criterio de parada mas simple consiste
en incrementar K hasta que no se observe un cambio significativo en MP(K) + M}(K), donde M}(K),
i € {0,1}, denotan las medias parciales del mimero de clientes en érbita en el modelo M/G/1/K con
llegadas negativas y reintentos. Los ejemplos recogidos en esta seccién han sido analizados tomando
K =5 como capacidad inicial, incrementando K en A = 5 unidades en cada paso y parando el algoritmo
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en el nivel K cuando |MP(K)+ M{(K)~ M)(K — Ay - M}{K — A)f <& = 1073, ‘
l
Para validar la aproximacién de la distribucidn limite {Fi; }ijree, basada en las probabilidades
{Pi;(K), i€ {0,1}, 0 < j < K} del modelo finito, se compararan los resultados recogidos en la seccién
1.3 con los resultados exactos de la seccién 2.4, cuando se asume que B(t) =1 —e~"* ¢t >0, v > 0.

En la Tabla 2.5.1 y las Figuras 2.5.1 y £.5.2 puede observarse la variacién de los motentos M}(K),
i € {0,1}, en funcién de la capacidad K del modelo finito, en una cola caracterizada por la disciplina
constante de reintento, la intensidad de trifico v = (A — 8)}(A + a)(ve)™! = 0.62iy los pardametros
(A 8, o, 05, 0) = (2.1,0.9,2.7,0.0,3.4). La precisidon de la aproximacion es evaluada mediante el calculo del
error relativo F(K) definido como |

MP(c0) + Mi(c0) 1

K)y=1
E(K) = 100>\ ey v i) ~ 1|

donde los valores medios M}(co), i € {0, 1}, han sido calculados a partir de las férmulas {1.3.13) y (1.3.14).

Un procedimiento alternativo para aproximar los valores medios de la distribucién limite del proceso Y
consiste en considerar simultdneamente las expresiones tedricas del Corolario 2.5.3 y las probabilidades
Poo(K) y Pio(K) asociadas al modelo con capacidad K < co. En lo sucesivo, Mi(K), i € {0,1}, y
E(K), denotaran los momentos estimados y los errores relativos obtenidos cuando se reemplazan las
probabilidades Py por Pio(K), i € {0,1}, sobre las férmulas (2.3.47)-(2.3.54). 1

1

\
i

K MO(K) MLK) E(K) MO (K) MLHK) é(K)

5 0.602237 0.850218 78.77859 1.270660 1.709881 12.87888
10 0.903797 1.275949 19.12763 1.116220 1.568717 2.925595
15 1.020464 1.440855 5.508095 1.085599 1.528745 0‘6!75644
20 1.059746 1.496112 1.597168 1.078731 1.522023 0.156662
25 1.071831 1.513117 0.453851 1.077149 1.520475 0.036339
30 1.075336 1.518121 0.124259 1.076783 1.520116 0.008432
35 1.076312 1.519500 0.033404 1.076698 1.520033 0.0019566
40 1.076577 1.519874 0.031157 1.076678 1.520014 0.000453
00 1.076672 1520008 e ] e e s

Tabla 2.5.1. Valores medios estimados y errores relativos asociados a la cola M/M/l con
intensidades (X, 6, a, u,¥) = (2.1,0.9,2.7,0.0, 3.4)

El ejemplo muestra la conveniencia de utilizar las cantidades M}(K), i € {0,1}, como estimacién de
los verdaderos valores medios M}, i € {0,1}. La parada del algoritmo se produce en los tamafios K = 40
y K = 30 cuando los valores involucrados en el criterio de parada son M{(K) y M{(K),i € {0, 1}, respec-
tivamente. Puede observarse que existen diferencias significativas en los errores relatwos asociados a los
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Figura 2.5.1. Variacién de MY(K) y M{(K)en la
cola M/M/1 con (X6 o, 1) =(2.1,0.9,2.7,0.0,3.4)

dos métodos de truncacion.

Figura 2.5.2. Variacién de M} (K)y M{(K)enla
cola M/M/1 con (X 6,0,p,v)=1(2.1,09,27,0.0,3.4)

El reducide esfuerzo computacional necesario para la resolucién del sis-

tema de ecuaciones lineales permite avalar la aproximacién de {F;}(; j)ec mediante las probabilidades
{P;j(K), 1 € {0,1}, 0 < j € K} del modelo finito, cuando la distribucién del tiempo de servicio no
permita evaluar explicitamente las derivadas de la funcidn q;(z) en el punto z = 1. Debe notarse que las
formulas del Corolario £.5.3 son totalmente explicitas en el caso exponencial, puesto que

2
P = iF‘uo, ¢'(1) = A 6P10 y  #'(1)=2 (i) Poo.
v 17 v

K MYK)  M(K) E(K) MP(K) MY K) E(K)
) 1.111064 1.916587 305.9142 3.343106 10.00497 7.929322
10 1.881382 4.007128 108.7058 3.138516 9.487379 2.662993
15 2.435117 5.905912 47.33994 3.073208 9.322153 0.852678
20 2.739814 7.316440 22.20920 3.054847 9.275702 0.331538
25 2.904799 8.245212 10.22113 | 3.047703 9267627  0.127268
30 2.985513 8.778441 4.468859 3.044895 9.250524 0.046765
35 3.021113 9.047555 1.831189 | 3.043833 9.247837  0.016283
40 3.035374 9.168668 0.701623 3.043453 9.246876 0.006374
oo 3043266 9_246403 ................ Crrserre essenaas

Tabla 2.5.2. Valores medios estimados y errores relativos asociados a la cola M/M/1 con
intensidades (A, 4, e, g, ¥} = (3.2,1.0,1.3,0.4,3.5)
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Figura 2.5.3. Variacién de M{(K)y M{(K)enla Figura 2.5.4. Variacién de M} (K)y M} (K)en la
cola M/M/1 con (X, é,a,p,v) =(3.2,1.0,1.3,04,3.5) cola M/M/1 con (A & a,p,v)=(3.21.0,1.3,04,3.5)

Comentarios analogos a los anteriores siguen siendo védlidos para la Table 2.5.2 y las Figuras 2.5.3y
2.5.4, donde se ilustra ¢l comportamiento de los momentos M}(K) y Mi(K), i € {0,1}, en funcién de
K. El modelo estudiado esta caracterizado por la disciplina lineal de reintento, la intensidad de trafico
p=Alr+6)~1 =0.71 y los parametros (A, 6, o, pr, v) = (3.2,1.0,1.3,0.4,3.5). En este caso, se ha tomado
como nivel maximo para la capacidad de la 6rbita K = 40. Como se observa la convergencia hacia los
valores medios es mas lenta que en el ejemplo anterior. Los errores relativos E£(K) y E(K) muestran la
conveniencia de estimar M}, i € {0, 1}, mediante los valores M} (K), i € {0,1)}.

El siguiente trabajo computacional estd orientado a estudiar el efecto de las intensidades a, u y &
sobre algunas de las medidas de eficacia del sistema, cuando las distribuciones del tiempo de servicio no
permiten evaluar las derivadas de la funcién ¢(z). La aproximacion estard basada en el uso conjunto de
las férmulas recogidas en el Corolario 2.3.9 y las probabilidades Poo(K) ¥ Pio(K). Teniendo en cuenta
que no es posible calcular qS'(z) en el punto z = 1, se reducira el estudio a la probabllldad Pg(K) y al
momento MP(K), siendo Py(K) la estimacion de la probabilidad Py(1) obtenida mediante la férmula
(2.3.18) y Pro(K).

Las intensidades de trafico, p = (A — §)81, que seran consideradas en todos; los ejemplos son
p € {0.15,0.3,0.45}.

En primer lugar, se analizard un sistema de colas con tiempos de servicio distribuidos de acuerdo a
una ley Erlang (es decir, B(t) =1 —e '3 " (ut)” n!)~!, ¢ > 0). Se han considerado los parametros
m=3yv=06.0.

Las Figuras 2.5.5 y £2.5.6 muestran las variaciones de Pp(K) y MP(K) respecto de la intensidad
a € [0.0,2.0]. El criterio que ha llevado a seleccionar el nivel K = 20 ha consistido en elegit K como el
valor maximo entre Ky s(a), Kos{a) y Ko a5(e), donde K,(a) denota el tamaiio de parada asociado al
modelo de colas con pardmetro « e intensidad de trafico p,. Este criterio sera reiteradamente aplicado
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en lo sucesivo. Como se muestra en la Figure 2.5.5, la probabilidad Py(20) es practicamente insensible
respecto de la variacion de «. Sin embargo, existen diferencias significativas en el comportamiento del
valor medio MP(20) al variar « (ver la Figura 2.5.6).

0.65
— . - - - g =0.15 0.4
0.6 0.35
0.55 0.3
-,
— =04
0.5 -— .——t-——c——'—-t—-..«.__' P:0_30 0.25 '--.‘\ 2 0.45
- -
G.2 * .
» -
0.45 -
0.15 Yeel p=030
—— .
0.4 . =043 0.1
p=0.15
0.35 o G.05 @
¢} 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
Figura 2.5.5. Variacién de £o(K) en funcién Figura 2.5.6. Variacién de M?(K') en funcién
de o en una cola M/E. /1 de a en una cola M/E.. /1
0.65
— e elp=015 O
0.6 o}
0.
0.55
0.
o—.._.___.___."_.__‘__'“‘_. £ =0.30
a.5 0
c.
0.45
0.
. ;\x‘*‘__‘__‘_‘ = -4
0.4 p=0.45 o u
0.5 1 1.5 2 2.5 g 0.5 1 1.5 2 2.5
Figura 2.5.7. Variacién de Po(K) en funcién Figura 2.5.8. Variacién de M{(K) en funcién
de u en una cola M/En/1 de s en una cola M/E /1

La variacién de Py(K) y MP(K) respecto de la intensidad u € [0.5,2.5) es estudiada en las Figuras
257y 258 Se han tomado las intensidades « = 0.8 vy § = 0.5. La capacidad del modelo finito es
K = 25. Se observa que Py(25) y MP(25) son funciones decrecientes respecto de g, pero su variacion es
notablemente diferente.
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Debe notarse que el modelo de colas M/E./1/K con linea de espera y llegadas negativas es obtenido
como el caso limite @ — 0o yfo 4 — co. Este hecho estd directamente relacienado con el decrecimiento
de los correspondientes valores medios M?(K) cuando a y/o u crecen.

Q.5 p =045
0.4 7 =030
0.3 p=0.15
p=10.15
0.2
p =030
p =045
0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 ¢ 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 §
I
Figura 2.5.9. Variacién de Pp(K) en funcién Figura 2.5.10. Variacién de M}(K) en funcién
de 6 en una cola M/E../1 de § en una cola M/En /1

|
i
!

Finalmente, ta evolucién de Bo(K) y MP(K) respecto de § es ilustrada en las Figuras 2.5.9y 2.5.10.
En este casc se han tomado la capacidad K = 40 y las intensidades & = 1.2 y ¢ = 1.5. El compor-
tamiento de Po(40) y M1 (40) es significativamente diferente. Se observa un decremlento pronunciado en
la variacién de Po(40) respecto de 6. Adicionalmente, las probabilidades Py(40) se encuentran localizadas
dentro de una banda cuya amplitud decrece cuando p crece. Se observa que la tasa de crecimiento de
M°(40) parece ser insensible respecto del valor, p, de la intensidad de trafico. i

|
'\

A continuacién se analiza la incidencia de las intensidades a, u y § sobre la probabilidad Po(K) y
el primer momento MP(K) en un sistema de colas con tiempo de servicio distribuido de acuerdo a una
ley hiperexponencial (esto es, B(t) = 1 — pe™*' — (1 — p)e™"3' ¢t > 0, v, > 0, v > 0). Los parametros
considerados son p = 0.25, v; =20y 2 = 6.0.

El efecto de la intensidad o sobre Po(K) y MP(K) queda reflejado en las Figuras £.5.11 y 2.5.12,
donde se han considerado los parametros p = 1.5 y 4 = 0.9. La capacidad del modelo'es K = 30. Debe
notarse que la evolucidn de £4(30) y MP(30) es aniloga a ta observada en el caso Erlax{g (ver las Figuras
2.5.5y 2.5.6). Entonces, deben destacarse la escasa variacién de Po(30) y el notable decrecimiento de
MP(30), respecto de o.
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Figura 2.5.11. Variacién de Py(K) en funcién Figura 2.5.12. Variacién de M} (K) en funcién
de o en una cola M/H2/1 de o en una cola M/H,/1
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Figura 2.5.13. Variacién de Po(K) en funcién Figura 2.5.14, Variacién de M{(K) en funcién
de u en una cola M/Ha/1 de p en una cola M/H,/1

Como se observa en las Figuras £.5.18 y 2.5.14, el comportamiento de PO(K) y MP(K), respecto
del pardmetro p, en el caso hiperxponencial presenta grandes similitudes con el correspondiente com-
portamiento en el caso Erlang. Es claro que Py(K) experimenta cambios minimos con el crecimiento de
#. Sin embargo, el valor medio MP(K) presenta un marcado decrecimiento. El ejemplo que ilustran las
Figuras 2.5.183y 2.5.14 corresponde al caso o = 1.2y 6 = 0.9, y capacidad K = 35. E! rango de variacion
elegido es p € [0.5,2.5].

_ Para finalizar esta seccidn, se incluyen las Figuras 2.5.15 y 2.5.16, donde se muestra la evolucién de
Po(K) y MY(K) en funcién de §, en un modelo con capacidad K = 40 y politica lineal de reintento, con
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parametros @« = 1.2 y ¢ = 1.5. La Figura 2.5.15 muestra un notable decrecimiento de 130(40). L.as tres
curvas delimitan una banda cuya amplitud disminuye cuando é crece. Adicionalmente, el crecimiento de
M{(40) (ver la Figura 2.5.16) es andlogo al observado en el caso Erlang (ver la Figura 2.5.10). En ambos

casos puede notarse que la tasa de crecimiento del primer momento MP(40), respecto de 4, no depende
de la intensidad de trafico considerada. '

0.8 0.8
p=0.45
0.7
0.7
0.6
0.6 0.5 =030
0.5 p=015 @
=0.15
0.3 P
0.4 p=0.30
0.2
p =045
0.3 0.1
02 T 12 141618 2 6
0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.7 2 § 0.6 0.8 1 1.2 1.21.% 5
Figura 2.5.15. Variacién de Py(K) en funcién Figura 2.5.16. Variacién de M{(K) en funcién
de § en una cola M/H,/[1 de & en una cola M/H2/1 .

2.6 Comentarios y notas bibliograficas :

t
A continuacidn se comentan las técnicas y la bibliografia empleadas en el analisis de la distribucién limite
del sistema de colas M/G/1 con itegadas negativas y disciplina lineal de reintento.

La técnica de la variable suplementaria fue utilizada por primera vez en un modelo de colas con rein-
tentos por Keilson y otros (1968). Desde entonces, es considerada como una técnica clasica en el andlisis
de la distribucién limite del proceso Y = {Y(t),t > 0} = {(C(1), Q(t)),t > 0} mediante el estudio del
proceso Markoviano X = {X(1),t > 0} = {(C(1),Q(t),£(t)),t > 0}. El estudio de procesos estocasticos
no Markovianos a través de la incorporacién de variables suplementarias fue introducido, con indepen-
dencia de las aplicaciones en la teoria de colas, en Cox (1855).

Los argumentos recogidos en la seccidén 2.3 conducen a expresiones cerradas para las funciones gene-
ratrices de la distribucién limite del par (C(t),Q(t)), cuando t — oo, en términos de la solucién de
una ecuacidn integral de Fredholm de primer orden. Los diferentes métodos existentes para resolver la
ecuacién integral (2.3.26) inplican importantes dificultades. En este sentido, debe sefialarse que la res-
olucién de ecuaciones integrales de Fredholm de primer orden ha sido calificada en la literatura como un
problema enfermizo (ill-posed problem). Los principales resultados referidos a la resolucidén numérica de
este tipo de ecuaciones pueden encontrarse en los libros de Kanwall (1971) y Zabreyko'y otros (1986). La
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existencia de soluciones en términos de ecuaciones integrales no es exclusiva del modelo en consideracién.
De hecho, las ecuaciones de Fredholm aparecen en el estudio de la distribucién limite de la cola M/G/1
con ilegadas negativas (ver Harrison y Pitel (1996)) y en el anélisis de los tiempaos de respuesta en redes
generalizadas de colas en tandem (ver Harrison y Pitel (1995)). Finalmente, la distribucién limite del tra-
bajo inacabado en el modele M/(G/1 con llegadas negativas, que suponen la destruccién de una cantidad
aleatoria de trabajo, ha sido dada en términos de ecnaciones integrales de Wiener-Hopf {ver Boucherie y
Boxma (1995)).

Los métodos algoritmicos desarrollados por de Kok (1984) son el origen de un nuevo procedimiento
para calcular la distribucién limite, {Pi;}(: ;)ce, de modelos de colas con reintentos. La literatura mues-
tra que sus métodos pueden ser aplicados a modelos de colas mds generales. En este sentido pueden
mencionarse los articulos de Artalejo {1994) y Schellhaas (1986), y el libro de Tijms {(1994) (capitulo 4).
Los modelos analizados en estos trabajos estdn caracterizados por la estructura matricial de tipe M/G/1.
El principal logro de la seccién 2.4 consiste en extender su aplicabilidad a modelos de colas con flujos de
llegadas originales y negativas gobernados por dos procesos Markovianos con intensidades dependientes
del estado del sistema, que tmmplican la destruccidn de la estructura matricial de tipo M/G/1. En el
estudio realizado han sido esenciales algunos resultados de la teoria de procesos regenerativos (ver Sigman
y Wolff (1993} y Stidham (1972)), y el articulo de Wolff {1982) donde se expone la propiedad PASTA. La
argumentacion seguida permite reducir el problema a la resolucidn de un sistema de ecuaciones lineales
donde intervienen las probabilidades transitorias de modelos de colas Markovianos.

El estudio computacional recogido en la seccién 2.5 permite validar la aproximacién de la distribucidn
{Pi;}(i,jyee mediante la correspondiente distribucién del modelo M/G/1/K, K < co, con llegadas nega-
tivas y reintentos. Detalles para la eleccidn de la capacidad K en otros modelos de colas con reintentos
pueden ser encontrados en Neuts y Rao (1990). La implementacién del esquema se ha realizado en
lenguaje FORTRANT?Y (version 5.1). Adicionalmente se han considerado las subrutinas {udemp y fubksb,
incluidas en el paquete Numerical Recipes Software, que pueden encontrarse en Press y otros (1992). Los
graficos que ilustran la seccidn se han realizado con la versién 2.2 de Mathemetica (ver Castillo y otros
(1994) y Ellis y Lodi (1990)).

Al igual que en el capitulo I, la existencia del flujo de llegadas negativas implica que la ley de descom-
posicidn estocdstica (ver Fuhrmann y Cooper (1985)) no puede ser aplicada para analizar la distribucién
limite {F;; }i jjee- Dos surveys referidos a la ley de descomposicién estocdstica son Doshi {1986,1990).
Haciendo uso de esta propiedad, en el Apéndice 2 han sido calculadas las funciones generatrices Fi(z),
i€ {0,1}, en el caso particular 6 = 0.
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APENDICE 2 | ,

Apéndice 2.A. Distribucién limite del sistema M/G/1 con disciplina lineal de reintento.

Este apéndice estd dedicado al calculo de las funciones generatrices P;(2), i € {0,1},¥ los dos primeros
momentos factoriales M, i € {0,1}, k € {1,2}, del sistema de colas M/G/1 con disciplina lineal de rein-
tento, en ausencia de llegadas negativas (§ = 0). Las expresiones obtenidas seran de utilidad en el
capitulo 3.

Es posible deducir las expresicnes de P;(z), i € {0, 1}, para el caso & = 0, a partir de los resultados
de la seccién 2.3. No obstante, a continuacién se empleard una argumentacién alternativa mas simple y
elegante. ;
i
La técnica empleada hace uso de la ley de descomposicidn estocdstica (ver Fuhrmann y Cooper (1985))
y permite deducir expresiones para las funciones P;(z}, i € {0,1}, en términos de la funcién generatriz
del mimero de clientes presentes en el sisterna de colas M/G/1 con linea de espera. Los resultados son
coherentes con las expresiones deducidas en Martin y Gomez-Corral (1995), donde se basé la argu-
mentacién en resultados de la teoria de la renovacion Markoviana.
En lo sucesivo, se asumirda la ergodicidad del sistema; es decir, se supondrd que se satisface
p<1—=2Abgu(A+ @), siendo p = AB; (ver Martin y Gomez-Corral (1995)). i

En el siguiente resultado se calculan las funciones generatrices P;(2}, i € {0,1}.

Teorema 2.A.1. i) Sia >0, u> 0y p < 1, entonces |

L afu=1rr=1 |
Polz) = 214 H(2) (1—-( =T ) | (2.4.1)
Y !
Py(z) = Iﬁi(%%ﬂ;(z), | (2.4.2)
donde |
L [P B = Az) —1 '
H(z)=(1-p) e:r:plz\p mdz}, ! (2.4.3)

es la funcidn generatriz de la sucesidn parcial {Po;}§2, en el sistema de colas M/G/1 con reintento
clisico fa =0, p>0}. f

i

i) Sia>0, =0y p(d+a)a~! <1, entonces

an
Po(z) = — Y Pu(ol)—lR(z))’ | (2.4.4)
Pi(z) = aPoo(B(A —Az) — 1) ' (2.A.5)

(At =X Fa)p(x= iz}’
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donde
Py =1=p(A+a)a, P(l)=1-p

11—~ A=Az
Ris)=f—p) ﬁ( ;lﬁ ;Z) — ) (2.4.6)

corresponde con le funcidn generairiz del nimero de clientes presentes en el sistema M/G/1 con linea de
espera.

Demostracidén. FEl sistema de colas M/G/1 con disciplina lineal de reintento puede ser visto como
un modelo de vacaciones verificando las hipétesis dadas en Fuhrmann y Cooper (1985). Por ello, si se
asume la ergodicidad del sistema, el nimero de clientes presentes en un instante aleatoric puede ser expre-
sado como la suma de dos variables aleatorias. La primera de ellas es el nimero de clientes presentes en el
correspondiente sistema M/G/1 con linea de espera y la segunda es el nimero de clientes presentes en el
modelo en estudio dado que el sistema esta en un periodo de vacacion. Haciendo uso de esta propiedad,
se tiene que la funcién generatriz K(z) = FPo(2) + 2P (2), correspondiente a la distribucién limite de
N(t) = C(t) + Q(t), cuando t — oo, puede expresarse como

K(:) = R o) (2.47)

donde R(z) viene dada por (2.A.6).
Adicionalmente, el ndmero de veces en que el tamano de 1a érbita crece de j — 1 a j, durante un ciclo

de regeneracién, es igual al mimero de ocasiones en que decrece de j a § — 1, 7 > 1. Entonces, a partir
de la relacién (2.4.1), es posible deducir

(e+ G+ 1P = APy, 20 (2.A.8)

Introduciendo las funciones generatrices F;(z), ¢ € {0, 1}, sobre (2.A.8) se obtiene

w2 Pi(2) + a(Py(z) — Pog) = AzP1(z). (2.4.9)

Las relaciones {2.A.7) y (2.A.9) conducen a la ecuacién

#2Py(2) + (a + M1 = Po(1) 7! R(2))) Po(2) = aPoo. (2.4.10)

En primer lugar, se resuelve (2.A.10) en el caso @ > 0, g > 0. La solucién general de la ecuacién
diferencial (2.A.10) es de la forma

Py(z) = exp {p_l '/;1 q(v)dv} (Pg(l) —ap-lpooleu-lezp {p-lflu q(v)dv} du), (2.4.11)

q(v) = v (e + M1 = Po(1) 7 R(v)) .

donde
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Para determinar Po(1) y Pgo, se particulariza {2.A.7) en ¢l punto z = 0. Entonces, se tiene

Py(1) = R(0)=1—p. ! (2.A.12)

Sustituyendo el valor de Py(1), dado por (2.A.12), en la relacién (2.A.11) y tomando z = 0 sobre la
expresién resultante, se obtiene, después de algunas manipulaciones algebraicas, la igualdad

|

1 -1
Poo = b0a H(0) + (1 — oo )pa™! U z"/“'lH'l(z)dz) Lo (2.4.13)
4]

Entonces, (2.A.1) es deducida tras la sustitucion de (2.A.12) y (2.A.13) en (2.A.11), y el posterior
reagrupamiento de términos.

La expresién (2.A.2) para Py(z) se obtiene a partir de (2.A.7) y la igualdad K(z) = Pa(2) + 2P (2).
En el caso & > 0y s = 0, la relacién (2.A.10) conduce directamente a (2.A.4). La expresion (2.A5)es

obtenida a partir de (2.A.4) y (2.A.7). Estos resultados son coherentes con los obtenidos por Farahmand
(1990).

Para finalizar este apéndice, en el siguiente resultado se reunen los dos primeros momentos factoriales
de la distribucién limite {P;;}(;jjec. La demostracién de este resultado es estindar y, por ello, serd
omitida. ‘

Corolario 2.A.2. i) Sia >0, g >0y p <1, entonces

Mlo =t Ap+a(Poo+p- 1), !
M3 = p7 (M = M(e+p = dp(1 = p)71)),
M} =p(1-p)" M} + a1 —p,

M} = (1-p) " 2ar M + pM3) + q2 — 20,

donde X2
_ 2
A Te )
y 2 4 32 3
aq=A260+pAﬁ2+ A4 APy

T—p  2AT=p)®  3(1-p)

son los dos primeros momentos factoriales de la distribucidn limile del ndmero de clientes presentes en
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el sistema M/G/1 con linea de espera.
i) Sia>0, p=0yp(A+a)”! <1, entonces

M7 = (e — (A+@)p)"'A(1 - p)a,
M3 = Ma—(A+a)p) ' 20 M{ + (1 - p)g2),
M} =p(1-p)" "M} +q1—p,

M} = (1 - p) " (21 M + pMS) + g2 — 2M].
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Capitulo 3 |

i
+

Sistemas de colas con mecanismo de

aclarado y disciplina lineal de
reintento |

3.1 Introduccion

1

Este capitulo estd dedicado al analisis estocdstico de sistemas de colas con un tnico servidor y disciplina
lineal de reintento gobernados por un mecanismo de aclarado que instantaneamenté destruye todo el
trabajo presente en el sistema. |
N

Los trabajos previos sobre sistemas de aclarado estocastico muestran aplicaciones & la teoria de colas,
sistemas de inventarios, actividades de mantenimiento de maquinaria y sisternas de sérvicio publico. El
prineipal problema estudiado ha sido el diseno éptimo de estos sistemas cuando el nivel de aclarado estd
sujeto a control y una estructura de coste es asumida. Las funciones de coste emp]ez‘;das son lineales y
reflejan un coste fijo por aclarado y un coste por unidad presente en el sistema en el instante de aclarado.
Asi mismo, las aplicaciones de los sistemas de aclarado a la tecria de colas han sido realizadas tinicamente

en el caso de lineas de espera clasicas.
|

El objetivo principal de este capitulo consiste en el desarrollo del sistema de colas M/G/1 permitiendo
la presencia simultinea de la disciplina lineal de reintento y de un mecanismo de a¢larado estocdstico
gobernado por una variable aleatoria exponencialmente distribuida con pardmetro 6 > 0. Adicional-
mente, se estudia el sistema de colas M/M/1 con disciplina lineal de reintento y mecanismo de aclarado
gobernado por una variable aleatoria general. En ambos casos, los sucesos del proceso estocdstico aso-
ciado al aclarado del sistema son llamados ’desastres’. Tales desastres pueden ser vistos como rupturas
generales del sistema causadas por un virus o una orden de borrado en sisternas de ordenadores donde
se considere la disciplina lineal para controlar el acceso al servicio de los mensajes |almacenados en el
buffer. Debe observarse que la existencia de un flujo de desastres implica diferencias significativas en los
resultados matematicos, debido esencialmente a que la estructura matricial de tipo M/ Q /1 no se conserva.

El resto del capitulo es organizado como se explica a continuacién. En la seccién 3.2 se realiza la
descripcién matemadtica del modelo M/G/1 con aclarado y reintentos, donde se observa que la existencia

|
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del primer momento de la distribucién del tiempo de servicio es suficiente para asegurar la ergodicidad
del sistema cuando § > 0. La distribucién limite y sus primeros momentos son estudiados en la seccién
3.3. En la seccién 3.4 se desarrolla un esquema recursivo para calcular la distribucién limite basade en
la teoria de procesos regeneratives. El procedimiento seguido contempla la posibilidad de que el flujo
de llegadas originales sea un proceso Markoviano con intensidades dependientes del estado del sistema.
La seccién 3.5 estd dedicada al estudio del tiempo de permanencia en el sistema cuando la disciplina
de servicio consiste en servir a los clientes en el orden de llegada. El andlisis del periodo de ocupacién
del sistema y otras variables aleatorias relacionadas, es abordado en la seccidn 3.6. En la seccidn 3.7 se
realiza el estudio del sistema de colas M/M/1 con disciplina lineal de reintento y mecanismo de aclarado
general. En particular, los epigrafes 3.7.1 ¥ 3.7.2 se centran en el cilculo de la distribucién limite y el
andlisis del periodo de ocupacién del sistema, respectivamente. Finalmente, en la seccidn 3.8 se incluyen
algunos comentarios y notas bibliograficas.

3.2 Descripciéon del modelo matematico. Condicién de ergodi-
cidad

Se considera un sistema de colas con un tnico servidor al cual llegan clientes de acuerdo con un proceso
de Poisson de intensidad A > 0. Si un cliente encuentra el servidor ocupado abandona inmediatamente
el drea de servicio y se une a la drbita. Se asume la disciplina de reintento lineal; esto es, el tiempo de
reintento sigue una distribucién exponencial de pardmetro a(1 — ép;) + ju, cuando el tamaifio de la 6rbita
es j. Los tiempos de servicio son generales con funcién de distribucién continua B(t) (B(0) = 0), primer
momento B < oo y transformada de Laplace-Stieltjes #(¢). Adicionalmente, se considera un proceso de
Poisson de desastres de intensidad é§ > 0. Si un desastre ocurre entonces todos los clientes presentes en
el sistema son inmediatamente expulsados. Los procesos de llegadas originales y desastres, los intervalos
separando sucesivos reintentos y los tiempos de servicio son mituamente independientes.

El estado del sisterna en el instante ¢ es descrito mediante el proceso Markoviano X = {X(t),t > 0} =
{(C(t), Q(),£(1)),t > 0}, donde C(t) toma los valores 0 o 1 dependiendo de si el servidor estd ocioso u
ocupado, respectivamente, Q(t) denota el nimero de clientes presentes en la drbita y, si C(t) = 1, &(t)
representa el tiempo de servicio consumido del cliente que esta siendo servido. El espacio de estados del
proceso X es el conjunte S = {0,1} x IN x R*. Si se omite la variable £(t), entonces el proceso resul-
tante Y = {Y'(¢),t > 0} = {(C(t),Q(2)),t > 0} es un proceso semi-regenerativo con espacio de estados
& = {0,1} x IN. Su proceso de renovacidon Markoviana encajado es (@, 7} = {(@Qn, M), 7 > 0}, donde
7 es el instante de la n-ésima salida generalizada (no = 0) y @n = Q(7, + 0), n > 0. Se atribuye un
significado mds general al concepto de instante de salida, al pasar a designar un instante de finalizacién
del servicio o un instante de aclarado del sistema.

Es sencillo probar (ver el Teorema 9.6.12 de Cinlar (1975)) que las probabilidades limite del proceso
Y existen y son positivas cuando la cadena de Markov encajada @@ = {@n,n > 0} es ergddica. Para ello,
es necesario asegurar que la funcion t — K, ((, 1), (k, 1)), donde

Kt((i)j): (k!,)) = P(Y(t) = (k’l):nl >t/Y(0) = (Z’J)) ) (1,7),(k, 1) €E,

es integrable Riemann en sentido directo. La funcién Ky((7, ), (k,1)) viene dada por las siguientes expre-
siones:
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K‘((i:j)z (k: l)) =

(e~ (A+(a+8)(1-bo)+iu)t sii=k=0, ﬁj
[
|
i
1

il
v
=

Iizy fy e~ OHEH00=boi timli- w0k QI (1 - B(w))du
g5y Jy (@1 = boj) + ju) e~ (Ha+OI=be )it -u)g=(A+)u

G (- Bldu, fii=0, k=1 1+132;320,

!
!

e‘("“)‘g“gw(l — B(t)), sii=k=1,1>7>0,

0, en otro caso.|

\

Empleando argumentos anilogos a los seguidos en el sistema de colas M/G/1 con'linea de espera se
comprueba que las anteriores expresiones son integrables Riemann en sentido directo (ver Apéndice 3.A).

: o f
La ergodicidad de la cadena de Markov ) es estudiada en el siguiente resultado. |

Teorema 3.2.1. Sié >0y [J° e *tdB(t) es finita, entonces Q es ergddica. ,
|

Demostracién. La matriz de probabilidades de transicién de la cadena de Markov @ :tiene los siguientes
elementos:

(14 250800 + 6) — A(6)), si=i=0,
. ]
o5 Jo” e MGl aB(), =021,
] Atoti i . .
Py = P(Qn+1=3/Qu=1) = { 1~ s5e5i5zB0) + bu xqafibims B + 6), | $1i21,5=0,

- At)i=d
Lisiyxratns o ¢ O Gl dB()

;
|+ Iy rrariagr fo oAk (8:—)1“); dB(f)»? sii>1,j>1
' (3.2.1)
Para probar la condicién de ergodicidad, ser utilizado el criterio de Foster que establece que una ca-
dena de Markov irreducible y aperiédica, (}, con espacio de estados .A, es ergddica si existen una funcién
real no negativa f(s), s € A, un nimero positivo ¢ y un subconjunto finito B del espacio de estados A

tales que la tendencia media

f
+

Y = E[.f(Qn+l) - f(Qn)/Qn = 3] )

es finita para todo s € Ay v, < —¢ para todo s ¢ B. i
|

Considerando f(i) =1, i € A= IN, se obtiene
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2 Jo2 e thdB(t), si i =0,
w=q (3.2.2)
(Ptatip) oo Adatip : ig y
Mﬁ?_& fo € &tdB(t) - ((1 - A+Z+Ty+6ﬁ(6))’ + A+Ziiﬂ+6ﬁ(6)) , siz> L

Dado que § > 0, es posible garantizar la existencia de un entero no negativo iy tal que ¥; < —¢ para
i > ip. Entonces el teorema se sigue desde el criterio de Foster.

a

Nétese que una condicién suficiente para asegurar f0°° e %4dB(t) < oo es la existencia del primer
momento 3; de la distribucidn del tiempo de servicio.

3.3 Distribucion limite y primeros momentos

Esta seccién estd dedicada al estudio de la distribucién limite del proceso Y = {Y'(¢),t > 0}. El esquema
de transiciones entre los estados de Y es representado en la Figure 3.5.1. La funcién n{x) es la razén
condicional de finalizacién de servicic cuando £(t) = z (n(z) = B'(#)/(1 — B(z))). Debe abservarse que
un desastre producido cuando el sistema esta vacio es irrelevante debido a que el proceso permanece en
el mismo estado.

{0, {15}

§. A N\l
()

o+ jp by

5§ X 8
N =)

5§ A N &
n(z)

a+py by

L A .16
5( . (=)

Figura 3.3.1. Espacio de estados y transiciones

Sea la distribucién del proceso X = {X(t),t > 0} definida mediante las probabilidades

Poi(ty = P(C(t) =0,Q(t) =j), t>0,j>0, (3.3.1)
y las densidades probabilisticas

P(t,z) = P(C(t) = 1,Q({t) =j, e <E(t) <z +Az), t>0,z>0,j>0. (3.3.2)
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La obtencidn de las ecuaciones diferenciales que gobiernan la dindmica del sistema se fundamenta en
argumentos basados en la continuidad del movimiento del procesc X, sobre el espacio de estados S, en un
intervalo infinitesimal de tiempo. Con la ayuda de la Figura §.3.1, se deducen las 31gu1entes ecuaciones:

t

Poo(t + A) = Peo(t)(1 — M) + f Proft, =)n(z)Ads + 6A (z Por(t) + Z j Pult, :)dz) +o(A),
mk 1 (3.3.3)
Pyt + 8) = RO~ A8)(1 = (o 4 w)A)1 = 88)+ [ s, an(e)ds +o(a), 521, 3.4

Py(t+A, 24+ A) = Plj(t,:)(1-).A)(l—n(ac)A)(l—éA)—i—(l-—ch,-)Pu_1(t,x))\A-k-o(A:;), i>0, (3.35)

donde o(A) es tal que lima_.o0(A)/A = 0. La interpretacion de n(x) en (3.3.3)-(3.3.5) es similar a la de
Ay 6; es decir, n(z)A representa la probabilidad condicional de que ocurra una finalizacién del servicio
en el intervalo infinitesimal de tiempo (¢,t + A} dado que £(¢) = =.

Reagrupando términos en (3.3.3)-(3.3.5), dividiendo por A y haciendo A — 0, se tienen las relaciones

dPyo(t) [ S\de x ® e i IJ‘
& + APpo(t) —fﬂ Pyo(t, z)n(z)dz + 6 (;%.ﬂt)—i—;ﬂ/o Pt z)d ) , (3.3.6)
dP;;Ct +(A+a+jp+ 6)Po;lt) = jow Pyt o)p(z)dz, j21, (3.3.7)
_Ua—P"—é%i) + _6P1——§%£) + (A +n(z) + 6Pyt 2) = (1= 6oj)APrj-a(t,7), 412 0. (3.3.8)

Anélogos argumentos conducen a establecer, cuando £(f) = 0, la condicion frontera

Pi;(2,0) = AP;(2) + (a + (J + Dp)Poj 1 (2), j=0. (3.3.9)

Para las probabilidades limite Py; = limi—.c Poj(t) y las densidades probab111st1cas limite Pij(z) =
limy—oo P1j(t,2), § 2 0, 2 > 0, se definen las funciones generatrices
i

Po(z) = ipojzj, Pi(z,2) = Z Plj(m)zj y P(2)= '[000 Pl(z,z)d:z.? (3310)
j=0 i=0 '

Entonces, la existencia de P;(z), i € {0,1}, para |z| £ 1, esta asegurada cuando § > 0. Haciendo t — oo
en (3.3.6)-(3.3.9) y considerando las funciones generatrices introducidas en (3.3.10), se obtienen las ecua-
ciones i

pzPi(2) + (A + o+ 6)Po(z) = & + aPoo + fom Py(z,z)n(z)dz, | (3.3.11)

641'(_;6_._;_:) + (A= Az 4 (@) + )Pz, 2) = 0

2Pi(z,0) + aPoo = pzPy(2) + (Az + ) Po(2). # (3.3.13)

(3.3.12)
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Resolviendo (3.3.12), se tiene
Pi(z,2) = P1(2,0)(1 — B(z))e~(A-22+8)e (3.3.14)
Combinando (3.3.11), (3.3.13) y (3.3.14), es posible deducir la igualdad
pz(z = BA = Az +8)) Py(2) + (A + a+ )z — (Az + a)B(A — Az + §)) Po(2)

=éz+o(z— B(A—Az+8)) Poo. (3.3.15)

El siguiente resultado sera utilizado en la resolucién de la ecuacién diferencial (3.3.15) y de otras
ecuaciones que apareceran a lo largo de este capitulo.

Lema 3.3.1. Sean las funciones
Jz.8wae)=(0+A+oa+8z—z(Az+a)fw+A-Az+6),

g(z,w,z) =z —zf(w+ A — Az + 6),
para Re(#) > 0, Re(w) >0, |z| €1 y |2} < 1. Entonces,

i) Para cada valor fijo de (6,w, ), la funcién f tiene une dénice raiz z = h(6,w, ) en el interior del
disco unidad, |z| < 1.

i1} Para cada valor fijo de (w,z), la funcién g tiene una tnica raiz z = h(w, z) en el inlerior del disco
unided, |z| < 1.

Demostracién. Si Re(f) > 0, Re(w) > 0 y |z| < 1, es posible asegurar, por el Teorema de Rouché,
que la funcién f(z,8,w, z) tiene una tnica raiz en el circulo |z| < 1 — ¢, donde € > 0 es suficientemente

pequeiio. Para ello, basta observar que

lz(Az+a)Bw+A-dz2+8)| < |8+ A+ a+68|(1—2¢),
¥ qué, como consecuencia, se tiene
|z(Az +a)Blw+A— Az +8)| < |[(6 + X+ a+ &)z,

sobre el recinto C = {z/|z| = 1 —}. Entonces, se obtiene i}. Argumentos anilogos basados en la relacién
|z8{w + A — Az 4+ 8)] < 1 — € permiten establecer #i) (ver Takdcs (1962)).

La distribucién limite del proceso Y es estudiada en el siguiente teorema.

Teorema 3.3.2. i} Sia>0ypu >0, entonces

7 fuc/® ¢
— y=l,=afp afu-1
P(z)=p""2 j (aPogu + o= 80—t 6)) exp {]; r(v)dv} du, (3.3.16)

<
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_ (=80 =22+ )8 — () — Az +8)Po(2))

P 3.
1z (T =B =T —— (33.17)
donde A 5
rv) = = ﬁ(i_ vt 6) + )
p=PA=Av+79)]
Su~t foz_ FWT;_-M):? erp {fou r(v)dv} du, sia=0,
Poo = P /e . 3.3.18
% L sngsme o] [ rod fau sia>0 ( )
f; au"h‘—lerp{j: r(u)du}du !
y Z es la raiz de la funcidn ¢ descrita en el Lema 3.3.1 para el caso (w,z) = (0,1).
i) Sio>0ypu=0, entonces
Szt a(z— (A — Az + 8))Poo [
(1 —BA -2z + N8z 4 o) — oA = Az + 8) Pog)
P = BT tat 07— (e + B0 — 3z +0))° (3.3.20)
donde 5013
Pop = —JA% +2) " (3.3.21)

T a(A= Az +0)
y % es la reiz de la funcidn f descrita en el Lema 3.9.1 para el caso (8,w,2) = (0,0,1).

Demostracién. En primer lugar es considerado el caso « > 0y ¢ > 0. El coeficiente de P{(z) en
(3.3.15) tiene dos raices z; = 0 y 29 = . Como 6 > 0, la raiz 7 esta en el intervalo (0;1). La solucién de

la ecuacién diferencial (3.3.15) cuando z € (2, 1] puede ser expresada en los términos
i

Py(2) = exp {]zl p(v)dv} (Po(l) + jlz g(u)exp {-/:‘ p(v)dv} du) ; (3.3.22)

donde !

_ o _bvtoalv—BA—Adv+ 8Py |
p(v) = r(v) + Y g(v) = o PO —dwte) (3.3.23)

Es sencillo probar que la integral f: p(v)dv diverge cuando z — z+. Por otra parte, Py(2) < oo.
Como consecuencia, la integral f: g(uw)ezp{f; p(v)dv}du tiende a Py(1) cuando z — z+.

La continuidad de la funcién generatriz Py(2) en el punto z = Z conduce a la expresién

&

PG =357

(3.3.24)
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El siguiente paso consiste en la eleccién de un punto arbitrario 2z, € (0, Z) y la posterior resclucién de
(3.3.15) en el intervalo z € [z4, Z). Se obtiene entonces

Po(z) = eap { f " p(u)du} (Po(zu) + / o(w)exp { f ) p(v)dv} du) . rclz®).  (33.29)

Haciendo # — Z— sobre (3.3.25) y teniendo en cuenta que Po(Z) < 00, se encuentra una primera expresién
para la condicién inicial Py(z,),

Py(zq) = Lza q(u)exp {/zj p(v)dv} du. (3.3.26)

Repitiendo los argumentos para el caso 2z € (0, 2,] y haciendo uso de la condicién Py(0) < oo se deduce
una segunda expresién para Fp(z,),

Py(za) = /D " d(wezp { j ) p(v)dv} du. (3.3.27)

Obsérvese que la expresién (3.3.25) sigue siendo vilida para expresar la solucién de (3.3.15) cuando
z € (0, z4]. Igualando los valores de Py(z;) dados en (3.3.26) y (3.3.27), se obtiene la expresién (3.3.18)
para Pyp en el caso a > 0y ¢ > 0. Es posible entonces reescribir la solucidn de la ecuacién (3.3.15) como
(3.3.16). Se debe observar que el rango de z para el cual (3.3.16) es valida es (0, 1] — {z}.

Teniendo en cuenta que P{(z) = q(z) — p(2)Po(z), las relaciones (3.3.13) y (3.3.14) conducen a la
expresion

8§ — (A — Az + 6)Py(2)
—Z=pG—Az T

Integrando la relacion (3.3.28), se tiene (3.3.17). En el caso particular z = Z se consigue

Pi(z,z) = (1 — B(z))e~(A-2a+8) (3.3.28)

. 1-2 8 _ I
P& = s -2 19 1) (A-,\2+6 (AZ (HA_—XE_H)“L“)_“P“”)‘

La discusidn del caso @ = 0 y ¢ > 0 es mas simple que la anterior. La ecuacion diferencial (3.3.15)
tiene una tnica singularidad 2z, = 7 en el intervalo (0, 1). La solucién de (3.3.15) cuando z € [0, Z} puede
escribirse como en (3.3.25), sustituyendo el punto auxiliar z, por el punto z = 0. Teniendo en cuenta
que Py(Z) es finito y que la integral fzﬂ p(v)dv diverge cuando z — Z—, es posible deducir la expresién
(3.3.18) para Pgo. La relacién (3.3.22) continia siendo valida cuando se resuelve (3.3.15) en el intervalo
z € (Z,1]. Observando que Py(Z) < oo y que la integral le p(v)dv diverge si z — z+, se deduce que

P(1) = /; g(u)exp {flu p(v)dv} du.

Argumentos similares a los seguidos en el caso o > 0 y p > 0 conducen a expresat las funciones genera-
trices Pi(z), i € {0, 1}, como (3.3.16) ¥ (3.3.17) cuando o = 0.

A continuacién se estudia el caso a > 0y g4 = 0. 81 ¢ = 0, entonces la ecuaciéon (3.3.15) se reduce
directamente a la expresién (3.3.19) para Fy(z), cuando z € [0,1] — {2}. Se observa que la raiz # estd en
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(0,1} cuando § > 0. Aplicando la regla de L’Hépital se abtiene el valor

Po(2) = (A2 + a)(a(1+ A (A — A2 + 6)) Pop + 6)
YO e e Y E T IE R CEa eI

La probabilidad Py, es obtenida partxculanzando {3.3.15) en el punto z y observando que ) < Py <
Po(2) < 1. De este modo, se deduce la expresion (3.3.21).

Finalmente, utilizando las relaciones (3.3.13), (3.3.14) y (3.3.19} se obtienen
6()2 + L’!) — a(A —- Az + 6)Pog

Pz 2) = (1= B@))e O e i 0]
MA+a+8)(Ai+a)

2€[0,1]—- {2}, (3.3.29)

5 )= (1 — ~(A=Ai+b)z
Pi(2,2)= (1~ Blz)e G- 0T F PO =T raCrar oy 580
Integrando (3.3.29) v (3.3.30), son obtenidas las expresiones (3.3.20) y
Pi(5) = A(A+ a+ 8)(a— (a+6)2)
B S AR+ 020+ )P (A A2 +8) +a(d+a+8))
a

Para finalizar esta seccién, en el siguiente corolario se reunen los primeros momentos de la distribucién
limite {F;}ei jyee-

Corolario 3.3.3. Sea M{, i € {0, 1}, el primer momento de las probabilidades h’mité:
Py = Jim PC()=i,QW)=J), G.j)€E.

i} Sia>0yu>0 enlonces

Mfzp_l(l_t‘iﬁ(é) (1 (A+a)(1;ﬁ(5))+5 = A"’: +6)u_f,;p{f r(v)dv}du)

+ aPoo (1—(A+z()£l_‘ﬂ?g_))ﬂ A u“/"'lemp{'/;u r(v)dv}du)), (3.3.31)

e L e D+ a)(1=BE) +uts
Ml =26 —-1-_—%55(11-—51;—1—(1_ . |

L ua/.“ % .
xfz u—ﬁ()\—/\u+6)e$p{./1 T(U)dv}du)+a,u P00(1_ﬁ(5)

_Q4o)(1 B tuté f u/#lezp {/1" r(v)dv} du)) R (3.3.32)

I z
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i} Sia>0yu=0, enlonces

MY = (a((A = AB(8) + 8)(8) + A85'(6)) Poo — 8(B(8) + A(A + @) F'(6)))
% (A+a)(1—8(8) +6)72, (3.3.33)

M; = (abPoo (A — AB(8) + e + 6)(1 — B(6)) — A68'(8)) + A6% (A + @) '(8)
+ (1= BENAA + a)(1 = B(8) + (3 — a(a+8))) (A+ )(1 - &) +6) 7671 (3.3.34)

La demostracién es sencilla desde el Teorema 3.3.2 y, por ello, es omitida.

3.4 Esquema recursivo para calcular las probabilidades limite

En esta seccidn se desarrolla un esquema recursivo numéricamente estable para calcular las probabilidades
limite de sistemas de colas con un dnico servidor y reintentos, sujetos a rupturas generales gobernadas
por un proceso de Poisson de desastres. El sistema considerado en esta seccién generaliza al modelo con
disciplina lineal de reintento y mecanismo de aclarado descrito en la seccidn 3.2, permitiendo que los
clientes lleguen al sistermna de acuerdo a un proceso Markoviano con intensidades, A;j, dependientes del
estado del sistema.

A igual que en la seccidn 2.4, se empleara un método algoritmico basado en la teoria de procesos re-
generalivos y en la propiedad PAST A. Es interesante reseniar que el método es valido aunque el sistema
no preserva la estructura matricial de tipo M/G/1.

El proceso Markoviano de llegada con intensidades dependientes del estado del sistema cubre un
nimero importante de casos particulares. Tomando A;; = A, si i € {0,1} y 7 > 0, se tiene el sistema
M/G/1 con politica lineal de reintento y desastres de las secciones previas. Si se asume un modelo con
capacidad finita de la 6rbita, K, entonces las intensidades de llegada de clientes deben ser tomadas como
M =X,s1i€{0,1}y0< i< K -1 Mg =2y Xj =0, en otro caso. Cuando la particularizacién es
Adij = MK —i—j), sl (i,7) es tal que 0 < i+ j < K, se obtiene el procesoc con gquasi-random input usado
en las actividades de mantenimiento de X maquinas (repairman problem). Tomando § = ( se obtienen
los correspondientes sistemas sin flujo de desastres.

Un ciclo de regeneracion del sistema es definido como el tiempo transcurrido entre dos visitas conse-
cutivas del proceso Y al estado (0,0). A continuacidn se definen algunas variables aleatorias asociadas a
un ciclo:

T = longitud del ciclo,

T;; = cantidad de tiempo que el proceso Y permanece en el estado (i, j) en [0,T), (i,5) € £,
Npj = mimero de finalizaciones del servicio en [0, T) que dejan a j clientes en drbita, j > 1,
N = ntimero de salidas generalizadas en [0, 7).

Se define también Nog como el nimero de veces durante [0,7) en que el proceso Y visita el estado
(0,0). Es claro que Ngg = 1, si bien la visita puede deberse a una finalizacidn del servicio o a la ocurren-
cia de un desastre.
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i
Debe notarse que el proceso en tiempo continuo ¥ = {Y(t),¢ > 0} es un proceso regenerativo con
proceso de renovacién encajado {71,7%, ...}, donde T} denota el i-ésimo ciclo de regeneracién. Por conve-
niencia en la notacién se toma T = T77. L
De la teoria de los procesos regenerativos (ver Stidham (1972)) se deduce 1

EIL,]

= Em

(i,7) € €. ; (3.4.1)
|
|

El argumento bdsico en el desarrollo del método algoritmico para calcular la distribucién limite
{P;;}(i.j)ee consiste en analizar ¢l niimero de transiciones entre diferentes conjuntos de estados durante
[0,T). Obsérvese que el nimero de transiciones desde el estado (0, j) es igual al nimero de transiciones
hacia el estado (0,j) en un ciclo de regeneracién. Aplicando la propiedad PASTA se obtiene que los
correspondientes valores medios verifican la igualdad ‘
f
|
r

(Roj + (1 — bo;) + ju + 6(1 — bo; ) E [To;] = E[Neg], 0<j<K.| (3.4.2)

. ~ R ! .
Analogamente, el nimero de ocasiones en las cuales el tamafio de la 6rbita sobrepasa superiormente
el nivel j — 1 es igual al niimero de ocasiones en que lo hace inferiormente. Tomando esperanzas sobre
estos valores, se deduce la relacién r

LY |
Mj-1E[T1j-1] = (a+ ip)E [To] + 6> (E[Ton] + E[T1a]), 1< < K. (3.4.3)
nej ;
Nétese que (3.4.3) es equivalente a I
i—-1 : '
Mj1E[Ti-1]+ 6 Y (B [Ton) + E[Tia]) = (e + ju)E [To;] + SE[T], 1<j<K. (3.4.4)
n=0

Dividiendo (3.4.4) por E[T], en virtud de (3.4.1), se tiene que

j-1
Arj-1Prj-1+ 6Z(P0n + Pia)=(a+ju)Py; +6, 1<j<K.

n=0

(3.4.5)

La expresion (3.4.5) muestra que para calcular la distribucién limite basta con encontrar la sucesién
de probabilidades parciales {P;; }3-0 La probabilidad Py es calculada mediante la condicién de normali-

zacién
K

;
P[]g = 1 - PI(J —_ z (Pun + P]_n) . ) : (346)
n=1 i
A continuacién se obtendra una relacién recurrente entre las probabilidades {PIJ-};K:O. Para ello, es
necesario definir algunas cantidades auxiliares. Para 0 < j < K y 0 < k < min(j + 1, K), sean

Ag; = cantidad esperada de tiempo que, durante un servicio, hay j clientes en la 6rbita, dado que
tras la salida generalizada previa quedaron k clientes en la érbita, !
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Tix; = cantidad de tiempo en [0,T) durante la cual el sistema permanece en el estado (1,7 ),
contabilizada sobre aquellos tiempos de servicio precedidos por una salida generalizada que dejé a &
clientes en la érbita.

Obsérvese que

siendo j = min(j, K — 1).
Teniendo en cuenta las definiciones de Tix; y de Ny;, y aplicando la identidad de Wald, se obtiene

i+l
E[T]=3 AE[Na], 0<j<K. (3.4.7)
k=0
Con la ayuda de (3.4.2), es posible reescribir (3.4.7) en los términos
!
E[T;]= Ao + ) A Qox +a+ kp+ 8§ E[To], 0<j<K. (3.4.8)
k=1

Haciendo uso de (3.4.4) y (3.4.8), se deduce

! Aok + 6
E[hj]= (Ao;' + (1= 60;) D M-t l 1+ 2% )Ak,E{Tl k—1]
k=1

; ((1 —t0) (14 22D b B+ (1 60) 3 (B ] + B (T3]

n=0

i+l J+1
Aok £ 6 ) l ( Aok + 6
X E ( o= B 1+ Akj
it a+ k o+ ki
Xojt1+ 6 -1
x (1 — (1= &x)(A1j +6) (1 + M ) AJ-H,,.) , 0<j<K. (3.4.9)

Dividiendo ambos miembros de la igualdad (3.4.9) por E[T] y considerando la relacién E[T] =
(AooPoo) ™2, se obtiene que

i
Agk 8
Py = ()‘ODAUJ'POU +(1—605) D Akt (1 + = ) A PLig—1

k=1 a+k'u
+6 {(1-6;x) |4 20j+1H8 Ajn -P0-+(1—50.)E(P0,,+p1,,)
¢ CY+(J+1),U- J o7 7 7 =

j+1 F+1
Aok + —/ )m:-—!-é\
n> (l+a+k J T L\ ot ka) M ))

k=n+1
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]
!

-1
)A.H-I,J') ,  O0<Zj<K. (3.4.10)

Agj+1+ 6

X (1 — (1= 6ik)(A1; + 8) (1 + at(G+Dp

La aplicacién simultdnea de las férmulas (3.4.5) y (3.4.10) proporciona un esquema recursivo estable
para calcular las probabilidades limite en términos de Pon, que viene dada por la expresién (3.4.6).

El siguiente paso consiste en conseguir expresiones explicitas para las cantidades Ag;. Para ello, se
introducen los valores medios B;, 0 < &k < j < K, definidos como

1
|

i
By; = cantidad esperada de tiempo que, durante un servicio, hay j clientes en [a Srbita dado que en
el instante de su comienzo habia k clientes.

Entonces, condicionando respecto de la procedencia del cliente que esta siendo servido, se obtienen
las relaciones '

i
Agj = (ol = bor) + kp) ve Be-1; + Aok Brj, 0<k<j<K,! (3.4.11)
Ajsri =@+ G+ D) yn By,  0<ji<K -1, ' (3.4.12)

donde :
1 !

= . k> 0.
Yor T ol —Gon) + kato(1—b) 20

Tk

En el caso particular del sistema de colas M/G/1 con disciplina lineal de reintento y mecanismo de
aclarado, descrito en las secciones previas, se tiene que

S et Qi (1 - B(t))dt, SiK=00 0 j<K < ool
! (3.4.13)

By; =
Jo2 e o1 — B(t) Yoo Gidt, sij=K < oo,

Para demostrar la validez de (3.4.13) en el casoc K = 00 0 j < K < o0, se considera un intervalo
infinitesimal (¢, + At). Entonces el intervalo contribuye a By; si el servicio no ha sido, completado antes
del instante t {(con probabilidad 1 — B()), no ha ocurrido ningin desastre (con probabilidad e=%*) y j— &
clientes han llegado al sistema en (0,t) (con probabilidad e~*(Af)~%/(j — k)!). El caso j = K < oo
es de naturaleza andloga. Sélo es necesario observar que son necesarias, al menos, K — k llegadas en el
intervalo (0,1).

Las integrales que aparecen en la expresion (3.4.13) pueden ser reducidas a sumas finitas en el caso de
las distribuciones de servicio mas usuales. A continuacidén se exponen las expresiones de las cantidades
Byj correspondientes a las distribuciones de servicio exponencial, determinista, Coxian-2 y Erlang.

Ejemplo 1. Distribucién exponencial. Se asume que B(t) =1—e*!,¢ > 0, v > 0, entonces

-k _ |
w(ﬁ—&) , SIK=OOOJ<I(<OO,
Byj = i

1 A K-k ..
PEx; ()\+u+6) , 8ij=K<oo.
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Ejemplo 2. Distribucidn determinista. Se considera que el tiempo de servicio de un cliente es una
constante D > (). Es entonces sencillo comprobar que

r j—k _k n . .
x+3 (Aia) (1 — m(r0)D 577 (D ) ’ siK=000j<K <o,
K—k
Bkj =4 -1 (( +,§) _ (1 _6kK)e—(A+6)D
—k n
(( i.s K k 1((A+6)D) f Ok 191)) )), sij=K < 0.

Ejemplo 8. Distribucién Coxian-2. Se considera que la funcién de densidad del tiempo de servicio es

b(t) = pivie™""! + page™"?, t>0,

donde vy > v > 0,ps =1—p1 y p1 = 1 —buy/(v1 — v2). En este caso, Byj puede reducirse a la siguiente
expresion:

i-k
2 . < K
Pn A K
zﬂﬂ Advnt+d (A+v,FI-'5) S8 0 09 < < e,
By; =

2 Pn X K-k PR
Lin=1 7,43 (W) ) slj=K<oo.

FEl pardmetro b pertenece al intervalo [0,1]. Una variable aleatoria con distribucién Coxian-2 tiene un
coeficiente de variacién mayor o igual a 1/2. En particular, la distribucién hiperexponencial, Hj, requiere
que los pesos p; ¥ pz sean no negativos.

Ejemplo 4. Distribucién Erlang. Se supone que la funcidén de distribucién del tiempo de servicio es

B(t)y=1- ""il e ()" (n)!, t>0m>1v>0
n=0
Entonces, se deduce la expresién
G- k)(Aﬁ;:-.s);-Hn Yomco L’%ﬂ (Tzw)n , siK=coj< K<,
B =1 (1 (2)") - (-

m—1 1 " K—k—1 (n4i)! 2 i —
X2 n=0 nf (A+z+a) 2o i (A+v+6) , sij=K<oo

Otras distribuciones de tiempos de servicio (por eJemplo, mixturas de distribuciones Erlang, trasla-
ciones de distribuciones exponenciales (shifted ezponential distribution), etc.) conducen a expresiones
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explicitas para las cantidades B;;.

La experiencia computacional muestra que el esquema recursivo proporcionado por las férmulas (3.4.5)
y (3.4.10) es numéricamente estable. Debe observarse que sélo una diferencia aparece involucrada en

(3.4.10). No es previsible entonces una pérdida de precisién significativa.

*

Distribucién exponencial
(Mo, p,v,5,K)=
(4.7, 1.4,5.5,5.3,0.001, 19)

Distribucién determinista
(Alal”!DlalK) =
(0.75,4.3,0,0.3,1.1,12)

Distribucion Hy
(’\:a;ﬂyP,VI.Vz,ts,K) =
(5.3,0,2.9,0.25, 2, ‘;, 0.3, 17)

j Po; Py Po; Py Po; Py

0 0.028364  0.024970 0.803077  0.154681 0.090909 0.061364
1 0.016871 0.036929 | 0.016173  0.020888 0.024453  0.062090
2 0.013925  0.044931 0.002318  0.002306 0.017366  0.059921
3 0.011751 0.050111 0.000260  0.000237 0.012921  0.056481
4 0.010032  0.053190 0.000026  0.000024 0.009914  0.052525
5 0.008625 0.054686 0.000002  0.000002 0.007777  0.048434
6 0.007452 0.054984 | 0.27 x 10-6 0.25 x 10~ | 0.006203  0.044410
7 0.006462  0.054381 | 0.28 x 107 0.25x 10~7 | 0.005015 0.040569
8 0.005618  0.053109 | 0.29x 10~8 0.26 x 10-8 | 0.004100  0.036978
9 0.004894  0.051351 | 0.30x10~° 0.27x 10~° | 0.003387 0.033694
10 | 0.004272 0.049250 |0.30 x 10-190.27 x 10~°| 0.002832  0.030783
11 0.003733 0.046920 |0.31 x 1071 0.30 x 10™**{ 0.002407  0.028365
12 | 0.003267 0.044449 |0.40 x 107120.31 x 1012 | 0.002103 0.026672
13 | 0.002862 0.041907 0.001932  0.026167
14 | 0.002509 0.039349 0.001936  0.027773
15 | 0.002202  0.036816 0.002208  0.033302
16 | 0.001934  0.034339 0.002931  0.046297
17 | 0.001699  0.031942 0.004455  0.081307
18 | 0.001494  0.029640 i

19 0.001315  0.027446

Tabla 3.4.1. Distribucién limite de algunos sistemas de colas con reintentos y desastres

El sistema M/G/1 con disciplina lineal de reintento, mecanismo de aclarado y capacidad infinita
(Aij = A, i € {0,1}, § > 0) debe ser reducido a un sistema finito, donde el tamafio de la érbita, K,
corresponda a un valor ficticio elegido de manera que Py tenga una precisién deseada. Sin embargo, la
truncacién directa del sistema de infinitas ecuaciones (3.4.5) y (3.4.10) conduce a un sistema finito que
no corresponde con las probabilidades limite de ningun sistema de colas. En particular, es imposible
asegurar que Fyy pertenece a (0, 1). Por otro lado, el uso de la probabilidad Py dada en el Teorema 3.5.2
conduce circunstancialmente a probabilidades limite fuera del intervalo (0, 1), debido a que el valor de Pyg
empleado debe ser calculado numéricamente. Para resolver estas dificultades, se propone la aproximacién
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del sistema infinito original por un sistema con capacidad finita en la 6rbita donde A;; = A, si i € {0, 1},
0<Fi<K -1 Ax =AYy Aij =0, en otro caso. El valor K puede determinarse con la ayuda de la
condicién de normalizacion (3.4.6) y el nivel de precisién deseado para Pgo.

En la Taebla 3.4.1 se recogen las distribuciones iimite de diferentes sistemas de colas con reintentos
y desastres. En las distribuciones de los tiempos de servicio se incluyen las distribuciones exponencial,
determinista e hiperexponencial. Los parametros de reintento han sido elegidos para cubrir las disciplinas
constante, clasica y lineal.

Distribucién exponencial
(A) a, u, V‘l 6) =
(2.65,6.1,0.0,4.3,0.001)

K MY M}

15 1.489200 3.030696
20 1.751900 3.565321
25 1.923261 3.924235
30 2.042666 4.157063
35 2.114786 4.303836
40 2.159187 4.394197
45 2.185996 4.448756
50 2,201926 4.481175
55 2.211267 4.500187
60 2.216686 4.511214
65 2.219801 4.517563
70 2.221577 4.521168
75 2.222583 4.523216
80 2.223151 4.524371
85 2.223469 4.525018
90 2.223646 4.525379
o0 2.223867 4.525828

Tabla 3.4.2. Evolucién de M? y Mi en funcién de K

A modo de ilustracién, en la Tabla 3.4.2 se recogen las variaciones de los primeros momentos parciales
de la distribucién limite, M}, i € {0,1}, de un sistema M/M/1/K con disciplina constante de reintento
y mecanismo de aclarado, como funcién del tamaiio de la érbita, K. El dato asociado al tamaiio K = oo
se ha calculado a partir del Corolario 8.3.5.

En las Figuras 5.4.1y 3.4.2 se representan los primeros momentos parciales, M{, i € {0,1}, frente a
la intensidad de aclarado é > 0, cuando se considera un sistema con capacidad & = 17, cuya distribucién
del tiempo de servicio es hiperexponencial con pardmetros (p, vy, ¥2) = (0.25,2.0,4.0) y con intensidades
asociadas a las llegadas originales y a la disciplina clasica de reintento (A, o, ) = (5.3, 0.0,2.9).
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1

14
0.8 12
10

0.6
8
0.4 6
4

0.2

MY

2
g 0

Figura 3.4.1. Evolucién de M{ en funcién de § Figura 3.4.2. Evolucién de Mll‘en funcién de §

3.5 Tiempo de permanencia en el sistema |

Esta seccion estd dedicada al estudio de la distribucién del tiempo de permanencia de un cliente en el
sistema, cuando se asume que la disciplina de acceso al servicio de los clientes de la érbita consiste en
servir a éstos en el arden de llegada (disciplina FCFS). En lo sucesivo el cliente considerado serd llamado

cliente marcado.

. . . . ! . .
Se define el tiempo de permanencia en el sistema del cliente marcado, W, como la longitud del in-
tervalo de tiempo que comienza en el instante de llegada, ¢, y finaliza en el instante en que abandona el

sistemna.

v

f

Wy |

t+Wf

S e O

f
A b '

D
Do e
P
St —i

Figura 3.5.1. Tiempo de permanencia condicional W,

Debido a la existencia de un mecanismo de aclarado estocéstico, el cliente marcado puede abandonar
el sisterna sin haber recibido servicio. En las Figuras 3.5.1y §.5.2 se muestran representaciones grificas de
los tiempos de permanencia condicionales Wy y Wy, cuando el instante de salida del cliente corresponde
al instante de finalizacidn del servicio y al instante de’llegada de un desastre, respectilvamente.
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Figura 3.5.2. Tiempo de permanencia condicional Wy

A continuacidn se introducen algunas variables aleatorias de interés para el cilculo de la transformada
de Laplace-Stieltjes de W. Sea Z la variable aleatoria distribuida de acuerdo a una ley exponencial, con
parametro § > 0, que gobierna el mecanismo de aclarado. Se denota por W el tiempo de permanencia del
cliente marcado en el sistema de colas M/G/1 con disciplina lineal de reintento en ausencia de desastres
(6 = 0). Sea 3(8) la transformada de Laplace-Stieltjes de W.

La condicion 8§ > 0 implica la ergodicidad del sistema M/G/1 con disciplina lineal de reintento y
mecanismo de aclarado estocastico. Sin embargo, la condicion necesaria y suficiente que asegura la ergo-
dicidad del correspondiente sistema sin proceso de Poisson de desastres es Ay < 1 — Ao, /(A + o) (ver
Martin y Gomez-Corral (1995)). Si el sisterna M/G/1 con disciplina lineal de reintento no es ergddico,
entonces es posible deducir la expresién de la transformada de Laplace-Stieltjes de W en términos de la
transformada de la variable aleatoria Z y la probabilidad del suceso {W = 4o0} (ver Apéndice 3.B). En
lo sucesivo se asume que el sistema de colas M/G/1 con disciplina lineal de reintento es ergddico.

Las variables aleatorias Z y W son independientes y W es el minimo entre Z y W. Haciendo uso de
esta observacidn, se deducen {ver Apéndice 3.B) las relaciones

E [e-”"f{ﬁ,(z}] = 36 +6), (3.5.1)
Ele™ Iy = 9(—1163%(-6?—6)) (3.5.2)
P(W < z) = B(6), (3.5.3)
- i) -
E [W/W < Z] = - R (354)

1 3'(6
E [W/W >7| =5+ 1f(ﬁ()5) (3.5.5)

Desde las expresiones anteriores, se tienen

Ele™] = B3(6 +6)+ 6 (3.5.6)

—HvFs
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EW}=6" (1-49). (35.7)

El analisis de W se reduce entonces al estudio de la distribucién del tiempo de permanencia, W, en el
correspondiente sistema sin catastrofes. El resto de la seccidn se centra en el desarrollo de un método para
expresar la transformada de W, E[e~?W], en términos de un sistema finito de ecuaciones diferenciales.

Asociado al sisterna sin mecanismo de aclarado estocéstico se considera el proceso X = {X(t),t > 0} =
{(C®), O(2),£(1)),t > 0}, donde sus componentes se definen como las del proceso X descrito en la seccién
3.2. Condicionando por el estado de X en el instante inmediatamente anterior a la llegada al sistema del
cliente marcado, se tiene

B(6) = B(8) Po(1) ?

+ "X Bl k- 0= ] £P(Ce-0=100-0 = nf-0)$2), @59

donde Py(1) = 350, lims, o P(C(2) = 0, Q(2) = n). |

Sea 7(t) el tiempo residual de servicio del cliente que estd siendo atendido en el instante ¢. La dis-
tribucién condicional de v(t) viene dada por

B [eO/X(t-0) = (1,m,2)] = (1= B@) e [ " e-ttap). (3.5.9)

i
Entonces, condicionando por el mimero de llegadas ocurridas durante el intervalo (0,7(2)], es posible
reescribir la esperanza involucrada en (3.5.8) como sigue ‘

E [e_aw/)?(t -~ 0)=(1,n, x)]

o

= (1- B(z))! f°° e (0+N)(y-2) z M [ —o'r,'.‘+1+m] dB(“;;), (3.5.10)

me

m=0

donde T} highsy +m es el tiempo de permanencia residual de un cliente que ocupa la (n+1)-ésima posicién de la

6rbita, dado que el estado actual del sistema es (0,n+1+m). Si se define T}, | como el correspondiente
tiempo de espera hasta que el cliente accede al servicio, se observa que |

E [e""fﬂhm] = J(O)E [e-”r?ﬂm] ., n>0m>0. | (3.5.11)

El siguiente paso consiste en determinar la distribucion de la variable aleatoria T} +1 +mi B2 0,m>0,
mediante su transformada de Laplace-Stieltjes. Para ello se utilizara el método de las catdstrofes.

t
Se introduce un proceso de Poisson de intensidad # > 0, independiente de las variables aleatorias

T,’,‘j_’ll+m, n >0, m > 0. Los sucesos de este proceso auxiliar son llamados 'caldstrofes’. Entonces, la
transformada Efe” n+l+ﬂ*] representa ia probabilidad del suceso 'no ecurre ninguna catastro_fe durante el

tntervalo (0, T,?:’ll +m] Aplicando la ley de la probabilidad total, es posible descompor_ler la transformada
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considerando la familia de sucesos 'ninguna catdstrofe ha ocurrido durante el intervalo (0,777}, ,.], i

clientes han stdo servidos durante este periodo y en el instante de finalizacion T,':‘+1+m hay ezactamente
k clientes en la drbita’, i > n, k> m+ 1.

Sea P! T4, #(8) la probabilidad del suceso *la i-ésima finalizacién del servicio ocurrida en el intervalo

(0,T,','+1+m] deja a k clientes en la drbita, el cliente marcado ocupa la (§+1)-ésima posicién en la dérbita
y no ha ocurride ninguna catdstrofe’, 0 <j<n,j+14+m <k, n—j<i Entonces, es sencillo expresar

E[f”ﬂhm] en funcién de P}, () como sigue

B [eTiHen] = Z Z T T ot i 11L.] (3.5.12)

L..
i=n k=m+1 A-+‘ah+

Se observa que las probabilidades PJ-" +1, «(0) satisfacen el siguiente conjunto de ecuaciones:

i A
+1k(0) = Z RO s epeny LSO

i=j+14m
k+1

pi-1 a+lu . _ o <iq

t Y ROyt n® 0SiSnobaoitlgiitiamsk 3519
k+1

- a+lp . .

J+1 k(g) Z f’;:_?jI J B—+—A:('1—"—kk [+1(6) 0 < J <n— 1,] 41 4+ m < k, (3514)
I=j+24m
, A .
I=n+1+m
Pli1t(8) = bknt14m, nt+l4+m<k, (3.5.16)
donde
= =(8+a) ()‘t)n

kn(g) = . € TdB(t), n 2 0. (3.5.17)

Para demostrar la igualdad (3.5.13) se definen las variables aleatorias By, ¢ > 1, que toman los valores
0 o 1 dependiendo de si el i-ésimo servicio corresponde a un cliente original o a un cliente que proviene
de la 6rbita, respectivamente. La distribucién condicional de Bj, i > 1, dado que el instante previo de
finalizacién del servicio, n;_1, quedaron { clientes en la érbita, es Bernoulli con

a(l = bor) +lp
1>0.
A=Fortt="Sm+ I 20

Condicionando por el estado del sistema, la variable aleatoria B; y la posicién ocupada por el cliente
marcado en el instante ;-1 4 0, se tiene

P(Bi=1/Q(m-1+0)=1)=

k

Plax®)= > P ),\+ T P Ae-1a(®))
l=j+14m
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1

k+1

l . . .
+ Y Fin® a!+;ur P(Ak—r+1,r(9)), 0<j<n=-1n—-j+1<ij+1+m<k,
I=j424m

donde A(6), s > 0,1 > 0, denota el suceso ’durante el periodo (1;_1,ni) no ha hadido caldstrofes y s
clientes originales han llegado a lo largo del i-ésimo tiempo de servicio, dado que en el instante n;_1 + 0
hay I clientes en la érbita’. La probabilidad del suceso A, (#), viene dada por

_ _Ado(l— o) + s ]m ~@+a): (A)° :
P(Au(9) = 55T al—bo)+ip Jy © 4B, 120

Entonces, la relacién (3.5.13) se deduce directamente desde las dos iiltimas expresiones. Las igualdades

(3.5.14)-(3.5.16) se obtienen a partir de razonamientos andlogos.
|

Se definen las funciones generatrices

(6) .
PP™(8,2,y) E Z & ;*“’ G 0Sisnm20. (3.5.18)

i=n=j k=j+l4m

La existencia de las funciones PI'™(6, z,y) estd asegurada cuando {f,z) # (0,1). Para comprobar que
PP™(8, 2, y) < oo, es suficiente observar que

I (A+a)1—-2z)7Y, si0=0,z€(0,1),

ngm(gax:y) < . .
“1(1 - Bz (8)), sif>0,z=1,

donde Bz (6) denota la transformada de Laplace-Stieltjes del periodo de ocupacién.

Introduciendo las funciones P'™ (8, z,y) sobre el conjunto de ecuaciones (3.5.13)-(3.5.16), se obtiene
la igualdad

i

oP™ (9, 2,
DR 02,8) (g4 X = 2aB(0+ ) — D) + ) PP™(6,2,)

e —

Prmg. ¢ |
=zB(0+ A = Ay) (ay-lp "f e, y) + ,u—-L—l(y—:’i)) (1—6jn) + 3"+ ™6i,, 0<j<n (35.19)

La transformada Ee” n+1+m] puede ser entonces reexpresada en términos de la {funcmn generatriz
Pp™(8,2,y). De (3.5.12) y (3.5.18) es posible deducir la relacion
E [e~ﬂT:++:‘+m] = aPP™0,1,1) + p (w . (3.5.20)
\ vy y=1 '

En virtud del desarrollo realizado se observa que el sistema de ecuaciones diferenciales (3.5.19) con-
tiene toda la informacién necesaria para determinar la transformada E[e~%%]. 1

En el caso a > 0 y u = 0, el método desarrollado conduce al siguiente resultado.
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Teorema 3.5.1. Sia >0, p =0 y AB1a” (A + a) < 1, entonces la transformada de Laplace-Stieltjes
del tiempo de permanencia en el sistema bajo la discipline FCF'S viene dada por

E[e®] = (6+6)" (64686 +6)(1— 281 +6(8 +68))), (3.5.21)

donde

o(s) = do(l = AB o~ A + oV ke (s)]1 — G(sN(B(s). = B(X — A&(s))
= T 26(9) = (B0 — a9 a +I86) - (A + a)3()

@(s) = w(s)B(s),

o

w(s) = oo Y IOETS (3.5.22)
Demostracién. Si se asume o > 0 y g = 0, las ecuaciones (3.5.19) se reducen a
(B+A—AzB(0 + A - Ay) + ) PP™(8, 7, y)
= af(f+ A = Ag)ey T PG, 2, 0)(1 — &0) + P16, 0<j<n, (3.5.23)

La expresién para PI™(6, z, y) es obtenida mediante una sustitucion recursiva sobre (3.5.23). Se tiene
entonces,

1+m n
rm _ ) 011!,@(5 + A Ay)
B0 = ey e s 7 e = = , nzlmz20
(3.5.24)
Entonces (3.5.11) y (3.5.20) conducen a la relacién
E [e=Then] = @)™,  n20,m20 (3.5.25)
Sustituyendo (3.5.25) en la expresidn (3.5.10), se consigue
B [e=% /X (- 0) = (Ln,2)] = @@)" —i_]m e~**dB(1) (3.5.26)
- 1 - mm ; - -0,

Finalmente, para concluir la demostracién, deben tenerse en cuenta las relaciones (3.5.6) y (3.5.8),

Junto con los resultados del Teorema 2.4.1.
]

En el siguiente corolario se recogen algunas caracteristicas basicas del tiempo de permanencia en el
sistema.

Corolario 3.5.2. Sia >0, u =0y Ao~ !(A + a) < 1, entonces

Ee™ Iy | = 80 +6)(1- A8 + 6(0 +6)),
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|

- §{1— B8+ 8)(1-X G485
E[ 9WI{W>Z}] {186+ )(9+6ﬁ1 + (6 + )))

p (W < z) = B(8)(1 — MG + 4(6)),

V< 7] = BO=8+4(6) + BOFE)
Bl <2 = ‘—wm‘——xﬁrwﬁ)— |

L BOA -8 +4(9) + B (8)
[WlW)Z] T=8(F) (=81 =+ () l

_ _
E[W]= Mﬁ

¥

donde ¢(s) viene dada por (3.5.22). !

La demostracién es inmediata a partir de las relaciones (3.5.1)-(3.5.7) y el Teorema 3.5.1 y, por ello,
es omitida. .

El procedimiento recursivo para obtener una expresién para la transformada de Laplace-Stieltjes de
W,enelcaso o« > 0, p > 0y Af1 < 1, implica un notable esfuerzo algebraico. La solucién que a
continuacién se deduce proporciona una resolucién teérica, pero su complejidad analitica imposibilita
cualquier aplicacién practica.

Mediante una sustitucién recursiva sobre las ecuaciones (3.5.19) es posible deducir la relacién

!
oPg™(6,2,y)

opy) " PT(0, z, y) + — = - p (B0 + A=Ay Y™~
—y @4+ A= AzB(0 + X = )y)) Z(y'lzﬁ(ﬂ + A=Ay P 0, 2, v)). (3.5.27)

Entonces, de {3.5.20) y (3.5.27) se tiene que 1
E [ '”Tn+1+m] = (B(8))* — {8+ X — A5(8)) E B(o)y Pi™(8,1,1). “ (3.5.28)
i=0 ‘

Sucesivas sustituciones en (3.5.19) conducen al conjunto de ecuaciones diferenciales
]

BP*™(0,z,y)
UTHO+ A= X2B0 + X M) + )P0, 2,0) + pE= = g (0,2,3), OGS, (35.20)
{
'

donde ) _
™0, x,y) = (zB(6 + A — Ay))* Ty — (1= 8a)y7 (0 + A — AxB(6 + X — My))
ihet i .. :
xS (W 'eBO+A - M) TR (B,z,y), 0<i<n (3:5.30)
i=0
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Debe notarse que la obtencién de la funcién P'™(#,1,1), 0 < j < n — 1, requiere el cilculo previo de
las funciones Pi™(#,1,1), j+1 < k < n. Para cada j fijo, 0 < j < n, la ecuacién diferencial (3.5.29) tiene
una tunica singularidad en el punto y; = 0. La solucidn de (3.5.29), para y € (0, 1], puede ser expresada
en los términos

’ p(d,z, v)dv} du) ,

1 Yy
P (0,2, y) = ewp{/y p(ﬂ,x,v)d'v} (PJ-""‘(B,I, 1)+#“1f1 g;™ (0, z, u)ezp {_[1
(3.5.31)

donde
p(8,z,v) = (o) Y (B+ A XzB(6+ X — M) + o). (3.5.32)

Es sencillo probar que la integral fyl p{#,z,v)dv diverge cuando y — 0+. Teniendo en cuenta que
Ppm(8,z,0) = 0, se tiene que

1
Pjﬂm(ga z,1)= pt [) q}_-nm(g, z, u)exp {/1

u

p(d,z, v)dv} du.
Como consecuencia de esta iltima igualdad, es posible deducir que
Y U
P8,z y) = #"1/0 g; (8, z, u)ezp {j p(ﬂ,z,v)dv} du, 0<j<n. (3.5.33)
]

En particular, si j = n la expresién (3.5.33) se reduce a

« f¥ o v
Prm9, z,y) = ply e / u AT {Ap“lz/ V=100 + A - )m)dv} du, 0<y<l.
0 u
(3.5.34)

Mediante un razonamiento inductivo es posible deducir expresiones para las funciones generatrices
PP™(6,2,y), 0 < j < n— 1. Previamente se definen, para 0 < i < n, las siguientes funciones auxiliares:

Ada

. egirde . v
Mgz, y,u)= (:cﬁ(9+)\—).u))‘us " _'e.rp{/\p"lz/ v"lﬁ(0+)t—)m)dv}

x (™ — (1 = S )u™ (B 4+ A = AxB(8 + A — Au))PI™(8, z, ), (3.5.35)

Y Y Yy k
Jfk(ggz:ylu)=ﬂ_k E / ] HI<(93m)uayla)duk...dugdull 1 S asn,ls kS a— 1,
(ryede)ece 7% T Jteen oo
(3.5.36)
donde

K(0,z,u,, L) = u; (0 4+ X — AzB(8 + A — Au)WzB(8 + A — Mu,))s, 1<s<k, (3.5.37)
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b3
:-‘kz{I:(ll,...,lk)'6{1,2,...}"/2'+ZI,=(1}, 1<a<n 1<k<a-=1. (3.5.38)
=1

Con la ayuda de (3.5.35)-(3.5.38) se deduce la expresidn

1 _trda Y
Pj"m(ﬁlx,y) =f ly [ (/0 I (6 T y,u)du

n—j-1 n—j—k
<ji<n. (3539

+ (1 - 65:“—1)(1 - 61“) E (—l)k Z f Iﬂ‘m(g T, y!u) n_J(Bﬁms yau)du) s 0
k=1 i=1 .
Si se denota

ft'n(gl u,y— SL') Z ~(A(ym—))1ﬂ7ﬂ(6’ 11 1 u) 0 S d S n, (3540)

m=0

se tiene que

|
|
|
]
55 QU= p oetiten] = o 00000 |
' |
—u'1(3+)\ AB(0)) Z(ﬁ (y (f (0 v,y — @ )du f

+(1 =G a)(1—6n) D> (=1 Z / P8, u,y—x)J7(6,1,1,u)du )) (3.5.41)
k=1 d
t

Después de algunas operaciones algebraicas, es posible deducir las siguientes expresiones para las fun-
ciones I (8, u,y — x): |

1 |
(0,u,y—z) = (' B(0 + A — u)Yexp {)\,u“l f v=1B(0+ A — ,\v)dv} (e*(w)uu”%*—ﬂ
u

1
1

t
—(1 = bg)(pu) 2B+ X = AP0+ A — )\u))/ My—a)uy ea:p{)w lfv w“lﬁ(;u,\—).w)dw dv
(3.5.42)

|

Insertando (3.5.41) en la relacién (3.5.10), se consigue

B [e="% /X(1-0) = (1,n,2)] = 8O (BO)""*5:(6) = w70 + X = A8(0)) Z pO)Y

n—j—1 n—j—k
® (/ 28w, x)du+ (1 — 85,01)(1 — §5n) Z (-1} z f 8,u m)J:;:J(G 1,1,u)du))
(3.5.

f 43)
|
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donde - oy
8.0 = | g,

N % g~ (T+Ay=2) _ _
I (3, u, .'E) = / WI{‘(B, u, Yy — :c)dB(y), 0<i<n.

Con la ayuda de (3.5.42) pueden obtenerse expresiones explicitas para IM#,u,z),0<i<n,
1
IM8,u,z) = (w180 + A — Au))exp {)\p_l f vIA0 4+ A — Av)dv} (e(“*—*")fu-*-*-’ 4R g (G4 A—Au)

—(1 — Sg:)(pu) ™1 (0 + A — AB(B + A — Aw))

X -/ (F+A—Av)z, TEEE *R8.(8 4+ X — dv)exp {Au"l / w B0+ A~ )«w)dw} dv) . (3.5.44)
0 v
De (3.5.43) se deduce la relacién

fow 21«7 [e-m/)?(t —0)= (l,n,a:)] 37,” (é(t —0)=1,0t-0)=né(t—-0)< 1:)
= B(#) ( jo " > Pra(z)(B(8))" % B (6)d=

—pHO + X — AB(8)) ( [ Pu@ 6@ [ 1o y0,u,2)dud
0 p=o i=0 0
oo 0 n ) n-j~1 n—j-k 1 _ .
+j Z Pra(x) Z(ﬁ(ﬂ))’(l —b;n1)(1— &) Z (-1)f Z / I8, u,x)J 7 (6,1, l,u)dud;c)) ,
0 n=o j=0 k=1 i=1 0
(3.5.45)
donde Pin(2) = liMtme P(C(t) = 1,Q(t) = n,2 < f(t) <+ Az),n>0,z>0

Sea Py, = limy_.o P(C(t) =0,Q(t) = n), n > 0. Haciendo uso de la relacién

- z.r)= — r e—{z\—Az)xQM
Pl == 5E) PN ) L R—

donde Pi(z,z) = "2 | Pin(x)2" y Po(z) = 3500, Pon2™, se tiene

[ Sopcimmr o - CHED
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Tras algunas manipulaciones algebraicas, se logra la igualdad

fw Zﬁln(ﬂ-‘) Z(ﬁ(g))jf f:,‘_j(ﬁ,u,:c)dud:c
0 a=o i=0

|
|

1
o] .
t

1 :
‘B(g_l_/\_)‘u)_uﬁ(g)ezp{)\#—lfu u‘lﬂ(B+A—Av)dv} I(B,u)du

1
[ B0
0
1

Lt B0 + ) — du) ot
X fou thThEexp {Ap'l '/;“ wolB( + X — )\w)dw} J(0,u, u)dvdu,; (3.5.47)

siendo

T+ AMBE+ A — D) —

uB(6) B = Aup(0)) — B0+ X~ ) A—dup(6) 5
TREEA 3w BO-B0) —up) o+ xuE0) -1 PO (3:549)
BA— Avx(u)) — B+ A= Av) A= dvx(u)
BA = dux(u)) —vx(u) 0+ dv(x(u) - 1)
B = 2wB(0)) — BB+ A—A) A — dB(6)
B(A = Aup(0)) —vB(8) 6+ du(B(6) — 1)

x(u) = u=18(8 + A — du), (3.5.50)

I(ﬂ, u) A= AA00 4 A = duy) 3 Po(ﬁ(g + X — Au))—

J{8,u,v) = f’ﬂ(”X(“E))

Py(vB(8)), (3.5.49)

y Py(z) viene dada por (2.A.1).

Haciendo uso de (2.A.12), (3.5.8) y (3.5.45)-(3.5.47), se obtiene que la transformada de Laplace-
Stieltjes de W, cuando « > 0, g > 0y AB1 < 1, viene dada por '

B6) = ﬁ(ﬂT(l s ) 104 - 280

x (/: u 7 B + A ~ Au) Ok {,\p-l [ v BO+ A — )w)dv} 10, u)d
1

6+ X —Au)—up
BE+ A —Au)
(0=F*=>uy=up(f

u 4o u .
x/ u’JTLezp{z\p_I/ w—lﬁ(g_*_)‘_)‘w)dw}J(B,u,u)dvdu
0 v

1 1 a
—u ]Du (0+,\—)«,3(9+)\-—).u)),6 )ezp{)\p [‘v B(.9+/\—,\'u)dv}

o n n—j—1 n—j—-k .1 ) o )
+ 30 G- E)EOY Y 1 Y [ e | Pm(z)z?(e,u,z)dzdu)).

n=0j=0 k=1 i=1 Y0 ] -
(3.5.51)
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Finalmente, la distribucion del tiempo de permanencia W, cuando @ > 0, p > 0y A8 < 1, queda
totalmente determinada por su transformada E[e®™] = (8 + 6)1(88(0 + 6) + §), donde 3(6) viene dada
por (3.5.51).

3.6 Periodo de ocupacion del sistema

Es habitual extender el concepto de periodo de ocupacién del sistema y definir un k-periodo de ocupacidn,
k > 1, como el intervalo de tiempo comprendido entre el instante de acceso al servicio de un cliente que
deja a k-1 clientes en érbita y el primer instante de salida que deja el sistema vacio. Entonces, es claro
que el periodo de ocupacién usual puede ser definido como un 1-periodo de ocupacién. Obsérvese que un
k-periodo de ocupacién, k > 1, estd formado por un conjunto de subperiodos de servicio que se alternan
con subperiodos durante los cuales el servidor estd desocupado.

Las principales caracteristicas asociadas a un k-periodo de ocupacion, k& > 1, son representadas por
las variables aleatorias:

L* = longitud de un k-periodo de ocupacién,

LF = cantidad de tiempo en un k-periodo de ocupacién durante la cual C(t) =i, i € {0, 1},

N f'“ = numero de finalizaciones del servicio que tienen lugar durante un k-periodo de ocupacién,

N é‘ = mimero de clientes expulsados; es decir, niimero de clientes presentes en el sistema en el instante
de la llegada de un desastre (si existe).

A continuacién se definen las transformadas asociadas al vector aleatorio (L§, LY, N }‘ JNEL B>,

¢5(0,w,z,y)=E [exp{—eLg - Wk} aNiye I{mz}] , Re(8)>0,Re(w)>0,)z}< 1, |yl <1,
(3.6.1)

f8,w,z,y)=E [e:m:;p{—t‘:hﬁsr -wit} IN;yN:I{f,kzz}] , Re(#) >0,Re(w)>0,|z|<1,|y| <1,
(3.6.2)

donde L* denota la longitud del k-periodo de ocupacién del sistema de colas M/G/1 con disciplina lineal
de reintento y sin mecanismo de aclarado (§ = 0}, y Z es la variable aleatoria distribuida de acuerdo a
una ley exponencial, con pardmetro 6 > 0, que gobierna el mecanismo de aclarado. En lo sucesivo sera
omitido el superindice 1 cuando se considere el caso k = 1.

Esta seccion estd dedicada al caleulo de la distribucidn conjunta del vector aleatorio (Lo, L1, N 1) Ni)
en términos de las transformadas ¢;(f,w,z,y) ¥y é4(8,6,z,y). Adicionalmente, serdn determinados los
primeros momentos de las variables Lo, Ly, Ny y Ny, en funcién de la distribucién limite { Py; }¢; j)ee-

El periodo de ocupacién del sistema estd directamente relacionado con la variable aleatoria (1)
definida como la cantidad de trabajo no finalizado en el instante ¢. Si se asume que U/(0) = 0, en-
tonces L es el primer instante tal que (L) = 0. Las Figuras 3.6.1 y 3.6.2 muestran representaciones
de la evolucidén de U(t), cuando el periodo de ocupacién termina en el instante de llegada de un de-
sastre y en un instante de finalizacién del servicio, respectivamente. Las sucesiones {fn}ngo y {ﬂn}nzl
corresponden a los instantes de llegada al sisterna de clientes originales y a los intantes de salida del sis-
tema, respectivamente. La variable aleatoria R;, ¢ > 1, denota el i-ésimo subperiodo vacio del servidor.
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f

Entonces, So = 1 ¥y S; = nig1— (s + Ry), 1 > 1, representan las longitudes de los subpériodos de servicio.

Sy R 5 Ry Sa

Ut

G & M &LE&m 73 ¢
+ L ¥ i

Figura 3.6.1. Periodo de ocupacién que concluye en el instante de llegada de un desastre

So Fiot S1 R, & Ry 53¢
Ui :
|
i
. |
o & m &a £s 12 73 L/Z N
b [ } +

Figura 3.6.2. Periodo de ocupacién que concluye en un instante de finalizacién del servicio

|

Las transformadas ¢;(8,w, z,¥) y ¢4(4,8, z,y) son determinadas en el siguiente resultado.
|

Teorema 3.6.1. i) Si a« >0 y u > 0, entonces

G — .
Uy .
u zh(w+A—Auté T (363)

¢s(0,w, z, ,
ez foﬁﬂmm{f a(tﬂwr)dt}du ‘
&
¢a(8,0,z,y) = _2m9+A_Ay+®(@—zmw+A—Ay+ﬂﬂa+§Lw

L= B0+ 2=y +8)(y —6,(6,6,7,1)) |
B+r—Ay+6 ’ )’ ' (3.6.4)
|
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donde
B4+A=-drcflw+A-—A+8)+6

pt—zBw+A—-At+6)

a(t,f,w,z) =

¥ Y
_ -1 -afn zB@+ A —Au+8)— ¢;(0,0,z,y) o/ /
y(O+8,2,y) =p 'y [ 2P0+ hu + 0) u®Hezp ; a(t, 8,8, z)dt » du, (3.6.5)

z

yZ2="h(w,z) y Z="h(0+ 6 ) son raices de la funcion ¢ descrita en el Leme 3.3.1.

it) Sia>0ypu=0, enfonces

¢s(0,w,z,y) = zB(w + A — A: +6), (3.6.6)
$a(0,8,2,9) =6(y(1 =B+ A= dy+ N+ B+ 2+ a+ 6~ Dy+a)B0+ 21— dy+6)
xFO0+ 8z, )0+ A= Ay+6)7", (3.6.7)

donde
y(@B(0 + A —Ay+6)—44(0,8,z,y))

(0 +6,z,y) = T _ 2 (3.6.8)

y 2= h(0,w,z) es la raiz de la funcion f descrita en el Lema §8.9.1.

Demostracién. En primer lugar, se considera la transformada ¢;(6,w,2,y). Condicionando por la
longitud del primer tiempo de servicio de LF y el nimero de clientes que legan durante este periodo, se
abtiene que las transformadas ¢’} (8,w,z,y), k£ > 1, satisfacen el siguiente conjunto de ecuaciones:

© p
1 — 0 k" n+1 0
¢$;(0,w,2,y) "”“f(“’)““”';::1 f(“’)(a+)~+a+np+6-¢5-/—(—“—'-’w =

ot ny
0+A+a+nu+éb

+

UM y)) , (3:6.9)

oo
A
x n k+4+n
¢5(8,w,2,y) = ”r;kf(w) (9+)\+a+(k—1+ﬂ)#+5¢f

+ _”*%Hﬁ*ﬂmz,y)), E>2, (3.6.10)

O+r+a+(k—1+n)p+6/

(8w, z,y)

siendo o o
k7 (w) =/ e-<w+*+5)‘%d3(t), n>0. (3.6.11)
o '

Las ecuaciones anteriores pueden ser escritas de forma matricial como sigue

gf(ﬂ,w, z,y) = M(8,w,z, y)q;f(ﬁ,w, z,y) + ﬁ(ﬁ,w,x, v), (3.6.12)

donde . ,
¢r(f,w,z,y) = (qﬁ}(@,w,x,y),qﬁ?(ﬂ,w,z,y),...) ,

N w,z,y) = (zk$(),0,0,..) (3.6.13)
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y la matriz M (f,w, z,y) viene dada por

( zamats kW), sti=j=1,

!
I
|
+ 1 P . .
6+A:a-}r l-lplu-l-ﬂko(w)’ sij=i-1i2 ;2!

M =« :
j—i i jit1 Cae ; .
"(mﬁwk} (W) + gitt k) (w)), si(j>2i>2)0(j22,i=1),

!
: |
. 0, en otro casa, !

; (3.6.14)

Sea I el espacio de todas las sucesiones acotadas de nimeros reales. Es conocido que (1%, ]|.]|c)

es un espacio de Banach, donde ||.||co representa la norma del supremo. La matriz M puede ser vista
como un operador lineal acotado sobre el espacio [*. Signiendo la teoria de operad(i)res lineales sobre
espacios lineales normados, se deduce que la norma del operador M viene dada por ||M|| = z8(w + ).
Como § > 0, entonces ||[M|| < 1. Teniendo en cuenta que M es un operador lineal acotado sobre un
espacio de Banach, se tiene que ||M|| < 1 es una condicién suficiente para asegurar que el operador 7 — M
tiene inverso, donde I denota el operador identidad sobre {*. Ademads, el operador inverso (I — M)~! es
acotado y |[(I = M)~ < (1 —[iM]])~* |
[
|

Entonces, tiene sentido la igualdad

ér(0,w,z,9) = (I — M(8,w,2,9)) " N(8,w,2,1). ; (3.6.15)

Debe observarse que sélo el primer elemento del vector N es no nulo, por lo que Basta CON CONOCEer
la primera columna de la matriz (I — M)~! para determinar las tra.nsforma.das qﬁf(ﬂ w,z,y), k> L
Entonces, se tiene que
I

$5(0,w,2,y) = zk(W) |(I - M(8,w,2,9))" . | (3.6.16)

Para encontrar la primera columna de (I — M)~! se considera la ecuacién matricial auxiliar

(I - M@ wzy)="7, , (3.6.17)

donde 7 = (m1,my,...)" es un vector auxiliar arbitrario. ‘

Si se escribe explicitamente la ecuacién (3.6.17), se obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones:

(o + p)z 0 ‘

k - =
TP tatuts @™ {1

(o +p)z
f+A4+atput

Ty — 21 6’“}(‘*‘) -T2

P41 |
A . |

. — E : — 8n
T Iﬂ=l£ﬂ (B'i' JY + o+ (2— 1)ﬂ+6k" (w)(l ' +1) i

o+ i pi-n+l P |

—m; =0, 2. B.

+ O+ A+a+ip+s K (w)) mi =0 te s (36.18)
i

|
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A continuacién se definen las funciones generatrices X(2) y m(z) del siguiente modo
oo . o0 )
X(z)= Zr;z' y m(z) = Zm;z', lz| < 1. (3.6.19)
izl i=1

Introduciendo estas funciones generatrices, las ecuaciones (3.6.18) se transforman en la relacién

X(2) Eﬁ+)\+a+(z-—1 Pl Z”"k w)

it+1
s Az

a+ip)z i—ndls, v _ _ o
Zg+/\+a+m+6z glx,.k, (@) =m(z) — 212k} (w). (3.6.20)
Ahora, si se asume que g > 0, es posible definir la funcién auxiliar
F(2) = z—s+Aja+a_/‘_£wL°+é—2x(t)ﬁ(w + X =Xt + 8)dt. (3.6.21)
0

Debe observarse que |X(2)| < oo, para |2| € 1, y que, por ello, F(z) estd bien definida. Para. probar
que X(z) no diverge cuando |z| < 1, basta tener en cuenta que X(z) = &'7, siendo 7 = (z,2%,23,...)".
Entonces, |X{z)| = |/m/'(I — M)~ '"| = (I -M)D:| < |[(I- M)V < l/(l— [|M]]) < oo, cuando se
toma, por conveniencia, el vector /i con componentes m; = i, 7 > 1, siendo ¢ > 1 a.rbitrario y fijo. En
lo que sigue nos reduciremos a esta eleccién del vector m.

Con la ayuda de la funcién F(z) pueden obtenerse las siguientes relaciones después de algunas opera-
ciones algebraicas:

oo i
; T+ ) +a :3(3; “u+ 57 ng Taky " (w) = épsz(Z), (3.6.22)
t+l oz .

Zg+)‘+a+w ‘“ﬂk‘ w) = F(z)— mhk?(w), (3.6.23)

[>e i+1
3 S Y ki " W) = 22F(2), (3.6.24)

i=1 n=1
X(z) = pF'(2) + 0+ A+ a+8F() (3.6.25)

W F X=Xz F96)
A partir de (3.6.22)-(3.6.25), la igualdad (3.6.20) puede ser expresada de la forma
prz—zBw+A—Az+8) F'(z) + (0 + A+ a+6)z — z(Az + a)B(w + A — Az + 8)) F(2)

= puBlw+Ar—Az+46) (m(z) - %xlk}(m) : (3.6.26)
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Aplicando la regla de L’Hépital cuando 2 — 0+, se deduce i
i

F(0) = o1 Blw + A+ 6). : (3.6.27)

- B
O+Ar+a+é

La ecuacidn diferencial (3.6.26) tiene dos singularidades z; = 0 y z3 = %, cuando '!se asume a > 0 y
p > 0. Entonces, si z # 0, la raiz Z estd en el intervalo (0,1). El caso x = 0 conduce irivialmente a
$¢4(8,w,0,y) = 0. La ecuacién (3.6.26) puede resolverse siguiendo argumentos semejantes a los emplea-
dos en el Teorema 3.3.2. Por ello, se fija un punto auxiliar 2, en el intervalo (0, Z) ¥ se resuelve (3.6.26)
cuando z € (0, z;] ¥ # € [24,%). En ambos casos, la solucién puede ser escrita como :

F(2) = exp {/:. p(v,8,w, z)dv} (F(za) + j: q(u,0,w, z)exp {/: plv, 0w, z)dv} d|u) , z€1(0,8),
- ) | (3.6.28)
donde
p(y,ﬂ,w,:c) =a(v,f,w,z) + :—v,

|
i
Q(U,G,M,I)= v(v f(w +/\—/\j+6) (b(v)—xl‘“v—m'%k?(w)l) .

Es sencillo comprobar que la integral f:" p(v,8,w, z)dv diverge cuando z — 0+ y z — ¥—. Como
F(0) < 0o y F(Z) < oo, es posible obtener las siguientes expresiones para el valor F(z,):

F(za) = ]ﬂ o(u, 8,w, z)ezp {/u p(v,6,0, :c)dv} du,

|
|
f

F(za) = / o(u, 0,0, z)exp {f p(v,0,w, z)dv} du.

Igualando las dos relaciones anteriores se deduce la signiente expresion para

|

oo 9+A+a+6 Eu“’/#-{-k—lﬁ(wq-,\—/\u‘l'é) EIP{J'OH a(t,g,w,z)di}dti

4] u-zi(wti—Autf)
n= ka 7 A af -;1 wHA—Auts : . (3-6-29)
k=1 zfw + A +8) s ( u+:)-uz.8;w+§(—xu+a)u : exp { fo’ a(t,a,w,x)dt}ffu
Ademaés, F(Z) resulta ser
o pBlw+A—AZ+E) [, (A +a)z ,, ‘
= -k .
F(z) T —— b(2) Yy ey 7 (W) i
i
Por otra parte, de la relacién (3.6.17) se tiene la igualdad !
= 9 !
x = kZ::l ™My [(I - M{8,w,z,y)) ](m- \ (3.6.30)

Tomando i = (0,...,0,1,0,...), donde el mimero 1 aparece en la k-ésima compone%lte, se concluye de
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(3.6.186), (3.6.29} y (3.6.30) que la transformada qb’} (f,w,z,y), k > 1, viene dada por

F u"/“+"_1,ﬂ(w+k—/\u+6)
(003 = (042 Lot gy J0 Tt cop{fy o b Ddifdu
(f,w,z, :‘;i'—)j.:—rxu:;mn-fr-tw=px=)m+6) E-‘EP{fg a(t,giw,gg dt}du

u=zB{wt+A—Aud)

La relacidn (3.6.3) es consecuencia de (3.6.31), en el caso particular k = 1.

Debe notarse que el caso ¢ =0y ¢ > 0 es mds simple, puesto que el coeficiente de F'(z) en (3.6.26)
tiene una unica raiz z; = Z. La ecuacidén diferencial (3.6.26) puede ser entonces resuelta en el intervalo
[0,2). La solucién viene dada por la relacién (3.6.28), sustituyendo el punto auxiliar z, por el punto
z = (. Se puede comprobar que la integral f; p(v,8,w, z)dv diverge cuando z — #—. Haciendo uso de
F(Z) < o0, se deduce la igualdad

P(0) = f: a(u,0,w, z)ezp {/0 plv, G,w,z)dv} du.

A partir de esta relacidn se concluye que (3.6.29) vy (3.6.31) son las expresiones de z; y qS’}(H,w,:s,y),
k > 1, respectivamente, cuando & = (.

Volviendo la atencién a la ecuacién (3.6.26), si se asume & > 0 y p = 0, se obtiene que

fare] i+1
X - m("z an' ORI DED D manl ))

i=1 n=1
Az

=m(z) — Tz ST

k§ (w). (3.6.32)

Es posible reescribir (3.6.32) como

X(2)((B+A+a+8)z—z(dz+a)flw+Ar—rz+8))
=z {(0 + X+ a + 8)m(z) — zz1(Az + @)k (w)) . (3.6.33)

Poniendo z = Z en (3.6.33) y teniendo en cuenta que X(Z) < oo, se tiene
oG
Finalmente, siguiendo un razonamiento analogo al efectuado en el caso a > 0 y i > 0, se obtienen las

siguientes expresiones para las transformadas qS’JE(B,w, z,y), k> 1,

[} ok
P(0,0,2,9) = 2w+ A=Az 4 §) = CFAF O+ T (3.6.34)

AT T

Entonces, tomando k = 1 en la igualdad anterior se obtiene (3.6.6).
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A continuacién se introducen algunas definiciones y notaciones de utilidad en el cdleulo de la funcién
generatriz ¢4(9, 4, z, y). Como podré observarse en lo sucesivo, no serd posible distinguir entre las varia-
bles aleatorias Lo y L1. Sea el vector aleatorio (C(t), Q(t),£(2), {(2)) asociado al sistema de colas M/G/1
con disciplina lineal de reintento y sin proceso de llegada de desastres (6 = 0), donde'las tres primeras
componentes son definidas como en las secciones previas e I(t) denota el mimero de clientes que han sido
servidos antes del instante ?. !

Sean las probabilidades { Py;:(t)} y las densidades probabilisticas { Py;i(t, )} deﬁnidas como sigue

Poi(t) = P(C() =0,8() =3, () =4, E2t), j21ix1, |

Pl,-.-(t,x)=P(é'(t)=l,é(t)=j,f(t)=i,zs€(t)<x+Az,izt), i>0,i>0,0<z <1,

I
Asociadas a {Pg;i(t)} ¥ a {Py;i(t, )} se consideran las transformadas de Laplace-Stieltjes y las fun-

ciones generatrices

o]
$oi(6) =f e Pos(t)dt,  j>1,i>1,
0

oo
$1,i(0,7) = / Pyt z)dt,  §20,i2 0,220,
xr

Fo(8,2,) = Z _Ewu,.(e) |

o0 o0 i

$1(0,z,y,u) = Zr‘Zy’m,-(ﬁ u). : (3.6.35)

=0 =0

Condicionando por el valor de la variable aleatoria Z se obtiene

oo
64(8,0,2,y) = 6 fo e+ Ny Ne gy 012 = 1] dt. (3.6.36)
La esperanza que aparece involucrada en (3.6.36) es igual a E[x‘r(‘)yc(‘)"'N(')I{ >!}] Entonces, con
la ayuda de las transformadas (3.6.35), ¢#4(9,0, z, y) es reexpresada como

$a(0,0,z,y) =6 (&0(9 +6,z,9)+ y/om 610 +6,z,y, u)du) . (3.6.37)

|
|
1
:
|

Determinar las transformadas ¢0(B z,y) ¥ q&l(ﬁ z,¥, 1} es equivalente a estudiar e] sistema M/G/1
con politica lineal de reintento en régimen no estacionario. Este andlisis es realizado haciendo uso del

método de las catdstrofes. 1

Supéngase que (C(0), @(0), 7(0)) = (0,0,0). Se considera un proceso de Poisson de intensidad § > 0,
independiente del funcionamiento del sistema M/G/1 con disciplina lineal. Los sucesos de este proceso
son llamados ’catdstrofes’. Sea m,;(#) la probabilidad del suceso “en el instante de la ¢ i- ésima finalizacidn
del servicio quedan n clientes en la drbile, hasta ese instante no ha ocurrido nmguna catdstrofe y el
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periode de ocupacion no ha finalizado’, n > 0,1 > 1.

Utilizando argumentos paralelos a los empleados para establecer la validez de (3.5.13)-(3.5.16), se
deducen las relaciones

mm(0) = ka(8), n>0, (3.6.38)

= A
mni(8) = (1= 60n) 3 Tmic1(8)s——————kn-m(0)
= B+ A+ a+my

n+l
o+ myu .
+3 wm,;_l(a)mkn-mﬂ(m, n>0,i>2, (3.6.39)
=1

donde k,,(6) se define como £%(6) en (3.6.11), poniendo § = 0.

Multiplicando (3.6.38) y (3.6.39) por zy" y 2'y", y sumandoenn >0y en n > 0, i > 2, respectiva-
mente, se obtienen

Yy maa(8) = £B(0 + XA — M),

n=0
Sy IED I
yy = V() = Ay + BB+ X —Ay) Y = o
i=2 n=0 i=1 m=1 o+ + mu

mi{0
+ payB(8 + 3 = Ay) 5 (Zm Zy 9+/\W+iimﬂ)

i=1
Sumando las dos expresiones anteriores, se deduce que

oo

=) o) wm,»(f))
Z gy Tai(8) = zyB(0 + A — Ay) + z(Ay + a)B(0 + A — z\y)Zz Zy m

i=1 m=1

i=1

+ payB(B + A — Ay)o— 3 (Z Zy B_-F%?{ﬁ) (3.6.40)

fe=1

Obsérvese que 3 o, z'my;(8) = (0, z), siendo (6, z) la transformada conjunta del periodo de ocu-
pacién, L, y del nimero de clientes servidos, I, en el sistema M/G/1 con reintento lineal; esto es,

m(6,z)=E [e:cp{—@i}zf] =¢s(0—6,0~6z,y).

Si se define la funcién

_oo o ﬂ_‘g)
1029 =02 3V e
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es posible reescribir (3.6.40) en los términos
0y(8. 2, ) |
py (v = 2B(0 + 2 = 3)) L=+ (042 + )y = 20y + )0 + 2 = M) 7(6,2.9)
= y(=B(8+ A - Ay) —7(8,z)) . ' (3.6.41)

Debe notarse que la serie ¥(0, z, y) converge cuando (8, z) # (0,1).

El siguiente paso consiste en resolver la ecuacién diferencial (3.6.41) para los diferentes tipos de disci-
plina de reintento. Si @ > 0y p > 0, la ecuacién (3.6.41) tiene dos singularidades z; ='0 y z5 = Z, donde
£ = h{8,z) denota la raiz de la funcién g estudiada en el Lema 3.3.1 para el caso § = 0. Es obvio que
(3.6.41) puede ser resuelta como la ecuacién diferencial (3.3.15) del Teorema 3.3.2 o la,ecuacién (3.6.26).
Se obtiene entonces, para y € (0, 1] — {z}, .

(8,2, y) = y=o/* [’ 2.4 + A=) 2 70, 2) ajiggy {/u a(t,0 6,0 — 6, z)dt} du.  (3.6.42)
z ¥

Aplicando la regla de L’Hopital, se consigue el valor v(6, z, 2) dado por '

- 7(6,z) ‘

7(9,1’,2) = m

'

La resolucién de (3.6.41) cuando o = 0 y £ > 0, estd basada en la existencia de una iinica singularidad
y = £. La férmula (3.6.42) permanece valida. |

Cuando se toman o > 0y g = 0, la ecuacién (3.6.41) se reduce directamente a |

. _ y(zB8(6 + A — Xy) — =(6,z)) N
J(6,2,y) = @+ Oy TF = 3y)’ y€ (0,1 - {zl}, (3.6.43)

donde % = h(#,6, x) denota la raiz de la funcién f descrita en el Lema $.9.1 para el caso § = (. Se estd
asumiendo que cuando g = 0 la funcién y(#, ,y) es denotada por §(f, z,y). También es posible deducir
que '

—Azzf'(0 + A — A%)
FEEF AT A= Faps(f + A - Az)"

A continuacién se calculan las expresiones de &0(6, T,y ¥ &1(9, #,y,¢) en términos de las funciones
auxiliares y(#, z,y) y ¥(¢, =, y) dadas en (3.6.42) y (3.6.43).

¥(6,z,2) =

El significado de mni(6), n > 0, 1 > 1, permite interpretar 8¢gni(#) como la probabilidad del suceso
‘en el instante de la primera catdsirofe, el servicio estd vacio, hay n clientes en la drbile, i clientes han
sido servidos y el periodo de ocupacién no ha finalizado’, n > 1, i > 1. Andlogamente, 8¢1,:(f, u)du
corresponde a la probabilidad del suceso ’en el instante de la primera catdsirofe, el servicio estd ocupado,
hay n clientes en le orbita, el liempo de servicio consumido, £, eséc [u,u + du), t clientes han sido
servidos y el periodo de ocupacidn no ha finalizado’, n > 0,i > 0.
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Condicionando por el estado del sistema en el instante de la finalizacién del servicio previo al instante
de la llegada de la primera catdstrofe, se establecen las relaciones

Tni(6)

¢ﬂn£(9) - T—— l—i-n,u’

n>1, i1>1,

A (Aw)n—m
6+ A+ o+ mp(n—m)

$1ni(8,u) = (1 — B(u))e~(F+A ((1 — 6on) i Trmi (8)
m=1

n+1 a+ mpu (Au)n—m+1

* ﬂ;wm‘(g)9+)n+a+my(n-m+l)!

), n>0,i>1,

b1a0(0, u) =(1- B(u))e~(6+)\)u(_’\:1£’ n>0,:1=0.

Introduciendo las funciones 50(9, z,y) ¥ $1(8, z,y, u) sobre las expresiones anteriores, se tienen

i — ‘?(elwly)! Sia)Uy,uz[l,
¢o(f,z,y) = { Wbz.y), sia>0ypu>0, (3.6.44)

$1(6,z,y,u) = (1 + (A + ay~Hdo(8, z,y) + p&ﬂ—%—w) (1 — B(u))e (#+A-2v)u, (3.6.45)

Las expresiones finales para ¢4(8, 8, , y) son consecuencia de insertar (3.6.44) y (3.6.45) en la expresién

(3.6.37).
a

En el siguiente resultado se recogen algunas caracteristicas significativas del periodo de ocupacidn.

Corolario 3.6.2, i) La probabilidad, p, de que el periode de ocupacidn lermine con una finalizacién
del servicio viene dada por

.1} Sia>0yu>0, entonces

FH0,1) u P B(A—Au+é U A—AG(A=At+6)+46 du

p= 2(0 1) afp u A=A (A-2t48)+4 !
IU u—ﬁ(uA—Au-}-éi emp{fo Wfﬁ(ffm%ﬁdt}d“

donde Z(0,1) = h(0,1) es la raiz de la funcién g descrita en el Lema 3.3.1 en el punto (w,z) = (0,1).

(3.6.46)

.2) Sia>0yp=0, entonces
(A + e+ 8)2(0,0,1)
AZ(0,0, )+ o’

donde 2(0,0,1) = h(0,0,1) es la raiz de la funcicn f descrita en el Lema 3.3.1 en el punto (6,w,2) =
{0,0,1).

= (3.6.47)



i) Los valores medios de las variables aleatorias Lo, L1, Ny y Ny, vienen dados ;;or
i

Fy(1) ‘
Lol =
Bl =1 ( u 1) ’ (3.6.48)
1= Py(1) |
(L] = APy o)
ﬂﬂﬁ.—l%g@gn, sia>0ypu>0, [

E[Ns] = (3.6.50)

B +(A+a)(1~p . _
PO sia>0yp=0,
‘ |
1-p)(A—(A+6)8(5 68{8)y(6,1,1 . A
1+ ”‘m(_&ﬁ)u'nn—ﬁa . +ﬂl_-h;ﬁ(f3)_2’ sia>0yp>0,

E[Nj] = } (3.6.51)

58(6 L~p)(A(A+a+68)—(A+a)r+8)F(5 . :
1- srraiemy + SR 2, sia> 0y =0,

donde .
- oalu— ofk u .
pl le(o,l) (aPuou lo—1 4 u——'Fﬁ(;‘-A_m)') ez:p{f1 r(v)dv}du, sia>0ypu>0,
Po(1) = ! (3.6.52)
al—ﬁliPon+56, sta>0 yu:O,

y Poo viene dado en el Teorema 3.3.2. }

Demostracién. Las expresiones (3.6.46) y (3.6.47) son obtenidas tomando (6,w,z,y) — (0,0,1,1)
sobre las ecuaciones (3.6.3) y (3.6.6), respectivamente. La probabilidad de que el serv1dor esté desocu-
pado se sigue directamente de la z-transformada dada en el Teorema 3.3.2. |

En virtud de la relacion (3.4.1), se tiene que

__ ELy]
Fi; = A_—i—ﬁm’

donde T;; representa la cantidad de tiempo en un ciclo de regeneracién durante la cual el sistema
permanece en el estado (7,7}, (i,j) € £ Nétese que E[Tpo) = A~! E 2o BlToj] = A~ + E[Lo] ¥
Y j=0 E[T1j] = E[L1]. Entonces, (3.6.48) y (3.6.49) son consecuencia de (3.3.18), (3.3.21) y (3.6.52).

Las funciones generatrices marginales de las variables aleatorias Ny y Ny son obtenidas a partir del
Teorema 3.6.1. Si o> 0y p > 0, se tienen

E [ N.r] — 1-— ﬂ(a) + (1 - m)ﬁ(lé)_(‘ifﬁ((%:)ol Ty 1) + 6’]’(6: x, 1))’ ITI < 1’ (3.6.53)
E [yN‘] =¢5(0,0,1,1) + v— B i )\y+6)(y(y —¢4(0,0,1, 1))1 f(_,\;y)_:f; )

+ (y— 1B - Ay + 8676, 1,y), |yl <1 : (3.6.54)



154 Cap. 3. Sistemas de colas con mecanismo de aclarado y disciplina lineal de reintento

Enelcasoa >0y u =0, se tienen

(1 —=z)B(6)
T (A Fafl—=z8(s))

E[zN]=1- (6 + (A +a)(1-¢4(0,0,£,1))), |[z]<1, (3.6.55)

E[yN,,]: 1— by Ada+4+b—(Ay+a)B(A-ry+6) \45;(00 L1
A X F AT aF O - T F OB = AT F8)/

8y { Ato+NI—wBA-Ay+8

ATt Otatdy-(uta)fO—dyt0))’

=T 1376°50)

Las funciones ¢4(0,0,z,1), ¢ (0 0,1,y),v(6,2,1)y ¥(4,1, y) vienen dadas en el Teorema 3.6.1. Derivando
las expresiones (3.6.53) (3.6.56) se obtienen los valores medios dados en (3.6.50) y (3.6.51).

[}

3.7 Sistema M/M/1 con mecanismo de aclarado general y disci-
plina lineal de reintento

Esta seccién esta dedicada al analisis de la distribucidn limite y al estudio del periodo de ocupacién del
sistema M/M/1 con disciplina lineal de reintento y mecanismo de aclarado general.

El sistema estudiado es una variante del modelo analizado en las secciones previas. La principal
modificacién consiste en asumir que ¢l tiempo que transcurre entre dos desastres consecutivos sigue una
distribucién general A(t) (A(0) = 0 y A(co) = 1), aperiddica, con primer momento a; < oo y transfor-
mada de Laplace-Stieltjes a(8). Para que el sistema sea analiticamente abordable debe asumirse que los
tiermnpos de servicio son variables aleatorias exponenciales de pardmetro ¢ > (. Los procesos de llegada de
clientes y de desastres, los intervalos separando sucesivos reintentos y los tiempos de servicio se consideran
mutuamente independientes.

En cada instante ¢ > 0, el estado del sistema puede ser desecrito mediante el procesec Markoviano
X ={X(t),t > 0} = {(C(1), Q(t),£(1)),t > 0}, donde las componentes C(t) y @Q(t) se definen como en
la seccién 3.2 y £(t) representa el tiempo transcurrido desde el instante de llegada del iltimo desastre
hasta el instante ¢. Su espacio de estados es S = {0,1} x IN x IR*. Si se omite la variable (1), entonces
el proceso resultante Y = {Y(¢),¢ > 0} = {(C(t), Q(t)),t > 0} resulta ser un proceso regenerativo con
proceso de renovacién encajado { = {(a,n > 0}, donde {; = 0 y (, es el instante de llegada del n-ésimo
desastre, n > 1. El conjunto £ = {0,1} x N es el espacio de estados de Y. Andlogamente, para el sis-
tema de colas M /M /1 con disciplina lineal de reintentos en ausencia de desastres, se considera el proceso

= {Y(1),t > 0} = {(C(1), (1)), t = 0}.

3.7.1 Distribucién limite

La existencia de la distribucién limite del proceso YV, definida como

Py=lim P(Y(t)= (i,4)), (i) €€,
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|

estd asegurada mediante la recurrencia del proceso de renovacion ¢ (ver la Deﬁm'c:'é:n 9.1.21 de Cinlar
(1975), donde ( es recurrente si y sélo si A(cc) = 1) y la integrabilidad Riemann de la funcién t — K.(s, j),
para cada (i, j) € £, definida como \

Ki(i,5) = P(Y (1) = (3,5),m > t) = (1 - A@®)P;(t), ‘

donde P;_,-(t) = P(Y(t) = (i,)). Nétese que K.(3,j) < 1 — A(t), para cada (i,j})!e £yt > 0. La
existencia de «; asegura la integrabilidad de 1 — A(). Entonces, en virtud del test de comparacién de
integrales (ver pg. 300 de Edwards (1980)), para establecer la integrabilidad de K;(4, j) en IR* basta con

comprobar que existe fot Ku(i,j)du, para cada t > 0. Como K, (%, 5) = (1 — A(u))B;;(u), el problema se
reduce a verificar la existencia de fut Pij(u)du, la cual estd asegurada dado que el mimero de transiciones
de las trayectorias de Y en el intervalo (0, ] es finito casi seguramente. !

A continuacién se introducen algunas transformadas

o0
P(2) =) Py,  i€{0,1}, jz <1,
=D

[=+]
B(t,2)=)_ P77, i€{0,1}, jz]<1, >0,
i=0

}5‘*(6,2:) = Lm e_m.ﬁ.'(t, Z)dt, :E {0, 1}: lzl S l! Re(B) > 0.

En el siguiente resultado se estudia la distribucién limite {F;;}i jyee en términos de las funciones
generatrices parciales Pi(z), i € {0,1}. |

Teorema 3.7.1. Las funciones generatrices parciales de {P;;}(; jyee vienen dadas por
[e )
Pi(z) = a7l / B, (1 — AW)dt,  i€{0,1}, : (3.7.1)
0

- |
donde las funciones gencratrices F;i(t,2), i € {0,1}, tienen transformadas de Laplace-Stieltjes,

- _ ba; + z\&,‘(ﬂ, 1, Z)

Ademds,

i) Sia>0ypu=0, entonces

$o(8,1,2) = (Z(6) - 2)(B+ A+ )0+ 2= X2(0) +v)’

(3.7.3)

hio, 1,5 = O3 D0 L) | (3.7.4)
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m(6,1) = 6+)\—:2(6)+v’ (3.7.5)

_(0+r+ )84 A = (04 A+ o) (Bt A+ v) — M) —ddov(f+ ) + o)

#(8) O LAta) (375)
@+ A+ )@+ A+ ) dv+ \/((9+,\+a)(0+)‘+v)—)w)2--4,\cw(8+)«+af)

#0) = MO+ A+ a) = @77

ii) Sia >0 y p >0, entonces |
Fo(6,1,2) = = 20" (5(8) — 2) 35 (2(0) — )% 7(60, 1)%ay, (0, 2(6), 2)
Pisarul(0,0,56))  Prrasul6,2(6),2)
“ ) e (378)
$1(8,1,2) == it byt dejdutbite) (3.7.9)

bz + (Az — v)(1—2) !

®y1asu(8,0, 28 ;"1
m(f,1)=v (9+/\+U—/\ ba/ul ,Onz( ) , (3.7.10)
afp\V VYV,

®.(0,a,b) = /b u® (3(6) — u) "I (2(0) — )R gy, (3.7.11)
a(8) = A (A8 + A)2(8) — (8 + X)? = vb) (6 + A +)* — 4h) ™12, (3.7.12)
7(8) = =X (A8 + 2)2(8) — (0 + N)? — v8) (6 + A + v)? - 40) /7, (3.7.13)
2(0)2B+)\+u—\/(g:-)\+u)2—4)w! (3.7.14)

2(6) = Ot A+vdE+A+v) —dhv (3.7.15)

24

Demostracién. En virtud del Teorema 9.2.25 de Cinlar (1975), las probabilidades limite {Pi;}¢i j)ee
pueden expresarse como

Fij = al—lf Kt(irj)dt: (11.7) €&,
Q

¥y, como consecuencia, se obtiene la expresién (3.7.1).

Para calcular las transformadas P4, z), i € {0,1}, se utilizara el método de las marcas colectivas.
Se consideran un proceso de Poisson de intensidad ¢ > 0, cuyos sucesos son llamados ’catdstrofes’, y un
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1

proceso de marcado que consiste en ’pintar’ a cada cliente del sistema de color rojo con probabilidad z y
de color blanco con probabilidad 1 — 2, z € [0, 1]. Se asume que ambos procesos son independientes entre
si e independientes del funcionamiento del sistema M/M/1 con disciplina lineal de reintento en ausencia
de desastres.
1

En la terminologia del método de las marcas colectivas, 0}55(9, z} representa la probabilidad del suceso
A definido como ’en el instante de la primera catdstrofe, el servicio estd libre y todos los clientes pre-
sentes en el sistema han sido marcados de color rojo’. Se define un ciclo de ocupacién como el intervalo
de tiempo comprendido entre dos visitas consecutivas del proceso ¥ al estado (0,0).. Sea x el nimero
de ciclos de ocupacién que han sido completados hasta el instante de la primera catastrofe. Entonces,
aplicando la ley de la probabilidad total, es posible deducir

1

05;(8,2) = E P(A,x=n). , (3.7.16)

La probabilidad del suceso *la primera catdsirofe ocurre duranie el (n+1) ésimo ciclo de ocupacién
¥, en ese instante, todos los clienles presentes estdn marcados de color rojo’, n > 0, puede ser expresada
como sigue

A " 8 X !
(8, 1)) (HA + 5509001, z)) n20, (3.7.17)

donde 7(8,1) = E[e:cp{ —8L}] es la transformada del periodo de ocupacién, L, en el sistema M/M/1 con
reintento lineal y ¢o(0, 1, 2) es la funcién definida en (3.6.35), en el punto (8,2,y) = (4,1, 2).

P(.A,x:n)z(

Anélogamente, 855 (8, z) representa la probabilidad del suceso B definido como “en el instante de la
primera caiastrofe el servicio estd ocupado y todos los clientes presentes en el sislema ‘han sido marcados
de color rojo’. Entonces, es sencillo establecer que .

oo

0P;(6,2) =) _ P(B,x=n), | (3.7.18)
siendo " \ '
PB,x=n)= (9 T /\'Ir(ﬂ, 1)) (9 ,\6(61(9, l,z)) n>0, | (3.7.19)

donde §1(6,1,2) = [ $1(6,1,z,u)du y $1(8,1,2,u) denota la funcién definida en (3.6.35) en el punto
(ﬁ,z, Y, u) = (9, 1,2, u).
|

Entonces, la expresién (3.7.2) se obtiene a partir de (3.7.16)-(3.7.19).

En el caso @ > 0 y u = 0, la transformada #(8,1) es obtenida a partir de (3.6.6) y de la relacién
7(6,1) = ¢5(0 — 6,8 — é,1,y). Las formulas (3.7.3) y (3.7.4) se deducen mediante;la. correspondiente
particularizacién al caso exponencial de las relaciones (3.6.43)-(3.6.45). Razonamientos anilogos conducen
a las expresiones (3.7.8)-(3.7.15) cuando &« > 0 y p > 0. ;
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A continuacidn se particularizan las expresiones de las funciones generatrices P(z), i € {0,1}, para
los casos de las distribuciones de aclarado exponencial, determinista, Coxian-2 y Erlang.

Ejemplo 1. Distribucién exponencial. Si se asume que A(t) = 1—e~%,¢> 0,6 > 0, entonces

P(z)=6P:(8,2), ie{o,1}, A<

Ejemplo 2. Distribucién determinista. Si se considera que el tiempo transcurrido entre dos instantes
de aclarado consecutivos es una constante IJ > 0, entonces

D
P2)= D—If ﬁ;(t,z)dt, ie {0,1}, |z| £ 1.
0
Ejemplo 3. Distribucién Coxian-2. La funcidén de densidad del tiempo de aclarado es
a(t) = prbie™ " +pabae™, 1> 0,

donde 61 > 82 >0, pa =1—p1,p1 =1 =61 /(81 — 62) y b € [0,1]. En este caso, se tiene que

1
Pi(z) = ( 5 +§:) (PlPs*(él,z)+P213;'(5z,2)), ie{0,1}, |s| < 1.
Debe notarse que la distribucién hiperexponencial corresponde con el caso en que p; € [0,1], 7 € {0,1}.

Ejemplo 4. Distribucién Erlang. Se asume que la funcién de densidad del tiempo de aclarade viene
dada por
a(t) = -6—m—e_“tm"1 t>0
(rm— 1) ’ '

donde 6 > 0 y m > 1. Entonces, se obtiene

6 m—
Pi(z) = P BN s,2),  ie{0,1}, |l <1
siendo .
~uln "P; B,Z
ﬁ()WJ)z—nuéml, n>0.

En la Figure 8.7.1 se muestra el efecto de las intensidades A € R* y 6 € R sobre la probabilidad
Py(1) cuando el aclarado se distribuye exponencialmente y (o, ¢, v} = (3.0,0.0,7.1). En la Figura 3.7.2
se representa (1), como funcién de A € IR*, en los siguientes casos:

(He=30,u=00,r=71y6=0.1,

(M a=30,p=00v="71y6=10,
(Il a=30,p=00,r=T7T1y6=1.5,
(IVla=30,p0=00,v=T1y =20
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Figura 3.7.3. Efecto de §; y 62 sobre Pp(1) Figura 3.7.4. Efecto de é; sobre Py(1)
|

El Ejemplo 3 es ilustrado con las Figuras 3.7.3y 8.7.4. En la Figura 8.7.7 se muestra la variacion de la
probabilidad Po(1), en términos de los parametros §, € RY y 8, € R*, cuando se a.suline la distribucidn
hiperexponencial para ¢l tiempo de aclarado y los pardmetros (A, o, g, v, p1) = (2.5, +3 0,0.0,7.1,0.25).
Adicionalmente, la Figure §.7.4 muestra el efecto de §3 sobre Py(1), en los siguientes casos:
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(V) A=25,a=30,p=00,r=71p, =025y & =0.1,
(V) A=25a=30,p=00,r=71,p =025y & = 1.0,
(VIDA=25,0=30,p=00,vr=71,p, =025y & = 1.5,
(VI A=25,0a=30,u=00,v="71,p, =026y é =2.0.

3.7.2 Pericdo de ocupacidén del sistema

Este epigrafe estd dedicado al estudio de la distribucién de la variable aleatoria L definida como la
longitud del periodo de ocupacidn del sisterna M /M /1 con disciplina lineal de reintento y aclarado general.

A continuacién se introducen algunas variables aleatorias y notaciones de interés en el cdlculo de la
transformada de Laplace-Stieltjes de L. Sea L la longitud del periodo de ocupacién en el correspondiente
sistema M/M/1 con disciplina lineal de reintento en ausencia de desastres. La distribucién de L puede
ser expresada como

P(E>t) :Pm+(1—Pm)/tmf(u)du, t € (0, ),

donde P,, = P(L = o0) y (1 — Ps)f(t) es la densidad asociada al punto t. Adicionalmente, sea 4 la
variable aleatoria que gobierna el proceso de aclarado.

Obsérvese que L es el minimo entre A y L, v que A y L son variables independientes. Por tanto, la
situacién es analoga a la descrita en el Apéndice 3.B, siendo posible deducir las siguientes relaciones:

E e Lo = (1- Poo)'/oo e f()(1 — A(1))dt, Re(8) 20, (3.7.20)
Q
B[ tzs0] =@ - (0~ Pu) [ 0m@at, Re(@) 20, (37.21)
B[] =a@) + (1= Po) [ SO0~ AQ) ~ @) dt, Re®) 20, (3722

donde oy (8) = [ e~ dA(u).

El valor esperado E[L] es obtenido derivando la transformada Elexp{—-6L}]. A partir de (3.7.22), se
tiene

E[L] = a1 + (1 - Pm)fow £(1) (t(l _AQt)) - f,m udA(u)) dt. (3.7.23)

Las integrales que aparecen en las expresiones (3.7.20)-(3.7.23) pueden ser notablemente simplificadas
en el caso de algunas de las distribuciones de tiempo de aclarado mas usuales. En los siguientes ejemplos
se resumen las particularizaciones al caso exponencial, determinista, Coxian-2 y Erlang.
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Ejemplo 1. Distribucién exponencial. Se considera la funcion de distribucién A(t) =1 —e~%, ¢ > 0,
§ > 0. Entonces, se obtienen i
|

E [6‘9L1{£<A}] —n(@+61), Re(6) >0,

_ 5(1—n(8+6,1) !
Bl 15 0] = s ) Red) >0, |
i

_ or(0 +6,1) +6 -

L1 __ i

Bl = D5 Re(0) 20, I
g = =70 |

donde (8, 1) es la transformada de L. ,

Ejemplo 2. Distribucion determinista. Si se asume que los intervalos de tiempo e.ntre dos instantes
de aclarado consecutivos tienen longitudes constantes, ) > 0, entonces

'
]

D
E [e_aLl{[}<A}] =(1~ Poo)-/[; e—glf(t)dt! Re(6) 20,

By 0] = e (1 ~ (1~ Px) fo 0 f(f-)dt) . Re(®) 20,

D .
B[] =P 4 (1= Po) [ ) (7 e P)dh, Re(d) 2 0]

D
E[L]=D+(1- Pm)/ F(£)(t — Ddt.
1]

Ejemplo 3. Distribucion Coxian-2. Se considera la funcion de densidad

a(t) = p161e™%"" + pabe=®, t>0,

siendo §; > 8, >0, p2=1—p1, pr =168, /(61 —82) v b € [0,1]. Entonces, se obtienen: las transformadas

E [e-”ﬂl{f;“}] =pum(0+ 61, 1)+ pam(6 + 62,1),  Re(8) >0,

_ §1(1 = m(0+ 8.,1)) 82(1 — #(8 + 82, 1))
6Ly _ _ 1 2
E[e I{LzA]]_Pl 7+ 6, +p2 g+ 6, , Re(t?l)zo,
_ Gr(0+6,1)+8 B (6 +6,,1)4+ 8 :
E[eL] = p, 9+151 L 4 p2 0:52 L Re(8) >0,
1 —#w(é,1 1 — (8,1
E[L] =p 71'( 1 ) + p2 7I'( 2 )

5 52 S
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Ejemplo 4. Distribucién Erlang. Sea la funcién de densidad

6!’1’1
O oy

e~ ftym-1 >0,

siendo 4 >0y m > 1. Entonces

m—1 n
E e liem) = CO" 1m0 +6,1), Re(8) > 0,
n:o

n!

B[] = (Gi_é)m N 'g (—ri)nw%ﬂﬁj—(l - (a—fir-?)m_") . Re(8) >0,

E[L]=6""! (m(l —7(6,1)) - (1 - m%m:ml“—n‘it 78, 1)) ,

n=1

donde

,r(n)(g,l)zm, n> 1.

Figura 3.7.5. Probabilidad ps Figura 3.7.6. Valor esperado E{L]
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1
f
i

|

Figura 3.7.7. Probabilidad py Figura 3.7.8. Valor esperado I:;[L]

|

i
Como complemento a los anteriores ejemplos, en la Figura $.7.5 aparece representada la probabilidad
de que un periodo de ocupacién concluya en un instante de finalizacién de servicio, py, en un sistema con

distribucidn exponencial de aclarado, en los siguientes casos: 1

(Hi=10,a=11 =02y v=4.10, |
(fI}A=25,a=1.1,u=02yv =40, :
() A=50,a=11, u=02yv=4.0. |

La Figura 3.7.6 muestra el efecto de A y & sobre el valor esperado E[L], en el sistema con aclarado
exponencial e intensidades (o, i, v) = (1.1,0.2,4.0). 1
!
El Ejemplo 3 se ilustra con las Figures 3.7.7y 3.7.8, donde se representan py y E{L], respectivamente,
como funciones de §, € RY y §;, € RT, en el sistema con distribucién de tiempo de aclarado hiperexpo-
nencial e intensidades (A, @, g, v, ) = (2.9,2.1,0.3, 3.7,0.25).

3.8 Comentarios y notas bibliograficas .

Esta seccion recoge algunos comentarios referidos a la bibliografia y técnicas empléadas en el anadlisis
de los sistemas de colas M/G/1 y M/M/1 con disciplina lineal de reintentos y dotados de mecanismos
estocasticos de aclarado.

l

Primeramente serd comentado el estudio del sistema M/G/1 con reintentos (a + ju, j > 1) y proceso
de Poisson de llegada de desastres (6 > 0). |



164 Cap. 3. Sistemas de colas con mecanismo de aclarado y disciplina lineal de reintento

En el libro de Ginlar (1975) se exponen resultados generales que permiten asegurar la existencia de
la distribucidén limite del proceso semi-regenerativo, ¥ = {Y (),t > 0}, mediante el estudio del proceso
de renovacién Markoviana encajado, (@, 7). Es conveniente clasificar los estados de la cadena de Markov
encajada, = {Q,,n > 0}, haciendo uso de criterios basados en tendencias medias o, en otros términos,
en la teoria de funciones de Lyepunov. Los principales resultados de esta teoria pueden ser encontrados
en Foster (1953), Sennott y otros (1983) y Tweedie (1975).

L.a técnica usada en el estudic de la distribucién limite del proceso Y, en la seccion 3.3, ha sido
el método de la variable suplementaria (ver Cox (1955)), empleado por primera vez en un sistema de
colas con reintentos por Keilson y otros (1968). La inclusién de la variable aleatoria £(t) en el proceso
no Markoviano inicial ¥V permite trabajar con el proceso Markoviano X = {X (¢}, > 0} y deducir ex-
presiones para la funciones generatrices Pi(z), 7 € {0, 1}, asociadas a las sucesiones parciales {Fi;};>0,
i€ {0,1}. Enelcasc a > 0y p > 0, la aparicién en (3.3.16)-(3.3.18) de la raiz 7 de la funcién g en
el punto (w,z) = (0,1), imposibilita la derivacién de férmulas cerradas para las transformadas Pi(z),
i € {0,1}. Siguiendo a Takacs (1962) se ha propuesto una breve demostracién para el Lema 3.3.1 ha-
ciendo uso del Teorema de Rouché.

El método usado en la computacion de la distribucién limite { Pij}(i jyee, cuando el flujo de llegadas
originales es un proceso Markoviano con intensidades dependientes del estado del sistema, estd inspirado
en los métodos algoritmicos desarrollados por de Kok (1984), posteriormente extendidos a sistemas de
colas con reintentos mas generales por Artalejo (1994) y Schellhaas (1986). En Tijms (1994) (capitulo
4) y Wolff (1989} (capitulo 11) pueden encontrarse sintesis de los algoritmos, los métodos aproximados y
las cotas mas usuales para un buen numero de sistemas de colas, asi como ejemplos numéricos ilustrando
los procedimientos expuestos. En los estudios precedentes la estructura matricial de tipo M/G/1 era
preservada. La derivacion del esquema recursive propuesto en la seccidén 3.4 esta basada en la teoria de
procesos regeneratives (ver Sigman y Wolff (1993) y Stidham (1972)). El argumento fundamental consiste
en analizar el nimero de transiciones entre diferentes conjuntos de estados durante un ciclo de regene-
racion y en el posterior uso de la propiedad PAST A (ver Waollf (1982)) para expresar sus valores medios.
La experiencia numérica permite validar el esquema recursive como un procedimiento numéricamente
estable para computar la distribucién limite { P }; jyee de sistemas M/G/1/K, K < oo, con reintentos
(e +ju, 7 > 1) y proceso de Poisson de llegada de desastres (§ > 0). La umnplementacidn de este esquema
recursivo se ha realizado en FORTRANTT (version 5.1).

En Falin y Fricker (1991} se dio un importante avance en el analisis del tiempo virtual de espera en el
sistema M /G/1 con politica cldsica de reintento y disciplina aleatoria de acceso desde la érbita al servicio.
Su técnica ha sido posteriormente empleada en modelos mas generales (ver, por ejemnple, Chol y otros
(1993)). En su derivacién es fundamental el método de las marcas colectivas. En el capitulo 7 del libro de
Kleinrock (1975) puede encontrarse una elegante descripcidn de las dos operaciones involucradas en esta
téenica: la 'marca’ de los clientes; y la observacion de los procesos de Poisson de llegada de ’catdstrofes’.
Como se observa en la seccién 3.9, el estudic de la distribucién del tiempo de permanencia, W, en el
sistema M/G/1 con reintentos (@ + ju, j > 1) y mecanismo de aclarado, queda reducido al estudio de
la distribucién del tiempo de permanencia, W, en el correspondiente modelo en ausencia de desastres.
Los argumentos dados en Falin y Fricker (1991) deben ser profundamente modificados cuando se asume
la disciplina FCFS para el acceso de clientes desde la 6rbita al servicio. Debe notarse que el sistema de
ecuaciones diferenciales (3.5.19) contiene toda la informacién necesaria para determinar la transformada
de Laplace-Stieltjes de W, cuando A < 1 — Aby, /(A + a). Lasolucibn en el caso v > 0y g = D es
sencilla; por contra, si se asume que a > 0 y p > 0, la computacién efectiva de la transformada implica
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un tremendo esfuerzo algebraico y la solucion final resulta extremadamente compleja.

I
La seccién 3.6 recoge el andlisis de las principales caracteristicas del periodo de ‘ocupacién del sis-
tema mediante el cilculo de las transformadas ¢¢(8,w,z,y) ¥ ¢a(0,8,z,y). El método analitico que
permite calcular las transformadas qu(G w,%,y), k > 1, estd inspirado en Falin (1990). La interpretacién
de la matriz M como un operador lineal acotado sobre el espacio de Banach (I*°]|.||oc) se apoya en
resultados expuestos en Ash (1972) y Griffel (1981) El célculo de ¢4(0,0,x,y) es equivalente al es-
tudio del sistema M/G/1 con reintentos (& -+ ju, j > 1) en régimen no estacionario. Argumentos
paralelos a los empleados para deducir (3.6.12) pueden ser usados para derivar la expresién matricial

$4(6,0,2,y) = M(0,z,y)¢04(8,0,z,y) + N(#,,y), donde ¢q(8,8,z,y) = (¢5(0,0 :c,y) $3(9,8,z,y),...),
M(8,z,y) es construida de la forma usual y N(#, z, y) tiene todos los elementos no nulos La naturaleza
del vector N imposibilita el célculo de ¢4(#, 8, z, y) mediante la aplicacidén del método analitico utilizado
para determinar ¢¢(f,w, z,y). La linea seguida en Falin (1979) muestra la existencia de un procedimiento
alternativo de cdlculo de ¢;(#,w, z,y), basado en el método de las marcas colectivas, 'donde tampoco es
posible distinguir entre las variables Ly y L,. La complejidad de las expresiones del Teeremn 3.6.1
impide deducir los momentos de las variables (Lo, L1, Ny, Ng) mediante derivacién. Alternativamente, la
teoria de los procesos regenerativos es la clave para obtener algunos valores medios dados en el Corolario
3.6.2. Posteriores trabajos pueden orientarse hacia el estudio de la distribucién de la cantidad de trabajo
inacabado U(t). El analisis del sistema M/G/1 con linea de espera y desastres ha sido realizado recien-
temente por Jain y Sigman (1996).

\
A continuacién se ofrecen algunos comentarios relativos al sistema de colas M/M/1 con disciplina
lineal de reintento y mecanismo de aclarado general.

La existencia de la distribucién limite del proceso regenerativo Y = {Y (), > 0}, ien la seccién 3.7.1,
ha sido asegurada con la ayuda de los resultados del capitulo 9 de Cinlar (1975). El estudio de las proba-
bilidades limite {P;j}(i ;) € £ se reduce al andlisis de la distribucién dependiente del tiempo del proceso

= {¥(t),t > 0}. La aplicacién del método de las marcas _colectivas al analisis de la distribucién en

régimen transitorio del vector (C(2), Q(t), £(t), I(t)), cuando L > ¢, estd inspirada en el trabajo de Falin
(1979). .

l
Las observaciones recogidas en el Apéndice 3.B reducen el estudio de E[e~%L] y E[L] al estudio del
periodo de ocupacién en el correspondiente sistema en ausencia de desastres. .

La versién 2.2 de Mathematica (ver Castillo y otros (1994) y Ellis y Lodi (1990)) ha permltldo ilustrar
grificamente el presente capitulo.

Los articulos publicados recientemente sobre modelos de colas con desastres (ver Chao (1995) y Jain
y Sigman (1996)) no mencionan la literatura existente sobre sistemas de aclarado estocastico (ver Kim
y Seila (1993), Stidham (1977) y sus referencias), aunque la relacién entre ellos es' obvia. De hecho,
los sistemas de colas con llegadas negativas y con desastres pueden ser englobados en un mismo grupo.
En particular, los conceptos de llegada negativa y de desastre pueden ser generalizados permitiendo que
una llegada negativa destruya una cantidad aleatoria de trabajo, que no necesariamente corresponda al
trabajo asociado a un nimerc entero de clientes. Posiblemente la variable #(¢) descrita en la seccién
3.6 pueda ser estudiada, en términos de ecuaciones de Wiener-Hopf, siguiendo el método propuesto por
Boucherie y Boxma.(1995) para el sistsema M/G/1 con linea de espera. Una posible variante de los

sistemas de colas analizados consiste en expulsar a un niimero aleatorio de clientes en los instantes de
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finalizacion del servicio. El andlisis de la distribucién limite del sistema M/G/1 con este tipo de estrategia
de expulsién puede encontrarse en Bayer y Boxma (1995).
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APENDICE 3

Apéndice 3.A. Existencia de la distribucién limite del proceso Y.

En este apéndice se demuestra que las probabilidades limite del proceso Y existén y son positivas
cuando la cadena de Markov encajada @} es ergodica. i
: !

En primer lugar se propone la definicién de funcién integrable Riemann en sentido directo. Sea
g : IR* — IR* una funcién acotada sobre intervalos finitos. Para cada b > 0 se definen los valores

13(n) = inf{g(t),nb <t < (n + 1)b}, n >0, )

v (n) =sup{g(t),nb<t<(n+1)p}, =n20 i

Adicionalmente, se denotan

oA oo
=b> %)y oy =b) 1(n)
n=0 n=0

Se dice que la funcidn g es integrable Riemann en sentido directo si y sélo si a3 < oo, a,, < o0, para cada
b> 0,y lum_oloy —op)=0. !

Para asegurar que existe la distribucién limite del proceso Y cuando la cadena de Markov enca-
jada Q es ergddica (ver el Teorema 9.6.12 de Cinlar (1975)), es necesario comprobar que la funcién
t — K,((i,7), (k, D), para (3,4), (k,1) € £, es integrable Riemann en sentido directo. | Para cada estado
(,7) € &, se denotan P j5(m > t) = P(m > t/Y(0) = (1,7)) ¥ E(,,])[m] = E[m/Y(O) (z,7)]. En-
tonces, la funcién ¢t — P ;y(m > t) es monétona decreciente y fi~ P j)(m > t)dti= E j3[m] < oo,
cuando & > 0. Dado que K,((i,7),(k, 1)) € Pujm > 1)y K;((:', 7),(k,1)) es integrable Riemann, se
deduce que la funcién K((¢, §), (k,{)) es integrable Riemann en sentido directo, para cada (i, j), (k,1) € £.

Entonces, en virtud del Teorema 9.6.12 de Cinlar (1975), se concluye que la ergodi.cidad de la cadena
de Markov encajada @ implica la existencia de distribucién limite del proceso Y. '

t

Apéndice 3.B. Distribucién del minimo de dos variables aleatorias mdependlentes Aplicacién al
tiempo de permanencia en el sistema. i

En este apéndice se estudia la distribucién del minimo entre dos variables aleatorias independientes y
continuas, cuando una de ellas no es necesariamente una variable aleatoria propia. Como aplicacion, se
deducen Ias expresiones (3.5.1)-(3.5.7) relativas al tiempo de permanencia W cua.ndo el sistema M/G/1
con disciplina lineal de reintento es ergodico.

Se considera la variable aleatoria no negativa X, cuya distribucién viene dada por

P(X>z)=Po+(1— Poo)/m fdu,  se(0o0) | (3.B.1)
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donde Py = P(X = 00} y (1 — Peo)f(z) representa la densidad asociada al punto @. Andlogamente, sea
Y una variable aleatoria propia, no negativa, con distribucion

oo

P(Y > z) =f g(wdu, =€ (0,00). (3.B.2)

T

Se define la variable /' = min(X,Y). Entonces, U es una variable aleatoria continua con funcién de
densidad h(z) dada por

h(z) = g(z) (Poo + (1~ Ps) /x ” f(u)du) + f(z)(1 = Ps) /,,- " g(w)du. (3.B.3)
Ademas, se tienen
P(U=Y)=Pou+(1-Py) fw P(Y < u)f(u)du, (3.B.4)
0
PU<z)=1- (P,,Q +(1- Pw)jw f(u)du) fw g(u)du. (3.B.5)

Si se asume que g(z) = e~ , z > 0, § > 0, entonces una simple particularizacién de las expresiones
(3.B.3)-(3.B.5) conduce a

h(z) = Se=t= (Poo + (1~ Py) fm f(u)du) + e"’“’f(:c)(l — Py), z€(0,00), (3.B.6)
P(U=Y)=Po+ (1l - Px) fm(l — e~ f(u)du, (3.B.7)
PU<z)=1~¢"% (Po‘j +{1 - Py) -/00 f(u)du) , z€(0,00). {3.B.8)

A partir de (3.B.6) se deduce que la transformada de Laplace-Stieltjes de U/ es
Bu(8)=(6+8)7" (5 + (1 - Py)f / g~ (00 f(z)a'z-) : (3.8.9)
0

A continuacién se particularizan las férmulas anteriores al caso de la variable W. Para ello, se asume
la ergodicidad del sistema M/G/1 con disciplina lineal de reintento en ausencia de desastres (6§ = 0). Si
se satisface la condicion A1 < 1 — Aou /(X + a), entonces, W < +00 casi seguro. Entonces, se deducen
las siguientes relaciones

h{z) = 6~ P(W > z) + e % fig. (), =z € (0,00), (3.B.10)

P(W > 2)=1-§5(8), (3.B.11)

(3.B.12)
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siendo fy; (x) la funcién de densidad de W.

Entonces, las expresiones (3.5.1)-(3.5.7) son consecuencia de (3.B.10)-(3.B.12).
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