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Resumen

Valores mon6étonos para juegos con cooperaciéon imperfecta

La Teoria de Juegos adquiere cada vez mayor relevancia en el mundo actual. El
éxito durante las dltimas décadas y el interés que despierta esta disciplina es algo que
visto con perspectiva parece deberse a su utilidad y versatilidad en el anélisis de la
toma de decisiones estratégicas. Crece constantemente la variedad de escenarios en
los que el ser humano ha empezado a darse cuenta de que tenia que pensar formal
y sistematicamente sobre las interacciones estratégicas. En los tltimos tiempos, esta
area de las matematicas y de la economia ha recibido un gran respaldo por parte del
mundo académico, al recibir el Premio Nobel de Economia numerosos investigadores
en Teoria de Juegos.

Existen dos categorias claramente diferenciadas en la Teorfa de Juegos que nacen
de la naturaleza del juego que se estudie. Se encuentra por un lado la de los juegos no
cooperativos, y por otro, la de los cooperativos, siendo estos tltimos el marco de la
presente memoria. Dicha diferenciacion se lleva a cabo, en funcién de si es permitida, o
no, la cooperacion entre los agentes del juego. Los resultados que obtendremos en este
trabajo tienden un puente entre ambos tipos de juegos.

En esta memoria tratamos en primer lugar con juegos cooperativos en los cuales,
posiblemente los jugadores tengan diferentes niveles de cooperacién o diferente
disponibilidad para la cooperacion o diferente habilidad de regateo o que pueden hacer
esfuerzos diferentes en cooperar. Es decir, para nosotros, en los juegos cooperativos
los jugadores no tendran necesariamente voluntad total de cooperaciéon sino que su
interés en ella esta matizado a través de un valor en el intervalo [0, 1]. El valor 1 estara
asociado a un jugador con interés total en la cooperacion (un jugador tipo en los juegos
cooperativos clasicos) y, en el otro lado del espectro, el valor 0 representard una capa-
cidad nula de cooperaciéon. Valores intermedios modulan el interés en la cooperacion.
Entonces, proponemos modificar el juego cooperativo original para tener en cuenta las
habilidades cooperativas de los jugadores. Supondremos que, como consecuencia de los
diferentes niveles de cooperacion, cada coalicion con dos o mas jugadores retiene solo
una proporciéon de su dividendo. Nuestra propuesta, convenientemente motivada, es que
esta proporciéon es el minimo de las habilidades de cooperacion de sus miembros. Por
supuesto, para coaliciones individuales el dividendo no debe verse alterado puesto que



cada jugador siempre estard de acuerdo consigo mismo. Entonces, proponemos como
soluciéon puntual para estas situaciones el valor de Shapley del juego modificado. Esta
regla de reparto, -un nuevo tipo de valor de Shapley ponderado- es ineficiente, lo que se
justifica por la cooperacion imperfecta. La regla de asignacion definida satisface algunas
propiedades interesantes. En particular, para juegos superaditivos, incrementando el
peso de un jugador, no decrece su valor. Ademaés, se obtienen diferentes caracterizacio-
nes para esta regla, paralelas a las méas prominentes en la literatura del valor de Shapley.

Otro de los objetivos de esta memoria es extender el valor de Myerson a situaciones
en las cuales los jugadores tienen sus posibilidades de cooperaciéon restringidas por
un grafo y, ademaés, diferentes habilidades de regateo, diferente poder de negociacion,
diferentes niveles de cooperaciéon o desean llevar a cabo diferentes esfuerzos en la
cooperacion. La solucién propuesta extenderd el valor de Myerson y, por tanto, el
valor de Shapley. Como en el caso de los juegos cooperativos sin restricciones en la
comunicacion modelamos la habilidad de regateo o el nivel de cooperacion de cada
jugador a través de un peso en el intervalo [0,1]. Siguiendo los pasos de Myerson,
modificamos el juego cooperativo original a un nuevo juego el cual es, a su vez, una
modificacion del juego restringido al grafo de Myerson. Asumiremos que la eventual
imperfeccion de la cooperacion de los jugadores implica que estos no pueden obtener
todo su dividendo en el juego de Myerson. Entonces proponemos descontar los
dividendos de las coaliciones no unitarias multiplicAindolos por un factor que depende
de los pesos de los jugadores en la coalicién, de hecho, el minimo de tales pesos.
Naturalmente, los dividendos de las coaliciones unitarias no se ven afectados dado que
cada jugador esta dispuesto a cooperar consigo mismo. Entonces, el grafo establece
posibles canales de comunicacion, y los pesos modulan el deseo de los jugadores en
utilizar los canales abiertos. Proponemos como solucién para estas situaciones el valor
de Shapley del juego modificado, lo que supone una generalizacion del valor de Myerson.

El valor obtenido satisface algunas de las propiedades clasicas del valor de Myerson
(equidad y contribuciones equilibradas) asi como monotonia en las habilidades de
negociacion y también contribuciones equilibradas en las capacidades de regateo
(el dafio causado por un jugador a otro, al anular éste su poder de negociacion, es
simétrico). Sin embargo, una consecuencia natural de descontar el dividendo es la
pérdida de eficiencia, que es consistente con la cooperacion imperfecta de los jugadores.
Entonces, el valor definido no satisface la clasica eficiencia en componentes conexas
de Myerson, sino que debe ser reformulada como eficiencia en componentes conexas
de negociacion. Finalmente, caracterizamos el valor definido de manera paralela al
valor de Myerson: usando eficiencia en componentes conexas de negociacion y equidad,
propiedad que puede ser remplazada por contribuciones equilibradas o contribucio-
nes equilibradas en habilidades de negociacion para obtener diferentes caracterizaciones.



Abstract

Monotonous values for games with imperfect cooperation

In last decades, game theory has become increasingly popular. Its usefulness in
the analysis of strategic decision making have provided it a great success, so many
researchers have focused their attention on this versatile tool. In the field of analysis of
strategic decision making, the variety of scenarios constantly grows. Hence, scientists
have realized the need for a formal and systematic modeling of strategic interactions. In
last times, this area of mathematics and economics has received a great deal of support
from the academic world. For example, many game theory experts have received the
Nobel Price.

In the field of game theory, two categories can be clearly differentiated. Both
depend on the nature of the problem addressed. One of these categories is about non-
cooperative games. On the other hand, we contemplate the case of cooperative games,
which is the framework of this report. This classification is carried out depending on
whether cooperation between the agents of the game is allowed or not.

The first approach of this report is about TU games. In this type of problems, we
will assume that players may have several levels of cooperation or different availability
for cooperation. Then, we work under the assumption that, in the field of TU games,
players do not have to have a total willingness to cooperate. Indeed, their interest
cooperation is measured or quantified by means of a value in the range [0,1]. The
highest value, 1, is associated with a player who is absolutely interested in cooperation
(a typical player in classic TU games). On the contrary, the 0 value represents a
null capacity for cooperation. Any intermediate value modulates the interest in
cooperation. Then, we propose a modification of the original TU game, in order to
take into account the cooperative skills of each player. We assume that, as a result
of different levels of cooperation, each coalition with two or more players retains only
a proportion of their dividend. In our proposal, this proportion is suggested to be
the minimum of the cooperation skills of its members. Needless to say, the dividend
should not be altered for individual coalitions, since each player always agrees with
himself. So, we propose as a point-solution for these situations the Shapley value of
the modified game. This distribution rule -a new type of weighted Shapley value- is
inefficient. It is justified by imperfect cooperation. The defined assignment rule satisfies



some interesting properties. Particularly, for superaditive games, increasing the weight
of a player his value is not reduced. Furthermore, we introduce several characteri-
zations of this rule, that are parallel to the most prominent in Shapley’s value literature.

Another important objective of this report is to extend the Myerson value to
situations in which players have their cooperation possibilities restricted by a graph,
apart from different bargaining skills, different bargaining power, different levels of
cooperation or maybe they want to make different efforts in cooperation. The proposed
solution will extend the value of Myerson and the value of Shapley. As in the case of
TU-games without restrictions on communication, we model the bargaining ability
or the level of cooperation of each player by means of a value in the interval [0, 1].
According to the process proposed by Myerson, we modify the original TU game. This
new game is a modification of the graph-restricted game of Myerson. We assume that
the eventual imperfections of the players’ cooperation imply that they cannot obtain
their full dividend in the Myerson game. Then, we propose to obtain the dividends
from non-unit coalitions, by multiplying them by a factor that depends on the weights
of the players in the coalition. Particularly, we propose the use of the minimum of such
weights. Naturally, each singleton coalition dividend is not affected, since each player is
willing to cooperate with himself. Then, the graph establishes possible communication
channels, and the weights modulate the desire of the players to use the open channels.
We propose as a solution for these situations the Shapley value of the modified game.

The value obtained satisfies some of the classic properties of the Myerson value
(fairness and balanced contributions), as well as monotony in the negotiation skills
and also balanced contributions in the bargaining abilities (the damage caused by
one player to another, when he annuls his bargaining power, is symmetric). However,
as a natural consequence of discounting the dividend, there is a loss of efficiency,
which is consistent with the imperfect cooperation of the players. Thus, the defined
value does not satisfy the classic efficiency in connected components of the Myerson
value. Then, it has to be reformulated as efficiency in bargaining connected components.

Finally, we characterize this value as it was done with Myerson value. We use the
efficiency in related negotiation components and equity. This property can be replaced
by balanced contributions or balanced contributions in negotiation abilities to obtain
different characterizations.
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Capitulo 1

Introduccion

En algin lugar, alguna cosa increible aguarda
a ser descubierta.

Carl Sagan

Etimologicamente la palabra juego procede del latin “ocus’, cuyo significado es
broma, chanza, gracia o chiste. En su origen esta palabra hacia referencia a una acti-
vidad inherente al ser humano y podemos encontrar términos con similar significado
en cualquiera de los idiomas y culturas de la humanidad. La definicion académica
(RAE) afirma que un juego es una "actividad recreativa fisica o mental en la que
compiten dos o mds personas sometiéndose a unas reglas”. Por tanto hace referencia
a un divertimento pero, por otro lado, también a aquellas actividades en las que los
participantes estan sometidos a reglas que se deben cumplir. En los juegos cada jugador
intenta conseguir el mejor resultado posible (maximizar su utilidad), pero asumiendo
que el resultado del juego depende no sblo de sus acciones, sino también de como actte
el resto de los jugadores.

La Teoria de Juegos es una disciplina de las matematicas aplicadas y de la economia
que se ocupa del andlisis riguroso y sistematico de los juegos, entendiendo por juego,
como se ha descrito anteriormente, toda situacion en la que los participantes deben
tomar decisiones que optimicen sus ganancias, respetando las reglas establecidas, y asu-
miendo que el resto de los jugadores también condiciona el resultado con sus decisiones.
Asi pues, la Teoria de Juegos bien podria llamarse la teoria de las decisiones interac-
tivas. Multiples situaciones de interés para la economia y para otras ciencias (como
sociologia o ciencia politica) comparten este esquema de toma de decisiones interactivas.

El campo de estudio de la Teoria de Juegos es muy general, no es preciso que haya
entretenimiento, pero si interaccion. Las aplicaciones mejor estudiadas de la Teoria de
Juegos suponen que los jugadores son agentes (personas, empresas, gobiernos, etc.)
racionales, es decir, tienen capacidad de razonamiento y de calculo para identificar las
acciones y estrategias que les conduzcan a los resultados mas deseables, y actuaridn



CAPITULO 1. INTRODUCCION 2

siempre tratando de maximizar su utilidad.

Esta rama de las matematicas naci6 a mediados del siglo pasado cuando Von
Neumann y Morgenstern publicaron su célebre Game Theory and Economic Behaviour
en 1944, aunque hay trabajos anteriores como los de los mateméticos Zermelo (1913),
Borel (1921) y el de Von Neumann (1928), en los que se anticipa parte de la base
de la Teoria de Juegos. Von Neumann y Morgenstern desarrollaron los pilares de lo
que actualmente se conoce como Teoria de Juegos clasica, ofreciendo una solucion
a los juegos bipersonales de suma cero. En ellos los participantes o jugadores se
encuentran en una situacién de conflicto absoluto, dado que la ganancia o pérdida
de un participante se equilibra con exactitud con las pérdidas o ganancias del resto
de jugadores. También establecieron la base para el analisis de juegos con mas de
dos jugadores. Posteriormente, llegada la década de los anos 50, el mateméatico Nash
defini6é el equilibrio que lleva su nombre y su famoso esquema de regateo. También
Shapley (1953) introdujo su célebre valor. Ademads, estos conceptos sirven para un
abanico mas amplio de juegos, no solo para aquellos que son modelizados como un
conflicto puro. Ya en los afios 70 investigadores como Harsanyi (en los juegos con
informacién incompleta), Selten (en los juegos dindmicos) o Myerson (en los juegos
con restricciones en la comunicacion) introdujeron conceptos de suma importancia que
fructificaron en el andlisis de la economia u otras disciplinas.

En los ultimos tiempos, esta area de las matematicas y de la economia ha recibido un
gran respaldo por parte del mundo académico, al recibir el Premio Nobel de Economia
numerosos investigadores en Teoria de Juegos. En 1994 la Real Academia Sueca de las
Ciencias otorg6 el premio Nobel de Economia a John Nash, John Harsanyi y Reinhard
Selten por su papel pionero en el analisis de los equilibrios en el marco la Teoria de
Juegos. Hubo que esperar una década para que se volviese a otorgar el Premio Nobel
de Economia a dos investigadores en esta disciplina: Robert J. Aumann y Thomas
C. Schelling. El comunicado oficial establece como méritos para el galardon “haber
aumentado nuestra comprension del conflicto y la cooperacion a través del andlisis de la
Teoria de Juegos”. Més concretamente, dichos autores aplicaron la Teoria de Juegos al
analisis de estrategias en situaciones de conflicto y las ventajas de la cooperacion frente
a la confrontacion en relaciones a largo plazo. La Teoria de Juegos se ha convertido en
materia tan imprescindible en el analisis econémico que no se considera ya como algo
separado de otras forma de estudio, sino que es una herramienta de uso cotidiano para
muchos economistas. Existen otras aportaciones galardonadas con el Premio Nobel de
Economia apoyadas fuertemente en la Teoria de Juegos. En el periodo de 1994 a 2005
diferentes investigadores recibieron el premio Nobel por contribuciones vinculadas con
el enfoque de la Teoria de Juegos. Este es el caso de William Vickrey, a quien se le
concedid, junto con James Mirrlees, el Premio en 1996 por sus trabajos sobre la teoria
econdmica de los incentivos bajo informacion asimétrica. Lo mismo puede decirse de
Joseph Stiglitz, George Akerlof y Michael Spence, que fueron galardonados en 2001
por sus anélisis de los mercados con informaciéon asimétrica. Roger Myerson trabajo
refinando la teoria del diseno de los mecanismos que desempena un papel clave en
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las relaciones politicas y econémicas y que habia sido formulada a partir de 1960 por
Leonid Hurwicz. Junto a éste y Eric Maskin, obtuvo el galardon en 2007. Por tltimo,
mencionamos al principal referente de la presente memoria (junto con Myerson), Lloyd
Shapley, quien ha sido considerado por muchos expertos como la personificacién misma
de la Teorfa de Juegos. Junto a Alvin E. Roth, fue laureado con el Premio del Banco
de Suecia en Ciencias Fconoémicas en memoria de Alfred Nobel en 2012.

El éxito durante los ultimos 70 anos y el interés que despierta la Teoria de Juegos
es algo que, visto con perspectiva, parece deberse a su versatilidad y utilidad en el
analisis de la toma de decisiones estratégicas. Como explica Rakesh Vohra, profesor de
Economia en la Universidad de Pensilvania y alto miembro de la Sociedad de la teoria
de los juegos: "La principal razon de su éxito fue la variedad de escenarios en los que
la gente empezo a darse cuenta de que tenia que pensar formal y sistemdticamente
sobre las interacciones estratégicas”.

Existen dos categorias claramente diferenciadas en la Teorfa de Juegos que nacen
de la naturaleza del juego que se estudie. Se encuentra, por un lado, la de los juegos
no cooperativos, que son aquellos en los que hay una descripciéon exhaustiva del
entorno estratégico (conjunto de acciones, orden y consecuencias de las mismas) y
en los que no se permite ni comunicacién, ni negociacién ni acuerdos vinculantes
entre los agentes. Por otro lado se encuentran los juegos cooperativos (el trabajo y
desarrollo llevado a cabo en esta memoria se centra en el estudio de este segundo tipo
de juegos), en los que se reduce notablemente la informacion estratégica de los dife-
rentes jugadores, centrandonos tnicamente en los pagos (representados por un nimero
real) que cada coalicion puede asegurarse si los miembros de la misma aceptan cooperar.

Un juego cooperativo de utilidad transferible describe una situacion en la cual los
actores o jugadores pueden obtener cierto pago o beneficio transferible por medio
de la cooperacion. Mateméticamente un juego cooperativo consiste en un conjunto
de jugadores y una funcidén caracteristica que asigna a cada subconjunto de ellos
(coalicion) un numero real que representa la ganancia o valor alcanzable por ellos si
deciden cooperar.

El desarrollo de la teoria de los juegos cooperativos, desde su introduccién por Von
Neumann y Morgenstern (1944), ha sido profundo, estando con frecuencia centrado
en analizar conceptos de soluciéon, es decir, formas de repartir las ganancias en el
juego entre los diferentes actores. Sin entrar a exponer la gran cantidad de resultados
obtenidos en esta linea, si vamos a citar el que posiblemente es el concepto de solucion
més prominente, el valor de Shapley, por su importancia, como se ha dicho, y porque
estd relacionado estrechamente con esta memoria. Shapley introdujo en 1953 una
regla de asignacion para los jugadores en un juego cooperativo que estd ampliamente
aceptada. Bajo este reparto cada jugador recibe una combinacién lineal convexa de
sus contribuciones marginales, es decir, del superavit que genera en las diferentes
coaliciones cuando se incorpora a ellas. Shapley (1953) ademés caracterizé su reparto
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mediante axiomas atractivos que Shubik (1962) popularizo como linealidad, simetria,
jugador nulo y eficiencia. Desde este punto de partida, la importancia y aplicabilidad
del valor siempre ha aumentado, en parte debido a multiples enfoques, desde diferentes
angulos, para obtener caracterizaciones que nos permiten comprender el valor en mayor
profundidad. Varias de estas caracterizaciones axiométicas (en el conjunto de todos los
juegos cooperativos) aparecen, por ejemplo, en Shubik (1962), Myerson (1980), Young
(1985; 1994), Hart y Mas-Colell (1989), Chun (1989), Feltkamp (1995), Hamiache
(2001), van den Brink (2001), Kongo, Funaki y Tijs (2007) o Manuel, Gonzalez-
Arangiiena y van den Brink (2013). Dubey (1975) lo caracterizé en la importante clase
de los juegos simples, Neyman (1989) en la clase generada por un solo juego; Algaba,
Bilbao, van den Brink y Jiménez-Losada (2003) sobre la clase de juegos cooperativos
definidos en antimatroides, Grabish y Lange (2007) sobre juegos de multi-eleccion y
Khmelnitskaya y Yanovskaya (2007) en juegos con estructura de coalicion. Albizuri
(2010) adapta la caracterizacion axiomatica del valor de Myerson para definir una
extension del valor de Shapley a juegos cooperativos con externalidades. Winter (2002)
proporciona un estudié notable sobre el valor de Shapley, que se centra en aspectos
técnicos, como la axiomatizacion. Moretti y Patrone (2008) presentan una excelente
coleccion de aplicaciones. Una coleccion de recientes resultados tanto teodricos como
aplicados estan recogidos en el Handbook of the Shapley Value publicado por Algaba,
Fragnelli y Sanchez-Soriano (2019). Owen (1972) introdujo las extensiones multilineales
de los juegos cooperativos para simplificar el calculo del valor de Shapley. Con este
mismo proposito Castro, Gomez y Tejada (2009) desarrollaron un método polinémico
para estimar el valor de Shapley basado en muestreo estadistico.

Las aplicaciones del valor de Shapley, como se mencionaba anteriormente, no han
parado de crecer desde su origen. Y, el abanico teméatico que engloban es muy extenso
y variado. Algunas de las mas actuales en el marco de las mateméticas aplicadas
y la economia se pueden encontrar en, por ejemplo, Hajibagheri, Alvari, Hamzeh y
Hashemi (2012), Muros, Maestre, Algaba, Alamo y Camacho (2014), Gallardo, Jiménez
y Jiménez-Losada (2016), Song, Seol y Park (2016), Ordofnez y Jiménez-Losada (2017)
o Bilbao, Jiménez-Losada y Ordonez (2019). Las aplicaciones de la Teoria de Juegos
y, mas especificamente, del valor de Shapley, atafien a un amplio espectro temaético y
no solo, al marco matematico-econémico propio de la investigacion operativa. Algunas
de estas otras aplicaciones se pueden encontrar en temas como la epidemiologia, en
estudios como los de Cox (1985), Land y Gefeller (1997; 2000), Gefeller, Land y Eide
(1998) y Kargin (2005). Otros temas en los que se pueden encontrar aplicaciones del
valor de Shapley son entre otros, la biologia molecular, la genética y la biodiversidad.
Algunos de los trabajos que conciernen a estos temas son, por ejemplo, los de Weitzman
(1998), Keinan, Sandbank, Hilgetag, Meilijson y Ruppin (2004), Kaufman, Kupiec y
Ruppin (2004), Kaufman, Keiman, Meilijson, Kupiec y Ruppin (2004), Hartmann y
Steel (2006), Moretti, Patrone y Bonassi (2007) y Haake, Kashiwada y Su (2008). Las
aplicaciones del valor de Shapley, como se mencionaba anteriormente, no ha parado de
crecer, surgiendo constantemente nuevos temas en los que ser utilizado. Uno de estos
temas mas recientes es, por ejemplo, los juegos de atribucién en el entorno de paginas
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web, abordado en trabajos mas recientes como los de Zhao, Mahboobi y Bagheri
(2018), Singal, Besbes, Desir, Goyal y Iyengar (2019), Du, Zhong, Nair, Cui y Shou
(2019) y Molina, Tejada y Weiss (2020), entre otros.

En sus inicios la Teoria de Juegos cooperativos asumi6 la ausencia de diferenciacion
en los jugadores. Todos los jugadores eran tratados como idénticos salvo por la infor-
macion que aporta la funcion caracteristica de un juego cooperativo acerca de lo que
cada coalicion de jugadores puede ganar o debe pagar (segin sea un juego de beneficios
o costes, respectivamente). Sin embargo, en muchas aplicaciones la suposicion de que,
con excepcion de los parametros del juego, los jugadores son completamente simétricos,
parece poco realista. Asi, el uso de generalizaciones no simétricas del valor de Shapley
fue propuesto para tales casos.

El primer autor que trata de analizar este nuevo enfoque en el que los jugadores
pueden presentar diferencias entre ellos por su naturaleza como individuos o por
su participacion en el juego fue Shapley, quien ya en su tesis doctoral estudi6 la
regla que hoy conocemos como el valor de Shapley ponderado (1953a). Asumié que
cada jugador en un juego cooperativo tiene un peso dado por un ntimero real que
representa su habilidad de regateo o negociaciéon en el juego. Propuso repartir los
dividendos de las coaliciones (Harsanyi, 1959) de manera proporcional a los pesos,
a las habilidades de negociacion. Owen (1968) hizo ver que la interpretacion de los
pesos como habilidades de regateo era incompatible con el hecho de que el valor
ponderado de un jugador en un juego cooperativo superaditivo (juego que incentiva la
cooperacion) pudiera reducirse al aumentar su habilidad de cooperacion. Owen (1968)
sugiri6 una interpretacion alternativa para los pesos de Shapley, afirmando que debian
ser considerados méas bien como una medida de la parsimonia en la toma de decisiones .

Posteriormente otros autores llevaron a cabo axiomatizaciones de los valores no simé-
tricos, destacando las realizadas por Kalai y Samet (1987) que extendieron el modelo
de Shapley definiendo un sistema de pesos sobre los jugadores. También caracterizaron
axiomaticamente dos familias de soluciones relacionadas, una de ellas adecuada para
problemas de reparto de ingresos simétricos, y la otra para problemas de asignacion
de costes. Con cada sistema de pesos, estos autores asociaron una distribuciéon de
probabilidad que les permite caracterizar estas dos familias de soluciones mediante un
enfoque probabilistico del tiempo de llegada a la coalicion.

Haeringer (2006) introdujo un nuevo sistema de pesos para el valor de Shapley, en
el cual, los pesos pueden ser interpretados como una medida de poder de negociacion.
Como en Shapley (1953a) la solucién propuesta se obtiene extendiendo por lineali-
dad la correspondiente a los juegos de unanimidad (familia de juegos cuya funcion
caracteristica atribuye una unidad de beneficio si existe consenso en una determinada

1"t is the purpose of this note to suggest that these weights can better be thought of as coefficients
of slowness to reach a decision." Owen (1968), pag. 1.
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coalicion). Sin embargo, en la propuesta de Haeringer, estos beneficios dependen del
signo de los dividendos de las coaliciones. Haeringer (2006) también caracterizd su
concepto de solucion.

En todas estas caracterizaciones mencionadas el axioma de simetria (jugadores con
iguales contribuciones marginales a todas las coaliciones que no los contienen deben
recibir lo mismo) es debilitado consistentemente con este marco en el que los jugadores
pueden presentar diferencias entre ellos. Sin embargo, el axioma de eficiencia siempre
es respetado.

En esta memoria tratamos de tender un puente entre los juegos cooperativos y los
no cooperativos. De manera similar a Shapley (1953) vamos a asignar un peso a cada
jugador que interpretamos como su deseo, habilidad o interés en la cooperacion en
el juego. Esta idea también aparece en los juegos difusos de Aubin (1981) y para los
juegos cero-normalizados con estructuras de comunicaciéon difusas con todos los arcos,
Jiménez-Losada, Fernandez, Ordonez y Grabisch (2010) y Jiménez-Losada, Fernandez
y Ordonez (2013). Es decir, para nosotros, en los juegos cooperativos los jugadores no
tendran necesariamente voluntad total de cooperaciéon sino que su interés en ella esta
matizado a través de un valor en el intervalo [0, 1]. El valor 1 estara asociado a un
jugador con interés total en la cooperacion (un jugador tipo en los juegos cooperativos
clasicos) y en el otro lado del espectro, el valor 0 representara una capacidad nula
de cooperacion. Valores intermedios modulan el interés en la cooperacion. Entonces
proponemos modificar el juego cooperativo original para tener en cuenta las habilidades
cooperativas de los jugadores. Supondremos que, como consecuencia de los diferentes
niveles de cooperaciéon, cada coalicion con dos o mas jugadores retiene solo una
proporcion de su dividendo. Nuestra propuesta es que esta proporcion es el minimo
de las habilidades de cooperacién de sus miembros. Por supuesto, para coaliciones
individuales el dividendo no debe verse alterado puesto que cada jugador siempre
estard de acuerdo consigo mismo.

Para justificar nuestra eleccion del factor de descuento, consideremos, por ejemplo,
una situacion en la que los dos jugadores envueltos pueden generar un beneficio
unitario a través de la cooperacion. Si la habilidad de regateo (o el esfuerzo en la
cooperacion) de uno de ellos es menor que la del otro parece natural considerar el
minimo esfuerzo como el resultante y asumir que éste es el beneficio conjunto. Se
dice que dos no rinen si uno no quiere y no es menos cierto que dos no cooperan
si uno no quiere. De esta manera, si alguno de los jugadores de una coalicion tie-
ne habilidad de regateo diferente de 1, parte del dividendo de dicha coaliciéon se perdera.

Si dos personas que han heredado un bien no se ponen de acuerdo verosimilmente
perderan ingresos, por ejemplo, pagando abogados, y no parece que se pueda alcanzar
mayor nivel de cooperacion que el correspondiente al menos comprometido. Si una
pareja desea establecer una relacion, el maximo nivel de intimidad que pueden obtener
serd el correspondiente al que menos invierta en la relaciéon. Como consecuencia, si
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todos los jugadores cooperan completamente el juego modificado coincide con el juego
original. En el otro extremo, si la habilidad cooperativa de todos los jugadores es nula,
el juego original se transformari en un juego inesencial. En éste sentido se ha dicho
que tratamos de tender un puente entre los juegos cooperativos y los no cooperativos.

La modificacion del juego original para tener en cuenta informacién adicional tiene
larga tradicion en la teoria de los juegos cooperativos. Puede ser encontrada en Borm,
Owen y Tijs (1992), Gilles, Owen y van den Brink (1992), Bilbao y Edelman (2000),
Bergantifios y Sanchez (2001), Jackson (2005), Jiménez-Losada et al. (2010), del
Pozo, Manuel, Gonzalez-Arangiiena y Owen (2011), Jiménez-Losada et al. (2013),
van den Brink, Gonzalez-Arangiiena, Manuel y del Pozo (2014), Khmelnitskaya,
Selguk y Talman (2016), Zou, Zhang, Borkotokey y Yu (2017) y Gallardo, Jiménez y
Jiménez-Losada (2018), por citar solo a unos pocos. En muchas de estas publicaciones

las reglas de asignacion definidas coinciden con el valor de Shapley del juego modificado.

Nosotros también proponemos como regla de reparto para juegos cooperativos
con jugadores que tienen diferentes habilidades cooperativas el valor de Shapley del
juego modificado. El valor obtenido satisface monotonia en los pesos para juegos
superaditivos y admite varias caracterizaciones paralelas a las mas prominentes en la
literatura de la Teoria de Juegos para el valor de Shapley: Shapley (1953b), Myerson
(1980), Young (1985) y Hart y Mas-Colell (1989). También se pueden adaptar a
este marco las extensiones multilineales de Owen (1972). Ademés, para un juego
cero-normalizado con jugadores con diferentes habilidades de cooperacion, el valor
obtenido coincide con el valor Choquet-Shapley de la extension de Choquet del juego,
introducida por Tsurumi, Tanino y Inuiguchi (2001). También (en el mismo caso)
coincide con el valor de Myerson cg-difuso para una estructura de comunicacion difusa
con todos los arcos Jiménez-Losada et al. (2013).

Ademaés, desde esta perspectiva, abordaremos lo que para nosotros es una con-
secuencia de la cooperacion imperfecta: la ineficiencia. Si, como se ha dicho, en
todos los modelos existentes con pesos para los jugadores los repartos procuran
mantener la eficiencia, en nuestra propuesta asumiremos que la imperfecciéon en la
cooperacion conlleva, en general, la pérdida de una parte del valor de la coalicion global.

Los juegos cooperativos, como ya se ha mencionado, y como su propio nombre
indica, surgieron para modelar aquellas situaciones en la que la cooperacién conjunta
de los jugadores es posible. En un primer lugar esta categoria de la Teoria de Juegos
permitia la cooperacion de cualquier conjunto de jugadores, lo cual, no siempre se
ajusta a la realidad, dado que la coalicién entre dos o mas jugadores en un juego puede
no ser factible por motivos de afinidad, simpatia, cercania o cualquier otra razén que
imposibilite la cooperacion entre miembros de un juego. La introduccién de pesos en
los jugadores puede verse como un limitante en sus posibilidades de cooperacion de
estos pero, en la teoria, se han desarrollado otras formas de introducir restricciones en
la cooperacion de los jugadores.
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El trabajo pionero que afronté la modelizacion de situaciones con restricciones en la
cooperacion fue el de Aumann y Dreze (1974) que analizaron los juegos cooperativos
con estructura de coaliciones. En este modelo no se permite la cooperacion libre entre
cualquier subgrupo de jugadores, sino que existe una particién o estructura, dada a
priori, que restringe las posibles coaliciones dentro del universo de los jugadores.

Myerson (1977; 1980) propuso un nuevo modelo, el de los juegos con cooperacion
restringida por un grafo. Al juego coalicional se le anade, entonces, un grafo de
comunicaciones factibles en el que los jugadores se identifican con los nodos del grafo
y las aristas con las diferentes posibilidades de comunicacion directa y simétrica entre
aquellos jugadores en los que inciden. Este nuevo modelo solo permite coaliciones de
jugadores que sean conexas en el grafo.

El modelo creado por Myerson ha despertado mucha atencién, siendo objeto de
miultiples anélisis y generalizaciones. Winter (1992) sefiald que el valor de Myerson
admite una funcion potencial, siguiendo el enfoque sugerido por Hart y Mas-Colell
(1989) para el valor de Shapley, Van den Nouweland, Borm, y Tijs (1992) extendieron
el valor de Myerson a los casos en los que las posibilidades de comunicacion de los
jugadores estan modeladas por un hipergrafo. Jackson y Wolinsky (1996) introdujeron
la regla de poder de negociacion igualitaria, una extension del valor de Myerson para
los juegos en una red. Algaba, Bilbao, Borm y Lopez (2001) caracterizaron el valor
de Myerson para uniones estables. Calvo, Lasaga y van den Nouweland (1999) lo
extienden al caso de los juegos con grafos probabilisticos, en los que cada par de nodos
tiene una probabilidad dada de comunicacion directa, siendo estas probabilidades
independientes. Gomez, Gonzélez-Arangiiena, Manuel y Owen (2008) consideran un
entorno mas general, en el que se proporciona una distribuciéon de probabilidad sobre
el conjunto de todos los grafos posibles. Casajus (2009) introdujo el valor x del grafo,
una extension sensible a las opciones externas del valor de Myerson. Béal, Remila y
Solal (2010) estudian juegos cooperativos con un arbol en el conjunto de jugadores que
representa las posibles limitaciones en la cooperacion e introducen extensiones de la
solucion promedio de arbol-enraizado (average rooted-tree), desarrollada por primera
vez en Herings, van der Laan y Talman (2008). Gonzéalez-Arangiiena, Manuel y del
Pozo (2015) obtienen otra extension del valor de Myerson para el caso de los juegos
restringidos a grafos con arcos ponderados. Gomez, Gonzalez-Arangiiena, Manuel,
Owen, del Pozo y Tejada (2003) propusieron utilizar el valor de Myerson como medida
de centralidad para los actores en una red social. Jiménez-Losada et al. (2013) utilizan
el valor de Myerson como medida de solucién para las situaciones de comunicaciéon con
estructuras difusas. Los estudios y las aplicaciones del valor de Myerson no paran de
crecer. Algunos de los trabajos més recientes son, por ejemplo, Manuel, Ortega y del
Pozo (2020) donde se estudia el marginalismo del valor de Myerson, Li y Shan (2020)
que desarrollan un valor de Myerson para juegos restringidos a grafos dirigidos.

Otro de los objetivos de esta memoria es extender el valor de Myerson a situaciones
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en las cuales los jugadores tienen sus posibilidades de cooperacion restringidas por
un grafo y ademés, diferentes habilidades de regateo, diferente poder de negociacion,
diferentes niveles de cooperaciéon o desean llevar a cabo diferentes esfuerzos en la
cooperacion. La solucion propuesta extenderd el valor de Myerson y el valor de Sha-
pley. Como en el caso de los juegos cooperativos sin restricciones en la comunicacion
modelamos la habilidad de regateo o el nivel de cooperaciéon de cada jugador a través
de un peso en el intervalo [0,1]. Siguiendo los pasos de Myerson, modificamos el
juego cooperativo original a un nuevo juego el cual es, a su vez, una modificacion del
juego restringido al grafo de Myerson. Asumiremos que la eventual imperfeccion de la
cooperacion de los jugadores implica que estos no pueden obtener todo su dividendo en
el juego de Myerson. Entonces proponemos descontar los dividendos de las coaliciones
no unitarias multiplicAndolos por un factor que depende de los pesos de los jugadores
en la coalicion, de hecho, el minimo de tales pesos. Naturalmente, los dividendos de
las coaliciones unitarias no se ven afectados dado que cada jugador esta dispuesto a
cooperar consigo mismo. De esta manera, si alguno de los jugadores de una coaliciéon
tiene habilidad de regateo diferente de 1, parte del dividendo de dicha coalicion (en el
juego restringido al grafo) se perdera. Resumiendo, los dividendos de las coaliciones
no conectadas son nulos (como consecuencia de la definicion de Myerson del juego
restringido al grafo) pero, ademés, para las coaliciones conexas el dividendo sufre un
descuento como consecuencia de las habilidades de negociacién. Si al menos uno de
ellos tiene peso nulo, el dividendo también desaparece. Entonces, el grafo establece
posibles canales de comunicacion, y los pesos modulan el deseo de los jugadores en
utilizar los canales abiertos.

Como se ha dicho, la modificacion del juego original para incluir informacién
adicional y el uso del valor de Shapley para el juego modificado es una forma estandar
de trabajo en los juegos cooperativos con algin tipo de restricciéon. Consecuentemente,
nuestra propuesta como regla de reparto para juegos cooperativos con restricciones
en la comunicaciéon dadas por un grafo y con jugadores con diferentes habilidades de
cooperacion seré el valor de Shapley del juego modificado. El valor obtenido satisface
algunas de las propiedades clasicas del valor de Myerson (equidad y contribuciones
equilibradas) asi como monotonia en las habilidades de negociacion y también
contribuciones equilibradas en las capacidades de regateo (el dano causado por un
jugador a otro, al anular éste su poder de negociacién, es simétrico). Sin embargo,
una consecuencia natural de descontar el dividendo es la pérdida de eficiencia, que es
consistente con la cooperacion imperfecta de los jugadores. Entonces, el valor definido
no satisface la clasica eficiencia en componentes conexas de Myerson, sino que ésta
debe ser sustituida por eficiencia en componentes conexas de negociacion.

Finalmente, caracterizamos el valor definido de manera paralela al valor de Myerson:
usando eficiencia en componentes conexas de negociacion y equidad, propiedad que
puede ser remplazada por contribuciones equilibradas o contribuciones equilibradas en
habilidades de negociacion, obteniendo asi diferentes caracterizaciones.
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Los resultados incluidos en esta memoria relativos a los juegos y situaciones de co-
municaciéon con jugadores que tienen diferentes habilidades de cooperacion, asi como la
propuesta de solucién puntual en ambos casos, han dado lugar a las publicaciones:

» Manuel, C. and Martin, D. (2020). A Monotonic Weighted Shapley Value. Group
Decision and Negotiation, 29, 627-654.

» Manuel, C. and Martin, D. (2021a). A Value for Communication Situations with
Players Having Different Bargaining Abilities. Annals of Operations Research,
301, 161-182.

La organizacion de la presente memoria es la siguiente: después de este apartado
introductorio y motivacional, aparece un capitulo de preliminares donde se definen
formalmente los prerrequisitos necesarios para la introducciéon de los resultados
posteriores. A continuacion, en el capitulo 3, se definen los nuevos juegos donde los
jugadores pueden tener diferentes habilidades de negociacion, asi como una soluciéon
puntual para estos nuevos juegos. Posteriormente, en el capitulo 4, se analiza con
detenimiento la propiedad de monotonia que subyace en la motivaciéon del desarrollo
de la presente memoria. En los capitulos 5 y 6 se obtienen respectivamente, diversas
caracterizaciones y una generalizacion de las extensiones multilineales de Owen (1972)
para el valor definido en el capitulo 3. En el capitulo 7 se introducen las situaciones
de comunicacion con jugadores que tienen diferentes habilidades cooperativas para,
en el capitulo 8, introducir una generalizacion del valor de Myerson para este tipo
de situaciones que caracterizamos en el capitulo 9. Por tdltimo, esta memoria cuenta
con un capitulo donde se plantean futuras lineas de investigaciéon que pueden ser
desarrolladas a partir de los resultados aqui obtenidos.




Capitulo 2

Preliminares

Dadme un punto de apoyo y moveré el mundo.

Arquimedes de Siracusa

En este capitulo se exponen aquellos conceptos, ideas y resultados que constituyen los
cimientos a partir de los cuales se construye el presente trabajo: los juegos n-personales
cooperativos en forma de funcién caracteristica, los grafos y las situaciones de comu-
nicacion (juegos cooperativos con comunicacion restringida por un grafo o red social).
También se incluyen las reglas de reparto para juegos cooperativos -el valor de Shapley-
y para situaciones de comunicacion -el valor de Myerson- que se utilizaran en esta me-
moria. Finalmente se presentan los juegos cooperativos ponderados y su relaciéon con
los juegos difusos.

2.1. Juegos cooperativos n-personales

A continuacion se define formalmente un juego cooperativo n-personal en forma de
funcion caracteristica.

Definicién 2.1.1 Un juego cooperativo n-personal con utilidad transferible es un par
(N,v). N=A{1,...,n} es el conjunto de jugadores y v, la funcidn caracteristica, es una
aplicacion real definida sobre 2V que satisface v() = 0.

Cada subconjunto S C N representa una posible coalicion y v(S) es el valor que
S puede asegurar si todos sus miembros cooperan. Por simplicidad, en ocasiones,
identificaremos el juego (IN,v) con su funcion caracteristica v, cuando no exista
ambigiiedad sobre N.

Para aligerar la notacion, notaremos con s el cardinal |S| de la coalicion S C N y
con GV al conjunto de todos los juegos cooperativos de utilidad transferible en los que
el conjunto de jugadores es N = {1,2,...,n}.
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Ejemplo 2.1.1 En un partido politico cuyas bases estdin formadas por un total de
150 wndwiduos con derecho a wvoto, las decisiones se aprueban por mayoria absoluta
de sus miembros. En esta situacion, el juego viene dado por el conjunto de jugadores
N = {1,2,...,150}, y la funcidn caracteristica, que es una funcion indicador v : 2V — R
por:

1, 818> 76
v(S) = { 0, en otro caso.

Los valores 1 y 0 indican, en este caso, el que una coalicion de jugadores sea ganadora
o perdedora, respectivamente.

G tiene estructura de espacio vectorial sobre el cuerpo de los niimeros reales, con
dimension 2" — 1. Dados (N,v), (N,w) € GY y X\ € R, la suma interna (N,v + w)
y el producto externo por un escalar (N, - v) son los juegos con funciones carac-
teristicas respectivas (v+w)(S) = v(S)+w(S) y (A-v)(S) = A-v(S), para todo S C N.

Ademas, se puede definir un producto interno en GY tal que para (N, v),
(N,w) € GV, (N,v - w) tiene funcién caracterfstica (v - w)(S) = v(S) - w(S) para todo
SCN.

Una base muy util de G es la llamada base de unanimidad formada por los juegos
con funciones caracteristicas {ug}gLscn.

Definicién 2.1.2 Para cada coalicion S C N, S # 0 el juego de unanimidad (N, ug)
tiene funcion caracteristica

uS(T):{l’ 1S CT

0, en otro caso.

Los coeficientes (coordenadas) de una funcion caracteristica, v, en la base de unani-
midad, son conocidos como los dividendos de Harsanyi (Harsanyi, 1959). Estos coefi-
cientes {A,(S)}p2scn se obtienen en términos de los valores de las coaliciones mediante
la siguiente expresion:

A,(S) = (=1)""u(T), para cada § # S C N.
TCS

Dado (N,v) € GN y S C N, el valor que pueden alcanzar conjuntamente los miembros
de la coalicion S puede calcularse a partir de los dividendos de Harsanyi mediante la
siguiente expresion:

v(S) = Z A,(T), para cada ) # S C N.
0ATCS

Ejemplo 2.1.2 Consideremos (N,v) € GV con N = {1,2,3} y

U(S):{S_l’ §15 > 2

0, otro caso.

2.1. JUEGOS COOPERATIVOS N-PERSONALES
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En términos de la base de unanimidad, v puede ser escrito como:
U= Uiy T ULy T Uf28) — U123}

Como se ha dicho, podemos calcular el valor de cualquier coalicion a partir de la funcion
caracteristica o de los dividendos de sus subcoaliciones. Por ejemplo para

S={1,2,3},v(S)=3-1=2¢
v(S) = A, ({1H+A,({2})+A,({3H)+A, ({1, 2H)+A, ({1, 3})+A, ({2, 3} +A, ({1, 2,3})
—0+04+04+14+1+1-1=2

La restriccion de un juego a una coalicion se define de la siguiente manera.

Definicion 2.1.3 Dado (N,v) € GY y S C N, se define el juego restringido a la
coalicion S, (N,v|s) como aquel juego n-personal con funcion caracteristica:

v(T'NS), siTCN
0, otro caso.

U|S(T> = {
Asi mismo, notaremos (S, U‘S> € G° al juego con funcion caracteristica:
vs(T) = v(T).

Definicion 2.1.4 Dado (N,v) € GV y una coalicion T C N, se dice que T es un
soporte del juego (N, v) si se cumple que para cualquier coalicion S C N:

v(8) = v(SNT).

Definicion 2.1.5 Dado (N,v) € G, i€ N y S C N\ {i} llamamos contribucion
marginal del jugador i a la coalicion S en el juego v, a la diferencia:

W(SU{i}) — v(S).

A partir de la definicién anterior, dado un juego (N,v) € GV y dos jugadores i, € N
se pueden definir diferentes clases o tipos de jugadores.

Definiciéon 2.1.6 Diremos que i € N es un jugador nulo en (N,v), si
v(SU{i}) —v(S) =0 para todo S C N \ {i},
es decir, si la contribucion marginal de ¢ a cualquier coalicion S a la que se una es cero.

Definicién 2.1.7 Diremos que i € N es un jugador pasivo o titere en el juego (N, v),
St

v(SU{i}) —v(S) =v({i}) para todo S C N \ {i},

2.1. JUEGOS COOPERATIVOS N-PERSONALES
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es decir, si contribuye marginalmente a cada coalicion con la cantidad que puede con-
seguir por si mismo.

Definicién 2.1.8 Diremos que i € N es un jugador necesario (van den Brink and
Gilles, 1996) en el juego (N,v), si para S C N,

v(S)=0sii ¢S,

Es decir, un jugador es necesario si cualquier coalicién en la que no esté él, tiene pago
nulo.

Definicién 2.1.9 Diremos quei y j € N son jugadores simétricos en el juego (N, v),
St
v(SU{i}) =v(SU{j}) para todo S C N\ {i,j},

es decir, si la contribuciéon marginal a toda coalicion a la que no pertenezcan ambos es
la misma. Esto establece que dos jugadores simétricos son intercambiables en el juego,
al menos, a efectos practicos.

2.2. Clases de Juegos.

A partir de las diferentes propiedades de la funcion caracteristica de un juego podemos
definir diversas clases de juegos cooperativos que seran relevantes en el resto de la
presente memoria.

Definicion 2.2.1 Un juego (N,v) € GN es mondtono si para todo S, T C N con
S CT, se tiene que:
v(S) < o(T),

es decir, si al anadirse jugadores a una coalicion, el valor de ésta no disminuye.
En términos de las contribuciones marginales un juego es mondétono, si y solo si, la
diferencia v(S U {i}) — v(S) es no negativa para todo S C N \ {i}.

Definicion 2.2.2 Un juego (N,v) € GV es superaditivo si para todo S, T C N con
SNT =0, se tiene que:
v(SUT) > v(S)+v(T).

Un juego superaditivo es un juego donde se preserva la idea de que la unidn hace la
fuerza, es decir, la union de coaliciones disjuntas no puede empeorar la suma de los
beneficios de ellas. Si la desigualdad de la definicién anterior se da en sentido opuesto
se dice que el juego es subaditivo.

Definicion 2.2.3 Un juego (N,v) € GV es convexo si para todo S, T C N, se verifica
que:

v(SUT)+0(SNT) >v(S)+ v(T).

2.2. CLASES DE JUEGOS.
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Los juegos convexos son aquellos en los que si dos coaliciones (no necesariamente dis-
juntas) se unen, entonces la suma de las ganancias de la unién e interseccion es al menos
igual a la suma de los beneficios de las coaliciones que se unen. Trivialmente todo juego
convexo es superaditivo. Si la desigualdad de la definicion anterior se da en sentido
opuesto se dice que el juego es concavo.

Definicion 2.2.4 Un juego (N,v) € GV es casi-positivo (almost-positive, Vasil’ev,
1975) si se verifica que:

A,(S) >0 para todo ) # S C N.

Todo juego casi-positivo es convexo y, por tanto, superaditivo. El reciproco (en ge-
neral) no es cierto.

Definicion 2.2.5 Un juego (N,v) € GV es cero-normalizado si se verifica que:
v({i}) =0, para todo i € N.

Todo juego (N, v) admite una version cero-normalizada, (N, vg), con

vo(S) = v(S) = > v({i}) para todo S C N.

€S

En esta memoria utilizaremos la notacion G para hacer referencia al subespacio de
G formado por los juegos cero-normalizados con conjunto de jugadores N.

La cero-normalizaciéon de un juego es un caso particular de la equivalencia estratégica,
que se define a continuacion.

Definicién 2.2.6 Dados (N,v) y (N,w) € GV, diremos que son estratégicamente
equivalentes si existen constantes reales \, a1, s, ... , a, tales que para todo S C N,

S #0,
v(S) = w(S) + Zai.

Ejemplo 2.2.1 Se considera el siguiente juego (N,v) € GV con conjunto de jugadores
N ={1,2,3} y funcidn caracteristica:

2, s S={1,2}

)1, siS={1,3}

v(S) = 3, siS=1{1,23}
0, otro caso.

En términos de la base de unanimidad, v puede escribirse como:
v = QU{LQ} + uqy 3y

Puede observarse que este juego es mondtono, superaditivo, convexo, cero-
normalizado y casi-positivo.

2.2. CLASES DE JUEGOS.
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Definicién 2.2.7 Un juego (N,v) € GV es (0,1)-normalizado si se verifica que:
v({i}) =0, para todo i € N y v(N) = 1.
El juego del Ejemplo 2.1.1 también cumple la definicion de juego (0,1)-normalizado.

Definicion 2.2.8 Un juego (N,v) € GV es simple si para todo S C N, se verifica
que:
v(S)=00v(S)=1

En un juego simple diremos que una coalicion S C N es ganadora si v(S) = 1. En
caso contrario, diremos que es perdedora. Un juego simple queda completamente
determinado por su conjunto de coaliciones ganadoras.

Los juegos de votacion como el del Ejemplo 2.1.1 son los mas habituales dentro de
esta clase de juegos. Llamaremos juego de votacién a un juego simple, no trivial y
mondétono. Es decir, un juego con v(N) = 1y en el que, dadas dos coaliciones S,7 C N
con S C T, siS es ganadora, entonces T también ha de serlo.

Definicion 2.2.9 Un juego (N,v) € GV es inesencial o aditivo si para todo S, T C N
con SNT =), se verifica que:

v(SUT) =v(S)+v(T).

Para estos juegos el incentivo a la cooperacidon desaparece, lo cual ocasiona que los
beneficios o ganancias de los jugadores se vean inalterados por las coaliciones que se
lleguen a formar, dado que estos juegos satisfacen trivialmente que:

v(S) =Y v({i}), paratodo § # S C N.
ieS
Definicion 2.2.10 Un juego (N,v) € GV es simétrico si existe una funcion
f: NU{0} — R tal que, para todo S C N, v(S) = f(s).

En un juego simétrico, dos jugadores cualesquiera son simétricos, es decir, el valor de
una coalicién depende solo del ntimero de jugadores que la integren, y no de la identidad
de los mismos. El juego del Ejemplo 2.1.2 es simétrico.

2.3. Conceptos de solucién para juegos cooperativos

Sea (N,v) € G. Si los jugadores deciden cooperar, el problema que se presenta es
el de repartir el valor v(/N) entre todos.

2.3. CONCEPTOS DE SOLUCION PARA JUEGOS COOPERATIVOS
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Sea © = (x1, T, ...,x,) € R un vector de distribucion de pagos, en el que para cada
1 = 1,2,...,n, z; representa el pago que recibe el jugador ¢. Para cualquier coalicion
S C N, consideramos:

z(S) = in, si S # 0,

icS
z(0) = 0.

Definicién 2.3.1 FEl conjunto de preimputaciones de un juego (N,v) es el conjunto
de vectores de distribucion eficientes, es decir,

PI(N,v) ={x = (z1,22,...,x,) € R" | (N) = v(N)}.

Es razonable pensar que ningiin jugador aceptard un pago inferior al que obtendria
individualmente, sin unirse a ninguna coalicion (racionalidad individual).

Definicidon 2.3.2 FEl conjunto de imputaciones de un juego (N,v) es el subconjunto
de PI formado por los vectores de distribucion que cumplen el principio de racionalidad
idividual,

I(N,v) ={x = (21,29, ...,x,) € PI(N,v) y x; > v({i}), para todo i— 1, 2, ...,n}.
Ejemplo 2.3.1 (Pérez, Jimeno y Cerdd; 2003) Se considera el siguiente juego con

N={1,2,3} y
v(@) = v({1}) = v({2}) = v({3}) =0,
v({1,2}) =2, v({1,3}) =3, v({2,3}) = 2, v({1,2,3}) = 5.

Se tiene que,
PI(N,v) = {(z1,72,73) € R® | 21 + 29 + 23 = 5}.

El conjunto de preimputaciones del juego definido es cualquier punto del plano que
corta a los ejes en los puntos (5,0,0), (0,5,0) y (0,0,5).

2.3. CONCEPTOS DE SOLUCION PARA JUEGOS COOPERATIVOS
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z3

(0,0,5)

2 =0 x2

(0,5,0)

z3 =0

Figura 2.3.1. Representacion grafica de las Preimputaciones.

St aplicamos el principio de racionalidad individual, para calcular el conjunto de
imputaciones del juego tenemos

I(N,v) = {(z1,22,73) €ER® | 2y + 29 + 23 =5, 21 >0, 15 > 0, 23 > 0}.

El conjunto de Imputaciones de este jueqo es cualquier punto del tridngulo con vértices
(5,0,0), (0,5,0) y (0,0,5) en el espacio de tres dimensiones.

(0,0,5)

1‘220 1'1:0

(57070) r3 =0 (07570)

Figura 2.3.2. Representacion grafica de las Imputaciones.

Si extendemos el principio de racionalidad individual a todas las posibles coaliciones,
denominéandolo principio de racionalidad coalicional, llegamos entonces al concepto de
Core de un juego cooperativo.

Definicion 2.3.3 Dado (N,v) € GV, se llama Core de (N,v), notado C(N,v), a

C(N,v) ={x = (21,22, ...,2,) €R" | (N) =v(N),z(S) > v(S), para todo S C N}

2.3. CONCEPTOS DE SOLUCION PARA JUEGOS COOPERATIVOS
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El core contiene las asignaciones de pagos estables, en el sentido de que ninguna
coalicion podria, por si misma, conseguir més de lo que cualquiera de estas asignaciones
les permitiria.

Esta nocién de Core como concepto de solucién general de un juego cooperativo
fue desarrollada por Shapley (1952) y Gillies (1953, 1959). Pese a ser un concepto de
solucion muy intuitivo, presenta propiedades que no en todos los casos se consideraran
deseables. Entre ellas, el hecho de que no proporciona, en general, un tnico vector de
pagos para cada juego (lo que, por otra parte, puede resultar enriquecedor en ocasiones)
0, lo que es peor, que puede ser vacio.

Ejemplo 2.3.2 (Pérez J. et. al. 2003) Una finca ristica estd valorada por su actual
propietario (jugador 1) en 350 mil unidades monetarias. Una empresario (jugador 2)
le ofrece acondicionarla para su utilizacion como poligono industrial, con lo que su
valor de mercado alcanzaria las 700 mil u.m. Una empresa constructora (jugador 3) le
ofrece urbanizar la finca para su posible subdivision en parcelas destinadas a viviendas
unifamiliares. Con esta urbanizacion la finca alcanzaria un valor de 775 mil u.m.

El juego en forma coalicional viene dado por (N,v) con N = {1,2,3} y

v(®) =v({2}) = v({3}) = 0, v({1}) = 350
v({1,2}) = 700, v({1,3}) = 775, v({2,3}) = 0, v({1,2,3}) = 775.

Se observa que el jugador 1 es un jugador necesario en el juego, dado que cualquier
coalicion en la que no esté presente dicho jugador, es una coalicion que no puede
alcanzar ningun beneficio. Pasamos ahora al cdlculo del Core.

Pertenecen al Core los puntos (x1,xe,3) que satisfacen las siguientes restricciones:
x1 + x9 + x3 = 775 (Principio de eficiencia),

x1 > 350, x9 > 0, 3 > 0 (Principio de racionalidad individual),
1+ x9 > 700, 21 + x5 > 775, x5 + x3 > 0 (Principio de racionalidad coalicional).

Teniendo en cuenta las restricciones tmpuestas por el principio de eficiencia y el
principio de racionalidad coalicional se tiene que:

To + x3 > 0 0 equivalentemente x1 < 775,

x1+x3 > 775 0 equivalentemente xo < 0,
x1+ x9 > 700 0 equivalentemente x3 < 75.

Y por dltimo, si anadimos las restricciones impuestas por el principio de racionalidad
individual a las restricciones anteriores podemos calcular el Core:

C(N,v) = {(x1, 79, 73) €R® | 2y + 29+ 25 = 775,350 < 21 < 775,25 = 0,0 < x5 < 75}

2.3. CONCEPTOS DE SOLUCION PARA JUEGOS COOPERATIVOS
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e {($17$2;I3> € R3 ’ 350 S 775 — T3 S 775,([}2 — 070 S T3 S 75}
= {(775 — 23,0,23) | 0 <23 <75}

Como se puede apreciar, en los repartos del Core figura el hecho de que el sequndo
Jqugador solo sirve para elevar el precio de la parcela hasta 700 mil unidades monetarias
(pero no recibe nada a cambio) mientras el tercero recibird una parte de las 75 mil
unidades monetarias que se pueden consequir por encima de las 700 mil urbanizando la
parcela.

Una regla de asignaciéon, reparto o solucién unipuntual para juegos cooperativos
n-personales con conjunto de jugadores N es una aplicacion ¢ : G — R", en la que
1;(IN,v) representa el beneficio del jugador i en el juego (N, v).

Shapley (1953) introdujo una solucion para juegos cooperativos que, hoy por hoy, es
considerada como la mas relevante. Esta regla de reparto, conocida como el valor de
Shapley, asigna a cada jugador una combinacion lineal convexa de sus contribuciones
marginales a las diferentes coaliciones.

Definicion 2.3.4 FEl valor de Shapley, Sh, es la regla de asignacion definida en G
y dada por:

(n—s—1)ls!
n!

Shi(N,v) = >

SCN\{i}

[w(SU{i}) - v(S)], i€ N.

Alternativamente, el valor de Shapley se puede expresar en términos de los dividendos
como sigue:

Shi(N,v) = Y~ A”(S), i€ N.

’ S
SCN:eS

Shapley (1953) caracterizo su valor de una manera elegante utilizando los siguientes
axiomas:

i) Soporte. Una solucion ¢ : GY — R™ satisface la propiedad del soporte si para todo
juego (N,v) € GV y para todo soporte T de (N, v), se tiene que:

D hi(N,v) = o(T).

i€T

ii) Simetria. Una solucion ¢ : G¥ — R™ es simétrica si para todo juego (N,v) € GV
y para toda permutacion w de N, se verifica que:

Vri)(N,v) = (N, mv) para todo i € N,

donde el juego mv se define como:

2.3. CONCEPTOS DE SOLUCION PARA JUEGOS COOPERATIVOS
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ii1) Aditividad. Una solucion ¢ : GY — R™ es aditiva si para todo par de juegos
(N,v1), (N,v2) € GV se tiene que:

w(N, (%1 + UQ) = '(p(N, Ul) + w(N, 1)2).

Dada la preeminencia de este valor, otros autores han obtenido caracterizaciones
alternativas.

Shubik (1962) caracterizo el valor de Shapley sustituyendo el axioma del soporte por
el de eficiencia y el de jugador nulo:

» Eficiencia. Una solucion ¢ : G — R" es eficiente si para todo juego (N,v) € GV
se verifica que:

Z@z)i(zv,v) = u(N).

» Jugador nulo. Una solucién 1 : GY — R" satisface la propiedad del jugador nulo
si para todo juego (N,v) € G y para todo jugador i nulo en (N, v), se verifica
que:

wl(]\/v7 ’U) =0.

Myerson (1980) caracterizo el valor de Shapley utilizando los axiomas de eficiencia
y contribuciones equilibradas:

» Contribuciones equilibradas. Una solucion ¢ : GV — R" satisface la propiedad de
contribuciones equilibradas si para todo juego (N,v) € GV y para cada i, j € N,

¢1(N7 U) - 77Z)1<N7 U|N\{j}> - 77bj(N’ U) - wj(Nv U|N\{i})'

Young (1985) obtiene una caracterizacion en términos de eficiencia, simetria y mo-
notonia fuerte (marginalismo) % > 3:

= Monotonia fuerte. Una solucion 1) : GV — R™ satisface la propiedad de monotonia
fuerte si para todo par de juegos (N,v), (N,w) € GV y para todo i € N tal que

v(SU{i}) —v(S) > w(SU{i}) —w(S),si S C N\ {i},

se tiene que
Yi(N,v) > (N, w).

2Young (1985) defini6 la propiedad de monotonia fuerte, pero en la demostracién de su caracteri-
zacion usé una versién més débil de esta propiedad ’a type of independece’ (ambas desigualdades son
remplazadas por igualdades). Este axioma més débil es conocido como marginalismo después de Chun
(1989).

3El término en inglés es marginality y su traduccion al castellano compleja. La Real Academia
Espafiola admite marginalidad pero con un significado que no se adapta a este escenario. Por otro lado
es habitual hablar de marginalismo econémico, pero el término no es aceptado por la RAE. Frente a
esta dicotomia hemos optado por respetar el significado econémico, asumiendo el coste de utilizar un
término no aceptado por la Academia.

2.3. CONCEPTOS DE SOLUCION PARA JUEGOS COOPERATIVOS
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Ejemplo 2.3.3 Consideramos (N,v) € GN con N = {1,2,3,4} y

(1, siS € {{4},{3,4}}
2, si S € {{1},{2},{1,3},{2,3}}
o(S) = 3, s1Se{{1,2},{1,4},{2,4},{1,2,3},{1,3,4},{2,3,4}}
( s si S e {{1,2,4},{1.2.3,4}}
0, en otro caso.

\
En términos de la base de unanimidad, v puede ser escrito como:

V= QU{l} + QU{Q} + ugqy — ug12y-

Dado este juego podemos observar que:

i) Los jugadores 1 y 2 son simétricos ya que sus contribuciones marginales son siem-
pre iquales, es decir, para todo S C N,

W(SU{1}) — u(S) = v(S U{2}) — u(S).

it) El jugador 3 es un jugador nulo ya que sus contribuciones marginales son siempre
nulas, es decir, para todo S C N,

v(SU{3}) —v(S) = 0.

i11) Fl jugador 4 es un jugador titere ya que sus contribuciones marginales son siempre
wguales, es decir, para todo S C N,

v(SU{4}) —u(S) =1 =v({4}).

iv) No hay jugadores necesarios en (N, v).

v) El soporte de (N,v) es T = {1,2,4}. El soporte de un juego estd formado por el
conjunto de jugadores no nulos.

El valor de Shapley para el juego (N,v) es Sh(N,v) = (2—1,2—1.0,1) = (3,3,0,1)
y por tanto Sh(N,v) satisface:

i) La propiedad del soporte dado que

> Shi(N,v) = ; + g +1=0(T) =4
i€T
i1) La propiedad de eficiencia dado que
3 3
ZShz(N,U) = 5 + 5"‘0‘1‘1 :U(N) =4.

1EN
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i1i) La propiedad de simetria dado que
3
Shl(N, U) = 5 = ShQ(N, ’U).

iv) La propiedad de jugador nulo dado que
Shg(N, U) =0.

Para mostrar en este ejemplo que el valor de Shapley satisface la propiedad de aditi-
vidad definimos el juego w = ug 234y, entonces,

wros) ={ " 15T

En términos de la base de unanimidad, (v+ w) puede ser escrito como:
(U + U)) = 2U{1} + 2U{2} + Ufgy — Uf12) T U234}
Entonces, el valor de Shapley satisface aditividad dado que
7715 33 1111
o2 =(2 20 - - -z
4’4’4’4> (2’2’ ’ )+(4’4’4’4
También se puede observar que los valores de Shapley obtenidos satisfacen la pro-
piedad de monotonia fuerte, dado que para todo i € N y para todo S C N \ {i},
v(SU{i}) —v(S) > w(SU{i}) —w(S) vy, también Sh;(N,v) > Sh;(N,w). En particu-
lar, para el jugador 1 tenemos que las contribuciones marginales en el juego v y w son
respectivamente,

Sh(N,v+w) = ( ) = Sh(N,v) + Sh(N,w).

(1, siSe {20,423, {2,4},{2,3,4}}
v(SULL}) —u(8) = { 2 siSe {0}, {3}, {4} {3,4}}.

Y

1, sS5=1{2314
w(SU{1}) —w(S) = { 0. en otro{ caso.}

Se observa que v(SU{1}) —v(S) > w(SU{1}) —w(S) para todo S C N\ {1} y, por
otro lado, Shi(N,v) = % > % = Shi(N,w), y asi, queda ejemplificada la propiedad de
monotonia fuerte para el jugador 1.

Por dltimo, vamos a ilustrar la propiedad de contribuciones equilibradas del valor de
Shapley en el presente ejemplo. Para ello vamos a analizar en qué medida los jugadores
1 y 2 se ven afectados cuando el otro abandona el juego.

Se tiene que v, = 2ufay + ugay. Entonces, Sh(N, U‘N\{l}) = (0,2,0,1) y similar-
mente Sh(N, U|N\{2}> =(2,0,0,1) y, por tanto,

3 1

Shl(N,U) — Shl(N, U‘N\{2}) = 5 —2= _5 = Sh?(N7 U) - ShQ(Nv U|N\{1})'

2.3. CONCEPTOS DE SOLUCION PARA JUEGOS COOPERATIVOS
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Para las parejas {3,i} coni # 3 y{4,i} coni # 4 la propiedad se satisface trivialmen-
te por la naturaleza de 3 y 4 (jugador nulo y titere, respectivamente) sus asignaciones
por el valor de Shapley son siempre constantes, es decir,

Sh3(N,v) = Sh3(N, vy, ,,) =0, para todo i # 3

Sha(N,v) = Sha(N,v|y. ,,) = v({4}) = 1, para todo i # 4.

Tratando también de vincular el marginalismo econémico con la solucion de Shapley,

Hart y Mas-Colell (1989) consideraron funciones reales P sobre G = U G". Para cada
n=0

Py cada juego (N,v) € G definieron el vector de las contribuciones marginales de los

diferentes jugadores,

(P(N, v) — P(N '\ {i}vv\w\{i}))ieN'

Una funcion P : G — R con P((,v) = 0 es llamada potencial si satisface la condicion

de eficiencia:

Z [P(N7 U) - P(N \ ‘U}?U\N\{i})} = U(N)

ieN
Hart y Mas-Colell probaron que existe una tnica funcién potencial P. Ademas el vector
de las contribuciones marginales resultante (P(N,v) — P(N \ {i} coincide
con el valor de Shapley.

En el siguiente ejemplo se ilustra el calculo de la funcién potencial y su relacién con

el valor de Shapley.

Ul gy ))z’GN

Ejemplo 2.3.4 Consideramos (N,v) € GN con N ={1,2,3} y

30, si S ={1}

50, st S € {{3},{1,2}}
v(S) = 80, siSe{{1,3},{2,3}}

100, si S =1{1,2,3}

0, en otro caso.

En términos de la base de unanimidad, v puede ser escrito como:
v = 30ug1y + 50uqzy + 20uyy 2y + 30uq2 3y — 30uy1 2.3y,
y, por tanto, Sh(N,v) = (30 + 10 — 10,10 + 15 — 10,50 + 15 — 10) = (30, 15, 55).
Dado que la funcion potencial satisface la condicion de eficiencia, es decir,

Y [P(N0) = PIN A\ {i} vy ))] = 0(N),

1EN
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se puede calcular su valor en el conjunto de todos los jugadores i € N despejando
P(N,v) de la ecuacion anterior:

P(N,v) = %[U(N) + Z P(N\A{i}, vpvvgay)]

y recursivamente,

PN\ Ai}, o) = ! oV A{d}) + > P(N\{, 5} vy
JEN,j#i
Entonces,
P(N,v) = = [o(N (NG + S POV i3 o))

ien JEN j#i

Para el ejemplo se tiene que,

1
P(N,v) = = [100 + = (80 +50) + (80 +50 +30) + 5 (50 +30)] = 95,

1
3
stendo:

1

PN\ A1}, omy) = — [o(N\ {1}) + > PIN\A{L 5} vngugy)]

JEN,j#1
1
= (80 +50) = 65.
1

— [v(V\{2) + > PN\ {25} vmey)]

JEN,j#2

P(N\ {2}, vwnqey) =

1
= §(80 + 50 + 30) = 80.

— [\ BH+ Y POV {35} vpga)]

JEN,j#3

PN\ {3}, vmsy) =

1
= (50 +30) = 40.

Comprobamos por ltimo que el vector de contribuciones marginales resultante
(P(N,v) = P(N \ {i},vm\m))ieN coincide con el valor de Shapley:

= Parai=1, P(N,v) = P(N \ {1}, v}y ;) = 95— 65 =30 = Shy(N,v).
= Para i =2, P(N,v) — P(N \ {2}, v}y, ;) = 95— 80 = 15 = Shy(N, v).
= Parai=3, P(N,v) — P(N\ {3}, v, 5,) = 95 — 40 = 55 = Sh3(N, v).

2.3. CONCEPTOS DE SOLUCION PARA JUEGOS COOPERATIVOS
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2.4. Grafos

A continuacién se exponen los conceptos relacionados con la teoria de grafos que
seran utilizados en la presente memoria.

Definiciéon 2.4.1 Un grafo o una red social es un par (N,7) en el cual N =
{1,2,...,n} es el conjunto de nodos y v es un subconjunto de vy (grafo completo)
stendo vy = {{i,7},4,5 € N,i # j}. Si no existe ambigiiedad con respecto a N, identi-
ficaremos el grafo con . Cada arista {i,j} € 7 representa una relacion directa o canal

de comunicacion entre i y j. TV denota la familia de todos los grafos con conjunto de
nodos N.

Diremos que dos nodos ¢ y j estan directamente conectados en (N,~) si {i,j} € 7.
Y diremos que estan conectados en vy si existe una sucesion de nodos iy, s, ... %4 con
ih =1y ix =7 tal que {ij, i1} €y, paral=1,... k—1.

Para (N,v) € TN y 0 # S C N, la restriccion del grafo v al conjunto S es el grafo
(S,7)- Un conjunto S C N es conexo en 7 si cada par de nodos en S estan conectados
en (5,7)). Asumimos que sis = 1, S es conexo.

Definicién 2.4.2 Una componente conexa, C, en el grafo (N,v) es un subconjunto
conexo mazximal, es decir, C' es conexo en el grafo y, para todo C' C N, si C C '
entonces, C' no es conexo. Notaremos N/v a la particion de N en componentes conezras
inducida por (N,7).

Denotaremos S/v al conjunto de las componentes conexas de S en (S,7v,). Un
subgrafo de (N,v) es (N,v') con 7/ C ~. Dado (N,v) € 'V y una arista | € 7,
(N,~v\ {i}) es el subgrafo obtenido cuando la relacion [ se rompe. Para i € N, (N, ;)
con v; = {l € v | i € I} es el subgrafo de las aristas que inciden en 7, y (N,~_;) con
~v—i = v\ 7 es el subgrafo en el cual i esta aislado después de eliminar todos sus aristas.

Definiciéon 2.4.3 Un conjunto conezo en (N,~), S* C N, es un conjunto minimal de
conezion de S C S* si no hay ningin S" C S* con S C 5" y S’ conexo. MCS(S, N,~)
denotard la familia (ocasionalmente vacia) de todos los conjuntos minimales de
conezion de S en (N, 7).

El siguiente ejemplo pretende aclarar algunos de los conceptos anteriormente defini-
dos.

Ejemplo 2.4.1 Sea el grafo v = {{1,2},{2,3},{3,4},{4,5},{5,1}}. Una repre-
sentacion aparece en la Figura 2.4.1. Consideremos los conjuntos S = {1,2,3} y

T ={1,3).

2.4. GRAFOS
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) 4

Figura 2.4.1

Se tiene que,

i) El grafo v es conexo dado que todos los nodos estan conectados, es decir, se puede
1w de un nodo 1 a otro j utilizando una sucesion de aristas de 7.

it) Bl conjunto T no es conexzo dado que el grafo (T, ) no es un grafo conexo.
iit) Bl conjunto S es conexo dado que el grafo (S,vs) es un grafo conexo.

iv) La familia de los conjuntos minimales de conexion de T en (N,vy) es

MCS(T,N,~) = {{1,2,3},{1,3,4,5}}.

2.5. Situaciones de comunicaciéon y reglas de reparto

Una situacion de comunicacion es un modelo para juegos cooperativos en los cuales
los jugadores tienen restricciones en la comunicacion dadas por un grafo o red social.

Definicién 2.5.1 Una situacion de comunicacion es una terna (N,v,7), donde
(N,v) es un juego cooperativo y (N,7) un grafo (red). Los nodos en el grafo son los
jugadores en el juego. CSYN denotard al conjunto de toda las situaciones de comunica-
cion con conjunto de jugadores-nodos N.

Para situaciones de comunicacion (N, v,7), Myerson (1977) defini6 el juego restrin-
gido al grafo (N,v7), en el cual la funcion caracteristica viene dada por:

v7(S) = Z v(C), para todo S C N.

ceS/y

Representa el beneficio de cada coaliciéon bajo las restricciones en la comunicacion
impuestas por el grafo. Actualmente es frecuente hacer referencia a (N,v”) como el
juego de Myerson.

2.5. SITUACIONES DE COMUNICACION Y REGLAS DE REPARTO
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Dado una red (N,v) y 0 # S C N, si MCS(S, N,~) no es vacio y MCS(S,N,~) =
{S1, S, ..., S, }, entonces, Gomez et al. (2003) probaron que

r

(us)’ =1 = J](1 —uy),

i=1

donde 1 es el juego definido por 1(S) = 1, para todo S # (), es decir, el elemento
unidad del producto interno en GV. Si, MCS(S, N,v) = 0, entonces (ug)” =

Definicién 2.5.2 Una regla de asignacion 1 en CSY es wuna aplicacion
Y CSN — R", donde ¢;(N,v,v) representa el pago o beneficio del jugador i
en la situacion de comunicacion (N,v,7).

Dada la preeminencia del valor de Shapley como solucién puntual para juegos coope-
rativos, Myerson propuso como regla de reparto para situaciones de comunicacién el
valor de Shapley del juego restringido al grafo. Ahora esta regla, u, es conocida como
el valor de Myerson. Entonces (N, v,v) = Sh(N,v?). El valor de Myerson del i-ésimo
jugador en la situacion de comunicacion (N, v,~y) viene dado por:

Ay
Ni(NJ'U?fY):Shi(N?/U’Y): E M7 i€ N.
’ S
SCN:esS

Myerson obtuvo dos caracterizaciones para su regla. La primera (Myerson, 1977) en
términos de eficiencia en componentes y equidad (fairness):

» Eficiencia en componentes. Una regla de asignacion 1 sobre CSY satisface efi-
ciencia en componentes si, para todo (N, v,v) € CSY y todo C' € N/7,

Z Yi(N,v,7v) = v(C).

1eC

» Equidad. Una regla de asignacion v sobre CSY satisface equidad si, para todo
(N,v,v) € CSN y cada l = {i,j} € v,

wi(vaafy) - wi<N7U7’Y \ {l}) = QZJj(N,U,’)/) - wj<N7U77 \ {l})
La segunda (Myerson, 1980), a partir de eficiencia en componentes y contribuciones
equilibradas.

» Contribuciones equilibradas. * Una regla de asignacion 1 sobre CSY satisface
contribuciones equilibradas si, para todo (N,v,v) € CSY y todo i,5 € N,

%‘(Nﬂfﬁ) - ¢i(N7U7’yfj) = %‘(Navﬁ) - w](N?U)nyi)'

4Nétese que esta propiedad de contribuciones equilibradas adaptada al contexto de los juegos coope-
rativos fue introducida en la Seccién 2.3, dado que el hecho de que un jugador rompa sus relaciones en
el grafo v y, por tanto, se aisle, puede entenderse como un abandono del juego.
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En el siguiente ejemplo se muestra el calculo del valor de Myerson en una situacion
concreta.

Ejemplo 2.5.1 Consideramos el grafo del Ejemplo 2.4.1. Dado el juego (N,v) con
N ={1,2,3,4,5} y v = ugp 3, se tiene que MCS({1,3}, N,~) = {{1, 2,3}, {1,3,4, 5}}
y entonces,

v = Uzm} =1— (1 —upas)(1 —upsasy) = up2s) + U345~

Uf1,2,3) " U{1,34,5) = U{1,2,3} T U{1,34,5} — U{1,2,34,5}
De donde,

1 1 11 11 1 11 11 1
N T T B _
pNo=G+-53 93 a5 51 5

23 2 231 1

(60’ 15760 20’ 20)'

2.6. Juegos cooperativos ponderados

Uno de los axiomas que caracteriza el valor de Shapley es el axioma de simetria. Sin
embargo, en muchas aplicaciones, la suposicion de que, a excepcion de los parametros
del juego, los jugadores son completamente simétricos, parece poco realista. Por lo tan-
to, en tales casos se propuso el uso de generalizaciones no simétricas del valor de Shapley.

Los valores de Shapley ponderados fueron introducidos por Shapley en su tesis
doctoral (Shapley, 1953a). Owen (1968, 1972) estudi6 los valores de Shapley ponderados
a través de enfoques probabilisticos. Las axiomatizaciones de valores no simétricos
fueron realizadas (entre otros autores) por Shapley (1981), Kalai y Samet (1987) y
Hart y Mas-Colell (1987).

Considérese, por ejemplo, una situacion que involucra a dos jugadores. Si los dos
jugadores cooperan en un proyecto conjunto, pueden generar un beneficio unitario,
mientras que por si solos no pueden generar ganancias. El valor de Shapley considera
que esta situacion es simétrica y reparte el beneficio de la cooperacion por igual
entre los dos jugadores. Sin embargo, en algunas aplicaciones puede haber falta de
simetria. Puede ser, por ejemplo, que para que el proyecto tenga éxito, se necesite
un mayor esfuerzo por parte del jugador 1 que por parte del jugador 2. Otro ejemplo
surge en situaciones en las que el jugador 1 representa una gran electorado, mien-
tras que el jugador 2 representa un electorado mas pequeno. Ademas, la falta de
simetria puede surgir cuando los jugadores tienen diferentes habilidades de negociacion.

Para calcular el valor de Shapley ponderado, Sh", se asocia un peso real positivo \;
a cada jugador i € N en un juego cooperativo, (N, v).

2.6. JUEGOS COOPERATIVOS PONDERADOS
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Shapley propuso dividir la unidad que los jugadores pueden obtener en un juego de

unanimidad proporcionalmente a los pesos de los jugadores del soporte, es decir, para
1€ N,

ﬁ, site S
Shi’(N,us, {\itien) = j€S j
0, en otro caso.

Y, luego extender el valor por linealidad a cualquier juego.

Este marco generaliza al de los juegos cooperativos clasicos en los que, si ignoramos
el valor de las coaliciones, los jugadores son completamente simétricos. También el
valor de Shapley ponderado generaliza el valor de Shapley (Shapley, 1953b), que es el
caso particular obtenido si todos los pesos coinciden.

Shapley (1953a) sugiri6 la habilidad de negociacion de cada jugador como una posi-
ble interpretacion de sus pesos. Sin embargo, esta interpretacién presenta un compor-
tamiento anti-intuitivo. Para mostrar dicho comportamiento vamos a utilizar el mismo
ejemplo que Owen (1968).

Ejemplo 2.6.1 Consideramos el juego de mayoria simple (N,v) € GY con
N={1,2,3} y

1, st s> 2
v(S) = { 0, otro caso.

En términos de la base de unanimidad, v puede ser escrito como:

v =uq12) + ugr3) +ugpzy — 2uf23)-

Supongamos que el wvector de ponderaciones es A = (3,1,1). Entonces,
Sh*(N,v) = (%, 55,55). Owen (1968) observé que no parece razonable interpre-

tar en este ejemplo los pesos de cada jugador como su capacidad de cooperacion dado
que el valor de Shapley ponderado asigna un menor beneficio (o indice de poder en este
caso) al jugador con mayor habilidad de negociacion.

Por otro lado, si aumentamos la habilidad de regateo del jugador 1 de 3 a 4 unidades,
manteniendo el resto de pesos sin variar, el valor de Shapley ponderado para esta nueva
situacion es el vector Sh*(N,v) = (3%, %, %) Se observa que el poder del jugador 1
se ha wvisto reducido al incrementarse su peso, lo que resulta anti-intuitivo si se desea

interpretar los pesos de los jugadores como capacidades de negociacion.

Como se ha dicho, Owen (1968) proporciond otra interpretacion para dichos pesos.
Sugiri6 que podian ser vistos como coeficientes de lentitud o parsimonia para llegar a
una decision por parte de los miembros de una coalicion (véase nota 1, pag. 5).

2.6. JUEGOS COOPERATIVOS PONDERADOS
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2.7. Extensiones multilineales

Owen (1972, 1982) justifica de la siguiente manera la introduccion de las extensiones
multilineales de un juego: "Una de las principales dificultades con el valor de Shapley es
que su cdlculo generalmente requiere la suma de una gran cantidad de términos. Por lo
tanto, incluso cuando la funcion caracteristica sea fdcil de definir, la evaluacion puede
requerir una gran cantidad de trabajo. Una posible opcion es recurrir a la extension
multilineal del juego”.

Owen (1972) introdujo la extension multilineal para un juego cooperativo (N,v) €
G como una funcion definida en [0, 1)" y dada por

flar, m) = Y ([Ja ] - z)lv(s),

0ASCN i€S  igS

para 0 < x; < 1,4 = 1,...,n. Si representamos con o los puntos extremos del cubo
(vértices),

1

S ]_, SIZES
Y% T0, siiés,

es facil ver que f(a®) =v(S), ya que

f@)y= > ([ T] =)o),

OATCN €T igS

y, es evidente que Hafn(l - af) = 0, excepto para T' = S, que serd igual a la
€T igS
unidad. Asi f es de hecho una extension de v. Ademas es multilineal (i.e., lineal en

cada variable) y es la tinica funcién multilineal que coincide con v en los vértices .

La extension multilineal puede ser interpretada como el valor esperado si se seleccio-
na aleatoriamente una coalicién asumiendo que cada jugador ¢ € N tiene probabilidad
x; de unirse a la coalicién.

En Owen (1972) se prueba que f admite la siguiente expresion alternativa:
flar,mzn) = Y D (=D (D] [,
0#£SCN TCS jes

que puede ser escrito, usando los dividendos de Harsanyi como:

fan, )= > A [

0#SCN jeS
Owen (1972) probo que el valor de Shapley para un juego (N,v) y un jugador i € N
puede calcularse a partir de la siguiente expresion:

Shi(N,v) = /0 ((;;f)(t, o )dt,

2.7. EXTENSIONES MULTILINEALES
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Ejemplo 2.7.1 Sea v el juego tripersonal de mayoria en la normalizacion (0,1). Su
extension multilineal es

flz1, e, x3) = 2179 + 123 + oy — 221 X913

y las derivadas parciales son:

— f(x1, 22, 23) = T2 + T3 — 22973
8x1

0
— f(21, 22, 23) = x1 + T3 — 22123
8.772
— f(21, 22, 23) = x1 + T3 — 22129
(9.773

0
— f(t. t.1) = 2t — 2t°.
aﬂjlf(7 ’)

El valor de Shapley para el jugador 1 es

o ! 2 2 3711
Shl(N,fu)—/O (8_3:1 (t,t,t))dt—/o (2t — 2t°)dt = [t —gt}o—g,

y similarmente Shy(N,v) = Shy(N,v) = 3.

2.8. Juegos y estructuras de comunicacién con coaliciones
difusas

A continuacién, se introducen definiciones béasicas de los juegos y estructuras de
comunicacion con coaliciones difusas.

Sea K un conjunto finito. Un conjunto difuso en K, (Zadeh, 1965), es una funcion
7 : K — [0,1]. La familia de conjuntos difusos en K se denota como [0,1]%. Cada
subconjunto Q C K est4 asociado al conjunto difuso ¢? € [0, 1] con

0, otro caso.

En particular, denotaremos ¢’ = 0. Si 7 € [0,1]%, el soporte de 7 se define como
sop(t) ={i € K | 7(i) # 0}.

Aubin (1981) defini6 una coalicion difusa como un conjunto difuso 7 € [0, 1]V de
jugadores donde cada coordenada 7(7) es interpretada como el grado de membresia del
jugador i € N a la coalicion y el sop(T) es el conjunto de jugadores activos. Consi-
deramos un juego nitido v (juego cooperativo clasico). Aubin propuso una forma de

2.8. JUEGOS Y ESTRUCTURAS DE COMUNICACION CON COALICIONES DIFUSAS
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valorar una coalicion difusa por medio de v usando la siguiente afirmacion: Los juga-
dores organizan coaliciones nitidas donde todos los jugadores trabajan al mismo nivel.
Entonces, para cada coaliciéon difusa, introdujo la idea de una familia equilibrada que
entendemos como una division por niveles. Si 7 € [0, 1] entonces una particién por

niveles de 7 es un conjunto finito de coaliciones nitidas y niveles (S, s;)r=" tal que
m

s €0,1]y7= Z sp€”*. Podemos ver que una particién habitual de una coalicion
k=1

nitida S es una particiéon por niveles de una coaliciéon difusa €. Sea f una particiéon
por niveles f(7) = (Sk, sx)¥=" para cada 7 € [0, 1]V y satisfaciendo f(e°) = (S, 1) para
todo S C N. La extension de v por f es una nueva funcion caracteristica f(v) sobre las
coaliciones difusas definida como

= Z skv(Sk

k=1

Un caso particular de la extension de un juego nitido es la extension de Cho-
quet definida por Tsurumi et al. (2001). Sea 7 € [0,1]" una coalicion difusa.

Para los diferentes niveles (no nulos) en 7, hy < ... < h,,, tomamos los conjuntos
Slkl={ie N |7(i)=hi}y Sk = {ZEN\T()>hk}paratodok—1

Tsurumi et al. (2001) consideraron la particiéon por niveles Ch(1) = (Sk, hx—hj_1)F=T
con hy = 0 y entonces la extension de Choquet de v estd definida por

= [hi — hr_a]o(Sk).

k=1

Tsurumi et al. (2001) también introdujeron una extension del valor de Shapley, el
valor Choquet-Shapley de un juego v para la coalicion 7 € [0, 1]V

Sh®()(r) =[x = hr-1]Sh(vs,).
k=1

Sea v el conjunto de comunicaciones bilaterales entre los jugadores en N. Jiménez
et al., definieron una estructura de comunicacién difusa para el juego v en un grafo no
dirigido difuso sobre N, como una dupla (7,p) con 7 € [0,1]" el conjunto difuso de
vértices y p € [0,1]" el conjunto de aristas que satisface p(i,j) < min{7(:),7(j)} para
todo {i,j} € 7. Notaron FCS¥ al conjunto de estructuras de comunicacion difusas con
conjunto de jugadores N. Sea (7,p) € FCSY™ una estructura de comunicacion difusa.
El niimero 7(7) es interpretado como el nivel real de membresia de i € N en el juego v.
El nimero p(i, j) representa el nivel maximo con el que la arista {i, j} puede ser usado.
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Capitulo 3

Un valor o para juegos cooperativos
con jugadores que tienen diferentes
habilidades cooperativas (o
habilidades de negociacion)

Lo que sabemos es una gota de agua; Lo que
ignoramos es el océano.

Isaac Newton

En este capitulo se desarrollan las dos primeras aportaciones que se han llevado a
cabo en la presente memoria. En primer lugar, definimos de manera formal los juegos
de cooperacion imperfecta. Y, en segundo lugar, definimos el valor propuesto para dar
solucién a dichos juegos.

3.1. Juegos cooperativos con jugadores que tienen diferen-
tes habilidades cooperativas

En esta seccion extendemos la clasica definicién de juego cooperativo para admitir
la posibilidad de que los jugadores puedan tener diferentes habilidades de negociacion
o diferentes niveles de cooperacion como en Shapley (1953a). Estas habilidades
de negociacion se introducen por medio de un vector A = (Aq,...,\,) € [0,1]". \;
representa la capacidad de negociacion 5 del jugador i € N. Cuanto mayor es \;,
mayor es el nivel de cooperacion del jugador i. El caso A\; = 1 corresponde a la plena
cooperacion (jugador tipico en un juego cooperativo clasico) mientras que A\; = 0 indica
un comportamiento absolutamente no cooperativo. Cada vector de habilidades de
cooperacion X € [0, 1]™ también puede ser visto como una coalicion difusa (Aubin, 1981).

>Shapley (1953a) supuso que las habilidades de negociacién son valores en RT.
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Como consecuencia, asumiremos que en estas situaciones, el valor de las diferentes
coaliciones se modifica debido a la cooperaciéon imperfecta. Nuestra propuesta es que
el juego inicial se trasforma en un nuevo juego cooperativo en el que los dividendos
iniciales son modificados a través de un factor de descuento que mide la proporcion
del dividendo que los jugadores en la coalicion pueden retener como consecuencia
de la falta de habilidad en la cooperacion o de su falta de interés en ella. Asi,
proponemos que el factor de descuento se corresponda con la minima habilidad
de negociacion de los jugadores involucrados en cada dividendo (bajo el supuesto
de que no se puede tener un mayor nivel de cooperacién que el correspondiente
al jugador con el menor deseo de cooperar). Los dividendos de las coaliciones indi-
viduales no se descontaran ya que cada jugador siempre esta de acuerdo consigo mismo.

Para un juego en el que los jugadores tienen diferentes habilidades cooperativas
nuestra propuesta de solucion puntual es el valor de Shapley del juego modificado. Debe
destacarse que (en el espiritu de los valores ponderados de Shapley) se puede obtener
la misma solucién sin modificar el juego original, pero distribuyendo equitativamente
entre los jugadores no nulos del juego de unanimidad (N,ug),0 # S C N,s > 2 el
minimo (1, si S es una coalicion individual) de sus habilidades de negociacion y 0 para
los jugadores nulos, extendiendo después por linealidad. Antes de formalizar estas
ideas y para tratar de aclararlas, consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1.1 En un parlamento la distribucion de los escanos es 16 % para el par-
tido anti-austeridad, 35 % para el partido de izquierdas, 9% para el partido de centro y
40 % para el partido de la derecha. Se requiere mds del 50 % de los votos a favor para
formar gobierno. Como consecuencia, se necesita el acuerdo de al menos dos partidos

para obtener la mayoria. Fsta situacion se puede modelar mediante el juego de mayoria
simple, (N,v), con N ={1,2,3,4}, y

o(S) :{ 1, si S={1,2}, S={1.4}, S={2.4} 05 >3

0, en otro caso.

Supongamos que los deseos de cooperacion de los diferentes partidos vienen dados por
A=(02,1,0.8,0.1) ®. Esto puede ocurrir si, por ejemplo, el partido de anti-austeridad
prefiere nuevas elecciones (estima un mayor nimero de escanios en ellas) y también
st el partido de la derecha no quiere participar en un gobierno de coalicion. Como
ejemplo, en Espana, después de las elecciones del 20 de diciembre de 2015, la falta
de capacidad de cooperacion de los partidos involucrados (entre otras causas) motivé
nuevas elecciones el 26 de Junio de 2016. Esta falta de capacidad de negociacion
continud y, después de las elecciones del 28 de abril de 2019, la falta de acuerdos para
formar una mayoria llevd a una nueva convocatoria de elecciones el 10 de noviembre

6 Admitimos como una debilidad de nuestra propuesta la dificultad inherente para medir y verificar
las habilidades de los jugadores. Esta critica, por supuesto, puede extenderse a modelos relacionados
en la literatura.
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de 2019.

En este caso, en términos de la base de unanimidad, v puede ser escrito como:

U= uq12y + Uiy T U2y — 2u1,2,4)
y el juego modificado es

v = min{ Ay, Ag fuqr oy +min{ Ay, Agug gy +min{ o, A fuge gy —2min{ A, Ao, A fugr 24

= min{0.2, 1}ug 9y + min{0.2,0.1}ug 4y + min{1, 0.1} ugr 43 — 2min{0.2,1,0.1}ug 2.4y
= 0.2U{1’2} + O.lU{lA} -+ 0.1“{2’4} — O.2U{172’4}.
La solucion propuesta es el valor Shapley de este ltimo juego y, entonces,

02 01 0202 01 02 01 01 02
2 2 32 2 3 2 2 3
= (0.0833,0.0833,0,0.0333).
FEl valor de Shapley del juego original v (en el que las habilidades de negociacion son
ignoradas o equivalentemente todas ellas valen 1) es

Sh(N,v) = (

(0.3333,0.3333, 0, 0.3333)
y el valor de Shapley ponderado (Shapley, 1953a) para los pesos dados por X es
(0.5256, 0.2040,0,0.2704).

El valor propuesto es claramente ineficiente (uno de nuestros supuestos es que la
cooperacion imperfecta conduce a la ineficiencia). Pero podemos comparar el poder re-
lativo de los partidos. El partido de centro siempre es un jugador nulo. El valor de
Shapley es igual para los otros tres partidos. Segin nuestra propuesta, con las habilida-
des consideradas, los partidos 1 y 2 tienen el mismo poder, que es 2.5 veces el poder
del cuarto partido. Bajo el valor de Shapley ponderado, el primero es el mds poderoso,
sequido del cuarto y éste, a su vez, del sequndo.

Definicién 3.1.1 Un juego cooperativo con jugadores que tienen diferentes habilida-
des de negociacion (o de cooperacion) es una terna (N,v,A) en la cual (N,v) es un
juego cooperativo y A = (\;)ien es un vector, con \; € [0,1], para todo i € N. \; re-
presenta la habilidad de negociacion del jugador i. GY denota al conjunto de todos los
juegos cooperativos, con conjunto de jugadores N = {1,2,....,n} y que tienen diferentes
habilidades de cooperacion.

Observacion 3.1.1 Identificaremos GV con el subconjunto de los (N,v,\) € GY en
los que X =1, siendo 1 el vector con todas sus componentes iguales 1.

Observacion 3.1.2 (N,v,\) € GY con (N,v) un juego cero-normalizado puede ser
descrito como una estructura de comunicacion difusa (Jiménez-Losada et al. 2010,
2013) con todas las aristas.

3.1. JUEGOS COOPERATIVOS CON JUGADORES QUE TIENEN DIFERENTES HABILIDADES
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3.2. El juego modificado

En la siguiente definiciéon modificamos la funciéon caracteristica de un juego coope-
rativo para tener en cuenta que los jugadores pueden tener diferentes habilidades de
regateo. Nuestra propuesta asume que los jugadores en un juego de unanimidad (de una
coalicion no individual) solo pueden retener una fraccion de su dividendo que coincide
con el minimo de sus habilidades. Como se menciono, es razonable suponer que cada
jugador es totalmente cooperativo consigo mismo y, por lo tanto, en la siguiente defini-
cion, los dividendos de las coaliciones individuales no se descuentan. Se dice que dos no
rinen si uno no quiere y, de manera similar, asumiremos que dos (0 mds) no cooperan
st uno (o algunos) no quieren. Esta es la idea que subyace en nuestra suposicion.

Definicion 3.2.1 A cada (N,v,\) € GY le asociamos un nuevo juego cooperativo,
(N,v*) € G, con funcidn caracteristica dada por:

NS = ) A(T) min{\} + > A({i}), para todo S C N, S # 0,

TCS,t>2 i€S

y v*(0) = 0.

Observacion 3.2.1 En la definicion anterior es fdcil ver que v = v siempre que

A = 1. Por otro lado, si X = 0 (el vector nulo), entonces,
S =Y A =D e({ih) =) P,
i€S icS i€S

para todo ) # S C N, y por tanto, v* es un juego inesencial, lo que es consistente con
la absoluta falta de interés en la cooperacion de todos los jugadores pertenecientes a N.
Ademas si \; = \ € [0,1] para todo i € N, se tiene que para S C N, S # (),

S =AY AT +AY AN + (1= A}

TCS,t>2 €S S
= o(8) + (1= A) Y v({i}),
€S

y por tanto v es estratégicamente equivalente a v.

Observacion 3.2.2 Cabe serialar que la definicion anterior no garantiza que para
(N,v,X) € GY, vMS) coincida con

min{\; }v(9), si s> 2
A €S )
v (S) = v(9), sis=1
0, en otro caso.

FEsta hubiera sido una posible definicion alternativa (también coherente con la idea de
minima capacidad cooperativa). Sin embargo, esta definicion tiene serias desventajas.

3.2. EL JUEGO MODIFICADO
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Superadititividad, converidad y casi-positividad del juego (N,v) no son heredadas por
el juego (N,v). Como ejemplo, consideremos N = {1,2, 3},

U(S):{l’ s18>2

0, en otro caso,

(convezo y superaditvo) y A = (0.1,0.2,0.3). Entonces,

iy s
A(s) = { Iirélgl{/\z}, 818> 2

U*
0, en olro caso.

Por lo tanto
v}(N) = 0.1 < 02({2,3}) +v}({1}) =02,

es decir, (N,v2) no es convezro ni superaditivo. Similarmente para N = {1,2,3},

U(S):{ (), sis>2

0, en otro caso,
(juego casi-positivo), y A = (0.1,0.2,0.3), v} no es casi-positivo, ya que
Ui\ = O.1U{172} -+ 0.1'&{1’3} —+ 0.2’21,{273} — 0.171,{1’273}.

Observacion 3.2.3 Para (N,v,A) € GY con (N,v) un juego cero-normalizado,
(N,v*) € GV coincide con el juego definido en (6) de Jiménez-Losada et al. (2013)
cuando la medida del beneficio es la de Choquet en grafos. Si el juego no es cero-
normalizado, las coaliciones individuales reciben un tratamiento diferente a nuestro en-
foque. La idea de mantener los dividendos de las coaliciones individuales puede encon-
trarse también en Ferndndez, Gallego, Jiménez-Losada y Ordonez (2018) (en particular
en la definicion del cg-position value, Definicion 6, en dicho articulo).

3.3. Un valor o para juegos cooperativos con jugadores
que tienen diferentes habilidades cooperativas

A continuacién se define una solucién puntual para los juegos con jugadores que
tienen diferentes habilidades de negociacion.

Definicion 3.3.1 Una regla de reparto (o asignacion) v en GY es una funcion 1) :
GY — R"™ que satisface (N, v,0) = [v({1}),...,v({n})]. Para cada i € N, ¢;(N,v,A)
representa el pago para el jugador i en (N,v, ).

En la definiciéon anterior se exige que la solucién para los juegos donde todos los
jugadores tienen capacidad nula de negociacion, coincida con el beneficio que cada uno
puede obtener por si mismo sin participar en ninguna coalicién, es decir, sin cooperar.

3.3. UN VALOR o PARA JUEGOS COOPERATIVOS CON JUGADORES QUE TIENEN DIFERENTES
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Definicion 3.3.2 La regla de reparto o en GY se define como
o(N,v,A) = Sh(N,v*),
para todo (N,v,\) € GY.

Observacién 3.3.1 La restriccion de o a la familia {(N,v,1)}nneey C GX coin-
cide con el valor de Shapley en GY. Ademds, para todo (N,v,X) con \; = X\ para todo
1 €N,

gi(N,v,A) = ASh;(N,v) + (1 — MNv({i}),

para todo i € N. En particular, si (N,v) es un juego cero-normalizado y X = A\.1,
o(N,v,A) = A.Sh(N,v).

Entonces, en juegos donde todos los jugadores tienen capacidad maxima de negocia-
cion la regla o reparte igual que el valor de Shapley del juego clasico. Por otro lado,
cuando todos los jugadores tengan la misma capacidad constante de negociacion y el
juego sea cero-normalizado, el pago propuesto por ¢ es proporcional al valor de Shapley.
Ello es consistente con el hecho de que en tal situaciéon el juego modificado y el original
son proporcionales.

Observacion 3.3.2 El valor de Shapley de (N,v)}) (véase Observacion 3.2.2) tiene
un comportamiento anti-intuitivo. Consideramos el juego (N,v) con N = {1,2} y para

0#SCN,
1, sis=1
U(S)_{ 3, sis=2.
Entones, cada jugador puede obtener 1 unidad por si mismo, y juntos pueden obtener
3 unidades. Supongamos que la disposicion a cooperar de uno de ellos (o de ambos) es

nula. En tal caso,
1 sts=1
A . )
v (5) = { 0, en otro caso,

y por tanto, Shi(N,v}) = Sho(N,v}) = 0. No parece muy intuitivo que cada jugador
pierda lo que puede obtener de manera unilateral, precisamente cuando no quiere
cooperar.

Sin embargo, es fdcil ver que el valor Shapley de (N, v) es también mondtono en los
PESOS.

Observacion 3.3.3 Los lectores criticos con la definicion anterior de o (quizd con el
uso del juego modificado para calcular la solucidn, en vez de utilizar el juego original)
pueden adoptar otro punto de vista, paralelo al considerado en (Shapley, 1953a) para
los wvalores de Shapley ponderados, definiendo o para los juegos de unanimidad (con
jugadores que pueden tener diferentes habilidades de negociacion) como:

miverf} g e Tyt > 2
oi(N,ur, A) = 1, si T = {i}
0, en otro caso,

3.3. UN VALOR o PARA JUEGOS COOPERATIVOS CON JUGADORES QUE TIENEN DIFERENTES
HABILIDADES COOPERATIVAS



CAPITULO 3. UN VALOR o PARA JUEGOS COOPERATIVOS CON JUGADORES QUE TIENEN
DIFERENTES HABILIDADES COOPERATIVAS (O HABILIDADES DE NEGOCIACION) 40

para i = 1,2,...,n, y extendiendo por linealidad a G 7.

Observacion 3.3.4 Para (N,v,X) € GY con (N,v) un juego cero-normalizado, o
coincide con el valor cg-Myerson para (N,v) y una estructura de comunicacion difusa
completada en aristas. En el Teorema 8 de Jiménez-Losada et al. (2010) y en el Teorema
7 de Jiménez-Losada et al. (2013) se demuestra que dicho valor coincide con el valor
Choquet-Shapley de la extension de (N,v) introducida por Tsurumi et al. (2001).

TPara (N,v,A\) € GY ei=1,2,...,n,

oi(N,v,A) = Shi(N,v*) = Shi[N,( Y A (T)ur)*|

0ATCN
= SIN, 7 AT min{AYur + Y Au({)ug]
TCN,t>2 / JEN
min{3,}
= Y AME— A= Y AoV, ur,A).
TCN,ie€T,t>2 0ATCN

3.3. UN VALOR o PARA JUEGOS COOPERATIVOS CON JUGADORES QUE TIENEN DIFERENTES
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Capitulo 4

Monotonia de o en las habilidades de
cooperacion

FEquipado con sus cinco sentidos, el hombre
explora el universo que lo rodea y a sus
aventuras las llama Ciencia.

Edwin Powel Hubble

En esta seccion, abordaremos el problema de determinar en qué medida la regla
de asignacion definida, o, satisface monotonia en los pesos, en el sentido de que si el
juego subyacente es superaditivo, entonces, si se incrementa el nivel de cooperacion del
jugador 7, manteniéndose fijo todo lo demas, el pago de tal jugador no debe disminuir.

El analisis de hasta qué punto se verifica esta propiedad es una de las principales
motivaciones para el desarrollo de la presente memoria, dado que es el incumplimiento
de ella por parte de los valores de Shapley ponderados (Shapley, 1953a) lo que nos ha
inducido al estudio de estos juegos desde un punto de vista diferente al que Shapley
desarrollo en su trabajo original.

4.1. Descomposicion lineal de juegos cooperativos con ju-
gadores que tienen diferentes habilidades cooperati-
vas

A continuacién probamos que el juego modificado puede ser escrito como una
combinacion lineal positiva de juegos en GV. En particular, el siguiente lema muestra
que para (N,v,\) € GY con (N, v) un juego cero-normalizado, la funcién caracteristica
v* es la extension de Choquet de v (Choquet, 1953; Sugeno y Murofushi, 1987;
Grabisch, Murofushi y Sugeno 1992; Tsurumi et al. 2001).
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Dado (N, v, A) € G¥ asociaremos al juego modificado (N, v*) un conjunto de ntimeros
reales y,, h = 0,1,...,r, donde r < n es el numero de diferentes valores entre los
pesos de los jugadores en (N, v, A). Entonces, definimos yo = 0, y para h = 1,2, ..., 7,

Yn = I@%\Q{& | Ai > yn-1}-

Lema 4.1.1 Dado (N,v,\) € GY, siendo (N,v) un juego cero-normalizado, se tiene
que

—_

v = (Yn+1 — yh)vth
0

<3

>
Il

con Npvy ={i € N | N\ > ypia}, para h =0, ....,7 — 1.

Demostraciéon: Consideremos S C N. Entonces,

=) A(T) min{);}.

TCS

Supongamos T C N tal que T' C S. Para determinar el coeficiente que multiplica al
dividendo A,(7T') en

<
|

—
%

—1
(Ynt1 — Yn) |Nh+1 (Ynt1 — yn)v(S N Np1),
0 h=0

i

definimos k = m}f’xx {h | T C Nh+1}.

Como A,(T') es uno de los sumandos en

V(SN Nwa) = D Ay(R)

0£RCSNN}, 11

solo si T' C S N Npy1, se tiene que el factor que multiplica A,(7T') es nulo para h > k.
Entonces,

—_

r—

k k
(Ynt1 — ?Jh)U\Nh+1 () = A,(T) Z(yh—H —yn) + Z Yht+1 — yh YNy s (S) — AU(T”
0 h=0 h=0

T

r—1
3 G — iy, (S).
h=k+1
A,(T) no aparece ni en la segunda ni en la tercera suma, y por lo tanto el coeficiente
k
resultante es igual a Z(th — yn) = Yrs+1. En consecuencia, solo se necesita probar
h=0

e min{\;} = .

que min{Ai} = yes

4.1. DESCOMPOSICION LINEAL DE JUEGOS COOPERATIVOS CON JUGADORES QUE TIENEN
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Dado que para todo i € T', \; > yr11, se tiene que mlr}l{)w} > Yra1. Por reduccion al
1€
absurdo, supongamos que ygi1 < ml%l{AZ} Entonces, para todo ¢ € T, \; > yiy1, lo
1€

cual implica que para ¢ € T, \; > yrio. Ello contradice la definicion de k, quedando
entonces el resultado probado. |

Como consecuencia directa del lema anterior, se obtienen los siguientes resultados.

Corolario 4.1.1 Dado (N,v,\) € GY, supongamos que (N,v,) es la cero-
normalizacion de (N,v). Entonces

[y

A
v = (yh—H - yh)vO\Nh_H + E :v\{i}’
0 iEN

con Npypy={i € N | \i > ypa1}, para h=0,...,r — 1.

<

>
Il

Demostracion: Dado (N, v, A) € GY, la funcion caracteristica v puede ser escrita
como v = v, + g Uy siendo v, la cero-normalizacion de v. Entonces,

1EN
A A A A
=Vt Zvl{i} =Vt Zv\ﬁ}’
ieN ieN
y por tanto, utilizando el lema previo, el resultado queda probado. |

Corolario 4.1.2 Dado (N,v,\) € GY, se tiene que

—_

U)\ (yh-l-l - yh)U|Nh + Z U|{ 37
0 1EN

<

>
Il

con Npypy={i € N | \i > ypa1}, para h=10,...,r — 1.

Demostracién: Es claro que, dado A = {\; }ien, la transformacion que asigna
a cada (N,v) € GV, (N,v*) € G es lineal en A, es decir, para A = X’ + A, con
n

AN A e [0,1]7 v* = 0N 40N Dado (N,v,A) € GY, v =, + va con (N, v,),

i=1
la cero-normalizacion de (N, v). Y, por tanto, usando la linealidad,

n r—1
A A _
=V, + Z(”Hz} Z Yn+1 = Yn) Vo, T Zvl{z}’
=1 h=0 =1

donde la ultima igualdad se obtiene a partir el lema anterior y como consecuencia de
que (U‘{i})A = v|, para todo A.

4.1. DESCOMPOSICION LINEAL DE JUEGOS COOPERATIVOS CON JUGADORES QUE TIENEN
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Entonces, tenemos que

[y

r—1

UA (yh+1 - yh)vO\Nh7L1 + Z U‘{l} Z<yh+1 o yh |Nh+1 Z v‘{l}

<

h:o =1 h:0 ZENh+1
n r—1 r—1
+ E U|{i} = § (yh+1 - yh)U|Nh+1 - E (yh+1 - yh) § : /U‘{i} + § :U|{i}7 donde la
i=1 h=0 h=0 1€ENp 41 iEN

segunda igualdad se obtiene porque, para (N,v) y su cero-normalizacion (N, v,),
tenemos que v = v, + >, n V),

Para i, € N,seat € {1,...,r} tal que \;, = y; (naturalmente, ¢ depende de i,). Ento-

r—1
nes, i, € 02:1 Nj,. Como consecuencia, en la expresion Z(th — Yn) Z Uiy Vi
h=0 i€Np41
esta multiplicado por
Y — Y1 T Y1 — Y2t o U1 — Yo = Y = A,
lo que completa la demostracion. [ |

PrOpOSIClon 4.1.1 Dado (N,v,)\) € GY, si (N,v) es un juego superaditivo, enton-
ces, v (N) < v(N).

Demostracidon: Vamos a suponer primero que (N, v) es un juego cero-normalizado.
Como se sabe, si un juego cooperativo es cero-normalizado y superaditivo, también es
monoétono. Entonces, usando la expresion de Choquet

—_

r—1

M(N) = (Ynt1 — Yn)ViN, = Z(yh+1 = yn)v(N N Niy1).
0 h=0

<

>
Il

Como por la monotonia, v(N N Np41) < v(NV), para todo h =0,...,7 — 1

ﬁ
I
—

N N) < 0(N) D (Ynsr = yn) = 0(N) -y < o(N).

>
I

Si (N, v) no es cero-normalizado, entonces

V=g + Z Y| {i}
i=1
Y por tanto,

A A A
=0+ Y -
=1

4.1. DESCOMPOSICION LINEAL DE JUEGOS COOPERATIVOS CON JUGADORES QUE TIENEN
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Entonces

vHN) = v5(N) + Z%;(N) = v (N) + > v({i}).

iEN
Como (N, v) es superaditivo, se tiene que (N, vy) también lo es, y haciendo uso de que
v3(N) < v9(N) tenemos,

A A , .
P(N) = (V) + D v({i}) <vo(N) + Y o({i}) = o(N),
iEN iEN
lo que completa la demostracion. [ |
A continuacion, se particularizan los resultados anteriores en un ejemplo concreto. Se
muestra que dada una coaliciéon S cualquiera podemos calcular el valor de esta coalicion

en el juego v*(9) mediante la definicion de v* en términos de los dividendos o mediante
la descomposiciéon en suma de juegos cooperativos clasicos.

Ejemplo 4.1.1 Sea (N,v,\) € GY con N ={1,2,3,4}, A =(0.2,0.5,0.5,0.7) y

U(S):{S_l’ §18 > 2

0, en otro caso.

En términos de la base de la unanimidad, v puede ser escrito como:
U= U2} U3 T U4} T Uf23) T Ug2ay T U4} — U{1,2,3} — U{1,2,4}
—U{1,34} — U{2,34} T U{12,34},

y ast, por definicion,

0™ = 0.2y 9y + 0.2ugy 33 + 0.2uq1.43 + 0.5up23) + 0.5uga 4y + 0.5u3.4y
—0.2’11,{172,3} — O.QU{LQA} — O.2U{173’4} — O.5U{2’374} + O.2U{1’273’4},
de donde,

(0.2, si S={1,2} 0 S={1,3} o S={1,4}

0.5, 51 S={2,3} 0 §={2,4} 0 S={3,4}
0.7, s S={1,2,8} 0 S={1,2,4} 0 S={1,3,4}

A _
CE = si S—{2,5.4)
1.2, st S=N
0, en otro caso.

\

Utilizando la notacion del Lema 4.1.1 tenemos que r = 3, yo = 0, y; = 0.2, yo =
0.5 e y3 = 0.7. Entonces, (N,v>) admite la siguiente descomposicion:

v* =020+ (0.5 — 0.2)v),, ,, + (0.7 = 0.5)y,,,,

4.1. DESCOMPOSICION LINEAL DE JUEGOS COOPERATIVOS CON JUGADORES QUE TIENEN
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o alternativamente,
v (S) = 0.20(5) 4+ 0.3v(S N {2,3,4}) + 0.20(S N {4}), para todo S C N.
Consideremos, por ejemplo, la coalicion S = {1,3,4}, entonces
v ({1,3,4}) = 0.20({1,3,4}) + 0.3v({1,3,4} N {2,3,4}) + 0.2v({1, 3,4} N {4})

= 0.20({1,3,4}) + 0.30({3,4}) + 0.20({4}) = 0.7.

4.2. Propiedades heredadas por el juego modificado

En el juego del ejemplo anterior (N,v) y (NN, v*) son superaditivos y convexos. (N, v)
es simétrico, pero (N,v*), obviamente no lo es. En la siguiente proposicién, que se
apoya en el lema que la precede, probaremos que la superaditividad, convexidad y
casi-positividad de (N, v) son heredadas por (N,v*), para todo .

Lema 4.2.1 Dado (N,v) € GN y R C N, si (N,v) es convero (superaditivo) entonces
(N,v),) es también convexo (superaditivo).

Demostracion: Para probar que las restricciones conservan la convexidad, consi-
deremos (N, v) convexo y S, T C N. Entonces,

VR (SUT) +0,(SNT) =v[RN(SUT)] +v(RNSNT) =v[(RNS)U(RNT)

+o[(RNS)N(RNT)] > v(RNS)+v(RNT) = v,(S) +v,(T),

donde la desigualdad se tiene porque (N,v) es convexo.

Por otro lado, para probar la superaditividad de vjp dada la de v, consideramos
S, T C N con SNT = (). Entonces,

V,(SUT)=v[RN(SUT)|=v[(RNS)U(RNT)] >v(RNS)+v(RNT)

= U|R(S) + U\R(T>v
donde la desigualdad se tiene por la superaditividad de (N, v). ]

Proposicion 4.2.1 Dado (N,v,\) € GY,
i) Si (N,v) es convezo, entonces (N,v*) también lo es.
i) Si (N,v) es superaditivo, entonces (N, v>) también lo es.

iii) Si (N,v) es casi-positivo, entonces (N,v) también lo es.

4.2. PROPIEDADES HEREDADAS POR EL JUEGO MODIFICADO
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Demostracion:
i) Sea (N,v,\) € GY, con (N,v) un juego convexo. Entonces para todo S, T'C N,
como una consecuencia del Corolario 4.1.2,

r—1
MSUT) +0XMSNT) =Y (yhe1 —yn)vy,,, (SUT) + Z Ai)v, (SUT)
h=0 i=1
r—1
+Z(yh+1_yh)U|Nh (SNT) +Z Ai)v, (SNT).
h=0

Utilizando la convexidad de (INV,v) y por lo tanto (Lema 4.2.1) la convexidad de
(N, U|Nh+1), para h =0,....7 — 1, y la de (NV, vm}) parai=1,..n

—

r—

MSUT)+0MSNT) > Y (Yns1 — n) |:U|Nh+1 (5) + vy, ,, (T)]

=
Il

n

r—1
+ Z(l =) [U|{i}(s) + 0, ( Z (Wre1 = Yn)V,,,, (5) + Z i)y (5)
i=1 h=0
+ Z Yh+1 — |Nh+1 (T) + Z(l a )\i)v‘{i} (T) - ’UA(S) T ’UA(T)’
1=1

Yy, por tanto, v" hereda la convexidad de .

ii) Sea (N,v,A) € GY, con (N,v) un juego superaditivo. Entonces, para todo
S, T CN,con SNT = (), como consecuencia del Corolario 4.1.2,

r—1
UA(S uT) = Z(yh+1 - yh)U\N, 1 (SuT)+ Z Ul{ }(S uT).
h=0 i=1

Utilizando la suparaditividad de (N,v) y por lo tanto (Lema 4.2.1) la superaditividad
de (N, U|Nh+l), para h =0,....,7 — 1, y la de (N, U,y) parai=1,..n,

<
[airy

VNSUT) > (ynr — un) [y, (S) + vy, (T)]

>
Il

n r—1 n
+ Z(l - )‘l) [U|{¢} (S) + U|{ } yh-‘rl ‘Nh+1 (S) + Z(l - )‘i)v\{i} (S)
i=1 h=0 1=1
r—1 n
"—Z Ynh+1 _yh U|Nh+1 +Z U\{} ) :’U}\(S)—{_’U}\(T)?
h=0 1=1

y entonces v hereda la superaditividad de v.

i1i1) Como A (S) = A,(S) Hllél{)\l} para s > 2 and A (S) = A,(S) para s = 1, si
1€
A,(S) > 0 para todo S C N, también A (S) > 0. [

4.2. PROPIEDADES HEREDADAS POR EL JUEGO MODIFICADO
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4.3. Monotonia en las habilidades de cooperacién

En la siguiente proposicion probamos que el valor definido, o, satisface monotonia en
las habilidades de cooperacion. Esta propiedad establece que, para un juego superadi-
tivo, si el peso de un jugador aumenta, manteniéndose igual todo lo demas, entonces el
pago a ese jugador no puede disminuir.

Proposicién 4.3.1 Dado (N,v, ), (N,v,X) € GY, con (N,v) un juego superaditivo
y tal que existe k € N con \j, > A\g y N = Aj para todo j # k, j € N, se tiene que

o, (N,v,X") > o, (N,v, ).

Demostracion: Si A se transforma en A} > \; algunos de los pares (ypi1, U‘NHl),

para h =0,1,...,r — 1, son modificados. Supongamos que A\, = y; con t < r (el caso en
el que el méaximo peso, y,, se incrementa, es trivial) y consideremos seis posibilidades
diferentes:

i) Algunos jugadores tienen peso igual a Ay pero A, < y41. Entonces, si (N, v,) es la
cero-normalizacion de (N, v), haciendo uso del Corolario 4.1.1,

or(N,v,X") — op(N,v,A) =
= (A;c _yt)Shk(N7 Uo‘{j

\ A;zxgc}) 2 0,

donde la desigualdad se tiene porque A}, —y; > 0, y el valor de Shapley de un jugador
en un juego superaditivo y cero-normalizado® es no negativo®.

i1) Algunos jugadores tienen peso igual a Ag, pero \; = y:+1. Entonces,
o(N,v,X") — op(N,v,A) =
= (Yer1 — Ye)Shi(N, Vo | A;zxgc}) > 0.
i11) Algunos jugadores tienen peso igual a A, pero y.11 < A, < ¥¢42. En consecuencia,

or(N,v,X') — op(N,v,A) =

8Como se ha probado, la restriccién de un juego superaditivo a cualquier subconjunto de jugadores
es también superaditivo. Es sencillo probar que la cero-normalizacién de un juego superaditivo es
también superaditiva.

9Vamos a probar que el valor de Shapley para un juego superaditivo y cero-normalizado es no
negativo. Para ello consideremos (N,v) € GV con v un juego superadtivo y cero-normalizado. Como

sabemos, el valor de Shapley para un jugador ¢ € N se calcula como una media ponderada de sus

—s—1)ls!
contribuciones marginales, mediante la expresion Sh;(N,v) = Z u [v(SU{i})—v(S)].
n.

SCN\{i}

Por otro lado, dado que v es un juego superaditivo, tenemos que v(SU{i}) > v(S)+v({i}), si y solo si,
v(SU{i})—v(S) > v({i}) y, dado que v es un juego cero-normalizado, tenemos que v(SU{i})—v(S) > 0.
Entonces, bajo superaditividad y cero normalizacion el valor de Shapley es una media ponderada de
contribuciones marginales, todas ellas no negativas, y serd no negativo

4.3, MONOTONIA EN LAS HABILIDADES DE COOPERACION
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= (Y41 — Y1) Shi(N, Vo5 |

I li
/ >0}

zyt}) + (A = 1) Shi(N, Yo 1 x
iv) Solo un jugador tiene peso igual a \g, pero A} < y:41. Entonces,
o(N,v,X") — op(N,v,A) =
= (M = y-1) Shi(N, v, A;zxk}) = e = 4e=1) SR (N Vo 3 o) =
= (Ao = Y1) Shy(N, Vo5 | Ajzxk}) — (Ak = Y—1)Shy(N, Vo5 | Ajzm)
= (A, — A\r)Shi(N, Vo ;| Ajzxk}) > 0.
v) Solo un jugador tiene peso igual a Ay, pero A; = y:+1. En consecuencia,
oL (N, v, N') — op(N, v, A) =
= (Y41 — Ye-1) Shi (N, Yo | A;ZA;C}) — (Y — ye—1)Shi(N, Vo | Ajzxk}> =
= W1 = Y1) ST (N, Vo 5 | 3 ony) = W= 0e-) She(N, w052 y)
= (Y11 — Y1) She(N, Vo(; | Ajzxk}) = 0.
vi) Solo un jugador tiene peso igual a g, pero Aj > y.41. Entonces,
o, (N, v, N') — o (N, v, A) =
(Y41 — Ye—1) Shi(N, Vo Agzm) + (Ak = Yer1) Shi(N, CETTREN -
—(Ak = ye-1) Shi(N, Vo(; | Ajzm> =
= W1 = Y1) Shi(N, Vo | 5ony) + (Ne = Y1) Shi(N, v %2*2})_
—(Ak = Y1) Shi(N, v

/ i )
f2N )

\ AJ‘Z)\k})

= (Y1 — Ak)She (N, Yoy | A]z)\k}) + (/\2 — Yry1)Shi(N, Yo, (s | A;—ZA;}> > 0,

quedando asi probado el resultado .

) > 0.

A continuacién retomamos el Ejemplo 2.6.1 para mostrar que nuestro valor definido
o no presenta los comportamientos anti-intuitivos que observé Owen (1968) para el

valor de Shapley ponderado.

Ejemplo 4.3.1 Consideramos el juego de mayoria simple (N,v)

N={1,2,3} y

U(S):{l’ 518> 2

0, otro caso.

En términos de la base de unanimidad, v puede ser escrito como:

v =uq12) +ugr3) + U3y — 2uf23)-

e GV

con
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Si el vector de ponderaciones es X = (0.3,0.1,0.1)'°, entonces,
v = 0.1ug1 9y + 0.1ugy 3y + 0.1ugo 3y — 0.2uyy 2,33

Y por tanto,

01 01 0201 01 0201 01 02
O R T R L R
111
= 39730 30"

Observamos que la distribucion del poder es igualitaria para los tres jugadores, lo que
es razonable, ya que aunque el jugador 1 tiene mayor capacidad de cooperacion, no
puede pertenecer a una coalicion ganadora sin negociar o asociarse con alguno de los

demds jugadores.

Por otro lado, si aumentamos la capacidad de cooperacion del jugador 1 de 0.3 a
0.4 unidades, manteniendo el resto de pesos sin variar, el valor o para esta nueva
situacion es el vector o(N,v,A) = (%, %, %) Se observa que el poder del jugador 1 no
se ha wisto reducido al ampliar su peso, lo que es completamente razonable y contrario
a lo que pasaba con el valor de Shapley ponderado.

St se aumentamos la capacidad de cooperacion del jugador 2 de 0.1 a 0.2, manteniendo

el resto de pesos sin variar, su valor aumenta de 3—10 a %.

10L0s pesos no son los utilizados por Owen (1968), ya que consider6 3,1,1, que no pertenecen al
intervalo [0.1] como se precisa en nuestra propuesta para las habilidades de cooperacion. Por ello se
han adaptado utilizando una décima parte de cada uno.

4.3, MONOTONIA EN LAS HABILIDADES DE COOPERACION



Capitulo 5

Caracterizaciones del valor o

Si los hechos no encajan con la teoria, cambie
los hechos.

Albert Einstein

En esta secciéon introducimos cuatro caracterizaciones del valor definido, o. Estan
inspiradas en las de Shapley (1953b)!!, Myerson (1980), Young (1985) y Hart y Mas-
Colell (1989) para el valor de Shapley.

5.1. Propiedades del valor definido

En primer lugar, se definen las propiedades que posteriormente seran utilizadas en
las diferentes caracterizaciones.

Definicion 5.1.1 Una regla de asignacion 1 definida en GY satisface A-eficiencia,
si para todo (N,v,X) € GY,

Ziﬂi(N,U,)\) = *MN).

La A-eficiencia, que sera crucial en las diferentes caracterizaciones, no es, obviamente,
la eficiencia en la que se reparte el valor de la coalicion global v(N) entre los jugadores.
Como se ha reiterado la cooperacion imperfecta de los juegos cooperativos con jugadores
con diferentes habilidades cooperativas conlleva ineficiencia.

Definicion 5.1.2 Una regla de asignacion ¢ definida en GY satisface la propiedad
del jugador nulo si, dado (N,v,X) € GY ei € N, tal que para todo S C N \ {i},

W(SU{i}) —v(S) =0,

HSGiendo rigurosos, la primera caracterizacion llevada a cabo para el valor definido va en paralelo a la
caracterizacion de Shubik (1962) que, como se mencion6 en los preliminares, modifico la caracterizacion
de Shapley sustituyendo el axioma del soporte por el de eficiencia y jugador nulo. La literatura existente
mezcla con frecuencia la caracterizacién de Shapley con la de Shubik
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entonces
77/)Z<N, v, A) = 0

Definicion 5.1.3 Dado (N,v, ) y (N,w,X) € GY, definimos
(N, v, A) + (N,w,A) = (N,v+w,A).

Definicion 5.1.4 Una regla de asignacion + definida en GY es aditiva (en el juego)
si, dados (N,v,X), (N,w,\) € GY,

Y[(N, v, A) + (N, w, A)] = (N, v,A) + (N, w, ).

Definicion 5.1.5 Una regla de asignacion ) definida en GY satisface la propiedad de
igual trato para jugadores necesarios si, para (N,v,\) € G¥ e i,j jugadores necesarios
en (N,v), se tiene que

’QDZ‘(N,U,A) = wj(N,U, A)

Bajo esta propiedad si dos jugadores son necesarios en el juego (el valor de las coali-
ciones que no los contienen es nulo), ambos deberéan recibir el mismo pago.

Definicion 5.1.6 Una regla de asignacion 1 definida en GY satisface la propiedad de

las contribuciones equilibradas en habilidades de negociacion si, para todo (N,v,X) €
GY ytodoi,j €N,

wZ(Na v, A) - ¢Z(N7 v, A_]) - wj(Nv v, A) - ¢](N7 v, A_i)y
siendo X7F el vector {\ "}y € [0,1]" con

Nk _ A, sil#k
! 0, sil=k.

Esta propiedad afirma que cuando un jugador ¢ € N se queda sin capacidad de
negociacion, otro jugador j se ve afectado de la misma manera que ¢ se veria afectado
si es j el que no quiere negociar.

Definicion 5.1.7 Una regla de asignacion v definida en GY satisface la propiedad
de monotonia fuerte si, dados (N,v,X), (N, w,\) € GY ei € N tal que

v(SU{i}) —v(S) > w(SU{i}) —w(S)
para todo S C N\ {i}, entonces,
¢i(N> v, >‘) Z %(Na w, >‘)'

Monotonia fuerte implica marginalismo, propiedad obtenida cuando en la definicion
anterior ambas desiqualdades se reemplazan por iqualdades.

5.1. PROPIEDADES DEL VALOR DEFINIDO
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La propiedad anterior establece que si las contribuciones marginales de un jugador
cualquiera ¢ en un juego v son siempre mayores o iguales que sus contribuciones
marginales en otro juego w, entonces el pago que recibird este jugador 7 en el juego
w nunca sera mayor que el pago que recibird en v, independientemente de su capa-
cidad de negociacion (a condicion de que ésta se mantenga invariante en ambos juegos).

A continuacion se prueba que la regla de reparto definida, o, satisface las propiedades
enunciadas anteriormene.

Proposicion 5.1.1 La regla de asignacion o : GY — R™ satisface las propiedades de
A-eficiencia, aditividad, jugador nulo, jugadores necesarios, contribuciones equilibradas
en habilidades de negociacion, monotonia fuerte y marginalismo.

Demostracion: i) o satisface A-eficiencia dado que para todo (N,v,A) € G,

ZO,»(N,U,}\) = ZS/M(N, o) = v*(N),

iEN iEN
donde la ultima igualdad se tiene por la eficiencia del valor de Shapley.
ii) Dado (N,v,A), (N,w,\) € GY,
O[(N, 0, A) + (Nyw, A)] = o(N, v+ 1w, A) = Sh(N, (v + w)*)

= Sh(N,v* + w*) = Sh(N,v*) + Sh(N,w*) = o(N,v, X) + a(N,w, A).

La primera igualdad se tiene por la definicion de aditividad en GY¥'; la segunda,
a partir de la definicion de o; la tercera, debido a la definicion del juego modifica-
do y la dltima por la aditividad del valor de Shapley. Por lo tanto, o satisface aditividad.

i17) Si i € N es un jugador nulo en (N, v), entonces para todo A = {\; }ien, 7 es un
jugador nulo en (N,v*) y por lo tanto,

Ui(vaa A) = Shl<N7 UA) = 07

dado que el valor de Shapley satisface la propiedad de jugador nulo. Entonces, o
también satisface dicha propiedad.

iv) Sii € N es un jugador necesario en (N,v) e i € S C N entonces,

AL (8) = (1) "(T) = 0.

TCS

Como consecuencia, si i,7 € N son jugadores necesarios en (N, v), entonces, i,j € S
para todo S tal que A,(S) # 0 y asi, para todo A € [0,1]™,

oi(N,v,A) = Shi(N,v*) = Shj(N,v*) = o;(N,v, A).

5.1. PROPIEDADES DEL VALOR DEFINIDO
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La segunda igualdad se debe a que, como sabemos, el valor de Shapley reparte
equitativamente el dividendo de cada coaliciébn entre sus miembros. Entonces, o
satisface la propiedad de igual trato de los jugadores necesarios.

v) Para probar que o satisface contribuciones equilibradas en habilidades de nego-
ciacion 2, sea (N,v,A) € GY e i,j7 € N. Entonces,

O-i(Nuva) - Ui(N7va)‘_j) = Shz(Nu U)\) - Shz(N7 vkij) = Shz(Nu U)\ - v/\ij>

= Shy[N, > A (T) min{\} + > A, (T) min{\}

TCN,t>2,i¢T,j¢T TCNt>24€T,j¢T
+ ), A@min{ni+ Y AT min{h}+ ) A({k})]
TCNt>2,i¢T,jeT TCNt>2,,5€T kEN
_ ) . —Jj J
Shi[N, > A (T) min{A 7} + > A (T) min{), 7}
TCN,t>2,:¢T,j¢T TCNt>24€T,j¢T
, —j , —j
), A@min{y7}+ Z Ay(T)min{A7}+ 3 Ay ({k})
TCNt>2,i¢T,j€T TCN,t>2,i,j€T keN
. 29?1.}{Ak}
Av S .. €SUL,J
> ( U{m})—s+2 :

SCN\{i,j}

expresion que es simétrica en ¢ y j. Por tanto,
oi(N,v,X) — 0;(N,v, A7) = 0;(N,v, ) — 0;(N,v, \7").

vi) Para probar que o satisface monotonia fuerte, supongamos que
(N,v,X), (N,w,\) € GY, i € N,y que para todo S C N \ {i},

v(SU{i}) —v(S) > w(SU{i}) —w(S).
Entonces,

v S U{i}) - Z Y1 = Yn)Vly, (S UL

12Cabe observar que o satisface una versién generalizada de la propiedad de contribuciones equili-
bradas en habilidades de negociacion: dado (N,v,A) € GY,ei,j e N

Ui(N’ v, A) - Ui(Na v, )\—j,c) = Uj(Nv v, A) — 0y (N7 v, A_i7c)7

N, sil#k

c<Ap sil—k FTHI

con Ake = [\ Ry oy = {

y AJ .’ ]
Entonces, o;(N, v, A) —o;(N, v, A7) = E M[ min  {A\g}— m1n{m1n{)\k} ct],
SCN\Lij} S+ keSu{i,j}

expresion que es simétrica en ¢, y j.

5.1. PROPIEDADES DEL VALOR DEFINIDO
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—_

n

+ ) (L= 2)0,0(S UL = [ (s — un)ygy,,, (5)

<

+ Z(l — M), v(8)] = i(yhﬂ — Yn) [v‘{NHl}(S U {i})

(9)] + (1 =Xy,

_Ul{Nh-H}

y similarmente para w*(S U {i}) — w>(S).
Ademas

Uiy, (S UAi}) — vy, (S) = v[(SU{i}) N Npy1] —v(S N Niyr) =

_ ’U[(S N Nh—i—l) U {Z}] — U(S N Nh+1)7 sit € Npiq
0, otro caso,

y andlogamente para wy,, (SU {i}) — Wiy, ., (5).
Si, por hipétesis, para todo S C N\ {i},
v(SU{i}) = v(S) 2 w(S U {i}) — w(S),

tenemos

vMS U {i}) —v*8) > wr(S U {i}) — w(9).

Dado que el wvalor de Shapley satisface monotonia fuerte, se obtiene que
Shi(N,v*) > Sh;(N,w?*), y por tanto, o;(N,v,X) > o;(N,w,\). En consecuen-
cia, como la regla satisface monotonia fuerte también satisface marginalismo, dado que
ésta es una propiedad més débil. |

5.2. Caracterizaciones

Una vez demostrado que la regla de reparto o definida satisface las propiedades
anteriores, vamos a analizar en qué medida dichas propiedades (o algtin subconjunto
de ellas) permiten caracterizar o.

Proposiciéon 5.2.1 o es la vinica regla de asignacion en GY que satisface las propie-
dades de A-eficiencia, aditividad, jugador nulo y jugadores necesarios.

Demostracion:

Se ha probado anteriormente que o satisface las propiedades de A-eficiencia, aditivi-
dad, jugador nulo y jugadores necesarios. Reciprocamente, supongamos que v es una
regla de asignacion en G\ que satisface estos cuatro axiomas. Entonces, por aditividad,

5.2. CARACTERIZACIONES
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es suficiente con probar que ¢ = ¢ para todo (N,aus,\) € GY con S C N, S # 0y
a€R. Sii¢S,iesun jugador nulo en (N, aug) y asi

Yi(N,aug, XN) = 0 = o;(N,aug, A).
Para todo i € S, i es un jugador necesario en (N, aug) y por lo tanto
Vi(N,aug, A) = c.

Entonces, como consecuencia de la A-eficiencia,

Z@/Ji(N, aug,N) = Z@/Ji(N, aug,\) = cs = (auS)A(N),

1EN €S

(aus)*(

y por lo tanto ¢ = . N) | El mismo argumento prueba que también o;(N, aug, A) =

M para todo i € S, quedando entonces el resultado probado. |

Proposiciéon 5.2.2 o es la vnica regla de asignacion en GY que satisface las propie-
dades de A-eficiencia y contribuciones equilibradas en habilidades de negociacion.

Demostracién: Se ha probado anteriormente que o satisface las propiedades de \-
eficiencia y contribuciones equilibradas en habilidades de negociacion. Reciprocamente,
supongamos que ¢ es una regla de asignacion en GY que satisface estas propiedades.
Debemos probar entonces que ¥(N,v,X) = o(N,v,\) para todo (N,v,\) € GY. Se
hara por induccion sobre §(A), el cardinal de d(A) = {\;;i € N | \; > 0}.

Si (A) = 0, entonces A = 0, y por definicion de regla de asignacion
Yi(N,v,0) =v({i}) = 0;(N,v,0) para todo i € N.

Si 6(A) = 1, supongamos que i € N es tal que \; > 0. Entonces, como v satisface
contribuciones equilibradas en habilidades de negociaciéon, para cada j #i,57 € N,

wi(NaUaA) - %(N,%)\_j) = wj(vaaA) - wj(Nava)‘_i)'

Dado que A7 = ), ‘
1/}1(N7 v, A) - ¢Z(N7 v, A_]) = 07

entonces, ,
wj(Na v, )‘) = %’(N» v, }‘_l) = %’(N> v, 0) = U({j})

Utilizando la A-eficiencia,

SN0, A) =Y o({ED) + (N, v, A) = A N) =D u({k}),

keN ki keN

y por lo tanto ¥;(N,v, X) = v({i}).
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Teniendo en cuenta que o también satisface la propiedad de A-eficiencia y con-
tribuciones equilibradas en habilidades de negociacion, se obtiene similarmente que
oi(N,v,A) = v({i}) para todo i € N y, por tanto, ambas reglas de asignacion coinciden.

Supongamos ahora por la hipotesis de induccion que (N, v, A) = o(N,v, A) para
todo (N,v) € GV y todo A tal que §(A) < r—1, y consideremos (N, v, X) con §(A) = .

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que A\; > 0, Ay > 0,...,\, > 0, ¥
Ari1 = Arao = A, = 0. Por tanto, como v satisface contribuciones equilibradas en
habilidades de negociacion, para i € {1,....,r}y j = {r+1,....,n}, y de forma similar al
caso en el que §(A) = 1,

0= 1/Ji(N7Ua>‘) - wi(N7'U7)‘_j) = wj(N,U,A) — ZUj(N,U,)\_i),

lo cual implica que ¥;(N,v,X) = ¥;(N,v,A7") = 0;(N,v,A7"), donde la tltima igual-
dad se obtiene utilizando la hipotesis de induccion. Como o también satisface contri-
buciones equilibradas en habilidades de negociacién,

0=0;(N,v,A) — 0;(N,v,X77) = 0;(N,v,A) — 0;(N,0,\7"),
y finalmente v¢;(N,v,X) = 0;(N,v, X) para todo j = {r+1,....,n}.

Por otro lado si i,j € {1,...,r}, por la propiedad de contribuciones equilibradas en
habilidades de negociacion,

G0, 8) = (N0, X = 455 (N, 0, X) = (N0, A7),
lo cual implica que
Vi(N,v,A) = ¢;(N,v,X) =
Gi(N, 0, X7) = 5(N, 0, A7) = 05(N, 0, A7) = 05 (N, 0, A7) =
Ui(N’ v, )\) - UJ(N7 v, A)a

donde la segunda igualdad se obtiene, otra vez, por la hipotesis de induccion y la tltima,
dado que o también satisface la propiedad de contribuciones equilibradas en habilidades
de negociacion. Entonces,

wi(N,U,A) — O'KN,’U,)\) = @Dj(N,U,)\) — Oj(N,U,)\),
para todo 7,5 € {1,...,r}. Por lo tanto
i(N,v,X) — 0;(N,v,A) = ¢,

para todo i € {1,...,7}. Usando la A-eficiencia de ambas reglas de asignacion,

T T

re =3 [hi(N,v,A) = 0;(N, v, X)] = Zwi(N, v, A) =Y ai(N,v,A) =

i=1 i=1
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= vMN) — ‘Z Ui (N, v, A) — [N (N) — ’Z oi(N,v,A)] = 0,

y por tanto ¢ = 0, lo cual completa la demostracion. [ |

icié 2.3 o es la unica regla de asignacion en ue satisface las propie-
Proposiciéon 5.2.3 ! gla de asig GY g t las prop
13

dades de A-eficiencia, jugadores necesarios y marginalismo *°.

Demostracion:

Se ha probado anteriormente que o satisface las propiedades de M-eficiencia,
jugadores necesarios y marginalismo. Reciprocamente, supongamos que ¢ es una regla
de asignacion sobre GY que satisface estos tres axiomas. Probaremos que @ = o
por induccion sobre 6(N,v) el cardinal de d(N,v) = {S C N | A,(S) # 0}. Si
d(N,v) = 0, entonces todo jugador en (NN,v) es un jugador necesario y, por lo tanto,
¥i(N,v,X) = ¢ para todo A. Por la A-eficiencia, Zwi(N, v,A) = nc = 0, y entonces

ieN
¢ = 0. Similarmente o;(N, v, A) = 0 para todo i € N.

Supongamos, entonces, por hipotesis de inducciéon, que el resultado es cierto para
todo (N, v, A) con §(N,v) < k— 1y consideremos (N, v, A) con 6(N,v) = k. Entonces,
k

k
v = Z A,(Sy)ug,. Sii € N estal quei & ﬂ S, entonces, considerando el juego (N, v;)
r=1 r=1

con v; = Z A, (S, )ug,, tenemos, para todo S C N\ {i},
Sr:i€S,

v;(SU{i}) —v(S) = v (SU{i}) =v(SU{i}) —v(9),
y, por lo tanto, ¥ (N, v;, A) = (N, v, X) ya que 1) satisface marginalismo.

Por la hipotesis de induccion (N, v;, A) = o(N,v;, A) ya que 6(N,v;) < k — 1.
Ademas
O-i(Nav7>‘) = Shz(Nv U)\) = Shz(Na Uz)\) = Ui(Na Ui7>‘)7

y, por lo tanto,

¢i(N,U, )\) = ¢Z(N, ’UZ',)\) = O'Z'(N, UZ',A) = UZ‘(N,U,)\).

k
Si, por otro lado, i € ﬂ S, entonces i es un jugador necesario en (NN, v). Todos

r=1
los jugadores necesarios tienen la misma recompensa y, por lo tanto, utilizando la

A-eficiencia, la recompensa de todos ellos estd determinada de manera tnica. [ |

3Dado que la propiedad de marginalismo es una propiedad mas débil que la de monotonia fuerte, y
dado que o satisface monotonia fuerte, el resultado podria enunciarse remplazando marginalismo por
monotonia fuerte.
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Para caracterizar el valor definido en términos de funciones potenciales, introducimos
primero la definicion de éstas para juegos cooperativos en los que los jugadores tienen
diferentes habilidades cooperativas.

Definicién 5.2.1 Sea Gp = U GY. Una funcion

n=0
P GA — R,
que satisface
P(0,v,X) =0,

y7
Z[P(N,v,)\) — P(N\ {i},v,A)] = v*(N) para todo (N,v,\) € Gy

es llamada funcion potencial.

Teorema 5.2.1 Eziste una unica funcion potencial, P, en G,. Viene dada por '

PN, 0, 3) = = [AN) + 3 POV {i o, 0] (5.1)
Y
P(@,v,\) = 0. (5.2)

Ademds para todo (N,v,\) € G y todo i € N,
ai(N,U,)\) = P(N,U,)\) — P(N \ {i},U|N\{i}, )\).

Demostracion: La expresion (5.1) y la condicion (5.2) determinan P(N, v, A) para
todo (N,v,A) € G5. Entonces P existe y es tnica.

Ademés
Ay(S) - ,
Q(N, v, A) — SQ%EZQ s l’lIélgl{AZ} + Zz:; AU({Z})7 para N 7é @
0, para N = (),
satisface Q(0,v,X) = 0, por definicion, y
, AL(S) ,
IR0 X - @ ko M =00 S ity A =
iEN iEN  SCN,s>2,i€S
= Zai(N,v,)\) = v*(N)

1EN

"En puridad para juegos (N\{i},vjn\(:1), i € N, el vector de habilidades deberfa ser escrito Ay i}
y 1no solo A. Nos hemos permitido el abuso para no recargar demasiado la notacién.
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y, por tanto, Q = P.

Finalmente para todo i € N,

P(N,v,A) = P(N\ {i}, vimiy, A) = Q(N,v,A) = Q(N \ {i}, vm\ gy, A)

S AU(S)%%{AJ}JFAU({Z}):gi(N,v,A).

SCNs>2ies °
[ |
Ejemplo 5.2.1 Retomamos el Ejemplo 2.3.4 donde considerdbamos (N,v) € GV con
N=1{1,2,3}y
30, si S ={1}
50, s S € {{3},{1,2}}
o(S) =4 80 siSe({13}{23})
100, si S =1{1,2,3}
0, en otro caso.

En términos de la base de unanimidad, v puede ser escrito como:
V= 3OU{1} + 5OU{3} + QOU{LQ} + 30%{2,3} — 30u{1,273}.

Consideremos también que la capacidad de cooperacion de los jugadores viene dada
por el vector X = (0.3,0.5,0.7). Entonces, por definicion

o = 30ug1y + 50uggy + 20 min{ Ay, Ao bugr o3 + 30 min{ Ao, Az fuge 33—

30 min{/\l, /\2, /\3}U{17273} == SOU{l} + 50U{3} + 6U{172} + 15U{273} — 9U{172,3}.
y, por tanto,

15 15 15 109
o(N,v,A) = (30+3—3,3+7—3,50+5—3) = (30,7,7)-

Ezxpresando v* en su forma coalicional,

(30, si S ={1}
50,  si S ={3}
36, siS={1,2}
v*S) =4 80, siS=1{1,3}
65, siS=1{23}
92, si S =1{1,2,3}

0, en otro caso

\

Dado que la funcion potencial satisface la condicion de A—eficiencia, es decir,

D> [PV, v, ) = PN\ {i} v, 0 A)] = 02 (N),

1EN
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se puede calcular la funcion potencial del conjunto de todos los jugadores N despejando
P(N,v, ) de la ecuacion anterior:

P(N,v,\) = %[’UA(N) + Z P(N\ {i}, v gy, A)]

y de manera recursiva

POV i} N) = < AL+ S0 POV {1}, o i, V).
JEN,j#i
Entonces,
P(N,0,0) = - [A(N AN+ D POV (i3} v V)],

zEN JEN,j#i

Para el ejemplo se tiene que,

P(N,v,\) = %[92 + %(65 + 50) + %(80 + 50 + 30) + %(36 +30)] = %5
stendo:
PN \A{1} vmy, A) = — [PV {1}) + > PIN\{L i} o A)]
JEN,j#1
= (654 50) = =7,
PN\ {2} o N) = < [V 2D+ 0 POV 2.7 o2 V)

JEN,j#2

1
= 5(80+ 50 + 30) = 80,

PN\ {3}, vnsy, A) = AN+ Y PN\ {35} vimgsgs A

JEN,j#3
1
= 5(36+30) = 33.

Comprobamos por ultimo que el vector de contribuciones marginales de la funcion
potencial resultante (P(N,v,A) — P(N \ {i},v‘N\{iM))ieN coincide con el valor o.

= Parai=1, P(N,v,A\) = P(N\ {1}, vy, A) = 15— U5 =30 = 0y(N, v, A)

2

= Parai=2, P(N,0,A) = P(N\ {2}, v}y ), A) = 5 —80="L =0y(N,v,A)

= Parai=3, P(N,0,A) = P(N\ {3}, v}y (5, ) B 33 =199 = 53(N,v,A)

2
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Capitulo 6

Extension multilineal para juegos
cooperativos con jugadores que tienen
diferentes habilidades de negociacion

A fuerza de construir bien, se llega a buen
arquitecto.

Aristoteles

En este apartado se estudian las extensiones multilineales para juegos con jugadores
que tienen diferentes habilidades de cooperacion. Como ya se mencioné en el apartado
de los Preliminares la extension multilineal de un juego cooperativo fue introducida por
Owen (1972), ofreciendo una alternativa (con menor coste de computo) para el calculo
del valor de Shapley, dado que frecuentemente dicho computo precisa una cantidad
ingente de trabajo.

6.1. Definicion de la extensidon multilineal

La extension multilineal para un juego (N,v) € GV es una funcion definida en [0, 1]"

y dada por
fan )= > A= ]I —z)}o(s).

0#ASCN i€eS &S

En Owen (1972) se prueba que f admite la siguiente expresion alternativa:

fan )= > AS) [

0ASCN jes

Esta tltima expresion nos sugiere la generalizacion de la extension multilineal para
: N
juegos en Gy .
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Definicion 6.1.1 La extension multilineal de (N,v,X) € GY es una funcion
f)‘ : [0, 1]” —R

dada por

a(zy, . xy,) = Z (A, IZIélél{)\}HJ]Z —i—ZA ({i})x (6.1)
P#£SCN,s>2 €S

Una expresion alternativa para fy se obtiene en la siguiente proposicion.

Proposicién 6.1.1 Dado (N,v,X) € GY, fa(x1,...,1,), definida en (6.1) puede, al-

ternativamente, expresarse de la siguiente manera:

In(z, .oy Ty Z {H% Z —1) mln{/\} H ;] v S)}%—Z(l—kﬁv({z})x

P£SCN i€S SCT i€T\S

Demostracion: Tenemos, para (N,v,\) € GY,

Iz, .y zy) = Z [A(T rzréln{)\}l_[xZ +ZA ({i}D)z

TCNt>2 ieT

>° A=l 0 u()] minfAd} + 3 e({i})e

TCN,t>2 €T SCT

> AII=l > o minfa JT «Je()} + 3 v({iha

0£SCN ieS SCT,t>2 1€T\S
= Z { Hxl Z ) mm{)\ } H zi]v(S)} — le)\’LU({Z}) + Zv({z})m
0£SCN i€S  SCT i€T\S i=1 i=1
Z {H:El Z )i mm{/\} H ;] v }+Z 1= X)v({i})z,
0£SCN ieS  SCT ieT\S

donde la primera igualdad se obtiene escribiendo cada dividendo en términos del valor
de las subcualiciones, la segunda permutando el orden de los sumandos y la tercera,
sumando y restando el valor de las coaliciones de tamano uno. |

6.2. Propiedades de la extensién multilineal

La siguiente proposicion resume varias propiedades de fj.

6.2. PROPIEDADES DE LA EXTENSION MULTILINEAL
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Proposiciéon 6.2.1 Dado (N,v,\) € GY y fx su extension multilineal, se tiene que:

i) fx es la tinica funcién multilineal que coincide con v>

puntos extremos (esquinas) de [0, 1]".

cuando se restringe a los

i) fi(xy,...,x,) = f(x1,...,1,) para todo (N,v,1) € GY y, por tanto, la extension
multilineal definida coincide la de OQwen (1972) para juegos en los cuales los jugadores
son completamente cooperativos.

n
i) fo(x1,...,x,) = Zv({z})xz, que es la extension multilineal de Owen para juegos
i=1
inesenciales.

iv) 0i(N, 0, X) = [J (2 At ... t)dt.
Demostraciéon: i) Sea fy de la forma
f)‘(l’l, ...,I‘n) = Z OT Hl’z
TCN ieT
Entonces, para cada ) # S C N,

=Y Cr.

TCS
Asi, la condicion fy(a®) = v*(S) se reduce a

Z Cr = v(S) para todo S C N. (6.2)

TCS

Tenemos que demostrar que el sistema (6.2) tiene una tnica solucién para los
coeficientes Cp, T' C N. Es facil ver que el sistema de ecuaciones anterior es un sistema
compatible determinado, dado que es un sistema con 2" incognitas y el mismo ntimero
de ecuaciones en el que la matriz de los coeficientes es triangular y con los elementos
de la diagonal principal distintos de cero (iguales a 1, de hecho) y por tanto, de rango
completo.

it) Si A =1, para todo S C N, ) # S,F

fi(zy, . ) = Z [ rzrélgl{)\}Hmz +ZA ({i})x

SCN,s>2 €S

= Z [A( )mln{l 1}sz -I—ZA ({i})x Z [AU(S)H%}

SCN,s>2 i€S SCN,s>2 i€S

6.2. PROPIEDADES DE LA EXTENSION MULTILINEAL
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—|—ZA ({i})x ZA H:I:, = f(x1, ..., Tp).
SCN i€S
ii1) Si A = 0, para todo S C N, ) # S,

fo(zi, ) = Y [AU(S)rirgg{Ai}Hxi]+ZAU({@'})@»

SCN,s>2 i€s i=1

= Z [A( mln{O 0}1_[:16Z +ZA {i})x Z v({z})xZ:Zv({z})x

SCN,s>2 icS =1 i=1

iv) Tenemos que para i € N,y (N,v,\) € GY,

0
. (1, ooy ) . Z Ay( mln{)\}Ha:j—l—ZA ({i})i]
SCN,s>2 JjeS =1
= > [AS mln{)\} I =]+ A
1€SCN,s>2 JES,jF#i
Entonces,
0 , s—1 .
(Gt = D AuS)[min{A ] + Au({i}),
1€SCN,s>2
y, por tanto

1 mgl{)‘}
| Grttttidt = 30 AU+ Aulli)) = (N0, N,

i€SCN,s>2
|

Ejemplo 6.2.1 Sea v el juego tripersonal de mayoria en la normalizacion (0,1) y sea
A =(0.8,0.5,0.3). Su extension multilineal es

f)\(l'b T2, .’L‘d) = 0.51'1332 + 03.%1.’133 + 031’21’3 — 0.6.(511’2.1’3

y las deriwadas parciales son:

0
8_f>‘(x1’ T, x3) = 0.5z + 0.323 — 0.6x913
1
0
a_bfA<xla Tg, x3) = 0.521 4+ 0.3x5 — 0.621 73

6.2. PROPIEDADES DE LA EXTENSION MULTILINEAL
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0
%fA(fEth,xg) = 0.3x71 + 0.32z5 — 0.62125.
3
Entonces 5
— (£, 1) = 0.8t — 0.6t
axl f)\( ) )

El valor de o para el jugador 1 es

1 1
1
o1(N,v, ) = / (%fx(t,t,t))dt = / (0.8t — 0.6t%)dt = 0.4t* — 0.2t3}; =
0 1 0

de manera similar oo(N,v, X) = o1(N,v,A) = %, y por ultimo, el valor o para el jugador
3 es

Lo ! 1
N. v, ) = — \(t. t,t))dt = 0.6t — 0.6t2)dt = 0.3t> — 0.2t3] = —.
ra(Voo ) = [ G- [ ) Jo=1

La A-eficiencia en este caso es igual a 0.5.
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Situaciones de comunicacién con
jugadores que tienen diferentes
habilidades de negociacion

Valor es lo que se necesita para levantarse y
hablar; pero también es lo que se requiere para
sentarse y escuchar.

Winston Churchill

En este capitulo extendemos el concepto de situaciéon de comunicacion para incluir la
posibilidad de que los jugadores tengan diferentes habilidades de cooperativas, diferente
poder de negociacion o estén dispuestos a hacer un esfuerzo diferente para cooperar.

7.1. El juego restringido al grafo con jugadores que tienen
diferentes habilidades de negociacion

A continuacién se define de manera formal las situaciones de comunicacion propues-
tas.

Definicién 7.1.1 Una situacion de comunicacion con jugadores que tienen diferente
capacidad de negociacion es una cuaterna (N,v,A,7v) en la cual (N,v) es un juego
cooperativo, X = (\;);en es un vector de pesos, con \; € [0, 1] para todo i € N, y (N, )
es un grafo. Para i € N, \; representa la capacidad de negociacion del jugador i-ésimo.

En la definicion anterior, cuanto mayor sea \;, mayor es el nivel de cooperacion
del jugador ¢ € N. El caso \; = 1 se corresponde con una cooperaciéon completa o
méaxima mientras que A; = 0 indica un comportamiento totalmente no cooperativo.
CSY denotara al conjunto de todas las situaciones de comunicacién con N jugadores
que tienen diferente capacidad o habilidad de negociacion.
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Observacion 7.1.1 CSY, el conjunto de todas las situaciones de comunicacion, pue-
de ser identificado con el subconjunto de todas las (N,v,\,y) € CSY con A =1 =
(1,1,...,1) € [0,1]™. Por otro lado G¥, el conjunto de todos los juegos cooperativos con
jqugadores que tienen diferentes capacidades de negociacion puede ser identificado con
el subconjunto de todos los (N,v,\,vn) € CSY, y GV, con el subconjunto de todos los
(N,v,1,vy) € CSY.

Observacioén 7.1.2 Una situacion de comunicacion con jugadores que tienen dife-
rentes habilidades de negociacion puede verse como un juego con estructura de comu-
nicacion difusa, definido en Jiménez-Losada et al. (2010; 2013). En una estructura de
comunicacion difusa cada jugador tiene un nivel de participacion en el juego y un nivel
mdzimo en el que una arista puede ser usado °.

En la siguiente definicién, para cada situacion de comunicacion con jugadores que
tienen diferentes habilidades de negociacion, introducimos un nuevo juego cooperativo,
realmente una modificacion del juego (cléasico) restringido al grafo (o juego de Myerson),
para tener en cuenta el nivel de cooperaciéon de los jugadores.

En esta definicién se asume que los jugadores en una coalicién (conexa) no indivi-
dual descuentan su dividendo por un factor que es el minimo de sus habilidades de
negociacion. Este minimo establece las posibilidades auténticas de cooperaciéon entre
los jugadores de la coaliciéon. Por otro lado, en el caso de coaliciones individuales, es
natural suponer que cada jugador coopera completamente consigo mismo y, por tanto,
no se descuenta el pago.

Definicion 7.1.2 A cada (N,v,\,7) € CSY le asociamos un nuevo juego cooperativo
(N, (")) € G con funcion caracteristica dada por

(v)NS) = Z A (T) Izrél%l{)\z} + z:v({z})7 para todo S C N, S # 0,

TCS,t>2 icS
y (v)D) = 0.

Llamaremos a (N, (v7)*) juego restringido al grafo con jugadores que tienen diferentes
habilidades o capacidades de negociacion.

Para aclarar la definicion anterior consideramos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 7.1.1 En cierto parlamento la distribucion de los escanos es del 25 % para el
partido de la anti-austeridad (jugador 1), 30 % para el partido de izquierda (jugador 2),
5% para el partido de centro (jugador 8) y 40 % para el partido de derecha (jugador 4).
Para que se apruebe un proyecto de ley se requiere mds del 50 % de los votos a favor.
Como consecuencia, se necesita el acuerdo de al menos dos partidos para obtener la

'5En la definicién de estructuras de comunicacién difusa en Jiménez-Losada et. al. (2010) los grafos
estaban restringidos a no poseer ciclos.

7.1. EL JUEGO RESTRINGIDO AL GRAFO CON JUGADORES QUE TIENEN DIFERENTES HABILIDADES
DE NEGOCIACION
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mayoria. Esta situacion se puede modelar mediante el juego de mayoria simple, (N, v)
con N ={1,2,3,4}, y

(S) o 17 st S:{J,Q}, S:{174}7 S:{274} 0s=>3
v\ = 0, en olro caso.

Los partidos tienen filias y fobias que pueden modelarse mediante el grdafico (N,~) (ver
Figura 7.1.1) que representa las coaliciones factibles. Supondremos que los dividendos
de estas coaliciones también se ven afectados por las habilidades de negociacion de
los actores. En otras palabras, es impensable una coalicion entre partidos 1 y 3 y ast
Ay (1,3) = 0 (esto viene dado por el grifico) pero en nuestra propuesta el dividendo
de la coalicion (factible y conectada) {1,2,3} se ve afectado por las habilidades de
negociacion de todos sus miembros.

1 2 3 4
° ° ° °
Figura 7.1.1

En este caso
v =12y + U4y + Uy — 2ug1 243,

v = Uqr9) + U234y — {1,234}
Entonces, para (N,v, X,7),

(UW)A = min{\, )\2}U{1,2} + min{A,, A, )\4}U{2,3,4} — min{A, Ag, As, )\4}’&{1,2,3,4}-

7.2. Propiedades del juego restringido al grafo con jugado-
res que tienen diferentes habilidades de negociaciéon

En la siguiente proposiciéon se detallan algunas propiedades interesantes del juego
definido en el apartado anterior.

Proposiciéon 7.2.1 Dada (N,v,X,7) € CSY, tenemos,

i) Si A = 1, entonces (v7)* = v7. Si todos los jugadores tienen capacidad total de
cooperacion, entonces el juego definido coincide con el juego cldsico restringido al grafo
o juego de Myerson.

ii) Si XA = 0, entonces (N, (v7)°) es un juego inesencial; es decir, cuando la capacidad
de negociacion de cada jugador desaparece, el juego restringido se convierte en un juego
(esencialmente) no cooperativo.
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iii) Siy =y, entonces (vVIn)X = v}, con
Z A, ( mln{)\ }+ Z ({i})
TCSt>2 €S

es decir, si el grafo es completo (todo par {i,j} de nodos estd directamente conectado)
el juego restringido al grafo con jugadores que tienen diferentes capacidades de
negociacion coincide con el juego cooperativo donde los jugadores tienen diferentes
habilidades de negociacion.

iv) Siy =1, y A=1 entonces,
(V) = v.

Cooperacion completa y ausencia de restricciones en la comunicacion, no modifica el
Jueqgo original.

v) SiA=A1=A(1,...,1) y (N,v) es un juego cero-normalizado entonces,
(V) = A7,

vi) Siy =0 entonces, (N, (")) es un juego inesencial que coincide con (v7)° para
todo (N,7). La falta de comunicacion o la falta de capacidad de negociacion conducen
al mismo juego inesencial.

vii) Dadoi € N, siy; = () entonces,
(W) = (@),
donde X~* € [0, 1]" viene dado por )\;i =0y )\;i = \; para todo j # i.

Para un jugador aislado en el grafo, su capacidad de cooperacion es irrelevante, y en
particular, da igual que sea nula.

viii) Dado i € N y A~* definido como en wii), entonces
W = () = ()

stendo v_; el grafo en el cual el jugador i ha roto todas sus comunicaciones, es decir:
v—i =\ V. Consecuentemente, para un jugador, es equivalente aislarse a reducir sus
habilidades de negociacion a cero.

Demostracion:
i) Si A =1, para todo S C N, S # 0,

= D An(M+ Y A{iN) = D An(T) =07(S5).

TCS,t>2 €S P£TCS
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it) Si XA = 0, tenemos que para todo S C N, S # 0,

°(5) = S A = 2 vl{ih) = X)),

y asi (v7)? es inesencial.

iii) Si v = 7, entonces v’ = v, y por tanto (v?)*, puede verse como el juego
cooperativo (IV,v) con jugadores que tienen diferentes habilidades de negociacion
dadas por A.

iv) Trivial a partir de ) y 7).
v) Si (N, v) es cero-normalizado, para todo ) # S C N,

D> AL(T)A = (S).

0£TCS
vi) Dado S C N, A(T) =0 para todo ) £ T C S tal que t > 2, y asi
=Y A =) o{ih) =D {i) = (0)°(9),
icS i€S icS

para todo (N,v) € I'V. La tltima igualdad se tiene por ii).
vii) Para todo S C N, si y; = (),

Z Ay (T mln{)\}—i-ZA ({iH

TCS,t>2 jES
= > AT )mm{)\}—i—ZA D),
TCS\{i},t>2 JjeSs

dado que para i € T, A,(T) = 0 (en este caso T es necesariamente no conexo dado
que i esta aislado en 7). Por otro lado,

WS = Y AT ) min{A; T A

TCS,t>2 jes
= > A (T) min{A; } + D ALDO+ Y AT = (NS,
TCS\{i},t>2 / TCSieT,t>2 jes

y asi (v7)* = (v")*" cuando v, = 0.
viii) Para todo ) # S C N,

WS = D An(T ) min{A; T A

TCS,t>2 jes
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= Y Amminin+ Y AWD.
TCS\{i},£>2 ! jes
ya que paraT C SconiecT, ml%l{)\j_’} = 0.
JE
Por otro lado,

W=PNS) = Y A7) gl"él’;l{kj}+ZAu({j})

TCS,t>2 jes

= > Ac@umin{A}+ YA,

TCS\{i},t>2 JES

pues Ay—i(T) = 0sii € T. Ademas, para T' C S\ {i}, usando la definicién de los
dividendos de Harsanyi y del juego restringido a grafo, tenemos,

A (T) =Y (=) (R) =Y (1) Y 0(C)]

RCT RCT CER/~
=) (=) Y w(0)],
RCT CeR/vy—;

donde la tltima igualdad se obtiene porque i ¢ T'. Pero,

DEDTL Y (O] = An(T),

RCT Ce(T\R)/v-i
y asi (V1)2(S) = (v7-)*(S) para todo S C N.

Finalmente y_; es un grafo tal que (y_;); = 0 y asi, por vii), (1V=)* = (=) " lo
que completa la demostracion. [ |

En la siguiente proposicion y sus corolarios probamos que, para (N, v, A,v) € CSY,
el correspondiente juego restringido al grafo con jugadores que tienen diferentes
habilidades de negociacion puede ser escrito como combinacién lineal positiva de juegos
de Myerson. La expresion obtenida en la siguiente proposicion es la forma integral de
Choquet de (v7)* (para v un juego cero-normalizado), como se definié en Tsurumi et
al. (2001) 6.

A cada vector de pesos A = (\;);en € [0,1]" le asociaremos un conjunto de niumeros
reales Ay, h = 0,1,...,r, donde 7 < n es el nimero de diferentes valores entre los pesos
en A. Entonces, definimos Ay =0, y para h = 1,2,...,7, Ay = m%I{AZ | Ai > M-y }-

[4S]

16Detalles sobre la integral de Choquet para medidas difusas puede encontrarse en Choquet (1953),
Sugeno y Murofushi (1987), y Grabisch et al. (1992).
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Proposiciéon 7.2.2 Dada (N,v,X,7) € CSY, con (N,v) un juego cero-normalizado,
tenemos que:

r—1

(UW))‘ = Z<>\(h+1) — /\(h))v'y‘Nh

h=0
con Ny ={i € N | \i > Ay}, para h=0,...,r — 1.

Demostracion:
Para S = () el resultado es trivial. Consideremos () # S C N. Entonces, por definicion,

> AR(T) min{\;} (7.1)

TCS,t>2
Para probar que
r—1 r—1
W) =D Apn) = A" (S) =D Ay = Awy) D>, Ay (T (7.2)
h=0 h=0 TCS,t>2

es suficiente ver que para cada T' C S, t > 2, el coeficiente de A,~(T') es el mismo
en el lado izquierdo y derecho de (7.2) y, por lo tanto, es igual a mlTn{)\Z} ya que éste
S

es el coeficiente en el lado izquierdo de (7.2), como consecuencia de la expresion (7.1).
Recordemos que para h =0,....r—1y T C N, t > 2,

_ A?ﬂ (T)7 Si T g Nh
AUV\N;L (T> - { 0, en otro caso,

ya que restringiendo el juego a Ny, los dividendos de las coaliciones contenidas en Ny se
conservan y aquellos correspondientes a las coaliciones no contenidas en IV, desaparecen.

Para cada T'C S, t > 2, definimos
7’} = m]EZiX{h = O, 1, R 1 | AUW‘Nh (T) = AW<T)}.

Entonces en el lado derecho de (7.2) el coeficiente de A, (T') es

i
>ty = At) = Az = A) = Ay = min{ds > Aoy}
h=0

En consecuencia, solo necesitamos probar que )\(T;H) = mlTn{)\Z} Como T es conexo
1€
en 7|, , todos los nodos de T" estédn en Ny = {i e N|\ > )\(T%H)}, y entonces,
T
min{Ai} 2 Agzr)-

Pero, si min{\;} > X (rz.+1), se tiene que, para todo ¢ € T, @ € N,z4;. Como T es
i€T
CONEXO N Vx5 Vinys 5 V., y los nodos de T estan en N,x 41, T" es conexo en M, .

Esta contradiccion con la definicion de r7 prueba el resultado. I
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Corolario 7.2.1 Dada (N,v,\,vy) € CSY, suponemos que (N,v,) es la cero-
normalizacion de (N, v), entonces,

r—1
7
@ =" O = Aw)ve ™ + D vy,
h=0 €N

con Ny ={i € N | \; > Apy1)}, para h=0,...,r — 1.

Para aclarar el significado y los célculos relacionados con la proposicion anterior (y
su corolario) consideramos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 7.2.1 Sea (N,v,A,y) € CSY con N = {1,2,3,4,5}, A =
(0.6,0.3,0.5,0.1,0.4), v = upgs vy v = {{1,2},{2,3},{3,4},{4,5}, {5, 1}}. Una re-

presentacion de (N,v) con los pesos de los jugadores estd dada en la Figura 7.2.1.

A =06 A3 =0.5

)\5 == 04 )\4 = 01

Figura 7.2.1
En este caso tenemos v =5, Aoy = 0, Ay = 0.1, A2y = 0.3, A3y = 0.4, Ayy = 0.5,
)\(5) = 0.6. Ademds, N() = N, N1 = {1,2,3, 5}, N2 = {1,3,5}, Ng = {1,3}, N4 = {1}

Entonces,

r—1
D sy = Aw)v"™ + 3 vy, = 0107 + (0.3 — 0.1)v"™ + (0.4 — 0.3)0"'
h=0 1EN

+(0.5 = 0.4)0"% + (0.6 — 0.5)0"™ + ) vy,
i€EN
=0.1v" + 0.2’07‘]\71 = O.]_(U{ng} + Uf1,3,4,5} — UN) + 0.2U{17273}
= 0.3'&{1,273} + O.1U{1’374’5} — 01UN,

que coincide con (vV)* obtenido a partir de la Definicion 7.1.2.

De forma similar, para X’ = (0.6,0.6,0.5,0.1,0.1), r = 3, X(o) =0, )\’(1) = 0.1,
)\’(2) = 0.5, )\’(3) = 0.6. Ademds, No = N, Ny = {1,2,3}, Ny = {1,2}, y asi, para
(N7 U’ A,7’)/)7

[y

<

(A1) — /\/(h))Uth + Z Uy = 0.107 + (0.5 — 0.1)v"™ + (0.6 — 0.5)v "

0 iEN

i

7.2. PROPIEDADES DEL JUEGO RESTRINGIDO AL GRAFO CON JUGADORES QUE TIENEN DIFERENTES
HABILIDADES DE NEGOCIACION



CAPITULO 7. SITUACIONES DE COMUNICACION CON JUGADORES QUE TIENEN DIFERENTES
HABILIDADES DE NEGOCIACION

=0.1v" + 0.4U7‘N1 = O.].(U{LQ’g} + U{1737475} - UN) + 0.416{1’273}
= 05U{1 2,3} + 01U{1 3,45} — O.lUN,

que coincide con (v“f) , obtenido a partir de su definicion.

Observacidén 7.2.1 Supongamos que en el ejemplo anterior la arista {1,3} es anadi-
do y~' =~vU{{1,3}}. Se puede comprobar que (vV')* = 0.5ug1,3y, lo que es consistente
con el hecho de que los jugadores 1 y 3, teniendo una relacion directa, no pagardn
itermediarios para conectarse.

En la proposicion siguiente se demuestra que la superaditividad del juego original es
heredada por el juego restringido al grafo con jugadores que tienen diferentes habilidades
de negociacion.

Proposiciéon 7.2.3 Dado (N,v,\,) € CSY, si (N,v) es un juego superaditivo en-
tonces (N, (v7)>) es también superaditivo.

Demostracioén:
Usando el Corolario 7.2.1, tenemos

r—1
)
(@) =D Oy = Ao ™ + D vy,
h=0 1EN

con N ={i € N | \; > Anq1)}, para h = 0,...,7 — 1, y vg la cero-normalizacion de v.
Y asi, para todo S,T C N, con SNT = 0,

[y

<

@MSUT) = Apsn) = Aw)vg " (SUT) + ) o
h=0 1eSUT
r—1 r—1
Aty = Aa)ve () + ) v({i}) + > Ay — Ao )+ v({i})
h=0 €S h=0 €T

= (W)NS) + (WMD)

La desigualdad se tiene porque, para todo h = 0,1, ....,7 =1, A1) > Ay ¥ (I, vg‘Nh)
es superaditivo. Recordemos que (N,v) superaditivo implica (N,vy) superaditivo y,
consecuentemente, (N, v)™) superaditivo (Owen, 1986). |
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Capitulo 8

Un valor 1 para situaciones de
comunicacion con jugadores que tienen
diferentes habilidades de negociacion

No hay rama de la matemdtica, por abstracta
que sea, que no pueda aplicarse algun dia a los
fenomenos del mundo real.

Lobachevski

En este capitulo, primero se propone una regla de asignacion para las situaciones de
comunicacion introducidas en la seccidén anterior. Ademaés, se introduce una descompo-
sicion del valor definido, la cual es de gran utilidad para su calculo, asi como para la
demostracion de varias de sus propiedades.

8.1. Definicion del valor

A continuacion se define una solucién puntual para las nuevas situaciones de comu-
nicacion donde los jugadores pueden tener diferentes habilidades de negociacion.

Definicion 8.1.1 Una regla de asignacion v sobre CSY es una aplicacion ¢ : CSY —
R™. (N, v, \,v) representa el pago para el jugador i en (N, v, A, 7).

Definicion 8.1.2 La regla de asignacion fi sobre CSY se define como i(N,v, A, vy) =
Sh(N, (v7)»), para todo (N,v,X,7) € CSY.

Notese que Sh(N, (v7)*) coincide con o(N,v7, ), siendo o el valor definido ante-
riormente para juegos cooperativos con jugadores que tienen diferentes habilidades
cooperativas.
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La restriccion de i a la familia de los (N,v,1,7) € CSY (familia que identificamos
con CSY) coincide con el valor de Myerson, p, en CSY. Ademas, para todo (N, v, \,7)
con \; =\ 1=1,...n,

(N, v, A, y) = Ai(N, v, 9) + (1 = Mo({i}),
i € N. En particular, si (/V,v) es un juego cero-normalizado, y A = A.1,
(N, 0, X,7) = Au(N, v, 7).
Finalmente, para (N,v,1,vy) € CSY,
a(N,v,1,vn) = Sh(N,v).

Para ilustrar los efectos en ji de las habilidades de negociacion de los jugadores, fijado
el juego y el grafo, consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 8.1.1 Retomando el ejemplo del parlamento (Ejemplo 7.1.1), en el que N =

{17 27 3}7 7= {{17 2}7 {27 3}7 {37 4}} Y
v =12} +ugr 4y + U4y — 2U§124)

se tiene que
v = U{1,2} + Ug2,34} — U{1,2,3,4}-

Y7 para (N7 /U7 A? 7)7
(UV))‘ = min{\, )\2}U{1,2} + min{Ay, As, )\4}U{2,3,4} — min{A, Ag, As, )\4}U{1,2,3,4}-

Es facil ver que el partido 2 es el que tiene mayor poder independientemente de las
habilidades de negociacion.

Sin embargo, la distribucion del poder entre los partidos puede verse seriamente
afectada por sus habilidades de negociacion.

Consideremos tres marcos diferentes:

i) Supongamos XA = (0.2,0.8,1,0.2). En este caso

(U7>>‘ == O.2U{172} + 0.2U{27374} - 0.2U{1’27374}.

_ 3.7 1 1
/’I/<N7,U7A7fy> = < )'

Y as?

6060’ 60" 60
i es proporcional al valor de Myerson. La distribucion del poder es (

(25 %, 58,33 %, 8,33 %, 8,33 %).

8.1. DEFINICION DEL VALOR
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La X-eficiencia en (N,v7, ) es muy baja, % En esta situacion, los partidos con
mas ganas de cooperar no tienen mayoria. Como consecuencia puede ocurrir que no se

llegue a un acuerdo para formar gobierno y se deban convocar nuevas elecciones.

En Espana, después de las elecciones celebradas el 20 de diciembre de 2015, la falta
de capacidad de negociacion (entre otras causas) hizo necesarias nuevas elecciones el
26 de junio de 2016. Como se ha dicho, esta falta de capacidad continud y, después de
las elecciones del 28 de Abril de 2019, la no existencia de acuerdos para formar una
mayoria llevo a una nueva convocatoria de elecciones el 10 de Noviembre de 2019.

it) Supongamos ahora que X = (0.2,0.8,1,0.8)

En este caso
(U,y>)\ = O.QU{LQ} + 0.8U{27374} — 0.2U{1727374},

3 15 9 9
(N (2222
/’I/< 7U7A77> (60760760760)7
y la distribucion del poder es (8,33 %, 41,66 %, 25 %, 25 %).

i11) Supongamos finalmente que A = (1,0.8,0.2,0.2). Entonces
(U7>>‘ = 0.8U{172} -+ 0.2U{27374} — 0.2U{1’27374},

21 25 1 1
G(NvA~) =2 2 = =
AN, A7) (60’60’60’60)’
y la distribucion del poder es (43.75 %, 52.08 %, 2.08 %, 2.08 %).

Estos ejemplos nos muestran que incluir las habilidades de negociacion como un ele-
mento adicional en las siluaciones de comunicacion, puede ayudarnos a matizar el valor
de Myerson.

8.2. Descomposicion lineal del valor definido

Para situaciones de comunicacion con jugadores que tienen diferentes habilidades de
negociacion y en las que el juego es cero-normalizado, el valor definido se puede calcular
como una combinaciéon lineal de valores de Myerson de situaciones de comunicacion
clasicas.

Dado (N,v,A,v) € CSY asociaremos al juego modificado (N, (v?)*) un conjunto
de ntimeros reales Ay, h = 0,1,...,r, donde r < n es el nimero de diferentes valores
entre los pesos de los jugadores en (N, (v7)*). Entonces, definimos Ay = 0, y para
h=12..r, )\(h) = Izrel%l{)\l | A > )\(h—l)}-

8.2. DESCOMPOSICION LINEAL DEL VALOR DEFINIDO
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Proposiciéon 8.2.1 Dada (N,v,\,7y) € CSY, con v un juego cero-normalizado, se

tiene que:
r—1

ﬂ(N7 v, )‘7 ’7) = Z()\(thl) - )\(h)),u(Na v, V\Nh)a
h=0

con Ny ={i € N | \; > A4y}, para h=0,...,r — 1.
Demostracion: Dada (N, v, A, ) € CSY, siendo (N, v) cero-normalizado, e i € N,
por la Proposicion 7.2.2,

r—1

(N, 0, A7) = Shi(N, (01)*) = Shi(N, YAy — A )v"™) =
h=0
r—1 r—1
=) (A1) = Aw) SN, v ) = (A1) — Ay (N, v, Y, )-
h=0 h=0

Corolario 8.2.1 Dada (N,v,\,7) €CSY, ei € N,

r—1

i ( => At — Aw)ua(N, v, v,) + v({i}),

siendo (N,vg) la cero-normalizacion de (N,v), y N, = {i € N | X\; > Apqn)}, para
h=0,..r—1.

Ejemplo 8.2.1 Consideremos, nuevamente, la situacion (N,v,,v) introducida en
el Ejemplo 7.2.1. Entonces

(") = 0.3uf1 08y + 0.1ug 545 — 0.luy.
Y asi, podemos calcular ii desde la definicion, es decir,

(N v, ) Sh(N 03U{123}+01U{1345}—01UN)

21 2 21 1 1
2007 2572007 200" 200
o desde la Proposicion 8.2.1,

(N, v, A, y) = 0.1(N, v, 9, ) + (0.3 = 0.1) (N, v, 91y, ) + (0.4 = 0.3) (N, v, 7, )
+(0.5 = 0.4) (N, v,7y,) + (0.6 — 0.5) (N, v, 7y,

23 2 23 1 1 111
=01(=2, 22 = — 2
0 (60’15’60’20’20)+0 (3 3’3 00)

202 21 11
20072572007 2007 200 /

8.2. DESCOMPOSICION LINEAL DEL VALOR DEFINIDO
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Caracterizaciones del valor [

Defiende tu derecho a pensar, incluso pensar
de manera errénea es mejor que no Pensar.

Hipatia de Alejandria

En este capitulo se incluyen diferentes propiedades de las reglas de asignacion para
situaciones de comunicacion con jugadores que tienen diferentes habilidades de nego-
ciaciéon y se analiza, primero, hasta qué punto son satisfechas por la regla [z y, segundo,
que conjunto (o conjuntos) de ellas sirven para caracterizar dicha regla.

9.1. Algunas propiedades para reglas de asignacién en si-
tuaciones de comunicacién con jugadores que tienen
diferentes habilidades cooperativas

En este apartado se definen de manera formal y se ejemplifican algunas propiedades,
cuyo estudio hemos considerado importante, ya sea por su cumplimiento, o no.

Definicion 9.1.1 Una regla de asignacion ) definida sobre CSY satisface eficiencia
en componentes conexas si, para todo (N,v,X,7) € CSY, y para todo C € N/~,

Zdji(N,v, A7) =v(C).

icC

Definicion 9.1.2 Dada (N,v,\,v) € CSY diremos que dos jugadores i, j € N estdn
conectados en la negociacion si existe i1 = 1,1, ...,0, = j con N;, >0, para k =1,...,r
y de tal forma que {ix,ix1} € v para k = 1,..r — 1. Ademds, asumiremos que cada
Jugador estd conectado en la negociacion consigo mismo.

Esta definicion introduce una relacion binaria (de equivalencia) en N. Denotemos
con N/(A,~) la particion que induce en N. A cada elemento de N/(X, ) lo llamaremos
componente conexa de negociacion.
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Ejemplo 9.1.1 Consideramos (N,v,\,v) € CSY con N = {1,2,3,4,5}, A =
(0.6,0,0.3,0.4,0.1) y v = {{1,2},{2,3},{3,4},{4,5},{5,1}}. Una representacion de
(N,) con los pesos de los jugadores estd dada en la Figura 9.1.1.

/\1 = 06 /\3 = 03

As =01 A\ =04

Figura 9.1.1

En la situacion de comunicacion clasica (N,v,7), la relacion de equivalencia dada
por la conexion de nodos induce en N la particion N/v = {N}, formada en este caso
por una unica componente conexa. Por otro lado, st tenemos en cuenta el vector X de las
diferentes capacidades de negociacion de los jugadores, nos encontramos en un marco
distinto, en el que se observa que el jugador 2 tiene capacidad nula de negociacion,
lo que provoca que la particion N/(X,7v) que acabamos de introducir sea N/ (X, v) =

{{1,3,4,5},{2}}.

Definicion 9.1.3 Una regla de asignacion 1 definida sobre CSY satisface eficiencia
en componentes conexas de negociacion si, para todo (N,v,X,7y) € C’S/]\V, y para todo

C e N/(A7),
Z wl(N7 v, >‘a 7) = (UW)A(C»

icC

Observacion 9.1.1 Como se aprecia en el ejemplo anterior, la eficiencia en compo-
nentes conexas de negociacion difiere de la cldsica eficiencia en componentes.

Observacion 9.1.2 En las situaciones de comunicacidon cldsicas, la cooperacion (en
general) incompleta dada por el grafo, motiva ineficiencia pues vV (N) es, con frecuencia,
menor que v(N). Al anadir imperfecciones en la cooperacidn como consecuencias de las
habilidades de negociacion de los jugadores, la eficiencia sufre otro revés y, si C' €
N/(N\,7v), C serd un subconjunto de alguna componente C* € N/~, teniéndose, en
general, que para los juegos superaditivos, (vV)MC) < vY(C*). Asi mismo, se tendrd,
en general, que (V1) N) < v?(N).

Ejemplo 9.1.2 Retomamos el Ejemplo 9.1.1 en el que (N,v,A,v) € CSY con N =
{1,2,3,4,5}, A = (0.6,0,0.3,0.4,0.1) y v = {{1,2},{2,3},{3,4},{4,5},{5,1}}. Una
representacion de (N,v) con los pesos de los jugadores estd dada en la Figura 9.1.1, y
sea v = uy 3y. Entonces por definicion

v = U123} + U,345) — U{1,23,4,5)

9.1. ALGUNAS PROPIEDADES PARA REGLAS DE ASIGNACION EN SITUACIONES DE COMUNICACION
CON JUGADORES QUE TIENEN DIFERENTES HABILIDADES COOPERATIVAS
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Yy
(UW)A = 0.1U{1,37475}.
Entonces,
VI(N)=14+1-1=1,
Y

(v)MN) = 0.1.

Se observa, como se anticipaba en la observacion anterior que, st a las restricciones en la
comunicacion se anade la imperfeccion en la cooperacion, la eficiencia se ve deteriorada.

Definicion 9.1.4 Una regla de asignacion i definida sobre CSY satisface la propiedad
de contribuciones equilibradas si, para todo (N,v,\,7) € CSY y todo i,j € N,

wi(N7U7A77> _¢i(N7U7A77—J) ’(%(N v, ) 1/}](]\[ v, A )

Definicion 9.1.5 Una regla de asignacion v definida sobre CSY satisface la propiedad
de equidad (fairness) si, para todo (N,v,\,v) € CSY y todo | = {i,j} € v,

Di(N, 0, A7) = (N 0, Ay NI} = 95(N, 0, A7) = (N, 0, Ay A {T}).

Definicion 9.1.6 Una regla de asignacion + definida sobre CSY satisface monoto-
nia en las aristas o estabilidad si, para todo (N,v,A,y) € CSY, con (N,v) un juego
superaditivo, y todo | = {i,j} € v,

wk(vauAufy) > wk(N7U7A77 \ {l}) para k= Zh]

Definicion 9.1.7 Una regla de asignacion v definida sobre CSY satisface monotonia
es las habilidades de negociacion, si dado (N,v,\,7), (N,v,X,v) € CSY, con (N,v)
un juego superaditivo, y para algin i € N, X; > N, y X; = X\;, para j # i, se verifica
que

¢i(Na’U7)‘7 P)/) S wi(Na’U>>‘,77)‘

Definicion 9.1.8 Una regla de asignacion v definida sobre CSY satisface la propiedad
de contribuciones equilibradas en habilidades de negociacion si, para todo (N,v,\,7) €
CSY ytodoi,j €N,

Vi(N, v, A, 7) — (N, v, X7 y) = (N, v, A, y) — (N, v, A y),

N, sil#k

donde para k € N, X7% es el vector en [0,1]" con A\ * = { 0. sil—k

Definicion 9.1.9 Una regla de asignacion + definida sobre CSY satisface equidad en
habilidades de negociacion si, para (N,v,\,v) € CSY ei,j € N,

Vi(N, 0, A7) = (N, v, Ny y) = 95 (N, 0, A, ) = 95 (N, 0, X, ),
con X, = A para todo k # i, y X, # Xi, \j # A;.

9.1. ALGUNAS PROPIEDADES PARA REGLAS DE ASIGNACION EN SITUACIONES DE COMUNICACION
CON JUGADORES QUE TIENEN DIFERENTES HABILIDADES COOPERATIVAS
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9.2. Propiedades del valor definido

En esta secciéon estudiaremos el cumplimiento, o no, de las propiedades anteriormente

definidas.

Proposicion 9.2.1 La regla de asignacion i : CSY — R" satisface eficiencia en
componentes conexas de negociacion.

Demostracion: Sea (N,v,\,v) € CSY, y C € N/(A, 7). Tenemos:

SN0 A ) = 3 SN, (7))

ieC ieC

= 37 Sh(CL [0 e) = [(0)Me(C) = (M),
ieC
la primera igualdad se tiene por la definicion de p; la segunda, dado que el va-
lor de Shapley del jugador i en (v7)* solo depende de los miembros que estan en su
componente conexa de negociacion y la tercera, ya que el valor de Shapley es eficiente. Bl

La regla de asignacion ji : CSY — R™ no satisface eficiencia en componentes conexas.
Contraejemplo 9.2.1 Retomamos el Ejemplo 9.1.2 donde

(U’y))\ = 0.1U{1737475},

entonces ﬂl(NavaAf}/) = ﬂS(vaaA/}/) = ﬂ4(vaaA7’7) = ﬂ5(vaaA7’y) = % )
fo(N,v, A v) =0. Y asi

e

Z/Ii(va7)‘77)_ 1

1EN

1
_OI —=0.1<1=uv(N),

+0+0.1+0.1+
4 4

ol

y, por tanto i1 no es eficiente en componentes coneras.

Proposicion 9.2.2 La regla de asignacion fi : CSY — R" satisface contribuciones
equilibradas en habilidades de negociacion.'”

1"De hecho, ji satisface la siguiente versién generalizada de la propiedad de contribuciones equilibra-
das en habilidades de negociacion: dado (N,v,A,vy) € CSY,ei,j € N
i (N0, A7) = i (N, v, X760y) = 3 (Ny v, A y) = i (N v, A064),

[ N I A X _ Al sil#k
para k=1, A *<Al )IGN{ c< X, sil=k
La demostracion de este es similar a la llevada a cabo en la Proposicién 9.2.2

9.2. PROPIEDADES DEL VALOR DEFINIDO
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Demostracion: Como es obvio por su definicion, i es lineal en el juego. Entonces
es suficiente con probar que f satisface contribuciones equilibradas en habilidades de
negociacion para elementos en CSY de la forma (N, ur, X,7), con ) # T C N. Vamos
a considerar en primer lugar el caso en el que T' = {i} para i € N. Entonces uzi} = U{y
y por tanto fi;(N,ugy, X, y) = 1y (N, ugy, A, y) = 0 para j # i, lo que no depende
de los elementos de A. Entonces, si j reduce su habilidad de negociacion a cero,

(N, ugy, A y) — (Nyugy, A7, 7) =1—-1=0,
y similarmente

Entonces, para juegos de unanimidad de coaliciones individuales el resultado queda
probado. Supongamos ahora que ) #7 C N, t > 2.

Si MCS(T,N,~) = {T1,...,T,n}, (el caso MCS(T,N,~) = 0 es trivial) entonces la
funcion caracteristica (uj.) estd dada por:

m m—1 m
(p)* = > _(min{Aur, = > 3 ( min {Abunon
=1 r=1 l=r+1
et (D™ min, {APuoe, 7,
y asi,
m m—1 m
i(N,ur, A,v) = Sh [N7;(gé%1{>‘k})uﬂ T2 121(k£38 ANk uzon

e (1) A m
+...+(=1) (keg},{nTr{ k})uu TJ
Supongamos ahora que el jugador j € N reduce su habilidad de negociaciéon a cero, y
el resto de habilidades se mantiene invariante. Entonces,

h h—1 h
N X7,9) = ShIN. 3 (i (e, =32 3 min, (s o,

r=1Il=r+1

4.4+ (=)' min {Artuon_ 1, }
keuh_ T,
con {T},,...,T;,} el subconjunto de los elementos de MCS(T, N,~) para los cuales
j ¢ Tj, para todo r = 1,...,h. Como consecuencia, para i € N, i # j, la diferencia
,Ji(N, v, \,7) — Gi(N,v, A7, ) es una combinacion lineal del valor de Shapley (de 7)
en juegos de la forma ug con 7,7 € R. Si ese jugador ¢ € N reduce su capacidad de
negociacion a cero, entonces la diferencia, 1;(N,v,X,7) — ;(N,v,A7* 7) es la misma

9.2. PROPIEDADES DEL VALOR DEFINIDO
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combinacion lineal del valor de Shapley (de j) en los mismos juegos ug con i,j € R.
Por la simetria del valor de Shapley, ambas diferencias

/Ii(Nuv»A7 7) - ﬂi(NaU7A_j77>a

EJ(N’U7>‘77) - ﬂj(vavA_i77)7

coinciden. Y asi queda probado que ji satisface contribuciones equilibradas en habilida-
des de negociacion. |

Proposiciéon 9.2.3 La regla de asignacion i : CSY — R™ satisface contribuciones
equilibradas.

Demostracion: Consideramos (N, v, A,v) € CSY e i,j € N. Entonces,
(N0, X, 7-5) = Shi(N, (07=)*) = Shi(N, (")) = (N, v, A7, 7)
donde la segunda igualdad se tiene por viii) de la Proposicion 7.2.1. Y asi, para todo
1,j € N,
(N0, A7) = (N0, A v-5) = G(N, 0, A ) = (N0, A7, y) =

= /Ij(Navavﬁy) - /I]'(Nﬂ)’)‘ii?f}/)a

siendo la ultima igualdad valida dado que ji satisface contribuciones equilibradas en
habilidades de negociacion. Finalmente, usando de nuevo viii) de la Proposicion 7.2.1,

/Ij(NvU’ A?V) - ﬂj(N’U>>‘_i’7) = /Ij(vau A,’)/) - /Ij(Navv}‘/Y—i)
y asi i satisface contribuciones equilibradas. |

Observacion 9.2.1 Una consecuencia directa de la demostracion anterior es que la
propiedad de contribuciones equilibradas equivale a la de contribuciones equilibradas en
habilidades de negociacion.

Proposicion 9.2.4 La regla de asignacion ji : CSY — R™ satisface equidad.

Demostraciéon: Para probar que i satisface equidad, es suficiente mostrar que la
propiedad se verifica para (N, uz, A,v) con T"C N, dado que fi es lineal en el juego.
Supongamos [ = {i,j} € v. Entonces, (N, ur, A,7) — p(N,up, A, v\{l}) es una combi-
nacion lineal de valores de Shapley de juegos ug con ¢, 7 € R. Esto ocurre dado que todo
los elementos que estan en MCS(T, N,v) y no estan en MCS(T, N,v\{l}) contienen
a {i,j}. Usando la simetria del valor de Shapley,

lal(Nv ur, )‘7 7) - lai(Nv ur, >‘7 ’7\{l}) = ﬁj(Na ur, >‘v '7) - ﬁj(Na ur, )‘7 ’Y\{l})

lo que completa la demostracion. |

9.2. PROPIEDADES DEL VALOR DEFINIDO
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Proposiciéon 9.2.5 La regla de asignacion ji : CSY — R™ satisface monotonia en las
habilidades de negociacion.

Demostracion: Consideremos (N,v,\,v) v (N,v,X,7) € CSY con (N,v) un
juego superaditivo. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que (N, v) es también
cero-normalizado. Usaremos en la prueba la descomposicion obtenida en la Proposi-
cion 8.2.1 (en el caso de un juego no cero-normalizado, la prueba es andloga usando
el Corolario 8.2.1). Supongamos para un valor fijo k € N, \j > A\, y A\j = X, para j # k.

Al cambiar A\ por Aj, > A alguno de los pares (A(p11),v"™n) para h =0,1,...,7 — 1
son modificados. Suponemos que A\, = Ay con t < r (el caso en el que el maximo peso,
A(r), es incrementado es trivial) y consideremos las seis posibilidades siguientes (que
son exhaustivas):

i) Algunos jugadores tienen peso igual a A, pero A, < A¢41). Entonces, usando la
Proposicién 8.2.1,

fie (N, v, X' y) = (N0, A, y) = (A, = Ay i (N, v,y ) >0,

con Ny ={i € N[N > Ny, }-

La desigualdad se obtiene dado que A; > A y que el valor de Myerson para una
situacion de comunicacion con un juego superaditivo y cero-normalizado es no negativo
(ya que es el valor Shapley de un juego superaditivo y cero-normalizado).

i1) Algunos jugadores tienen peso igual a Ay pero \j = At+1)- Entonces,
fe(N, v, N y) = (N0, A, ) = (Agar) — Ay i (N; 0, w7 ) > 0.
i11) Algunos jugadores tienen peso igual a A; pero Ay41) < A}, < Ap42). Entonces,
fin(N, v, X', ) — (N, v, A, )
= (A — A (N0, 93,) + (A = Agany) (N, 0,917 ) 2> 0.
iv) Solamente un jugador tiene peso igual a A, pero A < Ay41). Entonces,
fir(N,v, X', y) = (N, 0, A, )

= (N = M-t (N, 0, 987) — (M = Ag—1) (N, 0, w;,)
= (N = M- (N, 0,78,) — (M = Ag—1) (N, 0, 7w,
= (/\2: - )‘k):uk(Nv v, V\Nk) > 0.

v) Solamente un jugador tiene peso igual a A, pero A, = Ay11). Entonces,

,&k(Na v, )‘,7 7) - lak(N’ v, >‘7 7)

9.2. PROPIEDADES DEL VALOR DEFINIDO
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= (A1) — A1) (N, v, 9v7) — Ay — A=)k (N, 0, ;)
= (A(t+1) - )‘(tfl))/ik(Na v, 7|Nk) - ()‘(t) - )‘(tfl)):uk(Nv v, V\Nk)
= (A — A (N, v, n,) 2 0.

vi) Solamente un jugador tiene peso igual a A, pero A > A41). Entonces,
ﬂk(N7 v, >‘,7 7) - lak(Na v, )‘7 ’7)

= (M) = Ag—1) (N, 0, 9,) + (N = Ay ) (N, 0,y
—(M — )\(t—l))ﬂk(N> v, 7|Nk.)
= (A1) = AN v, ) + (A = M) (N, v, 7)) > 0.
y asi el resultado queda probado. |

Proposicion 9.2.6 La regla de asignacion ji : CSY — R™ satisface estabilidad.

Demostracion: Consideremos (N, v, A,7v) y (N,v, X\, v\ {l}) € CSY con | = {i,j}, v
un juego superaditivo y vg su cero-normalizaciéon. Para k = 4, j, por la Proposicién 8.1,

/:Lk(N7 v, )‘7 7) - ,ak(Nv v, )‘7 7\{l})

r—1
= Z()‘(’H—l) - A(h))[ﬂk(]\a Yo, 7|Nh) = (N, v, (7 \ {l}>\Nh)]
h=0
con Ny ={i € N | \; > Apny1)}, para h =0,...,r — 1.

Como A(pq1) = Ay para h = 0,...,7 — 1, y el valor de Myeron satisface estabilidad
(v superaditivo implica vy superaditivo), el resultado queda probado. |

Sin embargo, el valor propuesto [z no satisface equidad en habilidades de negociacion,
como se puede observar en el siguiente contraejemplo.

Contraejemplo 9.2.2 Consideramos de nuevo el  Ejemplo 7.2.1  con
N = {1,2,3,45}, A = (06,03,050.1,04), v = upszy Yy v =
{{1,2},{2,3},{3,4},{4,5},{5,1}}. Una representacion de (N,vy) con los pesos
de los jugadores estd dada en la Figura 9.3.1.

)\2 = 03

/\1 - 06 )\3 - 05

)\5 = 04 /\4 = 01

Figura 9.3.1

9.2. PROPIEDADES DEL VALOR DEFINIDO
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Entonces,

2122111)

AN, o ) = (o, = 2
AN, v, A7) <200’25’200’200’200

Sea A’ = (0.6,0,0.5,0.1,0), es decir: la capacidad de negociacion de los jugadores 2
y 5 se anula. Tenemos i(N,v,X';v) = (0,0,0,0,0), y as?

:UTQ(N7U7A7,Y) - [ZQ(N,U,A,7’Y) - % # ﬁ - IZ5(N7U7A77> - /I5(N7U7A,7’7>'

Supongamos ahora X = (0.6,0.2,0.5,0.1,0.3), es decir, ambos jugadores (2 y 5)
reducen su capacidad de negociacion en la misma cantidad. Tenemos

AN oA ~A) = (> L 20 2 L
AN, 0, X7 7) = (556" T50° 600” 200° 200

y ast

1
/ZQ(N7U7A77) - :JQ(NavaAHfY) = % 7é 0= ﬂ5<NaU7A77) - ﬂ5(N,U,A”7’7).

Entonces, la propiedad de equidad en habilidades de negociacion no se satisface ni
cuando dos jugadores modifican su capacidad de negociacion hasta igualarla ni cuando
la reducen en la misma cantidad.

9.3. Caracterizaciones

En esta seccion introducimos dos caracterizaciones del valor definido, fi. Estan inspi-
radas en las de Myerson (1977, 1980).

Proposicion 9.3.1 [i es la inica regla de asignacion sobre CSY que satisface eficien-
cia en componentes conexras de negociacion y contribuciones equilibradas en habilidades
de negociacion.

Demostracién: Ya se ha probado que [ satisface eficiencia en componentes
conexas de negociacion y contribuciones equilibradas en habilidades de negociacion.
Reciprocamente, supongamos que 1 es una regla de asignacion sobre C'SY que satisface
estas dos propiedades. Vamos a probar que ¥(N,v,A,vy) = p(N,v,A,7) para todo
(N,v,X,7) € CSY, por induccion sobre d(X), el cardinal de §(A) = {\;;i € N | \; > 0}.

Si d(A) = 0, entonces A = 0, y cada componente conexa de negociacion es un jugador
individual. Como ¢ y 1 satisfacen eficiencia en componentes conexas de negociacion,

Yi(N,v,0,7) = (0)*({i}) = v({i}) = (N, v, 0,7),

para todo 7 € N.

9.3. CARACTERIZACIONES



CAPITULO 9. CARACTERIZACIONES DEL VALOR f 89

Supongamos ahora que ¥(N,v, A,v) = (N,v,A,7) para toda situacion de comu-
nicaciéon con jugadores que tienen diferentes capacidades de negociacion en C'SY con
d(A) < k, k >0, y consideremos (N,v,A,y) € CS} con d(A\) =k+1.Seai € Ny
C’iN’7 la componente conexa de negociacion a la cual ¢ pertenece.

. ~N . _ . . .
Si C;"7 = {i}, entonces, de nuevo, como ¢ y [i satisfacen eficiencia en componentes
conexas de negociacion,

Yi(N,v, A, y) = () ({i}) = v({i}) = (N, v, A, ),

y asi ambas reglas coinciden en este caso.

Alternativamente, supongamos que |C7] > 1, y sea j € C7, j # i. Por defi-

7
nicion de las componentes conexas de negociacion, existe un conjunto de jugadores

T = 11,12,13,...,0, = J con i; € C’Z-N” para [ = 1,2,...,r y tal que {4,411} € 7, para
cadal =1,2,..,r—1,y A\, >0 paral = 1,2 ..,r. Como 7 satistace contribuciones
equilibradas en habilidades de negociacién,

Uiy (N0, 0,7) = iy (N, 0, A72,9) = 03, (N, 0, A7) = 05 (N, 0, A7, ).
Se tiene que d(A™") < k 'y d(A72) < k, y entonces usando la hipotesis de induccion,
¢i1 (N7 U, )\71'27 7) = i, (N7 v, Aiha 7)

Diy (N0, A7) = i (N, 0, A7 ).
Ademas:
Ui (N0, A,9) = i (N, 0, A7) = 0, (N0, A2, ) = 3, (N, 0, A7 9)
fr— ﬁil(N”U7 )\_i%’}/) - ﬂiQ(N7U7A_i1’fY) — ﬂ’il(N7,U7A7,Y) - /in(N”U’ A7 f)/)’

donde la tltima igualdad se tiene dado que ji satisface la propiedad de contribuciones
equilibradas en habilidades de negociacion. Como consecuencia

i (N, v, A y) = 1y (N, 0, A ) = €3, (N, 0, A7) = iy (N 0, A, ).
Usando el razonamiento anterior de manera iterativa,
ViV, v, A7) = (N, 0, A7) = (N, 0, A, ) = 1;(N, v, A, ),
para cada j € C’ZTN’7 y asi, existe hCiN,v € R tal que
V(N 0, A7) = f15(N 0, A7) = A
para todo j € C.'". Entonces

|Cz‘Nﬂ|thV’” — Z [;(N,v, X, y) — (N, v, A, )]

jecN
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= Z Q/)j(NaUaAvf}/) - Z ﬂj(N7U7A7’Y)'
jecN jech
Por la eficiencia en componentes conexas de negociacion de ambas reglas v y ji, esta
tltima expresion es igual a cero y asi, hovy = 0 = ¥;(N,v, X, 7y) — fi;(N,v, A, 7) para

todo j € CZ-N” y, en particular, para ¢, lo cual completa la demostracién. |

Proposiciéon 9.3.2 ji es la inica regla de asignacion sobre CSY que satisface efi-
ciencia en componentes conexas de negociacion y equidad.

Demostracién: Ya se ha probado que [ satisface eficiencia en componentes
conexas de negociacion y equidad. Reciprocamente, supongamos v is una regla de
asignacion sobre C'SY que satisface estas dos propiedades. Vamos a probar que
(N, v, A7) = i(N,v,X,7) para todo (N,v, A7) € CSY por induccion sobre |7|.

Si |y| = 0, entonces, cada componente conexa de negociacion es un jugador individual.
Como ¢ y 1 satisfacen eficiencia en componentes conexas de negociacion,

YN0, A, 0) = ()({i}) = v({i}) = (N, v, A, 0),

para todo i € N.

Supongamos ahora que (N, v, \,y) = u(N,v,\,v) para toda situaciéon de comu-
nicacion con jugadores que tienen diferentes habilidades de negociacion en CSY con
|v] < k, k > 0, y consideremos (N,v,\,7) € CS] con |y| = k+ 1. Seai € Ny

Ny .
supongamos que C; 7 es la componente conexa de negociacion de (N,v, A, v) a la que
1 pertenece.

Si C’iN” = {i}, entonces, de nuevo, como ¥ y i satisfacen eficiencia en componentes
conexas de negociacion, ¥;(N,v,\,v) = (v)*{i}) = v({i}) = w(N,v,\,v) v asi
ambas reglas coinciden.

Alternativamente, supongamos que \C’iN’7 > 1, y sea j € C’ZN”, j # i. Por la
definiciéon de componente conexa de negociacion, existe un conjunto de jugadores
. . . N,y . ..

i = 1,109,143, ...,5, = j con 4, € C;"7 para l = 1,2,...,r y tal que {i;,i;41} € 7, pa-
ra cada [ = 1,2,...,7r — 1, y ademéas \;, > 0 para | = 1,2,...,r. Como v satisface
equidad,

¢i1(N77}7)‘7’7) - Q/)h(N’Uv)‘:’V \ {i17i2}> = wiz(Na%)‘;’Y) - %Uz‘z(N,U,)\ﬁ \ {ilaiQ})'

Por ser |y \ {i;,i2}| < k, utilizando la hipotesis de induccion,

wi1<N7U7>‘7’Y \ {i17i2}) = ﬂil(N7U7 )‘77 \ {Z.l?i?})

@Zjiz(N?Ua}‘v/Y \ {ilaiQ}) - laiQ(vaa A?’Y \ {21722})
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Entonces,
¢11<N v, ) 1/}12<N v, ) %1(—7\[ v, 77\{i17i2}> _¢i2(N7U7)‘>7\{i17i2}) =

ﬂil(N7U7 )\u’V \ {i1>i2}> - [Liz(vaa )‘77 \ {i17i2}> = ﬂh(NaU?Aer) - :L_Liz(vaa )‘77)7

donde la dltima igualdad se obtiene porque ji satisface la propiedad de equidad. Como
consecuencia,

Cir (N0, A7) = iy (N, 0, X, y) = iy (N, 0, X, y) = fliy (N, 0, A7),
Usando el razonamiento anterior de forma iterativa,
V(N 0, A7) = (N, 0, X y) = (N, 0, A7) — (N, 0, A, ),
para todo j € C’iN”, y asi, existe hCZ_N,'y € R tal que
i (N0, A7) = (N, 0, A7) = heno,
para todo j € C’iN”. Entonces,

O e = 7 [3(N,0, A7) = (N0, X, 7))

jecN

= > i(Nu Ay = Y (Vv A7),

jeci ]ECl-

Por la eficiencia en componentes conexas de negociacion de ambas reglas ¢ y fu, esta
Gltima expresion es igual a cero y asi, hove = 0 = (N, v, X,7y) — fi;(N,v, X, 7) para

todo j € C’iN’7 y, en particular para i, lo cual completa la demostracion. |

Proposicion 9.3.3 [i es la tinica regla de asignacion sobre CSY que satisface efi-
ciencia en componentes conexas de negociacion y contribuciones equilibradas.

Demostracién: Es una consecuencia directa de la Proposiciéon 9.3.1 y la Observa-
cion 9.2.1 ]

9.3. CARACTERIZACIONES



Capitulo 10

Conclusiones y futuras lineas de
investigacion

Podemos ver poco sobre el futuro, pero lo
suficiente para darnos cuenta de que hay
mucho por hacer.

Alan Turing

En este apartado se expone, en primer lugar, un resumen de todas las ideas que la
presente tesis ofrece como novedades o aportaciones a la Teoria de Juegos. En segundo,
y ultimo lugar, se describen algunas metas, objetivos o curiosidades que nos han surgido
en los dltimos anos y, a los que previsiblemente dedicaremos nuestros esfuerzos en los
préoximos.

10.1. Conclusiones

En esta memoria se ha construido un puente entre los juegos cooperativos y los
no cooperativos. Para nosotros, en los juegos cooperativos los jugadores no tienen
necesariamente voluntad total de cooperacion sino que su interés en ella estd matizado a
través de un valor en el intervalo [0, 1]. Hemos propuesto modificar el juego cooperativo
original para tener en cuenta las habilidades cooperativas de los jugadores. Suponemos
que, como consecuencia de los diferentes niveles de cooperacion, cada coalicién con dos
o mas jugadores retiene solo una proporcion de su dividendo. Nuestra propuesta es que
esta proporcién es el minimo de las habilidades de cooperaciéon de sus miembros. Por
supuesto, para coaliciones individuales el dividendo no debe verse alterado puesto que
cada jugador siempre estara de acuerdo consigo mismo.

Nosotros también hemos propuesto como regla de reparto para juegos cooperativos
con jugadores que tienen diferentes habilidades cooperativas el valor de Shapley del
juego modificado. El valor obtenido satisface monotonia en los pesos para juegos
superaditivos y admite varias caracterizaciones paralelas a las mas prominentes en la



CAPITULO 10. CONCLUSIONES Y FUTURAS LINEAS DE INVESTIGACION 93

literatura de la Teoria de Juegos para el valor de Shapley.

Hemos abordado lo que para nosotros es una consecuencia de la cooperacién
imperfecta: la ineficiencia. Si, como se ha dicho, en todos los modelos existentes con
pesos para los jugadores los repartos procuran mantener la eficiencia, en nuestra
propuesta asumiremos que la imperfeccién en la cooperacién conlleva, en general, la
perdida de una parte del valor de la coalicion global.

Otro de los objetivos de esta memoria ha sido extender el valor de Myerson a
situaciones en las cuales los jugadores tienen sus posibilidades de cooperacion restrin-
gidas por un grafo y ademés, diferentes habilidades de regateo. La soluciéon propuesta
generaliza el valor de Myerson y el valor de Shapley.

10.2. Futuras lineas de investigaciéon

Los resultados introducidos en la presente memoria pueden ser generalizados siguien-
do diferentes caminos. Por ejemplo, se puede suponer que las habilidades de negociacion
de cada jugador dependen de las del resto de jugadores. Entonces, dado (N,v) € GV
podemos asociar a cada jugador i € N un vector A; = (\;j)j=1,.» con A;; € [0,1] y
Aii = 1. \;; representa la habilidad de negociacion del jugador ¢ con respecto al jugador
j. Por supuesto \; = 1, asumiendo que el nivel de cooperaciéon de ¢ consigo mismo es
total. También \;; puede ser diferente de A;; dado que las habilidades de cooperacion
no necesitan ser simétricas. Entonces,

G = {(N,v, A1y An) | (N,0) € G, Xy €[0,1]" con \y; = 1 para todo i € N}

es el conjunto de todos los juegos cooperativos, en los cuales, el conjunto de jugadores
N puede tener diferentes habilidades de negociacion que dependen de las del resto de
jugadores.

Cada (N,v, ) € GY puede ser identificado con el elemento (N, v, A1y ..., Ay) € GR
en los que, para todoi € N \jj = \;, 81 j #4, y Ay = 1. Y por tanto, G} es isomorfo a
un subconjunto (GY)* de G¥..

En este nuevo escenario, el juego generalizado (N,v* ) € GV tiene funcion
caracteristica dada por

AL An (S) = Z A,(T) f?ér%{)‘”} + Z A, ({i}).

TCS,t>2 iEN

(N, v 20 coincide con (N,v*), siendo X = ()\y,...,\,) si para cada i € N,
Aig =Xy #F1Y Ni = 1.

10.2. FUTURAS LINEAS DE INVESTIGACION
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Una regla de reparto en GY, es una funcion ¢ : GY, — R™ que satisface
YN, ) = [u(1), . v(n)]
siempre que \;; = 0 para todo ¢ # j y A\;; = 1 para todo i =1,...,n.

La regla de reparto o : GY. — RY dada por o*(N,v, A1, .ccs Ay) = Sh(N, v 1r2n)
coincide con o cuando se restringe a (GY)*. Las caracterizaciones obtenida en la
presente memoria para ¢ pueden ser adaptada para caracterizar o*.

Otra generalizacion puede ser obtenida asumiendo que las habilidades de cooperaciéon
de cada jugador dependen de las coaliciones en la que participa. Entonces, asociariamos
a cada jugador i € N en un juego cooperativo (N, v) un vector A; = (\; s)sen,ies con
Ais € [0,1] paratodoi € S, S C Ny \; ;3 = 1. El juego modificado (N, v*An) € GN
esta dado por

A (G = Z A (T) rzrél%l{)\m}) + ZAU({z’}), para S C N, S # (),

TCS,t>2 iEN

y v M2 (()) = 0. La regla de reparto natural en este marco serfa 0, (N, v, A1y eeey Ap) =
Sh(N, UAl""’)‘").

Este escenario generaliza ambas consideraciones anteriores. En particular, el caso
en que las habilidades de negociacion del jugador ¢ € N dependen de las del resto de
jugadores, es decir, estas habilidades estan dadas por A; = (\;j)j=1,..» con \; = 1, es
un caso especial de éste, en el cual \; g = I}lefél{)\ij}, siSCN,ieS.

Ademés o, generaliza las reglas de asignacion, 1, sobre GV que satisfacen las pro-
piedades de linealidad, simetria, ¢;(N,ugy) = 1, para @ € N, y jugador nulo. Es facil
ver que 0,(N,v, A1y eeey Ap) = Y(N,v) siparaT C Ny i€ T, \ir = t;(N,ur). Para
probar esto, se tiene en cuenta que la simetria de ¢ implica que ¥ (N, ur) = ¥y (N, ur)
para todo k, k' € T, y asi para i = 1,2, ...,n,

U*i(N,/U7A]_, ...,An) = Shz(N7 ’UA]"""A") _

= Shi(N, Z A, (T) I]Igj{l{)‘j,T})uT + ZAU(U})U{J’}) =

= > AU<T)glefp{Aj,T}>Shi(N,uT)+ZAU({j})Shi(N7um)=
= Z A (T)ts (N, ur)(1/t) + A, ({i}) =
=%i(N, ) AU(T)UTJrZAv({j})U{j}) = Yi(N, v).

10.2. FUTURAS LINEAS DE INVESTIGACION
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En particular el valor de Shapley es obtenido para \;s = sSh;(N,us) = 1 para
i € S, S C N; el valor de Banzhaf-Coleman'®, B (Banzhaf, 1964, 1968; Coleman,
1971), si Ajjg = sB;(N,ug) = 55,1 € 5, S € N.

Estas ideas también pueden utilizarse para generalizar las situaciones de comuni-
cacion. Asumiendo que los jugadores pueden tener habilidades de cooperacién que
dependen de los otros jugadores o de las coaliciones a las que se incorporan

En muchas ocasiones, la propiedad de eficiencia parece natural, por ejemplo cuando
la finalidad del juego es distribuir costes o repartir beneficios. En otras ocasiones, por
ejemplo en el contexto de situaciones de votacion modelizadas como juegos cooperativos,
no existe un beneficio a repartir, por lo que podria argumentarse que no tiene sentido la
propiedad de eficiencia, ya que la finalidad del juego es medir el poder, no distribuirlo.
En esta linea se desarrolld el anteriormente citado valor de Banzhaf, el cual, se puede
caracterizar paralelamente al valor de Shapley sustituyendo el axioma de eficiencia por
una propiedad que cuantifica el poder total'® que subyace en el juego. El estudio del
comportamiento de este valor para los juegos considerados en la presente memoria
es una linea de investigacion que queda abierta, y en la que ya estamos trabajando
actualmente. Ha dado lugar a la aportacion:

» Manuel, C. and Martin, D. (2021). A Monotonic Weighted Banzhaf Value for
Voting Games. Mathematics, 9(12), 1343.

Desde el trabajo pionero de Shapley (1953), el valor ha sido estudiado ampliamente
desde un punto de vista teérico. Muchos estudios también se han focalizado en las
aplicaciones potenciales del valor de Shapley para juegos especificos. Sin embargo, desde
el punto de vista de computacion el valor de Shapley es un problema NP-completo.
El problema de su calculo debe abordarse antes de que pueda emplearse como una
herramienta 1til en situaciones reales.

La estimacion del valor de Shapley basado en muestreo surge para dar salida a
estas situaciones en las que calcular el valor exacto no es posible dados los recursos
de computacion en la actualidad. La literatura sobre las técnicas de muestreo es muy

18Dado un juego (N,v) € GV, esta solucién asigna a cada jugador i € N el nimero real:

Bi(N,v)= Y 27}_1 [w(S U {i}) —o(S)].

SCN\{i}

19Una solucion ¢ : GN — R™ satisface la propiedad de poder total si para todo juego (N,v) € G,
se tiene que

e Y (S U - (s,

1 SCN\{i}

> hi(N,v) =
i=1

N
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extensa y ampliamente desarrollada. No obstante, la investigaciéon de estas técnicas
para la estimacion de valores propios de la Teoria de Juegos, como el valor de Shapley,
es relativamente moderna, siendo Castro et al. (2009) el trabajo pionero en este marco.

El valor de Shapley para un jugador cualquiera es una media ponderada de las
contribuciones marginales de dicho jugador. La estimaciéon del valor de Shapley
mediante las técnicas de muestro consiste en inferir el valor real a través de una
muestra de las contribuciones marginales de cada jugador. De esta manera es posible
inferir cualquier valor de Shapley con independencia del tamano del juego.

En Castro, Gémez, Molina y Tejada (2017) se desarrolla un método inferencial para
el calculo del valor de Shapley a través de un muestreo estratificado con afijacion
optima. La afijacion Optima consiste en determinar las unidades que se extraen de
cada estrato para la muestra de forma que, para un coste fijo C, la varianza de los
estimadores sea minima.

En la actualidad, el autor de la presente memoria, junto con el director de la misma
y el Dr. Javier Castro, estamos trabajando en el desarrollo de un método inferencial
para la estimacion de los valores introducidos en esta tesis doctoral?’.

Y ast, del mucho leer y del poco dormir, se le
seco el celebro de manera que vino a perder el
Juicio.

Miguel de Cervantes Saavedra

20Para ser mas exactos, la investigacién que se esta llevando a cabo no se limita a la inferencia de
los valores de la presenta memoria, sino que se pretende crear un proceso de estimacién para cualquier
juego que pueda expresarse en términos de sus dividendos.

10.2. FUTURAS LINEAS DE INVESTIGACION
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