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REBUMEN

En este trabajo se trata el problema de la existencia de
observaciones anémalas en modelos de eleccién binaria. Se
demuestra que la presencia de estas observaciones afecta a la
consistencia de los estimadores de mdxima verosimilitud. En
cuanto a su deteccién: (i) se muestra que el andlisis de residuos
no es un instrumento adecuado, debido a la censura de la variable
dependiente y (ii) se deriva un estadistico, similar al propuesto
por Cook (1977) para modelos lineales, gue resulta apropiado para
la deteccion de anomalias en este tipo de modelos. Los resultados
teéricos se contrastan con datos simulados.

ABSTRACT

This paper deals with the problem of outliers in binary
response models. It is proved that the existence of these
observations in the sample affects the consistency of maximum
likelihood estimators. Regarding to detection of outliers: (i)
it is shown that residual analysis is not a useful diagnostic
tool, due to the censoring of the dependent variable and (ii) it
is derived a statistic, analogous to the one proposed by Cook
(1977) for linear models, which seems to be appropiated for
outlier detection in this type of models. The theoretical results
are tested using simulated data.




1. Introduccidn

La presencia de anomalias es frecuente en la estimacién de
modelos con datos de corte transversal. En estos modelos puede
haber un conjunto reducido de observaciones que, debido a su
ausencia de homogeneidad con el resto de la muestra, pueden
distorsionar sustancialmente los resultados de la estimacién,
incluso si se utilizan muestras de gran tamafio. En la literatura
econométrica, se ha tratado ampliamente este problema para el
caso de los modelos lineales de regresién [Box y Tiao (1968),
Cook (1977), Pefia (1987) y Pefla y Ruiz-Castillo (1982 y 1984) son
algunas referencias]. Sin embargo, el estudio de la deteccién y
consecuencias de las anomalias en modelos de eleccidén discreta
ha recibido menos atencién. Para el caso de los modelos de
eleccién binaria (MEB), este problema se trata por primera vez
en Pregibon (1981) y, posteriormente, en Jennings (1986),
Williams (1987), Copas (1988) y Bedrick y Hill (1990) entre
otros; en Lesaffre y Albert (1989) se estudia el casc de los
modelos de eleccidén miltiple. Todos estos trabajos analizan
basicamente los modelos logit y su planteamiento puede resumirse
en los siguientes puntos: (i) no parten de una definicidn de dato
- andmalo, considerando como anomalia toda observacién cuyo residuo
en valor absoluto es "grande" y (ii) adaptan a los modelos logit
los procedimientos para la deteccién de anomalias utilizados en
los modelos 1lineales ¢que, como es conocido, se basan
fundamentalmente en el andlisis de residuos y en evaluar el
efecto de cada observacién en la estimacién de los pardmetros del

modelo,

En este trabajo tratamos el problema de forma diferente, ya
que partimos de la definicién de observacién andémala que
habitualmente se utiliza en la literatura econométrica: una
observacién anémala es agquella que no se ha generado por el mismo
modelo estocdstico que se supone para las restantes observaciones
muestrales [ver, por ejemplo, Box y Tiao (1968))]. A partir de
esta definicién, comenzamos demostrando que en los MEB la
existencia de anomalias en la muestra afecta a la consistencia




de los estimadores de maxima verosimilitud (MV). Ello se debe a
gue la presencia de estas observaciones hace que la funcién de
verosimilitud del modelo sea diferente de la habitual, por 1lo
que, si se ignora este hecho y se maximiza la funcién de
verosimilitud  habitual, los  pardmetros se estimaran
inconsistentemente.

Seguidamente, se trata el problema de la deteccién de
anomalias, siendo el objetiveo principal del trabajo mostrar que,
contrariamente a lo que se ha propuesto en la literatura
anterior, en los MEB el andlisis de residuos no es un instrumento
adecuado. Ello se debe a que sélo se cbserva una realizacién
dicotémica de la variable dependiente, por lo que el valor de los
residuos estd acotado y no proporciona informacién relevante
sobre la probabilidad gque tiene un dato de ser andémalo. La forma
adecuada de detectar si una observacidén es andémala consiste en
evaluar su peso en la estimacién MV de los pardmetros del modelo.
IL.a idea es que si una observacién provoca un cambio significativo
en el valor de los pardmetros estimados, este cambio puede
considerarse como una medida del sesgo de estimacidén que causa
dicha observacion.

Sobre la base de lo anterior, derivamos un estadistico
similar al propuesto por Cook (1977) para modelos lineales, y que
mide el efecto de cada observacién en el vector de estimaciones
MV de un MEB. Dicho estadistico puede calcularse, para cada una
de las observaciones muestrales, a partir de la estimacién MV del
modelo con la muestra completa. Esto es, permite contrastar si
cada observacién en la muestra es andémala sin tener gue volver
a estimar el modelo, por el procedimiento no lineal habitual,
omitiendo la correspondiente observacién. En Pregibon (1981) se
deriva un estadistico similar; sin embargo, el estadistico que
proponemos en este trabajo puede calcularse facilmente para
cualquier MEB y no sélo para los modelos logit. Para la
derivacién de este estadistico, nos basamos en gque la estimacién
MV de los parémetros de un MEB, utilizando el algoritmo de




"gcoring", puede obtenerse por un procedimiento de minimos
cuadrados ordinarios (MCO) iterativo [Amemiya (1981)].

Por tltimo, presentamos experimentos realizados con datos
simulados con el objeto de comprobar empiricamente los resultados
tedricos obtenidos. En concreto, tratamos de: (i) evaluar los
sesgos en la estimacidén MV de estos modelos ante la presencia de
anomalias y (ii) probar la efectividad del estadistico que
proponemos para la deteccidén de éstas.

Es importante sefialar que, aungque a lo largo del articulo
nos referimos al caso de los modelos probit, el supuesto de
normalidad no es, en absoluto, necesario. Todos los resultados
que aqui se presentan son aplicables a cualquier MEB, siempre que
se suponga una distribucién continua y simétrica, como es el caso
de los modelos logit. Ademds, hemos elegido los modelos probit
porque dan lugar a expresiones mds generales que los logit, ya
que la distribucién logistica permite simplificar, en muchos
casos, las expresiones analiticas que utilizamos.

La organizacién del articulo es la siguiente. En la seccidn
2 se revisa el procedimiento de estimacién por MV de los modelos
probit binarios. En la seccidén 3 se analiza el modo en que la
existencia de observaciones anémalas en la muestra afecta a la
funcién de verosimilitud de estos modelos, produciendo
inconsistencia en las estimaciones de los pardmetros. En la
seccién 4 se ilustran las razones por las que el andlisis de
residuos no es un instrumentc adecuado para la deteccién de
anomalias en este tipo de modelos, mientras que el estadistico
que proponemos para la deteccidén de éstas se deriva en la seccién
5. La seccién 6 contiene los resultados obtenidos con datos
simulados y, finalmente, en la seccién 7 se resumen las

principales conclusiones.




2. Los modelos probit binarios: derivacién y estimacién por
maxima verosimilitua

Los modelos de eleccién binaria pueden derivarse a partir
de modelos de regresién, en donde la variable dependiente es
latente y sd6lo se observa una realizacién dicotémica de la misma.
La variable observable representa la eleccién, por parte de los
individucs, entre dos posibles alternativas. Consideremos el caso
del modelo probit. Sea la ecuaciédn:

Zi* = xi'a + ei i=1,aoo;n [1]

donde zi* es una variable continua neo observable, el vector x4
contiene las observaciones de las k variables explicativas
correspondientes al individuo i-ésimo, a& es un vector de
coeficientes desconocidos y £; son variables aleatorias
iiqd N(O,az). Dividiendo la ecuacién [1] por o, se tiene:

yi* = xi'ﬁ + Ui i=1'--',n [2]

donde yi* = zi*/a, B =ua/cy uy = £i/o, de forma que uj son
variables aleatorias iid N(0,1). La variable yi* representa el
"sentimiento" del individuo i hacia una de las alternativas pero,
en la prdctica, lo unico que se observa es si dicho individuo
elige esa alternativa o no. Si denotamos por y; la realizacién
dicotémica de yi*, se puede establecer la siguiente relaciénl:

_f1 si Yi* 2 0 (individuo i elige la primera alternativa)
¥i 0 si Yi* < 0 (individuo i elige la segunda alternativa)

Entonces, si P; es la probabilidad de que yj=1 y (1-Pj)
es la probabilidad de que y; =0, se tiene:

P; = P[y;=1] = P[y;*20] = P[uj2~x,'f]

© lo que es lo mismo:




Py = 8(x%4'8) i=1,...,n {3)

que es el modelo probit, donde & es la funcién de distribucidn
de la normal estdndar.

Como es conocido, la estimacién éptima de un modelo probit
requiere la utilizacién de un criterio de MV lo que, en este
caso, obliga a resolver un problema de estimacién no lineal2.
Para una muestra de n individuos, el logaritmo de la funcién de
verosimilitud del modelo [3], viene dada por [ver, por ejemplo,
Amemiya (1981) o Maddala (1983)]:

N .
£(8) =151 [ y; log®; + (1-yj) log(l - &) 1 [4]

donde %; denota &(x;'B).

El vector gradiente de esta funcién es:

ae n Yy — %
g=—= I b5 By (5]
a8 i=1  &; (1 - &;)

donde ¢4 denota la derivada de ®; con respecto a f; esto es, el
valor de la funcién de densidad normal estdndar en x;'f. Mientras
gue la matriz hessiana puede escribirse como:

8¢ n [ Y 1l -y
G=—————=~3 12 1 ¢12 X{x;' +
apag'  i=1 | @y (1 - 8;)2
n Vi - &;
+ 3 — ¢1' xix%y! (6J
i=1 &y (1~ &)




donde ¢;' es la derivada de ¢;. Dado que Eyj; = &;, a partir de
[6] la matriz de informacién se reduce a:

8¢ n ¢i2
I=-E——= 3%
agag' i=1 ¥; (1 - &)

X% (7]

Una posible forma de resolver este problema de optimizacién
es mediante el algoritmo de '"scoring", cuya iteracién 7+1 puede
escribirse como:

Brep = By + 2,71, (8]

donde por f,“l Y &T se denota respectivamente la inversa de la
matriz de informacidén y el vector gradiente evaluados en ﬁr'

Los estimadores resultantes son consistentes,
asintéticamente eficientes y tienen una distribucién asintética
normal cuya matriz de covarianzas viene dada por la inversa de
(7). Por lo tanto, dicha matriz de covarianzas puede estimarse
evaluando la inversa de [7) para la estimacién MV de B obtenida
en el proceso iterativo.

En el Apéndice se demuestra [ver también Amemiya (1981)) que
la estimacién MV del modelo [3}, utilizando el algoritmo de
"scoring", puede obtenerse por un procedimiento lineal iterativo.

Propogicidén 1: la estimacién de f,,., que se obtiene a partir de
[8] coincide con la estimacién MCO de §,.q en el siguiente modelo

de regresién:
Yir = Bis'Brsy + V4 (2]

~ con las variables transformadas:




- yi = &3, + 31,%3'8,
Yir = - [10)
o (65,01 - 8;,)1%/2

. By,
i = " if iA — (11]
(8,00 - 84,01

donde 317 Yy aif denotan respectivamente las funciones 3 Y ¢
evaluadas en ﬁ, y la var(&i) = 1 para todo i.

Segin esta proposicién, una vez alcanzada la convergencia
en el modele [9], las estimaciones resultantes de g son
numéricamente idénticag que las MV. Por otra parte, definiendo:
ir = (ilT,...,énT)' de orden (nxk), la matriz de covarianzas de
ﬁ, puede estimarse facilmente por (if'ir)"l. Obsérvese que la
expresién de esta matriz coincide con la inversa de la matriz de
informacién en [7].




3, Efecto de la existencia de observaciones andmalas en 1la
estimacién de modelos probit

El objetivo de esta seccién es analizar las posibles
consecuencias de la existencia de observaciones andmalas en los
resultados de la estimacién MV de un modelo probit.

Consideremos la ecuacién [2] utilizada para derivar el
modelo probit., Esta ecuacién es un modelo lineal de regresién en
el qgque la variable dependiente Yi* no es observable, la varianza
de las perturbaciones es conocida e igual a 1 y las restantes
hipétesis habituales del modelo se cumplen. En particular, la
ecuacioén [2] establece que las variables Yi* se han generado por
el mismo modelo estocdstico; esto es: Yi* se distribuye iid
N(x;'8,1). Entonces, teniendo en cuenta gue una observacién
anémala puede definirse como aquella que no se ha generado por
el mismo experimento aleatorio que las restantes observaciones
muestrales [Box y Tiao (1968)], un valor de yi* serd andémalo si
no se ha generado por el modelo [2). Obsérvese que el hecho de
que Yi* sea una variable latente no significa gue tedricamente
no pueda presentar anomalias3.

Seguin esto, una forma de modelizar la presencia de
ocbservaciones anémalas en el modelo [2) es suponer gue, aungue
las perturbaciones u; se distribuyen iid N(0,1), existe una
pequefia proporcidén desconocida € de perturbaciones que siguen una
distribucién también normal, con media 0 y varianza hz, donde h>1
[ver, por ejemplo, Box y Tiao (1968 y 1973) y Pefia y Ruiz-
Castillo (1982 y 1984)]. Esto es, se supone que las variables Yi*
en [2] provienen, bien de una distribucién N(x;'8,1), o bien de
una N(xi'ﬁ,hz), con proporciones (l1l-¢) y € respectivamente. En
Box y Tiao (1968) se demuestra que, bajo estas condiciones, las
perturbaciones en [2] pueden considerarse iid con una funcién de
distribucién que es una combinacién lineal de dos distribuciones
normales independientes y que depende de € y h, tal que:

F(uj) = (1-¢)#(uj]0,1) + e#,(uzlo,n?) [12]

10




donde, lo mismo que en la seccién anterior, ¢ denota la funcién
de distribucién de la normal estdndar y ¢, la funcién de
distribucién de una normal con media 0 y varianza h?. Esto es,
si €=0 se tiene que F(ui) = Q(uilo,l), por lo que se mantiene la
hipétesis de normalidad con pardmetros 0 y 1 de uy. Pero ante la
presencia de un porcentaje e¢ de observaciones andmalas, 1la
distribucién de u; es la indicada en [12), que no es normal,
Ademds en este caso, para todo i:

E(uj) = 0
var(uy) = 1 + e(h?-1)

por lo que la varianza de la distribucién F(uy) es mayor que la
unidad.

La implicacién fundamental de que las perturbaciones en el
modelo [2]} se distribuyan como en [12] es que se produce un
cambio en la forma funcional que determina Py, ya que:

Py = P[yy=1] = P[y;*20) = P(uy2-%;'f] = F(x;'8) = F;
por lo que, a partir de {12]:
P = Fy = (l-€)dy + €dpq = &5 + €(8p4-¢;) [13)
donde &; y &4 denotan &(x;'8) Yy #,(x;'B) respectivamente.

Obsérvese que ante la presencia de este tipo de anomalias,
la especificacién correcta en la determinacién de Py viene dada
por la ecuacién [13]), que establece que P;=F;, donde F; es igual
a ¢; mds un término adicional cuya magnitud depende de h y e,

En la Figura 1 se representan las funciones $; Y Fj. Dado
que &4 es una funcidén de distribucién normal con media 0 y
varianza mayor que 1, esta funcién se encontraria por encima de
$; para valores de X;'f<0 y por debajo de &; para valores de
®;'p>0. Por lo tanto, se tiene que:

11



-
_-_..—--"

0.75 -

0.50 === mm e

o

0.25 4

0.00

Figura 1: Representacién de las funciones &; y Fy
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X, 'B<0 =3 ¢hy>%; # F4>%4 para Pi<1/2
si X{'B=0 3 ¥,4=%; = F{=%; para P;j=1/2
X;'>0 = §)4<%; = Fi<#; para Pi>1/2

Luego, F; tendrad la forma que se indica en la Figura 1 y la
discrepancia entre Fi Y #; dependerd del valor de los parametros
hy €. A partir de [13)]) se tiene:

a(Fi-Qi)

YR ®hi — %3

O(Fy-ey) _ deny  de(wyle/m) ¢[ x'8 ][ ~%4 '8 ]
oh oh dh h n2

por lo gque ambas derivadas son mayores que 0 para valores de
X;'f<0 y menores que 0 para valores x;'f>0. Por lo tanto, cuanto
mayor sea el valor de € y/o h, mayor serd en términos absolutos
la diferencia entre Fj y %;.

Segun estos resultados, el logaritmo de la funcién de
verosimilitud correspondiente al modelo [13] es:

L(p) =

) yqy logFy + (1l-yy) log(l - Fj) ]
1

M3

1 -

Yilog[® +e(®pi-%4)] + (1-y;)log[1-2;~€ (¥ i=%4)] ]
[14]

tes

i=1 b

donde sélo si e=0 esta expresién coincide con el logaritmo de la
funcién de verosimilitud del modelo probit que figura en [4].
Pero si hay un porcentaje ¢ de observaciones con varianza mayor
que 1, la expresién en [14] es la funcidén que deberia maximizarse
para obtener las estimaciones MV del vector #. El problema es cque
esta funcién depende de los pardmetros € y h que, por lo general,
no son conocidos. El desarrcllo de un procedimiento de estimacién
adecuado para este caso es algo gque no nos proponemos en el
presente estudio?. No obstante, el objetivo de la ecuacién [14]

13




es mostrar el tipo de error de especificacién que se comete si
se ignora la presencia de observaciones andmalas en un modelo
probit y se utiliza ¢; en lugar de Fy para calcular la
verosimilitud de cada observacién.

La consecuencia inmediata de este error de especificacién
en la funcién de verosimilitud del modelo es que el vector B y
las probabilidades P; se estimaran inconsistentemente. En Godfrey
(1988, cap.6) se encuentra una demostracién de esta afirmacion.
En ese trabajo se trata el problema de la heteroscedasticidad en
los MEB y se demuestra que la existencia de dos grupos de
observaciones con distinta varianza es equivalente a un error de
especificacién en la forma funcional del modelo, lo que produce
inconsistencia en 1la estimacién MV de los parametros. El
correspondiente sesgo asintético no puede evaluarse ya que, en
nuestro caso, depende de ¢ y h., 8in embargo, come hemos
comprobado anteriormente, el sesgo serd mayor cuanto mayor sea
el nimero de observaciones andmalas en la muestra y cuanto mayor
sea la varianza de la distribucién que ha generado estas
observaciones. Nétese que esta es la principal diferencia que
presentan los MEB con respecto a los modelos lineales donde, a
pesar de la presencla de este tipo de anomalias, los estimadores
MCO siguen siendo insesgados, aungue no eficientes.

Es importante sefialar que los resultados anteriores se basan
en que, si existen anomalias en la muestra, la funcién de
distribucién de u; viene dada por la expresién [12]. No obstante,
este supuesto se hace por simplicidad, ya que otros supuestos
alternativos sobre la generacién de anomalias por el lado de su
varianza, conducirian a errores de especificacién del mismo tipo
en la funcién de verosimilitud. En particular, el andlisis
anterior puede extenderse fadcilmente al caso en que las ancmalias
se consideren generadas por distribuciones normales con distintas

varianzas.

Un segundo tipo de observaciones andmalas podria deberse a
que una proporcién de las variables Yi* se haya generado por una

14




distribucién con distinta media que las restantes. Esta situacién
podria modelizarse suponiendo que, aunque las variables Yi* se
distribuyen iid N(x;'B,1), existe un porcentaje desconocido € de
estas variables que siguen una distribucién iid N(x;'v,1).
Obviamente, si la proporcién € es grande, estariamos ante la
presencia de un cambio estructural; esto es, la poblacién a
analizar se compondria de dos grupos de individuos distintos
entre si. Sin embargo, el caso que consideramos en este trabajo
es cuando € es pequefio y sélo se trata de unos pocos individuos
atipicos. En estas circunstancias, la funcién de distribucién de
yi* vendrad dada por:

G(y;") = (1-e)o(y;*|x;'8,1) + ed(y;*lx;'7,1)
por lo que es inmediato que:

P; = P(y;"20] = (1-€)P[uj2-x{'B] + €P[u;2-%;'7]
= 3(x;'B) + e[B(X'Y)-2(%;'B)) = ¥y {15)

De manera similar al caso anterior, igndrar el segundo
término del lado derecho de la ecuacidn [15), conduce a un error
de especificacién en la determinacién de P;. De nuevo, si se
ignora este término y se utiliza &; en lugar de ¥; para calcular
la verosimilitud de cada observacién, los pardmetros del modelo
se estimardan de forma inconsistente. Obsérvese que, segun [15],
para un x; dado, el hecho de que la funcién ¥; esté por encima
o por debajo de ¢; dependerd del valor de los coeficientes en el
vector 7. En cualquier caso, 1la discrepancia entre ambas
funciones sera mayor cuanto mayor sea € y/o la diferencia entre
los componentes de 7 vy B.

15




4. El problema de la deteccidén de anomalias en los modelos probit

En la préactica, no se conoce a priori si existen
observaciones anémalas en la muestra, ni mucho menos, cudl es la
distribucidén que las ha generado. Por lo tanto, la forma habitual
de detectar la presencia de estas observaciones es mediante 1la
inspeccién de los datos muestrales, de manera gue un dato se
considera andmalo si es poco probable que se haya generado por
la distribucién que se supone para las restantes observaciones.

En un modelo de regresién lineal pueden existir bdsicamente
dos tipos de anomalias, tal y como se ilustra en la Figura 2
[Pefia y Ruiz-Castillo (1982 y 1984)). En la regresioén de z; sobre
Xy, el punto A puede considerarse un dato andmalo, ya dque
responde a un valor de z; muy superior al de la media de las
restantes observaciones muestrales. Este punto desplazaria hacia
arriba la recta estimada y ademds su residuo sera grande. Por
otra parte, el punto B también puede considerarse andémalo, ya que
tanfo el valor de z2; como de x; estdn muy por encima de sus
valores nmedios. 8in embargo, aunque este punto afectaria
gravemente a la pendiente de la recta estimada, su residuo puede
ser muy pequefio en valor absoluto. Sequn esto, la inspeccidén de
residuos es un instrumento de andlisis importante para 1la
deteccidn de anomalias, aungue no suficiente, ya que sdélo sirve
para detectar las del tipo A. En Belsley et al. (1980) se
presentan distintos procedimientos de diagnosis del modelo
basados fundamentalmente en medir el efectoc de cada observacién
sobre los coeficientes estimados y la matriz de covarianzas y
que, por tanto, permiten detectar si una cbservacién es andmala
aunque su residuo sea pequeiio.

El objetivo de esta seccién es mostrar que en el proceso de
deteccién de observaciones andémalas en un modelo probit (o
cualquier MEB en general), los residuos no juegan el mismo papel
que en los modelos lineales., Ello se debe a que en un modelo
probit el valor de los residuos estid acotado como consecuencia

16
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Figura 2: Dos tipos de anomalias en un modelo de regresidn lineal
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de la censura que presenta la variable yi*, de la que sélo se
sabe si es mayor © menor que 0., Definiendo el residuo
correspondiente a la observacidén i-ésima como la diferencia entre
vi v B; [ver Pregibon (1981), Jennings (1986) y Cox y Snell
(1989), por ejemplo]:

ey =y; - By [16]

donde E(ej) = 0 y var(e;) = P;(1- B;), se tiene que e; estd
acotado entre (-1,1} pudiendo tomar, para cada observacién,
solamente dos valores: (1-P;) y (~B;).

El problema de la deteccidn de observaciones anémalas en los
MEB se trata por primera vez en Pregibon (1981), donde se
considera como anomalia toda observacién que, una vez estimado
el modelo, presenta un residuc e; préximo a 1 en valor absoluto.
En consecuencia, en el citado trabajo se propone el anadlisis de
residuos como un elemento de diagnosis para la deteccidén de
andémalos y se desarrollan una serie de estadisticos basados en
los residuos ey estandarizados. Posteriormente, este andlisis se
extiende en Williams (1987), Copas (1988) y Bedrick y Hill (1990)
entre otros, Por el contrario, Jennings (1986) critica el trabajo
de Pregibon (1981), sefalando los puntos siguientes: (1) los
residuos ey no son comparables a los residuos MCO, ya que cada
e; depende de x; a través de P;, por lo que cada residuo tiene
una distribucidén dnica y los residuos estandarizados no siguen
una distribucidén normal y (2) eliminar de la muestra datos con
un residuo préximo a 1 en valor absoluto equivale a truncar la
muestra por una sola cola, con el consiguiente sesgo en 1la
estimacién de los pardmetros. En este sentido, para Jennings
"... las anomalias son necesarias".

En relacién con la discusién anterior, es importante sefialar

- que sl una observacién presenta un residuo e; proéximo a 1 en
valor absoluto, simplemente quiere decir que la P[yi=s|xi] < a,
donde s=0,1 y a es pequeio; esto es, que el valor que toma y; en
la muestra es poco probable. Pero no quiere decir que se trate
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necesariamente de una observacién anémala, ya que el hecho de que
un valor de y; sea poco probable no implica que yi* no haya sido
generada por el modelo considerado, sino que puede ocurrir que
Yi* se encuentre en las colas de la distribucién., Por
consiguiente, estamos de acuerdo con Jennings en que no deben
eliminarse de la muestra las observaciones con un residuec cercano
a 1 en valor absoluto, pero no porgue "las ancmalias sean
necesarias", sino porque es posible que estas observaciones no

sean anémalas.

La afirmacién anterior puede ilustrarse mediante la Figura
3. La parte inferior de la Figura contiene la nube de puntos
(yi*,xi') [donde, en este caso, xi'?(l x3)1 asociada al modelo
[2] ¥y la correspondiente recta teérica. En la parte superior de
la Figura se han transladado al eje de abscisas los valores de
la recta tedrica x;'B, mientras que en el eje de ordenadas se
representan las probabilidades tedéricas Py y 1los valores
observados de y;. Las probabilidades P; se obtienen evaluando la
funcién de distribucién normal estandar en x;'B, mientras que los
valores de y; responden a la siguiente relacién: y;=1 si yi*zo
e y;=0 si yi*<0. El problema es que la muestra disponible para
la estimacidén del modelo consiste solamente en los puntos
(Yi,%{'), por lo que no se observa la nube de puntos de la parte
inferior de la Figura. Entonces, pueden darse las siguientes
situaciones:

(a) Consideremos el punto C en la parte inferior de la
Figura, correspondiente a un valor negativo de X{ ¥ a un valor
muy grande y positive de Yi*' En el caso de un modelo lineal,
donde observasemos yc*, este punto presentaria un residuo grande
y positivo, por lo que considerariamos con una probabilidad alta
que se trata de un dato andémalo. Sin embargo, en el caso de un
modelo probit, la realizacidén de yc*>0 es yo=1, por lo gque el
correspondiente residuo ej serd positivo y con un valor préximo

a l.
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Figura 3: Ejemplos de anomalias en un modelo probit.
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(b) Consideremos ahora el punto D, donde para el mismo valor
negativo de xj, el valor de Yi* es negativo y estd a la misma
distancia de la recta tedrica que el punto C. Igual gue antes,si
observasemos yD*, este punto presentaria un residuo grande aunque
negativo. No obstante, el residuo e; que obtenemos, una vez
estimado el modelo probit, seria muy préximo a 0, puesto que, en
este caso, yp=0 al ser yD*<0.

Con este ejemplo, hemos tratade de ilustrar que dos
observaciones igualmente anémalas pueden presentar, dependiendo
del signo de la variable no observable Yi*r un residuo préximo
aléa 0. Sin ignorar que, en estos modelos, una anomalia del
tipo C es, por lo general, mds "peligrosa'" que una del tipo D,
se pueden extraer las siguientes conclusiones:

(1) Que una observacidén i tenga un residuo préximo a 0 no
implica que no se trate de una observacién anémala. En el caso
mis simple de una sola variable explicativa, observaciones con
Xi<0 e yi*<0 6 x;>0 e yi*>0 pueden presentar un residuo ey muy
pequefio y ser realmente andémalas, como es el caso del punto D en
la Figura 3. Notese que en un modelo lineal también puede haber
observaciones andmalas con un residuo préximo a 0, pero dichas
anomalias no son del tipo del punto D, que podria detectarse
fdcilmente por su residuo si se observase yD*.

(2) Que una observacién tenga un residuo préximo a 1 en
valor absoluto puede ser un indicio de que se trate de una
observacién andémala, pero no tiene que ser necesariamente asi.
Por ejemplo, una vez estimado el modelo probit, el punto E de la
Figura 3 presentaria un residuo e; positivo y préximo a 1 (de
hecho, idéntico al del punto C) aunque, en este caso, si se
observase yE* no habria razdén para pensar que se trata de un dato
anémalo; esto es, que no haya sido generado por una distribucién

N(x{'8,1).

En definitiva, los residuos resultantes de la estimacién de
un modele probit no son en absoluto informativos sobre la
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probabilidad que tiene cada observacién de ser andmala. Como
acabamos de ilustrar, residuos préximos en valor absoluto a 1 6
a 0 pueden corresponder tanto a observaciones andmalas como a
observaciones generadas por el modelo considerado. Esta es la
mayor diferencia que presentan estos modelos respecto a los
modelos lineales, donde el andlisis de residuos no permite
detectar todo tipo de anomalias (sélo las del tipo A de la Figura
2), pero donde un residuo grande si presenta evidencia de que el
correspondiente dato puede ser anémalo.

Para terminar esta seccidén, queremos sefialar que, aungue el
andlisis de residuos no sea el instrumento adecuado para la
deteccidén de anémalos en los modelos probit, dicho andlisis puede
resultar de interés para detectar ©posibles errores de
especificacién. En wuna muestra dada, cabe esperar que un
porcentaje pequefio de observaciones presente un residuo préximo
a 1 en valor abscluto, sean o no andmalas, pero si este
porcentaje es elevado puede deberse a una de las siguientes
causas: (i) a un error de especificacién, en el sentido de que
las variables en X; no son relevantes para explicar la variable
yi* Y, por tanto, las probabilidades P; y (ii) a la existencia
de, al menos, dos grupos distintos de individuos en la muestra
("cambio estructural®”), lo gue debe identificarse y modelizarse
de la forma mds adecuada.
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5. Un estadistico para la deteccidén de observaciones andémalas en
los modelos probit

De la exposicién en la seccién anterior, se deduce que la
forma adecuada para detectar si una observacién es andémala en un
modelo probit, debe ser mediante un estadistico que mida el
efecto de esa observacién en la estimacién MV de los pardmetros
del modelo. Como se ha demostrado en la seccién 3, la existencia
de observaciones andémalas genera un error de especificacién en
la funcién de verosimilitud del modelo, gque puede conducir a
sesgos en la estimacién de los pardmetros. Por lo tanto, si el
efecto de una observacién en el valor de los coeficientes
estimados es grande, dicho efecto puede considerarse como una
medida del sesgo de estimacidén provocado por la presencia de esa
observacién en la muestra.

El estadistico que proponemos a continuacién mide el efecto
de cada observacién en la determinacién del vector ﬁ, donde B
denota la estimacién MV de f. La distribucidén de este estadistico
se basa en la normalidad asintdética del estimador MV de un modelo
probit y para su derivacién utilizamos el Teorema 4.30 de White
(1984, pag. 70): Sea un vector de variables aleatorias @ de
dimensién k. si e 2 Ny, (0,E), donde I es la matriz (kxk) de
covarianzas asintética de 8, y existe una matriz £ simetrica vy
definida positiva tal que plim § = Z, entonces e1§-lg 2 xzk.

Por lo tanto, teniendo en cuenta que: (i) el vector B de
estimaciones MV sigue una distribucién asintética normal con
media B y con matriz de covarianzas que es la inversa de la
matriz de informacién I en [7] ¥ (ii) el procedimiento MV
garantiza que plim =1 = 171, donde £-1 denota I"1 evaluada en

ﬁ, se tiene que:

(B-B)'% (B-B) ? x?%
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Entonces, si denotamos por 3(1) la estimacion MV de B eliminando
la observacién i-ésima, una medida de la distancia entre ﬁ y ﬁ(i)
vendrd dada por el estadistico:

Dy = (B-B(yy)'% (B-B(y)) i=1,...,n  [17]

Este estadistico, que es similar al estadistico propuesto
por Cook (1977) para los modelos de regresién lineales [ver
también Cook y Weisberg (1980), Peha (1977) y Pefia y Ruiz-
Castillo (1982 y 1984)), proporciona una medida de la distancia
entre § y 3(1) en términos de niveles de significacién., Esto es,
a partir del valor de Dy y de la tabulacién de la distribucién
xzk, puede determinarse en qué medida la eliminacién del punto
i desplaza el vector de coeficientes estimados dentroc de la
regién de confianza de g, calculada sobre B, a un nivel de
significacidén determinado. Por ejemplo, si Dy=0.57 y k=2, diremos
gue la eliminacién de 1la observacién i-ésima desplaza la
estimacién de g hasta el borde de la regién de confianza de nivel
25% alrededor de fB. Cook (1977) sugiere, sobre la base de
experimentos realizados en modelos lineales, que es deseable que
cada ﬁ(i) se encuentre dentro de la regién de confianza de nivel
10%. Sin embargo, nosotros pensamos que lo importante de un
estadistico de este tipo, no es la eleccién del nivel de
significacidén para el que se realiza el contraste, sino 1la
deteccidn de las observaciones para las que el estadistico toma
un valor mads alto en términos relativos. Como es obvio, éstas
seridn las observaciones con una probabilidad méds alta de ser
anémalas.

El problema del estadistico Dy, segun su expresién en [17],
es gue para su cdlculo es necesario conocer ﬁ(i), lo que exigiria
estimar de nuevo el modelo, omitiendo una observacidén, cada vez
gque se desea contrastar si esa observacién es andémala. Por lo
tanto,'para medir la influencia de cada una de las observaciones
muestrales, seria necesarioc estimar n veces el modelo por un
procedimiento no lineal. Obviamente, si el tamafio de la muestra
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es grande, el cdlculo de este estadistico puede resultar muy
costoso desde el punto de vista computacional.

Para solucionar este problema, utilizamos el resultado de
la Proposicién 1 de la seccién 2. Dado gue el modelo [9] se
estima por MCO, aplicando el lema de inversién de matrices a:

Bi) = (X% - x;x )7 (x'y - xy3yy)
se deriva facilmente que:

By =B+ @™l xy (1 - ;@0 Ixy)70 (%y'B - ¥i)
(18]

donde x, x- Y Yi denotan respectivamente la matriz x . el vector
xif Yy la variable er evaluados en ﬁ, mlentras que y es un vector
(nx1) cuyas componentes son las variables Yi' Obsérvese (ue esta
expresién, aplicada recursivamente, permite también obtener la
estimacién MV de g cuando se elimina un grupo de observaciones.

Sustituyende [18) en [17] Yy teniendo en cuenta que = (i'i)
Yy que y;-%;'8 = w;, donde w; es el residuo e; definido en [16]
estandarizado: wy = ei/[ﬁi(l-ai)]l/z, se obtiene:

Wiz ii. (i'i)-ll}i
Di = - - . . i=1'c|o'n [19]
[1 - x;'(X'X)"1x,)2

Nétese que la expresién [19]) permite calcular el estadistico
D; para cada una de las n observaciones muestrales, a partir de
la estimacidén MV de 8§ con la muestra completa, sin tener gque
llevar a cabo ninguna estimacién auxiliar.

El estadistico en [17] puede particularizarse para el caso

en que se desee medir el efecto de una observacién en la
estimacién de un parametro ﬁj del vector g. Denotando por V43 el
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elemento j-ésimo de la diagonal principal de la matriz $-1, es
inmediato que el estadistico:

By - B51)

dji =

(vjj)l/z

proporciona una medida del desplazamiento que experimenta la
estimacién del coeficiente ﬁj cuando se elimina de la muestra la
observacién i-ésima. En este caso, la magnitud de dicho
desplazamiento debe determinarse a partir de la distribucidn

tn_k .

Un estadistico similar al de la ecuacién {19] se propone en
Pregibon (1981). En este caso, para su derivacién se utiliza el
algoritmo de Newton, en lugar del algoritmo "scoring", en el
proceso de estimacién MV. Dado que el citado trabajo se restringe
al caso particular de los modelos logit y que con la distribucidn
logistica la expresién de la matriz hessiana en [6] se reduce a:
~ZAj (1-A;)%;%;', siendo A; la funcién de distribucién logistica
evaluada en X;'Pp, el estadistico Dj resultante tiene una
expresién sencilla. Sin embargo, esto no ocurre con los modelos
probit, donde la utilizacién del hessiano (ver expresién ([6]),
complicaria innecesariamente la expresién del estadistico. En
este sentido, el estadistico en [19] es mds general, ya que puede
aplicarse a cualquier MEB. Ademds, la matriz de informacidn
evaluada en el éptimo, y no el hessiano, es la matriz que
tedéricamente debe utilizarse para estimar la matriz de
covarianzas de ﬁ en el cdlculo de Dj. Otro motivo adicional para
utilizar el algoritmo de 'scoring" en lugar del de Newton en la
estimacién de los modelos probit, es gque numéricamente la matriz
I es siempre definida positiva, 1o que no estd garantizado con
la matriz hessiana. Este hecho puede comprobarse facilmente a
partir de la expresién [6], donde G se calcula como la diferencia
de dos matrices definidas positivas.
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Es importante sefialar que, aungue en esta seccidén nos hemos
centrado en el estadistico de Cook, existen otras medidas del
efecto de una observacién en la estimacién de un modelo lineal,
gue pueden también adaptarse fdcilmente a los MEB. Estas medidas
se basan fundamentalmente en el cambio que provoca una
observacién en el tamafio de la regién de confianza del vector B.
Por ejemplo, en Belsley et al. (1980) se propone el estadistico
COVRATIOj, gque se calcula como el cociente entre los
determinantes de las matrices de covarianzas de ﬁ sin y con la
observacién i-ésima. En los MEB, este estadistico se calcularia
a partir de la matriz de informacién, mediante el ratio:
|f(i)|/|i|. En Cook y Weisberg (1980) se proponen otras medidas
similares.

Por ultimo, de la misma forma que en los modelos lineales,
puede utilizarse el valor hy = ii'(i'i)'lﬁi, que es proporcional
a la distancia de Mahalanobis, comec una medida de la distancia
entre el punto i y el centro de gravedad de todas las
observaciones muestrales [ver Cook (1977), Pefia (1987) y Pefia ¥
Ruiz Castillo (1982 y 1984) para el caso de los modelos
lineales]. Esta medida puede resultar de utilidad para detectar
si existen puntos en la muestra para los que las variables
explicativas presenten valores muy diferentes del resto de las
observaciones.
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6. Resultados con datos simulados

En esta seccién ilustramos los resultados tedricos de las
secciones anteriores utilizando datos simulados. En concreto,
tratamos de evaluar: (i) los sesgos en la estimacién MV de un
modelo probit, derivados de la existencia de anomalias en la
muestra y (ii) el comportamiento del estadistico en [19) para la
deteccidén de dichas anomalias.

Consideramos un modelo probit con una sola variable

explicativa y término constante, en el gue las observaciones se
han generado mediante el siguiente mecanismo:

*
Yi® = By * Ba¥j *t vy

1 si yi*20
Yi = ®
0 si yij <0

3 = Ply;¥20] = 8(8;+65%;)

J
n

donde:
xi'iid N(0,1), ui'iid N(0,1) y B' = (-0.65,1)

siendo yi*zo » yi=l para, aproximadamente, el 25% de las
observaciones en la muestra.

A partir de este mecanismo, se han creado muestras donde se
incluye un porcentaje ¢ de observaciones yi* generadas por una
distribucién también normal, pero con distintos momentos que los
que acabamos de sefalar. En particular, consideramos los
siguientes casos ya discutidos en la seccidén 3:

Caso 1: Un porcentaje € de observaciones Yi* en la muestra
proviene de una distribucidén normal con la misma media que las
restantes observaciones, pero con varianza h2=5. Esto es, las
anomalias se han generado por la distribucién: yi*'iid N(x;'8,5).
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Caso 2a: Un porcentaje € de observaciones Yi* proviene de una
distribucién normal con varianza igual a 1, pero con distinta
media gue las restantes observaciones. En concreto, hemos
incluido una proporcién € de observaciones yi*'iid N(=;'7,1),
donde 9'=(1,-0.5). Obsérvese ¢ue se ha consideradec un caso
extremo, en el que las componentes del vector ¥ son muy
diferentes a las del vector £8.

Cagso 2b: Un porcentaje € de observaciones yi*'iid N(%;'§,1),
donde §'=(-0.5,1.5) y, ademds, para estas observaciones, xj7iid
N(5,1). Esto es, las componentes del vector § no son nuy
distintas de las del vector B pero, es de esperar dque, para las
anomalias, los valores de x; sean mucho mayores que los de las
restantes observaciones.

En la Tabla 1 se presentan los resultados de la estimacién
MV, con muestras de 200 observaciones y 400 repeticiones, para
cada uno de estos tres casos, Estas estimaciones se han obtenido
mediante la linealizacién del algoritmo de scoring de la ecuacién
{9]. En la primera linea de la Tabla, figuran las medias de las
estimaciones muestrales de los parametros con €=0.00; esto es,
sin anomalias en la muestra. También se incluyen las medias del
error cuadridtico medio (ECM) y de la suma residual (SSR).

Los resultados mas importantes de esta Tabla, pueden
resumirse en los siguientes puntos:

(i) En los tres casos considerados, el wvalor de 1los
pardmetros estimados se aleja de su valor tedrico a medida que
aumenta el porcentaje de anomalias en 1la muestra. Como
consecuencia de este sesgo de estimacién, el ECM y la SSR
presentan valores mas altos cuanto mayor es €. Sin embargo, las
desviaciones estadndar de los coeficientes estimados no se ven
précticamente alteradas.

(ii) En el caso 1, los sesgos en la estimacién de §,; Y B,
son menores que en los otros casos. Esto se debe a que, aungque
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Tabla 1. Estimaciones MV con anomalias en la muestra

s

€(%) B, B, ECM SSR

0.00 -0.66 (0.12) 1,02 (0.12) 0.04 29.35

CASO 1

0.05 |-0.62 (0.11) | 0.98 (0.11) | 0.04 | 30.13
0.10 | =-0.59 (0.11) |0.92 (0.11) | 0.05 | 31.17
0.15 | -0.56 (0.10) | 0.88 (0.10) | 0.05 | 31.88
0.20 |=-0.55 (0.10) |0.85 (0.10) | 0.06 | 32.48

0.30 | -0.50 (0.10) |0.79 (0.10) | 0.09 | 33.99

CASO 2a

0.05 | =-0.50 (0.10) |0.82 (0.10) | 0.08 | 33.16
0.10 |} =0.40 (0.10) {0.69 (0.10) | 0.17 | 36.40
0.15 | =0.31 (0.09) | 0.59 (0.09) | 0.30 | 39.13
0.20 |=-0.22 (0.09) |0.51 (0.09) | ©0.44 | 41.71

0.30 | =-0.08 (0.09) |[0.38 (0.09) | 0.71 | 45.30

CASO 2b

==

0.05 |-0.55 (0.11) |0.96 (0.11) | 0.04 | 31.29
0.10 | ~0.45 (0.10) | 0.90 (0.10) | ©0.08 | 33.11
0.15 | -0.36 (0.10) | 0.87 (0.10) | 0.13 | 34.41
0.20 | =0.27 (0.10) | 0.85 (0.10) | 0.18 | 35.41

0.30 ~0.10 (0.09) | 0.83 (0.09) 0.34 36.66

e e Y e e T S — T

Notas:

(1)

(2)

Modelo verdadero: yi* ~ iid N(xi'ﬁ,%), B =(-0.65,1)

Caso 1: un % ¢ de observaciones y; ~ 1iid N(x;'@,5)

Caso 2a: un % ¢ de observaciones yi* ~ iid N(x;'7,1)
con ¥ = (1,0,-0.5)

Caso 2b: un % ¢ de observaciones Yi* ~ iia N(x;'s,1)
con § = (-0.5,1.5) y x5 ~ iid N(5,1)

n = 200, 400 repeticiones. 31 Y 32 son las medias de
las estimaciones muestrales de los pardmetros y entre
paréntesis figuran las medias de sus desviaciones
tipicas estimadas. ECM es la media del error
cuadrdtico medio definido como (ﬁ-ﬁ)'(ﬁ-ﬁ) Y SSR es la
media de la suma residual.
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la varianza de las observaciones anémalas es igual a 5, estas
observaciones estdn aleatoriamente distribuidas alrededor de la
recta tedrica x;'f, por lo que valores grandes positivos y
negativos de yi* se "compensan" (seria, por ejemplo, el caso de
los puntoes C y D de la Figura 3). En este sentido, cabe resaltar
que no ocurriria lo mismo si, por ejemplo, en una muestra dada,
los valores andémalos de Yi* fuesen sistemdticamente positivos.
En muestras generadas por el mismo mecanismo, pero donde se ha
tomado el valor absoluto de las perturbaciones correspondientes
a las observaciones andmalas, forzando a que haya muchas mas
anomalias de yi* positivas que negativas, hemos obtenido que para
€=0.15: ﬁ'=(-0.27,0.90), por lo que, como era de esperar, el
sesgo en ‘la estimacién de la ordenada en el origen es
considerablemente mayor.

(iii) El caso 2a, donde existen observaciones muestrales con
una media muy distinta de las restantes, parece especialmente
grave. Obsérvese que, solamente con un 5% de este tipo de
anomalias en la muestra, los sesgos de estimacién en los dos
pardmetros son ya muy elevados, siendo casi tan altos comoc los
detectados en el caso 1 cuando €=0.30. En la prdactica, obviamente
desconocemos el origen de las anomalias existentes; sin embargo,
este andlisis muestra que es erréneoc pensar gue un numero
reducido de anomalias tenga efectos despreciables en 1la
estimacién del modelo, ya que esto depende del tipo de anomalias
de que se trate.

{iv) El caso 2b trata de reflejar una situacién habitual en
la préctica, donde para los individuos anémalos, no solo la
variable dependiente del modelo proviene de otra distribucidn,
sino que también las variables explicativas toman valores muy
distintos que para el resto de la muestra. Un ejemplo tipico de
esta situacién puede encontrarse cuando se trabaja con la
encuesta de Central de Balances, debido a la heterogeneidad de
empresas que contiene. Obsérvese que aungue, en el caso que
consideramos, el vector de pardmetros § no es muy distinto del
que se ha utilizado para generar las restantes observaciones, los
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sesgos en la estimacién de los paridmetros son importantes,
especialmente el de la ordenada en el origen.

Por Ultimo, ilustramos cémo los sesgos en la estimacidn de
los pardmetros del modelo se traducen en gque las probabilidades
P; también se estiman inconsistentemente. La Figura 4 contiene
las probabilidades estimadas en el caso 2b para valores de
€=0.00, 0.15 y 0.30. Obsérvese que estos sesgos también pueden
ser considerablemente altos,

En la segunda parte del experimento, tratamos de evaluar
cémo se comporta el estadistico Dj, propuesto en [19], para la
deteccién de anomalias. En la Tabla 2, se presentan los
resultados obtenidos con muestras de 200 observaciones, que
contienen un porcentaje €=0.15 de anomalias, y donde se han
llevado a cabo 100 repeticiones. Para cada uno de los tres casos
gque estamos considerando, esta Tabla contiene la media de las
estimaciones de los parametros y del ECM en las siguientes
situaciones: con anomalias en la muestra (situacién gue denotamos
por "AY") y una vez que se han eliminado las anomalias para las
que el estadistico D; toma un valor superior a 0.02 (situacién
gque denotamos por "A(-)"). Dado gque se conoce cudles son las
observaciones anomdlas en cada muestra, dicho estadistico sdlo
se ha calculado para estas observaciones.

Nétese que, en todos los casos, los sesgos en la estimacién
de los parametros y el ECM se reducen considerablemente cuando
se eliminan de la muestra las anomalias detectadas por el
estadistico. Sin embargo, es importante seflalar que el valor
critico de 0.02, que corresponde a un nivel de confianza del 1%
de la distribucidén xz, se ha elegido arbitrariamente, por lo que
estos resultados podrian mejorarse, llevando a cabo un andlisis
de sensibilidad para distintos valores criticos del estadistico
en cada caso,

Respecto al valor de los residuos ej, definidos en [16], hay
gque seflalar que estos residuos son altos (superiores a 0.5 en
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Figura 4: Ilustracién del cdlculo de las probabilidades estimadas
en el Caso 2b
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Tabla 2. Deteccién de anomalias mediante el estadistico D;

Notas:

(1)

(2)

(3)

en [19]
I N
CASO 1
A ~0.56 0.88 0.06
A(-) -0.64 1.06 0.05
CASO 2a
A ~0.30 0.59 0.30
A(-) -0.49 0.99 0.06
CASO 2b “
A -0.34 0.88 0.13
A(-) . -0.49 1.06 0.06 "

En el modelo generador de los datos: pg'=(-0.65,1).
Para la definicién de los casos, ver nota (1) en Tabla
1.

Porcentaje de anomalias: € = 0.15.
Para cada caso, se presentan los resultados:
Han, con anomalias en la muestra
HA (=) eliminando las anomalias para las que el
estadistico D; toma un valor mayor gue 0.02

n = 200, 100 repeticiones, ﬁl y 32 son las medias de
las estimaciones muestrales de los pardmetros y ECM es
la media del error cuadrdatico medio definido como

(8-8) * (B-B)
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valor absoluto en todos los casos) para las observaciones que ha
detectado el estadistico, y que sabemos que son andmalas. Sin
embargo, también hay un porcentaje considerable de observaciones
generadas por el modelo considerado, que tienen un residuc
superior a 0.5 en valor absoluto, e incluso muy préximo a 1 6
a -1, y que sabemos que no son anémalas. Lo mismo ocurre con los
valores e; estandarizados, aunque éstos no estén acotados. Este
resultadc aporta evidencia a favor de lo que hemos intentado
mostrar en la seccién 4: el residuo (estandarizado o no) no
aporta informacién sobre la probabilidad gue tiene un datec de ser
andémalo.

Finalmente, gqueremos mencionar que los resultados de esta
seccién no resultan practicamente alterados si se utilizan
muestras de 400 observaciones y/o si los valores de X; se generan
por una distribucién uniforme, con la misma esperanza y varianza
que la distribucién normal que se ha utilizado.
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7. Conclusiones

Los resultados mds importantes de este trabajo pueden
resumirse en los siguientes puntos:

(i) Hemos demostrado que la existencia de observaciones
anémalas en la muestra produce inconsistencias en la estimacidn
MV de los MEB. También, a partir de un andlisis realizado con
datos simulados, mostramos que, dependiendo de la naturaleza de
las anomalias, estos seséos pueden ser muy altos, incluso si la
muestra es grande y contiene un porcentaje reducido de este tipo
de cbservaciones. EEREE

(ii) Para la deteccién de anomalias en estos modelos, el
andlisis de residuos no es un instrumento adecuado, ya gque su
valor estd acotado entre -1 y 1. Ademds, residuocs proximos a 0
6 a cualquiera de estos limites pueden corresponder tanto a
observaciones andémalas como a observaciones generadas por el

modelo subyacente.,

(iii) El1 procedimiento adecuado para deteéﬁaf. si una
observacién es andmala en los MEB es midiendo éi éfe§td'de-esa
observacién en la estimacién MV de los parémetros &e17ﬁode1o. El
estadistico derivado en la seccién 5 cumple con eé#éjébjetivo Y
puede calcularse facilmente, para cada una de las'dbééfvaciones,
a partir de la estimacién MV del modelo con toda la muestra.
Experimentos realizados con datos simulados sugieren que este
estadistico es efectivo en 1la deteccién de observaciones
anémalas. No obstante, un tema que queda pendiente es 1la
realizacién de un andlisis sobre la potencia de dicho estadistico
ante distintas condiciones, como por ejemplo: nimero de variables
explicativas en el modelo, valor critico y tamafio muestral.

Para terminar, es importante sefialar que, aunque en los
experimentos realizados con datos simulados se eliminan de la
muestra las observaciones detectadas como anémalas, no
pretendemos decir que esta sea la forma correcta de proceder en
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todos los casos. Aun gquedan muchas preguntas por contestar Y
quizd una de las mas importantes sea: ¢que hacemos con las
anomalias?. Nuestra postura es que depende de cudl sea el
porcentaje de anomalias detectado, si es un porcentaje alto y
existe la sospecha de que estamos ante la presencia de un "cambio
estructural" o si, por el contrario, se trata solamente de unos
pocos individuos atipicos. Si se trata de unos pocos individuos
atipicos, pensamos que deben eliminarse de la muestra, a fin de
evitar los sesgos gque éstas provocan, pero también hay que
contemplar la posibilidad de que el modelo esté mal especificado.
En cualquier caso, para tomar una decisién en la linea de
"robustificar" la metodologia de estimacién habitual de estos
modelos, es necesario llevar a cabo un andlisis de deteccidn de
anomalias en el modelo inicialmente especificado. Otra
posibilidad seria abordar el problema de utilizar técnicas de
estimacién robusta o de influencia acotada ante la presencia de
anomalias. Esto exigiria desarrollar procedimientos de estimacién
para formas funcionales del modelo como las especificadas en las
ecuaciones [13] y [15], teniendo en cuenta que el porcentaje de
anomalias en la muestra no es conocido.
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Apéndice.

Demostracidon de la Proposicidén 1.
A partir del modelo [3], puede establecerse que:
Yi = ¥(x;'8) + vy [A.1)]

donde v; es una variable binaria que toma los valores 1-P; con
probabilidad P; y -P; con probabilidad 1-P;, de forma que:

E(Vi) = 0
var(viy) = P;(1 ~ Py) = £;(1 - %33) [A.2]

Si se lleva a cabo una aproximacién lineal del modelo [A.1l],
mediante una expansién por Taylor de $(%x;'Byyq) alrededor de un
vector de condiciones iniciales ﬁr, se tiene que:

B(X;'Brpq) = 8(x;'B,) + 0(x1'B, )%y (Byyy~By) + Ry [A.3)
Teniendeo en cuenta que R;#0 en probabilidad s=si ﬁr es una

estimacioén consistente de B, sustituyendo [A.3] en [A.l1], esta
aﬁ;oximacién puede escribirse:

Yi = ®(X3'B;) + (% 'B)x'B, = ¢(x1'B,)%;"8,01 + Yy
que en nuestra notacidén abreviada es:
i = 8yr + G5By = Bi,%i' By + Vg [A.4]

donde &;, y #;, denotan respectivamente las funciones & Y ¥
evaluadas en ﬁr.

El modelo en [A.4] es 1lineal con perturbaciones
heterosceddsticas, cuya varianza viene dada en [A.2]. Por 1lo
tanto, una estimacién del modelo por MC ponderados se cbtiene
aplicando MCQ a:
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Yir = Xj;'Byyq + Vi [A.5]

gque es el modelo en [9] con las variables iif Yy iir definidas en
[10] ¥ [11] respectivamente.

Por otra parte, el algoritmo de scoring en [8] puede
reescribirse como:

L —— A

a'r+1 = Iy 1(91 + irar) [A.6]

Utilizando 1las expresiones en (5] y [7] para @ e I
respectivamente, se tiene que:

por lo que, sustituyendo la inversa de [7] y [A.7] en {[A.6],

resulta:
-1
A 2

n @iy
ﬁf“'l = Z A xlxl' -

i=1 &;,(1-8;,)

n 1 n A
-l Z Pirki (vi = 85, + 83,%;'8,)

i=1 #;,.(1-8;,)

expresidn que coincide con el estimador MCO del modelo en [A.5].
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NOTAS.

(1) Dado que Yi* no es observable, por conveniencia se establece
un valor critico iqual a cero.

(2) S6lo si la muestra esta formada por un numero suficiente de
observaciones repetidas o datos agrupados resulta posible obtener
estimaciones consistentes y asintéticamente eficientes mediante
un procedimiento de estimacién lineal por MC ponderados [Amemiya
(1981) y Maddala (1983)].

(3) Por ejemplo, si Yi* representa la predisposicién que tiene
el individuo i-ésimo a adquirir un automévil de lujo, que se
supone depende uUnica y positivamente de su renta, entonces un
valor anémalo de yi* seria el de un individuo con renta muy alta
que "odia" los coches de lujo o el de un individuo con renta muy
baja que gana un automévil de lujo en una rifa. En ambos casos,
el valor de yi* es andmalo porgque no se ha generado por el modelo
considerado.

(4) En Quandt y Ramsey (1978) se trata el problema de estimacidn
de modelos lineales cuyas perturbaciones se distribuyen como en
[12). En el caso de los modelos lineales, si el pardmetro h no
es conocido, la correspondiente funcién de verosimilitud no esta
aébtada, por lo que, para obtener consistencia y normalidad
asintética, se propone un método de estimacidén basado en 1la
funcidén generatriz de momentos. Sin embargo, este método no es
directamente aplicable a nuestro caso. En Quandt (1983) se
abordan algunos aspectos relativos a este problema.
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