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El objetivo de estas notas es presentar una introduccion a las curvas algebraicas planas, es decir, curvas en
el plano afin o proyectivo definidas por los ceros de un polinomio. La filosofia general es que, en el plano
proyectivo sobre un cuerpo algebraicamente cerrado, las curvas son completas en el sentido de que no les
falta ningin punto. Por ejemplo, el Teorema de Bézout permite saber exactamente en cuantos puntos se
cortan dos curvas. Se pueden contar otros invariantes (férmulas de Pliicker), como el nimero de puntos de
inflexién o rectas tangentes a la curva desde un punto (generalizando a una curva arbitraria las nociones de
recta polar o cénica dual, que se deben haber estudiado para cénicas en Geometria Proyectiva). Aparte de
estos resultados globales (que incluyen el estudio de sistemas lineales), necesitaremos estudiar localmente
las curvas, decidiendo cudntas veces una curva pasa por un mismo punto, y en qué forma lo hace. En una
ultima seccién esbozaremos brevemente como se generalizan todos los conceptos y resultados obtenidos
cuando estudiamos geometria en dimensién superior, es decir, consideramos ceros de un nimero arbitrario

de polinomios en un espacio de dimensién cualquiera.
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1. Ecuaciones implicitas

Empezaremos comparando las diferencias que hay entre el espacio afin y el proyectivo a
la hora de definir subconjuntos mediante polinomios. Lo primero que haremos serd estudiar
si los polinomios definen funciones, y en ambos casos encontraremos ciertos problemas,

algunos quiza insospechados.

Observacién 1.1. En el caso afin, un polinomio f € k[ X7, ..., X,,] define autométicamen-
te una funcién (llamada funcion polinomial) A} — k y tiene sentido hablar del valor del
polinomio y de cuando se hace o no cero. Podemos tener, sin embargo, el problema de que
dos polinomios distintos definan la misma funcién. Por ejemplo, si p es un niimero primo,
los polinomios XPY — 1, XY — 1 € Z,[X,Y] definen la misma funcién en A%p ya que, por
el Pequeno Teorema de Fermat, a” = a para cada a € Z,,.

Por otra parte, en el espacio proyectivo un polinomio cualquiera no define una funcién
ni puede decirse siquiera cuando se anula. Por ejemplo, el polinomio F = X§ — X1 X5 €
k[Xo, X1, X2] no puede decirse si se anula o no en el punto (1:1:1) yaque (1:1:1) =
(2:2:2)y, mientras que F(1,1,1) = 0, por otro lado también F'(2,2,2) =4 # 0.

El problema que se presenta en el caso afin se resuelve inmediatamente cuando estemos
trabajando en cuerpos infinitos:

Lema 1.2. Sik es un cuerpo infinito, entonces para todo f € k[X1,...X,] no nulo existe
algiin a € A} tal que f(a) # 0. Como consecuencia, dos polinomios distintos definen

siempre funciones distintas.

Demostracion: Lo demostraremos por induccion sobre n. El caso n = 1 es consecuencia
de que un polinomio f € k[X]| no nulo tiene siempre un nimero finito de raices (como
mucho tantas como el grado).

Supongamos pues que el resultado es cierto para polinomios en n — 1 variables.
Tomamos entonces cualquier polinomio f € k[X7,...X,] no nulo y veamos que existe
algiin punto en que no se anula. Escribiendo f como polinomio en la variable X,,, lo
podemos escribir como

f = g()(Xl, C e 7Xn—1) +gl(X1, .. -aXn—l)Xn + e +gd(X1, e ,Xn_l)Xg

con g4(X1,...,Xn-1) # 0. Por hipétesis de induccién, existird (aq,...,a,—1) tal que
ga(ay,...,an—1) # 0. Eso quiere decir que el polinomio

f=g0lar,....,an1) +g1(at,...,an_1)Xn + ... +galas,... ,an,l)Xff € k[X,]

es no nulo. Por tanto, ya sabemos que existird algin a,, € k que no sea raiz de f’. Entonces,
llamando a = (a1, ...,an_1,ay) se tendrd f(a) = f'(a,) # 0, como queriamos.
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La parte final del enunciado es inmediata, ya quesi f, g € k[X1, ..., X,,] son polinomios
distintos, entonces f — g es no nulo, por lo que existira a € A} tal que f(a) — g(a) # 0.
Por tanto, las funciones polinomiales definidas por f y g toman distinto valor en el punto
a, por lo que son distintas. 1

A lo largo de estas notas supondremos siempre que nuestro cuerpo k es infinito.

Definicién. Una hipersuperficie algebraica en A} es un conjunto de puntos de la forma

V(f) :={(a1,...,an) € AL | f(a1,...,a,) =0}

donde f € k[X1,...,X,] es un polinomio no constante. Si n = 2 diremos que V(f) es una
curva plana afin, y normalmente indicaremos a las variables X, Y en lugar de X7, X5.

Para estudiar el caso proyectivo, necesitaremos la siguiente:

Definicién. Se llama polinomio homogéneo a un polinomio F € k[Xo,...,X,] tal que
todos sus monomios tienen el mismo grado.

Lema 1.3. Sea F € k[Xy,...,X,]| un polinomio no nulo. Entonces F' es homogéneo de
grado d si y sélo si F(TX,...,TX,)=TF(Xo,...,X,) en k[Xo,..., X,,T].

Demostracion: Es claro que, si F' es homogéneo de grado d entonces F(T'Xy,...,TX,) =
T?F. Reciprocamente, supongamos F(TXy,...,TX,) = T%F. Escribimos la descom-
posicion F' = Fy+ F} + ...+ F}. en suma de polinomios homogéneos con F; homogéneo de
grado . Tendremos entonces una igualdad

F(TXo,...,TX,) = Fo(TXo,...,TX,))+ F1(TXo,...,TX,) ...+ F.(TXo, ..., TX,)

y, usando nuestra hipétesis y el hecho de que ya hemos demostrado la otra implicacion
obtenemos una igualdad de polinomios T¢F = Fy + FyT + ... + F,T". Igualando los
coeficientes de las potencias de T en cada miembro se obtiene que F' = Fy (y también
F; =0sii#d), es decir, que F' es homogéneo de grado d. U

Recordemos que un polinomio se puede derivar respecto de sus variables, indepen-
dientemente de que el cuerpo k sea o no R o C. La expresién de la derivada, asi como
las propiedades que satisface (regla de Leibniz, regla de la cadena,...) es como en el caso
clasico de derivadas de funciones reales o complejas.

i6 ibi . _ OF 1 o _O°F
Notacion. Escribiremos F; = 5%, Andlogamente Fj; = X 0%, -
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Corolario 1.4 (Identidad de Euler). Si F' € k[Xo,...,X,] es un polinomio homogéneo
de grado d, entonces FyXg + ...+ F,X,, = dF.

Demostracion: Derivamos respecto de T en la igualdad F(TXy,...,T7X,) = T¢F en
k[Xo,...,Xn,T] del Lema 1.3. Por la regla de la cadena, tendremos:

Fo(TXo, ..., TX)Xo + ...+ Fo(TXo,...,TX,) X, = dT*'F

Haciendo T' = 1 obtenemos el resultado. O

Observacion 1.5. Obsérvese que, en el Lema 1.3, para que F' sea homogéneo, no es
suficiente pedir la condicién F(tXy,...,tX,) = t*F(Xy,...,X,) para todo t € k. Por
ejemplo, el polinomio F := X? + X € Z,[X] cumple

F(tX) = t'XP +tX = tXP +tX = tF(X)

pero no es homogéneo. Sin embargo, si k es infinito, entonces dicha condicién ya es
suficiente. En efecto, tal condicién implica que F(T Xy,...,TX,) y T¢F(X,...,X,) son
polinomios en k[X7,..., X,,, T] que definen la misma funcién en AZH, luego por el Lema
1.2 son iguales, y usando entonces el Lema 1.3 se sigue que F' es homogéneo de grado d.

El Lema 1.3 nos indica que se puede decir cudndo un polinomio homogéneo en
k[ Xo,...,X,] se anula 0 no en un punto del espacio proyectivo, ya que el anularse no
depende del vector escogido para representar al punto. Sin embargo, un polinomio ho-
mogéneo sigue sin definir una funcién en P}. Por ejemplo, no puede indicarse el valor de
F = XoX5 — X? para el punto (0 : 1 : 0), ya que dicho punto es igual, por ejemplo, al
punto (0: —3:0), y se tiene F(0,1,0) = —1 # —9 = F(0,—-3,0).

Definiciéon. Una hipersuperficie algebraica en P} es un conjunto de puntos de la forma
V(F):={(ap:...:a,) € P} | F(aog,...,a,) =0}

donde F € k[Xy, ..., X,]| es un polinomio homogéneo no constante. Si n = 2, diremos que
V(F') es una curva proyectiva plana.

Ejercicio 1.6. Demostrar que los divisores de un polinomio homogéneo son necesaria-

mente polinomios homogéneos.

Ejercicio 1.7. Demostrar que la aplicacién P;, — P% definida por (fo : t1) — (£3 : tot1 : t3)
estd bien definida y da una biyeccién entre P! y V(X X, — X3).

4



Ejercicio 1.8. Demostrar que la aplicacién P}, — P2 definida por (o : t1) — (£3 : tot : £3)
estd bien definida y da una biyeccién entre P! y V(X X3 — X3).

Ejercicio 1.9. Demostrar que estd bien definida la aplicacion P; — P% definida por
(to : t1) — (L3 : tot? —t3 : t3 — t3t1), que su imagen es V(X X7 — X0 X3 + X3) y que sélo
un punto de la imagen tiene dos preimagenes distintas.

Recordamos la relacion fundamental entre el espacio afin y el proyectivo, que se hace
en dos sentidos:

Completacién de un espacio afin a uno proyectivo. Dado un espacio afin, lo podemos

ver dentro del proyectivo mediante la inclusion

A} — Py
(a1,...,a,) = (liayp:...:ap).

La imagen de esa inclusion es el complementario del hiperplano V' (Xy), llamado hiperplano
del infinito, y un punto (0 : a1 : ... : a,) del infinito se ve como la direccién del vector
(a1y...,an).

Estudio del espacio proyectivo mediante espacios afines. Es bien sabido que el
complementario de un hiperplano en P} es un espacio afin (por ejemplo, basta tomar
coordenadas de forma que el hiperplano sea V(Xy) y aplicar la construccién anterior).
Como cada punto de P} tiene alguna coordenada distinta de cero, nos bastard considerar
sélo los hiperplanos de la forma V(X;); a los conjuntos U; := P\ V(X;) se les suele llamar
abiertos bdsicos, y recubren todo P}}. Cada U; se identifica con A} mediante la inclusién

A7 — Py
(@0y ey Qi1 Qig1y ey Qp) = (ap ..t @i—1:1l:aip1... 0 ay).

Con esta identificacién, la interseccién de una hipersuperficie V(F) C P} con U;, vista en
AZ sera V(fz), donde fi(X07 cee ,Xi_l, Xi—|—17 cee ,Xn) = F(Xo, cee ,Xi_l, 1, Xi—|—17 NN ,Xn).
Esto justifica la siguiente:

Definicién. Dado un polinomio homogéneo F' € k[Xo, X1,...,X,], se llama deshomo-
geneizado de F' respecto de la variable X; al polinomio F(Xo,..., X;-1,1, X;41,...,Xp) €
]{P[X(), e ,Xifl,Xile, e ,Xn]

Podemos plantearnos ahora la situacién opuesta, es decir, partimos de una hipersu-
perficie V' (f) C A} y nos preguntamos si existira alguna V(F') C P} cuya restriccién a Uy
(que se identifica con el espacio afin de partida), sea V' (f). La respuesta la da el siguiente
resultado (todos los resultados que siguen siguen siendo obviamente ciertos si cambiamos
la indeterminada respecto de la cual deshomogeneizamos):
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Lema 1.10. Dado f € k[Xy,...,X,], de grado d, los polinomios homogéneos cuyo desho-

Xn

mogeneizado es f son de la forma X\ F, con | > 0, donde F := ng(%, ce X—O), que es

un polinomio homogéneo de grado d no divisible por Xj.

Demostracion: Si el deshomogeneizado de un polinomio homogéneo G de grado d’ es f,

entonces
/ X4 X, . ¢ X,
G(Xo, X1,..., Xn) = X8 G, 22, 20y = xd p(2L 2y,
( 0y21, ) ) 0 ( XO XO ) 0 f(XO XO )
Es claro que Xg/ f (%, ey ig—g) es un polinomio (y serd homogéneo de grado d’) si y sélo
si d’ > d, de donde se deduce el resultado. l

Definicién. Se llama homogeneizado del polinomio f € k[X1,...,X,] de grado d al poli-
nomio F' := ng(%, ce §—3), donde d es el grado total de f. A la hipersuperficie V(F)
se le llama completado proyectivo de V (f).

Observacion 1.11. El lector agudo habra notado que, en principio, esta definicién no es
consistente: una misma hipersuperficie puede estar definida por distintos polinomios, y los
correspondientes homogeneizados podrian definir completados proyectivos distintos. Por
ejemplo, si tomamos f = X4Y +Y?3 € R[X, Y], su homogeneizado serfa F = X1 Xo+ X2 X3.
Los puntos del infinito de V(f) serian entonces los puntos de V(F) N V(Xyp), que son
(0:1:0)y (0:0:1). Sin embargo, como f = Y (X% +Y?)y X%+ Y? sélo se anula
en (0,0) (por estar considerando k = R), que es un punto de V(Y'), tendremos que V(f)
es simplemente la recta V(Y'), que sélo tiene un punto en el infinito (el punto (0 : 1 : 0)
correspondiente a la direccién horizontal). En realidad, este tipo de problemas no ocurre en
cuerpos algebraicamente cerrados, en que la ecuacién de una hipersuperficie es tinica salvo
multiplicaciéon por constante. Demostraremos esto, en el caso de curvas, en el Corolario
2.12.

Notacion. En general, para saber si estamos en el caso homogéneo o no, escribiremos
letras maytsculas para los polinomios en k[ Xy, ..., X,], y mintsculas para los polinomios
en k[Xq,...,X,].

Obsérvese que, como evidencia el Lema 1.10, muchos polinomios homogéneos (y como
mucho uno irreducible) tienen el mismo deshomogeneizado. En particular, el que el
deshomogeneizado de un polinomio homogéneo sea irreducible no implica que dicho poli-
nomio homogéneo sea irreducible también. Esto sélo ocurrira si el polinomio homogéneo es
el “més pequeno” de entre los que tienen el mismo deshomogeneizado (es decir, si el poli-
nomio es un polinomio homogeneizado). Dicho de forma maés precisa, tenemos el siguiente

resultado:



Lema 1.12. Sea f € k[X;,...,X,,] y F su homogeneizado. Se tiene:

(i) Si f = f1fa2, entonces F = F F», donde cada F; es el homogeneizado de f;.
(ii)) Si F = F1 Fs, entonces f = fi1 f2, y cada F; es el homogeneizado de f;.
(iii) f es irreducible si y solo si F' es irreducible.

(iv) f = f{" ... f" es la descomposicién en factores irreducibles de f si y sélo si F' =
F" ... F™ es la descomposicion en factores irreducibles de F', donde cada F; es el

homogeneizado de f;.

(v) Si g es otro polinomio, y su homogeneizado es G, entonces f y g son primos entre si
si y solo si F' 'y GG son primos entre si.

Demostracion: Veamos primero (i). Si f = fif2, entonces deg(f) = deg(f1) + deg(f2).
Entonces tendremos
X3 X,

L 2y = xg ety
XO’ ,XO) 0 fl(

Xl Xn

D N
X07 ’XO) 0 f2(

Xl Xn

F:Xdeg(f)
0 f( X07 ’Xo

) = F\Fy.

Para demostrar (ii), si F' = F1Fy con Fy, F» de grados respectivos dj y da, entonces,
deshomogeneizando,

f:F(17X17"'7Xn> :Fl(17X17"'aXn)F2(17X17"'aXn)'

Como el grado de cada F;(1, Xy,...,X,) es como mucho d; y la suma de los grados es
deg(f) = deg(F) = dy + dy (por ser F' = F1Fy), se sigue que cada F;(1, Xq,...,X,,) tiene
grado precisamente d;, luego su homogeneizado es Fj.

Veamos ahora (iii). Supongamos que f sea irreducible de grado d. Entonces no puede
ser F' = F} F, con Fi, Fy de grado estrictamente positivo, ya que (ii) implicaria que f seria
reducible (ya que fi, fo también tendrian grado positivo). De la misma forma, si F' es
irreducible, por (i) se tiene que f no puede ser reducible.

La primera implicacién de la parte (iv) es consecuencia de (iii) y de aplicar (i) recur-
sivamente. La otra implicacin es consecuencia de (iii) y de aplicar (ii) recursivamente.

Finalmente, la parte (v) es consecuencia de (iv), puesto que las descomposiciones en
irreducibles de 'y GG vienen de las de f y g, es claro que F' y GG tendran un factor comin
si y sélo si ya lo tenian f y g. U

Una primera aplicacién del resultado anterior, tomando n = 1, es que los polinomios
homogéneos en dos variables funcionan como los polinomios en una variable. Aunque ya
desarrollaremos esto ain mas en la seccién 4, veamos a continuaciéon, un primer ejemplo
de este hecho.



Teorema 1.13. Si F' € k[Xg, X1] es un polinomio homogéneo no nulo de grado d, en-

tonces:
(i) (ap : a1) € V(F) siy sélo si a1 X9 — apX; divide a F.
(ii)) V(F) consiste en como mucho d puntos.

(iii) Si k es algebraicamente cerrado, F' factoriza en factores lineales.

Demostracion: Escribimos F' = X[JF’, donde F’ no es divisible por Xy (es decir, el
coeficiente de X{ifr en F’ es distinto de cero). Entonces, el resultado es evidente para
(ap : a1) = (0: 1), ya que F(0,1) = 0 si y sélo si r > 0. Si suponemos ahora ag # 0,
entonces F(ag,a1) = 0 siy sélo si F'(ag,a1) = 0, es decir, si y sélo si F'(1, Z—;) = 0. Eso
es equivalente a que Z—; sea una raiz del deshomogeneizado de F’, y por la regla de Ruffini
eso es equivalente a que X; — ¢! divida a tal deshomogeneizado. Usando el Lema 1.12(i),
concluimos que es equivalente a que X; — Z_(l)XO divida a F’. Como X7 — Z_;XO es primo
con Xy, eso es equivalente a que X; — Z—;XO (o equivalentemente a3 Xg — apX7) divida a
F. Esto demuestra (i).

La parte (ii) es ahora una consecuencia inmediata de que F admite como mucho d
factores lineales, y la parte (iii) se obtiene porque el deshomogeneizado de F’ factoriza en
factores lineales, y podemos aplicar el Lema 1.12(iv). O

Observacion 1.14. Usemos el Teorema 1.13 para convencernos de que tiene que existir
un Teorema de Bézout. Lo haremos en varios pasos:

1) En primer lugar, si tenemos una curva C' = V(F) definida por un polinomio
homogéneo F' € k[Xy, X1, Xa| de grado d, veamos cudl es su interseccién con una recta
(esto que vamos a hacer serviria lo mismo para una hipersuperficie). Como una recta

proyectiva se puede parametrizar, podemos escribir cualquier recta de la forma

L= {((A()(t(),tl) : Al(to,tl) : Ag(to,t1)> | (to : tl) € Pk}

donde Ag, Ay, Ay € k[Ty,Ti] son polinomios homogéneos de grado uno. Los puntos
de interseccién de C' y L vendrdn dados entonces por los valores (to : t1) tales que
F(Ao(to,t1), A1(to, 1), Aa(to,t1)) = 0, es decir, los puntos de V(P) € P, donde P :=
F(Ao(To,T1), A1 (To, 1), As(To, T1)) € k[To,T1], que es un polinomio homogéneo de grado
d (salvo que sea cero, en cuyo caso L C C'). Por el Teorema 1.13, si k es algebraicamente
cerrado, el conjunto V(P) consistird en d puntos, contados con multiplicidad.

2) Supongamos que tenemos ahora un conjunto

D= {(Ao(to,tl) : Al(to,tl) : Ag(to,t1>) | (to : tl) € ]P)i,}
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donde esta vez Ay, A1, Ay € k[Tp,T1] son polinomios homogéneos de grado arbitrario e.
Aunque en la seccién 4 veremos que D es una curva, hay una forma de intuirlo a priori,
que es cortando con una recta L. Como ahora es D lo que tenemos parametrizado, nos
convendra tener L en implicitas (en general, para calcular una intersecciéon de dos objetos,
conviene tener uno parametrizado y el otro en implicitas). Sea entonces ugXo+ui X7 +usXo
una ecuacion de L. Entonces, la interseccién de D y L se obtendra ahora estudiando los
puntos (to : t1) € P}, tales que ugAo(to,t1) + uiAi(to,t1) + uaAa(to,t1) = 0. Como el
polinomio ugAg(To,T1) + w1 A1(To, T1) + usAa(To,T1) es homogéneo de grado e (salvo
que sea cero, que ocurre cuando D C L), obtenemos, si k es algebraicamente cerrado, e
soluciones contadas con multiplicidad. Esto hace sospechar que D sea una curva definida
por un polinomio de grado e.

3) Finalmente, intersequemos los conjuntos C'y D de 1) y 2). Los puntos de in-
terseccién vendrdn dados por las soluciones (to : t1) € Pi del polinomio homogéneo
F(Ao(To, Th), A1(To, Th), Ax(To, Th)) € k[Ty,T1], que ahora tiene grado de (salvo que sea
cero, en cuyo caso D C C'). Por tanto, en el caso en que k sea algebraicamente cerrado,
obtendremos de puntos contados con multiplicidad. Hay dos problemas principales para
poder concluir de aqui. El primero es que no toda curva se puede parametrizar como en
2) (de hecho, es muy raro que una curva se pueda parametrizar; ya lo discutiremos en la
seccién 9). El segundo es que, aunque asi fuera, habria que demostrar que la multiplici-
dad de interseccion no depende de la parametrizacion escogida. En la seccion siguiente ya
veremos un modo para calcular la interseccion de dos curvas en implicitas, pero seguiremos
teniendo el problema de ver que la multiplicidad con la que salen los puntos de interseccion
esta bien definida.

Vamos a centrarnos de nuevo en el estudio de polinomios que sean ecuaciones implicitas
de curvas. Empecemos notando que, en principio, una definicién general de curva puede

presentar aiin anomalias.

Ejemplo 1.15. En la Observacion 1.1 vimos que un polinomio, por ejemplo X?PY — XY €
Z,]X,Y] puede anularse en todos los puntos, lo que harfa que la curva que define es todo
el plano afin (el Lema 1.2 excluye tal posibilidad si el cuerpo es infinito). Se puede dar sin
embargo el caso opuesto, que una curva sea un conjunto muy pequeno, por ejemplo en Aﬂé
la curva V(X? + Y?) es un solo punto y V(X? + Y2 + 1) es el conjunto vacio. Ademds,
esto nos crea también el problema de que ecuaciones bien distintas dan lugar a la misma
curva, ya que, por ejemplo, V(X (X? +Y? +1)) = V(X).

El lector habra notado que para encontrar estos ejemplos hemos tenido que usar un
cuerpo como R que no es algebraicamente cerrado. Veamos que, en efecto, ese problema
no se da para cuerpos algebraicamente cerrados. Empezamos con un primer resultado que
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necesitaremos y que nos indica en particular que (por el Lema 1.2) para estos cuerpos
tampoco tenemos el problema de curvas o hipersuperficies que sean todo el espacio:

Lema 1.16. Todo cuerpo algebraicamente cerrado es infinito.

Demostracion: En efecto, veamos que un cuerpo finito £ no puede ser nunca algebraica-
mente cerrado. En efecto, si aq,...a,, son los elementos de k, entonces es claro que
f(X)=(X —a1)...(X —ay) + 1 no puede tener ninguna raiz en k, por lo que k no es
algebraicamente cerrado.

En realidad, si el lector sabe un minimo de teoria de cuerpos finitos sabra que, si k es
un cuerpo finito, su cardinal es p™, una potencia de un niimero primo, y que el polinomio
de la demostracién no es mas que f(X)=X? — X + 1. a

Proposicién 1.17. Si k es algebraicamente cerrado y f € k[X,Y] es un polinomio no
constante, entonces V (f) es un conjunto infinito (y propio) de puntos.

Demostracion: Que V(f) sea un subconjunto propio de A? es una consecuencia de los
Lemas 1.2 y 1.16. Para ver la infinitud, observamos primero que, como f es no constante,
dependera de alguna de las variables, por ejemplo de Y. Entonces, podemos escribir

f=fHX)+ AX)Y +...+ fa(X)V?

donde fo,..., fq € k[X], fa #0y d > 0. Como fy tiene un nimero finito de raices, al ser
k infinito (por el Lema 1.16), existen infinitos valores a € k tales que fy(a) # 0. Para cada
uno de esos valores, el polinomio f(a,Y’) € k[Y] tiene grado d > 0, luego tiene al menos
una raiz b € k, luego (a,b) € V(f). Al variar a, obtenemos infinitos puntos de V' (f). O

Corolario 1.18. Si k es algebraicamente cerrado y F' € k[X, X1, X2] es un polinomio no
constante, entonces V (F') es un conjunto infinito (y propio) de puntos.

Demostracion: Como F' es no constante, su deshomogeneizado respecto de alguna variable
es no constante, luego su interseccion con algiin plano afin es infinita, por la Proposicién
1.17. Que V(F') sea propio se obtiene del Lema 1.2, ya que si V(F) = P%, entonces F se
anularia en todos los puntos de Ai. l
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2. Interseccién de curvas. Lema de Study

Ahora que hemos fijado las condiciones para que una curva sea un conjunto propio
con infinitos puntos, veamos que, en las mismas condiciones, la interseccién de dos curvas,
sin embargo, es en general un nimero finito de puntos. Lo idéneo (como muestra la Obser-
vacién 1.14) seria tener una curva parametrizada. Como eso no es siempre posible, hay que
ver como intersecar dos curvas dadas mediante sus ecuaciones implicitas. La técnica clave
para esto es el uso de la resultante de dos polinomios, que recordamos brevemente aqui
(quien no haya visto antes este concepto, puede entenderlo mirando el caso homogéneo en

el Teorema 4.7):

Definicién. Dado un dominio de factorizacién unica A, se llama resultante de los poli-
nomios f = ag+a1 X +...+a, X" (cona, #0)y g=bg+0 X+...+b,X™ (con b, # 0)
de A[X] al elemento

ag ai ... an 0 0 ... 0
0 ao N ¢ o | Qnp 0 Ce 0
m filas
10 ... 0 ag al oo Qp_1 Gp
st =10 b o by by 0 .0
0 b b bm_1 b, O 0
0 2 ! n filas
0O ... 0 bo by co. b1 by

La utilidad de la resultante es el siguiente resultado que nos limitamos a recordar (una
demostracion en el caso homogéneo, que es idéntica a la que se hace en el caso clésico, se
puede ver en el Teorema 4.7):

Teorema 2.1. Sea A un dominio de factorizacion unica y sean f = ag+a1 X +...+a, X",
g ="by+ 0 X+ ...+ b,X™ dos polinomios en A[X]| de grados respectivos n y m (es
decir, ay, by, # 0). Entonces f y g tienen un factor comin de grado positivo si y s6lo si

res(f,g) = 0.

La resultante tiene otras propiedades que necesitaremos, y que recordamos en forma
de ejercicio:
Ejercicio 2.2. Sea A un D.F.U., sea A’ = A[X],..., X, X{,...,X/'] y sean los poli-
nomios f = (X —X{)...(X —X])yg=(X—-X{)...(X — X)) de A’[X]. Demostrar

que

es(fo)= ][] (X7 X))



[Indicacién, ver que res(f,g) es divisible por todos los polinomios X — X[ y comparar
grados y coeficiente de mayor grado como polinomios en X7,..., X/]. Concluir de lo
anterior que, si A es un D.F.U. y f,g € A[X] tienen grados respectivos n y m, y ademas g
es monico y tiene raices f31, ..., B, (cada una repetida tantas veces como su multiplicidad),

entonces res(f,g) = f(51) .. f(Bm)-

Una primera aplicaciéon inmediata de la resultante es para pasar de paramétricas a

implicitas en curvas afines:

Proposicion 2.3. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Entonces, dados dos poli-
nomios no constantes p, q € k[T, el conjunto de puntos C' = {(p(t),q(t)) € A2 | t € k} es

una curva afin.

Demostracion: Un punto (a,b) estd en C siy sélo si los polinomios p(T) —ay q(T) — b
tienen alguna raiz comtun. Como k es algebraicamente cerrado, esto es equivalente a
que tengan algin factor comun de grado positivo. Por tanto, por el Teorema 2.1, esto
es equivalente a que se anule res(p(T) — a,q(T) — b). Es inmediato observar (por ser
p,q de grado positivo) que, si llamamos f(X,Y) := resyp(p(T) — X, q(T) — Y), entonces
f(a,b) = res(p(T) — a,q(T) — b) para todo (a,b) € AZ. De todo lo anterior se deduce
C =V(f). O

Observacion 2.4. Uno de los dos polinomios p,q podria ser constante, en cuyo caso
también obtendriamos una recta (horizontal o vertical). Nétese que es fundamental que
el cuerpo sea algebraicamente cerrado, ya que, por ejemplo, el conjunto C' = {(t?,t?) €
A% | t € R} es una semirrecta, que no es una curva afin. El hecho de que una semirrecta
no sea una curva afin, aunque parece intuitivo, requiere una demostracién sofisticada. Para
demostrarlo, necesitaremos la Proposicién 2.6, ya que si C' = V(f), estd claro que f no
puede ser un multiplo de ¢ = X — Y (puesto que entonces C contendria a toda la recta).
Como V(f) NV (g) es infinito (es toda la semirrecta), entramos en contradiccién con la

Proposicién 2.6.

Ejemplo 2.5. Cuando la parametrizacién no es polinomial sino racional (es decir, dada
por cocientes de polinomios) aparecen algunos problemas. Por ejemplo, si consideramos el

conjunto
t t
=(—,— tek\{-1,1
(7 55) | e\ {-1,1))
que un punto (a, b) esté en C' es equivalente a que los polinomios T'—a(T+1) y T—b(T—1)

tengan una raiz comun. Sin embargo, mientras que

~X 1-X|

vy |=X-Y+2xy

F(X,Y) i=vesp(T — X(T 4+ 1), T - Y(T - 1)) = ’
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no es cierto que, por ejemplo, f(1,1) sea la resultante de T'— 1(T'+ 1) y T — 1(T — 1),
ya que en realidad ambos polinomios son constantes (incluso ya sélo a =1 o b =1 darfa
problemas). En realidad, lo que ocurre en este caso es que C C V(f), pero el contenido es
estricto, ya que el punto (1,1) € V(f) sélo se obtendria haciendo tender t a infinito. En
realidad, veremos en la seccién 4 que, completando con los puntos del infinito, las cosas ya
funcionan bien.

Otra aplicacion de la resultante, que de nuevo desarrollaremos mas en el caso proyec-
tivo porque alli funciona mejor, es el calculo de los puntos de interseccién de curvas:

Proposicién 2.6. Sean f,g € k[X,Y] dos polinomios. Entonces, si (a,b) es un punto de
V(f)NV(g), la coordenada a es una raiz de resy (f,g) y la coordenada b es una raiz de
resx(f,g). En particular, si f y g no tienen factores comunes, V(f) NV (g) es un conjunto
finito.

Demostracion: La ltima parte es obvia, porque la coprimalidad de f y ¢ implica que
resy (f,g) y resx(f,g) son polinomios no nulos, y por tanto tienen un nimero finito de

raices. Las dos primeras partes son simétricas, asi que bastara demostrar que a es una raiz
de resy (f,9)-

Escribimos primero
F=fo(X)+ AEX)Y +... + fa(X)Y*

g=90(X) +g1(X)Y +... + ge(X)Y°

con fi(X), ¢g;(X) € k[X] parai =0,1,...,d, j =0,1,...,ey fa(X) # 0, g.(X) # 0.

Tenemos entonces que r(X) := resy (f, g) tiene la forma

fo(X)  fi(X) Ja(X) 0 0 0
0 fo(X) fa—1(X)  fa(X) 0 0
o] O e 0 A A (X))
g90(X)  g1(X) ge—1(X)  ge(X) 0 0
0 golX) Ger  ger(X) g(X) 0. 0
0 0 @) gu(X) Ger(X) go(X)

Observamos que, si (a,b) € V(f)NV(g); entonces b es una raiz comun de los polinomios
f(Y):= f(a,Y) y §(Y) := g(a,Y), luego su resultante es cero. Si fy(a) # 0y ge(a) # 0,
los polinomios f y g tienen grados respectivos d y e, luego su resultante es r(a), y por
tanto a es una raiz de resy (f, g).
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Si en cambio f(a,Y) tiene grado d’ < d, i.e. fgy1(a) = d/+2( )=...= fa(a) =0
pero g(a,Y) tiene grado e, i.e. g.(a) # 0, entonces (a) = g.(a)* ¥ res(f, §) = 0. El mismo
) = ge(a) = 0, no
hay nada que probar, ya que directamente r(a) = 0. 1

argumento se puede hacer si fy(a) # 0y ge(a) = 0. Finalmente, si fq(a

Observacion 2.7. Como en el Ejemplo 2.5, se tiene el problema de que no es lo mismo
calcular la resultante respecto de una indeterminada y luego sustituir la otras determinadas
que hacer primero la sustitucién y luego la resultante. En concreto, hemos visto que en
la demostracion de la proposicion anterior que sélo tendremos problema a cuando ambos
polinomios bajan de grado al sustituir. Por ejemplo, los polinomios f = XY +1y g =
XY — 1 representan dos curvas planas afines sin puntos de interseccion. Sin embargo,

1 X
reSY(fag):‘_l X‘:2X7

tiene como raiz X = 0. En realidad, aunque las dos curvas no tengan intersecciéon en la
recta afin X = 0, si que se cortan en el punto del infinito de dicha recta. Esto indica de

nuevo que la resultante funciona mejor en el caso proyectivo.

Pasemos por tanto al caso proyectivo, en que serd ademés mas facil precisar mejor
el nimero de puntos de interescciéon que esperamos. Recordemos que surgen problemas
cuando tenemos un polinomio que, a pesar de tener cierto grado en una indeterminada, su
grado baja al dar a las otras indeterminadas algun valor concreto. En el caso homogéneo,
el modo de evitar esto es considerar polinomios cuyo coeficiente respecto de la variable que
queremos, por ejemplo X, es distinto de cero. Esto es equivalente a decir que el punto
(0:0:1) no esta en la curva definida por dicho polinomio. El resultado siguiente va a ser

la clave en esta direccién.

Teorema 2.8. Sean F,G € k[Xy, X1, X5] dos polinomios homogéneos primos entre si y
tales que (0:0:1) ¢ V(FQG). Entonces, la resultante de F' y G como polinomios en X5 es
un polinomio homogéneo en k[ X, X1| de grado deg(F') deg(G).

Demostracion: Podemos escribir
F=Ag(Xo,X1) + Ag_1(Xo, X1)Xo + ... + A1 (Xo, X)X + Ap(Xo, X1)XE

G = B.(X0,X1) + Be_1(X0, X1)Xo + ...+ B1(Xo, X1) XS + By(Xo, X1) X5

donde cada A;, B; es homogéneo de grado . Nétese que la condicién (0:0: 1) ¢ V(FQG)
es equivalente a que Ag(Xo, X1), Bo(Xo0,X1) (que en realidad son constantes) son am-
bos no nulos. Por tanto, F' y G tienen grados respectivos d y e como polinomios en la
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indeterminada X5, luego su resultante es

Ad Ad—l AO 0 0 0 )
0 Aq A A 0 0
. e filas
10 . 0 Ay Ay . Ay Al )
R(Xo, X1) = B. Be._1 By By, 0 ... 0]
0 B, By By By 0... 0
_ d filas
0 0 Be Be—l Bl BO J

Para ver que es homogéneo de grado de aplicaremos el Lema 1.3 (nétese que R es no nulo

puesto que F' y G no tienen factores comunes). Observamos que se tiene

TdAd TdilAd_l Ay 0 0 0 )
0 TA, TA, Ay 0 0
. > e filas
. 0 ce 0 TdAd TdilAd_l ... TA; A )
R(TXo0, TXy) = T¢B, T 'B._; TB By 0 ... 0]
0 T¢B, T2 B, TB, By O.. 0
d filas
0 0 7T°B., T 'B._; TB; Byl /

Efectuamos ahora la siguiente operacion en la matriz del determinante anterior: dejamos
la dltima fila igual, la pentltima la multiplicamos por 7', la antepentltima por T2, y
asi sucesivamente hasta la fila e + 1, que la multiplicamos por 7% !; a continuacién,
repetimos el mismo proceso a partir de la fila e-ésima, que dejamos igual, la anterior la
multiplicamos por T, la anterior por 72, y asi hasta la fila primera que la multiplicamos
por T°~1. Obtenemos entonces:

T1+2+'"+(d_1)T1+2+"'+(6_1)R(TXO, TX,) =

Tdte=14, Tdte=24, T 1A 0 0 0
0 Tdte=24, T 1A, T 24, 0 0
' e filas
B 0 0 TA; T 1Ag TA, Ayl )
| Tdte-1p, Tdte—2p T8, T41B, 0 .0 )
0 Tdte=2p, TB, T4-1B, T92B, 0... 0
d filas
0 0 T°B, Te_lBe_l TB: By J

Tenemos entonces que de la ultima columna no podemos sacar nada, de la pentltima pode-
mos sacar T, de la antepeniltima T2, y asi sucesivamente hasta la primera, que podemos
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sacar T9¢~1 vy nos queda entonces el determinante que define R(Xy, X;). Tendremos por

tanto
T1+2—|—...—|—(d—1)T1—|—2—|—...—|—(€—1)R(TXO’ TXl) — T1—|—2—|—...+(d+6—1)R(X07 Xl)
es decir , , , ,
d“—d+e“—e d 2de+e“—d—e
T "R(TXo,TX:) =T = " R(Xo,X1)

de donde se deduce R(T Xy, TX;) = T%*R(Xo, X1), y por el Lema 1.3 se sigue que R es
homogéneo de grado de, como queriamos demostrar. O

Corolario 2.9 (Teorema débil de Bézout). Sean F,G € k[Xy, X1, X2| dos polinomios
homogéneos primos entre si de grados respectivos d y e. Entonces, si k es infinito, V (F') N
V(G) consiste como mucho en de puntos.

Demostracion: Veamos en primer lugar que V(F) NV (G) es finito. Para ello, escogemos
coordenadas de forma que el punto (0 : 0 : 1) no esté en ninguna de las dos curvas (es
algo que podemos hacer porque, al ser k infinito, V(F'G) no es todo ]P’i, por el Corolario
1.18). Observamos que si (ag : a1 : az) € V(F) N V(G) entonces los polinomios f(X3) :=
F(ag,a1,X2) y g(X3) := G(ag,a1,X2) tienen ay como raiz comun, luego res(f,g) = 0.
Como (0:0: 1) no estd ni en V(F) ni en V(G), entonces F tiene un término en X¢ y G
tiene un término en X5, luego deg(f) = d y deg(g) = e. Esto quiere decir que la resultante
de f y g es un determinante de orden d + e, precisamente el que se obtiene sustituyendo
Xo =ag y X1 = a; en la resultante R := resx, (F,G) de F' y G como polinomios en Xs.
En otras palabras, si (ag : a1 : a2) € V(F) N V(G), entonces (ap : a1) (que tiene sentido
ya que (0:0: 1) no estd en la interseccién de las curvas) es una raiz de R € k[Xo, X1],
que es homogéneo por el Teorema 2.8. Por el Teorema 1.13, hay una cantidad finita de
posibilidades para (ag : a1). Para cada una de dichas posibilidades, los posibles valores de
as estan entre las raices de f(X2) := F(ag,a1,X2), que de nuevo es una cantidad finita
por ser f no nulo. Esto concluye que el nimero de puntos de V(F) N V(G) es finito.

Para acotar el nimero de puntos refinamos un poco mas la demostracién anterior,
pero usando fuertemente que ya sabemos que V(F') y V(G) se cortan en un nimero finito
de puntos, que llamaremos pq,...,p,. Entonces, tenemos un nimero finito de pares de
puntos p;,p; de la interseccion, y denotaremos L;; a una ecuacion de la recta que pasa
por p;,p;. Por tanto, podemos tomar coordenadas de forma que (0 : 0 : 1) no esté ni en
V(F), ni en V(G) ni en ninguna de las rectas V(L;;), ya que V(FG ], ; Lij) no es todo
P2 por el Corolario 1.18. Entonces, repitiendo la demostracién anterior, nos volvemos a
encontrar con una cantidad finita de posibilidades (ag : a1), de hecho como mucho de,
aplicando el Teorema 1.13 y el hecho de que R tiene grado de por el Teorema 2.8. La
diferencia ahora es que sabemos que, para cada uno de los (ag : a1), los posibles puntos
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(ap : a1 : a2) € V(F)NV(G) estan en la recta V(a1 Xo — apX1), que pasa por (0:0: 1),

luego contiene como mucho un punto de interseccién. U

En realidad, en la demostracion anterior hemos visto mucho mas: que, si el cuerpo k es
algebraicamente cerrado, se obtienen exactamente de puntos de interseccion, aunque cada
uno de ellos contado con cierta “multiplicidad”. El problema es que, a priori, esta “multi-
plicidad” de cada punto de interseccion podria depender de la eleccién de coordenadas que
tomemos. Si no dependiera, obtendriamos lo que se conoce como el Teorema de Bézout.
De hecho, las siguientes secciones iran encaminadas a definir con precision la nocién de

multiplicidad de interseccién, que coincidira con la que aparece en la demostracién anterior.

Los resultados anteriores tienen su aplicacién a la hora de determinar una ecuacion

natural para una curva:

Teorema 2.10 (Lema de Study). Sea f € k[X,Y] un polinomio irreducible tal que V (f)
tiene infinitos puntos. Entonces, para todo g € k[X,Y] se tiene que V (f) C V(g) si y sélo
si f divide a g.

Demostracion: Es evidente que, si f divide a g, entonces V(f) C V(g), asi que basta
demostrar la otra implicacién. Si ocurre V(f) C V' (g), entonces se tiene que V(f) NV (g)
es un conjunto infinito de puntos. Por la Proposicion 2.6, f y g tienen algin factor comun.
Como f es irreducible, se sigue que f divide a g. 1

La misma demostracién prueba:

Teorema 2.11 (Lema de Study proyectivo). Sea F' € k[Xo, X1, X2] un polinomio ho-
mogéneo irreducible tal que V (F') tiene infinitos puntos. Entonces, para todo polinomio
homogéneo G € k[X, X1, Xs] se tiene que V(F) C V(QG) si y sélo si F' divide a G. O

Corolario 2.12 (Teorema de los Ceros de Hilbert). Si k es algebraicamente cerrado, y
f € k[X,Y] es un polinomio de grado positivo cuya factorizacién en factores irreducibles
es f = f{" ... f", entonces son equivalentes:

(i) V(f) € V(g)
(ii) f1...fr divide a g
(iii) Existe m € N tal que f|g™.

En particular, V(f) = V(g) si y sélo si f y g tienen los mismos factores irreducibles.

Demostracion: Demostraremos ciclicamente las implicaciones:

(1) = (i1): Como k es algebraicamente cerrado, entonces por la Proposicién 1.17, cada
V(fi) es infinito. Entonces, como V(f) C V(g), se tiene también V(f;) C V(g), y por el
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Lema de Study, cada f; divide a g. Como los f; son primos dos a dos, se sigue que f ... f,
divide a g.
(13) = (i77): Basta tomar m =max{mq,...,m,}.
(7i1) = (i): De f|g™ obtenemos V(f) C V(¢g™), y el resultado sigue de la igualdad
Vi(g™)=VI(g).

Finalmente, si V(f) = V(g) y la factorizacién en factores irreducibles de g es g =
g1t ... g, por (ii) tendremos que cada f; divide a g, luego debe ser uno de los factores

irreducibles g; de g. Intercambiando el papel de f y g, cada g; tiene que ser un f;, lo que

termina la demostracién. |

De la misma forma se prueba:

Corolario 2.13 (Teorema de los Ceros proyectivo). Si k es algebraicamente cerrado, y
F € k[Xo, X1, X3] es homogéneo de grado positivo y factoriza en factores irreducibles como
F = F" ... F™, entonces son equivalentes:

() V(F) cV(G)
(i) Fy...F, divide a G
(iii) Existe m € N tal que F|G™.

En particular, V(F) = V(G) si y sélo si F' y G tienen los mismos factores irreducibles.

A partir de aqui supondremos siempre que, salvo que se diga lo contrario, el cuerpo
k es algebraicamente cerrado.

Definicién. Se llama ecuacion minimal (o reducida) de una curva (afin o proyectiva) a

un polinomio de grado minimo que defina la curva.

Por los Corolarios 2.12 y 2.13, una ecuacion es minimal si y solo si no tiene factores
multiples, y tal ecuacion es tinica salvo multiplicacion por constante. Obviamente, dada
cualquier ecuacién de una curva, quitando sus factores multiples se obtiene una ecuacién
minimal.

Definiciéon. Se llama grado de una curva al grado de una ecuacién minimal suya.

Definicién. Se llama curva irreducible (afin o proyectiva) a una curva C tal que si C' =
C1UC (con Cq, Cy curvas, afines o proyectivas, segin el caso), entonces C' = C7 0 C' = Cj.

Proposicién 2.14. Una curva es irreducible si y sélo si su ecuacion minimal es irreducible.

Demostracion: Lo haremos en el caso afin, siendo igual el caso proyectivo. Si un polinomio
f € k[X,Y] sin factores miltiples es reducible, entonces se puede escribir de forma no
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trivial como f = gh, con g,h primos entre si. Entonces V(f) = V(g) UV (h), y ademés
V(f)#V(g) y V(f) # V(h), por el Corolario 2.12.

Por otra parte, si fuera f irreducible y V(f) = V(g) UV (h), entonces f es la ecuacién
minimal de V' (gh), lo que quiere decir que gh tiene a f como un tnico factor irreducible,
luego necesariamente V(g) = V(f) = V(h). a

Teorema 2.15. Toda curva (afin o proyectiva) se escribe de forma iinica como unién
finita de curvas irreducibles.

Demostracion: De nuevo, lo haremos sélo en el caso afin. Dada una curva, tomamos
una ecuaciéon minimal que factorizard en factores irreducibles f = f1... f,.. Por tanto,
V(f) =V(fi)U...UV(f.). Por la Proposicién 2.14, cada V(f;) es irreducible, lo que
demuestra la existencia de la descomposiciéon. Por otra parte, si V(f) = V(g1)U...UV (gs)
es otra descomposicién (en que tomamos cada g; minimal, y por tanto irreducible), entonces
cada V (f;) estd contenido en V(g1)U...UV(gs) = V(g1...9s), y por el Lema de Study
fi divide a g1 ...gs, luego al ser f; irreducible divide a algtin g;, es decir coincide con él
salvo multiplicacién por constante. Andlogamente, cada g; debe coincidir con algin f;, y
por tanto las dos descomposiciones son iguales. l

Definicién. Se llama componente irreducible de una curva a cada una de las curvas irre-

ducibles que aparecen en la descomposicién dada por el Teorema 2.15.

Terminamos la seccién con un par de criterios de irreducibilidad que seran muy ttiles.

Empezamos recordando el conocido criterio de Eisenstein:

Teorema 2.16. Sea A un DFU, y sea f = ag +a1X + ... +agX? € A[X] un polinomio
primitivo (i.e. sus coeficientes no tienen un factor comin) tal que existe un elemento

irreducible p € A que satisface alguna de las dos condiciones siguientes:
(i) p divide a ag,ay,...,aq_1 pero no divide a aq, y p* no divide a ay.

(ii) p divide a ay,...,aq pero no divide a ag, y p? no divide a ay.

Entonces f es irreducible.

Demostracion: Posiblemente el lector conozca sélo una version, y ésta sea que, si se
satisface (i), entonces f es irreducible. En realidad, que (ii) implica que f es irreducible
se demuestra de la misma forma, pero es también consecuencia de la primera version. En
efecto, si se satisface (ii), entonces de la primera versin del criterio lo que se deduce es que el
polinomio ag+ag_1 X +...+a; X4 14+agX? es irreducible. Pero por el Lema 1.12(iii) esto es
equivalente a que su homogeneizado F' := ang-l—ad_ng_le-i-. . .-|—a1X0Xf_1+aoX{l sea
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irreducible. Y por el mismo lema, su deshomogeneizado respecto a X1, que es precisamente
f, es irreducible. 1

Y terminamos con otro criterio muy practico, llamado criterio de Gibson o de las
formas:

Lema 2.17. Sean f,g € k[X1,...,X,] dos polinomios homogéneos primos entre si y de
grados consecutivos. Entonces f + g es un polinomio irreducible.

Demostracion: Si fuera f + g = hihs, como f + g tiene s6lo monomios de dos grados
consecutivos, necesariamente uno de los h; tendria que ser homogéneo. Pero esto implicaria
que h; divide a cada componente homogénea de f + g, es decir, divide a f y a g. Como f

y g son primos entre si, esto es imposible salvo que h; fuera una constante. U
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3. Sistemas lineales de curvas

Veamos que ya con el Teorema Débil de Bézout se puede hacer mucha geometria. Por
empezar con un ejemplo, veremos en esta seccion que por cinco puntos del plano uno se
espera que pase una Unica conica, por lo que si por seis puntos pasa alguna coénica, deben

estar en posicion especial. El siguiente resultado caracteriza cudando ocurre esto.

Teorema 3.1. Sean Ay, As, A3, B1, By, Bs € IP’% distintos tales que ningin B; esta ali-
neado con dos de los A; y ningiin A; esta alineado con dos de los B;. Consideramos los
puntos

C1 = A3B3N A3Bs

CQ ) A1B3 ﬂ A3B1
Cg = A1B2 N AgBl.
Entonces los puntos Aj, As, As, B1, B3, By estdn en una misma coénica, si y soélo si los

puntos Cq,Cy, C3 estan en una misma recta.

A3
A2

B1

Demostracion: Obsérvese en primer lugar que los puntos C, Cs, C3 existen, ya que nuestras
hipétesis prueban que las rectas A;B; y A;B; son distintas si ¢ # j. Ademads, estos tres
puntos son distintos dos a dos. Por ejemplo, si C; = Cs, entonces la recta Cy B3 (no puede
ser C1 = Bs, porque entonces As, Az, By, Bg estarian alineados) contendria los puntos
A1, Ao, con lo que Ay, Ao, B estarian alineados, contra nuestra hipétesis.

Si llamamos Fj; a la ecuacién de la recta A;B; observamos entonces que F' :=
FioF53F31 v G = Fb F35F13 son dos polinomios homogéneos de grado tres que se anu-
lan en Ay, As, A, B, Ba, B3, C1,C5, C5. Por tanto, para cualesquiera A\, u € k (no ambos
nulos) la curva V(AF + uG) pasa por todos esos puntos. La idea central que vamos a usar
en la demostracién es bien simple: cada vez que fijemos un punto P = (ag : a1 : az) € P2, es
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inmediato que existen A, u € k no ambos nulos tales que AF'(ag, a1, az)+uG(ag, a1,a2) =0,
y por tanto, una curva V(AF 4+ uG) que pasa por P.

Supongamos en primer lugar que los puntos A1, Ao, A3, B1, B2, B3 estdan en una misma
cénica C. Fijando P € C\ {A1, As, A3, By, Bo, Bs}, podremos encontrar \, i tales que
la curva D = V(AF + puG) pase por P. Tendremos entonces que la cénica C' y la cibica
D tienen en comun siete puntos distintos, A1, As, Az, By, Bo, B3, P. Entonces, el Teorema
Débil de Bézout implica que C'y D tienen alguna componente en comtun. Distinguimos
dos casos.

—Si C' es una cénica irreducible, entonces necesariamente C' C D, luego D = C' U L
para alguna recta L. Notese que en este caso ningun C; puede estar en C, ya que esto
implicaria que C' tiene rectas trisecantes, lo que contradiria de nuevo el Teorema Débil de
Bézout. Por tanto, C7,C5,C3 € L.

—Si C' es una cénica reducible, nuestras hipotesis implican que debe ser C = A; A3 AU
B1ByB3. Sin pérdida de generalidad podemos suponer P € A;A3As. Esto implica que
la recta A;AsAs corta a D en cuatro puntos, por lo que el Teorema débil de Bézout
implica D = A;A3A3 U D’ para alguna cénica D’. Como no puede ser B; € A1 AyAs,
necesariamente Bi, Bo, B3 € D’. Por tanto, la cénica D’ contiene tres puntos alineados,
luego debe ser D’ = By B3B3 U L para alguna recta L. En resumidas cuentas

D= A1A2A3 U BlB2B3 U L.

Sin embargo, ningun C; estd en ninguna de las dos primeras rectas (queda como ejercicio
para el lector), luego Cy,C5,C5 € L.

Supongamos, reciprocamente, que existe una recta L que contiene a C7,Cs, C5. Fi-
jamos ahora P € L\ {C1,C5,C3}. Como antes, existird una curva D = V(AF + uG) que
pase por P. Entonces la cibica D y la recta L comparten los cuatro puntos C, Cs, Cs, P.
El Teorema débil de Bézout implica que D y L tienen una componente comun, es decir,
L C D y por tanto D = L UC, donde C es una cénica. El resultado se concluye si de-
mostramos que ningun A; o B; estd en la recta L. En efecto, si por ejemplo A; € L, la recta
L serfa la recta A1Cy (que contiene a Bs) y también la recta A1C5 (que contiene a Bs);
esto daria el absurdo de que Ay, Bs, B3 estan alineados, en contra de nuestra hipdtesis. [J

Una consecuencia inmediata del Teorema 3.1 son los siguiente resultados clasicos:

Corolario 3.2 (Teorema de Pascal). Dada una cénica irreducible C C P? y seis puntos
diferentes suyos A1, As, Az, By, By, B3, entonces los puntos

Cl = A2B3 N A3.B2
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Cy = A1B3N A3B;
03 = AlBQ N A2B1.
estan alineados. O

Corolario 3.3 (Teorema de Pappus). Dadas dos rectas distintas Ly, Ly y puntos distintos
Ai1,As,As € Ly y By, B, Bs € Ly (ninguno de ellos el punto de interseccion de Ly y L),

los puntos
C1 = A3B3N A3Bs
Co=A1B3sNA3B;
C3 = A1By; N Ay By
estan alineados. O

La clave de la demostracion del Teorema 3.1 ha sido el hacer combinaciones lineales
de dos ecuaciones, lo que al lector le habra recordado los haces de rectas o de conicas. En
cambio, en este caso, al ser las ecuaciones de grado tres, se trata de un haz de ctbicas. Es

a este tipo de conceptos al que vamos a dedicar la seccion.

La primera observacién es que tomar combinaciones lineales arbitrarias de curvas
puede producir cosas en principio indeseadas. Por ejemplo, si tomamos las ecuaciones
F=XoXo—X?yG = XoX2+X? de dos cénicas no degeneradas, en cambio F—G = —2X7
ya no es la ecuacion minimal de una coénica, sino lo que en Geometria Proyectiva se suele
llamar recta doble. Por tanto, si queremos considerar todas las posibles combinaciones
lineales de ecuaciones de curvas tendremos que aceptar la existencia de estas nuevas curvas.

Formalicemos todo esto:

Notacién. Denotaremos por V; al espacio vectorial de polinomios homogéneos de grado
d en k[Xo, X1, X2] y sea Py := P(Vy) su proyectivizado (esta notacién no es en absoluto
estandar, pero es la que usaremos por simplicidad en estas notas). La clase de un F' € V,
la denotaremos como [F].

Como la ecuacion minimal de una curva es unica salvo multiplicacién por constante,
tenemos una aplicacion
{Curvas de P? de grado d} — Py

que asocia a cada curva la clase [F| de sus ecuaciones minimales. Esta aplicacién es
inyectiva, ya que, evidentemente, la curva se puede recuperar como V(F'). Como hemos
notado, no todo elemento de P; corresponde a una ecuacién minimal de una curva, puesto
que P, contiene también clases de ecuaciones no minimales, es decir, polinomios en V; con

factores muiltiples (por ejemplo, rectas dobles, como acabamos de ver).

23



Definicién. Llamaremos curva generalizada a un elemento de Py, v curva no reducida a

un elemento [F] € Py tal que F' tenga algun factor multiple.

De este modo, la palabra “curva” hard referencia en esta seccion no sélo a los conjuntos
V(F) que habiamos definido (y que identificaremos con la clase de su correspondiente

ecuacién minimal) sino que hemos anadido también las curvas no reducidas.

Lema 3.4. EI espacio vectorial V; de los polinomios homogéneos de grado d en las varia-

bles Xy, X1, X5 tiene dimensién (d‘QLQ), y el espacio proyectivo Py tiene dimension w.

Demostracion: Una base de V; son los monomios de grado d en las variables X, X7, X5, asi
que todo el Lema es equivalente a demostrar que el niimero de tales monomios es (d'52). Un
monomio de grado d viene dado por un producto X;, ... X, , donde iy,...,i4 € {0,1,2}.
Como el orden del producto no importa, hay tantos monomios como combinaciones con

repeticién de los tres elementos 0, 1,2 tomados de d en d, y ese niimero es bien sabido*)

que es (dzz) = (d;—Q). Por tanto, dim(Vy) = (d-52>’ y dim(Py) = (d;rz) —-1= w. a

Observacion 3.5. Con la notacion anterior, tomando el sistema de referencia de Py
asociado a la base de V; dada por los monomios de grado d, las coordenadas homogéneas
de una curva de grado d, vista como un punto de Py, no son otra cosa que los coeficientes
de la ecuacién correspondiente de grado d.

Ejemplo 3.6. Si d = 2, entonces P, tiene dimensién 5, y sus elementos son cénicas “de
verdad” (es decir, o no degeneradas o pares de rectas) o bien rectas dobles. Si ponemos
coordenadas, la ecuacién de una cénica es de la forma ugg X3 + uo1 XoX1 + 102 X0 X2 +
u11X12 + w10 X1 X9 + u22X22, luego el correspondiente punto de Py serd (ugg : uo1 @ Up2 :
U1l : Uiz : ugz). Obsérvese que, dentro de Po, las rectas dobles (es decir, las cénicas nuevas
que hemos tenido que admitir) corresponden a puntos (ugo : U1 : Uo2 © U1 : Uiz : U2)
tales que la matriz

upo U0l U0

lum uilr  3U12

5 U2 %Um U22
tiene rango uno. Tal condicién esta caracterizada por la anulacion de los menores de or-

den dos de la matriz, que son polinomios homogéneos de grado dos en las coordenadas de

(*) Una forma répida de recordar que las combinaciones con repeticién de m elementos
tomados de d en d es (m+j_1) es asociar a cada eleccion 1 < 41 < i < ... < ig < m de
d numeros entre 1,...,mlaeleccion 1 <i; <is+1< ... <ig+d—1<m+d—1ded
numeros distintos entre 1,...,m 4+ d — 1. Esto da una biyeccién entre las combinaciones
con repeticion de m elementos tomados de d en d y las combinaciones sin repeticién de

m + d — 1 elementos tomados de d en d, que son (m+j_1).
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Py. Aunque esta fuera del alcance de estas notas, para d arbitrario se tiene un resultado
analogo: el conjunto de puntos de P; que corresponden a ecuaciones no minimales esta
caracterizado por la anulacién de polinomios homogéneos en las coordenadas de Py (un
conjunto de un espacio proyectivo definido de esa forma, es decir, mediante la anulacion de
polinomios homogéneos, es lo que se llama un conjunto proyectivo, y generaliza la nocién
de curva algebraica; dedicaremos la seccién 10 a esbozar una introduccién a esta teoria).
Lo mismo ocurre, por ejemplo, si queremos estudiar el conjunto de curvas reducibles (o
curvas singulares, que estudiaremos mas adelante), que en el caso d = 2 vienen carac-
terizadas porque la matriz anterior es degenerada; dicha condicién se expresa mediante
la anulacién del determinante, que es ahora un polinomio homogéneo de grado tres. Sin
embargo, los subconjuntos de P; que vamos a considerar en esta seccion son los mas sen-
cillos posibles: aquéllos definidos por ecuaciones homogéneas de grado uno, es decir, los
subespacios lineales de P.

Proposicion 3.7. El conjunto de curvas de grado d que pasan por un punto de }P’i es un

hiperplano de P;. Por tanto, el conjunto de curvas de grado d que pasan por r puntos

distintos de IP’% es un subespacio lineal de P; de dimensiéon al menos w —r. En

d(d+3)

particular, por r < == puntos de IP’% pasa alguna curva de grado d.

Demostracion: Una curva de grado d viene dada por un polinomio de la forma
XJ XI1x XI1x X4
Ud,0,050 + Ud—1,1,0<%¢ 1+ Ud—1,0,1% 2+ ...+ Upod Ao

(por simplicidad, no usamos ahora la notacién del Ejemplo 3.6, sino que ponemos sélo
tres subindices a los coeficientes u;;x, indicando que es el coeficiente de X¢ X7 X%). Por la

Observacién 3.5, las coordenadas homogéneas de tal curva son(uq,0,0 @ Ug—1,1,0 : Ud—1,0,1 :
d(d+3)
: upoq) € P, > . Entonces, fijado un punto a = (ag : a1 : az) € P%, el subconjunto
d(d+3)
de curvas de grado d que pasan por a son los puntos de P, *  que satisfacen la ecuacién

d—1 d—1 .
agUd,QO +ag arUg—110+ay aUg—101+ ...+ agUood = 0, que es un hiperplano. [l

Definicién. Se llama sistema lineal de curvas a un subespacio proyectivo de algin Py.

Observacion 3.8. Si d > 1, no todos los sistemas lineales de curvas de grado d son
conjuntos de curvas que pasan por unos puntos dados. Por ejemplo, el conjunto de conicas
de ecuacién tg X3 + t1 X7 + t2 X3 no tiene ningiin punto en comiin, luego no puede ser de

esa forma.

Definicion. Se llama punto base de un sistema lineal a un punto que estd en todas las
curvas del sistema. Se llama lugar base de un sistema lineal al conjunto de sus puntos base.
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Observacion 3.9. En general uno se espera que el lugar base de un sistema lineal
“grande” sea vacio. Por ejemplo, dado un sistema lineal A, si consideramos dos curvas de
A de ecuaciones respectivas F'y G, los puntos base de A estaran en la interseccién de V (F)
y V(G), que ya sabemos que es un conjunto finito si F' y G no tienen factores comunes.
Por tanto, lo esperado seria que otra tercera curva de A no pasara ya por ninguno de esos
puntos (es exactamente lo que ocurre en el ejemplo de la Observacién 3.8, en que las curvas
de ecuaciones X2, X? y X2 no tienen puntos en comiin). Cabe observar, sin embargo, que
si tomamos esa tercera curva con ecuacion de la forma toF +¢1 G, entonces si que pasa por
los puntos de V(F) NV (G). Obsérvese que las curvas de ecuacién toF + t1G forman una
recta en Py (precisamente la recta generada por los puntos que corresponden a las curvas
de ecuacion F' y G). Por tanto, en un sistema lineal de dimensién uno si que hay puntos
base, y lo esperado es que sean d? puntos (contados con multiplicidad). Es para sistemas
lineales de dimensién mayor en que lo esperado es no tener puntos base (por ejemplo, el
sistema de la Observacién 3.8 tiene dimensién dos).

Definicién. Se llama haz de curvas a un sistema lineal de dimensiéon uno.

Lema 3.10. Sea A un sistema lineal de curvas que tiene dimension al menos uno. Entonces

son equivalentes
(i) A es un haz
(ii) Existe un punto a € IP% tal que hay una unica curva de A que pase por a.

(iii) Existen dos puntos a,a’ € IP% tales que no hay ninguna curva de A que pase al mismo
tiempo por a y a'.

Demostracion: Veamos ciclicamente las implicaciones.

(1) = (i7): Tomando un punto a que no esté en alguna curva de A, se tendra que A no
esté en el hiperplano H, C P, de las curvas de grado d que pasan por a. Por tanto, la
interseccién en Py de la recta A con el hiperplano H, es un punto, es decir, existe una
unica curva de A que pasa por a.

(ii) = (i7i): Sea a € P2 tal que hay una tinica curva C' de A que pase por a. Tomando
a’ ¢ C no habréd ninguna curva de A que pase al mismo tiempo por a y a'.

(ii1) = (i): Si A no fuera un haz, entonces dim A > 2, luego para todo a,a’ € P? la
interseccién en Py de A con los hiperplanos H, y H, tiene dimensién al menos cero, con
lo que tal interseccién es siempre no vacia, lo que contradice (iii). l

Obsérvese que, si d = 2, el nimero esperado de puntos del lugar base de un haz
de cénicas es cuatro (véase Observacién 3.9), y que por otro lado lo esperado es que las
conicas que pasan por cuatro puntos formen un haz (véase Proposicién 3.7). Estudiemos

con precision cuando cuatro puntos determinan un haz.
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Teorema 3.11. EI sistema lineal de conicas que pasan por cuatro puntos es un haz si y
solo si los cuatro puntos no estan alineados.

Demostracion: Sean ai,as,as,as los cuatro puntos y llamemos A al sistema lineal de
cénicas que pasan por ai,as,as,ays. Por la Proposicion 3.7, el sistema lineal A tiene
dimensién al menos uno, luego por el Lema 3.10 serd un haz si y sélo si existe a € P? por
el que pasa una tunica cénica de A. Demostraremos el resultado segtin la posicion relativa
de ay,G2,0a3,04:

—Si a1, a9, as, as estan alineados en una recta L, entonces una cénica de A consiste en
la unién de L con otra recta. En particular, dados cualquier a € P? | la unién de L y una
recta que pase por a es una conica de A. Como hay infinitas de ellas, A no es un haz.

—Si hay tres puntos, por ejemplo a1, as, as, en una recta L, entonces cualquier conica
de A debe ser la union de L y otra recta que pase por a4. Por tanto, fijando a € IP’]QC que no
esté en L ni sea a4, existe una tnica conica de A que pasa por a (concretamente la unién

de L con la recta generada por a y a4), luego A es un haz.

—Si en aq,as,as,a4 no hay tres puntos alineados, fijamos a alineado con aj,as (y
distinto de ellos). Entonces, es evidente que sélo hay una cénica de A que pasa por a, que
es la unién de las rectas ajas y asayq, con lo que se concluye que A es un haz. l

Corolario 3.12. Existe una tnica conica que pasa por cinco puntos si y solo si no hay
ninguna recta que contenga cuatro de los puntos. Ademas, en tal caso, la conica es irre-

ducible si y sélo si no hay ninguna recta que contenga a tres de los puntos.

Demostracion: Basta ir estudiando las distintas posiciones relativas de los puntos:

—Si existe una recta L que pasa por cuatro de los puntos, la unién de L y cualquier
recta que pase por el quinto punto es una cénica que pasa por los cinco puntos, y hay
infinitas de ellas.

—Si hubiera tres puntos alineados pero no cuatro, claramente la recta que contiene
los tres puntos tiene que formar parte de cualquier cénica que pase por los cinco puntos.
Como los otros dos puntos no pueden estar en esa recta, la tinica conica que pasa por los
cinco puntos es la unién de la recta que pasa por tres de ellos y la recta que une los otros
dos puntos restantes.

—Si no hay tres puntos alineados entre los cinco, ya sabemos por el Teorema 3.11
que el sistema lineal de conicas que pasan por cuatro de los puntos es un haz A. Una
de tales conicas es un par de rectas, una que pase por dos de los cuatro puntos y otra
por los otros dos. Por hipdtesis, tal cénica no pasa por el quinto punto, luego A no esta
contenido en el hiperplano de P, dado por las conicas que pasan por el quinto punto. Por
tanto, el conjunto de las cénicas que pasan por los cinco puntos, que es la interseccién de
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A con tal hiperplano, consiste en un solo punto, es decir, s6lo hay una cénica que pase
por los cinco puntos. Ademas, la cénica es irreducible, pues si fuera la unién de dos rectas
necesariamente habria tres puntos alineados. l

Observacion 3.13. La demostraciéon anterior nos da también un modo practico para
calcular la tnica cénica que pasa por cinco puntos. Obviamente, el inico caso interesante
es cuando no hay tres puntos alineados. Supongamos, por ejemplo, que tenemos los puntos
(1:0:0),(0:1:0),(0:0:1),(1:1:1),(1:2:3). Tomando dos pares de rectas podemos
generar el haz de las conicas que pasan por los cuatro primeros puntos. Por ejemplo,
Xo(Xo — X1) y X1(Xo — X2) son ecuaciones de dos cénicas que pasan por (1:0:0),(0:
1:0),(0:0:1),(1:1:1). Como las cénicas por esos cuatro puntos forman un haz,

necesariamente son de ecuacion
toXQ(XO — Xl) + t1X1(X0 — XQ)

Para que pase por el quinto punto (1 : 2 : 3) debe ser —3tg — 4t; = 0, luego (tg : t1) =
(4 : —=3), y la conica buscada tiene ecuacién 4X2(Xg — X7) — 3X1(Xo — X2), es decir,
—3XpX71 +4XyXs — X1 X5.

Para d = 3 (y en general para d > 3), los nimeros no funcionan tan bien como para
conicas. En efecto, el nimero esperado de puntos base de un haz de cibicas es nueve; por
contra, el sistema lineal de ctbicas que pasan por nueve puntos tiene dimension esperada
cero (es decir, nos esperamos sélo una), mientras que para obtener un haz lo esperable
seria considerar conjuntos de cibicas que pasan por ocho puntos. Veamos en primer lugar

cuando tal conjunto es un haz.

Teorema 3.14. El sistema lineal de ciibicas que pasan por ocho puntos es un haz si y

s6lo si no estéan todos en una cénica o cinco en una recta.

Demostracion: Llamando aq, ..., as alos puntos y A al sistema lineal de ctibicas que pasan
por ai,...,ag, por la Proposicién 3.7 tal sistema tendra dimensién al menos uno. Usando
el Lema 3.10, el sistema A es un haz si y solo si existe a € ]P’i por el que pasa una Unica
cubica de A. Iremos distinguiendo casos:

~Si ay,...,as estdn en una misma cénica C, entonces para cada a € P2 la unién de C
y cualquier recta que pase por a es una cubica de A que pasa por a, luego A no es un haz.

~Si hay cinco puntos, por ejemplo ay,...,as, en una recta L, para cada punto a € P%,
por la Proposicién 3.7 existe un sistema de dimensién al menos uno de cénicas que pasan
por ag,ar,as,a, y la uniéon de cualquiera de esa cénicas y L es una cibica de A que pasa
por a, luego A no es un haz.
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Podemos suponer entonces para los siguientes casos que no hay ninguna cénica que
contenga a los puntos aq,...,as ni ninguna recta que contenga cinco de ellos y hay que
ver en todos los casos que existe a € ]P’i por el que pasa una unica cibica de A.

—Si hay una recta L que pasa por cuatro de los puntos aq,...,asg, por ejemplo por
ai,...,aq, entonces las cibicas de A son exactamente las que son uniéon de L y una coénica
que pase por as, . ..,as. Como as, ..., as no pueden estar en una recta (pues la unién de L
y dicha recta serfa una cénica que contiene a aq,...,as), entonces el Teorema 3.11 implica
que las cénicas que pasan por as, . . ., ag forman un haz. Tomando a fuera de L y de alguna
de las conicas del haz, existird una tinica conica C' del haz que pase por a. Entonces, hay
una unica cubica de A que pase por a, concretamente la unién de L y C, luego A es un
haz en este caso.

—Si hay tres puntos entre aq,...,as en una recta pero no hay cuatro alineados, sea L
la recta que contiene esos tres puntos, que supondremos que son ai, as, az. Como los otros
cinco puntos ag,...,ag no contienen cuatro alineados, sélo hay una cénica C' que pasa
por ellos, por el Corolario 3.12. Por tanto, fijando un punto a de L distinto de a1, a9, as,
las cibicas de A que pasan por a contienen necesariamente a L, luego deben ser L mas
una cénica que pase por ag,...,as, que es necesariamente C. La unicidad de esta ctibica
demuestra que A es un haz.

Podemos suponer entonces para los casos restantes que no hay tres puntos alineados
entre los ocho puntos. Obsérvese que entonces cualquier cénica que contenga al menos

cinco puntos de aq, ..., as es necesariamente irreducible. Seguimos distinguiendo casos:

—Si hay una cénica C' que contiene siete de los ocho puntos, por ejemplo aq,...,ar,
entonces cualquier ctibica de A es la union de C' con una recta que pasa por ag, tomando a
fuera de C distinto de ag, la Unica cibica de A que pasa por a es la uniéon de C' y la recta
aag, de lo que se concluye que A es un haz.

—Si hay una conica C' que contiene seis de los ocho puntos, por ejemplo aq,...,aq,
tomamos un punto a € C distinto de aq,...,ag. Entonces, una cibica de A que pase por
a es necesariamente la cénica C' mas la recta arag. Esto demuestra que A también es un
haz en este caso.

—Finalmente, supongamos que no existe una cénica que pase por seis de los puntos.
Tomamos entonces una cénica C' que pase por ai,...,as, que NO pasara por ag, ar, ds.
Para este caso usaremos la parte (iii) del Lema 3.10. Tomamos entonces a,a’ € C distintos
de ai,...,as, y si existiera una cibica de A que pasara por a,a’ seria necesariamente la
unién de C' y una recta. Pero tal recta deberia contener a ag,ar,as, lo que es absurdo
porque no podian estar alineados. Por tanto, no existe tal cibica y A es un haz. l

El siguiente resultado nos explica que, para recuperar un haz de cubicas a partir de
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los nueve puntos base esperados, nos sobra uno de los nueve puntos.

Corolario 3.15. Si C es una cubica irreducible, entonces el sistema lineal de ciibicas por
ocho puntos distintos de C' es un haz. En particular, si otra ciibica D corta a C' en nueve
puntos distintos, entonces cualquier ciibica que pase por ocho de los nueve puntos pasa

también por el noveno.

Demostracion: Basta demostrar que el sistema de ctibicas que pasan por ocho de los nueve
puntos es un haz, porque entonces tales cibicas tendran como ecuaciéon una combinacién
de las ecuaciones de C' y D, luego se anularan en los nueve puntos de interseccion de C
y D. Pero eso es inmediato por el Teorema 3.14, ya que, al ser C irreducible, no puede

cortar a una recta en mas de tres puntos ni a una conica en méas de seis puntos. l

Observacion 3.16. El resultado anterior nos muestra que no podemos aspirar a un
resultado como el Corolario 3.12. En efecto, dados nueve puntos distintos ay,...,aq, si
queremos caracterizar cudndo determinan una unica ctbica, podriamos proceder como en
la demostracién del corolario. En el caso en que no haya ni ocho puntos en una cénica
ni cinco en una recta, el Teorema 3.14 nos permitiria decir que el conjunto A de ctibicas
que pasan por ai,...,ag es un haz. Sin embargo, a diferencia de la demostracion del
Corolario 3.12, no podemos garantizar que haya una ctbica de A que no pase por ag, ya
que podriamos encontrarnos con la situacion del Corolario 3.15. Por tanto, necesitariamos
imponer también la condicion de que a1, ..., ag no sean la interseccion de dos cibicas, pero
eso es basicamente poner como hipdtesis lo que queremos probar.
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4. Curvas parametrizadas

Mientras que en Geometria Diferencial es mas facil trabajar con curvas parametriza-
das, en Geometria Algebraica la situacién es mas complicada, ya que en general una curva
definida por un polinomio no tiene por qué poder parametrizarse por polinomios, ni incluso
por cocientes de polinomios. En caso de posible parametrizacién, veremos que el caso de
curvas proyectivas es siempre mejor, ya que no hacen falta denominadores. Empezamos

ilustrando este hecho con un ejemplo

Ejemplo 4.1. Retomemos el Ejemplo 2.5. Habiamos visto que el conjunto de puntos

t t

C=(——,—) | tek\{-1,1

() | te R\ (=113}
era la curva V(2XY — X — Y) menos el punto (1,1). Una primera cosa que podemos
hacer es, como deciamos antes, quitar denominadores a base de ver la curva en el plano

proyectivo. Efectivamente, como

:t%:t%): ((t+ 1)t = 1)t — 1) : (£ + 1),

(1

ya tenemos puntos incluso cuando t = 1, —1. En efecto, si t = 1 obtenemos el punto (0: 0 :
1), mientras que parat = —1 obtenemos el punto (0 : 1 : 0), que son precisamente los puntos
del infinito de V(2X; X5 — XoX; — X0X3), completado proyectivo de V(2XY — X —Y).
Seguimos teniendo el problema de que el punto (1 :1: 1) del completado proyectivo no se
obtiene para ningun valor de t. Dado que ese punto parecia corresponder al valor infinito
del parametro t, vamos a intentar formalizar esto. Para eso, vemos ¢ como un punto de A,lc,

y afiadimos a la recta afin su punto del infinito viéndola dentro de P}. Esto quiere decir

ty1

que un punto (o : t1) € P; se ve como el pardmetro ¢t = e Por tanto, la parametrizacion

queda, quitando denominadores, como

t t t1 t t1 1t
(1) —1): 22 —1): (= 4 1) = (83— 1213 —toty : 63 + toty),
to to to to to to
y ahora para el punto del infinito (to : 1) = (0 : 1) se obtiene efectivamente el punto
(1:1:1).

Veamos ahora qué tipo de parametrizaciéon como la anterior tiene sentido. Si queremos
que sea polinomial, parece razonable que los polinomios sean homogéneos. Si tomamos

Ap, A1, As € k[T, T1] homogéneos de grados respectivos dg, d1, da, y queremos definir

PAy,A1,Az Pllf — ]PJ%
(to Ztl) — (Ao(to,tl) IAl(to,tl) :AQ(tO,tl))
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en principio no estda bien definida, porque si cambiamos el representante, entonces la imagen
de (Mg : Mtp) serfa (A9 Ag(to,t1) @ A Aq(to,t1) : A2 A5(tg,t1)), que en principio serd
distinto de (Ao(to,t1) @ Ai(to,t1) = Az2(to,t1)), a no ser que dy = d; = dy. Por tanto,
a partir de ahora consideraremos polinomios homogéneos Ag, A1, A del mismo grado d.
Ademds, para que la imagen de un punto (¢ : t1) tenga sentido necesitaremos que los tres
polinomios no se anulen nunca a la vez en ningin (to : t1), es decir, que t;Ty — to77 no
divida simultaneamente a Ay, A1, As. Para ello, supondremos siempre que Ag, Ay, A2 no
tienen factores comunes. Estudiemos los casos de grado pequeno.

Ejemplo 4.2. Si Ay, Ay, As tienen grado uno, entonces no pueden ser todos propor-
cionales entre si, pues en tal caso todos se anularian en el mismo punto. Por tanto, si

escribimos Ag = agTy + boT1, A1 = a1Ty + biTh, Ay = asTy + boT7, entonces se tiene que

bo b1 b
erada por los puntos (ag : a1 : a2) y (b : by : ba). Recuperamos entonces la parametrizacién

ay a1 a . . .
( o o T2 ) tiene rango dos, luego la imagen de ¢ 4, 4, 4, €s precisamente la recta gen-

habitual de una recta proyectiva. Nétese que se podia haber razonado también del siguiente
modo: dentro del espacio vectorial de dimensién dos de los polinomios de grado uno en
k[Ty,T1], los elementos Ag, A1, A2 son un sistema de generadores y satisfacen una relacién
de dependencia lineal no trivial de la forma AgAg + A1 A1 + A2 Az = 0, luego la imagen de
VA, A A, €Std contenida en la recta V(AgXo + A1 X1 + A2 X3), vy no es dificil comprobar
que en realidad se tiene la igualdad.

Ejemplo 4.3. Supongamos ahora que Ag, A1, A3 son homogéneos de grado dos. Re-
tomando el iltimo argumento del ejemplo anterior, distinguimos dos casos:

—Si Ag, A1, As generan todo el espacio vectorial (de dimensidn tres) de los polinomios
homogéneos de grado dos en k[Tp, 17|, entonces la imagen de ¢4, 4,,4, son los puntos de

la forma
Xo t2
X1 | =P tota
X t2

donde las filas de P son los coeficientes de Ag, A1, A2, y por hipétesis det(P) # 0. Por
tanto, haciendo el cambio

X, X}
X, |=r| x]
X, X}

la parametrizacién en las nuevas coordenadas queda (X{ : X] : X}) = (12 : tot1 : t3), y el
Ejercicio 1.7 muestra que tales puntos son la cénica V (XX} — X!?) 0 lo que es lo mismo
(si estamos en caracteristica distinta de dos), de ecuacién matricial.
0 0 -1\ /X
(X) X1 X5)( 0 2 0 X1 | =0.
-1 0 0 X
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Por tanto, en las coordenadas iniciales, la imagen de ¢4, 4, 4, serd la cénica de ecuacién

matricial
0 0 -1 Xo
(Xo X1 Xo)(PH'[f o 2 o |P[X]=0
-1 0 0 X,

p , . . . . . 2
Ademads, como toda cénica irreducible es proyectivamente equivalente a V(X[ X5 — X17),
se concluye que las imdgenes de todas las ¢4, 4, 4, son exactamente todas las cénicas
irreducibles de P%.

—Si Ag, A1, A3 generan un subespacio de dimensién dos de polinomios, entonces satis-
facen una relacién de dependencia lineal, que por simplicidad supondremos que es de la
forma Ay = A\gAp + A1 A;1. Por tanto, en este caso la imagen de a4, 4,, 4, estd contentida
en la recta V(Xo — AoXo — A1 X1). En realidad, podemos descomponer g4, 4,.4, de la

siguiente forma:

P, — P — P2
(to : tl) — (Ao(to,tl) : Al(to,tl))
(to : tl) —> (to 2t Aoto + )\1t1)

Mientras la segunda aplicacién es una parametrizacién “razonable” de la recta V(Xy —
AoXo — A1 X7), la primera aplicacién no es inyectiva, ya que en general cada punto (sg :
s1) € P} tiene dos preimagenes (to : t1). En efecto, decir que la imagen de (o : t1) es
(so : s1) quiere decir que los vectores (Ag(to,t1), A1(to,t1)) v (s0,51) son proporcionales,
Ao(to,t1)  Ax(to,t1)
S0 S1
general se anula en dos puntos (o : t1) € P}.. Por tanto, nuestra parametrizacién ¢4, 4, 4,

es decir = 0, que es una ecuacién de grado dos en tg,t1, que en
) ’ 0,541,

original consiste en “recorrer la recta dos veces”.

En grado superior las cosas son mas complicadas. Por ejemplo, los Ejercicios 1.8
y 1.9 nos dan dos comportamientos distintos de parametrizaciones de grado tres. Para
entender mejor la situacion general comenzaremos estudiando un poco mas en detalle los
polinomios homogéneos en dos variables. La filosofia general es que se comportan como
los polinomios en una variable (ya vimos un primer indicio en el Teorema 1.13), aunque
en general funcionan mejor en muchos aspectos. Empezamos con una definicién inspirada
en el Teorema 1.13.

Definicién. Llamaremos raiz de un polinomio homogéneo F € k[Ty,T}] a cualquier punto
de V(F). Se llama multiplicidad de una raiz (to : t1) de F' a la mayor potencia de t;Ty—toT}
que divide a F. Cuando la multiplicidad es uno, diremos que se trata de una raiz simple,
y en caso contrario diremos que es una raiz maultiple.

Teorema 4.4. Si k es un cuerpo cuya caracteristica no es un divisor de d, un polinomio
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F € k[Ty,T1] tiene una raiz multiple (to : t1) € Pi si y sdlo si (t : t1) es una raiz de Fy y
F ),

Demostracion: Evidentemente, una raiz multiple (to : t;) de F' es una raiz tanto de Fj
como de Fj. Reciprocamente, si (to : t1) es una raiz de Fy y Fi, por la identidad de Euler
tendremos que dF'(to,t1) = 0, luego nuestra hipétesis sobre la caracteristica implica que
(to : t1) es una raiz de F'. Por el Teorema 1.13(i) podremos escribir F' = (t1Ty — toT1)G
para cierto polinomio G € k[Ty,T1], y basta ver que (to : t1) es una raiz de G. Eso es
evidente derivando en la anterior igualdad respecto de Ty, T; y evaluando en (tg,t1), ya
que obtenemos Fy(tg,t1) = t1G(to,t1) v Fi(to,t1) = —toG(to,t1). Como (tg : t1) es una
raiz de Fy y F} y no se anulan a la vez ty y t1, se sigue el resultado. 1

Ejemplo 4.5. Si tenemos un polinomio cuadratico F := aT?Z+bTy Ty + Ty (lo escribimos
de este modo para que sea el homogeneizado de aT? + bT + c¢), entonces tendrd una raiz
multiple si y sélo si Fy = b1 42Ty y F1 = 2aT; + b1} tienen una raiz comin. Como son de

grado uno, la tinica forma de compartir raiz es ser proporcionales, lo que es equivalente a la
b 2c
2 b
de aT? 4 bT + c. En general, el discriminante de un polinomio de una variable se suele

anulacion de = b%® —4ac, que, como no podia ser de otra forma, es el discriminante

definir como la resultante de un polinomio y su derivada. Sin embargo, la resultante de
f(T) = aT? +bT +cy f/(T) = 2aT + b es —a(b® — 4ac), que no es exactamente el
discriminante. Esto en realidad es un indicio de que los polinomios homogéneos funcionan
mejor. De hecho, para ellos existe también la nocién de resultante, que estudiamos a

continuacion, y que veremos que también funciona mejor.

El ejemplo anterior tiene ya el gusto de resultante, ya que la existencia de raices (o
factores) comunes de dos polinomios se decide mediante la anulacién de un determinante
cuyas entradas son precisamente los coeficientes de los polinomios. Antes de definir la
resultante para polinmnios homogéneos, demostraremos un lema técnico que aliviara la

demostracion de por qué funciona la nueva nocién de resultante.

Lema 4.6. Sean F,G € A[Ty,T1] polinomios homogéneos de grados respectivos d y e con
coeficientes en un DFU A. Entonces son equivalentes:

(i) F' y G comparten algin factor de grado positivo.

(ii) Existe un entero ¢ > 1 y polinomios homogéneos F',G' € A[Ty, T1] no nulos de grados
respectivos d — ¢, e — ¢ tales que FG' = GF".

() Como se verd en la demostracién, la hipétesis sobre la caracteristica no es necesaria

si en el enunciado suponemos que (fg : t1) es una raiz de F.
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(iii) Existen polinomios homogéneos F',G' € A[Ty,Ti] no nulos de grados respectivos
d—1,e —1 tales que FG' = GF"'.

Demostracion: Demostraremos las implicaciones ciclicamente.

(1) = (#1): Sea H un factor comin de F'y G de grado ¢ > 1. Entonces podemos escribir
F = FHyG = G'H, donde F',G' € A[Ty,Ti1] son no nulos de grados respectivos

d — c¢,e — c. Tendremos entonces
FG' = F'HG' = F'G

como queriamos demostrar.

(i1) = (i44): Basta sustituir F’ por F'T{™ ! y G’ por G'T{ ™.

(131) = (i): De la igualdad FG' = GF' se sigue que cada factor irreducible de F' es un
factor irreducible de G o de F’. Como F”’ tiene grado menor que F, no puede contener

todos los factores irreducibles de F' de grado positivo, luego algtun factor irreducible de F’
de grado positivo es también un factor de G. 1

Teorema 4.7. Sea A un dominio de factorizacion unica. Entonces, dos polinomios F =
aoT¢ + a1 T T 4. 4 agTd y G = boT§ + 01 TS Ty + ... + b T§ de A[Ty, T}] tienen un
factor comin de grado positivo si y sélo si Res(F,G) = 0, donde

Qo a1 . aq 0 0 . 0 )
0 ag ag—1 aq O 0
e filas
_10 0 ao ap ad—1  Qd | J
Res(F,G) =1, 4, booi b. O 0
0 b be—o be_1 b O 0
0 2 ! d filas
0 0 bo b1 be—l be /

Demostracion: Como el resultado es evidente si alguno de los polinomios es nulo (puesto
que en tal caso cualquier polinomio se puede considerar factor suyo, y se tiene por otra
parte que Res(F,G) = 0), supondremos que F' y G son ambos no nulos. Por el Lema 4.6,
F y G tienen un factor comin de grado positivo si y sélo si existen polinomios F’; G’ no
nulos de grados respectivos d — 1 y e — 1 tales que FG' = GF’ . Entonces la existencia de
F’ v G’ es equivalente a la existencia de elementos cg,c1,...,cq—1,dg,d1,...,de_1 € A, nO
todos nulos, tales que

Fo(doT& +diTE 2T+ o 4 de 1T =G (coT 4+ T8 4 4 cq 1 T,
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En otras palabras, el sistema homogéneo en las variables cg,c1,...,¢cq-1,do,d1, ..., de_1
(supondremos d > e)
aodo —b()CO =0
a1d0 —|—a0d1 —b100 —b061 =0
ae—1dy +ae_2d; +agde—1 —be_1c0  —be_2c1 =0
aedy  +ae—1d; +arde—1 —becg —be_101 =
ae+1do +aed1 +a2d6_1 —becl =0
ag—1dy +ag—odq +ag—ede—1 —bocag—1 =
aqgdy  +aqg—1d; +ag—et1de—1 —bicg1 =0
+aqd; +ad—et2de—1 —bacg—1 =0
adde—l _becd—l =0

tiene solucion no trivial. Obsérvese que, quitando denominadores, el que el sistema anterior
tenga solucién no trivial en elementos A es equivalente a que tenga solucion no trivial en
elementos del cuerpo de fracciones de A. Podemos usar entonces al Algebra Lineal para
concluir que el sistema tiene solucion no trivial si y sélo si el determinante de la matriz
de coeficientes es cero. Pero, cambiando de signo las d ultimas columnas de la matriz de
coeficientes y trasponiendo, obtenemos exactamente la matriz que define Res(F, G), lo que
demuestra el resultado. U

Definicion. Se llama resultante homogénea de dos polinomios homogéneos en dos variables
F, G ala expresién Res(F, G) del teorema anterior. Para distinguirla de la resultante como
polinomios en alguna de las variables, seguiremos nuestra notacién ya habitual de usar
mayusculas para el caso homogéneo. Se llama discriminante de un polinomio homogéneo
F en dos variables a Disc(F') = Res(Fp, F1).

Ejercicio 4.8. Demostrar, usando la definicién como determinante del Teorema 4.7, las
siguientes propiedades de la resultante homogénea*):

(*) Los resultados que se piden aqui son més generales, y se basan en realidad en que,
como ocurre en el caso de resultantes clasicas, la resultante de F' y G se puede calcular,

salvo constante, como el producto G(ay,b1)...G(aq,bq), donde (ag : by1),...,(aq : bg) son
las raices de F'. De la misma forma, el discriminante de F' es, salvo constante, el producto
de todos los posibles @i bi

aj bj
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(i) Si F, G son homogéneos del mismo grado d, entonces
Res(F(ATp, uT3), G(\To, uT1)) = A% u® Res(F, G)

[Indicacién: Usar el mismo truco que en la demostracion del Teorema 2.8].

(ii) Si F, G son homogéneos del mismo grado, entonces
Res (F(Tp + AT1, Th), G(Tp + NI, T1)) = Res(F, G)

Res (F(To, Th + MTy), G(To, Ty + NTp)) = Res(F, G)
[Indicacién: Escribir la expresén determinantal de la resultante y manipular las
columnas].

(iii) Usando los apartados anteriores, demostrar que, si F' es un polinomio homogéneo
de grado d, entonces

Disc(F(aTp + bT1,cT1)) = (ac)™ " Disc(F)
Disc(F (aTp, bTy + cT1)) = (ac)@~VDisc(F).

(iv) Deducir que, si F' es un polinomio homogéneo de grado d, entonces

d(d—1)

oo @1 Disc(F)

Disc(F'(apoTo + ao111,a10To + a1111) = a0 ail

[Indicacién: Descompdngase el cambio de variable usando una igualdad matricial

app@11—ap1ai10
como @00 @01} — aa ot al " J
ai a1 0 ain ) \ g 1

Teorema 4.9. Sean Ay, Ay, Ay € k[Ty,T1| tres polinomios homogéneos de grado d sin

factores comunes. Entonces existe un polinomio no nulo F' € k[X¢, X1, X3] homogéneo de

grado d tal que:
(1) ReS(XOAl - XlA(), XOAQ - XQA()) = XgF

RGS(XoAl — Xle,XlAQ — XgAl) = deF
RGS(XQAQ — XQA(), X1A2 — XQAl) = XéjF

(donde las resultantes son resultantes homogéneas como polinomios en Ty, T} ).

(11) {(Ao(to,tl) : Al(to,tl) : Ag(to,t1>) c P% | (to : tl) < Pllc} = V(F)

Demostracion: Obsérvese que existe una relacién

X1 (X0A2 — XQA()) = XQ(XoAl — Xle) + X0<X1A2 — XQAl) (>I<)
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Por tanto
X% Res(XgA; — X140, XAy — XoAg) = Res(XgA; — X1 Ag, X1(XoAs — X240)) =
= Res(XoA1 — X140, X2(XoA; — X140) + Xo(X145 — X04,)) =
= Res(XoA; — X140, Xo(X145 — X2A1)) = X¢ Res(XgA; — X140, X1 A2 — Xo A1)
lo que implica la existencia de F' (que en principio podria ser cero) tal que
Res(XoA; — X149, XoAs — XoAg) = XJF
Res(XoA; — X140, X145 — XoA1) = X{F
Andlogamente,
X8 Res(XoAy — XoAg, X1 Ay — XoA1) = Res(X1(XgAs — XoAg), X1 4y — XoA1) =
= Res(X2(XoA; — X140) + Xo(X145 — X241), X145 — XpA;) =
= Res(X2(XoA; — X140), X145 — XpA;) =
= XIRes(XoA; — X140, X145 — X0 A1) = XIX{F

lo que implica

RGS(X()AQ - XQA(), X1A2 — XQAl) = XéiF

y demuestra (i), excepto que F' sea no nulo. Esto ultimo lo dejamos hasta demostrar (ii).

Veamos ahora (ii), es decir, que el conjunto
C= {(Ao(t(),tl) : Al(to,tl) : Ag(to,tl)) S Pi | (to : tl) € Pllc}

es la curva V(F'). En primer lugar, si (zo : 21 : x2) estd en C, eso quiere decir que existe
alglin (to . tl) € Pllf tal que (IO Y i (Eg) = (Ao(t(),tl) : Al(to,tl) . A2<t0,t1)), €S decir, la
matriz

M — ( To 1 o )
‘ Ag(to,t1) Ai(to,t1) Aa(to,t1)

tiene rango uno. Esto quiere decir que existe una rafz comun (¢ : t1) € P}, de los polinomios
zoAs — 2240,  woA1 — 140, 1A —@2Ay

de k[Ty, T1]. Por tanto, sus resultante homogéneas dos a dos son cero, y dichas resultantes
consisten en sustituir X, X1, X por xo,x1,x2 en las resultantes de (i) (aunque alguno
de los tres polinomios fuera cero). Por tanto, se anulan todos los x¢F (g, z1,22). Como
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algin x; debe ser distinto de cero, entonces necesariamente F(xg,z1,x2) = 0, luego esta
en la curva V(F).

Reciprocamente, sea (xg : 1 : z2) € V(F'), y veamos que estd en C. Supongamos, por
ejemplo, xo # 0 (siendo los otros casos simétricos). De (i) sabemos que entonces que, al
sustituir Xo, X1, X2 por zg, 1, z2 en Res(XgA41 — X7 Ao, XoAs — X2Ap), se obtiene el valor
cero. Esto implica que los polinomios xg A1 —x1Ag, TgAs —x2Ap tienen algin factor comun
(o bien porque alguno de ellos es cero o bien porque la resultante de ambos polinomios es
cero), y por tanto alguna raiz comun, ya que k es algebraicamente cerrado. Si llamamos
(to : t1) € P} a esa rafz comun, de (*) y de xp # 0 se sigue también que (fy : t1) es
también raiz de x1 Ay — x2 A1, por lo que la matriz M anterior tiene rango uno y por tanto
(xo : 21 : x2) = (Ao(to,t1) : A1(to,t1) : Aa(to,t1)) (como Ag, A1, Az no tienen un factor
comun, no se anulan los tres a la vez en (to : t1)).

Veamos finalmente que F' no es nulo, es decir, que C' no es todo IP%. En efecto, algiin
A; # 0, lo que quiere decir que s6lo hay una cantidad finita de valores (o : t1) tales que
A;(to,t1) = 0. Por tanto, la interseccién de C' con la recta V(X;) es un conjunto finito de
puntos, por lo que C no puede ser todo P2. O

Definicién. Una curva parametrizable es una curva como en el Teorema 4.9.
Teorema 4.10. Toda curva parametrizable es irreducible.
Demostracion: Supongamos que podemos escribir

{(Ao(to, t1) : A1(to,t1) : Aa(to, t1)) €EPL | (to : t1) €PL} = V(F)UV(G)

Por tanto F(A()(to,tl),Al(to,tl),Ag(to,tl)) . G(A()(to,tl),Al(to,tl),AQ(to,tl)) =0 para
todo (to : t1) € P}, luego

F(Ao(To,T1), A1 (To, Th), Ax(To, Th)) - G(Ao(To, Th), A1 (To, Th), A2(To,Th)) =0

como polinomios en k[Ty, T1] (por ser k infinito). Por tanto, alguno de los dos factores es
cero. Si, por ejemplo F(Ao(To,T1), A1(To,T1), A2(Th,T1)) = 0, entonces necesariamente

{(Ao(to,tl) : A1<t0,t1) : Ag(to,tl)) € P% ‘ (to Itl) € Pllg} C V(F)

luego se da necesariamente la igualdad. Esto demuestra que la curva es o bien V(F') o
bien V(G), con lo que es irreducible O

El resultado anterior implica que, en el Teorema 4.9, el polinomio F' que aparece
es necesariamente la potencia de un polinomio irreducible. No siempre ocurre que el

exponente €S uno:

39



Ejemplo 4.11. Veamos céomo funciona el Teorema 4.9 en los casos del Ejemplo 4.3.
Si empezamos con la parametrizacién del Ejercicio 1.7, es decir, Ag = T2, A1 = ToTh,
Ay = T?, entonces, por ejemplo, Res(XgA; — X140, XoAs — X2Ag) = X3(Xo X2 — X3),
con lo que obtenemos de nuevo la cénica V(XX — X?). Si en cambio tomamos tres
polinomios linealmente dependientes, como Ag = T, A; = T?, Ay = T¢ + T?, entonces
Res(XoA1 — X140, XoAs — Xa40) = XZ(Xo + X1 — X2)?%, con lo que obtenemos la recta
V(X0 + X1 — X3). El exponente dos con que aparece la ecuacién indica que la recta estd
recorrida dos veces.

Las parametrizaciones homogéneas explican un poco mejor las parametrizaciones

afines, y por qué en este caso se suelen necesitar denominadores:

Ejemplo 4.12. Retomemos la curva V(2XY — X —Y) del Ejemplo 4.1. Ya hemos visto
que su completado proyectivo V' (2X7 Xo — X0 X7 — X¢X2) se podia parametrizar mediante
(t% — t% : t% —toty : t% + tot1). Al deshomogeneizar respecto de Xy es cuando obtenemos
denominadores, que se anulan precisamente para los valores (tg : 1) = (1 : 1),(1 : —1),
que dan los puntos del infinito de la curva, mientras que al deshomogeneizar el parametro
respecto de Ty es cuando perdemos el punto (1, 1), que corresponde al valor infinito del
parametro. Parece claro entonces que se puede mejorar la parametrizacion, haciendo
corresponder al valor infinito del parametro un punto del infinito del parametro. Por
ejemplo, podemos componer con nuestra parametrizacion cualquier proyectividad de IP’}C
que mande (0 : 1) (el punto del infinito de la recta) a (1 : 1) (el valor del pardmetro que
corresponde al punto del infinito (0 : 0 : 1)). Esto puede conseguirse, por ejemplo, con
(th : th) ¥ (to : t1) = (ty +t} = t}). Se obtiene asi una nueva parametrizacion

(th : t1) = (817 — (th + )2 - 117 — (ty + ), 177 + (ty +t)t,) =
= (—th® = 24hth  —thth bt + 2,7

que, deshomogeneizando tanto respecto de ¢, como de X, produce una nueva parametriza-
cién de V(2XY — X —Y) de la forma
/

t— (——— . —t').
(1+%“ )

Obsérvese que siempre quedard una parametrizacién con denominadores, ya que el valor
infinito del pardmetro sélo puede ir a uno de los dos puntos del infinito. En realidad, sélo
se pueden parametrizar sin denominadores las curvas con un sélo punto del infinito y de
forma que por ese punto “se pase s6lo una vez” (el dar sentido a esta expresién serd uno

de los objetivos fundamentales de este curso).

Definicién. Sea ¢ : IP’,lc — P2 una parametrizacién de una curva. Se llama reparametriza-

cion de la curva, o bien parametrizacion equivalente a toda parametrizacion de la forma
. . 1

¢ 01, donde 9 es una proyectividad de Py.
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Observacion 4.13. Para las curvas parametrizables es facil dar otra “demostracién” del
Teorema de Bézout. En efecto, si tenemos una parametrizaciéon ¢4, 4,,4, de grado d que
“sélo da una vuelta” (es decir, que el polinomio F' del Teorema 4.9 es irreducible), en-
tonces, para cualquier G € k[X(.X; X3] homogéneo de grado e, el polinomio P(7Ty,T}) :=
G(Ap, A1, Ag) € k[Ty, T1] es homogéneo de grado de (salvo que sea cero, lo que es equi-
valente a decir que G es divisible por F'). Por tanto, P tiene de soluciones contadas con
su multiplicidad. Como cada raiz de P da un punto de la curva V(F'), la multiplicidad
de interseccion de V(F') y V(G) en cada punto puede definirse como la suma de las mul-
tiplicidades de las raices que corresponden al punto (recuérdese que la curva puede pasar
varias veces por el mismo punto, es decir, que un mismo punto puede corresponder a varios
valores del pardmetro). Ademds, si reparametrizamos la curva, el nuevo polinomio P’ con-
sistirda en aplicar a P el cambio de variable, por lo que los factores y sus multiplicidades
seran los correpondientes transformados de P. Por tanto, esta nocion de multiplicidad de

interseccion es invariante por reparametrizaciones.

Ademas, es invariante por cambio de coordenadas. En efecto, si hacemos el cambio
(Xo X1 Xo) = (X X| X,)M, donde M es una matriz invertible de orden 3, la nueva
parametrizacién serd (A A} Ab) := (Ag A1 A3)M~! y la nueva ecuacién de V(G) serd
G' (X}, X1, X%) = G((X{ X] X5)M). Por tanto, para calcular las multiplicidades de
interseccién hay que calcular

PI(TO’Tl) = Gl( 67 llvAIZ) = G(( 6? /17A/2)M) = G(Ao, A1, A2) = P(1p, T1)

con lo que se obtiene el mismo polinomio.

Evidentemente, dos parametrizaciones de grado uno de una recta son siempre equi-
valentes (ya que cada parametrizacién es una proyectividad de IP’,lc en la recta). Del mismo
modo, de un clasico teorema de Chasles se deduce que dos parametrizaciones de grado dos
de una cénica irreducible son siempre equivalentes. En realidad, lo mismo es cierto para
parametrizaciones de grado d de curvas irreducibles de grado d. Este tultimo resultado
permitiria dar una definicién mucho mas general de la que damos a continuacién (que es
sélo para d = 1).

Definicién. Se llama multiplicidad de interseccion de una recta L con una curva C' en un
punto p € LN V(F) a la multiplicidad de la raiz (to : t1) de F(Ag, A1, As) € k[Ty, T1],
donde F' es una ecuacién minimal de C, ¢4, 4, 4, €s una parametrizacion de grado uno
de L'y ¢a,, A,,4,(to : t1) = p. Denotaremos a tal multiplicidad mult, (L, C).

Aparte de no depender de cambios de coordenadas en el parametro o en el plano, tal
multiplicidad se puede calcular con parametrizaciones afines, lo que nos serd muy tutil en

la seccién siguiente.
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5. Estudio local de puntos. Tangentes

En esta seccién vamos a empezar a estudiar los distintos tipos de puntos que puede
tener una curva. Lo primero que vamos a hacer es estudiar cémo pueden ser las distintas

rectas que pasan por el punto.

Lema 5.1. Seap un punto de una curva C. Entonces, exister € N tal que mult,(C,L) > r
para toda las recta L que pasa por p, y la igualdad estricta se da solo para un nimero
finito de rectas (que es como mucho r).

Demostracion: En primer lugar, podemos suponer que C' es afin y que el punto p es
(0,0). Sea f una ecuacién minimal de C. Una recta que pase por (0,0) tiene de ecuacién
implicita AX + pY = 0, y por tanto se puede parametrizar como (ut, —At). Por tanto,
la multiplicidad de interseccién de la recta y la curva en (0,0) serd el nimero de veces
que f(uT,—AT) pueda dividirse por T' (ya que es el valor ¢ = 0 el que da el origen en la
parametrizacion de la recta). Si escribimos la descomposicién en componentes homogéneas

de f (llamaremos r al menor natural tal que f tiene monomios de grado r):

f:fr+---+fd

tendremos entonces

f(/vbt7 _)‘t) = fr(:ua _)‘)tr oot fd(lu'a _A)td

lo que indica que la multiplicidad de interseccion es al menos r, y que es mayor si y solo si
fr(,—A) = 0, lo que ocurre si y sélo si (ver Teorema 1.13(i)) f, es divisible por la ecuacién
AX + pY de la recta. U

Definicién. Se llama multiplicidad de una curva C en un punto p al minimo de las mul-
tiplicidades de interseccion en p de C' con las rectas que pasan por p. Denotaremos por
mult, C' a tal multiplicidad. Se llama recta tangente a C en un punto p € C a cualquier
recta L tal que mult,(L,C) > mult, C. Llamaremos cono tangente a la curva C en el
punto p € C' a la unién de las rectas tangentes. Un punto singular de una curva C' es un
punto p € C tal que mult, C' > 1, mientras que un punto regular o no singular o liso es un
punto p € C tal que mult, C = 1. En este ultimo caso existe una unica recta tangente a
C en p, que denotaremos por T,C.

Observacion 5.2. Notese que la descomposicion f = f,. +. ..+ f; de la demostracion del
Lema 5.1 es en realidad el desarrollo en serie de Taylor del polinomio f en p = (0,0) (para
eso hace falta que la caracteristica del cuerpo sea mayor que el grado de f). Entonces la

42



multiplicidad de C' en p no es sino el minimo r tal que alguna derivada de orden r de f no
se anula en p. Ademas, la ecuacion del cono tangente es fr, ¥ en particular, si el punto p
es regular, la ecuacién de la recta tangente es f; = ( )X + ( )Y. Si C es ahora una
curva afin de ecuacién minimal f y el punto que estudlamos no es el origen, sino un punto

arbitrario p = (a, b), entonces basta hacer una traslacién de vector (a,b) para obtener:

Proposicion 5.3. Sea C una curva afin de ecuaciéon minimal f. Entonces:

. . . , . 9
(i) Un punto p € C es un punto liso de C si y sdlo 51661 par (a—f(p) 85 (p)) no es
idénticamente nulo. En tal caso, la ecuacién de T,C es 8—§(p)(X—a) —{i( (Y —b) =

0.
(ii) Si la caracteristica del cuerpo es cero o mayor que r, la multiplicidad de C' en un punto
p = (a,b) esr siy sélo sir es el orden minimo tal que alguna derivada de orden r de

f en p no se anula.

Demostracion: Basta hacer una traslacion al origen y aplicar lo que hemos visto en la
Observacién 5.2. La condicién sobre la caracteristica es porque, para calcular el término
i-ésimo del desarrollo en serie de Taylor hay que dividir entre ¢!, que no tiene sentido si el
cuerpo es de caracteristica positiva y menor o igual que i. Para la parte (i) no hay ningin
problema con la caracteristica, ya que depende sélo de la parte de grado uno del desarrollo
en serie de Taylor. U

Observacion 5.4. En el caso de caracteristica pequena, el criterio para estudiar la
multiplicidad debe ser el de el grado de las componentes homogéneas. Por ejemplo, si
consideramos el polinomio f = X2 4 Y3 con coeficientes en un cuerpo de caracteristica
dos, entonces g—g; =0y 3 af = 3Y? = Y2, Por tanto, la curva V(f) (que es irreducible
por el Lema 2.17) tiene como tinico punto singular el punto (0, 0) y, como hemos visto, su
multiplicidad es dos, ya que f tiene parte homogénea de grado dos. Sin embargo, todas

las parciales de orden dos (y por tanto, las sucesivas) son idénticamente nulas.

Lo mismo ocurrird para la curva de ecuacién f = X2+ Y3 + Y2 +Y. En este caso,
=0y 2 =3Y2+1=Y2+1= (Y +1)?2 = (Y — 1)?, que tiene como tnico punto
singular el (1, 1) y todas las parciales de orden al menos dos son nulas. Observemos que,
haciendo el cambio X = X’ +1, Y = Y’ + 1, obtenemos la ecuacién anterior X’* + Y'?
luego el punto singular, que en estas nuevas coordenadas es el origen, tiene multiplicidad
dos. De hecho, deshaciendo el de coordenadas, podemos escribir f = (X —1)2 + (Y — 1)3,
que seria el desarrollo en serie de Taylor en el punto singular, pero que hay que calcularlo

sin derivadas (ya que no podemos dividir entre 2! ni 3!, puesto que son cero).

Estudiamos a continuaciéon como estudiar la regularidad en un punto de una curva
proyectiva.
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Proposicién 5.5. Sea C C P2 una curva de ecuacién minimal F' y a un punto de la curva.
Entonces:

(i) EI punto a es liso en C si y sélo si (Fy(a), Fi(a), Fa(a) # (0,0,0). En tal caso, la
ecuacion de la recta tangente a C en a es Fy(a)Xo + Fi(a) X1 + Fa(a) X, = 0.

(ii) Si la caracteristica de k es cero o mayor que r, el punto p tiene multiplicidad r en C
si y solo si todas las derivadas parciales de orden menor que r de F' se anulan en p,
pero alguna derivada parcial de orden r no se anula.

Demostracion: Supondremos, por simplicidad, que la coordenada ag de a es distinta de
cero, siendo simétricos los casos restantes. Entonces, la ecuacién minimal de CN{X, # 0}
es f(X,Y) = F(1,X,Y). Por tanto, decir que a es un punto no singular es equivalente
a que %(ao, 2)y g{;(ao, &%) no sean ambos nulos, es decir Fi(1, &, 22) vy Fo(1, 21, 22)
no son ambos nulos, que es lo mismo que decir que Fj(a) y F»(a) no son ambos nulos.
Esto demuestra una implicacién de (i). Para demostrar la otra, bastard ver que no puede
ocurrir que Fi(a) y Fs(a) se anulen pero que no se anule Fy(a). En efecto, sustituyendo
las variables por las coordenadas de a en la identidad de Euler dF = FyXo+ F1 X1 + F2 X5,
tendremos (ya que F'(a) = 0 por ser a un punto de C) que agFp(a) = —a1 Fi(a) — azFz(a),

luego la anulacién de Fi(a) y Fa(a) implica también la anulacién de Fy(a) cuando ag # 0.

Para calcular la recta tangente en este caso, observamos que la ecuacion de la recta
tangente en el plano afin {Xy # 0} es

8f ay 8f
@& =T @)y - 22) =0

La ecuacién homogénea de la recta serd, por tanto,
a a
Fi(a)(X1 — = Xo) + Fala)(Xa — = Xo) =0
ao ao

alFl(a)+azF2(a)
—ag

El coeficiente de X sera, por tanto que, como ya hemos observado antes,

es igual a Fy(a), lo que demuestra (ii).

Finalmente, para demostrar (ii) basta demostrar que es equivalente el anularse en a
de todas las derivadas de orden menor o igual que s de F/(1, X,Y) al anularse de todas las
derivadas de orden s de F' en a. Lo haremos por induccion sobre s, siendo trivial el caso
s = 0 (y en realidad el caso s = 1 lo hemos hecho separadamente en (i)). Supongamos por
tanto que sabemos que el resultado es cierto para s — 1.

Por una parte, si se anulan en a todas las derivadas parciales de orden s de F', aplicando
la identidad de Euler a cada derivada parcial de orden s — 1 tenemos
O F

d—s + 1 - - — =
( ) OXioXIoxy
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0°F 0°F 0°F
T axiaxjox; T axiaxiaxy i T axiaxgoxs
0 1942 0941 2 00A10A9
y usando la hipdtesis sobre la caracteristica, se sigue que se anula en a cada derivada
X 82;;(;1,1-,]- de orden s — 1 de F. Por tanto, por hipétesis de induccién, se anulan
en a todas las derivadas parciales de orden menor o igual que s — 1 de F(1,X,Y). Por

2

tanto, se anulan en a todas las derivadas de orden menor o igual que s de F(1, X,Y) (las
de orden s se obtienen inmediatamente de la anulacién de las correspondientes de F).

Reciprocamente, si se anulan todas las derivadas de orden menor o igual que s de
F(1,X,Y), entonces en particular se anulan las de orden menor o igual que s — 1, y por
hipotesis de induccién se anulan las derivadas parciales de orden s —1 de F'. Veamos ahora

O°F d
—>—-——— de orden s.
OXi0XIoxy

Si ¢ = 0, es inmediato, por el hecho de que se anulan en a las derivadas parciales de orden

por induccién sobre i que se anulan en a todas las derivadas

s de F(1,X,Y). Supongamos entonces ¢ > 0 y que el resultado es cierto para i — 1 y

95 F ¢
» - — endremos
ox: Toxiox: 1 Y

veamoslo para i. Aplicamos ahora la identidad de Euler a

O 1F
d=s—)egror =
0Xy 0X{ox; "
0°F 0°F O°F
Xo + X1+ 2.

0XioxX]ox; "7

o°'r
axy roxioxy I
en a, por hipotesis de induccién

oxi~toxittox; oXi~toxioxsti—t

es una derivada de orden s — 1, se anula en a, y también se anulan
O°F y O°F
i—1 1 —i—j i1 i Fi—i—j
VoxiTToxITloxs T Y axlTToxTox T

1 — 1 veces sobre X;. Por tanto, también . ‘9j L —— se anula en a, como queriamos
OXi0X10X]

demostrar. I

Como

ya que se deriva

Observacion 5.6. Notese que, si queremos calcular los puntos singulares de una curva
affn (por ejemplo la de ecuacién f = X2 + Y2 — 1), no basta con estudiar los puntos
que se anulan para g—)’; y g—{j (en nuestro ejemplo g—g; =2Xy g—{; = 2Y se anulan en el
punto (0,0)) ya que podrian no estar en la curva (como, en efecto, ocurre con el punto
(0,0), que no esté en la curva de ecuacién f = X2 +Y? —1). Sin embargo, en el caso
proyectivo, gracias a la identidad de Euler Fy Xy + F1 X1 + F5 X9 = dF, un punto que se
anule para Fy, 7, F5 se anula automdaticamente (salvo que el grado d sea un multiplo de

la caracteristica del cuerpo) para F'.

Veamos que la nocién de tangente que hemos definido coincide con la ya conocida de
Geometria Proyectiva para rectas y cénicas:

Ejemplo 5.7. Si C es una recta, entonces su ecuaciéon minimal es de la forma F =
ugXo+u1 X1 +ueXs, luego Fy = ug, Fy = uy y Fo = us. Esto indica que la recta tangente
a C en cualquier punto es la propia recta C.
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Ejemplo 5.8. Si (' es una cénica, podemos escribir su ecuacién minimal de la forma

F=(Xy X1 Xo)M| X,

donde M es una matriz simétrica (para esto necesitamos que la caracteristica no sea dos)

Upp Uo1 UO2
M= 1 un w1 u2
Up2 U122 U222

y por tanto
F = upo X5 + 2u01 Xo X1 + 2u02 X0 Xo 4 u11 X7 + 2u19 X1 Xo + U X3
de donde obtenemos:
Fo = 2up0Xo + 2u01 X1 + 2ug2Xo
Fy = 2ug1 Xo + 2u11 X1 + 2u12X>
Fy = 2up2Xo + 2u12X1 + 2u20X>

es decir
(F()(CL) Fl(a) FQ(G)):z(CLO ai CLQ)M.

Por tanto, a es singular en C' (en nuestro sentido) siy sélosi (agp a1 az2) M =0 (porque
la caracteristica del cuerpo no es dos), es decir, a es singular en el sentido de Geometria
Proyectiva. Ademds, cuando a es un punto regular, la recta tangente (en nuestro sentido)

tiene ecuacion

Xo
(Fo(a) Fi(a) Fy(a))| X1
Xa
es decir,
Xo
(CLQ a CLQ)M X1
Xs

que es la ecuacién de la recta polar de a respecto de C', y por tanto la recta tangente en el
sentido de Geometria Proyectiva (ver Ejemplo 8.5).

Observacion 5.9. Obsérvese que, en el ejemplo anterior surgen problemas si trabajamos
sobre un cuerpo de caracteristica dos, ya que todas las derivadas parciales se anularian.
En realidad, el problema en caracteristica dos es que no se puede hablar de la matriz de
una cénica (ya que las entradas de la matriz de fuera de la diagonal son coeficientes de la
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ecuacién de la cénica divididos por 2, que en este caso es cero). Si nos cogemos la ecuacion
m4s sencilla de una cénica, F = XoXo — X%, tendremos

Fy =X
=0
Fy = Xo.

Como el punto (0 : 1 : 0) no estd en la conica, la cénica es lisa. El hecho de que Fj
sea idénticamente cero quiere decir que el coeficiente de X; de cualquier recta tangente es
siempre cero. En otras palabras, todas las rectas tangentes pasan por el punto (0: 1 :0).
Las curvas que satisfacen esta propiedad de que todas sus tangentes pasen por un mismo
punto se llaman curvas extranas, y puede demostrarse que, salvo cambio de coordenadas,
esta conica en caracteristica dos es la inica curva extrana. Una de las extranezas principales
de esta conica es que su conica dual es un haz de rectas, es decir, una recta en Pi*, por
lo que ya no es cierto que la dual de la dual sea la propia cénica®). En general, cuando
uno tiene que derivar, se encuentra con problemas de este tipo cuando la caracteristica del
cuerpo es baja. Aunque basta suponer que la caracteristica sea mayor que el grado de la
curva en la que trabajemos, a partir de ahora supondremos que nuestro cuerpo
base tiene caracteristica cero, para evitar estos problemas extranos.

Ejercicio 5.10. Demostrar que el conjunto de rectas tangentes de la curva V(X X3 — X?)
forma una curva en P2* dando una ecuacién en ug, ug, us que caracterice cuando la recta de
ecuacion ugXg + u1 X1 + u2 Xo es tangente a la curva [Indicacién: Parametrizar la curva y,
para cada punto de ella, calcular la recta tangente en funcién de los parametros; comprobar

entonces que el conjunto de rectas tangentes se puede parametrizar también].

Observacion 5.11. Si tenemos una curva reducible C = V(FG) (con F,G primos entre
si) y tenemos un punto a = (ag : a1 : az) que esté en V(F) pero no en V(G), entonces es
inmediato ver que a es liso en C' si y s6lo si es liso en V(F'), y en tal caso T,C = T,V (F).
Msés en general, C'y V(F') tienen en a la misma multiplicidad y el mismo cono tangente.

Veamos un modo alternativo de demostrar para curvas proyectivas lo visto hasta
ahora, sin necesidad de pasar al caso afin. La clave sera el siguiente:

(*) En realidad, usando la parametrizacién del Ejercicio 1.7, se demuestra que la tangente
en el punto (t2 : totq : t3) es V(13 Xo+1t3X2), luego la curva dual se puede parametrizar como
(up : uy :ug) = (#7 : 0 : t3) y, como en la segunda parte del Ejemplo 4.11, obtendremos
como ecuacién implicita la recta doble de ecuacién u?, es decir el haz doble de las rectas

que pasan por (0:1:0).
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Lema 5.12. Sean a,b € k> representantes de dos puntos distintos de P% y sea F €
k[Xo, X1, X2] un polinomio homogéneo. Si escribimos f(T) = F(a + bT'), entonces su
expresion como polinomio en k[T'| empieza por

f(T) = F(a + Tb) :F(a) + (Fo(a)bo + Fy (a)bl + Fg(a)b2>T+
Foo(a) F()l(a) FOQ(CL) b()

(bo b1 bg) Flo(a) Fn(a) F12(a) b1 T2 +...
Fgo(a) Fgl(a) FQQ(CL) b2

N —

+

Demostracion: Nétese que en realidad la expresién que buscamos es el desarrollo en serie
de Taylor de f en T' = 0, que sera finita por ser f un polinomio. Basta entonces observar
que, aplicando la regla de la cadena para derivar f(T) = F'(ag 4+ boT, a1 + b1 T, az + b2T),
se obtiene

f(T) = boFo(ag + boT,a1 + b1 T, as + boT)+

+b1 Fy (CLO 4+ boT,a1 + 61T, as + sz) + bo Fy (CLQ + boT,a1 + 01T, as + bgT)

f//(T) = bo (boFoo(a =+ bT) + b1F01 (CL + bT) —+ bgFog(a —|— bT))—|—
b1 (boFlo(CL —+ bT) + blFll((l —+ bT) + b2F12<CL + bT))+

b2 (boFQ()(CL —+ bT) —+ bngl(a —+ bT) —+ bQFQQ(CL + bT))

Haciendo T = 0 se obtiene entonces

f’(O) = Fo(a)b() —|— F1 (a)bl —|— Fg(a)bg

F()()(a) F()l(a) FOQ(CL) b()
f,/(()) = (bo bl b2) Flo((l) FH(CL) F12(Cl) b1
Fgo(a) Fgl(a) Fgg(a) b2

Observacién 5.13. Del Lema 5.12 se sigue que, si tomamos a € V(F') (por abuso de
notacion escribiremos de la misma forma al punto a que al representante escogido en el
lema), la recta que pasa por a y b corta a V(F) con multiplicidad al menos dos si y sélo
si Fo(a)bo + Fi(a)by + F(a)be = 0, con lo que volvemos a obtener que los puntos b de la
recta tangente a C' en a son los que satisfacen dicha ecuacion.
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Foo  For  Foz
Definicién. La matriz Mg = | Fio Fi11  Fio | se llama matriz hessiana del polinomio
Fao  Fo1  Fao
F, y su determinante Hp se llama hessiano del polinomio F' (ndtese que, si F' es homogéneo
de grado d, entonces Hp es homogéneo de grado 3(d — 2)). Denotaremos por Mp(a) y

Hp(a) alos valores de Mp y Hp en un punto a.

El hecho de que la matriz Hessiana aparezca en un desarrollo en serie de Taylor relativo
a I sugiere que, lo mismo que la parte de grado uno representa la recta mas cercana a
V(F) en a, la matriz hessiana representara a una cénica muy parecida a V(F') y a su recta
tangente en a. El siguiente resultado nos confirma esto.

Lema 5.14. Sea C C P? una curva de ecuacién minimal F de grado d y sea a € K* un
representante del punto [a] € P2. Entonces:

() (a0 a1 ax)Mp(a) = (d—1) (Fola) Fi(a) Fz(a)).
ap
(ii)) (ag a1 a2)Mp(a) | a1 | =d(d—1)F(a).
az
(iii) El punto [a] estd en C si y sélo si estd en la conica de matriz Mp(a).
(iv) El punto [a] es un punto liso de C' si y sélo si es un punto liso de la cénica de matriz
Mp(a). Ademds, en tal caso, la recta tangente a dicha cénica en [a] es T,C.

Demostracion: La parte (i) se obtiene por la identidad de Euler aplicada a Fy, Fy, F». La
parte (ii) es ahora consecuencia de (i) aplicando la identidad de Euler a F'. La parte (iii)
es consecuencia de (ii)*).

Para la parte (iv), como a es liso para la coénica si y sélo si aMp(a) no es cero, se

sigue de (i) que esto es equivalente a que [a] es un punto liso de C'. Ademds, en este caso,

Xo
la ecuacién de la tangente a la cénica en [a] es (a9 a1 az) Mp(a) | X1 |, que, por (i),
Xo
es (d—1)(Fp(a)Xo+ Fi(a) X1 + Fy(a)Xs), y ésta es (salvo la multiplicacién por d — 1), la
ecuacion de Ty, C. U

Observacion 5.15. En el caso en que a sea un punto doble entonces el lema esta diciendo
que la cénica de matriz Mp(a) es un par de rectas (que pueden ser iguales si el rango de
la matriz es uno) que pasan por a. Ademads, los puntos b de dicha cénica son los que
satisfacen, por el Lema 5.12, que la multiplicidad de intersecciéon de la curva con la recta

ab en el punto a es al menos tres. Por tanto, el cono tangente a la curva en el punto a es

() Aqui es importante que la caracteristica no divida a d(d — 1)
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precisamente la cénica. En general, con un poco mas de trabajo se puede demostrar que
el coeficiente de T" en el desarrollo del Lema 5.12 es F(")(b), donde

FY(Xo, X1, X5) = E . . —(a) X Xt X352,
rloxioxpoxy Y
ig+i1+iag=r ' 0 1 2
De aqui se reobtiene que la multiplicidad de una curva en un punto es el minimo orden tal
que alguna derivada de su ecuacién minimal no se anula. Més atn, el cono tangente de un

punto a de multiplicidad r es precisamente V (F ().

Otra aplicacién del Lema 5.12 es calcular la multiplicidad de interseccion de una curva
con su recta tangente en un punto. Lo esperado es que tal multiplicidad sea dos, pero en
casos especiales serd mayor.

Definicién. Un punto regular de una curva se dice que es un punto de inflexion si la
multiplicidad de interseccion en el punto de la curva y de su recta tangente es al menos tres.
Si la multiplicidad de interseccién es tres se dice que es un punto de inflexion ordinario.

Teorema 5.16. Si C' C P? es una curva de ecuacién minimal F, entonces C NV (Hp) =
Sing(C') U Flex(C'), donde Flex(C') es el conjunto de puntos de inflexién de C.

Demostracion: En primer lugar, del Lema 5.14 se sigue que los puntos singulares de C'
estan en V(Hp). Por tanto, basta ver que un punto liso a € C' es de inflexién si y sélo si
estd en V(Hp). Del Lema 5.12 se sigue que el punto a es un punto de inflexién si y sélo
si cada punto b = (bg : by : b2) de la recta tangente satisface

FO()(CL) F01 (a) F()Q(CL) b()
(bo bl bg) Flo(a) F11(CL> Flg(a) bl = 0,
Fgo(a) Fgl(a) Fgg(a) b2

es decir, que la cénica definida por la matriz Hessiana contiene a la recta tangente a C' en
a, luego en particular es una cénica degenerada y la matriz Hessiana tiene determinante
nulo, es decir a € V(Hp).

Reciprocamente, si Hp(a) = 0 implica que la cénica de matriz Mp(a) es un par de
rectas, y por el Lema 5.14 (y la Observacién 5.11), una de las rectas debe ser T,C. a

Ejemplo 5.17. Sea F = X X35 — X;. Entonces es ficil ver que

0 0 2X5
Mp = 0 —-6X; O
2X5 0 2Xp



por lo que Hr = 24X;X2. Entonces V(F) NV (Hf) consiste s6lo en el punto singular
(1:0:0) yel punto (0:0: 1), que es no singular, luego es un punto de inflexién. Puede
verse también que en esta interseccion el punto de inflexién aparece sélo al intersecar con
la parte V(X;) de V(HF), y que la multiplicidad de interseccién es 1. Por tanto, el punto
singular (1 : 0 :0) aparece con multiplicidad de interseccién 8 al cortar V(F) y V(Hp), a
pesar de tener solo multiplicidad 2 como punto de la curva.

Obsérvese también que, si queremos calcular los puntos de inflexién de una curva afin,
el modo mas eficiente es calcular los puntos de inflexion de su proyectado proyectivo. Por
ejemplo, la curva V(Y2 — X?3) no tiene puntos de inflexién, ya que su completado proyectivo
V(X0 X3 — X3) acabamos de ver que sélo tiene al punto (0: 0 : 1) como punto de inflexién,
y es un punto de la recta del infinito.

En realidad, muchas veces para estudiar una curva afin conviene estudiar su compor-
tamiento en sus puntos del infinito. Recordamos los siguientes dos ejemplos de Geometria

Proyectiva.

Ejemplo 5.18. Consideremos la hipérbola V(XY — 1). Su completado proyectivo es la
cénica X1Xo — X&, que tiene como puntos del infinito (0:1:0) y (0:0: 1). Las rectas
tangentes en ellos son, respectivamente, V(X2) y V(X1), y sus restricciones al afin son
V(Y) y V(X), que son precisamente las asintotas de la hipérbola.

Ejemplo 5.19. Si consideramos ahora la parabola V(Y — X?), su completado proyectivo
es V(XoX2 — X?), que tiene un tnico punto en el infinito, el (0: 0 : 1). La recta tangente
en dicho punto es ahora V' (Xj), la recta del infinito, luego no produce ninguna recta en el
afin. De hecho, el modo de aproximarse la pardbola al punto del infinito (que representa

la direccién vertical) no es, en este caso, asintdtico.

Los ejemplos anteriores justifican las siguiente definiciones:

Definicién. Se llama asintota de una curva afin a toda recta afin cuyo completado proyec-
tivo sea una recta tangente al completado proyectivo de la curva en algtin punto del infinito.
Se dice que una curva afin tiene una rama parabolica en una direccion dada si el completado
proyectivo de la curva pasa por el punto del infinito correspondiente a dicha direccién, y
la recta del infinito es tangente al completado proyectivo en ese punto.

Observacion 5.20. En las definiciones anteriores las tangentes pueden serlo en puntos
singulares. Incluso un mismo punto del infinito puede dar lugar a la vez a una asintota y una
rama paraboélica. Por ejemplo, consideremos la curva de ecuacién minimal f = 1+ XY 4+ X3.
Su completado proyectivo es la curva de ecuacién mimimal X3 + Xo X1 X5 + X3 asf que
su dnico punto en el infinito es el (0 : 0 : 1). Deshomogeneizando respecto de X5, se
comprueba que el cono tangente en dicho punto es el par de rectas V(XyX;). La primera
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de las rectas prueba que la curva tiene una rama parabdlica vertical, mientras la segunda
da lugar a la asintota V(X).
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6. Estudio local de puntos. Ramas

En la seccién anterior hemos visto que la multiplicidad de interseccién de una curva con
una recta en un punto se puede calcular bien gracias a que la recta se puede parametrizar.
De hecho, el tener una curva parametrizada, nos permite saber también “cuantas veces”
pasa la curva por cada punto, ya que el mismo punto puede venir de varios valores distintos
del pardmetro. En esta seccion, definiremos de modo mas formal el nimero de veces que
una curva pasa por un punto (ésa serd la nocién de rama: cada forma distinta de pasar

una curva por un punto).

Lo primero que veremos es que, de un modo “formal”, toda curva se puede parame-
trizar cerca de cualquier punto. De hecho, para puntos lisos, eso es lo que diria el teorema
de la funcién implicita en el caso en que el cuerpo base sea C. Ademads, en este caso, nos
esperamos que haya una sola rama. Antes de iniciar la teoria especifica, veamos en un

ejemplo como se haria eso:

Ejemplo 6.1. Sea la curva de ecuacién minimal f = X? — Y3 4+ 2Y? — Y. Como
g—fy"(o, 0) = —1 # 0, el teorema de la funcién implicita dice que existird una funcién g(X)
(definida en un entorno de X = 0) tal que g(0) = 0y f(X,g(X)) = 0. De esta funcién
g se puede obtener mucha informacién, por ejemplo sus derivadas en el origen, a base de
ir derivando. En efecto, derivando en la igualdad X? — g(X)3 + 29(X)? — g(X) = 0, se
obtendra

2X — 3¢/ (X)g(X)? +4¢'(X)g(X) —¢'(X) =0

luego, haciendo X = 0 y sabiendo que ¢g(0) = 0 se obtiene ¢’(0) = 0. Obviamente se
puede reiterar el proceso y calcular ¢”’(0) = 2 y en general, por recurrencia, cada derivada.
De este modo, podemos determinar todo el desarrollo en serie de Taylor de g en X = 0.
Si estamos en el caso de funciones analiticas sobre los complejos, el desarrollo en serie
de Taylor determina completamente la funcién. De hecho, en pocos cuerpos mas tiene
sentido hablar de desarrollo en serie de Taylor que converja a una funcion, pero atun asi
podemos seguir escribiendo en modo meramente formal, sin pensar en convergencia, una
serie infinita g(X) = ag + a1 X + a2 X? + .... No tendrd sentido evaluar en ningtin punto
salvo en X = 0, y serd g(0) = ao, luego la condicién g(0) = 0 se traduce en ag = 0. El
resto de coeficientes, en lugar de con el teorema de la funciéon implicita, se pueden intentar
calcular usando la igualdad

X2 —(ap+ a1 X +aosX?+.. )2 +2(ap +ar X +asX*+...)  —(ap+ a1 X +axX*+...) =0

en que, igualando a cero cada coeficiente (empezando por el término independiente), obte-
nemos
—a3 4+ 2a3 —ag =0
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—3a(2)a1 + 4aga; —a1 =0

1— 3a(2)a2 — 3a0a% + 4agas + 2a% —ay =0

La primera ecuacién en realidad no dice nada nuevo, porque ya sabemos que ag = 0. A
partir de aqui, la segunda ecuacién implica a; = 0 (que corresponde a ¢’(0) = 0, que ya
vimos). De nuevo, usando ahora la tercera ecuacién, se tiene ay = 1 (que corresponde ahora
a g"”(0) = 2). No es dificil ver que cada ecuacién nos daré el valor de cada a; en funcién
de ag,aq,...,a;_1, con lo que se pueden calcular por recurrencia todos los coeficientes de
la serie g(X).

Noétese también que en realidad la primera ecuacion da otra posibilidad para ag, que es
ag = 1. Esto es porque la curva pasa también por el punto (0, 1), que resulta ser un punto
singular. Precisamente por ello, el teorema de la funcién implicita no garantiza la existencia
de una funcién g(X) tal que g(0) =1y f(X,9(X)) = 0. Sin embargo, si ahora hacemos
ap = 1, y empezamos la iteracion anterior, la segunda ecuacién no da ninguna restriccién
ya que se anula idénticamente. Pasando a la tercera ecuacién, obtenemos 1 — a3 = 0, lo
que ahora da dos posibilidades para a; (y por tanto, dos series distintas). Aunque ahora
no sea tan inmediato, para cada soluciéon a; = 1 y a; = —1 se obtiene por recurrencia
ya una unica serie g(X) con f(X,g(X)) = 0. La justificaciéon geométrica es facil: resulta
que la curva pasa dos veces por el punto (0,1) (y sus rectas tangentes son V(X —Y + 1)
y V(X +Y — 1)), y cada una de las veces que pasa corresponde a la “parametrizacién”
(T, g(T)) (nétese que (1, 4¢’(0)) da precisamente el vector director de cada recta tangente).

En esta seccién, demostraremos que el método anterior (con alguna pequena variacién)
funciona siempre, y daremos un algoritmo explicito para calcular mas facilmente los posi-

bles desarrollos en series en cada punto, ya sea singular o no.

Definicién. Se llama serie formal de potencias en la indeterminada T' con coeficientes en
un anillo A a una expresién de la forma p(T) = ag+a;T+asT?+. .., con ag,ay, as, ... € A.
Con las operaciones naturales de suma y producto, las series formales forman un anillo que

denotaremos por A[[T]]. Por analogia con los desarrollos en serie de Taylor, escribiremos
p(0) :=ap y p'(0) := ay.

El siguiente resultado (o més bien la demostracién) muestra que, para trabajar con
series de potencias, basta trabajar formalmente.

Lema 6.2. Sea f =ao+a1T + ... € k[[T]] una serie formal. Entonces:
(i) Existe una tnica serie g € k[[T]] tal que fg =1 si y sélo si ag # 0.
(ii) Si ag # 0, para cada n € N no divisible por la caracteristica de k y cada by tal que

by = ao, existe una tnica serie g € k[[T]] tal que g" = f y g(0) = by.
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Demostracion: Para (i), si f = ag+a1T +axT?+. .., buscamos g = by + b1 T + bsT? +. ..
tal que
aobo =1

aob1 + albo =0

apbs + a1by + a2bp =0

De la primera ecuacion ya se deduce que ag # 0 es una condicion necesaria, asi que veamos
que es también suficiente.

Como ap # 0, entonces de la primera ecuacién sacamos una unica posibilidad para
bo, que es by = % A partir de este valor de by, la segunda ecuacién nos dice que hay una
unica posibilidad para b;. En general, conocidos los valores de by, by,...,b;—1 a partir de
las ¢ primeras ecuaciones, la ecuacién agb; +a1b;_1+...+a;bp = 0 da una tnica posibilidad
para b; (usando de nuevo que ap no se anula). Por tanto, por recurrencia, obtenemos una
Unica serie ¢

Para (ii), se usa también recurrencia, aunque sea un poco mas lioso de escribir. De
nuevo buscamos una serie g = by + b1T + boT? + ... que esta vez debe cumplir

—
o = @o

n _
(1>b3 bh=a
n\., _ nY\, ,_
(2)53 i (1)b° b=

n n—313 7’1,' n—2 n n—1 _
(3) bO bl + mbo blbz + (1)b0 b3 = as

Aunque no sea facil escribir la ecuacién general, lo importante ahora son dos cosas. La
primera, que de la primera ecuacién obtenemos tantas posibilidades para by como raices
n-ésimas tenga ag (que siempre existen al ser k un cuerpo algebraicamente cerrado, y seréan
exactamente n ya que la caracteristica de k£ no es un divisor de n). La segunda es que,
una vez fijado un valor de by, podemos como antes calcular cada b; de forma tnica en
funcion de bg,by,...,b;—1 y a;. En efecto, cada expresién para a; es la suma de todos
los posibles ﬁbonoblnl b eon 0-ng+1-n1+...7-n; = 4. En particular, la
incognita b; sélo aparece en el sumando (711) bg_lbi, luego se puede despejar en funcién de
bo,b1,...,b;—1 v a; (porque by # 0, y también n # 0 como elemento de k, por la hipétesis
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sobre la caracteristica). Como en el caso (i), se construyen asi por recurrencia tantas series

como posibles valores de b. l

La parte (i) del resultado anterior esta diciendo que las unidades del anillo k[[T]] son
las series que tienen término independiente no nulo. Por tanto, cada serie distinta de cero
se podra escribir de forma tnica como T"p donde p es una unidad. Esto demuestra que

el producto de dos series no nulas es no nula (luego k[[T]] es un dominio de integridad) y

p(T)
TT Y

serie infinita en que una cantidad finita de términos pueden tener exponente negativo (en

ademas el cociente de dos series siempre se puede escribir de la forma es decir, una

otras palabra, una serie de Laurent).

Definicién. Denotaremos con k((7')) al cuerpo de fracciones de k[[T]]. Cada elemento
no nulo p € k((7T")) se puede escribir de forma tnica como p = T"q¢(T), con r € Z y
q(T) € k[[T]] con ¢(0) # 0 (es decir, r es el menor exponente de 1" que tiene coeficiente no
nulo en p). Diremos que r es el orden de p, y lo escribiremos como O(p). Por convenio,

0(0) = 0

Ejercicio 6.3. Demostrar que el orden de k((T"))* satisface las siguientes propiedades:
(i) O(fg) = O(f) +O(g)

(ii) O(f + g) > min{O(f),O0(g)}, ddndose la igualdad cuando O(f) # O(g).

(iit) O(f) > 0siy sélo si f € k[[T])].

(iv) O(f) > 0siysélosi f € k[[T]] y f no es una unidad.

Generalizamos ahora el Ejemplo 6.1. Consideraremos no sélo polinomios en X, Y, sino

que permitiremos que sean series formales en X (en realidad, el resultado es cierto cuando

trabajamos con series formales en X, Y| pero es un concepto que no necesitaremos usar).

Teorema 6.4 (de la funcién implicita formal). Sea f(X,Y) € k[[X]][Y] tal que f(0,0) =0
y 3—1’;(0,0) # 0. Entonces existe una unica serie formal p € k[[X]] tal que p(0) = 0 y
f(X,p(X)) =0.

Demostracion: Escribimos
f=po(X) +p1(X)Y + ...+ pa(X)Y*
donde pg, p1, ..., pa € k[[X]]. Més concretamente escribiremos
po(X) = agy + a1 X + aga X? + ...

pl(X) = ai1o0 +011X+CL12X2 —+ ...
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pa(X) = aqo +an X + agpX?+...

Las hipétesis del enunciado equivalen a decir que agg = 0 y a9 # 0. Tenemos que ver que
existe una tinica expresion
p(X) =01 X + b X%+ ...

tal que
po(X) +p1(X) (01X + 02 X%+ .. )+ ..+ pa(X) (1 X + b X%+ ...)%4 =0

Si en la identidad anterior igualamos a cero cada coeficiente de X* (obsérvese que no hay
término independiente por ser agy = 0), obtendremos, para el coeficiente de X,

ao1 + aipby =0

lo que da como tnico posible valor by = —%. Para el coeficiente de X? tendremos

ao2 + a11b1 + aiobe + GQOb%

que de nuevo permite calcular ahora de forma tnica by en funcion de ags, a11, b1, @19, a20-
Como b; lo tenemos determinado de antes, podemos determinar el tinico posible valor de
by. En general, el coeficiente de X* para i general serd mas complicado de escribir, pero
tendra el aspecto

(expresion en algunos aj, y en by, ba,...,b;—1) +ajob; =0

lo que de nuevo permite determinar de forma tnica el valor de b;. U

El resultado anterior permite dar una parametrizacién de una curva V(f) cerca del
punto (0, 0), suponiendo que sea un punto liso de la curva. En efecto, X = ¢, Y = p(t) serfa
una parametrizacién de la curva, aunque en realidad p no tome valores. Obsérvese que, al
querer despejar la Y en funcién de la X como serie formal solo tiene sentido tomar el valor
X = 0. Podriamos generalizarlo todo tomando series formales de la forma p(7T — a), pero
preferimos a partir de ahora estudiar puntos de la forma (0, b) (cosa que siempre podremos
conseguir con una simple traslacién). Muchas veces supondremos también b = 0.

Definicién. Se llama parametrizacion formal en (a,b) de una curva afin de ecuacién
minimal f a un par (p(T),q(T)) de series formales p,q € k[[T]] tales que f(p,q) = 0,
p(0) = ay q(0) =b.
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Como hemos dicho, por comodidad, trabajaremos muchas veces con parametrizaciones
formales en (0,0), algo que siempre se puede conseguir con una traslacién. Andlogamente,
se puede dar la definicion para curvas proyectivas

Definicién. Se llama parametrizacion formal en (ag : ay : a2) de una curva proyectiva de
ecuacién minimal F' a una terna (po(T'), p1(T'), p2(T)) de series formales no todas de orden
estrictamente positivo tales que F(po, p1,p2) =0y (po(0) : p1(0) : p2(0)) = (ap : a1 : az).

Observacion 6.5. Obsérvese que, en el caso proyectivo, multiplicar las series formales de
una parametrizaciéon por una unidad en k[[T]] (es decir, una serie con término independiente
no nulo), produce una nueva parametrizacién, que puede considerarse equivalente. En
realidad, una parametrizacion formal de una curva proyectiva podria verse como un punto
de Pi((T)). En efecto, dados tres elementos pg, p1,p2 € k((T)) no todos nulos, dividiendo
todos ellos por T, donde r es el méximo de los érdenes de pg, p1, p2 obtendremos tres series
formales, y no todas de orden estrictamente positivo. Notese que si, por ejemplo, ag # 0,

entonces una parametrizacion formal (po(T"), p1(T"),p2(T)) en (ag : a; : az) es equivalente

a (1 p1(T) p2(T)
? po(T) po(T)
parametrizacién formal de la curva afin V/(F) N {X, # 0}.

). Como, por el Lema 6.2(i), pp es una unidad en k[[7T]], se obtiene una

Ejemplo 6.6. Volvamos a la curva V(2XY — X —Y) del Ejemplo 4.1. La teniamos

parametrizada mediante (TL+17 %) Ahora bien, por el Lema 6.2(ii), si vemos T'+ 1 y

T — 1 como series formales, tienen inversa para el producto, y se ve enseguida

1
—  =1-T+T?-T3+...
1+T + *

S
—1+7T

luego podemos parametrizar la curva mediante
X Y)=T-T*+T3-T*+...,-T-T?-T3-T*—-..)

(va vimos en el Ejemplo 4.12 que era imposible parametrizarla por polinomios). A partir
de aqui es facil sacar también una parametrizaciéon como la del Teorema de la Funcién
Implicita. En efecto, bastarfa despejar de la igualdad X =T —T? 4+ T3 —T* + ... la T
en funcion de la X y sustituir luego en la expresion de Y. El modo de hacer esto es, de
nuevo, suponer que podemos escribir T' = a1 X +as X?+a3X>+. .. (nétese que para X = 0
debemos obtener el valor T' = 0, por lo que la serie formal no tiene término independiente),
y entonces deberia ser

(a1 X 4+ asX? +asX® +...) — (a1 X 4+ as X? + as X> + .. )%+
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+(a1 X +asX? +a3 X34+ .. — (X +aX? +a3X>+.. ) +... =X

luego, igualando coeficientes, debe ser
a; = 1

az —a? =0

as —2a1a2+a:{’ =0

lo que va dando por recurrencia a; = 1, ag = 1, ag = 1,... (en realidad, se puede obtener
directamente de X = TLH que T = % = X 4+ X2 + X3 + ..., pero querfamos hacer

énfasis en el método general, con vistas al préximo Teorema 6.7). Con esta expresion, ya
podemos calcular el valor de Y en funciéon de X, concretamente:

Y=-T-T>-T3-T'— = (X4+X*+X3+.. ) (X+X2+X3+..)°=

(X + X+ X+ P (X XX ) - =X 22X 4x -

(como antes, esta dltima expresién se podia haber obtenido directamente del hecho de que
la igualdad 2XY — X — Y =0 implica Y = 2)‘?—_1, que desarrollado nos da la serie formal
que hemos encontrado).

Este ejemplo nos muestra que, aparte de la estructura de anillo, las series formales
tienen otra operacion. En efecto, una serie formal debe interpretarse como un desarrollo
en serie de Taylor, aunque sin preocuparse por la convergencia (aunque si k = C, puede
demostrarse que las series que salen de forma natural en esta seccién son convergentes).
En otras palabras, pueden considerarse como funciones de una variable en un entorno de
t = 0. Por tanto, pueden componerse, aunque para que tenga sentido, la primera serie que

operemos debera mandar el cero al cero.

Definicién. Se llama composicion de las series formales f,g € k[[T]], donde g(0) = 0, a
la serie fog=co+ ciT +caT? + ... dada por

Co = Qo

c1 = a1b;

2
Co = a1b2 + CLle
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siendo
f(T) =ag+a1T + axT? + ..., g(T) = 01T + boT? + . ..
Obviamente, la definicién anterior (que dejamos sélo indicada) es el modo natural de
agrupar la expresion
aop + ay (T +boT? +...) + ag(iT + boT? +..)* + ...
Notese que, si g tuviera término independiente by seria imposible determinar el valor de
co, que tendria que ser ¢y = ag + a1bg + a2b3 + ...

Teorema 6.7 (funcién inversa formal). Sea f € k[[T]] tal que f(0) = 0. Entonces existe
una serie g € k[[T]] tal que g(0) =0y f(g(T)) =T siy sélosi O(f) =1 (es decir, f(0) =0
y f/(0) #0). Ademads, en este caso, la serie g es tunica y se tiene también g(f(T)) =T y
9(0) = 755
Demostracion: Escribiendo de nuevo f = a1T + a2T? + a3T> + ..., buscamos ahora
g =0T+ bT? +b3T3 + ... tal que
T =ay (0 T+boT?+b3T3+. . ) +ao (b T+boT?+b3T3+. . )2 +az (b T+bo T2 +bsT3+. . )3 +. ..
0 equivalentemente
a1bp =1
arby 4 agh? =0
a1bs + 2asb1by + azbt =0
y, en general, igualando a cero el coeficiente de 7% obtenemos que
a1b; + (expresién que depende de ay,...,a; y de by,...,b;—1) =0.
Por tanto, es necesario que a; # 0 (usando la primera ecuacién), y en tal caso cada b; se
obtiene de forma tnica a partir de los b; con j < iy de los aj, luego g existe. Ademds,

Si ahora consideramos la tnica h tal que g(h(T")) = T, se tendra, sustituyendo 7" por
h(T') en la igualdad f(g(T)) =T,
MT) = f(g(h(T))) = (T)
lo que demuestra también g(f(T)) =T. a

Definicién. Llamaremos serie invertible a una serie formal de orden uno. Su inversa la
denotaremos por f~ (OJO: no confundir esta inversa para la composicién con la inversa
% para el producto).

Ejercicio 6.8. Demostrar que O(f o g) = O(f)O(g) para cualesquiera series formales
f,g € K[[T]]. En particular, el orden de una serie coincide con el de su composicién con
cualquier serie invertible.

60



Lema 6.9. Sea f € k[[T]] una serie y sea r > 1. Entonces son equivalentes:

(i) O(f)=r
(ii) Existe una serie invertible g tal que f = g".

(iii) Existe una serie invertible g tal que fog=T".

Demostracion: Demostremos las equivalencias ciclicamente.

(1) = (i7): Por definicién de orden, podremos escribir f(7') = T"g(T'), con g(0) # 0. Por
el Lema 6.2(ii) existird alguna serie formal A(T") tal que g(T") = h(T)" (y obviamente serd
h(0) # 0). Por tanto, f(T') = (Th(T))T, y evidentemente T'h(T') es una serie invertible, ya
que su orden es 1.

(i1) = (i74): Si g es la serie invertible tal que f = g", entonces (fog™)(T) = f(g X (T)) =
glg™H(T)) =17

(7i1) = (i): Si fog = T", del Ejercicio 6.8 se sigue que O(T") = O(f)O(g), es decir,
r = O(f) (ya que g tiene orden 1 por ser invertible). a

Obviamente, si (p, q) es una parametrizacién de una curva, también lo es (po g,qo g)
para cualquier serie tal que g(0) = 0. Sin embargo, si g no es invertible, no podemos volver
atras.

Definicién. Se llama reparametrizacion de una parametrizacion (p, ¢) a una nueva parame-
trizacion de la forma (pog, gog). Dos parametrizaciones equivalentes son dos parametriza-
ciones obtenidas una a partir de la otra mediante una reparametrizacion en la que g es

invertible.

Es un simple ejercicio comprobar que la relacién ser parametrizacion equivalente es,

en efecto, una relaciéon de equivalencia.

Teorema 6.10. Toda parametrizacion formal (p,q) en (a,b) de una curva afin es equi-
valente a una parametrizacion de la forma (a + T",q(T)), con q € k[[T]]. Ademds, nece-
sariamente r = O(p — a) y cualquier otra parametrizacién de esa forma se escribe como
(a+T7,q(wT)), donde w es una raiz r-ésima de la unidad.

Demostracion: Sea r = O(p — a) (que es necesariamente positivo). Por el Lema 6.9,
podemos encontrar una serie invertible g tal que (p —a)o g =T", es decir, pog=a+1T1".
Por tanto, (p,q) es equivalente a (pog,qog) = (a+T",q), donde §=qog.

Ademas, si (a + T7°,q(T)) es equivalente a (p,q) (y por tanto equivalente a la (a +
T",q(T)) que acabamos de encontrar), deberd existir alguna g invertible tal que (a +
T5,4(T)) = (a+g(T)",q(g(T))). De la igualdad g(T)" = T* se sigue facilmente que s = r
y 9(T) = wT, donde w es una raiz r-ésima de la unidad. Por tanto, ¢(T') = g(wT'), como
queriamos. O
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Lema 6.11. Dada una parametrizacion formal, y un entero m > 1, son equivalentes:
(i) La parametrizacion es de la forma (po g,qo g), con O(g) = m.
(ii) La parametrizacion es equivalente a una parametrizacion de la forma (p(T™), q(T™)).

(iii) Las parametrizaciones equivalentes del Teorema 6.10 son de la forma (a+T™",q(T™)).

Demostracion: Probaremos las implicaciones ciclicamente.

(i) = (i1): Por el Lema 6.9, existe h invertible tal que g o h = T™. Entonces (po g,qo g)
es equivalente a (pogoh,qogoh) = (p(T™),q(T™)).

(ii) = (ii1): Sea r = O(p — a). Por el Lema 6.9, existe g invertible tal que p —a = g".
Podremos escribir entonces

(p(T™),q(T™)) = (a+ g(T™)",q(g~ " (9(T™)))

Como g(T™) tiene orden m, usando de nuevo el Lema 6.9, existird h invertible tal que
g(T™)oh =T™, es decir, g(h(T)™) = T™. Entonces nuestra parametrizacién serd equi-
valente a (a + g(h(T)™)",q(g~" (9(T™)) 0 h)) = (a + T, q(g~"(T™))).

(#31) = (7): Por hipdtesis, la parametrizacién se podrd escribir como (a+h(T)™", g(h(T)™))
para alguna serie invertible h. Llamando ¢g(T') := h(T)™, p(T) =a+T" y q = q, se sigue
el resultado. U

Definicién. Se llama parametrizacion reducida a una parametrizacion que no es como en
el Lema 6.11.

Definicién. Se llama rama de una curva V(f) en un punto (a,b) € V(f) a una clase de
parametrizacion formal reducida de V(f) en (a,b).

Obviamente, la misma nocién sirve para curvas proyectivas, basta deshomogeneizar
respecto de alguna de las variables.

Dedicaremos el resto de la seccién a estudiar como encontrar las ramas de una curva

en un punto. La clave serd la siguiente:

Observacion 6.12. Volvamos ahora al Teorema 6.10 y supongamos a = 0. Entonces, una
rama se puede representar mediante una parametrizaciéon formal reducida, que podemos
hacer equivalente a una parametrizacién de la forma (p, ¢(T)) = (T",ap+a1T+a2T?*+. . .).
Obviamente, se trata de una parametrizacién en (0,ag) de una curva afin, y escribiremos
f € k[X,Y] para su ecuacién minimal. Esto quiere decir que tenemos una identidad
f(I",q(T)) = 0. Si (de la misma forma que se construye el simbolo ¢ para un elemento
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cuyo cuadrado es —1), escribimos el simbolo X 7 para representar una raiz r-ésima de X,
tendremos la identidad f(X, ¢(X %)) = 0, es decir, que

p(X) ::q(X%):ao—i—alX%—kagX%—f—...

es una raiz de f considerado como polinomio en la variable Y y coeficientes en k[X].

Obsérvese lo siguiente:

(i) El hecho de tomar la parametrizaciéon reducida es equivalente a que en los expo-
nentes de p no se pueda encontrar un denominador comin mas pequeno que r.
Reciprocamente, si encontramos una raiz p(X) de la forma anterior en que el de-
nominador 7 no se puede reducir, entonces encontramos una parametrizacién formal

reducida ((7T",¢(T))) como al principio.

(ii) De la misma forma que ocurre con el simbolo i, en que también —i es una raiz cuadrada
de —1, para cada raiz r-ésima w de la unidad, wX* es también una raiz r-ésima de

X. Por tanto, también seran raices de f las expresiones
Po(X) :=ag + ale% + angX% + ...

De hecho, estas nuevas raices son las conjugadas (en el sentido de la teoria de Galois)
de la raiz p(X). Estas raices corresponden (ver Teorema 6.10) a las parametrizaciones
equivalentes a (77, ¢(T)), que son de la forma

(TT7 Q(WT)> - (TT7 Qg + al(«UT + a2w2T2 + .. )

Por tanto, cada rama de V(f) en un punto (0, ag) corresponde a un conjunto de raices
conjugadas de f.

Esto nos lleva a la siguiente definicién:

Definicién. Se llama serie de Puiseuz a un elemento de k{{X}} := J 2, k[[X*]] (para
. . . ’ a b .oq b

ser precisos, hay que aclarar que identificamos los simbolos X+ y X= si 2 = 2).

Observacion 6.13. Notese que, aunque permitamos exponentes racionales, los expo-
nentes de las series de Puiseux deben tener siempre un comun denominador. Por ejemplo,
1+ X2+ X3+ X3 +...n0 es una serie de Puiseux, ya que los denominadores se hacen
arbitrariamente grandes. Sin embargo, p(X) =1+ X 3+ X2 sf es una serie de Puiseux, ya
que podemos escribir p(X) = 1+ X6 +X 6, luego p(X) = ¢(X ), donde ¢(T) = 1+T2+T3.

Ademads, 6 es el minimo denominador que podemos tomar en este caso.

Definicion. Se llama orden de una serie de Puiseuxr p al minimo exponente m € Q tal
1

que el coeficiente de X™ en p es no nulo. En otras palabras, si p(X) = ¢(X ) para alguna
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serie formal ¢ € k[[T]], entonces O(p) = Oiq). Obviamente, el orden O(p) de una serie de

Puiseux puede ser un nimero racional no entero.

Las series de Puiseux se comportan en muchos aspectos como las series formales:

Ejercicio 6.14. Demostrar que k{{X}} es un anillo, que tiene un tnico ideal maximal
y que tal ideal no admite un ntumero finito de generadores. Demostrar también que un
elemento p € k{{X}} es una unidad si y sélo p(0) # 0, y concluir que el cuerpo de
fracciones de k{{X}} es U o, k((X 7)), es decir, el conjunto de series que pueden tener
un nuimero finito de exponentes negativos. Finalmente, demostrar que sobre los elementos
no nulos del cuerpo de fracciones se puede definir un orden (que tomard valores en Q) que

satisface las propiedades del Ejercicio 6.3,

Llegamos pues al problema de encontrar las raices de un polinomio f € k[X,Y] visto
como polinomio en la variable Y, sospechando que puedan ser series de Puiseux. Podemos
intentar hacer como en el Ejemplo 6.1 para encontrar series de Puiseux que sean raices
de polinomios f € k[X,Y]. Obsérvese que no es una tarea ficil, ya que en principio no
sabemos cudl es el comin denominador r que necesitaremos. Una primera respuesta nos
viene de la siguiente generalizaciéon del Teorema de la Funcién Implicita a las series de
Puiseux:

Lema 6.15. Sea f = po(X) + p1(X)Y + ... + pa(X)Y?, donde py,p1,...,pq son series
de Puiseux, pp(0) = 0 y p1(0) # 0. Entonces existe una inica serie de Puiseux p tal que
p(0) =0 y f(X,p(X)) = 0. Ademss, si los coeficientes de f estdn en k[[X+]], entonces
también la raiz p esta en k[[X*]].

Demostracién: Sear € N cualquiera tal que po, p1, . . ., pa € k[[X+]]. Entonces, g(X’,Y) =
f(X'",Y) satisface las hipétesis del Teorema de la Funcién Implicita Formal. Por tanto,
existe una serie formal ¢(X’) € E[[X']] tal que ¢(0) = 0 y g(X’,¢(X’)) = 0, es de-
cir, f(X'",q(X’)) = 0. Entonces, si tomamos p(X) = ¢(X+), se tendrd p(0) = 0 y
f(X,p(X)) =0.

Para ver la unicidad, si p,p fueran dos raices de f, entonces tomamos r tal que
P0sP1s- - 5P, D, P € k[[X7]] v se tendria que p(X'") y p(X'") serfan dos funciones implicitas
para g, luego p(X’") = p(X'"), es decir, p(X) = p(X) como series de Puiseux. |

En general, si queremos calcular las raices de un polinomio f en Y con coeficientes

polinomios (o més en general, series de Puiseux) en X, més que intentar averiguar a priori

(*) Para quien sepa Algebra Conmutativa, tal conjunto de propiedades quiere decir que
k[[X]] es un anillo de valoracién discreta (ya que el orden toma valores enteros), mientras
que k{{X}} es un anillo de valoracién, pero no anillo de valoracién discreta.
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el comin denominador r de las raices, intentaremos averiguar cudl es el primer coeficiente
distinto de cero. En concreto, si queremos que una sustitucion en f del tipo Y = ¢ X7+ ...
(con ¢ # 0) cancele el término de menor grado necesitamos dos cosas:

(i) Que si el exponente de menor grado en f(X,cX?+...) es d, entonces cada vez que
X'Y7 tiene coeficiente distinto de cero en f, tiene que ser i + ¢j > d.

(ii) Que se cancelen entre si todos los coeficientes no nulos (por tanto al menos dos) de

los X*Y7 tales que i + qj = d.

Obsérvese que no esta claro ni quién debe ser este d. Todo esto se puede visualizar

de forma gréfica. Para ello, pintamos en el plano todos los puntos (7,j) tales que el
coeficiente de X*Y7 de f (el conjunto de tales puntos lo llamaremos soporte de f). En ese
plano buscamos posibles rectas de la forma i 4+ qj = d que dejen arriba a la derecha a todo
el soporte de f (condicién (i)) y que pasen por al menos dos puntos del soporte (condicién
(ii)).
Definicién. Dado un polinomio f € k{{X}}[Y], se llama soporte de f al conjunto de
pares (i,7) tales que f tiene un coeficiente no nulo en X*Y7. Se llama poligono de Newton-
Puiseuz a la unién, en el primer cuadrante de los semiplanos de la forma ¢ + ¢j > d, con
q > 0, que contienen al soporte de f, donde 7+ qj = d es una recta que pasa por al menos
dos puntos del soporte de f.

Observaciéon 6.16. En este lenguaje, la hipétesis p1(0) # 0 del Lema 6.15 nos esta
diciendo que, si (0,1) esta en el soporte de f (es decir, el poligono de Newton de f tiene
un solo lado), entonces existe una unica raiz, ¢ con ¢(0) = 0.

Ejemplo 6.17. Consideremos la curva de ecuaciéon minimal

f=Y5—-XY?+2X3 — X° 4+ X°Y?
y estudiemos sus posibles parametrizaciones formales en (0,0). Obsérvese primero que el
cono tangente en (0,0) es V(XY?), con lo que nos esperamos que la curva pase una vez

en la direccién de V(X)) y dos veces o una sola vez con multiplicidad dos en la direccién
de V(Y). El poligono de Newton de tal polinomio viene dado en la siguiente figura:

0.,8)

1,2) 5.2)

@1

(5.0)
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A efectos practicos, el poligono se construye siempre asi: En primer lugar, se toma
el punto (i1,71) mas a la izquierda (i.e. con i; minimo) y més abajo (i.e. con el corres-
pondiente j; minimo), en nuestro caso el (0,6). Alrededor de este punto se hace girar
en el sentido contrario a las agujas del reloj a una semirrecta vertical, hasta que toque
el primer punto (ig, j2) del soporte, en nuestro caso, el punto (1,2) (si hubiera varios, se
tomaria el que estuviera més abajo). Ahora alrededor de este nuevo punto se contintia
girando la semirrecta, hasta que toque a un nuevo punto (is,j3), en nuestro caso el (5,0)
(estd también el (3,1), pero hemos dicho que tomariamos siempre el que estuviera més
abajo). El poligono se termina cuando lleguemos al punto més bajo (y a la izquierda)
del soporte, en nuestro caso el (5,0). Nétese que este proceso acaba siempre, porque los

valores j1, j2, ... son naturales estrictamente decrecientes.
Estudiemos las posibles raices que pueden salir de cada uno de los lados:

1) Empezamos por el lado de vértices (0,6) y (1,2), es decir, la recta i + ij = %, que
corresponde a los monomios Y% — XY?2. Esto deberia producir alguna raiz que empezase
como p = X7+ ., es decir, de la forma p = X1 (c+p1), donde p; es una serie de Puiseux
con p1(0) = 0. La parte de grado mas pequeno de f(X,p(X)) serd

(eX5)0 — X(cX)2=(f —P)X>

6

luego debe ser ¢® — ¢ = 0, es decir, tenemos las posibilidades ¢ = 1, —1,4, —i (recuérdese

que queremos ¢ # 0). Nétese que obtenemos cuatro soluciones, tantas como la altura del
lado que estamos considerando.*)

Escogemos de momento el valor ¢ = 1 (es decir, buscamos ahora raices de la forma
p=X T (14 p1)), y veamos que el modo de calcular p; es por recurrencia. En efecto, p;

sera ahora una raiz del polinomio

FXXT(14Y) =X (1+7)°0 - X214+ 1)2 42X 5 (141) - X°+ X2 (14 Y)% =
— X3 ((4Y; +14Y2 +20Y2 + 15V, + 6Y + Y0) +2X T (1+ V1) — X2 + X1(1+2Y; +Y?))
Buscamos entonces raices del polinomio

FUX, YD) = (AY, +14Y2 4202 + 15V +6Y7 + YE) +2X T (14Y1) — X2 + X4 142V, +Y2)

que estd en las hipStesis del Lema 6.15, luego tendrd una unica raiz p; con p1(0) = 0, que
ademds estard en k[[X3]]. Dicha raiz la podemos calcular o bien como en la demostracién

(*) Es préctico observar que hay un modo rapido de obtener el inicio de esta rafz. Se
iguala a cero la parte de f que corresponde al lado que estudiamos, es decir, hacemos
Y% — XY? = 0. Si despejamos Y de aqui, obtendremos Y* = X, que da como solucién
Y =cX %, con ¢ = 1,—1,i,—1, que es el primer término de la raiz p que estamos hallando.
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del Teorema de la Funcién Implicita Formal o bien usando el poligono de Newton de

f1 (que tiene sélo un lado, de vértices (0,1) y (;Z,O)). En concreto, p; empezard como

plz—%X%—k..., luego la raiz p de f empezara como
1 1 1.z 11,
p:X4(1—}—p1):X4(1—§X4+...):X4—§X +...

que da lugar a la parametrizacién

1
(X,Y)=(T* T — 5T8+...)

El resto de raices para los otros valores de ¢ se pueden calcular de la misma forma, aunque
hay un truco mucho maés sencillo. Por el Teorema 6.10, las parametrizaciones equivalentes

a la anterior se obtienen cambiando 7" por ¢T', con ¢ = 1, —1,1, —i, luego son de la forma

1 1 1 1
(T4, T — 5T8 +...), (T*, -T — 5T8 +...), (T*,4iT — 5T8 +...), (T*, —iT — 5T8 +..)
que correponden, respectivamente a las raices
1 1 2 1 1 2 . 1 2 . 1 2
X4—§X +...,—X4—§X +...,ZX4—§X +...,—ZX4—§X 4+ ...

Resumiendo, este lado nos ha dado una tnica rama, precisamente en la direccién de V(X))
(el hecho de tener tangente vertical explica que no se haya podido parametrizar como
(T, q(T)))-

2) Estudiamos ahora el lado de vértices (1, 2), (3, 1), (5,0), es decir, la recta i+2j = 5,
que corresponde ahora a los monomios —XY?2 4 2X3Y — X°. Usando el truco del pie de
pégina anterior, debemos resolver Y2 —2X?2Y 4+ X% = 0, que tiene una raiz doble Y = X?2.
Es decir, al tener altura dos, nos esperabamos dos raices, pero nos ha salido sélo una
contada dos veces. Veamos qué consecuencias tiene ahora esto. La raiz que buscamos sera
entonces de la forma p = X?(1 + p1), con p;(0) = 0, y p; serd por tanto rafz de

X, X214+) = X201+ - X1+ Y)* +2X°(1+ 1) - X° + X1+ 1,)* =
= X( Y2+ X' 142Ys +YP) + XT(1 +6Y7 + 15Y7 +20Y;® + 15Y,* 4 6Y + V)
Para calcular ahora las raices de
fX,Y]) = Y2+ X1+ 2V, +Y2) + X7(1 4 6Y; + 15Y2 +20Y3 + 15V + 6Y° + V)

observamos que no podemos aplicar el Lema 6.15. De hecho, el poligono de Newton de
este nuevo polinomio tiene un solo lado, de vértices (0,2) y (4,0) (ndtese que la altura
del poligono de Newton es dos, igual a la multiplicidad de la solucién anterior). Como
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los vértices del poligono corresponden a los monomios —Y; + X*, encontramos ahora
dos posibles raices p1 = £X2 + .... Se deja al lector que compruebe que la sustitucién
f1(X, X?%(£1 + Y3)) da lugar, para cada uno de los dos signos, una tnica raiz Yo = po
(usando el Teorema de la Funcién Implicita Formal, aunque se deducird también de la

préxima demostracion). Obtenemos entonces dos raices
p=X*(1+p)=X?1+X*+..)=X2+X*+. ..
lo que da lugar a dos parametrizaciones no equivalentes
(X,Y)=(T,T>+T*+..)

Por tanto, tenemos dos ramas distintas, ambas en la direccién de V(Y').

Veamos ahora que el método anterior funciona siempre (es lo que se conoce como
algoritmo de Newton-Puiseuzr, que se explicita en la siguiente demostracion):

Teorema 6.18. Sea f € k{{X}}[Y] un polinomio tal que f(0,Y) es no nulo y divisible
por'Y. Entonces, si k es algebraicamente cerrado, existe alguna serie de Puiseux p(X) que
es raiz de f y tal que p(0) = 0.

Demostracion: Nuestras hipétesis sobre f son equivalentes a que f no tenga término
independiente y contenga algiin monomio de la forma Y7 (es decir, que algin punto del
soporte es de la forma (0, j)). Podemos suponer también que el soporte de f contiene algin
punto de la forma (i,0), ya que, en caso contrario, f serfa divisible por Y, y en particular

Y = 0 seria una raiz.

Tomamos ahora ¢,d € Q tal que sop(f) C {i + qj > d} y la recta i + qj = d corte
a sop(f) en (i1,51),..., (ir,jr) con 7 > 2 (es decir, la recta es un lado del poligono de
Newton-Puiseux), y suponemos los r puntos ordenados de izquierda a derecha, es decir,
11 <...<4.yj1>...> 7 Laparte de f que corresponde a los puntos de ese lado del
poligono serd entonces de la forma

a XY 4+ 4 a,. XY

con todos los a; no nulos. Por tanto, haciendo la sustitucion Y = ¢X? 4 ..., la parte de
grado més pequeno serd (usando que iy + qjy =d para k =1,...,7):

a X (e XD+ 4 a, X (e XD = (a1 + .. Fa,d) X = (a4 4a) X

Como buscamos un ¢ no nulo que anule el coeficiente X¢, entonces ¢ debe ser una rafz
del polinomio ¢(7T') := a1779* 777 4+ ...+ a,. Nétese que entonces el nimero de tales raices,
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contadas con multiplicidad, es j; — j,, es decir, la altura del lado del poligono. Como
observamos en el pie de pagina del Ejemplo 6.17, estas soluciones Y = ¢X? de cémo debe
empezar la raiz de f se pueden obtener directamente de la parte de f que corresponde al
lado del poligono escribiendo

a XY 4 4 a, XY = XY 4 4 e, XY =

Y .. Y .. Y . Y .Y
p— d —\J — \Ir) — de = \ir — e\ Ir
_X(a’l(Xq)l++aT(Xq) )_X(Xq) g(Xq)_X Y g(Xq)
que, efectivamente se anulara cuando % sea una de las raices ¢ de g.

Fijemos entonces una c raiz de g y tenemos entonces que, si existe la p(X) buscada
para esa ¢, se puede escribir como p(X) = c¢X? + X9 (X), con p1(0) = 0. Para ver cémo
tendria que ser esta p; para que f(X,p(X)) = 0, llamamos m a la multiplicidad de ¢
como raiz de g y escribimos entonces g(T") = (T — ¢)"™h(T), con h(c) # 0. Si hacemos el
cambio de variable Y = X%(c 4 Y1), por la construccién del poligono de Newton-Puiseux,
tal sustitucién da grado en X estrictamente mayor que d en cada monomio distinto de
los de a1 XY + ...+ a, XY (expresién que vimos que era igual a X%(3; )77 g(3)).
Tendremos entonces:

FX, XY e+ Y1) =X (c+ Y1) rglc+ Y1) +...) = XU (c+ Y1) Y"h(c+ Y1) +...)

donde los puntos suspensivos indican que todos los sumandos contienen alguna X. Por

tanto, la serie p; que buscamos tiene que ser una raiz del polinomio

f(X, X%c+Y1))
Xd

fi(X, 7)) = = (c+ Y1)"Y"h(c+ Y1) + ...

que tiene un monomio en Y™ y ninguno con un exponente menor (h(c+ Y7) tiene término
independiente h(c) # 0). De este modo, hemos reducido el calcular una raiz p de f a
calcular una raiz p; de f;. La ventaja es que la altura del poligono de Newton-Puiseux de
f1 es ahora m (salvo que f; fuese divisible por Y7, en cuyo caso la serie nula p; = 0 seria
una raiz), en principio mucho menor que la altura del poligono de Newton-Puiseux de f,
ya que m < deg(g) = j1 — j» y este tltimo nimero es sélo la altura de un lado del poligono
de f.

Aplicando este proceso a f; y reiterando, vamos encontrando una sucesién de poli-
nomios f1(X, Y1), f2(X,Y2),... en que cada f, estd en (k{{X}})[Y,] y de modo que una
raiz Y, = p,(X) de f, con p,(0) = 0 proporciona autométicamente una raiz ¥ = p(X)
de f con p(0) = 0. El proceso se puede parar porque algin f, sea divisible por Y;,, en
cuyo caso Y, = 0 es ya una raiz de f,, (en realidad, podriamos seguir calculando las demés
posibles raices de f,, escribiendo f, =Y,’g,, donde g,, ya no es divisible por Y,, y por tanto
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le podemos seguir aplicando el algoritmo). También podemos parar el proceso en cuanto
algun f,, tenga al punto (0,1) en el soporte, ya que la Observacién 6.16 nos garantiza que
en tal caso f,, tiene una unica raiz Y,, = p,(X) con p,(0) = 0.

En caso contrario, como la sucesion de enteros positivos dada por la altura de los
sucesivos poligonos de Newton-Puiseux de los f,, va decreciendo, y llegard un momento en
que necesariamente estacione. Como estamos suponiendo que no llegamos a altura uno,
estacionard en algin entero m > 1 (en realidad puede demostrarse que es un caso que
se da sélo si f tiene algtin factor multiple). Entonces se llega a un polinomio f,, cuyo
poligono tiene sélo un lado de altura m, que debe corresponder a que se puede escribir
frn=a(Y, —cp, X™)™ + ..., es decir que el lado viene dado por los puntos del soporte

(0,m), (gn,m — 1), (2gn,m —2) ..., (Mmqp,0).

Si fn € (k[[X7]])[Yy], eso quiere decir que podemos escribir g, = bacon b, €N, y el

lado del poligono tendra de ecuacién i + 67" ] = me". Como al reiterar se obtienen siempre

polinomios de las mismas caracteristicas, el nuevo polinomio
bn
fn(XvX r (Cn + Yn+1)>

fn_|_1(X,Yn_|_1) = Xme” :aY,;”—f—,

. . 1 . . ,
cuyos coeficientes siguen en k[[X *]], tiene necesariamente de nuevo poligono de Newton-
Puiseux de altura m y con un solo lado , que corresponderd al hecho de que se puede escribir
bnt1

fa1(X,Yoq1) = a(Yog1 — cpa X 77
una raiz de f, de la forma

)™ + .... Reiterando el procedimiento llegamos a

bntbnia

Y =X P Fen X 7 4. €KX

3=

]

y por tanto es una serie de Puiseux. l

El resultado anterior demuestra (haciendo una traslacion al origen) que, dado cualquier
punto (a,b) en una curva V(f), existe siempre al menos una parametrizacién formal de
V(f) en el punto. Ademds, por el Lema 6.11, podemos tomarla siempre reducida. Como
siempre, lo mismo vale para curvas proyectivas. En otras palabras, hemos visto que por
cada punto de una curva tenemos al menos una rama (y que la rama es unica si el punto
es liso). Daremos mas detalles en la seccién siguiente, concretamente en el Teorema 7.3.

Terminaremos esta seccién con dos resultados mas sobre las raices de Puiseux.

Corolario 6.19. Si k es algebraicamente cerrado, el cuerpo de fracciones de k{{X}} es
algebraicamente cerrado.

Demostracion: Sea f = po(X) + p1(X)Y + ... + pp(X)Y™ un polinomio en la variable
Y cuyos coeficientes son cocientes de series de Puiseux. Podemos quitar denominadores y
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suponer que po, p1,- - -, Pn son series de Puiseux, y —multiplicando todo por X, si hiciera
falta— que po(0) = 0. Por otra parte, tomamos el minimo valor a de O(p1)/1,...,0(pn)/n.
Entonces, si escribimos f'(X,Y”) := f(X, ;;—;) tendremos que los coeficientes de f’ como
polinomio en Y’ son series de Puiseux, y ademds una de ellas es una serie con término
independiente. Por tanto, podemos aplicar el Teorema 6.18 y encontrar una raiz p de f’.
Entonces £ es una raiz de f. U
Proposicién 6.20. Si f € k{{X}}[Y] es ménico en la variable Y, entonces todas las
raices de f estan en k{{X}}.

Demostracion: Lo hacemos por induccion sobre el grado de f en la indeterminada Y, siendo
trivial el caso en que el grado es uno. Si ahora f tiene grado d > 1 en Y, consideramos
una raiz a de f(0,Y). Entonces, el polinomio ¢(X,Y) := f(X,Y 4 a) es monico en Y y
satisface g(0,0) = 0, luego por el Teorema 6.18 existe p € k{{X }} tal que g(X,p(X)) = 0.
Por tanto, a + p(X) € k{{X}} es una raiz de f. Por la regla de Ruffini, podemos escribir

f(X,Y)=(Y —a—p(X))h(X,Y)

donde h € k{{X}}[Y] es ménico de grado d — 1 en Y. Por hipétesis de induccién, todas
las raices de h estan en k{{X}}, es decir, todas las raices de f estdn en k{{X}}, lo que
concluye la demostracién. U
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7. Interseccién de curvas. Teorema de Bézout

En esta seccién podremos utilizar todo lo visto en la seccién anterior para definir por
fin formalmente multiplicidad de interseccién de dos curvas en un punto. Como conse-
cuencia podremos demostrar ya rigurosamente el Teorema de Bézout, del que veremos una
primera aplicacién, en concreto el contar el nimero de puntos de inflexién de una curva

con singularidades sencillas.

Podemos empezar definiendo la multiplicidad de intersecciéon de una curva con una
rama de una curva, ya que una rama no es mas que una clase de parametrizacion. Asi que,
de la misma forma que para curvas parametrizadas, esta bien definida la siguiente nocién

(que no depende de representantes o de cambio de variable):

Definicién. Se llama multiplicidad de interseccion de una rama con una curva V(g) en
un punto (a,b) al orden de g(p, q), donde (p,q) es un representante de la rama.

Como en el caso de curvas, a partir de la multiplicidad de intersecciéon de una rama
con las distintas rectas que pasan por el punto correspondiente, se puede definir la nocién
tanto de multiplicidad de una rama como de tangente a una rama (a diferencia del caso

de curvas, la tangente a una rama sera unica), a partir del siguiente:

Lema 7.1. Sea (a + ¢, 17" +...,b+d,T" + ...) un representante de una rama de una
curva en el punto (a,b), con al menos uno entre c,,d, # 0. Entonces la multiplicidad de
interseccion de la rama con cualquier recta que pase por (a,b) es mayor o igual que r,
ddndose la igualdad si y sélo si la recta no es la que pasa por (a,b) en la direccién del
vector (¢, d,.).

Demostracion: Una recta que pasa por (a,b) tiene la forma V(ANX —a) + p(Y —b)). Para
calcular su multiplicidad de interseccién con la rama en (a, b) hay que calcular el orden de

Mo T+ o)+ p(de T +..) = (Aep + pud, )T + .

Por tanto, el orden es siempre al menos r, y es igual a r exactamente cuando Ac, + ud,- # 0,
que corresponde al hecho de que la direccién de la recta no es la del vector (¢, d,.). l

Definicién. Se llama multiplicidad de una rama en un punto a la minima multiplicidad
de interseccién de la rama con las distintas rectas que pasan por el punto. Se llama recta
tangente a una rama R de multiplicidad mult(R) en un punto a la tnica recta TR cuya
multiplicidad de interseccién con la rama en el punto es mayor que mult(R).

Observacién 7.2. Si consideramos la curva V(Y% — XY? 4+ 2X3Y — X5 + X5Y?) del
Ejemplo 6.17, cuyo cono tangente en (0,0) tiene ecuacién XY?2, encontramos que habfa
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tres ramas, la dada por la parametrizacién (7%, T — %Tg + ...), de multiplicidad uno con
recta tangente V(X), y las dada por (T,7% & T* + ...), ambas de multiplicidad uno con
recta tangente V(Y), lo que explica que el factor Y aparezca dos veces en la ecuacién del
cono tangente. En el caso de la cibica V(Y2 — X3), el cono tangente es V(Y 2), pero esta
vez existe una sola rama en (0,0): la dada por (T?,T?), que tiene multiplicidad dos y
recta tangente V(Y). En este caso, el exponente dos del factor Y en la ecuacién del cono
tangente se debe a que la rama tiene multiplicidad dos.

Comprobemos que lo observado en estos ejemplo es general, entendiendo siempre como
ecuacién del cono tangente aquella con multiplicidades en el sentido de la Observacion 5.2.

Teorema 7.3. Sea C una curva plana. Entonces la ecuacion del cono tangente a C' en
un punto p es el producto de las distintas rectas tangentes a las distintas ramas de C en
p, cada una de ellas elevada a la multiplicidad de la rama. En particular, hay un niimero
finito de ramas en p, y la suma de sus multiplicidades es la multiplicidad del punto en la

curva.

Demostracion: Haciendo un cambio de coordenadas en que C' (o su completado proyectivo)
no pase por (0 : 0 : 1) y que el punto p sea (1 : 0 : 0), podemos suponer que C es afin
con ecuacién minimal f € k[X,Y]| monica en Yy p = (0,0). Por la Proposicién 6.20, las
raices de f como polinomio en la variable Y son series de Puiseux (distintas, al no tener f
factores multiples), y podemos escribir

FXY) = [TV =p(X))

p(X)

donde p(X) recorre el conjunto de raices de f. Como la ecuacién del cono tangente es la
parte homogénea de grado menor de f, serd igual al producto de las partes homogéneas
de cada Y — p(X). Recordemos primero que, por la Observacién 6.12(ii) cada raiz de la

forma

p(X) =ag+a X7 +a X" +...

viene junto al conjunto de raices, cuando w recorre el conjunto de raices r-ésimas de la
unidad,
1 2
Pw(X) :=ag+ aqwX"™ +awX™ + ...

y estas r raices se corresponden con la rama R de C en el punto (0,aq) definida por la
parametrizacién (17, ag + a1T + a2T? + ...). Si ag # 0, entonces la rama no es en el
punto (0,0), y la parte homogénea de grado menor en cada Y — p,(X) es la constante
no nula —ag, lo que no aporta nada a la ecuacién del cono tangente. Si, en cambio,
ag = 0, la rama R lo es del punto p = (0,0) que estamos estudiando. En este caso, si

73



as es el primer coeficiente no nulo de p(X), la rama R viene dada por la parametrizacion
(T",asT* +...as.1T°T +...). Distinguimos ahora tres casos:

—Si s < r, entonces R tiene multiplicidad s, y su recta tangente es V(X). Por otra
s+1
)

parte, la parte de grado menor de IL, (Y —p, (X)) = (Y —a,w* X ¥ —a, 1w X+ —. ..
es I, (—asw®X "), que es un miltiplo no nulo de X*.

—Si, en cambio, s > r, entonces R tiene multiplicidad r, y su recta tangente es V(Y).
Ahora, la parte de grado menor de IL, (Y — p,(X)) es Y.

—Finalmente, si s = r, la rama R tiene multiplicidad » = s y su recta tangente es
(Y — a,X), y la parte de grado menor de I1,(Y — p, (X)) es (Y —a, X)".

En cualquiera de los tres casos, obtenemos exactamente la ecuacion de la recta tan-
gente a la rama R elevada a la multiplicidad de R, lo que demuestra el resultado. l

Podemos ya definir de forma precisa multiplicidad de interseccién de dos curvas en un
punto:

Definicién. Se llama multiplicidad de interseccion de dos curvas C' y D en un punto
p € CND a la suma de las multiplicidades de interseccién en p de cada rama de C' en p
con D. Denotaremos por mult,(C, D) a tal multiplicidad.

Notese que, cuando C' es una recta, tiene una tinica rama en cada punto, y esta nueva

definicién coincide con la dada al final de la seccién 4.

Obsérvese que en principio la multiplicidad de interseccion depende del orden en que
consideremos C'y D, aunque pronto demostraremos que no es asi. Para ello, relacionaremos
esta multiplicidad de interseccion con la multiplicidad de las raices de la resultante que
obteniamos en el Teorema Débil de Bézout, lo que nos permitira acabar demostrando el
Teorema de Bézout en su totalidad.

Empezamos con un par de propiedades ttiles, que nos pueden permitir saber la mul-
tiplicidad de interseccién sin necesidad de hacer ningtn céalculo.

Proposicion 7.4. Si a es un punto de interseccion de dos curvas C' y D, entonces para
toda rama R de C en p se tiene mult,(R, D) > mult(R) mult, (D), con igualdad si y sélo
si T, R no es una de las rectas del cono tangente de D en p.

Demostracion: Mediante un cambio de variables y paso al afin podemos suponer p = (0, 0)
y TR =V (Y). Por tanto, una parametrizacién reducida de R es de la forma (T", cT*+. . .),
con s > r = mult(R). Por otra parte, la descomposicién de una ecuacién minimal de D
serd de la forma ¢(X,Y) = g (X,Y) + ...+ g4(X,Y), con m = mult,(D). Por tanto, el
término de menor grado de g(T",c¢T® +...) sélo puede ser un 7", que aparecera si y s6lo
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si g, tiene término en X, es decir, si y sélo si g,,,, que es la ecuacién del cono tangente

no es divisible por Y. l

Proposicion 7.5. Si a es un punto de interseccién de dos curvas C' y D, entonces
mult, (C, D) > mult, (C) mult, (D), con igualdad si y sélo si C'y D no comparten ninguna
recta tangente en p.

Demostracion: Sean Rq,..., R, las ramas de C en p, y sean mq, ..., ms sus multiplicidades
respectivas. Entonces, por la Proposicién 7.4, se tiene mult,(R;, D) > m; mult,(D), con
igualdad si y sélo si la tangente a R; en p no es tangente a D en p. Como, por definicion,
mult, (C, D) = £{_, mult,(R;, D) y, por el Teorema 7.3, serd mult,(C) = mi + ... + ms,
el resultado se sigue sumando las s desigualdades anteriores. l

Ya finalmente, demostramos un lema técnico que serd crucial a la hora de demostrar
el Teorema de Bézout, ya que nos indica que la multiplicidad de interseccion que hemos
definido coincide con la multiplicidad que nos aparecia en la demostracién del Teorema
Débil de Bézout.

Lema 7.6. Si F,G € k[Xy, X1, X2] son polinomios homogéneos primos entre si, F'y G
son manicos en la variable Xo, y resx, (F,G) = I1;(a; Xo + b; X1)®* es la descomposicion en
factores irreducibles de Rx,(F,G), entonces cada s; es la suma de las multiplicidades de
interseccion de V(F') y V(G) en los puntos de la recta V(a; Xo + b; X1).

Demostracion: Obviamente, si hacemos un cambio de variable en X, X7, entonces la
resultante de los polinomios correspondientes se obtiene haciendo el mismo cambio de
variable en el polinomio resultante. Por tanto, bastard ver que, si X es la maxima
potencia de X7 que divide a Rx,(F,G), entonces s es la suma de las multiplicidades de
intersecciéon de V(F') y V(G) en los puntos de la recta V(X7). Si llamamos f,g € k[X,Y]
a los deshomogeneizados respectivos de F' y G, entonces es claro que el deshomogeneizado
de resx, (F,G) es Ry (f,g). Por tanto, hay que ver que, si X* es la maxima potencia de
X que divide a Ry (f,g), entonces s es la suma de las multiplicidades de interseccién de
V(f) vy V(g) en los puntos de la forma (0, b).

Por otra parte (ver Ejercicio 2.2), sabemos que

Ry (f,9) = [] 9(X,p(X))
p(X)
donde p(X) son las raices de f como polinomio en Y, que sabemos que son series de Puiseux
(por la Proposicién 6.20). Usamos ahora la estrategia de la demostracién del Teorema 7.3.
Por la Observacién 6.12(ii), cada raiz de la forma

p(X)=ao+ a1 X7 +ax X" +...

75



viene en un conjunto de r raices conjugadas, al variar w en el conjunto de las r raices

r-ésimas de la unidad,
pw(X) =ap + (Ile% + a2w2X% + ...

y todas ellas corresponden a una misma rama R en el punto (0,ag) representada por
cualquiera de las parametrizaciones equivalentes

(T", ap + a1wT + aw?T? + ..).

Reciprocamente, cada rama en un punto de la curva sobre la recta V(X) viene de un
conjunto de raices conjugadas de esa forma (obviamente, el valor r puede ser distinto para
cada rama). Por tanto, vamos que estudiar cudl es la maxima potencia de X que divide a
cada subproducto

[T 9(X,pu(X))

es decir, debemos calcular

O(J]9(x,pu(X))) =D O((9(X,pu(X))) =

w

— mult(R,V
" > " g){go)( ,V(g))

_ Z O(g(TT, ap + arwT + asw?T? + .. )) Z mult (g q.) (R, V(g))

Por tanto, la maxima potencia de X que divide al subproducto de HP(X) g(X,p(X)) que
corresponde a las ramas en un punto concreto (0, b) es precisamente mult g ) (V' (f), V (g)),
y la maxima potencia de X que divide al producto total es la suma de todas las multipli-
cidades de interseccién en los puntos de V(X), como queriamos. U

Teorema 7.7 (Bézout). Sean C,D C P? dos curvas sin componentes comunes. Entonces
ZpEC’ﬁD multp(cv D) = deg(C’) deg(D)'

Demostracion: Basta rehacer la demostracion del Teorema Débil de Bézout (Corolario
2.9), pero usando ya el Lema 7.6. En efecto, tomamos coordenadas de modo que el punto
(0:0:1)noesté ni en C nien D ni en ninguna recta que una dos puntos de interseccién de
C' y D. Entonces, podemos tomar ecuaciones minimales F'y G de C' y D respectivamente
que sean monicas en X5. Por el Teorema 2.8, la resultante de F'y G respecto de X5 es un
polinomio homogéneo de grado deg(F') deg(G) en Xy, X7. Entonces factorizard como

resx, (F,G) = II;(a; Xo + b; X1)*
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y evidentemente ), s; = deg(F') deg(G) = deg(C) deg(D). Basta por tanto ver que los s;
son las multiplicidades de interseccién de las curvas C' y D en los distintos puntos. Esto
es asi porque cada punto de interseccién estd en alguna de las rectas V(a; Xo + 0;X7),
y ademads, por la eleccién de coordenadas, cada recta V' (a; Xy + b;X7) contiene un tnico
punto de interseccién p;. Pero el Lema 7.6 implica que mult,, (C, D) = s;, lo que concluye
la demostracion. U

Observacion 7.8. Obsérvese que la demostracién anterior demuestra que el orden
de las curvas no influye a la hora de calcular multiplicidades de interseccién. En efecto,
la multiplicidad de interseccién de D y C' en un punto p; es la multiplicidad de la raiz
(=b; : a;) en resx, (G, F). Y, como resx, (F,G) y resx, (G, F') difieren como mucho en el
signo, se tiene mult,, (D, C') = mult,, (C, D).

Apliquemos ahora el Teorema de Bézout a un caso concreto. Vimos en el Teorema
5.16 que los puntos de la intersecciéon de una curva con su curva hessiana nos da los puntos
de inflexién mas los puntos singulares de la curva. Si la curva es de grado d, su curva
hessiana es de grado 3(d — 2), luego 3d(d — 2) es el nimero de puntos de inflexién més
el nimero de puntos singulares, cada uno de ellos contados con cierta multiplicidad de
interseccion (la ecuacién Hp de la curva hessiana podria no ser minimal; de todas formas,
entenderemos la multiplicidad de interseccion de la curva con su hessiana la suma de las
multiplicidades de interseccién con cada una de las componentes de la hessiana, contadas
tantas veces como se repitan). Nuestro objetivo ahora es determinar las multiplicidades

de interseccién que obtenemos. Empecemos con los puntos de inflexién.

Lema 7.9. Si a € C C P% es un punto liso tal que mult,(C,T,C) = r, entonces
mult,(C, Hp(a)) = r — 2, donde F es una ecuacion minimal de C. En particular, si

C' no contiene rectas entonces tiene un numero finito de puntos de inflexion.

Demostracién: Haciendo un cambio de coordenadas podemos suponer que a = (1:0: 0)
y T,C = V(X3). Esto quiere decir, deshomogeneizando respecto de X, que una ecuacién
minimal de la correspondiente curva afin tiene el aspecto F(X,Y) =Y + ¢X" con ¢ # 0,

y una parametrizaciéon formal en a es de la forma

X=T
Y=—cT"+...

Homogeneizando, una ecuacién minimal de C' es de la forma F(Xg, X1, Xa) = Xg_ng +

cXg_TX 1+ ..., y una parametrizacién formal de C' en a es de la forma
Xo=1
X1 =T
Xo=—=cT"+...
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Entonces
Foo=(d—1)(d—2)X{ Xy +c(ld—r)(d—r—DXTT2XT +...
For =cr(d—nm) XS XT 1+ .
Foo=(d—1)XJ§2+...
Fii=cr(r—D)XETX7T2+...

y, por tanto,
bT" er(d—r)Tm Y +... (d—1)+...
Hp(LT,=eT" +..) = er(d =T 4. er(r = T2 4 ..
d—1)+...

donde b = —¢(d — 1)(d — 2) + ¢(d — r)(d — r — 1) (aunque no importe cudl es el valor
concreto). Como es claro que el término de menor grado es —cr(r — 1)(d — 1)2T772, se
sigue que mult,(C, Hp(a)) = r — 2. En particular, es un valor finito, luego hay un nimero
finito de puntos de inflexién. El hecho de que C' no contenga rectas es precisamente lo que
implica que r sea un valor finito para cualquier punto de inflexién. 1

Definicién. Se llama punto de inflexion ordinario a un punto de inflexién a de una curva
C tal que mult,(C,T,C) = 3.
Veamos ahora qué ocurre con los puntos singulares mas sencillos. Para ver cuéles son,

estudiemos las curvas de grado mas pequeno que tengan puntos singulares. Como una

conica irreducible es lisa, tendremos que considerar ctbicas:

Ejemplo 7.10. Sea C' C P? una cubica irreducible. Observamos en primer lugar que
C tiene como mucho un punto singular, ya que, si no, la recta que pasa por dos puntos
singulares cortarfa a C' con multiplicidad al menos dos en cada punto singular (por la
Proposicién 7.4), contradiciendo el Teorema de Bézout. De nuevo por la Proposicién 7.4 y
el Teorema de Bézout, el punto singular no puede tener multiplicidad mayor estrictamente
que dos, asi que necesariamente es un punto doble, y por el Teorema 7.3 tendra o bien dos
ramas lisas o una rama doble. Estudiemos separadamente los dos casos:

—Supongamos primero que el punto singular tiene dos ramas lisas. Las tangentes a
las ramas no pueden ser iguales, pues en tal caso la recta tangente cortaria a C' al menos
con multiplicidad cuatro en el punto singular. Por el mismo motivo, ninguna de las rectas

tangentes a C' en el punto singular puede ser de inflexién.

—Si en cambio el punto singular tiene una tnica rama que es doble, de nuevo por el
Teorema de Bézout la recta tangente a la rama corta con multiplicidad exactamente tres.
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Esto motiva las siguientes definiciones:

Definicién. Se llama nodo ordinario de una curva C' a un punto doble a € C con dos
tangentes distintas, y de forma que cada una de ellas corte a la curva con multiplicidad
tres en a (o dicho de otro modo, que cada recta tangente corte a la rama correspondiente
con multiplicidad dos, es decir, que ninguna de las ramas es de inflexién). M4s en general,
un nodo es un punto singular en que todas las ramas tienen multiplicidad uno y las rectas
tangentes a ellas son todas distintas entre si.

Definicién. Se llama cispide a un punto singular que tenga una sola rama. Una cispide
ordinaria es una cuspide que es un punto doble tal que la recta tangente corta a la curva

en el punto con multiplicidad tres.

Veamos las multiplicidades de interseccion en estos puntos entre la curva y su hessiana.

Lema 7.11. Sia € C C P? es un nodo ordinario, entonces mult,(C, Hr(a)) = 6, donde

F' es una ecuacion minimal de C.

Demostracion: Mediante un cambio de variable suponemos a = (1 : 0 : 0) y el cono
tangente a C' en a es V(X1 X5). Pasando al afin, la ecuacién minimal de la curva sera de la
forma f(X,Y) = XY +términos de mayor grado. Ademds, como mult o) (V(f),V (X)) =
3, necesariamente Y3 es la maxima potencia de Y que divide a f(0,Y), y simétricamente
X3 es la méxima potencia de X que divide a f(X,0). Por tanto, f tiene monomios de la
forma c¢; X3 y ¢2Y'3, con ¢y, ¢y # 0. Homogeneizando, una ecuacién minimal de C' tiene el
aspecto F = X372 X1 Xo + 1 XF3XP + 2 X33X3 ... con ¢1,¢2 # 0 y las ramas de C en

a se pueden parametrizar como

Xo=1 Xo=1
X, =T X, =—cT?+ ...
Xo=—c1T?+ ... Xo=T

Entonces tendremos:
Fo=(d—-2)X{3X1Xo+ (d—3)er XTT4XP + (d — 3)eo XTT4X35 + ...
Fy = X8 Xo + 3 X§3X2 + ...
Fr=XE2X) + 36 X$73X3 + ...
Foo = (d—2)(d=3)XJ™* X1 Xo+(d—3)(d—4)er XEP X+ (d—3)(d—4) o X TP X3+ ..
For = (d—2)X$3 X, +3(d— 3)er X X2 + ..
Foo = (d—2)XI3X, +3(d — 3)ea X X3 + ...
Fip =60 X573X, + ...
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Flo =X+ ...
F22 = 602Xg73X2 + ...

Por tanto, sustituyendo la parametrizaciéon de la primera rama en la ecuacién del

determinante hessiano tendremos:

—2c1(d=3)T3+... c1(2d=7)T?+... (d—2)T+...

Hp(1,T,—c1T* +...)=| c1(2d = T)T? + ... 61T + ... 1+... =
(d=2)T +... 1+4... —6c1c0T? + ...
= (2e1(d —2)(2d = 7) — 6¢1(d — 2)* + 21 (d — 3))T? + ... = —2¢1(d — 1)*T° + . ..

lo que demuestra que la multiplicidad de intersecciéon de dicha rama con la curva hessiana
en el punto a es tres. Por simetria, la otra rama corta también con multiplicidad tres, lo
que concluye el resultado. U

Lema 7.12. Sia € C C P? es una cispide ordinaria, entonces mult,(C, Hr(a)) = 8,
donde F es una ecuacion minimal de C'.

Demostracion: De nuevo, podemos suponer que a = (1 : 0: 0) y que el cono tangente es
V(X2). Entonces la rama de C en a se puede parametrizar

Xo=1
X, = T?
Xo=cT?+...

con ¢ # 0, con lo que una ecuaciéon minimal de C' tiene el aspecto
F=XI2X2 - A2X{3X3 4.

luego
Fo=(d—2)X{3X2 — (d—-3)XIX3 + ...
Fy = -3AXI3XE+ ...
Fy=2X$2Xo + ...
Foo = (d—2)(d—3)XI*X3 — (d—3)(d - H)AXIXP + ...
For = —3(d — 3)AXJ X2 + ...
Foo =2(d —2) X3 X0 4 ...
Pl = —62X33X, + ...
Fop =2X57%2 4 ...
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(y ademds cada monomio de Fi5 contiene algin X; o X3). Sustituyendo la parametrizacién
de la rama en la ecuacion de la curva hessiana en el punto obtenemos:

2(d —3)ATS + ... —=3(d—3)T*+... 2(d—2)cT?+...
Hp(1,T?,cT? +...) = | =3(d — 3)c*T* + ... —6c¢%T2 + ... (orden > 2)
2(d —2)eT3 + ... (orden > 2) 24...
= (—24(d - 3)c" +24(d — 2)*c* —18(d — 3)*c")T® + ... = 6(d — 1)*c"T® + . ..
de donde se obtiene el resultado. t

Podemos ya por fin contar el niimero de puntos de inflexion de una curva:

Teorema 7.13. Si una curva irreducible C C P2 tiene como tnicas singularidades § nodos
ordinarios y k cuspides ordinarias, y sus puntos de inflexién son todos ordinarios, entonces
tiene exactamente i = 3d(d — 2) — 65 — 8x puntos de inflexién distintos.

Demostracion: Basta juntar el Teorema 5.16 con los Lemas 7.9, 7.11 y 7.12. U

Ejemplo 7.14. Podemos aplicar ahora el Teorema 7.13 para calcular el niimero de puntos
de inflexién de cada tipo de ctibica irreducible (ver Ejemplo 7.10). Observemos en primer
lugar que los puntos de inflexién son todos ordinarios, ya que, por el Teorema de Bézout,
una recta no puede cortar a una cubica con multiplicidad mayor que tres en ningin punto.

Por tanto tendremos que:
—si la cubica es lisa, tendra nueve puntos de inflexion;
—si la cubica es nodal, tendra tres puntos de inflexién;
—si la cubica es cuspidal, tendra un solo punto de inflexion.

Se puede deducir de aqui que todas las ciibicas nodales son proyectivamente equi-
valentes, y lo mismo ocurre para las cubicas cuspidales:

Teorema 7.15. Toda cubica irreducible nodal se puede escribir, en un adecuado sistema
de coordenadas como V (XoX? — Xo X3 — X?).

Demostracion: Dada una cubica nodal, podemos escoger coordenadas de modo que el nodo
sea (1:0:0) con cono tangente V(X% — X2) y que un punto de inflexién sea (0: 0 : 1) con
tangente V(Xj). La condicién sobre el nodo es equivalente a que una ecuacién minimal de
la curva sea de la forma F' = Xo(X?—X2)+ términos de grado tres en X1, X5, y la condicién
sobre la inflexion es equivalente a que los términos de grado tres en X7, X5 consistan sélo

en un monomio de la forma cX3, con ¢ # 0. Por tanto, una ecuacién minimal es de la
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forma F = Xo(X? — X2) + cX3. Haciendo el cambio (Xg : X7 : Xo) = (—cX} : X7 : X})
se llega al resultado. U

Teorema 7.16. Toda ciubica irreducible cuspidal se puede escribir, en un adecuado sis-
tema de coordenadas como V(X X2 — X3).

Demostracion: Dada una cibica cuspidal, podemos escoger coordenadas de modo que la
ctspide sea (1 : 0 : 0) con recta tangente V(X2) y que su tnico punto de inflexién sea
(0 :0:1) con recta tangente V(Xy). Como antes, estas condiciones son equivalentes a
que una ecuacién minimal de la cibica sea de la forma F = Xy X2 + c¢X}, y un cambio
de variable (Xo : X7 : X2) = (—cX{ : X] : X)) demuestra que cada cubica cuspidal es
proyectivamente equivalente a V (XoX3 — X3). a

Para las cubicas lisas, la situacion ya no es la misma, ya que existen infinitas clases de
equivalencia de cuibicas lisas médulo equivalencia proyectiva, como veremos en el Teorema
8.18.
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8. Curva dual. Formulas de Pliicker

Intentaremos imitar ahora lo que ocurre para cénicas proyectivas irreducibles: que el
conjunto de sus rectas tangentes forma otra cénica en el plano proyectivo dual. La primera
diferencia sustancial es que no tiene que ser cierto que el conjunto de rectas tangentes de
una curva irreducible de grado d sea una curva en el dual del mismo grado; de hecho tal
grado no solo no es d en general, sino que dependerd de mas cosas que del grado d de la
curva de partida, en concreto de los tipos de puntos singulares que tenga. Esto mismo
ocurria en el calculo del nimero de puntos de inflexién de una curva. Las formulas de este

tipo es lo que se llama formulas de Pliicker.

Veamos en primer lugar la existencia de curva dual como curva en el plano proyectivo

dual, para lo cual serd crucial el siguiente:

Teorema 8.1. Dada una curva C C P% de grado d, existe un polinomio homogéneo
G € k[Uy, U1, Us] de grado d(d — 1) tal que G(ug,u1,u2) = 0 siy sélo si la recta V (uogXo +
u1 X1 4+ u2Xs) corta con multiplicidad al menos dos a C' en algun punto. En particular,
por el Teorema de Bézout, G(ug,u1,usz) # 0 si y sélo si la recta V(ugXo + u1 X1 + w2 Xs)
corta a C' exactamente en d puntos distintos.

Demostracion: La demostracion guarda muchas similitudes con la del Teorema 4.9. Dada
una recta V(uoXo + u1 X1 + u2Xo) hay distintas formas de parametrizarla, dependiendo
de qué valor wug, u1,us sea no nulo. En concreto, se trata de escoger dos puntos entre las

filas de la matriz

0 u9 —U1
—U2 0 (%)
U1 —Ug 0

De este modo, tenemos los siguientes polinomios que se obtienen al sustituir en una
ecuacion minimal F' de C' las posibles parametrizaciones:

-Ux 0 U

Ao(To, Th) := F((TO ) < U, -Uy O

) ) = F(=UsTy + U Th, —Ug Ty, Ug'To)

Uy —U 0
A1<T0,T1) = F((TO Tl) < 01 U20 —U1> ) :F(UlTo,—U0T0+U2T1,—U1T1)

As(To, Th) =F((To Tv) < % %2 _UU1> ) = F(=UsTy, UsTy, —Ur Ty + UoTh)
—Us2 0
dependiendo, respectivamente, de si ug, u1, us son distintos de cero. La idea seria tomar en
cada uno de los casos el discriminante del correspondiente polinomio, que serd homogéneo
de grado 2d(d — 1) en Uy, Uy, Us (los coeficientes de cada A; son homogéneos de grado d
en Uy, Uy, Us, y la matriz del discriminante es de orden 2(d — 1)). La clave es que estos
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discriminantes estdn relacionados mediante el polinomio comin G buscado de la siguiente
forma:
Disc(A4;) = Uid(dil)G

En efecto, por ejemplo, usando que

(U1 ~Up 0):<0 1)(—U2 0 UO)
0 U -U T U, -Uy O

quitando denominadores tenemos la igualdad
0 Uy _ 0 Uy -Us 0 U _
AO(<TO Tl)(_Ul —UQ))_F(<TO Tl)(_Ul —UQ)( Ul _UO 0))_

= F(Uo (T Tl)(Ul Yo 0 ))zU(?Al(To,Tl),

0 Uy -U

luego el Ejercicio 4.8(iv) implica
(UoU1) U4~V Disc(Ag) = U2“"VDisc(A4,)

lo que implica la existencia de un polinomio G de grado d(d — 1) tal que Disc(Ay) =
Ug(d_l)G y Disc(4;) = Uld(d_l)G. De la misma forma, usando que

0 Uy U\ _ (7 T2\(-U2 0 U
~U; 0 Uy ) 1 0 Ui -Uy 0

-U; -U.
AO((TO T].) ( []01 0 2) ) = U(L)iA2(T07T1)7

obtenemos

y de nuevo por el Ejercicio 4.8(iv) obtenemos
(UoUs) ™4~V Disc(Ag) = U2V Disc(A,)

y por tanto también Disc(As) = Uzd(d_l)G.

A la vista de esto, dada una recta V(uogXg + u1 X7 + u2Xa) con u; # 0, se tiene que
corta a C' con multiplicidad dos en algiin punto si y sélo si A; tiene una raiz multiple, y
por el Teorema 4.4 eso es equivalente a que su discriminante sea cero, lo que es equivalente

a que G(ug,u1,us) sea cero, como queriamos. O

Obsérvese que, a priori, el polinomio G del enunciado anterior podria ser cero, cosa
que descartaremos en breve (ver Corolario 8.8).
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Ejemplo 8.2. Al igual que ocurre en el caso de la ecuacion implicita de una parametriza-
cién (Teorema 4.9), la ecuacién G podria no ser una ecuacién reducida, con un exponente
indicando el nimero de veces que se recorre la curva dual (ver Ejemplo 4.11). En realidad,
eso ocurre sélo en el caso de las curvas extranas, que ya dijimos en la Observacion 5.9 que
se daba sélo para cénicas en caracteristica dos. En efecto, tomemos F := XoX, — X?.
Entonces, si tomamos

Ag = F(=UsTy + Uy T1, —UoTy, UpTy) = —UgUsTg + UpUr ToTy — UGTY

se tiene

(AO)O - —2UOU2T() + U0U1T1
(Ag)1 = UoUr Ty — 2UETy

—200U;  UpgUy

Disc(Ag) = Res((Ao)o, (Ao)1) = UUy,  —2U2

= Ug (4UgUs — U)

Por el Teorema 8.1, la ecuacién de la cénica dual es 4UyUs — U# (que es la que se obtendria
usando Geometria Proyectiva). Sin embargo, si el cuerpo base es de caracteristica dos, esa
ecuacion se convierte en —U?, es decir, obtenemos el haz doble de las rectas que pasan por
(0:1:0), tal y como vimos en la Observacién 5.9.

Ejemplo 8.3. Notese que la ecuacion G del Teorema 8.1 no es todavia la ecuacién
del conjunto de rectas tangentes a la curva C'. En efecto, si C tiene un punto singular,
cualquier recta que pase por dicho punto singular cortara a C' con multiplicidad al menos
dos en dicho punto. Por tanto G' contendra como factores a las ecuaciones (lineales) de los
haces de rectas que pasan por los puntos singulares de C. Por ejemplo, si C' es la ctbica

de ecuacién F := Xy X7 — X3, entonces tendremos
Ag = F(~UsTy + Ui Ty, —Ug Ty, UgTy) = —UZUSTE + USULTET, + UST}
(Ag)o = —3UZULTE + 2UEUL Ty Ty

(Ao)1 = UGULTE + 3USTYE
—3U2Uy  2U3U, 0 0

: 0 —3U3U, 23U, O
Disc(4g) = 02, o 2 3?]3 ! 0 1= 30U (27UgU3 4 4U3)
0 UzU, 03U}

Segun el Teorema 8.1, el conjunto de rectas que cortan a C' con multiplicidad al menos
dos en algtin punto tiene ecuacién G = 3U3 (27U U2 + 4U3). El factor Uy corresponde al
haz de rectas que pasan por el punto (1:0:0), que es el punto singular de C'. Por tanto,
la curva dual tendrd ecuacién 27UyUs + 4U3 (que es la que tiene que haberse obtenido
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en el Ejercicio 5.10). Notese que en esta curva dual hay un punto que corresponde a una
recta que pasa por el punto singular (1 : 0 : 0) de C. En efecto, si hacemos Uy = 0,
obtenemos el punto (ug : up : uz) = (0:0: 1) € P2* que corresponde a la recta V(Xy),
que es precisamente la recta tangente a C' en el punto singular (1 : 0 : 0). Por tanto, esta
curva dual V (27UgU3 +4U3) C P%*es exactamente el conjunto de rectas tangentes a C' en
algiun punto, sea singular o no. De hecho, aunque el punto (1 : 0 : 0) € IP’% sea singular
para C, el correspondiente punto (0 : 0 : 1) € ]P’i* no es singular para la curva dual (y
mas precisamente, es un punto de inflexién). Obsérvese que sin embargo esta curva dual
si que tiene un punto singular, que es el punto (1 : 0 : 0) € IP’%*, que es una cuspide y
corresponde a la recta V(Xj), que es la recta tangente a C en el punto (0: 0: 1) € P%, que
es un punto de inflexién de C' (el unico punto de inflexién, segin el Teorema 7.13). Esta
dualidad inflexién/cuspide no es una casualidad, como veremos més adelante.

Definicién. Se llama curva dual de una curva C' C P2 a la curva C* C ]P’i* de ecuacién
G' € k[Uy,Uy,Us], donde G’ es el polinomio obtenido a partir de G (del Teorema 8.1)
quitando todos los factores lineales que correspondan a haces de rectas que pasan por los
puntos singulares de C'. Se llama clase de una curva C al grado d* de su curva dual.

Puede demostrarse (aunque no es inmediato) que, como ocurre en el Ejemplo 8.3, la
curva C* es exactamente el conjunto de rectas tangentes a C' en algiin punto, singular o no
(desde luego, en C* estan todas las rectas tangentes a C' que no pasan por ningin punto
singular de C').

Notese también que, en el Ejemplo 8.3, el grado de la curva dual coincide con el
grado de F', lo que en general no serd lo habitual. De hecho, en caso de no tener puntos
singulares, el grado de la curva dual habria sido seis. Si hemos llegado a grado tres es
porque la ecuacién del haz de rectas por el punto singular (que es una cispide) ha aparecido
con multiplicidad tres. Como ocurre en el caso de los puntos de inflexion, cada tipo de

singularidad dara lugar a una multiplicidad distinta del factor lineal correspondiente.

Como el lector imaginard, intentar calcular la multiplicidad que corresponde a cada
tipo de singularidad parece una tarea complicada (ya es suficientemente complicado el
modo de calcular la ecuaciéon G, como para ahora adivinar con qué exponente aparecen
sus posibles factores lineales). Intentaremos otro camino bastante mds directo que nos

permitira usar de nuevo multiplicidades de interseccién:

Observacion 8.4. Dado que una recta en el plano dual consiste en un haz de rectas en
IP’%, es decir, el conjunto de rectas de ]P’i que pasan por un punto dado a = (ag : ay : asz),
vamos a intentar calcular mas a mano cuantas rectas tangentes a una curva pasan por un
punto a suficientemente general (que serd entonces lo mismo que intersecar la presunta
curva dual con una recta suficientemente general, es decir, deberfamos obtener el grado
de la curva dual). Si F' es una ecuacién minimal de la curva, entonces la recta tangente a
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b= (byg:0by:0by) € V(F) (que supondremos que es un punto liso de la curva) pasa por a siy
sélo si Fy(b)ag+ F1(b)as + F2(b)az = 0. Por tanto, los puntos (lisos) de V(F') cuya tangente
pasa por a son los puntos que estan ademaés en la curva de ecuacién agFy + a1 Fy + asFy
(que tiene grado d — 1).

Ejemplo 8.5. En el caso en que la curva es una cénica de matriz simétrica M (ver

Ejemplo 5.8), ya vimos que, si F' es la ecuacién de la cénica, entonces se tiene
(Fo Fy Fy) =2(Xo X1 Xo) M.

Por tanto, la ecuacién agFy+ a1 F1 +as Fy de la observacién anterior se puede escribir como

ao
(Xo X1 XQ)M aq
az

que es la ecuacién de lo que, en Geometria Proyectiva, se llama recta polar del punto a
respecto de la conica.

Damos, pues, la siguiente:

Definicién. Dada una curva C' de ecuacién minimal F', se llama curva polar del punto

a = (ag : ay : az) respecto de la curva C a la curva

P(a, C) = V(aoFo + a1 F1 + CLQFQ).
Observacion 8.6. La nocion de curva polar no depende de la eleccion de coordenadas.
En efecto, si hacemos un cambio de coordenadas
Moo MMo1 102
(Xo X1 Xp) = (X X1 X5) | mwo mi1 mao

mog MM21 M22

que escribiremos, por brevedad, como X = X’M, entonces el punto a tendré coordenadas

ay | = (M) ap
al, as

mientras que la curva C' tendrd como ecuaciéon minimal
FI(X!, X!, XL) = F/(X') = F(X'M) =
= F(mooX{ + m1oX] + ma0 X5, mo1 X + mi1 X7 + mo1 X5, moa X + mia X + maa X5)
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y, por la regla de la cadena, sera

_ _ _ _ _ 3 Moo Mi1o MM20
(Fo(X") F{(X') F3(X')) = (Fo(X'M) Fi(X'M) Fo(X'M)) [ mox mu ma

mop2 Mi12 MM22

Por tanto, la ecuacién de la curva polar en las nuevas coordenadas es

(F0) B B (o | = (B0 B BE) (o

que no es otra cosa que hacer el cambio de coordenadas en la ecuacion original de la curva

polar.

En las consideraciones que hemos hecho antes necesitabamos trabajar con puntos no

singulares de la curva. De hecho, se tiene:

Proposicién 8.7. Dado un punto a € P2, si definimos ¥, = {b € C\Sing(C) | a € T,C},
entonces

CNPa,C) =%, USing(C).

Demostracion: Evidentemente los puntos singulares de C' estan en cualquier P(a,C), ya
que anulan todas las derivadas de F'. Por tanto, hay que ver que para un punto b € C' no
singular se tiene que b € P(a,C) siy sélo si a € TpC. Pero esto es precisamente lo que
hemos visto en la Observacién 8.4. U

Este primer resultado ya nos permite demostrar que el polinomio que define la curva
dual no es idénticamente nulo. Lo haremos en el caso irreducible de grado al menos dos,
aunque en realidad, con un poco mas de esfuerzo, se puede demostrar para curvas que no

sean unién de rectas.

Corolario 8.8. SiC C IP’% un curva irreducible de grado d > 2. Entonces el polinomio G
del Teorema 8.1 no es cero. En particular:
(i) La curva dual C* C ]P’i* es un subconjunto propio.

(ii) EI conjunto de rectas cuya interseccion con C no son d puntos distintos forma una
3
curva en P%".

Demostracion: Tomamos por ejemplo a = (1 : 0 : 0) (en realidad sirve cualquier punto).
Entonces P(a,C) viene definido por Fj, que necesariamente es no nulo (si Fy = 0, en-
tonces(*) F serfa un polinomio homogéneo de grado d en X1, X», luego definirfa una unién

() En este punto es fundamental que la caracteristica del cuerpo sea cero o suficiente-
mente grande, para evitar que Fy pueda se cero a pesar de que F' dependa de Xj.
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de rectas, en contra de la hipdtesis). Como F es irreducible, Fy (que tiene grado menor) no
puede compartir componentes con F', luego V(F) NV (Fp) es un conjunto finito de puntos
(por el Teorema Débil de Bézout). Por tanto, la Proposicién 8.7 implica que hay sélo una
cantidad finita de rectas que pasan por a y que cortan a C' con multiplicidad al menos dos
en algin punto. Por tanto hay infinitas rectas que pasan por a que no estan en V(G), lo
que demuestra que G no es el polinomio nulo.

La consecuencia (i) se sigue de que, por definicién, la ecuacién de la curva dual es un
divisor de GG. La consecuencia (ii) es simplemente porque, por definicién de G, el conjunto
de rectas cuya interseccién con C' no son d puntos distintos es precisamente V(G). a

Hemos llegado con la Proposicién 8.7 al punto de partida. Para calcular el grado de la
curva dual o bien calculamos la ecuaciéon G del Teorema 8.1 o bien calculamos el niimero de
puntos de interseccion de la curva con una curva polar general. En ambos casos obtenemos
como resultado d(d — 1), pero debemos descontar la contribucién de los puntos singulares
de la curva. Es esperable, aunque no lo demostraremos, que la contribucién a la ecuacién
G de un punto singular de la curva sea la misma que la mutiplicidad de interseccion en ese
punto de la curva con la curva polar. Un primer indicio es que, para puntos lisos que no

sean de inflexién, tal multiplicidad de interseccion sea uno, como indica el siguiente:

Lema 8.9. Si b € C es un punto liso tal que mult,(C, T,C) = r, entonces para cada
a € TyC se tiene:
r—1sia#b

rsia=~>o.

multy (C, P(a,C)) = {

Demostracién: Haciendo un cambio de coordenadas podemos suponer que b = (1 : 0 :
0) y T,C = V(X3). Esto quiere decir (véase la demostracién del Lema 7.9) que una
parametrizaciéon formal de C' en b es de la forma

Xo=1
X1 =T
XQZ—CTT—F...

con ¢ # 0, y una ecuacién minimal de C tiene el aspecto
F(Xo,X1,X2) = X' Xo +eXTXT + ...

Un punto a € TC' tiene coordenadas (ag : aj : 0), con lo que la ecuacién de la polar a a
respecto de C' estd definida por

aoFo + a1 Fy = ag((d — )X 2 Xo +e(d — )X ' XT+..) +ar (reX§"XTH+ .00
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Sustituyendo en esta ecuacién la parametrizacion formal de la curva en el punto tenemos
que el término de menor grado es
reaT" 1 sia; #0
—(r—1)cagT" sia; =0

Como a; = 0 es equivalente a a = b se sigue el resultado. U

Pasamos ahora a la contribucion de los puntos singulares dependiendo del tipo de
singularidad.

Lema 8.10. Si b es un punto doble de C' con dos tangentes distintas, entonces se tiene

mult, (C, P(a,C)) > 2 con igualdad si y sélo si a no esta en ninguna recta tangente a C' en
b.

Demostracion: Mediante un cambio de variable suponemos b = (1 : 0 : 0) y el cono
tangente a C' en b es V(X1X3). Esto quiere decir que una ecuacién minimal de C tiene el
aspecto F' = Xg_QXng + .... La curva polar de un punto a = (ag : a; : az) respecto de
C tiene ecuacién

aoF() +CL1F1 —I—a2F2 = ao((d— 2)Xg_3X1X2 +.. ) +a1(Xg_2X2 +.. ) —l—ag(Xg_ZXl +.. )

Entonces la recta tangente a P(a,C) en b es V(a3 X1 + a1 X3) que es distinta de V(X1) y
V(X3) si a1,az # 0 (que es nuestra hip6tesis de que a no estd ni en V(X7) ni en V(X3)).
El resultado se sigue ahora de la Proposicién 7.5. U

Lema 8.11. Si b es una cuspide ordinaria de C, entonces mult,(C, P(a,C)) > 3, con

igualdad si y sélo si a no esta en la recta tangente a C en b.

Demostracion: Como en la demostracién del Lema 7.12, podemos suponer que b= (1:0:
0) y que el cono tangente es V(X3). Entonces la rama de C en b se puede parametrizar

Xo=1
X, =T?
Xo=cT3+ ...

con ¢ # 0, y una ecuacién minimal de C' tiene el aspecto
F=XI2X2 - A2X{3X3 4.

de donde
Fo=(d—2)X{3X3 — (d—3) XX + ...
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Fy = -3AXI3X 4 ...
Fy=2X072Xo 4 ...

Entonces la curva polar de un punto a = (ag : a; : az) respecto de C' tiene ecuacién
ag((d—2)XI3X2 —(d—3)PXE* X3+, ) +ar (32X 3 X3 4. ) Faa(2XE 2 Xo 4. ).

Sustituyendo en esta ecuacién la parametrizacién de C en b se obtiene 2a>cT™ + . . ., luego
multy, (C, P(a,C)) > 3, con igualdad si y sélo si as # 0, es decir, si y s6lo si a no estd en la
recta tangente a C' en b. U

Observacion 8.12. Los resultados anteriores nos indican ya (aunque sélo en modo intui-
tivo) cudl deberia ser el grado de la curva dual en el caso de que las tinicas singularidades
de la curva original sean nodos y cuspides ordinarias. En efecto, sabemos que la ecuacién
G del Teorema 8.1 factoriza como

G=¢- ] ="
beSing(C)

donde Hj, es la ecuacién (lineal) del haz de rectas que pasan por b, que aparece con cierta
multiplicidad. El Lema 8.10 nos dice que, si b es un nodo ordinario, m; debe ser dos.
Ademads, como las rectas tangentes a C' en b cuentan con multiplicidad mayor, deben
anularse en G’, es decir, que estdn en la curva dual. De la misma forma, el Lema 8.11
indica que, si b es una cuspide ordinaria, m; debe ser tres, y la recta tangente a C en b
también estd en la curva dual. Por tanto, si las singularidades de C son exactamente ¢
nodos ordinarios y x cuispides ordinarias, deberia ser deg(G') = d(d — 1) — 2§ — 3k.

Como lo que hemos afirmado en la observacién anterior no es evidente (por muy intui-
tivo que parezca), calculemos el grado de la curva dual usando el Teorema 8.1 (sabiendo
ya que G es un polinomio no nulo), es decir, que el grado de una curva es el nimero de
puntos distintos que se obtiene al cortar la curva con una recta suficientemente general (en
concreto, que no pase por ningtin punto singular y que no sea tangente a la curva, es decir,
que no corresponda a un punto de la curva dual). Para aplicar esto a C*, necesitaremos

saber quiénes son sus puntos singulares y, sobre todo, saber cudl es su curva dual.

Teorema 8.13. SiC C IP’% es una curva irreducible de grado d > 2, entonces:
(i) (C*)* =C.
(ii) Cada punto de inflexién ordinario de C da lugar a una rama de C* que es una ciispide
ordinaria.

(iii) Cada bitangente (en exactamente dos puntos, y que no son de inflexion) de C' da lugar
a un nodo ordinario de C*.
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(iv) Cada cuspide ordinaria de C' da lugar a una rama de C* que es una inflexién ordinaria.

(v) Cada nodo ordinario de C' da lugar a una bitangente de C*.

Demostracion: Sea T,C un punto de C* que corresponde a un punto liso b € C'. Las rectas
que pasan por ese punto de ]P’%* son los haces de rectas de ]P’i que pasan por un punto
a € TyC'. La interseccién de cada haz con C* son las rectas tangentes a C' que pasan por
a. Por el Lema 8.9, si r := mult,(C, T,C), la multiplicidad de interseccién del haz con
C* es r — 1, salvo que a = b, en que la multiplicidad de interseccién es r. Eso demuestra
que C* tiene en T,C' un punto de multiplicidad r — 1 con recta tangente dada por el haz
de rectas que pasan por b. Por tanto, b € (C*)*, y todos los puntos, salvo una cantidad
finita, de (C*)* se obtienen de esa forma, es decir, estdn en C. Como C' es irreducible, se
concluye que (C*)* y C coinciden, lo que demuestra (i).

De paso, particularizando la demostraciéon anterior cuando b es un punto de inflexion
ordinario (es decir, r = 3), se obtiene una cispide ordinaria de C* (o més bien una rama,
ya que la tangente en el punto de inflexién puede ser tangente en mas puntos de C', y por
tanto dar lugar al mismo punto de C*). Esto demuestra (ii).

La parte (iii) es clara, y las partes (iv) y (v) son las duales respectivas de (ii) y (iii),
usando (i) a

Definicién. Llamaremos curva ordinaria a una curva irreducible C' C IP’% tal que las
unicas singularidades de C' y C* son nodos y cuspides ordinarias, es decir, que sus pun-
tos de inflexiéon son ordinarios y sus bitangentes lo son sélo en dos puntos, ninguno de
ellos de inflexién. Obsérvese que el nimero de bitangentes (y de puntos de inflexién) es
necesariamente finito, ya que dan puntos singulares de C*.

Podemos ya por fin calcular el grado de la curva dual:

Teorema 8.14. Sea C' C P% una curva ordinaria de grado d > 2, y cuyas tnicas singu-
laridades son § nodos ordinarios y k cuspides ordinarias. Entonces C* tiene grado

d* =d(d— 1) — 26 — 3x.

Demostracion: Por el Corolario 8.8(ii) aplicado a C*, el grado de C* sera el nimero de
puntos distintos que se obtengan al cortar C* con una recta de IP’%* que no esté en cierta
curva de (]P’i*)* En concreto, tal recta no debe estar ni en la curva dual de C* ni pasar
por un punto singular de C*. Como una recta de }P’i* es el haz de rectas que pasan por
un cierto punto a € P2, la condicién es (por el Teorema 8.13), que a no esté ni en C' (que
es la curva dual a C*), ni en ninguna recta bitangente o de inflexién (que son las rectas
que son puntos singulares de C*). Por simplicidad, supondremos también que a no esté

en ninguna recta tangente en los puntos singulares.
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Por la Proposicién 8.7 y los Lemas 8.9, 8.10 y 8.11, habrd exactamente d* puntos en C'
cuya tangente pase por a, que ademas seran puntos lisos de C'. Como a no esta en C, cada
una de tales rectas tangentes es necesariamente la recta que pasa por a y el correspondiente
punto de C' encontrado. Ademaés, como a no estd en ninguna recta bitangente, dos puntos
distintos de C' daran lugar a dos rectas tangentes distintas que pasen por a. De este modo,
encontramos exactamente d* rectas tangentes distintas a C' que pasan por a, por lo que d*
es el grado de C*. 1

Podemos agrupar entonces todas las férmulas que tenemos y sus duales:

Teorema 8.15 (Férmulas de Pliicker). Sea C C P? una curva ordinaria de grado d > 2,
clase d*, con § nodos ordinarios, Kk cuspides ordinarias, i puntos de inflexion y b rectas
bitangentes. Entonces:

(i) d* =d(d —1) — 26 — 3k.
(i) i = 3d(d — 2) — 60 — 8k
(iii) d = d*(d* — 1) — 2b — 3
(iv) k = 3d*(d* — 2) — 6b — 8i
Demostracion: La férmula (i) es el Teorema 8.14, y la férmula (ii) es el Teorema 7.13.

Las férmulas (iii) y (iv) son las duales respectivas de (i) y (ii) (es decir, las dos primeras

férmulas aplicadas a C*). O

Ejemplo 8.16. Se pueden hacer mas combinaciones con las férmulas de Pliicker. Con-
sideremos, por ejemplo, una curva C' irreducible ordinaria lisa de grado d > 2. Entonces,
las dos primeras férmulas de Pliicker dan

d*=d(d-1)

i=3d(d—2)
y sustituyendo estos valores en la tercera, tendremos

d=(d*—d)(d*—d—1)—2b—9d(d — 2).

De aqui se deduce
1
2

En concreto, si d = 4, se obtiene que una cudartica lisa con todos sus puntos de inflexién

b= —(d* —2d* - 9d* + 18d) = %d(d —2)(d —3)(d + 3).

ordinarios tiene 28 rectas bitangentes.

Terminamos esta seccién volviendo a la clasificacion de cibicas irreducibles, obser-
vando que en el caso liso hay infinitos tipos. Comenzamos por un lema técnico que nos
serda ademas tutil mas adelante.
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Lema 8.17. Si C C P? es una ciibica lisa (y por tanto, irreducible) y a € C' es un punto
de inflexion, entonces existen exactamente 4 rectas tangentes a C' que pasan por a.

Demostracion: Los puntos de tangencia seran los puntos b de la interseccion de C' con
P(a,C). Sabemos que nos deben quedar seis puntos contados con multiplicidad. Distin-
guimos dos casos:

—Si b = a, entonces, por el Lema 8.9, como mult,(C,T,C) = 3 (recordemos que los
puntos de inflexién deben ser ordinarios), se tiene que mult,(C, P(a,C)) = 3.

—Si b # a, el punto b no puede ser de inflexién, ya que entonces TyC' cortaria a C' en b
con multiplicidad al menos tres, y ademas cortaria en el punto a, contradiciendo el Teorema
de Bézout. Por tanto mult,(C, T,C') = 2, y el Lema 8.9 implica que mult,(C, P(a,C)) = 1.

Por tanto, aparte de b = a, hay otros tres puntos b € C tales que T,C > a. Por
el Teorema de Bézout, las rectas tangentes en estos tres puntos son distintas, y ademas
son distintas de T,C, con lo que obtenemos exactamente cuatro rectas tangentes a C' que

pasen por a. U

Teorema 8.18. Toda ciibica lisa se puede escribir, en un adecuado sistema de coordenadas
como V(X X3 — X1(X1 — X0)(X1 — AXp)) para algtin X # 0, 1.

Demostracion: Dada una cubica irreducible lisa C', tomamos coordenadas de forma que
a = (0:0:1) sea un punto de inflexién y su recta tangente sea V(Xj). Esto quiere
decir que una ecuacién minimal de C es de la forma F = XoG — X3. Usando el Lema
8.17, podemos escoger entonces coordenadas de modo que las rectas tangentes a C' que
pasen por a sean V(Xy), V(X1), V(X1 — Xo) vy V(X1 —AXp) (ndtese que A no lo podemos
fijar, ya que es precisamente la razén doble de las cuatro rectas, que puede tomar un valor
arbitrario).

Como P(a, () tiene de ecuacion Fy = XyG4, eso quiere decir que los puntos b # a tales
que TpC' > a estéan en la recta V(Gz2). Ademds, G2 no puede depender sélo de X, X7,
porque en tal caso la recta V(G3) contendria también al punto (0 : 0 : 1). Podemos
entonces hacer un cambio de coordenadas que deje fijos Xy, X1 pero que transforme Go
en 2X5. Entonces, en estas nuevas coordenadas, G = X2 + H(Xy, X1), luego podemos

escribir la ecuacién F' como
F = XoX3 - X} + XoH(Xo, X1).

Como al cortar con V(X5) debemos obtener los puntos (1:0:0), (1:1:0)y (1:X:0),
necesariamente — X3 + XoH (X, X1) = —X1(X1 — X0)(X1 — AXj), lo que termina la
demostracién. |
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Observacion 8.19. Obsérvese que, en la demostraciéon hemos visto un hecho para nada
evidente: que, dado un punto de inflexion a, los tres puntos distintos de a cuya tangente
pasa por a estan alineados. En la siguiente seccién demostraremos este hecho sin coorde-
nadas.

Como hay infinitos valores de A y el niimero de puntos de inflexion y el de las posibles
permutaciones de las rectas tangentes que pasan por un punto de inflexién son siempre
un numero finito, esto demuestra que hay infinitos tipos de ctbicas lisas. De hecho, el
tipo de cubica viene dado por A\ salvo permutacion en las rectas. Recordemos que, al
permutar cuatro puntos (o hiperplanos), la razén doble A cambia a %, 1— A, ﬁ, ﬁ,

A=l Puede comprobarse definiendo j()) = Qom2tD? t (A) = j(\N) si
) p que, definiendo j(\) = SToonyz s Se tiene que JA) =4\N)siy

X
2 AV 1 1 A A—1
solo si A" es uno de los valores A, 1, 1 =\, 1=, 157, =3

proyectivamente equivalentes si y sélo si tienen el mismo invariante j.

. Por tanto, dos ctbicas lisas son
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9. Curvas de género bajo

La topologia ha jugado siempre un papel importante en la geometria. De hecho,
los teoremas mas importantes de la geometria suelen tener trasfondo topoldgico. En
esta seccién veremos que también la geometria de las curvas depende fuertemente de su
topologia, mas en concreto del género topolégico de las mismas, para cuya definicion dare-
mos por supuestos algunos resultados topoldgicos que recordaremos brevemente.

La construccién general se hace para curvas proyectivas complejas. Dada una curva
C C P2 irreducible, consideraremos C el conjunto de ramas de C, y llamaremos 7 : C — C
a la aplicacién que manda cada rama de C' al punto de C' en el que estd definida la rama.
Entonces para cada punto de C' tenemos la correspondiente parametrizacién de la rama,
que puede demostrarse que es analitica, y por tanto tenemos una biyeccién entre un disco
complejo y un entorno pequeiio de C. Cuando la curva es irreducible, esto dota a C' de
una estructura de superficie topoldgica (llamada superficie de Riemann asociada a la curva
('), que es conexa, compacta, orientable y sin borde. Es un hecho conocido de topologia
que toda superficie topolégica conexa, compacta, orientable y sin borde es homeomorfa a
una superficie esférica con g asas, y se dice que g es el género topolégico de la superficie.
Por ejemplo, si g = 1 la superficie es homemomorfa a un toro, es decir, la superficie de un
donut (o de una rosquilla, si queremos ser mas castizos).

Definicién. Se llama género de una curva proyectiva irreducible C C PZ al género
topoldgico de C.

Hay un modo practico de calcular el género topoldgico de una superficie topoldgica.
Consideremos una triangulacién de la misma. Esto consiste, a grandes rasgos, en poner
la superficie como unién de poligonos cerrados, con la condicién de que la interseccién de
dos poligonos es o bien una arista o bien un vértice o bien el vacio. Por ejemplo, dar
una triangulacién en una superficie esférica es lo mismo que considerar un poliedro. En
tiempos era un resultado que se explicaba incluso en Primaria que, dado cualquier poliedro,

se satisfacia el famoso Teorema de Euler
v+ec=a-+2

donde v, a, c son respectivamente el niimero de vértices, aristas y caras del poliedro. Es
decir, el nimero v — a + ¢ es siempre dos, independientemente del poliedro, es decir, inde-
pendientemente de la triangulacion. En realidad, este resultado es cierto para cualquier su-
perficie topoldgica S (e incluso para cualquier variedad topoldgica de cualquier dimension):
Dada cualquier triangulacién de S, el nimero v —a+-c es independiente de la triangulacion,
y se llama caracteristica de Fuler de S,y se denota por x(S5).

El teorema siguiente permite caracterizar el género topoldgico de una superficie topo-
légica conexa, compacta, orientable y sin borde a partir de su caracteristica de Euler:
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Teorema 9.1. La caracteristica de Euler de una esfera con g asas es 2 — 2g.

Demostracion: Lo haremos por induccion sobre g. El caso g = 0 es precisamente el clasico
Teorema de Euler. Supongamos ahora g > 0 y que el teorema es cierto para una esfera
con g — 1 asas. Consideramos entonces una superficie S’ que sea homeomorfa a una esfera
con g — 1 asas. La idea es pegarle una nueva asa. Para ello, tomamos una triangulacién
de S’ suficientemente fina como para que contenga dos poligonos disjuntos, que podemos
tomar que sean triangulos; por ejemplo, si P es un poligono de cualquier triangulacién de
S’, tomamos dos tridngulos disjuntos A y B en su interior, y afnadiendo adecuadamente
aristas podemos llegar a una triangulacién como la que queremos (ver figura).

Quitamos esos dos tridngulos y tapamos los huecos pegando un prisma triangular (sin
base ni tapa), haciendo coincidir la base del prisma con un tridngulo y la tapa del prisma
con el otro (ver figura).

Obtenemos entonces una esfera con g asas con una triangulacién en que:

~El ntimero de caras de esta triangulacién es el de la triangulaciéon de S’, menos los
dos tridngulos que hemos quitado mas las tres paredes del prisma (la base y la tapa del

prisma no cuentan, ya que no estaban). Por tanto, c=¢ —2+3=¢ + 1.

—El ntimero de aristas de la nueva triangulacion es el de la triangulacién de S’ (aunque
hayamos quitado dos tridngulos, sus aristas siguen siendo aristas de la nueva triangulacion)
mads las tres aristas verticales del prisma. Por tanto, a = a’ + 3.
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—El nimero de vértices no varia, ya que ni desaparecen los vértices de los triangulos
que hemos quitado ni el prisma aporta vértices nuevos (puesto que los vértices del prisma
son exactamente los vértices de esos dos tridngulos). Por tanto, v = v'.

Podemos calcular entonces la caracteristica de Euler de la nueva superficie topoldgica

S, que serd
xS)=v—a+c=v—(d'+3)+(+1)=v —-d' +-2=2-2(9g—-1)—-2=2-2¢g

(donde hemos usado la hipétesis de induccién x(S') =2 —2(g — 1)). O

Aplicamos ahora el resultado anterior para calcular el género topoldgico de una curva

con singularidades ordinarias.

Teorema 9.2. El género de una curva irreducible compleja C' de grado d cuyas tinicas

d—1)(d—2
( )2( ) 5

singularidades son § nodos ordinarios y k cuspides ordinarias es — K.

Demostracion: Observamos primero que hay una cantidad finita de cada uno de los si-
guientes tipos de recta:

—tangentes en un punto de inflexién,
—tangentes en un punto singular,

—que pase por un punto singular y que sea tangente en otro punto de C' (basta observar
que la interseccién de C con la polar del punto singular da una cantidad finita de puntos),

—tangente en dos puntos distintos de C,
-recta que pase por dos puntos singulares.

Tomamos entonces un punto a € P que no esté ni en C ni en ninguna de las rectas
anteriores. Tomamos L una recta que no pase por a y consideramos la composicién ¢ :
C55C2% L, donde 7, es la proyeccion desde a sobre L. Por nuestras hipétesis, P(a,C)
corta a C en d* := d(d — 1) — 26 — 3k puntos lisos pi,...,pas~ (con multiplicidad uno
por el Lema 8.9), en los § nodos rq,...,rs (con multiplicidad dos por el Lema 8.10)
y en las k cuspides sip,...,8, (con multiplicidad tres por el Lema 8.11). Observamos
entonces que la imagen inversa por ¢ de un punto de L consiste en d puntos, excepto para
Ta(P1)y -y Ta(Par), Ta(81), .., Ta(Sk), €n que la imagen inversa consiste en d — 1 puntos
distintos (nétese que, aunque la imagen inversa por m, de la imagen de un nodo son d — 1

puntos de C, cada nodo da lugar a dos puntos de é’)

Fijamos una triangulacién en L suficientemente fina para que tenga como vértices los
puntos m,(p1), -« Ta(Dax ), Ta(r1), -« - s Ta(Ts), Ta(81), - .., Ta(Sk) ¥ de forma que la imagen
inversa por ¢ de cada arista o cara sean d aristas o caras. En particular, la imagen inversa
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de la triangulacién serd una triangulacién de C'. Si la triangulacién en L tiene v vértices,

entonces, por lo observado anteriormente, la triangulacién de C tendrd ¥ vértices, donde
t=dv—d" —k=dv—d(d—1) 426+ 2k.

Por construccion, si a es el nimero de aristas de la triangulacién de L, entonces el niimero
de aristas de la triangulacién de C es @ = da, v, si ¢ es el ntimero de caras de la triangulacién
de L, entonces el nimero de caras de la triangulacién de C es & = de. Teniendo en cuenta
que, por ser L una superficie esférica (ya que es ]P’é), v—a+c = 2, entonces la caracteristica
de Euler de C es

x(C) =t—a+é=dv—a+c)—d(d—1)+26+2k = 2d—d* +d+20+2k = —d* +3d+25+2k

luego, por el Teorema 9.1, el género de C' es

_2—x(C) d*-3d+2-20—2k (d—1)(d—2) 5
-2 2 - 2 o

lo que demuestra el resultado. O

La demostraciéon anterior deja bastante claro que el mismo tipo de célculo se puede
hacer para una curva con singularidades arbitrarias. De hecho, basta ver simplemente
cuanto hace disminuir el género cada tipo de singularidad. Lo que esta claro es que

d—1)(d—2 . . . .
#2() — g es el nimero de puntos singulares, cada uno contado un cierto niimero de

(d—1)(d—2)
2

veces. Por tanto, el nimero de puntos singulares nunca puede superar , y cuando

se alcanza entonces g = 0.

Por otra parte, el hecho de que el género sea cero es una condiciéon necesaria para que
una curva se pueda parametrizar. En efecto, si tenemos una parametrizacién buena de
una curva C, es decir, que no recorra la curva varias veces, (ver Ejemplo 4.11), entonces
tendremos un homeomorfismo de P§ con C, y por tanto x(C) = x(Pt) = 2. Como
indicamos al inicio de la seccién, esta simple condiciéon topoldgica caracteriza el hecho
de que una curva se pueda parametrizar, es decir, que la condicién de tener género cero
es suficiente para que la curva se pueda parametrizar. Este profundo resultado se puede
demostrar sin usar directamente la topologia (y por tanto sin trabajar sobre el cuerpo de
los nimeros complejos). Esta es la idea subyacente al resultado siguiente:

Teorema 9.3. Si C es una curva irreducible de grado d, entonces el maximo niimero de
puntos singulares que puede tener es 3(d —1)(d — 2). Ademds, una curva con tal niimero
de puntos singulares se puede parametrizar.

Demostracion: El resultado es inmediato para d = 1,2, asi que supondremos d > 3.
Supongamos que C tiene 1 + 1(d — 1)(d — 2) = % puntos singulares. Como Py_»
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tiene dimensién (g) —1= ‘F}ﬁ podemos siempre encontrar una curva D de grado d — 2
que pase por los % puntos singulares y otros d’ _zd_2 — d2_§d+4 = d — 3 puntos de C.
Como la multiplicidad de interseccion de C' y D en los puntos singulares de C' es al menos
dos, obtenemos, contando multiplicidades, al menos (d*> —3d+4)+ (d—3) = d*> —2d+1 =

d(d — 2) + 1 puntos de interseccién entre C'y D. Como C' es irreducible, esto contradice

el Teorema de Bézout.

d®>—3d+2
2

Supongamos ahora que C' tiene exactamente 1 (d —1)(d —2) = puntos singu-

lares. Con el mismo razonamiento anterior, el sistema lineal A de curvas de grado d — 2

que pasan por los % puntos singulares y otros d — 3 puntos de C' tiene dimensién por

lo menos d2*2d*2 — d273d+2 —(d—3) =1, y el nimero de puntos de interseccién entre C'y
cualquiera de esas curvas es por lo menos (d? — 3d + 2) + (d — 3) = d(d — 2) — 1. Tomando
entonces dos puntos més a,a’ € C, una curva de A que pase por a,a’ cortaria a C por lo
menos en d(d — 2) 4+ 1 puntos contados con multiplicidad, lo que es absurdo. Por tanto no
existen curvas de A que pasen por a,a’, luego el Lema 3.10 implica que A es un haz de
curvas, y podemos definir una parametrizacién A — C' que asocia a cada curva D en A el
punto que queda al quitar de C'N D los d(d — 2) — 1 puntos fijos. l

Como vimos en el Ejemplo 4.12, una parametrizacion restringida a una curva afin se
obtiene ya a partir de cocientes de polinomios en k[T], que es lo que se llama funciones
racionales. Es por esto que se suele dar la siguiente:

Definicién. Una curva racional es una curva de género cero (es decir, una curva parame-
trizable).

Observacion 9.4. Es claro que la hipdtesis de que la curva sea irreducible es fundamental
en el Teorema 9.3. Por ejemplo, un par de rectas tiene un punto singular (y de hecho una
recta doble tiene todos los puntos singulares), o una ctbica formada por la unién de una
recta y una cénica irreducible tiene dos puntos singulares (si la recta no es tangente a la
cénica). De hecho, la unién de d rectas en “posicién general” es una curva de grado d con

(g) = 1d(d — 1) puntos singulares (los puntos de interseccién de dos de las rectas).

Veamos un ejemplo no trivial de parametrizacién, usando el Teorema 9.3 (y su de-

mostracion, que es constructiva):

Ejemplo 9.5. Consideramos la cudrtica de ecuaciéon F 1= XZX?Z+ X2 X2 —2X?X2. Esta
ecuacién es irreducible aplicando el criterio de Eisenstein (ver Teorema 2.16(ii)) viendo
F' como polinomio en la indeterminada Xy, y tomando como elemento irreducible p =
X1 +1iXo. Claramente los puntos (1:0:0),(0:1:0),(0:0: 1) son singulares (y no puede
haber mas por el Teorema 9.3). Consideramos el punto (1 : 1 : 1), que también pertenece a
la curva. El haz de cénicas que pasan por (1:0:0),(0:1:0),(0:0:1),(1:1:1) consiste
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en las cénicas de ecuacién G := tgXo(Xg — X7) +11X1(Xo — X2). Usando la resultante de
F' v G respecto de X5, obtenemos

XEXE(Xo— X1) (13X + 13 X0 — 13 X1 — 2tot1 X1 +13X1).

Las primeras soluciones corresponden a (1:0:0),(0:1:0),(1:1:1) (no sale el punto
(0:0:1) por haber hecho la resultante respecto de X5), mientras que la tltima solucién

(Xo: X1) = (2 4+ 2oty — 12 : 2 +13)

corresponde al restante punto de interseccion. Para calcular la tltima coordenada podemos
tomar otra resultante, esta vez respecto de X, y obtenemos

X2X2(Xg— Xo)(t3 X0 + 12 Xo + t3Xo — 2tot1 Xo — t1X5)
que ahora nos da como solucion
(Xo: Xo) = (—t2 4+ 2oty + 12 1 12 +13).
Poniendo juntas ambas soluciones tenemos que el punto que obtenemos es
((#3 + 2tots — t1)(—t3 + 2tots + 1) (65 + 1) (—t5 + 2tots +13) : (¢ + 1) (5 + 2tots — 17))
que nos da la parametrizacion buscada.

Observacion 9.6. Volvamos ahora a la topologia, y consideremos una cubica irreducible
C. Por el Ejemplo 7.10, tenemos tres casos:

—Si C es lisa, entonces el Teorema 9.2 nos dice que su género es uno (tales curvas se
llaman elipticas), es decir, es homeomorfa a un toro. Si pinchamos un toro por un punto y
desde ahi recortamos un meridiano y un paralelo, podemos ver un toro como un rectangulo
en el que identificamos lados paralelos. Otra forma de verlo es ir repitiendo los rectangulos,
pegandolos uno junto a otro hasta embaldosar con ellos todo el plano. Esto es lo mismo
que ver el toro como el cociente de R? por Z?, que tiene estructura de grupo abeliano. Eso
si, esta estructura no es unica, ya que el elemento neutro es precisamente el punto por el

que hemos pinchado, asi que parece que lo hemos podido escoger.

~Si C es una cubica cuspidal, entonces tiene género cero, y estd en biyeccién con Py,
(para esto no hace falta suponer que k = C), y si a C' le quitamos el punto singular entonces
estd en biyeccién con IP’}{ menos un punto, que es la recta afin A}f. La recta afin esta en
biyeccién con la recta vectorial subyacente una vez fijado un origen de la recta, y entonces,
con la suma del espacio vectorial, volvemos a encontrar una estructura de grupo abeliano.
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—Si C' es una cubica nodal, entonces tiene de nuevo género cero, y ahora es parametri-
zable pero de modo que dos puntos distintos de IP&C van a parar al nodo. En este caso,
tendremos que el conjunto de puntos lisos de C' esta en biyeccion con ]P’/llC menos dos puntos.
A su vez, este conjunto estd en biyeccién con k \ {0} (que ahora con el producto tiene
estructura de grupo abeliano) una vez que hayamos escogido un punto unitario (1: 1) en
P} y de forma que los dos puntos que hemos quitado son (0:1) y (1:0).

En cualquiera de los casos, parece que el conjunto de puntos lisos de una cubica
irreducible tenga de forma bastante natural (una vez escogido un elemento que hard de
neutro) una estructura de grupo. Una primera tentacién natural de definir una operacién
en una cubica C seria la siguiente: dados dos puntos a,b € C, se le puede asociar de forma
natural un tercer punto, considerando el tercer punto de interseccion de la recta ab con
C. Aunque no haremos los detalles, esto vale también en los casos limite. Por ejemplo, si
a = b, entonces habria que considerar la recta tangente a C' en a y considerar el otro punto
de interseccién de dicha recta con C' (en a tenemos que la multiplicidad de interseccién
ya es dos, y podria ser incluso tres, en cuyo caso el tercer punto volveria a ser a). Los
puntos singulares si que dan problemas. Por ejemplo, si C' tiene un nodo, en ese punto
en realidad habria dos ramas, y no se puede decir como sumar una rama con la otra (o
sumar el punto con él mismo, si decidimos no separar el punto en dos). Sin embargo, es
claro que la recta que une dos puntos de una cibica no puede pasar ademas por un punto
singular, luego el tercer punto de una recta generada por dos puntos lisos es siempre un
punto liso. Restringiremos por tanto nuestra operaciéon a los puntos lisos de (', y demos

las definiciones precisas (omitiendo los casos limite):

Definicién. Dada una ctibica irreducible C C P? y C su conjunto de puntos lisos, defi-
nimos la operacion * : Cy x Cy — Cy que asocia a cada par de puntos a,b € Cy el punto
axb e Cy de la recta ab distinto de a y b. Se podria decir con mas precision diciendo que
a * b es el inico punto tal que existe una recta que corta a C' en a, b, a x b, cada punto con
multiplicidad igual a tantas veces como lo hemos repetido.

Observacion 9.7. De la definicién de * se sigue que a *x b = ¢ es equivalente también a

b=axcoaa=Dbxc. Portanto, siaxb=a b, seseguird que a = a’.

Claramente la operacion es conmutativa, pero es evidente que no tiene elemento neu-
tro. De hecho, si queremos dar estructura de grupo, el neutro lo debemos fijar a priori
(como ya hemos observado en los distintos tipos de cibica) y dar una definicién algo més

complicada:

Definicién. Dada una cubica irreducible C' C ]P’i, su lugar liso Cy y un punto o € Cy,
definimos la operacién + : Cy x Cy — Cy que asocia a cada par de puntos a,b € Cy el
punto a + b :=ox (axb) € Cy.
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Teorema 9.8. Dada una ctbica irreducible C C P2 y un punto o € Cy, la operacién +
apenas definida da a C( una estructura de grupo abeliano en que o es el elemento neutro.

Demostracion: La conmutatividad de * implica inmediatamente la conmutatividad de +.
Ademas, es evidente que, para cualquier a € Cy, a + o es, por definicién el tercer punto de
C' en la recta generada por o y a * 0. Como por definicién a * o estd alineado con a y o,
ese tercer punto es necesariamente a. Por tanto, a + 0o = a para cualquier a € Cy, luego

en efecto o es el elemento neutro de la suma.

Para la existencia de inverso de cualquier a € Cp, buscamos un elemento a’ € Cy tal
que a + a’ = o, es decir, (a xa’) x 0 = 0. Por la Observacién 9.7, esto es equivalente a
axa = oxo. Luego, llamando o' = 0 % 0, la condicién a *x a’ = 0’ es equivalente, de nuevo
por la Observacion 9.7, a a’ = a x o’. Tendremos entonces que a’ = a * o’ es el opuesto de

a.

Finalmente, para ver la asociatividad, tomamos tres puntos a, b, c € Cy, y bastara ver
(a4 b) *xc=ax*(b+ c). Consideramos la cibica D unién de las rectas generadas por a, b;
c,a+by o,bxc, que corta a C' ademads en los puntos a * b, (a + b) * ¢, b+ c. Consideramos
también la cibica D’ unién de las rectas generadas por b,c; a,b+ ¢y o,a x b, que corta
ademds a C en bxc,a* (b+ c),a+ b. Por tanto, D" pasa por ocho de los nueve puntos de
interseccién de C'y D, luego por el Corolario 3.15(*) debe pasar también por (a + b) * c.
Eso quiere decir que (a + b) * ¢ = a * (b + ¢), como querfamos. a

En la demostracién de la existencia de opuesto aparece un punto extra o’. Puede ser
natural evitarse tal punto haciendo que coincida con o. Esto es equivalente a decir que o

es un punto de inflexién. En tal caso, tenemos la siguiente buena propiedad:

Teorema 9.9. Sea C una cubica irreducible, y sea + la suma en el que el neutro es
un punto de inflexién o. Entonces tres puntos a,b,c € Cy estan alineados si y sélo si
a+b+c=o.

Demostracion: Decir que a, b, ¢ estén alineados es lo mismo que decir a x b = ¢, o equi-
valentemente a + b = 0 * c. Segun la demostracién del Teorema 9.8 y teniendo en cuenta
que o’ = o por ser o un punto de inflexién, o * ¢ es el opuesto de ¢, luego a +b = o * ¢ es
equivalente a decir a + b+ ¢ = 0, como queriamos. 1

(*) En realidad, en el Corolario 3.15, los nueve puntos eran distintos todos entre si, mien-
tras que en nuestro caso puede haber repeticiones; el resultado sigue siendo cierto para
puntos repetidos (es un teorema de Chasles), pero eso ya no lo demostraremos. De todas
formas, la asociatividad puede demostrarse dando la férmula precisa de la suma (basta
darla para las formas canénicas de los Teoremas 7.15, 7.16 y 8.18)
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Teorema 9.10. Sea C' una cibica irreducible y sean a,b € C' puntos de inflexién de C.
Entonces a x b es también un punto de inflexion de C.

Demostracion: Si tomamos una suma en Cy en que el neutro sea un punto de inflexién
o, entonces se tendra, por el Teorema 9.9, que un punto ¢ € Cy es de inflexion si y sélo si
¢+ ¢+ ¢ = o. Por tanto, como tenemos a, b de inflexién sera a+a+a=0y b+b+b=o.
También, como a,b,a * b estan alineados, serd a + b + (a x b) = o. Sumando tres veces,

tendremos
(a+a+a)+(b+b+b)+(axb+axb+axb)=0+0+o.

Comoa+a+a=0,b+b+b=0yo+o0+0=o0,sesigue axb+ax*xb+axb=o, luego
a * b también es un punto de inflexién. l

Observacion 9.11. Particularicemos ahora todo lo que hemos visto a los distintos tipos
de cubica. Fijamos para ello una suma en que el neutro o es un punto de inflexién, y
sabemos que entonces los puntos de inflexiéon son aquellos puntos a tales que a+a-+a = o,
es decir, los puntos de torsién de orden tres. Vimos en la Observacion 9.6 de donde deberia
venir la estructura de grupo, luego podiamos haber anticipado cuantos elementos de torsion
de orden tres hay en cada caso:

—Si C' es la cubica cuspidal, entonces la estructura de grupo es la aditiva de k, cuyo
unico punto de torsién (de cualquier orden) es el neutro. Esto coincide con el hecho de
que C' tiene un unico punto de inflexién, con lo que el Teorema 9.10 no dice nada.

—Si C es la cibica nodal, la estructura de grupo es la multiplicativa de &\ {0}, cuyos
elementos de torsién de orden tres son las tres raices cubicas de la unidad. En efecto, C
tiene tres puntos de inflexion, y el Teorema 9.10 dice que estan alineados.

—Si C es una ctibica lisa, su estructura de grupo es la de R? /Z2, y los puntos de torsién

de orden tres son las clases de (0,0), (3,0),(%,0),(0,3),(5,3),(3,3),(0,2),(3,2),(3,2),
es decir, nueve puntos, que coincide con el nimero de puntos de inflexiéon. El hecho de
que esos nueve puntos tengan una configuracién tan especial como dice el Teorema 9.10
(dados dos cualesquiera de ellos hay un tercero que esté alineado con ellos) implica que
como mucho hay tres puntos de inflexién reales, todos ellos alineados. Aunque no sea una
demostracion, el lector puede convencerse de ello intentando dibujar nueve puntos en el

plano con tal propiedad: ya vera que es imposible.

Observacion 9.12. Para la ctbica lisa, usando de nuevo la estructura de grupo de
R? /72, se obtiene que el niimero de puntos de torsién de orden n es n2. Por ejemplo, hay
cuatro puntos de torsiéon de orden dos. Un punto b es de torsion de orden dos si y solo
si b+ b = o, es decir, b+ b+ 0 = o, lo que quiere decir, por el Teorema 9.9, que o esta
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en la recta tangente a C en b. Como vimos en el Lema 8.17, hay efectivamente cuatro de
esos puntos: el punto o y otros tres puntos by, bs, b cuya tangente pasa por o. Podemos
redemostrar ahora el hecho (ver Observacién 8.19) de que by, ba, b3 estédn alineados. En
efecto, si llamamos b5 = by + be, es claro que b} es otro punto de torsién dos y que no
es ni by ni by. Tampoco puede ser b = o, ya que entonces by = —bs = be. Por tanto,
b1 + bs = bg = —b3, y el Teorema 9.9 implica que b1, b2, b3 estan alineados.

Observacion 9.13. El Teorema 9.9 puede generalizarse, en el sentido de que, si +
es la suma en una cubica lisa C' en que el neutro o es un punto de inflexién, entonces
a1 + ...+ as, = o si y sélo si existe una curva de grado n que corta a C' precisamente
en ai,...,as, (donde cada punto aparece repetido tantas veces como su multiplicidad de
interseccion). Para demostrarlo (que dejamos como ejercicio), hace falta una generalizacién
del Teorema de Chasles. Mas concretamente, se puede demostrar que, dada una curva D
de grado n, otra curva de grado n que pase por 3n — 1 de los puntos de interseccion de C'
y D pasa necesariamente por el restante punto de interseccién. Esto es un caso particular
del Teorema de Cayley-Bacharach que afirma que, dadas dos curvas C' y D sin factores
comunes y de grados respectivos d y e, con C irreducible, se satisface que cualquier curva
de grado d+ e — 3 que pase por de — 1 de los puntos de interseccién de C'y D pasa también
por el punto restante (para d = e = 3, esto es el Corolario 3.15).
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10. Geometria de dimensién superior

A lo largo de estas notas hemos estudiado curvas algebraicas planas, es decir, subcon-
juntos del plano afin o proyectivo definidos por una tnica ecuacién. En esta tltima seccion,
daremos una minima introduccion a la geometria algebraica, que consiste en el estudio de
variedades algebraicas, i.e. definidas por un nimero arbitrario de polinomios en espacios
afines o proyectivos de cualquier dimensién. Empezamos con la definicién precisa:

Definicién. Se llama conjunto afin a un subconjunto de A} definido por los ceros de
un ciertos polinomios de k[X1,...,X,]. En otras palabras, dado cualquier subconjunto
S C k[X1,...,X,], define el conjunto afin

V(S)={a € A} | f(a) =0 para todo f € S}.

De la misma forma, para el caso proyectivo tenemos:

Definicién. Se llama conjunto proyectivo a un subconjunto de P} definido por los ceros
de un ciertos polinomios homogéneos de k[ Xy, ..., X,]. En otras palabras, dado cualquier
subconjunto S C k[Xo, ..., X,]| de polinomios homogéneos, define el conjunto proyectivo

V(S)={a P} | F(a)=0 para todo F € S}.

Ya vimos en el Ejemplo 3.6 como de forma natural aparecian conjuntos proyectivos,
en concreto dentro del espacio proyectivo P, que parametriza las curvas de grado d de P%.

Vamos a estudiar algiin ejemplo mas representativo:

Ejemplo 10.1. Podemos generalizar lo visto en la seccion 4, en el sentido de que cualquier
curva parametrizada se puede expresar en ecuaciones implicitas. Por ejemplo, consideremos
el conjunto

C:={(t3 3ty s tot? 1 13) € P} | (to : t1) € LY.

Claramente, los puntos de C' satisfacen las ecuaciones
S = {XoXy — X}, XoX35—X1Xo, X1X3— X3}

Reciprocamente, supongamos que un punto a = (ag : a1 : ag : ag) € ]Pi satisface esas tres
ecuaciones. Si fuera ay = 0, entonces de agas — a? = 0 deducirfamos a; = 0, y entonces
de ajas — a3 = 0 se concluye as = 0. Por tanto, a = (0:0:0: 1), y por tanto estd en C
tomando (fo : t1) = (0 : 1). Si, por el contrario, ap # 0, llamamos ¢ := 2, y se tendrd,

usando las ecuaciones que satisface a:




t3:tt2:ﬂa_2:ala2:aoa3:@
ag ap a? a? ag
y por tanto
a1 as a
a=(1:—2:2:2)=(1:t:82: 8%

ap ap aop

lo que implica que a estdn en C, tomando (tg : t1) = (1 : t). Hemos demostrado, por tanto,
C =V(S), luego es un conjunto proyectivo. Es natural decir que C' es una curva, es decir,
que tiene dimensién uno (esta curva se llama cubica alabeada). Ademas, su grado debe ser
tres, ya que si cortamos con un plano V(ugXg + u1 X7 + usXo + uz X3), obtendremos los
puntos (t3 : t3t; : tot3 : t3) en los que (to : t1) es una raiz de ug Ty +uy To Ty +us ToTE +us T},
que tiene tres raices contadas con multiplicidad; por tanto, la interseccién de C' con un
plano son tres puntos contados con multiplicidad.

Ejercicio 10.2. Generalizar el ejercicio anterior demostrando que
C={({t0:td My ... toty i t) € P | (to: 1) € PL}

es un conjunto proyectivo, y que un conjunto de ecuaciones viene dado por los menores de

orden dos de la matriz

Xo X1 ... Xpo X,
X: X .o Xy X,

(tal conjunto proyectivo se llama curva racional normal de grado n).

La pregunta clave es: ;jcémo se puede deducir en general cudles deberian ser la di-
mension y el grado de un conjunto proyectivo mirando sélo al conjunto S de ecuaciones que
lo definen? Porque desde luego, en el Ejemplo 10.1 uno se esperaria que tres ecuaciones
“independientes” (en un sentido que habria que precisar) definieran algo de codimensién
tres, mientras que hemos observado que se obtiene una curva, que solo tiene codimension
dos. Mas complicado aun parece la cuestion de determinar el grado: ;como es posible que
tres ecuaciones de grado dos den lugar a algo de grado tres? En realidad, lo primero que
habria que pensar es si hemos escogido las ecuaciones adecuadas. De hecho, en el caso de
curvas planas, tenfamos para cada curva una ecuacién minimal (tinica salvo multiplicacién
por contante). El resultado clave es el Corolario 2.13 (0 2.12 en el caso afin), en el que se
dice que los polinomios que se anulan en una curva son precisamente los miiltiplos de su
ecuacién minimal. En otras palabras, en el caso afin, los polinomios que se anulan en una
curva forman un ideal, y una ecuaciéon minimal no es sino un generador de tal ideal. Esto

nos lleva a lo siguiente:

Definicién. Se llama ideal de un conjunto afin X C A} a
I(X)=A{f€k[X1,...,X,] | f(a) =0 para todo a € X}.
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En el caso proyectivo, en que sélo las ecuaciones homogéneas tienen sentido, la
definicion hay que cambiarla ligeramente:

Definicién. Se llama ideal de un conjunto proyectivo X C P} a

I(X) = ideal generado por {F € k[Xy,...,X,] | F(a) =0 para todo a € X}.

El resultado clave ahora es:

Teorema 10.3 (de la base de Hilbert). Todo ideal de un anillo de polinomios admite un

numero finito de generadores.

A raiz de este resultado (que no demostraremos), se concluye que todo conjunto al-
gebraico (afin o proyectivo) puede determinarse por un nimero finito de ecuaciones (en
el caso proyectivo no es dificil ver que los generadores finitos de I(X) pueden tomarse
homogéneos). Sin embargo, esto no resuelve nuestro problema. Se puede demostrar que
el conjunto S del Ejemplo 10.1 genera I(C) (més en general, lo mismo es cierto para la
curva racional normal del Ejercicio 10.2). Ademads, no es excesivamente dificil demostrar
(el lector puede intentar demostrarlo como desafio) que I(C') no puede generarse por dos
elementos, con lo que seguimos con el mismo problema de saber cémo calcular dimension

y grado a partir de las ecuaciones.

Un problema anadido es el siguiente: si esperamos obtener la informacién de un con-
junto algebraico X a partir de I(X), jcomo determinar cuél es este ideal y sus generadores?
En el caso de curvas planas, de nuevo la clave es el Corolario 2.12 0 2.13 (segtin estemos en
el caso afin o proyectivo): dada una curva definida por un polinomio, el ideal de la curva
son los polinomios tales que una potencia suya esté en el ideal generado por el polinomio
dado. Ademas, el ideal de la curva estd generado por un polinomio que consiste en quitar
los factores repetidos del polinomio de partida. Sin embargo, volviendo al Ejemplo 10.1,
sabemos que C' esta definida por los tres polinomios de S, pero jcémo calcular a partir
de ellos I(C)? (ya hemos dicho antes que puede demostrarse que en este caso se da la
“casualidad” de que el ideal generado por los elementos de S es precisamente I(C)). La
respuesta general a esta pregunta viene dada por la generalizacién de los Corolarios 2.12
y 2.13, para lo que necesitaremos primero recordar una definiciéon de Algebra:

Definicién. Se llama radical de un ideal I de un anillo A a:
VI={feA| f7 el para algin r € N}

(es un simple ejercicio comprobar que VT es un ideal de A). Un ideal radical es un ideal I
tal que VT = 1.
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Teorema 10.4 (de los ceros de Hilbert*)). Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado, sea
S C k[Xy,...,X,] ysea X = V(S) C A}. Entonces, si I es el ideal generado por S en
k[X1,...,X,], se tiene I(X) = /1.

En el caso proyectivo hay que tener una pequena precaucién con el conjunto vacio,
debido a que se puede obtener de dos formas distintas:

Teorema 10.5 (de los ceros proyectivo). Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado, sea
S C k[Xo,...,X,] un subconjunto de polinomios homogéneos, sea I el ideal generado por
S en k[Xo,...,X,] ysea X =V (S) C P}. Entonces:

(i) X = () si y sclo si existe dy € N tal que I contiene todos los polinomios homogéneos

de grado d > dy (que es lo mismo que decir que v/I contiene a Xy, ..., X,).
(i) Si X # 0, se tiene I(X) = /1.

El Teorema de los Ceros nos da una biyeccién entre conjuntos algebraicos e ideales
radicales (en el caso proyectivo hay que tener la precaucién de que el conjunto vacio puede
corresponder a dos ideales radicales, el total y el generado por Xj,..., X,). Esto es la ge-
neralizacion de lo que vimos para curvas planas de que hay una biyeccién entre el conjunto
de curvas planas y el conjunto de ecuaciones minimales, salvo multiplicacién por constante
no nula. De hecho dos polinomios generan el mismo ideal si y sélo si difieren en la multipli-
cacién por una constante no nula; y el ideal generado por un polinomio es radical si y sélo
si el polinomio es una ecuacién minimal (es decir, no tiene factores miltiples). Recordemos
que, a la hora de hablar de sistemas lineales, tuvimos que considerar también ecuaciones
no minimales (y por tanto ideales no radicales), a fin de que el conjunto de curvas de un
mismo grado forme un espacio proyectivo. De este modo, también eran curvas objetos
como rectas dobles, por ejemplo. En el caso de conjuntos algebraicos generales, también
deberemos considerar a veces objetos mas generales (llamados esquemas) que, esencial-
mente, consiste en considerar ideales que no son radicales. Esto también permite que los
conjuntos que parametrizan variedades algebraicas del mismo tipo sean mas “completas”,
como ya vimos en la seccion 3, en que, permitiendo curvas no reducidas, el conjunto de

curvas de grado d formaba todo un especio proyectivo, y no sélo una parte.
Ejemplo 10.6. Retomemos el Ejemplo 10.1 de la cibica alabeada.
C = {(ty: t3ty  tot] : t3) € P | (to : t1) € PL}.

Dijimos que un plano corta a C' en tres puntos contados con multiplicidad. Si queremos
que nos aparezca multiplicidad mayor que uno, podemos cortar con el plano V' (X3), que

(*) Conviene indicar que el nombre original en alemén del teorema es Nullstellensatz, ya
que en los textos en inglés no esta traducido, y hay que buscarlo por ese nombre
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nos da la raiz t; = 0 triple, es decir, que obtendremos el punto (1 :0: 0 : 0) contado tres
veces. Como las ecuaciones de C' eran

S={XoXo— X7, XoX3—- X1 X2, X1X3— X3}
las ecuaciones del punto triple seran
S = {XoXs — X7, XoX3 - X1Xo, X1 X3 — X2, X3}

0, equivalentemente
S = {XoXs — X7, X1Xo, X3, X3}.

Por tanto, el ideal I generado por S” representard al punto (1:0: 0 : 0) con multiplicidad
tres. Obsérvese que no es un ideal radical, ya que X2 € I (es decir, Xy € VI ), pero
X5 ¢ I. Podemos identificar el plano V(X3) con el plano proyectivo P4 de coordenadas
Xo, X1, X2, luego del mismo modo se ve que el ideal generado por XqXo— X%, X1 X5, X3
define el punto (1 : 0 : 0) con multiplicidad tres. Si en lugar de ver esas ecuaciones en
P2 las vemos en k* (que identificaremos con A3, y usaremos coordenadas X,Y, Z en lugar
de Xy, X1, X5), podemos decir que el ideal generado por XZ — Y?2,Y Z, Z? representa a
la recta V(Y,Z) con multiplicidad tres. Podemos ver esto como la generalizacién de la
nocioén de recta doble. Tenemos ahora un esquema en A} que define una recta triple.

En realidad, a efectos préacticos, el Teorema de los Ceros no ayuda mucho, ya que no
es tarea fécil (salvo para programas especializados de ordenador) calcular el radical de un
ideal. Evitaremos pues los métodos algebraicos de calculo de dimensién y grado a partir
del ideal, y nos centraremos en su descripcién geométrica. La idea es el Corolario 8.8(ii),
que indica que una curva corta a una recta general en un nimero d de puntos distintos, y
este nimero d es precisamente el grado. Nos basaremos en esta idea, aunque de momento

sea imprecisa:

Definicién. Se llama dimension de un conjunto algebraico X a r € N tal que un subespacio
lineal “general” de codimensién r corte a X en un nimero finito de puntos. El ntimero de
tales puntos se llama grado de X.

Obsérvese que esta definicion, aparte de coincidir con la que tenemos en el caso de
curvas planas, hace que en el Ejemplo 10.1 el conjunto C tenga dimension uno y grado
tres, ya que cualquier plano V (uoXo 4+ uiz1 +ue X2 +u3X3) C P} corta a C' en tres puntos
(que seran distintos si el discriminante de ugTy + w111 4+ uaTs + usTs es distinto de cero).
Del mismo modo, la curva racional normal del Ejercicio 10.2 es, en efecto, una curva y

tiene grado n.
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Para que la definicion anterior sea precisa, necesitamos decir qué entendemos por
subespacio lineal “general”. En el caso de curvas proyectivas, el subespacio es un hiperplano
de P, asi que, generalizando la situacién del Corolario 8.8(ii), un hiperplano general sera
un elemento de PP* que esté fuera de un conjunto proyectivo. Para ser precisos en el caso
general, necesitariamos conocer en primer lugar el conjunto de los subespacios lineales de
un espacio proyectivo. Para ver cémo podriamos hacer eso, analicemos el caso conocido
del espacio dual:

Observacién 10.7. Todos sabemos que al espacio dual PP le podemos dar coordenadas
(up : ... : uy,) representando el hiperplano de ecuacién ugXp+ . ..+ u, X,. Hay una forma
alternativa de ver estas coordenadas, si el hiperplano lo tenemos descrito como generado

por n puntos independientes. En efecto, si un hiperplano estd generado por los puntos

ai,...,an,y escribimos a; = (a0 : ... : a;), entonces la ecuacién del hiperplano es
Xo X1 ... X,
aio al e A1n
ano Gp1 ... 0nn

y por tanto los coeficientes del hiperplano son, salvo el orden y el signo, los menores de
orden maximo de la matriz
aio ail AT

A—
no Qpi  --- Qpn

cuyas filas son las coordenadas de los puntos que generan el hiperplano. Evidentemente,
si cambiamos los puntos que generan el hiperplano, la ecuacion nos tiene que quedar la
misma (o un miltiplo). Esto se puede ver de la siguiente forma: Cada punto del hiperplano
se obtiene mediante una combinacién lineal de las filas de A, es decir, multiplicando A a
la izquierda por un vector fila (en el que ponemos los coeficientes de la combinacién lineal.
Entonces, un nuevo sistema de puntos que generen el hiperplano se obtiene multiplicando A
a la izquierda por una matriz invertible P de orden n. Los menores de orden n de la nueva
matriz PA seran entonces los menores de orden n de A multiplicados por el determinante
de P, que es una constante distinta de cero. Por tanto, los coeficientes de la ecuacion del
hiperplano son los mismos que antes, pero multiplicados todos por det(P).

En general, esta idea de tomar los menores de orden maximo de una matriz cuyas
filas generan el subespacio sirve para dar coordenadas al conjunto de subespacios lineales

de dimension dada en un espacio proyectivo. Hagamos en detalle el primer caso no trivial:

Ejemplo 10.8. Sea X el conjunto de todas las rectas de P2. Cada recta L estard generada

(a0 a1 az a3
A_<bo by bo 53)'
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Para cada par de columnas 7, j € {0,1,2,3} (tomaremos siempre i < j) definimos

a; aj

Pis =1y, b,

Como hemos observado antes, cualquier otro par de puntos que generen la misma recta se
podran escribir como las filas de

s af ay ah aj _ Ao M ap a1 as as
b6 bll b/2 bg Mmoo M1 bo bl b2 b3

Ao Ar| A # 0 (la matriz (20 21) juega el papel de P en la observacion
0o M1

Ho M1
anterior). Se tendrd entonces

con

p,: CL; Q; _ )\0 )\1 a; aj _ )\0 )\1 a; aj :)\p
by b po p1) \bi b po pa||bi by v

Por tanto, (po1 : po2 : Po3 : P12 : P13 P23) ¥ (Po1 © Poa * Pos : Pia : Plis ¢ Phs) determi-
nan el mismo punto de IP’}E (como los dos puntos que determinan la recta son distintos,

necesariamente algtin p;; es no nulo). Tenemos, por tanto, una aplicacién
X =P
g1,3: k

y nos preguntamos si es inyectiva (es decir, si cada recta queda determinada univocamente
a partir de los p;;) y si es suprayectiva, es decir, si cualquier eleccién de coordenadas p;;
corresponde a una recta de P?. Estudiemos ambas cuestiones al mismo tiempo, es decir,
tomemos (po1 : Po2 : Pos : P12 : P13 : P23) € IP’Z y veamos cuando corresponde a una recta
de ]P’%, y si esa recta es Unica. Supongamos, por ejemplo, pg; # 0. Esto quiere decir que

la matriz <ZO Zl) es invertible. Multiplicando A a la izquerda por la inversa de dicha
o b1

matriz, obtenemos que la recta a la que corresponda (po1 : Po2 : Po3 : P12 : P13 : P23) Se
puede generar por las filas de una matriz

! 1 0 Cl,/ CL/
Tendremos entonces

(p()l :Po2 : Po3 P12 - P13 5p23) = (1 . bl2 . bg . —a’z . —Clé . CLIQbé — agbé)
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y por tanto

( Po2
02—y,
Po1
Po3
=2 bé
Po1
P12 /
_— = a2
Po1
P13 /
R p— a3
Po1
D23
—= = apbh — agbh

\ Po1

lo que demuestra dos cosas:

—En primer lugar, mirando las cuatro primeras igualdades anteriores, un elemento
(Po1 : Po2 : Pos : P12 : P13 : pa3) € P2 sélo puede provenir de una recta de IP’%, en concreto

.. _Piz . __Dpis .1 . DPo2 . P03
la generada por los puntos (1:0: =52 —B3)y (0.1 B . Bos),

—FEn segundo lugar, mirando ahora también la quinta y dltima igualdad, el elemento
(Po1 : Po2 : Pos : P12 : P13 : P23) viene de una recta si y sélo si
P23 _ _PizPos P13 po:

DPo1 Po1 Po1 Po1 Po1
es decir

Po1P23 — Po2P13 + Poapi2 = 0.

Si cambidsemos la hipétesis pg; # 0 por otra coordenada, los puntos que generan la recta
cambiarian, pero lo que no cambia es la ecuaciéon que deben satisfacer las coordenadas.
Llegamos entonces a que la imagen de gy 3 es la cuddrica V(po1p23 — po2p13 + Pos3P12),
llamada cuddrica de Klein.

En general, tenemos lo siguiente:
Ejercicio 10.9. Sea G(k,n) el conjunto de subespacios lineales de dimensién k de P}

(llamado grassmannina de k-espacios en PY). Sea A € G(k,n) un subespacio generado por
las filas de la matriz

ano anl e Qaon,
A=
aro Q1 ... Qgn
y, para cada eleccién de k + 1 columnas ig < i; < ... < i (obsérvese que hay (ZE)
elecciones) sea
ao,ig cee A0,y
Dio,... i, —
ak,io e ak’ik
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n+1\_
Demostrar que la aplicaciéon (llamada inmersion de Plicker) G(k,n) — ]P’,g'““) ' que

manda cada subespacio A al punto cuyas coordenadas son los p;,.. ;, (llamadas coor-
denadas de Pliicker) estd bien definida, es inyectiva, y tiene como imagen un conjunto
proyectivo (esta tltima parte es complicada, y el lector no debe desmoralizarse si no logra
una demostracién). Como modo alternativo para obtener ecuaciones de la imagen si k = 1,

demostrar que un punto esta en la imagen de la inmersiéon de Pliicker si y sélo si la matriz

0 Por --- DPon
—Po1 0 .o Din
—Pon —Pin cee 0

tiene rango dos, en cuyo caso la recta correspondiente de P} es la generada por las filas de
la matriz (este hecho ya lo hemos encontrado, para n = 2, en la demostracién del Teorema
8.1).

Con todo lo anterior, ya podemos precisar la definicién de dimensién y grado, basada

en la siguiente generalizacién del Corolario 8.8(ii):

Teorema 10.10. Sea X C P} un conjunto proyectivo. Entonces, existen nimeros natu-
ralesr y d y un conjunto proyectivo Z & G(n—r,n) C Pl rta) =1 (i.e. Z es un subconjunto
propio del conjunto del conjunto de todos los subespacios de codimensién r en P} ) tal que,
si A € G(n—r,n)\ Z, entonces la interseccion de X y A consiste exactamente en d puntos
distintos.

Aunque esta definicién estd enunciada sélo para conjuntos proyectivos, puede hacerse
también para conjuntos afines, sin més que tomar su completado proyectivo. No entraremos
en detalles (la construccién del completado proyectivo requiere alguna sutileza), mas que
nada porque, como el caso de curvas tendria que haber demostrado ya a estas alturas, la
geometria que funciona bien es la proyectiva sobre un cuerpo algebraicamente cerrado. A

este caso nos ceniremos sobre todo.

Ejemplo 10.11. Si consideramos en P% el conjunto X definido por las ecuaciones
X0X5, X1 X2, nos damos cuenta de que obtenemos la unién de la recta V(X5) y el punto
(0:0:1). Obsérvese que cualquier recta V (upXo + u1 X1 + us Xs) distinta de V(X2) (i.e.
ug,u1 no se anulan los dos) y que no pase por (0: 0 : 1) (i.e. uz # 0) corta a X en un
solo punto. Por tanto, en el Teorema 10.10 podemos tomar, por ejemplo, Z = V(UyUs),
y llegamos a que X tiene dimensién uno y grado uno. Noétese que, en cambio, una recta
que pase por (0:0: 1) corta a X en dos puntos. Esto indica que tanto la dimensién como
el grado de una variedad algebraica los determinan las partes “més grandes” de la misma.
Esta nocién de descomponer en partes es la generalizacion de las componentes irreducibles

que vimos para curvas:
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Definicién. Un conjunto proyectivo X C P} se dice que es irreducible si la inica forma
de escribir X como X = X; U X5, con X7, X conjuntos proyectivos, es tomando X; = X
o X9 = X. La misma definicién vale cambiando la palabra “proyectivo” por “afin”.

La generalizacion de la Proposicién 2.14 es ahora:

Ejercicio 10.12. Demostrar que un conjunto algebraico (afin o proyectivo) es irreducible
si y s6lo si I(X) es un ideal primo.

La descomposicion en componentes irreducibles es mas complicada, y se basa en la
descomposicién primaria de cualquier ideal de un anillo de polinomios (o al menos, en la
noetherianidad de tales anillos). El motivo esencial de tal dificultad se explica en parte
por el hecho de que, para variedades arbitrarias, las componentes irreducibles pueden tener
entre ellas distintas dimensiones, como hemos visto en el Ejemplo 10.11.

Observacion 10.13. Con estas definiciones, ya podemos estudiar el caso de codimensién
uno. Ya vimos en el Ejemplo 10.11 una curva (ya que tiene dimensién uno) que no esta
definida por una ecuacién. Lo que puede demostrarse es que el ideal de un conjunto afin o
proyectivo esta generado por una sola ecuacion si y solo si todas sus componentes tienen
codimensién uno. Un conjunto asies lo que propiamente hay que llamar hipersuperficie, o,

en el caso de dimensién uno, curva.

Veamos ahora hasta qué punto se puede generalizar el estudio local en un punto.
En el caso de curvas, aunque el algoritmo es mucho mas complicado que en el caso de
curvas planas, se puede hablar de ramas en un punto como clases de equivalencia de
parametrizaciones formales (que se ve que existen siempre), y por tanto de rectas tangentes.
Para dimension superior, la situacion no es tan simple. Estudiemos primero un ejemplo, y

tomaremos, como siempre en estos casos, el origen de un conjunto afin:

Ejemplo 10.14. Consideremos X = V(f) C A}, con f = XZ —Y? 4+ X3, y estudiemos
el punto (0,0,0) (el inico punto en el que se anulan todas las derivadas parciales de f).
Cortemos X con cualquier recta que pase por el origen. Tal recta se podrd parametrizar
como (X,Y, Z) = (at, bt,ct), con (a,b,c) # (0,0,0). La multiplicidad de interseccién de X
con la recta en el punto sera la multiplicidad de la raiz T' = 0 del polinomio

f(aT,bT, cT) = (ac — b*)T? + o®*T3

es decir, la multiplicidad es siempre al menos dos, y es mayor precisamente para las rectas
en que ac—b? = 0. Llegamos, por tanto, a la misma nocién de cono tangente que teniamos
para curvas, y de nuevo la ecuacién de tal cono es la parte homogénea de grado menor
de la ecuacion de la hipersuperficie f. Ahora bien, hay serias diferencias con el caso de
curvas. En primer lugar, el cono tangente ahora no es la unién de los planos tangentes
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a X en (0,0,0). De hecho, bien pensado, X deberia tener infinitos planos tangentes en
el punto, precisamente los planos tangentes al cono V(X Z — Y?) (que se puede ver que
son limite de planos tangentes a X en los puntos lisos). El cono tangente es, sin embargo,
unioén de rectas (y no planos) que pasan por (0,0,0). Puede demostrarse que dichas rectas
son las rectas tangentes a las distintas curvas contenidas en X que pasan por (0,0,0).

Podemos dar ya la siguiente:

Definicién. Dado un conjunto algebraico X y un punto a € X, se llama cono tangente de
X en a, a la unién de las rectas tangentes en a a las curvas de X que pasan por a.

Tal vez la definicién quede més clara con un ejemplo mas:

Ejemplo 10.15. Consideremos la curva C = {(t3,¢*,t°) € A} | t € k}. Se comprueba sin
dificultad que C = V(Y? - X Z, Z?— X?Y, X3—Y Z), y de hecho puede llegar a demostrarse
que I(C) esté generado por esos tres polinomios. Sin herramientas de cono tangente, sino
directamente con la parametrizacién, estd claro que el punto (0,0,0) es triple y con una
sola recta tangente, en concreto V (Y, Z), que deberia contar tres veces. Efectivamente, si
tomamos las partes homogéneas de grado menor de los generadores del ideal, tendriamos
que el cono tangente serfa V(Y? — XZ,Z2,YZ), que ya vimos en el Ejemplo 10.6 que
define esa recta tres veces.

Ejemplo 10.16. Calcular el cono tangente en el origen de la curva V(X?Y — X8 XY2 +
7% C Az [La moraleja del ejercicio es que no basta con calcular las partes homogéneas de

los generadores del ideal, sino que hay que considerar todo posible polinomio del ideal].

Podemos ya dar las definiciones, aunque no sean muy precisas:

Definiciéon. Se llama cono tangente a un conjunto algebraico X en un punto a € X a la
union de las rectas tangentes en a a todas las curvas de X que pasan por a. Se llama
maltiplicidad de un punto de una variedad algebraica al grado de su cono tangente (que
puede contar con multiplicidad, como vimos en el Ejemplo 10.15). Un punto liso de una
variedad algebraica es un punto para el que el cono tangente tiene grado uno, en cuyo caso
se llama espacio tangente. Si a es liso en X, denotaremos por T, X al espacio tangente a
X en a. Se puede demostrar que la dimension del cono tangente coincide con la dimensién
maxima de las componentes de X que pasan por a, y si a es un punto liso entonces X
tiene una uinica componente que pasa por a, de dimension igual a la de T, X.

A efectos practicos, T, X es la interseccion, cuando F' recorre el conjunto de poli-
nomios homogéneos de I(X) (o, en este caso, basta tomar un sistema de generadores), de
V(Fo(a)Xo + ...+ Fh(a)X,) (donde, como siempre, F; indica la derivada parcial de F’
respecto de X;). De nuevo, la definicién andloga se puede hacer para el caso afin. Cuando
a no es liso, tal intersecciéon da un espacio lineal que contiene al cono tangente, y que se
llama espacio tangente de Zarisks.
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El teorema mas importante que hemos visto en estas notas, el de Bézout, se puede
generalizar a conjuntos proyectivos. El Ejemplo 10.11 nos muestra que necesitamos tener
cuidado sobre la dimensién de las componentes. Damos aqui un enunciado bastante general
atendiendo a estas precauciones:

Teorema 10.17. Sean X,..., X, C P} conjuntos proyectivos de dimensién pura (i.e.
para cada i = 1,...,s, cada componente de X; tiene la misma dimension r;). Sea c; :=
n — r; la codimension de X;. Entonces:

(i) Cada componente irreducible de X1 N ... N X, tiene codimensién como mucho ¢; +
oot

(ii) Sici+...+¢cs =ny X1N...N X, es un ndmero finito de puntos, entonces tal niimero
de puntos es, contando multiplicidades, deg(X7) - - - deg(X5).

La nocién de multiplicidad de interseccién es muy dificil de definir en general (ya lo
ha sido para la interseccién de dos curvas planas). De hecho, la topologia algebraica, y
en concreto los grupos de homologia fueron introducidos con la finalidad de definir con
precisién la nocién de multiplicidad de interseccién para conjuntos proyectivos complejos
(como en la seccién 9, considerados como variedades topolégicas, y por tanto definiendo
ciclos en el espacio proyectivo complejo, visto como espacio topolégico ambiente).

El modo de entender el Teorema 10.17 es el siguiente: la codimension esperada de la
interseccion de conjuntos proyectivos es la suma de las codimensiones, y cuando eso ocurre
entonces se puede “calcular” la interseccién. Obsérvese en particular que el ideal de un
conjunto proyectivo de codimension ¢ tiene que estar generado necesariamente por al menos
¢ ecuaciones. Ya en el primer ejemplo que hemos visto (Ejemplo 10.1) el ideal no puede
generarse por tantas ecuaciones como la codimension, salvo en el caso de codimension uno
(ver Ejemplo 10.13). De hecho, es muy especial que el ideal de un conjunto proyectivo esté
generado por tantos elementos como la codimensién (un conjunto proyectivo asi se llama
interseccion completa). Probablemente la conjetura abierta mas importante en geometria
proyectiva (debida a Hartshorne) sea que toda variedad proyectiva lisa de dimensién r en
P? es interseccién completa si r > %n

Finalmente, analicemos brevemente algo que el lector deberia haber echado de menos.
En cualquier materia matemédtica merecedora de tal calificativo, después de introducir
los objetos con los que se va a trabajar, se introducen los morfismos entre ellos, que son
aplicaciones que respetan la estructura (aplicaciones lineales de espacios vectoriales, homo-
morfismos de grupos o anillos, aplicaciones continuas de espacios topolédgicos, aplicaciones
diferenciables de variedades diferenciables,...). Para variedades algebraicas definidas por
polinomios, lo esperable seria definir morfismo como una aplicacién polinomial. Sin em-

bargo, no es tan simple como eso:
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Ejemplo 10.18. La biyeccién P}, — P? definida por (to : t1) — (&3 : tot1 : t3) del Ejercicio
1.7 deberfa ser un isomomorfismo entre P! y V(X¢ X, — X?). Sin embargo, la tinica forma

de definir su inversa es mediante

(ap:aq) si(ap:ayp:az)#(0:0:1)

(GO:al:az)H{(cu:az)Si(a0¢@1:a2)7A(1:O:0)

(obsérvese que (ag : a1) = (a1 : az) en V(X Xy — X?)).

Este ejemplo indica que la nocién de morfismo debe ser local, en el sentido de que
alrededor de cada punto puede definirse mediante polinomios, aunque globalmente no tenga
por qué poderse definir por polinomios (aunque puede demostrarse que, a posteriori, un
morfismo entre conjuntos afines se puede definir globalmente por polinomios). No daremos
la definicion precisa de morfismo, sino que nos limitaremos a ver la diferencia fundamental
entre los conjuntos afines y proyectivos. En el caso proyectivo, puede demostrarse que la
imagen por un morfismo de un conjunto proyectivo sigue siendo un conjunto proyectivo
(por eso la imagen de cualquier parametrizacién es siempre un conjunto proyectivo). Sin
embargo, en el caso afin, los morfismos no conservan conjuntos afines: basta pensar en la
imagen de la hipérbola V(XY — 1) sobre cualquiera de los ejes coordenados, que es toda

la recta menos un punto. La situacién puede ser mas complicada ain:

Ejemplo 10.19. Consideremos la aplicacién A? — A? definida por (z,y) — (z,zy).
La imagen de la recta V(Y — \) es la recta V(Y — AX). Por tanto, la imagen de la
aplicacion es la unién de las rectas que pasan por (0,0) con pendiente finita (es decir,
todas las rectas excepto la recta vertical V(X)). Podemos escribir entonces la imagen
como A? \ [V(X)\ V(X,Y)]. En general, se llama conjunto constructible a un conjunto
afin menos un conjunto afin al que previamente se le ha quitado otro conjunto afin, al que
a su vez previamente se le ha quitado... (y asi una cantidad finita de veces). Lo que si
puede llegar a demostrarse es que la imagen por un morfismo de un conjunto constructible

es siempre constructible.

Terminamos analizando lo que pasa en el caso en que el cuerpo no sea algebraicamente
cerrado, en concreto cuando tomamos k£ = R. En tal caso, los morfismos hacen cosas mas
complicadas. Por ejemplo, la imagen de la circunferencia V(X? + Y2 — 1) al proyectar
sobre cualquiera de los ejes coordenados es el intervalo [—1, 1], que ya hay que definirlo
por desigualdades. Un conjunto definido por igualdades y desigualdades polinomiales es lo
que se llama un conjunto semialgebraico, y el estudio de tales conjuntos es el objeto de la
llamada geometria algebraica real. El resultado clave en este campo es que la imagen por

un morfismo de un conjunto semialgebraico es un conjunto semialgebraico.
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