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RESUMEN: 
Se ha desarrollado un método de cuantificación del grado de patología de imagen de fondo 
de ojo mediante el análisis de la dimensión fractal conectada de la vasculatura retiniana. El 
método se basa en la cuantificación de la diferencia entre la distribución de probabilidad 
de esta dimensión para retinas sanas y patológicas, usando la divergencia de Kullback Lei-
bler entre ellas. Los resultados sobre imágenes de retinopatía diabética y glaucoma mues-
tran una alta fiabilidad respecto a la detección de patología por expertos humanos, teniendo 
en cuenta, además, la variabilidad propia entre retinas sanas y permitiendo cuantificar el 
grado de patología.  
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ABSTRACT: 
A method for quantifying the degree of retinal image pathology has been developed by 
analyzing the connected fractal dimension of the retinal vasculature. The method is based 
on the quantification of the difference between the probability distribution of this dimen-
sion for healthy and pathological retinas, using the Kullback Leibler divergence between 
them. The results for images of diabetic retinopathy and glaucoma show a high reliability 
with respect to the detection of pathology by human experts, taking into account, in addi-
tion, the own variability between healthy retinas. Moreover, the method quantifies the de-
gree of pathology. 

Key words: Bio-Optics, fractal dimension, retina image, diabetic retinopathy, 
glaucoma, Biophotonics, image processing.   

1.- Introducción 
La Dimensión Fractal (DF) es una medida re-
levante para analizar la vasculatura retiniana. 
Nos proporciona mucha información sobre la 
salud y las enfermedades sistémicas y cardio-
vasculares mediante el análisis cuantitativo de 

los vasos sanguíneos de la retina que se pue-
den observar de forma de directa y no invasiva 
[1], [2] . Además, la DF es una medida global 
de la complejidad fisiológica de varias estruc-
turas que se encuentran en la naturaleza, in-
cluidas las redes vasculares. Las patologías re-
tinianas y las disfunciones sistémicas pueden 
alterar la estructura normal de la red vascular 
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retiniana humana (por ejemplo: retinopatía 
diabética, glaucoma, hipertensión etc.), por lo 
tanto, el análisis fractal de la misma permite 
evaluar el patrón vascular retiniano y puede 
servir como una valiosa herramienta para la 
cuantificación y la detección de patologías 
que afectan la vasculatura retiniana [3], [4].  

En el presente trabajo utilizamos la dimensión 
fractal local de la vasculatura para calcular la 
función de distribución de probabilidad de la 
misma, tanto en retinas sanas como en patoló-
gicas, estableciendo posteriormente una cuan-
tificación de la diferencia entre estas distribu-
ciones a través de la Divergencia Kullback 
Leibler (KL) que es una medida métrica o dis-
tancia no simétrica de la similitud entre dos 
funciones de distribución de probabilidad P 
(retina patológica) y Q (retina sana) para la 
cuantificación de la relevancia patológica de 
nuestro banco de imágenes retinianas patoló-
gicas [5]. Nuestro base de datos está consti-
tuido por dos grupos de imágenes retinianas:  
un grupo control (retinas sanas) que está for-
mado por 15 imágenes retinianas en RGB con 
un tamaño 2336 x 3504 pixeles, y otro grupo 
de imágenes retinianas patológicas clasifica-
das en: Glaucoma y Retinopatía Diabética y 
están formados por 15 imágenes retinianas 
cada grupo, también en RGB y con un tamaño 
de 2336 x 3504 pixeles. 

2.- Método Experimental 
Comenzamos el procedimiento del cálculo de 
la DF y la cuantificación de la relevancia pa-
tológica KL, segmentando nuestro banco de 
imágenes retinianas, tanto las sanas como las 
patológicas con un método de segmentación 
morfológica [6] que consiste en extraer los va-
sos sanguíneos sin tener en cuenta el resto del 
fondo retiniano.  

2.1.- La Segmentación 
Este procedimiento consiste en detectar la 
forma de la vasculatura retiniana mediante fil-
tros de forma o “morfológicos.  implementa-
dos en librerías MATLAB de acceso libre [6]. 
Con ello sólo se analizan los vasos sin tener 
en cuenta el resto del fondo de la imagen 
(Fig.1). Para este método, existe un nivel de 
umbralización (Threshold) para detectar 
“más´ o “menos´ vasos, que debe ser im-

puesto dependiendo de la aplicación hasta en-
contrar el valor óptimo para segmentar los va-
sos principales de la retina sin tener cuenta los 
vasos de las capas adyacentes, El nivel de um-
bralización óptimo ha sido estudiado por los 
autores en un trabajo anterior [7]. Para llevar 
a cabo la segmentación con un gasto compu-
tacional aceptable las imágenes son reducidas 
de tamaño 584 x 565 pixeles. 

Fig. 1: A) Imagen de una retina sana en RGB. B) 
La segmentación morfológica de la vasculatura 
retiniana de la imagen A. 

2.2.- Cálculo de la Dimensión Fractal 
Existen varios métodos para la medida de la 
DF de la vasculatura retiniana, entre ellos, la 
dimensión local fractal (LFD) y la local co-
nectada (Dlc). Estos dos métodos estiman la 
DF basándose en el método de recuento de ca-
jas (Box-Counting) de distinto tamaño (𝜀), 
siendo el número de cajas necesarias N (𝜀), 
que contienen parte del objeto. Formalmente, 
la dimensión fractal Box-Counting (DB) puede 
calcularse como [1]: 

 𝐷஻ ൌ 𝑙𝑖𝑚
ఌ→଴

𝑙௢௚ேሺఌሻ
𝑙௢௚ ሺ1 ఌሻ⁄  (1) 

Para su cálculo computacional se cuenta el nú-
mero de las cajas N (𝜀), y en una gráfica log-
log se representa el número de las miasmas 
frente al logaritmo (𝜀) del tamaño de la caja 
para obtener la medida de la DF-DB del ob-
jeto. En el caso de la LFD este cálculo se rea-
liza localmente alrededor de cada punto P del 
objeto. Para el caso de la DLc el cálculo se 
realiza sólo con los puntos alrededor de cada 
punto P de la imagen que se conectan de ma-
nera continua con él [8]. Esta última medida 
de la dimensión fractal se puede utilizar muy 
bien para caracterizar la vasculatura retiniana 
ya que, si la segmentación ha sido bien reali-
zada, forma un conjunto de puntos conectados 
de manera continua.   
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Con las imágenes segmentadas previamente 
procedemos a calcular la dimensión fractal lo-
cal conectada de cada retina con un plugin 
“FracLac´  [9] del programa ImageJ [10] que 
estima un mapa de dicha dimensión. La zona 
local estudiada es de 31 x 31 pixels, reconfi-
gurable en “FracLac´. El resultado final es un 
mapa espacial de la distribución fractal local 
conectada (Fig. 2). 

Fig. 2: A) Imagen segmentada de una retina sana. 
B) El mapa del análisis fractal que representa to-
dos los puntos de la DF local (azul) y local conec-
tada (morado) de la retina sana junto con el có-
digo de colores. C) La distribución de probabili-
dad de la Dlc de la retina sana.

2.3.- Distancia Kullback-Leibler (KL) 
Con los mapas espaciales calculados, los da-
tos se exportan a MATLAB y se calculan las 
curvas de las distribuciones de probabilidad 
de la dimensión fractal local conectada. El si-
guiente paso es calcular la distancia KL para 
lo cual separamos las distribuciones en dos 
grupos para formar dos funciones de distribu-
ciones distintas que son la “Q´ (distribución 
de probabilidad teórica o de referencia)  y P 
siendo esta otra distribución que queremos ver 
cuánto diverge de Q [11]. De acuerdo con 
esto, tomamos la distribución “Q´ como la 

media de las distribuciones de retinas sanas 
dado que estas se comportan de una forma si-
milar [12] y “P´ será la distribución de proba-
bilidad de la dimensión fractal conectada de 
una retina patológica (Fig. 3). La definición de 
KL viene dada por la fórmula siguiente [11]: 

𝐷𝐾𝐿ሺ𝑃 ∥ 𝑄ሻ ൌ ∫ 𝑃ሺ𝑥ሻln 𝑃ሺ௫ሻ
𝑄ሺ௫ሻ

ஶ
−ஶ 𝑑𝑥      (3) 

Para obtener un valor no patológico de esta di-
vergencia, se mide la distancia KL de cada 
distribución de probabilidad de la DF de las 
retinas sanas a la distribución media de todas 
ellas, obteniéndose un valor medio de este va-
lor junto con una incertidumbre dada por la 
desviación estándar (KLsanasr V(KLsanas)). Este 
valor KL medio de las retinas sanas, KLsanas, 
se utiliza como un valor de normalización 
para comparar con las distancias KL de las re-
tinas patológicas.  Esto implica que el valor de 
la KL normalizado sea KLN = KL/KLsanas 
siendo la 1, es decir los valores de la KLN >1 
serían casos patológicos, permitiendo cuanti-
ficar de este modo el grado de patología de la 
retina. Fijémonos que este valor KLN  tiene un 
valor de incertidumbre ya que KLsanas tiene 
también una incertidumbre  V(KLsanas). Su in-
certidumbre vendrá dada por: 

            Vሺ𝐾𝐿ேሻ ൌ 𝐾𝐿ே
ఙሺ𝐾𝐿ೞೌ೙ೌೞሻ

𝐾𝐿ೞೌ೙ೌೞ
   (4) 

De este modo, podríamos clasificar la patolo-
gía en tres niveles distintos. 

Cuando 𝐾𝐿ே െ 𝜎ሺ𝐾𝐿ேሻ ൐ 1, claramente la 
retina es patológica. Si 𝐾𝐿ே ൅ 𝜎ሺ𝐾𝐿ேሻ ൏ 1 la 
retina no mostraría patología. En el resto de 
los casos tendríamos dudas sobre la clasifica-
ción. Además, el valor de KLN nos cuantifica-
ría el grado de patología. 

Fig. 3: La muestra gráfica de la divergencia o dis-
tancia KullBack Leibler entre la distribución me-
dia de las retinas sanas. 
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3.- Resultados 
El procedimiento anterior se ha aplicada a la 
cuantificación de dos tipos de patología, el 
glaucoma (G) y la retinopatía diabética (RD), 
sobre imágenes retinianas. Estas imágenes 
proceden de un banco de datos y ya han sido 
clasificadas como patológicas o no por espe-
cialistas humanos [5]. Sin embargo, en esta 
clasificación no aparece ningún tipo de cuan-
tificación de la patología. 

Vamos a definir el grado de fiabilidad como 
la concordancia entre la clasificación humana 
y la del método expuesto en el presente tra-
bajo. Los resultados de la fiabilidad en el caso 
de la RD y G fueron aproximadamente del 
89% para ambas patologías. Estos resultados 
nos demuestran que con el método de la seg-
mentación morfológica se puede cuantificar la 
relevancia patológica de nuestras imágenes 
retinianas patológicas con alta precesión y fia-
bilidad, lo cual quiere decir que la DF y la di-
vergencia Kullback Leibler pueden ser una 
buena herramienta para detectar casos de reti-
nas patológicas cuando estas están relaciona-
das con alteraciones con la vasculatura reti-
niana. Además, el método permite asignar un 
número KLN a cada retina patológica para la 
cuantificación de la patología. En la figura 4 
se muestran 3 imágenes de retinas clasificadas 
como claramente patológicas junto con su nú-
mero KLN  (Fig. 4).  

Fig. 4: La muestra de tres imágenes retinianas pa-
tológicas con retinopatía diabética clasificadas 
por un experto Humano y la KLN que cuantifica el 
grado patológico de la retina. A) Es una retina con 

retinopatía diabética con KLN muy alto, B) otra re-
tina con retinopatía diabética y con KlN medio y C) 
otra retina  con KLN bajo. 

4.- Conclusión 
Se han desarrollado métricas para cuantificar 
el grado de patología de la vasculatura reti-
niana, comparando las distribuciones de pro-
babilidad de la dimensión fractal conectada 
entre retinas sanas y patológicas, mediante la 
divergencia Kullback Leibler entre dichas dis-
tribuciones. El método muestra una fiabilidad 
en torno al 90% en los bancos de imágenes 
utilizados para retinopatía diabética y glau-
coma. Además, el método permite cuantificar 
el grado de patología lo cual puede ser de uti-
lidad para el seguimiento de tratamientos y la 
clasificación de pacientes mediante estas téc-
nicas de imagen y tratamiento.  
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