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INTRODUCCION

El campo de los Problemas de Rutas de Vehiculos ha sido catalogado por ASSAD, (1.988),
como "uno de los grandes éxitos de la Investigacion Operativa en la tiltima década”, Segun los
observadores, este éxito debe atribuirse por una parte al disefio de modelos muy ajustados a la
realidad para los que se han desarrollado algoritmos eficientes; por otra parte al desarrollo del
hardware. En otras palabras, la llave del éxito ha consistido en unir la eficacia de los algoritmos

por un lado y la potencia de los ordenadores por otro.

Ejemplos de aplicaciones pricticas pueden encontrarse en los trabajos de AKINC, (1.992),
BALL, (1.988), HOLT y WATTS, (1.988), LEVI y BODIN, (1.988), LARSON y otros, (1.988),
PAPE, (1.988) y GOLDEN, (1.988). Descripciones de como se integran estas técnicas
algoritmicas en sistemas logisticos mis complejos se pueden encontrar en FISHER y otros
(1.982), LYSGAARD, (1.992), ROY y CRAINIC, (1.992), ROUSSEAU, (1.988), VAN VLIET
y otros, (1.992) y en TANCHOCO y SINRIECH, (1.992).

En Espafia destacan los trabajos de BENAVENT y otros, (1990) y (1.992), para los Problemas
de Rutas con Restricciones de Capacidad, asi como los de COBES y COROMINAS, (1.990),

para problemas de Transporte Escolar.

Recientemente se esta intentando abordar los problemas de rutas combinando las técnicas de
Programacién Matemética con las de Inteligencia Artificial; asi se puede ver en BAGCHI y NAG,
(1.991), o en POTVIN y otros, (1.990).

En este trabajo se aportan nuevas contribuciones en el desarrollo de técnicas de solucion para
modelos de Rutas que se adaptan a problemas reales. Mas concretamente se desarrolla una serie

de algoritmos heuristicos para el Problema de Rutas de Vehiculos con Ventanas de Tiempo

. vil



(VRPTW) que pueden ser programados para funcionar en ordenadores personales, de los cuales
se hace hincapié en dos, que se van a denominar VARIANTE RAMA IZQUIERDA, y
VARIANTE TIEMPO MAXIMO DE COMPUTACION. Con estos dos algoritmos se obtienen
mejores soluciones, para determinados conjuntos de clientes, que las obtenidas por otros

algoritmos heuristicos muy utilizados actualmente.

Los pasos que se han dado para el desarrollo de estos algoritmos son los siguientes: desarrollo
de un algoritmo exacto para el Problema del Viajante con Ventanas de Tiempo (TSPTW),
adaptacion de este algoritmo para obtener un algoritmo exacto para el VRPTW e incorporacion a
éste de determinados criterios de parada que dan lugar a la familia de heuristicos antes

mencionada.

Con este procedimiento se recupera la técnica de los algoritmos exactos truncados o de
biusqueda incompleta, desarrollada por LITTLE y otros (1.963) y més recientemente por BALAS
y CHRISTOFIDES, (1.981). Por otra parte, ademas del objetivo inicial de desarrollar heuristicos

efectivos para el VRPTW, se consiguen estos otros:

- Desarrollar algoritmos exactos para el TSPTW y el VRPTW. Estos pueden ser utilizados
para problemas con pocos nodos, o en los que se disponga de tiempo suficiente para

obtener la solucion.

- El algoritmo exacto para el TSPTW puede ser incorporado a otros heuristicos para el
VRPTW mejorando la eficacia de éstos. Por ejemplo en la segunda fase de las técnicas del

tipo Grupos 1°-Rutas 2°, como se verd en el capitulo 2.

- El algoritmo obtenido para el TSPTW puede ser adaptado facilmente a otro tipo de
problemas mas complejos como el TSPTW con Carga y Descarga, €l Problema de Carga y
Descarga con Ventanas de Tiempo (PDPTW) con un vehiculo, el PDPTW con sistemas

LIFO de entrada y salida de mercancia..., como se expone en el capitulo 6.

viil



Este trabajo se estructura de la siguiente manera: en los capitulos 1 y 2 se recopilan los
principales algoritmos existsntes para la resolucion del TSP y del VRP respectivamente. Ademais
en el capitulo primero se proponen modificaciones en el algoritmo de HELD & KARP que
reducen ¢] tiempo de computacién,' y en el capitulo segundo se describe una nueva variante en el

algoritmo de BEASLEY que aumenta su eficacia.

En el tercer capitulo se adaptan los anteriores algoritmos para problemas de rutas con ventanas
de tiempo; la justificacién de estos problemas es clara: por una parte los aspectos temporales
(horarios, tiempos de conduccibn,...), suponen una caracteristica fundamental que ha de ser
incorporada a los modelos de rutas si se pretende resolver aplicaciones reales (ALVAREZ,
(1.992)). Por otra parte, su adaptaciéon ha supuesto en muchos casos, el desarrollo de nuevas

técnicas, totalmente diferentes a las existentes hasta el momento.

En el cuarto capitulo se desarrollan los algoritmos exactos y los heuristicos que de ellos se
derivan, segun lo comentado anteriormente. La descripcion de los algoritmos en el capitulo 4 esta
hecha de forma modular, describiendo por separado cada uno de los procedimientos, y
describiendo cada procedimiento, a su vez, mediante pasos claramente diferenciados. El proposito
es conseguir que sean ficilmente programables para ser implementados en lenguajes de alto nivel,
aunque se recomienda sobretodo aquellos que admitan recursividad, como PASCAL, C, C++,...
En concreto, la implementacién de los algoritmos utilizados se ha realizado con los compiladores
TURBOPASCAL 6.0 y BORLAND PASCAL (TP 7.0 Profesional), de Borland. El ordenador
utilizado ha sido un PC-AT i486 dx2 a 50 Mhz.

En el quinto capitulo se examinan dos de estos algoritmos, VARIANTE RAMA IZQUIERDA
y VARIANTE TIEMPO MAXIMO DE COMPUTACION vy se comparan los resultados con los
obtenidos por otros heuristicos. Para ello se simulard una serie de problemas con diferente

namero de nodos, y se planteard un problema real.
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Finalmente, en el sexto capitulo se muestran diferentes adaptaciones de los algoritmos
desarrollados, ademas de nuevas direcciones de investigacion siempre dentro del campo de los

problemas de rutas.
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CAPITULO 1. ALGORITMOS PARA EL PROBLEMA DEL
VIAJANTE

1.- INTRODUCCION

Quizés el problema de Optimizacién Combinatoria més estudiado en la literatura desde hace
més de 40 afios es el conocido Problema del Viajante o TSP (Traveling Salesman Problem). Su
formulacién es la siguiente: Un individuo tiene que visitar n-1 ciudades partiendo de una ciudad

inicial (ciudad 1) y volver a ella, de forma que la ruta elegida sea la mas corta o més barata.

En este problema y en su generalizacién al Problema de Rutas de Vehiculos o VRP (Vehicle
Routing Problem), es donde mas "éxito" han tenido las aplicaciones de técnicas algoritmicas al
desarrollo de sistemas eficientes en el mundo de la industria, comercio, defensa... Su importancia

esté, por tanto, fuera de toda duda.

El VRP tiene un planteamiento basado en el TSP y, por ello, ha adoptado las técnicas de
solucion de éste, es més: la gran mayoria de las técnicas de solucion de los problemas de rutas son
basicamente algoritmos del TSP con la incorporacion de algunos pasos previos o posteriores.
Resulta por tanto imprescindible para un correcto estudio de los problemas de rutas, un

conocimiento profundo de los algoritmos del TSP.
En el TSP sin restricciones adicionales hay (n-1)! soluciones factibles, tambicn llamadas rutas,
y es un problema NP-completo. De hecho todos los algoritmos de solucién exactos para este

problema requieren un tiempo de computacién exponencial en el nimero de ciudades.

Los métodos de solucién suelen clasificarse en dos grandes grupos:



1.- Algoritmos Exactos, la mayoria de tipo Branch & Bound, (Syslo y otros, (1.983)), o
basados en Programacion Dinamica, que reducen la enumeracion ‘de todas las soluciones
posibles, asegurando la obtencién de la solucion 6ptima. Sin embargo, el tiempo de
computacién al ser funcién exponencial del mimero de ciudades, hace "prohibitivo" su uso
para un numero grande de ciudades. Entre los algoritmos Branch & Bound destacan los de
Little, (1.963), y Held & Karp, (1.970) y (1.971). El tiempo de computacién en estos
algoritmos es de orden 6(2°). Menos eficiente es la resolucién usando exclusivamente
técnicas de Programacién Dindmica, (Desrochers y otros, (1.988)); sin embargo éstas
pueden ser Gtiles para hallar cotas que después sean introducidas en algoritmos de tipo
Branch & Bound.

2.- Algoritmos Heuristicos o de aproximacion, que no aseguran la obtencion de la soluciéon
optima, sino de una solucién que suele estar préxima a la optima, en un tiempo de
computacién menor (que normalmente crece polinomialmente en funcién del nimero de

ciudades). Se pueden distinguir las siguientes grandes familias o grupos:

. Constructivos: Van construyendo una ruta de forma secuencial. Por ejemplo los de

Insercién, Ahorros, Aproximacién Geométrica, etc... (Golden y otros, (1.980)).

. De Mejora: A partir de una solucién inicial determinan otra con menor coste (0
distancia total) mediante una serie de cambios. Destacan fundamentalmente en este

grupo los algoritmos de intercambio r-6ptimos. (Lin, (1.965)).

- De Busqueda Incompleta: Basicamente son algoritmos de tipo Branch & Bound en los
que se corta o impide la exploracion de determinadas ramas en el arbol de busqueda. A
diferencia de los correspondientes algoritmos Branch & Bound no garantizan que las
ramas que no se exploran no contengan la solucion dptima (Aragén y Pacheco, 1.992).
Otros como el de Carlier y Villon, (1.990), se basan en un método de Programacion
Dinamica en el que se reduce la bisqueda de la solucién a un nimero polinomial de

rutas.



. Compuestos: Combinan dos o mis técnicas anteriores; por ejemplo aplican un
intercambio r-6ptimo a una solucién dada por un algoritmo de insercién o de bisqueda

incompleta. (Golden y otros, (1.980)).

Por lo general, los heuristicos son los més empleados especialmente en la actividad

empresarial, sobretodo cuando el tamafio del problema es grande.
En el trabajo de Nurmi, (1.991) se proponen modificaciones en algunos de estos algoritmos,

para su programacion en lenguaje C, realizdndose ademés un estudio comparativo en un

ordenador personal.

1.1. FORMULACION DEL TSP

Sea ¢; la distancia de la ciudad i a 1a j, y las variables:
"1, sieltramokvadelaciudadialaj
Xip =

0, en caso contrario

la funcidén a minimizar sera:

_=1 1 k=1
JH
sujeto a las siguientes condiciones:
n n . .
Y Yxg=1, i=l..n (decadaciudad solo se sale una vez)
i

> i x3=1, k=1,...,n (cadatramo k soio une dos ciudades)



n n

> Exijk =1, j=1,.,m; (acadaciudad solo sellega una vez)
=1 =1

i#

”n
Yo xp= X X, j=L..n KElonel;
i=1

r=1
i®f &
(el punto de llegada del tramo k es el punto de partida del tramo k+1),

Zizxin=1; (enel primer paso se sale de 1),

Tiaxun=1; (en el dltimo paso se llega a 1).

Otra formulacién clésica, que usa (nicamente dos subindices, es la de Miller, Tucker y Zemlin,

(1.960):

n n
minimizar 2, 2, CyXy

=1 =1

e

sujeto a las siguientes condiciones:

u—uy+mxySn—1, ij=2,.,m;i#];
xy € {0,1}, ij=1...m i#]

} weZ, i=2..n

siendo



1, si la ciudad j se visita inmediatamente después de i

0, en caso contrario

Qbservaciones

Un TSP se dice simétrico si la distancia de la ciudad i a la j es la misma que delajala i, esto es

C; = €5, Y asimétrico en caso contrario.

Un TSP cumple Ia desigualdad triangular si para cualesquiera ij,k € {1,...,n}, se verifica c; <
¢, + ¢ Este problema se conoce como ISP Euleriano.

Siempre se puede conseguir un TSP con esta propiedad redefiniendo la matriz de distancias a

partir de la menor distancia entre dos ciudades aunque esto suponga pasar por una tercera.

Como las ciudades pueden considerarse nodos de un grafo consideraremos sin6nimos los

términos nodo y ciudad, utilizando el més adecuado segin el contexto.

-

2.« ALGORITMOS EXACTOS

Entre los algoritmos exactos destaca principalmente el algoritmo de Little y otros, (1.963). Se
usa para matrices asimétricas, esta basado en un proceso recursivo de reduccion de la matriz de
distancias y ha sido adaptado a otros problemas de rutas como el VRP, (Christofides y Eilon,
(1.969)), o el TSP con carga y descarga, (Kalantari y otros, (1.985)). Otros algoritmos exactos
son el de Eastman, (1.958), también para matrices asimétricas; el de Held & Karp, (1.970) y
(1.971), basado en los /-drboles de expansion, al igual que el propuesto por Volgenant y Jonker,
(1.982), ambos para matrices simétricas. Por su adaptabilidad a problemas con ventanas de
tiempo, destacan las técnicas de relajacion del espacio de estados de Christofides, Mingozzi y
Toth, (1.981).



Todos los algoritmos exactos requieren tiempo exponencial. En el apartado correspondiente al
algoritmo de Held & Karp se proponen unas modificaciones que reducen enormemente el tiempo

de computacion.

2.1.-ALGORITMO DE LITTLE

En 1.963 Little y otros, (1.963), describieron una técnica Branch & Bound para el TSP que
durante afios ha sido el algoritmo exacto més utilizado y que més veces se ha adaptado para la
resolucion de otros problemas de rutas mas complejos como el VRP. Como todos los métodos
Branch & Bound esta basado en un arbol de busqueda donde en cada paso todas las posibles
soluciones del problema son particionadas en dos o més subconjuntos. En este caso la particion da
lugar a dos subconjuntos: uno con las soluciones que contienen un arco especifico (i,J) y ¢l otro

no.

El método basico para elegir el arco (i,j), a partir del cual se divide el conjunto de soluciones, y
obtener las cotas inferiores en cada uno de estos subconjuntos, consiste en un proceso de

reduccién de la matriz de costes (o distancias) basado en el Teorema 1.1.

Teorema 1.1. .
Dada una solucion factible x=(x,) del TSP, sean p, = min,,, , {c,}, ¢ =min,,  {c p}. ¢’y =

¢~ Pr- 4;- Se verifica que:
C;« 20, y 2= Zp iy = Il Zh clgxij'*'zt';lpi +ZL1 gj.

Observacion.-
El Teorema 1.1. muestra que minimizar X, ¢ x, equivale a minimizar X, ¢'x;y que L,p, + 2g;

es una cota inferior para el valor 6ptimo de z.



En cada vértice del 4rbol de decision, el proceso de reduccion consiste en obtener C' a partir
de C. Inicialmente se toma el coste total 0. La cantidad Z7, p: +ZL; gy, se va a aiiadir al coste
total acumulado, y va a ser la cota inferior de esta rama. Se elige para la ramificacion el arco (i,j)

que menos aumente €l coste total, por tanto se elige un arco correspondiente a un 0 en la matriz
C', ya que C' tiene al menos un 0 por fila y columna. Una vez elegido el arco (i,j), se particiona o
ramifica el conjunto de soluciones actuales en las que incluyen el arco (i,j), rama izquierda, y las

que no, rama derecha.

~

Las operaciones a realizar en la rama izquierda son las siguientes:

« Se ha de asegurar que no se incluya en posferiores pasos arcos que salgan de i ni que
lleguenaj.

- Se ha de asegurar que en pasos posteriores no se elija el arco (j,1).

+ Se ha de prevenir la eleccién de arcos en pasos posteriores que puedan formar subrutas

con los arcos ya seleccionados en esa rama.

En la rama derecha, para impedir la posible eleccion del arco (i,j) en ese paso y posteriores, se

hace c'ij = o0,

Una vez realizadas las transformaciones de C' en cada una de las ramas, se redefine C=C', y

se repite el proceso de reduccion y ramificacion en cada una de las ramas.
Descripcion del Algoritmo en seudocddigo

Para la descripcion de la exploracién en cada vértice o y del algoritmo principal se definen los

siguientes parametros y variables:

R(c): conjunto de arcos que forman parte de la ruta actual,
F(ct): conjunto de arcos que no pueden afiadirse a la ruta actual,

C*(o): matriz de distancias asociada al vértice o;



coste(q): coste total acumulado hasta el vértice o,

Distminima: coste de la mejor solucion obtenida hasta el momento;
Soluc: conjunto.de arcos que forman dicha solucion;

Disttotal: coste de la solucién que se halla en cada momento;

cotainf : cota inferior determinada tras el proceso de reduccion.

Procedimiento EXPLORACION(R(a), F(ar), C*(at), coste())

V(i,/) € F(o) poner cj(a) =,
Si los arcos de R(ct) forman una ruta:
Poner Disttotal = suma de los costes de los arcos de R(a);
Si Disttotal < Distminima y los arcos de R(c) forman una ruta factible, entonces poner:
Distminima = Disttotal, Soluc = R(c); Parar;
en caso contrario, hacer:
Poner en C' la matriz C*(c) reducida
Poner cotainf = coste(at) + Z,p, + Xg,
Si cotainf < Distminima entonces hacer:

Seleccionar (i* j*) correspondiente a un 0 de C';
Poner R(a*) = R(o) v (i*j%);
{Prevencion de Subrutas}
Si R(o) w (i*,j*) no forman una ruta entonces:
Poner ult = Gltimo nodo de la cadena de R(c) donde estd j*;
Poner pri = iiltimo nodo de la cadena de R(c) donde esté i¥;
Poner F(a*) = F(a) v (ult, pri)
en caso contrario Poner F(a*) = F(at);
{Fin de Prevencién de Subrutas}

Poner en C*(a*) la matriz C' sin la fila i* y la columna i*

Poner coste{o*) = cotainf;

Ejecutar EXPLORACION(R(a*), F(a*), C*(au*), coste(o*));
Poner: R(a**) = R(a); F(a**) = F(a)) v (i*,j*); C*(a**)=C"



coste(a**) = cotainf;
Ejecutar EXPLORACION(R(a.**), F(at**), C*(a**), coste(a**)).

Parar.

Procedimiento PRINCIPAL

Leer datos iniciales: n y C; poner Distminima = o,
Ejecutar EXPLORACION(@, G, C, 0)

2.2,- ALGORITMO DE HELD y KARP

Més recientemente, Held & Karp, (1.970) y (1.971), proponen una estrategia de solucién
Branch & Bound para hallar una solucién exacta al TSP simétrico, que utiliza los minimos arboles
de expansion tanto en el proceso de ramificacién como el de acotamiento. Para explicar este
proceso sea K, un grafo completo no dirigido en los nodos {1,...,n}, y ¢; el peso asociado a la
arista (i,j). Un 1-arbol consiste en un arbol definido sobre los nodos {2,3,...,n}, junto con dos
aristas incidentes en el nodo 1. Por tanto, un 1-arbol de minimo peso se puede encontrar a partir
de un minimo arbol de expansion en los vértices {2,3,...,n} afiadiendo las aristas de menor coste

incidentes en el nodo 1 como ilustra la figura 1.

Figura 1. Ejemplo de 1-Arbol.



Se demuestra que si un 1-arbol de minimo peso o coste es una ruta, entonces es una solucion al

TSP definido en este grafo.

Lema 1.1.-
Sea n¥ = (m,nz, ...,Ttn) € IR"; si x = (x;) es una ruta 4ptima para la matriz de costes C =

(c), entonces lo es también para la matriz C' = (¢), siendo c‘,} =Cy+ T+ Ty

La eleccién de 7 afecta a la busqueda del 1-arbol de minima expansién o coste. Por tanto una
posible estrategia para el TSP consiste en buscar, si es posible, un vector w de tal forma que un

1-4rbol de minima expansion con respecto a ¢, + 7, + 7, s¢a una ruta.

Funcién hueco. Propiedades.-
Se define f{r), funcién Aueco, como la cantidad en la que el coste de la ruta éptima supera al

coste del 1-arbol de minima expansién, ambos con respecto a ¢, + m, + T, Obviamente es,
Rx)20,Vr. Lo que no estd garantizado es que min_f{x) = 0, sin embargo puede suponer una
buena aproximacién a la solucidn del TSP determinar donde se halla este minimo.

Sean:
W el coste de la ruta optima con respesto a (c;);
¢, el peso del k-ésimo 1-arbol con respecto a (cp;
d, el nimero de aristas incidentes en el nodo i en el k-ésimo 1-arbol;

K = conjunto de 1-4rboles;

Lema 1.2.-

Se verifica que:
f(ﬂ) =W+2 2::1 7; — Milgex [Ct + Ef_.l ﬂ;d;k:l = W - mingex [Ck + E;’:l‘ m(d;k - 2)] .

En virtud del lema 1.2. minimizar f{) equivale a maximizar w(m) = minkex [ee+Zhimive] ,
donde se ha hecho v, = d,-2. En forma vectorial w(x) = minex [cr +®T-vi]. Sera w(m) < W, ya

que f{xr) 20.
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Calculo Iterativo del vector ©
Se observa que w(m) puede servir de cota inferior para el TSP, y mejor ain max w(x). En los
trabajos mencionados se explican diversos métodos para aproximarse a max w(x), concretamente

se propone e} siguiente proceso iterativo:
™ = U7 + 1 Vignm)

siendo k(n) el indice del 1-arbol de menor peso en =, €3 decir, respecto a (c,+ m,+ m), y t,, una

sucesion de escalares (suelen tomarse t, =t constantes).
Descripcién del Algoritmo en seudocédigo

Para describir el procedimiento de exploracién en cada vértice del arbol de busqueda se
consideran los siguientes parametros de estado (X Y,n ), donde

7 es el vector de penalizaciones en ese momento;,

X e Y son subconjuntos de aristas disjuntas del grafo inicial K;

y se define la siguiente funcion Wxy(m)= min (cr+nTvy), siendo I"(X, Y) el conjunto de
kel XY

1-arboles que incluyen las aristas de X, y excluyen las de Y.

Ademés se consideran las siguientes variables:
Costeminimo: Coste de la mejor solucién obtenida hasta ese momento;
Ruta: Conjunto de aristas que forman la mejor solucion obtenida hasta el momento;
Contadormax: Numero de iteraciones sin mejora en la cota inferior desde la ultima
mejora;
Numaristas(i) : Namero de aristas incidentes en cada nodo i en cada iteracion,
w1 : Mayor valor de la cota inferior obtenida en ese momento;

71 : Valor de 7 para el que se obtiene el valor de w1;

il



y ¢l parametro MAXITERTOT: Méximo namero de jteraciones sin mejora en la cota inferior

permitido;
Procedimiento EXPLORACION(X, Y, &);

Si las aristas de X forman un ruta:

Poner costetot = suma de los costes de las aristas de X;
Si costetot < Costeminimo, entonces
poner: Costeminimo = costetot, Ruta =X,
Parar;

en caso contrario hacer:
72 =%, wl = —0, Contadormax = 0. {Inicializar variables}

Repetir
Si W, ,(x2) > w1 entonces poner. Contadormax =0, wl = Wy (n2), ©1 = 2,
en caso contrario poner Contadormax = Contadormax+1.
Definir Numaristas(i) como el niimero de aristas incidentes en el nodo i
| correspondientes al célculo de W (n2);
Poner v(i) = Numaristas(i) -2, 1=1,2,..., o
Poner 12 = 2 + t2-v.
Hasta ((Contadormax = MAXITERTOT) o (w1 >= Costeminimo) o (v = 0))
Si w1 >= Costeminimo parar,
en ¢aso contrario

Siv =0 hacer:
Ruta = conjunto de aristas que forman el 1-arbol

correspondiente al célculo de wl,
Costeminimo = suma de los costes de Ruta,
Parar,
en caso contrario hacer.
Seleccionar los aristas €, €,, ..., €, que se van afiadira X e Y;

12



Parai=1,...,q, hacer:
Determinar {os conjuntos X; e Y;,
Ejecutar EXPLORACION(X,,Y;, 71},

Parar.
Procedimiento PRINCIPAL

Leer datos iniciales: n mimero de nodos y C = (c;) matriz de distancias.
Poner Costeminimo=w, X=&,Y =0, n=(0).
Ejecutar EXPLORACION(X, Y, 7). g

Parar.

Los conjuntos X; ¢ Y, se construyen como sigue: las aristas que no estin presentes en los

conjuntos X ¢ Y se ordenan segiin el valor de la cota que proporcionan si son excluidas, esto es:

WX,YU{QI}(RI) 2 WX.Yu{ez}(“’) 2.2 Wxroten (7") >

Los conjuntos X; e Y; que se consideran son los siguientes:

X1=X, Y|=Yu{el}:
X=X ufe,}, Y,=Y u{e),
X9=XU{'el ’ez}’ Y3=YU{G3},

.................................................................

.................................................................

X=X wie, ,cz,...,eq_,}, Y =YUR,,

siendo q el menor entero para el cual hay un nodo i tal que en X no hay dos aristas incidentes en
él pero en X_ si; y R, el conjunto de aristas incidentes en este vértice i que no estan en X_ (no debe

de haber mas de dos aristas incidentes en cada vértice). Si hubiera dos o mas vértices i,j de esta
forma, entonces Y, =Y W R; W R;.

13



2.3.- PROGRAMACION DINAMICA: METODOS DE RELAJA CION

En principio, pocos problemas combinatorios pueden resolverse eficientemente usando
exclusivamente la Programacién Dinamica. Esto se debe a que el nimero de vértices del grafo
asociado al espacio de estados posibles suele ser enorme. Christofides, Mingozzi y Toth, (1.981),
proponen un procedimiento de relajacién general para reducir el namero de estados posibles del
grafo asociado. Asi, con la formulacién recursiva de programacién dinimica aplicada a este
espacio de estados reducido, se consiguen rdpidamente cotas que pueden aplicarse a algoritmos

Branch & Bound para la resolucién de estos problemas.

Concretamente para ¢! TSP se realiza el siguiente planteamiento: Sea la red G = (X,A), C=(c)
la matriz de costes o distancias y x, la ciudad inicial y final. Se define '(x) = {x; € X/ (x;x)€A}.
Si G es completa, entonces, I(x) = X-{x;}.

Sea x; € §,Sc X—{x1}, se define f{§,x}) como el coste del camino minimo que comienza en
x,, recorre todos los vértices de S y acaba en x,. Una formula recursiva de programacion dindmica

para calcular f{S, x,) es:
f({x}.x) =cy
f(S,xJ =xjergi':{;‘}[j(8—x;,xj) +cﬁ], vy, e X,ScX-{x1};
y la solucién optima viene dada por:
glinx {/(X’ ,x;) +cn }, donde X' = X-{x,}.
Este procedimiento recursivo, proporciona un método para hallar el camino minimo en el grafo

cuyos vértices son los estados (S,x)), y los arcos representan la transicion de un estado a otro. El

nimero de vértices en este grafo es enorme.
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Christofides, Mingozzil y Toth, (1.981), proponen una serie de relajaciones mediante
proyecciones o aplicaciones de este grafo a otro con menor nimero de elementos. Estas
proyecciones vienen dadas por funciones g(-) aplicadas al conjunto S, de tal forma que el nuevo
conjunto de estados sea de menor cardinalidad. Algunas de estas funciones, propuestas por los

autores citados, se muestran a continuacion:
2.3.1.- RELAJACIONES G(-) DEL CONJUNTO S PARA EL TSP

Relajacién Cardinal o del n-camino mds corto.- Sea g(S) = |9] el cardinal del conjunto S.

Entonces g(8-{x}) = g(S)-1, y la recursion queda de la forma siguiente:

fow)= mip [fr-10) relmm) |

xJEE-l(k,x‘)
cuya condicién inicial es f{1,x) = c,;.

Siendo E'(k,x) el conjunto de vértices x; de X-{x}, tales que en el grafo formado por el

nuevo conjunto de estados los vértices (k-1,%) y (kx) son principio y fin de algin arco.
Légicamente, para k = 2, E'(k,x) =T (x).

Otras relajaciones son:

Relajacién del q-camino mds corto.- Corresponde a g(S) = Esqj; siendo ¢, 2 1,7 € S un
X e

conjunto de nameros asociados a cada uno de los nodos x, € X— {x1}, (9, =0).
Relajacién del (n-g)-camino.- Corresponde a g(8) = (S|, ES q;)
xJE

Relajacion del doble q-camino.- Se define g(S) = (Ex,es q,(-l,zx,es q}z) . En este caso se

asocian dos enteros q}l y q}z a cada nodo x,
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2.3.2.- COTAS QUE PROPORCIONAN LAS RELAJACIONES G()

De la relajacién cardinal. se puede obtener la siguiente cota B,, utilizando la formula recursiva

relajada:

B,= min [h(x;)+c(x:,x1)];

x,el-1{x,

donde h(x)) = f(n-1,x) es el coste del menor camino, (n-camino), que comienza en x,, finaliza en x;
y conteniene n-1 arcos. De forma anéloga se pueden conseguir cotas B,, B, y B, correspondientes

al resto de las relajaciones.

Otro tipo de cotas méis ajustadas se pueden obtener de forma parecida pero completando el
circuito. Para ello supdngase que, de igual forma que antes con la funcién f original, se define
f(S,x,) como el coste minimo de recorrer todos los nodos de S, comenzando por x, y finalizando

en x,, (camino inverso). Se tiene que:

f'(Sx)= min  [RS-{x}.x)+c;] y £i({x}%) = ¢

xjx_,el"-l(x,
Aplicando la relajacion definida por g(S) a f*
£(g(S)x) = [R(S-{x;}).x)+c;] y f'e({x1.x) =cy.

De esta forma, para g(8) = |S| = k se puede definir ¥(k,x;) como ¢l menor coste de un circuito,
en el conjunto de espacios relajados, de n elementos que empieza y acaba en X, y con x; en la

k-ésima posicién; W(k,x,) se puede calcular como
Wkx) = flk,x) + £'(n-k.x).
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Llamando b, = ‘¥(k,x), para i=2,...,n, y k=1,...,n-1, se obtienen nuevas cotas:

(1) El valor de la solucién del problema de asignacion correspondiente a la matriz (b,), es

una cota inferior para e] TSP.
(2) Cualquier cota inferior de este problema de asignacion lo es del TSP, por ejemplo:

max[ min b,-k].

Xt Lk=l.n-1

3.- ALGORITMOS HEURISTICOS

Estos algoritmos se pueden clasificar en cuatro grupos: Procedimientos de Construccion, de
Mejora, de Blisqueda Incompleta y Procedimientos Compuestos. A continuacidn se describen los

mas notables inciuyendo informacién sobre su complejidad y eficacia.
3.1.- ALGORITMOS DE CONSTRUCCION

Construyen una ruta afiadiendo sucesivamente ciudades hasta incluir todas. Sirven para

matrices asimétricas.
3.1.1.- VECINO MAS CERCANO

Esta técnica propuesta por Rosenkrantz y otros, (1.974), consta de los siguientes pasos:

Paso 1: Determinar el nodo inicial de la ruta.
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Paso 2: Encontrar el nodo més cercano al Gltimo nodo afiadido, y afiadirlo a la ruta.
Paso 3: Repetir el paso 2 hasta que todos los nodos estén contenidos en el camino,

Entonces unir el primero y el dltimo nodo.

El nimero de operaciones requeridas para determinar la solucion es 6(n?), tal como estd

descrito el algoritmo, y el comportamiento en el peor de los casos satisface:

longitud de la ruta "vecino cercane” . 1 1
Tongioed de T i Gyt E[lgz(”)}*'i .

3.1.2.- AHORROS DE CLARKE y WRIGHT

Fl siguiente algoritmo es una variante 'desarrollada por Golden, (1.980), para el TSP, del
conocido algoritmo de los ahorros de Clarke & Wrigth para el VRP, (1.964), y su descripci6n es:

)

aso 1: Seleccionar el nodo 1, correspondiente a la ciudad inicial.

)

aso 2: Calcular los ahorros s; = ¢, + ¢;; - ¢, para j = 2,3,...0.

e

aso 3: Ordenar los ahorros de mayor a menor.

Paso 4: Comenzando por el mayor de los ahorros unir los nodos correspondientes a estos

ahorros de forma que se vayan formando subrutas cada vez mayores. Repetir hasta

que se forme una ruta completa.

Existe una version secuencial consistente en seleccionar solo el mayor de los ahorros en el

paso 4, y repetir los pasos 2,3 y 4 en sucesivas iteraciones hasta formar una ruta.
En general no se conoce el comportamiento de estas técnicas en el peor de los casos, sin

embargo, Golden, (1.980), demuestra que para la version secuencial el cociente entre la fongitud

de ia ruta heuristica v la longitud de la ruta 6ptima est acotado por una funcién lineal de 1g,(n)
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El ntimero de calculos que se deben realizar es de orden G(nz- lg2(n)) ; el paso 2 requiere un
nimero de operaciones miltiplo de n?; para el paso 3 de ordenacion de los ahorrros hacen falta un
méaximo de 6| n? lgz(n)) calculos aplicando algoritmos de ordenacion rapida, como los de
Williams, (1.964) y Floyd, (1.964); finalmente el paso 4 requiere a lo sumo un multiplo de n?

soluciones.
3.1.3.- ALGORITMOS DE INSERCION

Un procedimiento de insercion basicamente consiste en lo siguiente: se elige un nodo inicial, en
ja k-ésima iteracion se tiene una subruta con k nodos, se determina cual de los nodos que no esté
en la subruta se debe afiadir a ésta (paso de seleccion), y se determina en que tramo de la subruta
debe ser insertado (paso de insercién). Si se prueba con cada uno de los nodos como nodo inicial

el namero de calculos del procedimiento completo se multiplica por n.

Algunas de las principales variantes de estos algoritmos, descritas por Rosenkrantz, Stearns &

Lewis, (1.974), se describen a continuacion:
3.1.3.1.- Insercidn mds cercana.

Paso 1: Comenzar con un subgrafo formado por un nodo i arbitrario.

Paso 2: Encontrar un nodo k tal que c, sea minima y formar una subruta i - k-1

Paso 3 (Paso de Seleccion): Dada una subruta encontrar el nodo k que no esté en ella,
més cercano a la subruta actual.

Paso 4 (Paso de Inserci6n): Encontrar el arco (i,j) en la subruta actual que minimice
¢, He-C;; Insertar k entre iyj.

Paso 5 Si la subruta actual contiene las n ciudades parar; en otro caso volver al paso 3.
Comportamiento en el peor de los casos:
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longitud de la ruta "Insercién més cercana’
longitud de 1a nuta dptima

<2.

El nimero de calculos que requiere este algoritmo es de orden 8(r).

3.1.3.2.- Insercion mds barata.

v

Este procedimiento difiere del de insercion mas cercana en que los pasos 3 y 4 son

remplazados por el siguiente paso:

Paso 3" Encontrar un arco (i,j) en la subruta actual y un nodo k que no lo esté, de tal forma

que ¢, +¢,;-C; sea minimo. Insertar kentreiy].
El comportamiento en el peor de los casos es similar al del algoritmo de insercién més cercana.

El nimero de calculos que requiere este algoritmo es de orden 8(r1g,(n)).

3.1.3.3.- Insercion arbitraria.

Difiere de la insercion més cercana en que en el paso 3, el nodo k a insertar se elige

arbitrariamente entre todos los nodos que no estén en la subruta.

Comportamiento en el peor de los casos:

longitud de la ruta *Insercién Arbitraria’ . ")
ongind o I T Gyt > 2-1n () +0'16.

El niimero de calculos que requiere este algoritmo es de orden o(r?).
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3.1.3.4.- Insercién mds lejana.

Difiere de la insercion mas cercana en que en el paso 3 se elige como ciudad a insertar en la

subruta actual la mas alejada de ésta.

Tanto el comportamiento en el peor de los casos como ¢! nimero de calculos requeridos son

similares al del algoritmo de insercién mas cercana.
3.1.4.- ALGORITMOS BASADOS EN EL CASCO CONVEXO

Estos algoritmos se utilizan sélo para matrices simétricas. Entre los algoritmos constructivos
basados en criterios geométricos destacan los basados en el concepto de casco o recubrimiento
convexo de un conjunto de puntos. El casco convexo de un conjunto de puntos se define como el
conjunto convexo cerrado minimal que contiene a todos los puntos del conjunto dado. En IR su

frontera estd formada por segmentos que unen algunos de los puntos de este conjunto.

Para aplicar este método es necesario poder representar el conjunto de nodos del problenia
inicial como puntos en un espacio de dos dimensiones, de tal forma que la distancia euclidea entre

las ciudades i y j en ese espacio coincida con la dada por la matriz de costes o distancias c;.

Lema 1. 3.-

Si H es el casco convexo del conjunio de nodos representados en IR®, de forma que las
distancias entre las ciudades coinciden con los costes c; originales, entonces el orden o secuencia
de las ciudades situadas en la frontera de H coincide con su orden o secuencia en la solucién

Sptima.

Demostracion.- Norback y Love, (1.977).
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Por lo tanto, una aproximacién a la solucién éptima consiste en determinar el casco convexo
H, determinar como subruta inicial la formada por los nodos en la frontera de H en el orden en
que se encuentran, y a continuacién ir insertando en esta subruta inicial los demés nodos segin
alghin criterio. (Ver figura 2). Por ello estos algoritmos, en cierta forma, también pueden ser

considerados algoritmos de insercion.

- Figura 2. Ejemplo de Casco Convexo.

Construcciéon del Casco Convexo (Norback & Love, (1.977))

Paso 1: Leer las coordenadas p; = (X;, y), i=1,...,n. Calcular x* = min{x;}. Elegir un nodo
h, = (x*,y). Poner t = 1, ir al paso 2.

Paso 2: Calcular los dngulos oy entre las semirectas (b, p;). (hy, p;), Vi, j. Caleular
Qe = MAX {o;}.

Pasg 3: Poner h, = i* o h,=j* Ponert=2.

Paso 4: Calcular los angulos P; entre las semirectas (b, , by, ), (b, , p;), Vi. Calcular
B.. = max {B;}. Poner h,, = p;.. Ponert =t+1.

Paso 5: Si h, # h, , volver al paso 4; en caso contrario parar.

La figura 3 ilustra este proceso.
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Paso 6. Casco Convexo 3-3-6-1-3
Figura 3. Proceso de Construccion del Casco Convexo.

3.1.4.1.- Algoritmo de Stewart

Paso 1: Formar el casco convexo del conjunto de nodos. Este casco determina una subruta

inicial.

Paso 2: Para cada nodo k no contenido en la subruta actual, decidir entre que dos nodosiy
j consecutivos de la subruta actual se deberia insertar k. Es decir, para cada k,
determinar el arco (ij) en la subruta de tal forma que ¢, +¢,;-C; sea minimo.

Paso 3: Para todos los (i,k.j) determinados en el paso anterior determinar el (i*,k*,j*) tal
QUE (Cpope™Cieje)/Cioje S€Q MINIMO.

Paso 4: Insertar k* en la subruta entre fos nodos i* y j*.

Paso 5: Repetir los pasos 2, 3 y 4 hasta formar una ruta que contenga todas las ciudades.
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3.1.4.2.- Variantes de Norback y Love

Norback & Love, (1.977), proponen dos métodos alternativos para insertar los nodos

remanentes en la subruta parcial una vez formado el casco convexo.

3.1.4.2.1.- Método del Angulo Mayor

Paso 1: Formar la subruta inicial con los nodos que forman el casco convexo.
Paso 2: Calcular los angulos o, formados por las semirectas (i,j), (i,k), V j, k nodos
consecutivos de la subruta actual y V i no perteneciente a ella.

Paso 3: Determinar Oy, = max {o,} Insertar i* en la subruta entre los nodos j* y k*.

Paso 4: Si queda algiin nodo por seleccionar ir al paso 2; en caso contrario finalizar.

La figura 4 ilustra este método

Figura 4. El mayor dngulo es 123. La ruta es 1 -2-3-4-5-6-1.
La ruta generada por este método no siempre es éptima, Un problema particular en su

aplicacién tiene lugar en situaciones en las que hay puntos interiores cercanos. Se puede superar,

segtin los autores, utilizando la siguiente técnica.

24



3.1.4.2.2.- Método de la Elipse mas Excéntrica

El método de la elipse mds excéntrica parte del casco convexo e inserta sucesivamente los
nodos remanentes en la subrutas que se forman. Para elegir el punto que va a ser insertado en
cada paso, se consideran todas las elipses que se pueden formar tomando cada par de puntos
consecutivos en la subruta parcial como focos, y cada nodo interior como punto de esa elipse. Se
miden las excentricidades de dichas elipses, se elige la més excéntrica, y se inserta el nodo interior
correspondiente entre los nodos consecutivos a dicha elipse para dar lugar a una nueva subruta.

La figura 5 ilustra esta idea.

u excentricidad vi
5;1: pgrse[:sem 23y5 cldt viene La excentricidad viene dada
por d3/(d1+d2)

Figura 5. Elipses de mayor excentricidad.

Estos procedimientos de Casco Convexo tienen una complejidad parecida al del algoritmo de
Insercion més barata, de orden 6(r*1g,(n)).
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3.1.5.- ALGORITMO HEURISTICO DE CHRISTOFIDES

Christofides, (1.976), propone un algoritmo heuristico basado en los arboles de minima
expansién y en el uso del problema de emparcjamientos. Es necesario que la matriz de costes sea

simétrica y cumpla la desigualdad triangular. El procedimiento consta de los siguientes pasos:

- Encontrar el arbol de minima expansién T de G.

e
7
1=}
-

Paso 2. Identificar todos los nodos con un nimero impar de aristas incidentes en T.

Resolver el problema del emparejamiento perfecto, (Apéndice 1.2.), entre estos
nodos usando la matriz de costes C. Afiadir las aristas correspondientes a los
emparejamientos resultantes a las aristas que ya habia en T. En el subgrafo
resultante todos los nodos tendran un nGimero par de aristas incidentes, y por tanto
se podra obtener un ciclo Euleriano.

Paso 3: Eliminar los subciclos que se formen con los nodos con més de dos arcos

incidentes de tal forma que se transforme el ciclo Euleriano en un ciclo
Hamiltoniano.
El comportamiento en el peor de los casos es:

tongitud de la "Ruta de Christofides’ <15
longitud ds la Ruta dptima

Los resultados que se obtienen son, en general, mejores que los obtenidos por otros algoritmos

constructivos, (Golden y otros, (1.980)).

Ya que la base de este procedimiento es el algoritmo de emparejamiento perfecto, que requiere

para su resolucion 9(n3) operacionas, el namero de célculos necesarios para este procediiniento

heuristico también va a ser 9(n3) )
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3.2.- ALGORITMOS DE MEJORA

Estos procedimientos se basan en ef intercambio de arcos en una ruta inicial para dar otra ruta
mejor. Fueron introducidos por Lin, (1.965), y han dado lugar a técnicas de solucioén tan
conocidas como, la de Lin & Kernighan, (1.973), y la de Or, (1.976), para matrices simétricas;
posteriormente Webb, (1.971), Kanellakis y Papadimitriou, (1.980), hicieron adaptaciones para el

TSP asimétricos. Basicamente proceden de la forma siguiente:

Paso 1: Encontrar una ruta inicial.
Paso 2: Mejorar la ruta actual usando uno de los procedimientos de intercambio de arcos.

Paso 3: Repetir el paso 2 hasta que no se encuentre mejora.

Estos algoritmos se basan en los conceptos de k-intercambio de arcos y de rutas k-dptimas,

que se definen de la forma siguiente:

Definicion.-
Un k-intercambio de arcos en una ruta consiste en eliminar k arcos de dicha ruta y sustituirlos
por otros k arcos diferentes formandose una nueva ruta. Una ruta se dice que es k-Optima si es

imposible obtener otra ruta con menor coste mediante un k-intercambio.

Un procedimiento de intercambio k-Optimo selecciona un k-intercambio que proporcione un
coste menor. El algoritmo completo finaliza cuando no hay mejora, es decir cuando se encuentra
una solucién k-6ptima. Algunas cuestiones a considerar son las siguientes:

a) Eleccién de k: El procedimiento tiene que selecccionar qué conjunto de k arcos en la ruta

actual hay que eliminar, y de qué forma se unen los nodos que quedan /ibres. El namero de

conjuntos posibles es 9[ z ] Por tanto, en cada paso, el procedimiento k-Optimo requiere

8(n?) calculos. Cuanto mayor sea el k elegido cabe esperar mejores soluciones, sin embargo el

namero de cilculos necesarios crece rapidamente con k. Las experiencias de varios autores,
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recomiendan la utilizacién de k=3, o bien combinar k=2 con k=3. Para k > 3, estos algoritmos
utilizan en general un tiempo excesivo.

b) Ruta inicial: La ruta inicial suele ser una ruta obtenida por otro heuristico habitualmente
constructivo, como el de insercién mas lejana o el del vecino mds barato; o bien se toma una
obtenida aleatoriamente.

¢) Eleccién del k-intercambio: Habitualmente se elige el intercambio que més mejore la ruta

actual. Otra alternativa es elegir el primer intercambio encontrado que mejore la ruta.

3.2.1.- ALGORITMO DE LIN Y KERNINGHAN.

A continuacién se describe el algoritmo propuesto por Lin & Kerninghan, (1.973), en el que en
cada paso se selecciona el k, para proceder al correspondiente k-intercambio. El planteamiento

que hacen estos autores es el siguiente:

Sea una ruta T, considerada como conjunto de aristas, se trata de encontrar un subconjunto
X={X,,X,,...,%.} €n T, y un subconjunto Y={y,,¥,---¥,} €n A-T, de tal forma que al reemplazar X
por Y den lugar a una ruta T' con menor coste. Sean los costes de las aristas x; e y;
respectivamente |x| e |y|, se define g =Ix|-ly,| la ganancia de intercambiar la arista x; por y.
Aunque alguno de estos g; sea negativo, si x* | g, = Coste(T)-Coste(T")> 0, el intercambio, en
principio, puede ser considerado. El algoritmo se basa en el siguiente:

Lema 1. 4.-
Toda sucesién finita de niimeros con suma total positiva tiene una permutacion ciclica tal que

todas las sumas parciales son positivas.

El lema 1.4. muestra que, si se est4 buscando una sucesion finita de ganancias g; con suma total
positiva, se necesita considerar solamente aquellas que tengan todas las sumas parciales positivas.
Este criterio de ganancias permite reducir en ocasiones el numero de sucesiones a considerar, y

es la base del criterio de parada del algoritmo.
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El algoritmo bésicamente actiia de la forma siguiente en cada iteracién: a partir de dos aristas
iniciales x, = (t,, t,), ¥, = ({5, t,), tal que g, > 0, se van eligiendo en pasos posteriores aristas de la
forma x, = (t,,, t) € ¥ = (& ty,), con ly| lo mas pequefio posible, verificando las siguientes
condiciones:

(2) %, se elige tal que si t,; se uniera a t, se obtendria una ruta. (Criterio de factibilidad).

(b) Se debe garantizar que los conjuntos X e Y deben ser disjuntos.
(c) Se debe cumplir que G, = ¥4, g1 > 0. (Criterio de Ganancia).
(d) Para asegurar el criterio de factibilidad en la iteracién i+1, la eleccion de vy, debe permitir

la ruptura de algin posible x;,, posterior.
Los pasos son los siguientes:
_Paso 1. Generar una ruta inicial aleatoria T.
Paso 2. Se toma G*=0. (G* es la mayor ganancia que se puede conseguir en cada momento).
Escoger algin nodo t, y elegir X, tal que sea una de las aristas de T incidentes en t,.

Poneri=1. ~

Paso 3. Desde el otro punto final t, de x,, elegir una arista y, con nodo final t, tal que g, > 0. Si

no se puede encontrar tal y, ir al paso 6.

Paso 4. Poner i = i+1. Escoger x, (que une t,;, y t,) e y; (que une t,, ty,,), con |y, minimo

verificando las cuatro condiciones (), (b), (¢) y (d).
Sea y;* la arista que conecta t,; y t,, y sea g*=ly*|-Ix), si G, +g* > G* poner
G*=G,tg*, k=i

Paso 5. Repetir el paso 4, hasta que no se puedan encontrar otros X; e y; cumpliendo las cuatro
condiciones (a), (b), (¢), (d) o hasta que G; < G* (Este es el Criterio de parada).
Si G* > 0 se tiene una nueva ruta T tal que coste(T")=coste(T)-G*. Volver al paso 2

tomando T' como nueva ruta inicial.
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Paso 6. Si G* = 0 volver al paso 4 eligiendo diferentes x, ey, .

Paso 7. El procedimiento termina cuando los n valores de t, se examinan sin mejora.

3.3.- ALGORITMOS DE BUSQUEDA INCOMPLETA

Son basicamente algoritmos Branch & Bound en los que se afiaden criterios heuristicos para
impedir o aceptar la exploracién en determinadas ramas del 4rbol de busqueda. Estos criterios
heuristicos refiierzan o se afiaden a los criterios ya existentes en el algoritmo original. Se trata de
impedir la exploracién de aquellas ramas del arbol que, segin alguno de estos criterios, se
sospeche no vayan a contener la solucién éptima. No se. garantiza que las ramas rechazadas no
contengan la solucién 4ptima, sin embargo, con algunos criterios puede asegurarse que la

solucion obtenida se alejara del 6ptimo a lo sumo una cantidad maxima predeterminada.

En un reciente trabajo, Aragén y Pacheco, (1.992), proponen dos variantes de este tipo para el

algoritmo de Little, que denominan: Rama Izquierda 'y Rechazo Heuristico.

3.3.1.- VARIANTE RAMA 1ZQUIERDA

Considérese el calculo de las cotas inferiores propuesto por Syslo, Deo y Kowalik, (1.983), y
la forma de elegir dicho arco (r,c) entre los O de la matriz reducida. Esta eleccidon asegura una
mayor cota inferior de ese coste en la rama derecha, es decir; coste acumulado en pasos anteriores
y valor de la reducién de la fila r y columna c en la siguiente iteracion en esa rama derecha. Por
tanto la primera solucién que se obtenga siguiendo las ramas izquierdas, es posible que no esté
muy alejada del 6ptimo, ya que las correspondientes ramas derechas tienen menos garamtias de

incluir la solucion.

30



Asi, en esta variante se exploran las ramas izquierdas. De esta forma, el nimero de veces que
se exploran de las ramas izquierdas, hasta obtener una solucion, es igual a n. Sin embargo, antes

de la eleccién de cada arco (r,c), es necesaria la reduccion de la matriz de costes. El nimero de

calculos requeridos ser4 en principio, de orden 6(n’).

3.3.2- VARIANTE RECHAZO HEURISTICO

En esta variante no se eliminan las exploraciones de la rama derecha, pero se imponen

condiciones restrictivas para la realizacién de dichas exploraciones.

Concretamente se supone que el coste acumulado crece, al menos, seglin una funci6n creciente
fin-k) del nimero de arcos que quedan por elegir en esa direccién del arbol, siendo k el nimero

de arcos ya elegidos. Para admitir la exploracioén de la rama derecha, se cambia la condicién

cota inferior de esa rama < coste de la mejor solucién obtenida hasta el momento

por

cota inferior de esa rama + f(n-k) < coste de la mejor solucion obitenida hasta el
momento

De esta forma se ahorra la realizacién de una serie de pasos o exploraciones supuestamante
innecesarias. El algoritmo de Ja Rama Izquierda es un caso particular de éste con fn-k) = .

La eleccion de la funcién £, va a determinar lo maximo que va a estar alejado el coste de la

solucién obtenida por este procedimiento del coste 6ptimo:

coste ruta optima + f(n) > coste ruta 'Rechazo Heuristico’,
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aunque resultados computacionales muestran que la diferencia, en la mayoria de los casos, dista

bastante menos que f{(n).

3.4.- ALGORITMOS COMPUESTOS

Estos algoritmos combinan varias de las técnicas anteriores. Fundamentalmente se basan en
aplicar procedimientos de intercambio r-Optimos a las rutas obtenidas por la aplicacion de
algoritmos constructivos o de biisqueda incompleta. De esta forma se aumenta la eficacia de estos
procedimientos r-6ptimos en dos sentidos: se reduce el tiempo de computacion, y la solucion final

suele ser mejor que la que se obtendria partiendo de una solucién aleatoria.
Los procedimientos constructivos, ¢ incluso los de bisqueda incompleta como €l de Rama
Izquierda, son muy rapidos y, aunque se tarda menos tiempo en generar una solucidn aleatoria, el

algoritmo r-6ptimo, al partir de una solucién mejor, hard menos r-intercambios hasta encontrar

una solucién r-6ptima. De esta forma disminuye el tiempo de calculo.

3.4.1.- ALGORITMO DE GOLDEN

El procedimiento basico det algoritmo de Golden, (1.980), consta de los siguientes pasos:
Paso 1: Obtener una ruta inicial usando un procedimiento costructivo.
Paso 2: Aplicar un procedimiento 2-6ptimo a la ruta obtenida en el paso 1.

Paso 3: Aplicar un procedimiento 3-6ptimo a la ruta obtenida en el paso 2.

Este procedimiento compuesto es, computacionalmente, relativamente rapido y ofrece buenos

resultados.
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Algunas variantes consisten en utilizar rutas iniciales generadas por diferentes algoritmos

constructivos partiendo de diferentes nodos iniciales.

3.4.2.- ALGORITMOS DE ARAGON Y PACHECO

Por su parte, Aragén y Pacheco, (1.992), proponen la aplicacion de un procedimiento
r-6ptimo, para r=2 y 3, a la ruta obtenida por el algoritmo de la Rama Izquierda. También
constatan, mediante experiencias computacionales, la mejora en los resultados, tanto en tiempo
como en la calidad de la solucién obtenida, respecto al uso de estos procedimientos por separado

(r-6ptimos y rama izquierda).

4.- CONCLUSIONES Y MEJORAS

4.1.- CONCLUSIONES

Algunas conclusiones que se derivan del comportamiento y eficacia los algoritmos para el TSP,

tanto por experiencias propias como por las de otros autores, son las siguientes:

- Los algoritmos heuristicos son preferibles a los exactos, sobretodo si no se dispone de tiempo
suficiente para obtener la solucién y el tamafio del problema es grande, (Syslo y otros,
(1.983)). Otra razén es que los algoritmos heuristicos son concepfualmente més sencillos, y
mas faciles de adaptar a problemas mas complejos, (Assad, (1.988)). Finalmente los algoritmos

exactos son, en general, mas dificiles de programar.

- Entre los algoritmos heuristicos los mas eficaces son los basados en os intercambios

r-Optimos, especialmente el de Lin & Kernighan para matrices simétricas, y el Kanellakis y
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Papadimitriou para matrices asimétricas. Sin embargo, mientras en el caso del TSP simétrico
estos algoritmos alcanzan la solucién éptima en muchas ocasiones o se desvian poco de ella, en

¢l caso del TSP asimétrico esta desviacion es mucho mayor, (Nurmi, (1.991)).

- Para problemas de 100 nodos o mas, y matrices simétricas, la variante de Or, que utiliza 6(n”)
operaciones, ha resultado ser muy eficaz, ya que utiliza mucho menor tiempo de computacion.
De esta forma pueden probarse varias rutas iniciales y llegar a soluciones muy aproximadas a
las obtenidas por el de Lin & Kerninghan y mejores que las obtenidas por el 3-Optimo en
menos tiempo, (Nurmi, (1.991)).

- En cuanto a los algoritmos constructivos el més eficaz es el propuesto por Christofides,
especialmente en matrices que cumplan la desigualdad triangular, (Golden y otros, (1.980)).
Entre los algoritmos de insercién el mis eficaz parece ser el de insercion més‘lejana. Esta
eficacia se justifica por diversos experimentos computacionales, ya que al ir eligiendo los nodos
més alejados, los més cercanos se incluiran posteriormente sin que aumente considerablemente

la longitud de la ruta, (Adabinski y Syslo, (1.983), Golden y otros (1.980)).

- En cuanto a los algoritmos de bisqueda incompleta Aragén 'y Pacheco, (1.992), sefialan que,
para un nimero no muy grande de nodos, los algoritmos denominadas Rama Izquierda y
Rechazo Heuristico se desvian muy poco del 6ptimo en un tiempo de computacion
relativamente pequeiio.

En este trabajo se muestran los resultados computacionales de la aplicacion de estos algoritmos
a problemas simulados, con diferentes mimero de nodos. (Las matrices simuladas toman

valores enteros de forma uniforme entre 0 y 100. Se ha definido {n) = n)
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Desviacién porcentual de los resultados obtenidos por los algoritmos Rechazo Heuristico y

Rama Izquierda respecto a la solucion dptima

- Aragén y Pacheco, (1.992), proponen combinar los algoritmos r-épiimos con soluciones
iniciales buenas, como las generadas por algoritmos de busqueda incompleta. Asi se obtienen
algoritmos compuestos méis eficaces que los que surgen de combinar los algoritmos de
insercion con los r 6ptimos. '

A continuacién, se muestran los resultados de dichas experiencias, en los que se analizan los
algoritmos: insercién/2-optimos y insercion/3-6ptimos, Rama Izquierda, y los compuestos
Rama Izquierdal2-6ptimo y Rama Izquierda/3-6ptimo. Se consideraron varios niveles (50, 60,
70 y 80 nodos); en cada uno de estos niveles se chequearon 10 problemas correspondientes a
matrices de costes (o distancias) simuladas. La implementacion de los algoritmos es debida a

los autores.
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Figura 7. Resultados de los Costes Medios en funcion del niimero de nodos para los

diferentes algoritmos.

50 nodos 60 nodos 70 nodos 80 nodos
2-dptimo 268 275 297 315
3-dptimo 201 190 204 207
R Izquie. 204 202 208 222
RIz20pt 200 185 198 203
RIy3opt 185 175 187 191

Resultados de los Costes Medios en funcién del mimero de nodos para los diferentes
algoritmos. (Datos de la figura 7)
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Figura 8. Resultados de los Tiempos Medios de Computacion (en segundos) en funcion del

niumero de nodos.
50 nodos 60 nodos 70 nodos 80 nodos

2 éptimo 0 5 7 12

3 dptimo 30 60 109 193

' RIguie. S 8 12 16

RIz2opt 5 8 12 16

" RIy30pt 11 23 44 57

Resultados de los Tiempos Medios de Computacion en funcién del mimero de nodos.
(Datos de la Figura 8)

- En los algoritmos exactos se ha observado por experiencias propias, que el tiempo de
computacién puede reducirse si se emplea una serie de estrategias: utilizacién de una solucién
inicial proporcionada por un heuristico efectivo. (r-6ptimos, compuestos,...) y generacion de
una solucién rapida en cada vértice con los arcos seleccionados, dando lugar a una cota

superior en dicho vértice.
- Sin embargo, a medida que crece el tamafio de los problemas, también se observa que el

mejor método para reducir el tiempo es caloular cotas inferiores mas ajustadas al 6ptimo en

cada vértice, ya que cuanto mayores sean las cotas inferiores mis ramas innecesarias se pueden
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dejar de explorar. En este sentido el método basado en los 1-arboles de Held & Karp da cotas
inferiores mejores que las obtenidas por el método de reduccioén de matrices de Little, con

tiempos de computacién mucho menor.

4.2.- MEJORAS EN EL ALGORITMO DE HELD Y KARP

4.2.1.- IDEA BASICA

A continuacién proponemos dos pequefias modificaciones en el algoritmo de Held & Karp

original que afectan al proceso de célculo de la cota inferior en cada vértice, es decir del célculo
de max_w(r), mediante el proceso iterativo T = U™ + fmVie=) descrito en la seccidn 2.2.

Frente al criterio de los autores, que proponen mantener t, constante (t=t), se propone variar
este parametro, segun los valores que va tomando w1, de la siguiente forma:
- Comenzar con un valor inicial para t,;
- Cada vez que w(m) mejore el valor del wl obtenido hasta ese momento aumentar el

valordet,;

. Si en un determinado namero de iteraciones no hay mejora en wl reducir el valor de t .

El objeto de este proceso es evitar caer en méximos locales, de los que muchas veces no se
puede salir si s mantiene t constante, a la vez que se impide que el proceso emplee un tiempo
excesivo de céalculo. El tiempo empleado por esta modificacién es, en cualquier caso, mayor que
el empleado por el procedimiento original, sin embargo se obtienen cotas inferiores realmente muy
ajustadas al optimo en cada vértice, con lo que el nimero de exploraciones se reduce
enormemente al igual que el tiempo total de computacion del algoritmo, como se vera mas

adelante.
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La segunda variacion que se propone sigue la misma idea que la anterior, salvo que en este
caso el valor inicial de t, no es constante sino que viene establecido como un parametro de
entrada para cada vértice, junto con X, Y, =, y Wy y(r). El valor t' que van a heredar las

siguientes ramas va a ser el valor de t,, en el momento que se alcanza dicho méximo.

El objeto de esta variante es dar continuidad a todo el proceso de acotacién en las diferentes
ramas de la misma forma que se hace con el vector de penalizaciones m. Los resultados obtenidos

por estas dos variantes son parecidos y mejores que con el algoritmo original.

4.2.2.- RESULTADOS COMPUTACIONALES

A continuacion se muestran los resultados conseguidos por estas variantes para la resolucion
de una serie de problemas correspondientes a fa simulacion de 20 matrices de distancias simétricas
de dimension 100. Estos resultados se comparan con los obtenidos por el algoritmo original de
Held & Karp. Para cada uno de estos 20 problemas se recoge el tiempo méximo de computacién,
el valor de la cota inferior obtenida en el vértice inicial de los algoritmos examinados y e} valor
6ptimo, (el valor de la cota inferior en el vértice inicial para ambas variantes es el mismo ya que

parten del mismo valor inicial de t).

Tiempos de Computacién (seg) enla | Cota Inferior Inicial Valor
ejecucion del algoritmo completo ) Optimo

17403.18 175

n.2 360.31 238.49 15921.12 164.00 143.00 164

n.3 193.72 226.84 23486.20 167.00 139.00 167

n.4 352.79 261.44 994131 { 151.00 132.00 151 m

n.5 40491 336.86 13940.43 1162.00 139.00 162 -

n.6 98.75 106.17 11787.98 | 140.00 120.00 140

n.7 320.44 334,88 15017.05 162.00 137.00 162 |
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Tiempos de Computacibn (seg) enla | Cota Inferior Inicial Valor
Problemas ejecucion del algoritmo completo Optimo

n.8 120.39 128.09 9699.08 167.00 148.0 168

n.9 515.92 533.54 17921.08 181.00 158.00 181

| n.l10 459.84 408.75 19324.84 162.00 136.00 162
n.11 215.69 179.44 14061.21 201.00 181.00 201
n.12 138.35 165.27 22977.46 165.00 148.00 165
n.l13 802.79 241.56 10542.13 162.00 143.00 163
n.14 264.80 280.23 24110.12 148.00 129.00 149
nis | 11298 112.65 16981.18 173.00 150.00 ' 173
n.16 204.93 248.81 22986.33 135.00 113.00 135
n.17 369.93 308.02 17098.55 163.00 143.00 163
n.18 587.37 621.92 23224 .45 168.00 142.00 169
n.19 351.53 312.47 26248.71 168.00° 141.00 168
n.20 298.96 791.97 18611.19 158.00 133.00 158

Estos resultados se resumen en el siguiente cuadro

B Tiempo de Media
Computacién —
(seg.) (algoritmo Minimo 98.75 106.17 9699.08
completo) Maximo 802.79 791.97 26248.71
Cota Inferior Inicial 163.55 1414
Desviacion del | Media 0.15 13.67
‘t’al{t“;“’_de 'i'/ Minimo 0 9.95
cota inferior (%) | = Fiximo 0.67 16.76
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4.2.3.- OBSERVACIONES

De los resultados anteriores se desprenden las siguientes observaciones:

- la obtenci6n de una cota inferior ajustada al optimo en cada vértice, especialmente en el
inicial, es fundamental para la reduccién del tiempo de computacion, especialmente cuando
el nimero de nodos es grande (la obtencion de la cota inferior utiliza un tiempo polinomial,
mientras que el nimero de ramas crece exponencialmente),

- las variantes propuestas aportan un método intuitivamente sencillo pero eficaz para la
obtencién de una buena cota inferior ajustada al optimo ya que, al variar el parametro t
permite salir de 6ptimos locales en los que se puede caer en el proceso iterativo,

- las dos variantes emplean unos tiempos de computacién muy parecidos en todos los casos,

aunque la segunda variante parece ser ligeramente mejor.

Aunque los resultados son en conjunto satisfactorios, se pueden introducir algunas mejoras.
Una de ellas es cambiar o combinar el heuristico utilizado para obtener la solucion inicial. El
heuristico utilizado es el Rechazo Heuristicol3-6ptimo de Aragdn y Pacheco, (1.992), que en
pocas ocasiones da la solucion optima para problemas grandes. El algoritmo de Lin & Kerninghan
o el método de Or son dos heuristicos de reconocida eficacia y que en muchas casos consiguen el
6ptimo. De esta forma, en estos casos, en el proceso iterativo para alcanzar la cota inferior inicial
se puede identificar este 6ptimo, finalizando la ejecucion del algoritmo en la primera rama. Asi

mismo también se podrian generar cotas superiores en cada uno de los vértices.
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CAPITULO 2: CLASIFICACION Y DESCRIPCION DE LOS
PRINCIPALES ALGORITMOS DE RUTAS

1.- INTRODUCCION

1.1.- FORMULACION DEL VRP

Un ntmero n-1 de clientes en ciudades concretas con demandas conocidas de cierto articulo,
han de ser atendidos desde una central (ciudad 1) por un nimero de vehiculos m de capacidad

conocida. Se trata de disefiar rutas de vehiculos con distancia total a recorrer minima.

Sean
d;: distanciadeiaj, ij=1,.m
q, : demanda de la ciudadi, i=2,.n,
Q : maxima carga de un vehiculo;
R : méaximo radio de accion de un vehiculo;,

y las variables
1 si el vehiculo k viajadeiaj,

Xix =
0 en caso contrario.

El problema se formula como sigue:
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m Hon
minimizar E Z Edy'x‘jk
k=t =1 j=t

sujeto a:

n n
LXip= Yxu=1, k=1,.,m;
2 =2

(cada vehiculo debe visitar al menos una ciudad, y empezar y acabar en la central )

m n m n .
2 X oxp=2 X xm=1, 2.
k=1 =l k=1 sl

P #

(Todas las ciudades han de ser visitadas exactamente una vez, es decir, uno y solamente un

vehiculo puede entrar y salir de ella)

m
¥ > xa>1, Sc{l,.n}yS=d; (Nosepueden formar subrutas)
k=1ieS jes

1

H n
> Y qrxxsQ, k=l,..,m; (Limitaciones de capacidad)

i

n n
Y Y, dyxp <R, k=1,..,m; (Restricciones en el radio de accion de cada vehiculo)

JFE

la Gltima restriccion es opcional y algunos autores no la consideran..

1.2.- UN ESQUEMA DE CLASIFICACION

La mayor parte de los algoritmos para los problemas de rutas pueden ser clasificados en alguno

de los siguientes grupos:
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1.-Algoritmos Heuristicos. Que a su vez se pueden subdividir en alguno de los siguientes
grupos (en la denominacién de estos grupos se ha optado por respetar la terminologia que

habitualmente se utiliza)

e 1.- Cluster 1°- Ruta 2°

«2.- Ruta 1°. Cluster 2°

«3- Ahorros_ e Insercidn

- 4.- Mejora e Intercambio

« 5.- Programacion Matemdtica

Estos grupos no son excluyentes entre si; por ejemplo, algunos algoritmos basados en métodos
de Programacion Matemética pueden englobarse en el grupo de Cluster 1°-Ruta 2°. Existen
estrategias de solucién comunes a varios algoritmos. Un anélisis comparativo de estos
algoritmos se puede encontrar en los trabajos de Ball y Magazine (1.981), Fisher, (1.980), y
Fisher y Rinnoy Kan, (1.988).

2.-Algoritmos Exactos: En este grupo destacan por una parte los algoritmos basados en
métodos de relajacién de la Programacién Dindmica, (Christofides, Mingozzi y Toth, (1.981)),
y por otra parte las adaptaciones de los algoritmos exactos para el TSP, como el de Little,

(Christofides y Eilon, (1.969)).

Esquemas de clasificacion parecidos a éste se pueden encontrar en los trabajos de Bodin y

Golden, (1.981) y (1.983).



2.- ALGORITMOS HEURISTICOS

2.1.- 'CLUSTER 1°- RUTA 2”

El algoritmo més representativo de esta familia de algoritmos es el del barrido o sweep, debido
a Gillet & Miller, (1.974), y Gillet & Johason, (1.976). A continuacidn se describen someramente

los principales caracteristicas de estas técnicas.
2.1.1.- ALGORITMOS DE BARRIDO (SWEEP) EN PROBLEMAS CON UN DEPOSITO

El algoritmo sweep bésicamente consiste en dos procesos o fases: En la primera se dividen las
localizaciones de los clientes en grupos o clusters, segin su distribucién geografica; en la segunda

se resuelve el problema del TSP para cada uno de esos clusters y el deposito.
2.1.1.1.- Algoritmo

Se define

An(i) : Coordenada polar angular de i, que se define como

An(j) = arctan[(Y(D)-Y()V(X@D-X(1))]
donde - <An()<0 si  Y(@)-Y(1)<0
y 0<An(dsn  si Y()- Y(1)20, (i=23,.,n),
R(i) : Coordenada polar radio de la i-ésima localizacion.  (i=2,3,...,n).

Sin pérdida de generalidad, se suponen las localizaciones reordenadas de tal forma que An(i) <
An(i +1), y en el caso de que An(i) =An(j) entonces i <j si R(i) <R().

45



El algoritmo se puede dividir en dos partes: el forward sweep 0 barrido 'hacia adelante', y el

backward sweep o barrido 'hacia atrds'. A continuacion se describe el forward sweep.

Paso 1.- (Agrupar los clientes en Rutas)

Paso1.1.; Ponerk=2 nr=1.

Paso 1.2.:  Sino se violan las restricciones del vehiculo afiadir el cliente k a la ruta nr;
en caso contrario hacer nr = nr+1, y afiadir k a la ruta nr.
Poner k = k+1.
Si k < n repetir el paso 1.2.

Paso 1.3.: Resolver el TSP para cada uno de los grupos formados.

Paso 2.- (Modificaciones en las Rutas iniciales)
Parak = 1,..., nr-1 hacer:
Eliminar el cliente i de la ruta k que minimice la funcién
f=R(@)+An(iyAVR
(siendo AVR la media del radio de todas las localizaciones).
Sea p el cliente de la ruta k+1 més cercano al dltimo cliente que se afiadié
alarutak enelpaso1.2.
Mientras haya mejora y no se violen las restricciones, hacer:
Afiadirpalarutak;
Poner en p el indice del cliente de la ruta k+1 mas cercano al

ultimo cliente afiadido a k.

Paso 3.- (Rotacidn)
Repetir:
Rotar los ejes en sentido opuesto al de las agujas del reloj, de tal forma que el
primer cliente pase a ser el ultimo, el segundo el primero, ...
Volver al paso 1,

hasta la ordenacién original.
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Como solucién del forward sweep se toma la mejor de las obtenidas en cada una de las

iteraciones o rotaciones.

El backward sweep es semejante al anterior; en este caso el proceso de seleccion y agrupacion
de clientes empieza por el Gltimo; es decir, la ruta 1 la formarén los clientes n, n-1, n-2...
Normalmente un algoritmo sweep consta de forward y backward, siendo la soluci6n del algoritmo

sweep la mejor de las soluciones obtenidas por cada una de ambas partes

21.2- ALGORITMOS DE BARRIDO EN PROBLEMAS CON MULTIPLES
DEPOSITOS

Gillet & Johnson (1.976), adaptan el algoritmo sweep a problemas de rutas con multiples
depositos. Si M es el mimero de estos depésitos o terminales, el algoritmo reduce el problema
original a una colecclén de M problemas con un depésito, y aplica a cada uno de éstos el

algoritmo anteriormente expuesto.

Un primer paso consiste en la formacién de clusters o conjuntos de puntos demanda asignados
a un deposito. El procedimiento para particionar o agrupar se basa en criterios espaciales o
geogrdficos. En un segundo paso cada terminal atrae a puntos de los clusters adyacentes. Estos
puntos son candidatos a set arrastrados hacia el cluster del terminal que los atrae.

Paso 1.- (Asignacién de puntos demanda a clusters)
Mientras no se hayan asignado todos los clientes, hacer:
Seleccionar un cliente j no asignado.

Para cada depbsito k, encontrar los clientes i, y /, de k entre los que se situaria j.
Determinar k* verificando minges, s {diy +d, — Ay } = Qi + e — Aiiolyr -
Asignar j a la terminal k*.

Resolver el VRP correspondiente a cada terminal con el algoritmo del barrido.
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Paso 2.- (Mejora: Reasignacién de puntos demanda)
Para cada terminal k:
Ordenar los nodos asignados a las terminales adyacentes segin el angulo que
forman con la terminal k.

Para cada uno de estos nodos:
Considérese no asignados ¢l y sus adyacentes en su terminal.
Reasignarlos como en el paso 1.
Si hay cambio de terminal:

Resolver el VRP en cada depbsito afectado

Si hay mejora registrarla.

En el primer paso los criterios de eleccién del cliente que va a ser asignado son variados, y no
hay ninguno que se aconseje especialmente, (Gillet y Johnson, (1.976)). En el segundo paso,
cuando se produce mejora, se aconseja eliminar el punto reasignado al nuevo cluster de la lista
para posibles cambios posteriores. El proposito es ahorrar operaciones que probablemente no

vayan a dar mejora o la den pequefia.

Otros trabajos mas recientes en los que se pueden encontrar algoritmos de este tipo son los de

Chapleau y otros, (1.985), y Chung y Norback, (1 .991).

2.2.- 'RUTA 1°- CLUSTERS 2”'

Dentro de este grupo de algoritmos, destacan principalmente aquellos destinados a resolver el
problema del Cartero Chino (CCP) para varios vehiculos. Entre ellos destacan los de Bodin &
Kursh, (1.978) y (1.979), para redes dirigidas y de Stern & Dror, (1.979), semejante al anterior
para redes no dirigidas. En el trabajo de Beasley, (1.983), puede verse una aplicacion de estos

algoritmos para el VRP clésico.
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2.2.1.- DESCRIPCION DE UN ALGORITMO RUTA 1° - CLUSTER 2° PARA
PROBLEMAS DE LIMPIADORES DE CALLES

El siguiente algoritmo, debido a Bodin & Kursh, (1.978) y (1.979), resuelve el problema del
CPP en redes dirigidas con varios vehiculos. Considerese la red G = {N,A} no necesariamente
conexa. La red G se suele extraer de la red mas general de calles F = (M,B). A veces es imposible
formar una ruta con los arcos de G solamente; hace falta afiadir algiin arco més de F, ademas de
los que necesitan ser barridos. Estos arcos improductivos conectan los arcos productivos y se

desea minimizar el tiempo que se emplea en recorrerlos.

Teorema.-
En una red dirigida conexa G = (N,A) existe ruta euleriana si y slo si d'(v) = d(v), VveN,
siendo d*(v), d'(v) el semigrado exterior e interior, respectivamente del vértice v.

2.2.1.1.- Algoritmo

El algoritmo inicialmente afiade arcos a la red G para obtener una red balanceada (d'(v) =
d'(v), V ve N). A continuacién se forma una ruta euleriana en cada una de las componentes de
esta nueva red. En el siguiente paso se obtiene una red conexa para dar lugar 2 una ruta mayor y

finalmente se particiona ésta en diferentes rutas segun las restricciones de tiempo maximo de

conduccion u otras que pudiera haber.

Paso 0.~ (Obtencién de una red balanceada H)
Resolver el siguiente problema de transporte:
Sean
S={ve N/d'V)>dW)}
D = {v e N/ d(v)>d'W)};
VieS s=d0)-dg)
vk e D d, =d(k) - d'(k),
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mn z= zjes Ekeo c,-kx,k

sujeto a:
Ekepx_,k =35; _] € S,
Ejesxﬂ, = dk ke D,
Xp 2 0.

siendo ¢, la distancia minima entre los nodos j y k, a través de la red F.

Para todo (j,k)/ x, > 0:
sea la sucesién de arcos (j,p), (p,)s-.. , (k) que define ¢l camino més corto de jak,a
través de F. Afiadir estos arcos un nimero x;, de veces.

Poner H= (N, A") la red G con los arcos afiadidos.

_Paso 1.- (Obtencién de subciclos)
Cada nodo de N se examina de la forma siguiente:
Para cada arco u, que /lega a este nodo, o predecesor, y cada arco u; que sale de
él, o sucesor, se define d; el coste de pasar del arco u;alu; a través de este nodo.
Resolver el problema de asignacion correspondiente en cada nodo, dando lugar
a pares de arcos predecesor-sucesor.
Comenzando en un nodo arbitrario, y siguiendo los pares predecesor-sucesor, obtener

uno o varios ciclos que recorren todos los arcos de H.

Paso 2.- (Eliminacion o fusién de subciclos)
En cada componente repetir hasta obtener solo un ciclo:
Elegir dos subciclos que tengan un vértice comin v. Formar un subciclo mayor

insertando uno de esos subciclos en el lugar de v en el otro subciclo.

Paso 3.- (Fusionar las rutas de cada componente)
Si H no es conexa definir la red L = (N*,A*), completa como sigue:

Poner N* ={1,2,...,nc} donde nc es el nimero de componentes de H;
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Poner como longitud del arco que une los nodos k'y p de L la distancia

de las componentes p y k de H.
Sean n, y n_los nodos que definen la distancia entre las componentes p y q de N*.
Hallar el arbol de expansién de minimo peso de lared L.
Para cada arco (k,p) de este arbol, afiadir a H fos arcos correspondientes al camino
minimo entre n, y 0,y entre n, y n,.
Sea E = (N",A") la red H con los arcos afiadidos.

Formar una ruta Euleriana en ésta repitiendo los pasos 1y 2 para la red E.

Paso 4.: (Obtencion de subrutas)
Elegir un punto de N" como el comienzo de la ruta.
A partir de este punto particionar la ruta obtenida en diferentes rutas respetando las

restricciones del problema.

2.2.1.2.- Ejemplo Grdfico

8 35

Figura 9. Plano de las calles de un municipio ficticio. Las lineas continuas indican las lados

de las calles con prohibicién de aparcar
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Figura 11. Con lineas punteadas se indican los arcos que se aftaden para obtener una red
balanceada (Paso 0).
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Figura 12. En cada nodo se unen los diferentes pares predecesor-sucesor, formdndose

subciclos (Paso 1).

;ﬂl
®
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M
-
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&

Figura 13. En cada componente de la red se unen los diferentes subciclos para formar

un ciclo mayor (Paso 2).
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o~

Figura 14. Se unen los ciclos formados en cada una de las componentes, dando lugar a la
gran ruta final (Paso 3).

2.2.2.- METODOS 'RUTA1°-CLUSTER 2" PARA EL VRP

Beasley, (1.983), propone una serie de modificaciones en las técnicas de este tipo aplicadas al

VRP. Las modificaciones propuestas se basan en el siguiente Método Bésico:

Paso 1.- (Gran Ruta Inicial)
Formar una gran ruta, resolviendo el problema del TSP con todos los clientes que hay
que visitar y el depdsito. (Se supone, sin pérdida de generalidad, que el primer

cliente visitado tiene asignado el indice 1, el segundo el 2, ... y asi sucesivamente).

Paso 2.: (Particién Optima)

Definir la matriz ¢ = (c;) de la forma siguiente:
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£l ,
dim+ 2 diga+dyy, sii<jylarutal-itl- i+2 - ... -j - 1 es factible
k=il

o0, en caso contrario.

Definir Ia red completa cuyos nodos van a representar los clientes, y donde la longitud del
arco (i,j) es ¢, esto es, el coste delarutal-i+l -i+2- ... -j- 1.
Resolver el problema del camino més corto del nodo 1 hasta el n en esta red.

Registrar cada una de las rutas asociadas a cada arco (i,j) del camino minimo obtenido.
2.2.2.1.- Extensiones y Mejoras

Algunas de las sugerencias propuestas para mejorar la eficacia de esta técnica son:

+ Los parametros c; se pueden definir como ¢l coste total de realizar laruta 1 - i+1 - i+2 - ...
-j - 1, incluyendo costes de combustibles, costes del vehiculo, del conductor, etc,...; incluso
se pueden incorporar las preferencias de los clientes por un determinado tipo de vehiculo o
conductor, preferencias por el tipo de recorrido,..

. Una vez obtenida cada parte i+l, i+2, .., j, se puede intentar hacer mejoras a la

correspondiente ruta con algoritmos para el TSP.

- Se puede excluir el deposito de la gran ruta inicial para dar més flexibilidad al proceso de
particién: cualquier cliente puede ser el origen y final. Se requeriria un algoritmo que
determinara el camino minimo entre cada par de puntos en una red, (como el de Floyd,
(1.964), que usa 8(n’) operaciones).

. Una vez obtenido el itinerario de cada ruta, éste se puede chequear y cambiar, si asi lo

requiere la incorporacion de restricciones como ventanas de tiempo u otras.
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—-¢ Kk k k
8; =1t Tt -1,
si la unién se produce dentro de un mismo periodo k; de esta forma se asegura la simetria de S.

En cuanto al segundo punto, si quedan m horas del periodo k cuando un vehiculo comienza el

recorrido desde el punto i al j, y t,“> m, entonces el tiempo de viaje entre iyjvaaser
m + (1-(m/t; )t~

Esta técnica se ha aplicado especialmente a problemas de rutas en empresas de servicios

urbanos, donde las condiciones de trafico hacen cambiar la duracion de las travesias.

2.4.- INTERCAMBIO Y MEJORA

Estas técnicas son adaptaciones al VRP de los algoritmos de intercambios o r-Optimos
descritos por Lin (1.965), y Lin & Kernighan, (1.973), para el TSP. Ejemplos de estas (ltimas son
las propuestas por Christofides & Eilon (1.969), y Russell (1.977). Estas adaptaciones se usan

solo para matrices simétricas.

2 4.1.- ADAPTACION DE CHRISTOFIDES Y EILON DE LOS ALGORITMOS DE
INTERCAMBIO '

A continuacién se describe como se pueden adaptar los algoritmos de intercambio al VRP

reformulando este como el TSP.

Si hay N vehiculos se incorporan N-1 depositos artificiales, todos en la misma posicién con el

depésito inicial, y con fas mismas distancias a los otros nodos. Se considera que la distancia entre
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dos depbsitos es infinita. De esta forma se plantea el TSP donde hay que visitar a los clientes
originales y a los depdsitos artificiales partiendo del depésito original y volviendo a él. Los
clientes visitados entre dos llegadas sucesivas a los depésitos definen la ruta de un vehiculo. El
haber definido infinito la distancia entre los depositos asegura que en la solucién final no se visitan
dos depositos sin visitar otros clientes entre ambas llegadas a los depdsitos. En el proceso de
formacion de esta gran ruta, se han de incorporar el chequeo de las restricciones de capacidad

méxima y distancia del problema original.
El algoritmo propuesto se desarrolla basicamente de la forma siguiente:
(1) Empezar con un recorrido aleatorio inicial,
(2) Encontrar un recorrido 2-ptimo, que sirva de inicio al paso 3);

(3) Encontrar un recorrido 3-6ptimo; volver al paso (2);

repetir los pasos (2) y (3) hasta que no haya mejora. En el proceso de intercambios se ha de
verificar la factibilidad del problema original.

2.4.2.- ADAPTACION DE RUSSELL

En este apartado se describe una adaptacion del algoritmo de Lin & Kernighan para el VRP,
llamado N-TOUR. Se comienza reformulando el VRP como un TSP, incorporando N-1 nodos

(depbsitos) artificiales.

Mas concretamente, sea S el conjunto de aristas en la definicién de este TSP; en el algoritmo
de Lin & Kerninghan se busca un subconjunto T < §, que de lugar a N rutas y respetando las
restricciones minimice la longitud total.

Para ello en cada paso, si el conjunto de aristas T define un conjunto de N rutas factibles, el

algoritmo identifica una arista y; en S-T, y la reemplaza por alguna x; de T. El proceso de
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2.3.- AHORROS E INSERCION

Estas técnicas se basan en el algoritmo desarrollado por Clarke & Wright, (1.964), y que ha
sido durante mucho tiempo, uno de los més utilizados y adaptados por otros autores. Asi, hay que
destacar la variante descrita por Eilon, (1.971), la adaptacion de esta variante para problemas con
matriz de tiempos variable realizada por Beasley, (1 .983), y la variante descrita por Christofides &
Eilon, (1.969).

2.3.1.- ALGORITMO DE AHORROS DE CLARKE Y WRIGHT

El algoritmo empieza con una solucion inicial consistente en un conjunto de rutas, cada una de
las cuales parte del nodo inicial, visita un cliente concreto y regresa al nodo inicial. En cada uno
de los pasos siguientes se unen en una misma ruta dos nodos de dos rutas diferentes segin los

ahorros que se obtengan. Basicamente consiste en los pasos siguientes:

Paso 0.- (Rutas Iniciales)

Para i=2,..., n: Formar una ruta que parte del nodo inicial visita el nodo i y regresa.

Paso 1.- (Calculo de ahorros)
Para cada par de nodos i, j respectivamente principio y final de dos de las rutas

formadas en ese momento poner s; = d,+d;,- d; .

Paso 2.- (Eleccién de todos los ahorros posibles)
Ordenar los s; de mayor a menor.
Ponerk = 1.
Repetir:
Si la unién correspondiente al ahorro k-ésimo produce solucion factible,

registrarla, si no rechazarla,
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Poner k= k+1.

hasta que la lista esté agotada o no queden ahorros positivos.

Paso 3.: Si en el paso 2 se ha realizado alguna uni6n ir al paso 1; en otro caso parar.

2.3.2.- VARIANTE DE EILON Y OTROS

La variante desarrollada por Eilon y otros, (1.971), consiste en que una vez formadas las rutas

iniciales segtn el paso O del algoritmo 2.3.1. se procede de la siguiente manera:

Paso 1.: Calcular s, =d,+d;, - d; para cada par de puntos i, j respectivamente principio y
final de dos de las rutas formadas en ese momento
Paso 2.: Ordenar los s; de mayor a menor.

Comenzando por el s; mayor:
1. Si la uni6n correspondiente a este ahorro produce solucién factible,
registrarla, si no rechazarla;
2. Escoger el siguiente ahorro de la lista y repetir (1), hasta que la lista esté
agotada.
Paso 3. Con todas las uniones registradas formar las correspondientes rutas de forma

simultanea.

Variantes:

(1) Construccién Miltiple: tal como se ha descrito en el paso 3. Se va formando
simultineamente un determinado nimero de rutas; no se garantiza que la solucién sea
factible.

(2) Construccién Secuencial: En el paso 2 solo se registra una unién factible, con lo que
hace falta realizar varias iteraciones a todo el proceso para vaciar la lista. Por contra se

asegura la factibilidad.
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23.3.- ADAPTACION DEL ALGORITMO DE EILON A PROBLEMAS CON
DISTANCIAS QUE DEPENDEN DEL TIEMPO

Beasley, (1.981), describe una adaptacion del algoritmo de Eilon para el VRP simétrico en el
que hay que minimizar el tiempo total en ruta del conjunto de los vehiculos utilizados, y la matriz

de tiempos entre los diferentes nodos depende del periodo del dia en el que se realizan los

diferentes desplazamientos.
Sean:
K : namero de periodos disjuntos en los que se divide el dia;

tij" : tiempo de desplazamiento entre los nodos i yjenel periodok, k=1,...K;

(T, , T, ) periodo k-ésimo del dia, dentro del cual no cambia la matriz de tiempos.

En el algoritmo de Eilon se realizan los siguientes ajustes:

« 1. Como definir los ahorros s; en funcién de tij“.

. 2. Determinar una forma para calcular el tiempo de viaje entre dos clientes cuando el

recorrido de algiin tramo tiene lugar en dos o mas periodos de tiempo.

«3. Chequear la factibilidad de las rutas teniendo en cuenta que el tiempo total de viaje
puede ser distinto segin en que sentido se realice: por ejemplo los tiempos de recorridos

delastutas 1 -i-j-1,y1~j-i-1 no tienen por qué ser iguales.

Para definir s; de tal forma que S=(s;) sea simétrica se toma
—a k e+ k+t k k+l k+l
s; = max {t, 4,7 -4, by it -ty '}

si la unién va a tener lugar en dos periodos de tiempo diferentes, o
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intercambio continia mientras haya mejora: Si |x] es la longitud de la arista x; , entonces k aristas

x, son seleccionadas para ser reemplazadas por k aristas y, si
k
G = Z:, (|xi| - |J’1|) >0.

En esta adaptacion en cada iteraciéon se consideran varios niveles o estados k, k=1,2,3... . Cada
nivel se refiere al nimero de aristas que van a ser intercambiadas simultaneamente. En cada nivel
se examina y se procesa una lista de grupos de k aristas de T para posibles intercambios. Los
grupos que al intercambiarse den ganancias pasan al siguiente nivel, incorporando una arista

nueva. De esta forma el proceso queda como:
nivel2 —> nivel 3 — ... — hasta llegar a un Gitimo nivel K cuando ya no haya mejora,

los K intercambios se examinan, y se realiza aquel con mayor ganancia G* = Gy que sea factible.

Se repite el proceso hasta que no haya mejora. La factibilidad se verifica sélo en el ultimo

nivel.

2.5.- PROGRAMACION MATEMATICA

En este grupo se incluye una gran coleccion de estrategias de solucién que usan o bien los
modelos o bien las técnicas de programacién matematica como método principal. En el primer
caso se encuentran las aproximaciones o modelizaciones de los problemas de rutas como
problemas de programacion matemética; por ejemplo el tratamiento del VRP como un problema
de Asignacién Lineal Generalizada, debido a Fisher & Jaikumar, (1.981), o como un problema de
Particién de Conjuntos, como el descrito por Cullen y otros, (1.981), o Manganti, (1.981).

En el segundo caso se incluyen aquelios que usan técnicas propias de la programacion

matemética, como los métodos de Relajacién Lagrangiana propuestos por Stewart (1.984).
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2.5.1.- ALGORITMO DE FISHER Y JAIKUMAR

El algoritmo de Fisher y Jaikumar, (1.981), para el VRP ademaés de minimizar €l coste de todas

las rutas determina también el nimero minimo de vehiculos que deben ser usados.
2.5.1.1.- Formulacién del VRP en términos de GAP

En primer lugar, se redefine el VRP como un problema de Asignacion no Lineal Generalizada.

Para ello se definen las variables

1, si el cliente i es visitado por el vehiculo k

Yu™
0. en caso contrario;

1, si el vehiculo k va del cliente i al j;

X =

0, en caso contrario;

la formulacion que se propone es la siguiente:

m

min 2, fy,) 1)

k=1

sujeto a:

E qdiVik =< Qa k:'lx"sm; (2)
=1
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m, si i=1,
nt
Eyik = (3)
k=1

1, sii=2,..,n;
yie € {0,1}, i=l,...n k=1,...m;

donde f{(y,) es el coste de la la solucién del TSP para los clientes asignados al vehiculo k, es decir
de N(y,) = {i/ y, = 1}. La funcién f{y,) puede ser definida matematicamente como:

f{y,) = min > Cy Xk 1"
ik
sujeto a:

" *
XX =Yg, =1, (5"
i=1

" -
2 Xy = Yiks i=1,..,m; (69
=

> xps|8l-1 Sc{l,.,n}
ijeSxs

2<18lgsn (T

xy € {0,1}, ij=1,.,0. (8

Obviamente f{y,) no puede determinarse, en general, de forma explicita.

2.5.1.2.- Aproximacion Lineal

E! algoritmo se basa en la construccién de una aproximacién fineal de f{y,) reemplazando (1°)

por
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Z 2 e Yik -

k=1 i=1

De esta forma, se tiene un modelo de asignacion lineal generalizado, y su solucion define una
serie de asignaciones factibles de clientes a vehiculos. En cada una de estas asignaciones, se

resuelve el TSP correspondiente.

Para construir una aproximacion lineal de f{y,) se definen un conjunto de clientes semilla i, ,
i,...,1,» que se asignan a los vehiculos 1, 2,....m respectivamente. El coeficiente e, se define como
el coste de insertar el cliente i en la ruta que va desde el origen 1 al cliente semilla i, y vuelve. Mas

concretamente:
ey = min {du +dut +djb],dl’|‘t +dibj +d;,]} - {du* +d1b1}.

2.5.2.- FORMULACION COMO PROBLEMAS DE PARTICION DE CONJUNTOS

Manganti, (1.981), expone que una de las estrategias de solucion mas exitosa se deriva de la
formulacién del VRP como un problema de Particionamiento de Conjuntos. En principio se
requiere la enumeracién de todos los clusters factibles posibles, es decir, de todas las posibles

asignaciones factibles de puntos-demanda a rutas de vehiculos.

Sean:
1, si se usa el cluster j

0, en caso contrario;  j=1,...,J;

1, si el punto demanda i est4 asignado al cluster j;
0, en caso contrario;  i=1,...,m; j=1,....];
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siendo n el nimero de clientes, y J el nimero de clusters posibles. La formulacion del VRP como

problema de Particion de Conjuntos es:
. -E’: A
min Cy"
a9 Zy

sujeto a:

J
Yapzy=1, i=1,2,..n
=

Zj € {0, 1}, j=l,2,...,1

Las restricciones indican que cada punto demanda i debe asignarse exactamente a uno de los
posibles clusters j, j=1,...,J, Los coeficientes de la funci6n objetivo & son el coste de la solucién

6ptima del TSP correspondiente a visitar a los clientes de! cluster i desde el depdsito y volver a €l.

Como el nimero de clusters posibles es enorme, se proponen criterios de reduccion en el
conjunto de clusters, que den lugar a algoritmos heuristicos efectivos; por ejemplo criterios

espaciales o geogréficos.
2.5.3.- RELAJACION LAGRANGIANA HEURISTICA DE STEWART

La relajacion de Stewart, (1.984), consiste en relgjar en la formulacidn del VRP las
restricciones de capacidad, y aplicar un proceso de intercambio r-6ptimo a cada una de las rutas

que se obtiene de la solucién del m-TSP asociado.
Sea:
1, si el arco (i,j) esté en la ruta k-ésima,

X =
0, en caso contrario;
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S_ = Conjunto de soluciones factibles del m-TSP:

se propone la siguiente formulacién del VRP:

min EZdyx:ﬁc+l'Z Eq:xmc-Q), 1)
kek* \4p=l

k=1 if=

sujeto a:

n n
Y gixp- 2 gap20, Fktl; k=l..ml (2
ij=1 =1

x=(xy) €S ()

donde A2 0 y K* = {k/ ]y grxp> 0}

Las restricciones (2) obligan a que la ruta con mayor demanda sea la ruta 1, la siguiente la 2,
etc. A es un factor de penalizacién que se afiade en la funcién objetivo cuando se viola las
restricciones de capacidad. El algoritmo de Stewart considera las restricciones de capacidad solo
indirectamente en la funcién objetivo. Por ello tiene mas flexibilidad ya que soluciones
intermedias, que pueden ser infactibles, se admiten siempre que el coste total mejore de una
iteracion a la siguiente. Se basa en un proceso de intercambios 3-6ptimo para resolver el problema
relajado (1) - (3) en el que se parte de un valor pequefio de A que va aumentando hasta obtener

una solucién factible.

En la practica, la solucién para el m-TSP pura, (A = 0), est4 bastante lejos de ser factible para
el VRP. La demanda de la ruta con mayor demanda para el m-TSP, suele ser mucho mayor que la

capacidad del vehiculo Q. Las experiencias computacionales recomiendan como valor inicial para

A -
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— Ave
(20-emax)

donde Ave = z’%ﬁ, y CMAX = max d,..
También se suele elegir A = 0'03.

El algoritmo hace modificaciones sobre A sélo en el sentido de cambiar desde una solucidn no
factible para el VRP a otra que si lo sea y cuando la consigue para. Se recomienda un aumento

geométrico, por ejemplo A =2-A hasta encontrar una solucion factible.

3.- ALGORITMOS EXACTOS

La mayoria de los métodos de solucion exactos para el VRP son adaptaciones de los
algoritmos Branch & Bound para el TSP, especialmente el de Little. Entre estas adaptaciones
destaca la propuesta por Christofides & Eilon (1.969). Durante los ultimos afios, los avances o
mejoras en este tipo de algoritmos han venido por el desarrollo de métodos para el célculo de
cotas inferiores y superiores en las ramas del arbol de busqueda, mis ajustadas al valor éptimo.
Fn este sentido destacan los métodos de Relajacién Espacio-Estado con el uso de la
Programacion Dindmica de Christofides, Mingozzi y Toth, (1.981), adaptados al VRP.

3.1.- PROGRAMACION DINAMICA: METODOS DE RELAJACION

Christofides, Mingozzi & Toth, (1.981), extienden al VRP las técnicas de relajacion

propuestas para ¢l TSP descritas en el capitulo uno.
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Sea la red G=(X,A), donde X son los nodos que representan a los clientes y al depdsito inicial
x,, ¥ A es el conjunto de arcos que unen los diferentes nodos; sea X'=X-{x,} el conjunto de

clientes.

Para el caso del VRP, se proponen unas formulaciones en términos de Programacién

Dinamica, y sus correspondientes relajaciones, que se describen a continuacion.

3.1.1.- FORMULACIONES

3.1.1.1.- Formulacién 1

Sea S X', y m' entero entre 1 y m. Se define {m',S) como el menor coste de visitar al
conjunto S de clientes con m vehiculos, y v(8) como el coste de la solucién Optima del TSP

definido para el conjunto de clientes S y el depdsito x; .

Se tiene la siguiente formula recursiva:
f(m',S) = min; — ¢ [f{m"-1,8-L) +v(L)], (1)

sujeto a:

S, - (m'-1) < Zase @

x;es
param'=2,..myS& X satisfaciendo:

0" —(m—m’) <2 qism’Q, dondeQ*= 2 g, )

x;e8 xeX!

para m' = m, solo hay que considerar S = X..
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Se inicializa con f{1,S)=v(8).
3.1.1.2.- Formulacién 2.

Se define f{m',S,k) como el menor coste de satisfacer un conjunto S de clientes usando m'
vehiculos, donde los Gltimos clientes que se visitan en cada una de estas rutas pertenecen al
conjunto {x,,X,,...,%,}. Sea v(8,k) el coste asociado a la solucién 6ptima del TSP, correspondiente
a visitar el conjunto S, partiendo de x,, y siendo x, el Gltimo cliente que se visita. La recursion
queda de la siguiente forma:

fm',S,k) = min[f(m', S k-1), miny — ¢ {m-1,S-Lk-1)LK)], (@)

sujeto a:

) QJ—(m'—l)'QSxJZeLCIJSQ- &)

x5

3.1.2.- RELAJACIONES

3.1.2.1.- Relajacién de la Formulacion 1

Parag(S)=g = xES g;, se obtiene la relajacion
JE

', g) = min{fin’ —1,q-p)+v*(@)/Q* —(m’ - 1yQ <p<min[q,01},

donde v*(p) en este caso viene dada por
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V*(p) = mlnxl. e r‘l(xl)[l(p:xi) + C’il]a

siendo 1(p,x,) el coste del circuito con carga total q que finaliza en x,en este nuevo conjunto de

estados segun se defini6 en las recursiones relajadas para el TSP.

Una cota inferior en el VRP viene dada por {m,Q¥).

3.1.2.2.- Relajacién de la Formulacién 2

Se define la misma funcién de proyeccion g(S) que en el caso anterior. La recursion queda de

la siguiente forma:

fom',q,8) =
m‘in[j(m,: qsk_ 1):mln{j(m’ -1, q_p’k_ 1) +V‘(P.k)/Q‘ '-(m— 1)'Q p s mm[q, Q]}]

De forma anéloga a la anterior, se define v*(p,k) = I(p,x)+cy - Una cota inferior para el VRP
viene dada por f{lm,Q*,n) (= f{lm,Q*), definida antes).

3.2.- OTROS METODOS EXACTOS

3.2.1.- ADAPTACION DEL ALGORITMO DE LITTLE PARA EL VRP

Christofides & Eilon (1.969), proponen una estrategia Branch & Bound para el VRP mediante
la aplicacién del algoritmo de Little y otros, (1.963), para el TSP en la que mejoran el célculo de
las cotas inferiores en cada rama. Para ello se formula el VRP como el TSP, eliminando el

depésito real e incorporando N depositos artificiales como ya se ha hecho en otras ocasiones.
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3.2.1.1.- Algoritmo

Antes de ramificar un nodo en el arbol de bisqueda, se chequean las siguientes cuestiones:

- (a) ;Para cada vehiculo, la ruta que se esta formando excede la capacidad de ese vehiculo?
- (b) ;Excede la distancia mixima o radio maximo de accion de ese vehiculo?

+ (¢) Si se han formado k rutas y quedan por formarse N-k, ¢Estas Gltimas pueden no

satisfacer las demandas de los n' clientes sin asignar a las rutas ya formadas?; es decir
(£.4)
LT >N-k7.

Si alguna de estas respuestas es positiva se corta la exploracion en esa direccién del arbol de

busqueda.
3.2.1.2.- Mejoras de las cotas inferiores

En caso de matrices simétricas se pueden mejorar las cotas inferiores de la siguiente forma. En
la ramificacién de cada vértice del 4rbol de biisqueda considérese la red formada por los arcos
correspondientes a los elementos de la matriz reducida. Sea G el grafo que resulta de no

considerar las direcciones esta red.

Sobre este grafo G se construye el Minimo Arbol de Expansion, afiadiendo la arista de longitud
minima. La longitud total de este nuevo grafo (4rbol més arista), més el coste acumulado en pasos
anteriores va a ser una cota inferior de la solucién del TSP para estos vértices, y por tanto de la
solucién del TSP que incluya las aristas que han sido seleccionadas; (se supone la desigualdad

triangular en la matriz de distancias original).
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Se observa que si a la solucién al TSP para los vértices de un determinado grafo G, se le quita
una arista queda convertida en un arbol de expansion. Por tanto la longitud del minimo arbol de

expansion en este grafo G, més la de la arista mas corfa, es una cota inferior de este TSP. (Ver

u \
—u

Figura 15. Ruta éptima para el TSP

.

Figura 16, Determinacion de cotas inferiores para el TSP:
Minimo Arbol de Expansién afiadiendo el tramo mds corto.
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4.- CONCLUSIONES Y MEJORAS

4.1.- CONCLUSIONES

A continuacién se exponen algunas de las conclusiones que se derivan acerca del
comportamiento y eficacia los algoritmos para el VRP, tanto por experiencias propias como por
las de otros autores. Muchas de estas conclusiones son anélogas a las que se extrajeron en el
capitulo 1 para los algoritmos del TSP debido al parecido planteamiento de ambos problemas y a

que los algoritmos para el VRP son basicamente adaptaciones de los del TSP:

- Al igual que en el caso del TSP los algoritmos heuristicos son preferibles a los exactos,
sobretodo si se dispone de poco tiempo para obtener la solucién o el tamaiio de los problemas
es grande. Est4 preferencia se debe a que en los algoritmos Branch & Bound para el VRP es
dificil obtener cotas inferiores ajustadas al optimo y por consiguiente el tiempo de computacion

es ain mayor que en et TSP.

- La eficacia de los algoritmos heuristicos depende de los algoritmos escogidos para resolver el
TSP en alguna de sus fases o pasos. Asi en los algoritmos de! tipo Ruta 1°-Cluster 2°enla
obtencién de la ruta inicial, si el problema no es de gran tamafio, es aconsejable utilizar un
algoritmo exacto especialmente en matrices simétricas; en problemas de mayor tamafio es
preferible la utilizacion de un algoritmo r-optimo, puesto que el tiempo de computacion es

mucho menor y la solucién obtenida apenas se empeora.

- Los algoritmos de tipo Cluster 1°-Rutas 2° son més eficaces si se usan algoritmos exactos en
la segunda fase, puesto que el tamafio de cada uno de los subproblemas que se generan €8
asequible y una mejora, aunque sea ligera, en cada una de las rutas da lugar a una mejora mas

importante en la solucién final.
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- Los algoritmos del tipo Cluster 1°-Ruta 2°, entre los que se puede incluir también el
algoritmo de Fisher & Jaikumar, son en general los de mayor eficacia, como reflejan Benavente
y otros, (1.985), Fisher y otros, (1.981) y (1.988), Haouari, (1.990),.... Sin embargo esta
eficacia depende de obtener una representacion de los puntos en un plano de tal forma que las
distancias euclideas en éste coincidan o se aproximen, con la distancias reales. Habitualmente
se usan los mapas geograficos, pero a veces es necesario una representacién mas ajustada. En
este sentido se recomienda, como paso previo en estos algoritmos, el uso de métodos

factoriales para la representacion de matrices de distancias (Cuadras, (1.991)).

- Los algoritmos del tipo Ruta 1° Cluster 2° son especialmente eficaces para el CCP, frente a
otros. En el trabajo de Bodin & Kursh, (1.978) y (1.979), se indica que la aplicacién de estos
algoritmos al problema de determinar los recorridos de vehiculos limpiadores de calle en la
ciudad de Nueva York, podian producir ahorros de 4 o mas vehiculos, dependiendo de los
horarios de aparcamientos frente a otro tipo de técnicas. En cuanto a la aplicacién de estos
algoritmos al VRP el més eficaz es el expuesto por Beasley, (1.983), aunque puede ser

mejorado con pequefias modificaciones como se ver4 en el siguiente apartado.

4.2.- MEJORAS EN EL ALGORITMO DE BEASLEY

4.2.1.- IDEA BASICA

En esta seccion se describe una pequefia modificacién que mejora en muchas ocasiones la
eficacia del algoritmo de Beasley para el VRP, especialmente en problemas en los que hay que
minimizar el nimero de vehiculos, pudiéndose incorporar esta mejora a otros algoritmos de tipo

Ruta 1°-Cluster 2°.
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Considérese un problema con depoésito inicial O, 3 clientes A, B y C, con demandas respectivas
4, 6 y 8 unidades, y vehiculos con capacidad de 10 unidades. Supongase que en la primera fase se

obtiene una gram ruta de la siguiente forma:
0O-A-C-B-0

Con esta gran ruta inicial la (mica particién posible que se obtiene en pasos posteriores consta

de tres rutas, una por cliente:
O0-A-0, 0O-B-0y 0-C-0;
sin embargo, se observa que existe una solucion con solo dos rutas de Ia forma:
O-A-B-0y 0-C-0.

En este caso con el algoritmo de Beasley, o en general con las técnicas de tipo Ruta I° -
Cluster 2°, no se puede llegar a esta solucién ya que al estar el cliente C intercalado entre los
clientes A y B impide que éstos puedan pertenecer a la misma ruta.

Para evitar situaciones de este tipo se propone incorporar al algoritmo de Beasley un paso
previo, consistente en separar del conjunto de clientes aquellos que por su demanda deben ir solos

en una ruta, como en ¢l ejemplo anterior e! cliente C; de esta forma e} algoritmo de Beasley

modificado consiste en los siguientes pasos:

- Extraer lcs clientes que deben ir solos y asignarles una ruta a cada uno de ellos;
-Ejecutar el algoritmo de Beasley para el problema con los restantes clientes;

- Registrar en una misma solucién las rutas obtenidas en los dos pasos anteriores.
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Obsérvese que utilizando esta modificacién se puede llegar en el problema anterior a la

solucion de dos rutas antes mencionada.

4.2.2.- RESULTADOS COMPUTACIONALES

En esta seccién se muestran los resultados obtenidos con los algoritmos de Beasley, y de
Beasley Modificado, en la resolucién de un conjunto de problemas con matrices de distancias
simuladas. Se han realizado 10 simulaciones para cada nimero de nodos: 10, 15, 20, 25, 30, 35,

40, 45 y 50. Algunos aspectos de la simulacion son los siguientes:

- A cada cliente i se la asigna un punto p, en una reticula cuadrada de longitud 100: las

coordenadas de este punto toman valores enteros uniformes entre 0 y 99.

- Los elementos (i,j) de la matriz de distancias, se obtienen como dy=|_“p, —p;"zJ.
Posteriormente se perturban estos valores multiplicandolos por un coeficiente aleatorio

entre 0.9y 1.1.

- Las demandas q, se obtienen generando valores enteros con distribucién uniforme entre 3

y 6. Se toma la capacidad de los vehiculos como 8 unidades de carga.

A continuacién se muestra un cuadro que resume los resultados medios obtenidos por cada

algoritmo en cuanto a namero de vehiculos, distancia total recorrida y tiempo de computacion (en

segundos).

Beasley Beasley Modificado

Nodos }
10
15
20
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Beasley Beasley Modificado

Nodos
25
30
35
40
45
50

En el siguiente cuadro se muestra mas claramente la evolucion del nimero medio de vehiculos

obtenidos:

35/

30

25

20

Beasley

Modificag

 endd

150 o

10

s

n.10n.15n.20n.25n.30 n.35 n.40 n.45 n.s50¢

Figura 17. Evolucién del mimero medio de vehiculos en funcién del nmimero de nodos.
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4.2.3.- OBSERVACIONES

Los resultados obtenidos permiten concluir que la modificacién propuesta, ademas de poder
incorporarse facilmente a! algoritmo original supone ahorros importantes en cuanto al nimero de
vehiculos que se obtiene. Ademas este mejora también se refleja en la distancia total obtenida
aunque de forma mas suave. El tiempo de computacion también resulta ser ligeramente inferior
con la modificacién descrita. Por consiguiente se concluye que esta modificacion es especialmente

interesante en aquellos problemas en los que hay que minimizar el nimero de vehiculos a usar.

Esta modificacién puede ser adaptable facilmente a problemas con otras restricciones ademas
de la carga total como el radio méximo de conduccion, ventanas de tiempo, compatibilidad de
mercanctas, etc.,... De esta forma todas estas restricciones son chequeadas con el fin de extraer de

la lista inicial los clientes que deben ir solos en una ruta.

Para ahorrar tiempo de computacién en problemas de gran tamafio, una mejora en esta
modificacién consiste en extraer de la lista no Unicamente los clientes que deben ir solos, sino
ademas los que solamente pueden ir acompafiados de otros clientes con los que formarian una
ruta mala aunque esta sea factible, (por ejemplo supéngase dos nodos muy alejados). Para ello se

ha de establecer previamente un criterio para determinar cuando una ruta es mala o no.
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CAPITULO 3. ADAPTACION DE LOS ALGORITMOS DE
RUTAS A LAS VENTANAS DE TIEMPO

1.- INTRODUCCION

Muchos de los modelos y algoritmos disefiados para resolver problemas de Rutas solo
consideran aspectos espaciales y no son capaces de captar o recoger todo ¢! conjunto de
restricciones del problema practico. Una de estas restricciones es que la llegada del vehiculo, o
vendedor, a la localizacién de cada cliente debe producirse en una determinada ventana de
tiempo, es decir, intervalo de tiempo en el cual éste puede ser servido. La incorporacién de estas
restricciones da lugar a Problemas Mixtos de Programacién y Rutas, y requiere algoritmos en los

que ademas se tengan en cuenta aspectos temporales.

En este capitulo, siguiendo el esquema propuesto por Desrochers y otros, (1.988), se van a
describir los principales métodos de solucion para problemas de rutas con restricciones de
ventanas de tiempo. Los problemas que consideraremos son el Problema del Viajante (TSPTW),
el Problema de Rutas de Vehiculo (VRPTW), el Problema de Cargas y Descargas (PDPTW), y el
Dial-A-Ride Problem (DARPTW). Tal como se ha venido haciendo, los algoritmos se dividiran en
exactos y heuristicos. Entre los primeros se consideran fundamentalmente las técnicas Branch &
Bound, las basadas en Programacién Dinimica y las basadas en técnicas de Particién de
Conjuntos. Entre los algoritmos heuristicos destacan los métodos Constructivos, los métodos de

Mejora ¢ Intercambio y la Optimizacién o Busqueda Incompleta.

En los modelos descritos a continuacién, N = {2,3,...,n} denota el conjunto de clientes y A=
{Gj)/i,j € NuU{1},i# j} el conjunto de arcos. Los problemas que se tratan en este capitulo no
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agotan los existentes. Otras formulaciones de problemas de rutas con ventanas de tiempo se

pueden encontrar en los trabajos de Daganzo, (1.987a) y (1 .987b), y Tsitsiklis (1.992).

1.1.- FORMULACIONES

Las siguientes formulaciones se deben a Desrochers y otros, (1.988).

1.1.1.- TSP CON VENTANAS DE TIEMPO (TSPTW)

Basicamente el TSPTW es un TSP en el que cada ciudad lleva asociado un intervalo de tiempo
[e,l], i=1,...,n, en ¢l que tiene que ser visitada: si se llega a la ciudad i antes del instante ¢, hay
que esperar hasta ese momento, y nunca se puede flegar més tarde del instante .. Se supone que el

tiempo de salida inicial es ¢, .
Se definen:
d, : distancia entre las ciudades i y j;
t, : tiempo de trayecto entre las ciudadesiy j;
y las siguientes variables
1, si sevaa j inmediatamente después de i,
Xx. = pj=1,.m

0, en caso contrario;

D, : Tiempo de llegada a la ciudad i.
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El problema se formula como sigue:

sujeto a:
Thixg=1, i=1..m
Thixy—Zhix =0, i=1..n
x;= 1= Di+ty <Dy, i=2,.,n j=1l..m
x,=1>D;zer+1y, j=2,...,0;
<D <L, i=1..n

x, € {01}, ij=1l..n

1.1.2.- VRP CON VENTANAS DE TIEMPO (VRPTW).

El VRPTW es un VRP en el que a cada ciudad se le asocia un intervalo de tiempo [e,l],i=
1,...,n, dentro del que tiene que ser visitada, si se llega a la ciudad i antes del instante e, se debe

esperar hasta ese momento, y nunca se puede llegar después de 1. Se supone que el tiempo de
salida inicial es ¢, .

Se definen:

d, : distancia entre las ciudades iy ¥

t, : tiempo de trayecto entre las ciudadesiy j;

y las siguientes variables
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' 1, si se va aj inmediatamente después de i,

ij=1,.n

X
0, en caso contrario,

D, : Tiempo de llegada ala ciudad i por algin vehiculo, 1=2,...m;
y, : carga que lleva el vehiculo cuando llegaalaciudadi, 1=2,..n

El problema se formula de la siguiente manera:

minimizar T, dyxy

sujeto a:
2};1 Xy = 1, i=2,...,n;

Thixi— T X =0, i=1,..,n
x=l=>Di+ty <Dy, i)=2,..m
x=1=>Dy2ert+ly, j=2,..,0
x=1=>Dy+tp<h, j=2,..,0
e <D, <L, i=1l..n
x=loy+qsy,  W=2..0
=l =>y+q;< 0, i=2,..1m
0sy,<Q i=2,..n

x; € {0,1}, ii=1,...n
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1.1.3.- PROBLEMA DE CARGA Y DESCARGA CON VENTANAS DE TIEMPO
(PDPTW)

En este caso cada cliente i requiere que le sea transportada una mercancia desde un origeni’ a
un destino i Para ello se dispone de m vehiculos que parten de una ciudad inicial 1, a la que
regresan al final del trayecto. Cada punto j de carga o descarga debe ser visitado dentro de un
intervalo de tiempo {e,l]. Se trata de disefiar rutas de vehiculos con distancia total a recorrer

Se definen :

N* = {i*/ i € N} el conjunto de origenes, N'= {i" /i € N} el conjunto de destinos,
V=N"UNuU{l};

c; : distancia entre los puntosiyj, Vi,j€ V;

t, : tiempo de travesia entre los puntosiyj, Vi,j €V,

Q : capacidad maxima de cada vehiculo;
y las siguientes variables:

1, si el vehiculo k viaja desdeiaj,
¥ = VijeV, k=1,.m

ij
0, en caso contratio,

D, : Tiempo de llegada al punto i por algin vehiculo, Vie N*UN;

y, : Carga que lleva el vehiculo cuando llega alaciudadi, Vie N"UN".
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Una posible formulacion es la siguiente:
minimizar T, Eep CyrXy
sujeto a:
I Terxy=1, ieN;
Ejerg""Ejerfi =0, iNOUN, k=1L..,m
Zjeyva-zjeyxﬁ- =0, i€N, k=1,.m
x=1 = Di+ty<D;, ije N'UN, k=1.m
e<D <l ieNUN;
xf+j= I1=>y+qisy;, 1€N, je N'UN, k=1,..m
¥,=12y-q<y, ieN je N'UN, k=1,.m,
0<sy,<Q, iENUN,;
x; € {01}, ije€V, k=1l..m

Una variante muy frecuente de estos tres problemas consiste en minimizar el tiempo de Hegada

al depésito central.

El caso especial en el que las demandas requeridas son todas iguales se denomina el

Dial-A-Ride-Problem (DARP), que tiene lugar en el transporte de viajeros, transporte escolar,

etc.
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2.- ALGORITMOS EXACTOS

Los algoritmos exactos para problemas de rutas con ventanas de tiempo emplean
principalmente dos métodos de enumeracién implicita: la programacion dindmica y las técnicas
Branch & Bound. La Programacién Dinamica es aplicable a problemas con un sélo vehiculo én
los que hay pocos clientes. Sin embargo, el nimero de estados que se derivan de este
planteamiento crece rapidamente, y para problemas con un nimero de nodos mas elevado es mis
aconsejable la relajacion de este conjunto de estados para su incorporacion a métodos Branch &

Bound.

Entre los métodos Branch & Bound destacan dos tipos de algoritmos. El primer tipo es un
conjunto de técnicas que parten de una formulacién del problema como particionamiento de
conjuntos, usan métodos de generacién de columnas .para resolver una relajacién continua del
problema y métodos Branch & Bound para obtener la solucién entera. El otro tipo de técnicas
usan relajaciones del conjunto o espacio de estados, asociado a una formulacién de Programacion
Dinémica, para obtener cotas inferiores en las ramas del arbol de blsqueda. El algoritmo de
Baker, (1.983), también de tipo Branch & Bound, obtiene las cotas en cada rama mediante

resolucion de problemas de camino mas largo.

2.1.- PROGRAMACION DINAMICA

2.1.1.- PROBLEMAS DE UN SOLO VEHICULQO CON VENTANAS DE TIEMPO

2.1.1.1.- Formulacién del TSPTW de Christofides y otros

Considérese el conjunto de estados de la forma (8,j), con S © N, j € S, y f{S,)) indica la mas
corta duracién a través de una ruta factible que comienza en 1, visita todos los vértices de S y
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finaliza en j. La solucién 6ptima N {n+1},n+1) viene determinada por las siguientes ecuaciones
de recurrencia;

f({i},) = e, *t;;,
£(S,j) = minjes-{rupea {S-{1.0H;},  paraj € Nu{ntl},

se redefine:

fSJ)=¢ si f{S,)) <e,
5, = 0 5 8 >,

2.1.1.2.- Formulacidon del TSPTW en ‘linea de costa’ de Psaraftis y otros

Miés recientemente, Psaraftis, Solomon, Magnanti y Kim, (1.990), proponen una modificacién
de la anterior recursion para el caso en que los nodos estén situados en una /inea de costa, es

decir, que se pueda encontrar una reordenacion de los nodos 1, 2, 3, ..., n, de forma que
Vi j/ 1 Si<k<jZn, se cumpla t; = t; ;. Este caso se da en muchas aplicaciones: trenes, rios,
autopistas,... 0, en general, problemas de transporte maritimo donde las localizaciones o puertos

estan situadas en un casco convexo.

Los autores estudian el caso en el que |, = . Sin pérdida de generalidad se supone que el
vehiculo comienza en el origen 1 en el tiempo t=0. La anterior recursién queda de la forma

siguiente:
f(S,1) =ygqn_n'm {max(es, t; +f, S~ {i}, VS {2,....,n};

con la condicién inicial f{{i},i) = max (e, e +t;).
En el caso en que no sea necesario volver al origen, ni finalizar en ningiin ncdo

predeterminado, se simplifica el conjunto de estados de la anterior recursién; sdlo es necesario

considerar los estados de la forma (S,i), con S e i definidos de la forma siguiente:
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a)S=8§ U S,conf = {x/2<x<j},yS,= {x/k<x<n} para algunos indices j y k
tales que 1 < j <k < n+1; (por convenio §, = &, si k= n+1);

b) Si S,= @, entonces i =j. En caso contrario, i=joi=k.

De esta forma solo dos indices, j y k, son necesarios para representar el conjunto S de ia

recursion, (Ver Figura 18), y por tanto, ésta puede reescribirse de la siguiente forma
f(j: k,j) =min {max(ef: tf‘lJ +f(] - 1: k,j - 1))1 max'(ef’ t}g +f(j_ 1: k» k))}:

£, k, &) = min {max(ex, frax +°G, K+ 1, k+ 1)), max(er, 4z +1 G,k + L)),
Vi kl1sj<k<sn+l,

con f*(1,n+1,1) = e,, como condicion inicial.

Por convenio, en la recursion se considera £*(0,k,0) = f*(§,nt1,n+1) =+, VE, jlk>1,j<n.

Sz

Figura 18. Representacion de los conjuntos S, y S, en el caso de linea de costa

Esta recursién puede ser ejecutada en un tiempo 8(n?), y el valor 6ptimo del problema viene

dado por:
Clax = Miligen f* (7 + 1,7) = mingesm /&~ 1,k k).
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2.1.1.3.- Formulacién del DARPTW con un vehiculo de Psaraftis

En este caso se trata de minimizar el tiempo total y los estados son de la forma (j, k..., k),

donde j es €l vértice actualmente visitado, y cada k; puede tener tres valores diferentes:

-1, sila demanda del cliente i no ha sido cargada,
k= 0, si esta demanda ha sido cargada en i*, pero no descargada,
+1, sila demanda ha sido descargadaeni ;

asi, solo se consideraré el conjunto de estados de la forma (", k;s..., k), tales que k =0, y de la

forma (§, k,,..., k) conk, =+1;
entonces, la solucion éptima viene dada por mingey- 7, +1, ..., +1),

con las siguientes ecuaciones de recurrencia
J

~~—
f ﬂj+!k2='-01 0 3 --.,kﬂ)=

-
min(min (t*/"yed j(i*,kz,...,—1,...,k,,)+t;+f+,mm (-/)ed ﬂf’,kz,...,r'l,...,kn)+t;-f+).
k=0 k=l
paraj'eN*;
/
-
Gk, ¥l k) =
J J
- . - = . P -
min(min el St kay .oey 0.0, kn) +is-, min (4)ed ik, ..., 0, kn) +8i-)
k=0 kot
parajeN;
J
- - - - - r““ -
las condiciones iniciales son it —~1,-1,..., 0,...,-1)=to, paraj eN.
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Ademas, se redefine f{j, k,,..., k) = ¢;si f(j, k,,..., k) <¢;y £, k,,..., k} =, 5i f{j, k,,..., k) >
L, vjeN" UN~.

El algoritmo se desarrolla en 2n etapas, en cada una de las cuales se extiende el camino
eligiendo el arco adecuado. El total de tiempo requerido es de 8(n*3"). Psaraftis estima que con
esta técnica se puede resolver problemas de hasta 10 clientes. Desrosiers y otros, (1.986a),

adaptan este algoritmo de 2n estados, al PDPTW con un s6lo vehiculo.
Las técnicas descritas en este apartado también pueden usarse como subrutinas en otros
métodos de solucién, por ejemplo, en los de tipo Cluster I°-Ruta 2°. Ejemplos de este tipo de

aproximaciones pueden verse en los trabajos de Desrosiers, Soumis & Desrochers, (1.986b),

Desrosiers, Sauvé & Soumis, (1.988).

2.2.- METODOS DE RELAJACION DEL ESPACIO DE ESTADOS

2.2.1.- RELAJACION DE CHRISTOFIDES Y OTROS

En esta seccibn se describen métodos para la obtencion de cotas inferiores usando

Programacién Dinamica y espacios de estados relajados.
2.2.1.1.- Formulacién

La relajacion del espacio de estados esta basada en una proyeccién g del espacio de estados
original a un espacio de menor cardinalidad de tal forma que, si existe una transicion desde S, a §,
en el estado de espacios original, debe existir también una transicién desde g(S,) a g(S,) en el

nuevo espacio de estados. Esta idea la aplicaron los autores al TSPTW de la forma siguiente.
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Para cada vértice i, se asocia un entero arbitrario B, con B,=f,,,=0. La proyeccion se define
por g(S.,j) = (k, B, j), donde k=|S|, y f = Zies Br. (Seglin se vi6 en anteriores capitulos, se pueden
definir diversas proyecciones g(8)). Las ecuaciones de recurrencia quedan:

0 sif=0
f0.8,1) =
o sif=0.

fk,B,j) = minmgpes fk-1,B-Bp)+ty}, e NU{n+1);

donde se redefine:

& si flk,B.) <e;
flkBj) =
©  SfkB>1.

La cota inferior viene dada por minye; greiyed U =1, Zyan By +fins1 }

Esta cota inferior, y las obtenidas de forma aniloga, pueden mejorarse usando penalizaciones

en los vértices y modificaciones en el espacio de estados. Estas penalizaciones son ajustadas por

métodos de optimizacion del subgradiente de igual forma que los pesos B,

2.2.2.- ADAPTACION AL VRPTW DE KOLEN Y OTROS

Kolen, Rinnoy Kan & Trinekens, (1.987), extienden los métodos de relajacion propuestos por

Christofides, Mingozzi & Toth, (1.981), al VRPTW.
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2.2,2.1.- Exploracidn en cada vértice

A cada vértice o del arbol de bisqueda le corresponde un conjunto F(a) de rutas fijas, que
comienzan y finalizan en el depésito 1, una ruta parcial P(c) que comienza en el deposito central,
y un conjunto C(ct) de clientes que fienen prohibido incorporarse a la ruta parcial P(c). En el

vértice inicial F(ct) y C(c) estin vacios y P(ct) consta sélo del depésito central.

Inicialmente se calcula una cota inferior en el conjunto de todas las posibles extensiones dela
solucién parcial caracterizada por F(a), P(a) y C(a), segin se muestra en 2.2.2.2. En la
ramificacion se selecciona un cliente j que no esté en las rutas fijas ni en la ruta parcial, ni tampoco

esté prohibido. En la ramificacién se crean dos nuevos nodos o' y o". En o, la ruta parcial P(c)
se extiende con j y C(a) = C(e). En o', P(@") = P(0} ¥ Cla" = C(a) w{j}. Sij=1, laruta
parcial extendida se afiade al conjunto de rutas fijas y se genera una nueva ruta parcial, (P(a) =
{1}, C(@) = 9).

El cliente j que se elige es el primero que aparece en la extension de esta ruta parcial en el
cilculo de la cota inferior. Si no hay ruta parcial, P(a) = {1}, se comienza una nueva
seleccionando el cliente que aparece mas frecuentemente en las rutas calculadas en la cota
inferior. En caso de empate, se recomienda elegir el cliente con mayor demanda, ya que esto hara

reducir mas el tamafio del problema en el célculo de las cotas inferiores en pasos posteriores.

2.2.2.2.. Calculo de las cotas

Para el calculo de las cotas inferiores se usa la relajacion del espacio de estados en dos niveles:

Paso 0.: Poner H=N - F(o)) U P(a) w C(a) y QTOT = Zerr 915
Supéngase H={2,3, ..., 1}.

Paso 1.: Vj € H,VYg=0,..,0QTOT, hacer :

91



Definir con el conjunto de clientes H el problema del camino minimo desde
1 hasta j, con carga total q de los clientes visitados;
Poner F(q,j) = Valor optimo de este problema + d;.
Si la ruta parcial P(at) no es vacia :
Poner k* = ultimo cliente de P(a):
Definir en H el problema del camino minimo desde k* hasta j, con
carga total q de los clientes visitados;

Poner F*(q,j) = Valor éptimo de este problema +d,, .

Paso 2.: Poner K* = m -cardinal(F(ct)).
Establecer la siguiente red:

- Definir el conjunto de nodos v(k,q,j), para k= 1,...K¥,q=0,..,QTOT,j € H,
correspondientes a k caminos de carga total q y que comienzan en 1 y cuyos

Giltimos clientes se encuentran en {2,...,j}, junto con un nodo inicial v(0,0,1).
- Definir el conjunto de arcos que unen los nodos v(k,q,j) y v(k+1,¢'j*+1) con coste
F(q-qj+1), parak =0,.. . K*-1yq>q, = 1,..,]-1;

- Si la ruta parcial P(ct) no esta vacia afiadir el conjunto de nodos v*(k,q,j), para
k=0,...K* q=0,.,QTOT,j € H, correspondientes a k caminos de carga
total cuyos Gltimos clientes se encuentran en {2,...,j} que comienzan en el nodo

1 los k-1 primeros y en el nodo k* el ultimo. Afiadir los arcos necesarios.
Si la ruta parcial P(cr) esté vacia hallar el camino minimo en esta red desde en nodo
v(0,0,1) hasta el nodo v(K*,,QTOT),
en caso contrario desde v(0,0,1) a v*(K*,,QTOT) .

2.3.- PARTICION DE CONJUNTOS

Desrosiers y otros, (1.984), proponen un método para resolver el VRPTW, reformutandolo

como un problema de particién de conjuntos.
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Se definen
Q : conjunto de rutas factibles para el VRPTW;
y, : variable que toma el valor 1 si la ruta es usada y O en caso contrario;

1 siel clientei es visitado enla rutar,

0 en caso contrario;

¢, : coste de la ruta r (si el mimero de vehiculos no es fijo se incluye también el coste

inicial por vehiculo).

El problema se puede formular:

minimizar 2, ¢,
redld

sujeto a:

Ereny"aﬂl = 1! i€ N;

yre€{0,1}, reqQ.

Teorema 3.1.-

Si en este problema se relaja o cambia la restriccion yr € {0,1},r € Q, por la siguiente
0<y, <1, re Q, (relajacién lineal), et problema resultante tiene al menos una solucién entera

Optima.

Demostraci(m.- Ver Desrosiers y otros, (1.984).

2.3.1.- GENERACION DE COLUMNAS

Como el niimero de rutas en € es grande, la relajacion lineal del problema anterior se resuelve

por generaciéon de columnas. En cada iteracién se generan nuevas columnas de minimo coste
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marginal resolviendo el siguiente problema del camino minimo con restricciones de tiempo
(SPTW). Se definen

t. : tiempo de llegada al punto i

1 si se usa el arco (i),

0 en caso contrario;

o, : coste marginal resultante de la resolucion de la relajacion lineal del problema anterior,
el problema se formula

min E (C,_',r—'O'[)‘xU
(i)ed

sujeto a:

X;= 2 X ieN;
V™ ieNoy Js ?

x
JeNu(1}
Lxy=Xxp=1
jen i) jeNﬂ ’
xy>0=>t+1yst, (NE4

e, < <l;, ieN,

Xy € {0, 1}, (l,j) €A

En cada iteracion se generan las rutas necesarias para cubrir todas las demandas; estas rutas
corresponden a las columnas que se utilizan para resolver por el método simplex la relajacion
lineal del problema de particién de conjuntos. La resolucién de este problema proporciona los
costes marginales necesarios para la resolucion del SPTW que da lugar a nuevas columnas.

Esqueméticamente el proceso es el siguiente:
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SPTW

RUTAS CON YENTANAS

DE TIEMPO CUBRIENDO »| COLUMNAS
LAS DEMANDAS

SIMPLEX SOLUCION
i CONTINUA

COSTES
MARGINALES

Figura 19. Esquema del proceso iterativo en el que en cada iteracion se generan varias

columnas
La experiencia, segiin Desrosiers y otros, (1.984), indica que la posibilidad de obtener una
solucién entera es alta, de cualquier forma si no se obtienen soluciones enteras, se propone

incorporar el procedimiento anterior a un proceso Branch & Bound en el que se ramifica el

conjunto de soluciones.

2.3.2.- PROCESO DE RAMIFICACION

La ramificacion se realiza en los arcos correspondientes a la ruta con menor coste adicional de

acuerdo con la estimacién dada por los costes marginales, de entre las asociadas a las variables y,
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que no sean enteras. Por ejemplo, si y, es la variable con valor no entero elegida y la ruta

correspondiente esta formada por los arcos (0,1), (1,2) y (2,0), la ramificacion es la siguiente:

sea (0,1), {(1,2), y (2,0)

los arcos correspondientes a
la ruta asociada a la variable
no entera con coste adicional

wmenor

Soluciones con los Soluciones con Soluciones con Soluciones sin el
arcos (0,1),(1,2),y (2,0) los arcos (0,1), el arco (0,1) arco {0,1)

y (1,2} pero sin pero sin el (1,2)

el (2,0)

Figura 20. Esquema del drbol de ramificacion

2.4.- OTROS METODOS: ALGORITMO DE BAKER

Entre los métodos exactos diferentes a los anteriormente descritos, destaca el propuesto por
Baker, (1.983), en el que presenta un algoritmo Branch & Bound para el TSPTW, con el objetivo
de minimizar el tiempo total de viaje y donde las cotas se derivan de la resolucién de problemas

del camino mas largo.

Sea u, la variable Ia variable que indica el instante de llegada a la ciudad i, i = 1,...,n. Como hay
que volver a 1 al final del recorrido, se define una variable adicional u_,, que determina cuando
finaliza el recorrido. Se asume que la matriz de tiempos de viaje (t,) es completa, simétrica y no
negativa. Ademas se supone que esta matriz cumple la desigualdad triangular. Baker redefine el
TSPTW como
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minimizar u_,,-u, M

sujeto a:
ui—uy =ty 1=2,..n (2)
lui—u) 21y, i=3,...m;2<j<i; (3)
Upy — U 211, 1=2,..,1 @)
1w 20, i=1,.,n+l; (5)

e; swysl, i=1..,n (6)

2.4.1.- IDEA BASICA: RESOLUCION DEL PROBLEMA DUAL

El método Branch & Bound comienza relajando las restricciones con valor absoluto (3) y las

restricciones de ventanas de tiempo (6) de la formulacién propuesta. El problema relajado

resultante es
(P)  minimizar u,,,-1,
sujeto a:
w-—uy2ty, 1=2,.,m

Unp =W 2, 1=2,..., 0

u; 20, i=1,..., ntl,
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La solucion del problema P se obtiene observando que su dual es un problema de camino mas

largo en una red dirigida con n+1 nodos. El problema dual D es:

©) maximizar %, (4% +ptn)
sujeto a:

-Zlaxs-1;

X —Xpn S0, j=2,.,m

TiaXpn S 1,

Xy, Xjn 2 0, i=2,.,n

(Obsérvese que para j = 2, ...,n la variable x; indica el nimero de veces que se utiliza el arco (1,))
en la red dual y x,,, el nimero de veces que se utiliza el arco (j,n+1). El nodo n+1 que se afiade, se
corresponde con el regreso a la ciudad inicial en el problema original). La solucion del problema

dual (D) es una cota inferior del problema original.

En cada ramificacién se crean dos subproblemas correspondientes a cada desigualdad a que
dan lugar las restricciones con valor absoluto |, - %] 2 #,. En cada subproblema se incorporan las
restricciones lineales correspondientes al problema P. Estas restricciones en el problema primal

crean columnas (variables) adicionales en el problema dual. Cada una de estas columnas en el dual

se corresponde con los arcos dirigidos que se van afiadiendo en la red definida por (D).

En los vértices terminales del arbol de bisqueda se incorporan facilmente las restricciones (6)

correspondientes a las ventanas de tiempo.
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3.- ALGORITMOS HEURISTICOS

En esta seccion se describen tres tipos de algoritmos de aproximacién: los métodos de
Construccion, que forman una solucién factible a partir de la matriz de datos; métodos de Mejora
iterativa, que partiendo de una solucién factible llegan a otra mejor mediante una serie de
modificaciones locales; y los métodos de Optimizacién Incompleta, que combinan métodos de
enumeracion del espacio de soluciones (Branch & Bound principalmente) y criterios heuristicos

para truncar esta busqueda.

Un estudio comparativo de estos algoritmos se puede encontrar en el trabajo de Haimovich y

otros, (1.988) y mas recientemente en Haouari y otros, (1.990).

En esta seccion, se asumird, sin pérdida de generalidad, que una ruta viene dada por
Q,....i,..,n,nt+1), donde i es el (i-1)-ésimo cliente visitado por el vehiculo a partir del nodo inicial.
En la descripcién de los algoritmos siguientes se utilizarén las siguientes cantidades asociadas a

cada camino (h,....k):

Ei posible salto hacia adelante §',,, que se define como el mayor incremento posible en el
tiempo de salida D, de h que no viola las restricciones de tiempo a lo largo del camino (h,....k); se

formula como
St = minrgee (I — Dn + i ti1) } -

El posible salto hacia atrds §,,, que se define como ¢l mayor adelanto posible en D,, que no

produce tiempos de espera a lo largo de (h,...,k); se formula como
Spe = minsgs {D;—ey}.

E! tiempo requerido para el cdlculo de estas cantidades es de orden 8(n).
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3.1.- METODOS DE CONSTRUCCION

En el disefio de los métodos de construccién hay dos cuestiones importantes:

(1) Criterio de Seleccién: es decir, determinar en cada etapa que cliente se selecciona para
insertar en la ruta que se esta construyendo.

(2) Criterio de Insercion: determinar donde se va a insertar dicho cliente.

Mientras unos algoritmos resuelven estas cuestiones al mismo tiempo (vecino mds cercano o
ahorros), otros (algoritmos de insercién), las resuelven separadamente. En esta seccion se

describen adaptaciones para algunos algoritmos de este tipo.

3.1.1.- ADAPTACION DEL METODO DE AHORROS O 'SAVINGS'

Es un procedimiento en el que inicialmente cada cliente define una ruta por si mismo. En cada
iteracién, se selecciona un arco para combinar dos rutas en una, de forma que se ahorre mas coste
y se respeten las restricciones de capacidad del vehiculo. Sélo se consideran arcos desde el @ltimo

cliente de una ruta al primero de otra.

Si dos rutas se combinan, puede haber un incremento en este tiempo de llegada al primer

cliente de la segunda ruta.

Teorema 3.2.-

Una condicién necesaria para la factibilidad, es que el nuevo tiempo de llegada al primer cliente
de la segunda ruta no sea posterior a la finalizacién de su tiempo de servicio. Ademas se ha de
verificar que este incremento no supere S*,,, siendo h y k respectivamente el primer y el dltimo

cliente de la segunda ruta.
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Para seleccionar un arco que sea efectivo en cuanto al ahorro del coste y tenga en cuenta las
ventanas de tiempo, se deberia unir dos clientes cuyas ventanas de tiempo estén cercanas. Para
ello se deben hacer modificaciones en el algoritmo original con vistas a seleccionar arcos que
tengan en cuenta la cercania espacial y temporal de los clientes. Estas modificaciones pueden

consistir, por ejemplo, en afiadir penalizaciones a los ahorros de costes si hay tiempo de espera.
3.1.2.- ADAPTACION DEL METODO '"VECINO MAS CERCANO'

Inicialmente, la ruta consta del depdsito solamente; en cada iteracion se afiade a la ruta actual
el cliente que no esté en ella y sea el mas cercano al Gltimo cliente de la ruta actual. El proceso

finaliza cuando no haya mas clientes que seleccionar.

La seleccién de un cliente se restringe a aquellos cuya incorporacion 2 la ruta sea factible
respecto a las restricciones de capacidad y ventanas de tiempo. Cuando los clientes adn no

seleccionados fallan en estas condiciones se forma una nueva ruta.

La medida de cercania puede incluir tanto aspectos espaciales y temporales. Solomon, (1.986),

propone la siguiente:
aaly+ o2 (max {ej,Df + tg]' —Dt) + a3(lj - (Di + tij)),

que considera el tiempo de trayecto entre los clientes i y j, la diferencia entre sus respectivos

tiempos de llegada y la urgencia de descargar en j.
3.1.3.- ADAPTACION DE LOS METODOS DE INSERCION

Los métodos de insercion tratan los criterios de seleccién ¢ insercién de forma separada. La
forma de insertar puede ser secuencial si se hace uno a uno, o paralela, si se insertan varios a la

vez. Las adaptaciones consideradas aqui son para métodos secuenciales.
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El esquema general de un método de insercién es simple. Sean 1 y & los criterios de insercién y
seleccion; sea U el conjunto de clientes que no estan en la ruta actual. Para cada clienteu € U, se
determina el mejor punto i, después del cual puede ser insertado de forma factible en dicha ruta,

es decir:
W(u,i,) = optimo 1« {\(u, )}, parau € U

A continuacién se selecciona el cliente u* que va a ser insertado en la ruta:
G(u*, iﬂt) = opﬁmOueU{o(u, iu) } .

En las modificaciones de estos métodos, los criterios 1 y ¢ de insercién y seleccién se deben
definir teniendo en cuenta consideraciones espaciales y temporales. Igual que antes, se inicializa

una nueva ruta cuando no es factible realizar mas inserciones. El proceso continia hasta que

todos los clientes estén en alguna ruta.

La insercion de u entre i e i+1 puede cambiar los tiempos de llegada en la subruta (i+1,...,n+1);

por tanto seré factible si y sélo si el tiempo de llegada a i+1 no es mayor que §*,, ...
3.1.3.1.- Criterios de insercidn y seleccién

Entre los més utilizados cabe destacar los siguientes:

(i) Sean
1 (u,j) =Ciy+Cup T Cry.
12(, ) = D}y — D,

donde D%, es el nuevo tiempo de llegada al cliente i+1, después de insertar u en la ruta;

entonces se define:
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Wu, ) =auy, ) + o212, i), dondea; +az =1, yo,0220;

o(u, i) = hcru —1(u, i), donde A 2 0.

Segun estos criterios, la mejor insercién factible para un cliente que no esté en ninguna ruta, es
la que minimiza la combinacion de coste de viaje extra y tiempo extra requerido para la visita de
dicho cliente. De esta forma, cuando p =a,= A =1 y a,,= 0, o(%,/) va a ser el ahorro de costes
que se produce cuando se sirve al cliente u entre los clientes i e i+1, frente a servirlo de forma

individual.

(ii) Sea 1(u,7) definido como en (i);

o(u, i) =B1-R.(u) +B2'R(1), donde By +P2=1, B1,B220;

R (u) y R(u) son, respectivamente, el coste total y el tiempo total cuando u se inserta en la

ruta actual.

(iii) Sean 1,(»,7) y 1,(»,) definidas como antes, 1,(,7)) = /,-D,;se define

w(u, ) = oy, ) +as12(u, i) +os13(u,i), dondeo+ay+as=1,yo,0z,a320.

o(u, i) =Wu,i).

En esta tercera aproximacion, a los aspectos temporales usados en los anteriores criterios de

insercion, se incorpora la urgencia de servicio a los clientes.
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3.1.4.- ADAPTACIONES DE METODOS CONSTRUCTIVOS PARA EL DARP

Jaw, Odoni, Psaraftis & Wilson, (1.986), describen un algoritmo constructivo para una variante

del DARP con ventanas de tiempo.

Para la identificacion de inserciones factibles se introduce el concepto de periodos activos, en
los que se realiza el transporte de clientes, situados entre periodos ociosos, en los que no se
transportan clientes. (Se omiten ios superindices + y -; genéricamente el tiempo de visita a i se
denota por V). Para cada visita a i, situada en un determinado periodo activo, se definen las

siguientes cuatro variantes de los saltos hacia adelante y hacia atras:
27 = min {ming {V;~¢;}, A},
I} =ming {l;-V;},
S; =ming; {V;— e},

St = min {ming, {}; - V;},L},

donde A y L son las duraciones de los tiempos de ocio inmediatamente precedente y siguiente de

el periodo activo que se esta considerando.

Los minimos se toman para las localizaciones visitadas en ese periodo activo; Z; (Z.") indica la
méxima cantidad de tiempo que se pueden adelantar, (retrasar), cada parada anterior a i+1 sin
violar las restricciones de las ventanas de tiempo. Anidlogamente, S; (§") indica la maxima
cantidad de tiempo que se pueden adelantar, (retrasar), las paradas posteriores a i-1 sin violar
dichas restricciones. Estas cantidades indican como se debe desplazar cada segmento de un

periodo activo para acomodar clientes adicionales, como se muestra en la figura 21.
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i.—— Insertar "+{"

e Insertar *-{"

. i=4 &
Peric;Eo
Ocios

Figura 21. Insercion de un cliente I en un bloque activo existente

Si se quiere afiadir la carga de un cliente | entre la segunda y la tercera parada del bloque
activo, el tiempo extra requerido para esta visita viene dado por f5;+ +fi+3 —f23. Si esta cantidad
es menor que I, + S, entonces la insercién es factible. De igual forma se debe chequear la

factibilidad de la insercion de la descarga del cliente |.
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3.2.- ADAPTACION DE LOS METODOS DE MEJORA ITERATIVOS

En esta seccion se extienden los procedimientos de k-intercambios para el TSPTW y el
VRPTW. En el caso del TSTPW, una modificacién en el tiempo de llegada a un punto afecta a los
tiempos de partida en toda la ruta; por tanto se ha de tener en cuenta la factibilidad de estos
k-intercambios. Desrochers y otros, (1.988) incorporan métodos para adaptar el algoritmo de Or,
(1.976), a las ventanas de tiempo; andlogamente, Solomon, Baker & Schaffer, (1.988a), proponen

métodos para reducir los k-intercambios que deben ser considerados.

3.2.1.- ADAPTACION DEL ALGORITMO DE OR

Or, (1.976), propone restringir la bisqueda de intercambios a los 3-intercambios en los que
cadenas de uno, dos o tres clientes consecutivos son recolocadas entre otros dos clientes. Esto
hace reducir el nimero de 3-intercambios a considerar a una cantidad de orden 8(°). Nétese que

con estos intercambios no se cambia el sentido de los diferentes tramos.

Para establecer una estrategia de biisqueda y método para el chequeo de la factibilidad de los
intercambios Desrochers y otros, (1.988), definen un conjunto de variables globales como se

muestra a continuacion.

3.2.1.1.- Estrategias de bisqueda

Supéngase que el cliente i se recoloca entre j y j+1; esto hace que los arcos (i-1,i), (i,i+t1) y
(j,j*+1) sean sustituidos por (i-1,i+1), (,i) e (i,j*+1). Los casos de recolocacién hacia atrds (j <1) y
hacia adelante (; > i) son tratados separadamente. En el primer caso, j se elige sucesivamente
igual ai-1, i-2, ..., 1. En el segundo caso, j toma los valores i+1, i+2, ..., n en este orden. La figura

22 muestra este proceso.
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i~1 i i+l j j+1
——m
i-1 i i+l J J"'l
—& *— ® ® ® *—@
i j*l -1 1 i+1
& —e
I n -1 F i+

Figura 22. Recolocacién hacia adelante y hacia atrds

Las variables globales que se definen son las siguientes:

(1) El posible salfo hacia adelante ', que es igual a S}1-15 (tal como se defini6 previamente).
(2) El posible salto hacia detrds S, que es igual a Sp1p1.
(3) La ganancia de tiempo G que se obtiene por ir directamente desde i-1 a i+1:

G=A, -DO,* ti-l.iﬂ)'

(4) La pérdida de tiempo L por ir desde j a j+1 atravesando i:
L = maX{DJ + tji.’ Cl} + ti,j+| - Aj‘ﬂ'

(5) El tiempo de espera W que se produce en el camino (j+1,...,i-1):
W =Zmsise1 W
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3.2.1.2.- Estudio de la factibilidad

Durante la bisqueda hacia atrds, un intercambio seré factible si D", < |, parak =j+1, ..., i-1, y
potencialmente deseable, si D%, < D,,,; siendo D" el nuevo tiempo de partida en cada punto si el

intercambio tiene lugar. Obsérvese que una disminucién en el tiempo de llegada a i+1 no garantiza

que se llegue antes al depésito, sin embargo puede ser un buen criterio para aceptar 0 no un

intercambio. En términos globales, la factibilidad y la deseabilidad en potencia son equivalentes a:
L <min{S*, G+W}.

Una vez realizado el intercambio las variables globales se redefinen:
§'= W, + min{]j+1"Dj+n S'h

W= W+W,,,.

Durante la bisqueda hacia adelante, anilogamente, un intercambio es factible si D\, < L, y
potencialmente deseable si D", <Dy,,. Esto es equivalente a:

L < min{S, G}.

Las variables globales se redefinen:
S*=min{D-e, §}.

3.2.2.- ADAPTACION DE SOLOMON Y OTROS

Solomon, Baker & Schaffer, (1.988), proponen métodos de chequeo répidos para eliminar
intercambios no factibles. Concretamente describen un método de chequeo para los

2-intercambios y otro para los 3-intercambios.
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3.2.2.1.- Definicion de valores de precedencia

Estos métodos se basan en el establecimiento de relaciones de precedencia entre los diferentes
clientes que deben ser visitados. Mas concretamente, para todo par de clientes i,j se examina la
siguiente desigualdad

&+t >l

en caso de verificarse indicaria que, necesariamente, el cliente j debe preceder al cliente i en la ruta
para que ésta sea factible. Como resultado se obtiene una matriz, llamada matriz de precedencia
del vehiculo (VP;) definida como -

+1, si el cliente i debe preceder al cliente j;
VP, = 0, si no existe relacién de precedencia;

-1, si el cliente j debe preceder al cliente i.

Para cada cliente i en la ruta, se define un valor de precedencia del nodo NP,, igual al nimero
del primer cliente situado més alla del cliente i+1, que tiene un predecesor en algin cliente

posterior al i en la ruta. Mis formalmente se define:
NP, = min {k / k > i+1, y existe un j 2 i+1 verificando que VP, = +1};

si el anterior conjunto es vacio entonces se define NP, igual a nt1.
3.2.2.2.- Chequeo de los 2-Intercambios

En cada ruta que se va obteniendo, el vector (NP) puede calcularse utilizando 8(n®)

operaciones a partir de la matriz (VP,). Una vez definido este vector se establece la siguiente
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Condicién 3.1.-
Una condicién necesaria para la factibilidad del 2-intercambio de los arcos (i,i+1) y (jj+1) por

los arcos (i,j) y (i+1,j+1) es que j <NP,.
Demostracién.- Por reduccién al absurdo. Si, para algiin 2-intercambio j > NP, entonces el

segmento de ruta desde j a i+1 que se recorre en orden inverso, contiene una relacién de

precedencia que se viola al realizar el intercambio.

En la siguiente figura se observa el cambio de orientacion.

Canhia la
. orientacion

@

Figura 23. Intercambio 2-Optimo

3.2.2.3.- Chequeo de los 3-Intercambios

-

De forma analoga se opera para los 3-intercambios, en los que se reemplazan los arcos (i,i+1),
Gj+1) y (kk+1). El reemplazamiento de estos arcos se puede realizar de varias formas. Por
ejemplo, si al realizar un intercambio, los segmentos de ruta desde i+l a j, y desde j+1 a k,
cambian de orden al ser recorridos, entonces es necesario usar la matriz (VP,) para chequear si

hay algin predecesor de alguno de los clientes del segundo segmento desde j+1 a k, en el primero
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desde i+1 a j, lo que haria infactible el intercambio. Mas concretamente, se define una matriz de

predecesores de segmentos SP;; como
SP, =min{ ¢/ j*+1 <1,y VP, =+1 para alginq, itl1 € q<j};
si el anterior conjunto es vacio se redefine SP,; = n+1.

De esta forma se establece la siguiente

Condicién 3.2.-
Una condicion necesaria para el intercambio de los arcos (i,i+1), (,j*+1), ¥ (k,k+1) es que se
verifique k < SP;;

Demostracién.- Al realizar un 3-intercambio se cambia el orden en que se recorren los
segmentos desde it+1 a j, y desde j+1 a k; si k > SP; entonces algiin cliente en el segmento desde
i+1 a k tiene algin predecesor obligatorio en el segmento desde i+1 a j, lo que hace infactible el

intercambio.

La figura 24 muestra como un 3-intercambio puede cambiar el orden de visita de los

segmentos

Figura 24. Ejemplo de Intercambio 3-0ptimo
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4.- CONCLUSIONES

Los problemas de rutas con ventanas de tiempo han sido tradicionalmente poco estudiados en
la literatura de la programacion matematica; ha sido a principio de los afios ochenta cuando se han
empezado a desarrollar técnicas de solucion para estos problemas. Gran parte de estas técnicas
son adaptaciones de los algoritmos ya existentes para los correspondientes problemas estandard.
Alguna de las conclusiones que se pueden extraer tanto de la experiencia propia como de la
diversos autores, como Haour, (1.990), Desrochers, (1.988), o Assad, (1.988), sobre estas

técnicas son las siguientes:

- Los algoritmos heuristicos son preferibles a los exactos, y por consiguiente han sido mucho
mis estudiados. Entre las técnicas exactas los métodos mas eficaces son, segin Assad, (1.988),
las técnicas basadas en la relajacion del espacio de estados de Programacion Dinimica de
Christofides y otros, (1.981). En cuanto a los métodos de generacién de columnas, en
Desrochers y otros, (1.992), se describen algunas mejoras en ¢! método anteriormente

propuesto por Desrosiers y otros, (1.984).

- En cuanto a la eficacia de los algoritmos heuristicos las conclusiones son parecidas a las
obtenidas en los anteriores cap‘itulos. El método de Fisher & Jaikumar ha demostrado mantener
la eficacia cuando se ha adaptado al VRPTW, ejemplo de estas adaptaciones se pueden ver en
el trabajo de Savelsbergh, (1.989), y en el de Nygard y otros, (1.988).

- Los métodos r-6ptimos, seglin varios autores como Desrochers y otros, (1.988), siguen
siendo los més eficaces para mejorar una ruta factible en estos problemas. Los modificaciones
para chequear la factibilidad de los intercambios que se describieron en la seccion 3.3. reducen
mucho el tiempo de computacion. Asi en las experiencias computacionales descritas en el
trabajo de Solomon y otros, (1.988a), para un conjunto de problemas test el tiempo de
computacién se reduce entre un 21% y un 57 % en el algoritmo 2-Optimo; entre un 55% y un

84% en el algoritmo 3-6ptimo, y entre un 27% y un 64 % en ¢l método de Or.
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CAPITULO 4: DESCRIPCION DE UN ALGORITMO PARA
EL PROBLEMA DE RUTAS DE VEHICULOS
CON VENTANAS DE TIEMPO

1.- INTRODUCCION

En este capitulo se presenta un.nuevo algoritmo exacto para el VRPTW asimétrico, asi como
algunas variantes heuristicas. Se comienza describiendo un algoritmo exacto para el TSPTW, y a
continuacién se sefialan las modificaciones realizadas para adaptario al VRPTW. Méis adelante, se
describir4 de que forma este procedimiento exacto puede dar lugar a técnicas heuristicas llamadas
de biisqueda incompleta, anslogas a las descritas por Aragén y Pacheco, (1.992). Finalmente se
compararan estos algoritmos entre si y con otros algoritmos heuristicos a través de un conjunto

de problemas tests y con un 'problema real.

El algoritmo exacto para el TSPTW es de tipo Branch & Bound en el que en los diferentes
vértices del arbol de biisqueda se van afiadiendo arcos sucesivamente al inicio y al final de la ruta
que se va formando. El clculo de las cotas inferiores en los vértices estd basado en
procedimientos de relajacion del espacio de estados a partir de la formulacién del problema en
términos de Programacién Dinimica, propuesto por Christofides y descrito con detalle en
capitulos 1, 2 y 3. Para resolver el problema relajado se adaptara el algoritmo de Dijkstra para el
problema del camino minimo. El valor de la solucion determinara la cota inferior en este vértice.
Ademés dicho camino minimo resultante en el espacio de estados relajado, que se va a denominar

seudoruta, determinara los arcos que se afiaden a la rutas en las siguientes ramificaciones.

Para mejorar el célculo de las cotas inferiores, se propone un método de penalizacion

lagrangiana, basado en la aplicaci6n a las seudorutas de los resultados obtenidos por Held & Karp
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para los 1-arboles de expansion, segiin se vio en la descripcion del algoritmo de estos autores para

el TSP simétrico en el capitulo 1.

2.-UN ALGORITMO EXACTO PARA EL TSPTW

El algoritmo para ¢l TSPTW es un proceso recursivo de acotacion y ramificacion a través del
arbol' de busqueda. El cilculo de una cota inferior para cada vértice del arbol de biisqueda y la
determinacién de las ramas en las que se va a dividir el conjunto de soluciones correspondientes a

cada vértice dependen de la seudoruta asociada al conjunto de soluciones de cada vértice.

2.1.- PROCESO GENERAL DE ACOTACION Y RAMIFICACION

Sea N={1,2,...,n} el conjunto de nodos donde el nodo 1 es el origen y final, y el resto los
clientes que deben ser visitados. El cliente i debe ser visitado dentro de un intervalo de tiempo
[a,b.]. El tiempo de viaje y la distancia entre los nodos i y j vienen dados respectivamente por t; y
d; (suponemos que el tiempo de visita v, es cero). Se trata de realizar el trayecto minimizando la

distancia total recorrida comenzando en el instante a,.

A cada vértice a en el arbol de basqueda, le corresponde un conjunto de arcos que van a
constituir una ruta parcial R(ct) que se va formando tanto por el comienzo como por el final; mas
concretamente, R(ct) consta del conjunto R (o) de arcos que se afiaden de forma secuencial al
comienzo y el conjunto R,(ct) de arcos que se afiaden de forma secuencial desde el final de dicha
ruta parcial. Es decir, R,(at) serd de la forma R()={1-imipmmic}, ¥ Ry(W)={ipsmremip-1}.
Ademés, cada vértice Ileva asociado un conjunto F{c) de arcos que no pueden formar parte de las

rutas de ese conjunto de soluciones. Para el tratamiento de estos arcos, se redefine en cada vértice
dy =, Y(i,/) € F(o). Inicialmente Ri(c) = {1}, y R2(e) = {1}. De igual forma (o)) = .
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En cada proceso de ramificacién se seleciona el conjunto de arcos que s¢ van a afiadir a la ruta
parcial R(c). La eleccién de estos arcos y su ordenamiento deben asegurar que se respeta la
secuencialidad en la formacion de las nuevas rutas parciales. Sean (i, #.,), (s f02)s s (g Tprann)s
los arcos que se afiaden a la ruta parcial. El conjunto de soluciones correspondientes al vértice o

se ramifica en los siguientes nuevos vértices o, o, ..., a", o™, con los siguientes conjuntos
asociados R(@) = R@) U { (i ip), (a1, ip2), s (ps ipen)} y F@) = F(@).

Anélogamente:

R(@”) =R(@) U {(r ipr), Gpt,ipa)s s (g, in)}, ¥ F@) = F@) U {(ips, ips1) )5

..........

R@")=R@) v {(rip0}, y o) = F@)w {(p1,ip};

R(@")=R(@), y F@"™)=Fo) v {(nip)},

es decir, en cada ruta parcial R(a') se afiaden unos arcos y se prohiben los demas.

Una vez realizada la ramificacién, se continia la exploracién en el vértice a' hasta que la ruta
parcial sea completada. Si el coste de la ruta obtenida en este proceso es inferior al de la mejor
obtenida hasta ese momento se registra la nueva solucién, y se prosigue analizando las ramas

correspondientes a otros vértices.

Simultaneamente con el proceso de célculo de los arcos que se van a afiadir a R(c) se calcula
también una cota inferior para el coste 6ptimo del conjunto de soluciones asociadas a ese vértice
a.. Si dicha cota inferior es superior al coste de la solucién obtenida hasta ese momento se corta la

exploracion de dicho vértice.
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2.2.- CALCULO DE LAS SEUDORUTAS EN CADA VERTICE

Seglin se ha comentado anteriormente, tanto la seleccion del conjunto de arcos que se han de
afiadir en cada vértice del 4rbol de busqueda, como el célculo de la cota inferior asociada a cada

vértice esta basada en el calculo de la seudoruta en cada vértice.

Sean: Ri@)=1-dy~dy-....- i, R(a)=i,-Fy=...-i-1

X = Conjunto de nodos que no aparecen ni en R,(ct) ni en R (at);

La seudoruta va a estar formada por los arcos de R (ct) al principio y R,(c) al final, mas un
conjunto de arcos de la forma i - j, - j; -...- ji - i, donde {j;, /i, ..., Ju} © X ¥ se afiaden entre
ambos conjuntos, de forma que en total haya n arcos.

Para el calculo de este tramo intermedio se va a hacer uso de los procedimientos de relajacion

del espacio de estados propuestos por Christofides y otros, (1.981a).

2.2.1.- PLANTEAMIENTO MEDIANTE PROGRAMACION DINAMICA

El problema consiste en hallar la ruta més corta desde i, hasta /, pasando una vez por cada

nodo de X. Para Sc X, yj € S se define f{S,j) como el coste minimo de visitar los nodos de S,
respetando las ventanas de tiempo, comenzando en el vértice i en el instante Ti, y finalizando en j;

siendo Ty el tiempo de salida del punto i, después de recorrer los nodos de R,(c). Sea u(S,j) el
momento de llegada a j segin el recorrido determinado por f{S,j).

Se veritica: RS, ) = mines-;;y {(AS— {j}, D +dy};

Si i[j] es el indice correspondiente a este minimo, entonces #(S,/)=t(S-{/},il/D ;.
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y se redefine:
u(S,j)=4asiu(Sj) <a, f(S,j) =0 siu(S,j) > b;

con la condicién inicial AGLN=dy, u({j} ) =T+t

El problema consiste en determinar minex {fX, /) +d.}.

2.2.2.- RELAJACION DEL ESPACIO DE ESTADOS

Este problema, ast formulado, utiliza muchas operaciones para su realizacién, ya que el namero
de estados (S,j), determinados por esta formulacion recursiva, es exponencial en el cardinal de X.
Por tanto, se utilizaré una proyeccion o relajamiento de este espacio de estados en otro espacio

de estados de menor cardinalidad de la siguiente forma:
Ak, ) = minjex- (k- 1, ) +dy}; siendo k = [S].
Si i[j] el indice correspondiente a este minimo entonces
u(k, j) = u(k—1,ij D+, parak =12, K;
siendo K = |X], y donde se redefine:
u(kj) =, siu(k) <s, f{k,j) =0, si ufkj) > by
En este caso, ahora hay que determinar minyex {AK.)+dy};
con la condici6n inicial: A1) =di;, y u(1,))=Ti+1yy.

La solucion obtenida de esta forma no tiene por que ser ptima con respecto al problema
recursivo original con los estados iniciales, ya que puede contener nodos de X que aparezcan mas

de una vez, y nodos que no aparezcan. Sin embargo el calculo de la solucion es mucho més
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rapido, ya que el numero de estados es polinomial en el cardinal de X, y el valor de la solucién
proporciona una cota inferior ajustada del valor 6ptimo del problema con los estados originales.
Si SR() = fo- j, - J, =~ jx - I. €s el camino obtenido con la formulacién relajada, el coste del
camino formado por los arcos de R,(cr), SR(at), R,(c), proporciona una buena cota inferior del

valor éptimo del conjunto de soluciones asociadas al vértice .

Si en el tramo intermedio SR(ct) no hay nodos repetidos, la seudoruta hallada constituye una
ruta factible y, por tanto, es una solucién &ptima en el conjunto de soluciones asociadas al vértice

o, en consecuencia no es necesario continuar la exploracion en este vértice.
La seudoruta hallada en el vértice o serd 1- i, = iy = .. = b= fy =JpmomJ= I = by = o =4 L.

A continuacion se muestra como se ha adaptado el algoritmo de Djikstra, o de efiquetado para

el calculo del tramo SR(ct) de las seudorutas.

2.2.3.- ADAPTACION DEL ALGORITMO DE ETIQUETADO

Considérese la red constituida por los nodos de la forma (kj), para k=1,.K, y jeX,
correspondientes a los estados relajados de la formulacién anterior, junto con el nodo inicial (0,7p),

y el nodo final (K+1,i,). Los arcos de esta red y sus longitudes vienen determinados por las
ecuaciones recursivas anteriores. La resolucion del problema recursivo es equivalente al célculo

del camino minimo, en la red que acabamos de definir, entre los nodos (0,i) y K+1,i).

El miimero de nodos de esta red, es K>+2. El algoritmo de Djkstra para el problema del camino

minimo utiliza 8(m?) operaciones, siendo m el niimero de nodos.
Para cada nodo (k) se definen las siguientes variables:

u(k,j) : tiempo de llegada al nodo (k,j), en el camino mads corto desde

(0,1) hasta ese nodo, obtenido hasta ese momento;
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v(k,j) : longitud de dicho camino;
0(k,j) : nodo inmediatamente anterior en dicho camino.
defin(k,j) : Variable booleana que indica si el nodo (k.j) ha tomado la etiqueta

permanente 0 no.

ademas se utilizaran la siguientes variables auxiliares:
estado, indice: primera y segunda componente respectivamente del nodo que es

candidato a ser etiquetado permanentemente.

Procedimiento CALCULOSEUDORUTA

Paso 1.- Inicializar las variables:
vk=1,.,K, yVje X hacer:
u(kj) = Ti,; v(kj) = ©; &kj) = (0,i), defin(k,j) = FALSE,.

Paso 2.- Definir etiquetas iniciales:

Vj € X hacer:
u(1,/) = Tiy+tiyy; v(1j) = diyy;
redefiniendo  u(1,j) = a, si u(l,j) <a; v(1j) = siuf(lj) >b;

Paso 3.- Elegir ¢l nodo que va a ser etiquetado definitivamente:

Sea v(1j*) = min{v(1,j) / j € X} poner: estado = 1, indice = j*.
Poner defin(estado,indice) = TRUE.

Paso 4.- Cambiar etiquetas:

Poner i = estadot1; -
Sii<K, entonces Vj € X— {indice} poner:

V' = v(estado,indice} + d, ..,

u' = u(estado,indice; + tyz..;

redefinir #'=a, sizw <a,yw = siu'>b,;

si v’ < v(i,j) poner v(ij) = V', u(ij) = u', &ij) = (estado,indice).
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Paso 5.- Elegir nuevo nodo para ser etiquetado definitivamente:
Sea v(i*j*) = min{v(ij}/i=1,. . K; je X; defin(ij) = FALSE},
poner estado = i*, indice = j*, defin(estado,indice) = TRUE.

Paso 6.- Verificar si es necesario etiquetar mas nodos:
Seai=K, comprobar si Vj € X, defin(i,j) = TRUE, si es asi ir al paso 7;
en caso contrario volver al paso 4.

Paso 7.- Elegir el camino més corto hasta el nodo (K+1,i):

Vj € X, hacer:

V() = vKj) +d;,
{edeﬁniendo v¥j) = siuEj) +ti >bi ;
Sea v*(j*) = min{v*(j) / j € X}, y poner estado =K, indice = j*.

Paso 8.- Registrar dicho camino minimo desde (0,1) hasta (K+1,1):

Inicializar SR(a) = &,

Poner (indice,i) € SR(®);

Repetir:
estado ] = estado, indicel = indice,
(estado,indice) = O(estadol indicel),
(indice,indicel) € SR(a),

hasta que (estado,indice) = (0,1).

Poner wiotal = coste del camino formado por Ry (ar), SR(ct) y Ra(aw).

Registrar SR(W), y wtotal.

Parar.

2 3. ELECCION Y ORDENACION DE LOS ARCOS QUE SE ANADEN A
LA RUTA PARCIAL

Los arcos que se afiaden a los conjuntos R(ct) y F{(o0) en las nuevas ramificaciones del vértice
que se estd explorando son los obtenidos en el camino SR(ct) y ¢l orden de entrada en las

correspondientes ramificaciones dependera del orden en que aparecen en SR(c).
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2.3.1.- ELECCION DE ARCOS

Si SR(Q) =i~ j, - jo-...m jc- i, es el camino obtenido en el célculo de la seudoruta, los nuevos
arcos que se van a afiadir estin en los conjuntos S, y 8, correspondientes respectivamente & los
arcos que se afiaden a i, secuencialmente al final de R(at) y a al principio de R,(a). El siguiente

procedimiento establece el criterio usado para la eleccién y ordenacién de los nuevos arcos en S,

y S,
Procedimiento SELECCIONARCOS
Paso 1.- Poner §) =S52=9. .

Paso 2.- Afiadir el arco (i, j,) 2 S,; poner j* =j, yk=1;

_Paso 3.-Sik=K, ir al paso 4,
si no, mientras k <K repetir :
Poner k =k+1;
si j, no est4 en ninguno de los arcos de S, entonces:
afiadir (*,j) 2 S,
Poner j* =j,.

en caso contrario, poner k = k+1 hasta que j, = j*.

Paso 4.- Repetir el mismo proceso comenzando por i;:
— Sij, ya estd presente en S, parar;

si no afiadir (i, i, ) a S,, poner k=K y j* = ;.

Paso 5.- Sik = 1, parar;

si no, mientras k > 1, repetir:
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Poner k=k-1;

si j, no est4 presente ni en S, ni en S, entonces:
afiadir (j, , j*) a S,,
poner k =k-1;

en caso contrario poner k = k-1 hasta que j, = j*.

Una segunda alternativa de este proceso consiste en ejecutar los pasos 4 y 5 antes que los
pasos 2 y 3, es decir, comenzando por el conjunto S, antes que por el S,. En el siguiente ejemplo
ilustrativo se ejecutan las dos alternativas de este procedimiento, éligiéndose la opcién que mas

arcos vaya a seleccionar para incorporarlos a la ruta parcial.

Ejemplo 4. 1.-
Sea un problema definido porn=7,3,=0,b,=60,=1,..,.7,T=D, y la matriz de distancias D
definida de la siguiente forma:

1 2 3 4 5 6 7
1 [ wf 48 9 83 98 28 0
2 91 inf, 69 5 0 32 79
3 63 1 inf, 18 65 59 8
4 60 15 43 inf 58 32 79
5 7 88 30 9 inf 59 48
6 70 3 9 2 99 inf, 35
7 | 75 47 7 6 92 64 inf.

Supongase el vértice inicial o del arbol de biisqueda, con, R(@)=R()= {1}, y (o) = &.
Sea la seudoruta obtenida: 1 - 7-3-7-3-2-5-1;

ei1 esta situacién, utilizando la primera alternativa se obtendrian los conjuntos: S, = {1-7-3-
2 - 5}yS,={d}

mientras que utilizando la segunda S, y S, serfan: S, = {J}yS,={7 -3 -2 - 5 - 1};
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en ambos casos el nimero de arcos seleccionados en total es 4 por tanto se puede elegir

cualquiera de las dos opciones.

2.3.2.- ORDENACION DE ARCOS

Una vez seleccionados los conjuntos de arcos que se van a incorporar a la ruta parcial en las
siguientes ramificaciones de a, el siguiente paso es determinar el orden de entrada y de salida de
estos arcos en estas nuevas ramificaciones, de tal forma que se asegure la secuencialidad, es decir,

que los nuevos conjuntos de arcos que se afiaden a R, y R, formen rutas parciales.

Por ejemplo, si se ha elegido S, = (D} y S,={7 - 3 - 2 - 5 - 1} elarco (5, 1) ha de entrar
antes que el (2, 5), (3, 2),..., en las siguientes ramificaciones. Es decir, el primer arco que va a

salir de las rutas parciales de las siguientes ramas es (7,3); el segundo es (3,2) y asi sucesivamente,
de tal forma que se mantenga la secuencialidad de los arcos que forman la ruta parcial en cada
rama. Si S, no fuera vacio para elegir cual de los arcos va a salir primero, el de S, o el de §,, se
calcula el coste de las seudorutas éptimas que se obtendrian sin cada uno de esos arcos, para
valorar la importancia o el peso de esos arcos en la seudoruta obtenida; evidentemente cuanto

més coste tenga la seudoruta correspondiente mis tarde debera salir el arco.

Sean las siguientes variables:
ordensalida : vector de arcos donde se guarda el orden de salida de los arcos;
mly m2 : mimero arcos de S, y S, respectivamente,
valorS1y valorS2: variables logicas que sefialan si se ha valorado en S,y S,,
respectivamente, el arco seleccionado para salir a continuacion,
costeS1 y costeS2: costes de las seudorutas dptimas sin el ultimo arco

considerado en S, y S,, respectivamente;

el siguiente algoritmo formaliza la idea anterior para establecer el orden de salida de los arcos que

se han seleccionado:
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Procedimiento ORDENSALIDA

Paso 1.- Poner k =1, k1 = ml, k2 = m2, costeS1 = FALSE,; costeS2 = FALSE.

Paso 2.- Sikl =0 6 k2 =0 ir al paso 5;
en caso contrario:
si valorS1 es FALSE hallar el coste de la seudoruta 6ptima suponiendo infinito la
distancia del arco de S, que va a salir a continuacién; poner valorS1 = TRUE;
si valorS2 es FALSE hallar el coste de la seudoruta 6ptima suponiendo infinito la

distancia del arco de S, que va a salir a continuacién; poner valorS2 = TRUE.

Paso 3.- Si costeS] < costeS2:
definir ordensalida(k) = siguiente arco de S, para salir,
poner k2 = k2-1, valorS2 = FALSE;
€n caso contrario:
definir ordensalida(k) = siguiente arco de S, para salir,
poner k1 =k1-1, valorS! = FALSE.

Paso 4.- Poner k = k+1 e ir al paso 2.

Paso 5.- Si k1 > 0, repetir el siguiente proceso hasta que k1 = 0:
Poner ordensalida(k) = siguiente arco de S, para salir; k = k+1; k1 =k1-1.

Paso 6.~ Si k2 > 0, repetir el siguiente proceso hasta que k2 = 0:
poner ordensalida(k) = siguiente arco de S, para salir; k = k+1; k2 = k2-1.

Aplicando este procedimiento al ejemplo propuesto en el apartado 2.3.1,, el orden de salida

obtenido fue el siguiente:
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ordensalida(1) = (7,3);
ordensalida(2) = (3,2);
ordensalida(3) = (2,5);
ordensalida(4) = (5,1);

Por tanto las nuevas ramas que se obtienen, en este proceso de seleccion y ordenacién, a partir
de a, dan lugar a los siguientes vértices de soluciones con las siguientes rutas parciales R, yR,, y

conjuntos F de arcos prohibidos:
o Ry(a) = {1}, Ra(@’) = {T-3-2-5-1},F(a) = ;
o : Ria) = {1}, Re(0) = {3-2-5 -1}, Fe’) = {(7,)};
o : Ri(@™) = {1}, Re(@™) = {25~ 1}, F@") = {(3,2)};
¥ : Ri@”) = {1}, Ra@”) = {5 - 1}, F@") = {2, 9)};

o Ri(@*) = {1}, Rx(a”) = {1}, F(@) = {(5, D};

2.4.- DESCRIPCION DEL ALGORITMO COMPLETO EN SEUDOCODIGO

El algoritmo es un proceso recursivo de exploracion y ramificacion. En cada iteracion se
explora un determinado vértice del arbol de blisqueda y se calcula la seudoruta correspondiente.
El coste de esta seudoruta es una cota inferior del coste de la ruta éptima que se obtendria para el
conjunto de soluciones correspondientes a ese vértice. Si esa cota inferior es mayor que el coste
de la solucién obtenida se corta la exploracién de esa rama, y se prueba con otras; en caso

contrario, a partir de la seudoruta, se seleccionan los conjuntos de arcos que se van a afiadir a los
conjuntos de soluciones, y se procede a la ramificacion. En el momento en que R(a) = R,(a) v
R,(ct), contenga n arcos es decir, cuando R(c) sea una ruta, se calcula el coste de esta ruta y se

registra si mejora la mejor solucién obtenida hasta ese momento.
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A este proceso recursivo le llamaremos RECURSIONGENERAL, y tiene como parametros de

entrada R (o), R,(t) y F(r). Para su descripcion se definen las siguientes variables:

rutal : Conjunto de arcos que constituyen la mejor ruta obtenida hasta ese
momento;

costeminimol : Coste de la mejor ruta obtenida hasta ese momento.

Procedimiento RECURSIONGENERAL(R (o), R (o), F{a)):

Paso 1.- Chequear la factibilidad de la ruta parcial formada por R,(a0) y R(ct),:
Si no es factible parar; si es factible
Poner nl = cardinal (R (o)) + cardinal (R(a));

sinl <n, ir al paso 2, en caso contrario ir al paso 6.

Paso 2.- Ejecutar CALCULOSEUDORUTA y obtener la seudoruta correspondiente;
poner wl = coste de esta seudoruta:

si wl < costeminimol ir al paso 3, en caso contrario ir al paso 7.

Paso 3.- Si los nodos de SR(ar) no estan repetidos:

poner costeruta =wl, rutal = seudoruta, ir al paso 7.

Paso 4.- Ejecutar SELECCIONARCOS y ORDENSALIDA;
poner numarcos = cardinal(8,) -+ cardinal(S,).

Paso 5.- Realizar para i = 0 hasta numarcos ¢l siguiente proceso:

Poner Ri(a*) = (Ri(0) U S1) — (k. ordensalida(k));
poner Ra(a*) = (Ra(a) v S2)) — () ordensalida(k));
F(o*) = F(a) U ordensalida(i),

Efectuar el procedimiento RECURSIONGENERAL(R,(a),R,(c0),F(a)).
(Se considera ordensalida(0) = O).
Ir al paso 7.
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Paso 6.- Poner costeruta = Coste de la ruta formada por R (o) y R();
Si costeruta < costeminimol entonces:
Poner costeminimol = costeruia,

rutal = Ruta formada por R,(ct) y R,(ct).

Paso 7.- Parar.

Integrando este procedimiento en el algoritmo principal, éste tendria los siguientes pasos:

Procedimiento PRINCIPAL

Paso 1.- Leer los datos siguientes:
mimero de nodos n; ventanas de tiempo [a,, b]i=1,...,n;

matriz de distancias (d;) y matriz de tiempos (t;).
Paso 2.- Inicializar las variables:
costeminimol = %, R (a) = Ry(a) = {1}, R(a) = 2.
?
Paso 3.- Ejectutar el procedimiento RECURSIONGENERAL(R, (o1),R,(c0),F{(o0)).
Paso 4.- Escribir los resultados registrados: rutal y costeminimol,

Paso 5.- Parar.

Ejemple 4. 2.-
Sea el TSPTW defiiiido por:
n=7, a=(0), b= (60, 30, 50, 30, 50, 30, 50), T = D definida de la siguiente forma
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- 1 2 3 4 5 6 7
1 inf. 20 23 15 20 22 15
2 9 inf, 3 7 0 13 7
3 6 9 inf. 9 11 4
4 2 5 8 inf. 3 7 0
5 16 i5 10 14 inf. 13 14
6 11 2 5 9 2 inf. 9
7 2 16 19 11 16 18 inf.

Ri={1},R2{1},
F={0}
SRt=1-4-6-2-3-4-7-1
Wi= 33

Rl= 1~4-5 6-2 R1=1-4 Ri= 1

R2=7-1 R2=7-1 Re= 1
Fe {{2,3)} Ri=14-6 Fe (2,3).(6,2).(2.6}} | Fe((2,3).(6.2).
Wl= 40 R2=7-1 Wl= 40 (4.6),(1,4),(7.1)
R1=1-4.6-2-3, SRt=1-4-6-2-5-3-7-1 F={(2,3),(6,2)} W1a40
R2=7-1 Wi= 41
F= (0}
SRt= 1-4-6-2-3-5-7-1 RI=1 v
Wl= 52 R2= 7-1
F= ((2,3).(6,2),(4,6),(1,4)
Wi= 40

RUTA1 = 1-4-6-2-5-3-7-1
RUTAY = 1-4-6-2-3-5-7-1
COSTEMINIMD = 40

COSTEMINIMO1 = 52

Figura 25. Grdfica del drbol de soluciones utilizando el algoritmo descrito. En cada vértice

se sefialan los conjuntos R,(a), (R1), R(a), (R2) y F(a), (F); el coste de la seudoruta obtenida,
W1, y dicha seudoruta cuando contintia la exploracion.
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2.5.- MEJORA EN EL CALCULO DE LAS SEUDORUTAS MEDIANTE
METODOS DE PENALIZACION

En este apartado se aplican de los métodos de penalizacién lagrangiana al calculo de las
seudorutas en cada vértice del arbol de blisqueda de las soluciones, con el fin de conseguir cotas
inferiores mds ajustadas al valor del 6ptimo en ese vértice y seudorutas con un menor nimero de
nodos repetidos. Se pretende seleccionar mas arcoé en las siguientes ramificaciones y llegar a la

ruta dptima con menor niimero de exploraciones.

Para describir estos métodos de penalizacién consideramos el problema que se plante6 en el

apartado 2.2.1.: Calcular la ruta més corta que, saliendo del nodo i, recorre todos los nodos de X
exactamente una vez, hasta llegar al nodo i, donde i; es el dltimo nodo que aparece en R (cv), i, es

el primer nodo que aparece en R,(c), y X el conjunto de nodos que no aparecen en R(c).

El problema relajado correspondiente es calcular el camino més corto que partiendo de i; llega
a i visitando un nimero total de |X] veces algunos de los nodos de X, sin pasar dos veces

consecutivas por el mismo.
Se verifica el siguiente resultado:

Lema 4. 1.-
Sea (11;)jex, donde m; € R; si R* es una ruta 6ptima del problema definido en el apartado 2.2.1.

para la matriz de distancias (d,), entonces también es ptima para la matriz @+ n+m).

Demostracion.-
Sea R una ruta factible, su distancia total con respecto a (d;) es (-?en d; y con respecto a
iy

dy+tmi+m) es T (dy+mi+7m)= T dy+2- X w;, ya que cada nodo tiene exactamente dos
(i)eR (ipeR jes

arcos incidentes.
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Se observa que la factibilidad con respecto a las ventanas de tiempo no se ve tampoco alterada,

ya que la matriz de tiempos no queda afectada.-

Por tanto, la transformacion de (d;) a (d;+ m,+ ;) no cambia la ruta 6ptima del problema; sin
embargo si puede cambiar el célculo del tramo SR(c) en el problema relajado y Ia cota inferior
obtenida a partir de este calculo. Asi, una buena estrategia es elegir un vector % de forma que esta

cota inferior sea lo mayor posible.

Mas concretamente; sea S*(x) una solucién Sptima del problema relajado con respecto a la
matriz de distancias (d;+ m,+ ;) y R* una ruta ptima del problema original, que no depende de
. Entonces con respecto a (d;+ m;+ m, ), el coste de S*(x) es siempre menor o igual que el de

R*, por consiguiente:

T (di+mi+m)<s T (dy+mi+my),
NG A 1) (f.neR'( yHTT)

di+Zmms T dy+2- L m,
(NesS*(n) ieX (ifyeR* ieX

di+Z(mi-2ymis X dy;
(U)EES"('::) v ieX(ni YT apere ¥
donde
n, = numero de arcos de $*(x) incidentes en ¢l nodo i:
Sisedefinev,=n -2, va =(v), yAR)= I dy+ver, se tiene que f{w), Vx, es una cota

(ij)es*(w)
inferior del 6ptimo del problema anterior, y mejor aiin maxf{r). Para el célculo de SR(c), se
propone un proceso iterativo que se aproxime a este méaximo iterativamente ©™* =t 4 Ve,

siendo t una constante de penalizacion arbitraria positiva.

Sean:

wsl : maximo valor de f{r)
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w' : vector de penalizaciones correspondientes al mayor f(r) hallado hasta el
momento;

7 : vector de penalizaciones de partida:

7 : vector de penalizaciones que se tiene en cada momento:

niter : nimero iteraciones en las que no ha habido mejora en el calculo de fx);

maximoiter : Nimero méaximo de iteraciones sin mejora permitido, a partir del

cual se para el proceso;

Procedimiento CALCULOSEUDORUTAMEJORADO
Paso 1.- Poner n° = w, nifer =0, y wsl = —oo.

Paso 2.- Poner d; = (d;+ n,*+ %), minl = min, d; , d; = d;; - minl,
ejecutar CALCULOSEUDORUTA, poner fix*) = fir’) - (n-n1)minl.
Si f{n?) + coste de los arcos de R () y Ry(cr) > costeminimo]
entonces:
poner t' =n?, y wsl =f(x’), ir al paso 7;

en otro caso ir al paso 3.

Paso 3.- Si en S*(x*) no aparecen nodos repetidos:

poner ' = =%, wsl = f{w’) ir al paso 7;

en otro caso ir al paso 4.

Paso 4.- Si fin*) > ws! entonces:
poner wsl = fixr’), &' =7, niter =0;

en otro caso poner nifer = niter+1.

Paso 5.- Calcular vg2, poner &2 =2+ vy

Paso 6.- Si niter < maximoiter ir al paso 2; si no ir al paso 7.
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Paso 7.- Poner SR(ct) = $*(x'), restaurar los valores originales de d;

ij?

parar.

El calculo de las S*(n?) se realiza utilizando 1a adaptacién del algoritmo de etiquetado con la
matriz (d; + # + %) en vez de (d;), y registrando en el uitimo paso los arcos de la solucion
obtenida en S*(n?) . El objetivo de restar minl es evitar que las matrices de distancia resultantes

tengan valores negativos.

Este proceso de calculo de los vectores 7 se incorpora al algoritmo general. El vector inicial &
va a formar parte de los parametros de entrada de cada vértice o. (A partir de ahora se denotard
por m(ar)). Ademas del proceso descrito para el calculo del camino SR(o) se realizan cambios en

los procedimientos RECURSIONGENERAL y PRINCIPAL.

Cambios en el Procedimiento RECURSIONGENERAL(R, (o), R (ar), F(ov), m(an)):

_Paso 2.- Poner & = n(ct) y ejecutar CALCULOSEUDORUTAMEJORADO;
poner wl = coste del camino formado por R (a), Ry(et) + ws/;

si wl < costeminimol ir al paso 3; sino ir al paso 8.

Paso 5.- Realizar para i = 0 hasta numarcos el siguiente proceso:

Hacer:
Ri(@*) = (R1(0) v 81) = (U} Ordensalida(k)),

Ry(a®) = (Rz2(c) U §2) — (U}, ordensalida(k)),
F(a*) = F(o) w ordensalida(i),

n(e”) =
Ejecutar RECURSIONGENERAL(R (a*), R(a*), F(a*), n(a*)).

Cambios en el Procedimiento PRINCIPAL.:
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Paso 2.- Inicializar las variables;
costeminimol = oo, Ry(o) = Ra2(e) = {1}, Flo) = y ®(a) = 0.

Paso 3 - Ejectutar el procedimiento RECURSIONGENERAL(R, (o), R(w), F(a), w(ar)).

En el ejemplo 4.1. en el origen es R (o) = R o) = {1}, Fo) =, y n(e) = 0. Parat = 0.5 se

tiene la siguiente secuencia de iteraciones:

Seudoruta Vector de Penalizaciones ©t { c.inf. f
Tteracion 1 1-7-3-7-3-2-5-1 (0,0,0,0,0,0,0) 30
Iteracion 2 1-7-3-2-4-2-5-1 (0,0,1.0,-1.0,0,-1.0,1.0) 37
Iteracién 3 1-7-3-7-3-2-5-1 | (0,1.0,1.0,-1.0,0,-2.0,1.0) 40
Iteracion 4 1-7-3-2-4-2-5-1| (0,1.0,2.0,-2.0,0,-3.0,2.0) 43
Iteracion 5 1-7-3-2-4-2-5-1| (0,2.0,2.0,-2.0,0,-4.0,2.0) 47
Iteracion 6 1-7-3-2-4-2-5-1| (0,3.0,2.0,-2.0,0,-5.0,2.0) 51
Iteracion 7 1-7-4-6-4-2-5-1 | (0,4.0,2.0,-2.0,0,-6.0,2.0) 54
Iteracion 8 1-7-3-7-3-2-5-1| (0,4.0,1.0,-1.0,0,-6.0,2.0) 50
Iteracion 9 1-7-4-6-4-2-5-1 ] (0,4.0,2.0,-2.0,0,-7.0,3.0) 54
Iteracién 10 1-7-3-7-3-2-5-1| (0,4.0,1.0,-1.0,0,-7.0,3.0) 54
Iteraciom 11 1-7-4-6-4-2-5-1 | (0,4.0,2.0,-2.0,0,-8.0,4.0) 54
Iteracién 12 1-7-4-6-3-2-5-1 1 (0,4.0,1.0,-1.0,0,-8.0,4.0) 55

En este punto termina al proceso, ya que el $*(r) encontrado no va a tener ningin nodo de X
repetido; por tanto S*(nt) = R* y la seudoruta encontrada SR=1-7-4-6-3-2-5-1esuna
solucién Optima para ese vértice. Como el vértice a que se estaba analizando era el origen del

arbol de biisqueda, el algoritmo termina aqui, con SR como solucidén y con un coste éptimo de S5,
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3.- UN ALGORITMO EXACTO PARA EL VRPTW

En este apartado se describe un algoritmo exacto para el VRPTW consistente b4sicamente en
la adaptacion del algoritmo para el TSPTW descrito en e! apartado 2. Sean m: nimero de
vehiculos, (q), i=2,...,n, vector de demandas de los clientes, y capac la capacidad total que puede

transportar cada vehiculo.

Para adaptar el algoritmo anterior al VRPTW, se incorpora un conjunto de m-1 nodos ficticios:
n+1, n+2, n+m-1 que representan la llegada al depdsito central de cada vehiculo y la salida del
siguiente, de tal forma que el conjunto de arcos entre cada dos nodos ficticios consecutivos, (o
entre el nodo 1 y un nodo ficticio), representa una ruta. Estos nodos ficticios, deben estar situados
en la misma posicién que el nodo 1 y ha de asegurarse que haya algin nodo entre cada dos nodos
ficticios consecutivos, para que no haya rutas vacias. Por tanto, las matrices de distancias y

tiempo se amplian de la siguiente forma:

d;=d;,para i=n+l, 0t2,.., ntm-1; j=2,3,., 1
d;=d,, para i=ntl, nt2,,.., ntm-1; j=2,3,..,m
d. = para i j=ntl, n+2,. ., ntm-1;

]
d,=d,=%,para i=nt+l, nt2, .., ntm-1;

analogamente para la matriz de tiempos:

t.=t, , para i=ntl,n¥2,..,ntm-1; j=2 3, ., n

t,=t,,para i=nt+l, 02, ., otm-1; j=2,3,.,n

t,= oo , para i,j=n+l, nt2 .. ntm-1;
t,=t, =co,para i=ntl, n+2, ., ntm-1.

Asfi mismo:

=a, b=b,, y ¢=0, parai=nt+l, n+2,. . , ntm-1.

a.
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3.1.- ADAPTACION DEL PROCESO GENERAL DE ACOTACION Y
RAMIFICACION

Considérese ahora, ademas del conjunto de nodos que hay que visitar, los nodos ficticios y las
matrices de tiempos y distancias ampliadas. Cada vértice « del arbol de busqueda va a tener
asociado el conjunto de arcos que aparecen en el conjunto de soluciones asociadas a este vértice,
y el conjunto de arcos prohibidos F(o) para formar parte en las soluciones de este vértice.

Opcionalmente, se puede incorporar en cada vértice el vector m(c) de penalizaciones iniciales.

Sin embargo, en este caso el conjunto R(a) sélo va a estar formado por los arcos que se van
afiadiendo de forma secuencial al origen; es decir R(at) = R,(a), o bien R(ct) = {1} en todos los
vértices. El propésito de esta nueva definicién del conjunto R(cx) es controlar mejor la factibilidad

de las rutas que se van formando con respecto a las demandas y capacidades.

En la exploracién de cada vértice se calcula una seudoruta que proporciona el conjunto de
arcos a afiadir a R(c)) y F(c) en las nuevas ramificaciones, de forma anéloga a como se hace en el
algoritmo para el TSPTW. Es decir, sea R(at) =1 - §, - i,-...- i, los arcos que se seleccionan seran

de la forma (ip ic,), Gents Jev)sver Grzs Bea)s Gy 1), y dan lugar a las siguientes ramificaciones:

R(a'f) = R(a) wJ {(’f’ iﬂ‘l)! (’ﬂ'l ’ iﬁ'z)» ey (if‘:za i1 ): (’l‘-l s ir)}: y F(a’) = F(a)s

R(@”)=R(@) v {(igip1), Gp1,ipa), .., Gra,in1)}, ¥ F@") = Fl@) © {Gr1,iD};

.............

Ry = R(@) L {(isip1)}, y Fa™) = F@) U {(a1, ip2)};

R(@™)=R(®), y F@"") = Fla) v {(iip1)}.
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Para todas estas ramificaciones m(o) = m(at") = ... = x(o") = n{a") ==, siendo ©' vector de

penalizaciones correspondiente a la seudoruta obtenida en ese vértice.

Cuando (i,j) € F() y uno de los nodos i o j es ficticio o es el nodo inicial 1 (supéngase que
este es el nodo i), para impedir en ese conjunto de soluciones el arco que une el nodo origen con

el nodo j, se debe considerar que en el conjunto F{cr) estdn incluidos implicitamente los arcos
(1), (at+1j), (@+2,j),..., (n+m-1,j). En el caso de ser j el nodo ficticio, en el conjunto F(ar)
también estan los arcos (i,1), (,n+1), (,n+2),..., (i,n+m-1) aunque no aparezcan de forma

explicita.

3.2.- ADAPTACION DEL CALCULO DE LA SEUDORUTA EN CADA
VERTICE

El proceso de exploracién también se basa el cilculo de las seudorutas en cada vertice. La
seudoruta va a estar formada por los arcos de R(ct) més un conjunto de arcos de la forma i~ j, - /,
-..- -1, donde j,, j,, ..., jx son nodos que no aparecen en R(c), de tal forma que en total haya n
arcos. Ha de tenerse en cuenta que cada ruta formada ha de ser factible con respecto 2 las
demandas y las capacidades. Ademas las capacidades de los vehiculos de las rutas que no se han

formado deben ser mayores que las demandas de los nodos que quedan por visitar en esas rutas.

Para ello se plantea el problema siguiente: Hallar las m rutas de menor distancia total que
visitan los n clientes comenzando y finalizando en 1, recorriendo obligatoriamente los arcos de

R(c), y respetando las restricciones de ventanas de tiempo y capacidad. Para determinar el

conjunto de arcos que hay que afiadir a los de R(a), sea:

X = Conjunto de nodos, ficticios y no ficticios, que no aparecen en R(a);

T, = Tiempo de salida del nodo i; después de recorrer los arcos de R(a), sii;es
ficticio T,‘f =4a;,;
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3.2.1.- PLANTEAMIENTO MEDIANTE PROGRAMACION DINAMICA

VScX,yje S, sedefinen:
f(S,j) = Distancia del camino mas corto que inicialmente recorre los arcos de

R(c), a continuacidn los nodos de S y finaliza en j, de forma que se
respeten las ventanas de tiempo y las capacidades de los vehiculos;
u(S,j) = Tiempo de llegada a j en ese camino minimo;
nrut(S,j) = Numero de rutas completas (o visitas a nodos ficticios) en ese camino
minimo;
gtot(S,j) = Demanda total acumulada de los clientes visitados en ese camino
minimo;
gpar(S,j) = Demanda total del conjunto de nodos visitados tras la tltima llegada a

un.nodo ficticio.

La recursién queda de la siguiente forma:
S8,y =minves-iy {AS—- (1. D +dy},

sea i(j) el indice correspondiente a este minimo
u(S.)) = u(§ - (7}, i) +tapy;
g1o1(S,J) = qrot(S— {7}, i(D) +4 3
gpar(S.j) = gpar(S—- (L, i) +q,°
arut(S,) = nrut(S-{j},iG), sij =1, 2,..., m;
nrut(S,j) = nrut(S-{},iG))+1, sij = nt+l,..., ntm-1;

redefiniéndose:
u(S,j) = a, siu(S,j) <g;
f(S,j) =, siu(8,j) > b;
u(S,j) = a,, sij=nt+l,.. ,n+m-1;
qpar(8,j) =0, sij=nt+l,..,ntm-1;

f{8,j) = =, si qpar(S,j) > capac;
f(8.j) = o, si qtotal- (qtot(S,j) - qpar(S,j)) > (m-nrut(S,j))-capac;,
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siendo capac la capacidad de cada vehiculo, y qtotal la suma de las demandas de todos los

clientes.

Valores iniciales:

D, i) =Coste de R(ev);

u(@, i f) =T 'f;

nrut(@, i) = Namero de visitas a nodos ficticios en R(ct);

gioK(D, ip) = Demanda total de los nodos visitados en R(v);

gacum(@, ip) = Demanda de los nodos visitados en R(ar) desde la tltima llegada a

un nodo ficticio.

El problema, asi definido, trata de determinar el minyex {AX; /) +dn }.

3.2.2.- RELAJACION DEL ESPACIO DE ESTADOS

Aplicando la relajacién basada en el cardinal k = [S], la recursion anterior queda de la siguiente

forma:
Sk, j) = mingy {fk—1,i) +dy};

sea i(j) el indice correspondiente a este minimo

u(k, ) = u(k— {7}, i(D) + tiyp>
- gtot(k, j) = qrot(k— 1,i(D) + 4>
gpar(k,j) = gpar(k - 1,i()) +q
arut(k.j) = nrut(k-1,iG)), sij=1,2,..., o;
nrut(k,j) = nrut(k-1iG))*1, i j=n+1,..., ntm-1;

parak=1,2,.,K; siendo K =[X[;

redefiniéndose ademas
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ulk,j) = a, si u(k,j) < a;

fk.j) = oo, si u(k,j) > b;;

u(k,j) =4a,, sij=n+l,..,n+m-1;
gpar(k,j) =0, sij=n+l,. . ntm-1;

k.j) = o, si gpar(k,j) > capac;
f(k,j} = o, si qtotalrel- (qtot(k,j) - qpar(k,j)} > (m-nrut(k,j))-capac;

siendo gfotalrel la menor suma que se puede formar con las demandas correspondientes a los
clientes que aparecen en los diferentes caminos desde (0,i;) hacia (K+1,1).en el espacio de estados

relajados.
Valores iniciales:

f(0,i) = Coste de R(a);

u(0,ip)=Ti;

nrut(0,i) = Niimero de visitas a nodos ficticios en R(a.);

qtot(0,i;) = Demanda total de los nodos visitados en R(at);

qpar(0,i) = Demanda de los nodos visitados en R(c) desde la dltima llegada a

un nodo ficticio.

El problema, asi definido, trata de determinar el minsx {AKX, J+da}. El coste del camino
resultante proporciona una cota inferior al valor del problema anterior, usando un tiempo

polinomial en el cardinal de X. Anilogamente al caso del TSPTW se puede mejorar el calculo de
la cota inferior si se utiliza el vector de penalizaciones m(c), con la nueva matriz de distancias d';

= d'ij +m T
3.2.3.- ADAPTACION DEL ALGORITMO DE ETIQUETADO

Considérese la red constituida por los nodos de la forma (kj), para k=1,.K, y jeX,
correspondientes a los estados relajados de la formulacion anterior, junto con el nodo o vértice
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inicial (0,i) y el final (K+1,1). Los arcos y sus longitudes vienen definidos por el problema

recursivo anterior.

En su resolucion se utiliza una nueva adaptacion del algoritmo de Djikstra que halia el coste

minimo entre los vértices (0,i) y (K+1,1). Para ello se definen las siguientes.constantes:

numrutas = Namero de rutas completas formadas en R(a);

qtotalini = Demanda total de los nodos visitados en R(a);

gparini = Demanda total de los nodos visitados en R(ct) desde la ultima llegada a un nodo
ficticio;

SR(a) = Conjunto de arcos que se van a afiadir a R(a) para formar la seudoruta;

ademas de las etiquetas definidas para el algoritmo del TSPTW, en la adaptacion se definen las

siguientes:

qt(k.j): demanda total de la segunda componente de los vértices de la red
visitados en el camino minimo de (0, & (k,j) hallado hasta ese momento;
gp(k,j): demanda total de la segunda componente de los vértices de la red
visitados, desde la Gltima llegada a un vértice cuya segunda
componente era un nodo ficticio, en ese camino minimo;

nr(k,j): nimero de visitas a vértices cuya segunda componente es un nodo ficticio;
El algoritmo para hallar la seudoruta queda de la forma siguiente:
Procedimiento CALCULOSEUDORUTA

Paso 1.- Inicializar las variables.
vV k=1,.K, yVje X hacer:
u(k,j) =, v(kj) = ©; gi(k,j) = qtotalini; gp(k,j) = qparini,
nr(k,j) = numrutas; &kj} = (0,i); defin(kj) = FALSE,.
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Paso 2.- Definir etiquetas iniciales.
Vj e X, hacer:
u(1,)) =T+ tyy, vl j) = di; + Coste de R(a),
qi(1,j) = qtotalini+q;;
qp(1j) = qparini+q;sij=2, 3,...,n,
qp(1j)=0ynr(lj) = numrutas+i sij=ntl, n+2,..., ntm-1;
Se redefine:
u(lj) =g siu(lj) <a;
v(1g) = si u(lj) > b

v(1,j) = * si gpar(1j) > capac;
v(1,j) = oo si qtotalrel-(qt(1,j)-qp(1j))>(m-nr(1 j))capac.

Paso 3.- Elegir el nodo que va a ser etiquetado definitivamente:
Sea v(1,j*) = min{v(1,j) /j € X}. Poner estado = 1, indice = j*.
Poner defin(estado,indice) = TRUE.

Paso 4.- Cambiar etiquetas;
Poner i = estadot1;
Sii <K, entonces V) € X— {indice} .
poner V' = v(estado,indice) + d,;,..;, ' = ufestado,indice) + t,.... ;
redefiniendo
u'=a siuw <a,
V= siuw>b,
V' =0 si gp(estado,indice}+q; > capac;
v' = o0 si (qtotalrel-g#(i,j)} > capac:(m-(nr(ij)+1)) sij = n+l,
nt2, . .. otm-1;

si v' <v(i j) entonces poner v(i,j) = V', u(ij) = u', &i,j) = (estado,indice).

Paso 5.- Elegir nuevo nodo para ser etiquetado definitivamente:
Sea v(i*;%) = min{v(ij) /i=1,..K; j € X; defin(i,j) = FALSE},
poner estado = i¥*; indice = j*, defin(estado,indice) = TRUE.
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Paso 6.- Verificar si es necesario etiquetar mas nodos:

Seai= K; si estado(ij) = TRUE, ir al paso 7,
si 3j € X / defin(ij} = FALSE volver al paso 4.

Paso 7.- Elegir el camino maés corto hasta el nodo (K+1,1):

Poner v*(j) = WK j) +dj, redefiniendo v¥*(j) = oo si uXj) + 11 > q, Vj e X,
Sea v*(7*) = min{v*(j) / j € X}; poner estado =K, indice = j*.

Paso 8.- Registrar dicho camino minimo desde (0,1) hasta (K-+1,i):
Inicializar SR{c) = &,
poner (indice,1) € SR(c);
Repetir el siguiente proceso:
estado] = estado, indicel = indice,
(estado,indice) = O(estadol indicel),
(indice,indicel) € SR(c),
hasta que (estado,indice) = (0,1).

Registrar SR(ct), poner wiotal = coste del camino formado por R(a} y SR(x).

Parar.

Como en el algoritmo para el TSPTW, en cada rama se puede repetir este proceso de célculo
varias veces cambiando la matriz de distancias, d’; = d; + m + =%;, mediante un vector de
penalizaciones T que va cambiando,. a partir de un vector inicial m(c) en cada rama, como se
explicd en el procedimiento CALCULOSEUDORUTAMEJORADO para el TSPTW.

En la ruta parcial R(0.), la visita a los nodos ficticios representa siempre la finalizacién de una
ruta completa de un vehiculo, y por ello es indiferente cambiar cualquier nodo ficticio por otro.
Por tanto, para evitar duplicar la exploracién de ramas que aparentemente tengan distintas rutas
parciales, es necesario establecer un criterio para ordenar los nodos ficticios que aparecen en la
seudoruta obtenida en cada rama. Para ello se propone no parar en al paso 8, y afiadir un paso

nuevo al proceso anterior:
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Paso 9.- Seal-7, - ... -i-j, -j,- ... -J,- | la seudoruta obtenida con los arcos de R(«) y
SR(cr). Cambiar en esta seudoruta el primer nodo ficticio que aparece por n+1; el
siguiente nodo que aparece por n+2,... asi sucesivamente hasta llegar al final; si antes
de llegar al final ya se ha incorporado el nodo nt+m-1, volver a repetir el proceso
cambiando el siguiente nodo ficticio que se encuentre por n+1, ...;

Parar.

3.3.- SELECCION Y ORDENACION DE LOS ARCOS OBTENIDOS EN LA
SEUDORUTA

El proceso de seleccion de los arcos hallados en R(at) para incorporarse a las rutas parciales en
las siguientes ramificaciones es mas sencillo que en el algoritmo para el TSPTW: solamente se

seleccionan arcos de forma secuencial comenzando por i, hasta que se repite algiin nodo.

Procedimiento ORDENSALIDA
Paso 1.- Poner S=¢.

Paso 2.- Afiadir el arco (i.,j,) 2 S; poner j* =j,, k=1,

Paso 3.- Si k=K, ir al paso 4, en caso contrario:
Repetir mientras k <K y j,,, no esté presente en ningan arco de S:
Poner k = k+1 y aiiadir (j*, j,) a S, poner j* =j,.

Paso 4 - Parar.
De esta forma se controla la factibilidad de las rutas parciales que se van obteniendo con

respecto a la capacidad. Ademas, el orden de salida de los arcos elegidos en las siguientes

ramificaciones es trivial.
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Ejemplo 4. 3.-
Supéngase el vértice inicial, R(a) = {1}, F(a) = &, ®(c) = (0), en un problema con 8 clientes,
con una demanda de 2 unidades cada uno y 4 vehiculos con una capacidad de 4 unidades cada

uno de ellos. El nodo 1 indica el depdsito central, los nodos del 2 al 9 indican los clientes y se

afiaden 3 nodos ficticios 10, 11 y 12. Sea la siguiente seudoruta obtenida:

1-7-8-10-7-8-11-7-8-12-7-8-1;

y el vector &' correspondiente a esta seudoruta utilizando t = 0'5

n' = (0, 46, -18, -10, 122, 86, -110, -126, 10, 0, 0, 0);

los arcos seleccionados son los siguientes: S = {(1,7), (7,8) y (8,10)} y el orden de salida
obviamente ser: ordensalida(1) = (8,10), ordensalida(2) = (7,8), ordensalida(3) = (1,7). Por tanto

los vértices correspondientes a Ia ramificacion de o son:

o :R@)={1-7-8-10}, (o) =9 y n(a)) ==,
o : R(@”)={1-7-8},F(@”)={(8,10)} y n(a”)=x=",
o : R(e”)={1-7},Fla™) = {(7,8)} y n(@")==",

ot - R(alllf) = {1}, F(a””) = {(1’ 7)} y 'm(a””) =gl ]
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3.4.- DESCRIPCION DEL ALGORITMO EN SEUDOCODIGO

Anilogamente al algoritmo para el TSPTW, se trata de un procedimiento recursivo de
exploracién y ramificacion de cada vértice o, que se va a denominar RECURSIONGENERAL,

con los parametros de entrada en este caso R(a), F(a) y w(cr). Se definen las siguientes variables:

rutal : Conjunto de arcos que constituyen la mejor solucién obtenida hasta ese

momento,

costeminimol ;. Coste de la mejor solucidn obtenida hasta ese momento.

Procedimiento RECURSIONGENERAL(R(o),F(a),®(a)):

Paso 1.- Chequear la factibilidad de las rutas definidas por R(a):
Si no son factibles parar,
Poner nl = cardinal de R(a);
si nl <n+m-1, ir al paso 2, en caso contrario ir al paso 6.

Paso 2 - Ejecutar CALCULOSEUDORUTAMEJORADQO y obtener la seudoruta

correspondiente;

definir w1l como la cota inferior minima asociada a esta seudoruta,

y 7' como el vector de penalizaciones correspondientes;

si wl < costeminimol ir al paso 3, en caso contrario ir al paso 7.

Paso 3.- Si los nodos de SR(ct) no estéan repetidos:

poner costeminimol = wl, rutal = seudoruta, ir al paso 7,

si no ir al paso 4.
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Paso 4.- Hallar el conjunto de arcos S, a partir de SR(at), y el correspondiente vector

ordensalida; poner numarcos = cardinal (8).

Paso 5 .- Realizar para i = 0 hasta numarcos el siguiente proceso:

Poner R(0.*) = (R(er) U ) — (k. ordensalida(k))
poner F{a*) = F(o) U ordensalida(i), n(a*) = x',

Ejecutar el procedimiento RECURSIONGENERAL(R(oc*), F(au*), (o*)).
(Se considera ordensalida(0) = &).
Ir al paso 7.

Paso 6.- Poner costeruta = coste de los arcos de R(c);
Si costeruta < costeminimol entonges:
Poner costeminimol = costeruta, rutal = R(a).
Paso 7.- Parar.
Integrando este procedimiento en el algoritmo principal éste tendria los siguientes pasos:

Procedimiento PRINCIPAL

Paso 1.- Leer los datos:

nimero de nodos n; nimero de vehiculos m; ventanas de tiempo [a,, b]i=1,...,n;

matriz de distancias (d;); matriz de tiempos (t.).

Paso 2.- Redefinir la matriz de distancias y tiempos:

ti=t, 4=t d;=d,;, d;=d,, parai=n*l,.,ntm-1,j=1,.,

t; =0, d; =, paraij = 1, n+l,..., n+m-1.

Paso 3.- Inicializar las variables:
costeminimol = wo; R(et) = {1}, F(o) = &, m(a)=(0).
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Paso 4.- Ejecutar el procedimiento RECURSIONGENERAL (R(a),F(a),m(a)).

Paso 5.- Escribir los resultados registrados: rutal y costeminimol.

Ejemplo 4. 4.-
A continuacién, se muestra un ejemplo para ilustrar el funcionamiento de este algoritmo para
un problema con 4 clientes, cada uno de los cuales demanda 2 unidades de mercancia, la

capacidad de cada vehiculo es 6, y son 2 las rutas generadas. El nimero total de nodos sera por

tanto, 6. La matriz de distancias D es la siguiente

1 2 3 4 5
1 inf. 49 190 248 286
2 49 inf. 144 278 237
3 190 144 inf 155 233
4 248 278 155 inf, 323
S L 286 237 233 323 inf

asi mismo se considera T = D, a = (0), b= (960, 120, 420, 360, 720),
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R=1

Feo
pi=(0,0,0,0,0,0)
Sewl-2-6-3-4-3-1
W1=1.018

1:-3-2-6-3-4 R=1-2-6
; F=((6,3)}
?:i‘f;’fﬁ:iiﬁ?;'a’ -©) pi=(0,88,28,-29,-87,0)
: (*) Se=]-2=6-4-3-5-1
W1=1.052 e
R=1-2-6-3 ‘ 2e1oa
F={(3,4)} Fe((2.6)}
:;:5.06::'28'-29'-87.0) p{-(o'sa'za'..zg'-87'o)
’ Wl=1.168
Re1

F={(1,2)}
@'——’ pi={0,88,28,-29,-87,0)

Se=1-3-4-3-6-2-1
W1=1.019

|

Rel-3-4 R=1-3 R=1
F={(1,2)} F={(1,2),(3,9)} F=((1,2),(1.3)}
pi=(0,88,28,-29,-87,0) pi=(0,88,28,-29,-87,0) pi=(0,88,28,-29,-87,0)

Wl=1.052 Wl=1.092 W1=1.020
Figura 26. Grdfica del drbol de soluciones utilizando el algoritmo descrito. En cada vértice o.

se seftalan los conjuntos R(a),(R), y F(a), (F); el vector de penalizaciones iniciales (o), el
coste de la seudoruta obtenida, Wi, y dicha seudoruta, Se, cuando se contintie la exploracion en

esa rama. La solucidn optima (*) se encuentra en la tercera rama.
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3.5.- MODIFICACIONES EN EL ALGORITMO

Existen dos modificaciones que sin cambiar €l carécter optimo del algoritmo reducen en

muchas ocasiones el tiempo de computacién; estas son las siguientes:

1.- Utilizar como valor de entrada de la variable rutal la solucién obtenida por algin algoritmo
heuristico rapido, y como valor de la variable COSTEMINIMOL1 el coste de esta solucién, en
vez de COSTEMINIMO1 = %,

2.- Cuando el nimero de nodos asignados a cada ruta no sea muy grande (no mas de 8 6 9
nodos), cada vez que se llega a una nueva solucion en el algoritmo, antes de comprobar si
mejora la solucion obtenida hasta el momento, hallar la solucién del TSPTW a cada conjunto

de puntos asignados a las rutas de esa solucién a la que se ha liegado.

A continuacidn, se explica como se incorporan estas modificaciones con mas detalle.

3.5.1.- OBTENCION DE LA SOLUCION DE UN HEURISTICO COMO PUNTO DE
PARTIDA

El uso de una solucién de partida obtenida mediante un algoritmo heuristico pretende evitar la

exploracién de las ramas que den lugar a soluciones peores o igual que ésta al iniciar el algoritmo.

En este sentido dos algoritmos eficaces y rapidos, que dan soluciones en poco tiempo, son las
adaptaciones al VRPTW, de los algoritmos de Fisher & Jaikumar, (1.981) y Beasley, (1.983). Una
vez obtenida la solucién heuristica, si esta cercana a la éptima, al obtenerse en el algoritmo exacto
buenas cotas inferiores en las ramas de exploracién se consigue evitar muchas exploraciones

innecesarias y obtener el 6ptimo en menos tiempo.
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La incorporacién de este heuristico al procedimiento general se hace, sencillamente

modificando el paso 3 del procedimiento PRINCIPAL de la forma siguiente:
MODIFICACION 1.~

Paso 3.- Ejecutar algoritmo heuristico;
Inicializar las variables:
definir rutal como la Solucién obtenida por este algoritmo,

definir Costeminimo como el coste de rutal,

R(e)= {1}, ) =3, n(c)=(0).

3.5.2.- OPTIMIZACION DE LAS RUTAS AL LLEGAR A UNA SOLUCION

Cuando el algoﬁtmo exacto encuentra una solucién intermedia, no siempre ocurre que cada
una de las rutas formadas sea Optima; para asegurar esto, a cada uno de los conjuntos de puntos
asignados a cada ruta se le aplica el TSPTW. Esto sélo es operativo cuando el nimero nodos
asignados a cada ruta no es grande, no mayor de 9, (para este namero los algoritmos exactos para
el TSPTW apenas emplean tiempo), aunque el niimero de rutas sea grande. Con esto se consigue

en muchos casos ahorrar tiempo en exploraciones posteriores.

En el ejemplo 4.4., la primera solucién ala que se llegaes1-2-6-3-4-5-1; es decir dos
rutas 1-2-1,y1-3-4-5-1, conun coste total de 1.052. Optimizando.la segunda ruta (la
primera no haria falta), se obtendria una nueva solucién formadaporlastutas1-2-1y1-4-3-
5 - 1 con un coste total de 1.020, que coincide con la solucién 6ptima que se obtendria en pasos

posteriores.

La introduccidn de esta modificacién afecta al paso 6 del procedimiento recursivo:
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MODIFICACION 2.- Procedimiento RECURSIONGENERAL

Paso 6.- Determinar los conjuntos de nodos asignados a cada una de las rutas formada por los

arcos de R(c).
Para cada uno de estos conjuntos:
si el nimero de nodos es pequefio, entonces:
Hatlar la ruta 6ptima para ese conjunto
en caso contrario dejar la ruta invariante.
Poner costeruta = coste de todas las rutas.
Si costeruta < costeminimol entonces:
costeminimol = costeruta,

poner en rutal las Rutas que se han formado.

3.6.- DETERMINACION DEL MINIMO NUMERO DE VEHICULOS

Cuando ademés hay que determinar el minimo nimero de vehiculos para utilizar se propone el

siguiente criterio:

1.- Considérese solamente el conjunto de clientes cuya demanda puede ser transportada junto

con otras en un mismo camion.

2.- Calcular qtotall* la cantidad total demandada por este conjunto de clientes. Calcular
_{ gqtotall®

m= i' capacidad ‘1 '

3.- Definir el mimero de rutas inicial m como m1 maés el nimero de clientes cuya carga ha de

ser transportada sola.

4.- Ejecutar el algoritmo, con el nimero de rutas m, sin vector de penalizaciones
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5.- Si no se obtiene solucién factible, poner m = m+1, y volver al paso anterior.

Este criterio apenas afiade tiempo de computacion ya que el reconocimiento de un problema
infactible para un determinado numero de vehiculos m, suele ser muy rapido comparandelo con la

ejecucién de un problema factible.

4.- VARIANTES HEURISTICAS

Diversas experiencias indican que en el proceso de ramificacién y acotacién que utilizan los
algoritmos Branch & Bound, la solucién éptima se suele encontrar mucho antes de finalizar el
proceso recursivo de biisqueda. Por otra parte, alguna de las ramas que se exploran se adivinan
innecesarias 3-(a que la cota inferior estd muy proxima al mejor valor encontrado hasta ese
momento y quedan muchos arcos por seleccionar. Asi cabe esperar obtener un répido algoritmo
heuristico a partir de un exacto estableciendo criterios de parada en la exploracion de

determinadas ramas. Entre otros, consideramos:

1.- Rama Izquierda: Solamente se explora una rama, cada vez que se llama al proceso
recursivo. Dicha rama es la que afiade todos los arcos seleccionados a R(c).

2.- Aumento de la cota inferior: No se explora solamente la rama izquierda, pero se suman a
las cotas inferiores obtenidas, una determinada cantidad funcién del nimero de arcos que
quedan por seleccionar en esa rama.

3.- Tiempo méximo de computacién que lleva funcionando el proceso recursivo. Este tiempo
suele tomarse polinomial en ¢! nimero de nodos.

4.- Parada interactiva por el propio usuario del sistema donde esté incorporado el algoritmo.
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4.1.- RAMA IZQUIERDA

Los arcos elegidos para afiadir a la solucién, perteneceran a la seudoruta que determina la cota
inferior a la solucién 6ptima en esa rama. Cabe esperar que la solucién a la que se llegue
selecionando recursivamente estos arcos estara cercana al Optimo. Asi sdlo se considera la
bitsqueda en la rama izquierda, es decir, en la que solo se afiade ei conjunto de arcos que forman
la ruta sin aumentar el conjunto de arcos prohibidos, que siempre permanecerd vacio. La
incorporacién de este criterio afecta al paso 5 del proceso recursivo que queda de la forma

siguiente:

VARIANTE RAMA IZQUIERDA - Procedimiento RECURSION GENERAL(R(c), ®(ct))

Paso 5.- Poner R{a*)=R(a) S,
y w(o*) ==’
Ejecutar el procedimiento RECURSIONGENERAL(R(a*), mc(a*)).

Obviamente no hace falta considerar el conjunto R(c), ni el vector de arcos ordensalida.
Ademis se puede incorporar la modificacién 2, propuesta anteriormente, optimizando las rutas

obtenidas en la solucién final.

4.2.- AUMENTO DE LAS COTAS INFERIORES

En el calculo de la cota inferior en la exploracién de cada rama, se observa que la diferencia
entre esta cota y el 6ptimo de dicha rama, difieren mas cuantos més arcos quedan por seleccionar,
incluso aunque se utilicen los métodos de penalizacidn descritos que mejoran el célculo de dichas
cotas inferiores. Es decir, se espera que el valor optimo en esa rama, sea al menos el valor de la

cota inferior mas una cantidad proporcional al nimero de arcos que quedan por seleccionar.
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El heuristico que se propone consiste en aumentar la cota inferior obtenida suméndole una
cantidad proporcional al nimero de arcos que queden por seleccionar, y de los valores de la

matriz de distancias,

VARIANTE DE LA COTA INFERIOR - Procedimiento RECURSIONGENERAL

Paso 2.- Obtener la seudoruta correspondiente mediante ef calculo de SR(ar);
poner:
w1 = cota inferior minima asociada a esta seudoruta,
7' el vector de penalizaciones correspondientes;

st wl + f{n+m-1-n1) < costeminimo ir al paso 3; si no ir al paso 7.
La funcién f que se afiade a la cota inferior es habitualmente de la forma f = ¢-(n+m-1-n1). En

la eleccién de la constante ¢ se considera el valor medio de las distancias del problema y si se

utiliza vector de penalizaciones para hallar 1a cota inferior, el valor de c se elige mucho menor.

4.3.- LIMITACION DEL TIEMPO DE COMPUTACION

Esta variante heuristica consiste en fijar el méaximo tiempo de computacién o permitir la

interrupcién del algoritmo en cualquier momento una vez obtenida una solucién.

VARIANTE MAXIMO TIEMPO DE COMPUTACION:

Se incorporan las siguientes variables: TSALIDA, TACT, TMAX y SOL, variable légica que

indica si se ha hallado una solucion.

Procedimiento PRINCIPAL

Paso 1.- Leer todos los datos:

154



numero de nodos n; mimero de vehiculos m; ventanas de tiempo [a,, b]i=1,..,n;
matriz de distancias (d;) matriz de tiempos (t;);

Tiempo méximo de computacion TMAX, Momento de inicic del algoritmo
TSALIDA.

Paso 3 .- Inicializar las variables:
costeminimol = o, R(a) = {1}, F(a) = S, n(a)= (0), SOL = FALSE.

Procedimiento RECURSIONGENERAL.-

Paso 0.- Tomar TACT, tiempo actual,
Si (TACT-TSAL >= TMAX) y SOL, entonces ir al paso 7, si no ir al paso 1.

Paso 3.- Si los nodos de SR(o) no estan repetidos:
poner costeminimol = wl,
rutal = seudoruta,
poner SOL = TRUE,
Ir al paso 7,

si no ir al paso 6.

Paso 6.- Poner costeruta = Coste de los arcos de R(a);
Si costeruta < costeminimol entonces:
costeminimol = costerula,
rutal = R(a);
poner SOL = TRUE.

El tiempo inicial TSALIDA puede tomarse en otro momento del algoritmo, preferiblemente
después de ejecutarse el procedimiento CALCULOSEUDORUTAMEJORADO por primera vez.
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VARIANTE INTERRUPCION INTERACTIVA:

Se incorporan las siguientes variables: SOL, igual que en la variante anterior y TECPUL,
variable logica que indica si una tecla ha sido pulsada, (algunos compiladores de lenguajes de alto
nivel tienen incorporada dicha funcién, por ejemplo en el caso del TURBOPASCAL de Borland,

esta funcion se denomina Keypressed).
Procedimiento PRINCIPAL.-

Paso 3.- Inicializar las variables:
costeminimol = ; R(e) = {1}, F(a) = @, n(c) = (0), TECPUL, SOL = FALSE.

Procedimiento RECURSIONGENERAL. .-

Paso 0.- Hacer TECPUL = TRUE si se ha pulsado el teclado;
Si TECPUL y SOL, entonces ir al paso 7, si no seguir ir al paso 1.

Paso 3.- Si los nodos de SR(ax) no estan repetidos:
Poner costeruta = wl, rutal = seudoruta, OBT = TRUE, Ir al paso 7,

en caso contrario ir al paso 4.
Paso 6 .- Poner costeruta = coste de los arcos de R(a);

Si costeruta < costeminimol -

Poner costeminimol = costeruta, rutal = R(a), hacer SOL = TRUE.
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M

CAPITULO 5: RESULTADOS EN PROBLEMAS
SIMULADOS Y DESARROLLO DE UN
EJEMPLO REAL

En este capitulo se pondran a prueba los algoritmos heuristicos desarrollados en el capitulo
anterior para comprobar tanto su operatividad y eficacia como sus limitaciones. Concretamente
estos heuristicos son: VARIANTE RAMA IZQUIERDA y VARIANTE CONSIDERANDO EL
TIEMPO DE COMPUTACION.

En la primera seccién se simularén varias matrices de distancias para diferentes niimeros de
nodos. Cada problema simulado se resolver# utilizando, ademas de los algoritmos mencionados,
el algoritmo exacto a partir del cual se desarrollan y los algoritmos de Beasley, (1.983), y Fisher
& Jaikumar, (1.981).

En la segunda seccién se desarrollard un ejemplo préactico en el que se mostraran los resultados
obtenidos por estos dos heuristicos comparéndolos con los obtenidos por los heuristicos de

Beasley y Fisher & Jaikumar.

El método de asignacién lineal generalizada de Fisher y Jaikumar, y el algoritmo propuesto por
Beasley, son considerados como dos de los algoritmos mas eficaces desarrollados en los Gltimos
afios, (Haouari y otros, {1.990), Assad, (1.988), Benavent y otros, (1.985)). El primero es un
representante del tipo de algoritmos basados en modelos de Programacién Matematica, y en
técnicas Clusters 1°Rutas 2°. Por su parte el algoritmo de Beasley, es un representante claro de

los algoritmos de tipo Ruta 1°-Cluster 2°.
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1. RESULTADOS PARA PROBLEMAS SIMULADOS

Esta seccién recoge los resultados proporcionados por los algoritmos VARIANTE RAMA
IZQUIERDA y VARIANTE CONSIDERANDO EL TIEMPO MAXIMO DE COMPUTACION,
en la resolucién de un conjunto de problemas asociados a matrices de distancias obtenidas por
simulacién. Se han realizado 10 simulaciones para cada namero de nodos: 10, 15, 20, 25, 30,35 y
40, tanto para matrices simétricas como no simétricas. Se compararan dichos resultados con los

obtenidos por el algoritmo de Beasley y el algoritmo exacto desarrollado en el capitulo anterior.

1.1.- ALGORITMO DE BEASLEY

El algoritmo de Beasley ha sido explicado en el capitulo 2. En esta seccion se describen las

modificaciones y variantes introducidas para la ejecucion en los problemas simulados.
Algoritmo de BEASLEY ADAPTADO

Paso 0: (Formar una gran rutfa inicial).
Resolver el TSP con todos los clientes sin incluir el depésito inicial 1.
Supongase, sin pérdida de generalidad, que el primer cliente visitado en la ruta

obtenida tiene asignado el indice 2, el segundo el 3, ... y asi sucesivamente.
Poner k = 2, costeminimo = «, granruta[11=1.

Paso 1: Parai=2,..., n-k+2: poner granrutal[i] = it+k-2,

Para i = n-k+3,...,n: poner granrutal[i] = i-n+k-1.

Paso 2: (Construccién de la matriz de distancias ¢)

Definir la matriz ¢ = (¢;) de la forma siguiente:
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sii<]ylarutaR que parte del deposito, visita los clientes granrutal[i+1],
granrutal[i+2),.. y granrutal[j], y regresa al deposito es factible poner

c; = longitud de la ruta R;
en caso contrario (i 2 j 4 R no factible) poner ¢; = .

Paso 3: (Determinar la particién éptima).
Definir la red completa con N = {1,2,...,n} y con longitud del arco (i,j) c; .
Determinar el camino mas corto del nodo 1 hasta el n en esta red.
Para cada arco (i,j) de este camino formar un grupo con los clientes

granrutali+1), granrutal[i+2], ..., granrutallj}.

Paso 4: Para cada uno de los grupos definidos en el paso 3, determinar la ruta 6ptima
que saliendo del nodo 1 visita los nodos de dicha particion.

Poner costeminimol = suma de los costes de las rutas asociadas a cada grupo.

Paso 5: Si costeminimol < costeminimo entonces:
Poner costeminimo = costeminimol,

Registrar la solucion hallada.
Poner k =k+1; si k <nir al paso 1, en caso contrario ir al paso 6.

Paso 6: Parar.

En el paso 0 para formar la gran ruta inicial se emplea el algoritmo de Held & Karp, (1.970) y
(1.971), en el caso de matrices simétricas, y el algoritmo RECHAZO HEURISTICO, propuesto
por Aragén y Pacheco, (1.992), para las matrices asimétricas. La incorporacion de las variables
auxiliares k y granrutal tiene como objeto, manteniendo el orden establecido en la gran ruta
inicial, repetir los siguientes pasos comenzando cada vez con un nodo diferente y registrar la

mejor solucién.
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En el paso 2, la factibilidad de cada ruta al determinar la matriz (c;) se determina considerando,

ademas de las cargas, las correspondientes ventanas de tiempo.
En el paso 3, el camino minimo en la red se calcula utilizando el algoritmo de Djikstra.
En el paso 4, las rutas Optimas para cada uno de los grupos se determinan utilizando el

algoritmo exacto para el TSPTW desarrollado en el capitulo anterior. En el caso que haya pocos

nodos por grupo se recomienda ejecutar este algoritmo sin utilizar vectores de penalizaciones.

1.2- PROGRAJ\MCION DEL ALGORITMO DE FISHER Y JAIKUMAR

Segiin se vio en el capitulo 2, el algoritmo de Fisher y Jaikumar se basa en el tratamiento del
VRP como un problema de Asignacién Lineal Generalizado. Para ello se han de definir
previamente una serie de puntos semilla, tantos como el méximo nimero de rutas que se desean

generar. A continuacién se describe el método utilizado para determinar dichos puntos semilla.
El proceso de seleccidn de clientes o puntos semilla w, ,w, ,...,wy , propuesto por los propios
autores del algoritmo, es el siguiente:
Procedimiento DETERMINARPUNTOSSEMILLA
Paso 1: (Formar conos de clientes)
Parai=2,...,n, determinar las semirectas r; que unen el depdsito con el cliente i.
Determinar las bisectrices de los angulos formados por las semirectas r; .

Cada par de bisectrices consecutivas forman ef cono C(i) asociado al cliente i.

Paso 2: Asociar un peso q, a cada cono C(i), parai=2,.,,n.
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. E?:: qi
Definir o = mrcapac

Paso 3: (Formar conos mayores asignados a cada vehiculo)
Poner gtotal = Suma de las demandas de todos los clientes.
Comenzando con C(2) unir conos o fracciones de conos de clientes adyacentes, en el
sentido de las agujas del reloj, de forma que el peso total del cono formado sea
exactamente c-qtotal. Las fracciones de cono que se unen deben ser proporcionales a

la cantidad de peso que se quiere afiadir al cono grande.

Paso 4: (Determinacion de los puntos-semilla)
El punto semilla w, se coloca en la bisectriz de los conos grandes de forma que el peso
correspondiente a ese punto sea 0'75-c-capac. Este peso se define como la suma de las
demandas q; de los clientes que quedan por debajo del arco que desde ese punto barre
¢l cono, mas una fraccion de la demanda q, del cliente en el cono més proximo por
fuera de este arco; esta fraccién va a ser de la forma A/(A+B), donde A es la distancia
del origen al cliente mas cercano al arco por dentro, y B la distancia del origen a este

cliente més cercano por fuera.

La figura 27 muestra este proceso.
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wl D 5

O, -

Figura 27. Seleccion de los puntos-semilla. Cada punto tiene indicado su demanda.

Una vez obtenidos los puntos semilla y formulado el problema como un modelo de Asignacién
Lineal Generalizada, éste se resuelve utilizando un heuristico propio, disefiado a partir de una

modificacién del propuesto por Raft, (1.982), para el GAP. Para explicar dicho heuristico se

define
e, : coste de asignar el cliente i a la ruta que va del origen al punto semilla w, y vuelve;

A, factor de penalizacion, igual al coste de no asignar al cliente i al punto semilla més

cercano sino al segundo mas cercano, es decir
Ai =€y + ﬂﬁnﬁg,. €y,
siendo ej. = minsey. Este factor de penalizacion A; se ha de calcular considerando solo las

asignaciones posibles en cada caso.
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Procedimiento GAPHEURISTICO

Paso 1.- Calcular los factores de penalizacién A, para todos los clientes.

Paso 2.- Ordenar los clientes sin asignar en orden decreciente de A,

Paso 3.- Tomar el primer cliente en esta ordenacién y asignarlo al punto semilla mas cercano.

Paso 4.- Si no quedan clientes sin asignar parar;
en caso contrario;
chequear las asignaciones posibles para los clientes que restan,
Recalcular los factores de penalizacion A, para estos clientes,
Ir al paso 2.

Una vez asignados todos los puntos a los diferentes puntos-semilla se determina la ruta 6ptima
para cada conjunto de puntos obtenido. Para ello se ejecuta el algoritmo exacto para el TSPTW

desarrollado en el capitulo anterior.

Se repite todo el proceso de determinacién de los puntos semilla y asignacion de clientes a
éstos, cambiando en cada iteracién et cono C(i) a partir del cual se forman conos mayores. El

proceso finaliza cuando se han probado todos los conos.

1.3.- PROGRAMACION DE LOS ALGORITMOS HEURISTICOS Y
EXACTO |

Los algoritmos heuristicos que se van a examinar son, en esencia, el mismo algoritmo exacto
en el que se toman soluciones intermedias sin esperar a la finalizacién de su ejecucién. Por

consiguiente, para la realizacién de la simulacion y la posterior comparacion de resultados, se ha
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creido conveniente ejecutar solamente el algoritmo exacto incorporando una serie de
modificaciones con objeto de registrar estas soluciones intermedias y, en el caso del algoritmo
VARIANTE RAMA IZQUIERDA, el tiempo en el que se han obtenido.

Para ello se incorporan las siguientes nuevas variables:

TSAL : Tiempo de comienzo de la ejecucion del algoritmo para cada problema;

TACTUAL : Variable donde se guarda el tiempo actual;

TMAX : Tiempo méximo establecido para el algoritmo VARIANTE TIEMPO
MAXIMO DE COMPUTACION;

OBT : Variable 16gica que indica si la primera solucién se ha hallado;

costeminimo2: Valor de la primera soluci6n hallada;

costeminimo3: Valor de la mejor solucién hallada sin rebasar TMAX de tiempo de

gjecucion.

Las modificaciones realizadas son las siguientes:

Procedimiento PRINCIPAL

Paso 1.- Leer los datos:
n, m; [a;, b]i=1,..,n; las matrices @)y (ty); TMAX, TSAL.

Paso 3.- Inicializar las variables:
costeminimol = o, costeminimo2 = o, costeminimo3 = o, R(a) = {1}, F(a) = &,
(o) = (0), OBT = FALSE.

Procedimiento RECURSIONGENERAL -

Paso 3 .- Si los nodos de SR(a) no estan repetidos:
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Poner costeminimol = wl, rutal = seudoruta,

Definir TACT como el tiempo actual,

si (TACT - TSAL < TMAX) o (no OBT) poner costeminimo3 = w1,
si (no OBT) poner costeminimo2 = w1, OBT = TRUE;

Ir al paso 7.

Paso 6.- Poner costeruta = coste de las rutas formadas por los arcos de R(c);
Si costeruta < costeminimol hacer:
costeminimol = costerula,
rutal = Rutas formadas por R(av);
Tomar el tiempo actual TACT,;
si (TACT - TSAL < TMAX) o (no OBT)
poner costeminimo3 =wl;.

si (no OBT) poner costeminimo2 = w1, OBT = TRUE.

1.4.- SIMULACION DE LOS PROBLEMAS

Segilin se ha comentado anteriormente, se han establecido cuatro niveles correspondientes a
diferentes nimeros de nodos: 10, 15, 20, 25, 30 35 y 40; para cada nivel se han simulado 10
matrices de distancias diferentes, tanto simétricas como asimétricas, y los correspondientes

problemas, de la siguiente forma para cada una de ellas:

- A cada cliente i se le asigna un punto p; en una reticula cuadrada de lado 100: las

coordenadas de este punto toman valores enteros uniformemente entre 0 y 99.

- Los diferentes valores de la matriz de distancias, expresados en Kms., se obtienen como
dy= |_||p, — pj||2J para las matrices simétricas. Para obtener la matrices asimétricas se
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perturba los valores de cada una de las matrices simétricas multiplicandolos por un

coeficiente aleatorio entre 0.9y 1.1.

- Las demandas q; se obtienen generando valores enteros con distribuci6én uniforme entre 1
y capac. Se toma la capacidad de los vehiculos como 8 unidades de carga, las ventanas de
tiempo de la forma [0,240], y la velocidad de todos los vehiculos de 60 Kms./hora. No se ha
considerado tiempo de descarga, de esta forma los valores de la matriz de tiempos se van a

definir como t; = d; expresado en minutos.
- En cuanto al tiempo méaximo de computacién TMAX, se considera que este debe ser

funcion polinémica del mimero de nodos; en este caso s€ ha definido TMAX = n-15,

expresado en segundos, siendo n el nimero de nodos.

1.5.- RESULTADOS

1.5.1.- MATRICES SIMETRICAS

A continuacién se muestra un cuadro en el que se resumen los resultados obtenidos para los 10
problemas de matrices simétricas para cada nimero de nodos considerado. El cuadro incluye los
costes medios, la desviacién porcentual del dptimo, y los tiempos de computacién en segundos

{medio, méximo y minimo):
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10 15 20 25 30 35 40
nodos nodos nodos nodos nodos nodos nodos

766.4 | 10917 | 1389.3 | 1748.7 | 2414.1 | 2234.9 | 3032.0
837 | 741 | 495 | 933 | 722 | - 3
0 0 0 | 043 | o ; 3
Beasley 16.89 | 17.65 | 1465 | 1685 | 1422 | . - i
0.158 | 0.660 | 1.489 | 8206 | 25.957 |137.068] 489.03
0 | 022 | 006 | 127 | 258 | 467 | 2186
027 | 138 | 264 | 3526 | 94.04 | 48230 976.53
7253 | 1071.1 | 1371.0 | 1622.1 | 2296.3 | 2221.3 | 2822.3
256 | 538 | 357 | 142 | 199 | - ;
0 0 0 0 0 . -
Fisher & 1680 | 1797 | 1212 | 564 | 777 | - ]
Jaikumar 0.138 | 0.412 | 0.841 | 1.516 | 2.263 | 3.376 | 4.982
011 | 028 040 | 099 | 1.76 | 2.63 | 390
017 | 066 | 181 | 302 | 291 | 439 | 6.15
7363 | 1053.0 | 1384.7 | 1681.8 | 2295.4 [ 2132.4 | 2867.2
211 | 360 | 460 | 515 | 195 | - -
0 0 o | o 0 - i
Rama zda. 16.14 | 1459 | 1231 | 1816 | 703 | - i
0.126 | 3.996 | 8385 | 19.602 | 49.324 |163.511]{198.156
010 | 243 | 449 | 645 | 899 | 5257 | 85.25
025 | 6.09 | 1495 | 5098 | 156.22 | 322.55 | 389.43
17072 | 1016.4 | 1323.8 | 1599.4 | 2251.9 | 2075.7 | 27416
0 0 o | oot | 001 | - i
o | o 0 0 0o | - ;i
T.Maximo 0 0 0 0.1 0.09 - -
52.633 1135.726|180.084| 320.03 | 450 | 525 | 600
2041 | 13064 | 38.20 | 60.01 | 450 | 525 | 600
7039 | 14848 | 228.71| 375 | 450 | 525 | 600
7072 | 1016.4 | 1323.8 | 1599.3 | 22516 | - ;
52.633 |135.726|180.084| 339.02 |958.361| - )
Exacto 2041 | 13064 | 3820 | 60.1 |477.52| - ;
7039 | 148.48 | 228.71 | 450.22 |2135.99] - )
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La figura 28 muestra graficamente las desviaciones respecto del optimo

Beas ley

Fisher-J.

Rama 1z.
%ﬁg T.Maximo

n.10 n.15 n.20 n.25 n.30

Figura 28. Desviaciones porcentuales medias del valor dptimo para los algoritmos de

Beasley, Fisher y Jaikumar, Rama Izquierda y Tiempo Mdximo.

1.5.2.- MATRICES ASIMETRICAS

El cuadro siguiente y la figura 29 muestran los resultados obtenidos para los 10 problemas de

matrices asimétricas
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10 15 20 25 30 35 40
nodos nodos nodos nodos nodos nodos nodos

758.9 | 1100.4 | 1368.9 | 1708.7 | 2342.0 | 2269.4 | 2991.4
904 | 960 | 485 | 945 | 7.48 - -
0 3.09 0 1.86 0 - -
Beasley 16.49 | 2831 | 848 | 1771 | 1656 | . - -
0.034 | 0.080 | 0.144 | 0.223 | 0.357 | 0.648 | 0.778
000 | 005 | 011 | 011 | 027 | 0.55 | 0.65
006 | 049 | 022 | 024 | 049 | 082 | 1.10
711.5 | 1057.4 | 1330.2 | 1583.0 | 2209.7 | 2181.8 | 2764.1
223 | 532 | 1.88 | 140 | 1.41 - -
0 0 o | o 0 ; i
Fisher & 16.12 { 1563 | 655 | 6.71 |-834 - -
Jaikumar 0.148 | 0.402 | 0.834 | 1.472 | 2.286 | 3.352 | 4.939
011 | 027 | 044 | 099 | 1.81 | 269 | 461
022 | 066 { 181 | 253 | 3.13 | 423 | 582
733.5 | 1047.0 | 1385.1 | 1636.5 | 2224.1 | 2097.7 | 2834.1
539 | 428 | 609 | 482 | 2.07 - -
Rama Ezda. 0 0 0 A - -
15.54 | 20.42 | 12.31 | 18.99 | 18.99 - -
0.126 | 3.795 | 8.539 | 19.122 | 43.584 |162.112(191.024
011 | 254 | 485 { 599 | 11.25 | 49.32 | 83.25
027 | 589 | 13.89 | 51.02 | 137.87 | 316.87 | 392.55
696.0 | 1004.0 | 1305.6 | 1561.2 | 2179.2 | 2026.3 | 2689.2
0 0 0 001 | 0.01 - -
0 0 0 0 0 - -
T.Méximo 0 0 0 0.1 0.09 - -
50.585 {134.965]175.668/320.387| 450 | 525 | 600
2722 |130.25| 30.06 | 4588 | 450 | 525 | 600
79.37 | 149.26 | 227.34| 375 { 450 | 525 | 600
696.0 | 1004.0 | 1205.6§ 1561.1 [ 2179.0| - -
50.585 [134.965|175.668|360.254|948.335| - -
Exacto
27.22 | 130.25| 30.06 | 45.88 | 43925| - -
7937 | 149.26 | 227.34 | 628.20 |2098.54| - -
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Beasley

Fisher-J.
R.lzquierda

T.Maximo

n.10 n.15 n.20 n.25 n.30

Figura 29. Desviaciones porcentuales medias del valor dptimo para los algoritmos de

Beasley, Fisher y Jaikumar, Rama Izquierda y Tiempo Mdximo.

2.- RESOLUCION DE UN PROBLEMA REAL

Al igual que en la seccién anterior, en ésta se examinarin los dos heuristicos anteriores,
VARIANTE RAMA IZQUIERDA y VARIANTE TIEMPO MAXIMO, a través de un problema
real comparando sus resultados con los obtenidos por los algoritmos de Beasley y el de Fisher y

Jaikumar.

La programacion del algoritmo VARIANTE RAMA IZQUIERDA y del algoritmo de Beasley
es igual que la que se utilizd en la seccién anterior. En la programacién del algoritmo
VARIANTE TIEMPO MAXIMO se introduce una pequefia variacién: la variante TSAL no toma

como valor el tiempo de comienzo de! algoritmo, sino el tiempo de finalizacién del procedimiento
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CALCULOSEUDORUTAMEJORADO cuando se ejecuta por primera vez el procedimiento
RECURSIONGENERAL.

Para el algoritmo de Fisher & Jaikumar se considera el mapa de Espafia como el plano donde
estan situados los puntos que intervienen en el problema; més concretamente, las coordenadas de
dichos puntos van a ser las coordenadas gréficas de la representacion de ese mapa en ordenador
obtenida a partir de informacién digitalizada. Se considera la distancia euclidea entre los diferentes

puntos, obtenida a partir de dichas coordenadas.

2.1.- DESCRIPCION DEL PROBLEMA

Este problema se le plantea todos los dias a una empresa fabricante de productos de pasteleria,

para distribuir sus productos a las delegaciones desde la fabrica central situada en Briviesca

(Burgos).

Las demandas de las delegaciones se distribuyen en forma de Carros o Palés, por tanto ésta
seré la unidad de carga a considerar. El objetivo principal del problema es minimizar el nimero de

vehiculos, mientras que los kilémetros recorridos es un objetivo secundario.

La entrega en los horarios establecidos es fundamental para esta empresa y no se puede violar
bajo ningfin concepto. Esta no es una cuestion tan trivial ya que existen empresas que prefieren
una demora relativa en las entregas si esto les supone una reduccion sustancial en el coste de la

distribuciéon propiamente dicha, sin embargo en este caso no es asi.

Los tiempos de conduccién y descanso de los conductores vienen determinados por la ley. En
cualquier caso, al trabajarse simultineamente con conductores en noémina y conductores
auténomos, la flexibilidad al tratar estos tiempos no es igual para todos, y es dificil establecer un

criterio claro homogéneo. Por consiguiente se optd por la siguiente solucion para este ejemplo:
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establecer una velocidad media teérica constante, en la que se reflejan la velocidad real y estos
tiempo de descanso. Si la velocidad real es de 80-85 kms/hora, y los intervalos de conduccion y
descanso son de 4 conducir-1 descansar 4-conducir-6 descansar, se tomé una velocidad media de

45 kms/hora. Asi se asegura que la solucién obtenida por este criterio puede llevarse a la realidad.

El problema corresponde a las demandas que debian ser satisfechas el Lunes 21 de Junio de

1.993.

Fabrica Central:

1.-Briviesca (Burgos).

Delegaciones v demanda (en nmimero de carros):

Delegacion |Demanda| Delegacion |Demanda| Delegacién | Demanda
2.- Orense 6 11.- Pamplona 7 20.- Tarragona 17
| 3.-Pontevedra | 22 | 12.- Salamanca 8 21.- Lérida 14
4 - Santiago 4 13.- Valladolid 4 22.- Santiga-Bna. 12
5.-La Corufia 28 14.- Palencia 15 23.- S.Quirce 12
6.- Lugo 8 15.- Burgos 14 24.- Villanova g |
7.- Santander 28 16.- Logrofio 3 25.- Madrid 28
8.- Bilbao 26 17.- Quel 3 26.- Caceres 8
9.- Vitoria 17 18.- Huesca 7 27.- Mérida 14
10.- S.Sebastian 4 19.- Zaragoza 8

Capacidad de los vehiculos: 28 carros.

Tamafio de la Flota: 20 vehiculos.

Horarios y Tiempos Establecidos:
Tiempo Minimo de salida: 12. 00 del dia anterior al de la entrega

Tiempo Méximo de vuelta a Briviesca: 18. 45 del dia siguiente al de la entrega
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Hora minima de recogida en las delegaciones: 9. 00,
Hora maxima de recogida: 21.30.

Tiempo medio de descarga: 12 minutos

2.2. RESULTADOS

Los resultados obtenidos por los algoritmos son los siguientes:

En esta tabla se ve claramente la eficacia de estos nuevos algoritmos a la hora de minimizar el
nimero de vehiculos frente a los de Beasley y el de Fisher & Jaikumar; el tiempo de computacion
sin embargo es mucho mayor, aunque siempre va controlado por el propio caricter de los

algoritmos.

A continuacién se muestra con detalle las soluciones obtenidas por los algoritmos.

2.2.1.-SOLUCION DE BEASLEY

N° de Rutas: 16.

N° de Kildmetros: 11.678.

Itinerario:
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G o i S
1-12-2-1 1.101
1-27-26-1 1.086
1-25-1 572 |
1-14-13-1 344 f
1-15-1 08 )
1-17-1 114
1-16-17-19-24-1 1.196
1-22-23-1 1.084
1-20-1 958
1-11-18-21-1 843
1-10-1 o 350
1-8-1 228
1-7-1 326
1-6-1 968
1-28-1 1.168
1-3-4-1 1.242 N

2.2.2.-SOLUCION DE FISHER & JAIKUMAR

Numero de Rutas: 14

Numero de Kilémetros: 12.011

Itinerario.

1-27-15-1
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1-14-6-4-1 |
1-7-1 326 i
1-9-1 114
1-21-1 774
1-24-23 -1 1.184 ;
1-17-19-20-1 970
1-25-1 572
1-26-12-13-2-1 1.672 ,
1-5-1 | 1.168 1
1-8-1 228 *
1-10-11-1 419
1-16-18-22-1 1.130

2.2.3.- SOLUCION DE 'RAMA IZQUIERDA'

Nutimero de rutas generadas: 13.

Numero de Kilometros: 10.741,

Itinerario:

1-21-19-1 774
1-17-20-24-1 1.231
1-27-26-1 1.086
1-6-4-2-1 " 1.207
1-10-3-1 1.528
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A A

1-18-9-1

1-16-23-22- 1 1.084
1-14-13-12-1 574
1-5-1 1.168
1-7-1 228
1-8-1 228
1-25-1 572

2.2.4.- SOLUCION DE 'TIEMPO MAXIMO DE COMPUTACION'

Numero de rutas generadas: 13.

Numero de Kilometros: 10.637

Itinerario:

gntos Visita Recorida
1-26-27-1 1.086
1-16-17-19-13-12-1 1.002 ;
1-24-21-1 1.184
1-22-23-1 1.084 ]
) 1-18-20-1 1.004
1-9-11-10-1 419
1-15-1 98
1-14-6-4-1 1.190
1-2-2-1 1.178
1-5-1 1.168 |
1-7-1 326 !
1-8-1 326
1-25-1 572
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3.- CONCLUSIONES

Los resultados obtenidos por estos algoritmos en la resolucion de los problemas simulados y el

problema real permiten extraer las siguientes conclusiones:

- El algoritmo exacto desarrollado para el VRPTW sélo es operativo para un niimero de
nodos pequefio (10, 15, 20, a lo sumo 25 en algunos casos), o cuando se dispone de mucho

tiempo para la obtencion de los resultados.

- El algoritmo heuristico TIEMPO MAXIMO DE COMPUTACION, desarrollado a partir
del exacto, se desvia de la solucién 6ptima una cantidad insignificante siendo operativo para
problemas de mayor tamafio. Se observa que, en general, cuando se conoce una solucién
cercana al &ptimo en un problema combinatorio, conseguir una mejora pequefia suele llevar

mucho tiempo de calculo.

- El algoritmo RAMA IZQUIERDA también da buenas soluciones y en menos tiempo; €stas
son similares a las obtenidas por el algoritmo de Fisher & Jaikumar y mejores que las del
algoritmo de Beasley.

- Aunque otros algoritmos heuristicos, como el de Beasley o el de Fisher y Jaikumar dan en
conjunto soluciones mas desviadas del 6ptimo, sin embargo usan un tiempo de computacién

menor.
- El tiempo de computacién para los heuristicos propuestos es excesivo si se necesita la

solucién de forma inmediata. Para estos casos son mas recomendables otros como los de

Beasley o los de Fisher & Jaikumar. Sin embargo, si se dispone de un tiempo moderado
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para la obtencién de la solucion los algoritmos RAMA IZQUIERDA y TIEMPO MAXIMO
DE COMPUTACION son més recomendables, obteniendo soluciones 10 % mejores.

- Se realizaron las mismas pruebas para matrices arbitrarias resultando que las diferencias
entre los algoritmos propuestos y los de Beasley y Fisher & Jaikumar eran ain mayores, y el

tiempo de computacién era en general también mayor para todos los algoritmos.

- El algoritmo de Fisher & Jaikumar se comporta ligeramente mejor en las simulaciones que
en el problema real, si se le compara con el resto de los algoritmos. Esto es debido a que en
los problemas simulados la distancia entre los puntos coincide con su distancia euclidea. Sin
embargo en los puntos del problema real esto no es asi. A diferencia de lo que ocurre con
este algoritmo, los heuristicos propuestos operan sin que sea necesario una representacion

planar de los puntos que intervienen en el problema.

En resumén, para problemas con hasta 30 nodos, y disponiendo de un tiempo de computacién
moderado, 10 o 15 minutos, estos algoritmos ofrecen soluciones muy poco desviadas del 6ptimo,
en el caso de la variante TIEMPO MAXIMO DE COMPUTACION insignificante. Es estos
casos, su utilidad est4 por tanto fuera de toda duda. Estas consecuencias pueden ser més
optimistas si se tiene en cuenta que se ha trabajado con un ordenador personal y, por tanto, se
podria aumentar el tamafio de los problemas para los que son operativos o disminuir el tiempo
requerido para obtener la solucién si se ejecutaran en Miniordenadores, Mainframes,
Macroordenadores...; o incluso en un ordenador personal de arquitectura superior como los

Pentium a 100 Mhz.
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CAPITULO 6: EXTENSIONES Y NUEVAS DIRECCIONES
DE TRABAJO

En este capitulo se presentan brevemente las principales lineas de investigacion que se derivan

de este trabajo.

La primera de ellas consiste en la aplicacién de los algoritmos exactos para el TSP y TSPTW,
convenientemente modificados, a otros problemas de rutas. El algoritmo bésico para eflo es el
descrito en el capitulo 4 y entre los modelos considerados destacan los de sistema de descarga

LIFO (se descarga la tiltima mercancia que entrd en el vehiculo).

La segunda linea de investigacion estudia técnicas de solucion para la variante del VRP en la
que no se considera la restriccién de que cada cliente debe ser satisfecho por un solo vehiculo. El
estudio de este modelo es importante para la resolucién de problemas reales en los que hay que

minimizar el nimero de vehiculos a usar.
En ambos casos, en este capitulo se describen tinicamente los primeros pasos de esas nuevas

lineas de investigacion. Por ello las técnicas descritas no son definitivas, y se espera mejorar los

resultados obtenidos hasta ahora en futuras investigaciones.
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1.- EXTENSIONES DE ALGORITMOS EXACTOS PARA EL TSP
Y TSPTW A OTROS MODELOS

1.1- ADAPTACION A UNA VARIANTE DEL TSPTW CON CARGA Y
DESCARGA.

El algoritmo utilizado para resolver el TSPTW, descrito en el capitulo 4, puede ser extendido a
otros problemas de rutas, con pequefias modificaciones en la formulacién dinamica recursiva

inicial.

Supéngase el problema en el que ademis de repartir unas determinadas cantidades de
mercancia en un conjunto de localizaciones hay que recoger otras en otros puntos. Por ejemplo,
en el caso prictico expuesto en el capitulo 5, los responsables de la empresa de Reposteria
plantearon el deseo de rutas que recogieran carros con materias primas ¢ carros vacios de envios

anteriores a la vez que realizaban la actividad de reparto habitual.

Para ello sea N={1,2,..., n}, el conjunto de localizaciones. Los puntos a visitar se dividen en
dos subconjuntos: {2,3,...,n1} el conjunto de puntos donde hay que repartir y {nl+1, nl+2,..n}

el conjunto de puntos donde hay que recoger, siendo q; la cantidad de mercancia que hay que
enviar, si i < nl, o que hay que recoger si i > nl. El modelo, asi planteado, puede considerarse
como una extension del TSPTW.

Fl problema puede ser descrito en términos de programaci6n dindmica en la siguiente forma.

Para SC {N-1} y j € § se define:
f(S,j): coste minimo de visitar todos los nodos de S comenzando en el vértice 1

en el instante O y finalizando en j;

u(S,j): tiempo de llegada a j en dicho recorrido;
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el(S.)): Espacio libre que queda en el vehiculo al realizar ese trayecto después de

servir a j;
la formulacién recursiva queda de la forma siguiente AS,) = minses-( {AS— {/}.9) +dy};

sea i(j) el nodo correspondiente a este minimo, entonces:
u(S,j) = u(S-{},i()) + t;
el(S,j) =el(S-{iLi) +q;, sij<nl,
el(S,j) = el(S-{j}.i®) - q;,  sij>nl;

redefiniéndose:
uS,j) =g, siu(Sj)<a,
fiSj)=o, siu(Sj)>b;,
fi8j)=%, siel(S,j)<0;

inicialmente Vi € N—- {1} se define:

f{i}.) =d,,
el({i},i)=capac—2}'_.,’2qf+q,, sii<nl,
el({i},:)zcapac—Ej’L'gqj—q;, sii>nl,

u({i}.) =t

Sin considerar aspectos temporales, las condiciones necesarias y suficientes para la factibilidad
de este problema son las siguientes 1 qi Scapac y i @i S capac.

Ademé.s de cumplir los horarios de entrega o recogida en las diferentes localizaciones la
solucion obtenida ha de tener en cuenta la capacidad o espacio disponible del vehiculo en cada
momento. Por consiguiente, el algoritmo anterior es facilmente adaptable a este nuevo modelo,
incluyendo la funcién el(S,j) en la formulacién recursiva planteada en la seccion 2.2. del capitulo

4.

Esta funcién el(S,j) en el espacio de estados relajados lieva asociada la etiqueta el(kj) que se

incorpora facilmente en el procedimiento CALCULOSEUDORUTA de la forma siguiente:
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Paso 1.- Inicializar variables
Para k=1,...,K, y V¥j € X poner el(k,j) = espacio disponible en el vehiculo después de
recorrer R, (a).

Paso 4.- Cambio de etiquetas
sij < n1 poner elw = el(estado,indice)+q;,
en caso contrario poner elw = el(estado,indice)-q; ;
s1 elw < 0 redefinir w = o;
si w < v(ij) poner el(i,j) = elw.

De esta forma se asegura que los procesos de ramificacién y acotacién consideran también el
espacio libre que queda en cada momento en el vehiculo y se rechazan las ramas que darian

soluciones infactibles por este motivo.

1.2.- ADAPTACION AL PDPTW CON UN SOLO VEHICULO: CASO
GENERAL

Considérese la formulacién del PDPTW dada en el capitulo 3 con un sélo vehiculo. La
adaptacion del algoritmo para este modelo, es similar a la expuesta en el apartado anterior para fa
variante del TSPTW con carga y descarga; en este caso se ha de asegurar ademés para cada
cliente i que el punto de recogida i* sea siempre anterior al correspondiente punto de descarga i

en la ruta final obtenida.

Para ello se incorporan dos procedimientos para filtrar los arcos que dan soluciones factibles
en este modelo, basandonos en el teorema 2 expuesto en el trabajo de Kalantari y otros, (1.985).
Estos procedimientos son: FILTROGENERAL que se ejecuta en ¢l procedimiento PRINCIPAL,
y FILTROENRAMA que se ejecuta en el procedimiento RECURSIONGENERAL. A

continuacion se describe cada uno de ellos:
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Procedimiento FILTROGENERAL

Para cada cliente i, i =2, ...,n, redefinir;: dy+ =00,dp1 =0,dirir = 0.

Procedimiento FILTROENRAMA:

Para cada arco (a,b) de R(at):

- Si (a,b) es de la forma (i*, j), coni # j, redefinir: dy- = ©0,di-p = 00,d)+ =0,dp1 = .
- Si(a,b) es de la forma (7, j*), con i # j, redefinir: i = 0, dj-+ = 00, dpir = 0,dj-- = .
- Si (a,b) es de la forma (%, j*), con i # j, redefinir: dj-p+ = 0.

- 8i (a,b) es de la forma (7, j), con i # j, redefinir: dj-j+ = o0.

Estos procedimientos se incorporan, junto con las adaptaciones sefialadas en el apartado

anterior, al algoritmo exacto para el TSPTW de la forma siguiente:
Procedimiento PRINCIPAL

Paso 1.: Leer datos iniciales;
Ejecutar FILTROGENERAL.

Procedimiento RECURSIONGENERAL

Paso 0.: Definir d1;=d;, V(i) € N.
Ejecutar FILTROENRAMA.

Paso 4.- Cambio de etiquetas

sij € N- poner elw = el(estado,indice)+q;, si j € N* poner elw = el(estado,indice)-q;;
si elw < 0 redefinir w = oo;

si-w < v(i,j) poner el(i,j) = elw.
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Paso 7,; Definir d; = d1;, V(i,/) e N.
Parar.

En el procedimiento CALCULOSEUDORUTA se afiade una pequefia modificacion referente a
la nomenclatura de los conjuntos: en este caso se sustituye el conjunto de nodos {2,3,...,n1} por

N, y el conjunto {n1+1, n1+2,....n} por N".

1.3.- ADAPTACIONES AL PDP Y PDPTW CON UN SOLO VEHICULO:
SISTEMAS DE DESCARGA LIFO

Supongase el modelo anterior en el que ademés se exige que la mercancia que se descarga en
cada momento sea la ultima que ha entrado en el vehiculo. Esta condicidén se impone en muchos
modelos reales como, por ejemplo, distribucion de gases industriales, o en problemas en los que
el tiempo de descarga debe ser controlado. Para disefiar filtros eficaces, se han desarrollado unos
resultados tedricos que generalizan los obtenidos por Kalantari y otros, (1.985) para este tipo de

problemas.

A continuacién se describe la adaptacién al PDPTW con este sistema de descarga del
algoritmo del TSPTW descrito en el capitulo 4, y posteriormente la adaptacién al PDP con el

mismo sistema del algoritmo de Little para el TSP.
Aunque basicamente los filtros desarrollados son los mismos, en este ultimo caso se afiade

alguna modificacién més como se veré en la seccion 1.3.1.3. En ambos casos se han simulado

diversos problemas para comparar el efecto de los diferentes filtros y modificaciones.
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1.3.1.- ADAPTACION AL PDPTW CON SISTEMA LIFO DEL ALGORITMO EXACTO
DEL TSPTW DESCRITO EN EL CAPITULO 4

1.3.1.1.- Aspectos Tedricos

Definicién.~
Sea T una ruta factible del PDPTW con un sélo vehiculo con sistema de descarga LIFO. Se

define la relacion de precedencia:

Va,b e NV UN-, aantbsiy sblo si a es visitado antes que ben laruta T.

Obviamente, la relacion ant va asociada a la ruta T elegida.

Teorefha 1.-
Para toda ruta factible T del PDPTW con sistemas de descarga LIFO, la relacion anf verifica .

las siguientes propiedades:

- (No Reflexiva) Va € N* N, no se verifica a ant a,
- (No Simétrica) Va, b € N* U XN, si a ant b, entonces no se verifica b anf a;

- Transitiva: Va,b,c e N* N, siaantb yb ant c entonces a ant c.
Demostracion: Trivial.-

El siguiente teorema generaliza el teorema 2 propuesto por Kalantari y otros (1.985):
Teorema 2.-
Para toda ruta factible T del PDPTW con sistemas de descarga LIFO se verifican las siguientes

propiedades:
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a) Va, b € N* U N tales que a ant b entonces, (1,b), (b,a), (a,1) ¢ T.

b) Va,b,c,d € N*UN talesqueaantb, cantd, cona*c,d, b*cd:
(b1) - Si (a,d) e T entonces (c,b), (b,c), (1,a)(d,1) ¢ T,
(b2) - Si (b,c) € T entonces (a,d), (d,a), (c,2) (d,b) ¢ T;
(b3) - Si(a,c) € T entonces (d,a) ¢ T,
(b4) - Si(b,d) € T entonces (d,a) ¢ T.

c)Va,b,c e N'UN talesqueaantb,cantb,ya=c:
- Si(a,b) € T entonces (1,a) ¢ T.

d) Va,b,d e Nt UN talesqueaantb,aantd, yb=d:
-Si(a,d) € Tentonces(d,1) & T

e) Va,b,d e NV UN" talesque aantb,bantd :

(eN)-(ad) e T;
(e2) - Si{a,b) € T entonces (d,a) ¢ T,
(e3) - Si(b,d) € T entonces (d,a) ¢ T.

Demostracién.-

La demostracion del apartado a) es trivial ya que la presencia del arco (1,b) hace que b sea el
primer nodo visitado después del origen lo que contradice que a ant b, analogamente se
demuestra la no existencia de los arcos (b,a) y (a,1). Para demostrar el apartado (51) se observa
que la existencia simultnea de! arco (a,d) con cualquiera de los otros: (c,b), (b,c), (1,2) (d,1),
contradice al menos una de las dos relaciones a ant b o ¢ ant d. De igual forma se demuestran los

demas apartados.

Teorema 3.-

Sea T una ruta factible entonces;

a)yvVi=2,.,n1i anti,
b)YV i j=2,.,n sii antj yj anti entoncesj anti ;
QVij=2,. nsiiantjyj anti entonces; anti.

Demostracion.-
El apartado a) es trivial: para cada cliente la carga debe preceder siempre a la descarga. Para

demostrar los apartados b) y c) basta observar que la siguiente situacion no s factible:
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ya que en el momento en que se encuentren cargadas en el vehiculo dos o mas mercancias se ha

de descargar antes la cargada més recientemente.

Teorema 4.-
Sea T una ruta factible entonces (")) ¢ T,V i,j=2,...,m; i #j.

Demostracion.-

Trivial: No se puede descargar la mercancia de un cliente inmediatamente después de cargar la

de otro.

Estos cuatro teoremas junto con la definicién de la relacién ant son la base del desarrollo de
los filtros que se exponen a continuacién: El primer filtro se inserta en el procedimiento principal,
tiene como objeto impedir la eleccién de los arcos (i) y ademés registra las relaciones de
precedencia determinadas por el apartado a) del teorema 3. El segundo filtro, que se inserta en la
exploracion de cada rama, actia de la forma siguiente: Inicialmente defecta y registra todas las
precedencias surgidas a partir de la ruta parcial, R (o) y Ry(e), utilizando para ello los apartados
b) y ¢) del teorema 3 y la propiedad transitiva del teorema 1. A continuacidén se examina si el
conjunto de precedencias obtenido es compatible con la formacion de una ruta factible.
Finalmente, con las precedencias registradas, se utiliza el teorema 2 para impedir la eleccion de

arcos que no pueden estar incluidos en una solucién factible.

1.3.1.2.- Descripcidn de los procedimientos

Para la descripcién de estos filtros se define inicialmente el siguiente tipo de variables:

PREFERENCIA: Tipo de variables con dos componentes, Inicio y Final, de tipo entero;
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y las siguientes variables:

vectorpref : vector donde se van a ir guardando las preferencias que se van detectando;
numorden : vector donde se guarda el orden de visita que ocupa cada nodo en la ruta
A parcial;
prefpres y presente : matrices logicas auxiliares;
| prefpres(i,j) toma el valor TRUE si se detecta la preferencia i ant j en
cada rama y FALSE en caso contrario,
presente(i,j) toma el valor TRUE s el arco (i,j) se encuentra en la
ruta parcial y FALSE en caso contrario;

kpref : contador que sefiala el nimero de preferencias detectadas;

Procedimiento FILTROGENERALL1.

Paso 1.: Parai=23,...n, poner dy;- = ©,dp+ = 0,dj-p = o,
Parai, j=2,3,...,n, i # j, poner dp = oo,

Paso 2.: Parai =2, 3,...,n, poner vectorpref(i-1) = (i*, i’).
Procedimiento FILTROENRAMAL.

Paso 0.: (Inicializar variables)
Poner nasc = nimero de nodos de R,(c);

Poner rdes = niimero de nodos de R,(a);
Vk, k1 € N*UN-,k+#kl, poner presente(k,k1) = FALSE, prefpres(k,k1) = FALSE;
Vk € N* UN" poner numorden(k) = nasc+1.

Paso 1.: V(i,j) € Ry(o) v Ra(0):

Poner presente(i,j) = TRUE;

Poner numorden(i) = posicién que ocupa el nodo i en la ruta parcial.
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Paso 2.: (Preferencias iniciales)

Poner kpref=n-1,
Parai,j=2,3,.,n1%]:
Si numorden(i*) < numorden(j*) y numorden(j*) < numorden(i’) entonces:

poner kpref = kpref+1,
poner vectorprefikpref) = (', i),
Si numorden(i’) < numorden(j’) y numorden(j*) < numorden(i’) entonces:
poner kpref = kpreft1,
poner vectorpreflikpref) = (f*, i*);
Para k =1,...,kpref, poner prefpres(vectorpref(k).inicio, vectorpref(x).final) = TRUE,

Paso 3.: (Propiedad transitiva)
Poner kprefl = kpref,
Parak, ki1 =1, 2,..., kpref, k # k1, hacer:
a = vectorpref(k).inicio, b = vectorpref(k).final,
¢ = vectorprefikl).inicio, d = vectorpref(k1) final,
Si (b = ¢) y (no prefpres(a,d)) entonces:
kpref = kpref+1,
vectorpref{kpref) = (a,d),
prefpres(a,d) = TRUE;
Si kpref > kprefl volver al comienzo de este paso,
si no ir al paso 4.
_Paso 4.: (Compatibilidad de preferencias)
prefcompat = TRUE,
Parai € N* U N-, poner prefcompat = prefcompat and (not prefpres(i,i),
Si prefcompat ir al paso 5,

si no parar.

Paso 5.: (Filtrado)
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Para k=1,2,.. kpref, hacer:

a = vectorprefik).inicio, b = vectorpref(k).final,
dip =0,dg =0,dp, =
Parakl =12, kpref, k ;t k1, hacer:
¢ = veclorpref(k).inicio, d = vectorprefk1).final,
Si presente(a,d) hacer '
dep = 00, dp = ®,
si a # ¢ poner d1g = o,
sib# d ponerdan =,
sib = ¢ poner prefcompat = FALSE,

Si presente(b,c) poner

dod = oo,dda =00,d; = m,ddb =,
Si presente(a,c) poner dda = 0,
Si presente(b,d) poner dus =,

Paso 6.: Parar.

Estos procedimientos se incorporan, al algoritmo exacto para el TSPTW de la forma

siguiente:
Procedimiento PRINCIPAL

Paso 1.: Leer datos iniciales.
Ejecutar FILTROGENERALI.

Procedimiento RECURSIONGENERAL
Paso 0.: V(i,/) € N, definir d1,=d; .
Ejecutar FILTROENRAMAL

Si no prefcompat parar, en caso contrario continuar.

Paso 7.: V(i,/) € N, poner d;=dl;.
Parar.
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1.3.1.3.- Resultados Computacionales

A continuacién se muestran los resultados de una serie de problemas simulados para comparar
el tiempo de computacién obtenido por el algoritmo adaptado anterior cuando se usan los dos

filtros y cuando sélo se usa el filtro general.

Se han simulado 10 problemas para cada uno de los siguientes niveles: 4 clientes, 5, 6 y 7,
(correspondientes a 9 nodos, 11, 13 y 15). Aunque el tamafio de los problemas simulados sea

pequeiio se aprecia el efecto de los filtros en los tiempos de célculo.

El siguiente cuadro muestra los estadisticos correspondientes a los tiempos de computacion

(en segundos) obtenidos:

Numero de Clientes n=4 n=5 n==6 n=7
' Media 2.660 9.714 106.255 303.555
Desviacién | 2.335 3.766 122133 | 222162

Minimo 0.66 1.04 5.66 23.34

Mdximo 8.67 28.23 417.32 649.71
Media 2.805 14.612 124.823 508.825
Desviacién 2.459 19.443 134.972 437.263

Minimo 0.66 1.10 5.65 24.39
Mdximo 9.12 69.04 41275 | 155840

Aunque estos resultados, segin se comentd en la introduccién de este capitulo, indican que
alin se debe trabajar bastante en este tipo de problemas, también muestran el efecto positivo en el

tiempo de computacion de los filtros desarrollados.
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1.3.2.- ADAPTACION AL PDP CON SISTEMA LIFO DEL ALGORITMO EXACTO DE
LITTLE PARA EL TSP

Las filtros desarrollados en esta secciéon son los mismos que en el apartado anterior; sin
embargo se incorpora algin aspecto tedrico més y especialmente una alteracién en el proceso de

seleccion de los arcos que se afiaden en cada vértice del arbol de bisqueda.
1.3.2.1.- Aspectos Teoricos

Definicién y Notaciones.-

Se define una cadena C como una secuencia de arcos de la forma: (a,b), (b,c), (c,d), ...,(m,n).
Se denota por C(r) a la cadena que contiene al nodo r. A la concatenacion de las cadenas C, y C,
lo denotamos por (C,,C,). Si T es una ruta cerrada o tour, se denota T 3 C si la cadena C forma

parte de ella.

Teorema 5.-

Sea T una ruta factible para el PDP con un solo vehiculo con sistema LIFO, ant la relacién
definida en 1.3.1.1. y a,b dos nodos cualesquiera, con C(a) y C(b) € T. Si se verifica una de las
siguientes condiciones entonces a ant b :

() -C(a)=C(b), C(a) = C(1) y a aparece antes que b en C(a);
(i) - C(a)=C(1), C(a) # C(b) y a aparece después que 1 en C(a),
(i) - C(b) = C(1), C(a) # C(b) y b aparece antes que 1 en C(b);

() - C(a), CLY=C() y:
o bien a aparece después que 1 y b antes,
o bien a y b aparecen antes que 1 y a antes que b;

o bien a y b aparecen después que 1y a antes que b.

Demostracién.- Trivial
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El siguiente teorema generaliza y modifica ef teorema 3 desarrollado en el trabajo de Kalantari
y otros, (1.985).

Teorema 6.-
Sea T una ruta factible, y ant la relacién anteriormente definida. Se verifican las siguientes

propiedades:

a)Va,b e N*UN" talesque aantb; .
(al) - Si C(a), C(b) = C(1) entonces (C(b),C(a)) ¢ T;
(a2) - Si C(1), C(b) # C(a) entonces (C(1),C(b)) ¢ T;
(a3) - Si C(1), C(a) # C(b) entonces (C(a),C(1)) ¢ T.

b) Va,b,c,d e N* UNtalesqueaantb,cantdconazc,d, b#c,d:
- 8i C(a) = C(d), C(a),C(b),C(c) # C(1), C(a) # C(b) y C(c) = C(d),
entonces (C(b),C(c)), (C(c),C(b)) ¢ T.

c) aantbybantd:
- 8i C(a), C(b) # C(d) y C(a) # C(b) entonces (C(a), C(d)) ¢ T.

Demostracién.- Trivial a partir de la definicion de la relacion ant y del teorema 2.

1.3.2.2.- Descripcién de los Procedimientos de Filtrado

Ademas de las variables definidas en el apartado 1.3.1. se definen las siguientes:
primero y ultimo : vectores enteros auxiliares; primero(i) y ultitno (i) indican

respectivamente el primer y Gltimo elemento de la cadena C(i);

D1 y D* : Matrices de distancias auxiliares.
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A continuacidn se describen las modificaciones del Procedimiento FILTROENRAMA respecto
ala adaptacién anterior y los Procedimientos EXPLORACION(R(c), F(a)) y PRINCIPAL

respecto del algoritmo de Little descrito en el capitulo 1.
Procedimiento FILTROENRAMA.

Paso 0.: (Inicializar variables)

Yk, k1 € N* O N, k=kl, poner presente(k k1) = FALSE, prefpres(k k1) = FALSE;
V(i,)) € R(cr), poner presente(i,j) = TRUE .

Paso 1.: Vk € N* N w {1}, poner primero(k) = primer elemento de C(k);
Yk e Nt UN-u {1}, poner ultimo(k) = ultimo elemento de C(k),

Paso 2.: (Preferencias iniciales)
Poner kpref=n-1,
Parai, j=2,3,.,ni#j:
Sii*antj'y j anti entonces:
poner kpref = kpref+1,
poner vectorpreflkpref) = (f, i),
Sii antj yj anti entonces:
poner kpref = kpreft1,
poner vectorprefikpref) = (', I');
Para k =1,..., kpref, poner prefpres(vectorpref(k).inicio, vectorpref(k).final) = TRUE.

Paso 6.: (Filtrado - Teorema 6)
Para k = 1,2,....kpref, hacer:
a = vectorpref(k).inicio, b = vectorpref(k) final,

- 8i C(a), C(b) # C(1), poner dl uttimo(b)primero(a) =
Si C(1), C(b) = C(a), poner dl uimo(t)primeropy = ®;
Si C(1), C(a) # C(b), poner dl uinmota)primero(1) = ©;
Para ki = 1,2,... kpref, k # k1, hacer:

¢ = vectorpref(k).inicio, d = vectorprefk1).final,
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Sia=c,d, b= cd, C(a)=C(d), C(a),C(b),C(c) # C(1),
C(a) = C(b) y C(c) # C(d), entonces
Ay timo)primeroc) = %, A1 witimo(c)primero(s) = 0
Si b = ¢, C(a),C(b) # C(d), C(a) = C(b), entonces:
d\ uttimotay primerody = .

Paso 7.: Parar.
Procedimiento EXPLORACION(R(at), F(ct))

Si los arcos de R(c) forman una ruta:
Poner Disttotal = suma de los arcos de R(a);
Si Disttotal < Distminima y los arcos de R(c) forman una ruta factible, entonces hacer:
Distminima = Disttotal,
Soluc = R(a),
en caso contrario, (los arcos de R(ct) no forman una ruta), hacer:
Reconocer y Registrar las cadenas de R(a); )
Poner en D1 la matriz D sin las filas correspondientes a los nodos iniciales de los arcos
de R(c) y sin las columnas de los nodos finales de dichos arcos.

Ejecutar FILTROENRAMA,; @
V(i,)) € F(a) poner dl; = o,
Obtener la reduccidn D* de la matriz D1 (secci6n 2.1. del capitulo 1).
Poner cotainf = Zqper) @y + Ziefitas Pi + Zjecotum gs (donde filas y colum son
respectivamente los conjuntos de filas y columnas de la matriz D1).
Si cotainf < Distminima y prefcompat entonces hacer:
V(i,j)/dl; =0, poner py = %ind;‘k + rrg‘nd;.
Seleccionar (i* j*) el arco con mayor penalizacion p..;  (3)
Poner R(a.*} = R{a) w(i*j*);
{Prevencion de ciclos}

Si R(a) w (i*,j*) no forman una ruta entonces:
Poner F(a.*) = F(a) w (ultimo(j*),primero(i*)))
en caso contrario Poner F(a*) = F(a);

{Fin de Prevencion}
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Ejecutar EXPLORACION(R(ct*), F(au*));
Si Cotainf + p,.,, < Distminima entonces, hacer
R(a**) =R(0);
F(a**) =F(o) v (*,j*);
Ejecutar EXPLORACION(R(a**), F(a**)).

Parar.
Procedimiento PRINCIPAL

Leer datos iniciales: ny D

Poner Distminima = .

Ejecutar FILTROGENERAL (1)
Ejecutar EXPLORACION(,9)

1.3.2.3. Variacién en el criterio de eleccidn del arco que se afiade

Ademas de la incorporacién de los procedimientos de filirado se propone una pequefia
modificacion en la eleccion del arco (i* j*) con objeto de aumentar la eficacia de los filtros en
exploraciones posteriores. La idea bésica es sencilla: se restringe la busqueda de este arco (i*,j*)
{inicamente a los arcos que finalizen en el primer nodo de la cadena donde esta el nodo 1y a los
arcos que corhienzan en el tltimo nodo de dicha cadena, en vez de buscarlos entre todos los 0 de

Ia matriz reducida D*.

Utilizando la variable auxiliar

penal : mayor valor de las penalizaciones p,;. de los ceros encontrados;

el procedimiento de eleccion del arco (i*,j*) es:
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Procedimiento NUEVAELECCION;

Paso_1.: Poner penal = oo,

Paso 2.: Vi € filas, St @* ey = 0 Y Pigrimerotty > PNl entonces hacer:

penal = D primero(i) »

i*=i

j* = primero(i).

Paso 3.: Vj € colum, sid* )i =0 Y 81 Puimory; ™ penal entonces hacer:
penal =Py »
d*=]
i* = ultimo(i).

Paso 4.: Parar.

Obsérvese que de esta manera solamente se forma una cadena en las diferentes exploraciones,

con el consiguiente ahorro de variables y de codigo de programa.

1.3.2.4.- Resultados Computacionales

Este apartado recoge los efectos que produce en el tiempo de computacion la incorporacion de
los procedimientos de filtrado y de eleccién de los nuevos arcos en la resolucion del PDP con un
sélo cliente en sistemas de descarga LIFO. Para ello se han simulado una serie de matrices de
distancias correspondientes a problemas con 4, 5, 6, 7 y 8, clientes (10 para cada nimero de

clientes). A cada problema se le aplicaron las cuatro variantes siguientes:

VARIANTE A: En esta variante no se incorpora ningin procedimiento. Sencillamente cuando

{lega a una solucién se comprueba si es factible en cuyo caso se registra. Es decir en el
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procedimiento EXPLORACION(R(c:),F(c)) no se ejecutan las lineas (/) y (2), y en el
procedimiento PRINCIPAL no se ejecuta la linea (f).

VARIANTE B: En esta variante se incorpora el procedimiento FILTROGENERAL, es decir
en el procedimiento EXPLORACION(R(a),F(a)) no se ejecutan las lineas (/) y (2), pero en el
procedimiento PRINCIPAL si se ejecuta la linea (/).

VARIANTE C: En esta variante se incorporan todos los filtros, es decir en el procedimiento
EXPLORACION(R(ct),F(c)) se ejecutan las lineas (J) y (2), y en el procedimiento
PRINCIPAL se ejecuta la linea (1).

VARIANTE D: En esta variante se incorporan todos las procedimientos descritos en el
apartado anterior; por consiguiente, es igual que la VARTANTE C salvo que se cambia la linea
(3) del procedimiento EXPLORACION(R(a),F(c)) por : Ejecutar NUEVAELECCION.

A continuacién se muestra un cuadro que resume los resultados obtenidos (tiempo en

segundos) y la grafica correspondiente:

Minimo 0.06 0.00 0.00 0.00
Media 9.511 0.027 0.056 0.061

4 Miximo 26.69 0.06 0.11 0.11
Desviacion 0.018 0.027 0.035 0.030

Minimeo 39.71 0.00 0.06 0.11
Media 398.254 0.311 ‘ 0.504 0.406

Midximo 1684.07 1.54 2.30 0.98
Desviacién 527.211 0.460 0.704 0.277




N° de clientes | 5
" Minimo | - ] oIl 0.17 0.33
Media - 2.168 6.044 4.761
6 Miximo - 4.89 14.50 13.51
Desviacién - 1.616 5.019 4515
Minimo - 0.28 1.54 2.08
. Media - §_ 5239 64.834 17.980
Méximo - 392.23 412.87 60.69
Desviacién - 114.863 118.188 18.514
Minimo - 1.43 526 1.59
Media - 360.409 570.769 88.773
8 Miximo - 2203.63 2641.89 221.51
Desviacién - 656.691 728.605 66.695

600

500

400
var.A

var.B
300
var.C

200 var.D

100

n.4 n.5 n.b n.7 n.g
Figura 30. Evolucién de los tiempos medios para las variantes 4, B, C, D.
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1.3.2.5.- Conclusiones, Extensiones y Mejoras

A la vista de estos resultados las conclusiones que se pueden hacer son las siguientes:

- El tiempo de computacién cuando se aplica directamente el algoritmo de Little es excesivo
incluso para problemas de tamafio pequefio; la aplicacién de los procedimientos y
modificaciones, como los descritos en el apartado 3, es indispensable para la reduccion del

tiempo de computacién.

- La evolucién de los tiempos de computacién de las variantes B y C son similares, en
cualquier caso son mayores los de la variante C; por consiguiente, aparentemente, el efecto del
procedimiento FILTROENRAMA es negativo. La razén es la siguiente: dicho procedimiento
detecta y registra relaciones de precedencia a partir de los apa:fcados b) y c) del Teorema 3.
Para aplicar este teorema hace falta conocer las posiciones relativas de los diferentes pares de
puntos; sin embargo cuando se forman varias cadenas no siempre es posible determinar dichas
posiciones relativas, (ver Teorema 5), con lo cual sélo se pueden registrar pocas relaciones de
precedencia y por consiguiente se detectan pocos arcos que no pueden ser seleccionados en

r

pasos anteriores.

- Este defecto se compensa con la modificacion del proceso de eleccion de los nuevos arcos,
variante D, que hace que sdlo haya una cadena en las diferentes exploraciones: por tanto,
siempre se puede conocer la posicién relativa de cada par de puntos sélo con que alguno de los
dos pertenezca a uno de los arcos seleccionados en pasos anteriores. De esta forma se puede
aplicar en muchos mas casos el teorema 3, con lo que ya se hace rentable la utilizacion del

procedimiento FILTROENRAMA.
- Como consecuencia de lo anterior la variante D resulta en conjunto la mis eficaz: el tiempo

de computacion es mayor que en la variante B para pocos clientes, sin embargo a medida que

aumenta el tamafio del problema la variante D es mas répida que las otras.
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Estas variantes no consideran las restricciones de carga en el problema; sin embargo, la
formacion de una sola cadena en torno al nodo inicial 1 hace que esta restriccion se pueda
incorporar facilmente a la variante D. En la exploracién de cada vértice se afiade un pequefio
procedimiento que, comenzando en €l nodo 1, calcula en cada paso el espacio libre que queda en
el vehiculo, tanto hacia adelante como hacia atrés, de la siguiente forma: se comienza en el nodo 1
con el valor de la capacidad del vehiculo; en caso del calculo hacia adelante q(i) se resta si se
visita i* y se suma si se visita i ; en caso del célculo hacia atras la operacién se hace al revés. A
continuacién, dependiendo del espacio libre calculado en cada caso, se impide la eleccién de los
arcos que afiadan nodos a la cadena que vayan a dar lugar a espacios libres negativos en pasos

posteriores.

Algunas modificaciones, con vistas a bajar el tiempo de computacion, que se proponen para
estudios posteriores son las siguientes: Partir de una solucién inicial obtenida por algin heuristico

o bien generar una cota superior en cada exploracion.

2.- UN MODELO DE RUTAS CON PARTICION DE DEMANDAS

A veces, en muchas actividades de distribucién, no es necesario que la mercancia a distribuir a
cada localizacién tenga que ser enviada por un solo vehiculo. Sup6ngase casos como el planteado
en el ejemplo practico del capitulo 5, en el que la mercancia que se envia desde la fabrica central a
cada una de las delegaciones se distribuye en forma de carros. Cada uno de estos carros se
considera indivisible, pero a una delegacioén concreta pueden llegar carros distribuidos en varios
vehiculos. Es decir, en este caso se podria relgjar el modelo clasico de la restriccion de que cada

localizacion debe ser servida por un solo vehiculo.
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El liberar o relajar el modelo de dicha restriccion puede ser interesante, sobretodo en aquellas
actividades en que se intenta principalmente minimizar el nimero de vehiculos utilizados.

Supongase el siguiente ejemplo sencillo:

Desde una fibrica central O, se deben distribuir a 3 delegaciones A,B y C, 6 carros a cada una
de ellas; para ello se dispone de una serie de vehiculos de 10 carros de capacidad cada unc. Con

los modelos del VRP la (inica solucién factible serian 3 rutas:
0-A-0, O0-B-0, y O0-C-0

sin embargo, relgjando la anterior restriccion, existirian soluciones factibles utilizando menos

vehiculos; por ejemplo:
O-A(6)-B#)-0, y 0-B(2)-C(6)-0;

(entre paréntesis se sefialan el niimero de carros que se envian a cada delegacion).

2.1.- FORMULACION ‘

El problema asi planteado, ya no corresponde al modelo del VRP clasico. Puede formularse de

la siguiente forma;

sean:
N={1,2,...,n} el conjunto de localizaciones, incluida la inicial,
M : Nimero méaximo de vehiculos
capac : Capacidad de cada vehiculo expresado en nimero de carros;
b, : Numero de carros demandados por la delegacionj, j=2,.n,

x; : Numero de carros transportados por el vehiculo i a la localizacion j:

parai=1,..M,yj=2,.n,
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y; : Coste de la ruta dptima que, partiendo del origen, recorre las localizaciones j
tales que x; > 0;
N, ={jeN-{1}/x;>0} v {1}

se trata de

sujeto a:
Liaxy<Scapac, i=1,.,M;
2“,:1 xy=b;, j=2,..m
w20, i=1...,M, j=2..n
donde y, = 0 si N, = {1}, en caso contrario

yk=miﬂ Z Z d[ng

ieN; jeNy

sujeto a:
z;eNka=l, jGNk;

Zien zy=1, i€ N
ui—w+{Nelzg<[Nel-1, ijeNe—{1},i#j;
zy € {0,1}, i,j € Ng,
uieZ*, ieNg—{1}.

para cada k = 1,..,M; en este segundo caso si se desea se puede incorporar en la funcién objetivo

el coste del vehiculo.
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Se pueden incorporar las ventanas de tiempo a este modelo redefiniendo adecuadamente el

problema de obtener y,.

2.2.- ADAPTACION DEL ALGORITMO DE BEASLEY

Para resolver este tipo de problemas se han probado adaptaciones de algoritmos para el VRP y
para el VRPTW; por ejemplo e! algoritmo de Beasley descrito en el Capitulo 2 puede ser
modificado facilmente para obtener un heuristico eficaz para el anterior modelo. Esta

modificacion consiste en lo siguiente:

- Formar una gran ruta inicial con las localizaciones originales;

- Manteniendo el orden establecido por esta gran ruta, considerar cada unidad de
mercancia indivisible (carro, palé,...), como puntos individuales independientes situados

en la localizacién correspondiente. Enumerar los puntos segin el orden obtenido en la
gran ruta inicial. El mimero de puntos que forman esta nueva gran ruta sera 1+Z5, by.

- Definir la red completa formada por estos puntos y con matriz de distancias c; segun se
defini6 en el algoritmo original

- Obtener el camino minimo en esta red desde el nodo 1 hasta el 1+Z7, b;. Los puntos
que forman este camino minimo determinarin el conjunto de rutas que forman la

solucion.

204



2.3.- COMPARACION DE LOS MODELOS MEDIANTE UN EJEMPLO
REAL

En esta seccién se muestra el resultado de aplicar la adaptacién del algoritmo de Beasley

descrito en el subapartado anterior al problema real descrito en el capitulo 5

Numero de Rutas generadas: 12.

Nitmero Total de Kms. recorridos: 10.444.

S 7
02 ::'”.. bs tranapartado. oo .
1-12(6)-2(6)- 3 (16) - 1 1.309
1-12 (2)- 26 (8) - 27 (14) - 1 1,086

1-25(28) -1 572
1-15(9)- 14 (15)- 13 () - 1. 344
1-9(17)-15(5) - 1 212
1-16(3)- 17(3)- 19 (8) - 786
21 (14)- 1
1-23 (13)- 22 (7) - 24 (8) - 1 1.184
1-18 (6)-20 (17) - 22 (5) - | 1,165
1-8(16)- 10(4)- 11 (7) - 830 n
18 (1)- 1
1-7(18)-8 (10)- 1 387
1-7(10)-6(8)-5(10)-1"{ 1.276
1-5(18)-4(@)-3(6)-1 | 1293

Una comparaciéon del modelo de particion de demandas con el modelo VRPTW clasico

muestra que la solucién para el VRPTW con los mismos datos y con el mismo algoritmo tiene 16

205



rutas y 11.678 Kms. La mejor soluciéon conseguida por la variante TIEMPO MAXIMO DE
COMPUTACION tiene 13 vehiculos y 10.637 kms. Por consiguiente es claro que este modelo

puede ser considerado cuando menos interesante para el tratamiento de los problemas de rutas.
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ﬂ

APENDICE : MODELIZACION DE DIVERSOS
PROBLEMAS DE MATEMATICA
COMBINATORIA

1.- PROBLEMAS DE ASIGNACION

1.1.- PROBLEMA DE ASIGNACION LINEAL GENERALIZADA

Sea el problema en el que n tareas deben ser realizadas por m miquinas con la condicion de
que cada tarea debe hacerse en una méquina, y el tiempo méximo de uso de cada méquina es b, ;
sea a; el tiempo que emplea la maquina i en realizar la tarea j y c; el coste en que se incurre

cuando la maquina i realiza la tarea j, el problema se formula como:

m
min 2, X cyXy
=1 j=1

sujeto a:
ny-:l’ j= 1,...,n;
=1

n
Zag'x,y‘Sbj, i=1,.,m;
=i

Xy e {0,1}‘
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Métodos de solucién para este problema como el de Ross y Soland, (1.975), y el de Fisher y
otros, (1.986), han sido programados para la elaboracion del algoritmo de Fisher y Jaikumar para

el VRP descrito en el capitulo 2.
1.2.- PROBLEMA DEL EMPAREJAMIENTO PERFECTO CON COSTES

Dado un conjunto de n items (n par) si se emparejan los items 1,j se tiene un coste ¢;; el

problema trata de emparejar los n items de forma que el coste total sea minimo. Es decir

n
minimizar 2, cyXy
i1
i<f

sujeto a:
n n
Y x4+ 2 oxxp=1, j=12,.n
=1 =l
i<f B
x€{0,1}, Lj=12,..0i<j

donde

' 1, sii se empareja con j,
X. = i,j=12,..ni <]

0, en caso contrario,
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2.- PROBLEMAS DE EMPAQUETAMIENTO Y CUBRIMIENTO

2.1.- PROBLEMA DE LA MOCHILA (KP)

Se dispone de n objetos con peso p, y valor v, , i = 1,...,n, y una mochila que soporta un peso
méaximo P. El problema consiste en elegir el subconjunto de objetos de mayor valor sin sobrepasar

el peso P. Puede haber restricciones adicionales y varios objetos de cada clase.

2.2.- PROBLEMAS DE CUBRIMIENTO

Los problemas expuestos en esta seccion, se formulan en términos de conjuntos. Para ello se

define:
M = {1,2,...,m} un conjunto base, y

IP={P, P, .., P} una coleccién de subconjuntos de M, es decir

PicMVj=12,.n
2.2.1.- PROBLEMA DE EMPAQUETAMIENTO DE CONJUNTOS (SP)

Se dice que una subfamilia IL S IP es un empaquetamiento del conjunto M, si todos los
elementos de IL son disjuntos dos a dos. Si ¢, es el beneficio obtenido por usar el elemento P, i=

1,2, .., n, se trata de encontrar el empaquetamiento de mayor beneficio.
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2.2.2.- PROBLEMA DE PARTICION DE CONJUNTOS (SPP)

Se dice que una subfamilia IL € IP es una particion de M, si es un empaquetamiento y cada
elemento de M est4 en un Gnico subconjunto de IL. Si c; es el coste de utilizar el elemento P, i =

1,2,...,m, se trata de encontrar fa particion de minimo coste.

2.2.3.- PROBLEMA DE CUBRIMIENTO DE CONJUNTOS (SCP)

Se dice que una subfamilia IL S IP es un cubrimiento de M, si cada elemento de M esté al
menos en un subconjunto de IL. Sea c, el coste de utilizar el elemento P;, i = 1,2,...,m, se trata de

encontrar el cubrimiento de minimo coste.

3.- PROBLEMAS DE RUTAS

3.1.- PROBLEMA DEL CAMINO MINIMO

Planteamiento del problema

Dada una red G = (N,S), y unos costes (o fongitudes) ¢; para cada arco (i,j) en S, se trata de
encontrar el camino minimo (méis corto) entre dos nodos de la red G. Pueden considerarse los
problemas de encontrar el camino minimo entre un par de nodos concretos, de un nodo fijo a

todos los demés o entre cada par de nodos.

Técnicas de solucién

Dada la particularidad de este problema existen algoritmos especificos disefiados para ¢l. Entre

otras, cabe citar los siguientes: Algoritmo de Ford, Floyd, Dijkstra....
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Por su uso a lo largo de esta memoria a continuacién se describe el de Dijkstra también
llamado 'Algoritmo de etiquetado’ que requiere ¢; > 0, V i,j. Este algoritmo encuentra el camino
minimo del nodo 1 a cada uno de los demas nodos.

Para cada nodo i, i = 1,...,n, se define L(i) = (B, ,1,), donde u, es la longitud de la ruta, formada

en cada momento, del nodo 1 al i, y 6, es el nodo inmediatamente anterior en dicha ruta.

Paso Inicial

Poner P ={1}, T={2,...,n}, u,= 0; Para j=2,_..,n, poner u=c,; Para j=1,...,n, poner 0,=1.

Paso I (Designacion de una etiqueta permanente)

Buscar k € T tal que u, = minjer u;
Poner T = T-{k}, P=P v {k}
Si T =, parar; si no ir al paso I

Paso IT (Revisidn de etiquetas tentativas)
Vje IT'siy>u +c, poner8,=k,u=u +¢;;IralpasoL

La longitud de! camino minimo del nodo 1 al j, j=2,...,n es ;. Para determinar la ruta minima
se utiliza el vector 6 = (8,, 8, ..., 8, ): el valor de 9; indica el predecesor del nodo j en la ruta
Optima.

3.2- VARIANTES DEL TSP

3.2.1.- TSP CON EMBOTELLAMIENTO

El planteamiento es similar al del TSP clasico pero con un 'tiempo' o gasto de estancia en cada

ciudad. Como ejemplo de TSP ‘con embotellamiento' consideremos una linea de produccién con
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estaciones de trabajo ordenadas secuencialmente. Hay n trabajos que deben ser realizados, en
cualquier orden, uno en cada una de las estaciones. El tiempo requerido para hacer el trabajo j
inmediatamente después de hacer el trabajo i es:

t;=d;+p;

donde d; es el tiempo intermedio entre las estaciones i y j, y p, el tiempo requerido para realizar la

tarea j.
Se trata de minimizar el tiempo total de permanencia en la linea de produccién, es decir:

T Zi1 Zier fyXk con las restricciones del TSP clasico.

3.2.2.- TSP DEPENDIENTE DEL TIEMPO

Consideremos un TSP en el que hay n periodos de tiempo diferentes y donde d,, es el coste de
ir directamente desde la ciudad i a la j en el periodo t. Las variables x, se definen de forma

aniloga a las x;, del problema clésico. El problema se formula como:
minimizar E;l E;.l E;Ll dyz'Xg:

sujeto a las siguientes restricciones:
Ejll E'ri:l Xir = 1: i= 1,...,[1;

Ef:l E}Ll X = 1, t= 1,...,!1;
T Zhixp=1, j=Ll..m

E};; Tha Xy — Z;;l oV txp=1, i=2,..,m
(el tiempo que hay entre dos llegadas consecutivas es 1)

se supone para simplificar que el viaje comienza y acaba en la ciudad 1.
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Otros variantes mas recientes del TSP se pueden encontrar en Rote, (1.992), Paletta, (1.992) y
especialmente en el libro de Lawler, Lenstra, Rinnoy Kan y Shmoys, (1.985).

3.3.- VARIANTES DEL VRP

3.3.1.- PROBLEMA DE RUTAS CON RESTRICCIONES DE CAPACIDAD

Se define como el VRP con la siguiente caracteristica adicional: cada arco (i,j) tiene asignada
una capacidad méxima cap; de tal forma que el vehiculo que recorra este tramo no puede llevar en

ese momento una carga SuUperior.

Un amplio tratamiento de este problema puede verse en Benavent, Campos, Corberan y Mota,
(1.990) y (1.992).

3.4.- OTROS PROBLEMAS DE RUTAS

3.4.1.- PROBLEMA DEL CARTERO CHINO (CPP)

Sea una red G = (V,E) en la que cada arco v € V tiene asignado una distancia d; sea un
subconjunto de arcos V' & V. Se trata de encontrar la ruta de menor distancia que, partiendo de
un nodo inicial 1 recorra todos los arcos de V.
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