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INTRODUCCION.

El objeto de la presente memoria es el estudio de al
gunas ecuaciones de evolucidén no lineales de la Teoria Clisica
de Campos. Dichas ecuaciones son la base de posibles modelos de
particulas elementales, interpretando éstas como regiones del -
espacio en donde estin localizadas la energfa, la carga, etc.

La idea de construir modelos clisicos para particulas
elementales es bastante antigua [1-4 . Dos dificultades hay -
que sobrepasar inicialmente en dicha construccidn: primero, ele
gir las ecuaciones clisicas que presenten soluciones regulares
y localizadas, que de aqui en adelante denominaremos ondas soli
tarias, y segundo, demostrar la estabilidad frente a perturba-
ciones de estas soluciones.

A principios de la pasada década, M. Soler [5] estu-
didé numéricamente el campo espinorial\y de Dirac autoacoplado
escalarmente mediante el término de cuarto orden (q'q/)z, de-~
mostrando que el estado fundamental de dicho campo representa
una partficula de spin 1/2, La determinacién del parimetro que
aparece en la fase temporal de dicho estado lo realizé M. So-
ler invocando el principio de minima energfa, consiguiendo de
este modo una normalizacidn del campo mediante un procedimien
to totalmente clisico. Los sucesivos estudios realizados con
estec campo espinorial no lineal acoplado con otros campos rlé
sicos [6-9], sugieren la identificacidén de 1la onda solitaria
del campo espinorial con los nucleones,

El acuerdo conseguido en la identificacién onda soli
taria-nucledn nos incita a intentar analizar algunos de los -
problemas que todav{a quedan por resolver en la anterior iden-
tificacidn. Todos ellos pueden resumirse esencialmente en uno:
conocer la dinfmica que rige la evolucidén de las ondas solita-
rias del campo espinorial\y . Responder a este problema entraiia
matemiticamente resolver un sistema de ecuaciones de evolucién
no lineales, lo qe hoy por hoy resulta imposible. Aln la resg
lucidén numérica de! mencionado sistema en el espacio cuadridi-
mensional de Minkowski implica enormes dificultades. No obstan
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te, dar una respuesta, aunque sea parcial, resulta ineludible
ci deseamos dar consistencia a la ya mencionada identificacidn.

Recientemente [10-—1@], un gran nimero dc ecuaciones
no lineales de evolucién (principalmente del tipo Klein-Gordon
con autoacoplo de cuarto orden y de Schrédinger con no lineali
dad logaritmica) han sido estudiadas con vistas a construir mo
delos para particulas elementales. En todos estos estudios, la
metodologia usada consiste en pasar de situaciones sencillas,
introducidas mediante hipdtesis simplificadoras, a otras mis -
realistas pero mis complicadas.

Una de las suposiciones mis utilizadas ¢s el admitir
trabajar en un espacio de Minkowski bidimensional. La fecundidad
de esta suposicién radica en el hecho de la eristencia de ecua-
ciones de evolucién no lineales involucrando soio una variable
espacial, denominadas completamente integrales, cuyo problema
de Cauchy es resoluble analiticamznte. Sin embarzo, 1la resolu-
cidén se realiza por el denominado método de la transformada es
pectral inversa (IST) el cual no es utilizable para la gran ma
yorfa de ecuaciones. Por otra parte, las ondas solitarias de las
ecuaciones completamente integralcs, denominadas solitones, pre
sentan la propiedad de no sufrir cambio alguno (modulc un desfa
se) al interaccionar entre ellas. Esta caracteristica no las ha
ce ser buenas candidatas para representar clisicamente a las -
partfculas elementales. Contrariamente, las soluci-nes de los -
sistemas no integrales tienen una dinémica que no adolece de la
anterior dificultad, y por ello su estudio, aunque principalmen
te numérico, ofrece gran interés.

Siguiendo algunas veces razonamientos similares a los
utilizados para los campos escalares no lineales de Klein-Gordon
en el presente trabajo analizaremos la din&mica de forma -
cibén e interaccidn de las ondas solitarias del campo espinorial
\P no lineal en el espacio bidimensional. Aunque recientemente
en algunos estudios de lag soluciones de los campos no lineales
se introducen ideas cuinticas [17-—18], en el nuestro, clésico
gignificari no cuintico.

En el primer capitulo de esta memoria, deducimos la
expresidén de las ondas solitarias de la ecuacidén de Dirac con



autoacoplo escalar de cuarto orden en el espacio bidimensional,
Asimismo, analizamos la estabilidad de dichas ondas bajo los -
efectos de perturbaciones pequeiias. E1l método utilizado en este
anilisis es aplicable a las ondas solitarias para la ecuacibn -
de Dirac con otros autoacoplos, aplicacidén que se realiza en -
uno de los apéndices de la memoria,

El segundo capitulo contiene el esquema numérico em-
pleado para resolver la ecuacién de Dirac no lineal, asi como -
las principales propiedades del mismo que hacen aconsejable su
utilizacién. En el (iltimo apéndice se demuestra como una genera
lizacién de este esquema es utilizable cuando la ecuacidn de -
Dirac involucra dos o tres coordenadas espaciales.

En el capitulo tercero se analiza la evolucidén de al
gunas configuraciones iniciales, y como éstas, en ciertos ca-
sos, tienen como estado asintético final uno constituido por -
un conjunto de ondas solitarias,

En el cuarto y Gltimo cap{tulo, se estudia la interac
cidén binaria y mditiple de ondas solitarias. Al final del tra-
bajo se enumeran las principales conclusiones obtenidas en el
presente estudio.
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I.1.~ Ecuaciones de campo, Cantidades conservadas.

Utilizando unidades naturales, la ecuacidén de Dirac
unidimensional con autoacoplo escalares (gl = (1,-1))

i\(}l),‘\l{—m\\/+ 2)\(\}7\{/)0‘/= o (1.1.1) .

la cual deriva del Lagrangiano

1 - - 2
;E, - (‘l"("a"‘”()ﬂ‘("‘f) - m(y ) +>\(\J(+)
siendo 2 X la constante positiva de autoacoplo. Siempre que no
se diga lo contrario, escogeremos como matrices de Dirac

o _ 1 0 1=0 ]\
X 0 -1 " "t o)
E1l anterior éampo de Dirac tiene como corriente, ten
sor energfia-impulso y momento angular respectivamente

A G
L @0y ey Ry

P T e T

)

de donde, via teorema de Noether, se deduce la conservacidn de
las siguientes cantidades

Q- J:Elx J{N"' eyl 2}Ej:deJQ(xe)

£ = o fraCti o #5tpa) +nl 21l
Tt s e

o

P = jEx{Im(\[’:\*’lx'H}/; ““)Zx) } Ei.,odx ?P(x: )
s = Exgxgscx,jo - t?P(x,‘t)} | y
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siendq\yl y\yz la primera y segunda componente del spinurky.
Las tres primeras cantidades conservadas son la carga, energia
y momento del campo, mientras que la conservacidén de la (ltima
esti relacionada con la invariancia de la velocidad del centro
de masas.

c R lDefiniendo el espinor conjugado de carga \l como -
\P ::\( X" V¥'y teniendo en cuenta [20] que el Lagrangianc ante
riormente introducido es invariante bajo la actuacidén del grupo
SU(1 s 1), es decir bajo transformaciones del tipo

Yy + ey

donde los nimero complejos ¢!, (5 satisfacen ldlz - (J,\ 2 . 1, se
deduce a través del teorema de Noether

W (T y©)=0

y por tanto otra cantidad conservada es

R = j:dx 2 l*/z

. Habida cuenta que otras ecuaciones en derivadas par-
ciales no lineales tienen infinitas leyes de conservacién, ca-
brisz la posibilidad de que la ecuacidn que nos ocupa tanhién -
las tuviese, Ahora bien, ya que la existencia de dicha infini-
tud es creido [27] que se debe a la factorizacidn en parejas
de la interaccidn miltiple de ondas solitarias y, como veremos
mis tarde numéricamente, esta factorizacidn no tiene lugar pa-
ra la ecuacién de Dirac con autoacoplo escalar, nos inclinamos
a pensar que no existen mis leyes de conservacién o, al menos,
un nimero infinito de ellas,
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I.2.- Existencia de ondas sglitarias.

Si denotamos por HI(R) el espacio de Sobolev de las -
(clases de equivalencia) funcioncs f(x) de cuadrado integrable
enlR con primera derivada generalizada f'(x) también de cuadrado
integrable, viniendo la norma de este espacio definida por

® 2%
uanI=U ax(la 12+ 1e01 ]

. o0
entonces, es bien sabido que la ecuacién (I.1.1) tiene solucién
tnica global en el espacio

H=ul (R)y® H! (R)

Estamos interesados en las soluciones estacionarias de
(I.1.1) del tipo
—ilt

Yislx,t) = A(x) e e (1.2.1)

25(x 5 t) = 1B(x)e

Sustituyendo estas expresiones en (I.1.1) y tras un cdlculo al-

gebraico deducimos el siguiente sistema de ecuaciores para A(x)
y B(x) '

-m(A2 -B2) + \ (A2 +B2) +)\(A2-B2) =k

4AB = - 1 Eiﬁi:diil

A dx

siendo K una constante arbitraria. Si K # 0, en la integracién
del anterior sistema aparecen integrales el{pticas; solamente -
cuando-K = 0, la solucién de dicho sistema adopta la siguiente
forma compacta

A(x) =_‘/LX fmz__/\z ’m+/\ ch(\‘mz.../\zx)

m+Ach(2 \/;12 -A? %)

: 2.2
B(x) =L m2- N2 m -\ sh(Ym _\ x)
VX\J N \/ /

m+ Ach(2 \/mi -_7\7 x)

(z.2.2)

donde el parémetro/\ s que determina univocamente la solucidn es
tacionaria, toma los valores 0<£ f\é_ m. En el caso/\= m la solu-
cidn estacionaria es la idénticamente nula.
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La expresidn de las sonluciones estacionarias de (I.1.1)
moviéndose con una velocidadV adopta la siguiente forma

5 x - Vt t-vx,
-V "[’15

==, ﬁz
+\,1-,\,1-v2\{125(3‘_1‘_\$‘21 H)} (1.2.3a)

(x, t) =——1—.—__-—_—=- 1_‘1_\,2 X = Vt t -~ Vx
Yasp(x " ‘l‘ Ve \’ ' 1s \[1-
\’ -Vt t-y 7
+ 1+\’1-~\I2 \"/25( "1_ 2 ’2‘) J (I.2.30)

La densidad de carga de (I.2.3a,b) es

(m2 -A ){.ch(zm V:LE }
W{mﬂch(zm -’Jf——%)j ?

y por tanto la citada solucidn puede interpretarse como un paque
te que se mueve con velocidad V, es decir, la soluciédn (I.2. 3a h)
puede considerarse como una onda solitaria. Todo ésto queda ain
m4s claro si tenemos en cuenta que la energia y el momento de es
ta solucién vienen dados por

MEVARNA

=2 in A
B )\ql—vz m-th-

de donde deducimos la siguiente relacién

2
Esp = Pés +E2y (v = 0)

que es la clisica relacidén relativista entre energia y momento.
La carga de las ondas solitaria (I.2.3.a,b) es



-6 -

_ \m2 A2

Qsp = )\/\

Ademis de las ondas solitarias antericres, la ecuacién
de Dirac con autoacoplo escalar tiene otras soluciones que se -~
pueden escribir en forma explicita. En efecto, si en (I.1.1) ha
cemos

f\(x) ei/\t
ia(x) ei/\t

Yilx, )
§2(x, t)

N A ~
deducimos el siguiente sistema para A(x) y B(x)

-m(A2-82) + A (A2 +82) + A (A2-82) =«

4/\23 - d132-§2)

dx
. A2
y haciendo K = - -(—E‘T;T\l—' obtenemos

A(x) = -(A-m) \[_; - ch(z ’7\(——_/\-,,.) x) +m

A-m Sh(Z\}/\ (A-m) x)
2 m ch(Z\’/\O\—m) x) +\[;\7\

tomando ahora el paridmetro A los valores A), m., Como estas solu-
ciones no son localizadas, ya que tienden hacia una constante en
el infinito, las desecharemos y concentraremos toda nuestra aten
cién en las ondas solitarias (I.2.1).

S(X) = m
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T.3.- Estabilidad de las ondas solitarias.

Uno de los rasgos mis comunes de las ondas solitarias
de la mayoria de las ecuaciones no lineales es su estabilidad
bajo perturbaciones, Habida cuenta que las ondas solitarias de
la ecuacién de Dirac con autoacoplo escalar son soluciones del
problema variacional

g(E -AQ) =0

puede pensarse que la estabilidad de las mismas se deduce, via
teoria de Liapunov, de este hecho. Sin embargo, dichas ondas no
hacen ni miximo ni mfnimo el anterior problema variacional y por

tanto nos vemos obligados a estudiar su estabilidad infinitesi-
mal.

Para mayor claridad, esta seccién la dividiremos en -
tres subsecciones: en la primera plantearemos el problema e au
tovalores asociado a la estabilidad infinitesimal, er la segunda
expondremos algunas propiedades de dicho problema de autovalores
y en la tercera subseccidén demostraremos la estabilidad infinite
gimal de las ondas solitarias.

a) Planteamiento del problema de autovalores.

La ecuacién (I.1.1) se puede poner como

Wre  Waxtimby + 200 () 2ol O = o
Wzt"‘\{/l"_im\h-*zi)‘(“’l'2'“‘"2'2)\{/2=0 (1.3.1)

donde los subindices x, t indican derivacién respecto a las va-
riables espacial y temporal. Deseamos estudiar la estabilidad -
infinitesimal de las ondas solitarias,

A(x) -iAt
Yglxs 0 =(iB(x) \) €

donde A(x) y B(x) vienen dadas por (I.2.2). Estas funciones veri
fican lo que llamaremos de aquf en adelante las ecuaciones de -
‘las ondas solitarias, es decir
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9A L (m+A)B-2N(AZB-B3) =

;; =0
B (m-AA+2A(BZA-A3) = 0

dx

Si escribimos la solucién q’de (1.3.1) como suma de\I/S
y una perturbacién del modo siguiente

Yix,t) ={elx, ) + £ (12813) e“’mt (1.3.3)

y sustituimos esta expresién en (1.3.1), quedidndonos en primer -
orden en £ , obtenemos

()Oir {(m_/\) -2M(a2-82)] oy *”%%'i
')0(1 [(m_/\)+2\(31\2 32]0( +[4)\AB_2-]Pr

fr%% - _D_‘i?. +[_m_/\ +2)\(A2-B2)] B

Qgi [4)‘AB+2—]& +[,,,+/\_ 2\ (A2 - 332)](3

siendodz o, + oy, @Z—. @p"‘i @i

(1.3.4)

Nos proponemos resolver el anterior sistema lineal de
ecuaciones en derivadas parciales junto con el dato inicial -
A(x, 0) = o(x), (x,0)=0,(x) y para ello, supondremos que
tanto o (x) comofd,(x) pertenecen al espacio HI(R). Al ser el
sistema (I 3.4) debllmente hiperbdlico en el anterior espacio,
puede resolverse empleando el método de la transformada de Lapla
ce. La definicién de este tipo de sistemas, as{ como algunas de
sus propiedades, puede verse en el apéndice A.

Definiendo la transformada de Laplace de f(x, t) como
o

8xQ) = J 0 £(x,t) at

(o]

y recordando que si f--»0 cuando |x|-—>»¢0 , entonces se verifica
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A
31; - —£(x, 0) +Q) F(x,Q) = ~£o(x) +CL £(x,0)

el sistema (I.3.4) se nos transforma en

-ﬂo(i~48’"+(/\ m)ot +2N(3A2 - Bz)ol —4)\AB(7~

/~

_()c(t_.fj—&+((\--m)o(i+zt\()\2-132)0(jIL =d

i
or

L8, +d°(‘"+(/\+m)p,-2)\(:\2 3B2)(3r-4>\ ABd =_§01

Qg;rﬁ-‘é;}:r (/\+m)@i- 2\ (A2 -8?) (Si =@,

es decir, el problema de la estabilidad de las ondas solitarias
se reduce a estudiar el siguiente problema de autovalores

wp=-Qp, QcC ¢e H(TR) (1.3.5)

siendo el operador

2 d
0 m-p-2)(AZB2) o <
A-m+2)M(3A2-82) o a4 as -2 0
L= dx
4 2 .2
0 -~ ) -m-N+ 2\ (A2-B2)
-4\ AB +d;':c 0 m+ A-2M(A2-382) o

b) Propiedades del problema de autovalores

12) Teniendo en cuenta (I.3.5), es ficil darse cuenta
que{).= 0 es un autovalor con autovectores
Al

s g. (1.3.6)

]

@ Qo »O

indicando las primas derivacidn con respecto a la variable x. Las
otras dos soluciones del sistema (I.3.5) conf1v= 0 no son acepta-
bles como autofunciones. En efecto, paral) = 0 el mencionado sis-
tema se desacopla en los dos subsistemas siguientes:



[

d4, [_m_/\+ 2)\(A2—Bz)] 4’4

-(:—‘i‘i = {-m+/\+ 2)‘(52'32)] ¢2

y :
%él- = 4)\AB¢1 + [—(m+/\) +2M(A% - 352)] (#3
d

(A

ax [—(m—f\) + 2%(31\2 - Bz)] ¢1 - 4)\AB ¢3

de los cuales conocemos una integral para cada uno, por leo tanto,
dichos subsistemas son equivalentes (excepto en aquellos valores
de x que anulen B 4 B') a

j‘f_z__ [(m-/\) 2. z>\(— - BA]%

[(m— ) o+ 2>\(— - B)]¢

(1.3.7a)

[~%
=2 &

%l

«
?

d lrd
j:: [4)\AB+(m—I\) %: - 2\(3A2-B%) —3:] (f)l

iﬂ,:__ [ —(m=A) + 2)\(3A2 -BZ)] $

donde se ha introducido el siguiente cambio de variable dependien

Com-en® B -6

Teniendo en cuenta que cuando x—» + 00 entonces -

|

(1.3.7v)

A(x) —> 0 B(x)—> 0
A(x) m+A A'(x) m
B( x) -1z m-p B'(?() s m -\

se deduce que (1.3.7a) y (I.3.7b) tienen soluciones que asintdtij
camente se comportan como
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fi, ~ ﬂ \lm —I\ X e(m-Z——I\_Z— x
q54 2(m+N) V -A

$ 1

/:I ~ +,\ﬁ Q)/mz-l\z x \‘;2-/\2 x
& 2(m+A) ymop e

cuando x—»+® , De todo ésto se iufiere que_Q= 0 es un autovalor
doblemente degenerado del operadorl .,

La presencia de las autofunciones (I.3.6) es debida a
simetrias de la ecuacién de Dirac no lineal mas hien que a la es
tabilidad de las ondas solitarias de dicha ecuacibéun. En efecto,
la primera autofuncién es una consecuencia de la invariancia gauge
de primera especie de la citada ecuacidn, pues indica que

o€ ne it o (1 1ig) ae Nt
et et v (1+16) B et

es soluciédn de la mencionada ecuacién. La segunda autofuncidn es
una consecuencia de la invariancia traslacional, ya que indica

(A+E '::—i) e—i/\t:: A(x+§) e'i/\t

as -ift -iAt
(p+e ) et nixee) ¢
es solpcién de la susodicha ecuacién.

22) Al ser todos los elementos del operador matricial
L funciones reales se deduce que si @ es autofuncién de dicho ope
rador con autovalor (1 » entonces ¢ también lo es con autovalor
U, Igualmente es inmediato deducir la siguiente implicaciédn

Q autovalor del_ con autofuncion ? —_n_ autovalor de L con autofun-

‘. \
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En definitiva, el espectro del~ es simétrico con respecto a los
ejes real e imaginario del plano complejo(]..

- 32) Tras una comprobacién directa se deduce£1.= —21’\
y—O. = Zi/\son autovalores de L con autovalores

B B

B -

iA , i": (1.3.8) .
iA ~iA

respectivamente. Demostraremos ahora que estos dos autovalores
son no degenerados. Tomemos {1l = -2i/A, igual se haria el caso -

= ZiA. Es conveniente [28] introducir el siguiente cambio de
variable dependiente

$' 1 o i
(]

gl 0o 1 o
(,f); o o 1 i d",

Vo 'd
¢&, ooo-‘z1 49,,

Q
1=
=

1
»lm >
L

é

[}

y el problema de autovalores (I.3.5) paraf)= -ZiA adopta la forma
o}

.| N els
o

Vo hoe

donde

1, = -»2A—A 1 = i(m-A) £ - 26 (a%-8%) 3

4)\AB+3ﬁ—B' [E-i(m-/\)+2i)\(A2—Bz)] % —(m+/\)+2%(A2-352‘)
N= ZiA% {(m-l\) -2)(A2-32)] _% 2i A

~(n=A) + 2M(3A2-B2) +2\ 21A-i(m-A+ 2iMA2-B2) ~4\AB

Luego (I.3.5), paraQl= -2iM,es equivalente a una cuadratura y al
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sistema.

E

4
d
-~ g; } =n|¢ (1.3.9)
¢S 4 $_:,
Para x—>+® (I.3.9) se nos transforma en
N v
m-A m -
G| [N am-ny 2R @en) [
7 j : j s
A ¢ =21 AJm= m=-i ¢
dx{ 12 |* 21 A m+N\ (m-A) m+A 21 2 (1.3.10)
~ s
¢a. —m+ 3N i(-m+ 30 0 d&
Si A'#% este sistema asintdtico tiene como matriz fundamental
P eJx p-1
siendo
mz--/\2 o o

J = 0 \/mz-q A2 0
0 o - ,{ m2-9A2

_3Q2 o
m+ 3A

P=| i(m+ 37) 1\/m+3/\ _i\/m+3/\
m2- p2 \h—BA ym-3A
zi\fm2-9/\2 ' 0 0

o

! ’ ‘ v e a2
et 162 :tg//{ —1\Jm+3/\(v m2-p2 + m2—9,\2) Nym-3 i A

m+3 A —

~ifmtap (m2-p2 - \/mz-‘)/\z) BA%Ym-3A -8 iA?

m+ 3N V;IXK
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De la expresidn de esta matriz fundamental es inmediato
inferir la no degeneracién del autovalonf2= ~2i/\. Para el caso -

A= % s (I.3.10) se puede resolver directamente llegindose a la -

misma conclusidn. Numéricamente se ha analizado la posible exis-
tencia de nuevos autovalores sobre el eje imaginario; para ello
se ha utilizado las soluciones asintéticas de (I.3.5) que decre
cen exponencialmente, a partir de las cuales, mediante el método
de integracién de Hamming [?3], se ha obtenido la solucién de -
(I.3.5). En todos los casos analizados, salvo para{l= 0 yf1=i2iA,
la solucién crece exponencialmente en el extremo contrario al que
se ha empezado a integrar numéricamente.

La presencia de estos autovalores imaginarios también
es debida a simetrias de la ecuacidén de Dirac no lineal., Demos-
trémoslo para el primero de los autovalores de (I.3.8), de igual
forma se haria para el segundo. La existencia de dicho autovalor
implica que

B
-2iAt | iB
e A

iA

es solucién del sistema (I.3.4) y por ser los coeficientes de es
te sistema funciones reales, también serin soluciones

B B cos 2At)

~2iA ¢ iB _ | B sen 2At
Re{e A } B A cos 2A¢
iA A sen 2At

B -B sen 2At

_2ilt iB } —| B cos zAht
Im{e A -A sen 2/t
iA A cos 2N\t

Para estas dos soluciones, (I.3.3) adopta la forma

Y=t +£(i§§3) o 1At (1.3.11)
\‘/"’\"54'&(353) eiAt (1.3.12)

Ahora bien, la existencia de este par de soluciones en primer or
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den en £ de la ecuacién de Dirac no lineal es debido a que dicha
ecuacién es invariante bajo la actuacidén del grupo SU(1 ,1). En
efecto, ya que la onda solitaria\Fs es sqlucién de la ecuacidn de
Dirac no lineal, también serid solucién eﬂg\ys y si parametrizamos
el anterior grupo del siguiente modo

TR
siendo |
T geiget, g oy ()¢
también seri solucidn

1+g2 ol® p-ie ‘{’s*f elf (o-i9 +S)c

que en primer orden en\f, 9, £ adopta la forma (I.3.11).

Partiendo de una parametrizacién del grupo SU(1, 1) del
> C
Y

se llega a la conclusién de que la existencia de (I.3.12) es -
igualmente debida a la invariancia de la ecuacidén de Dirac no 1i

neal bajo la actuacién del anterior grupo pseudo-unitario espe-
cial.

tipo

42) Exceptuando las transformaciones de Lorentz puras,
todas las simetrias continuas conocidas de la ecuacidn de Dirac
con autoacoplo escalar han sido asociadas a los tres autovalores
encontrados del operador lineall . Demostremos ahora que la aso-
ciacién autovalor<«sgrupo continuo de simetrfa no es posible para
dichas transformaciones Lorentz,

Si representamos la transformacién de Lorentz pura a
lo largo del eje espacial de velocidad thf por

/\ = ch & sh§
L shg chg

entonces, el resultado de la actuacidn de esta transformacién so
bre la onda solitaria viene dado por

Ys' () = s(A) Ys(AT! 0 (1.3.13)

donde
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S =I—%&0\'01‘I+-—(\( »(‘]

Desarrollando (I.3.13) en potencias de E y quedindonos
en primer orden en ese paridmetro obtenemos

. dA iB
[ A(x%) -ife t g tihaa+ss ~iAt
Yoo ‘(ia(x) e
[t——+i/\ B——]

de donde deducimos que la solucidn del sistema (I.3.4) asociada
con las transformaciones de Lorentz puras es

dA
-t dx

AXA + L

%(x,t)

-{,-—-

A
Axs -2

v la extensidn analitica de la transformada de Laplace de¢ la an
terior solucién es

_n-2dA
(AxA+8/2)Q7 T

-2 dB
-4 dx

(AxB - A/2) Q7!

A
EE;)K (x sgb ’Sl #0

A
El vector‘?((x,fl) es solucidn del problema inhomoge-

L¢ o(oi -Q¢
(soi

neo

siendo

=x(x syt = 0)
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y por ende, inferimos que las tiansformaciones de Lorentz puras
estén asociadas a una solucidn particular del problema inhomoge
neo.

52) Determinemos el espectro continuo del operador‘l_.
Para ello plantearemos el siguiente problema de autovalores

qu&:'uygb | ’Aeﬂ’\ ,d)e@Hl(ﬂ\) (1.3.14)

siendo‘_w la parte asintdtica de L, es decir

0 q—/\ (4] 7:19;

L _ —m+/\ 0 -ﬁ o
© = 0 —-a‘:—[ o —m-/\/
dix 0 m+ N\ 0 y

Las soluciones independientes de (I.3.14) son
m+ A+ »

H m+_/1_i_r_‘ e\/(m+/\+,A) (m—[\-r) x
m-f-p
—:l m- A\ - H

7 W

m-A\+ P
\IKTMV
+ m+/\+/U\

L

:

+ym-

m+ A\ - M

m+pA - M «(mi-l\ -):) (m- /\+}A) x
m - [\+

m- A+

i

) "V(m+/\ +") (m- —,A) x

E

1
>
~

m+ A\ - ,Jl
( im+ - e\/i”\_).) (m-A +p) x

m

%
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De estas soluciones asintdticas se deduce que el inte
rior del espectro continuo del operador L_ es
{Z +Z=1ir, re(-c0, -m+A) U(m -/\,(ﬁ)}

siendo la parte del espectro continuo representada por

A;Z :Z=14ir, re(-o0, -m-A) U(m +/\,®)}

cuatro veces degenerada, mientras que la incluida en

{Z:Z=ir, ré(-m-pA, -m+A) U(m-A, m+A)}

es doblementé degenerada. En todos estos conjuntos hay que excluir
para A>£|_ los puntos Z = + 2i A que como se ha dicho anteriormente

3
pertenecen al espectro puntual deL .

. 62) Las partes reales de los autovalores de L estén -
acotadas. En efecto, inttroduzcamos la siguiente descomposicién
del citado operador

L=L,+2MLy

siendo
, o -2a2 +p2 0 AB
2A2 _p2 -0 -AB o
LA"LOO“)‘ 0 ' AB 0 A2 - 282
-AB ) -A2 4+ 2p2 0
0 A2 o -AB
L - A2 0 -AB 0
) -AB o B2
-AB 0 B2 0

Considerando el operador[_H como una familia de matri-
ces que depende del parimetro x, deducimos que el radio espec-
tral de esta familia es

r(LH) = sup I M = A%(x) + B%(x
zeo(Ly)

de donde recordando que LH es autoadjunto



- 19 -

oo si o <AL m
WL gl = vl & sup | A20 +820] = * 2
x 2
4’;/\ si 0 <A< 3

siendo la anterior nurma la espectral

Si (ﬁ es una autofuncidn de L con autovalorQ s deduci

ERAEY re2 =¢*(0) <1’>(x)ﬂR = 2\t (0 Ly 95(*)

talude | L

de donde deducimos que los autovalores deL estin en la siguien
te banda del plano complejo

mos

luego

‘*QR‘ - 2}

2(m-A)  si FEALm
lﬂn‘é m2 /\42'"
2R si 0« <3

c) Estabilidad bajo perturbaciones continuas.

Anteriormente hemos planteado el problema de autovalo-
res asociado a la estabilidad infinitesimal en el espacio 4 H!(R).

2]

i=1
Recordando que el lema de Sobolev [31] nos dice que todo elemento
de H!([R) es, médulo una redefinicidn en un conjunto de medida nu
la, una funcidn continua anulindose en el infinito, supondremos
que las autofunciones del operadorL son funciones continuas en
todo el eje real,

Si introducimos las siguientes definiciones

m-A- 2\ (A2 -82) d
L= dax
{ _%; -m-A+27(A2-82)
2 d
_ A- m + 2)M(342-B2) —4)\AB—E~X
Lz: ANAB + = m+ - 2\ (A2 -3B2)

dx
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P\ ’ “\$s
el problema de autovalores se puede poner del siguiente modo

L1Q’=S).¢
L4y

de donde deducimos

¢+L2Lﬂ¥=(12¢++
YLils-Q2¢ ¢
Los miembros de estas igualdades deben entenderse como productos

matriciales de elementos de Cz. De la dltima de ellas y del he-
cho de que tanto L; como Lz son herméticos, se deduce

+ O" 2 4+
que junto a las relaciones anteriores nos permite afirmar

[ - @] sty-o

y por ende, se verifica 1la siguiente alternativa
(L2eTR 6 $i(¢y(x) +4 (0 (' = 0 ¥xeR

Habida cuenta, como seri demostrado a continuacién, de que

_(fgt[R = B (01¢2(0) + G5 (0) P4(0) # 0

se deduce que la primera posibilidad de la anterior alternativa
es la que tiene siempre lugar, y por tanto, el espectro de es-
t& contenido en los ejes real e imaginario.

Demostremos ahora la anterior inplicacién. Recordando
las simetrfas de las funciones A(x) y B(x) se deduce que no es -
ninguna limitacién exigir que las dos primeras componentes de las
autofunciones de L sean de una cierta paridad y las otras dos de
la contraria. Admitamos que dichas paridades sean par e impar -
respectivamente (andlogos razonamientos se utilizarian en el caso
contrario) y por tanto ¢3(0) =¢4(0) = 0. Ahora bien, si evalua-
mos en x = 0 la expresién

i%( SY A G =iz) b x)(l_Hllcﬁ‘.( )
bzl (,i:l

obtenemos
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(0N (9, (0312 + |, (0)2) = 2(m-l\)(¢f (0)¢,(0) +d>1(o)?52'(0))

Como por hipétesisC)R # 0, de la anterior igualdad se deduce que
la anulacidn en x = 0 de una de las dos primeras componentes de
l1a autofuncidn implica la anulacidén de dicha autofuncién en el
citado punto. Ahora bien, esta autofuncidén debc ser la idéntica-
mente nula, puesto que en caso contrario, existirian otras tres
soluciones (no necesariamente de cuadrado integrable) del siste
ma diferencial involucrado por el problema de autovalores que -
junto a ella formarfan un sistema linealmente independiente, lo
cual es imposible pues su Wronskiano se anularia en un punto. La
no anulacidén de las dos primeras componentes en x = 0, demuestra
la anterior implicacidn.

Numéricamente se ha analizado la existencia de autova-
lores del operadort.en el intervalo del eje real [0, Z(m-A)} 6
[0, iz]\}, segiin que m ( A {m § 0LAL m, mediante la utilizacién

2 2° T2

del método de Hamming[?jl para la resolucidn de sistemas de ecuacio
nes diferenciales. Del resultado negativo de este andlisis dedu-
cimos que las ondas solitarias de la ecuacidn de Dirac con autoa-
coplo escalar son estables frente a pequefias perturbaciones.

Todo lo dicho anteriormente puede extenderse a las oundas
solitarias de la ecuacidn de Dirac con autoacoplo vectorial (mode
1o de Thirring) y a las de la misma ecuaciédn autoacoplada pseudo
vectorialmente. Sin embargo, no se puede extender para las ondas
solitarias del campo de Dirac con autoacoplo pseudoescalar, ya -
que en este caso las ondas solitarias presentan una fuerte singu
laridad en x = 0, Toda esta extensién puede verse en el apéndice
B.
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IY - ESQUEMA NUMERICO PARA LA ECUACION DE DIRAC
CON AUTOACOPLO ESCALAR.
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. . + 2 . .
II.1. Discretizacién de la ecuacidén_de Dirac con autoacoplo escalar.

En esta seccidn expondremos el esquema numérico utili-
zado para resolver el siguiente problema de Cauchy

L\("D).\{/—qu-q-z\(q/ q/\\‘/ - 0 (I1.1.1)
V0 =Y, 0, Y0l —>o0

\xl=> ©

-G -G

A efectos de chlculo numérico es corveniente hacer el
siguiente cambio en las funciones y variables

\P=\’%u, x! = mx , t! = mt

Volviendo a denotar sin primas las variables espacial y temporal,
la ecuacidén (II.1.1) se nos transforma en

donde

L\("D,.u—u+('ﬁu)’u =0 (11.1.2)

u(x, 0) = uo( x) ‘“o(x)‘ —> 0
: \xl —» 00

Introduciendo la siguiente notacién

Wl Re ul

w= w2l Im uy
- w3 Re ug
w4 Im ug

la ecuacién (II.1.2) se puede escribir como

0 -1+ F(w) 0

1 - F(w) 0 %
0 =2! + w=
K %‘ o 1 - F(w) -
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= N(w) = ' ' (11.1.3)
siendo F(w) = wl2 + w22 - w32 - w42 .

Para resolver numéricamente el sistema de ecuaciones

en derivadas parciales (II.1.3) utilizaremos <] siguiente esque
ma de Crank-Nicholson [22]

(1+% Ay W o (1_152_ A W (II.1.4)
donde |
o 1 0 o :
i X -1 0 0 o0 F .
A =N 43 0 0 o0 -1 (‘%)ww:’
o 0o 1 o

indicando los superindices la discretizacién de la variable tem

poral y siendo T el paso de 1la malla numérica en esta variable.

Sustituyendo las derivadas temporales por las espaciales mediaﬂ

te (II.1.3) e introduciendo la siguiente discretizacidn en la va
« riable espacial

i wi(x+h) -wi(x-h) j
,a'——'x -_—> 2h =DO wi
‘obtenemos
1 T ¥, 0
RO (Y B o il
(1350 = (11.1.5)
+Ep 0 1 *kJ
0 +3D, Th 1
donde por comodidad se ha utilizado la siguiente notacidén
2
X
1 = % (-t -2 g
2 2 i, 2
el = ip?rdp®-0dp? oo (IL.1.6)

oJ J 3 3 J 3 3 3
gi= "":ljipow;;i +w3iDowyj - "21"0“’41 +w4iDow21
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siendoyi la solucidn numérica del sistema (IX.1.3) en x=ih vy
t = j&,

A efectos de computacién es conveniente reintroducir
las funciones complejas u discretizadas. Para ello incorporare
mos (IX.1.5) en (II.1.4), obteniéndose la siguiente forma final
del esquema Crank-Nicholson para la ecuacién de Dirac no lineal
(11.1.2)

+1 j i
\(ui-—l +(‘.’.~.2 u{ﬂ + oLui:: = Qg_ (11.1.7)
en donde
J
uji
J € o 1
u, = 3 ’ d” ( ) ’ = —d\
(uZi m 1 (o) \(
i 1+ 11 o
@1 = ( i P ) (11.1.8)
0 1-:I.ki
. [od (1-itdy w3, _Ep I
QJ__ 11 _ i 14 2 0 72i
e o’ B (1+ikj)uj ED uJ
2i i 2i 2 0 ti



- 26 -

1I.2. Propiedades del esquema numérico.

En esta seccidn expondremos algunas propiedades del es
quema numérico introducido anteriormente. La primera de ellas, es
su estabilidad siempre que las condiciones en las fronteras sean
periédicas. La introduccidén de fronteras en el problema de valor
inicial es debido a que en la prictica la variable espacial tiene
un dominio acotado en vez de infinito. Estas fronteras ficticias
deben ser incorporadas en el esquema numérico de una, manera que
distorsionen lo menos posible el problema original,

Demostremos la citada propiedad. Para ello dotaremos
al espacio vectorial real de las 4-plas wjy de una estructura de
espacio enclidiano mediante la nof'ma

o :

A 5 § .2
“Wg|| = ("2 s wi) = E (wyes)
k=1

(11,2.1)

Si al esquema de Crank-Nicholson, puesto como

jt+1 3 +1 hj
w - W3 iw + w
i 311 ! L
2

€

0

j+1

lo multiplicamos escalarmente por (wj + wg)/Z y sumamos respecto
al indice espacial, obtenemos

N N
Somdt TS (11.2.2)
i=0 i=0

siempre que se verifiquen las tres igualdades siguientes

SU [od ad " - o ad ] -
1=0

Jjtr 3 jt1 J hj J+1 3 i+
= (w3,x Wi,N+1 ~¥3,0 Wy,-1 T WI,N W3 N4 - Wi,0 W3,-1 F

. j J J J J h] j+ Jj+1 3
+OWAN W2 N+1 T WE,0 W2,-1F Wy N Wi N+ - W2,0 W4,-1 FWIL,N YW3,N+1 -

FA O i 3 S A2 SR L O J+1 3
= Y1,0 W3,-1 ¥ W3,N VI,N+1 " ¥3,0 V1,-1 P W2,N VY ,N+1 " V2,0 ¥4,
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3 J+1 N J+t =
+ Wy N W2,N+1 " Y3,0 wy,.1)/2h =0 (11.2.3a)

N

E J | J J J J J

i=0 (wis Ajwi) = (Wi N w2,N+1-v,0 “2,-1+"§,rx Wa,N+L T
J ] 3 J 3 ] J 3

= W2,0 ¥3,-1 ¥ W3,N WI,N+1 " W3,0 W1,-1F W] N W3 Ny

f,o wg’_l)/Zh =0 ‘ (1I.2.3b)

N
it Jj gty _ ol B | j+1 +1
%(wi sAj wi ) = (wl,N wo,N+1 ~ ¥3,0 ¥2,-1 *
1=

j+t1 j+1 i+1  j+ i+ i+ it i+
+ WZ,N W4,N+1 - Wz’o "4,-1 + WS,N wl,N‘l'l - Ws’o wl,"l +

j+t g+ j+H1  jH ,
+ Wi N ¥3,N+1 - ¥1,0 ¥3,-1)/2h =0 (11.2.30¢)

Una condicién suficiente para que se verifiquen (II1.2.3) es que
impongamos condiciones peridédicas en las fronteras de la varia-
ble espacial, es decir

"':l.,-l = wi,N wi,0=wi,u+l i=1,...,4

La igualdad (IX.2.2) nos dice que el esquema de Crank-
Nicholson es incondicionalmente estable, respecto a la norma in-
troducida anteriormente, para la ecuacidén de Dirac autoacoplada
escalarmente, es decir, la estabilidad del esquema es independien
te de la longitud de los pasos temporal y espacial utilizados.

Otra propiedad del esquema es su consistencia con el -
sistema de ecuaciones en derivadas parciales. En efecto, defina-
" mos TJ del siguiente modo

_ it i (0
e e M

. siendo (w)g el valor que toma en el nudo de la red (i,j) la solu
" ¢cidn exacta del sistema (II.,1.3). Desarrollando (w)i"’l en serie
de Taylor de la variable temporal, teniendo en cuenta (II,1.3) y
por tanto
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[N(wi]z w -2%% w

se deduce

max “T‘ij_ ” = max ” - Ng (w)g +Ag (w)i.;.
t3 tj

+3[odh?- B} -Alw i +0@

donde hemos utilizado la norma definida en (II.2.!). Recordando
que .

IR +— rDN):j
Ai i Qt i

se infiere

max || 73 1| = O (&%
t

3

es decir, el esquema de Crank-Nicholson tiene un error de trunca
miento en la variable temporal del orden de ¥ . De la discretiza
cidén utilizada en la variable espacial es inmediato deducir que
el error de truncamiento en esta variable es()(hz).

Por Gltimo, otra propiedad que sugiere la utilizacidén
del esquema numérico introducido anteriormente es que corserva
exactamente las mismas simetrias bajo inversidn espacial que 1la
ecuacidn de Dirac no lineal (II.1.2). Asi por ejemplo, si 1{(x,0)
es par y uy(x,0) impar, también tendrén estas simetrfas uy(x,t)
y uz(x,t). Pues bien, de la definicién (II 1.6) y teniendo en -
cuenta (II.1.8) se infiere que si uj; = uf 4y “31 = -uj _j en
tonces se verifica

I ol I __ad
gi (2)"'1 Ql’i Ql,"i Qz,i——QZ,-‘i
+ 2
y por tanto ug+i = uf iy u% i -U%+£1- Andlogamente se demos-

traria el caso en que "1a primera y segunda componente del espinor
del dato inicial fuesen impar y par respectivamente. Esta (ltima
propiedad nos permite aumentar la velocidad de cdémputo en los ca
sos en que los datos iniciales presenten las mencionadas simetrias,
ya que nos limitaremos a calcular los valores de u£+l en nn semie
je de la variable espacial en vez de hacerlo en todo el eje.
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Las propiedades anteriores son condiciones necesarias
para poder aplicar el esquema numérico. Como los datos iniciales
que utilizaremos son analiticos, es de preveer que la solucién
numérica tenderd a la no discretizada cuando los pasos de la ma
1la numérica tiendan a cero. La Londad de los resultados obteni
dos ha sido comprobada observandn la conservacién en la evolucién
temporal de las constantes del movimiento.

E1l hecho de que 1la propiedad en que nos hemos basado
para demostrar la estabilidad del esquema sea la conservacién de
la carga y por tanto, independiente del nimero de variables espa
ciales, sugiere que el esquema Crank-Nicholson admite una genera
lizacidn para la ecuacidn de Dirac con autoacoplo escalar en el
espacio de Minkowski cuadridimensional. En efecto, dicha genera
lizacién multidimensional es factible y ha sido ilevada a cabo
en el apéndice C.
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IXI.3. Resolucidn del sistema de ecuaciones numéricas, Método de
factorizacidn matricial.

Para resolver el sistema (IT.1.7) 8c puede utilizar el
siguiente método iterativo de Jacobi [23].

u§;+l) z 0 —(l-ikg)Do ugg)
AN +
ug2+l) 2[}+(ki) J 1(1+iki)no 0 ugz)
(1 -1d) oI,
—1 ; 11 (11.3.1)
1+ (k) (1+14x)) ol

donde sin peligro de confusidn se han sustituido los superindices
j+1 por cl orden de iteracién. Es ficil ver que la norma del ope
rador a iterar esti acotada por €/2h; pot lo tanto, la condicidn
que se debe imponer a la malla numérica para que el sistema -
(II.1.7) sea resoluble por este método iterativo es que £ < 2h, -
Habida cuenta que el recorrido del indice espacial suele ser bas
tante grande, la convergencia de (II.3.1) es demasiado lenta si
queremos mantener precisién y llegar a tiempos de evolucibén de -
la ecuacibén (II.1.2) suficientemente significativos.

En vez de acelerar la convergencia del método iterativo,
se ha creido mis oportuno resolver el sistema de ecuaciones -
(I1.1.7) mediante el método de factorizac¢idén matricial [21, 22] .
Para ello busco soluciones del tipo

.

A W G s B L o 41 0<1<N-1 (I1.3.2)

i 3y Yiw i+

‘ siendoQ ‘17::{ una matriz 2 x 2 y [’ iii un vector 2 x 1, Sustituyen
do (II.3.2) en (II.1.7) se encuentran las siguientes férmulas re
currentes

Qi:: —(\(Qgﬂ +(‘_‘»i)-lo( © 1< 4i<N-1

3+1 j+1 -1, 3 hAg! |
Mg Qe @l an
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+ - + +
=Qi+:°‘ lr'il-ﬁjlol ; 1€4SN-i

i+1

Si se toma el recorrido del indice espacial lo suficien
temente amplio, a efectos pricticos es licito suponer

_Q.f'{q =Qg+l -0 r1 f'f'l =r'lg+1 =0 (11.3.4)

lo cual, junto con (II.3.3) y (II.3. 2}, nos permiten evaluar -
uj+1 (0<1<N), conocido ug en 0<1<N.

Para dar por terminada la exposicién del método empleca
do en resolver el sistema (II.1.7) solamente nos queda por demos
trar que en dicho método recursivo los errores de cdlculo no se
amplifican, 6 como se suele decir, el método es espacialmente es
table [21] La demostracidén la haremos en dos etapas. En la pri-
mera deduciremos una acotacidn para la norma espectral de las ma
trices£”23+‘ (1<i< N) y en la segunda abordaremos la demostra~
cién propiamente dicha,

En esta primera etapa razonaremos inductivamente. Recor
dando (IT.3.3), (II.3.4) y suponiendo ¥ = h, deducimos

1
0 .
Qi 401 +ik])
2 L .
4(1 - iky)

donde es interesante recalcar que los elementos de dicha matriz
son en modulo menores que la unidad y por tanto, la norma espec
tral de i+1 est4 acotada por la unidad, Ahora bien, si

j+1 o 2
Qi - (22 (1,) 2,,2,6€ v 7)< 1,17,01< 1

deducimos de la primera exbresién de (II.3.3) que

1
i P2
4(1 +iky -77)

i (rr.3.5)
it = - 1 0

4(1-1k{--——
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de donde se infiere la acotacidn buscada

\\Qi+l\\<l 1¢igN | (11.3.6)

Vayamos con la segunda(ﬂapa. Si denotamos porggli
el error cometido al calcularg)_iil a partir deS).i+1 de -
(IX.3.3) obtenemos

gQ?'+1 — 3+1g QJ+1 j+ 1< 1 <N-1
i+ i+l i

i+

y teniendo en cuenta (11.3.6)

HSQu<S Qi

es decir, en la evaluacidén de () {*1 (1< i<N) los errcres de com
putacién se van amortiguando., También de (II.1.8) deducimos

R O e
US ™ 744 <is T 3+l

luego el cilculo de r' j+ (0£i<€N) goza de la misma propiedad
respecto a la propagacidén de errores que el de_f13+1. Tampoco en
el cémputo de uJ+1, mediante (II.3.2), se amp11f1can los errores,
pues

g 3+1 _Qj+1 S i+

i+t Ui+ 1

En definitiva, el método de factorizacidn matricial pro
puesto para resolver no iterativamente el sistema (II.1.7) es es
pacialmente estable, su eficacia es muy considerable y ha sido -
empleado exhaustivamente.

En el caso de que los datos iniciales presenten las si
metr{as par-impar o impar-par, el método defactorizacidén matricial
debe ser modificado para incorporar dichas simetrias. Supongamos
que x = 0 es alcanzado cuando i = p; del (II.3.3) y (II.3.4) dedu
cimos



A
1 _ 0 Rpw s H_ F:pﬂ
p+l SP+1 0 p+1 SP+1
A \
Q g+1 - (o Rp) g+1 - Rp)
s, © Sp
y por tanto
A
J+ _ j+1
Mp p+1 Y2p+1 +Rp+l
3+ 4
= +
|.lzp_1 p ulp Sp

Si el dato inicial es del tipo par-impar, entonces

jH o _ _ iH
2p+1 2p-1

que junto a las dos Gltimas igualdades, nos dice que el valor de
la primera componente del espinor en x = 0 es

’ A
W3+ 2 Rpt1 =% Ry
1p 1+8, Ry

mientras que el de la segunda componente es por paridad

J+t
uzp =0
En definitiva, en caso de que las componentes del espinor del da

to inicial fuesen par e impar respectivamente, en el método de -

factorizacidn matricial los valores del espinor en x = 0 son cono
cidos, y por tanto dicho método se puede, y es conveniente, apli-
car solamente a la mitad del rango de la variable espacial.

En el caso de que el dato inicial fuese impar-par, se
razonaria anilogamente a lo dicho anteriormente, tomando el espi
nor en X = 0 los valores

Sprt Ry S
P
uj+1 =0 uj+1 - 1 +1

1p 2p 1+R, Sy
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III. EVOLUCION DE ALGUNAS CONFIGURACIO-
NES INICIALES.
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III.1. Resultados numéricos,

En esta seccién analizaremos la evolucién temporal de
algunas configuraciones iniciales para la ecuacidén de Dirac con
autoacoplo escalar. Deseamos saber si, como ocurre en otras ccua
ciones de evolucidén no lineales, las ondas solitarias de esta -
ecuacidén son los estados finales a los que tienden dichas confi
guraciones y, en caso afirmativo, establecer como son alcanzados
dichos estados.

Por limitaciones de computacién, debemos restrigirnos
a datos iniciales que presumiblemente alcancen rinidamente su es
tado final., Las configuraciones iniciales analizadas son

2
I) Ul(x,0)=0(e~0'05 x ) ul(x.O) =™/ chx

uz(x,0)=0 uz(x,0)=0

Las dos familias uniparamétricas anteriores presentan
la caracteristica comin de que su primera componcnte es par y la
segunda impar. Esto nos permite restringirnos, sin pérdida de ge
neralidad, a estudiar su evolucién sbélo para valoies negativos
de la variable espacial. La bondad de los resultados numéricos
es controlada observando la conservacidn numérica de la carga y
energia, Estas dos cantidades se mantienen constantes en la evolu
cién numérica con un error menor que 0.05 % y 0.5 % respectiva
mente. Nétese que las otras constantes del movimicnto se conser-
van, salvo errores de truncamiento en el método de integracidén -
de dichas constantes, debido a la simetria del dato inicial.

A partir de la expresidn analitica de las ondas solita
rias, as{ como de sus densidades de carga y de energia, se dedu-
ce que si representamos por PQ(x, t) ylpb(x, t) las densidades -
de carga y energia de la configuracién en un cierto tiempo t, -
unas condiciones necesarias para que el estado final de las dos
familias anteriores sea una onda solitaria son

l) f’Q(O:t)/PE(O:t) t——-_—;_;)l

2) - Fase (uy (0,t))/t —> /\(2)
t—> 0

3) %i:loo(l - 539(0 , £)/2) -_-‘1;5:2‘00(1 - Pelo, £)/2) =/\(3)
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verificindose /\( 2) /\(3). La constante /\( 2) la identificaremos

con el paradmetro /\ que determina univocamente la onda solitaria
del estado final.

La evolucién temporal de la familia I dependen del va-
lor del parémetrocx. Para mayor claridad, distinguiremos los cua
tro siguientes (salvo un cambio de signo en el espinor, la evolu
cibén de 1as configuraciones condd < 0 son idénticas a las que po-
seen { > 0):

i) 0<ol € 0.3 La gaussiana inicial tiende a aproximar-
se hacia 1a solucidn nula. Es imposible determinar numéricamente
sl el dato inicial se dispersa totalmente o, por el contrario, -
el estado final es una onda solitaria con AZ 1.

~i1) 0.3{ A< 0.8 El estado final es una onda sollfafla.
El criterio segundo nos da ripidamente (t < 40) el valor

que coincide con el obtenido mediante el tercer criterio. La ve
rificacidn de este dltimo criterio, al igual que ocurre con el
primero, se realiza a tiempos sustancialmente mayores que los -
empleados para el segundo criterio (fig. I.1 y 2), y dichos -
tiempos van en aumento con A .

iii) 0.88 £ 1.1 En este -rango sélo el segundo criterio
.es aplicable, ya que los mdximos de las densidades de carga y -
energia presentan oscilaciones muy bruscas que apenas se amortiguan

iv) 1.1 < A . Ninguno de los tres criterios se verifica y
ni siquiera se puede intuir el estado asintético.

De todo lo anterior deducimos que para {<1.1 el esta
do asintético final de la familia I es una onda solitaria. En la
tabla TM.1 damos los valores de la semicarga (Q) y de.la semiener
gia (E) de la configuracidn inicial para distintos valores del -
parémetroe{ . También quedan recogidos en la misma tabla los valo
res A{2) de las correspondientes ondas solitarias finales. De 1la
observacidén de las dos tltimas columnas de la mencionada tabla, -
donde se exponen los valores de la semicarga (QS/Z) y de la semie
nergfa (ES/Z) de dichas ondas, deducimos gue las mismas son alcan
zadas mediante emisidén de densidad de carga y de energia pOS1t1va.

Para su estudio, la familia I presenta la dificultad de
la excesiva lentitud de su evolucibén. Tenierdo en cuenta que la -
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configuracidén inicial de la familia II tiene el mismo comportamien
to asintético en la variable espacial que las ondas solitarias, -
es de esperar que sus estados finales sean alcanzados ripidamente.
Los casos que se presentan para esta familia son

i) 0LA<€ 0.5 Los resultados son anilogos a los de su
homénimo de 1a familia I.

ii) 0.5<d € 1.4 La configuracidn inicial evoluciona ha
cia una onda solitaria, dando los tres criterios mis arriha men-
cionados el valor del parémetro /A de dicha onda. Dos hechos impor
tantes diferencian esta evolucién con la del mismo caso de la fami
lia anterior; primero, su rapidez y segundo, para 0.8 < A 1la onda
solitaria del estado final posee mis energia que la configuracidn
inicial, o dicho de otra manera, el estado asintético es alcanza-
do emitiendo radiacién constituida por densidades de energia nega
tivas. Toda esta fenomenologia queda expuesta en la tabla T.2 y
en las figuras 1.3 y 4.

iii) 1.4 <o(5\/§- La evolucidén se realiza mediantec fuertes
oscilaciones de las densidades de carga y energia. La presencia
de estas oscilaciones nos obliga a utilizar pasos de malla muy pe
quefios si queremos mantener una buena conservacién de la carga y
energia. Hasta tiempos del orden de ~ 100 no se ha observiado una
escisién del paquete inicial ni un amortiguamiento apreciable en
las oscilaciones que nos permita deducir el parimetro A\ de 1a on
da solitaria del estado final (fig. II.S5).

iv) { = 1.8 El interés de este caso radica en el hecho
de que su energia total es negativa, como se deduce de la expre-
sién de ésta en funcidn del parimetro

2
E() = 222 (1 -%)

El estado final en este caso consiste de dos ondas solitarias -
alejAndose entre si. En la figura M.6 hemos representado -
?Q (x,t) para diferentes tiempos, A diferencia de lo que -
ocurre para otras ecuaciones no lineales, como la KdV, se obser-
va una gran dificultad en la formacibn de estados constituidos

por dos ondas solitarias. La lentitud de formacidén de estos esta
dos queda todavia mis patente en la figura IM.7, donde se ha re-
presentado la evolucidn temporal de los miximos de las densidades
de carga, energfia y momento de una de las ondas solitarias del es
tado final, as{ ccio la velocidad de la misma. -
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Del anilisis de la evolucidén de las dos familias ante
riores, as{ como del realizado para otras configuraciones inicia
les, deducimos que dicha evolucién depende muy directamente de -
la densidad de energfa inicial. Si la configuracidén en t = 0 pre
senta zonas con densidades de encrgia positivas y otras con nega
tivas, la evolucién se realiza mediante grandes oscilaciones y -
lentamente, ya que las densidades negativas tienden a ser radia-
das hacia el infinito y esta radiacidén interacciona bruscamente
con la parte no radiada. En caso de presentarse sélo densidades
positivas, la evolucién hacia el estado final se realiza ripida
mente, En el caso contrario de presentarse s§lo densidades nega
tivas, la configuracién inicial es radiada totalmente, como pue
de observarse en la figura III.8, donde exponemos la evolucién 2
de la configuracién inicial uy(x, 0) = 0, uz(x,0) = -1.1-0.05x%,
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Tabla II.1 Resultados numéricos de la familia I,

o8 2 E .ﬁfz) 0s/2 Es/2
0.3 0.2522 0.2442 0.98 0.20 0.20
0.5 0.7006 0.6387 0.83 0.67 0.63
0.7 1.3732 1.1353 0.64 1.20 1.02
0.9 2.2700 1.6199 0.46 1.93 1.41
1.1 3.3910 1.9403 0.34 2.77 1.74

Tabla IIT.2 Resultados numéricos de la familia II.

oA 2 E féz) Qs/2 Eg/2
0.6 0.3600 0.3168 0.96 0.29 0.29
0.8 0.6400 0.5035 0.87 0.57 0.54
1.0 1,0000 0.6667 0.74 0.91 0.82
1.2 1.4400 0.7488 0.62 1.27 1.06

1.4 1.9600 0.6795 0.56 1.47 1.18
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ITIT,2 Existencia de soluciones localizadas oscilantes.

El hecho de que la formacién de estados con dos ondas
solitarias en su estado final se haga via formacidén de un estado
metaestable, sugiere la existencia de soluciones localizadas di-
ferentes de las ondas de las ondas solitarias. Esta conjetura -
queda confirmada observando la evolucién de la familia

) d o
'ul(x, 0) = ch(x+e) + ch(x—e)
0 .

uz(x, Q)
wnd=1y@=3.ﬁrwmwﬂmw

o o

= ?Q(x,t) dx E

-15 -1

1]

(x,t) dx
5 ?E

en funcién del tiempo, observamos (fig. TML.9) que la evolucidn
se produce inicialmente (T X 100) mediante una fuerte emisidn de
carga y energ{a negativa. Pasado este intervalo inicial, la emi-
sibén se hace cada vez mis lentamente, siendo ahora positiva la -
energfa emitida. '

El estado final de la anterior configuracidn inicial -
esti constituido por un paguete que experimenta oscilaciones isé
cronas de periodo T 220 (fig. TM.10). Este estado, cualitativa-
mente tan diferente a una onda solitaria, le denominaremos pulsén
habida cuenta de que estados similares a é1, encontrados como so
luciones de ecuaciones de Klein-Gordon no lineales, han sido bau
tizados de esa manera. Al igual que ocurre en estas ecuaciones,
estas soluciones oscilantes pueden formarse, como veremos en el

siguiente capitulo, por el choque de dos ondas solitarias sufi-
cientemente lentas.
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IV, JINTERACCION DE ONDAS SOLITARIAS.
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IV.1. Caracterizacién numérica de las ondas solitarias en_una_
colisién,

En el primer capitulo hemos dicho que la ecuacién de
Dirac con autoacoplo escalar tiene soluciones tipo onda solita
ria; deseamos saber si dichas ondas son solitones. Existen en
la literatura varias definiciones de este concepto. Asi para R,
Friedberg et al. [30] un solitdén es toda solucién de una ecua-
cidn no lineal de evolucién que i/ tenga una energfa en reposo
finita no nula y ii/ esti confinada indefinidamente en una re-—
gibén limitada del espacio. Para V. Makhankov [15] un solitdn es
una onda solitaria que al interaccionar con otras del mismo ti
po mantiene, dentro de cierto margen, su identidad. Esta defini
cibén, aunque muy operativa, conlleva cierta imprecisién, mien-
tras que en la primera definicidén se hace mis incapié en las -
propiedades estiticas que en las dinémicas.

Nosotros estamos interesados en estas Ultimas y por
ello adoptaremos la definicidén de solitén dada por Scott et al.
[19] . Es decir, una onda solitaria es un solitén si tanto su
forma como su velocidad permanecen inalterables al interaccio
nar con otras ondas solitarias. En concreto, sea

Pos (x2 00 Jod (x, )] 2 4 Julgtx, 0]

la densidad de carga correspondiente a una onda solitaria que
denotaremos con el superindice j, y supondremos queg)(x, t) es
la densidad de carga de una cierta configuracién del campo -

c;§§::;> tal que .

1im (x,t) = 3 ?35(7.]')
J=1

t-» .

donde fj = .’5_;1’.,;3 (V; son constantes verificando 0_<Vj<l).

VI—V§ J

Entonces, si, ul(x,t) evolucionando en el tiempo
uz(x,t)
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de acuerdo con las ecuaciones del movimiento (II.1.2) verifica

N .
809 2 Pt 8

siendo las E;. unas constantes, diremos que las anteriores ondas
solitarias son solitones.

Por claridad, en la anterior definicidén hemos decidi
do utilizar la carga, igualmente se podria haber empleado 1a
energfa. De hecho, a la hora de determinar los parimetros que
caracterizan los paquetes finales de una colisién utilizaremos
las densidades de carga, energfa y momento. En el caso de que
las ondas solitarias se comporten de manera semejante a los so
litones, pero sin serlo exactamente, hablaremos de comportamien
to soliténico o que las ondas solitarias son cuasisolitones (so
litonlike en la literatura anglosajona).

Establecido lo que entendemos por solitén, veamos si
las ondas solitarias del primer capitulo lo son. Para =1llo ha
remos colisionar numéricamente dos de tales ondas, las cuales
en el tiempo inicial estin completamente libres. Este requisi
to es incorporado préicticamente estableciendo una separacién
entre las dos ondas solitarias iniciales, de modo *al que la
regidén central de solapamiento entre dichas ondas es en el peor
de los casos mil veces menor que la altura inicial c¢e la onda
solitaria mis pequefia de la colisidn.

En el choque entre ondas solitarias, ocurre a veces

(como veremos posteriormente) que parte de ellas es radiada ha
cia el infinito. Lo caracteristico de esta radiacién es que se
realiza en forma de pequefios paquetes, los cuales se van disper
sando disminuyendo su altura a la vez que se alejan hacia el in
finito. E1 hecho de que no mantengan su altura, nos elimina la
posibilidad de identificarlos con ondas solitarias muy pequeiias
(Agm). Siempre que digamos que en una colisién no se produce -
radiacién, debe entenderse que si se emiten paquetes hacia el -
infinito, éstos tienen una altura a lo sumo de orden inferior a
la altura minima de la regidén de solapamiento del estado inicial.

Una vez que han inter~ccionado las dos ondas solita-
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rias, como resultado final de la colisidn numérica, obtenemos,
ademds de una posible radiacién, un par de paquetes que se van
alejandu., Deseamos establecer criterios cuantitativos para sa
ber si dichos paquetes finales son ondas solitarias y, en caso
afirmativo, determinar sus parametros, o lo gue es lo mismo, -
sus A y sus velocidades. A establecer dichos criterios estan ~
destinados los siguientes parrafos.

Si la transformacién de Lorentz de velocidad tho la
escribimos como ’

WP oar Y v _ cho sho
X " AV X con Al (sho cho

el tensor energia-impulso del campo de Dirac se transforma del
siguiente modo

TP = gyg g X A}‘S A"‘ Tgor

Recordando 9 ™ = o Yy que las ondas solitarias son
soluciones estacionarlas y 1oca11zadas, se deduce que si T’
representa el tensor energia-impulso de una tal onda, entonces
se verifican las siguienﬁes implicaciones

ot +Y1% =0 = Y 1% =0D1%=0
D+t =0 D M =m0 1t =0

. : 0
Teniendo presente que para una onda solitaria en reposo T l=O,
de las anteriores implicaciones y de (IV.1.1) obtenemos

'
T g% _ chzt?Tpo

T'o1 = sh 0 T00

y por tanto, si max? 0S y maxS?Es son los miximos de las densi
dades de carga y energla de una onda solitaria en reposo mien-
tras que max ?' sy max? ES Som las de esa onda animada con una
velocidad the, se verifica

2
' = ch 0 Iv.1.2
mex ? ES = € mgx?ns ( )
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' = V.1.
mz;x §> pS shO cho mz:x FES (1v.1.3)

igualdades que nos dicen que la velocidad de la onda solitaria
i @ ' LIp
viene dada por max ? ps/m?(x 9 ES

Sabiendo que el cuadrivector corriente sc transforma
del modo siguiente

"™ = cho j®+sho j!

2. . co s N | .
Yy que ademas para una onda solitaria inmovil j~ es impar respec
to al centro de la onda, inferimos que para una onda solitaria
se verifica

mix ?'QS = cho max ?QS (Iv.1.4)

Por tanto, de las igualdades mix:?Q = mgxf’E = 2(1-A) y de las
expresiones (IV.1.2,4) deducimos que el pardmetro A de una onda
solitaria animada con una velocidad th@ viene dada por -
1-(m§x.9'Qs)2/2 (méx ?'ES)' Incidentalmente, es intecresante ha
cer notar que de (IV.1.2, 4) d=ducimos la siguientc desigualdad
para los miximos de las densidades de carga y energia de una on
da solitaria

' 1
max ? 0s é max §> ES
verificindose la igualdad solamente cuando YV = 0.

Sean ahora max ?'Q, max?'E y max ?'p los mAximos de
las densidades de carga, energia y momento de uno de los paque
tes finales de una colisidén binaria de ondas solitarias. Supon
dremos que estamos observando dicho paquete en un ticmpo sufi-
cientemente grande para que la carga, energia y momento del mis
mo permanezca constante; representaremos estas magnitudes por -
Qp, Ep y Pp, respectivamente. Recordando lo dicho anteriormente
sobre los miximos de las densidades de carga, energia y momen-—
to de una onda solitaria, la expresién de la carga de ésta y -
que la misma se comporta cinemiticamente como una particula re-
lativista, deducimos los siguientes criterios para decidir si -
dicho paquete final es una onda solitaria

1/ max ?'p/max:Q'E se mantiene constante en el tiempo. Esta cons
X ¥ , =
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tante la identificaremos con 1a velocidad de la onda solitd
ria.

2/ l-(mﬂx 9' )Z/Z(mzx O'g) es constante y serd identificada
con el parametro/A de 1a onda solitaria.

1
3/ (1+02/4)7? es constante y coincide con la obtenida median-
te el anterior criterio

4/ 1/ch [Y Ez-Pg/ZJ es una constante que coincide con las ob
tenidas mediante los criterios 2/ y 3/.

Los cuatro criterios anteriores sélo son condiciones
necesarias para que un paquete sca una onda solitaria. Sin em-
bargo, dichos creterios son complementarios en el scntido de -
que mientras los dos primeros sélo hacen referencia a la altura
que alcanza dicho paquete, los otros dos estin basados sobre la
cantidad de carga, energfa y momento qué arrastra el mismo. Por
tanto, la verificacién de dichos criterios, junto a la compara
cidn cualitativa de las condiciones iniciales y finales, nos -
proporciona una base lo suficientemente fiable para determinar
si las ondas solitarias de la ecuacién de Dirac con autoacoplo
escalar son solitones.,

Para cerrar esta seccién introduciremos dos definicio
nes que nos serin muy ttiles postcriormente[l29]:

a) Interaccidn débil: Diremos que dos ondas solitarias
interaccionan débilmente, si durante su colisidn, y
antes de separarse, llegan a fusionarse totalmente
formando un miximo central.

b) Interaccidén fuerte: Diremos que dos ondas solitarias
interaccionan fuertemente, si intercambian sus formas
apareciendo en todo el tiempo que dura la interaccién
un mfnimo central.
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IV.2. Interaccién de dos_ondas solitarias.

En esta seccidén analizaremos la interaccién entre dos
ondas solitarias en un rango de velocidades que eepocificaremos
mis adelante. Hemos estudiado diferentes casos segiin los distin
tos valores de los dos parimetros /N de 1as ondas solitarias del
estado inicial. Como cualitativamente los resultados son seme -
Jjantes, nos limitaremos a exponer los resultados para el caso -
tipico en que dichos parémetros sonl«K = 0.6, para la onda soli
taria situada inicialmente en x = -8, y /\c = 0.8 para la situa
da en x = +8,

La interaccién se realizari en el sistema centro de
masas. Recordando que las energias en reposo de las dos ondas
solitarias anteriores son

Ex = 2 1In X
1=\ -A2
BC= 2 1n AC

se deduce que fijando una de las velocidades, por ejemplo thOK
la anulacidén del momento nos impone para la otra onda solitaria

6c = arg sh ( - sh ag)

Teniendo en cuenta que en la prictica hay inevitable
mente un solapamiento inicial entre las ondas solitarvias, en -
vez de utilizar el valor de 9. anterior, se modifica algo dicho
valor hasta conseguir que el momento inicial total sea del or-
den del error de truncamiento del método de integracidén numéri
co de las constantes del movimiento; ya que dicho método es la
regla de Boole y que nuestro paso de malla es h = 1/16, ¢l mo-
mento inicial es del orden de 10-8,

Con esta disposicién de los datos iniciales, es con
veniente considerar separadamente los casos en que Ok 2 0.13 de



- 58 -

los que 0K<: 0,13, ya que se obtienen resultados muy diferentes
para ambos casos. En esta seccién supondremos g > 0.13, dejan

do para la siguiente el anilisis de la interaccién _con 6 £ 0,.13.
Por comodidad, hablaremos de regién de altas o bajas velocida-
des seglin se esté en el primero o segundo caso.

Antes de continuar, es conveniente fijar la notacidn
que serd utilizada en la exposicién de los resultados numéricos.
La colocacidén de una flecha como subindice en una cierta magni
tud nos indicari que la misma sc refiere al paquete del estado
final que se mueve en la direccidén marcada por la flecha., El1 -
superindice que acompafia a los parimetros del estado final, in
dicari el nimero del criterio de la seccién anter;of ytlllzado
para calcular dichos aprimetros. Asi por ejemplo, ‘A nos in
dica el valor del parimetro A\ de 1la onda solitaria del estado
final que se mueve hacia la izquierda y que ha sido calculado
utilizando el segundo criterio, la velocidad de dicha onda la
representaremos por Vé}). Las magnitudes del estado inicial
se representarin con subindices "K" 4 "C" segiin hagan referen
cia a la onda solitaria que se mueva hacia la derecha o hacia
la izquierda respectivamente.

En la regién de altas velocidades se han aualizado
las cuatro interacciones siguientes

i/ e = 0.15 Oc = -0.23676364
ii/ eg = 0.1833 6c = -0.28830527
iii/ 0g = 0.20 Oc = -0.31399810
iv/ Ok = 0.40 Oc = -0.61210023

Existen dos caracteristicas comunes a los cuatro casos anterig
res. La primera es la no presencia de emisidn de radiacidén y
la segunda, su caricter fuerte. Sin embargo, esta Gltima carac
teristica se hace menos acusada a medida que se aumenta la ve-
locidad de las ondas solitarias.

La exposicién de los resultados, tanto numéricos como
grificos, de cada una de las cnatro interacciones anteriores -
se realizari de una manera anjloga; por ello, sblo detallaremos
el caso i/. Los resultados numéricos de dicho caso son dados en
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las tablas IV.i.1 y IV.i.2, En la primera fila de aquella se
dan los parimetros de las ondas solitarias iniciales, mientras
que en la segunda fila de la misma vienen expuestos los parime
tros de las ondas solitarias del estado final, calculados en -
un intervalo temporal dado en la primera columna. También se -~
especifica, segin la notacidn introducida anteriormente, el cri
terio utilizado para calcular dichos parimetros. Cuando se em-—
plean los criterios primero y segundo, en vez de dar un sdlo va
lor, se dan los valores minimo y miximo del citado valor. Esto
es debido a que dichos dos criterios utilizan informacién pro-
viniente del miximo de las ondas solitarias finales, y éste tie
ne unas leves oscilaciones que se van amortiguando en el tiem-
* po. Los criterios tercero y cuarto dan, dentro de una aproxima
cidén suficiente, un solo valor para los pardmetros finales, el
cual es compatible con los obtenidos mediante los dos primeros
criterios.

En la tabla IV.i.2 se recogen en las cuatro primeras
columnas los errores relativos miximos a lo largo de la evolu-
cién temporal de la energia (E), carga (Q), ReP e ImR. Las dos
Gltimas colunas de dicha tabla son los errores absolutos maxi-
mos del momento Py de la posicidn del centro de masas (S). El
considerar el error absoluto para el momento, en vcz del rela
tivo, es debido a que dicha constante del movimiecnto es précti
camente nula inicialmente y oscila alrededor de este valor a
lo largo de la evolucidén temporal. La conveniencia de utilizar
el error absoluto para la posicidén del centro de masas se dedu
ce de la invariancia traslacional de la ecuacién de evolucién.

Lo primero que llama la atencidén de los errores rela
tivos expuestos, es su diferente orden de magnitud. Esta dife
rencia es debido a que los valores de la energia y de la carga
son del orden de la unidad, mientras que los de ImR y ReR son
del orden de 1075 y 107

Para apreciar el amortiguamiento de los méximos de
las ondas solitarias del estado final, se han representado en
la figura IV.i.1 los miximos de las densidades de carga en fun
cidén del tiempo de las ondas que se dirigen hacia la izquierda
y derecha del citado estado. En la figura IV.i.2 se dibuja -
los miximos de las energias en funcién del tiempo de las mis-
‘mas ondas, mientras que en 1?5 zgg as IYI { IV.i.4 repre-
sentamos los parimetros A l Ve 1) respectiva-
mente. )
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Un aspecto general de la colisién de las ondas soli
tarias del caso i/ puede verse en las figuras IV.i.§ y IV.d1. 6
donde representamos Qg(x , t) para diferentes tiempos. E1 com-
portamiento de las ondas solitarias en las interacciones ii ,
iii y iv puede verse en las tablas y figuras adjuntas a esta
seccién,

Como resumen, deducimos las siguientes propiedades
de la interaccidén de dos ondas solitarias diferentes en la re
gibén de altas velocidades,

a/ Solamente con las velocidades del caso ii/, las
ondas solitarias con parimetros AK = 0.6 y/\c = 0.8 no sBufren
cambio nlguno al interaccionar., Abusando del lenguaje podemos
decir que estas dos ondas solitarias son solitones para las ve
locidades del citado caso.

b/ Para otras velocidades, dichas ondas se comportan
como cuasisolitones.

¢/ En el rango de velocidades entre los casos i/ y -
iii/, los parimetros de las ondas solitarias del estado final
dependen continua y mondtonamente ‘de las velocidades iniciales.

-Fue aprovechando esta propiedad como se determinaron las velo

cidades iniciales del caso ii/.

Para finalizar esta seccidn, enunciaremos las dos ca
racteristicas fundamentales de la interaccién de dos ondas so
litarias iguales:

"1¢2/ Existe un valor de la velocidad inicial de las -
ondas solitarias, dependiente del parimetro A de 1as mismas, -
tal que dos de dichas ondas con velocidad superior a ese valor
interaccionan sin emitir radiac1on, y por tanto, se comportan
como solitones,

2¢/ Para velocidades inferiores al anteriormente ci
tado valor, hay emisién de radiacidn, siendo ésta tanto mayor
cuanto menor sea la velocidad de las ondas solitarias. Este ca
so seri analizado detalladamente en la seccién siguiente.
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IV.3. Formacidén de pulsones a partir del choque de dos ondas
politarias,

En esta seccidn analizarcmos la colisién de las ondas
solitarias de la seccidén anterior en la regién de bajas veloci
dades. En concreto, las ondas solitarias del caso que vamos a
analizar tienen los siguientes parémetros iniciales

a) AK = 0.6 AC = 0.8
OK = 0.10 gc = ~0.15852180

Dos cambios cualitativos fundamentales tjienen lugar
con respecto a los casos ya analizados. El primero c¢s la pre-
sencia de emisidén de radiacién, mientras que el z~sundo, con-
siste en que la interaccidén es débil en vez de fu:rte como ocu
rria anteriormente.

El hecho, como queda reflejado en la tubla IV.a.1, -
de que los parﬁmetros,ﬂ de las ondas solitarias del estado fi-
nal sean mayores que los iniciales, es una muestra de que dichas
ondas han disminuido, y por ende, de la existencia de -~adiacién.
La bondad de la evolucidn numérica queda recogida en laz tabla -
IV.a.2, donde se exponen los errores miximos de algunas constan
tes del movimiento. En dicha tabla no se dan los ervores de -
ReR e ImR debido a que no son significativos, ya que los valo-
res de esas dos constantes del movimiento son, parz esta coli-
s1i6n, del mismo orden que el error de truncamiento del método
de integracién numérico de las cantidades conservadas.

Las oscilaciones de los miximos de las ondas solita-
rias del estado final de la anterior colisiédn vienen expuestas
en las grificas IV.a.1 -4, mientras que un aspecto general de
dicha interaccién puede verse en la figura IV.a.§ - 7.

El hecho de que a baja velocidad hay emisidn de radia
cién, sugiere la posibilidad de existencia de soluciones locali
zadas con un tiempo de vida largo y formadas a partir de un cho
que entre ondas solitarias suficientemente lentas, de modo quc
la radiacidén emitida en tal colisidén compense la encrgia cindti
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ca inicial de las ondas solitarias. Ahora bien, una velocidad
pequefia de las ondas solitarias implica un tiempo grande en la
ejecucién del programa, csta dificultad técnica nos oblign a -
estudiar numéricamente la rformacidén -de estados ligados a partir
de la colisidn de ondes solitarias iguales, ya que de este modo
podemos introducir en el esquema numérico las mejoras menciona
das en el capitulo segundo.

En las figuras IV.b.1 - 3 (donde, como es habitual en
los casos que existe simetria respecto al origen, sblo repre-
sentamos lo que ocurre en la mitad del eje espacial) se repre
senta la interaccidén de dos ondas solitarias cuyos parimetros
iniciales son:

b) A -o0.6 Ac = 0.6
OK = 0,05 OC = ~0.05

Como puede apreciarse en las mismas, se forma un estado ligado
cualitativamente similar al pulsén. E1 hecho de que la foraa-
cibén dinfmica de estos estados ligados sea igual a la que tie-
ne lugar para los pulsones del campo escalar de Higgs [10], -
nos reafirma en denominarlos pulsones.

La cuantfa de la radiacidn emitida en la anterior in
teraccién puede observarse en la figura IV,b.4, donde se repre
sentan

A o
o = fb(x, t) dx
-20
y
A o
ER = ?E(z , t) dz
-20

en funcidén del tiempo. Teniendo presente que la energia y la -
carga se conservan con un error menor que 0.9% y 0.1% respec
tivamente (las restantes constantes del movimiento son conser-
vadas por simetria del dato inicial) se deduce que la variacidn
de Yy ﬁR no es debida a una deficiente evolucidn numérica. A
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primera vista, la anterior grifica da la impresién de una aniqui
lacibén de las dos ondas solitarias; no obstante, si esta aniqui

lacidn tiene lugar, debe de ocurrir en un tiempo muy elsvado, ya
que la radiacidén emitida es muy pequeiia, pues en T = 520 sblo se
ha emitido el 2% de ia energfa y el 2.34% de la carga. A este -
respecto, es ilustrativo tener en cuenta que la vida media (tieg
po necesario para emitir la mitad de la energia del estado ini-

cial) de los pulsones de la ecuacién de Higgs, deducida por me-—

dios analiticos Lll], es 1750 en unidades adimensionales,

Otro argumento que sugiere la estabilidad del pulsén
de la ecuacidn de Dirac con autoacoplo escalar, viene dado por
el hecho de que los dos paquetes que lo forman se alejan ~ada
vez menos entre si en cada rebote, y por tanto es de preveer -
el colapso final de ambos en un solo paquete.

Teniendo en cuenta que para Oy = 0.06 no se forma es
tado ligado (ver figura IV.c.1) podemos afirmar que la ve loci-
dad midxima para que las ondas solitarias /\g ==AC = 0.6 formen
un pulsdn es

Voo = Ve = Vi34, = 0.055 + 0.005

la cual es cuatro veces menor que la velocidad limite para 1la
formacién del pulsén de la ecuacidén de Higgs.
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IV.4. Interaccidn miltiple de ondas solitarias,

Un doble motivo nos guia al estudiar la interaccién
miltiple de ondas solitarias. En primer lugar, es bien conoci
do que todo sistema resoluble por el método de la transformada
espectral inversa (IST), y por ende con solitones, tiene infi
nitas leyes de conservacidn., Sin embargo, la existencia de es
ta infinitud parece [27] estar mds relacionada con el hecho de
que toda interaccién mGltiple de solitones se puede factorizar
en parejas que con la existencia de solitones. Deseamos saber
si la citada factorizacidn tiene lugar para nuestro caso. El -
segundo motivo estd relacionado con la interaccidn tan peculiar
entre dos ondas solitarias, concretamente, estamos interesados
en saber si también en las interacciones miltiples sélo existen
unas velocidades bajo las cuales las ondas solitarias son soli
tones y se forman estados ligados a bajas velccidades,

Hemos estudiado la interaccidén de las tres ondas so
litarias /\K = AC = Ap = 0.9 en los casos

it/ e, = g = -0c = 0.15
it/ e, = 0K = ~0¢c = 0.3
iiiv/ o, = Ok = -0¢ = 0.4 :

La onda solitaria cuyos parémetros llevan subindice
p la colocamos inicialmente en el origen de coordenadas, mien
tras que las de subindices K y C las situamos en Z = =20 y -
Z = 20 respectivamente. Caracteristicas comunes a las anterio
res colisiones son su caracter fuerte y la conservacidén del -
nimero de las ondas solitarias, quedando una centrada en el -
origen de coordenadas y las otras dos alejindose del mismo.

La metodologfa para la determinacidén de los parime-
tros de las ondas solitarias en movimiento del estado final es
similar a la utilizada en el caso de interacciones binarias.
El parimetro A de la onda solitaria inmdvil, que denotaremos
Ao’ se deduce a partir del m4&ximo de su densidad de carga, ya
que lo identificaremos con 1 -9 (0, t)/2. Para que tal iden-
tificacién sea correcta debe realizarse en un tiempo lo sufi-
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cientemente elevado de modo que gg(o s t)/ QE(O ,t) = 1.

Los resultados numéricos de las tres colisiones vie
nen recogidos en las tablas IV.i', ii', iii', don‘e solo da-
mos los pardmetros de la onda solitaria central y la que se
dirige hacia la izquierda, ya que por simetria se deducen los

de la que se dirige hacia la derecha.

Los miximos de las ondas solitarias del estadr fi-
nal sufren oscilaciones que se van amortiguando en el trans-
curso del tiempo., A titulo de ejemplo, en las grificas IV.1',
4' representamos, de manera aniloga el caso de interaccién -
binaria, las correspondientes a la interaccién ii'/.

Es de resaltar que los valores obtenidos para A(2)
y'Ao son compatibles con la redistribucién de la carga del -
estado final. En efecto, limitindonos al caso i'/, idénticos
razonamientos son vélidos para los otros dos casos, tenemos
que/\o = 0.886 y por tanto, la semicarga de la onda solitaria

central es
d 2
_l;:ALL._

9s/2 A = 0.523

Como la semicarga total, calculada numéricamente, es 0=1,4538
para T 2 260, deducimos que cada uno de los paquetes finales
en movimiento lleva una carga dada por

Qé——E Q"Qs/z = 0.931

Yy por consiguiente, si este paquete es una onda solitaria, -
su parametro es

2 _1
(1 +%“—) ? = 0.907

valor que coincide con /\23? y nos indica la compatibilidad
antes mencionada,

.

En las figuras IV.i', IV.ii' y IV.iii' reprezenta-
mos las tres interacciones anteriores. De la observacidén de
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las mismas y de lo dicho anteriormente deducimos lo siguiente:

a/ En lo que se refiere a la dependencia continua y
monétona de los pardmetros finales respecto a las velocidades
iniciales, existe un comportamiento andlogo al caso de coli-
siones binarias. Asi por ejemplo, las ondas solitarias con pa
rémetros/\K = AC = A = 0.9 se comportan como solitones sola
mente con las velocidades del caso ii'.

b/ Teniendo en cuenta que a alta velocidad dos on-
das solitarias iguales interaccionan sin cambiar de forma, -
mientras que cuando la colisién es miltiple si lo hacen, de-
ducimos que esta interaccién no se puede factorizar en inte-
racciones binarias y por tanto es de preveer la no existencia
de infinitas leyes de conservacién para la ecuacién de Dirac
con autoacoplo escalar,

Por (ltimo, es interesante seflalar la dificultad -
que tienen las ondas solitarias de la ecuacidn de Dirac para
formar estados ligados de tres de tales ondas (tritones). En
efecto, los resultados numéricos de las interacciones

v/ /\x=/\c=/\p=0-9 e,=0 Ok = -6¢c = 0.05

P
vi/ Ax=Nc=A, =o0.6 °

p 0 O = -Op = 0.05

vienen dados en las tablas IV.iv' y IV,v', Aunque ineclésticas,
en dichas interacciones no se emite radiacidén alguna. Este -
comportamiento es completamente diferente al de las ondas so
litarias de la ecuacidén de Higgs, pues es conocido Ell] que
los tritones de esta ecuacién son mas ficiles de formar que
los pulsones, ya que la velocidad limite de formacién de -
aquéllos es 0.75 + 0.03 mientras que la de éstos es 0,20 +0.01,
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Tabla 1IV,i!' Resultados numéricos de la interaccién i'/

t=0  Ag=Nc=0.9 Vg=-Vg=0.149 A _=c.9 V=
(2) (1)
N Veo Ao Co/py,
0.905 - -0.152 0.885
280<{t ¢ 320 . 1.000
~ 0.907 -0.154 0.887

Tabla IV.ii' Resultados numéricos de la intecaccidn ii'/

t=0 Ne=Nc=0.9 Vg=-Vc=0.291 A =0 V,=0
(2) (1)
&~ V<_ /\o ?Q/S)L‘
0.899 -0.291 0.901
140< t< 180 ' 1.000
0.901 -0.292 0.898

Tabla IV.iii' Resultados numéricos de la interaccién iii'/

t=0  Ag=A,=o0.9 Vi = =V = 0.380 /\p:o.g Vp=0
(2) (1)
Aé—. VGA /\0 ?Q/?E
0.891 -0.374 0.913
140 t< 180 1.000

0.893 -0.375 0.916
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Tabla IV.iv'. Resultados puméricos de la interaccién iv'/

t=0  Ag=Ac-o0.9 Vk=-%=0.05 A =o0.9 V,=0
D VD Ao S%s
0.907 ‘ -0.062 .
300< t< 340 0.883 1.000
0.909 . ~-0,063

Tabla IV.v' Resultados numéricos de la interaccidn v'/

t=0 AK=AC=°'6 V](=_VC=0'05 Ap=0.6 V.=0

P
(2) (1) )
Ao Ve A, 59/95
0.629 -0.107 0.542
300< t < 340 1.000

0.631 ‘ -0.108 0.544
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CONCLUSICNES.

1/ La ecuacién de Dirac con autoacoplo escalar de
cuarto orden tiene, en el espacio bidimensional de Minkowski,
una familia de soluciones del tipo onda solitaria. E1l paréime
tro /\ oue caracteriza dicha familia toma los valores 0¢N\ £ m,
siendo el tamafio de dichas ondas inversamente proporcional -
al valor del citado parimetro. Igualmente, se han encontrado
expresioneS'analiticas para otras soluciones de la misma ecua
cibn, cualitativamente semejantes a las ondas solitarias sal
vo que tienden hacia una constante no nula en el infinito.

2/ Se ha demostrado la estabilidad de las ondas so
litarias en primer orden de perturbacién. F1l método seguido
es el estudio del problema de autovalores asc:iado a las -
ecuaciones variacionales del problema de evolucidén no lineal,
El mismo tipo de argumentos se ha utilizado para demostrar -
la estabilidad de las ondas solitarias de la ecuacién de Di-
rac con autoacoplo pseudovectorial o vectorial (modelo de -
Thirring).

3/ Para la resolucidén numérica de la ecuacidn de
Dirac autoacoplada escalarmente es recomendable la utiliza-
cidn del esquema implfcito de Crank-Nicholson, no sblo por
la bondad de los resultados obtenidos, sino que ademis el ci
tado esduema es adaptable, via esquemas de desintegracién, -
al caso multidimensional). También es factible estudiar con
el mismo esquema la ecuacidn de Dirac con otros autoacoplos.

4/ Ademis de las ondas solitarias, la ecuacibn de
Dirac con autoacoplo escalar posee otras soluciones localiza
das. Estas nuevas soluciones, encontradas numéricamente, son
cualitativamente semejantes a las soluciones oscilantes del
campo escalar de Higgs. Debido a esta analogia, hemos deno-
minado a estas soluciones oscilantes del campo espinorial de
igual manera que las correspondientes del campo escalar, es
decir, pulsones.

5/ Se ha estudiado la evolucién de algunas configu
racionrs iniciales cuyo estado final estd constituido por -
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una solucién localizada y radiacién. Esta evolucién se reali
za emitiendo hacia el infinite paquetes de ondas que en =1
transcurso del tiempo se van dispersando. En algunos casns,
estos paquetes estin constituidos ror densidades de encrgia
negativa, y por endc, la solucibén localizada del estado fi-
nal tiene mis energia que'la configuracién inicial, La pre-
sencia en ésta de zonas con densidades de energia de distin
to signo implica una mayor lentitud en la evolucidn.

6/ La interaccidn entre dos ondas solitarias depen
de fundamentalmente de la velocidad que tengan en la configu
racidn inicial. A velocidades altas la interaccidén se reali-
za sin emisidn de radiacién y es fuerte, mientras que a bajas
velocidades la colisidn va acompafiada de emisidn de radiacién
y se realiza de una manera débil. La delimitacidén de estas -
dos zonas depende del tamafio de las ondas solitarias iricia-
les, realizindose el trinsito de una zona a la otra de una
manera continua,

Solo con ciertas velocidades incidentes, yacenies
en la zona no radiativa, las ondas solitarias no sufren cam
blo alguno (médulo un desfase) al interaccionar. Fijadosr -
los parimetros de las ondas solitarias iniciales, y e€n un
entorno de estas velocidades incidentes, los parimetros y
las velocidades de las ondas solitarias emergentes de la co
1isién depende continuamente de las velocidades iniciales.,

7/ Aunque la emisidn de radiacidn s8lo se hace -
apreciable a velocidades muy bajas, dinamicamente tienr una
gran importancia debido a que permite la formacidén de esta-
dos ligados a partir del choque de dos ondas solitarias su
ficientemente lentas. Siguiendo la analogfa con lo que suce
de con el campo escalar de Higgs, hemos identificado estos
estados ligados con los pulsones.

8/ A diferencia de lo que ocurre en el campo esca
lar de Higgs, no se ha observado emisidén de radiacién en 1la
interaccidn de tres ondas solitarias lentas. Esta falia de
emisién implica la imposibilidad de formacién de estados 1i
gados a partir de tres ondas solitarias (tritones).
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Algunas de las cuestiones abiertas que se deducen
del presente estudio son: '

i/ i¢Cual es la expresidén analitica de los pulsones?
Estudios hechos para otras ecuaciones [1?] s Sugieren que
la herramienta a utilizar para responder a este interrogante
es la teoria de los desarrollos asintéticos de Bogolyubov -
Mitropolskii [15].

ii/ Teniendo en cuenta que la ecuacidn de Dirac con
autoacoplo vectorial es resoluble analiticamente y que, para
valores pequeiios de la constante de acoplo, la misma ecua -

cién con autoacoplo escalar puede considerarse como una aproxi

macién de aquélla, no es aventurado conjeturar la posibilidad
de resolver la ecuacidén de Dirac con autoacoplo escalar me -
diante el método de Karpman - Maslov [24].

iii/ Habida cuenta que la ccuacidn de Dirac antoaco
plada escalarmente posee ondas solitarias incluso cuando se
involucre dos o tres variables espaciales [5], ofrece gran
interéds estudiar su dindmica mediante los esquemnas multidi-
mensionales introducidos en esta memoria. En este caso mul-
tidimensional es de preveer que el acoplamiento del campo -
espinorial con el electromagnético acelerari la evnlucién ha
cia los estados finales,
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APENDICE A

Sistemas débilmente hiperbdlicos.

En el primer capitulo se ha resuelto formalmente el
sistema diferencial (I.3.4) utilizando la transformada de -
Laplace. En este apéndice demostraremos que todo lo hecho for
malmente es matemiticamente correcto.

Consideremos el problema de evolucién lineal siguien

du
- A u(t), t>0; u(0) = u, (A.1)

donde u toma valores en un espacio de Banach y supondremos -
que el operador A es independiente del tiempo.

Definicidn. Diremos que la ecuacidén de evolucién -
{(A.1) asociada al operador A es débilmente hiperbélica, si exis
ten tres constantes p, r, A,, tales que Ry = (M - A)"1 existe
y satisface ||R,\ |l < pINT cuando | \| >>\ o Y Re A>cC lIm \)\la, -
donde 0 a 1,

Se demuestra [25, 26] que si (A.1) es débilmente hi
perbdlica, la solucidén Unica de dicha ecuacién puede ser ral-
culada por el método de la transformada de Laplace. La solu -
cibén de (A.1) viene dada, utilizando el anterior método, por

u(t) = —2—:7-{ J e XtR; d\ u,
r

donde " es el contorno que limita la regidn introducida en la
anterior definicién.

Deseamos establecer algiin criterio prictico para sa
ber si el sistema

0 8
e = % M;(x) ,5—;‘; + N(x) u (A.2)
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es débilmente hiperbdlico en el espacio & lll(fK") siendo,
i=1

para cada xe [R", Mj(x) y N(x) matrices m x m. Introduciendo

la notacidn

a(xig s q) = det (qI - Z %J Aj(x))
: J

el criiterio buscado viene dado por el siguiente

Teorema (_25]. Si para cada xefRn y lT"\"\{O‘, todas
las raices de a(x; j;q)0son reales y no nulas, verificdndose

|aGs g, o] ze|E|"

donde C es independieunte de x y 2 , ¥y si aderis, los elementos
matriciales de A.(x) y B(x) tienen respectivamente derivadas -
segundis y primeras continuas y acotadasi entcr.ces el sistema
(A.2) es débilmente biperbdlico en $ HY(R).

i=1

Apliquemos el anterior teorema al sistema (I.3.4).
En este casom = 4 y n =1, Como

0 0 0 1

~ 0 0-1 0

Mx) = 1 6.4 o0 o

1 0 0 O

se deduce que las raices de

qQ 0 0 -%

0 0]

a(x;?, q) = det o % ?11 o |=©
-% 0 0 q

son q = + 7 . Ademis es inmediato deducir

a(x; §l y 0) = ?4
Ya que en nuestro caso los elementos matriciales de M y N son
analiticos y con derivadas acotadas, se deducc la aplicabili-
dad del anterior teorema y por ende, queda justificado la uti
lizacibén hecha de la transformada de Laplace en el primer capitulo
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APENDICE B,

Estabilidad de las ondas solitarias de la ecuacién de Dirac
con autoacoplo vectorial o pseudovectorial.

El método para demostrar la estabilidad de las ondas
solitarias de la ecuacidn de Dirac con autoacoplo escalar, ba
jo la actuacidén de perturbaciones que se anulen en el infinito
y sean continuas, es aplicable a las ondas solitarias de la -
ecuacidn de Dirac con autoacoplo vectorial o pseudovectorial.
En este apéndice expondremos muy suscintamente los hechos mis
notables que se presentan en la demostracidén de la estabilidad
de estas ondas solitarics,

Las ecuaciones de Dirac con autoacoplo vectorial y
pseudovectorial son

L\(’Aar\\/"'m%’*'l}‘(?\(”“}’)‘('u"(':O (B.1)
LN Duy -y + 22 (OO0 e

donde‘st‘°‘l . Desarrollindolas obtenemos

QI+ +im ¢ T 2N - (W) gm0 @

correspondiendo el signo superior o inferior al autoacoplo veg
torial o pseudovectorial, respectivamente., Alin cuando estas -
dos eciiaciones difieren sd8lo en el signo de la constante de -
acoplo, sus ondas solitarias presentan diferencias apreciables,
Dichas ondas son

,’ 2_p - ~iAt
v(x,t)=_l.\,m2_/\2 Y ch(Ym2-A“x) 0 iAt‘Aei
\{/l ® ﬂ /\-anh( 2\/m2—/\2x)

(B.4)
(Vm —A?x) -1At . —iNt '
(x,8) == \/m -n2 \/ J‘ = iB€@
qﬁs A+mch(2vm -A x)

e e
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A 1 [ 3 sh({m2-Zx) —-iMb_ . —iAb
(x,t) = == \[m-p ‘Im+A o = Ae
\Pls VX mch( 2\/m2 - N2x) A
(B.5)

2 A2 i 3
Paulxst) =i (mZ g2 fmp —SlnEA0) | omihe il
\lx mch{( Zsz - /\Zx) -A

donde los superindicesVy A se refieren a los acoplos vectorial
y pseudovectorial y A< m.

E1l operador L es ahora

o m-A¥2 (A2-B2) o ¥4 M AB +ai‘y-
-mt+ /| +2N( 3a2412) 0 +4\AB -;d; 0
L=
I 4 )
0 FANAB - 0 -m-A+2)(A%-B2)
d
HANAB + 0 m+A+ 2)(A2+3p2) 0

correspondiendo los signos superiores al acoplo vectorial y -
los inferiores al pseudovectorial, mientras que A y B d:ben -
ser sustituidos por las expresiones correspondientes dadas por
(B.4) & (B.5). Ademis,la condicién de que las perturbaciones

se arulan en el infinito la traducimos matemdticamente por el
hecho de que el anterior operador L actua en el espacio -

$ u
12 T(R)

La descomposicidén de L viene dada por

L=LA+2>\LH

con
0 A24p2 0 0
2,12
L" — A“4+B (¢} [¢] 4]
0 0 o A24p2
o 0 AZ+p2 0

de donde obtenemos
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H L"“ é sup (A2+B2)

y por ende

"’(-)'Rl S —'L;—\A (acoplo vectorial) .
’QRl S m—.i—/} (acoplo pseudovectorial)

siendoQR la parte real de un autovalorQ de L,

El resto de la demostracidén de la estabilidad de las
ondas solitarias (B.4) y (B.5) sigue idénticos pasos a los ya
utilizados en el primer capitulo, debido a la semejanza del -
operador L anterior con el que aparece para el caso de autoa-
coplo escalar,
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APENDICE C.

Esquemas de desintegracidn para la ecuacidn dec Ditrac multidi-—
mensional con_ autoacoplo escalar,

La ecuacién de Dirac autoacoplada escalarmente en
el espacio cuadridimensional de Minkowski es

LYY - My -2 (F Y=o

(o 3) (= -‘;fli)

siendo T la matriz identidad de orden dos y & ‘(. = 1, 2, 3) -
las tres matrices de Pauli. E1 anterior campo cspinorial posce
soluciones localizadas tipo onda solitaria[ 5} y es por tanto
interesante encontrar un esquema numérico para la resolucién
del preblema de Cauchy asociado a la anterior ecuacién. Demos
traremos en este apéndice que el esquema unidimensional intro
ducide en el segundo capitulo, admite una generalizacién a e
te caso multidimensional.

donde

Si introducimos la notacidn siguiente

Wy Re ¥
w= . = .
wg Inle

I
e

donde
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[ -m+F 0 0

m-F o o o
M= 0 o 0 -m+F
(4] 0o m-F 0

I o0

(o1 _ 2 ) 2 )
I= F=2004,1 260 1 2= 15 - 141D

la ecuacidn de Dirac no lineal anterior se escribe como
\ .

r)——'-’é+ ﬁ Ny w=0

i=1
Yee @ 12
Teniendo en cuenta que £ € @ L* (R) se verifica
i=1
(f,Nif)=0 i=1, 2, 3

se deduce [21, 22] que un esquema numérico apropiado para la
mencionada ecuacidén de Dirac es del tipo de los llamados de -
desintegracidén. Este consiste en sustituir las ecuaciones en
derivadas parciales por el sistema siguiente de ecuaciones en

diferencias

1 1
w“+.3—wn+/’\n wn+3+wn=o
< 1 2
2 1 2 1
wn-+3 - Wn4”§_+Afl wn-Fj + wn-Fj —o
€ 2 2
2 .
wn+1 _wn+-3+/\n wn+1+wn+§ 0
T 3 2
‘ PLA ‘
donde /\;l = Ni(wn) + %,3-*’- W=l (i =1, 2, 3). E1 ruperin

dice n nos indicard la discretizacidn de la variable temporal,
mientras que ¢ seri el paso de dicha variable.
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Introduciendo las sustituciones

g"ijk Yit1,3,k T Yi-1,4,k D w. .
(9 x 2h ox ijk

rQWijk o Mg,k T YiLge1,k D W
2y 2h oy ijk
Q‘”’i jl o Yijk+r - Yijk-t
z 2h oz ijk

n

y la siguiente notacién

n

Fijk = FI \l’:jk)
G;jk = | Re( \"lx \‘t/z -\i/l \‘/Ix B \{/2)( \{/; - L{/Z ‘{/’;x \{/17,\’/;'
2L AR AL P UL SIS BT T S
‘hy‘h Yo Yoy * Yoy %’] v=y
K = Ei [+ Fri‘jk] +>\ 2% 6%

el esquema numérico adopta, tras un largo cllcrlo algebraico,
la siguiente forma final

ijk

1 : 1 1
n+= n n -+ = n+ n
3., 0+ I 3 =90 .
\(x\‘/i'lyj’k Gx;iyj:k\‘/l:fl:& dx\‘/l"'l:j:k Qx?lyj’k
n+% _Qn+%
\(y i,j- lk g&\{,l,j,k \‘/,J"‘l k viisi,k
+ + + +2
LP? '1 n+1 q/? .1 - Qn .3~
z 1’J:k"1 i,j,k i,3,k+1 z3i,j,k

siendo
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1
-
N
N
m
/S
o
- Qo
—

...n € 1
I-3K; 0 2 0 Doy
n \+'n
Sestyik =\ _F ) T4 tadok
29 Tox ijk
I T 2
= )
1 2 © oy 1
n+3 — n--
3. . -3
Qy:1d5.x ¥ 2 T 14k
2 T oy
T 3
I --2' o Doz
2 2
n + - — n+3y
ziyik | ¥ 3, I Yi,35%
2 2 oz ) .

Admitiendo condiciones periddicas en la frontera,
el anterior esquema numérico es incondicionalmente estable,
Su orden de aproximacién, tanto en la variable espacial como
en la temporal, es dos.

Para una resolucidn efectiva del sistema de ecuacio
nes numéricas, debe emplearse sucesivamente el método de fac-
torizacidén matricial para cada una de las tres ecuaciones que
componen el mencionado sistema. La estabilidad espacial de es
te método se sigue, al igual que para el caso unidimensionaij
de las siguientes acotaciones
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1
[N 71| PTRS
HQHTL%H<1 1
Q) 5 < 14

Unas condiciones suficientes para la verificacién de las mis-
mas son

A\
z

1A
[N
IN

-4

~N
=
IN
2

1 2
n+-3- n+3x n+1
=E 2 3 =S ) =
1jk i1k °

ij1

ll+% _£ﬁ211+% - n+1 =0
Njk iNk ijN

6 1o que es lo mismo, la solucidén de la ecuacidén de Dirac no
lineal que deseamos encontrar numéricamente debe anularse en
la frontera.

Todo lo dicho anteriormente para el caso tridim=an-
sional se puede aplicar cuando la ecuacién de Dirac sélo invo
lucre dos variables espaciales. Obviamente, en este caso el -
esquema numérico serid mucho mis simple, ya que se trabajara -
con matrices bidimensionales en vez de hacerlo con matrices -
cuadridimensionales,
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