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Entropia de entrelazamiento en la cadena XX de Heisenberg

Resumen:

Se estudia la entropia bipartita de entrelazamiento como medida de cuantificacién del entrela-
zamiento cudntico. Se calcula para el estado fundamental de una cadena de espines resoluble, la
cadena undimensional XX de Heisenberg con condiciones periddicas, que resulta ser equivalente
a un modelo de fermiones libres via una transformacion de Jordan-Wigner. Esto permite calcular
de manera exacta la entropia bipartita de entrelazamiento entre un bloque de espines con el resto
de la cadena. Se obtiene un cédlculo analitico del comportamiento asintético de la entropia con el
tamaino del subsistema, usando un caso demostrado de la conjetura de Fisher-Hartwig sobre el
comportamiento asintético de los determinantes de Toepltiz. Los resultados obtenidos confirman
que la entropia bipartita de entrelazamiento permite caracterizar las transiciones de fase cuanticas,
que quedan controladas por la simetria conforme.

Abstract:

We study the bipartite entanglement entropy as a measure to quantify quantum entanglement.
It is calculated for the ground state of a solvable spin chain, the one-dimensional XX Heisenberg
chain with periodic boundary conditions, which turns out to be equivalent to a free fermion model
via a Jordan-Wigner transformation. This allows for an exact microscopic calculation of the ground
state bipartite von Neumann entanglement entropy between a block of spins and the rest of the
chain. Using a proven case of the Fisher-Hartwig conjecture on the asymptotic behavior of Toeplitz
determinant, we derive the asymptotic behaviour of the entropy as the size of the block tends to
infity. We will show the emergence of universal logarithmic scaling behaviour that characterizes
critical points. The obtained results confirm that bipartite entanglement entropy can characterize
quantum phase transitions, controlled by conformal symmetry.



Entropia de entrelazamiento en la cadena XX de Heisenberg

I. INTRODUCCION

El entrelazamiento cudntico es una rasgo
caracterisitico de la mecénica cuantica sin andalogo
clasico que permite la aparicion de correlaciones de
largo alcance entre distintas partes de un sistema.
Se presenta como un valioso recurso en computacién
cuédntica permitiendo procesar y enviar informacién de
manera novedosa, como es la posibilidad de teleportar
informacién cudntica. Asimismo, el entrelazamiento
aparece de manera natural en sistemas cuanticos de
muchos cuerpos a bajas temperaturas, dando lugar a
fenémenos colectivos como la superconductividad o
el efecto Hall cuantico. El estado fundamental es una
superposiciéon de un niimero elevado de estados producto
expresados en una base local, lo que determina muchas
de sus propiedades relevantes. El entrelazamiento juega
también un papel clave en la aparicion de correlaciones
de largo alcance que caracterizan las transiciones de
fase cuanticas. Esto explica el elevado interés actual
por investigar el entrelazamiento cuantico tanto en el
campo de la materia condensada como en el &mbito de
la informacién y computacion cudntica. Centraremos
nuestro estudio en las propiedades de entrelazamiento
del estado fundamental de hamiltonianos que describen
la interaccién presente en cadenas de espines. Dado su
valor, conviene disponer de una medida que cuantifique
el entrelazamiento de un estado cuantico. Definiremos
y analizaremos la medida de entrelazamiento mas
estudiada hasta el momento, la entropia bipartita de
entrelazamiento. El objetivo del presente trabajo es
introducir el concepto de entropia de entrelazamiento
y estudiarlo en detalle para ciertas cadenas de espines.
Incidentalmente, se exponen resultados y métodos
ampliamente usados y conocidos en el estudio de los
sistemas cuanticos de sistemas de muchos cuerpos.
Tras definir la entropia de von Neumann como
medida satisfactoria de entrelazamiento, se introducen
los modelos unidimensionales de espines sujetos a
estudio, la cadena XX de Heisenberg y sus variantes.
Calculamos de manera explicita la entropia bipartita
de entrelazamiento para el estado fundamental entre un
bloque de L espines contiguos y el resto de la cadena.
Una propiedad fundamental de este tipo de cadenas
es el hecho de que la entropia de entrelazamiento se
puede expresar en términos de los autovalores de la
matriz de correlacién del subsistema. Al ser esta matriz
de Toeplitz es posible aplicar un caso probado de la
conjetura de Fisher-Hartwig para probar rigurosamente
el comportamiento asintético de la entropia de
entrelazamiento. De esta manera probaremos que la
entropia de entrelazamiento de von Neumann S; de
la cadena XX es asintoticamente proporcional a log L,
comprobando que la entropia de entrelazamiento es

un indicador adecuado de la criticalidad. Esto se debe
a que en su fase critica, estos modelos se describen
efectivamente por teorias de campos conformes en
(14+1) dimensiones, cuya entropia geométrica escala
logaritmicamente con la longitud del bloque L [1].

II. ENTROPiA DE ENTRELAZAMIENTO

El entrelazamiento es una propiedad de los sistemas
cuanticos compuestos por varios subsistemas, y emerge
de la superposicién lineal de estados producto siendo
por tanto una propiedad fundamental de la mecéanica
cuéantica (estructura de espacio vectorial del espacio de
Hilbert). Fue uno de los primeros aspectos de la fisica
cudntica que se estudié y discutié en detalle (paradoja
EPR [2]) y existen varias maneras de cuantificarlo. El
problema de medir el entrelazamiento es un campo
activo de investigacién, con numerosos métodos
propuestos en la literatura [3]. El entrelazamiento
entre dos partes de un sistema cudntico (sistemas
bipartitos) es la caracterizacién del entrelazamiento en
estados puros mejor comprendida, incluso al analizar el
entrelazamiento de muchos cuerpos, donde la dimensién
del espacio de Hilbert crece exponencialmente con el
nimero de subsistemas que interactuan.

Dado un sistema cuantico, consideremos una
particion en dos partes A y B de manera que el
espacio de Hilbert que describe el sistema completo
pueda factorizarse como H = Ha ® Hp. Una de las
herramientas matematicas de mayor utilidad a la hora
de cuantifcar el entrelazamiento es el teorema de la
descomposicion de Schmidt, el cual establece que
dado un estado puro |¢)) € H, puede escribirse como:

d
) = Zaz’ (1)

ot o uf).

A B :
donde {‘wl >}i:1,...,dA y {‘wl >}z‘:1,...,d3 son ciertas
bases ortonormales de H4 (da=dimH,) y Hp

(dp=dimH ), respectivamente (las bases dependen del
estado |1) en cuestién). Los coeficientes «; sedenominan
pesos de Schmidt y pueden tomarse como reales y no

negativos «; > 0, de manera que Zflzl a? = 1siel
estado estd normalizado, (¥|¢)) = 1; d <min(da,dp)
es el rango de Schmidt, pudiendo ser d = oo. Los

pesos de Schmidt codifican el entrelazamiento entre los
subsistemas A y B. Si solo hay un peso de Scmhidt
(a1 = 1), el estado puro considerado se puede escribir
como un producto tensorial de dos estados de cada
subespacio de la biparticiéon |¢)) = ‘wZA> ® ‘wZ-B >,con
lo que no hay entrelazamiento entre A y B. En este



caso el estado puro se denomina separable. Se trata
de un estado cuasi-cldsico, en el que conocer el sistema
determina al completo los estados de cada subsistema.
En caso contrario, si existen varios pesos de Schmidt
a; # 0, el estado puro se dice entrelazado, no se
puede escribirse como un producto tensorial, revelando
el entrelazamiento o correlacién cuantica entre A y B.
El entrelazamiento es una propiedad del estado y de
la biparticién del sistema cuéntico considerada. Dado
un estado, el entrelazamiento del estado dependera
fuertemente de la biparticiéon considerada, codificado en
los pesos de Schmidt. La descomposiciéon de Schmidt no
solo proporciona un método directo para determinar si
un determinado estado presenta entrelazamiento entre
dos partes A y B, también proporciona una manera
de cuantificarlo. Las matrices densidad reducidas que
representan los subsistemas A y B son estados
mezcla como resultado del entrelazamiento. El operador
densidad reducido pa, representa el estado fisico del
subsistema A y se define como el tnico operador py4 :
Ha — Ha tal que para cualquier operador que actia
solo en el subsistema A, M : H4 — H 4, se tiene que:

tra(Mpa) =tr(p(M @ 1p))

donde tr() 4 denota la traza parcial sobre el subsistema A
y p es la matriz densidad que representa el estado fisico
en el sistema completo, que para estados puros se reduce
al proyector sobre el estado p = |v) (¢|. Los operadores
densidad reducidos se pueden obtener a partir de la
traza parcial sobre el otro subsistema, p4 = try,(p),. Al
ser la traza parcial un invariante, podemos sumar sobre
los elementos de la base ortonormal que proprociona la
descomposicién de Schmidt 1:

dlg d13
pa=trup(p) = > (wPlolwP) =3 (wPle) (wlwf),
=1 =1

e. (1) y la
ortonormalidad de la base considerada <wZB |w]B> = 0;j,

que usando la descomposicién

implican que

d
pa=trug(p) = 3 laaf* [wft) (w
=1

Anédlogamente, se define la matriz densidad reducida del
subsistema B, que procediendo de igual manera se puede
expresar como:

i = ey 0) = 3l ) (]

1=

Se aprecia asi que el estado esta entrelazado con respecto
a los subsistemas A y B si y sOlo si los operadores
densidad reducido son estados mezcla. Esta propiedad
sorprendente no es posible cldsicamente, pues teniendo
informacién completa del estado en el que se ecuentra
el sistema, no se tiene certeza sobre el estado de los

subsistemas. Por lo tanto, a pesar de estar definidos
en espacios de Hilbert que pueden diferir enormemente
en dimension, las matrices densidad reducida pa v pp
tienen los mismos autovalores no nulos, mostrando de
nuevo que el entrelazamiento es una propiedad reciproca
entre los subsistemas A y B y no una propiedad
exclusiva del estado. Por ejemplo, si se tiene una
cadena de N espines, una biparticién posible es que el
subsistema A considere un espin de la cadena, H4 =
C?, (dim Ha = 2) y el subsistema B considera los
N — 1 espines restantes, Hp = (C2)®N~! (dim Hp =
2N=1). En este caso habrd a lo sumo dos pesos de
Schmidt oy, as asociados a la descomposicién de un
estado puro. Esto ejemplifica claramente que la entropia
de entrelazamiento S no es una magnitud extensiva
de la manera habitual, al no depender del tamafio
del subsistema (nimero de espines en este ejemplo),
aunque guarda una estrecha relacién con el tamafo
de la frontera de los subsistemas (vedse la ley de
area en [3]). Dado un estado puro y una biparticion,
un observador que mida el estado en uno de los
subsistemas percibira un estado cuantico mixto si dicho
subsistema esta entrelazado con el resto. Ademas, el
entrelazamiento sugiere que la medida de un observable
en el subsistema A puede afectar instantdneamente los
posibles resultados de las medidas en el subsistema B,
independientemente de la distancia entre ellos.

La entropia de von Neumann es la generalizacién
cuantica de la entropfa de Shannon. La entropia
de Shannon mide la incertidumbre o la sorpresa

asociada a una distribucion de probabilidad
clasica, {p;:p;i >0, pi=1}, definida como
S = —> i pilogpi, considerando Olog0 = 0 por

convenio [18]. Los estados ctanticos quedan descritos
con matrices densidad que reemplazan las distribuciones
de probabilidad, y von Neumann definié la entropia
de un estado cudntico representado por un operador
densidad p, como S(p) = —tr(plogp). La medida de
entrelazamiento entre A y B que consideramos es la
entropia de von Neumann del estado reducido,

eq. (1)

d
S(pa) :=—Tra(palogpa) = Za?loga?. (2)

=1

Esta entropia de von Neumann puede interpretarse
como la cantidad de informacién sobre el subsistema
A no disponible atin cuando se conoce el estado del
sistema completo A LI B. En teoria de la informacién
es habitual usar el logartimo en base 2 de manera
que la entropia se mide en bits o unidades de
informacién, pero por conveniencia en los célculos
presentados, log va a denotar logaritmo en base
natural. S propociona la cantidad de informacién
cldsica necesaria para especificar el estado reducido
pa. Cuando p corresponde a un estado puro,
S(pa) = S(pp) = —Tra(pplogpp) = S, ya que
los coeficientes «; diagonalizan ambos operadores
densidad reducidos, aunque escritos en diferentes bases.



Por tanto la sorpresa que un observador del subsistema
A experimenta al conocer su correlacion con B es
idéntica a la que experimenta un observador en B
al descubrir su correlacién con A. Si gy = 1 y el
resto de pesos se anulan, [¢) es un estado producto
sin entrelazar, con lo que el estado reducido es un
estado puro y la entropia de entrelazamiento es
S = 0. Por otro lado, si todos los coeficientes son iguales
a; = 1/d, entonces S alcanza su valor méximo, dado por
Smaz = logd, donde d =min(dimH 4,dimH ). Se define
la entropia de entrelazamiento en sistemas bipartitos
como la entropia de von Neumann del operador
densidad reducido de cualquiera de los subsistemas
de la particién 2. Esta entropia es la figura de mérito
para medir el entrelazamiento més estudiada tanto en
materia condensada como en computacion cudntica.
De hecho, bajo ciertas condiciones de regularidad,
la entropia de von Neumann es la 1nica medida
posible de entrelazamiento en sistemas bipartitos.
Dichas condiciones de regularidad que satisface
son: (1) ser invariante bajo operaciones unitarias
S(p) = S(UpU~Y) : UT = U~ (2) ser continua; y (3)
ser aditiva S(|Y) @ [¢)) = S(|¢)) + S(|¢)). Ademas
es una medida adecuada al ser de entrelazamiento
mondtono[4]. La entropia de entrelazamiento posee una
definicién natural, buenas propiedades, un significado
claro en teoria de la informacién cuantica y presenta
conexiones con la entropia geométrica en teoria cudntica
de campos o con la entropia de agujeros negros,
revelando el éxito de su estudio. Ademads, permite
caracterizar las transiciones de fase cudnticas, ya
que muestra comportamientos y escalados universales
en los puntos criticos, conectando con la teoria de
campos conformes y permite caracterizar los fenémenos
criticos cudnticos y clasificarlos en sus correspondientes
clases de universalidad. Por contra, presenta ciertas
desventajas como la dificultad de calcular esta cantidad
o la imposibilidad de medirse experimentalmente al no
ser un observable directo.

En nuestro caso particular, estamos centrados en
calcular la entropia de entrelazamiento para un estado
fisicamente relevante de una cadena de espines y no
estados arbitrarios del espacio de Hilbert, con lo que
centramos la atencion en el estado fundamental, que es el
que aparece a temperatura nula. Los estados fisicamente
relevantes como estados térmicos o el fundamental,
presentan un elevado grado de entrelazamiento cuando
se expresan en bases locales (productos tensoriales
de las bases de los espacios de Hilbert de cada
particula) involucrando un ntmero exponencial de
coeficientes (2%V), lo que hace muy costoso tratarlos
computacionalmente. Afortunadamente, tratamos con
modelos sencillos de los que podremos calcular
exactamente su estado fundamental. Para poder
capturar la distribuciéon global del entrelazamiento a
lo largo de la cadena y estudiar las correlaciones
cuanticas entre los espines de la cadena, vamos a

considerar el entrelazamiento entre un bloque de L
espines consecutivos con el resto de la cadena. Esto
permite considerar biparticiones parametrizadas por la
longitud del bloque L, de manera que H = Hp ®
Hn_r. Esto nos permitird estudiar como depende el
entrelazamiento con el tamano del bloque, L. De esta
manera, se podra explorar el comportamiento de las
correlaciones cuanticas en diferentes escalas de longitud
y capturar la emergencia de una ley de escala universal
tipica de los fendémenos criticos. Denotando [¢) al estado
fundamental de la cadena de N espines, la matriz
densidad reducida que representa el bloque de L espines
consecutivos viene dada:

pr =trn—r |[¥) (Y],

donde try_j; denota la traza sobre el espacio de
Hilbert Hy_; del resto de espines de la cadena que
no configuran el bloque. Cuando el estado fundamental
sea translacionalmente invariante, se tiene que pr no
depende de la posiciéon del bloque de L espines, sino
Unicamente de su tamano. Consideraremos condiciones
de contorno periddicas en la cadena, con lo que se tendré
esta invariancia traslacional en el estado fundamental.
Usaremos como medida de entrelazamiento de la
biparticién considerada la entropia de entrelazamiento
de von Neumann eq. (2):

Sy = —tr(prlogpr),

Por invariancia traslacional y al ser la entropia de
entrelazamiento la misma para ambos subsistemas se
tiene que S, = Sy_p,

III. EL MODELO XX DE HEISENBERG

Las cadenas de espines resolubles proporcionan
un marco de trabajo sencillo que permite explorar
los conceptos tedricos y derivar expresiones analiticas
para propiedades fisicas relevantes. El modelo XX
de Heisenberg aun capturando la esencia de una
transicion de fase cudntica es suficientemente sencillo
para resolverse de manera explicita. Consiste en una
cadena unidimensional de N particulas de espin-1/2 con
interaccion a primeros vecinos en un campo magnético
extrerno A\ orientado en la direccién z del espacio de
espines. En unidades naturales (A = 1) el hamiltoniano
del modelo es:

1Y Pyl
Hxx =—3 > (ofof +afoly) - 5 .05 (3)
j=1 j=1

donde j etiqueta los espines de la cadena y los
operadores para espin-1/2 son las matrices de Pauli,
cuya representacién matricial en la base de autoestados
de o7 es

. (01 y (0 —i . (10
7= (1 o) =\ o) 77 \o-1)



Cada posicién en la cadena tiene asociado un subespacio
H; = C2. Los autoestados de los operadores o7 con
autovalores +1,—1 constituyen una base del subespacio
y se representan como espines orientados hacia arriba o
hacia abajo |1),,|]),. Los productos tensoriales de estas
bases locales forman una base del espacio de Hilbert
de la cadena completa, B. El signo negativo del primer
término, tipico de un modelo ferromagnético, favorece
el alineamiento entre espines vecinos. Este hamiltoniano
conmuta con el operador magnetizacion a lo largo del
eje z, M, = Zfil 07, ya que el primer sumando es
un término que voltea los espines contiguos de los
estados de la base B. En efecto, podemos reescribir
este sumando en términos de los operadores escalera,

+_ ;Y - _ Y )
ol = (0} +i0})/2,0; = (0f —i0o})/2, como:

+ - -t T ;T
070,100, = 4(200 1+20']0J+1 iote

FiTjeT i+ iogeiy 0o =

que se trata en efecto de un término que voltea el espin
de vecinos contiguos si estdn antialineados; por ejemplo
(005 + 0505)|1l) = [I1). El hamiltoniano conserva
entonces la componente z de la magnetizacién total
del sistema M, una cantidad bien definida. Podemos
reescribir el hamiltoniano entonces como

UJ U]+1U ‘7]+1)

N N

A
Hyx =—) (0foj4 +0; Ll)—gZUf-
=1 =

Pese a tratar con una cadena unidimensional, se

considera el espin como un operador vectorial con tres
componentes, S; = %(a],oé/,a]) pero restringiendo
la interaccion entre espines al plano zy. El espacio
de Hilbert del modelo es simplemente el producto
tensorial de los N espacios de Hilbert asociados a
cada espin individual, H ®N, €2, de dimensién
2N Consideramos ademés condiciones de contorno
periédicas, ony+1 = 01, de manera que el término de
interaccién entre espines incluye el sumando o%;0f +
o0y, formando una cadena cerrada de N espines.
Podemos asumir que el campo magnético esta orientado
a lo largo del eje z positivo, A > 0, pues en caso contrario
se puede tranformar el sistema en uno equivalente con
A > 0 sin mas que intercambiar los espines orientados
hacia arriba y hacia abajo (es decir, un cambio de
orientacién del eje z). El modelo XY de Heisenberg
introduce un pardmetro v que representa el grado de

anistropia de la interaccion entre espines,

147 y
HXY:_Z( 5 Ux0f+1+TUZJ oli1)
i=1

A N
— 52,00
i=1
(4)
que incluye al modelo XX cuando la interaccién en el
plano zy es is6tropa (v = 0) asi como al modelo de Ising
con un campo magnético transversal (y = 1). Estos
modelos ampliamente estudiados [5, 6] son sencillos

y resolubles, lo que permite determinar su estado

fundamental mediante técnicas bien conocidas. A su
vez son fisicamente relevantes ya que presentan una
transicion de fase cuantica entre una fase magnética
ordenada y otra desordenada y describe las propiedades
de compuestos magnéticos asi como otros fenémenos
cuanticos. Por ejemplo, el modelo XX se corresponde
a un caso limite del modelo de Bose-Hubbdard, que
permite representar pares de Cooper de electrones en
superconductores o atomos de helio moviéndose en
un sustrato [5]. Calculamos el espectro de Hyy para
obtener las energias y autoestados y asi determinar la
entropia de entrelazamiento de su estado fundamental.

La herramienta fundamental para la resolucién del
modelo es la transformacion de Jordan-Wigner, que
muestra la equivalencia entre un modelo unidimensional
de espines 1/2 (o qubits en el marco de la informacién
cuéntica) y un gas de Fermi unidimensional. Ambos
problemas tienen los mismos grados de libertad,
existiendo un mapeado sencillo entre los espacios de
Hilbert de ambos problemas al identificar el estado de
un espin en una posicién de la cadena con el ntimero
de ocupacién del correspondiente modo fermiénico. Esto
sugiere tranformar los operadores escalera de espin
actuando en el sitio j, U;-r = (0f + i0?)/2,0; =
(0% —ioY)/2, en operadores de creacién y destruccion de
estados fermionicos en la posicién j-ésima de la cadena,
a;f»,aj. Los operadores escalera de espin, como los de
cualquier momento angular, anticonmtan en todas las
posiciones de la cadena {0';—, o; } = 1, donde las llaves
denotan el anticonmutador de dos operadores, { A, B} :=
AB + BA. Pero al estar definidos localmente, si se
consideran sitios distintos de la cadena los operadores

conmutan, {ai a,ﬂ = 0 si j # k, donde ahora los

corchetes denotan el operador conmutador, [A, B] :=
AB — BA. No obstante, los operadores fermidnicos
definidos en un espacio de Fock anticonmutan para todos
los sitios de la cadena, y conviene que ambos operadores
cumplan las mismas relaciones algebraicas. Jordan y
Wigner propusieron la transformaciéon no local

Jj—1 Jj—1
o z - T_ z +
aj=| 1l on)o;, ay=| 1l on o,
m=1 m=1
donde los prefactores tienen en cuenta el signo apropiado
para que los operadores creacién y destrucciéon
cumplan las relaciones de anticonmutacién candnicas
que caracterizan a los operadores fermiénicos, es decir:

{a;[,aj} :6lj7 {al,aj} :0, {CLZ[, } =0.

Esto se comprueba rutinariamente teniendo en cuenta
los siguientes conmutadores de los operadores escalera
asociados a un momento angular:

(07,05 = :i:2(5ij0j-[.

[0, ; ;| = dijo; ;



Un operador momento angular, S se relaciona con_sus
correspondientes operadores escalera con S;S_ = S? —
S2 — S, que para nuestro caso de espin 1/2 implica
oto™ =3/4—1/4—0%/2, y por tanto para cada espin,
o = 2a;faj_ —1I, donde T es la identidad. Por otra parte,
los operadores son locales y actiian en los subespacios
de Hilbert de cada espin j, con lo queconmutan para
posiciones distintas de la cadena:

j—1
2 — —
a;[aj = H (o7) 0';_0']- = O';_Uj ,
m=1
ya que (0°)2> = 1. Asf, la transformacion de
Jordan-Wigner mapea la componente z del operador de

espin a o = 2a}aj —1I. Por otro lado, mapea el operador
que voltea espines vecinos antiparalelos al operador de

salto de un fermién entre sitios contiguos de la cadena,
ya que:

J—1 J
T — z + z — _
;0500 = || ][ on ) o I o) o5 | =
m=1 m=1
j—1
+ z\2 - + 42—
of | IT (03" ) ojojin = of ofosyy =
m=1
F(95Ftr— — 1V\o— . — —to—
0f(20/0; =)o, =—0;0,,;.

donde se ha usado la conmutacién de operadores
actuando en posiciones distintas y que los operadores
escalera al cuadrado son nulos (0%)2 = 0.
Andlogamente, se tiene que, a}ajﬂ —0; 0'++17 con lo
que en efecto el término de interaccién se transforma
+ + T .

como (070,41 + 0;0;1) —(ajaj+1 + ajajyy). El
hamlltomano transformado resultante es un modelo de
fermiones libres sin espin con potencial quimico A:

N N AN
Hxx =— Z(a;‘ajJrl + aLﬂj) +A Za;aj Ty
=1 j=1

Este hamiltoniano modeliza una cadena de N posiciones
que pueden ser ocupados por fermiones, bajo un
potencial quimico A y sin interaccionar. El tltimo
sumando constante —AN/2 desplaza el origen de
energias, con lo que se va a ignorar sin que afecte la
diagonalizacién del hamiltoniano. Realmente se tiene la
equivalencia unitaria en el limite termodindmico, N —
00, pues para una cadena finita se tiene un término extra
de frontera debido a que any1 = ([[N_;0%)0y 1 =
(TN _, 02,)o1 # a1 = oy . Este término de borde debido
a la transformacion no local es del orden de O(1/N), con
lo que lo podremos despreciar en el limite N — oo. La
diagonalizacién del hamiltoniano se efecttia en el limite
termodinamico en la cadena N — oc.

El primer sumando es un término de salto de ocupacién

entre sitios contiguos de la cadena (fermionic hopping).

T

El operador aniquilacién aj crea un fermion en el sitio

j—ésimo de la cadena, y cada sitio puede estar vacio

(es decir, en el estado |0);) u ocupada por un fermién
(en el estado [1);). Por lo tanto, el espacio de Hilbert es

el espacio de Fock 2V dimensional construido actuando

sobre el estado del vacio, |0,...,0), con los operadores

creacion a}. El espacio de Fock no es mas que el

conjunto de estados generado por todas las posibles
combinaciones de nimeros de ocupaciéon en los sitios
de la cadena. Esta base de estados se suele denotar
|n1,ng,...n) donde n; es el nimero de fermiones o
nimero de ocupacién en el sitio i-ésimo de la cadena,
que por ser fermiones estan restringidos a n; € {0,1}. Se

corresponde con el autovalor del operador agai e indica la
ocupacién de la posicion i-ésima de la cadena. El estado
del vacio es aquel para el que niguna posicién de la
cadena estd ocupada por un fermién y esta debidamente
normalizado, (0|0) = 1. Muchos modelos de cadenas
de espines con interacciones de corto y largo alcance
resultan ser unitariamente equivalentes a modelos
fermiénicos [7],[8], permitiendo asi la diagonalizacién
de los hamiltonianos. Puede resultar més conveniente
expresar el espacio de Fock en términos de estados
individuales de particula con momento bien definido,
en lugar de tener la posicién bien definida como se
estd considerando. Debido a las condiciones de contorno
periddicas, el modelo es translacionalmente invariante,
lo que sugiere introducir la transformada de Fourier
discreta de los operadores creaciéon y destrucciéon para
diagonalizar el hamiltoniano.

N
1 Lo -
= ﬁ E (ljeil%k], k S {1, ,N}
i=1

Como la transformacion es unitaria los operadores
br definidos satisfacen las relaciones candnicas de
{bL,bj} = 6k {brbj} 0, con
lo que representan un nuevo conjunto de operadores
fermiénicos (se prueba mas adelante eq. (11)). De hecho,
el operador bT crea un fermion deslocalizado de momento

anticonmutacion,

p = %k (mod27r) Usando la transformada inversa de
Fourier,

N
S b WY e {1, N}, (5)
=1

el hamiltoniano queda diagonalizado en el espacio de

27i ’ -
momentos. En efecto, como e N es una raiz N-ésima de
la unidad, es raiz también del polinomio 1+ z + ... +

N_ . . . .z
N-1=2 2_11, con lo que se tiene la siguiente relacion:

N

27rwn 27”(k Q)J
Z e = 0 f— Z e = N (Sk,q
j=1 j=1

donde la suma no se anula salvo si k& = ¢, en
cuyo caso es la suma de N veces 1. Usando esta
identidad, se comprueba facilmente como queda. escrito
el hamiltoniano en términos de los operadores by y sus



: 7.
adjuntos b, :

N

Za;[a]—l-l =

j=1
N 1 N .2 . N .2 .

=3 (e ) (S ewo,
j=1 k=1 q=1
N 1 N -27rk- - 27 i1 T

— ZN Z e iRk iR e+ )bkbq
J=1"" kg=1
1 N ) N

_ = Z ellqb;[cb Z@ZW(‘I*]“)J
Nk,q:l j=1

N-dy 4

N
R WbLby - Nogp = S X kol
k=1

y de manera analoga se tiene que:

N N N N
Z a}L-Haj = Z e_ZkaLbk, Z a;aj = Z b};bk.
j=1 k=1 j=1 k=1

Por lo tanto, el hamiltoniano es verdaderamente
diagonal en términos de los operadores creacién y
aniquilacién en el espacio de momentos:

N
HXX = Z EN(k)bLbk.
k=1

donde

- 27 27 27Tk
en(k) =X — e Nk 4 eI TF = X\ —2cos () .
N
representan las autoenergias asociadas a cada modo k.
De la misma manera, el operador momento total P del
sistema viene dado por:

N
ok
=ULIAT

P =
N

k=1

de manera que el operador creacién b;rC crea  un
fermién deslocalizado con energia bien definida ey (k)
y momento pr = % (mod 27). El moédulo 27
se debe a que momentos cuya diferencia es 2w
representan estados con la misma energia, como se
aprecia claramente en la expresion ey (k). Denotamos
el operador niimero para estos operadores fermionicos
como np = bLbk, cuyos autovalores son {0,1} al
tratarse de particulas fermidnicas. Los operadores
nimero b};bk, con k € {1,..., N} constituyen un conjunto
completo de operadores que conmutan en el espacio de
Fock 2V dimensional, concluyendo que el modelo XX
unidimensional es integrable. Se suele definir el estado
de vacio como aquel aniquilado por todos los operadores
bk, es decir, b, |0) =0, Vk € {1,2,..., N}, normalizado
de forma que (0/0) = 1. El hamiltoniano es diagonal

en la base de estados del espacio de Fock construida
mediante la actuacién los operadores de creacién de
modos fermidnicos sobre el estado de vacio |0, ..., 0) = |0)

bLl"-bij,...,O), 1§k1<"'<kj§N,

y su energia correspondiente viene dada por:

J
E(klv .- 7kj) = ZEN(kl)a
=1

definiendo el espectro de energias. Este estado
corresponde a un estado de j particulas fermidnicas
sin espin con energias en(ki),...,en(kj) y momentos
p1 = 2mk1/N,...,p; = 27nk;/N. Estos son estados de
varias particulas, mientras que que los estados de una
particula, escritos como b; |0,...,0) (con 1 < k < N)
representan excitaciones de un tnico modo fermidénico
con energia ey (k). Se hace notar que estas particulas

no estan localizadas en el espacio, sino que bL crea
autoestados del operador momento. Otro aspecto a
resaltar es que el estado del vacio en la representacion de
estados con posicién bien definida coincide con el estado
del vacio en representacion de momentos. Es decir, el
estado del espacio de Fock definido como el estado
aniquilado por los operadores a,, ( a,|0), =0 Vn €
{1,...,N}) y el estado definido como el aniquilado por
todos los operadores resultantes de la transformacién
discreta de momentos, by, (b [0), =0 Vk e {1,...,N})
son el mismo estado, |0), = [0),. Esto es claro a
partir de la definicién de la transformada discreta de
Fourier, aunque no todas las transformaciones entre
modos fermidénicos preservan el estado de vacio. Las
energias exn(k) dependen del modo k y del nimero
de fermiones en la cadena N a través del momento
correspondiente 2wk /N, es decir:
en(k) =€&2nk/N), 1<k<N,
lo que permite definir la relacién de dispersién para
nuestro modelo £(p) = A — 2cos(p), donde ahora el
momento p es una variable continua, p € (0,2m).
Definir la relacién de dispersién para cada modelo
permite tratar las cadenas en el limite termodinamico.
Las relaciones de dispersién asocian la energia que
corresponde a los modos de momento, y para condiciones
de contorno periddicas son simétricas respecto de m, con
lo que:

E(p) = E(2m —p),

lo que permite centrar el estudio en el intervalo
(0,7). Para las energias discretas, las condiciones de
contorno periddicas implican la simetria ey(k) =
en(N — k). En nuestro caso, la relacién de dispersién
E(p) = A — 2cos(p) es monétona en el intervalo
(0, ), pero existen modelos més generales que resultan
equivalentes a modelos de fermiones libres y presentan



relaciones de dispersién no monétonas [8]. La relacién
de dispersion del modelo XY eq. (4) viene dada por

E(p) = \/()\ —2cosp)? +42sin? p [6]. Este modelo que
generaliza al XX requiere una transformacion adicional
de Bogoliubov para ser reescrito como un modelo
equivalente de fermiones libres, una técnica habitual a
la hora de diagonalizar hamiltonianos en una dimensién

[5].

A. Estado fundamental del modelo

Con el Hamiltoniando diagonalizado, resulta
inmediato determinar el estado fundamental del
modelo, es decir, el autoestado con menor energia,
que denotamos |¢). La dependencia de las autoenergias
en(k) con el pardmetro A implican una dependencia del
estado fundamental con A , que se podia asumir A > 0
sin pérdida de generalidad. Cuando A > 2, todos los
modos fermidnicos k tienen asociadas energias positivas,
en(k) > 0 Vk, por lo que el estado fundamental es el
estado de vacio, el estado aniquilado por todos los by:

br[Y) =0

que tiene energia 0 al no tener modos excitados. En
la base original de espines, se corresponde con el
estado con todos los espines alineados con el campo
externo, |U) = [1)®V. Asi, el pardmetro A indicador
de la intensidad del campo magnético externo vence la
interaccion entre espines vecinos en el rango A > 2. En
esta fase ferromagnética, el estado fundamental es un
estado producto sin entrelazar y por ende la entropia
de entrelazamiento es cero, S;, = 0.

Wk e {1,2,.,N} = [¢)=]0,...,0).

Por otra parte, si 0 < A < 2, los modos excitados en
el estado fundamental son aquellos con energia asociada
negativa, eny(k) < 0, cuyos momentos pp = 2mk/N
satisfacen la condicién A < 2 cos % El resto de modos
estan sin ocupar, aniquilados por los operadores bg. El
estado fundamental 1) queda determinado entonces por
las condiciones:

by |¥) = 0,
oL |v) =0,

sien(k) >0 Modos no ocupados
sien(k) <0 Modos excitados

SiA=2cos 2“’“ para cierto k, el modo con momento 27rk

27r(N k)

y por snnetrla el modo =——5—, tienen asociadas una
energia nula ex (k) = en(IN — k) = 0, con lo que pueden
estar tanto excitados como sin ocupar en el estado
fundamental. Esto supone una degeneracion en el estado
fundamental (g = 4 vectores linealmente independientes
con la misma energia minima), pero al interesar el limite
termodinamico N — oo, supondremos sin pérdida de
generalidad que A # 2cos 24~ 2”’“ ,paral < k < N, con
lo que el estado fundamental es unico. Sea ko la raiz
de la ecuacién 2cos 2752 en el intervalo ko € [0, N/2],

que existe y es Uinica por la monotonia de la relacién de

dispersién en £(p) en el intervalo [0, 7r]. Viene dada por:

ko = o arccos — 5"

que estd bien definida pues A/2 < 1 y por las
consideraciones previas kg ¢ Z. Definiendo el valor
critico k. como la parte entera de esta raiz, k. = |ko],
es claro por la monotonia de la relacién de dispersién
que los modos ocupados en el estado fundamental con
energias negativas (e (k) < 0) se corresponden a indices
ke{l,..,ke}U{N — k., ..., N}, mientras que los indices
que corresponden a modos sin excitar con ey (k) > 0
son k € {k.+1,...,N —1—k.}. Los modos ocupados
consituyen lo que se suele denominar el mar de Fermi.
Esta discusién queda clarificada con la representacién
grafica en fig. 1. La energia del estado fundamental es
entonces:

N ke N
(Y| H|p) = Z k) (] bbr [) = Y en(k)+ Y. en(k)
k=1 k=1 k=N—k.

Como los operadores aniquilacion y destrucciéon son
adjuntos el uno del otro, se tiene para los bras
correspondientes:

(| b =0

de manera que los siguientes momentos de orden dos se
anulan:

{W\ bibi [¥) = 0 & (9| bb] [v) = 1
(6] bibi, [) = 0 & (] bbe [0) = 1,

donde se ha tenido en cuenta que los operadores
= [. Teniendo

en(k) >0 ke{ke+1,..,N—1—k}
en(k) <0< ke{l,...k}U{N —k....,N}

EN(]{) >0
en(k) <0

fermidnicos anticonmutan, bLbk + bkb;rC
en cuenta que np = b;ibk es el operador nimero
de ocupacion asociado a los operadores fermidnicos
br, esta expresién refleja que los modos con energia
positiva estan desocupados mientras que los modos
ocupados son los de energia negativa. La composiciéon
de operadores fermiénicos de aniquilacion y destruccién
de modos distintos tiene siempre un valor esperado nulo

<b£bj>|w> = 0 para j # k, al suponer el producto escalar

de dos estados ortonormales del espacio de Fock. En
resumen,

€N(k) >0

entk) <0, (©)

(bt = i) = {

B. Criticalidad del modelo

Una vez determinado el estado fundamental, se
estudia el comportamiento critico de la cadena,
distinguiendo dos régimenes claros. Las transiciones de
fase canticas [5] ocurren a temperatura nula y conllevan
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Figura 1: Energias asociadas a los modos fermidénicos en
el espacio de momentos para la cadena XX con N = 200
espines y un campo magnético externo A = 1. Coincide con
la relacion de dispersiéon en funcién del ntimero de modo,
en(k) = E@2nk/N), con E(p) = A — 2cos(p). Los modos
excitados en el estado fundamental de la cadena dado se
representan en verde para el valor A = 1.

singularidades en la energia del estado fundamental del
sistema. Surgen asi fenémenos criticos caracterizados
por la aparicién de correlaciones de largo alcance en el
estado fundamental. En contraste con las transiciones de
fase clasicas originadas por flucutaciones térmicas, en los
sistemas cudnticos a T' = 0 a pesar de conocer el estado
en el que se encuentran, las fluctuaciones de naturaleza
cuantica regidas por el principio de incertidumbre
de Heisenberg implican una estructura fuertemente
entrelazada de su estado fundamental. A parte de una
longitud de correlaciéon divergente, los puntos criticos
cuénticos vienen caracterizados en términos del gap de
energia A, definido como la diferencia de energia entre
el estado fundamental y el primer estado excitado de
la cadena. Diremos que la cadena es critica cuando el
gap de energia tiende a cero en el limite termodinamico

AN 0, lo que se conoce como un espectro de energia
gapless. Un espectro gapless implica una longitud de
correlacién divergente. Por el contrario, un espectro de
energia que presenta un gap finito A > 0, da lugar
a una escala de longitud escala caracteristica y esto
supone una longitud de correlacién finita £, con lo que
los correladores decaen exponencialmente:

(ofaber) = (o) (obir) ~ exp(=L/8),

donde (-) denota el valor esperado sobre el estado
fundamental [¢). Estos correladores entre espines
distanciados L posiciones en la cadena, definen la
longitud de correlacién £, que es finita para cadenas no
criticas e implica una saturacién del entrelazamiento
en dichas cadenas. Analizando para qué valores del
campo magnético existe un gap finito entre el estado
fundamental y el primer estado excitado de la cadena

infinita, distinguimos dos régimenes en nuestro modelo.

Cuando A € [0,2], el espectro de energia es gapless.
En efecto, si 0 < XA < 2, los modos excitados del
modo fundamental son aquellos con k& € {1,...,k.} U
{N — ke, ..., N}, como se aprecia en fig. 1. En este caso,
el gap entre el estado fundamental y el primer estado
excitado viene dado por:

c 2m(ke + 1
),2005 m(ke +1)

AE:min<)\—2cos27Tk —/\)
(7)
Este primer estado excitado se consigue excitando
el modo k. + 1 del estado fundamental, b};c 41 1%) (o su
simétrico N — k. — 1) o bien desocupando el modo k. del
estado fundamental (o su simétrico N — k. + 1) b, [1),
segin donde se alcance el minimo en eq. (7). Como
ademds, A\ = 2cos 27;\?0 y ke = |ko|, se tiene que AFE

es del orden de O(%). Por lo tanto, el gap tiende a cero

ANZ y el modelo es gapless. (Estamos asumiendo
sin pérdida de generalidad por la orientacién del eje
z que A > 0. El intervalo critico en el que el modelo
es gapless puede extenderse a A € [—2,2]). Por otro
lado, fuera de este intervalo critico, A > 2, el espectro
presenta un gap de energia finito AE = A —2 > 0. El
estado fundamental tiene todos los modos sin ocupar
(estado vacio) y el primer estado excitado se consigue
excitando los modos de menor energia, b{ |0, ...,0), (el
primer estado excitado presenta degeneracién pudiendo
ocuparse el modo k = 1, su simétrico Kk = N — 1 o
ambos). En este caso, la diferencia de energia es:

N N
AFE = ZsN(k‘) — ZSN(/{?)
k=1 k=2
27
—€N(1) —)\—2COSNN:;O>\—2>O,

con lo que el gap permanece finito en el limite N — oo.
De hecho, este régimen no critico se caracteriza por
un estado fundamental de vacio fermiémico |0,...,0),
que para la cadena de espines originales se corresponde
a un estado con todos los espines alineados con el
campo magnético. El intervalo A > 2 define la fase
ferromagnética en el que el modelo es no critico y
el estado fundamental es un estado producto en la
base espines, con entropia de entrelazamiento nula.
Este andlisis sugiere que existe una transicién de fase
cudntica en A = 2 con un cambio entre un estado
fundamental ordenado sin entropia y sin entrelazar en
la fase ferromagnética (|A\| > 2) y otro desordenado
muy entrelazado en la fase critica (JA| < 2), con la
entropia de entrelazamiento como pardmetro de orden
de la transicién. En la seccién V se estudia la entropia
de entrelazamiento como un indicador alternativo del
régimen critico. Los estados fundamentales criticos
se caracterizan por una entropia de entrelazamiento
del bloque de L espines que diverge de manera



logaritmica, con unos coeficientes multiplicativos que
dependen unicamente de la clase de universalidad de la
transicion de fase a la que pertenece el modelo. Asi, el
entrelazamiento en los puntos criticos obedece una ley
de escala universal. Se comprobara la criticalidad del
modelo derivando una férmula asintotica exacta para la
entropia de von Neumann Sy, que escala asintéticamente
con el logaritmo del ntmero de espines del bloque
log L cuando el campo pertence al intervalo critico,
A € (0,2). Cabe mencionar que el método empleado
para determinar la criticalidad de la cadena se puede
extender a modelos de fermiones libres con una relacién
de dispersién arbitraria que sea monétona en [0, 7] [7].

IV. ENTROPIiA DE ENTRELAZAMIENTO DEL
BLOQUE EN EL ESTADO FUNDAMENTAL

Siguiendo las ideas desarolladas en [9], se determina
la entropia de entrelazamiento de un bloque de L espines
consecutivos en el estado fundamental de la cadena XX,
segin la definicién dada en la seccién 11, S;, = S(pr) =
—tr(pr log pr). Por la invariancia traslacional debida a
las condiciones de contorno periddicas, se considera sin
pérdida de generalidad la matriz densidad reducida de
los L primeros espines de la cadena, pr, = try_r, [¢) (¢].
La idea fundamental detras del calculo es que el modelo
de fermiones libres considerado es gaussiano, con lo
que los autoestados estan completamente caracterizados
por los los momentos de orden 2 de un conjunto
de operadores fermionicos. El estado fundamental del
modelo es gaussiano respecto de las distintas familias de
operadores fermidnicos que se han definido, en el sentido
de que los valores esperadores de los distintos operadores
locales son nulos y el emparejamiento fermiénico de los
operadores de las familias consideradas es proporcional a
la identidad [10]. El teorema de Wick establece entonces
que los momentos de cualquier orden de los operadores
fermiénicos quedan determinados por los momentos de
orden 2. Particularizando, se tiene que el valor esperado
del producto de operadores b, y bl, puede escribirse en

términos de los momentos de orden 2: <bmb;f,>, (bmbp) y
sus complejos conjugados. Por ejemplo, se tiene que [6]

(brybrsbl b, ) = (Brybrs) (B, BL, ) = (brabl, ) (bibl, )

+{outl,) (bt

Esto permite determinar la matriz densidad reducida,
pr, = try—r |[¥) (], en términos de los autovalores de
la matriz de correlacién del estado fundamental sobre el
bloque:

mn—<7/)|a an ) = <a an>7 1<m,n<L.

Ya que los L primeros espines de la cadena se
corresponden unitariamente con el bloque de los L
primeros fermiones. Cuando el campo magnético es
suficientemente grande para vencer el acoplamiento

entre espines, A > 2, se ha visto que el estado
fundamental no presenta entrelazamiento. Se considera
el intervalo critico A € (0,2). Con la transformada
inversa de Fourier (5), se determinan los elementos
de matriz A,,, en términos de los correladores de los
operadores fermidnicos del espacio de momentos (6):

1 (X, N
Amn —_ N Z e zQTrm]/Nb} <Z 6127Tnk/ka>
J=1 k=1
LS IN gizmnk/N [t
_ —12 /N _i2 N
= N ;le i2rmj/N i2mn <bjbk>
JR=

Z\H

||F1?’r

N .
Z e—27r7,(m—n)k:/N
k=N—
ke
N+ Nz:: cos [k:( —n)}

Donde se ha tenido en cuenta que el tltimo sumando
es e~i2m(m—n) — q y que se puede agrupar el sumando
de cada modo k € {1,...,k:} con el sumando del
modo simétrico N — k € {N — k¢, ..., N — 1}, ya que
e—i2m(m—n)(N—k) e2m(m=n)k ¢ 1a suma de estas
exponenciales define el coseno, cos(z) = (e 4 =) /2.
En el limite termodindmico en la cadena, N — oo, y
considerando como variable el momento py = % la
anterior suma es una integral y se puede determinar
analiticamente:

Amn——i—icos[ (8)

N
== + - Z cos(pr(m — n))Aka—
s
1
o 1 [Po i -
Y2 L cos(ptm — my)ap = T2~ 1)
7w Jo m(m —n)
donde se ha definido el momento de Fermi pg := %

Este momento es precisamente la raiz £ ~1(0) = arc cos %
en el intervalo (0,7). Por la simetria de la relacién
de dispersién, £(2m — pg) = 0. La expresién tltima
es valida cuando m # n. Cuando m = n, todos los

2(ke—1)

sumandos son 1, de manera que Ay, = ={—, y en

.. N N—o0 .
el limite termodindmico A,,, =~ % = %0. Se tiene

detetminada asi la matriz de correlacién del bloque de
L fermiones en el espacio de posiciones, una matriz
cuadrada de orden L.

Para relacionar esta matriz de correlacion con
la matriz densidad reducida del bloque pr, ha de
considerarse la propiedad que la define. pr es el Unico
operador actuando sobre Hy, pr, : Hr — Hr, tal que

trr(Mpr) L)p) (9)

para cualquier operador que actud localmente sobre el

= tI‘((M ® In_



primer factor M : H; — Hp. Al representar un estado
puro, la matriz densidad del estado fudnamental se
reduce al proyector sobre el estado, p = [¢) (¢, con
lo que se tiene:

eq. (9)

= tr(a:rnan [v) (¥]) = (¥ ainan V) = Apn
Siguiendo el procedimiento establecido por Latorre
y Riera en [6], se considera una base alternativa
de operadores fermiénicos cuya matriz de correlaciéon
es diagonal. Por definicion de operador adjunto,

(Wl al an ) E (W] aham |1}, con lo que la matriz Ap,
es hermitica, A, = Anm. Existe entonces una matriz
unitaria U que diagonaliza la matriz Ap:

try, (ainaan)

UALUT = diag(vy,...,vr) =G (U~ =U"), (10
donde vy, ...,vp € [0,1] son los autovalores de Aj. Se
definen entonces:

L
9p = Z
m=1

Upm Qm,,

pe{l,..,L},

de manera que el conjunto de operadores { 9ps gg } <<l
<p,g<

satisface las relaciones canodnicas de anticonmutacién
propias de operadores fermiénicos, al tratarse de
una transformacién unitaria de operadores fermidnicos.

En efecto, usando identidades conocidas de los
anticonmutadores se tiene que:
L
{gp,gq} = Z Upm Ugn {ama an} =0,
n,m=1
{98} = {909} =0,
L
{g;7gq} = Z UpmUgn {ajnaan} (11)
n,m=1 N ——
6mn
L
= Z UpmUgm = (UTU)pq = Opg (12)
m=1

Esto prueba en general que una transformacién unitaria
arbitraria de operadores fermidnicos define otro
conjunto de operadores que satisfacen las relaciones
de anticonmutacién canénicas. Esto confirma que la
trasnformacion discreta de Fourier de los operadores
ak,aL define a su vez un conjunto de operadores

fermionicos en el espacio de momentos by, b;.

Notése que los nuevos operadores g,, pese a ser
altamente no locales al considerar la combinacién lineal
de distintos operadores destrucciéon en distintos sitios
de la cadena, acttian tnicamente sobre el espacio de
Hilbert del bloque de los L primeros espines, Hy, al
ser combinacién lineal de operadores a,,, 1< m <L,

10

que acttian sobre Hy, a., : Hi, — Hp. Se puede usar de
nuevo la propiedad que caracteriza a la matriz densidad
reducida del bloque:

trr(ghgqmL

) = tr(ghgq [) (1) = (g4) = Y0pg = Gia:
ya que por contruccién los operadores g, diagonalizan
la matriz Ar. (10). Se dispone de un conjunto de
operadores fermidnicos definidos sobre el bloque Hj,

con una matriz de correlacion <g;gq> diagonal. Como

se discute en [11], esta ultima igualdad junto con el
teorema de Wick para estados gaussianos implican que
la matriz densidad reducida esta descorrelacionada para
los L modos fermidnicos definidos, es decir factoriza
como:

PL=01Q - Q0L

donde g, denota la matriz densidad correspondiente al
modo fermiénico excitado por gf (matrices densidad
de una particula). Estos modos fermiénicos tienen una
estructura altamente no local, con lo que el anterior
producto no se corresponde en general a la factorizaciéon
en espacios de Hilbert de dos dimensiones para las
posiciones de los L espines iniciales. Con los nuevos
operadores fermidénicos el espacio de Hilbert H; puede
escribirse como el producto tensorial de los espacios de
dos dimensiones de cada modo fermiénico, generados
por los vectores |0), g} |0), donde g, [0), =0, 1<
m < L. La matriz densidad de cada modo viene dada
por [11]:

Om = Vmgingm +(1— Vm)gmgim
de

o equivalentemente  por las  relaciones
anticonmutacion, gingm + gmgfn =1, como:

om = (2vp, — l)gllgm + (1 —vp)L.
.10}, )
la matriz densidad p,, es diagonal con respectivos
autovalores v,,, 1 — v, y representaciéon matricial:

0

— Vm,
om =19 1—v,/)

La entropia de von Neumann de la matriz densidad g,
es S(om) = —tr(oam log om) = Ha(vm), donde Hy(z) =
—zlog(z) — (1 —z)log(1l — ) denota la entropia binaria
de Shannon. Usando la aditividad de la entropia de von
Neumann, S;, = S(pr) = YL _, S(om), se tiene que
la entropia entre el bloque de L espines y el resto de
la cadena es la suma de las entropias de los modos

En la base de modos fermiénicos {|O>m,gJr



fermiodnicos descorrelacionados:

L
S(pL) = Z HQ(Vm)
m=1

L
= Z —Um 1og U — (1 — vy,) log(1 — vp,). (13)

m=1

Esta ecuaciéon nos proporciona una expresiéon exacta
de la entropia de entrelazamiento de un bloque de L
espines para el estado fundamental del modelo XX a
partir de los autovalores {vi,...,vr} de la matriz de

<ajnan con 1 < nm < L,

cuyos elementos de matriz vienen dados por la expresién
(8). Este método es computacionalmente eficiente pues
el tiempo de computacién para evaluar numéricamente
la entropia escala polinémicamente con el niimero de
espines del bloque, O(L?), al suponer la diagonalizacién
de una matriz de orden L. Esto supone un gran contraste
con el crecimiento exponencial de la dimensién del
espacio de Hilbert del bloque de espines, dim Hj, = 2F.
Ademads, la expresién obtenida de la matriz densidad
reducida pr del estado fundamental permite calcular
sus autovalores. Los 2% autovalores de py, (21'=dim#Hp)
corresponden a todos los posibles productos de los 2
autovalores v,,, 1 — v, de los L modos fermidnicos:

correlacién, A,

L
T 1—x
Ag1agezy, = H vem (1 —v) " xpy, =0,1 Vm.
m=1

El método de céalculo empleado permite calcular la
entropia de entrelazamiento para un modelo genérico
de femiones libres sin espin, y de cualquier modelo
unitariamente equivalente a él. Numerosas cadenas
de espines de largo y corto alcance resultan ser
unitariamente equivalentes a modelos de fermiones
libres [3], con lo que el método descrito permitirfa
obtener su correspondiente entropia de entrelazamiento
diagonalizado la matriz de correlacién de los operadores
fermiénicos y evaluando los autovalores en (10). De
hecho, para modelos con una relaciéon de dispersién
&(p) mondtona, el cilculo del elemento de matriz A,y
es valido (8), a excepcién del momento de fermi que
depende de cada relacién de dispersion, pg = £71(0).
Asi, para modelos de fermiones libres con relacién de
dispersién monoétona la entropia de entrelazamiento
del bloque para el estado fundamental es una funcién
universal del momento de Fermi py. La relacion de
dispersién asi definida &£(p) depende del potencial
quimico de los fermiones A, por lo que el momento de
Fermi dependera a su vez de dicho potencial.

Conviene notar un detalle sutil omitido en la
discusion previa. La matriz densidad reducida calculada
corresponde a un bloque de L fermiones del modelo de
fermiones libres que se prob6 unitariamente equivalente
al modelo XX. No obstante, se desea calcular la
entropia de entrelazamiento del estado fundamental
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para el bloque de L espines de la cadena del modelo
original, lo que puede sugerir invertir la transformacién
unitaria de Jordan-Wigner para expresar el estado
fundamental en la base original de espines. No obstante,
la transformacién unitaria respeta los coeficientes de
los estados expresados en la base de espines y en la
base del espacio de Fock generada por los operadores
construccion actuando sobre el vacio fermiénico. Mas
precisamente,

W)y=" > CIN iy i)

il,...,iNG{T,i}

- X

i1,..,in€{0,1}

Base original de espines
CrN (a]) - (afy) ™ [0, 0)

Base espacio de Fock de fermiones

Los coeficientes de la combinacion lineal son los mismos
tanto en la base de espines original como en la base de
fermiones del modelo equivalente, asi como la biparticiéon
del espacio de Hilbert, con lo que la matriz densidad
reducida es idéntica para ambos modelos. La sencilla
transformacién unitaria no ha cambiado la distribucién
espacial de los estados, con lo que la entropia de
entrelazamiento y el espectro de la matriz densidad
reducida coinciden con la de nuestro modelo de partida.
No obstante, conviene recordar que la entropia de
entrelazamiento depende de la distribucion espacial del
estado y una transformacion unitaria entre modelos
equivalentes puede cambiar las propiedades del estado
y por ende su entrelazamiento.

V. COMPORTAMIENTO ASINTOTICO

La expresién (13) permite computar facilmente la
entropia de entrelazamiento Sy, en funcién del tamaifio
del bloque L y la intensidad del campo magnético .
El resultado numérico obtenido a partir de diagonalizar
la matriz de correlacion se presenta en la fig. 2,
mostrando un crecimiento sin acotar de la entropia de
entrelazamiento con el tamano del bloque. La maxima
entropia de entrelazamiento se tiene en ausencia de
campo externo, A = 0, que se corresponde a un
estado fundamental con mitad de los modos ocupados,
como puede deducirse visualizando la relaciéon de
dispersién fig. 1 con A = 0. Al incrementar el campo
magnético, la entropia decrece aunque mantiene el
mismo comportamiento asintético, hasta que se supera
el umbral critico A > 2 y la entropia satura al
ser el estado fundamental un estado producto en la
fase ferromagnética. Vidal [9] y Latorre [6] detectaron
que dicha entropia calculada numéricamente se ajusta
perfectamente a un crecimiento logaritmico dado por:

Sy = %log(L) +e(h)

donde ¢(\) es una constante que depende tnicamente
del campo A € (—2,2). Este crecimiento logaritmico fue



Calculo numérico de la entropia de entrelazamiento
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Figura 2: Entropia de entrelazamiento de un bloque de L
espines en el estado fundamental para la cadena XX en el
limite N — oo para distintos valores del campo magnético
externo \. Céalculo numérico basado en la diagonalizacién de
la matriz de correlacién A,,, y la expresién exacta de Sy,
eq. (13). La entropia es maxima cuando no hay campo externo
(A = 0). El campo magnético reduce el entrelazamiento hasta
A = 2, donde el sistema alcanzar el limite ferromagnético y
el estado fundamental es un estado producto en la base de
espines.

demostrado analiticamente de manera rigurosa por Jin
y Korepin [11] y se presenta a continuacion.

La estructura particular de la matriz de correlacién
permite obtener una expresién analitica para el escalado
de la entropia de entrelazamiento con el tamano del
bloque L y confirmar el resultado numérico obtenido. La
idea fundamental es que los elementos de la matriz de
correlacién A, dependen tnicamente de la diferencia
m—n. Es por tanto una matriz con elementos constantes
en las diagonales descendientes de izquierda a derecha,
es decir, una matriz de Toeplitz. Es claro de la expresion

eq. (8) que:

Jo f-1 0 fieL
ap=| P e M),
fL.—l o fO
con fo = 2”'“ V fn = Sir;#. Las matrices de Toeplitz

han sido amphamente estudiadas, dando lugar a la
famosa conjetura de Fisher-Hartwig [12] sobre el
comportamiento asintético (orden de las matrices
tendiendo a infinito L — oo) del determinante de
matrices de Toeplitz, demostrada solo para casos
determinados La forma de nuestra matriz Ay
permite usar un caso particular de la conjetura de
Fisher-Hartwig, que fue probado por E.Basor en [13],
siendo por tanto un teorema. La expresién exacta de
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la entropia eq. (13) es la suma de la entropia binaria
de Shannon evaluada sobre los autovalores de la matriz
de correlacién Ap. Interprentando Hj(z) como una
funcién de variable compleja, el teorema de los residuos
permite expresar la suma como una integral en el plano
complejo de Ha(z) - f(z), para cierta funcién meromorfa
f(2) con polos simples en los autovalores v,,, sobre
un camino cerrado que rodee los autovalores. Basta
tomar como f(z) la derivada logaritmica de una funcién
holomorfa con ceros simples en v,,, como es el polinomio
caracteristico de la matriz Pr(z) = [[L_1(z — vm).
Este polinomio caracteristico es precisamente el
determinante de la matriz zIp, — Ay, z € C, que al ser de
nuevo una matriz Toeplitz permite aplicar la conjetura
de Fisher-Hartwig para aproximar asintéticamente su
expresion. Este fue el resultado obtenido por Jin y
Korepin [11], que usaron la aproximacién asintdtica
demostrada del polinomio caracteristico para calcular la
integral y obtener rigurosamente una expresién analitica
asintotica de la entropia de entrelazamiento del modelo
XX. A continuacién, se presenta con detalle este calculo.

Los autovalores de la matriz hermitica Ayestan en el
intervalo vy, € [0,1] Vm. Esto se debe a que tanto Ay,
como [ — A son matrices semidefinidas positivas. A fin
de tener un planteamiento mas simétrico que simplifique
los célculos, se reparametrizan por conveniencia los
autovalores:

Hm + 1
2 7

P =2y — 1 S vy =

de manera que p1, ..., i, pertenecen al intervalo [—1,1]
y constituyen los autovalores de la también matriz de
Toeplitz:

Ty = (u+ 1)1 — 247 € M (R). (14)

Para expresar la entropia como una suma de una funcién
evaluada en estos autovalores, se define la funcién

1+ 1+ 1—z l1—=x
s(z) = — 5 log( 5 )— 5 log( 5 ),(15)

Hs (HTx) y por tanto

El polinomio caracteristico

de manera que s(z) =

L
S, = Zm:l S (:U‘m) :
correspondiente es:

L
Dp(p) = det Ty (p) = det((u+1)I1-2A41) = [ (n—pm),
m=1

que se va a interpretar como una funcién compleja, p €
C, que al tratarse de un polinomio es entera (holomorfa
en todo el plano). Los ceros de Dy (u) son precisamente
los autovalores i1, ..., 1, vy la derivada logaritmica de
Dr(u) es una funcién meromorfa con polos simples en



los ceros de Dy, (u):

F = Log iy = 3 !
) = —log Dr(p) = :

con f € H(C\ {p1,....,tm}). El teorema de los
residuos establece que la integral en un camino
cerrado simple positivamente orientado v de una funcién
holomorfa en un abierto salvo en unos puntos aislados

ab
g € H(Uy), Uy = U\ {a1,...,an} C C puede calcularse
como la suma de sus residuos sobre las singularidades
que encierra el camino:

7{ g(z)dz = 2mi ZRes(g, ag).
v k

Para aplicar el teorema a la funciéon meromorfa
s(u)f(n) con polos en los autovalores p,, € [—1,1],
debe considerarse un camino cerrado que rodee estos
autovalores. Como funcién compleja, s(z) se define
para la determinaciéon principal del logaritmo, con
argumentos entre (—m, 7], de manera que logz =
log |z| + darg (_rn, holomorfa en todo el plano
complejo salvo en el semieje real negativo, Re(z) <
0, que constituye la rama de dicha determinacién.
Consecuentemente, s(z) dada por eq. (15) presenta dos
ramas en Re(1+ 2) < 0y Re(1 —2) < 0, con lo que
—1,1 constituyen dos puntos de ramificacién. Cualquier
contorno cerrado que rodee el intervalo [—1,1] cortard
por tanto las ramificaciones de s(z) donde esta funcién
no es analitica. Para estar en las hipétesis del teorema de
los residuos, se modifica ligeramente el integrando con
un parametro € > 0:

l4+e+2 l+e+2
() = —— e log (0
l+e—2z (1+6—z>
——log| —— ).
2 2

Las ramificaciones de s.(z) son Re(1 +2z+¢) < 0y
Re(l14+e—2) < 0 < |Rez|] > 1+ ¢, y no presenta
mas singularidades en un entorno abierto de [—1,1]
suficientemente pequeiio. Se considera como contorno
de integracion . s, el formado por dos arcos centrados
en 1 de radio £/2 unidos por segmentos verticales de
altura +ié con § > 0, recorrido en sentido directo y
representado en la fig. 3. Este contorno delimita un
entorno de [—1,1] donde s.(z) es holomorfa y aplica el
teorema de los residuos de Cauchy:

L L
SL="Y_ s(um) = Y Res(s(u) - f(1), prm)
m=1 m=1

(16)

e,6—0+ 2m1

L 75 52 (1) £ () dp

Al estimar la derivada logaritmica de Dy (u) mediante
la conjetura de Fisher-Hartwig, se sustituye f(u) por
su aproximacion y con ella se realiza la anterior integral
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compleja, obteniendo asi una expresion analitica cerrada
para la entropia de entrelazamiento Sr.

«
S
&
s
S

Figura 3: Contorno de integracién «. s de eq. (16). En linea
quebrada se representan los cortes de ramificacion de s.(z)
dados por |Rez| > 1+e¢.

1. Comportamiento asintético del determinante Dp (i)

Para determinar el comportamiento asintético del
determinante Dy (u) conviene definir el simbolo de una
matriz de Toeplitz. Recordamos que una matriz Ty, de
orden L es Toeplitz si sus elementos diagonales son
constantes, o equivalentemente sus elementos de matriz
tnm dependen tnicamente de la diferencia n — m. Se
dice que una matriz de Toeplitz es generada por una
funcién compleja definida en la circunferencia unidad
c:S' = C, S'={z€cC:|z| =1}, sisus elementos de
matriz pueden expresarse como:

(TL)nm =Cp-m, 1<n,m< L7

donde ¢, son los coeficientes de Fourier de la funcién
c(2):

1 2

Cn c(e®)e”™dg, neZ.

21 Jo
Se dice que la funcién compleja ¢(z) es el simbolo de
la matriz Toeplitz Ty. El integrando es una funcién
o —periddica, ¢(el0+2m))e=(042m) — ¢(gi0)e=in?  con
lo que pueden definirse los coeficientes de Fourier
integrando sobre cualquier intervalo de longitud 27. La
conjetura de Fisher-Hartwig se aplica a matrices de
Toeplitz generadas por un simbolo singular que satisface
una serie requisitos, y puede encontrarse formulada en
[12]. Se enuncia una versién més simplificada del caso
particular probado por Basor [13], que es suficente para
aplicar a nuestra matriz de Toeplitz 17 ..

Teorema V.l1. (Caso particular probado de la
conjetura de Fisher-Hartwig). Sea T1, una matriz de
Toeplitz de orden L cuyo simbolo c(z) tiene la siguiente
forma:

c(z) =b ﬁ tg, (")), (17)
r=1

para ciertas constantes b, 5, € C,R € N, donde tg(z)
es una funcion dada por tg(z) = eBO=7) 4 donde se
ha considerado una determinacion del argumento en



[0,27), es decir, 0 = argjg or)z. Supongamos ademds que

|Re(Br)| < r=1,...,R.

1
27
Entonces, se tiene el siguiente comportamiento
asintdético (a orden dominante) del determinante de

la matriz Toeplitz T, cuando su orden tiene a infinito
(L — 00):

det Ty, = b" LM E,
donde
R
= - Z /83,
r=1

y la constante E viene dada por:

E:HP

1<s<r<R

:| 257‘/65
S

donde la funcion de Barnes G(z) es una funcion
entera G € H(C)definida por un producto infinito (no
expresable en términos de funciones elementales):

_ (o) 26+ —E2 2
s zZ\" 2
1 ~ —z+z /(2n):|
<IL|(e ) e,

donde vg es la constante de Euler-Macheroni, definida
como la diferencia entre la serie armodnica y el logaritmo
natural:

G(1+=z)

) 1
WE:nlgrolo (—10gn+kz_:lk).

Por la determinacién del argumento considerada, las
funciones tz(e'®~%)) definidas tienen en general una
discontinuidad de salto en los puntos z = ¢ (salvo que
la constante [ sea un nimero entero). Las singularidades
de los simbolos que se pueden factorizan como en
eq. (17) vienen determinadas por estos puntos en los
que las funciones tg son discontinuas. Por otra parte,
al ser uniforme la convergencia del producto infinito
que define la funcién de Barnes, se pueden manipular
los productos en G(1 + 2)G(1 — z) de manera que las
exponenciales e’e™* = 1 se anulan entre si mientras que
las exponeciales en la variable 22, se suman,
que junto con la identidad (1—z/n)(1+z/n) = 1—22/n?
reduce la expresiéon a:

_.\2 2
e( Z) :ez

G(1+2)G(1 —z) = e IHE)?

2 n
) (18)
Para aplicar este teorema y derivar el comportamiento
asintético de Dy, () , se determina en primera instancia
el stmbolo de nuestra matriz Toeplitz Tp (1) = (u+1)I—

2A1. Se recuerda que Dp(p) = det(Tr(p)) denota el

R
X H G(1+ﬁr)G(1*Br)'
r=1
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polinomio caracterisitico de la matriz 24y — I, siendo
Ayp la matriz de correlaciéon del bloque de L espines
(8). Para la relacién de dispersién del modelo XX, es
sencillo expresar los elementos de matriz de la matriz
de correlacién Ay, en términos de una integral compleja
con una exponencial:

Sin[po (m — n)] eipo(mfn) _ efipo(mfn)
(AL)mn = = -
m(m —n) 27i(m — n)
1 PO
— *l(m n)o
o / do,

donde py denota el momento de Fermi del modelo, py =
arc cos % Asi expresada, es inmediato obtener el simbolo
f(2) de la matriz de Toeplitz Ar:

; 1, - 0
f(eza) — Y pO < < pO
0, po<0<2m—pg

(el simbolo se define sobre la circunferencia unidad
o equivalentemente sobre cualquier intervalo real de
longitud 27). Se trata de una funcién continua a trozos
con una discotinuidad de salto en z = €. A partir
del simbolo f(z) de A se determina el simbolo ¢(z)
de la matriz de Toeplitz T}, que coincide con la matriz
—2Aj, salvo en la diagonal principal, cuyos se elementos
diferencian en (77)nn = u+ 1 — (—2AL)nn- El simbolo
de la matriz —2Aj, es:

g@”w—{‘z

0,

—po < 0 < po
po < 0 < 2w —pg

El tnico coeficiente de Fourier en el que se diferencian los
simbolos g(z) (de la matriz —2A1) y ¢(z) (de la matriz
T1) es el coeficiente 0, ya que ¢o = (T0)pn = p+ 1+
(2AL)nn =+ 1+ go y el resto de coeficientes coinciden
gn = ¢n, n # 0. Como fo% e M40 = 21 - 5,0, sumar
una constante al simbolo g(z) constante a trozos define
otro simbolo que difieren inicamente en el coeficiente de
Fourier de orden 0. Sea C la constante sumada que se
desea determinar, ¢(z) = C + g(z). Para determinar C,
basta imponer que:

1 2w "
%/0 c(e)dd =1+ u+ go

1 2 0
=1 — "do
+u+27r/0 g(e”)

Al integral los simbolos, esta ecuacién se reescribe como:

Ccy) —

1
5= (2p0(C' = 2) + C(2m —po) = 14— 2.
T T

Despejando se tiene que C = pu+1, obteniendo el simbolo
de la matriz de Toepltiz T7:
A -1, —po<O<
C(eze) _ {/’L Po Po

(19)
po < 0 < 2m — po,

p+1,

que de nuevo es una funcién constante a trozos en la



circunferencia unidad con dos discotinuidades de salto
en z = e, Estas discontinuidades sugieren factorizar
el simbolo como:

C(eiG) —p. tg(ei(eerO)) . t_ﬁ(ei(efpo))

para ciertas constantes b, 5. Veamos que en efecto se
puede factorizar el simbolo ¢(z) de esta manera, que
verifica las hipotesis del teorema V.1. Para verificar la
factorizacién propuesta, veamos la expresién que toman
las funciones en el intervalo (—pg, 27 — pg), para poder
compararlas con la expresién del simbolo ¢(z) obtenida
en eq. (19). Para ello se trasladan los argumentos al
intervalo (0, 27), que es la determinacién del argumento
considerada en las funciones t45(z). En primer lugar, si
0 € (—po,2m —po) < 0+ po € (0,27), con lo que el
argumento en todo el intervalo es precisamente 6 + pg:
tﬁ(ei(eﬂ’o)) = B0tro=m)  _po < 0 < 21 — po.

Por otra parte, si 8 € (po,2m — po), entonces § — py
no estd necesariamente en el intervalo (0,27) y debe
considerarse el argumento equivalente en dicho intervalo.
Por un lado, si pg < 0 < 2w — pg, restando pg se tiene
que 0 < 0 — pg < 2m — 2pg < 2w, con lo que en este
intervalo, arg[ogﬂei(e_po) =60 — py y por lo tanto:

t_ﬂ(eiw_po)) = ¢ Bl=P=m) < 0 < 21 — py.

Por otro lado, si —pg < 6 < pg, sumando 27 —pg a estas
desigualdades se tiene que 0 < 271 —2pg < 0 —po + 27 <
27 y por lo tanto para este intervalo arg[ogﬁ]ei(e_po) =
0 — po + 27, con lo que:

t_ﬂ(ei(f?—po)) — e—iﬁ((’—p(H—W)7 —po < 6 < po.
Considerando el producto de ambas funciones se tiene
entonces:

. . 2if(po—m)  _ 0 <

z(9+p0) . @(pro) _ € ) Do < Po
tﬁ(e ) t—ﬁ(e ) = {egigpo
Para que se cumpla la factorizacion propuesta y teniendo
en cuenta eq. (19), se deben satisfacer las ecuaciones:

b . 2iBpo—m) — p—1, b- e2iBpo S

Dividiendo la segunda ecuacién por la primera y
despejando b de la segunda, se reescriben como:

p+1

2if—geem _
e fry
p—1’

b= (u+1)e 2bpo

Para p # =1, estas ecuaciones admiten infinitas
soluciones (3,b), pero resulta conviente tomar como
soluciones las encontradas por Jin y Korepin [11]:

b—m+m@fbwm (20)

1 w41
:71 _
p 271 Ogu—l’

considerando ahora la rama principal del logaritmo, es

po < 0 < 21w — po.
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decir, aquella determinacién cuyos argumentos estan
en (—m, 7], logz = log|z| + darg_r 2. También se
ha considerado la funcién potencial correspondiente
2% = e*°82 En particular, son constantes no nulas,
dependientes del pardametro espectral. Se tiene la
factorizacion del simbolo deseada eq. (17), con:

B1=—p2 =,

Para aplicar el teorema se debe verificar la hipotesis
[Re(81)|=|Re(B2)|=|Re(B)| < 3, que se satisface para
w ¢ [—1,1]. En efecto, se tiene que Re f = — Im
B = log ZJ_F} y por tanto:

R =2, 01 = —62 = po.

P 11] = Re(8)] = 5-

pw+1 < 1
Mo (] (u - 1)‘ =2
pues por definicién, —m < arg_n, < m. La igualdad
se alcanza cuando el argumento vale w. Los nimeros
complejos con argumento —m son precisamente los
nimeros reales negativos.

p+1 pw+1
arg(_mﬂ] <,u_1> =T < ﬁ S (—O0,0)
e pe(-1,1)
Se ha usado que zﬂ € R & 2z € Ry que la
funcién h(z) = L tiene imagen (—o0,0) solo en el

intervalo € (—1,1). Cuando p estd fuera del intervalo
cerrado [—1, 1], estamos en las hipdtesis del teorema V.1,
(JRe(B)| < 1/2) con lo que se puede aplicar dicho caso
probado de la conjetura (la variable de integraciéon pu
recorre el camino cerrado 7.5 que rodea el intervalo
[—1,1] fig. 3, con lo que u ¢ [—1,1]). Con la notacién
empleada en V.1 se tiene que:

M = —p} - 0} = 28

_ 2B12
FE = 2sin <91 02)

x G(1+4 B1)G(1 = B1)G(1 + B2)G(1 — B2)
= E = (2sinpo) 2" G(1 + 8)°G(1 — B)?
Con lo que aplicando el teorema V.1 para las constantes

dadas en (20), el determinante de T7,(u) puede escribirse
asintéticamente cuando L — oo como:

+1 —Lpo/m
Dr(p) = (p+1)* (Z_J L=

x (2sinpo) 2 x G(1+ B)2G(1—B)> (21)

2. Comportamiento asintdtico de la entropia de
entrelazamiento

Con la aproximaciéon del determinante eq. (21)
se calcula analiticamente la integral en el plano
complejo eq. (16) para derivar una férmula asintdtica



de la entropia de entrelazamiento en el limite
L — oo. Primero calcula la derivada logaritmica del
determinante eq. (21). Tomando logaritmos naturales en
eq. (21) se tiene:

L
log Dy (p) ~ L (1 - f:) log(p+1) + % log(p — 1)

—26%1og(2L sin pg) + 2log[G(1 + B)G(1 — ). 1

Noétese que 3 depende del pardmetro espectral 5(u), que
hace de variable de integracion, con lo que debe tenerse
en cuenta la regla de la cadena al derivar. La derivada

de B(u) (20) es:
_2 7
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y sustituir esta expresién asintética en la integral
eq. (16) para calcular la entropia. El primer término
proporcional a L no contribuye a la integral, ya que

s (p)

las funciones ~=7 son funciones meromorfas con polos

simplesen pp = +1y Res(SE:(F“l) ,£1) = s.(£1) con lo que

por el teorema de los resicfuos de Cauchy:

]g sl = (1) o s(£1) =0

2771'1' nwF1 e—=0t

Ya que s(x) = Ha((1+x)/2) se anula en £1 (la entropia
binaria de Shannon se anula precisamente en Hs(0) =
Hy(1) Se reduce entonces la integral eq. (16) a:

= )
2 se(1)B(1)

dﬁ(#)1<1 1)1

dp " 2mi ,LL—|—1_,u—1

Usando la regla de la cadena, se tiene la siguiente
expresion asintética para la derivada logaritmica:

d 1 —po/7 p0/7T>
—log D ~ L —
1 %% L(p) ( S

T Imi -1 m(pr-1) 13

lim
E,6—)0+ Ye,s

x [log(2L sinpg) + (1 +vg + T (1))]dp.

1 — p?
(24)

La contribucién a la integral de los arcos circulares
del contorno <. s es nula. En efecto, dichos arcos se
transforman el uno en el otro bajo la transformacién

. ds d dg u — —p, pero el integrando cambia de signo bajo
— 4B log(2L smpg)@ +2@ (log[G(1+ B)G(1 = B)]) q, esta transformacion. Es claro que se(u) = se(—p) y

(22)

La derivada logaritmica del producto de las funciones de
Barnes se puede calcular a partir de eq. (18):

ddﬁ log[G(1 + B)G(1 - B)]

d 0 ﬁ2 62
= {—(1 +7E)52+HZ::1 nlog <1 — n?> +?

_ — —26/n? B

= n 1
=—2(1+7g)B — 25; (712—52 - )

n
oo Bg
:—26(1+7E+ZM)

=1

}

Por conveniencia se define:

o BAp)/n
n;nQ—/B(u)Q’

T(p) =
de manera que
o TolG(1 + B~ ) = 147 + T ().

Con lo que se puede escribir finalmente

d 1-—
@logDL(u) ~ L( po/m po/Tr>

w41 w—1
4iB ()
m(1— p?)

[log(2Lsinpo) +1+ve +Y(u)]  (23)

(1 — %) = (1 — (—=p)?) pero B cambia de signo:

o =5 (557) = 3 (S ) =000

y como Y(p) depende de u a través de B2(u), Y(u) =
Y (—u). En definitiva, la integral en uno de los arcos es
cancelada por la integral opuesta sobre el otro arco. La
integral se reduce a los segmentos horizontales de altura
+id, teniendo en cuenta la distinta orientacién de los
segmentos:

2 1—46
Sp~ lim — — _
s—0t 2 \Joi—is  Jo144s 1—p?

x [log(2L sinpo) + (1 +vE + Y(1))]

1+i6> 22050

(25)

Para evaluar dichas integrales se parametrizan los
segmentos horizontales del contorno como A\ = x =+ id,
con z € (—1,1). Conviene estudiar el comportamiento
de la variable w = (u + 1)/( — 1) de la que depende
B(u) en dichos segmentos:

p+1 .
p—1 x—1+i5 x—1Fi6

r+1+i6 x—1Fi6  a? —1+2i6+ 67
(1—x)24 462

w

En 3(u) se considera el logaritmo natural log(w) =
log |w| + i arg(_, ], e interesa el limite § — 0". Para
el médulo se tiene:

-1 (I+z)(1+z) 1+

lim, ] = )2 (1-z)2  1-zx

§—0+ (1

Para determinar el argumento, se nota que

22— 14 62

Rew =G +e



es negativo para J suficientemente pequeno, puesto que
el denominador es positivo mientras que el numerador es
negativo ya que |z| < 1 = 22 < 1y por tanto Re w < 0.
Por otro lado, consideramos el signo de la tangente del
argumento de w que viene dado por el cociente:

tan — Im(w) _ +26

Re(w) 1—22—

62’

que tiende a cero en el limite § — 07, y tiene el mismo
signo que 4. Una sucesién de niimeros complejos en el
semiplano izquierdo que tienen argumento con tangente
nula (—0) pertenecen al tercer cuadrante mientras que
si su argumento tiene tangente positiva (+9) pertenecen
al cuarto cuadrante. Asi, para —J, el limite se acerca
al semieje real negativo desde el tercer cuadrante, el
argumento tiende a 7; mientras que para —+46, el limite
se acerca desde el cuarto cuadrante, el argumento tiende
por tanto a —m:

lim arg

d—0+ (=m0 = -

Como B(w) = g (log w] + darg_r ) = grarg(w) —
5= log |w|, tomando el limite se tiene que para z €

(—1,1):

1 +16
sim, flakio) = o

2 1—=x

donde se ha definido la funcién real:

1 1+
Zlog (2 1.
o 0g<1—az>’ ol <

Se sustituye este limite en eq. (25), se usa la linealidad de
la integral y que el contorno colapsa al intervalo (—1,1)
cuando § — 0F:

-5 p14id A1)
(/1 is /1+15> — p? 1oz T

) ity + g

1—x2

B(x) =

S~ lim —
d—0+ T

2 1
+ﬁ/
—/ dx

7)[log(2L sinpg) + 1 + vg]

s > 3/n
822 2:31 nf(ﬂ) /

1— m2
1—id 1+id
/1 0 /1+z6

2
+ (log(2L sinpg) + 1 + vg) -

Se ha considerado que la integral de las partes
imaginarias de [, representadas en ambos segmentos
por —iB(x) se cancelan entre si, mientras que las partes
reales constantes se han sumado, debido a que cambia
tanto la orientaciéon de la integral como el signo del
integrando, con lo que (1/2) — (—1/2) = 1. Se han
definido las integrales Iy, I, de manera que la entropia

()5 log (1 ”) = F2-iB(),
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se puede escribir asintéticamente como:

S, ~ Ii[log(2Lsinpgy) + (1 + vg)] + Lo.

Ahora, I se puede integrar elementalmente:
s(z) d

2 1
w2 /_1 1 — 22
2 /1 1+
w2 )4 2
La segunda integral se reescribe como:

' 2
i 1 /1 s(z) y (% — zB(a:))

3
et e (1 iB@))
, 3

L s(x) <_% - ZB(CU))
— / = .2 X . 5 | d=
-1 n? — (5 + zB(ac))
. 2
R (3 - iB@)
2 =n /a1l —a? n2—<%—z‘B(a:))3
, 3
(% + zB(a:))

n2 — (% + Z'B(m))2 o

Agrupando las constantes en una tunica, se define T =
%(1 + vg) + I, de manera que:

I =

1+ 1—=x
2 2

log

9 dx

1 1
Sy ~ 3 log L + 3 log(2sinpg) + T (26)

La constante YT; se puede simplificar mas,
explicitaron Jin & Korepin [11]:

T, = /Oodt < 1
S 3t | tsinh®(t/2)

Podemos expresar el resultado asintético obtenido en

como

cosh(t/2)
2sinh?(t/2)

)[log(QL sinpg) + 1 4+ vg] términos del campo magnético aplicado a la cadena,

A. En el modelo XX el momento de Fermi satisface

cospy = A/2, con lo que sin®py = 1 — (%) , ¥y como

o\ 1/2

po € (0,7) el seno es positivo, sin pg = + (1 - (%)

Esto permite expresar la expresién analitica del escalado
asintotico de la entropia de von Neumann con el tamafio
del bloque como:

1 1 A%\ | log2
SnglogL—i—flog <1— () )—i— o8

+ 7T (27)

6 2 3

En la fig. 4 se compara esta formula analitica
con la entropia exacta calculada numéricamente
diagonalizando la matriz de correlacién, con un
error relativo del orden de 106 para bloques con
L = 400 espines, lo que muestra la gran precision de la
aproximacion asintotica (27).
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Figura 4: La figura superior compara la férmula asintotica
aproximada eq. (27) obtenida para la entropia de
entrelazamiento, S%"° con la expresién exacta, S§racto
computada a partir de la diagonalizacién de la matriz de
correlacién eq. (13), para un valor nulo del campo magnético
A = 0. La figura inferior representa el error relativo de la
aproximacién, definido como ry, := S5t /S — 1 que tiende
asintoticamente a cero al aumentar el tamafio del bloque.

La férmula obtenida es vilida para un modelo
general de fermiones libres bajo un potencial quimico
A al expresar los resultados en términos de su
correspondiente momento de Fermi, pg = £71(0). La
unica particularidad del modelo XX es el valor de pg =
arccos A/2. En efecto, la férmula obtenida (27) se basa
Unicamente en la forma de la matriz de correlacién
eq. (8), que como se dicutié es una funcién univeral de pg
para esta clase de modelos. Para el modelo anisétropo
(XY), se tiene que la cadena es critica para un dnico
valor del campo externo, A\, = 1, en cuyo caso Jin y
Korepin demostraron con técnicas similares basadas en
el estudio asintético de matrices Toeplitz, el siguiente
comportamiento asintético [14]:

1

SL(XY) = 610gL+ a(y), =1 (28)
donde a(y) depende tnicamente del pardmetro de
anisotropia . La cadena critica presenta de nuevo un
escalado logaritmico en la entropia de entrelazamiento
(lo que sugiere una universalidad asociada a los
fenémenos criticos), pero con un prefactor 1/6 frente
al factor 1/3 del modelo isétropo XX. Para A # 1, la
entropia de entrelazamiento se acerca asintéticamente a
un valor de saturacion Sp,qz.

VI. CRITICALIDAD Y TEORIA DE CAMPOS
CONFORMES
El escalado logaritmico de la entropia de

entrelazamiento para el modelo XX es compartido
por otros modelos unidimensionales que pasan por
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una transicion de fase cudntica, que refleja un
comportamiento emergente universal caracteristico
de las transiciones de fase. De manera general, en
cadenas de espines alejadas de los puntos criticos (con
un gap de energia) la entropia de entrelazamiento
del estado fundamental entre un bloque de L espines
con el resto de la cadena o bien se anula para
todo L o bien crece asintoticamente con el tamano
hasta un valor méximo de saturacion Sy [9]. En
cambio, para cadenas en el régimen critico, la entropia
crece logaritmicamente con el tamano del bloque,
St =~ klog L difiriendo Unicamente en el prefactor k,
segin la clase de universalidad a la que pertenezca
la transicién de fase. El escalado de la entropia de
entrelazamiento permite caracterizar de manera sencilla
si un determinado modelo unidimensional es critico
(gapless) o no (presenta gap de energia finito). Un
gap de energia define una escala de longitud en el
sistema (h1/A) que implica una longitud de correlaciéon
finita, y a esto a su vez un entrelazamiento débil en
el estado fundamental que explica la saturacién de
la entropia en cadenas no criticas. En cambio, los
modelos criticos se caracterizan por una longitud de
correlacién divergente & — oo (de manera equivalente,
un decaimiento algebraico con la distancias de los
correladores <af»ag+L> - <af»><ai-+L> ~ L77), que
implica un estado fundamental altamente entrelazado.
La ausencia de gap en una transicién de fase cuantica
hace que las correlaciones cudnticas se extiendan a
largas distancias: la longitud de correlacién infinita
y la ausencia de una longitud caracteristica vuelven
el sistema invariante bajo cambios de escala. Los
hamiltonianos criticos presentan invariancia bajo
cambios de escala, rotaciones y traslaciones, con lo que
comparten la simetria del grupo conforme, definido
como el conjunto de transformaciones que preservan
los dngulos entre curvas que se cortan (por ejemplo,
todas las funciones complejas holomorfas son conformes
en el conjunto de puntos donde no se anula). Esto
permite una descripcion efectiva de los modelos criticos
unidimensionales en términos de una teoria conforme
de campos en un espacio-tiempo de (1+1) dimensiones
en el régimen de bajas energias. Estas teorias permiten
clasificar los modelos criticos en distintas clases de
universalidad. Segun la hipo6tesis de universalidad, en
los puntos criticos emergen comportamientos universales
compartidos por modelos de distinta naturaleza, pues la
invariancia por escala vuelve irrelevante los detalles de
la interaccién microscépica. Las cantidades universales
compartidas dependen tunicamente de la dimensién
y de las simetrias de la cadena y permite clasificar
los modelos en clases de universalidad. El escalado
universal logaritmico de la entropia de entrelazamiento
en cadenas criticas emerge de la invariancia conforme
que caracteriza las transiciones de fase cuanticas. Para
una teorfa de campos conformes en (141) dimensiones
(con una tnica dimensiéon espacial), la entropia
geométrica, andloga a la entropia de von Neumann



del bloque de espines pero definida para un modelo
continuo, crece logaritmicamente con la longitud del
intervalo considerado, L [1]:

c+c
6

S~ log L (29)
donde ¢ y ¢ son las llamadas cargas centrales de
los sectores holomorfos y antiholomorfos que clasifican
la correspondiente teoria conforme, confirmando la
conexién entre cadenas criticas y teorias de campos
conformes. Las cargas centrales son unos parametros
universales que cuantifican los grados de libertad
efectivos en la teoria. Para bosones libres ¢ = 1
mientras que para fermiones libres ¢ = 1/2. El estudio
asintotico de la entropia de entrelazamiento en una
cadena critica determina las cargas centrales de la teoria
conforme efectiva que la describe en un rango de energias
(29), determinando la clase de universalidad a la que
pertenece. El comportamiento asintético probado para
el modelo XX critico (A € [—2,2]) determina una
carga conforme ¢ = ¢ =1 < (c+¢)/6 = 1/3, con
lo que el modelo XX critico pertenece a la clase de
universalidad de bosones libres . Por otra parte, el
modelo XY (incluye a Ising para v = 1) es critico
para A\ = 1, y su divergencia logaritimica (28= es
compatible con una teoria conforme con carga central
c=¢=1/2 & (c+¢)/6 = 1/6, dentro de la clase
de universalidad de fermiones libres. En el caso no
critico, A # 1, la presencia de un gap de energia define
una longitud caracteristica en el modelo que implica
una saturacién de la entropia de entrelazamiento.
Calculos asintdticos en otros modelos criticos [15]
confirman que el escalado logaritmico de la entropia
viene controlado por la simetria conforme subyacente
en la transicién de fase. No obstante, conviene sefialar
que el escalado logaritmico de la entropia es solo
una condicion necesaria de que una cadena critica
presente simetria conforme y pueda describirse de
manera efectiva por una teoria conforme, pero no
una condicién suficiente. En modelos con interaccién
no local como el modelo Lipkin-Meshov-Glick, la
entropia presenta una divergencia logaritmica en los
puntos criticos pero no presenta simetria conforme
[16]. No obstante, la gran mayoria de cadenas con
interacciones locales y con invariancia traslacional si
presentan invariancia conforme en los puntos criticos,
apareciendo la divergencia logarimtica de S; como
consecuencia de esta simetria. La teoria de campos
conforme en (14+1) dimensiones proporciona un amplio
repertiorio de métodos para calcular cantidades de las
cadenas criticas que describen de manera efectiva, las
cuales resultan inaccesibles para modelos complicados
no integrables. Esta conexién permite calcular entropias
de entrelazamiento para particiones de la cadena que
no son contiguas o para estados térmicos (a una cierta
temperatura finita), entre otros [1, 17].
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VII. CONCLUSIONES

En este trabajo se ha presentado una introduccién

al entrelazamiento en sistemas cuanticos de
muchos cuerpos, centrandose en cadenas criticas
unidimensionales. Tras definir el entrelazamiento

cuantico, se presentan la principal medida estudiada
que permite cuantificarlo, la entropia bipartita de
entrelazamiento de von Neumann. Se trabaja con el
modelo XX de Heisenberg, una cadena unidimensional
de espines exactamente resoluble que proporciona
un sencillo marco de trabajo con el que explorar
diversos conceptos tedricos. Mediante técnicas propias
de sistemas unidimensionales se diagonaliza el
hamiltoniano del modelo. Una transformacion de
Jordan-Wigner muestra la equivalencia de espines 1/2
con una cadena de fermiones libres. La invariancia
traslacional de la cadena permite diagonalizarla
mediante una tranformada discreta de Fourier. El
espectro de energias permite determinar el estado
fundamental del modelo y el primer estado excitado,
mostrando que la cadena es critica (el gap de energias
entre ambos estados tiende a cero en el limite
termodindmico), para valores del campo magnético en
A € (—2,2), mientras que fuera de este rango |[A\| > 2 el
estado fundamental es un estado producto sin entrelazar
(fase ferromagnética, S, = 0). El estado fundamental
del modelo es gaussiano y un andlogo al Teorema
de Wick permite descorrelacionar la matriz densidad
del subsistema del bloque de espines p; y obtener
sus autovalores a partir de la matriz de correlacién
de L operadores fermidnicos. Esto permite expresar
de manera exacta la entropia de entrelazamiento en
términos de los autovalores de la matriz de correlacion,
lo que reduce la complejidad del problema numérico
a un tiempo polinémico (diagonalizar matriz L x L).
El estudio numérico del comportamiento asintético de
la entropia de entrelazamiento revela una divergencia
logaritmica. La ausencia de gap en cadenas criticas
conlleva la ausencia de una longitud caracteristica lo
que implica invariancia bajo cambios de escala. Las
cadenas criticas con interaccién local presentan una
simetria aun mayor, son invariantes bajo el grupo
conforme y el escalado logaritmico de la entropia
emerge como manifestaciéon de dicha simetria. A partir
de la expresion exacta obtenida para la entropia de
entrelazamiento se prueba rigurosamente el escalado
logaritmico asintético de la entropia. El interés en
probar el comportamiento asintético reside en que
en que el coeficiente que multiplica a log L revela
la carga central ¢ de la teoria de campos conforme
que describe efectivamente la cadena critica, lo que
a su vez demuestra la clase de universalidad a la
que pertenece. La matriz de correlacién es Topelitz,
cuyo comportamiento asintético ha sido ampliamente
estudiado, lo que sugiere expresar la entropia como una
integral compleja que involucre el determinante de la
matriz de Toeplitz. Un caso probado de la conjetura



de Fisher Hartwig permite estudiar el comportamiento
asintotico del determinante en términos del simbolo
de la matriz y evaluar asi las integrales. La expresion
analitica asintotica de la entropia de entrelazamiento
permite deducir la carga conforme de la subyacente
teoria conforme, ¢ = 1, que corresponde con una teoria
de bosones libres y describe las propiedades universales
de la transicion de fase. La entropia de entrelazamiento
queda controlada por la simetria conforme subyacente,
con un escalado logaritmico universal que sugiere que
la entropia de von Neumann en un buen indicador de
la criticalidad de una cadena de espines (si presentan o
no gap), permitiendo estudiar para qué valores de un
parametro externo se da la transicién de fase cudntica.

El modelo XX ha resultado muy manejable,
pudiendo resolver de manera exacta problemas que
para modelos mas generales son altamente no triviales:
el hamiltoniano es unitariamente equivalente a una
suma de particulas indivduales libres, se diagonaliza
de manera exacta la matriz densidad reducida (de
orden 2V) y la forma especifica de la matriz de
correlacién (Toeplitz) permite obtener una expresion
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asintotica analitica de la entropia. Para modelos mas
generales y en dimensiones mayores estos problemas
son lineas abiertas de investigacion y el trabajo presente
proporciona un fundamento teérico bésico. La principal
conclusién que se deriva del trabajo es la conexién entre
cadenas criticas y teorias conformes de campos, que
establece un rico intercambio de resultados y técnicas
entre ambas disciplinas de la que queda ain por
explorar. Resultaria interesante traducir los resultados
obtenidos al marco de la informacién cuantica, donde el
entrelazamiento figura como un recurso valioso dentro
de la computacién cuantica. Por otra parte, el elevado
entrelazamiento que caracteriza las cadenas criticas
supone una barrera a la hora de realizar simulaciones
eficientes de sistemas ctanticos. Todavia queda mucho
trabajo para lograr una comprension profunda del
papel que juega el entrelazamiento en los sistemas
cuanticos de muchos cuerpos, una linea de investigacién
que se beneficia de ideas tanto de fisica de la materia
condensada, como de computacién cudntica o teoria
cuantica de campos.
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