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PRELIMINARES
Superficies de Klein y grupos NEC

Una superficie de Klein S es una superficie compacta dotada de una estructura
dianalitica [1]. Las superficies de Klein pueden ser vistas como una generalizacién de su-
perficies de Riemann incluyendo las superficies con borde y no orientadas. Una superficie
de Klein orientada sin borde es una superficie de Riemann. Dada una superficie de Klein
X de género topoldgico g con k componentes en el borde, el nimero p = ng + k — 1 se
llama género algebraico de X, donde 7 = 2 si X es una superficie orientable y = 1 si no.

En el estudio de superficies de Klein y sus grupos de automorfismos los grupos crista-
logréficos no euclideos (Grupos NEC, en inglés) juegan un papel esencial. Un grupo NEC
I' es un subgrupo discreto de G (el grupo completo de isometrias del plano hiperbdlico
‘H) con cociente compacto H/I". Para cada superficie de Klein X con p > 2 existe un
grupo NEC T, tal que X = H/T.

Un grupo finito G de orden N es un grupo de automorfismos de una superficie de
Klein X = #H /T si y solo si existe un grupo NEC A tal que I' es un subgrupo normal de
A con indice N y G = A/T. Cada grupo finito G actiia como grupo de automorfismos
de una superficie de Klein no orientable sin borde. Al minimo género de estas superficies
lo llamaremos género imaginario de G y se denota por 6(G). Una superficie de género
topoldgico g > 3 tiene a lo mas 84(¢g — 2) automorfismos. Asi que para cada g hay un
numero finito de grupos actuando en una superficie de género g.

Un grupo NEC I' es un subgrupo discreto de isometrias del plano hiperbdlico H,
incluyendo elementos que inviertan la orientacién, con cociente compacto X = H/T.
Cada grupo NEC T tiene asociada una signatura [14]:

o) = (g, %, m1,....mp], {(ni1,....,nis), i =1,..., k}), (1)

donde g, k, 7, m;,n; ; son enteros que satisfacen g,k,r > 0,m; > 2,n;; > 2. Los ntime-
ros m; son los perfodos propios. Los paréntesis (n; 1, ...,n; ;) son los ciclo-periodos. Los
ndmeros n; j son los periodos del ciclo-periodo (n; 1, ..., n4 ;). Denotaremos por [-], (-) y
{-} los casos en los que r =0, s; = 0 y k = 0, respectivamente.

La signatura determina una presentacién [21] de T por los generadores z; (i =
Loor); e (1=1,.,k); cij (1 =1,..,kj =0,..,8); aj,b; (1 =1,...,9) si o tiene
signo '+’; y d; (i =1,...,9) si o tiene signo -’.



Estos generadores satisfacen las siguientes relaciones:
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Las isometrias z; son elipticas, e;, a;, b; son hiperbdlicas, ¢; ; son reflexiones y d; son
reflexiones sesgadas.

Cada grupo NEC I' con signatura (1) tiene asociada una regiéon fundamental cuya
area p(I"), llamada el area del grupo, es:
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con n =2 o 1 dependiendo del signo '+’ o ’-” en la signatura. Un grupo NEC con signa-
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tura (1) existe si y solo si el lado derecho de (2) es mayor que 0. Denotamos por |T'| la
expresion p(T') /27 y se llama el drea reducida de T
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Si I' es un subgrupo de un grupo NEC A de indice finito NV, entonces I' también es
un grupo NEC y por la férmula de Riemann-Hurwitz, |T'| = N|A]|.

Sea X una superficie de Klein no orientable de género topoldgico g > 3 sin borde.
Entonces por [17] existe un grupo NEC I' con signatura:

o(l) = (g, = [=]:{=}) (3)
tal que X =#H/T

Grupos de automorfismos de las superficies

Cada grupo finito GG actia como un grupo de automorfismos de alguna superficie de
Klein no orientable y sin borde [2]. El minimo género de estas superficies le llamaremos
género imaginario de G, y se denota por 6(G). Sea X = H /I una superficie no orientable
y sin borde en la cual G actida como un grupo de automorfismos. Entonces existe otro
grupo NEC A tal que G = A/T. De la férmula de Riemann-Hurwitz tenemos que g —2 =
o(G)|A|, donde o(G) denota el orden de G. Entonces

5(G) < g =2+ o(G)[Al,

y asi obtener el género imaginario es equivalente a encontrar un grupo A y un epimorfis-
mo 0 : A — G tal que T = ker € es un grupo NEC (esto es, sin elementos de orden finito)



y G = 0(AT), donde AT es el subgrupo formado por los elementos de A que preservan
la orientacién, ver [18], y con minima |A|.

Datos conocidos sobre el género imaginario

Los grupos que tienen género imaginario 1 y 2 han sido clasificados por T.W. Tucker
[20]. Los grupos de género 1 son Cy,, Dy,, A4, Sy y As. Tenemos dos familias de grupos de
género 2, Co x Cy,, n > 2 par, y Cy x D,, n par. Se sabe que no existe grupo con género
imaginario 3, [15].

El género imaginario de los grupos que pertenecen a varias familias infinitas también
se ha obtenido. Para los grupos Abelianos de orden impar ha sido calculado en [6] y
este resultado fue extendido a todos los grupos Abelianos en [11]. May obtuvo en [15]
el género imaginario de los grupos diciclicos y grupos Hamiltonianos sin parte de orden
impar.

Ademas se sabe el género imaginario de los grupos Cy, x D,, [7], de los grupos D, x D,,
[8] v de los grupos DC5 x C, y Ay x Cy, [9].

A continuacién exponemos el género imaginario de los grupos de orden menor que
32 cuando no es 1 ni 2, para éstos, véase arriba:



G o(G) | 6(G) Referencia
Q ~ DCy 8 6 May [15]
C3 x Cs 9 5 Etayo [6]
DCs 12 | 7 May/[15]
Cy xCy 16 10 Gromadzki [11]
Cy x Oy x Oy 16 10 Gromadzki [11]
CoyxCyxCyxCy| 16 6 Gromadzki [11]
CyxQ 16 14 May [15]
DCy 16 | 10 May [15]
Ly 16 6 Etayo y Martinez [10]
(4,4 2,2) 16 6 | Etayo y Martinez [10]
QA4 16 6 Etayo y Martinez [10]
(2,22 )9 16 6 | Etayo y Martinez [10]
(2,2]4;2) 16 10 | Etayo y Martinez [10]
C3 x Cg 18 11 Gromadzki [11]
C3 x D3 18 5 Etayo y Martinez [7]
(3,3 ] 3;2) 18 5 Etayo y Martinez [10]
DCs 20 | 12 May [15]
(5,4,2) 20 5 | Etayo y Martinez [10]
Ga1 21 9 | Etayo y Martinez [10]
Cy x Oy x Cg 24 14 Gromadzki [11]
Cy X D3 24 8 Etayo y Martinez [7]
DC35 x Coy 24 14 | Etayo y Martinez [9]
Ay x Cy 24 4 Etayo y Martinez [9]
C3 x Dy 24 8 Etayo y Martinez [7]
C3xQ 24 18 | Etayo y Martinez [10]
(4,6 | 2,2) 24 7 | Etayo y Martinez [10]
(2,3,3) 24 10 | Etayo y Martinez [10]
(-2,2,3) 24 15 | Etayo y Martinez [10]
DCs 24 14 May [15]
C5 X 05 25 17 Etayo [6]
Cg X Cg 27 17 Etayo [6]
03 X Cg X 03 27 29 Etayo [6]
(3,31 3,3) 27 11 | Etayo y Martinez [10]
Co x Cs 27 17 | Etayo y Martinez [10]
DCy 28 | 16 May [15]
C3 x Ds 30 9 Etayo y Martinez [7]
C5 x D3 30 9 Etayo y Martinez [7]

Tabla 1. Grupos de orden menor que 32 con género imaginario conocido



Ademsds, se conocen todos los grupos que hay con género imaginario menor o igual
que 5, [2]:

Género imaginario 1: Tucker [20]

G | o(G)
Cy n
D, 2n
Ay 12
Sy 24
As | 120

Género imaginario 2: Tucker [20]

G o(Q)
CoyxCp,m>2par | 2n
Cy x D, n par 4dn

Género imaginario 3: No hay. [15]

Género imaginario 4:

G o(G) Referencia
Cyx Ay | 24 | Etayo y Martinez [9]
Cy x Sy | 48 | Etayo y Martinez [7]

Género imaginario 5: Bujalance, Etayo y Martinez [2]

G o(G)
Cg X Cg 9
((3,3,3:2)) | 18
03 X D3 18
<542> | 20
D3 X D3 36
(44123) | 36
(2,4,6;2) | 72

Ss 120

M.D.E. Conder en una conferencia en Castro-Urdiales en 2010 anuncié que usando
software informadtico, habia obtenido los grupos de género imaginario hasta 65, en térmi-
nos de su descripcién en la ”SmallGroupLibrary”de MAGMA. Tras hablar con él, nos



envio sin problemas esta lista no publicada. Sin embargo, esta lista no da informacién ni
sobre la estructura algebraica de los grupos ni sobre los epimorfismos 6 que determinan
la accién del grupo NEC A sobre el grupo G.

Por ello, partiremos de su lista pero estableceremos en cada caso ctial es la estructura
algebraica del grupo G, ctales son los posibles grupos NEC A en cada caso y cial es el
epimorfismo 6 : A — G.

Grupos de género imaginario 6

Segun la lista de Conder, tendriamos 11 grupos de género imaginario 6, que serian:

Grupo | o(GQ) A
B4 | 8 @ = B4 10D
[16,3] 16| (0; +; [4]; {(2,2)}) 6 (05 +; [2,4]; {()}) 6 (0; +; [; {(-),(2)})
16.6] | 16 @ 1 {0 @)
[16,8] | 16 (0: +: [4: {2:2)]) 6 (0: +: 241 {()})
[16,13] | 16 (0 + [: {(2.2.4,4)})
[16,14] | 16 0; +; [; {(22222)})
32,27] | 32 0; +; [-]; 1(2:2,2,4)))
32.43] | 32 0; +; [ {(2,2,2,4)})
[80,49] | 80 (05 +; [5]; {(2)})
[120,35] | 120 (0; +; [; {(2,3,10)})
[160,234] | 160 (0; +; [: {(2,4,5)})

En la notacién indicada en la tabla, [X,Y] indica el grupo Y entre los de orden X, en
la ”SmallGroupLibrary”, es decir, es la identificacién GAP del grupo.

Atendiendo a la Tabla 1, tenemos que los grupos de género imaginario 6 que aparecen
ahi son:

G o(Q)

Q ~ DCy 8

Cy x Oy x Oy x Oy 16
Ly 16

(4,4 1]2,2) 16
QA4 16

(2,2,2 )9 16

Asi empecemos a analizar los grupos:

= El primero de ellos de la lista de Conder es el [8,4] que tiene orden 8 y que por
tanto se corresponde con el grupo de orden 8 que tenemos de nuestra tabla. Asi [8,4]
~ DCj5. El género imaginario de este grupo fue calculado por May en [10], aunque no
se da explicitamente el epimorfismo. Asi, tenemos que este grupo esta generado por X



e Y tales que cumplen X4 =1, X? = Y2, Y3XY = X3. Su grupo NEC A asociado es
(0;4;[4,4];{(—)}) v el epimorfismo correspondiente es 6 : A — G definido por

O(z1) =X,  O(xa) =Y, O(er) =Y’X"  Oci19) = X°

Claramente es un epimorfismo ya que los generadores estéan en la imagen. Ademas
DC(5 estd generado por la imagen de los elementos x1 y xo que preservan la orientacion,
luego el epimorfismo actiia en una superficie no orientable. El area reducida del grupo

1

A €S 5-

= El siguiente grupo que nos encontramos es el [16,3], el cual tiene orden 16 y se

corresponde con (4,4 | 2,2). Este grupo est4 generado por Ry S que cumplen R* = §4 =
(RS)? = (R715)? = 1. En este caso tenemos 3 grupos NEC, luego:

i) Para el grupo NEC (0; +; [4]; {(2,2)}) no esta calculado el epimorfismo asociado.
Asi tenemos que el epimorfismo correspondiente es 6 : A — G dado por

9(1‘1) = R, 9(61) = R3, 0(61,0) = RS, 9(01,1) = 52, 9(61,2) = RQSRS

Es un epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable ya que la imagen
del elemento x; y la imagen del elemento ejcygc1,1 generan el grupo y ambos son
elementos que preservan la orientacion. El area reducida del grupo NEC es %.

ii) Para el grupo NEC (0; +; [2,4]; {(-)}) el epimorfismo estd calculado en [10], asi el
epimorfismo asociado a él es 6 : A — G dado por

9(1‘1) = RS, 9(1‘2) = 53, 9(61) = Ril, 9(0170) = R2

Claramente es epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable, ya que el
grupo estd generado por imégenes de elementos que preservan la orientacién (x1xo
y e1x1). El drea reducida del grupo NEC es i.

iii) Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(-),(2)}) tampoco estd calculado el epimorfismo.
Luego el epimorfismo asociado a él es 6 : A — G dado por

0(61) = R3, 9(62) = R, 9(61’0) = R2, 0(6270) = RS, 9(6271) = SR

Es un epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable ya que tenemos que
las imégenes de los elementos ez y c2,1¢1,0€e2 que preservan la orientacién generan
el grupo. El area reducida de este grupo NEC es %.

= El tercer grupo que tenemos es el [16,6], que también tiene orden 16 y se corres-
ponde con QAy. Este grupo es estudiado en [10]. Una presentacién de este grupo viene
dada por los generadores X y Y que cumplen X® = Y2 = 1, Y XY = X°. Atendien-
do al grupo NEC dado (0;+;[—];{(—),(2)}), tenemos que el epimorfismo asociado es
f : A — G definido por

(9(61) = Xﬁl, 9(62) =X, 0(6170) = X4, 9(0270) =Y, 0(0271> =yXx*



Es epimorfismo que actiia sobre una superficie no orientable ya que el grupo esta ge-
nerado por la imagen de ez y de ¢ 1¢10, elementos que preservan la orientacién. El drea
reducida del grupo NEC es i.

= El siguiente grupo que tenemos es el [16,8], que tiene orden 16 y corresponde al
grupo semidiedral L4. Este grupo tiene una presentacién dada por dos generadores X e
Y tales que cumplen las relaciones X® = Y? = 1,Y XY = X3. En este caso tenemos dos
grupos NEC posibles, asi:

i) Para el grupo NEC (0; +; [4]; {(2,2)}) no se ha dado el epimorfismo de forma
explicita. Asi tenemos que el epimorfismo asociado a él es # : A — G dado por

0(z1) = XY, 0(e1) =YX, 0(cio) =Y, 0(c11) =YX, 0(c10) = XY X'

Las imagenes de los elementos ci gci,1€1 y eicipciie1 generan el grupo Gy ambos

son elementos que preservan la orientacién, luego es epimorfismo que actia sobre

una superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC asociado es %.

ii) Para el grupo NEC (0; +;[2,4]; {(—)}), ha sido estudiado en [10], y tenemos que el
epimorfismo asociado a él es 6 : A — G dado por

O(x1) =Y, O(xo) =YX, Oer) = X1, O(crp) = (XY)?

Es epimorfismo que actiia sobre una superficie no orientable claramente (1 y 122
son elementos que preservan la orientacién y su imagen genera el grupo) y el drea
reducida del grupo NEC es %.

= El grupo [16,13] tiene orden 16 y corresponde al grupo ( 2,2,2 )o. Este grupo
es estudiado en [10]. Este grupo puede ser generado por 3 elementos R, S y T que
satisfacen las relaciones R? = S? = T? = 1, RST = STR = TRS. Dado el grupo NEC
(0;4+;[—];{(2,2,4,4)}), el epimorfismo asociado 6 : A — G es

(9(0170) = R, 0(0171) = (RS)Q, 9(0172) = S, 0(6173) = T, 9(6174) = R

Es epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable ya que la imagen de los
elementos ci gc1,1, c1,1¢12 ¥ (01706172)201716173 preservan la orientacién y generan todo el
grupo. El area reducida del grupo NEC es i.

= El grupo [16,14] tiene también orden 16 y corresponde a Cy x Co x Cy x Co. Este
grupo ha sido estudiado explicitamente en [11]. Cada uno de los Cy estd generado por
un a, b, ¢, d de orden 2. Teniendo el grupo NEC (0; +; [—]; {(2,2,2,2,2)}), el epimorfismo
asociado 0 : A — G a este grupo es:

O(ci0) =a, O(c1,1)=b, O(ci12)=c, O(c13)=d, 6(c14) =ad, (c15)=a

Es epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable pues tenemos que los
generadores estan en la imagen y ademds que el elemento ¢ oc1,3¢1,4 es no orientable y



su imagen es el neutro. El area reducida del grupo NEC es i.

= El siguiente grupo es [32,27], que tiene orden 32. Para los grupos de orden 32 usa-
remos la notacién de [13]. Tomamos en primer lugar el grupo I'ya1, que tiene estructura
algebraica (Co x Co x Cy x C3) x Cs. Este grupo, segun [19], tiene una presentacién con
generadores A, B,C, D y X tales que cumplen A2 = B2 = (0?2 =D? = X2 =1,XA =
AX,BX = XB,CX = XAC,DX = XBD y ademas A, B,C, D conmutan entre ellos.
Asi, dado el grupo NEC (0; +; [—];{(2,2,2,4)}), tenemos que el epimorfismo asociado
0:A— Ges:

9(0170) = A, 9(6171) = C, 9(6172) = ABCD, 9(0173) = CDX, 9(0174) = A

Veamos pues que es epimorfismo que actiia sobre una superficie no orientable. Te-
nemos que el elemento (017061,161’261’3)2 tiene como imagen el generador A, el elemento
(0170017101,30174)2 tiene como imagen el generador B, el elemento ci2c13c1,0c1,1€1,2C1,3
tiene como imagen el generador C, el elemento cic1,1¢1,2¢1,3¢1,4¢1,3 tiene como ima-
gen el generador D y por ultimo el elemento ci12¢13¢1,0c1,1¢1,2€1,3C1,4C1,3C1,1C1,2 tiene
como imagen el generador X. Asi tenemos que el grupo G esta generado por imagenes
de elementos que conservan la orientacion. El area reducida del grupo NEC asociado es %.

= El siguiente grupo que tenemos es [32,43], que tiene orden 32. Tomamos I'ga;
con estructura algebraica (C2 x Dy4) x Cy. Este grupo, atendiendo a [19], tiene una pre-
sentacién dada por los generadores A, B y C tales que cumplen A® = B> = C? =1, AB =
BA",AC = CA%, BC = CB. Atendiendo pues al grupo NEC dado (0; +; [-]; {(2,2,2,4)}),
el epimorfismo asociado que tenemos es 6 : A — G:

(9(61’0) = C, 9(61’1) = B, 9(0172) = A4, 9(6173) = AB, 9(6174) = C

Es claro que la imagen del elemento ¢ 3c1,1 es el generador A, la imagen del elemento
61’161’2(01,361,1)4 es el generador B y la imagen del elemento 01,061,101,101,2(01,361,1)4 es
el generador C. Asi tenemos los generadores del grupo G como imagen de elementos
que conservan la orientacion, luego es epimorfismo que actia sobre una superficie no
orientable. El area reducida del grupo NEC asociado es %.

= El siguiente grupo a analizar es [80,49], de orden 80. Coxeter describe en [4]
el grupo (2,5,5;2) con presentaciéon dada por los generadores S y R tales que cumplen
R? = 5% = (RS)? = (R"1S71RS)? = 1; y estructura algebraica (Cy x Oy x Cg x C3) x Cs.
Asi dado el grupo NEC (0; +; [5]; {(2)}) tenemos que el epimorfismo asociado § : A — G
es:

O(z1) =S, O(er) =S, O(cio) =R, O(c11)=SR'S!

Claramente es epimorfismo ya que los generadores estan en la imagen. Para ver que
actiia sobre una superficie no orientable, notemos que el elemento c; gx; es no orientable
y tiene como imagen el RS. Asi el elemento (0170561)5 tiene como imagen el elemento

neutro y es no orientable. El area reducida del grupo NEC es %.
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= Ahora nos toca estudiar el grupo [120,35], de orden 120 y que se corresponde con
Cy x As. Tomemos como generador de Cs el elemento X, de orden 2, y tenemos claro
que As son las permutaciones pares de 5 elementos. El grupo NEC asociado que tenemos
es (0;+;[—];{(2,3,10)}), y el epimorfismo asociado que tenemos es 6 : A — G:

O(c10) = (23)(45)X, O(c11) = (24)(35), O(c12) = (14)(35), O(c13) = (23)(45)X

Tenemos que 0((c12¢1.3)°) = X v que 0((c12¢1.3)%) = (15234). Ademés tenemos que
f(c11c12) = (135), lo que significa que 8((c1 2¢1,3)%) y O(c1,1¢1.2) generan un subgrupo de
orden multiplo de 15 en As, pero As es simple, luego estos dos elementos generan todo
As. Asi, junto al generador de Cs, tenemos que podemos generar G con imagenes de ele-
mentos orientables, luego 8 es epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable.

El area reducida del grupo NEC asociado es %.

= El dltimo grupo que tenemos que analizar es [160,234], de orden 160. Este grupo
contiene al anterior de orden 80 (véase [4]) y por lo tanto tiene estructura algebraica
((Ca x Cy x Cy x C3) x C5) x Cy. Una presentacion de este grupo viene en [3], que viene
dada por los generadores T, R y S tales que cumplen T? = R* = §° = (RT)? = (T'S)? =
(RS)? = (RS™1)* = S2R2SR3S3R?T = 1. Asi dado el grupo NEC (0; +; [—];{(2,4,5)}),
tenemos que el epimorfismo asociado 6 : A — G es

O(c10) =TS, 0(c11)=RT, O(cip) =T, 0(c13) =TS

Tenemos que la imagen de ¢y 1c12 es el elemento R, la imagen de ¢q2¢1.3 es el gene-
rador Sy por las propiedades de los generadores tenemos que 1" es imagen del elemento
(01710172)2(61726173)2617161,2(61720173)4(01716172)2(01720173)3. Asi tenemos que los generadores
son imagenes de elementos orientables, y por tanto es epimorfismo que actia sobre una
superficie no orientable. El area reducida del grupo NEC es %.

Grupos de género imaginario 7

Segun la lista de Conder, tendriamos 4 grupos de género imaginario 7, que serfan:

Grupo | o(Q) A

[12,1] | 12 (05 45 [3:4]; {()})
[2478] 24 (0; +; H; {(2a2>374)})
36,3 | 36 (05 +; [9]; {(2)})
(72,15 | 72 | (05 +; [-]; {(24.9)})

Atendiendo a la Tabla 1, tenemos que los grupos de género imaginario 7 que aparecen
ahi son:

G o(G)
DCy 12
(4,6 | 2,2) | 24

11



Luego:

= El primero de la lista que tenemos es [12,1] que se corresponde a DC3 ya que
ambos tienen orden 12. May en [15] calcula su género imaginario, pero no el epimorfismo.
Este grupo estd generado por X e Y tales que cumplen las relaciones X6 = 1, X3 =
Y2, Y3XY = X5 El grupo NEC asociado es (0;+;[3,4];{(—)}), asf el epimorfismo
correspondiente 0 : A — G es:

9(%1) = XZ, 9(1’2) = Y, 9(61) = YX, 0(0170) = X3

Es epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable porque la imagen de los
elementos =2 y (z2)3e; generan el grupo G y son elementos que preservan la orientacion.
El area reducida del grupo es %

= El siguiente grupo que nos encontramos es [24,8], de orden 24 y que se corres-
ponde con el grupo (4,6 | 2,2). Este grupo es estudiado en profundidad en [10]. Este
grupo estd generado por X e Y tales que cumplen las relaciones X* = Y% = (XY)? =
(X~'Y)? = 1. Entonces, dado el grupo NEC (0;+;[~];{(2,2,3,4)}) el epimorfismo
0 : A — G asociado es:

9(61,0) = Yg, 9(0171) = X2, 9(6172) = X71Y, 9(0173) =YX, 9(0174) =Y3

Observamos que 6(cj 3c12¢1,0) = Y? = Y1 Asi que Y estd en la imagen de 6 y
también X. Ahora tenemos que 6(cioc12¢1,0c1,1¢1,2) = 1, asi que tenemos un elemento
que invierte la orientacién en el ker() y asi tenemos que es epimorfismo que actiia sobre
una superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC es 25—4.

= El tercer grupo que nos encontramos es el [36,3], de orden 36. Encontramos una
presentacién de este grupo en [2], bajo la denominacién Gp(2) que viene dada por ele-
mentos a,b y ¢ tales que cumplen a? = b> = ¢ = [a,b] = 1,clac = by ¢ tbe = ab
y por lo tanto el grupo tiene estructura (Cy x Co) x Cy. El grupo NEC asociado es
(0;4+31[9];{(2)}) vy el epimorfismo correspondiente 6 : A — G es

O(x1) = et B(e1) =c, O(cip)=a, O(c11)=0b

Observamos que c es imagen de e1, que b es imagen de ejcy gci,171 y por ultimo a es
imagen de (c1,0c1,1)(€e1c10c1,121). Asi tenemos los generadores del grupo G' como imagen
de elementos orientables y tenemos que 6 es epimorfismo que actia sobre una superficie
no orientable. El area reducida del grupo NEC es %.

= El ultimo grupo que tenemos que analizar es [72,15], de orden 72, que contiene al
anterior (véase [16]) y por lo tanto tiene estructura algebraica ((Ca x C2) x C9) X Ca. Una
presentacion de este grupo viene en [3], que viene dada por los generadores T, Ry S tales
que cumplen T2 = R* = 8% = (RT)? = (T'S)? = (RS)> = TS 'RS™'R"% = 1. Asi dado
el grupo NEC (0;+; [—]; {(2,4,9)}), tenemos que el epimorfismo asociado 6 : A — G es

9(6170) = TS, 0(61’1) = RT, 9(01’2) = T, 9(0173) =TS
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Tenemos que la imagen de cq,1c12 es el elemento R, la imagen de c12c13 es el ge-
nerador S y por las propiedades de los generadores tenemos que 1" es imagen del ele-
mento (01710172)201,20173(01,10172)301720173. Asi tenemos que los generadores son imagenes
de elementos orientables, y por tanto es epimorfismo que actia sobre una superficie no
orientable. El area reducida del grupo NEC es %

Grupos de género imaginario 8

Segun la lista de Conder, tendriamos 5 grupos de género imaginario 8, que serian:

Grupo | o(G) A
[24,5] 24 1 (05 +; [ {(2,2)}) 6 (05 +5 [24 {()})
[24,10] | 24 (05 45 [ {().(2 ))})
[48,38] | 48 0; +; [ {(2,2,24)})
[56,11] | 56 0; + [7: {(2)})
[504,156] | 504 (0; +; [-; {(2,3,1)})

Atendiendo a la Tabla 1, tenemos que los grupos de género imaginario 8 que aparecen
ahi son:

G o(Q)
04 X D3 24
Cg X D4 24

Notemos que los grupos ciclicos C), estan generados por un X tal que X™ =1y que
los grupos diedrales D,, estan generados por un Y y un Z tal que Y2 = Z%2 = (YZ)" =
Asi, observando los datos que tenemos:

= El primer grupo que tenemos es el [24,5], que tiene orden 24 y se corresponde con
Cy x D3. Aqui tenemos dos grupos NEC, luego:

i) Para el grupo NEC (0;+;[4];{(2,2)}) tenemos que el epimorfismo 6 : A — G
asociado es:

0(z1) = XY, O(er) = XY, O(cio) =2, O(c11) = X% 0(c12) =YZY

Tenemos que la imagen del elemento c1 es el generador Z. Por otra parte tene-
mos que la imagen de cjgc12 es Y Z, luego tenemos que la imagen de ¢y gcq2¢1,0
es el generador Y. Por tltimo, la imagen de x1c¢1 9c12¢1,0 es el generador X. Luego
tenemos que # es epimorfismo. Veamos que actiia sobre una superficie no orienta-
ble. Tenemos que la imagen del elemento orientable (az1017001,20170)2 es X2, luego
tenemos que la imagen de (:Jclcl,ocmcl,o)zcl,l es el neutro y es un elemento no
orientable. Asi tenemos lo que buscdbamos. El drea reducida del grupo NEC es %.

13



ii) Para el grupo NEC (0;+;[2,4]; {(—)}), es estudiado en profundidad en [7], y tene-
mos que el epimorfismo 6 : A — G asociado es:

0(x1) =Y, O(xo) = XYZY, 0(er) = X'YZ, 0(c1o) = X?

2 3

La imagen de z2(ejzox1)?r1 es X, la imagen de z1(z2(e12ox1)%w1)32021 €5 Z y
la imagen de z; es Y. Luego tenemos que elementos que conservan la orientacién
generan el grupo G. Ademds tenemos que ($2(61$2$1)2$1)26170 es un elemento que
invierte la orientacion y esta en el ntcleo. Asi es epimorfismo que actia sobre una

superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC asociado es i.

= El siguiente grupo que nos encontramos es el [24,10], que tiene orden 24 y que se

corresponde con C5 x Dy. Este grupo es estudiado en profundidad en [7]. Para el grupo
NEC (0;+;[—];{(2),(—))}) tenemos que el epimorfismo 6 : A — G asociado es:

0(e1) = XY ZY, 0(ex) = X 'YZY, 0(c10) =Y, O(c11) = (Y2)?Y, 0(co0) =YZY

Es claro que la imagen de e} es X, la imagen de (61027061,0)3 es Y y la imagen de
(6162700170)36?(6102700170)3 es Z. Asi tenemos que elementos que conservan la orientacién
generan el grupo G. Asi es epimorfismo que actiia sobre una superficie no orientable. El
area reducida del grupo NEC es %.

= El siguiente grupo que tenemos es el [48,38], el cual tiene orden 48 y se corresponde
con D3 x Dy. Este grupo es estudiado en profundidad en [8]. Sean A y B los generadores
de D3y C' 'y D los generadores de Dy. Asi, para el grupo NEC (0;+;[—]; {(2,2,2,4)})
tenemos que el epimorfismo asociado 6 : A — G es:

9(0170) = BD, (9(6171) = D, 9(0172) = A, 0(0173) = C, 0(01,4) =BD

Tenemos que la imagen del elemento c1oc1,1 es el generador B, que la imagen del
elemento (61,061,2)3 es el generador D, que la imagen del elemento 61736171(617061’2)3 es
el generador C' y que la imagen del elemento 0173017201,30171(01700172)3 es el generador A.
Asi tenemos que el grupo G es generado por imagénes de elementos que conservan la
orientacion, y por tanto es epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable. El
area reducida del grupo NEC es %.

= El siguiente grupo a estudiar es el [56,11], de orden 56 y que se corresponde con
(Cy x Cy x C3) x Cr. Este grupo tiene una presentacién dado por generadores a, b, ¢
y d tales que cumplen a’ = b?> = ¢ = d> = 1,ba = acd,ca = ab,da = ac y con b, c
y d conmutando entre ellos. Asi dado el grupo NEC (0;+;[7];{(2)}), tenemos que el
epimorfismo asociado 6 : A — G es:

O(x1) =a, O(e1) = a b O(ci0) =c¢, b(c11) = aca™ !

Es epimorfismo ya que la imagen de z1 es a, la imagen de ci es ¢, la imagen de
eici,0x1 es by laimagen de x1cq per es d. Para ver que actia sobre una superficie no orien-
table tomemos ¢ gz1 que tiene por imagen a ab, y es no orientable. Tomemos por otra
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parte 1 orientable y tenemos que ¢ oz1x1 tiene por imagen a aed y es no orientable.
Multiplicando por la derecha por xicipe; y por ci, ambos no orientables, obtenemos
a? como imagen de un elemento no orientable. Asi, si elevamos a 7 este elemento no
orientable, vemos que pertenece al nicleo y que es no orientable. Asi tenemos lo que
buscabamos. El drea reducida del grupo NEC asociado es %.

= El ultimo grupo a estudiar es el [504,156], de orden 504 que se corresponde con
PSL(2,8). Este grupo es estudiado con profundidad por Wendy Hall en [12]. Como
podemos ver ahi, tenemos que una presentacién del grupo viene dada por dos generadores
X e Y tales que cumplen X? = Y3 = (XY)” = 1. Ademdés, existe un elemento Z en
PSL(2,8) tal que Z? = (ZX)? = (ZY)? =1, con X e Y como antes. Asi, dado el grupo
NEC (0;+;[—];{(2,3,7)}), tenemos que el epimorfismo asociado es 6 : A — G-

6’(0170) = ZX, 9(61,1) = Z, (9(0172) = ZY, (9(0173) =7X

Comprobemos que es epimorfismo que actiia sobre una superficie no orientable. Te-
nemos que la imagen de cy1c12 es el generador Y, y que la imagen de c11c19 es el
generador X, luego tenemos que el grupo G se puede generar mediante iméagenes de
elementos que conservan la orientacion. El drea reducida del grupo NEC asociado es 8—14.

Grupos de género imaginario 9

Segun la lista de Conder, tendriamos 7 grupos de género imaginario 9, que serian:

Grupo | o(G) Al

211 | 21 (15 - [3,3]; {-})

30,1] 30 (0; +; [10]; {(3)})

30,2] 30 (0; 45 [6]; {(5)})

[42,1] 42 (0; 45 2,3 {(-)})

[60,8] 60 (0; 45 [-; {(2,6,10)})

[168,42] | 168 | (0; +; [-; {(3,3:4)}) 6 (0; +; [3]; {(4)})
336,208] | 336 0; +; [ {(2,38)})

Atendiendo a la Tabla 1, tenemos que los grupos de género imaginario 9 que aparecen
ahi son:

G o(Q)

G2 21
Cg X D5 30
05 X D3 30

Luego tenemos que atendiendo a los datos:

= El primer grupo que tenemos es [21,1], que tiene orden 21 y se corresponde con
Go1, el grupo no abeliano de orden 21 de estructura algebraica C7; x Cj3. Este grupo
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estd estudiado en profundidad en [10]. Esta generado por dos elementos X e Y tales
que X" =Y3 =1, XY = YX* Dado el grupo NEC (1;—;[3,3];{—}), tenemos que el
epimorfismo 8 : A — G asociado es:

0(dy) = XY?, O(z1) = XY, O(z2)=Y

Es claro que la imagen de 22 es Y y la imagen de 21 (z2)? es X. Asf tenemos el grupo
G generado por elementos que conservan la orientaciéon y 6 es epimorfismo que actia
sobre una superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC es %

= FEl siguiente grupo que nos encontramos es [30,1], el cual tiene orden 30 y se
corresponde con C5 x D3 (descrito anteriormente). Este grupo se estudia en [7]. El grupo
NEC dado es (0;+;[10];{(3)}) vy el epimorfismo 6 : A — G asociado es:

0(z1) = XY ZY, 0(er) = X 'YZY, 0(cr0) =2, 0(c11) =Y

Como 5 es impar, 0(z1)% = X. Ademés 9((3:?01,1)(01,101,0)0171) = Z y tenemos que
O(c1o(x3c11)(cr1c1,0)) =Y. Asf es epimorfismo que actia sobre una superficie no orien-
table ya que tenemos los generadores de G como imagen de elementos que conservan la
orientacion. El area reducida del grupo NEC es %.

= El tercer grupo a analizar es el [30,2], de orden 30 y que se corresponde con
C3 x Ds. Este grupo también se estudia en [7]. El grupo NEC correspondiente es (0; +;
[6]; {(5)}) y por tanto el epimorfismo 6 : A — G asociado es:

0(z1) = X(YZ)%Y, O(e1) = X WY 2)%Y, O(c10) =2, O(c11)=Y

Como 3 es impar, tenemos que 6(x1)* = X. Ademés O((z3c11)(c1ac10)?c11) = Z
y «9(0170(@0171)(01,10170)2) =Y. Asi es epimorfismo que actiia sobre una superficie no
orientable ya que tenemos los generadores de G como imagen de elementos que conser-
van la orientacién. El area reducida del grupo NEC es %.

= El siguiente grupo que tenemos es el [42,1], de orden 42. A este grupo lo deno-
minaremos <7,6,5>, segin la denominacién de Coxeter-Moser en [5]. Contiene a Gy, y
por lo tanto es de la forma Ga; x Cy. Este grupo tiene una presentacion con los gene-
radores S y T tales que S” = T6 = 1,771ST = S5. Para poder dar un epimorfismo de
forma més clara, vamos a describirlo en forma de subgrupo de S7. Sea S = (1234567) y
T = (154623) y efectivamente cumplen la tercera relacién. Luego lo que estos elementos
generan es un cociente del grupo que estamos estudiando; pero tiene orden muiltiplo
de 42, porque hay un elemento de orden 7 y otro de orden 6. Luego es nuestro grupo.
Tomemos dos elementos del grupo A = T5 = (132645) y B = ST?S* = (173)(245).
Tenemos que A®° =T y que ABA = S?, luego A% y (ABA)* son T y S respectivamente,
asi Ay B generan el mismo grupo que 7'y S. Dado el grupo NEC (0;+;[2,3]; {(—)}) el
epimorfismo asociado 6 : A — G es

0(z1) = AB~! = (17)(26)(35), O(z2) = B, 60(e1) = A%, 0(c10) = A
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Es trivial ver que la imagen de x2 y la imagen de x1xo generan todo el grupo G y
ambos son orientables. Asi es epimorfismo que actiia sobre una superficie no orientable.
El area reducida del grupo NEC es %.

= El siguiente grupo a estudiar es el [60,8], grupo de orden 60 y que se corresponde
con D3 x Dj. Este grupo es estudiado en profundidad en [8]. Sean A y B los generadores
de D3 y C'y D los generadores de Ds. Asi, para el grupo NEC (0;+;[—];{(2,6,10)})
tenemos que el epimorfismo asociado 6 : A — G es:

9(61’0) = B, (9(0171) = D, 0(6172) = AC, (9(0173) =B

Tenemos que 0((c12¢13)%) = C' v que 0((c12¢13)%) = AB. Por otra parte tenemos
que 0((c11c12)?) = Ay 0((c11c1,2)") = DC. Asf tenemos que el grupo G estd generado
por imégenes de elementos que conservan la orientacién, y 6 es epimorfismo que actia
sobre una superficie no orientable. El area reducida del grupo NEC es %.

= El siguiente grupo a analizar es el [168,42], grupo de orden 168 y que se corresponde
con PSL(2,7). Varias presentaciones de este grupo vienen en [4]:

i) <R S|R=8%=(RS)*=(R'9)* >
ii) <R, S| R*=8*=(RS)2=(R7'S5)3 >
iii) < R, S| R?=9%=(RS)" = (R"'S7'RS)* >
En este caso tenemos dos posibles grupos NEC:

a) Para el caso en el que tenemos el grupo NEC (0;+;[—];{(3,3,4)}), tomamos la
representacion i), y atendiendo a [4], tenemos que podemos tomar S = (234)(576)
y R = (123)(456). Tomamos los elementos A = R2S = (1452)(67), B = SR? =
(1364)(57) y C = SRSR? = (1237)(46) que tienen orden 4, luego sus cuadrados
tiene orden 2. Asi podemos hacer el siguiente epimorfismo 6 : A — G asociado:

0(c10) = C?, O(c11) = A%, O(c12) = B, 0(c13) =C?

Asf 9(61700171) = (135)(274), 9(01710172) = (156)(234) y 9(61726173) = (1634)(27).
Veamos que es epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable. Tome-
mos la imagen de ¢y gc1,1 y la imagen de ¢; 1¢1 2. Entonces tenemos que la imagen de
(61’061’1)2617161,201’06171(617161,2)2 es (1543627), una permutacién de orden 7. Luego
este elemento, junto al elemento de orden 3 y el de orden 4 generan un grupo de al
menos orden 84, pero PSL(2,7) es simple, no tiene subgrupos de indice 2, y por
tanto seria el total. Luego tenemos generado el grupo GG por imédgenes de elementos
que conservan la orientacién. El drea reducida del grupo NEC es i.
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b) Para el caso en el que tenemos el grupo NEC (0; +;[3]; {(4)}),tomamos la presen-
tacion iii). El epimorfismo asociado 6 : A — G es:

O(x1) =S, 0(er) =S? 6(cio) =R, 0(c11)=SRS™!

Es epimorfimo ya que los generadores estdn en la imagen. Para ver que actia
sobre una superficie no orientable veamos que existe un elemento no orientable en
el nicleo. Para ello tomemos el elemento c10z1 que es no orientable, y tenemos
que (c1071)7 es el neutro y es no orientable. El drea reducida del grupo NEC es
1

24
= El dltimo grupo que tenemos que analizar es [336,208], de orden 336, y que se
corresponde con PSL(2,7) x C2. Una presentacién de este grupo viene en [3], que viene
dada por los generadores T, R y S tales que cumplen 72 = R3 = S8 = (RT)? = (T'S)? =
(RS)? = TS HRS™2)3R~! = 1. Asf dado el grupo NEC (0; +; [-]; {(2,3,8)}), tenemos
que el epimorfismo asociado 6 : A — G es

9(61’0) = TS, (9(6171) = RT, 9(61’2) = T, 9(01,3) = TS

Tenemos que la imagen de ¢y 1c12 es el elemento R, la imagen de cq2¢1.3 es el gene-
rador Sy por las propiedades de los generadores tenemos que 1" es imagen del elemento
01,10172((01,2c173)2(01710172)2)301,20173. Asi tenemos que los generadores son imagenes de
elementos orientables, y por tanto es epimorfismo que actia sobre una superficie no
orientable. El area reducida del grupo NEC es ﬁ.

Conclusiones

Hemos terminado el estudio, y como consecuencia se ha obtenido que los grupos de
género imaginario 6 a 9 son los siguientes:

Género imaginario 6:

G o(Q) Referencia
Q ~ DCy 8 May [15] y Este trabajo
(44 12,2) 16 | Este trabajo y Etayo, Martinez [10]
QA 16 Etayo, Martinez [10]
Ly 16 | Este trabajo y Etayo, Martinez [10]
(2,2,2 )9 16 Etayo, Martinez [10]
CQ X CQ X Cg X CQ 16 Gromadzki [11]
T'yaq 32 Este trabajo
Iga; 32 Este trabajo
(2,5,5;2) 80 Este trabajo
Cy x As 120 Este trabajo
((Co x Oy x Cg x Cy) x C5) x Cy | 160 Este trabajo
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Género imaginario 7:

G o(Q) Referencia
DCs 12 | May [15] y Este trabajo
(4,6 | 2,2) 24 Etayo, Martinez [10]
(Cy x C3) x Cy 36 Este trabajo
((Ca x Ca) xCy)xCy | T2 Este trabajo

Género imaginario 8:

G o(G) Referencia
Cy x D3 24 | Este trabajo y Etayo, Martinez [7]
C3 x Dy 24 Etayo, Martinez [7]
D3 x Dy 24 Etayo, Martinez [8]
(Ca x Cy x Cy) xC7 | 56 Este trabajo
PSL(2,8) 504 Este trabajo y Hall [12]
Género imaginario 9:
G o(G) Referencia
Ga1 21 | Etayo, Martinez [10]
C5 x D3 30 | Etayo, Martinez [7]
C3 x Ds 30 | Etayo, Martinez [7]
< 7,6,5 > 42 Este trabajo
D3 x Ds 60 | Etayo, Martinez [§]
PSL(2,7) 168 Este trabajo
PSL(2,7) x Cy | 336 Este trabajo
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