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2 Ecuaciones Diferenciales en Diferencias

1. Consideramos la ecuacidn diferencial en diferencias u,, (t) = tp41 — 2un +
Up—1 — Asin(uy,), donde A es un pardmetro positivo. Demostrar que eziste
una solucion mondtona tal que U_oo = 0 Y Upo = 2T CON UG =T Y Up —T =
T —U_y, para todo n.

Tomado de [14]. Ponemos ug = 7 y variamos u; en el intervalo (m, 2m)

para encontrar la soluciéon. La condicién ug = m garantiza que u,, — 7 es
una funcién impar de n. Elegimos € > 0 para que —Asin(u) > e(u — )



sim<u< %w y escogemos N grande para que ¢(N — 1) > 1. A contin-
uacion, elegimos u; — m pequenio para que u; < %TF sil <j3 < N. De-
seamos mostrar que bajo esas condiciones la secuencia finita {uq,...,uy}
no es mondtona creciente. Denotamos U, = u, — 7. Si {U,...,Un}
es mondétona creciente cuando 2 < j < N y U; < (2 —€)Uj—1 — Uj_s.
Sumando estas desigualdades obtenemos Uy — Uny_1 < 62;21\2[71 U, +
(1 —&)U;. Como asumimos que U; > U; si 2 < ¢ < N, nuestra cota
inferior sobre N implica Uy < Un_1, lo que es contradictorio. Por tanto
hemos mostrado que si U; es suficientemente pequeno, la secuencia em-
pieza a decrecer antes de cruzar w. Por otra parte, eligiendo U; > 7 la
secuencia cruza w antes de decrecer. Notese que la secuencia crece hasta
un primer N tal que Uy = 7, si Uy4+1 > 7. Si, al final hay un N tal que
la secuencia crece hasta n = N, con Uy < w, y Uy = Uny41, entonces
Unit2 < Uny1 asi que la secuencia decrece antes de alcanzar 7.

. Sean U;(t) y Li(t), i € Z dos sucesiones diferenciables tales que

Ui(t) = di(Ui)(Uigr — Us) — do(Us) (Ui — Ui) = f(Ui) >
Li(t) — di(Li)(Liy1 — Li) — do(Li)(Li—1 — Li) — f(L:)

y Ui(0) < L;(0) para todo i, siendo f, dy > 0 y da > 0 funciones Lipschitz
continuas. Entonces, U;(t) > L;(t) parat >0 y i€ Z.

Tomado de [15]. Procedemos por reduccién al absurdo, Sea W;(t) =
Ui(t) — Liy(t). Ent = 0, W;(0) > 0 para todo i. Asumimos que W;
cambia de signo tras un tiempo minimo ¢; > 0, para algin valor de ¢,
i = k. Entonces Wy(t1) =0y W/(t) <0, cuando ¢ — ¢;. Mostremos que
ésto es contradictorio. En ¢t = t1, debe haber un indice m (igual o distinto
de k) tal que W, (¢1) = 0, mientras que su vecino Wy,1;(t1) >0 (jes 1o
—1), y Wi(t1) = 0 para todos los indices k y m. En otro caso, Wy, debiera
ser igual a 0 para todo k. La desigualdad diferencial implica

Wi, (t1) = di (U (t1)) W1 (t1) + do(Unn (1)) Win—1(t1) > 0.

Esto contradice el hecho de que W/ (t) debiera ser no positiva cuando
t — t1, si queremos que W, (1) se anule.

. Consideremos la ecuacion
U'(t) = z21(F/A) + z3(F/A) — 2U(t) — Asin(U(t)) + F,

con|F| < A, A >> 1, siendo 21(F/A) < zo(F/A) < 2z3(F/A) tres ceros
consecutivos de la ecuacion sin(z) = F/A en un periodo. Probar que existe
un umbral critico F. tal que esta ecuacion tiene tres soluciones constantes
estables si 0 < F < F,, pero una si F' > F,. Caracterizar F,.

Tomado de [18]. Cuando F = 0, z1(0) = 0, 22(0) = 7 y 23(0) = 2.
Hemos de resolver

2z + Asin(z) = F + 2arcsin(F/A) + 2.



Segtin F' crece desde 0, seguimos encontrando tres soluciones z1 (F/A) <
z9(F/A) < z3(F/A) que continuan esas ramas hasta que F+2arcsin(F/A)+
27 alcanza el primer maximo local de 2z + Asin(z) (A es grande). El
valor F, en el cual ocurre ésto se caracteriza por la existencia de un
cero doble, un valor ug tal que 2 + Acos(ug) = 0y 2up + Asin(ug) =
F.+2arcsin(F./A) +2n. Entonces, ug = arccos(—2/A) y F, es la solucién
de 2ug(A) + Asin(ug(A)) = F. + 2arcsin(F,./A) 4+ 2r. Por debajo de F,
hay tres ceros. En F, dos de ellos colisonan. Por encima de F, los dos
ceros que colisionan, z1(F/A) y z9(F/A) se pierden.

z1(F/A) y z3(F/A) son estables mientras existen. Esta situacién se corre-
sponde con la presencia de una bifurcaciéon nodo-silla en el sistema, véase
[18].

. Fl sistema de ecuaciones
"

M(Ei-s-l —2E; + Ei 1) =J —v(Ey),

(Bi —Ei_1) —

con i € Z admite soluciones de tipo ondas viajeras de la forma E;(t) =
E(i — ct) que se propagan a velocidad constante ¢ cuando el pardmetro J
es suficientemente grande. Suponemos que v, D son funciones positivas
y v > 0 es grande. La funcion v es una cubica, crece desde 0 hasta un
mazimo local, decrece a un minimo local positivo y crece hasta el infinito.
Justificar que la velocidad del frente de onda escala como (J — Jc)1/2,
donde J. es el umbral para la existencia de ondas viajeras.

Tomado de [20]. Para v grande, podemos construir soluciones estacionar-
ias, que se pueden aproximar por

ElNZ1(J) 1 <0, E1N2’3(J) >0,
cuando |J| < J., mientras que Ey es una solucién de

J—v(Ey) — @(Eo —z(J)) + @(Zs(c]) —2FEy+ z1(J)) =0,

donde z1(J) < 23(J) < 23(J) verifican J = v(z). Al alcanzar un valor J,,
z1(J.) = 22(J.), perdiéndose cuando J > J., de modo que sélo persiste
z3(J). La ecuacién reducida

a5, ol o)
14

dt

:J—U(EQ)— D(EO)

(Eo —21(J)) +

(z3(J) — 2Ep + 21(J)),

para el punto de unioén de las colas constantes experimenta una bifurcacién
de tipo nodo-silla en J. cuya forma normal

¢ = a(Je)(J = Je) + ﬂ(Jc)¢27

tiene soluciones tipo /5 (J — Je) tan(y/aB(J — Jo)(t — to)). Estas fun-

ciones explotan cuando el argumento de la tangente se aproxima a +m/2,



en un tiempo t —tg ~ w/+v/aB(J — J.). El valor J. separa el régime en
el cual se observan frentes de onda estancionarios (anclados) y frentes de
onda viajeros.

Tomando J > J. proximo aJ., las simulaciones muestran perfiles escalon-
ados, en los que un punto permanece cerca del desaparecido equilibrio
Eo(J.) hasta que se mueve siguiendo la curva tangente definida por la
forma normal y la posicién préxima a Ey(J..) la toma otro punto contiguo.
Este proceso de va repitiendo secuencialmente. La velocidad de la onda

VaB(J—Jc)

T Y

es el reciproco del tiempo que tarda esta transicién c(J,v) ~
véase [20] para detalles.

. Consideramos un problema con ruido

dui

dt
donde A > 0 toma wvalores grandes y v > 0 caracteriza la magnitud del
desorden en el sistema, mientras que &; es una variable aleatoria de media
nula que toma valores en el intervalo (—1,1) de forma equiprobable. Probar
que la velocidad de los frentes viajeros para F mayor que un valor critico
F escala como (F — FF)3/2,
Tomado de [22]. Fijando v = 0, podemos repetir con esta ecuacién el
estudio que hemos hecho en el ejercicio anterior y obtener un velocidad
que escala como (F' — Fc)l/ 2. Sin embargo, al aiadir ruido, para cada
realizacién del ruido, el umbral F,. se desplaza ligeramente por el ruido.
La velocidad que se observa es la media de las velocidades obtenidas para
un numero elevado de realizaciones. Si tenemos

= Uj+1 — QUZ + U;—1 + F— ASIH('LLZ) + 7&,

erl ~ —v/alEDBENE — Fo) + 7o)y

la media es

1

S = or [ (@B(F ~ ) 49592 ~ (F — F)¥"
—NR:1R—27T » e) + .

donde el nuevo valor critico es FY = F. — 2.

. Consideremos el problema

d’l,Ll'
dt

con A grande. Sean z1(F/A) < z3(F/A) < 2z3(F/A) las tres ramas consec-
utivas de ceros de F'— Asin(z) = 0 que empiezan en z1(0) = 0, 22(0) =,
z3(0) = 2m. Sabemos que si |F| < F.(A) el problema admite soluciones
estacionarias que crecen de z1(F/A) en —oco a z3(F/A) en co. Cuando F
supera ese umbral, tenemos ondas viajeras. Fscribe la ecuacion para estas
ondas viajeras y encuentra una formula para la velocidad.

= Uij+1 — 2u1 + u;—1 + F — ASiH(Ui),



Tomado de [24]. Las soluciones de tipo onda viajera tienen la estructura
u;(t) = u(i—ct), donde c es la velocidad de onda constante y u(z), z = i—ct
es un perfil de onda, que es solucién de

—cu,(2) =u(z+1) —2u(z) + u(z — 1) + F — Asin(u(z)), z€eR

con u(—o0) = z1(F/A) y u(co) = z3(F/A). Ese tipo de ondas viajeras se
llaman frentes. Multiplicando la ecuacién por u, e integrando, obtenemos

—c/_Oo u?dz = F[23(F/A) — 2, (F/A)].

. El modelo de Fitz Hugh-Nagumo discreto es un modelo tipico de la propa-
gacion de pulsos

eu; = d(uwipr — 2u; +ui—1) +uwi(2 — wi)(u; —a) — v,

/
v; = u; — Bu;.

donde los pardmetros €,d > 0 y a con tales que (0,0) es la Unica solucidn
constante. € es pequeno y a es tal que z(2 — 2)(z — a) tiene tres raices
z1(a) < z2(a) < z3(a). Explica la evolucion de los pulsos en términos de
soluciones tipo frente de ecuaciones de Nagumo

eu; = d(uiy1 — 2u; +ui—1) + ui(2 — ug) (ui — a) — w.

Tomado de [25]. Las soluciones tipo pulso tienen la forma w;(t) = u(z),
vi(t) =v(2), z=1—ct € R, with

—ceuy(z) = d(u(z+1) — 2u(z) + u(z—1)) + u(2)(2 — u(2))(a — u(z)) — v,
—cv,(z) =0,

con z € R. Para v pequeno, denotamos por z;(a,v) < z2(a,v) < z3(a,v)
las tres rafces de u(z)(2 — u(z))(a — u(z)) —v = 0. Como € es pequefio, u;
y v; evolucionan en escalas de tiempo distintas. Se distinguen 5 regiones
en el perfil del pulso

e Parte frontal: u; = z1(a,v;) y vi = z1(a,v;) — Bv;, que evoluciona a
(0,0) segun 7 crece.

e Frente delantero: Descrito por soluciones viajeras de eu = d(u;41 —
2u; + ui—1) +u; (2 —u;)(u; —a) — 0 que decrecen de 2 a 0, con v; ~ 0.
Viaja a velocidad c.

e Pico: u; = za(a,v;) y v, = z3(a,v;) — By;.

e Frente transero: Descrito por una solucién viajera de eu) = d(u;4+1 —
2u; + wi—1) + ui(2 — u;)(u; —a) — w que crece de valores proximos
a 0 a valores proximos a 2, con v; ~ w, w selecionado de modo que
viaja con velocidad ¢ también.



o Cola: u; = z1(a,v;) y v, = z1(a,v;) — Bv;, que se aproxima a (0,0)
segun ¢ decrece.

Véase [25] para una visualizacién. Véase [?] para una aplicacién de estas
ideas a modelos de tipo Hodgkin-Huxley para nervios mielinados. Las
soluciones de tipo pulso no se pueden propagar cuando los pardmetros de
la ecuacion reducida que describe el frente delantero son tales que sélo
admite frentes estacionarios.

. Sea u; ;(t) una solucion de

8ui j . .
or = Wimlg ~ 2uig Uiy Ain(ui o = uig) sin(ui g1 — i)
para i,j € Z y u; j(0) = «u; tales que a1 — 204 + i—1j € 12,

SiIl(Oéi,j_l — Oéi_’j) sin(amH - Oé@j) S 12 Y Q4 S lloooc. Si (ui,j-i-l 7&1])@) S
Nnez [—g +2nm, 5 + 2n7r] se cumple para todo i, j, t, entonces wu; ;(t)
tiene a un limite s; ; cuando t — 0 que es una solucién estacionaria del
problema.

Tomado de [23]. Definimos w; ;(t) = w; ;j(t+7) —u; ;(t) para algin 7 > 0.
Entonces

{5 X s 0 | == Y@ =i (0 = T (w1~ ) (¢47)

= sin((u,j+1 =i ) (0)) (Wi g1 — wi ) (E+7) — (Wi j41 — i j)(t)) < 0.

Esto implica w; ;(t) — 0 cuando t — oo para todo ¢, j. Concluimos que
u;,5(t) tiende a un limite s; ; que es una solucién estacionaria.

. Resolvemos

8’[1,2'7]'
ot

= i1, = 2uij + ui1; + Alsin(u i1 — wig) sin(ug 11 — i)

con condiciones de contorno s; j = 0(i,i/\/A) + Fj donde 0 es la funcion
angulo que varia de 0 a 2 y F' > 0 es un pardmetro de control. Dado F' =
0, el ejercicio anterior garantiza la existencia de soluciones estacionarias.
Puedes esperar un cambio a medida que F' crece?

Tomado de [26]. A medida que F crece, la condicién

T ™
(ui,j+1 - ui,j)(t) € MNpez —5 + 2nm, 5 + 2nm

deja de cumplirse. Las soluciones estacionarias desaparecen y aparecen

patrones viajeros. Si linearizamos el operador espacial en torno a s; j,

tenemos un problema eliptico discreto para F' pequeno que cambia de

tipo al crecer F'.



10.

11.

Dado el problema
uj +ouf = ujr — 2uj +ujo + F — Ag(uy),
donde g(u) =u+1 siu<0yg(u)=u—1 siu>0, construir soluciones
de tipo onda viajera.
Tomado de [27]. Una solucién de tipo frente viajero toma la forma wu;(¢) =
u(i — ct)+, z =i — ct. El perfil v(z) = u(z) + 1 satisface
Av,.(2) —acv,(2) — (v(z +1) = 20(2) + v(z — 1)) + Av(2)
= F+2AH(—sign(cF)z), z€R,
con v(—o0) = 0 y v(co) = 2. Hemos tomado g(u) = u + 1 — 2H (u),

donde u es la funcién de Heaviside. Usando la expresion como integral de
contorno de la funcién de Heaviside

1 ezk:v

H(—2) = ——
(Z) 27Tlcl€

dk.

C es un contorno formado por un semicirculo cerrado en el semiplano
complejo superior y orientado en el sentido contrario de las agujas del
reloj, mas otro semicirculo cerrado en el semiplano complejo inferior y
orientado en el sentido de las agujas del reloj, que incluye dentro el origen
y forma un pequeno semicirculo por encima de él. El perfil que buscamos
viene dado por la expresién

o(z) = oA exp(eksign(cF)z)dk
A o k A+ 4sin?(k/2) — k2c2 — 1k|c|asign(F)’

Imponiendo v(0) = 1, obtenemos una relacién entre la velocidad ¢ y la
fuerza aplicada F'. Conocido ¢(F'), esta expresion proporciona los perfiles
v. A diferencia de ejercicios anteriores, tales ejercicios no son monétonos,
sino que presentan oscilaciones, véase [27].

Probar que el problema de valores iniciales
uj +oul; = d(uji — 2uj +ujq) —uj + F,
ui(0) = uf,  uj(0) = uj,

d >0, a >0, admite soluciones de la forma
us(6) = 1G24 (0) + G (0 /ZG (t — ) i(s)ds
k

; 0 1
para funciones de Green adecuadas G5, y G .

Tomado de [28]. En primer lugar, eliminamos el operador en diferencias
usando funciones generatrices p(0,t) y f(6,t)

t) = Zw(t)e*zje’ f6,t) = ij(t)eﬂje_



Diferenciando p con respecto a ¢ y usando la ecuacién, vemos que p(6,t)
es solucion de las ecuaciones diferenciales ordinarias

P (0,1) + ap'(0,1) + w(6)*p(6,t) = f(6,1)

con w(f)? = 1+ 4dsin?(6/2) y con condiciones iniciales para p obtenidas
de las condiciones para u;. Fijado 6, sabemos cémo calcular soluciones
explicitas de esta ecuacion linear de segundo orden con coeficientes con-
stantes

p(6,1) = p(6,0)g°(8.) + 1/ (6.0)g (8, 1) + / g1 (8.t — )£ (8, 5)ds,

con

o+ (Ot _ r_(0)
ri(@)—r,(é)) ’ Ot2/4 > WZ(G),
°(0,t) =< teot/2 a?/4 = w?(0),

emot/2sm0 - 62/4 < w?(0),

e+ (ty (0)—erf(9)tr,(9)
OB () . o? /4> w*(6),
g 0,t) = te= 2 (1+91), a?/4 = w?(0),
e—ot/2 (cos([(@)t) 4 asa el Siznl((je()e)t)) , a?/4 < w?(0).

Recuperamos Uj; COIMO

lo que conduce a

Tde . Tde .
0 _ 1(j—k)0 0 1 _ wW(j—k)o 1
Goult) = [ Grei 0.0, G = [ et g6,

Ecuaciones en Derivadas Parciales

. Dado un conjunto acotado 2 C R"™, cosideramos el problema: Encontrar
u > 0 tal que
—Au=uP x€
u=0 xe€ N,
u>0 xe€q.

Probar que hay una solucion cuando 1 < p+ 1 < p*, dondep* = oo si
n<2yp'< 2”2 cuando n > 2.

n—

Consideremos el problema de minimizacion

_ Jo IVul? dx .
I'= MmueHé(Q)W = MmueHg(Q)J(U)-



El funcional J(u) a minimizar es positivo, por tanto, acotado inferiore-
mente. Consideremos una sucesién minimizante u,, € Hg(f2), tal que
J(un) — I a medida que n — oo. La sucesién v, = Tam s ©s un
sucesién minimizante que satisface ||vy, || »+1 = 1. Entonces, [, |Vv,|?dx —
I implica quev,, estd acotado en H{(f2) y v, tiende débilmente en H{ a
un limite v € H}(Q). Por las inyecciones de Sobolev, v,, es compacto en
LPTL p+1 < p*, por tanto, v € LPTHQ) v ||vp||zesr = 1 = |[v]|zesr = 1.
Por semicontinuidad inferior bajo convergencia débil, tenemos J(v) <
limy,, o0 (vn) = I. Como v € H}(Q), se sigue que I < J(v). Por tanto,
I = J(v) y se alcanza el minimo en v. Ademds, podemos reemplazar v
por |[v] y J(Jv]) < I(v), asi que w = |v| > 0 es un minimizador también y
I = J(w). w# 0 porque ||w| pr+1 = 1.

Ahora bien, J(w) < J(w + tr), r € H}(Q) para t real. Un desarrollo
asintético primero para t > 0 y después para t < 0 conduce a

/Verdx:c/wprdx
Q Q

para todo r € H(2) con ¢ > 0. Esto implica —Aw = cwP. Para
uw=c"Y/®"Dy obtenemos —Au = u? y u > 0, u # 0. Por el principio del
maéximo fuerte, u > 0.

Sip+1=p"= 2”2 y n > 2, la existencia de una solucién depende de la

n—

geometria de €, véase [1].
. Dada una solucion u € WL °(RT, HE (Q)) N W2 (R, L2(Q)) of
Ut —Au+a|ut\p_1ut =0 in LOO(R+,H_1(Q))

cona>0,1<pyp+1<p*, definimos
1 2 1 2
Et)=< [ |Vux,t)|"dx+ = [ |w(x,t)]° dx.
2 Ja 2 Jo

Entonces, para alguna constante positiva C(E(0)), se tiene

E(t) < C(B(0)t~¢®=D ¢ >0.

Tomado de [2]. Definimosg(t) = E®~Y/2 [ uu,dx. A continuacién,
diferenciamos respecto a t para obtener

,a/ lug|PTdx <0,
Q

o) = E(t)PD/2 </ |ut|2dx—/ Vu|2dx—a/|ut|p_1utudx)
Q Q Q

-1
—|—pTE(t)(p*3)/2E'(t)/ uug dx
Q

&
<
—
o~
~
I



Primero, observamos que E(t) < E(0) y — [, [Vu|? dx = —2E(t)+ [, |u|? dx.

Ademas,
—1 1 2 1 2
uuy dx| < E(t) — | Julfdx+ < [ |u)®dx | < C(Q)
0 2 Ja 2 Ja

para alguna constante positiva C(€2) porque la desigualdad de Poincaré

E(t)~!

implica § [, [u[?dx < @ Jo IVu|? dx. Por tanto, tenemos que

dt) < 2B@0)P V2 [ juy?dx — aE#) P2 [ u, P uudx
Q Q

—2m(r) P2 - L2 Lo B0 e-v2E 1),

Ahora definimos . (t) = (1+K12)E(t)+e¢(t) con K1 = E-LC(Q)E(0)(P~1)/2,
Obtenemos

V) < 2eE()P-D/2 / a2 dx — e B(t)P~1/2 / g [P+
Q Q
L2eB(H)P /2 _ o / g [P+ e
Q

Obsérvese que |[ug]|2. < meas(Q)P=D/EFD( [ |y, [PH1)2/ P+ Por la de-
sigualdad de Young obtenemos

(p—

2
pP— pP— m
2eE(t) 21)/\ut\2dx§26 meas(Q) 57 B(t) 7 (/ |ut|p+1>
Q Q

<eE(t)" =T +56/ g [P
Q

para algun § positivo que depende de Q.

Gracias a las inyecciones de Sobolev para p + 1 < p* obtenemos

/Q|ut|p_1utudx < </Q [P dx>pil [ulloer < Sl [ Vull L2

Obsérvese que ||Vu| g2 < 2E(t). De la desigualdad de Young se sigue

é‘Od'f(lﬁ)(]”*l)/z/Q [uelP~tugu dx < eaB(8)PD2S(Q) |ull} ||Vl 2
<5 [ bt + e

donde n > 0 depende de E(0), Q, a y €, y tiende a cero a medida que ¢
tiende a cero. Sumando, obtenemos

VO < (<5 +e0) [ Pt +e(-1+ @) B,

10



Por otra parte, para ¢ suficientemente pequeno,
1
SE(t) < (1 K2e)B(t) < ¢e(t) < (1+ Kae) < 2B(2).

Eligiendo ¢ suficientemente pequeno, concluimos que

8K3

w;(t) < _ZE(P-H)/? < . wg(t)(l"*'l)/?.

e integrando la desigualdad tenemos E(t) < C(F(0))t=2/®=1 para t > 0.

. Probar que la funcion v(x,t) = |t|P%1q§(x), 1<p<p*—1, donde

» \?
o= (L) loris xeo,
p—1
=0 xe€0,
es una solucion del problema parabdlico retrégrado

—Av+ [P, =0 x € Q x (—o0,0],
v=0 x€IN X (—00,0].

Tomado de [3, 8]. Tenemos
P 1
= ————|t|p—1
Ut p— 1 | | ¢(X)?
P\
it = = () 14716601000,

~w = 18009 = 117 (52 eGP ot),

asi que la ecuacién se cumple. La existencia de ¢ se sigue de la teoria de
puntos criticos.

. Consideremos la ecuacion de la vorticidad en dos dimensiones. Sea v =
curlu € C((0,00); WHP(R?)), 1 < p < oo la solucidn de

v —Av+u-Vo=0, x€R?xR"

v(x,0) = vy, x € R?,

para un camp de velocidad u de divergencia nula (incompressible) y un
dato inicial vg € L*(R?). Demostrar 1) que la masa [g, vodx no cambia
con el tiempo y 2) que ||[v(t)| 1r(r2) < Ct™"% fort>0.
Tomado de [4, 5]. Obsérvese que u- Vv = div(uv) = 0. integrando la

ecuacion, usando el teorema de la divergencia, y el hecho de que v se

anula en el infinito tenemos
d
— vgdx = 0.
dt g2
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El vector velocidad viene dado por

1 _
) = K xolxn) = o [Py

donde el nicleo K € L*»*® y ||K xv|r < |K ||r2.00llv]|re for r > 2,
l<p<2,1/r=1/p—1/2.

Escribimos la expresion integral para la solucién
t
v(t) = G(t) *vg + / VG(t — s) * [v(s) K x v(s)]ds,
0
done G(t) denota el niicleo del calor. Tomando normas obtenemos

t
[o(®)l[zr = [1G(t) * voll e +/ IVG(t = s) * [v(s) K« v(s)]| Lrds.
0
El término integral decae mas rapido que el resto, por tanto
— 1
[o(@)][Le ~ |G(t) * vollrr < CEH5.

Sabemos que G(t) * vy es una solucién de la ecuacién del calor con dato

inicial vg que pertenece a LP para todo 1 < p < ooy todo t > 0si vy € L',
1

Ademés, [|G(t) * vollLr < |G(®)l|ze[lvol| 22 and [|G(#)]|z» = Ot~ 7.

. Sea u una solucion de las ecuaciones de Navier-Stokes incompresibles en
dos dimensiones con dato inicial ug € L' N L?(R?) tal que div(ug) = 0.
Entonces, u(t) € LP(R?) para 1 <p <2 yt > 0.

Tomado de[6, 10]. La teorfa de soluciones cldsicas con datos L2, es decir,
ug € L?(R?) garantiza que u(t) € L*>°([0,00); L?(R?)) y que estd acotada
por ||ug||2. Tomando la divergencia de las ecuaciones de Navier-Stokes

w —Au+u-Vu=Vp, div(u)=0,
obtenemos una ecuacion para la presion
—Ap =div(u- Vu).

La presién viene dada entonces como la convolucién p = Es x div(u - Vu),
donde Ej es la solucién fundamental de —A en R2, salvo por una funcién
del tiempo. Por tanto, u satisface la ecuacion integral

t
u(t) = G(t) *ug + / 0:G(t — s) * u;u(s)ds
0
t
+/ 0;G(t — s) * 0;VEs * u;u;(s)ds,
0

donde 9; denota las derivadas parciales respecto x;, u; son las componentes
de u. Se usa la convencién de suma respecto a indices repetidos. Como
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u € LY, G(t) xug € LY para todo ¢ > 1y t > 0. Por otra parte, u(s) € L?
implica que u;u;(s) € L'. Ademas,

t t
H/ ,G(t — ) % wsty (s)ds| o < c/ (t— ) 13| ulZads < Ot

0 0
para 1 < g < 2. Por tanto, la primera integral pertenece a L? si 1 <
q < 2. Consideremos ahora la segunda integral. Como 9;G(t) pertenece
a espacio de Hardy H!(R?) y 0;VE, es un nicleo de Calderon-Zygmund,
concluimos que 0;G(t — s) * O;VE, € L' y

10:;G(t — 8) % 0;VEy| 11 < Cll0:G(t — shn < C(t—s)7 .

Por tanto,

t t
H/o 0;G(t—s)*0;VEy*uju;(s)ds| S/o C(tfs)%Hu(s)HQBdsSCt%.

De forma andloga, como 9;V E> es un nicleo de Calderon-Zygmund, con-
cluimos que 9;G(t —s)*9;VE, € LI, 1 < g< ooy

Nl=

10;G(t — ) % 0;V By pa < Cll0:G(t — 8)||pe < C(t —s) 1 Ha73.

Por tanto,

t t
H / Gt — 5) * 0V By  ujuy(3)ds|| o < / Ot — )74 Ju(s) [22ds

< Ctiz
para 1 < q < 2.
. Consideramos la ecuacion de conveccion-difusion
up — Au+ 9y (Jul? ) =0
planteada en R~ x RxR*, conx = (21,...,7n_1,y). Supongamos que

V es una solucion con dato inicial Vo € (L*NL>®)(R™) yv es una solucion
con dato inicial vy € (L' N L>®)(R™). Supongamos que

0,V € CL([0,T); L*(R?)) 0 L= (0, T); H*(R?) 1 L=((0,T) x R?)
para todo T' > 0. Entonces, v < V.
Tomado de [7, 9]. La funcién w = v — V satisface
wy = Aw+ 9, (o] o) = B, (V] 1V) <0

y w(0) < 0. Multiplicando la desigualdad por w™ e integrando por partes
tenemos

+(4)]2
& [ s [1vur@Pax < [t 0o, @i
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-1 —1
donde a(x,t) = W es una funcién acotada. Integrando en ¢ y

aplicando la desigualdad de Young obtenemos
lwt (8)]3 ! + 2 ! + 2 ! + 2
Tt [Vw™(s)ll3ds < K; | [[w™ (s)l2ds + & | IVw™(s)l|5ds

para € tan pequefio como sea necesario. Nétese que w™(0) = 0. Aplicando
la desigualdad de Gronwall a

t
o (8)]2 < 2K, / et (s))2ds

obtenemos wt (t) = 0.

. Una curva de vorticidad (vortex line) T' en un fluido incompresible irrota-
cional y no viscoso es una solucion de las ecuaciones

div(u) =0, curl(u) = wedr(x),

donde u es la velocidad del fluido, wy = 27y es la circulacion alrededor
del vortice y v es la fuerza del vortice. dr es una funcion de Dirac 3D
con soporte en I'. FExprésese la solucion en términos de una funcion de
corriente vectorial.

Tomado de [11]. Definimos la funcién de corriente U in R?® como la
solucién de div(U) = 0, curl(U) = u. Entonces —AU = wydr(x). Usando
la funcién de Green para el Laplaciano en R? tomamos U = o fr |x_17x,‘dx’ .

. Sabemos que el problema

gt — Ayg+v-Veg+E(x,t) - V,g=0, xeR3veR3teRY,
g9(x,v,0) = go(x,V), x € R3 veR?,
con go € LY'(R3 x R?®) y con E acotado y Lipschitz admite soluciones

fundamentales I'g. La solucion del problema de valores iniciales se puede
erpresar como

g(x,v,t) = /FE(x,v,t;X',v',O)dx’dv',

donde T'g satisface las estimaciones

Te(x, v, t;x", v, 1) < C(|[E| 1y, T) G(x/2,v/2,t;x/2,v' /2, 1),
G(x/2,v/2,t;x'/2,v'/2,t)
(t_t/)l/Q ’

|0y, Tr(x, v, t;x", v/, t')| < C(||E||Lft,T)

y G es la solucion fundamental del problema con E = 0. Extiéndase este
resultado a problemas en los que E estd acotado.
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10.

Tomado de [12]. RegularizamosE por convolucién y consideramos Es =
Exn; donde 75 es una familia regularizante. Las funciones E;s son acotadas
y Lipschitz, de modo que para cada una de ellas podemos construir solu-
ciones gs del problema de valores iniciales y tenemos estimaciones sobre
las soluciones fundamentales I's. Ademds, |Es[|lr>, < |E[Lx, v Es = E
a medida que § — 0.

Como T's estd acotada (localmente en t) en todo espacio L? , podemos
extraer una subsucesién que converge débilmente (localmente en t) en
todo L? ., (débil estrella si p = 0o) a una funcién I'g. Asimismo, podemos
pasar al limite en el lado derecho de las expresiones integrales para las

soluciones g5 en términos de I's.

Por otra parte, las expresiones integrales implican que gs estan uniforme-
mente acotadas en cualquier espacio L%, , con respecto a ¢ localmente en t.
Por tanto, gs converge débilmente (localmente en t) en cualquier espacio
LP . a una funcién g y sus derivadas también convergen en el sentido de
las distribuciones.

En el sentido de las distribuciones, las derivadas de I's con respecto a v
convergen débilmente a las derivadas de I'g. Podemos pasar al limite en
las desigualdades satisfechas por I'y y establecer desigualdades similares
para I'g porque ||E6HL;‘3 < ||E||Lgof

Multiplicando la ecuacién diferencial satisfecha por gs by gs obtenemos
una cota L2, uniforme sobre V,gs. Si multiplicamos la ecuacién por |v|?
obtenemos una estimacién uniforme en L., , sobre |v|gs.

Multiplicando las ecuaciones diferenciales satisfechas por gs por funciones
test, podemos pasar al limite en todos los términos de la formulacién
débil, excepto en EsV,gs con las convergencias ya establecidas. El paso
al limite en este término es técnico, véanse detalles en [12]. Finalmente,
g es solucién del problema de valores iniciales con E acotado y I'g es una
solucién fundamental asociada.

Probar que la solucion de
2z —Az=d-V(GY), 2z(0)=0

se puede calcular en términos de nicleos del calor.

Tomado de [19]. Basta poner z =d - Vg con g; — Ag = G4, g(0) = 0, es
decir,

g(t) = /0 G(t — s) x GI(s)ds.

Probar que la solucion ® de la ecuacion

P dk
_W(I)(]}) = ’I’LD(x) - /R ]_ + exp(e(k) - (I)((E))

con [go m = a fijado y 92 € L? es 1inica.
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Tomado de [21]. Supongamos que tenemos dos soluciones ®; y ®o que
satisfacen tales condiciones. Sea U = ®; — ®5. Entonces, % €L’y

da? /R 1+ exp(e(k) — @1 (x)) /R 1+ exp(e(k) — ®a(x))’

Supongamos primero que U(z) > 0 en todas partes. Entonces

- / dkdx - / dkdx
r2 1 +exp(e(k) — @1(x)) r2 1+ exp(e(k) — Po(x))

lo que es imposible.

:a7

Supongamos ahora que existe un tnico punto t xg en el cual U(zg) = 0.

Supongamos que U(xz) < 0si z < xzpy U(z) > 0si x>z (se procede de
2 2
forma andloga en otro caso). Entonces, ‘(ligg <0Osiz<zoy ZT[{ < 0 si

x > xg. Tenemos que i—g decrece sixz < xg y ‘fi—g crece si x > xg. Por otra

parte,

dU\ 2 AU\ < /AU \?
/R(dﬁ d”“‘—/m (dm) d“/m <dx> e

is finito. Siexiste z* tal que %

* 2
> 0ya* < zoentonces [*_ (4F) dz >
dz
U decrece. Esto contradice la hipétesis sobre xg. Por tanto, debe haber
al menos dos puntos g y x1 en los que U se anula.

N2
(dU(w )) ffoo dx = oo. Esto es imposible, asf que‘fi—g < 0 para todo x y

Sean xo y 1 tales que U(xzg) = U(x1) = 0. Si zps es tal que U(xy) =
2
max {U(z), zo < z < 21} > 0, entonces % < 0 porque el méximo se

alcanza en un punto interior. Sin embargo,

S d*U(z ) / dk / dk

- dx? rltexp(e(k)—Pi(zpr)) Jrltexp(e(k)—Pa(zar))
porque U(zpr) > 0. Por tanto, max {U(z), o <z < z1} = 0. De forma

andloga, concluimos que U(z,,) = min{U(z), zg <z <z1} = 0. Por
tanto, U = 0 en [xo, z1].

0

>0,

Pongamos ahora zg = min {z |U(z) =0} y 1 = max{z|U(z) = 0}. En-
tonces, U(z) < 0 para < xg y U(xz) > 0 para > x;. Repitiendo los
argumentos anteriores obtendriamos z’ ¢ [x¢, z1] tal que U(z') = 0. Esto
contradice la definicién de xzy y 1. Por tanto, U = 0 en todas partes,
y(I)l = (1)2.

11. Consideremos el problema hiperbdlico

0’FE oE oF aJ

E(z,0) =0, z € (0,L),
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donde p, ¢, L son positivos y A, B, C, D son funciones acotadas. A y B son
positivas, mientras que C es negativa. Cudl seria un esquema numérico
adecuado para resolver este problema?

Tomado de [16]. Los problemas hiperbdlicos se discretizan normalmente
de forma explicita. Sin embargo, en este caso i) tenemos una restriccién
integral que acopla todos los valores en cada nivel de tiempo, ii) el oper-
ador hiperbdlico viene dado en forma no caracteristica. Usamos diferen-
cias finitas progresivas de primer orden para las derivadas temporales de
primer orden de F y J. Usamos una aproximacion retrégada de segundo
orden para las derivadas espaciales de primer order porque las diferencias
centrales conllevan inestabilidad. La derivada segunda FE,; se aproxima
combinando las aproximaciones en espacio y tiempo descritas. En el ex-
tremo izquierdo usamos para F, una aproximacion retrégrada de primer
orden. La integral se discretiza mediante una regla del trapecio compuesta.

12. Construir soluciones de la ley de conservacion escalar wy + (¢(x)w), = 0

con w(0) = wp.
Tomado de [17]. Ponemos v = cw. Entonces, v; + cv, = 0. Por tanto,
v es constante a lo largo de las curvas caracteristicas z(t) solucién de
2(t) = c(&(t)), 2(0) = 2o, porque

d /

Do(t), 1) = v D) 02/ (1) + vu(a(t), 1) = 0
Dado (z,t) a veces somos capaces de calcular xo(x,t) tal que la curva car-
acteristica con valor inicial xg(x,t) satisface (t) = z. Entonces v(z,t) =
v(z(t),t) = vo(zo(w,t)) y wz, t) = % Las posibilidades de llevar
esto a cabo dependeran de c.
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