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Abstract

“The goal of this work is to recall the notions and geometrical problems
treated in Euclid’s Elements as well as to comment on some early ver-
sions in Spanish”

A la memoria de Miguel de Guzmdn

Miguel de Guzman ha tenido una vida extraordinariamente fecunda, €1 ha dado
proyeccion internacional a la Educacion Matematica Espafiola. Ademés ha sido
una persona de una gran calidad humana, un hombre sencillo y asequible a todos.
Descanse en paz.

Introduccion

La matematica es una ciencia sin tiempo. Las contribuciones de los geometras de
la antigiiedad estdn presentes con frecuencia, y también lo estan, los resultados
conquistados recientemente. Como decia Littelwood, los matematicos griegos
son, todavia hoy, “colegas de otra Universidad”.

El nacimiento de la geometria son los Elementos de Euclides. La cantidad y
calidad de conocimientos matematicos a principios del siglo III a. C. exigian una
ordenacién para su utilizacién por una memoria limitada. Esta ordenacion son los
Elementos. El lenguaje de esta obra es geométrico, pero en ella se exponen tam-
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bién ideas y problemas aritméticos, algebraicos y de lo que hoy se llama analisis
matematico.

El objetivo de este trabajo es estudiar las ideas y problemas geométricos ex-
puestos en los Elementos de Euclides asi como comentar algunas de las primeras
versiones de dichos Elementos. Tres en castellano y una en latin.

De las versiones castellanas que elegimos, dos se encuentran en la Biblioteca
del Real Monasterio de San Lorenzo de El Escorial,. Son las versiones de Campa-
no de Novara y Jacques Peletier. La tercera, la de Carduchi se conserva en el Se-
minario Mayor Diocesano de Valladolid. La version en latin que hemos elegido es

la de Cristébal Clavio, conservada también en el Seminario Mayor Diocesano de
Valladolid.

1. Ideas y problemas geométricos expuestos en los Elementos de Eu-
clides

Los Elementos de Euclides son toda la Matematica de la época; o, con otras pala-
bras. la Matematica griega era Geometria. Ya en la primera pagina del primer
libro nos encontramos con estas definiciones:

Definicion I.- Un punto es lo que no puede dividirse.

Definicion 2.- Una linea es una longitud sin anchura.

Definicion 3.- Los extremos de una linea son puntos.

Definicion 5.- Una superficie es lo que tiene solamente longitud y anchura.
Definicion 6.- Los extremos de una superficie son lineas.

La definicidn 2, con un lenguaje libre actual, corresponde a decir que una linea
es el resultado de deformar, sin romper, un trozo de recta, lo que con la termino-
logia matematica se expresa diciendo que una linea es un subconjunto de puntos
del espacio homeomorfo a un segmento de recta. La definicion 6 no es propia-
mente una definicion, sino una proposicion. Para extenderla es necesario, en pri-
mer lugar, tener presente que para los griegos no tenian sentido las figuras infini-
tas; a lo largo de toda la obra , una recta es siempre un segmento capaz de ser pro-
longado, por lo que constantemente se dice: “prolongando la recta AB”. Por tanto,
las superficies, para los griegos, tenian siempre un borde, cuando no eran cerra-
das, como la superficie esférica. Con lenguaje actual, la definicion 6 se diria: la
interseccion de dos superficies es una linea. Las condiciones de equivalencia de
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las definiciones 2 y 6 constituyen uno de los teoremas fundamentales de la Mate-
matica actual: el teorema de la funcién implicita.

A la vista de las definiciones del libro I de los Elementos podemos buscar las
primeras raices de la teoria de la dimension en la antigua Grecia. De hecho, los
griegos no formularon una teoria detallada de la misma; no obstante, sus estudios
sobre problemas conceptuales tocaron el tema de la dimension y de ellos surgie-
ron ideas y teorias informales que han influido en los matematicos de épocas pos-
teriores, incluidos los del siglo XX.

Podemos distinguir dos teorias rudimentarias de dimension sugeridas por estas
definiciones: Una teoria directa dada por las definiciones 1,2 y 5 y una teoria indi-
recta que se infiere de las definiciones 3 y 6.

La primera de estas teorias proporciona una relacidon directa entre las figuras
geométricas fundamentales y la dimension. Las definiciones, en efecto, dan nom-
bre y enumeran las dimensiones de las distintas figuras: Los puntos no tienen di-
mension (sin partes); las lineas tienen una dimension (longitud); las superficies
dos (longitud y anchura).

La segunda teoria hace referencia al caracter inductivo de la dimensién al po-
der tomar cada elemento como borde de las figuras cuya dimension es una unidad
superior.

El libro V, atribuido a Eudoxo, es, seguramente, el libro mas bello y acabado
de los Elementos. En €l se construye con gran perfeccion la teoria de las magnitu-
des, de un modo totalmente actual. Una magnitud es un conjunto a cuyos elemen-
tos se les llama cantidades y que tienen la forma, por ejemplo, de 5m, en donde
aparece un numero y una cantidad. Con las cantidades se definen dos operaciones:
adicion, 3m+5m=8m y multiplicacion por numeros: 2(3m)=(2x3)m= 6m, que
poseen propiedades bien conocidas. Estos conjuntos se designan hoy dia con el
nombre de semiespacios vectoriales. La mayor dificultad de la construccion de
magnitudes esta en definir el conjunto de los numeros, que debe ser el de los nu-
meros reales. Lo sorprendente del caso es que el concepto de nimero real ha sido
uno de los que mas ha costado establecer con precision, debiéndose a Dedekind, a
finales del siglo pasado, la primera definicion correcta de estos numeros. Pues
bien, Dedekind en el prefacio de su memoria, confiesa que la idea desarrollada en
€sa memoria no es suya, que se ha limitado a expresar en lenguaje actual la cons-
truccion dada en el libro V de Euclides. ;Es sorprendente?.
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El libro V de Euclides ha estado sin ser entendido durante mas de veintidds si-
glos. Los niimeros que definen los griegos en el libro V no son los ntimeros reales
positivos, como pensd Dedekind; pero los contiene como caso particular, como
vio Krull. El conjunto de nimeros negativos tardé6 mucho tiempo en alcanzarse, y
durante el siglo XVIII todavia hubo grandes controversias acerca de los numeros
negativos. Lo que actualmente se llama Algebra Lineal, se encuentra por tanto,
perfectamente construida, para semiespacios vectoriales de dimension 1, en el
mencionado libro V. Pero hay més: el Algebra multilineal, construida sobre la
idea de producto tensorial, que aparece desarrollada a mediados del siglo XX,
como una de las teorias mas modernas de la Matematica, esta perfectamente des-
arrollada , siempre sobre espacios vectoriales de dimensién 1, en los libros II,
VII, VIII, IX, y esto no es de extrafiar, porque los griegos, como acabamos de
sefialar, no trabajaban con numeros, sino con magnitudes, por lo que se veian
obligados, para definir la multiplicacién a usar el producto tensorial. En los men-
cionados libros VII, VIII, IX se obtienen también los resultados fundamentales de
la Teoria de Numeros, estudiandose la divisibilidad y llegdndose a dar una bella
demostracion de la infinitud de los niimeros primos. En el libro IX se llega a su-
mar una progresion geométrica.

Los libros I, 11, III, IV contienen la parte geométrica tradicional relativa al pla-
no, y los libros XI, XII, XIII, la geometria del espacio; paralelismo y perpendicu-
laridad en el espacio, dngulos poliédricos, volumenes de prismas, pirdmides,
cuerpos redondos y construccion y célculo de elementos de poliedros regulares.

Prestemos un momento de atencion al libro X. Comencemos por recordar que
los griegos decian que el segmento AB era conmensurable con el segmento CD
cuando existia un multiplo entero (y positivo) de AB igual a otro multiplo de CD.
En caso contrario se decia que AB era inconmensurable con CD.

Esto ultimo se expresa también diciendo que la medida de AB con la unidad
CD es un numero irracional. Ya los pitagdricos conocian que la diagonal del cua-
drado era inconmensurable con su lado, pero lo que Euclides se propone en este
libro es ver cuantos numeros irracionales existen. Obsérvese que los nimeros
irracionales no se pueden representar mediante un numero finito de cifras, y para
los griegos, el infinito actual era impensable, por lo que estos niumeros eran sor-
prendentes; pero, sin embargo, como ellos los podian construir mediante un nu-
mero finito de construcciones geométricas, los podian admitir sin dificultad, pero
unicamente aquellos que admitian construcciones de este tipo. De aqui el interés
de analizar completamente este conjunto. Esta es la finalidad del libro X, y el re-
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sultado fundamental del mismo es demostrar que existen infinitos numeros irra-
cionales, esto es, demostrar que, dadas varias cantidades irracionales, son capaces
de construir otra distinta de las anteriores. Con la terminologia actual lo que se
consigue en este libro es construir ecuaciones cuadraticas o bicuadraticas cuyas
raices son reales y positivas. La belleza de este libro y el ingenio empleado en él
son extraordinarios. Sin embargo, a lo largo de los siglos han sido muchos los que
se han preguntado para qué sirve dicho libro, cuyos resultados no se aplican en
ningun momento, ya que no puede considerarse justificado todo el esfuerzo de
estudiar el problema de los irracionales cuadraticos reales por la aplicacion al
calculo de los elementos de los poliedros regulares convexos del libro XIII. Vein-
tidos siglos mas tarde, a partir de las Disquisitiones Arithmeticae de Gauss, se ha
podido comprender el significado del mismo. El problema de este libro es de la
mas estricta actualidad, ya que se trata de uno de los problemas que esta actual-
mente sobre el tapete: el estudio de las propiedades algebraicas reales.

Auxiliandonos del libro XI, analicemos el concepto de dimensién en la Grecia
antigua. En dicho libro encontramos las siguientes definiciones relativas a los
objetos basicos de la Geometria:

Definicion 1.- Un solido es lo que tiene longitud, anchura y altura.
Definicion 2.- El borde de un sélido es una superficie.

De la misma manera que en el libro primero, podemos distinguir dos teorias
rudimentarias de dimension sugeridas por estas definiciones. Una teoria directa
dada por la definicion 1 y una teoria indirecta que se infiere de la definicién 2.

La primera de estas teorias proporciona una relacion directa entre las figuras
geométricas fundamentales y la dimension. Asi de la definicién 1 se deduce que
los solidos tienen tres dimensiones (longitud, anchura y altura).

La segunda teoria hace referencia al caracter inductivo de la dimension al
poder tomar cada elemento como borde de las figuras cuya dimension es una
unidad superior. Este es el aspecto de la dimension que se ha tenido en cuenta
en las teorias modernas de la misma: “Un conjunto o espacio de dimension »
(segun la definicion inductiva) es aquel para el cual n es el menor entero que
cumple la condicion de que cualquier punto del mismo tiene una base de entor-
nos con fronteras de dimensidn menor o igual que n-1, asignando al conjunto
vacio la dimensién —1”.
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Continuemos nuestra observacion de la recién nacida geometria. También en
el libro XI se aborda el problema de medir el volumen de los prismas. La idea es
simplemente esta: dos prismas tienen el mismo volumen cuando se pueden cortar
en trozos, de modo que al recomponer de modo conveniente todos ellos resulte en
ambos casos el mismo cubo. Este problema se resuelve totalmente en dicho libro.
En el libro XII se trata de hacer lo mismo con la piramide. Pero esto ya no es po-
sible. Esto es, no se puede trocear una piramide en un niamero finito de partes que
al recomponer estas se obtenga un cubo. Para resolver este problema es preciso
utilizar la idea mas importante de la Matematica, que es el concepto de limite.

Este concepto esta practicamente contenido en el método de exhaustacion, que
se atribuye también a Eudoxo. Si esto fue asi, el hombre genial de la antigiiedad
helénica seria Eudoxo, ya que resolvio los dos problemas mas dificiles : creacion
de los numeros reales y concepto de limite. El concepto de limite es el fundamen-
to del Calculo Infinitesimal de Newton y Leibniz, por lo que el método de exhaus-
tacion puede considerarse como el germen de este importante capitulo de la Ma-
tematica. Con el método de exhaustacion se calculan en el libro XII los volume-
nes de las piramides y de los cuerpos redondos. Pero hay mas: lo que realmente se
consigue en este capitulo es reducir el calculo de un volumen al célculo de areas,
o con lenguaje actual , se reduce el calculo de una integral triple al de una integral
doble, lo cual es el importante teorema de Stokes de la Matematica de nuestros
dias.

El libro XIII esta dedicado a la construccidn de los cinco poliedros regulares
convexos. Y de nuevo se puede volver a formular la pregunta: ;Para qué sirven
estos poliedros?. Excluido el cubo, puede decirse que en aquel momento para
nada. Sin embargo, a partir de la introduccion de la idea de grupo por Galois en
el siglo pasado, los poliedros regulares han proporcionado modelos de grupos
con aplicaciones al Algebra, a la teoria de funciones automorfas, a la cristalo-
grafia,etc.

Vemos, pues, que en esta fotografia de la Geometria en su infancia se observan
todas las caracteristicas fundamentales que apareceran desarrolladas en su edad
adulta. Lo mas importante es observar que los problemas basicos de la Matemati-
ca estan perfectamente planteados en los Elementos, esto es: problemas lineales y
multilineales, teoria de nimeros, problema de la aproximacién local y problemas
de la medida.
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2. Versiones de los Elementos de Euclides de Carduchi, Clavio, Cam-
pano de Novara y Jacques Peletier

Comentaremos algunas de las primeras versiones castellanas de la obra del gran
matematico y gedmetra cldsico Euclides.

Luis Carduchi: Elementos geométricos de Euclides, Alcala de Henares 1637, Li-
bro impreso, Seminario Mayor Diocesano, Valladolid.

Lius Carduchi era hijo de padres italianos y sobrino de los pintores Bartolomé
y Vicente Carduchi. Fue matematico y arquitecto militar. Escribi6 varios libros
sobre matematicas y disefid una serie de planos para hacer navegable el rio Tajo.

Los Elementos geométricos de Euclides, comentados por Carduchi y editados
en 1637 en Alcald, es una de las primeras traducciones al castellano de la obra de
Euclides, después de la de Rodrigo Zamorano de 1576. El libro estd dedicado al
Conde Duque de Olivares.

Cristobal Clavio: Euclides elementorum libri XV, Roma,1574, Vicentium Accol-
tum, Libro impreso, Seminario Mayor Diocesano, Valladolid.

Cristobal Clavio (Bamberg 1537, Roma 1612 ) fue un jesuita aleméan que se
dedico con entusiasmo al estudio de las Matematicas. Amigo de Kepler, algunos
historiadores le atribuyen el uso del punto para separar la parte entera de la deci-
mal de un numero.

En la biblioteca del Seminario Mayor de Valladolid se conserva la primera
edicion de 1574, de los Elementos de Euclides, en 15 libros, comentada por Cla-
vio. Después aparecieron numerosas ediciones corregidas y aumentadas. Histori-
camente, esta obra es digna de estudio porque los comentarios de Clavio contie-
nen gran parte de los conocimientos geométricos del siglo XVI.

Campano De Novara: Elementos geométricos de Euclides, Venecia 1509, Biblio-
teca del Real Monasterio de San Lorenzo de El Escorial.

La biografia de Campano de Novara es muy poco conocida. Se le sitiia en el
siglo XIII, aunque no falta quien lo considera del XII, e incluso del XI. La aporta-
cion fundamental de Campano de Novara es la traduccion de los Elementos sobre
una version de Adelard de Bath, que sera la primera que se edite en Venecia en
1482. En la Biblioteca del Monasterio se encuentra una edicién de dicha traduc-
cion de 1509
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Jacques Peletier: “Euclides Elementa”, Biblioteca del Real Monasterio de San
Lorenzo de El Escorial.

Las obras escritas por el matematico francés Jacques Peletier pueden ser con-
sideradas como prototipo de las del siglo XVI. Todas sus obras tienen un gran
interés historico. En El Escorial encontramos su Aritmética Departie, Lion 1554,
que contiene un cuadro de coeficientes bindmicos, cien afios antes de que lo popu-
larizara Pascal, y una regla de “falsa exposicion”, aplicada al célculo de raices.
“Euclides Elementa” con demostraciones de Thedén y Campano de Novara. Y
unas “Disquisiciones geométricas”, en las que realiza una aplicacion de la propor-
cionalidad a la Geometria.
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