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INTRODUCCION

El contenido de esta memoria es el estudio de ciertos tipos de e^ 

pacios de funciones debilmente continuas que aparecen en la teorîa de 

aproximacion, tanto de funciones continuas como diferenciables. En el 

ano 1969 Rest r epo |Z2|, consigne una version infinite dimensional de un 

teorema de Bernstein, para una clase de funciones de C^, definidas so­

bre un espacio de Banach reflexivo E, con la propiedad, entre otras, 

de que tanto las funciones como sus d if er enc ia les son aplicaciones debi_l 

mente continuas sobre los acotados de E. Este resultado fue generalize 

do para espacios de Banach E, con la propiedad de aproximac ion acotada 

y para funciones de clase C^ (m G W) por Aron y Prolla |l( quienes 

consideran clases de funciones con la propiedad de que tanto ellas como 

sus diferenciales, en los distintos ordenes, son aplicaciones debilmen­

te uniformemente continuas sobre los acotados de E. Clases similares 

de funciones son las adecuadas para obtener versiones inf in i to dimensi£ 

nales del teorema, tipo Stone - Weierstrass, de Nachbin |18|, como se p£ 

ne de manifiesto en |1 |.

Por otra parte Valdivia |3l| como corolario importante de una sé­

rié de resultados sobre compacidad débil en espacios casi-completos, 

prueba que el espacio de las funciones reales debilmente continuas so­

bre un espacio de Banach, con la topologîa compacto-abierta, siempre es 

tonelado; en otras palabras: Si un espacio de Banach E no es reflexi­

vo, siempre existen funciones debilmente continuas sobre E que no es- 

tan acotadas en la bola unidad. Résulta que dicho espacio de las funei£"



nés reales debilmente continuas sobre E nunca es complete, si dimen­

sion de E es infinite, y que al estudiar el completado aparecen, en 

numerosos cases, nuevamente el espacio de las funciones debilmente co£ 

tinuas sobre los acotados.

El estudio sobre estes espacios se refiere principalmente a temas 

como la completitud, caracterizaci6n de completados, su carâcter tonel£ 

do y bornolôgico y propiedad de aproximacion.

Es importante resaltar que aunque el estudio de estes espacios ti£ 

ne un interés intrînseco, a nuestro juicio le mas importante son las coii 

secuencias que de este estudio y de las têcnicas empleadas se derivan.

De forma précisa si E es un espacio de Banach real, C^^(E) va

a representar el espacio de las funciones reales debilmente continuas 

sobre los acotados de E. Para el estudio de este espacio hemos seguido 

la tëcnica de representarlo como un espacio de funciones continuas sobre 

un espacio topolôgico. Esto nos ha permitido aplicar los resultados de 

Warner |32|, Ptak |2l|, Nachbin |l9| y Shirota |29|.

En concrete hemos tenido que abordar el estudio topolôgico del e£ 

pacio (E , u)b) , siendo wb la topologîa mas fina que coincide con 

la dêbil sobre las bolas de E; tanto en lo que se refiere a propied£ 

des de aplicaciôn inmediata en nuestro estudio, como en la lînea de si£ 

tematizar los resultados referentes al caracter localmente convexo de d£ 

cha topologîa. Problema clasico planteado en Day |8 | y resuelto en par­

te por Wheeler |33|.

Se obtienen resultados de interes en el estudio de la completitud



de C^^(E), en particular el resultado af irma t ivo para espacios de Ba­

nach séparables que no contienen a , utilizando para ello la recie£ 

te caracterizaciôn de Rosenthal |24| en esta lînea. Esto nos permit e dar 

una representacion manejable del completado de C^(E), espacio de las 

funciones debilmente continuas sgbre E.

En la lînea de estudiar cuando es bornolôgico el espacio *

es de interés el teorema 4.7, que garant iza en particular que )

es bornolôgico.

La introducciôn del espacio C , (E) de las funciones debilmentewbu
uniformemente continuas sobre los acotados de E nos permite dar dos ca 

racterizaciones de los espacios de Banach reflexivos, segun el comporta^ 

miento de dichas funciones. En concrete, se demuestra que son equivaleri 

tes; a) E reflexivo

b) C , (E) toneladowbu

Es decir siempre que un espacio de Banach no sea reflexivo, tene- 

mos garantizada la existencia de funciones debilmente continuas sobre 

los acotados, que no son debilmente uniformemente continuas sobre los 

acotados. Este resultado ha sido utilizado por J.G. Llavona |l4| para 

définir una nueva clase de funciones diferenciables en las que se cons£ 

gue un teorema de aproximaciôn tipo Stone-Weierstrass.

Por ultimo mediante la utilizaciôn de la ticnica del E-producto, 

se demuestra que C^|^(E) verifies la propiedad de aproximac iôn, lo cual 

tiene évidente interés en teorîa de aproximaciôn d iferencial.



Pasamos a dar un pequeno resumen del contenido de los capxtulos 

de esta memoria:

En el primer capxtulo se dan las definiciones y resultados que s£ 

ran utilizados a lo largo de la memoria. Asî, para el desarrollo de 

nuestro trabajo, ha sido fundamental, a parte de têcnicas usuales de an£ 

lisis funcional, un conocimiento exhaustive de temas como: topologxas 

"mixtas”, espacios realcompactes, teoremas de extension, etc.

En el capxtulo dos se estudia la topologîa (i)b demostrando que es 

completamente regular, mediante la utilizaciôn de una tôcnica que puede 

ser generalizada para demostrar que bajo determinadas condiciones, el 

limite induct ivo de espacios completamente regular es es completamente rje 

gular. Asx mismo se dan condiciones necesarias y condiciones suficierites 

para ver que dicha topologîa sea localmente convexa. En caso afirmativo 

se caracter iza cuando es complete el espacio (E,(ob). Asî mismo se es- 

tudian los compactes de dicho espacio, y se obtiene un resultado de re- 

gularidad en el comportamiento respecte a subespacios, de interés en los 

capitules très y cuatro.

En el capitule tercero se demuestra que el espacio C‘̂(E) solo es 

complete cuando E tiene dimensiôn finita, y se deduce de esto que en 

todo espacio de dimension infinita existen funciones que son debilmente 

continuas sobre los acotados, y s in embargo no son debilmente continuas 

sobre todo el espacio. Se obtiene asî mismo la densidad de C^(E) en 

C ,(E) lo cual nos permite calculer el completado de C (E) en algunos

casos. Se demuestra que para el caso de que E sea reflexivo o separa-

'Wb'ble no conteniendo a z} , se tiene que C, , (E) es complete. Asî mismo



se demuestran que para E = y en algunos casos en que E contiene a

, C (E) no es complets. Se introduce C ,(E) espacio de las fun-ü)b wk
ciones debilmente continuas sobre los subconjuntos debilmente compactes 

de E , y se ve que es el completado de C^(E). En particular se obti£ 

ne que para E = f \  el completado de es C(E^) espacio de las

funciones continuas en norma sobre .

En el capitule cuarto se caracterizan el ser bornolôgico

a traves de que C^(E) lo sea, para el caso de que E es debilmente 

normal. Se dan condiciones suficientes, que mejoran el resultado ante­

rior, para que C^^^(E) sea bornolôgico, y se demuestran que dicho esp£ 

cio siempre es tonelado. Se introduce el espacio y se relaci£

na con C^^(E), demostrando que siempre es un subespacio denso de este 

ultimo, y que la igualdad se da cuando E es reflexivo, y sôlo en ese 

caso. Se caracteriza asî mismo el ser E reflexivo por una serie de coti 

diciones équivalentes sobre : a) Ser complets

b) Ser de Ptak

c) Ser Frechet

d) Ser tonelado

Por ultimo en el capîtulo cinco estudiamos los compactes y los d£ 

bilmente compactes en (E). Se extienden resultados de los capitu­

les anteriores al caso vectorial, y se obtienen teoremas de representa- 

ciôn en termines de e-producto. En particular se demuestra:

•= ' '• •= >• ■

dandose igualdades en algunos casos no triviales. Estos resultados per- .«



miten demostrar que C^^(E) ver if lean la propiedad de aproximaciôn, y 

por tanto C (E), C .(E), y C (E) tambiên la verifican.
(jJ (f)C  (Ü D U
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CAPITULO I

1. Resultados preliminares. Definiciones y notaciones.

A lo largo de este trabajo, la letra X denotara un espacio top£ 

lôgico Hausdorff. Vamos a introducir en primer lugar dos conceptos to- 

pologicos întimamente relacionados con el analisis funcional.

1.1. Definiciôn: Diremos que X, completamente regular es un k-espa- 

cio si todo subconj unto C de X que verifique que su interseccion 

con cada compacte K de X es cerrada; tiene que ser necesariamente 

cerrado.

1.2. Def iniciôn: Diremos que un espacio completamente regular X es 

un kj^-espacio cuando verifique la siguiente propiedad: Toda f une iôn 

f definida sobre X y que tome valores reales, que sea continua al 

rest r ing1rla a los subconjuntos compactes de X; tiene que ser neces£ 

riamente continua sobre todo X.

Claramente todo k-espacio es un k^-espacio, pero el recîproco 

no es cierto como se demuestran en |4 | pag. 65-70.

No obstante si denotamos por X^ (k-extensiôn de X) al espacio 

topolôgico obtenido afinando la topologîa de X con todos aquellos con 

juntos que al intersecarlos con los compactes de X sean abiertos en 

la topologîa relativa; es decir tomando la topologîa mas fina sobre X 

que nos da los mismos compactes que la topologîa original. Obtenemos el 

siguiente resultado:
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1.3. Proposicion: Un k^-espacio X es k-espacio si y solo si X^ es 

completamente regular.

Demostracion; Ver |4 | pag. 70. ÿ

Es fâcil ver que un subespacio cerrado de un k-espacio es tambien

k-espacio; s in mas que notar que un conj unto que intersecado con todos

los compactes del subespacio es cerrado, verifies esta propiedad tambien 

para todos los compactos del espacio, luego es cerrado en el espacio y 

por tanto tambien en el subespacio.

Desgraciadamente no disponemos de un resultado semej ante para 

kp^-espacios, y la solucion general de este problema parece difîcil ya 

que nos encontrarîamos ante la^necesidad de extender funciones que son 

continuas sobre los compactos de una parte del espacio, a funciones con 

tinuas sobre todos los compactos del espacio.

El otro concepto topolôgico de interés en nuestro trabajo es el de

espacio realcompacto. Antes de definirlo vamos a enunciar unos conceptos 

previos.

1.4. Def iniciôn. Dado X Z(X) denotara la familia de subconj untos de

X que pueden expresar se de la forma f ^(0), siendo f una fune iôn a

valores reales, continua sobre X.

A los elementos de Z(X) los llamaremos conj untos cero.
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1.5. Def iniciôn. Dado X una subfamilia no vacia V* de Z(X) se dice 

que es un z-filtro sobre X cuando verifica:

i) $ g

ii) Si Zj y Z^ est an en ^  , entonces Z^ A  Z ̂ 6 5*̂

iii) Si Z G ̂ , Z' G Z(X) y Z «= Z', entonces Z ' G

1.6. Def iniciôn. Un z-ultrafiltro es un z-filtro maximal.

1.7. Def iniciôn. Diremos que X completamente regular es realcompacto 

cuando verifique que todo z-ultrafiltro con la propiedad de intersec- 

ciôn numerable, tiene intersecciôn no vacxa.

1.8. Proposiciôn. Todo espacio T^^ y de Linde1off es realcompacto. 

Demostraciôn. Ver (ll( pag. 113. ^

1.9. Proposicion. Todo subespacio cerrado de un espacio realcompacto es

realcorapac to.

Demostraciôn. Ver | 11 | pag. 119. if

1.10. Proposiciôn. Si Y es un espacio topolôgico que verifica que t£

do subespacio suyo es realcompacto, y f : X  ► Y es continua e in-

yectiva, entonces X es realcompacto.

Demostraciôn. Ver |11| pag. 122. #

En todo lo que sigue, siempre que no baya indicaciôn contraria, E

denotara un espacio de Banach real.
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denotara la bola cerrada de centro cero y radio n en E .

B^ » {x G E / IIX11 £ n). Cuando no haya confusion escr ibiremos simple- 

mente B^.

1.11. Def iniciôn. Diremos que E esta debilmente compactamente genera- 

do (W C G) cuando exista un subconjunto de E total que sea debilmen 

te compacte.

Es facil ver que todos los espacios de Banach reflexivos o separ£ 

bles son W C G . En el primer caso hast a considerar la bola unidad que 

es debilmente compacta y evidentemente es total; en el segundo caso con 

sideramos una sucesiôn ^*n^n6B ôensa en la bola unidad, y considera- 

mos el subconjunto total de E formado por la sucesiôn *n^n6H

uniôn el {o}; este conj unto es total y es debilmente compacte.

Tambien (T) para cualquier T es W C G , ya que {e^ /Y 6 F}

siendo e el elemento que tiene todas sus coordenadas cero, menos la 
^o

que vale 1; es debilmente relativamente corapacto.

Los espacios de funciones continuas sobre un compacte estan perfe£ 

tamente caracterizados en lo que se refiere a ser W C G .

1.12. Def iniciôn. Sea K un compacte Hausdorff, diremos que. K es un

compacte de Eberlein cuando sea homeomorfo a un subconj unto debilmente 

compacte de un espacio de Banach.

1.13. Teorema. El espacio de Banach C(K) es W C G si y sôlo si K es 

un compacte de Eberlein.
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Demostracion. Ver |9 | pag. 152. #

Como ha demostrado Rosenthal 1231, en general ser W CG no se 

conserva para subespacios cerrados.

Con la letra L denotaremos un espacio localmente convexo y 

Hausdorf f.

1.14. Definicion. L se dice tonelado cuando todo tonel (subconj unto de 

L absolutamente convexo, absorbante y cerrado) es un entorno de cero

en L . .

1.15. Definicion. L. se dice bornolôgico si todo subconj un to absoluta­

mente convexo que absorbe a los acotados de L, es un entorno de cero 

en L .

1.16. Definiciôn. L se dice de Ptak (B-completo) si un subespacio 

M c L' es o (L ' ,L)-cerrado cuando MflA es o (L* ,L)-cerrado en A. Pa 

ra todo Ac L ' equicont inuo .

1.17. Teorema. (Eberlein-Smulian)

Si L es casi-completo para la topologîa de Mackey, entonces 

K c z L  es debilmente relativamente numerable compacte si y sôlo si es debilmente r£ 

lativamente secuencialraente compacto.

Demostraciôn. Ver |l3| pag. 313-315. #

1.18. Definiciôn. L se dice que verifica la propiedad de aproximaciôn

cuando la identidad i : L -- *■ L se aproxima uniformemente sobre los

compactes por operadores de rango finito.



— 6 —

1.19. Proposiciôn. Todo espacio de Banach E dotado de la topologîa d£ 

bil o(E,E') verifica la propiedad de aproximaciôn.

Demostraciôn. En nuestro caso veremos que para todo entorno débil de ce

ro en E, V, existe u: E  >■ E lineal de rango finito tal que

u(x) - X  G V para todo x 6 E. Dado V, vendra dado por *l*'”‘’*n ®
linealmente independiente; considérâmes ^ ^ taies que x!(Y.) = 6..

i,j=l,...,n, definimos u = J x^ fl Y^. Ahora bien;

n
lx^(u(x)-x)l = |x^( I x^(x)y^ - x)I = |x^(x) -x^(x)| < 1

i= 1

para todo k=l,...,n. Luego <u(x) - x 6 V. #

Procéderemos a définir ahora los polinomios sobre espacios de Ba­

nach.

Si E y F son dos espacios de Banach reales, denotaremos por

P(” e ,F) al espacio de los polinomios n-homogéneos continuos de E a F.

Estos polinomios son de la forma A . c o n  A G L("e ,F) y

n
i E -----► E x ...... X E el operador diagonal.

Si dotamos a P("E,F) de la norma:

Il P|j = Sup { ||P(x) Il / ||x|| 1 1}

obtenemos que P("E,F) es un espacio de Banach.

Por P j (” e ,F) denotaremos el subespacio de P("E,F) generado por

las funciones fl y con $ G E ' è y 6 F definidas por

fi y(x) = ($(x))"y.
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P(E,F) denotara « P("e ,F) y Pj(E,F) = ® Pj ("e ,F).
n=o n=o

Los conceptos P^(”e ,F) y P^(E,F) se definen analogamente para

espacios localmente convexos.

1.20. Definiciôn. (""z, F) denotara el subespacio de P(™E,F) form£

do por aquellos polinomios que son debilmente uniformemente continuos 

sobre los acotados de E.

1.21. Proposiciôn. f dotado de la norma indue ida por P(”*E,F)

es completo.

Demostracion. Ver |l| pag. 6. proposiciôn 2.4.2. //

1.22. Proposiciôn. P j (”e ,F) es el espacio de los polinomios debilmente

continuos de E en F, n-homogêneos.

Demostraciôn. Ver |lj pag. 6-7. #

En todo lo anterior, para el caso F = R , se omite la letra B ,

quedando: P(E), Pf(E), etc... .

Si L es un espacio localmente convexo Hausdorff, C(X,L) denot£

ra el espacio vectorial de todas las funciones f : X  ► L continuas.

Cuando L =R escribiremos simplemente C (X).

A C(X,L) le dotamos de estructura localmente convexa mediante 

la topologîa "compacto-abierta" definida por la familia de seminormas:

Pv = sup v(f(x))
xG K
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con K variando en los compactos de X, y V en la familia de semino£ 

ma8 continuas de L.

En el caso L =E quedarâ reducido a

Py(f) = sup If(x)I 
X 6 K

1.23. Definicion. Un subespacio vectorial W c  C(X,L) se dice que es un

algebra polinomial cuando verifica que para cada entero n ^  1, dados

g G W y p 6 P^("l ,L), se tiene que p « g 6 W.

1.24. Teorema (Stone-Weierstrass). Sea W c  C(X,L) un algebra polin£

mial. Entonces W es densa si y sôlo si se verifican:

a) Para cada x ,y 6 X x f y , existe f G W tal que f(x) f f(y).

b) Para cada x G X existe f G W tal que f(x) f 0.

Demostraciôn. Ver |20| pag. 69. f

En nuestro trabajo, tendrân interés una setie de teoremas clâsi- 

cos, que relacionan propiedades de analisis funcional del espacio C(X) 

dotado de la topologîa compacto-abierta, con propiedades topolôgicas de 

X.

1.25. Teorema. Sea X un espacio topolôgico completamente regular y

Hausdorff, entonces el espacio C(X) es completo si y sôlo si X es

un kj^-espacio.

Demostraciôn. Ver |32|. jf
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1.26. Teorema. Sea X un espacio corapletamente regular y Hausdorff, si 

C(X) es un espacio de Ptak, entonces X es un k-espacio.

Demostracion. Ver |2l|. #

El recîproco no es cierto como se demuestra en |4 | pag. 123.

Enunciamos ahora los teoremas de Nachbin-Shirota, pero antes intro^ 

dueimos el siguiente concepto:

1.27. Dei inic ion. Un subcon j unto C c X espacio topologico, se dice re_ 

lativamente pseudocompacto cuando toda fune ion continua sobre X a va- 

lores reales, esta acotada sobre C.

Este concepto es mas dibil que el de pseudocompacidad; y para es- 

pacios normales, en el caso de conjuntos cerrados coinciden ambos con- 

ceptos.

Fasemos a enunciar los teoremas:

1.28. Teorema. En las hipotesis de 1.25, el espacio C(X) es tonelado 

si y solo si X verifies que todo subcon j unto C ^ X  cerrado y relati­

vement e pseudocompacto es compacte.

1.29. Teorema. En las hipotesis de 1.25, el espacio C(X) es bornologi- 

co si y solo si X es realcompacto,

La demostracion de ambos teoremas fue obtenida independientemente 

por Nachbin |19| y Shirota |29|.

Daremos ahora algunos resultados para el caso vectorial.
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1.30. Proposicion. Si X es completamente regular y L un espacio lo- 

calmente convexo Hausdorff, se tiene: C(X,L) es complete si y solo si

C(X) y L son completes.

Demostracion. Como C(X) y L son subespacios cerrados de C(X,L), la 

completitud de los primeros se sigue de la de este. El recîproco se ob~ 

tiene teniendo en cuenta que si X es un kj^-espacio, X tambiën es un 

kj^-espacio (es dec ir toda f une ion de X en L continua sobre los com­

pactes, es continua); y procediendo como en el caso escalar se obtiene 

que C(X,L) es complete. #

1.31. Proposicion. En las hipotesis de la proposicion anterior, si 

C(X,L) es tonelado, entonces C(X) y L son tonelados.

Demostrac ion. Ver |2 5 |. #

1.32. Proposicion. Si C(X) es tonelado y L es Frechet, entonces 

C(X,L) es tonelado.

Demostracion. Ver |16|. #

Sobre el problems de cuando es bornologico el espacio C(X,L), 

tenemos le siguiente:

1.33. Proposicion. Si' X es realcompacto y L metrizable, entonces 

C(X,L) es bornologico.

Demostracion. Ver I26I. ÿ
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El estudio del dual de C(X) dotado de la topologîa compacto- 

abierta tiene gran interês, sobre todo en la lînea de obtener informa- 

cion sobre los conjuntos debilmente compactos de C(X), En esta lînea 

tenemos el siguiente resultado:

1.34. Teorema. Si X es completamente regular, entonces el dual de

C(X), C(X)' es algebraicamente isomorfo el espacio de las funciones 

de conjunto a valores reales , regulares, numer abl emente ad it iva s défini^ 

das sobre los subconjuntos de Borel de X, y con soporte compacte.

Demostracion. Ver |4 | pâg. 88 Teorema 2.4.1. #

Por ultimo veremos cuando ver if ica la propiedad de aproximaciôn 

el espacio C(X).

1.35. Proposicion. Si X es un k^-espacio, entonces C(X) verifies la 

propiedad de aproximac ion.

Demostracion. Ver 12 0 1 pâg. 146 Corolario 8.8. //

Vamos a introducir los conceptos y algunos resultados de la técn^ 

ca de topologîas "mixtas".

1.36. Definicion. Si E es un espacio vectorial, una bornologîa sobre

E es una familia B de subconj untos absolutamente convexos de E que

no contengan subespacios no triviales, y que verifique: •

a) E = {J B
B68

b) Si B G B  y X > 0  entonces XB 6 8 "
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c) Si B,C G B existe D G B ta 1 que B (7 C C  D

d) Si B G B y CC B, s iendo C absolutamente convexo, enton­

ces C G B

1.37. Definicion. Una base de 8 es una subfamilia 8^ de B que ver^ 

fique que cada B G B  es un subconj unto de un elemento Bj de Bj.

1.38. Definicion. Una bornologîa B se dice de tipo numerable si tiene 

una base numerable.

Sea ahora (L,t ) un espacio localmente convexo, B una bornolo­

gîa de tipo numerable sobre L que verifique:

a) todo elemento B G B  es x-acotado ,

b) B tiene una base de x-cerrados.

1.39. Definicion. Definimos la topologîa "mixta" y " y|B,%| sobre L

como la topologîa localmente convexa mas fina definida sobre L que

coincide con x sobre los subconjuntos que pertenecen a B.

1.40. Proposicion. La topologîa y es la topologîa vectorial mas fina 

que coincide con x sobre los subconjuntos de L que estan en B .

Demostracion. Ver |6| pâg. 7. Proposicion 1.5. #

1.41. Proposicion. Una sucesion ^*n^n6K L converge a x para la

topologîa y si y solo si ^^n^nGW T-converge a x, y existe B G B  

tal que x^ G B para todo n G B.

Demostracion. Ver |6| pâg. 9, Proposicion 1.10. #



- 13 -

1.42. Proposicion. (L,y) es complets si y solo si B tiene una base 

de conjuntos T-completos.

Demostracion. Ver |6 | pâg. 11 Proposicion 1.14. #

La siguiente proposicion nos da condiciones para que Y sea la 

topologîa raâs fina (localmente convexa o no) que coincide con T sobre 

los elementos de 8.

1.43. Proposicion. Si 8 tiene una base de T-compactos, entonces 

y |B,t | es la topologîa mâs fina que coincide con T sobre los conj un­

tos de B .

Demostrac ion. Por 16 | pâg. 38 Proposicion 4.1 y Corolario 4.2. #

Introduciremos por ultimo el concepto de e-producto, y algun re­

sult ado de interês.

1.44. Definicion. Si L es un espacio localmente convexo Hausdorff, dê  

notaremos por L^ al dual dotado de la topologîa de la convergencia uni^ 

forme sobre los conjuntos absolutamente convexos y compactos de L.

1.45. Definicion. S iendo L y M dos espacios localmente convexos Haus­

dorff, definimos el e-producto de L y M ; L e M como el espacio 

L^(L^,M) de las apiicaciones lineales y continuas de L^ en M dotado 

de la topologîa de la convergencia uniforme sobre las partes equiconti- 

nua s de L * .
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1.46. Proposicion. Sean L un espacio localmente convexo, L verify

ca la propiedad de aproxitnacion si y solo si L ft M es denso en

L € M para todo espacio localmente convexo M.

Demostracion. Ver |28| Proposicion 11.#

1.47. Proposicion. Sea L un espacio localmente convexo completo, L 

verif ica la propiedad de aproximacion si y solo si L ft E es denso en

L e E para todo espacio de Banach E.

Demostracion. Ver 1201 pag. 144. Teorema 8.7.#
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CAPITULO 2

2. Estudio de la topologîa wb de E .

En este capîtulo procederemos a estudiar la topologîa wb; se 

demuestra que dicha topologîa es completamente regular, y se estudia 

en que casos es localmente convexa, analizando el comportamiento de 

üjb para subespacios; se caracterizan las sucesiones convergentes, y 

los compactos de dicha topologîa.

Dado E espacio de Banach y Bn la bola cerrada de radio n, 

dotamos a dichas bolas de la topologîa debil a(E,E') restringida.

La topologîa wb sobre E sera la topologîa mâs fina que coincide 

con la debil sobre las bolas Bn. En lenguaje topologico (E ,wb) s£ 

râ el lîmite induc t ivo de los espacios topologicos (Bn,o(E,E ')/Bn). 

Denotaremos al espacio (E,ojb) por X g , (X simplemente, cuando no 

baya confusion).

De las propiedades del lîmite inductivo se sigue que un subcon- 

junto de X es abierto (respectivamente cerrado) si y solo si su inte£ 

secciôn con cada bola cerrada es abierto para la topologîa dâbil res­

tr ingida (respectivamente debilmente cerrado).

X coincide conjuntistamente con E, sin embargo la topologîa 

de X es en general mâs fina que la debil, y a que todo subconjunto dê  

bilmente cerrado de E es debilmente cerrado al intersecarlo con cada 

bola, y por tanto es cerrado en X.

Veamos un ejemplo sencillo, que se utilizarâ mâs adelante, de 

que la topologîa de X es estrictamente mâs fina que la topologîa d^ 

bil.
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2.1. E.i eraplo. Consideremos E = espacio de las sucesiones reales que 

tienden a cero, dotado de la norma del supremo. sera la sucesidn

que tiene todas sus coordenadas cero excepto la k-esima que vale 1. 

k k
Definimos ^  ^  + "«k+r

Este es un elemento de ya que a partir de k+1 todas las

coordenadas valen cero.

" .
Denotemos A = VJ {X }

n,k=l ”

Demostraremos que A es cerrado en X, pero no es debilmente cê  

rrado en C^.

Para ver lo primero, bay que demostrar que su intersecciân con câ

da bola Bn es debilmente cerrada.
no v If

Dado n , A A  B^ = V  U  (X } ya que || X 11 = n
o n=l k=l

para n y k cualesquiera.

kAhora bien, si fijamos n el conjunto \J (X } es debilmente
k=l "

cerrado en C^, ya que si calculâmes su adherencia en t con la topo
1 ” klogxa estrella debil, ), esta es ( VJ (X }) V  (X ) siendo

k=l " "
ny J

X^ el elemento de £ que tiene todas sus coordenadas con valor — .

Por tanto la adherencia dêbil en de nuestro conjunto, que sera la

adherencia estrella dibil en £ interseccion con Cq , vuelve a ser
™ k^  {X } que por tanto es debilmente cerrado. 

k=l "

Luego A A  B^ sèrâ union finita de conjuntos dibilmente cerrados.
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con lo cual résulta que es debilmente cerrado. Es decir A es un conj un 

to cerrado en X.

Por otra parte la clausura dibil de A es la clausura estrella dê 

bil en £ interseccion con C^. Ahora bien la clausura esttella dibil

de A en £ es *A \J V  ( o } ; ya que el vector o es lîmite

para la topologîa estrella dibil de £ de los vec t ores ^^n^nGW’ ^"5 

go la adherencia dibil de A es A U  (o). Luego A no es debilmente 

cerrado. #

En el siguiente capîtulo demostraremos que la igualdad entre ambos 

eigpacios se da solo en el caso de que la dimension de E sea finita.

Toda topologîa localmente convexa es completamente regular, luego 

el espacio de Banach E dotado de la topologîa dibil lo es; y por tanto 

tambiin lo son las bolas cerradas con la topologîa restringida. Sin em­

bargo el lîmite inductivo de espacios completamente regulares, en gene­

ral no es completamente regular. Morita ha demostrado | 17 | que bajo dê  

terminadas condiciones (que incluyen nuestro caso) el lîmite inductivo 

de espacios normales es normal. En nuestro caso Bn con la topologîa d^ 

bil restr ingida no tiene porque ser normal, pero el hecho de estar con-

tenidas en las bolas del bidual con la topologîa estrella dibil restriti

gida, las cuales constituyen una cadena de compactos; nos permite demo^ 

trar que X es siempre completamente regular.

2.2. Lema. Dado E, X es completamente regular y Hausdorff.

Demostracion. Es Hausdorff trivialmente. Veamos que es completamente r^ 

gular. Sea C C  X cerrado x 0 C, poderaos considérât que x 6 Bj sin
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perder generalîdad.

Para cada n 6 B, denotamos = C n Cĵ  sera la adherencia

de Cn en la bola cerrada de radio n del bidual: B„ dotada de la

topologîa estrella debil a(E",E') restringida. Vamos a ccmstruir por 

induce ion una familia de funciones continuas sobre B„ para cada n.

Como Bj es completamente regular, existe f^ : B^ ----► |0,1|

continua de tal forma que

f^(C^) = (o) y fj(x) = {1}

Dada fj definimos f* : Bj U C^ --- *■ | 0,1 |

— *
f2(y) * fjCy) si y G B

f2(y) = 0  si y G C^

fg esta bien definido porque CgA B^ = C^, y sobre C^ la funcion f^ 

vale cero.

Por otra parte tanto Bj como C^ son cerrados en Bj U C^ lue-
— *go f2 que es continua sobre B^ y sobre C^, résulta continua sobre 

la union.

Tenemos pues B^ V Cg cerrado en B^ que es normal, luego f^ 

se puede extender a f ̂  *■ 10,1 | .

Repetimos el proceso, y construimos una familia {f } de funcio-

f : B  ► |0,l| continuas, tal que f = » y queV.
valen f^(C^) = {0} para cada n.
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Considérâmes = ^n | B ' continuas y se tiene que f^(Cjj) = {0}

y f^(x) = 1 para cada n. Definimos f : X --- »- |0,l| por

f(z) = f^(z) siendo z 6 B^.

f esta bien definida por co inc id ir las restricciones, f (x) = 1 

f(C) ® {o}, y es continua, ya que una funcion definida en X es conti^ 

nua, si las restricciones a B^ son continuas, pero fI^ coincide

con f^ que es continua. #

Surge el problems de si la topologîa de X w b , es localmente 

convexa, o cuando menos vectorial; en esta lînea un primer resultado es:

2.3. Proposicion. Si E es reflexivo, entonces X es un espacio local^ 

mente convexo.

Demostrac ion. Segun la proposicion 1.43 bastarâ demostrar que la borno­

logîa de los acotados tiene una base debilmente compactos; ya que la to 

pologîa de X es la mâs fina que coincide con la debil sobre los acota 

dos (por definicion de lîmite inductivo). Luego en este caso la topolo­

gîa de X serâ y | Il || »  o (E, E ' ) | que es localmente convexa. Pero si

el espacio E es reflexivo, las bolas cerradas son subconjuntos debil­

mente compactos, con lo cual queda demostrada la proposicion. #

Sin embargo esto no es cierto en general, y el siguiente ejemplo 

utilizando 2.1 nos servira para ver que en el caso de E = , la topol^

gîa de X no es localmente convexa.
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2.4. E j emplo. Para E = la topologîa de X (i),b, no es localmente 

convexa:

Con la notaciôn de topologîas mixtas. Y* sera y I II II » w* j

siendo (D* la topologîa estrella debil sobre Por y^

denotaremos y*| . y es estrictamente menos fina que la topologîa
 ̂ o ° ^ *

ü)b, ya que la inclusion i : X ----► (L ,y ) es continua, y por otra

parte el conjunto A del ejemflo 2.1, ya vimos que era cerrado en X,

y sin embargo no lo podemos poner como un y*-cerrado de t restrin-

gido a , ya que la y*-adherencia de A en £ contiene al o.

Nos bastarâ demostrar pues que y^ = y siendo 

y = y I II II, o (C^, I . Como y* es localmente convexa, tambiân lo se 

râ y^, y ademâs todo y*-cerrado de £ restringido a los acotados 

de C^ es debilmente cerrado en C^ (por la definicion de Y*)* Lue- 

80 1  Y.

Por otra parte Y^ es la topologîa de la convergencia uniforme 

sobre los compactos de (|6 | pp. 20-21); luego bastarâ probar que

todo Y-equicontinuo cerrado de £^ es compacte.

Sea pues S C  Y-equicontinuo. Sea B una bola en C^; como

S" es un Y-entorno de 0 en C^ (la polar formada en la dualidad 

(C^,£^)), tenemos que existe D C  finite tal que S®2? (2B) A  D “î 

ya que S® interseccion con cualquier bola contiene un entorno dibil

de C^ (la polar de un finito de £^) interseccion dicha bola. Operan

do tenemos:

S*“ c ((2B) A D “)“ = y  B" +
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Pero D®° es precompacto en £ ̂ (compacte también), por ser la bipolar 

de un conjunto finito, luego existe C £ ̂ finito tal que

D®“C  Dj + 1/2 B“.

Llegamos pues a que S C S®“ C  Dj + B°, luego S es precompacto 

en f ̂ y por tanto compacte. #

Este ejemplo es debido a Wheeler |33|.

El siguiente resultado nos garantiza que es équivalente que la tô  

pologîa wb sea localmente convexa, a que sea vectorial.

2.5. Proposicion. Si la topologîa de X es vectorial, entonces es lo­

calmente convexa.

Demostracion. Por la proposicion 1.40, la topologîa mixta 

y | Il II , a(E,E')| es la topologîa vectorial mâs fina que coincide con 

o(E,E’) sobre los acotados de E. Luego si la topologîa de X es vec^ 

torial, tiene que ser necesarlamente localmente convexa.#

En general sobre la topologîa de X podemos afirmar algo mâs ge­

neral que ser vectorial.

2.6. Definicion. Una topologîa sobre un espacio vectorial se dice semi-

lineal si las operaciones suma y multip 1icacion son separadamente cont^

nua s .

Collins I5 I demuestra el siguiente resultado:

2.7. Proposicion. La topologîa de X, wb es semilineal.
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Ya vimos antes que si el espacio E es reflexivo, la topologîa 

de X es localmente convexa; las siguientes proposiciones nos dan in- 

formacion sobre la completitud de X.

2.8. Proposicion. Si E es reflexivo, entonces el espacio localmente 

convexo X es completo.

Demostracion. Si E es reflexivo, las bolas cerradas son debilmente 

compactos, luego la bornologîa de los acotados tiene una base de conj un 

tos debilmente compactos y por tanto completos para la topologîa debil. 

Por la proposicion 1.42, se t("ene que E dotado de la topologîa 

Y I 11 II, 0(E,E')| es completo, pero por la proposicion 2.3, este espa­

cio es precisamente X. #

La proposicion siguiente es una especie de recîproco de 2.8.

2.9. Proposicion. Dado E, si X es un espacio localmente convexo y 

completo, entonces E es reflexivo.

Demostrac ion. Si la topologîa de X es localmente convexa, coincide 

con Y I II II » cf(E,E')1, y si E es completo para esta topologîa, por 

la proposicion 1.42, se tiene que la bornologîa de los acotados en E 

tiene una base de debilmente compactos, es dec ir en particular las bo­

las cerradas son debilmente complétas y por tanto el espacio E es re 

flexivo. #

La siguiente proposicion nos asegura una regularidad en nuestro 

espacio, en lo referente al paso a subespacios.
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2.10. Proposicion. Sea E un espacio de Banach, F un subespacio vec^ 

torial cerrado de E, entonces 

do de Xg.

Demostracion. Consideremos el siguiente diagrams:

» i  ----------'  «2  ►    '  *E

1 2

<  ------► 4  ------ '    ' *r

i es continua, porque si denotamos por : B^  *■ Xp la inclu­

sion natural en un lîmite inductivo, y anâlogamente j^ : B^ -----*■ Xg,

tenemos que : i « « i^ para cada n 6 H. Pero la segunda

parte de la igualdad es continua por ser composicion de dos funciones
Fcontinuas. Luego i » j ̂  es continua para cada n 6 B , y esto nos ase 

gura que i es continua.

Por otra parte i es cerrada, ya que si C A  Xp es cerrado, tê  

nemos que C O  B^ es debilmente cerrado en F para cada n G B. Lu£ 

go C n  B^ = C A  B^ es debilmente cerrado en E para todo n G B , y 

por tanto C es cerrado en Xg. Esto basta para asegurarnos que Xp 

es subespacio topologico de Xg cerrado. #

2.11. Corolario. Si E contiene un subespacio vectorial isomorfo a C^, 

entonces la topologîa de Xg no es localmente convexa.

Demostracion. Por la proposicion 2.10, X., es un subespacio topologi-
o

co de X„, si este fuese localmente convexo, también lo serîa X„ ,
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en contradicciôn con el ejemplo 2.1. #

Vamos a dar dos proposiciones que nos caracterizan el comporta- 

miento de las ducesiones, y los compactos en X.

2.12. Proposicion. Una sucesion ^^n^nGB^ ^ Gs convergente si y solo

si es debilmente convergente en E.

Demostracion. La convergencia en X implica la convergencia dêbil por

ser la topologîa dêbil menos fina. Recîprocamente si ^^n^nGB converge 

debilmente, esta acotada y por tanto converge para la topologîa de X. #

Este resultado no es cierto para redes como se deduce del ejemplo

2.1.

2.13. Proposicion. Un subconjunto K C  X es compacte si y solo si es

debilmente compacte.

Demostracion. Como la aplicacion i : X ------*■ (E,a(E,E')) identidad,

es continua, todo compacte para la topologîa de X es debilmente com­

pacte .

Recîprocamente si K es debilmente compacte, esté acotado; luego 

existe n 6 B tal que K c , y K es compacte en (B^,a(E,E ')j^ ); 

como la inclusion de B^ a X es continua, se tiene que K es compac_ 

to en X. #
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CAPITULO 3

3. Completitud de los espacios de funciones debilmente continuos.

Consecuencias.

En este capîtulo introducimos el espacio de las funciff-

nes debilmente continuas sobre los acotados de E, lo relacionamos con 

el espacio C ̂ (E) de las fune iones debilmente continuas sobre E. Do­

tamos a C^^(E) de la topologîa compacto-abierta, y lo representamos 

como un espacio de funciones continuas C(X) sobre un espacio topolog^ 

co. Damos condiciones neceSarias y condiciones suficientes para que 

C^^(E) sea completo, y nos planteamos el problems de cuando es un esp^ 

cio de Ptak, y cuando es Frechet. Por ultimo estudiamos el completado 

d. C^^(E).

E serâ de nuevo un espacio de Banach real, y consideraremos que 

estâ dotado de la topologîa debil o(E,E').

Por C^(E) denotaremos el espacio C(E,a(E,E')) dotado de la t£ 

pologîa compacto abierta.

Vamos a estudiar en primer lugar cuando es completo C^(E).

3.1. Proposicion. C^(E) es completo si y solo si E es de dimension 

f ini ta.

Demo st rac ion. Si E es de dimension finita, su topologîa debil c o inc£ 

de con la de la norma; ahora bien todo espacio metrico es un k^-espacio
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y por tanto (E) es completo, Recîprocamente si dimension de E es

infinita, existe una sucesion ^‘̂ n^nGB ^^ formas lineales y continuas 

sobre E, de norma 1 y de tal forma que la dimension del espacio e n g en

drado por ellas sea infinita.
oo ^

Definimos el polinomio Q =  ̂ 2 " (j> sobre E , que ver if ica :
n=l "

a) No es debilmente continue, ya que es un polinomio 2-homogêneo; 

y segun vimos en la proposicion 1.22 el espacio de los polinomios rea­

les sobre E 2-homogeneos es precisamente P g E ) , mientras que Q

claramente no es de tipo finito por ser la dimension del espacio engen

drado por  ̂"^n^nGN infinita.

Luego Q no pertenece a C^(E).

m 2
b) Sin embargo los polinomios Q =  ̂ 2 (j) si son de tipo

n=l "m

finito, y por tanto para cada m 6 B 6 Cw(E). Ahora bien

converge en la norma de P(^E) a Q, ya que: *

= Il I 2 " it̂ ll = Sup { I % 2~”  ̂I } i l  2 ” (por ser
n=m , Il X1111 n=m n=m

Il <|>n 11 = 1 para todo n 6 B) que tiende a cero cuando m tiende a in

f ini to.

Luego tiende uniformemente a Q sobre los debilmente compa£

tos de E, y por tanto se tiene que • Q estâ en el completado de

C (E). Es decir queda visto que C (E) no es completo. #w w

3.2. Definicion. Denotaremos por C^^(E) al espacio de las funciones a 

valores reales, definidas sobre E que son continuas para la topologîa
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dêbil sobre los subconjuntos acotados de E.

3.3. Corolario. C^(E) = ( E) si y solo si dimension de E es fini.

Demostracion. Que ser finita la dimension es suficiente, es trivial.

Recîprocamente; Vimos en la proposicion 1.21 que es

completo, y claramente contiene a P^(^E), luego el completado de e£

te espacio estâ contenido en ^ ^ b u » por tanto segun vimos en la 

proposicion 3.1 Q 6 Pg^^u que por la definicion 1.20,

estâ contenido en Cwb(E), luego Q G C^^(E)'N. C^(E). P

Restrepo en |221 présenta un ejemplo que es un caso particular 

del anterior, para el caso de que E sea un espacio de Hilbert, defi-
® 1 . . 2

niendo f : E — B por f(x) = 2 « para cada x G E, y
n=l '

demostrando que f estâ en C^^(E), pero no es debilmente continua en 

el origen.

Hemos visto pues que C^^(E)0 C^(E) conjuntistamente y que son 

distintos siempre que la dimension de E sea infinita. Vamos a dotar a 

(E) de topologîa, de forma que C^(E) sea un subespacio vectorial 

topologico.

De forma anâloga a como hicimos en el capîtulo 1, sobre (E)

se puede définir la topologîa compacto-abierta, es decir la de la con­

vergencia uniforme sobre los subconjuntos debilmente compactos de È. 

Hemos dotado asî a (E) de una estructura localmente convexa, de
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forma que C^(E) es un subespacio vectorial topologico.

3.4. Proposicion. El espacio C^(E) es denso en C^^(E).

Demostracion. Sea f un elemento de C^^(E). Considérâmes un entorno

de cero en C . (E): wb

g = {g G C^^(E) : |g(x)| < e Vx e K)

Con K debilmente compacto en E, y e >0.

La restriccion de f a K; f|^ es una funcion debilmente con 

tinua, y por tanto debilmente uniformemente continua, luego existirâ 

W entorno débil de cero de tal forma que:

Si X 6 E, y G K y x-y 6 W, entonces |f(x) - f(y)| £ e.

Ahora bien, como vimos en 1.19, todo espacio de Banach con la topolo 

gîa dêbil, verifies la propiedad de aproximaciôn, luego dados W y K, 

existe u 6 E ft E ' de tal forma que siempre que x 6 K se tiene que 

x-u(x) G W.

Luego para todo x G K tenemos que |f(x) - f ®u(x)| £ e; es 

decir f-f « u 6 ^ .

Nos falta ver solo que para todo u G E S E* se tiene que 

f o u  estâ en C^(E) .

Pero u(E) es de dimension finita, y f o u  es debilmente con­

tinua sobre los acotados de E, luego ^ j u ( E )  debilmente conti­

nua sobre los acotados de u(E). Como u(E) es de dimension finita.



- 29 -

coinciden la topologîa débil y la de la norma; luego ^|u (e ) es cont£

nua sobre los acotados de u(E) y por tanto continua sobre u(E).

también lo es, tendre- 

mos que f o u  es debilmente continua, jf

Luego ^|u(E) es debilmente continua; como

Este result ado motiva el interés de estudiar propiedades del e£ 

pacio (E); y en particular si podemos garant izar que es completo,

tendreraos una representaciôn del completado de C^(E). Para estudiar 

las propiedades de (E), y poder aplicar los resultados expuestos

en el capîtulo de preliminares, nos infeeresa expresar a C^^(E) como 

un espacio de funciones continuas dotado de la topologîa compac to-abier^ 

ta. En esta lînea tenemos el siguiente resultado;

3.5. Lema. Sea E un espacio de Banach. Sea X el espacio topologico 

segén vimos en el capîtulo 2. Entoncesasociado a

logicamente isomorfo a C(X), dotados ambos espacios de la topologîa 

compac to-ab ier ta.

Demostracion. Conjuntistamente coinciden, sin ma s que considérer que 

las funciones continuas sobre un lîmite inductivo se caracterizan por 

ser continuas restringidas a los espacios de los que hacemos el lîmi­

te; en este caso a las bolas de E.

Por otra parte, por la proposicion 2.13 tenemos que los compac­

tos de X son precisamente los debilmente compactos de E, con lo 

cual las familias de serainormas en ambos espacios coinciden; y por lo 

tanto el isomorfismo es topologico. #
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Vamos a estudiar ahora cuando es X un k-espacio o un kp^-espa 

cio. En esta lînea un primer resultado es;

3.6. Teorema. Si E es un espacio de Banach separable que no contiene

un subespacio isomorfo a £ ^, entonces el espacio X asociado a E 

es un k-espacio.

Demostracion. En |24| teorema 3 se demuestra que un espacio de Banach 

que este en las hipotesis de nuestro teorema verifies que todo subcon­

junto acotado B de E es secuencialmente denso en su clausura débil.

Sea C un subconjunto jje X, que verifique que su interseccion

con cualquier subconjunto de X compacto K, es cerrado en X (es de

c ir debilmente cerrado por ser CO K acotado). Tenemos que ver que C 

es cerrado en X, o lo que es lo mismo, que C O  B^ es debilmente ce­

rrado para todo n G W.

Como C O B ^  es acotado, se tiene que para cualquier punto x 

que esté en la clausura dêbil de C A B^, se tiene que existe una suc£ 

sion nGB contenida en C A B^ y que converge debilmente a x.

Por otra parte ^*n^nGB ̂  es debilmente compacto (por tanto

compacto en X), luego C O  ({*n^nGB ^ t*}) es debilmente cerrado, y

se tiene que x G C, es claro por otra parte que x G B^, ya que B^

es debilmente cerrado, luego. x G CHB^, y por tanto para todo n G B

se tiene que C B^ es debilmente cerrado, luego C es cerrado en X,

luego X es un k-espacio. #
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3.7. Proposicion. Con las notaciones del teorema anterior, si E es rje 

flexivo, entonces X es un k-espacio.

Demostracion. Si E es reflexivo, las bolas dotadas de la topologîa d£ 

bil son compactas, luego por la propia definicion de X, un subconjun­

to C de X es cerrado si y solo si su interseccion con los compactos

de X es cerrado. Luego X es un k-espacio. #

3.8. Ej emplo. Para E ■ tenemos que el espacio X asociado no es un

kp-espacio, y por tanto tampoco un k-espacio.

Demostracion. La aplicacion norma ]| || ̂  : X -----► R no es continua,

ya que el cero es un punto de adherencia débil de la esfera unidad 

= {x 6 : Il X11 ̂  *1} y por tanto de la adherencia en X de

(por ser S^ acotado), sin embargo || ||j(S^) = {1} y en el cero va­

le cero. Es decir || ||j 0 (E) ; sin embargo la norma si es conti­

nua sobre los compactos de X, ya que esto équivale a que sea debilmen 

te continua sobre los debilmente compactos de £^; ahora bien por el 

lema de Schur sabemos que los debilmente compactos y los compactos en 

norma coinciden en £ ^, luego tendremos que demostrar que la norma en 

£^ es debilmente continua sobre los compactos; pero esto es cierto po£

que sobre los compactos de un espacio de Banach coinciden la topologîa

de la norma y la topologîa débil. #

3.9. Proposicion. Sea E un espacio de Banach que contiene un subespa- 

c id isomorfo a £ ̂ , entonces el espacio X asociado a E no es un 

k-espacio.
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Demostracion. En las hipotesis dadas, si denotamos por al espacio

asociado a , tenemos que Xĵ  es un subespacio topologico cerrado 

de X, por la proposicion 2.10. Luego si X fuese un k-espacio, X^ 

también lo séria por lo que vimos en el capîtulo I, en contradiccion 

con la proposicion anterior. #

Desgraciadamente no tenemos un resultado semej ante para kp-esp£ 

cios; sin embargo podemos asegurar:

3.10. Proposicion. Si E es un espacio de Banach que contiene un sub­

espacio isomorfo a , que tiene suplementario topologico, entonces

el espacio X asociado no es un kp-espacio.

Demo stracion. Sea E = f F ; supongamos que X es un kp-espacio.

Sea f :  + B debilmente continua sobre los subconjuntos debil­

mente compactos en .

Definimos f : E --- >• B por E (x^ + y) = f(Xj) siendo x^ G

y G F.

Si Pj : E ----► i} , ?2 î E  >■ F son las proyecciones, se ti£

ne que dado Kc E debilmente compacto, Kj * Pj^(K) y Kg = FgCX)
’ 1son debilmente compactos en £ y F respectivamente. For otra parte

al ser la aplicacion suma £^ x F  ► E debilmente continua, se tie­

ne que K^ + Kg es debilmente compacto en E, como por otra parte 

K c  K|̂  + Kg, para probar que f es debilmente continua sobre los su^ 

conjuntos debilmente compactos de E, bastarâ ver que f es debilmeri 

te continua sobre los subconjuntos de la forma Kj + Kg con Kj de­

bilmente compacto en £^ y Kg debilmente compacto en F.
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Considérâmes pues  ̂| k +r • + Kg ----- + R.

Sea G abierto en R

f"^(G) n  (Kj + Kg) = (Kj n  f~^(G)) + Kg ya que si

Xj + Xg 6 Kj + Kg y f(xj+Xg) G G se tiene que

f(xj) G G, Xĵ  6 Kj y Xg 6 Kg, luego x^+Xg 6 (Kj O  f  ̂(G) ) + Kg.

Recîprocamente si x^+Xg G (K^ A  f ^(G)) + Kg se tiene que 

Xg G Kg, Xj G Kj y f(Xj) G G, luego x^+Xg G K^ +Kg y

f(xj+Xg) = f(xj) 6 G, con lo cual se da la igualdad.

Luego f ̂ (G)A (Kj + Kg) es debilmente abierto en K^ + Kg y

por tanto f : E  B  es debilmente continua sobre los debilmente

compactos de E ; pero como hemos supuesto que X es un kp-espacio,

se tendrâ que f ; X --- *• B es continua; luego f : Xj  B, sien

do Xj el espacio asociado a £ ̂ , serâ continua por ser f la res-

triccion de f a - Xj. Por tanto llegamos a que X^ es un kp-^spacio,

en contradiccion con el ejemplo 3.8. #

Vamos a aplicar estos resultados a nuestro caso:

3.11. Corolar io. Si E es un espacio de Banach separable que no cont i£ 

ne ningun subespacio isomorfo a £ ^, o E es reflexivo, entonces el 

espacio C^y(E) es completo, resultando el completado de C^(E).

Demostracion. Por el teorema 3.6 y la proposicion 3.7, el espacio X 

asociado a E es un k-espacio; luego C(X) es completo para la top£ 

logîa compacto-abierta por el teorema 1.25.



- 3 4 -

Aplicando el lema 3.5 résulta que (E) es complete.

For la proposicion 3.4 tenemos entonces que C^^(E) es el comple

tado de C (E).

3.12. Proposicion. E es reflexive si y sole si (E) es Frechet.

Demostracion. Si E es reflexive, vimes en el corelario anterior que 

(E) era cempleto; per etfa parte si E es reflexive las belas ce-

rradas son a(E,E ')-cempactas, luege existe una familia numerable de

seminermas que nos define la topologîa de C^^(E), por tante diche e^ 

pacio es raetrizable.

Recîprocamente si C^^(E) es Frechet su topologîa viene dada per 

una cantidad numerable de seminermas, es decir existe una familia nume­

rable de conjuntos a (E ,E ')-compactos de forma que todo o(E,E')-compa£ 

to esta contenido en uno de elles, luego el espacio es reflexive. #

De la proposicion anterior se sigue que si E es reflexive,

C^y(E) es un espacio de Ptak, el siguiente corelario nos da condicio-

nes suficientes para que falle dicha propiedad.

3.13. Corelario. Si E es un espacio de Banach que contiene un subespa^

; .1 wbcio isomorfo a f^, entonces C .(E) no es un espacio de Ptak.

Demostracion. Por la proposicion 3.9. tenemos que X no es un k-esp^ 

cio, luego por el teorema 1.25 C(X) no sera un espacio de Ptak, lue­

go por el lema 3.5 résulta que C^^^(E) no es de Ptak. #
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3.14. Corolar io ■ Si E contiene un subespacio isomorfo a con su-

plementario topologico (o en particular si E = entonces C^^(E)

no es complete.

Demostracion. Por la proposicion 3.10 résulta que X no es un k^-esp^ 

cio, y por el teorema 1.25 tenemos que C(X) y por tanto C^^(E), no 

es completo . #

Hemos resuelto el problems del completado de C^(E) en algunos 

cases; ahora daremos una solucion general.

3.15. Deflnicion. Llamaremos C^^(E) al espacio de las funciones debi^ 

mente continuas sobre les subconjuntos debilmente compactes de E, do- 

tado de la topologîa de la convergencia uniforme sobre los subconjuntos 

debilmente compactos de E.

3.16.' Proposicion. C , (E) es un subespacio dense de C . (E).---------  u) b ü)k

Demostracion. Es subespacio trivialmente por ser todo debilmente compac_ 

te acotado, y coincidir las topologîas. Veamos la densidad:

Sea f 6 C^^(E); para cada K contenido en E debilmente com­

pacte, f I ̂  es debilmente continua. Luego existe f ̂  : E ----*- R ex­

tension de f I debilmente continua (toda f une ion continua sobre un 

subconjunto compacto de un espacio completamente regular puede extendejr 

se cçn continuidad a todo el espacio).

La red {f^} con K variando en los subconjuntos debilmente corn 

pactes de E esta pues contenida en C^(E)cr C^^(E) y claramente con-"
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verge uniformemente sobre los subconjuntos debilmente compactos de E a 

la funciôn f. ÿ

3.17. Proposicion. El espacio C^^(E) es completo.

Demostracion. Sea  ̂ red de Cauchy en * Sea K un

subconjunto de E O(E,E ')-compacto.  ̂ |K^aGA ""a red de Cauchy

en Cy(K) que es completo, luego  ̂ |K^agA converge uniformemente a

una cierta f^ 6 C^(K). Podemos asî définir una funciôn f, por 

f(x) = f|-^j(x); es decir como el limite puntual. f 6 C^^(E) porque d£ 

do cualquier o (E ,E ')-compacto K C: E, se tiene que f|^ es debilmen 

te continua. Por otra parte  ̂̂ a^aGA converge uniformemente a f so­

bre los o(E,E ')-compactos de E . #

3.18. Corolar io. El completado de C^( )  es C(f^) espacio de las fun 

ciones reales definidas sobre , continuas para la topologîa de la 

norma, dotado de la topologîa compacto-abierta.

Demostracion. Por la proposicion anterior el completado sera C . (^^);b)k
ahora bien toda f G C^^(f ̂ ) es debilmente continua sobre los subconjun^

tos debilmente compactos de f^, luego en particular es continua (para 

la norma) sobre los compactos, y al ser un k-espacio, por ser mê-

trico, se tiene que f es continua para la norma.

Recîprocamente toda funciôn continua en norma en , es conti­

nua sobre los compactos de ; luego es debilmente continua sobre los 

compactos, por coincidir en estos ambas topologîas. Como por el lema de 

Schur los compactos y los debilmente compactos son los mismos en , se
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tiene 'que f 6 C^^(E) . #

Notese que el espacio C^^(E) puede expresarse como un espacio 

de funciones continuas sobre la k-extensiôn del espacio X asô

ciado a E; notese también que si X no es un k-espacio, X^ tendra

necesariamente una topologîa mas fina que la de X. Pero esto no basta

para asegurar que (E) no es completo, ya que no podemos garantizar

que X^ sea completamente regular, con lo que nos encontrariamos con el

hecho de que siendo distintos X y X^, pueden ser iguales C(X), C(X^).

El hecho de no poder asegurar que X^ sea completamente regular, salvo 

algunos casos como cuando E en el cual se hace una demostraciôn

anâloga a la del ejemplo 3.8, resta interés a representar C^j^(E) como

C(Xj^). Notese por ultimo que este hecho esta implîcito ya en la propos^

c ion 1.3.
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CAPITULO 4

4. Sobre el problema de cuando es bornologico o tonelado el espacio 

C^b(E)- El espacio

En este capîtulo se dan condiciones suficientes para que (E)

sea bornolôgico. Demostraremos que dicho espacio es siempre tonelado. 

Por ultimo se estudian propiedades de ^(^bu ' espacio de las f une i^

nés debilmente uniformemente continuas sobre los acotados de E, y se 

relaciona este espacio con C^y(E). Asî raismo se dan caracterizaciones 

de cuando es E reflexivo, utilizando estos espacios.

En primer lugar estu dlaremos el problema de cuando es bornolôgi­

co , y cuando es tonelado el espacio C^y(E); para ello ut ilizaremos la 

representaciôn de C^y(E) obtenida en el capîtulo anterior, asî como 

los teoremas de Nachbin-Shirota (Teorema 1.28 y 1.29). Es decir el pro­

blema se reducirâ a estudiar cuando el espacio X asociado a E es 

realcompacto, o cuando verifica que todo subconjunto suyo relativamente 

pseudocompacto y cerrado es compacto.

Estudiaremos en primer lugar cuando es X realcompacto.

En 1961 H.H. Corson en |7 1 carac teriza cuando un espacio de Banach 

dotado de la topologîa débil es realcompacto; para ello da las siguien 

tes definiciones:
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4.1. Deflnicion. Dado E espacio de Banach real, se define la *-top2

logîa sobre E* como la topologîa mas fina que coincide con o{E',E) s£ 

bre los subespacios de E ' a(E',E)-separables.

4.2. Def inic ion. %  ^E denotarâ el subespacio de E" formado por todos

los elementos ^ü)*-cont inuos sobre E'.

Claramente E c %  ^E, ya que todo elemento de E es o(E',E)- 

continue sobre E ' y por tanto sera continue para la topologîa 

que es mas fina que la a(E*,E).

Por otra parte si E tiene dual separable, se tiene que la

%  ^(i)*-topologîa y o {E',E) coinciden sobre E', y por tanto

%  ^E = (E',o(E’,E))’ = E.

Como en general E c ^E c  E", para espacios reflexives coin­

ciden los très.

Con estas definiciones, Corson da el siguiente teorema:

4.3. Teorema. El espacio de Banach E es debilmente realcompacto si y 

solo si E = ^/y^E.

Este resultado asegura como vimos antes que los espacios reflex^ 

vos, o aquellos que tengan dual separable, son debilmente realcompactos. 

Corson demuestra también que t es debilmente realcompacto (y no es dê  

bilmente normal), y utilizando la caracterizaciôn antes expue s ta ve que 

t /c^ no es debilmente realcompacto. Edgar posteriormente sistematiza 

bastante este trabajo, y demuestra en | 10 | que C |̂ 0,w^] siendo el "
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el primer ordinal no numerable, no es debilmente realcompacto, sin utili^ 

zar para ello la caracterizaciôn de Corson.

Un primer intento para resolver el problema de cuando es X rea^ 

compacto, es intentar caracterizarlo en funciôn de que E sea debilmen­

te realcompacto.

4.4. Proposicion. Si E es un espacio de Banach, normal para la topolo­

gîa dêbil, entonces X es realcompacto si y solo si E es debilmente 

realcompacto.

Demostraciôn. Por la proposiciôn 1.9 sabemos que todo subconjunto cerra­

do de un espacio realcompacto es realcompacto, luego para demoatrar la 

equivalencia bastara ver que del hecho de que las bolas cerradas 

(Bn» a(E,E')jg ) sean realcompactos, se sigue que X (respectivamente 

E) es realcompacto (respectivamente debilmente realcompacto).

Lo demostraremos para E, pero la misma demostraciôn sirve para

X.

Segun 1.7 tenemos que E sera debilmente realcompacto si y sôlo 

si todo z-ultrafiltro con la propiedad de intersecciôn numerable tiene 

intersecciôn no vacîa.

Sea z-ultraf iltro. Cada = f̂ ^̂  (0) con

f^ : E --- ► R debilmente continua.

Tendf emos que para toda sucesiôn de indices (c^)^^ A D  $.
n=l n

I) Existe n^ tal que U^ B^ $ para todo a G A.

Si no f u e s e asî, para cada n G R existirîa a G A tal que
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U n  = $. Con lo cual se tendra que = $, fallando la
n=I n

propiedad de intersecciôn numerable.

Luego para todo n > n {ü„ H  B es base de f iltro en B .° — o a n a6A n

2) Existe n. 2 %  de forma que la base de f iltro {U B } g . sobre* ^ 0(, Tl 2 01^ A

B tiene la propiedad de iiZtersecciôn numerable.
"l

Supongaraos que no : Para cada n > n existirâ {a } su- ̂ °  ̂ — o n,m mGH
cesiôn de indices de forma que O  [u n  B ] = $. 

n=l n,m

Considérâmes la familia numerable {U } ^„ mG®
’ nGB n ^ n^

n = n [u n ( u ^ [ 0 r) B ^ ) ].
n>n n,ra n>n n,m k=n n>n k*=n n,m— 0 — 0 o — o o
mGR mGR mGR

■ G [n n n B̂ )]c G en % n - ».
k=n^ n=n^ m=l n,m k=n^ m=l k,m

y llegarîamos a la contradicciôn de que no tiene la propiedad

de intersecciôn numerable.

3) {U P\ B } es un z-filtro con la propiedad de intersecciônex n 2 ct^A
numerable sobre B , ya que f I es una funciôn continua sobre

"l “ l“nj
(B , o(E,E')|g ) para todo a G A.

"l ®n^

4) (U^ A B } es un z-ultraf iltro.vx n 2 A

De no serlo existirîa Z C B cero en B , es decir Z=f ^(0)
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con f ; (B , a(E,E')| )  *■ R continua, de forma que

Z n  (u n  B ) î* $ para todo a 6 A, pero Z t (U_ H  B . .ot n 2 (X 1I2 "oA

Ahora bien dada f , como B es cerrado en (E, o(E,E')) que es nor-
"1

mal por hipotesis, por el teorema de Tietze existe f : E --- ► R debil-

mente continua, tal que f ^ = f. Luego f (0) = Z sera un cero
I n 
~ 1en (E, a(E,E')), y Z = Z O  B

“ l

Ahora bien como Z H  (ü^ A  B^ ) # $ para todo a 6 A, se 

tiene que Z H  î* ^ para todo a S A, luego Z G por ser

z-ultrafiltro. Es decir Z = para algun a^, y por tanto

z " r.
o 1

Luego {u„ n  B } _. es un z-ultrafiltro sobre B ton la 0 n^ OSA n

propiedad de intersecciôn numerable; como por hipôtesis B^ es realcom

pacto, se sigue que (U„ O  B ) * y por tanto ^  U .
aSA "1 aSA

Luego E es debilmente realcompacto.

Notese que la funciôn f es también continua de X en R, lue 

go la misma demostraciôn nos sirve para ver que X es realcompacto, con 

lo que se tiene la equivalencia. #

En la demostraciôn se ve que es esencial el hecho de que E sea 

debilmente normal, para poder extender las funciones de una bola a todo 

el espacio. S in embargo ya vimos antes que existen espacios de Banach 

que no son debilmente normales (t en particular) . Si no imponemos la 

normalidad dêbil, no podremos garantizar que la traza del z-ultrafiltro 

sea un z-ultrafiltro, y si lo completamos con lo que le falta para serlo.
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puede resultar que no verifique ya la propiedad de intersecciôn numera­

ble.

4.5. Corolario. Si E es un espacio de Banach debilmente normal, enton 

ces C^y(E) es bornolôgico si y sôlo si %  „E = E.

Demo8traciôn. C^y(E) sera bornolôgico si y sôlo si el espacio X aso­

ciado a E es realcompacto, por el lema 3.5 y el teorema 1.29. La propo^ 

siciôn anterior y el teorema 4.3 nos dan la equivalencia. if

Vamos a estudiar ahora, una serie de condiciones suficientes para 

que X sea realcompacto, y por tanto C^y(E) sea bornolôgico.

4.6. Proposiciôn. Si E es un espacio de Banach W C G ,  entonces C^y(E)

es bornolôgico.

Demostraciôn. Por | 301 sabemos que todo espacio W C G  es debilmente

Lindeloff, ahora bien las bolas (B^, a(E,E')|y ) son subespacios topo-

lôgicos cerrados, y por tanto son también Lindeloff. De aquî se sigue

que el limite inductivo X es también Lindeloff, ya que si

un recubrimiento abierto de X, A  B^) sera un recubrimiento abie^

to de B para cada n, luego existe (ot ^ A tal quen n y in inori
{u } recubre B . La familia {U } recubre todo X.

«n.m msn " «n,m

Por la proposiciôn 1.8 se tiene que X es realcompacto. 0

Este resultado nos asegura que C^y(E) es bornolôgico, entre

otros para todos los espacios reflexives, separables, o C(K) con K
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compacto de Eberlein (en particular los C (I) con I cualquiera) .

4.7. Teorema. Si E es dual de un espacio separable, entonces C^y(E) 

es bornolôgico.

Demostraciôn. Sea E = F' con F separable. Sea ^*n^n6B parte

densa de F, definimos la siguiente funciôn: f : X ----*■

«  -

Esta funciôn es inyectiva, porque si x %  y ' 6 E con x* y * » s e tiê  

ne que existe n^ G B tal que <x ,x'> # <x ,y '>, por ser

^*n^n6B parte densa de F, que por tanto separan puntos de E.

Por otra parte f es continua, y a que si componemos con las pro^

yecciones P^ : R^ ----->■ R, tendremos que f^ = P^ « f es continua,

por ser f^ = x^ ” i composiciôn de funciones continuas, siendo 

i : X ----*■ E la identidad.

Ahora bien R® es met rizable, luego los puntos de R^ son con- 

juntos G^, como R^ es realcompacto por ser produc to de realcompactos 

(I11I Teorema 8.11 pag. 121) se tiene que todos los subconjuntos de 

R^ son realcompactos (|11| Corolario 8.15 p. 121). Tenemos pues una 

aplicaciôn continua e inyectiva de X en un espacio topolôgico que ver^ 

f ica que todos sus subespacios son realcompactos, luego por la proposi­

ciôn 1.10 se tiene que X también es realcompacto, y por tanto C^y(E) 

bornolôgico. #

Este resultado es interesante en la linea de que reaolvemos el 

problema para f” afirmativamente. Téngase en cuenta que t sabîamos
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que era debilmente realcompacto, pero al no ser debilmente normal, no 

podemos aplicar el corolario 4.5. Por otra parte tampoco esta en las hi. 

pôtesis de la proposicion 4.6 ya que si no es debilmente normal, no pue^ 

de ser W C G.

4.8. Corolario. Si E es un subespacio vectorial cerrado de un espacio 

de Banach F Wc G, o dual de un espacio separable, entonces C^y(E) 

es bornolôgico.

Demostraciôn. Por el teorema 4.7 y la proposiciôn 4.6, tenemos que 

sera realcompacto. Como por la proposiciôn 2.10 Xg es un subespacio 

topologico cerrado de Xp, résulta que X^ también es realcompacto (proposi­

ciôn 1.9). Luego C^y(E) es bornolôgico. 0

4.9. Corolario. Sea E un espacio de Banach que verifique que la bola 

unidad de su dual dotada de la topologîa estrella débil 0(E',E) es 

un compacto de Eberlein. Entonces C^y(E) es bornolôgico.

Demostraciôn. E se puede poner como un subespacio vectorial, cerrado 

del espacio de las funciones reales continuas sobre (B^ ,(j( E * , E) | ̂  i ) . 

Ahora bien, este espacio es W C G  por el teorema 1.13. Luego por el 

corolario anterior ^wb sera bornolôgico. 0

4.10. Proposiciôn. C^y(E) es siempre tonelado.

Demostrac iôn. Sea K un subconjunto de X relat ivamente pseudocompa_c 

to y cerrado. Para todo x ' G E ' * x'(K) tiene que ser acotado, luego
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K esta debilmente acotado, y por tanto acotado en norma; es decir exijs 

te n G B  tal que K C B^.

Como K esta contenido en B^ y es cerrado en X, se tiene que 

K es debilmente cerrado; por otra parte toda funciôn debilmente conti­

nua sobre E, es continua para la topologîa de X, luego K es debi_l 

mente relativamente pseudocompacto. Valdivia demuestra en |31| que todo 

subconjunto debilmente cerrado y debilmente relativamente pseudocompac­

to de un espacio de Banach (el resultado es cierto en condiciones mas 

générales) es debilmente compacto. Luego K es debilmente compacto, y 

por tanto compacto en X por la proposicion 2.13. Luego por el teorema 

1.28 se tiene que C^y(E) = C(X) es tonelado. #

Esta técnica es de interés para estudiar el espacio de las fun­

ciones debilmente uniformemente continuas sobre los acotados, y su rela 

c ion con C^y(E). Dicho espacio ya vimos en la in t roducc iôn que tiene 

interés en la teorîa de aproximaciôn de funciones diferenciables.

4.11. Def inic iôn. (E) denotara el espacio de las funciones reales

definidas sobre E que son debilmente uniformemente continuas sobre 

los subconjuntos acotados de E. Dotaremos a topologîa

de la convergencia uniforme sobre los subconjuntos debilmente compactos 

de E .

Claramente se tiene que C (E) esta contenido en C (E), laOl)D u u) D
siguiente proposiciôn nos da mas informaciôn sobre este hecho.
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4.12. Proposicion. (E) es denso en C^y(E).

Demostracion. Sea f 6 C^y(E). Para cada subconjunto de E debilmente 

compacto K , sera debilmente continua. Considero una extension f^

a 6(E) compact ificacion de Stone-Cech de (E, a(E,E')), que sera uni- 

formemen t e continua, luego f^ = fgjg es debilmente uniformemente con 

tinua sobre E, luego f^ 6 para todo K c E debilmente com­

pacto.

Claramente ( K c E ^ debilmente compacto, es una red que con 

verge uniformemente a f sobre Los debilmente compactos de E. 0

Por otra parte el polinomio Q de la demostraciôn del corolario

3.3 esta claramente en C . (E), luego existen funciones en C , (E)ü)bu ü)bu
que no estân en C^(E).

4.13. Proposiciôn. C , (E) * C . (E) si y sôlo si E es reflexivo.-----------------  0)b o)bu

Demostraciôn. Si E es reflexivo, los espacios ( ,  o (E ,E ')|^ ) son 

compactos y por lo tanto ser debilmente continua sobre las bolas y ser 

debilmente uniformemente continua es équivalente,

Recîprocamente si C^y(E) = C^y^(E) demostraremos que B^ es dê  

bilmente compacta.

Dada f 6 C (E), tendremos que f G C , (E) = C , (E), luego f
Cl) (i)t) (a)DU

es debilmente uniformemente continua sobre Bj y por tanto acotada en 

Bĵ ; ya que B^ es precompacto y por tanto totalmente acotado, ahora 

bien como f es debilmente uniformemente continua en B , se tiene que'
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existe V entorno dêbil de cero en E tal que |f(x) -f(y)| < 1 siem 

pre que x-y 6 V y x e y estân en Bj.

Como Bj es debilmente totalmente acotado, se tiene que existen

x^,..,,x G B. tal que B.C {x. + V}.
o  ̂ i=l ^

Luego para cada x G B^ |f(x)| £ Max {f(x,)} + 1.
i=l,...,n^ ^

Es decir toda funciôn debilmente continua sobre E esta acotada 

sobre Bj, luego B^ es debilmente relativamente pseudocompacto y de­

bilmente cerrado, de donde se sigue que B^ es debilmente compacto por 

I31I y por tanto E reflexivo. 0

La demostracion de esta proposicion nos indica que una forma para 

obtener una funciôn de C . (E) que no esté en C , (E), en el caso de(jjD (ÜDU

que E no sea reflexivo, serîa encontrar una funciôn debilmente conti­

nua sobre E, que no esté acotada sobre la bola unidad.

4.14. E.i emplo. Si E es un espacio de Banach separable no reflexivo,

por el teorema de James-Klee ((9| pag. 7, teorema 1) tenemos que existe

(|) 6 E ' que no alcanza su norma.

Definimos la funciôn f : B --- ► R por f (x) ^
 ̂ ° 11*11 - *(x)

Esta funciôn es debilmente continua sobre B^, y no esta acotada. Como

E es separable es W C G ,  y por tanto debilmente normal, B^ es debijL

mente cerrado en E, luego por el teorema de Tietze existe f G C^(E)

extension de f^, que no estarâ acotada sobre la bola unidad, y por tan

to no podra estar en C , (E). ilwbu
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4.15. Corolario. C (E) C C , (E) si y solo si E es reflexivo.------------------  0) (i)bu

Demos t rac ion. Si E es reflexivo, por la proposiciôn 4.13 C^y^(E) =

= C . (E), y por tanto C (E) C  C . (E) = C (E).wb w wb wbu

Recîprocamente de manera anâloga a como hicimos en la proposiciôn

4.13. 0

Vamos a ver ahora algunas propiedades del espacio C^y^(E).

4.16. Proposiciôn. C^y^(E) es completo si y sôlo si E es reflexivo.

Demostraciôn. Si E es reflexivo C , (E) = C , (E) (Proposiciôn 4.13),---------------------------  wb wbu
y C (E) es completo (Corolario 3.11). wb

Recîprocamente como C (E) es denso en C . (E) por la proposiÜ)DU tüO
ciôn 4.12, si es completo, tienen que coincidir ambos espacios, y por

4.13 se sigue que E es reflexivo. 0

A la vis ta de la proposicion 3.12, el resultado anterior nos dice 

que son équivalentes: a) E reflexivo,

b) C^y^(E) completo 

C^bu(^) Frechet.

4.17. Teorema. El espacio C^y^(E) es tonelado si y sôlo si E es re­

flexivo .

Demostraciôn. Si E es reflexivo, C ...(E) es igual a C  ̂(E) , y por' Ü)D”
tanto tonelado.

Recîprocamente, considérâmes el siguiente diagrams:



- s o ­

x''

î i

1 2

Considerando en las bolas del bidual , la topologîa estrella dêbil 

restringida. X" sera el limite inductive de los espacios 

(b ", o(E",E' ) L,,) .I B n
i es continua porque al componerla con las inclus iones 

B  ► X nos résulta que i - j = j* o i siendo

mente j*

B_ --- ► X" la inclusion canonica en el lîmite induct ivo; y clara-

es continua por serlo i^. i es inyectiva, e i(X) es

denso en X", por ser densas" las bolas (B^, a(E,E ')|^ ) en las bolas

(B^, O (E" , E ' ) j gii) ; de forma que todo abierto G en X" tiene que cor̂

tar alguna bola b ", y G O  b " sera abierto en (B^, a(E",E')Ig"),
n

luego corta B^ por ser densa. Es decir todo abierto de X" corta a 

i(X) .

En general X no es un subespacio de X"; el conjunto A del 

ejemplo 2.1 es un cerrado en X (para E=C^) , sin embargo no puede pô

nerse como un cerrado en X" intersecciôn X.

Cons ideramos ahora la aplicaciôn restr iccion : $ : C(X") ----»-C(X)

f  ►f o i

1) Tenemos que $(C(X")) * " Veamoslo:

Si f G C^y^j(E), se tiene que - f | ̂  : (B^ , o ( E , E ' ) j ̂  ^ R
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es uniformemente continua, luego por la densidad de en

(b", a (E", E ' ) g  II ) se puede extender a f : (B ", o(E",E')l n)n D ̂  n n | B

uniformemente continua. Por otra parte f = f , porquen B , n-1n- 1

* ' n-1

Luego ambas funciones coinciden sobre una parte densa de B^ , 

y por tanto coinciden sobre B^ ^.

Podemos définir asî f : X" ---- »- R continua, como f (x) = f^(x)

si X 6 B^. Claramente f|^ = f, luego f G ^(C(X")). Recîprocamen

te si f G $(C(X")), se tiene que existe f G C(X") tal que f = f|^;

pero f = flo» es continua sobre (b ", a(E",E ')1„h ) , que es compac-
" I ®n " I n

to, luego f^ es uniformemente continua, luego

f^ = fI g : (B^, o(E,E')jg ) --  ► R sera f^|g , y por tanto uni­

formemente continua, luego f G C^y^(E).

2) $ es claramente lineal.

3) $ es inyectiva por ser denso i(X) en X".

4) $ es continua porque al ser i : X --- ► X" continua, se ti^

ne que los compactos en X son también compactos en X".

Ahora bien, el espacio X" es union numerable de compactos, y

por tanto la topologîa del espacio C(X") (compacto-abierta) viene da­

da por una familia numerable de seminormas, luego C(X") es metrizable. 

Por la propia def in ic ion de X", tenemos que por ser lîmite induc t ivo

de compactos, X" es un k-espacio y por tanto C(X") es completo por

el teorema 1.25. Luego C(X") es un espacio de Frechet. "
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Luego si *^wbu^^^ Gs tonelado, se tiene que $ es isomorfismo 

topologico ya que por el teorema de la aplicaciôn ablerta todo isomor­

fismo continuo de un espacio de Frechet en un tonelado es isomorfismo 

topolôgico. Tenemos entonces que ^ w b u s e r a  completo, y como por 

la proposiciôn 4.12 sabemos que Gs denso en C^y(E), se ti^

ne que ambos espacios coinciden, y por tanto por la proposiciôn 4.13 te 

nemos que E es reflexivo. #

La observaciôn que hicimos después de la proposiciôn 4.16, unida 

a este resultado, nos da el siguiente corolario:

4.18. Corolario. Si E es un espacio de Banach, son équivalentes:

i) E es reflexivo

il) es de Frechet

ili) es de Ptak

iv) CwbuC) es completo

v) 'o,bu<*> es tonelado

vi)
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CAPITULO 5

5. Compacidad en el espacio C^y (E) ♦ Teoremas de representaciôn.

. La propiedad de aproximacion.

En este capîtulo procederemos al estudio de los conjuntos relat i- 

vamente compactos y de los debilmente relativamente compactos en C^y(E). 

Asî mismo definiremos espacios anâlogos a este ultimo para el caso de 

funciones vectoriales, y utilizaremos técnicas de e-producto para obte^ 

ner representaciones de estos espacios, que se utilizaran para abordar 

el problema de la propiedad de aproximacion. En concreto se demuestra 

que C^(E) siempre verifica la propiedad de aproximacion, a pesar de

que, (E, a(E,E')) nunca es un k^-espacio

5.1, Proposicion. Sea E un espacio de Banach separable que no contenga 

ningûn subespacio isomorfo a , o bien E reflexivo (separable o no). 

Entonces un subconjunto F de C^y(E) es relativamente compacto si y 

sôlo si se cumplen las siguientes condiciones:

a) Para todo K C  E debilmente compacto F | ̂  = ( f | ̂  : K -► R / f 6 F} 

es equicontinuo en C(K).

b) Para todo x G E F(x) = {f(x) / f G F} es acotado en R.

Demostrac iôn. Por el teorema 3.6 y la proposiciôn 3.7, tenemos que el es 

pacio X asociado a E es un k-espacio. Ahora bien en |3 | se demuestra 

(Teorema 8) que en las hipôtesis de ser X k-espacio, los relativamentë
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compactos de C(X) vienen caracterizados por a) y b). #

Vamos a estudiar ahora los subconjuntos debilmente compactos de 

C^y(E). Para ello vamos a ver en que condiciones podemos aplicar el 

teorema de Eberlein. Tenemos el siguiente corolario:

5.2. Corolar io. Si E es un espacio de Banach separable que no contiene 

ningun subespacio isomorfo a f^, o bien E es reflexivo; entonces un 

subconjunto K de C^y(E) es debilmente relativamente compacto, si y 

sôlo si es debilmente relat ivamente numerablemente compacto.

Demostraciôn. En nuestras hipôtesis, tenemos que .por el corolario 3.11 

C^y(E) es completo, por tanto esta en las hipôtesis del teorema de Eber^ 

lein (Teorema 1.17). 0

Téngase en cuenta, que en el caso de que C^y(E) sea bornolôgico 

(caso que inc 1uye los espacios en las hipôtesis de 5.2), la topologîa 

compacto-abierta, es precisamente la de Mackey. Por otra parte en un es­

pacio de funciones continuas con la topologîa compacto abierta, son equi. 

valantes ser completo y ser casi-completo (|32| Teorema 1). Es decir en 

la hipôtesis de que C^y(E) es bornolôgico, son équivalentes : ser com­

pleto y ser casi-completo para la topologîa de Mackey.

Nos interesa ahora caracterizar las suces iones debilmente conver­

gentes.

5.3. Teorema. {f } sucesiôn de elementos de C (E) converge a---------------- n nSH wb
f 6 C^y(E) debilmente si y sôlo si: *
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a) Para cada KC E oIE,E ')-compacto, existe M > 0 tal que

Sup {jf (K)|} < M. 
n GIN

b) Para todo x G E f^(x) converge a f(x).

Demostracion. Para ver que ambas condiciones son necesarias, nos bastara

demostrar que si  ̂̂ n^nGB  *  ̂ debilmente, entonces para todo K C E

debilmente compacto ^^n|K^nGB   ̂ ^|k debilmente en C(K), ya que

de aquî se sigue trivialmente (b), y por |13| pag. 324 tenemos que 

(gn)j^GB^ C(K) converge debilmente si y sôlo si converge puntualmente y 

esta uniformemente acotada.

Pero esto es cierto, ya que si x ' G C (K) ' , * ' ( K^ ' x ’C(j)(fjj))

siendo <|) : C^y ( E )    C (K) la restricciôn; ahora bien x ' » (J> es 1^

neal y continua, luego x ' « 6 C^y(E)'; por tanto { (x ' «<(,) (E^)

converge a (x ' =((,)( f) por converger f ̂ n ̂ nGN ®  ̂ debilmente. Co­

mo (x' o(())(f) = x'(fjg), résulta la convergencia débil de ( | K^nGB

a f|g.

Recîprocamente, tendremos que ver que para todo y G C^y(E)'

p (f --- >-y(f). Ahora bien, por el teorema 1.34 sabemos que el dual de

C^y(E) son las funciones de conjunto regulares, numerablemente aditivas 

definidas sobre los borelainos de X (asociado a E), y con soporte 

compac to.

Sea jj G C^y(E)', sea K el soporte de p ; K sera debilmen

te compacto. Como n(f ) = f dy = I  f dy, y y(f) = I  f dy =
f X K  ̂ X

f dy, para ver que y ( f y (f ) , habrS que ver que ^

DJDLIOTECA
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yjg G C(K)', ya que por la caracterizaciôn de convergencia débil antes 

citada, a) y b) implicari que  ̂ | K^iGB tiende debilmente a f | ̂ .

Pero para ver que y|^ G C(K)', bastara ver que los borelianos

de K son los borelianos de X restringidos a K, lo cual se sigue del

hecho de ser K cerrado en X. yj^ es tara definida por y|^(C) = y(C)

siendo C boreliano en K, y por tanto en X . f

Pasemos a estudiar ahora el caso vectorial; de forma anâloga a cô  

mo hicimos en los capitules 3 y 4, tenemos las siguientes definiciones:

L sera un espacio localmente convexo; C^y(E,L) sera el espacio de las

las funciones de E en L, que son debilmente continuas al restringir- 

las sobre los subconjuntos acotados de E, dotado de la topologîa de la 

convergencia uniforme sobre los debilmente compactos de E.

C^y^(E,L) sera el espacio de las funciones de E en L debil­

mente uniformemente continuas al restringirlas a los subconjuntos acota 

dos de E , dotado de la topologîa de la convergencia uniforme sobre los 

debilmente compactos de E .

C^^(E,L) sera el espacio de las funciones de E , en L, debil^

mente continuas al r es tringir la s a lo*s subconjuntos debilmente compactos 

de E, dotado de la topologîa de la convergencia uniforme sobre los de­

bilmente compactos de E.

De manera totalmente anâloga a como hicimos en el capîtulo 3,

lema 3.5 C^y(E,L) se puede representar como C(X,L) siendo X el e^ 

pacio asociado a E.
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Aplicando los resultados del capîtulo 1, obtenemos:

5.4. Proposicion. Si 1 es completo y E es reflexivo o bien separable 

de forma que no contiene ningun subespacio isomorfo a , entonces 

C^y(EjL) es completo.

Demostracion. Por el corolario 3.11 C^y(E) es completo, y por la prop£ 

siciôn 1.30 se tiene que C^y(E,L) es completo. #

5.5. Proposicion. Si C^y(E,L) es completo, entonces L es completo y 

E no contiene un subespacio isomorfo a , con suplementario topology

Demostracion. Por el corolario 3.14 y la proposicion 1.30. 0

5.6. Proposiciôn. Si C^y(E,'L) es tonelado, entonces L es tonelado. 

Demostracion. Por la proposicion 1.31. 0

5.7. Proposicion. Si L es Frechet, entonces C^y(E,L) es tonelado.

Demostracion. Por la proposicion 4.10 C^y(E) es tonelado, y esto uni- 

do a la proposicion 1.32, nos dan que C^y(E,L) es tonelado. 0

5.8. Proposicion. Si L es metrizable, y E es un subespacio cerrado 

de un espacio W C G  o bien de un dual de un espacio separable, entonces 

C^y(E,L) es bornolôgico.
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Demostracion. Por el corolario 4.8 X es realcompacto (equivalentemen 

te C^y(E) bornolôgico). Luego de 1.33 se sigue que C^y(E,L) es 

bornolôgico. 0

En el mismo sentido que la propos ic iôn 5.1, tenemos una carac t£ 

rizaciôn de los relativamente compactos en C^y(E,L), para el caso de 

que L sea semi-raêtrico.

5.9. Proposicion. Si E es un espacio de Banach reflexivo, o bien E 

es separable y no contiene un subespacio isomorfo a si ademâs L

es semi-mêtrico, entonces F c C^y(E,L) es relativamente compacto si y 

sôlo si:

a) Para cada K debilmente compacto en E, F|^ es equicontinuo 

en C (K,L).

b) Para todo x 6 E F(x) es relativamente compacto en L.

Demostraciôn. Ver |3| Teorema 8. 0

Como resultado paralelo a la proposiciôn 4.13 tenemos:

5.10. Proposiciôn. Si L es un espacio localmente convexo no trivial, 

C^y(E,L) = C^y^(E,L) si y sôlo si E es reflexivo.

5.11. Proposiciôn. C , (E) 8 L es denso en C . (E.L) --------  0)0 o)b

Demo s trac iôn. Ver |201 pag. 14, Teorema 1.15. 0
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Por ûltimo vamos a utilizar la tenica del e-producto, para obte- 

ner representaciones de loa espacios C^^(E,L). Para ello vamos a repr^ 

sentar en primer lugar (E,L) como un subespacio de C^^(E) e L. L

sera en lo que sigue un espacio localmente convexo complète.

5.12. Teorema. C^^(E,L) dotado de la topologia de la convergencia uni­

forme sobre los subconjuntos debilraente compactes de E, es un subesp^ 

cio de C , (E) e L.

Demostracion. Con las notaciones habituales, se trata de ver que C(X,L) 

es un subespacio de C(X) e L , siendo X el espacio asociado a E.

Definimos 4» : C ( X , L ) ------- ► C(X) e L

f -------  ̂ *(f)

siendo ({>(£) :  ► C(X)

y'  " y ' . f

1) 4» esta bien definida, ya que 4>(f) es claramente lineal, y

para ver que es continua considérâmes ̂ entorno de 0 en C(X).

£ (K) es compacte en L, luego (f(K)i° es un entorno de 0 en 

L^. Si y' e E (f (K) )° tenemos que 4>(f)(ÿ') 6 ^ , ya que

I (4) (f ) (ÿ') I (x) I - |(y' of)(x)| •= |y'(f(x)| £ E para todo x 6 K, luê

go *(£) 6 1(L^,C(X)).

2) 4> es claramente inyectiva ya que si f ^ g, existe x G X 

tal que f(x) f g(x) luego existe y' 6 tal que y*(f(x))

^ y'(g(x)), luego 4>{f)(y*) 1* <l>(g)(^').
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3) 4* es continua.

Sea H equicont inuo, absolutamente convexo y cerrado en ; H sera 

H = V® con V entorno de 0 en L, T(K,e) entorno de 0 en C(X).

T(K,gV) es un entorno de 0 en C(X,L), y tenemos que 

4>(T(K,gV)) (H) c: T(K,g ) ; vearaoslo:

Sea f G T(K,gV); y' 6 H * ( f ) (y') = y* "f; sea x G K

|(y' =f)(x)| = |y'(f(x))|; pero f(x) G gV luego f(x) = Gy con y G V .

Como y' G H = V ” |y'(f(x))| = | y ’(GY)| = G|y'(Y)| < G .

Luego $(f)(Y') G T(K,e) y por tanto 4, es continua.

4 ) Para ver que 4, es isomorfisroo topolôgico sobre su îmagen, por 

ultimo, veremos que si 4^f) es un elemento de 4, (C (X,L) ) que esta en 

el entorno de cero dado por H y T(K,g), entonces f 6 T(K,gV) (sien 

do V®= H).

Tenemos que: 4* ( ̂ ) (H) C  T(K,g ), luego para todo y' G H = V®

4>(f) (y') = y ’ ° f 6 T(K,g) .

Tenemos pues que |y' °f(x)| £ g para todo x 6 K y para todo 

y ' G V®, luego f(x) G gV®® para todo x G K; ahora bien tomando V 

absolutamente convexo y cerrado, se sigue por el teorema de la bipolar 

que V®® = V, y por tanto f(x) 6 gV para todo x G K, luego

f G T(K,eV). »

El problema sera ahora, estudiar cuando 4* suprayectiva, y en

caso de que no lo sea, que espacio es C^^(E) e L. En esta lînea tene­

mos el siguiente resultado:
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5.13. Teorema. Si E es reflexivo, o separable no conteniendo ningun

" '■ - C.b'subespacio isomorfo a , entonces C .(E) e L = C ,(E,L).

Demostracion. En nuestras hipotesis, ya vimos que el espacio X asocia 

do a E es un k-espacio, luego por la proposicion 1.35 tenemos que

= C(X) verifies la propiedad de aproximaciôn ; de donde se sigue

por la proposicion 1.46 que para cualquier espacio localmente convexo L, 

C^j^(E) 8 L es denso en (E) e L. Por el teorema 5.12 tenemos que

(E) a L C (E,L) c  (E) e L, y por tanto C^y(E,L) es denso en 

C^y(E) c L. Ahora bien, por ser X k-espacio C^y(E) es complète, y

como L tambiên lo es, se sigue por la propos icion 5.4 que C^y(E,L)

es complete, y por tanto coincide con C^y(E) E L. #

Al intenter ver si la aplicacion <j) es suprayectiva, nos encon- 

tramos con que la imagen inversa de un elemento de C^y(E) E L no tie 

ne porque ser debilmente continua sobre los acotados. Tenemos s in emba^ 

go el siguiente teorema:

5.14. Teorema. C^y(E) e L es un subespacio de C^j^(E,L).

Demos tracion. Considérâmes la aplicacion; $ : L^(L^,C^y(E) -*■ C^^(E ,L)

definida por $(u) : E  ► L para cada u G L(L^,C^y(E))
X ------ $(u) (x)

siendo (4>(u) (x) ) (y ' ) = <uy')(x) para y' G L'. En general

$(u)(x) G (L^)' ya que es lineal sobre L', y ademas es continua s£

bre L^, ya que dado e > 0, consideramos T({x},e) entorno de cero

en C^y(E), como u es continua, existe U ’ entorno de cero en

tal que u(U') T({x},e), como L es complets se tiene que (L^)'=L,
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y por tanto $(u) esta bien definida.

Veamos que 4>(u) G C^j^(E,L). Sea K debilmente compacto en E, 

bay que ver que $(u)|^ es debilmente continua. Sea x G K; tenemos 

que ver que para todo V entorno de 0 absolutamente convexo y cerrado 

en L, existe U entorno dêbil de 0 en E tal que

4»(u)((x+U)n K) c $(u)(x) + V; esto es équivalente a ver que 

para todo y G U tal que x+y 6 K, $(U)(x+y) - $(u)(x) G V = V®î

Luego bay que ver para cada y ' 6 V° | (u y ')(x+y) - (u ÿ ')(x)| < 1 . (*)

Ahora bien como V® es equicont inuo en L' , es relatiyamente compacto

en L^, por tanto u(V®) es relativamente compacto en C^y(E), luego

por el teorema de Ascoli u(V°)|j^ es equicont inuo en C(K); tenemos en 

tonces que existe U entorno dibil de cero en E tal que si z 6 K y 

z-x G U entonces |h(z) - h(x)| ^ 1 para todo h G u(V®). Tomando

h = uy', y z = x+y, résulta la condition (*).

4> esta bien definida, y es claramente lineal e inyectiva.

Veamos que es continua: Sea T(E,V) entorno de cero en

C^^(E,L), K debilmente compacto en E, V entorno de 0 en L abso­

lutamente convexo y cerrado. Consideramos en 1^(L^,C^^(E)) el entorno 

de cero dado por V® equicont inuo en L ' y T(K,1) entorno de cero en 

Cjjjĵ (E). La imagen de dicho entorno por <l> esta contenida en T (K, V) .

Un razonamiento anâlogo al anterior prueba que ♦ es un isomor- 

fismo topologico sobre su imagen. f

La siguiente proposition extiende el resultado 3.16, en el caso 

de que L sea Frechet.
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5.15. Proposicion. Si L es Frechet, C ,(E,L) es denso en C (E,L).(ÜD w k

Demos tracion. En |151 pâg. 161, proposicion X3-33 se demuestra que si 

X es paracompacto y F es Frechet, toda f une ion continua de C c X cê  

rrado a L se puede extender a todo X. Modificando ligeramente la de­

mostracion de la proposicion 3.16, se obtiene nuestro resultado. //

5.16. Corolario. Si L es Frechet C ,{E) e L es denso en C ,(E.L).OJD U)k

5.17. Proposicion. El espacio C j^(E,L) es complète.

Demos trac ion. Anâlogamente a la proposicion 3.17, teniendo en cuenta que 

si K es compacte y L complets, C(K,L) es complets.

5 .18. Teorema . C ( E , L ) = C  (E) E L.
V (i) Ir

Demostracion. Definimos $ : C . (E) e L --- *■ C (E.L) de manera anâlo-~ ü) K Ü) k
ga a como lo hicimos en el teorema 5.14, se demuestra que es un isomor- 

fismo topologico sobrÆ su imagen, y se ve que $ es suprayectiva def^ 

niendo $ ^(f) para f 6 C^^(E,L) como:

«-'<£) : i;  . C^^(E)

5.19. Corolario. Si L es Frechet, C .(E) 8 L es denso en C .(E) e L.     ü) k ti)k

Demostracion. Por la proposicion 5.15 y el teorema 5.18 résulta que

C , (E,L) es denso en C (E) e L . Por la proposicion 5.11, nos résulta WD (iik
que C , (E) 8 L es denso en C . (E) e L . Ahora bien ü)t> U)k
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(E) 8 L er C^j^(E) 8 L c C^^(E) £ L. Luego se obtiene el resultado. |

5.20. Corolario. C^^^(E) ver if ica la propiedad de aproximaciôn.

Demos trac ion. Por la propos icion 3.17 C^^(E) es complets ; ahora bien

por la proposicion 1.47 tenemos que un espacio localmente convexo com- 

pleto M verifies la propiedad de aproximaciôn si y solo si M 8 E es 

denso en M G E para todo E‘ Banach. El corolario 5.19 nos da que 

C^j^(E) verifies la propiedad de aproximaciôn. f

5.21. Corolario. C^(E) y C^y(E) ver if ican la propiedad de aproxima-

Demos t rac ion. C^^(E) es el completado de ambos, y por el corolario. an­

terior ver if ica la propiedad de aproximaciôn, luego por |27| Exp. 15, 

Teorema 7 se sigue que C^(E) y C^y 

ximaciôn. f
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CAPITULO 6

6 . Apëndice. Problemas ablertos.

Ya vimos en el segundo capitulo que cuando el espacio de Banach E 

es reflexivo, el espacio topologico asociado X tiene estructura local­

mente convexa, recîprocamente vimos que si E contenîa a C^, X no 

era localmente convexo; posteriormente el profesor Javier Gomez ha demos^ 

trado que si E no contiene a el espacio X es localmente conve­

xo si y solo si E es reflexivo. Este resultado deja ahierto el siguien, 

te problema:

1. iEs X localmente convexo si y solo si E es reflexivo?

La forma de abordar esto es estudiar si la topologia de X ,  es
t

localmente convexa. En caso de no serlo, tendrlamos que para cualquier

espacio F que contenga a (que claramente no puede ser reflexivo),

la topologia de X_ no serla localmente convexa, por ser X , subespa-
£

cio topologico de X^; con lo cual quedarla establecida la equivalencia.

Otra cuestion abierta es el problema de la complecion de C^y(E). 

En particular cuando E contiene a sabemos que X no es k-espacio,

pero no podemos afirmar que no sea k^-espacio este problema esta relacio^ 

nado con estudiar cuando X^, k-extension de X, definido como X dot^ 

do de la topologia mSs fina que coincide con la X sobre los compactes 

de X; es completamente regular.

Tingase en cuenta que si X no es un k-espacio, la topologia de
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X es estrictamente menos fina que la de X^, y que por otra parte el 

completado de C^y(E), C^^(E) se puede représentât como C(X^), pero

si Xjç no es completamente regular, en general C (X) y C(X^) no tiê  

nen porque ser d is t in tos. Es facil ver que el espacio X^ para si

es completamente regular, ya que la fune ion norma que esta en C(X^) 

sépara cerrados y puntos de X^, pero para demos t rar esto es esencial 

el lema de Schur.

El problema mas interesante desde nuestro punto de vis ta es el de 

caracterizar cuando es X realcompacto. En esta lînea un resultado ideal 

serîa:

2. X es realcompacto si y solo si E es debilmente realcompacto. 

El intento natural es demostrar el teorema de Corson |6 | para X, la 1^ 

nea que hemos abordado es intentât demostrarlo para las bolas, es decir 

encontrar un resultado del tipo: SI (B^, o(E,E ')|g ) es realcompacto

entonces B^ O  X q ^ ~ 1° cual nos ^iarîa el siguiente resultado: Si

X es realcompacto, entonces E es debilmente realcompacto. Este inteii 

to encuentra desde nuestro punto de vista dificultades difîciles de sal- 

var, ya que en el Teorema de Cor son es esencial un resultado de separa- 

ciôn de abiertos en un product o de espacios topolôgicos debido a Bocks- 

tein I2 I, que en general no es cierto para subespacios topolôgicos de 

dicho produc to (nosotros tend rlamos que aplicarlo a B ̂ en lugar de a 

E'*).

Otra lînea de trabajo, serîa demostrar directamente para casos coii 

cretos que X no es realcompacto. Los posibles candidatos serîan espa-
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cios que sabemos que no son debilmente realcompactos, en particular 

t /C^, o siendo Wj el primer ordinal no numerable. En la

demostracion de que t /C^ no es debilmente realcompacto |7 | es esen­

cial el resultado de Corson, por lo cual pensamos que es mas factible 

de abordar el caso de cfo,uij3 Gn cuya demostracion se utilize la si­

guiente caracterizacion de Hewitt |I 2 | : Un espacio topologico es rea^ 

compacto si y solo si toda medida de probabilidad numerablemente aditi- 

va sobre los conjuntos de Baire, que tome solo va lores 0 y 1 es x-re- 

gular; es decir para toda red de funciones continuas y acotadas

Ique decrece a cero, se tiene que el limite dp es cero.
'x

Por ultimo en la demostracion del teorema 3.6 se utiliza que tô  

do espacio separable que no contiene a verifies que todo subconj un

to acotado es secuencialmente denso en su clausura |24|. No se sabe si 

hay un resultado anâlogo prescindiendo de la condicion de separabilidad. 

Una posible forma de abordar esto, seria encontrar un espacio E no sê  

parable que no contenga a £^, y tal que C^y(E) no fuese completo, 

lo cual demostraria que las hipotesis de separabilidad no se puede eli-
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