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INTRODUCCION

El contenido de esta memoria es el estudio de ciertos tipos de es
pacios de funciones debilmente continuas que aparecen en la teoria de
aproximacidn, tanto de funciones continuas como diferemciables. En el
atio 1969 Restrepo |22l, congigue una versidn infinito dimensional de un
teorema de Berpstein, para una clase de funciones de Cl, definidas so-~
bre un espacio de Banach reflexivo E, con la propiedad, entre otras,
de que tanto las funciones como sus diferenciales son aplicaciones debil
mente-continuas sobre los acotados de E. Este resultado fue generaliza
do para espacios de Banach E, con 1la propiedad de aproximacidn acotada
y para funciones de clase ¢™ (m 8 N) por Aron y Prolla Il[ quienes
congideran clases de funciones con la propiedad de que tanto ellas como
sus diferenciales, en los distintos ordenes, son aplicaciones debilmen-
te uniformemente continuas sobre los acotados de E. Clases similares
de funciones son las adecuadas para obtener versiones infinito dimensio
nales del teorema, tipo Stone.-Weierstrass, de Nachbin |18|, como se po

ne de manifiesto en [ll.

Por otra parte Valdivia |31| como corolario importante de una se-
rie de resultados sobre compacidad débil en espacios casi-completos,
prueba que el espacio de las funciones reales debilmente continuas so-
bre un espacio de Banach, con la topologia compacto-abierta, siempre es
tonelado; en otras palabras: Si un espacio de Banach E no es reflexi-
vo, siempre existen funciones debilmente continuas sobre E que no es-

tan acotadas en la bola unidad. Resulta que dicho espacio de las funcio~



.

nes reales debilmente continuas sobre E nunca es completo, 8i dimen-
8idn de E es infinito, y que al estudiar el completado aparecen, en
numerosos casos, nuevamente el espacio de las funciones debilmente con
tinuas sobre los acotados.
El estudio sobre estos espacios se refiere principalmente a temas
L]

como la completitud, caracterizacidn de completados, su cardcter tonela

do y bornoldgico y propiedad de aproximacidn.

Es importante resaltar que aunque el estudio de estos espacios tie
ne un interé&s intrinseco, a nuestro juicio lo mds importante som las con

secuencias que de este estudio y de las t&cnicas empleadas ge derivan.

De forma precisa si E es un espacio de Banach real, Cmb(E) va
a representar el espacio de las funciones reales debilmente continuas
sobre los acotados de E. Para el estudio de este espacio hemos seguido
la técnica de representarlo como un espacio de funciones continuas sobre
un espacio topoldgico. Esto nos ha permitido aplicar los resultados de

Warner |32], Ptak |21]|, Nachbin }19| y Shirota |29].

En concreto hemos tenido que abordar el estudio topoldgico del es
pacio (E , wb), siendo wb 1la topologia ﬁés fina que coincide con
la débil sobre las bolas de E; tanto en lo que se refiere a propieda
des de aplicacidén inmediata en nuestro estudio, como en la linea de sis
tematizar los resultados referentes al caracter localmente convexo de di
cha topologia. Problema cldsico planteado en Day |8| y resuelto en par-

te por Wheeler [33].

Se obtienen resultados de interés en el estudio de la completitud
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de Cwb(E)’ en particular el resultado afirmativo para espacios de Ba-
. 1 sy s .

nach separables que no ceontienen a £, wutilizando para ello la recien

te caracterizacidn de Rosenthal |24| en esta linea. Esto nos permite dar

una representacidn manejable del completado de Cw(E)’ espacio de las

funciones debilmente continuas sgbre E.

En la linea de estudiar cuando es bornoldgico el espacio Cup {E)s
es de interés el teorema 4.7, que garantiza en particular que Cmb(lw)

es bornoldgico.

La introduccién del espacio cmbu(E) de las funciones debilmente
uniformemente continuas sobre los acotados de E nos permite dar dos ca

racterizaciones de los espacios de Banach reflexivos, segiin el comporta

miento de dichas funciones. En concreto, se demuestra que son equivalen

tes: a) E reflexivo
b) C (E) tonelado
whu
c) Cmbd(g) = Cmb(E)

Es decir siempre que un espacio de Banach no sea reflexivo, tene-
mos garantizada la existencia de funciones debilmente continuas sobre
los acotados, que no son debilmente uniformemente continuas sobre los
acotados. Este resultado ha sido utilizade por J.G. Llavona |14| para
definir una nueva clase de funciones diferenciables en las que se consi

gue un teorema de aproximacidn tipo Stone-Weierstrass.

Por (ltimo mediante la utilizacidén de la té&cnica del E-producto,
se demuestra que CMF(E) verifica la propiedad de aproximacidn, lo cual

tiene evidente interés en teoria de aproximacidn diferencial.



Pasamos a dar un pequefio resumen del contenido de los capitulos

de esta memoria:

En el primer capitulo se dan las definiciones y resultados que se
rén utilizados a lo largo de la memoria. Asfi, para el desarroilo de
nuestro trabajo, ha sido fundamental, a parte de té&cnicas usuales de ani
lisis funcional, un conocimiento éxhaustivo de temas como: topologias

"mixtas", espacios ‘realcompactos, teoremas de extensidn, etc.

En el capitulo dos se estudia la topologia wb demostrando que es
completamente regular, mediante la utilizacidn de una té&cnica que puede
ser generalizada para demostrar que bajo determinadas condiciones, el
limite inductivo de espacios completamente regulares es completamente re
gular. Asi mismo se dan condiciones necesarias y condiciones suficientes
para ver que dicha topologia sea localmente convexa. En caso afirmativo
se caracteriza cuando es completo el espacio (E,wb). Asi mismo se es-
tudian los compactos de'dicho espacio, y se obtiene un resultado de re-

gularidad en el comportamiento respecto a subespacios, de interé&s en los

capitulos tres y cuatro.

En el capitulo tercero se demuestra que el espacio Cb(E) solo es
completo cuando E tiene dimensidn finita, y se deduce de esto que en
.
todo espacio de dimensidn infinita existen funciones que son debilmente
continuas sobre los acotados, y sin embargo no son debilmente continuas
sobre todo el espacio. Se obtiene asi mismo la densidad de Cw(E) en
cmb(E) 1o cual nos permite calcular el completado de Cm(E) en algunos

casos. Se demuestra que para el caso de que E sea reflexivo o separa-

ble no conteniendo a Ll, se tiene que Cmb(E) es completo. Asi mismo



1 .
se demuestran que para E =1£ y en algunos casos en que E contiene a

£l, Cwb(E) no es completo. Se introduce ka(E) espacio de las fun-
ciones debilmente continuas sobre los subconjuntos debilmente compactos
de E, y se ve que es el completado de Cm(E)' En particular se obtie

1

ne que para E=f , el completado de Cm(ll) es C(ll) espacio de las

. . s ,l
funciones continuas en norma sobre £ .

En el capitulo cuarto se caracterizan el ser Cmb(E) bornoldgico
a traves de que Cm(E) lo sea, para el caso de que E es debilmente
normal. Se dan condiciones suficientes, que mejoran el resultado ante-
rior, para que Cub(E) sea bornolégico, y se demuestran que dicho espa
cio siempre es tonelado. Se introduce el espacio Cmﬁd(E) y se relacio
na con Cwb(E)’ demostrando que giempre es un subespacio denso de este
Gltimo, y que la igualdad se da cuando E es reflexivo, y s8lo en ese
caso. Se caracteriza asi mismo el ser E reflexivo por una serie de con

diciones equivalentes sobre (E): a) Ser completo

cwbu
b) Ser de Ptak
c) Ser Frechet

d) Ser tonelado

Por @ltimo en el capitulo cinco estudiamos los compactos y los de
bilmente compactos en Cwb(E). Se extienden resultados de los capitu-
los anteriores al caso vectorial, y se obtienen teoremas de representa-

cidén en términos de €-producto. En particular se demuestra:

th(E,L) c cmb(E) £ L e CmP(E) £ L = ka(E,L)

dandose igualdades en algunos casos no triviales. Estos resultados per- «



miten demostrar que ka(E) verifican la propiedad de aproximacidn, y

por tanto Cw(E), Cmb(E)’ y (E) también la verifican.

C&)bu



CAPITULO 1

1. Resultados preliminares. Definiciones y notaciones.

A lo largo de este trabajo, la letra X denotard un espacio topo
16gico Hausdorff. Vamos a introducir en primer lugar dos conceptos to-

poldgicos intimamente relacionados con el andlisis funcional.

1.1, Definicidn: Diremos que X, completamente regular es un k-espa-

cio si todo subconjunto C de X que verifique que su interseccidn
con cada compacto K de X es cerrada; tiene que ser necesariamente

cerrado.

1.2. Definicidn: Diremos que un espacio completamente regular X es

un kR-espacio cuando verifique la siguiente propiedad: Toda funcidn
f definida sobre X y que tome valores reales, que sea continua al
restringirla a los subconjuntos compactos de X; tiene que ser necesa

riamente continua sobre todo X.

Claramente todo k-espacio es un kn—espacio, pero el reciproco

‘no es cierto como se demuestran en |4] pdg. 65-70.

No obstante si denotamos por Xk (k-extensidén de X) al espacio
topoldgico obtenido afinando la topologia de X <con todos aquellos con
juntos que al intersecarlos con los compactos de X sean abiertos en
la topologia relativa; es decir tomando la topologia mas fina sobre X
que nos da los mismos compactos que la topologia original. Obtenemos el .

siguiente resultado:



1.3. Proposicidn: Un kR-espacio X es k-espacio si y sdlo si Kk es

completamente regular.

Demostracidn: Ver |4| pdg. 70. #

Es facil ver que un subespacio cerrado de un k-espacio es también
k-espacio; sin még que notar que un conjunto que intersecado con todos
los compactos del subespacio es cerrado, verifica esta propiedad también
para todos los compactos del espacio, luego es cerrado en el espacio y

por tanto también en el subespacio.

Desgraciadamente no disponemos de un resultado semejante para
kR-espacios, y la solucidn general de este problema parece dificil ya
que nos encontrariamos ante la necesidad de extender funciones que son

.

continuas sobre los compactos de una parte del espacio, a funciones con

tinuas sobre todos los compactos del espacio.

El otro concepto topoldgico de interé@s en nuestro trabajo es el de
espacio realcompacto. Antes de definirlo vamos a enunciar unos conceptos

previos.

1.4, Definicidén. Dado X Z(X) denotard la familia de subconjuntos de

X que pueden expresarse de la forma f~1(0), siendo f una funcidn a

valores reales, continua sobre X.

A los elementos de Z(X) 1los llamaremos conjuntos cero.



1.5. Definicidén. Dado X una subfamilia no vacia ST de Z(X) se dice

que es un z-filtro sobre X cuando verifica:

i) e ¢ ¥
ii) si z, y z, estédn en ¥ , entonces Z, n z, 6 ¥

iii) si z 6%, z' 6 2(X) y Z e z', entonces Z' E¥.

1.6. Definicidn. Un z-ultrafiltro es un z-filtro maximal.

1.7. Definicién. Diremos que X completamente regular es realcompacto

cuando verifique que todo z-ultrafiltro con la propiedad de intersec-

cidén numerable, tiene interseccidn no vacia.

1.8. Proposicidn. Todo espacio T3a y de Lindeloff es realcompacto.

Demostracidn. Ver |[11] pdg. 115. #

1.9. Proposicidn. Todo subespacio cerrado de un espacio realcompacto es

realcompacto.

Demostracidn. Ver |11]| pag. 119. #

1.10. Proposicifn. Si Y es un espacio topoldgico que verifica que to

do subespacio suyo es realcompacto, y f : X —>+ Y es continua e in-

yectiva, entonces X es realcompacto.
Demostracidn. Ver |11]| pdg. 122. #

En todo lo que sigue, siempre que no haya indicacidn contraria, E
"

denotard. un espacio de Banach real.



Bg denotar3d la bola cerrada de centro cero y radio n en E.
Bﬁ = {x 6 E / ”x|[5 n}. Cuando no haya confusidén escribiremos simple-

mente Bn-

1.11, Definicidn. Diremos que E estid debilmente compactamente genera-

do (W C G) cuando exista un subconjunto de E total que sea debilmen

'

te compacto.

Es facil ver que todos los espacios de Banach reflexivos o separa
bles son W CG. En el primer caso basta considerar la bola unidad que
es debilmente compacta y evidentemente es total; en el segundo caso con

sideramos una sucesidn {xn}nGN densa en la bola unidad, y considera-

1
{; xn}nGN

unidn el {o0o}; este conjunto es total y es debilmente compacto.

mos el subconjunto total de E formado por la sucesidn

También C_(I') para cualquier T es W CG, ya que {eY /y 6 T}
siendo e el elemento que tiene todas sus coordenadas cero, menos la

o

Y, Que vale 1; es debilmeate relativamente compacto.

Los espacios de funciones continuas sobre un compacto estan perfec

tamente caracterizados en ‘lo que se refiere a ser WCG.

1.12. Definicidén. Sea K un compacto Hausdorff, diremos que. K es un

compacto de Eberlein cuando sea homeomorfo a un subconjunto debilmente

compacto de un espacio de Banach.

1.13. Teorema. El espacio de Banach C(K) es WCG si y sdlo si K _es

un compacto de Eberlein.



Demostracidn. Ver |9| pdg. 152. ¢
Como ha demostrado Rosgenthal 1231, en general ser W CG no se
conserva para subespacios cerrados.

Con la letra L denotaremos un espacio localmente convexo y

Hausdorff.

1.14. Definicidn. L se dice tonelado cuando todo tonmel (subconjunto de
L. absolutamente convexo, absorbente y cerrado) es un entorno de cero

en L.

1.15. Definicidn. L. se dice bornoldgico si todo subconjunto absoluta~

mente convexo que absorbe a los acotados de L, es un entorno de cero

en L.

1.16. Definicidn. L se dice de Ptak (B-completo) si un subespacio

MclL' es o(L',L)-cerrado cuando MNA es g(L',L)-cerrado en A. Pa

ra todo Ac L' equicontinue.

1.17. Teorema. (Eberleiu-Smulian)

Si L es casi-completo para la topologia de Mackey, entonces
K<L es debilmente relativamente numerable compacto si y sélo si es debilmente re

lativamente secuencialmente compacto.

Demostracién. Ver |13| pdag. 313-315. ¢

1.18. Definicidn. L se dice que verifica la propiedad de aproximacidn

cuando la identidad i : L —= L se aproxima uniformemente sobre los

compactos por operadores de rango finito.



1.19. Proposicidn. Todo espacio de Banach E dotado de la topologia dé&

bil O(E,E') verifica la propiedad de aproximacidn.

Demostracidn. En nuestro caso veremos que para todo entorno débil de ce

ro em E, V, existe u: E—> E lineal de rango finito tal que
u(x) -x 6 V para todo x 6 E. Dado V, vendrd dado por xi,“.,x; € E'

linealmente independiente; consideramos LSRRI 6 E tales que x;(yj) = Gij
n
i,j=1,...,n, definimos u = | x'i ® Y;. Ahora bien:
i=1
[x, (ux)=x) | = fx;( f ;¢ b= Ixp( ') ] <1
xy (ul(x)-x = ix, L L x)yi - x) Xy x) - Xy x)
para todo k=l,...,n. Luego tu(x) - x 6 V. #

Procederemos a definir ahora los polinomios sobre espacios de Ba-

nach,

Si E y F son dos espacios de Banach reales, denotaremos por
P(nE,F) al espacio de los polinomios n-homogéneos continuos de E a F.

Estos polinomios son de la forma A.An con A 6 L(nE,F) y

n

An t E— Ex..... x E el operador diagonal.
$i dotamos a P(nE,F) de la norma:
hell = sue (PG| / NIx]] < 1)

obtenemos que P(nE,F) eg un espacio de Banach.

Por Pf(nE,F) denotaremos el Bubespacio de P(nE,F) generado por
las funciones ¢" @ y con ® 6 E' € y 6 F definidas por

o™ @ y(x) = (3 (xN"y.
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P(E,F) denotara

[ -]

PCE,F)  y  PL(E,F) = & P.("E,F).
n=

n=o o
Los conceptos Pf(nE,F) y P%(E,F) se definen andlogamente para

espacios localmente convexos.

1.20. Definicidn. wau(mE,F) denotari el subespacio de P(™E,F) forma
do por aquellos polinomios que son debilmente uniformemente continuos

sobre los acotados de E.

1.21. Proposicidn. Pmbu(mE’F) dotado de la norma inducida por P("E,F)

es completo.
Demostracién. Ver |1| pdg. 6. proposicién 2.4.2. #

1.22. Proposicidn. Pf(nE,F) es el espacio de los polinomios debilmente

continuos de E en F, n-homogéneos.

Demostracién. Ver |1] pag. 6-7. #

En todo lo anterior, para el caso F =R, 8e omite la letra R,

quedando: P(E), Pf(E), wau(mE), etc....

S§i L es un espacio localmente convexo Hausdorff, C(X,L) denota
ra el espacio vectorial de todas las funciomnes f : X —+ L continuas.

Cuando L =R escribiremos simplemente C(X).

.

A Cc(X,L) le dotamos de estructura localmente convexa mediante

la topologia "compacto-abierta" definida por la familia de seminormas:

P (£) = sup V(f(x))
kyv x6 K



con K variando en los compactos de X, y Vv en la familia de seminor

mas continuas de L.

En el caso L =R quedard reducido a

P (f) = sup |£(x) |
x6 K

1.23. Definicidn. Un subespacio vectorial We C(X,L) se dice que es un
dlgebra polinomial cuando verifica que para cada entero n > 1, dados

g6W y peE€ Pf(nL,L), se tiene que pog 6 W.

1.24. Teorema (Stone-Weierstrass). Sea W < C(X,L) un 4&lgebra polino
mial. Entonces W es densa si y sdlo si se verifican:
a) Para cada x,y 6 X x # y, existe f 6 W tal que f(x) ¥#£f(y).

b) Para cada x 6 X existe f 6 W tal que £(x) # 0.

Demostracidn. Ver |20]| pig. 69. #

En nuestro trabajo, tendridn interés una serie de teoremas clégi-
cos, que relacionan propiedades de andlisis funcional del espacio C(X)
dotado de la topologia compacto-abierta, con propiedades topolégicas de

X.

1.25. Teorema. Sea X wun espacio topoldgico completamente regular y
Hausdorff, entonces el espacio C(X) es completo si y sdlo si X es

un kR-espacio.

Demostracifn. Ver |32f. ¢



1.26. Teorema. Sea X un espacio completamente regular y Hausdorff, si

C(X) es un espacio de Ptak, entonces X eg un k-espacio.

Demostracién. Ver |21]. #

El reciproco no es cierto como se demuestra en lbl pig. 123.

Enunciamos ahora los teoremas de Nachbin-Shirota, pero antes intrgo

ducimos el siguiente concepto:

1.27. Definicidn. Un subconjunto C <« X espacio topoldgico, se dice re

lativamente pseudocompacto cuando toda funcifén continua sobre X a va-

lores reales, esti acotada sobre C.

Este concepto es mis d&bil que el de pseudocompacidad; y para es-
pacios normales, en el caso de conjuntos cerrados coinciden ambos con-

ceptos.

Pasemos a enunciar los teoremas:

1.28. Teorema. En las hipdtesis de 1.25, el espacio C(X) es tonelado
si y 88lo si X verifica que todo subconjunto C<€X cerrado y relati-

vamente pseudocompacto es compacto.

1.29. Teorema. En las hipdtesis de 1.25, el espacio C(X) es bornoldgi-

co 8i y s6lo si X es realcompacto.

La demostracidn de ambos teoremas fue obtenida independientemente

por Nachbin [19] y Shirota |29].

Daremos ahora algunos resultados para el caso vectorial.
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1.30. Proposicidn. Si X es completamente regular y L un espacio lo-

calmente convexo Hausdorff, se tiene: C(X,L) es completo si y sdlo si

C(X) y L son completos.

Demostracién. Como C(X) y L son subespacios cerrados de C(X,L), 1la
completitud de los primeros se sigue de la de este. El reciproco se ob-
tiene teniendo en cuenta que s8i X es un kR—espacio, X tambi&n es un

kL—espacio (es decir toda funcidén de X en L continua sobre los com-
pactos, es continua); y procediendo como en el caso escalar se obtiene

que C(X,L) es completo. #

1.31. Proposicidn. En las hipdtesis de la proposicidn anterior, si

C(X,L) es tonelado, entonces C(X) y L son tonelados.

Demostracidén. Ver |25[. #

1,32. Proposicidn. Si C(X) es tonelado y L es Frechet, entonces

C(X,L) es tonelado.
' Demostracidn. Ver |16}. #

Sobre el problema de cuando es borneoldgico el espacio C(X,L),

tenemos lo siguiente:

1.33. Proposicidn. Si’ X es realcompacto y L metrizable, entonces

C(X,L) es bornoldgico.

Demostracién. Ver |26]. #
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El estudio del dual de C(X) dotado de la topologia compacto-
abierta tiene gran interés, sobre todo en la linea de obtener informa-
cidn sobre los conjuntos debilmente compactos de C(X). En esta linea

tenemos el siguiente resultado:

1.34. Teorema. Si X es completamente regular, entonces el dual de
C(X), C(X)' es algebraicamente isomorfo el espacio de las funciones
de conjunto a valores reales, regulares, numerablemente aditivas defini

das sobre los subconjuntos de Borel de X, y con soporte compacto.

Demostracién. Ver |4| pig. 88 Teorema 2.4.1.

Por iltimo veremos cuando verifica la propiedad de aproximacién

el espacio C(X).

1.35. Proposicidn. Si X es un AER~espacio, entonces C(X) verifica la

propiedad de aproximacién.

Demostracidun. Ver |20| pdg. 146 Corolario 8.8. #

Vamos a introducir los conceptos y algunos resultados de la técni

ca de topologias "mixtas".

1.36. Definicifn. Si E es un espacio vectorial, una bornologia sobre

E es una familia B de subconjuntos absolutamente convexos de E que

no contengan subespacios no triviales, y que verifique: .
a) E = l} B
B6B
b) Si B 6 B vy A > 0 entonces XB 6 B "
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e) si B,C € B existe D 6 B tal que BU Cc €p
d) si B6B y CcecB, siendo C absolutamente convexo, enton-

ces C 6 B

1.37. DefiniciSn. Una base de B es una subfamilia B; de B que veri

fique que cada B 6 B es un subconjunto de un elemento Bl de Bl‘

1.38. Definicidn. Una bornologia B se dice de tipo numerable si tiene

una base numerable.

Sea ahora (L,t) wun espacio localmente convexo, B una bornolo-

gia de tipo numerable sobre L que verifique:

a) todo elemento B 6 B eg Tt-~acotado R

b) B tiene una base de t-cerrados.

1.39. Definicidn. Definimos la topologia "mixta" Yy = v|B,1]| sobre 1L

como la topologia localmente convexa mds fina definida sobre L que

coincide con T sobre los subconjuntos que pertenecen a B.

1.40. Proposicidn. La topologia y es la topologia vectorial mds fina

que coincide con t sobre los subconjuntos de L que estan en B,

Demostracién. Ver |6} pig. 7. Proposicidn 1.5. #

1.41. Proposicidén. Uma sucesidn {xn}nGN en L converge a x para la

topologia y si y s8dlo si {xn}nGN T-converge a x, Yy existe B ¢B

tal que X 6 B para todo n € N.

Demostracidn. Ver |6| pdg. 9, Proposicién 1.10, #
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1.42. Proposicidn. (L,Y) es completo si y s6lo si B tiene una base

de conjuntos T-completos.

Demostracidn. Ver |6]| pag. 11 Proposiciédn 1.14. §

La siguiente proposicidn nos da condiciones para que Y sea la

topologia mds fina (localmente convexa o no) que coincide con T sobre

los elementos de B.
1.43. Proposicidén. Si B tiene una base de T-compactos, entonces
v|B,t| es la topologia mds fina que coincide con T sobre los conjun-

tos de B.
Demostracién. Por |6]| pdg. 38 Proposicién 4.1 y Corolario 4.2. ¢

Introduciremos por Gltimo el concepto de €-producto, y algiin re-

sultado de interés.

1.44. Definicifn. Si L es un espacio localmente convexo Hausdorff, de

L
notaremcs Ppor Lc al dual dotado de la topologia de la convergencia uni

forme sobre los conjuntos absolutamente convexos y compactos de L.

1.45. Definicifn. Siendo L y M dos espacios localmente convexos Haus-

dorff, definimos el e¢-producto de L y M; L € M como el espacio
LE(L;,M) de las aplicaciones lineales y continuas de Lé en M dotado
de 1la topologia de la convergencia uniforme sobre las partes equiconti-

nuas de L',
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1.46, Proposicidn. Sean L wumn espacio localmente convexo, L verifi

ca la propiedad de aproximacidn si y sdlo si

L € M para todo espacio localmente convexo

Demostracién. Ver |28| Proposicién 11.¢

LeM

M.

es denso en

1.47. Proposicidn. Sea L un espacio localmente convexo completo, L

verifica la propiedad de aproximacidn si y sdlo si

L € E para todo espacio de Banach E.

Demostracidn. Ver |20| pag. 144. Teorema 8.7.#

L 8 E es denso en
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CAPITULO 2

2. Estudio de la topologia wb de E.

En este capitulo procederemos a estudiar la topologia wb; se
demuestra que dicha topologia es completamente regular, y se estudia
en que casos es localmente convexa, analizando el comportamiento de
wb para subespacios; se caracterizan las sucesiones convergentes, y

los compactos de dicha topologia.

Dado E espacio de Banach y Bn 1la bola cerrada de radio n,
dotamos a dichas bolas de la topologia débil o(E,E') restringida.
La topologia wb sobre E sera la topologia mids fina que coincide
con la débil sobre las bolas Bn. En lenguaje topoldgico (E,wb) se
rdi el limite inductivo de los espacios topoldgicos (Bn,o(E,E')/Bn).

Denotaremos al espacio (E,wb) por X (X simplemente, cuando no

E’
haya confusidn).

De las propiedades del limite inductivo se sigue que un subcon-
junto de X es abierto (respectivamente cerrado) si y sdlo si su inter
seccidn con cada bola cerrada es abierto para la topologia débil res-

tringida (respectivamente debilmente cerrado).

X coincide conjuntistamente con E, sin embargo la topologia
de X es en general mds fina que la d&bil, ya que todo subconjunto de
bilmente cerrado de E es debilmente cerrado al intersecarlo con cada

bola, y por tanto es cerrado en X.

Veamos un ejemplo sencillo, que se utilizarid mds adelante, de
que la topologia de X es estrictamente mids fina que la topologia d@

bil.
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2.1. Ejemplo. Consideremos E =C, espacio de las sucesiones reales que
tienden a cero, dotado de la norma del supremo. e serd la sucesidn
que tiene todas sus coordenadas cero excepto la k-&sima que vale 1.

Definimos xk = % 1 8. +
n jer ® 3 neg4y”

Este es un elemento de ‘90 ya que a partir de k+1 todas las

coordenadas valen cero.

9 k
Denotemos A= U {x"}
n
ny k=1
Demostraremos que A es cerrado em X, pero no es debilmente ce

rrado en co.

Para ver lo primero, hay que demostrar que su interseccidn con ca

da bola Bn es debilmente cerrada.

n
o LI
Dado m_, Ans, = U U {XE} ya que "x:ll =n
o n=1 k=1

para n y k cualesquiera.

w-
Ahora bien, si fijamos n el conjunto \J [XE}
- k=1

a0
cerrado en Co, ya que si calculamos su adherencia en { con la topo

es debilmente

o0
logia estrella dé&bil, u((w,Ll), esta es ( U {X:}) v {Xn) siendo
k=1

© 1
xn el elemento de ¢ que tiene todas sus coordenadas con valor T
Por tanto la adherencia débil en Co de nuestro conjunto, que serd la

adherencia estrella débil en Lm interseccidn con C,, vuelve a ser
L=
k .
V) (Xn} que por tanto es debilmente cerrado.
k=1

Luego AN B, sérd unidn finita de conjuntos débilmente cerrados,
o
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con lo cual resulta que es debilmente cerrado. Es decir A es un conjun

to cerrado en X.

Por otra parte la clausura débil de A es la clausura estrella dé

=]
bil en £ interseccidn con C_. Ahora bien la clausura esttrella débil

de A en £ es Ay {xn}nGN U {o}; ya que el vector o es limite
para la topologfia estrella débil de £ de los vectores {xn}nGN’

go la adherencia débil de A es A U {o}. Luego A no es debilmente

lue

cerrado. #

En el siguiente capitulo demostraremos que la igualdad entre ambos

espacios se da s86lo en el caso de que la dimensidn de E sea finita.

Toda topologia localmente convexa es completamente regular, luego
el espacio de Banach E dotado de la topologia débil lo es; y por tanto
tambi&n lo son las bolas cerradas con la topologia restringida. Sin em-
bargo el limite inductivo de espacios completamente regulares, en gene-
ral no es completamente regular. Morita ha demostrado |l7| que bajo de
terminadas condiciones (que incluyen nuestro caso) el limite inductivo
de espacios normales es normal. En nuestro caso Bn con la topologia dé&
bilvrestringida no tiene porque ser normal, pero el hecho de estar con-
tenidas en las bolas del bidual con la topologia estrella débil restrin
gida, las cuales constituyen una cadena de compactos; nos permite demos

trar que X es siempre completamente regular.

2,2. Lema. Dado E, X es completamente regular y Hausdorff.

Demostracidn. Es Hausdorff trivialmente. Veamos que es completamente re,

gular. Sea C&€ X cerrado x # C, podemos considerar que x 6 B; sin
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perder generalidad.

Para cada n 6 N, denotamos €, = Chn By, E; serd la adherencia
de C, en la bola cerrada de radio n del bidual: B: dotada de 1la
topologia estrella débil Oo(E",E') restringida. Vamos a comstruir por
induccidn una familia de funciones continuas sobre B; para cada n.

Como B; es completamente regular, existe ?l : B; — |0,1]

continua de tal forma que

£,(T) = {o} y £ () = (1)
3 . . % ' r—4
Dada f, definimos £, : B Ve, — jo,1]
% — . "
£,(y) = £,(y) si y 6 B,
fz(y) 0 si y 6 ¢C,
?; estid bien definido porque Ezn B; = El’ y sobre El la funcibn ?l
vale cero.
Por otra parte tanto BI como EZ son-cerrados en B:\J EZ lue-~
p—"3 —_—
go f2 que es continua sobre BI y sobre C2’ resulta continua sobre
la unidn.
— e —%
Tenemos pues B'I'U C, cerrado en B; que es normal, luego fz
se puede extender a ?2 3 B; —_— |0,1|.
Repetimos el proceso, y construimos una familia {?n} de funcio-
— " — —_—
nes, fn : Bn —_— IO,%[ continuas, ﬁal que fn 5" = fn-l’ y que
n-1

valen f _(C ) = {0} para cada nu.
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Consideramos f _ = En

n Son continuas y se tieme que £ (C.) = {0}

B *
n
y fnﬂx) = 1 wpara cada an. Definimos f : X — |0,1| por

£(z) = fn(z) siendo 2z € Bn.

f esta bien definida por coincidir las restricciones, f(x) =1
£(c) = {0}, y es continua, ya que una funcidn definida en X es conti

nua, s8i las restricciones a Bn son continuas, pero f B coincide
n

con fn que es continua. f

Surge el problema de si la topologia de X wb, es localmente

convexa, o cuando menos vectorial; en esta linea un primer resultado es:

2.3. Proposicidn. Si E es reflexivo, entonces X es un espacio local

mente convexo.

Demostracidn. Seglin la proposicidén 1.43 bastard demostrar que la borno-
logia de los acotados tiene una base debilmente compactos; ya que la to
pologia de X es la mds fina que coincide con la débil sobre los acota
dos (por definicidén de limite inductivo). Luego en este caso la topolo-
gia de X seréd Yl" " , 0(E,E')| que es localmente convexa. Pero si
el espacio E &es reflexivo, las bolas cerradas son subconjuntos debil-

mente compactos, con lo cual queda demostrada la proposicidn. #

Sin embargo esto no es cierto en general, y el siguiente ejemplo
utilizando 2.1 nos servird para ver que en el caso de E =Co, la topolo

gia de X no es localmente convexa.
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2.4. Ejemplo. Para E =C° la topologia de X wb, no es localmente

convexa:

Con la notacién de topologias mixtas, Y* sgeri Yyl s w%]

siendo w* 1la topologia estrella débil G(lw,ll) sobre £7. Por Y,

denotaremos Yy* c Y, es estrictamente menos fina que la topologia
o
2 . w *
wb, ya que la inclusidn i: X —— (L ,y) es continua, y por otra

parte el conjunto A del ejemplo 2.1, ya vimos que era cerrado en X,
y sin embargo no lo podemos poner como un Y*-cerrado de Qw restrin-

gido a C ya que la Yy*-adherencia de A en @w contiene al o.

o’

Nos bastard demostrar pues que Yo =Y siendo
1
y=vl0 1, U(Co.l )|. Como Y* es localmente convexa, también lo se

ra Yo’ y ademis todo Y*-cerrado de Lw restringido a los acotados

de Co es debilmente cerrado en co (por l1la definicidn de Y*). Lue-

< Y.
go Y, XY
Por otra parte Yo es la topologia de la convergencia uniforme

1

sobre los compactos de £ (|6| pp. 20-21); 1luego bastard probar que

todo Y-equicontinuo cerrado de Ll es compacto.

Sea pues S C £1 Y-equicontinuo. Sea B una bola en Co; como

S° es un Y-entorno de 0 en C, (la polar formada en la dualidad

(Co,ll)), tenemos que existe DC'l1 finito tal que S°2 (2B)N D°;
ya que S° interseccidn con cualquier bola contiene un entormo débil
de Co (la polar de un finito de Zl) interseccidn dicha bola. Operan

do tenemos:

§°°c ((2B) N D°)° = % B® + D°°
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Pero D°° es precompacto en Ll (compacto tambié&n), por ser la bipolar
de un conjunto finito, luego existe ch Ll finito tal que

D°°ec D, + 1/2 B®°.

1

Llegamos pues a que S € S§°°C D, + B°, 1luego S es precompacto
en ﬂl y por tanto compacto. #

Este ejemplo es debido a Wheeler [33].

El siguiente resultado nos garantiza que es equivalente que la to

pologia wb sea localmente convexa, a que sea vectorial.

2.5. Proposicidn. Si la topologia de X es vectorial, entonces es lo-

calmente convexa.

Demostracidn. Por la proposicidm 1.40, la topologia mixta
vl I, oC(ELE')| es la topologia vectorial mis fina que coincide con
o(E,E') sobre los acotados de E. Luego si la topologia de X es vec

torial, tiene que ser necesariamente localmente convexa.#

En general sobre la topologia de X podemos afirmar algo mias ge-

neral que ser vectorial.

2.6. Definicidén. Una topologia sobre un espacio vectorial se dice semi-

lineal si las operaciones suma y multiplicacidén son separadamente conti

nuas.

Collins |5| demuestra el siguiente resultado:

2.7. Proposicidén. La topologia de X, wb es semilineal,.
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Ya vimos antes que si el espacio E es reflexivo, la topologia
de X es localmente convexa; las siguientes proposiciones nos dan in-

formacidén sobre la completitud de X.

2.8. Proposicidn. Si E es reflexivo, entonces el espacio localmente

convexo X es completo.

Demostracidén. Si E es reflexivo, las bolas cerradas son debilmente
compactos, luego la bornologia de los acotados tiene una base de conjun
tos debilmente compactos y por tanto completés para la topologia dé&bil.
Por la proposicién 1.42, se tf{ene que E dotado de la topologia

yIll §, o(E,E')| es completo, pero por la proposicidm 2.3, este espa-

cio es precisamente X. §

La proposicifén sipuiente es una especie de reciproco de 2.8.

2.9. Proposicién. Dado E, s8i X es un espacio localmente convexo y

completo, entonces E es reflexivo.

Demostracidn. Si la topologia de X es localmente convexa, coincide
con y[J| I , o(E,E')|, y si E es completo para esta topologia, por
la proposicidn 1.42, se tiene que la bornologia de los acotados en E
tiene una base de debilmente compactos, es decir én particular las bo-
las cerradas son debilmente co;pletas y por tanto el espacio E es re

flexivo. #

La siguiente proposicidn nos asegura una regularidad en nuestro

espacio, en lo referente al paso a subespacios.
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2.10. Proposicidn. Sea E un espacio de Banach, F un subespacio vec
torial cerrado de E, entonces XF es un subespacio topoldgico cerra
do de XE.

Demostracidn. Consideremos el siguiente diagrama:

E E

Bl 52 feeeerseranee. —F XE

i [12 i

F F

Bl 32 caersresnensas T XF
i es continua, porque si denotamos por j: H B: —_— XF la inclu-
8idn natural en un limite inductivo, y anilogamente jﬁ : BE — X,
tenemos que: ioe jz = j: ° i“ para cada n 6 N. Pero la segunda

parte de la igualdad es continua por ser composicidn de dos funciones
o P .
continuas. Luego i °Jn es continua para cada n 6 N, y esto nos ase

gura que i es continua.

Por otra parte i es cerrada, ya que si CN X es cerrado, te

F
nemos que cnN B: es debilmente cerrado en F para cada n 6 N. Lue

go CON B: =CcN B: es debilmente cerrado en E para todo n 6 N, y

por tanto C es cerrado en X Esto basta para asegurarnos que XF

E*

es subespacio topoldgico de XE cerrado. #

2.11. Corolarjio. Si E <contiene un subespacio vectorial isomorfo a C

0’
entonces la topologia de XE no es localmente convexa.
Demostracidén. Por la proposicidn 2.10, X es un subespacio topoldgi-
o

“
co de Xp» si este fuese localmente convexo, también lo seria Xe »
o
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en contradiccidn con el ejemplo 2.1. ¢

Vamos a dar dos proposiciones que nos caracterizan el comporta-

miento de las.ducesiones, y los compactos en X.

2.12, Proposicidn. Una sucesidn (Xn)nGN‘: X es convergente si y 8dlo

8si es debilmente convergente en E.

Demostracidn. La convergencia en X implica la convergencia débil por

ser la topologia débil menos fina. Reciprocamente si converge

(xn)nGN

debilmente, est3d acotada y pof tanto converge para la topologia de X. #

Este resultado no es cierto para redes como se deduce del ejemplo

2.13. Proposicidn. Un subconjunto KC X es compacto si y 86lo si es

debilmente compacto.

Demostracidn. Como la aplicacidn i: X —— (E,0(E,E')) identidad,
es continua, todo compacto para la topologia de X es debilmente com-

pacto.

Reciprocamente si K es debilmente compacto, estd acotado; luego

existe n €6 N tal que K ¢ Bn’ y K es compacto en (Bn,O(E.E') B ): .
n.

como la inclusidn de Bn a X es continua, se tienme que K es compac

to en X. #
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CAPITULO 3

3. Completitud de los espacios de funciones debilmente continuos.

Consecuencias.

En este capitulo introducimos el espacio Cwb(E) de las funcio-
nes debilmente continuas sobre los acotados de E, 1lo relacionamos con
el espacio Cm(E) de las funciones debilmente continuas sobre E. Do-
tamos a cmb(E) de la topologia compacto-abierta, y lo representamos
como un espacio de funciones continuas C(X) sobre un espacio topoldgi
co. Damos condiciones necesarias y condiciones suficientes para que
cwb(E) sea completo, y nos planteamos el problema de cuando es un espa
cio de Ptak, y cuando es Frechet. Por Gltimo estudiamos el completado

de Cwb(E)'

E serd de nuevo un espacio de Banach real, y consideraremos que

estd dotado de la topologia débil o(E,E').

Por Cw(E) denotaremos el espacio C(E,g(E,E')) dotado de la to

pologia compacto abierta.

Vamos a estudiar en primer lugar cuando es completo Cm(E).

3.1. Proposicién. Cw(E) es completo si y 86lo si E es de dimensidn

finita.

Demostracidn. Si E es de dimensidn finita, su topologia d&bil coinci

de con la de la norma; ahora bien todo espacio métrico es un kR—espaCQQ
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y por tanto C, (E) es completo. Reciprocamente si dimensidn de E ees
infinita, existe una sucesidn {¢n}nGN de formas lineales y continuas
sobre E, de norma 1 y de tal forma que la dimensidn del espacio -engen

drado por ellas sea infinita,.

o0
Definimos el polinomio Q = Z 2 " ¢: sobre E, que verifica:

a) No es debilmente continuo, ya que es un polinomio 2-homogéneo;
y segiin vimos en la proposicidn 1.22 el espacio de los polinomios rea-
les sobre E 2-homogéneos es precisamente Pf(ZE), mientras que Q
claramente no es de tipo finito por ser la dimensidn del espacio engen
infinita.

drado por {¢n}nGN

Luego Q no pertenece a Cw(E).

m -
b) Sin embargo los polinomios Qm = Z 27" ¢i si son de tipo
n=1 ,
finito, y por tanto para cada m 6 N Q 6 Cw(E). Ahora bien Q
converge en la norma de P(ZB) a Q, ya que: “Q—lel =
= 1 27" ¢n1| = sup (| } 27" ¢, (x) |} < ) 2™ (por ser
n=m ) "x]]il n=m n=m
"¢n|'= 1 para todo n 6 N) que tiende a cero cuando m tiende a in
finito.

Luego Qm tiende uniformemente a Q sobre los debilmente compac
tos de E, y por tanto se tiene que *Q estd en el completado de

Cw(E). Es decir queda visto que C (E) no es completo. {
w

3.2. Definicidén. Denotaremos por Cwb(E) al espacio de las funciones a

valores reales, definidas sobre E que son continuas para la topologia
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débil sobre los subconjuntos acotados de E.

3.3. Coroclario. Cm(E) = Cmb(E) 8i y 86lo si dimension de E es fini

ta.

Demostracidn. Que ser finita la dimensidn es suficiente, es trivial.

Reciprocamente: Vimos en la proposicidn 1.21 que wau(zE) es
L4
completo, y claramente contiene a Pf(ZE). luego el completado de es
te espacio estid contenido en Pmbu(zE); por tanto segiin vimos en la

proposicidén 3.1 Q8P (ZE) que por la definicién 1.20,

wbu

estd contenido en Cwb(E), 1luego Q 6 Cwb(E)‘\ Cm(E)' #

Restrepo en |22| presenta un ejemplo que es un caso particular

del anterior, para el caso de que E sea un espacio de Hilbert, defi-

Lt 2
niendo f : E —* R por f(x) = X l%%%%T para cada x 6 E, y
n=1 :

demostrando que f estd en Cwb(E)’ pero no es debilmente continua en

el origen.

Hemos visto pues que th(E) o | Cw(E) conjuntistamente y que son
distintos siempre que la dimensidén de E sea infinita. Vamos a dotar a
cwb(E) de topologia, de forma que Cw(E) sea un subespacio vectorial

topoldgico.

De forma anidloga a como hicimos en el capitulo 1, sobre th(E)
se puede definir la topologia compacto=abierta, es decir la de la con-
vergencia uniforme sobre los subconjuntos debilmente compactos de E.

Hemos dotado asi a Cwb(E) de una estructura localmente convexa, de
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forma que Cw(E) es un subespacio vectorial topolégico.

3.4. Proposicidn. E1 espacio Cm(E) es denso en Cwb(E)'

Demostracidn. Sea f wun elemento de Cmb(E)' Consideramos un entorno

de cero en Cmb(E):

Te,e = {g 6 (E) : Je(x)l < € ¥x € K)

Con K debilmente compacto en E, vy e >0.

La restriccidén de f a K: fIK es una funcidn debilmente con
tinua, y por tanto debilmente uniformemente continua, luego existiri

W entorno dé&bil de cero de tal forma que:

Si x 6 E, y 6K y x-y € W, entonces |E(x) - £(y)| < €.
Ahora bien, como vimos en 1.19, todo espacio de Banach con la topolo
gia débil, verifica la propiedad de aproximacidén, luego dados W y K,
existe u 6 E @ E' de tal forma que siempre que x 6 K se tiene que

x~u(x) 6 W.

Luego para todo x €6 K tenemos que ‘f(x) - f °u(x)l < €; es
decir f-f cu € T .
K, e
Nos falta ver solo que para todo u 6 E 8 E' se tiene que

f ou estid en Cw(E).

Pero u(E) es de dimensidn finita, y £ ocu es debilmente con-
tinua sobre los acotados de E, luego f u(E) es debilmente conti-

nua sobre los acotados de u(E). Como u(E) es de dimensidn finita,
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coinciden la topologia débil y la de la norma; luego f' es conti

u(E) i
nua sobre los acotados de wu(E) 1y por tanto continua sobre u{E).
Luego f u(E) es debilmente continua; como u también lo es, tendre-

mos que f cu es debilmente continua.

Este resultado motiva el interé@s de estudiar propiedades del eg
pacio Cwb(E); y en particular si podemos garantizar que es completo,
tendremos una representacidn del completado de CN(E). Para estudiar
las propiedades de Cwb(B)’ y poder aplicar los resultados expuestos

en el capitulo de preliminares, nos interesa expresar a (E) como

Cc
wb
un espacio de funciones continuas dotado de la topologia compacto-abier

ta. En esta linea tenemos el siguiente resultado:

3.5. Lema. Sea E un espacio de Banach. Sea X el espacio topoldgico
asociado a E segiin vimos en el capitulo 2. Entonces Cwb(E) es topo
l8gicamente isomorfo a C(X), dotados ambos espacios de la topologia

compacto-abierta.

Demostracidn. Conjuntistamente coinciden, sin mds que considerar que
las funciones continuas sobre un limite inductivo se caracterizan por
ser continuas restringidas a los espacios de los que hacemos el 1limi-

te; en este caso a las bolas de E.

Por otra parte, por la proposicidn 2.13 tenemos que los compac-
tos de X son precisamente los debilmente compactos de E, con lo
cual las familias de seminormas en ambos espacios coinciden; y por 1lo

.

tanto el isomorfismo es topoldgico. #
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Vamos a estudiar ahora cuando es X un k-espacio o un k_-espa

R
cio. En esta linea un primer resultado es:

3.6. Teorema. Si E es un espacio de Banach separable que no contiene
un subespacio isomorfo a ll, entonces el espacio X asociado a E

es un k-espacio.

Demostracidn. En |24| teorema 3 se demuestra que un espacio de Banach
que esté en las hipdtesis de nuestro teorema verifica que todo subcon-

junto acotado B de E es secuencialmente denso en su clausura débil.

Sea € un subconjunte dé X, que verifique que su interseccidn
con cualquier subconjunto de X compacto K, es cerrado en X (es de
cir debilmente cerrado por ser CN K acotado). Tenemos que ver que C
es cerrado en X, o lo que es lo mismo, que Cr\Bn es debilmente ce-

rrado para todo n €6 N.

Como Cf\Bn es acotado, se tiene que para cualquier punto x
que est@ en la clausura d&bil de CANB, , se tiene que existe una suce

8idn (xn)nGN contenida en Cr\Bn ¥y que converge debilmente a x.

Por otra parte {X_ } U {x} es debilmente compacto (por tanto

n nEN
compacto en X), luego cnN ({Xn}nGN U {x}) es debilmente cerrado, y
se tiene que x 6 C, es claro por otra parte que x 6 Bn’ ya que Bn
es debilmente cerrado, luego, x & CNnB,, y por tanto para todo n 6 N

se tiene que C"\Bn es debilmente cerrado, luego C es cerrado en X,

luego X es un k-espacio. #



- 31 -

3.7. Proposicidn. Con las notaciones del teorema anterior, si E es re

flexivo, entonces X es un k-espacio.

Demostracidén. Si E es reflexivo, las bolas dotadas de la topologia dé
bil son compactas, luego por la propia definicidmn de X, un subconjun-
to C de X es cerrado si y sélo si su interseccidn con los compactos

de X es cerrado. Luego X es un k-espacio. #

3.8. Ejemplo. Para E -ll tenemos que el espacio X asociado no es un

kR—espacio, y por tanto tampoco un k-espacio.

»
Demostracidn. La aplicacidn norma I "1 : X—— R no es continua,

ya que el cero es un punto de adherencia débil de la esfera unidad

gl = {x 6 ¢! "x][l =1} y por tanto de la adherencia en X de S1
(por ser st acotado), sin embargo || "1(51) = {1} vy en el cero va-
le cero. Es decir I “1 '] Cwb(E); sin embargo la norma si es conti-

ﬂua sobre los compactos de X, ya que esto equivale a que sea debilmen
te continua sobre los debilmente compactos de Ll; ahora bien por el
lema de Schur sabemos que los debilmente compactos y los compactos en
norma coinciden en Zl, luego tendremos que demostrar que la norma en

Ll

es debilmente continua sobre los compactos; pero esto es cierto por
que sobre los compactos de un espacio de Banach coinciden la topologia

de la norma y la topologfia débil, #

3.9. Proposicidén. Sea E un espacio de Banach que contiene un subespa-

PR 1 : -
¢cio isomorfo a £ , entonces el espacio X asociado a E no es un

k-espacio.



- 32 -

Demostracidn. En las hipdtesis dadas, si denotamos por Xl al espacio
asociado a Ll, tenemos que Xl es un subespacio topoldgico cerrado
de X, por la proposicidn 2.10. Luego si X fuese un k-espacio, xl

tambié&n lo serfa por lo que vimos en el capitulo 1, en contradiccién

con la proposicidn anterior. #

Desgraciadamente no tenemos un resultado semejante para kn—espi

cios; sin embargo podemos asegurar:

3.10. Proposicidn. Si E es un espacio de Banach que contiene un sub-

P 1 ) . .
egspacio isomorfo a £, que tiene suplementario topoldgico, entonces

el espacio X asociado no es un k,-espacio.

R

Demostracidn. Sea E = ll ® F; supongamos que X es un k_—espacio.

R
Sea f : Zl —— R debilmente continua sobre los subconjuntos debil-

mente compactos en El.

Definimos f : E —— R por ?(x1 +y) = f(xl) siendo x; 6 Zl
y 6 F.
si Py : E — ll, P, : E— F son las proyecciones, se tie

ne que dado K< E debilmente compacto, K1 = Pl(K) y Ky = PZ(K)

son debilmente comp;ctos en El y F respectivamente. Por otra parte
al ser la aplicacidn suma Zl x F—— E debilmente continua, se tie-
ne que Kl +K2 es debilmente compacto en E, como por otra parte

K& Kl + KZ’ para probar que f es debilmente continua sobre los sub
conjuntos debilmente compactos de E, bastard ver que f es debilmen
te continua sobre los subconjuntos.de la forma K, + K, con K; de-

bilmente compacto en £1 y K, debilmente compacto en F.
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~

Consideramos pues f K1+K2 : Rl + K2 —— R.

Sea G abierto en R
16 Nk, + kY = x, N £ @) + K, ya que si

Xy + X, 6 KI + Kz y E(xl+x2) 6 G se tiene que

-1
f(xl) € G, x, 6 K| y x, 6 K,, luego x,;+x, 6 (K, N f (G)) + K,.

2 1

Reciprocamente si x +x, 6 (Kl{\ f_l(G)) + K, se tiene que
2 6 Kl +K2 y

E(x1+x2) = £(x;) € G, con lo cual se da la igualdad.

x, [+ Kz, x, 6 Kl g f(xl) 6 G, luego xl+x

Luego E-I(G)f\ (Kl + Kz) es debilmente abierto en Kl +K2 y

por tanto f : E——+ R es debilmente continua sobre los debilmente

compactos de E; pero como hemos supuesto que X es un -espacio,

kg

ge tendrd que f : X —— R es continua; luego f : Xl — R, sien

. . 1 .
do Xl el espacio asociado a ¢, serd continua por ser f 1la res-

triccién de f a. Xl. Por tanto llegamos a que xl es un -espacio,

kg
en contradiccidn con el ejemplo 3.8. #

Vamos a aplicar estos resultados a nuestro caso:

3.11. Corolario. Si E es un espacio de Banach separable que no contie

. . . 1 .
ne ninglin subespacio isomorfo a g , o E es reflexivo, entonces el

espacio Cmb(E) es completo, resultando el completado de Cm(E)'

Demostracidn. Por el teorema 3.6 y la proposicidn 3.7, el espacio X

asociado a E es un k-espacio; luego C(X) es completo para la topo
"

logia compacto-abierta por el teorema 1.25.
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Aplicando el lema 3.5 resulta que Cmb(E) es completo.

Por la proposicién 3.4 tenemos entonces que Cwb(E) es el comple

tado de Cw(E). #

3.12, Proposicidn. E es reflexivo si y sblo si Cwb(E) es Frechet.

Demostracidn. Si E es Feflexivo, vimos en el corolario anterior que
Cwb(E)‘ era completo; por otra parte si E es reflexive las bolas ce-
rradas son g(E,E')-compactas, luego existe una familia numerable de
seminormas que nos define la topologia de Cmb(E)’ por tanto dicho es

pacio es metrizable.

Reciprocamente si Cmb(E) es Frechet su topologia viene dada por
una cantidad numerable de seminormas, es decir existe una familia nume-
rable de conjuntos o(E,E')-compactos de forma que todo o(E,E')-compac

to estd contenido en uno de ellos, luego el espacio es reflexivo. ¢

De la proposicidn anterior se sigue que si E es reflexivo,
Cmb(E) es un espacio de Ptak, el siguiente corolario nos da condicio-

neg suficientes para que falle dicha propiedad.

3.13. Corolario. Si E es un espacio de Banach que contiene un subespa

cio isomorfo a £1, entonces Cwb(E) no es un espacio de Ptak.

Demostracidn. Por la proposicidn 3.9. tenemos que X no es un k-espa
cio, luego por el teorema 1.26 C(X) no serd un espacio de Ptak, lue-

go por el lema 3.5 resulta que cwb(E) no es de Ptak. #
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3.14., Corolario. Si E <contiene un subespacio isomorfo a ll con su-

plementario topoldgico (o en particular si E = ll), entonces Cmb(E)

no es completo.

Demostracidn. Por la proposicidn 3.10 resulta que X no es un kR—espg
cio, y por el teorema 1.25 tenemos que C(X) 1y por tanto cwb(E), no

es completo. #

Hemos resuelto el problema del completado de Cm(E) en algunos

casos; ahora daremos una solucidn gemneral.

3.15. Definicidén. Llamaremos ka(E) al espacio de las funciones debil
mente continuas sobre los subconjuntos debilmente compactos de E, do-

tado de la topologia de la convergencia uniforme sobre los subconjuntos

debilmente compactosg de E.

3.16.° Proposicidn. Cmb(E) es un subespacio denso de ka(E).

Demostracidén. Es subespacio trivialmente por ser todo debilmente compac

to acotado, y coincidir las topologias. Veamos la densidad:

Sea f € ka(E); para cada K contenido en E debilmente com-

~

pacto, f‘K es debilmente continua. Luego existe f E —— R ex-

K
tensidn de fIK debilmente continua (toda funcién continua sobre un
subconjunto compacto de un espacio completamente regular puede extender

ge con continuidad a todo el espacio).

La red (fK} con K variando en los subconjuntos debilmente com

pactos de E estd pues contenida en Cm(E)C'Cwb(E) y claramente con-
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verge uniformemente sobre los subconjuntos debilmente compactos de E a

la funcidn f£. ¢

3.17. Proposicidn. El espacio ka(E) es completo.

Demostracidn. Sea (fa}aGA upa red de Cauchy en ka(E). Sea K un

subconjunto de E 0(E,E')~compacto. es una red de Cauchy

[falk}uGA

en Cw(K) que es completo, luego converge uniformemente a

{faIK}GGA

una cierta fK 6 Cw(K)' Podemos asi definir una funcidn £, por
f(x) = f{x}(x); es decir como el limite puntual. £ 6 ka(E) porque da

do cualquier O(E,E')~compacto K< E, se tiene que f es debilmen

K

te continua. Por otra parte {fG}GGA converge uniformemente a f so-

bre los O(E,E')-compactos de E. #

3.18. Corolario. El completado de Cm(Ll) es C(Ll) espacio de las fun

ciones reales definidas sobre tl, continuas para la topoleogia de 1la

norma, dotado de la topologia compacto-abierta.

Demostracidn. Por la proposicidn anterior el completado serd ka(zl);
ahora bien toda f € ka(ll) es debilmente continua sobre los subconjun
tos debilmente compactos de ll, luego en particular es continua (para
la norma) sobre los compactos, y al ser ll un k-espacio, por ser mé-

trico, se tiene que f es continua para la norma.

Reciprocamente toda funcidén continua en norma emn Ll, es conti-

1 R .
nua sobre los compactos de £ ; 1luego es debilmente continua sobre los
compactos, por coincidir en estos ambas topologias. Como por el lema de

Schur los compactos y los debilmente compactos son los mismos en zl, se
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tiene 'que f € ka(E). #

NGtese que el espacio ka(E) puede expresarse como un espacio

de funciones continuas sobre la k-extensidn Xy del espacio X aso
ciado a E; ndtese también que si X no es un k-espacio, XK tendra
necesariamente una topologia mds fina que la de X. Pero esto no basta

para asegurar que Cmb(E) no es completo, ya que no podemos garantizar
que XK sea completamente regular, con lo que nos encontrariamos con el

hecho de que siendo distintos X y X pueden ser iguales C(X), C(XKL

K’
El hecho de no poder asegurar que XK sea completamente regular, salvo
algunos casos como cuando E =£l en el cual se hace una demostracién

andloga a la del ejemplo 3.8, resta interés a representar ka(E) como

C(XK). NGtese por {iltimo que este hecho estid implicito ya en la proposi

cidn 1.3.
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CAPITULO 4

4, Sobre el problema de cuando es bornoldgico o tonelado el esgpacio

Cmb(E)' El espacio Cwbu(E)'

En este capitulo se dan condiciones suficientes para que Cmb(E)
sea bornoldgico. Demostraremos que dicho espacio es siempre tonelado.
Por {iltimo se estudian propiedades de Cmbu(E)’ espacio de las funcio
nes debilmente uniformemente continuas sobre los acotados de E, y se
relaciona este espacio con Cmb(E)' Asi mismo se dan caracterizaciones

de cuando es E reflexivo, utilizando estos espacios.

En primer lugar estu diaremos el problema de cuando es bornoldgi-
co, y cuando es tonelado el espacio Cmb(E); para ello utilizaremos la
representacidn de Cmb(E) obtenida en el capitulo anterior, asi como
los teoremas de Nachbin-Shirota (Teorema 1.28 y 1.29). Es decir el pro-
blema se reducird a estudiar cuando el espacio X asociado a E es

realcompacto, o cuando verifica que todo subconjunto suyo relativamente

pseudocompacto y cerrado es compacto.
Estudiaremos en primer lugar cuando es X realcompacto.

En 1961 H.H. Corson en |7| caracteriza cuando un espacio de Banach
dotado de la topologia débil es realcompacto; para ello da las siguien

tes definiciones:
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4,1. Definicién. Dado E espacio de Banach real, se define la %om*—topg

logia sobre E' como la topologia mds fina que coincide con o(E',E) so

bre los subespacios de E' o(E',E)-separables.
4.2, Definicidn. %_OE denotard el subespacio de E" formado por todos
los elementos AQ om*-continuos sobre E'.

Claramente E ¢ %,OE, ya que todo elemento de E es o(E',E)-
continuo sobre E' y por tanto serd continuo para la topologia l%vow*

que es mas fina que la o(E',E).

Por otra parte si E tiene dual separable, se tiene que la
AL om*-topologia y o(E',E) coinciden sobre E', 7y por tanto

, JE = (E',0(E',E))’ = E.

Como en general E < TQ oE < E", para espacios reflexivos coin-

ciden los tres.

Con estas definiciones, Corson da el siguiente teorema:

4.3. Teorema. El1 espacio de Banach E es debilmente realcompacto si y

sélo si E = " E.

Este resultado asegutaécomo vimos antes que los espacios reflexi
vos, o aquellos que tengan dual separable, son debilmente realcompactos.
Corson demuestra también que £” es debilmente realcompacto (y no es de
bilmente normal), y utilizando la caracterizacidn antes expuesta ve que

o ’ - . r -
£ /c0 no es debilmente realcompacto. Edgar posteriormente sistematiza

bastante este trabajo, y demuestra en |10l que C[O,wl] siendo wy el
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el primer ordinal no numerable, no es debilmente realcompacto, sin utili

zar para ello la caracterizacidn de Corson.

Un primer intento para resolver el problema de cuando es X real
compacto, es intentar caracterizarlo en funcidn de que E sea debilmen-

te realcompacto.

4.4, Proposicién. Si E es un espacio de Banach, normal para la topolo-

gia débil, entonces X es realcompacto si y sd8lo si E es debilmente

realcompacto.

Demostracidn. Por la proposicién 1.9 sabemos que todo subconjunto cerra-
do de un espacio realcompacto es realcompacto, luego para demostrar 1la
equivalencia bastard ver que del hecho de que las bolas cerradas

(Bn, o (E,E'") B ) sean realcompactos, se sigue que X (respectivamente

n
E) es realcompacto (respectivamente debilmente realcompacto).

Lo demostraremos para E, pero la misma demostracién sirve para

Segiin 1.7 tenemos que E serd debilmente realcompacto si y sdlo
si todo z-ultrafiltro con la propiedad de interseccidn numerable tiene
interseccidn no vacia.

1

Sea {Uu}aGA z-ultrafiltro. Cada Ua = f; (0) con
fa : E— R debilmente continua.
o
Tendremos que para toda sucesidn de indices (un)négfh J?l Uan $ 0.

1) Existe n, tal que U, N B # ® para todo @ 6 A.
o

Si no fuese asi, para cada n 6 N existiria a € A tal que
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o

U N Bn = ¢. Con lo cual se tendrd que {.\ u = ¢, fallando la
n n=1 n

propiedad de interseccidn numerable.

>
Luego para todo n > n/ {Uun Bn}ctGA es base de filtro en B .

. N .

2) Existe n > ng de forma que la hase de filtro (Uan Bnl}uGA sobre
Bn tiene la propiedad de interseccidn numerable.

1

Supongamos que no : Para zada n>n existird {un,m}msn su-

cesidn de indices de forma que N [U N B ] = §.
o n
n=1 n,m
Consideramos la familia numerable {v }
% ,m ¥
> p€F n > n

N v = [U“n mn (Qn B)) - M [O (w, N 8] =

n>n n,mn n>n n>n k=n n,m

=0 ) o

mEN m6N meN
w0 oo -] oo a

- N N @ N 8je Y [N v, N BJ =0
k=n0 n=n_ m=1 n,m k=n0 m=1 k,mn

y llegariamos a la contradiccidn de que {Ua} no tiene la propiedad

a6A

de interseccidén numerable.

3) (Uaﬁ Bnl}aGA es un z-filtro con la propiedad de interseccidn

ol|B

numerable sobre Bn s, ya que f es una funcidn continua sgobre
1 n
1

(Bnl, 0(E,E’)|Bn ) para todo o 6 A.

1
4) (Uuﬂ Bnl}aGA es un z-ultrafiltro.
De no serlo existiria Z ¢ Bn cero en Bn , es decir Z=f-1(0)
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con f : (B, O(E,E') B ) —m—— R continua, de forma que
ny n1
z f\(Uu(\ B“I) ¢ @ para todo o 6 A, pero Z ¢ {Uu{\ Bnl}uGA'
Ahora bien dada f, como Bn es cerrado en (E, 0(E,E')) que es nor-
1

mal por hipdtesis, por el teorema de Tietze existe f : E— R debil-

mente continua, tal que £ B = f, Luego 5-1(0) -z serd un cero
nl
en (E, o(E,E')), y Z =12n B, -
1
Ahora bien como z N (UaI\ Bn ) # ¢ para todo a 6 A, se
1
tiene que 2z N U, + 0 para todo O € A, luego Z 6 {Ua}aGA por ser
z-ultrafiltro. Es decir z = Ua para algiin ao’ y por tanto
° .
Z=U, N Bn .
(] 1
Luego {Ua N Bnl}uGA es un z-ultrafiltro sobre Bnl ¢on 1la
propiedad de interseccidn numerable; como por hipdtesis Bn es realcom
1
pacto, se sigue que f‘\ (uy, NB ) #9 y por tanto ()Y U, ¢ &,
n o
aGA 1 a6A

Luego E es debilmente realcompacto.

~

Nétese que la funcidn f es también continua de X en R, lue
go la misma demostracidn nos sirve para ver que X es realcompacto, con

lo que se tiene la equivalencia. #

En la demostracidn se ve que es esencial el hecho de que E sea
debilmente normal, para poder extender las funciones de una bola a todo
el espacio. Sin embargo ya vimos anfea que existen espacios de Banach
que no son debilmente normales (£m en ﬁarticular). Si no imponemos la
normalidad dé&bil, no podremos garantizar que la traza del z-ultrafiltro

sea un z-ultrafiltro, y si lo completamos con lo que le falta para serlo,
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puede resultar que no verifique ya la propiedad de interseccidn numera-

ble.

4.5, Corolario. Si E es un espacio de Banach debilmente normal, enton

ces Cwb(E) es bornoldgico si y sblo si HH,E = E.

Demostracidn. Cmb(E) serd bornoldgico si y s6lo si el espacio X aso-
ciado a E es realcompacto, por el lema 3.5 y el teorema 1.29. La propo

gicidn anterior y el teorema 4.3 nos dan la equivalencia. ¢

Vamos a estudiar ahora, una serie de condiciones suficientes para

que X sea realcompacto, y por tanto Cwb(E) sea bornoldgico.

4.6. Proposicidn. Si E es un espacio de Banach WCG, entonces Cwb(E)

es bornoldgico.

Demostracidn. Por |30] sabemos que todo espacio WCG es debilmente
Lindeloff, ahora bien las bolas (Bn’ G(E,E')IB ) son subespacios topo~
n

16gicos cerrados, y por tanto son tambi&n Lindeloff. De aqui se sigue

que el limite inductivo X es tambi&n Lindeloff, ya que si {Ua}agA es
un recubrimiento abierto de X, {qu\ Bn} serd un recubrimiento abier
i <
to de Bn para cada n, luego existe (an,m}mGN A tal que
{Ua } recubre Bn. La familia (Ua }n,mGN recubre todo X.
n,m m6N n,m

Por la proposicidén 1.8 se tiene que X es realcompacto. #

Este resultado nos asegura que Cmb(E) es bornoldgico, entre

otros para todos los espacios reflexives, separables, o C(K) con K
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compacto de Eberlein (en particular los CO(I) con I cualquiera),

4.7. Teorema. Si E es dual de un espacio separable, entonces Cwb(E)
es bornoldgico.

" Demostracidn. Sea E = F' con F separable. Sea {xn]nGN una parte
densa de F, definimos la siguiente funcién: f : X —— RN

1] ’
X' (<R ,x">)

N
Esta funcidn es inyectiva, porque si x',y' 6 E con x' # y', se tie
ne que existe n 6 N tal que <X ,x'> ¢ <x_ ,y'>, por ser
"o B
{xn}nsn una parte densa de F, que por tanto separan puntos de E.

Por otra parte f es continua, ya que si componemos con las pro
. N :
yecciones Pn : R — R, tendremos que fn = Pn °of es continua,
por ser fn = xn °i composicidn de funciones continuas, siendo

i: X —— E 1la identidad.

Ahora bien RN es metrizable, luego los puntos de RN son con-
juntos GY, como RN es realcompacto por ser producto de realcompactos
(}11]| Teorema 8.11 pdg. 121) se tiene que todos los subconjuntos de
RN son realcompactos (|11]| Corolario 8.15 p. 121). Tenemos pues una
aplicacidn continua e inyectiva de X en un.espacio topoldgico que veri
fica que todos sus subespacios son realcompactos, luego por la proposi-
cidén 1.10 se tiene que X también es realcompacto, y por tanto C . (E)

wb

bornolégico. # ot

Este resultado es interesante en la linea de que resolvemos el

© - : - o -
problema para £ afirmativamente. Téngase en cuenta que £ sabiamos
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que era debilmente realcompacto, pero al no ser debilmente normal, no
podemos aplicar el corolario 4.5. Por otra parte tampoco esti en las hi
potesis de la proposicidn 4.6 ya que si no es debilmente normal, no pue

de ser W C G.

4.8, Corolario. Si E es un subespacio vectorial cerrado de un espacio

de Banach F WC G, o dual de un espacio separable, entonces Cmb(E)

es bornoldgico.

Demostracidn. Por el teorema 4.7 y la proposicidn 4.6, tenemos que Xp

serd realcompacto. Como por la proposicidn 2.10 Xp es un subespacio
topoldgico cerrado de Xps resulta que X, también es realcompacto (proposi-

cidén 1.9). Luego Cwb(E) es bornoldgico. #

4.9. Corolario. Sea E un espacio de Banach que verifique que la bola

unidad de su dual dotada de la topologia estrella débil g(E',E) es

un compacto de Eberlein. Entonces Cmb(E) es bornoldgico.

Demostracidn. E s8e puede poner como un subespacio vectorial, cerrado

del espacio de las funciones reales continuas sobre (B;,U(E',E) B')'
n

Ahora bien, este espacio es W C G por el teorema 1.13. Luego por el

corolario anterior cwb(E) serd bornoldgico. #

4.10. Proposicidn. Cwb(E) es siempre tonelado.

Demostracisn. Sea K un subconjunto de X relativamente pseudocompac

to y cerrado. Para todo x' 6 E'* x'(K) tiene que ser acotado, luego
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K esti debilmente acotado, y por tanto acotado en norma; es decir exis

te n 6N tal que K<« Bn'

Como K esti contenido en Bn y es cerrado en X, s8e tiene que
K es debilmente cerrado; por otra parte toda funcidén debilmente conti-
nua sobre E, es continua para la topologia de X, 1luego K es debil
mente relativamente pseudocompacto. Valdivia demuestra en ]31] que todo
subconjunto debilmente cerrado y debilmente relativamente pseudocompac-
to de un espacio de Banach (el resultado es cierto en condiciones mis
generales) es debilmente compacto. Luego K es debilmente compacto, y
por tanto compacto emn X por la proposicidn 2.13. Luego por el teorema

1.28 se tiene que cwb(E) = C(X) es tonelado. ¢#

Esta técnica es de interé&s para estudiar el espacio de las fun-
ciones debilmente uniformemente continuas sobre los acotados, y su rela
cidén con Cmb(E)' Dicho espacio ya vimos en la introduccidn que tiene

interés en la teoria de aproximacidn de funciones diferenciables.

4.11, Definicidn. C (E) denotard el espacio de las funciones reales

wbu

definidas sobre E que son debilmente uniformemente continuas sobre

los subconjuntos acotados de E. Dotaremos a Cmbu(E) de la topqlogia

de la convefgencia uniforme sobre los subconjuntos debilmente compactos

de E.

Claramente se tiene que Cwbu(E) estda contenido en Cwb(E), la

siguiente proposicidn nos da mds informacidn sobre este hecho.
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4.12. Proposicidn. Cwbu(E) es denso en cwb(E)'

Demostracidn. Sea f € Cwb(E). Para cada subconjunto de E debilmente

-~

compacto K, f K serd debilmente continua. Considero una extensidn fK

a B(E) compactificacidn de Stone-Cech de (E, o(E,E')), que serd uni-

formemente continua, luego fK = iKlE es debilmente uniformemente con
tinua sobre E, luego fK 4] Cmbu(E) para todo K< E debilmente com-
pacto.

Claramente {fK}Kc E K debilmente compacto, es.una red que con

verge uniformemente a f sobre los debilmente compactos de E. #

Por otra parte el polinomio Q de la demostracidn del corolario
3.3 estd claramente en C (E), 1luego existen funciones en C (E)
wbu wbu

que no estdn en Cw(E).

(E) s8i y sd6lo si E es reflexivo.

4.13. Proposicidn. Cmb(E) = Cmbu

Demostracidn. Si E es reflexivo, los espacios (Bn, o(E,E") ) son

B
n

compactos y por lo tanto ser debilmente continua sobre las bolas y ser

debilmente uniformemente continua es equivalente.

Reciprocamente si Cmb(E) - Cmbu(E) demostraremos que Bl es de

bilmente compacta.
Dada f 6 Cm(E), tendremos que f 6 Cmb(E) = Cmbu(E)’ luego f
es debilmente uniformemente continua sobre By y por tanto acotada en

B:; a que B es precompacto por tanto totalmente acotado, ahora
1 ya q 1 y

bien como f es debilmente uniformemente continua en Bl' se tiene que'
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existe V entorno débil de cero en E tal que If(x) -f(y)| <1 sgiem

pre que x-y 6 V y x ey estdn en B,.

Como Bl es debilmente totalmente acotado, se tienme que existen
n
€ B, tal que B, C \j {x; + v}.
[ i=1

Luego para cada x 6 B, [E(x)| < Max {f(xi)} + 1.

i=1l,...,n

n

o

Es decir toda funcidn debilmente continua sobre E estid acotada
sobre Bl’ luego B1 es dehilmente relativamente pseudocompacto y de-
bilmente cerrado, de donde se sigue que B, es debilmente compacto por

|31| y por tanto E reflexivo. #

La demostracién de esta proposicidn nos indica que una forma para
obtener una funcidn de Cwb(E) que no esté en th“(E), en el caso de
que E no sea reflexivo, seria encontrar una funcidn debilmente conti-

nua sobre E, que no esté acotada sobre la bola unidad.

4.14, Ejemplo. Si E es un espacio de Banach -separable no reflexivo,
por el teorema de James-Klee (]9| pdg. 7, teorema 1) tenemos que existe
¢ 6 E' que no alcanza su norma.

N S
Joll - ¢

Esta funcidn es debilmente continua sobre Bl, y no estid acotada. Como

Definimos la funcién f : B, — R por (x) =

o 1 EO
E es separable es WCG, y por tanto debilmente normal, B1 eg debil
mente cerrado en E, 1luego por el teorema de Tietze existe f € Cm(E)

extengsidn de fo, que no estard acotada sobre la bola unidad, y por tan

a .
to no podrid estar en thu(E)
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4.15. Corolario. C (E) € C (E) si y 86lo si E es reflexivo.
w wbu

Demostracidon. Si E es reflexivo, por la proposicidn 4.13 Cmbu(E) =

= Cwb(E)’ y por tanto Cm(E) (< Cwb(E) = Cwbu(E).

Reciprocamente de manera andloga a como hicimos en la proposicidn

4.13. #

Vamos a ver ahora algunas propiedades del espacio Cmbu(E)‘

4.16. Proposicidn. Cwbu<E) es completo si y s8lo si E es reflexivo.

Demostracidén. Si E es reflexivo C ,(E) = C {E) (Proposicidn 4.13),
wb wbu

y Cmb(E) es completo (Corolario 3.11).

Reciprocamente como Cwbu(E) es denso en Cmb(E) por la proposi

cidén 4.12, gi es completo, tienem que coincidir ambos espacios, y por

4.13 se sigue que E es reflexivo. #

A la vista de la proposicidn 3.12, el resultado anterior nos dice
que son equivalentes: a) E reflexivo,

b) cmbu(E) completo

c) Cwbu(E) Frechet,

4,17, Teorema. El espacio C (E) es tonelado si y s6lo si E es re-

wbu

flexivo.

Demosgtracifén. Si E es reflexivo, cmbu(E) es igual a Cwb(E)’ y por

tanto tonelado.

Reciprocamente, consideramos el siguiente diagrama:
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1 2t T T x*
1I 12 Ii
B ——— B, ———— ——--eee- —_ X

Considerando en las bolas del bidual B;, la topologia estrella débil

restringida. X" serda el limite inductivo de los espacios
" " '
(B, o(E",E")[,m).
n B
n
i es continua porque al componerla con las inclusiones

. K

K Bn — X nos resulta que iej = 3,4, siendo
j: : B; —_ X" la inclusidn candnica en el limite inductivo; y clara-
A . . R . . .

mente Jn °1n es continua por serlo ln' i es inyectiva, e i(X) es

denso en X", por ser densas’ las bolas (Bn’ o(E,E") B ) en las bolas
n

(B;, o(E",E") Bn); de forma que todo abierto G en X" tiene que cor

n
tar alguna bola B;, y G N B; gerda abierto en (B;, o(E",E") Bn),

n
luego corta Bn por ser densa. Es decir todo abierto de X" <corta a

i(X).

En general X no es un subespacio de X"; el conjunto A del
ejemplo 2.1 es un cerrado en X (para E=C°), sin embargo no puede po

nerse como un cerrado en X" interseccidn X.

'

Consideramos ahora la aplicacidn restriccifn: ® : C(X") —C(X)

f —f o

" = .
1) Tenemos que &(C(X")) Cmbu(E)' Veamoslo:

si f & Cwb“(E), se tiene que fn = f B G (Bn,q(E,E') B ) + R

n n
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es uniformemente continua, luego por la densidad de Bn en

(B;, g (E",E") Bu) se puede extender a }n : (B:, U(E",E')'B") — R
n n
uniformemente continua. Por otra parte }n B" = En—l porque
n-1
(E_lan ) = (G |.) = f = f y (£ =f -
n Bn—l B nan B nlp n-1 n-1 Bn-l n-1
n-1 n-1 n-1

= s . n .
Luego ambas funciones coinciden sobre una parte densa de Bn_1

y por tanto coinciden sobre "

n-1°
Podemos definir as? Fo:ox" —» R continua, como E(x) = ?n(x)
si x 6 B:. Claramente T = f, luego f 6 $(Cc(X")). Reciprocamen

te si f 6 ¢(C(X")), se tiene que existe 6 c(X") tal que f = f X}

pero ¥ es continua sobre (B;, o(E",E')lBN), que es compac-
n

n = len
n

to, luego En es uniformemente continua, luego

4 (B, o(E,E") B ) ——— R sera y por tanto uni-

n

formemente continua, luego f 6 Cwbu(E)'

= f| : i | .
n Bn n Bn
2) ¢ es claramente lineal.
3) & es inyectiva por ser denso i(X) en X".
4)  es continua porque al ger i : X — X" continua, se tie

ne que los compactos en X son también compactos en X".

Ahora bien, el espacio X" es unidn numerable de compactos, y
por tanto la topologia del espacio C(X") (compacto-abierta) viene da-
da por una familia numerable de seminormas, luego C(X") es metrizable.
Por la propia definicién de X", tenemos que por ser limite inductivo
de compactos, X" es un k-espacio y por tanto C(X") es completo por

el teorema 1.25. Luego C(X") es un espacio de Frechet. .
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Luego si Cmbu(E) es tonelado, se tiene que ¢ es isomorfismo
topoldgico ya que por el teorema de la aplicacidn abierta todo isomor-
fismo continuo de un espacio de Frechet en un tonelado es isomorfismo
topoldgico. Tenemos entonces que Cwbu(E) serd completo, y como por
la proposicidn 4.12 gabemos que cwbu(E) es denso en Cmb(E)’ se tie

ne que ambos espacios coinciden, y por tanto por la proposicidn 4.13 te

nemos que E es reflexivo. #

La observacidn que hicimos después de la proposicidn 4.16, unida

a este resultado, nos da el siguiente corolario:

4.18, Corolario. Si E es un espacio de Banach, son equivalentes:

' i) E es reflexivo

ii) Cmbu(E) es de Frechet

iii) Cwbu(E) es de Ptak

iv) Cwbu(E) es completo

v) Cwbu(E) es tonelado

vi) € (BY = € (E). ¢
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CAPITULO 5

5. Compacidad en el espacio Cmb(E)' Teoremas de representacidn.

La propiedad de aproximacidn.

En este capitulo procederemos al estudio de los conjuntos relati-
vamente compactos y de los debilmente relativamente compactos en Cwb(EL
Asi mismo definiremos espacios anilogos a este {iltimo para el caso de
funciones vectoriales, y utilizaremos té&cnicas de €-producto para obte
ner representaciones de estos espacios, que se utilizardn para abordar
el problema de la propiedad de aproximacién. En concreto se demuestra
que Cm(E) giempre verifica la propiedad de aproximacidn, a pesar de

que. (E, o(E,E')) nunca es un kR—espacio.

5.1, Proposicidn. Sea E un espacio de Banach separable que no contenga

ningiin subespacio isomorfo a ll, o bien E reflexivo (separable o no).
Entonces un subconjunto F de Cmb(E) es relativamente compacto s8i y

s6lo si se cumplen las siguientes condiciones:
a) Para todo KCE debilmente compacto FIK ={£|K : K+R / f 6F}

es equicontinuo en C(K).

b) Para todo x 6 E F(x) = {f(x) / f 6 F} es acotado en R.

Demostracibn. Por el teorema 3.6 y la proposicidn 3.7, tenemos que el es
pacio X asociado a E es un k-espacio. Ahora bien en [3| se demuestra

(Teorema 8) que en las hipdtesis de ser X k-espacio, los relativamenté

|
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compactos de C(X) vienen caracterizados por a) y b). #

Vamos a estudiar ahora los subconjuntos debilmente compactos de

Cmb(E). Para ello vamos a ver en qué condiciones podemos aplicar el

teorema de Eberlein. Tenemos el siguiente corolario:

5.2. Corolario. Si E es un espacio de Banach separable que no contiene

: A 1 .
ninglin subespacio isomorfo a £ , o bien E es reflexivo; entonces un

subconjunto K de Cmb(E) es debilmente relativamente compacto, si y

85lo si es debilmente relativamente numerablemente compacto.

Demostracidn. En nuestras hipdtesis, tenemos que por el corolario 3.11
Cmb(E) es completo, por tanto estd en las hipStesis del teorema de Eber

lein (Teorema 1.17). #

Téngase en cuenta, que en el caso de que Cmb(E) gsea bornolédgico
(caso que incluye los espacios en las hipdtesis de 5.2), la topologia
compacto~abierta, es precisamente la de Macke;' Por otra parte en un es-
pacio de funciones continuas con la topologia compacto abierta, son equi
valentes ser completo y ser casi-completo (I32| Teorema 1). Es decir en

la hipdtesis de que Cmb(E) es bornoldgico, son equivalenﬁes: ser com-

pleto y ser casi-completo para la topologia de Mackey.

Nos interesa ahora caracterizar las sucesiones debilmente conver-

gentes.
5.3. Teorema. {fn}nGN sucegidn de elementos de Cmb(E) converge a
f e cwb(E) debilmente si y sélo si: °*
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a) Para cada KCE g{E,E')-compacto, existe M > 0 tal que
Sup {‘fn(K)|} < M.
n 6IN
b) Para todo x 6 E fn(x) converge a f(x).
Demostracidn. Para ver que ambas condiciones son necesarias, nos bastari
demostrar que si {fn}nGN — f debilmente, entonces para todo KCE

debilmente compacto — f|K debilmente en C(K), ya que

{fn K}nGN
de aqui se sigue trivialmente (b), y por |13]| pdg. 324 tenemos que
(gn)ngntr C(K) converge debilmente si y s8lo si converge puntualmente y

estda uniformemente acotada.

Pero esto es cierto, ya que si x' 6 C(K)', x'(fn‘K) = x'(¢(fn))
siendo ¢ Cwb(E) —+ C(K) 1la restriccidn; ahora bien x' o¢ es 1i

neal y continua, luego x' o¢ € Cwb(E)t; por tanto {(x'°¢)(fn)}nsﬂ

converge a (x' «¢)(f) por converger {fn}nGN a f debilmente. Co-
mo (x' o« ¢)(£) = x'(f K), resulta la convergencia débil de {fn K}nGN
a f K

N

Reciprocamente, tendremos que ver que para todo yu € Cmb(E)’
u(fn) —+u(f). Ahora bien, por el teorema 1.34 sabemos que el dual de
Cwb(E) son las funciones de conjunto regulares, numerablemente aditivas
definidas sobre los borelainos de X (asociado a E), y con soporte

compacto.

Sea u € Cmb(E)', sea K el soporte de us K serd debilmen
te compacto. Como u(fn) = j fn dy = I fn dy, y u(f) =I
X K X
= J f du, para ver que (£ ) — u(f), habrd que yer que
K

LIBLIOTEGA
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u 6 C(K)', ya que por la caracterizacidn de convergencia d&bil antes

K

citada, a) y b) implican que (fn K)HGN tiende debilmente a f K*

Pero para ver que "lx € C(K)', bastara ver que los borelianos
de K son los borelianos de X restringidos a K, 1lo cual se sigue del

hecho de ser X cerrado en X. u estard definida por K(C) = n(cC)

K

siendo € boreliano en K, y por tanto en X. #

Pasemos a estudiar ahora el caso vectorial; de forma andloga a co
mo hicimos en los capitulos 3 y 4, tenemos las siguientes definiciones:
L serid un espacio localmente convexo; Cwb(E,L) serd el espacio de las
las funciones de E en L, que son debilmente continuas al restringir-
las sobre los subconjuntos acotados de E, dotado de la topologia de 1la

convergencia uniforme sobre los debilmente compactos de E.

Cwbu(E’L) serd el espacio de las funciones de E en L debil-
mente uniformemente continuas al restringirlas a los subconjuntos acota

dog de E, dotado de la topologia de la convergencia uniforme sobre los

debilmente compactos de E.

ka(E,L) serd el espacio de las funciones de E, en L, debil
mente continuas al restringirlas a los subconjuntos debilmente compactos
de E, dotado de la topologia de la convergencia uniforme sobre los de-

bilmente compactos de E.

De manera totalmente andloga a como hicimos en el capitulo 3,

lema 3.5 Cmb(E’L) se puede representar como C(X,L) siendo X el es

pacio asociado a E.
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Aplicando los resultados del capituloc 1, obtenemos:

5.4. Proposicidn. Si L es completo y E es reflexivo o bien separable

: s . . - 1
de forma que no contiene ningiin subespacio isomorfo a £, entonces
E,L s completo.
Cmb( ,L) es completo

Demostracién. Por el corolario 3.11 Cmb(E) es completo, y por la propo

gicidn 1.30 se tiene que Cmb(E’L) es completo. #

5.5. Proposicidn. Si cmb(E'L) es completo, entonces L es completo y
E no contiene un subespacio isomorfo a ll, con suplementario topoldgi

co.

.

Demostracidn. Por el corolario 3.14 y la proposicidn 1.30. #

5.6. Proposicidn. Si Cwb(E;L) es tonelado, entonces L es tonelado.

Demostracidn. Por la proposicidn 1.31, #

5.7. Proposicidn. Si L es Frechet, entonces Cwb(E’L) es tomnelado.

Demostracidén. Por la proposicidn 4.10 Cwb(E) es tonelado, y esto uni-

do a la proposicidn 1.32, nos dan que Cwb(E’L) es tonelado. #

5.8. Proposicifén. Si L es metrizable, y E es un subespacio cerrado

de un espacio WCG o bien de un dual de un espacio separable, entonces

c b(E,L) es bornoldgico.
w
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Demostracidén. Por el corolario 4.8 X es realcompacto (equivalentemen
te Cmb(E) bornoldgico). Luego de 1.33 se sigue que Cmb(E,L) es

bornol&gico. #

En el mismo sentido que la proposicidn 5.1, tenemos una caracte
rizacién de los relativamente compactos en Cmb(E,L), para el caso de
que L sea semi-métrico.

Ca

5.9. Proposicidn. Si E es un espacio de Banach reflexivo, o bien E

; P 1 ;
es separable y no contiene un subespacio isomorfo a £ ; si ademds L
es semi-métrico, entonces F < Cmb(E’L) es relativamente compacto si y

sdlo si:

a) Para cada K debilmente compacto em E, F K. @8 equicontinuo

en C(K,L).

b) Para todo x 6 E F(x) es relativamente compacto en L.

Demostracidn. Ver [3]| Teorema 8. #

Como resultado paralelo a la proposicidn 4.13 tenemos:

5.10. Proposicidn. Si L es un espacio localmente convexo no trivial,

Cmb(E’L) = Cmbu(E’L) si y 80lo si E es reflexivo.

5.11. Proposicidn. C ,(E) & L es denso en C _(E,L).
wb wb

Demostracifn. Ver |[20| pdg. l4, Teorema 1.15. #
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Por filtimo vamos a utilizar la ténica del ¢-producto, para obte-
ner representaciones de los espacios Cmb(E’L)' Para ello vamos a repre
sentar en primer lugar cmb(E'L) como un subespacio de Cmb(E) ¢ L. L

serd en lo que sigue un espacio localmente convexo completo.

5,12, Teorema. Cmb(E,L) dotado de la topologia de la convergencia uni-
forme sobre los subconjuntos debilmente compactos de E, es un subespa

cio de C ,(E) € L.
wb

Demostracidn., Con las notaciones habituales, se trata de ver que C(X,L)
es un subespacio de C(X) € L, siendo X el espacio asociado a E.

Definimos ¢ : C(X,L) — Cc(X) ¢ L

f—— ¢(f)
siendo  ¢(f) : L) — €(X)

y' ————— y' o f

1) ¢ estd bien definida, ya que ¢(f) es claramente lineal, y

para ver que es continua consideramos Ty ¢ entorno de 0 en C(X).
’

f(K) es compacto en L, 1luego (f(K)i0 es un entorno de 0 en

L . Si y' 6 € (£(k))° tenemos que $(£)(y') 6T

c ya que

K,e’
[ )] = [y o)) = |y (£(x)] < € para todo x 6 K, lue

go  ¢(f) 6 L(i,c(x)).

2) ¢ es claramente inyectiva ya que si f # g, existe x € X
tal que f(x) # g(x) 1luego existe y' 6 L; tal que y' (£(x)) ¢

# ¥ (g(x)), luego P(EI(Yy') # ¢(g)(9").
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3) ¢ es continua.

: . 1 2
Sea H equicontinuo, ahsolutamente convexo y cerrado en L°; H sera

H=V®> con V entorno de 0 en L, T(K,e) entorno de 0 en €(X).

T(K,eV) es un entorno de 0 en C(X,L), y tenemos que

¢(T(K,eV))(H) € T(K,e); veamoslo:

Sea f 6 T(K,eV); y' 6 H $(E)(y") = y' of; sea x 6 K

| €y = £)(x)|

fy"(£(x))|; pero £(x) € eV 1luego f(x) = €y con y 6V.

Como y' 6 H ve [y'CE(x))| = |y'(eY)] = e|y' (D] < €.

Luego ¢(f)(Y') € T(K,e) y por tanto ¢ es continua.

4) Para ver que ¢ es isomorfismo topoldgico sobre su imagen, por
Gltime, veremos que si $(f) es un elemento de ¢(C(X,L)) que estd en
el entorno de cero dado por H y T(K,e), entonces f € T(K,eV) (sien

do V°= H).

Tenemos que: ¢(f)(H) € T(K,e), 1luego para tedo y' 6 H = V°

$(E)(y") = y' o f 6 T(K,e).

Tenemos pues que |y' nf(x)l <€ para todo x 6 K y para todo
y' 6 V°, 1luego f(x) 6 €V°® para todo x 6 K; ahora bien tomando V
absolutamente convexo y cerrado, se sigue por el teorema de la bipolar
que V°° =V, y por tanto f(x) 6 €V para todo x 6 K, luego

f 6 T(K,cV). #

El problema serd ahora, estudiar cuando ¢ es suprayectiva, y en
caso de que no lo sea, qué espacio es Cwb(E) ¢ L. En esta linea tene-

mos el siguiente resultado:
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5.13. Teorema. Si E es reflexivo, o separable no conteniendo ningin

subespacio isomorfo a Ll, entonces Cwb(E) €L = Cwb(E,L).

Demostracién. En nuestras hipdtesis, ya vimos que el espacio X asocia
do a E es un k-espacio, luego por la proposicidn 1.35 tenemos que
Cmb(E) = C(X) verifica la propiedad de aproximacidn; de donde se sigue
por la proposicidn 1.46 que para cualquier espacio localmente convexo L,
Cwb(E) 2 L es denso en Cwb(E) € L. Por el teorema 5.12 tenemos que
Cmb(E) B LC th(E,L) = Cmb(E) € L, y por tanto Cmb(E’L) es denso en
cwb(E) € L. Ahora bien, por ser X k-espacio Cwb(E) es completo, y
como L también lo es, se sigue por la proposicidn 5.4 que Cmb(E’L)

es completo, y por tanto coincide con Cmb(E) e L.

Al intentar ver si la aplicacidn ¢ es suprayectiva, nos encon-
tramos con que la imagen inversa de un elemento de Cmb(E) e L no tie
ne porque ser debilmente continua sobre los acotados. Tenemos sin embar

go el siguiente teorema:

5.14. Teorema. Cmb(E) € L es un subespacio de ka(E,L).

P - . 2, . ]
Demostracién. Consideramos la aplicacidn: b La(Lc’Cmb(E) + ka(E,L)
definida por ¢(u) ¢+ E —mm L para cada u 6 L(L;,Cwb(E))

x —— &(u) (x)
siendo (®(u)(x))(y') = (uy')(x) para y' 6 L'. En general
dCu)(x) 6 (L;)' ya que es lineal sobre L', y adem3s es continua so
bre Lé, ya que dado ¢ > 0, consideramos T({x},e) entorno de cero
en Cmb(E)’ como u es continua, existe U’ entorno de cero en L;

tal que u(U') T({x},e), como L es completo se tiene que (Lé)'-L,"
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y por tanto ®(u) estd bien definida.

Veamos que $(u) 6 ka(E,L). Sea K debilmente compacto en E,
hay que ver que ®(u) k es debilmente continua. Sea x 6 K; tenemos
que ver que para todo V entorno de 0 absolutamente convexo y cerrado

en L, existe U entorno débil de 0 en E tal que

d(u) ((x+U) N K) e d(u)(x) + V; esto es equivalente a ver que
para todo y 6 U tal que x+y 6 K, d(U) (x+y) - d(u)(x) 6 V = V°°?
Luego hay que ver para cada y' 6 V° | €4 vy (x+y) - (o ?')(x)l < 1.(%)
Ahora bien como V° es equicontinuo en L', es relatiyamente compacto
en L;, por tanto u(V°®) es relativamente cqmpacto en Cmb(E)’ luego
por el teorema de Ascoli u(V")lK es equicontinuo en C(K); tenremos en
tonces que existe U entorno débil de cero ?n E tal que si sz K ¥y
z-x 6 U entonces [h(z) - n(x)| €1 para todo h 6 u(V°). Tomando

h = uy', y =z = x+y, resulta la condicidn (*).

$ estd bien definida, y es claramente lineal e inyectiva.

Veamos que es continua: Sea T(K,V) entorno de cero en
ka(E,L), K debilmente compacto en E, V entorno de ¢ en L abso-
lutamente convexo y cerrado, Consideramos en LE(L;,ka(E)) el entorno
de cero dado por V° equicontinuo em L' y T(K,l) entorno de cero en

Cyk(E). La imagen de dicho entorno por ¢ estd contenida en T(K,V).
Un razonamiento anilogo al anterior prueba que ¢ es un isomor-
fismo topoldgico sobre su imagen. f

La siguiente proposicidn extiende el resultado 3.16, en el caso

de que L sea Frechet.
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5.15. Proposicidn. Si L es Frechet, Cmb(E’L) es denso en C k(E,L).
w

Demostracidn. En |15| pdg. 161, proposicidn X3-33 se demuestra que gi
X es paracompacto y F es Frechet, toda funcidn continua de C< X ce

rrado a L se puede extender a todo X. Modificando ligeramente la de-

mostracidn de la proposicidn 3.16, se obtienme nuestro resultado. #

5.16. Corolario. Si L es Frechet Cmb(E) ce L es denso en ka(E,L).

5.17. Proposicidn. El espacio ka(E,L) es completo.

Demostracidn. Andlogamente a la proposicién 3.17, teniendo en cuenta que

si K es compacto y L completo, C(K,L) es completo.
.18. T . C E,L) = C E L.
5.18 eorema my( ’,) wk( ) e

Demostracidén. Definimos d C@k(E) e L — ka(E,L) de manera anialo-
ga a como lo hicimos en el teorema 5.l4, se demuestra que es un isomor-
fismo topoldgico sobme su imagen, y se ve que ¢ es suprayectiva defi

niendo ¢_1(f) para f € ka(E,L) como:

5.19. Corolario. Si L es Frechet, th(E) 8 L es denso en ka(E) e L.

Demostracidn. Por la proposicidn 5.15 y el teorema 5.18 resulta que

Cmb(E’L) es denso en ka(E) ¢ L. Por la proposicidn 5.11, nos resulta

que Cwb(E) 8@ L es denso en ka(B) ¢ L. Ahora bien



- 64 -

Cwb(E) 8L c ka(E) e L c ka(E) € L. Luego se obtiene el regultado. #

5.20. Corolario. C .(E) verifica la propiedad de aproximacién.

wk

Demostracidn. Por la proposicidn 3.17 ka(E) es completo; ahor; bien
por la proposicidn 1.47 tenemos que un espacio localmente convexo com-~
pleto M verifica la propiedad de aproximacidn si y s8lo si M 8 E es
denso en M € E para todo E Banach. El corolario 5.19 nos da que
ka(E) verifica la propiedad de aproximacién. ¢

5.21. Corolario. Cw(E) y Cwb(E) verifican la propiedad de aproxima-

P
cion.

Demostracidn. (E) es el completado de ambos, y por el corolario. an-

ka
terior verifica la propiedad de aproximacién, luego por |27! Exp. 15,
Teorema 7 se sigue que Cw(E) y Cwb(E) verifican la propiedad de apro

. . .
ximacién. #
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CAPITULO 6

6. Apéndice. Problemas abiertos.

Ya vimos en el segundo capitulo que cuando el espacio de Banach E
es reflexivo, el espacio topoldgico asociado X tiene estructura local-

mente convexa, reciprocamente vimos que si E contenia a C X no

o’
era localmente convexo; posteriormente el profesor Javier Gédmez ha demos
trado que si E no contiene a Zl, el espacio X es localmente conve-

xo s8i y 88lo si E es reflexivo. Este resultado deja ahierto el siguien

te problema:

1. (Es X 1localmente convexo si y sdlo si E es reflexivo?

La forma de abordar esto es estudiar si la topologia de X 1 es
£

localmente convexa. En caso de no serlo, tendriamos que para cualquier

egpacio F que contenga a Ll (que claramente no puede ser reflexivo),

la topologia de XF no seria localmente convexa, por ser X 1 subesgpa-
cio topoldgico de Xp3 con 1o cual quedaria establecida la equivalencia.

Otra cuestidn abierta es el problema de la complecidn de Cwb(E)'
En particular cuando E contiene a ll sabemos que X no es k-espacic,
pero no podemos afirmar que no sea kR—espacio este problema estd relacio

nado con estudiar cuando X k-extensién de X, definido como X dota

Kl
do de la topologia miAs fina que coincide con la X sobre los compactos

de X; es completamente regular.

Téngase en cuenta que si X no es un k-espacio, la topologia de
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X es estrictamente menos fina que la de XK’ Yy que por otra parte el

completado de Cwb(E)’ C _(E) se puede representar como C(XK), pero

(4 3
si Xg Do es completamente regular, en general C(X) vy C(XK) no tie
nen porque ser distintos. Es f&cil ver que el espacio X para Zl si

K

es completamente regular, ya que la funcidn norma que estd en C(XK)

separa cerrados y puntos de X pero para demostrar esto es esencial

) &4

el lema de Schur.

El problema mis interesante desde nuestro punto de vista es el de
caracterizar cuando es X realcompacto. En esta linea un resultado ideal

seria:

2. X es realcompacto si y s8lo si E es debilmente realcompacto.
El intento natural es demostrar el teorema de Corson |6| para X, 1la 1%
nea que hemos abordado es intentar demostrarlo para las bolas, es decir
encontrar un resultado del tipo: SI (Bl’ U(E,E')IBI) es realcompacto
entonces B; N Xo E = By, lo cual nos daria el siguiente resultado: Si
X es realcompacto, entonces E es debilmente realcompacto. Este inten
to encuentra desde nuestro punto de vista dificultades dificiles de sal-
var, ya que en el Teorema de Corson es esencial un resultado de separa-
cidn de abiertos en un producto de espacios topoldgicos debido a Bocks-
tein |2], que en general no es cierto para subespacios topoldgicos de
dicho producto (nosotros tendriamos que aplicarlo a B; en lugar de a

E'*).

Otra linea de trabajo, seria demostrar directamente para casos con

cretos que X no es realcompacto. Los posibles candidatos serian espa-
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cios que sabemos que no son debilmente realcompactos, en particular
lwlco, o C[O,wl] gsiendo Wy el primer ordinal no numerable. En la
demostracidn de que lm/Co no es debilmente realcompacto |7]| es esen-
cial el resultado de Corson, por lo cual pensamos que es mas factible
de abordar el caso de C[O,wl] en cuya demostracidn se utiliza la si-
guiente caracterizacidn de Hewitt ]12]: Un espacio topoldgico es real
compacto si y sélo si toda medida de probabilidad numerablemente aditi-
va sobre 1los conjuntos de Baire, que tome solo valores 0 y 1l es T-re-
gular; es decir para toda red {fa} de funciones continuas y acotadas

que decrece a cero, se tiene que el limite I fa dy es cero.
X

Por Gltimo en la demostracidn del teorema 3.6 se utiliza que to
do espacio separable que no contiene a Zl verifica que todo subconjun
to acotado es secuencialmente denso en su clausura |24]|. No se sabe si
~hay un resultado andlogo prescindiendo de la condicidén de separabilidad.
Una posible forma de abordar esto, seria encontrar un espacioc E no se
parable que no contenga a ll, y tal que Cwb(E) no fuese completo,

lo cual demostraria que las hipdtesis de separabilidad no se puede eli-

minar.
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