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XI__PREFACIO

Bste capitulo tiene un caracter introductorio. lLa inmensa
mayoria del material en <31 se encuentra en Ja literatura pro-

bado y discutido en una manera casi idéntica a la dada agyui.

EY objelivo perscguido al incluirlo no es sdlo hacor que
Ja tesis sca esencialmente autocontenida, sino tawbidn cla-
rificar un punto de vista sobre problemas dirndmicos; el én -
fasis es, por tanto, en seleccionar las ideas fundamentales
y sus relaciones, mostrar sélo el escueleto de la teoria y
dar referencias a los lugares donde pueden cncontrarse desa--’
rrollos mds completos y precisos.

..

En cuanto al nivel de prerequisitos, consistentemente he
utilizado sin referir a la literatura los resultados que a--
parccen,bien en el volumen 1 de los libros de M. Reed-B.S5imon,
en el libro W. Rudin de Andlisis Real y Complcjo,o en el 1i
bro de Halmos de teoria de la medida; todos los demds hechos

estin referidos en la bibliografia.



II E1 formalismo y sus jinterprcteciones

La teoria ergddica puede definirse (1) como el estudio de

las propiedades estadisticas de los sistemas deterministicos.

Sus métodos son esencialmente de dos tipos: blando; (tno;
ria abstracta de la medida y andlisis funcional) y duros (pro--
piedades geométricas , topologia, etec.)

Mi opinidn es que la teoria blanda tiene un nicleo bien
definido consistente en tres teoremas (de recurrencia de
H. Poincaré, ergddico de J. Von Neuman y ergddico de G.D.Bir-

khoff) y los métodos ligados al concepto de entropia.

La situacidn de la teoria dura es menos estructurada. Hay
muchos métodos; pero de aplicabilidad limitada la mayoria.
Sin embargo,los métodds ligados al concepto de hiperbolici-
dad permiten desarrollar una teoria sistemdtica de una gran
amplitud, riqueza y bhelleza. Sus resultados y técnicas son
bdsicos para otros métodos. Ademds, encajan muy bien con los
métodos duros. Otro aspeclo interesante es que recientemente
se han descubierto nuevas aplicaciones, con lo que -y esto
cs extraho en ciencia- es una teoria coherente, que todavia
tiene puntos abiertos. Por ello, es el Unico método duro que
voy a describir en este capitulo introductorio. En el tercer
capitulo sc explicard otro método, que creo tanbien es muy im
portante: la teoria de perturbaciones a la K.A.M.; sin cmbar-
go., este capitulo tiene un caricter menos expositorio, pues

’



el objetivo es presentar resultados originales y, las ox--
plicaciones generales que se dan son mds personales y de

. :
aceptacion menos generalizada.

Una observacidn que es necesario tener en cuventa es que,
en general, los métodos blandos, por si sdlos, a pesar ce

A = . .
~quiza o causa de- la gran abstraccidn que tienen y que los
hacen particularmente fascinantes, generalmente, no resuel-
ven nada. Son utilisimos para proporcionar, digamos, la os5-
trategia. del andlisis,.pcro con gran frecuencia, en contra
de lo gue se pensaba en los comienzos de la tecoria, las di--

ficultades reales son taclicas.

Un aspecto ciertamente espinoso de esta tcorfa, cs el de

su inteyprelacidn fisica. Come todo el mundo sabe, esta
teoria se introdujo como fundamentos de la termodindmica.,
Desgraciadamente, cuando hubo las conlroversias fundaciona-
les sobhre la mecdnica estadistica, habia clementos de infor-
macidn muy jwportantes que faltaban, (notablemente, las tran
siciones de fase y ql limite termodindmico). Creo que el
trabajo jniciado esencialmente por Ruelle y colaboradores

en los 50 ha clarificado aspectos  esenciales aunque, de
modo sorprendente (y exasperante) ha sido ignorado por to-
Aos los ecscritores de libros de texfto. Mas atn, los libios
de texlo,en gencral, todavia vacilan en el formalismo a

aplicay.

El tecorema de recurrencia de Poimcard, se presenta como
una paradoja, ddndole una interpretmcidn que ya Foincaré
dudaba y que Gibbs y Einstein elimimaron. Desgraciadamente
esa dificultad conceptual aparece como un obstdculo —inclu-



so para hacer cdlculos- en mecdnica estadistica del no equi-

librio.

Voy a tratar de mantencrme aleja:do de esas polémicas has-
ta el segundo cbpitulo, en el que s aplicardn las técnicas
desarrolladas en la introduccidn a wn andlisis de una teo-
ria fisica -siendo honestos, habriz que decir gue estd aban-
donada incluso por sus proponentes, la Unica justificacion
de incluirla en la tesis es que el andlisis es original y
que jugd Un cierto papel en dicho abandono. Aun asi, la en-

cuentro extremadamente ingeniosa-.

El campo, ciertamente, se presta a discusiones filosdfi-
cas. Para poder estudiar propiedades estadisticas de proble-
mas deterministas, tendrcemos que construir un formalismo
que englobe a ambos. Dada la ant{tesis metafisica cntre
determinismo y caoticidad, los experimentos y las matemd-
ticas son susceptibles de discusidn ontoldgica y de
arrojar luz sobrc problemas existenciales (2). El autor,
aunquc no totalmente opuesto a esas discusiones, prefiere -

no verse envuelto en cllas en plUblico. (¥) (**)

Sin embargo, le gustaria al autor relatar la siguien
te andcdota: Un dia en una fiesta, fuera de su circulo de
amistades, conocid casualmente, a un hombre de negocios,cal-
vinistd convencido y, como tal, profundamcnte atormentado
por el problema del determinismo. Tras jugar con una calcu--
2, el autor le convencid de que

N4

ladora iterando f(x)=1-4x

»
’



Los objetos que vamos a estar considerando son los
SISTEMAS DINAMICOS ABRSTRACTOS, es decir la siguiente cstruc-
tura: .

Un espacio _(L

i:Una o—-algebra 53 en L
Una medida Ju en 8_ P ‘\k (.Q.) =14
Una transformacidn 'medible que preserva

es gdecir T»L (T“i/\) = PA_{[\) , X he &

L,o gqua vamos a investigar son los modos de establecor re-
Yaciones entre propicdades de T y de M .Muchas veces, el
dato serd T, y el objotivo_seré conocer propiedades de Jas
Vﬂs. Otvyas veces, serd al revés, A serd dada y nos pre -

untarewos por propiedades de las T ue la preservan.
g )} proy H

Se compirende que las técnicas serdn semcjantes

.../ (*) eso era indistingﬁible cnpiricamente-si - no se ha--
cfan los experimentos adecuados, claro-de uvn proceso alca-
torio. Unos dias mds tarde, el autor recibid una nota de
agradecimicnto de este conocido casual dicicndo gque csa
charla habia puesto fin a afos de torturas wmorales. Aunque
el autor no enticende muy bien los argumentos envuecltos,

cicrtamente, quedd satisfecho y orgulloso.



Advertencia

Aunque no es hecesario en todos los argumentos, supon-
dré en algunos de ellos que Q)L es compacto y normal,d& es
o-algebra de Borel (de modo gue lass medidas son el dual de -
las funciones continuas) y que )L es scparable de modo
que Cf{;)) es tambien secparable.

Desgraciadamente, hay una sutiieza que hay que mencionar.
En algunoé argumentos nos gustariaque nuestras medidas fue-
sen completas, es decir, que los subconjuntos de medida
cero, scan tambicn ' de medida cero. Si tenemos fija una medi-
da, nada mds sencillo que.incluir en &i todos los subconjun-

tos de conjuntos de medida cero.

Si hablamos de dos o mds medidas, es muy posible que no
nos interese tencer gue definir la segunda medida en todos
los conjuntos nulos de la primera.

Una de las ventajas de utilizar sistemdaticamente el teo-

" rema de Riesz en la construccidn de medidas es que esta di-
.

(**) Como punto relacionado le gustaria comentar el hecho
gue estd emergiendo un nuevo "paradigma" precisamente el
siguiente "leyecs de movimiento sencillas pucden dar origen
a movimientos muy complicados" curiosamente, ya era cono-
cido por . Poincaré y G.D. Birkhoff, pero fué sistemdtica-
mente ignorado por los fi{sicos que sdélo ponian en libros
aquellas ecuaciones que podian resolver exactamente y, ten-
dian a creerse que eran todas.

M : ]
Desde luego, la emergencia de <ste paradigma no sc ajus-
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ficultad gueda superada (aparte, por supuesto, de las mis
obvias de facilidad en las construcciones y que la inter -

pretacion fisica es mds intuitiva).

Una interpretacidn que es posible tener cs la siguicn-

te:

SISTEMA DINAMICO CLASICO

). es ¢l cspacio de las fases de un sistema mecdnico

(o una superficie de cnergia constante)
&5 Ja o-algebra usual de conjuntos Borel (completada)

ii la medida de Liouville d*:¢lq£.A-d%Jq1uh.dV (o su
. s

restriccidn a la superficie de energia constante)
T la correspondencia que a cada punto asocia su ima-

gen tras un segundo de evolucidn hamiltoniana.

El teorema de Liouville, garantiza, en este caso, que

la medida sc preserva,.

...(**)  tan ni a los esquemas de Kubnianos ni a los de
Lakatos ni a ninguno que el autor conozca guc haya sido

propucsto.



Es de notar que aqui hay otre propiedad importante:

P ecs una medida de Borel, y asccia medida positiva a
conjuntos abiertos.

Es costumbre decir entonces gue es una medida topoldgica.

Dentro inc}uso de la mec@nica, caben otras interpreta -
ciones, por ejemplo Ll una superficie de seccidén y \S la me-
dida inducida por la medida de Liouville y el flujo.

Mds interesantes son, sin embargo, las siguientes inter-

pretaciones

PROCESQOS _ESTOCASTICOS ESTACIONARYOS

Un proccso estocdstico es una sucesidén de variables alea-
torias guc toman valores en un cicerto conjunto

(digamos {-1,4-1} ). '{ Xi]!i,el

Podemes pensar en Xi como el resultado de realizar un
cierto experimento aleatorio en el tiempo i. (Para simpli-
ficar supondremos que hay s6lo dos posibles resultados de
cada experimento,como llamarlos cara o cruz da un cierto
aire vicioso y, ademds no se traduce bien.al inglés, los

denotaremos por +1 y -1)

‘Es natural, considerar el espacio de las realizacioncs
del proceso 2
0 = {-1,+}

Consideramos ¢l proceso bien caracterizado cuando pode-
mos definir las "funciones de distribucidn finito dimensio-

nales". Es decir



de modo gue satisfagan las condiciones de compatibilidad

obvias.

No es dificil probar en este caso que hay una uUnica me-
dida definida en la menor ¢-dlgebra conteniendo todos los
conjuntos cilindricos (es decir, aquecllos obtenidos espceci-
ficando un numero finito de coordenadas y dejando ;ibrcs

las dends). .

s de hotar gque, en contra de la intuicidn elemental
este tipo de problemas es no trivial (ver un ejemplo on

(3) pagina 25).

Tales ferndmenos no son simplemente una patologia mate-
mitica y, tiecnen profundas consecuencias fisicas -sobre to-

do en la siguiente interpretacidn que discutircmos-.
Asi que daremos upa prueba completa en este caso.

La prucba estd adaptada de (4) y es un argumento muy
\itil, aunque no el mds econdmico en ¢ste caso sencillo. En

otros casos, sera indispensable un argumwnto de este tipo.

Prucha de la_extensidn

Observamos que {—1,+1} es compacto con la topologia

discreta.
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Si le damos a f). la topologia producto de Tichonov es
tambien un conjunto compacto. Por la propia definicidn de
la topologia, los conjuntos cilindricos son una base de en-

tornos.

Consideremos r] el dlgebra de funciones continuas que

dependen de un nimero finito de coordenadas
. ‘_': {‘{_\ / {:,Q‘wm continua, '{({lib = {(xmuﬂxtn\}

Las probabilidades finito-dimensionales nos permiten

definir un: funcional.

P: T —R

Ahora bien, r' separa puntos Y. por el teorema de Stonc-
Weirstrass, es densa en (f°(§1)

F> tiene norma menor que 1 sobre {L y, por tanto, se
extiende de una manera Unica. Por el teorema de Riesz ese
funcional es una medida, que un momento de reflexidn mues-
tra satisface todas las condiciones que pedimpsc

Definicidn: )

Se dice que el proceso es estacionario cuando
P"-{X_ o N s P = M} T

La interpretacidn de esta condicidn es una secuencia fi-
nita de datos, nos lleva informacidn sobre el tiempo en que

fué extraida.

Se comprende que si el promedio de unos y menos unos cam-
’
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biasc con el ticwpo, dada una secuencia de -digamos 10.000

sucesos— podriamos conjeturar cuando fué extraida.

Aunque el promedio en si no cambiasce, si cambjase en co-

rrelacidn podriamos deducirlo igualmente.

otro modo, ligeramente mads sofisticado de dezir lo misno
—-pero que subraya la analogia con lo anterior- es la siguiocn

te:

Introduzcamos la siguiente funcidn (que obviamente es o

medible) en el espacio de sucesiones.
) Y({th) = { {'hu}

E) proceso es estacionario si y sdlo si la medida quec lo
describe en el c¢spacio de recalizaciones, es invariante
bajo W

MECAIIICA R

,.
P
i
e
4
i
el
o4
|
o)
ir-‘.
i)
i3
3
>
Wi
<
=
=
=
it
=
o
=
o
=z
o
=1
A

;
!

otra interpretacidén posible es Ja siguiente

' ' g3
Podemos interpretar’ O\ = {'i:*ﬂ} como el espa-
cio de las configuraciones de un cristal unidimensional de

dtomos con spin 1/2.

Una medida(l en Q) es un estado ternodindmico. Su inter-
pfctacién fisica es una regla que, dado un observable que
depende de la configuracidn, le asocia su promedio termo-
dindmico i.ce. el valor que observamnos si hacemos un eXpe-

rimento.
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De particular importancia son los estados de equilibrio,
correspondicntes a que el cristal esté en equilibrio térmico.
Si los spines no interaccionan ni entre ellos ni con un

campo externo, la medida que representa el estado de equi-

librio es

W { 1%t/ Xopg= Ly oo ¥m” ‘-M}

Si hay interacciones, la situacidén puecde cambiar (radi-’

~calmente si la interaccidn es de largo alcance). .

Mucha veces, en termodindmica estamos interesados parti-
cularmente en sistemas homogéneos, ¢llo se corresponde con
que el estado sea invariante bajo traslacidn.

Hay gue notar que, aunque la intceraccidn sea invariante
bajo traslacidn, puede que haya estados de equilibrio quec
no lo. sean. '

Si la interaccidn es. invariante bajo traslacidn, e) tras-
ladado de un estado de equilibrio serd tambien de equilibrio.
Pero (a menos que s8lo haya un estado de equilibrio) no hay

ninguna razdn para pensar que deba ser el mismo.

Un ejemplo a tener en cuenta poafan ser los cristales
antiferromagnéticos o -este es todawvia un problema abierto-
por qué dtomos interaccionando medi:sinte interacciones que
son invariantes por el grupo de Galileo tienen estados de
equilibrio- si es que los tienen- que son cristales, inva-

riantes por un grupo mucho menor.

-
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En dindmica, sin embargo, estarcmos interesados en casos
en Jos que sdlo hay un estado de equilibrio que, por tanto,

serd invariante por traslaciones.

Las medidas gque describen una situacidn de equilibrio se
llaman medidas (o estados) de Gibbs y el mejor modo de ca -
racterizarlas es mediante las ecuacionces D.L.R. (Dobrushin,

Lanford,Rnglle) (5).

Estas ecuaciones son un método natural de dar sentido a
la férmula de Botzmann-Gibbs

e~-H/kT

p_ =
X

. La dificultad.de interpretar esta férmula estd cen cl he-
cho de (ue queremos trabajar con configuraciones de siste-
mas infinitos (de otro modo no hay p. ej. transiciones de

fase) . Pcro para- estos sistemas, la energia serd infinita.

La idea detrds de ellas es la siguiente. Si especifica-
mos la configuracidn fuera de un conjunto finito t\ podemos
. B
definir mediante la férmula de Boltzmann-Gibbs las probabi-

lidades de diversas configuraciones enj\.

Damos asi, las distribuciones finito dimensionales con-

dicionadas a la o-dlgebra de variables fuera de f\ .

Se comprende que aqui, los problcmas de existencia y uni-
cidad van a ser no triviales y van a depender de la interac-
cién. Lo interesantc es que las “patologias” sefialadas ante-
riormente corresponden a fendmenos fisicos. Hay interacciones

que no definc una termodindmica y hay interacciones para las
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cuales hay varios estados de Gibbs.

Comentarios

Como adverti antes, notemos gue ¢ la primera interpre--
tacidn, ya tenemos la medida invariaate -la de Liouville-

y queremos investigar qué propiedades fuerza en las funcio-
nes que la preservan. En la segunda, tomamos como dada la
transformacién y queremos ver qué medidas invariantes hay

y qué propiedades tienen.

Desde el punto de vista matemdtico, una vez que fLencmos
una estructura, el primer problema gque salta a la mente es
clasificar todas las posibjlidades que pueden suceder salvo
morfismos de la estructura. En toda su generalidad, este es
un problema muy dificil, y que, desde luego, no estd resuel-
to,-ni hay esperanzas en un futuro prdximo- sin embargo, es

un problema que es Util tener presente.

El llamado programa de Smale (6) ~alin hoy lectura obli-
gada para quien se interese en el tema- proponia precisamen-
te clarificar, no todos los sistemas, pero si una parte ma-
yoritaria de ellos, aunque preservando no sdlo la estructu-
ra de medida sino una topologia también, es decir, querfa-
mos estudiar todo, no salvo cambios de coordenadas medibles,
sino sélo salvo cambios de coordenadas continuas (adn hay

una versidn mds débil, la (. -conjugacidn).

Cuando discutamos técnicas duras, veremos que la técnica
jmportante es preccisamente un truco para probar -entre otras
cosas~ que sistemas como billares, el gas de Lorentz, o el

gas de esferas duras (la prucka alin no estd completa) son

-
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cquivalentes, bajo un cambio de coordenadas medible @ un es—

tado de Gibbs -de hecho, podremos probar mds--.

Si se toma el punto de vista que estamos discutiendo de
considexar cquivalentes dos sistemas que son equivalentes
bajo cambios de coordenadas que preserven medidas,hay quo
advertir» que la intuicidn que di no es invariante bajo di-
chos cambios. Un ejomplo aclarard lo que quicro decir con

osto. . -

consideremos el modelo de Ising con hamiltoniano

H=3 XX, . g . .
- 717111 de interaccidn a vecinos mas proximos.

Ja intuicidn que antes recomendé tener presente, es la
de un sislema en el que el futuro estd condiciounado por el

pasado, pero sdlo levemente.

Sin embargo, si en vez de describir el sistema nmediante

" las coordenadas % utilizdsemos Y; o= X X4 el sistema

se nos mostraria desacoplado.

Hay un argumento ‘standard para reducir interacciones de
alcance finito (digamos n) Hay interacciones de vecinos mis
préxinos. Considercmos varjabics que tomen 2" valores co-
rrespondicndo a las 2" cadenas de longitud n  gque podemos
formar. Se e¢ntiende que es lo miswo asociar una de estas
“supcrvariables" a un "supersitio" -que es un sitio normal
de coordenada miltiplo de n -que el sistema original. EL
supcersistema es, sin embargo, de vecinos mds proximos-spin

n-1 . .
2 , sin embargo-.
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Si las interacciones son de soporte infinitamente largo,
pero decreciendo suficientemente rapido, se comprende que
podremos aproximar arbitrariamente bien el sistema por inte-
racciones -de alcance finito. Ahora bien, estas interaccio -

nes son desacopladas. -

Curiosamente en dindmica el lema clave del tcorema de
ornstein (¥) —-que discutiremos en la seccidén de entropia-
es precisamente que un sistema satisfaciendo esta condicidn
sc pucde desacoplar completamente.

Si se hace todo con cuidado, por ejemplo, para interac-—

ciones a pares basta suponer

AT RPR) L
Tk

Mids aln, haciendo un pequefio argumento extra, estas con-
sideraciones permiten probar que el estado de Gibbs es tnico
-—que las ecuaciones D.L.R. tienen solucidn Unica-. Este es

el famoso teorema de unicidad de Dobrushin probado asi, me—
diante técnicas de dindmica (8). Mas adelante, tendremos
ocasidén de probar en*mis detalle teorecmas de dindmica uti-
lizando técnicas de mecdnica estadistica. Aunque se cite
ahora, las tdécnicas neccesarias para esta prueba no las des-

cribiré hasta la seccidn sobre entropia.

-
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JII _TLos argumncntos fundamentales de la_teoria blanda

syl.ov-Bogol iuboy

El objetivo de este teorecma es probar que todas las trans-
.
formacionés tienen una medida invariante. La ventaja de este
argunento, es que es una construccidn casi explicita y que
se puede controlar bastante para dar propiedades de las me-

didas que construyamos.

Aparcce con muchos otros tcoremas:; en estas notas, la ver-
sidén del teorema-de Von Newaann que discutiremos que discu-

tiremos, también utiliza un argumento de este tivo.

Teorcema:  Sea () tal que satisface las condiciones del
formalismo, y ?:fl~9fl medible. Entonces hay una medida -
de probabilidad invariante bajo ? .

.

* .
Prucha: Definamos ? actuando sobre las medidas del

[Pdgep) = fipor dp-

Es fdAcil comprobar que

siguiente modo

¥o=
M oes Y —invariante si y sélo si ¥ b*"‘
. q*’ aplica medidas de probabilidad en mcdidas de

probabilidad

Escojamos una medida de probabilidad cualquiera V Y

formemos
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Para una F EC?Q) cualquiera, J{‘ d An estd acotada
y podremos escoger una subsucesidn que converja.

Utilizando un truco diagonal, pbdcmos escoger csa
subsucesién de modo que converja sobre un conjunto nu-

merable que sea denso.

An interprctados como funcionales son equicontinuos
de modo gue esta sucesidén converge:d sobre todas las fun

~
ciones continuas. Llamemos al limite ¥

Esta medida es invariante puesto que
¥ : — A (PR
¥ A0, = Ay o (0= )

Integremos respecto a una funcidn cualquiera y tomemos

limites.

Nétese que lo que cstamos haciendo es utilizar el
teorema de Banach-Alaoglu (las medidas de probabilidad
son un conjunto compacto en la topologifa débil*) y que
esta topologia es metrizable, con. lo que podemos extra-
er subswucesiones.

Esta Ultima parte del argumento, ho €s hecesaria pues
to que podiamos haber probado la existencia mediante otros

métodos ( por ejemplo el tecorema de Schauder-Tichonov).

La ventajo de hacerlo como lo hemos hecho aqui, es
ya dije antes,que todos los pasos se pucden controlar vy,
por ejemplo, es posible discutir propiedades de la medi

da asi construida.
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Ejcmplo:

Siguiendo este argumento se puede probar. v

Supongamos que Le*“i es absolutawmente continua con res-
pecto a la medida rly que sus densidades son siempre menores
que una'funciéx)en L} independiente de n.

Entonces, existe una medida invariante absolutamente con-
tinua respecto a y,.

A.‘

Este ess ¢l teorema abstracto que estd detrds de los tra-
bajos dc Misiurewicz (9) sobre medidas de mapas del interva-
lo. Tambien es instructivo comparar el tcorema abstraclo,con

la_ tdctica de 1la prucba.

Ootro argumento muy scmejante aparcce en (10) (11)
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EL_TEOREMA DE RECURRENCIA (Poincaré)

Sea A un conjunto de medida pocitiva. Entonces, existe
~ - . .
un conjunthd A contenido en A y de la misma medida tal
~ .
que St x e A ,entonces visita A un nYmero infini-

to de veces.

Prucba

Llamesmos Bn al conjunto de puntos de {l que en el tiem-
po n estdn en A  ,pero no lo vuelven a visitar mds.

Es decir R
-n nt
Baz 07 o [) 4P (amm)
Claramente tenemos

kf-h( B»,‘,) = Bt

de modo que todos los Bn tienen .la misma medida.

Por otra parte _ . ’

De modo que esta medida comin no puede ser sino cero ya
gue la unidn de todos los Bn ,-que son disjuntos e igual

medidamestd contenida en un conjur.to de medida finita.

Ahora bien, los puntos que visitan en el futuro un
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nimero infinito de veces es precisamente

Dificil es sobrecstimar la capacidad polémica de cste
tecorema (32). De acucrdo con lo prometido, guardaré una dis-

cusidn de sus interpretaciones para el siguiente capitulo.

hé jese, isin embargo, wencionar gque las aplicaciones son
mucho mds potentes si se aplica en tandem con argumentos de
categoria (13)
.
Como veremos en su lugar, puede deducirse fdcilmente del

teorcma de Birkhoff.
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TEOREMA DE_VON NEUMAN

L.a versidn que voy a dis:<utir de esté teorcina es mads cercana a
la versidn de Yosida gque a la de Von Neuman.

La versidén de Von Neuman.- hipdtesis :ds restrictivas—- pueden
encontrarse en. Red-Simon. Sin embargo, es divertido notar que la

prueba original de Von Neuman era mas cowplicada.

La razdn de.incluir esta versidén es que la ‘tuve gque utilizar
-y que redescubrir-en algin momento y que, creo subraya la unidad
de la teoria ergddica: complicamos el argumento de Krilov-Bogoliu
Bov, y'damos un resultado mds preciso y tenemos un argumento, que
es bastante mds flexible que el argumento de Von Neuman.

El lector puede divertirse tratando de debilitar alguna hipdte-
sis cextra en este enunciado. ’ A '

Teorema

Sea X un cspacio de Banach, reflexivo y separable

.U s XX
un operador tal que || Unll & Kgeo para todo: n>0
Entonces .
_1 wo-l .k : i
An x = - EE% U x »> fix Para todo x

Mds ain -se sigue de lo anterior:
2 = nu=ul = 0

O sca que JI es proyeccidn sobre el espacio de vectores tal
que

Ux = x



Observemos que el resultado es trivial si x es rkal que

UXx =X
.0 s8i X € Rawn (U - I)
(En este caso la suma cancela casi todos los términos igua. que
cuando se suman series geométricas, de modo que el linite es ce-

ro) - ;.

Llamcmos Xl al primer espacio y X, al segundo.

2

Digo que:

Estos dos espacios tienen interseccidn trivial
(de mwodo que se puede hablar de Xy G)x2 ) vy ademés,Xi ® X, es den-

so on X.

La primera propiedad se obtiene de ¢ue cuando X € Xl’

lim. An X = X,Y gque, cuando x € X? lim. An x = 0.

(Nétese que usamos || \Jk “ 4 K).

lL.a segunda propiedad es interesante incluso en dimensidr fini--

ta, asi que la discutiremos primero ¢n este caso.
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Si la dimensidn es finita,podremos uwsar la forma candnica de
Jordan que tendrd bloques conteniendo 1°s

Aol )

N | )

La existencia del bloque

Es incompatible con la acotacidén uniforme de u” dado que:

11 n. . 1 n¥l n . .
.1 5
.1 - . . n

. .nt+l

1. . 1

De modo que el unico blogque que hay es:
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asi que X = Ker- (1-U) @ Ran (U-1)

Lo que deberipmos hacer en dimensidn infinita es un andlogo

de la forma de Jordan.

Obviamente, la teoria ospcct{al, (y de bhecho hay un tcorema gue

nos dice que eslto e¢s cierto (14) ).

La estrategia de la prucba que voy a dar es scgulir paso a paso
la prueba de la forma de Jordan cn (15). Lo Unico que alli, ob-
jetos cuya construccidn se terminaba por la dimensién finita,
aqui habrdén de ser reemplazados por objetos construidos utili-

zando un argumento del tipo de Krylov-Bogoliubov.

Lena:
En las condiciones del teorema
An X coverge débilimente a Hx , para todo xeK
Prucha: .

De nuevo, invocaremos el teorema de Banach--Alaoglu, y el
hecho de que X es scparable con la topologia débil (misma que
la topologia débil*, ya que X es reflexivo) para obtener que
existe una subsucesidn de modo que
Ank x converge débilmente a Tix

Ya que tenemos que este limite existe, y que
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Obtenemog nu - u “ﬂ' - ﬂ'

Para demostrar que el limite existe, nos bastaria demostrar
que es unico.
Supongamos, pues que.existe otra subsucesidn

A
A'I'\‘k —p T‘ (aébil de operadores)

N

A A D
‘_r tembien verifica que ﬂ U= uﬂ = ﬂ

A

De modo que -ﬁ AMR: Ahkﬁ: ﬂ’
L TN ARTTTT |
_Tomando limites ﬁ“ :ﬂ 'ﬁ‘ :ﬁ ) ‘n\/‘ —,ﬁ_'n ___]T

con lo cual, el limite es tnico

Ahofa, utilizaremos el lema, para probar que
X4 ® X'L

es denso.

- . ! * \kﬂ‘
Utilizarep_\os el lema, aplicado no a X 3Us1no a X % WA, que

es fdcil ver tambien verifican las hipdtesis.

Lo que tratamos de ver que no existe ningun funcional conti-

nuo diferente de cero que se anule sobre Xy ¥ X, (Tcorcma de

2
Hann-Banach)

"
Supongamos gue y se anula sobre X.
&

<¥Z (+-Wx > =¢

Es lo mismo que decir

y Vxex




(4-Wr)yr=o
Pov‘ tm«to/
3 M ¥
u \ATV = \é- .

ﬁ\n v« = %ﬁ
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Un pegucio cambio de sitios y estrellas muestra que

N IT*

de X¥

Por otra parte, si

CHEPET:

So tlena

de wodo que U’“ ‘6* =

en la topologia ddébil

\é%

VrxeX,

Ly¥ ey =o0 reX

n“\a* =0

Fsto establece el teorema

Comegntario.

Antes dije que un método alternativo para probar que

)T'L D —;2 = X era utilizar una
) pectral. Puede uno pensar que esa

argunento que acabamos de dar. De

es bien conocida. Todo el tcorema

versidn adecuada al tecrcema es-

versidn podria recuperzrse del
hecho puede hacerse, y ademis,

espectral puede probarse uti-

. SN
lizendo dlgebras de Banach y la prueba viene & ser mds o menos

la misma dada aqui.

-



La hipdtesis de que X sea reflexivo no es satisfecha en ca-

sos interesantes, como por ej. X = L1
Sin embargo, hay veces que hay argumentos E/a que dan

el mismo resultado.

Doy un caso concreto

U £:i(x) = U (¥ x)

i ) 2
Si \f es invertible U es unitario en L (JL‘TQ) " Y ademds

Il =4

-y

Podeinos eplicar el teorema que hemos aprobado, para demos-

trar que hay convergencia en sentido de L?  sobre l}(jllv)

Ahora bien, convergencia L2 implica convergencia L1,

A gon equicontinuos coino operadores o L} y 1?2 es

denso en L?. uUtilizando un argumento /3 obtenemos convergen-

cia sobre todo L1
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TEOREMA_ERGODICO DE G.D. BIRKHOFF.

El siguiente tcorema tiene una distinguida historia.

Aparte de su interpretacidén dindmica, con la segunda inter-
pretacidén ded formalismo, es la ley fuerte de los grandes nume-
ros para procesos‘estacionarios. En un sentido muy preciso, fué
uno de los primcrés teoremas de diferenciacidn de integrales
(ver (16) para un desarrollo explicilto de la analogia).

cuando se dan las hipdtesis para su aplicacidn, supera a los

teoremas gue hamos probado antes en que se¢ obtienen conclusio-
nes mds precisas.

Regatear hipdtesis en su prueba ha sido una gran industria.

Teorema .

Sea £ € L‘(_O_,IA)
Definamos | AM{‘ ::% gf(‘ka)

Entonces 1) Lia AM'F()QEHRK) existe para M- casi todo  x.
i) ¢ PelP,p) , AEP<

Por supuesto, para L<pPgeoo es solo un caso

particular del tcorema de Von Neuman con UF(X) = P(‘(’(i))

it

(para P 4 " ver el sequndo comentario).
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Mostremos aqui que ii) se sigue de i)
Claramente ) .

Z
TUCle < NEL, fe pe=
por tanto I AnP”LP L ‘P“L" A¢pe @
si Pel” ” ‘

A.MF(I) & \H‘ “[‘j’

Por tanto, la convergencia puntual garantizada por i) impli-
i , oo
ca convergencia LP (14?\4&0) para toda funcion ‘f'e L
(convergencia dominada) )

Pero L™ es denso en LP Y los operadores An son equicon-

tinuos

La principal novedad en las hipp’tesis, es la positividad del
operador, i.e. que

U F 20 cuando P7/0
Esta hipdtesis estd crucdialmente relacionada al principal
ingrediente de la prueba que es un lema maximal.
Lema. (Hopf -~ Garsia)
1
sea g e L' ()

Llamemos E, (g) = {JC /oi‘fj’n Ay,_%(z) >O}

E (g) ,=-\x/ % A, 3(1)>o}:UE“(%)

n

Entonces

J~ 3.dt*:>(3 %,Pm.faﬁto, £;%-41L >0
E,
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*
Sn' = Sup (Se=0)
Dado que .

. °§i$n
=9+ S

Se tiene sobre }

S'v\u ”%*‘Sw o0&y

y. por tanto
* x *
SMESay =g+S5
Integrando sobre En
* ' ‘( £ 3
[STdp < [adp s [ slopdp
n
( porque el integrando siempre es positivo)
f% d,&#_{g o dp =
( Por la invariacia bajo M de * )

= | gdn +f5 o dp =

(Dado que fuexa de E . S n-0 )
=fgadp + fshap
Eq En

Ll.amo.mos E(”_—: ‘{J( / g:vt /—\Y\F(l) >9}
= {x o/ int Aafeo e}

Entonces osn

&Hﬁkﬁﬁ(‘i“) ',
Ibd{‘dy < « (**(D*)
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Prucbha.

Aplicar el lema maximal a f~(} yao—f£

Notar que este corolario es bastante para probar que el lim.
sup. )\n (qg) (%) y el lim. inf. I\n g (x) estdn definidos casi
doquiera. Lo unico que hay que probar ahora es que son los mis-

mos

Si no hubiese mas conjuntos invariantes mds que de medida

wno o cero, el resultado seria trivial.

Lim. sup. l\n g y lim. inf. An g son funciones inva -
riantes (truco del telescopio) y,:por tanto deben ser constan-
tes

" ~ ~ . ~ ~ ' 4 :\(
(digamos [ D‘) Sc P>°( , Como ‘—E-_ﬁ_-; D =Q.

obtenemos una contradiccidén del corolario anterior.

El caso general se pruecha siguiendo mds o menos la misma

idea.

Si B es un conjunto invariante

0 - d
AR

o ;\*(D‘*OB) > fv‘gg dy
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Aplicar el corolario anterior a 'g)(B

Una vez que ya sabemos que el lim inf y el 1limsup exis-
ten casi doguiera llamemos

M@:{x/ limsuplxnf(.x)>(">}CE

M‘,< = { x'/ lim infl\n {'(x)(o(} c »™

[

M?’ Y . M, son conjuntos invariantes, puesto. que al cambjar de
x a ‘P(‘d no altera los lim inf y lim sup de la sucesidn

de promedios (de nuevo, solo difieren en 1 término)
’ . : g @ —
MM E = M a Ml = MEan
Por tanto, splicando el segundq coxrolario tenemos:
e
e pr(MPanay ¢ [ Pdp 2 ap (Mot
MQﬂMu
Si P > ot esto sélo puede ser si  \ (M(‘(\ M(A =0
El resu]_lad_r) i) del teorema queda probado al obscrvar que

{x /3 L Av\,c‘(l)} :—{I / Ui S&L? [*\\'\Q(r‘)>
> b g A0} = Pu“ ME o M,

>
u.pe&

Y. por tanto, tiene medida cero

H f es claramente una funcidn invariante.

Mds atn, de i-xv) tiene la misma integral gue £.

En el caso de que los Unicos conjuntos invariantes sean
de medida cero o de medida uno,T[ f debe ser precisamente
I-F c{}x . Esta situacidn se describe diciendo que "se pueden
intercambiar los promedios espaciales y tcm’porales". En este ca-

so se dice que el sistema es ergddico.
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Observacidn 2

Si 43 es la o°~algebra de los conjuntos invariantes, decir
que Ylf es invariante es lo mismo que decir que es t)~medible.
Mds aun, para  todo conjunto Aeﬁ se tiene

J {-\CL‘A. f T[{‘J*.L(apllcar el cdlculo anterior a -F l'\)

E"taq dos propledades, determinan unJcanente TI_f (por €l
teorcma de Radon Nikodyn) y se suecle C&Clelr YE(¥ \G]
en vez de T(f.

Observacidn 3

En realidad, las tUnicas propiedades del operador U que se ha

utilizado en la prucha son

2) f»0 = Uf>»
b) u«;i -
9 Jufdy = [y

Los operadores que satisfacen esta condicidén se llaman ope-
radores doblemente markovianos. Muchos operadores, como el nu-
cleo de Poisson o el del calor son doblemente markovianos vy,
pueden probarse teoremas de.diferenciacidén siguiendo paso a pa--
so la prueba de} teorema de Birkhoff.(La propiecdad de ser con-

P usada en At ) se siguc de la markovianidad (17)

traccidn en L
mediante un teorema de interpolacién)

Precisamente la propiedad de que para sistemas ergddicos pu-
dieran intercambiarse las madias espaciales y temporales fué
lo que, Wistdédricamente les did interds. Si se interpreta la me-
dicién de un observable como un proceso que toma tiempo, y supo-
nemos que ese tiempo es muy largo con respecto al "tiempo carac-

teristico" del sistema, podemos idealizer el proceso de medida
i T . e

por - QLW\AA. f‘ ) dt {En nuestra versidn
1 e

de tiempo diséreto,

Z £ gt

N—»w
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El teorcma ergddico seria una justificacidn, pues, de la uti-
lizacidn de la colectividad microcandnica al asegurar que, de
acverdo con esta interpolacidn, el valor de un observable es,
-cuando el sistema es ergddico, precisamente el predicho por la
colectividad microcandnica.

Esta interpretacidn, tiene dificultades que, como ya he dicho
relegamosal capitulo 2.

Comwo Ultimo punto relacionado con el tecorema crgédico,‘per—
mitaseme citar el siguiente problema abierto de tambien cngafo-

sa simplicidad.

.S cierto ue it h ) 'k
Es ciorto g %‘Z_;{—‘QQ ) FC87 )

converge en casi todo punto cuando f es -digamos- una funcidn

de Lz ?.

- rd
Entropra.

La idea intuitiva que se asocia a la ergodicidad es la de
complejidad del movimiento. Un sistema es ergddicc cuando casi
todo punto se mueve tan errdticamente gue visita cada conjunto
medible del espacio de las fases con una frecuencia bien defi-
nida (1). Eso sugiere complejidad del movimicnto.

Sin embargo, es un tipo 1wy débil de complejidad como lo
prueba que la transformacidn del circulo en si mismo consisten-
te on rotar un dngulo irracional sea ergdédica aunque, eviden-

temente, no demasiado compleja.

(1) Esta afirmacidn colorista, es una simplificacidn, babria
que haber dicho una‘coleccién innumerable de ellos. Si sec toma
al piec de la Yetra, es una carocterizacién’de los sistemas "dis-
tales” que no nos interesan por ahora. El ejmplo que doy a con-

tinuacidén cs distal.
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Antcs de dar una definicidn formal -que es, obviamente, lo
Ynico que vamos a utilizar- sera util dar una discusidn heuris-
tica de por qué se la considera una medida de la complejidad
del movimiento.

lL.a entropia es un concepto muy rico y se le puede mirar des-
de muchos puntos de vista. El articulo de lectura realmente obli-
gada es (18) pero hay otros muchos puntos de vista ( (1) (19) ).

(20) da una buena relacidn de la entropia con lo que se 1lla-
ma entropia en mecdnica estadistica, ( (21)(22) ) dan unas re-
laciones muy interesantes con otros campos, (23), aunque esta
escrito en un tono humoristico, contienc una exposicidn que pue-
de ayudar a aclarar por qué la entropia es la medida de la_in-
formacidén -la Gnica razonable-t y su relacidn con los prin-
cipios variacionales.

En mecdnica estadistica, en el formalismo macrocandnico,
el nlmero de estados del sistema crece exponencialmente con
el numero de particulas y el exponente es la entropia.

Esta es la analogia gue vamos a seguir.

Trataremos de dar a la entropfia una interpretacidn como la
siguiente. g

Supongamos gue en nuestro sistema, hiaciendo observaciones
durante n instantes (estamos en tiempc discreto) podemos dis-
tinguir Nn trayectorias diferentes. ‘

' Para n suficientemente grande se verifica.
- o Nn+1,’3,’ N e®
Se entiende asi que un sistema con entropia positiva es un sis--
tema en el que hacer predicciones es dificil.
No importa la longitud de la trayectoria gue conozcamos, en
el instante siguiente hay varias posibilidades.
"Por supuesto que ahora, hay que explicar claramente qué

queremos decir por numero de trayectorias distinguibles.

-
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Hay otras posibilidades (20) que la que vamos a dar, nota -
blemente, la entropia, topoldgica, adaptadas a otros problemas.

La definicidn que adoptaremos serd la siguiente:

Supongamos, para fijar ideas, por el momento, que hacemos
la siguicnte idcalizacidn de un experimento para medir la tra-
yectoria:

Pividimos el espacio de las fases en numero finito de reaio--

"B fh hd s ahed e o, UAe0

=1
que representa la mdxima precisidn de nuestros aparatos de me-
dida, y anotamos, a cada instante, -tiocmpo discreto;- con qué

punto estamos

P(»‘ e 6‘,“_‘: {V‘é'ﬂ / x.€ A(’—“é wx&Af‘l-’ ) ._I\.{’E’J{.E ’\I‘T;‘,““'}

I, lamemos

S (#) = T -pla g top (o)

By St

Un momento de reflexidn mostrard que la interpretacidn d

e}

[

no( 63 ) es mis o menos algo asi como el valor esverado del
logaritmo del numero de trayectorias distinguibles con el apa-
rato d@ midiendo n veces.

La complejidad del movimiento, visto con el aparato. serd,
pues . A
‘ moy© M .
La entropfa intrinseca del sistewa scrd

&‘ = sup SCP)
&
Claramente S es un invariante bajo conjugacidn métrica (i.e.
bajo todos los cambios de variables que prescrven la medida).
Un invariante es una gran ayuda para cl problema de clasifli-

cacidn si _es facil de calcular.
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Por eilo cs bastante notable el siguiente teorema:

Teorema‘(Kolmoqorov) (1) (19)

s es;estrictahente mayor que 0 ' si y sblo si, existe
una particion 63 7=_{ Ay oee An&_. B S
tal que . © k

: -‘)\/V?K"=ﬁ

2 -00

(definiremos después el simbolo\v/]

wf} ¢~ p

sélo contiene conjuntos de medida cero o uno.

En tal c:asoS ) _ . \: Q/ﬂ AC
ACZG‘? m(A) S (AG)

El simbolo \/ quiere decir la particidn consistente en in-
tersecciones de elementos de las particiones .

Cuando hay.un nimero infinito de ellos, quiere decir la me-
nor - ¢ - dlgebra que los\contiene a todos ellos. Puede. verse
este uso es consistente. * '

El mds celebrado teorema en conexién con el concepto de en-
tropfa es el tcorema de Ornstein (7} gque asegura gue dos siste-
mas de Bernouilli -sucesiones de sucesos independientes, como
el tirar la moneda- son isomorfos si sdlo =i tienen la misma
entropia.

Los sistemas que tienen entropia de Kolmogorov positiva se
llaman K- sistemas y gozan de propiedades muy interesantes que
vamos a utilizar en el siguiente capitulo, asi gue nos extende-

remos un poco en ellas.
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Antes de scguir adelante y, como inciso, me gustaria proponer
un reto: ) .
Estd claro que definir un invariante independiente de la en-

tropfa y computable, seria un gran avance. Hay algunos c¢b (18).

Muchas veces es mas fdcil demostrar que es un invariante que,
. ¢
de hecho, computarlo y ver gue es diferente de la entropia.

Alguna vez he pensado en las siguientes definiciones.
Si 6) @Q son particiones dcnotareros

P-(f &)

Decimos que una particion es menor que otra cuando todos los

elementos de la primera son uniones de clementos de la segunda.

Llammn?s
C/\'l @L a la ui)ién de todas las particiones
=
S £ - o) .
que son wis finas que @i .. b‘( a la vez.

(Esta definic(ién es standard ).
s N & =d
\ C={ .

llamarenos

themrqunG% ' : )
‘6}/\5 =40

go(@) = Z - P\(A\&) Qu 1" (Ala)
T Ajepe@

o, .
‘-S(}__/iw Q,--")&{\Q"h@)

S
D
g
)
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El reto es obviamente, decidir si esta definicidn es computa-
ble y si es independiente de la entropia usual.

_ Por supuesto que se le pueden hacer modi ficaciones.

Al contrario nue‘en la entropia normal, el limite en la defi-
nicidén de § ( 63) _ no necesita existir y, se podria susti-
tuir, quizad por-Iim. inf. sup. e, intercalar en vez del sup.fi-
jar alguna partic}én y minimizar respect» a la fija, tomar sub-
sucesiones como se hace en (17), etc..

La intuicidn que hay detrds de todo ¢sto es la siguiente:

Podemos imaginari la e Eph como aparatos eépc—
rimentales para nedir trayectorias (digamos telémetros digitales
de distintas precisiones)

La operacidn ~r[ lo gque hace es que quita las mediciones
redundantes.

Esta entropia, lo que mediria seria el crecimiento del niime-
ro de trayectorias distinguibles, perb no per medidas redundan-
tes, es decir, las trayectorias distinguibles por sélo alguno

de los aparatos., no por todos.

La verdad, sdlo he sido capaz de calcular esta entropfavpara
sistemas de Bernouilli, para los que, obviamente, estd relacio-
nada a la entropia de Kolmogorov. -

Estas definiciones me fueron inspiradas por Mario Cassartelli,

que introdujo conceptos relacionados a éstos.
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Vamos a introducir ahora, una caracterizacidn de siste-
mas K en términos de o -dlgebras crecientes que puede genera
lizarse muy bien a flujos (sustituir en la definicidn que
sigue la variable n con valores enteros, por una variable

real t)

Decimos que un sistema es K, si existe una ¢ -3lgebra QK

tal que
i) Y™ & o o¢ ¥ 2¢
©
i VoeRher -8
e\:uo;)

1i1) r\ \{)k%}' = 'trévi&‘_

b=-w

Claramente, sji tenemos un sistema K en el sentido anterijor,

SRR

Inversamente, si tomamos un sistema K en este sentido,

bastarad tomar

también 1lo es en el otro.

Cualquier 63 que satisfaga

PvE ’—L()S: /\‘"(’wh \6‘3:_ tnivial

puede utilizarse y puede probarse que sicmpre existe.

Comentario marginal.

° . )
Aunque no va a aparecer en nada de lo que voy a discutir,
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—espero- durante un cierto tiempo voy @ estar manejando 0 - dlge-
bras. En este campo hay una plaga que son las sutilezas asocia-
das a la "propiedad fuerte de Markov" (24) que es uno de los
errores fque mas lejos han llegado en la literatura. jEs tan an-
tiintuitivo; .

Es uno de los pocos casos en lds que un resultado matemdtico
es definitivamente repulsivo. Cuando estaba trabajando en obte-
ner los resultados del capitulo II, varias veces estuve a punto
de caer en ella. En el caso de que alguien quiera trabajar en
este campo, o mdAs alld que, entendiendo la correccidn de las
pruebas que voy a presentar, definitivamente recomiendo una lec-
tura cuidadosa de (24) que ademds resultard deliciosa.

Un ingrediente importante es el teorema de convergencia de

martingalas.

Tcorema.,

Supongamos que {@d , telo, w) &s una familia
de =~ G -dlgebras creciente y de modo que \} B* = e&
sea £ una funcidn EL; medible. t-0

E(fla,) — ELFI18] =
casi doquiera (dada la doble markovianidad de los opéradores
t [_‘\ &bhj , no es diffcil probar que el limite es en

sentido LP/ 4<pLew , S P@LP . ‘

Para funciones acotadas se sigue de la convergencia dominada
y se pasa a todo LP por equicontinuidad, lo mismo que el teo-
rema Birkhoff ’

La prueba puede encontrarse en (3) junto con una interpreta-
cidn estadistica muy interesante. La estrategia de la prueba es
seme jante a la del teorema de G.D. Birkhof€E.

Una observacidn que serd interesante hacer, es que el hecho
de que un sistema sea K determina el espectro del operador in-
ducido
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‘ . 2
Llamcemos Pa las proyecciones ‘ZL*‘ W STJ
a) Claramente es una familia creciente de Pproyecciones conti-

nuas por la derccha (no necesariamente por la izquierdaj)

b) P'l —% Identidad , A—> + ©
PA —e gun,)-¢—-oo, proyeccion sobre constantes
c) Uu* - P
: t Py Uo=Dy
* e
@ v P_ U P o
Podemos considerar las Fao= Py = P como una fami-

lia de proyecciones ecspecltrales para el grupo

o,
V, = LO e aF,

Un cdlculo formal muestra que Vt Y Ut satisfacen las re-
glas de conmutacidn de Weyl y, por tanto, su espectro estd de-

terminadoe por ¢l teorema de Von Neumann (25)

Es de notar, sin embargo que una prucba mds cuidadosa mucs-
ra —cuando XL es métricamente isomorfo kO.l\ con la wmedida
de Lebesgue- que la multiplicidad es contable infinita (19)

Considerable esfuerzo ha sido por Misra o Prigogine ct al.

(26) a discutir el siguiente operador tiempo, T gencrador
de Vt 0 ;- )
T={ X
-

La interpretacidn que cllos dan a T es una ospecie-dc
"operador tiempo interno'.

La razén es que , si definimos el "tiempo interno" de un es-
tado mediante
<T>P = f(’(’QT P(x) cltx(x) P EQ’“(:O A(x) =4

claramente

(T7€t = <T79 +I+.

A mi modo de ver, esto es forzar la interprctacidn puesto
i

que los observables en mecdnica estadistica no se calculan con
1
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el producto escalar, sino con la integral dirccta de la densi-
dad. .
(Por supuesto podiamos definir la "funcidén de ondas" median-
_ R 2 _ 2 2 - ,
te Y= ‘Q .Dado (U Y)© = Ut(q ) -recuérdese que U, es sdlo
evolucidn temporal inversa- esta interpretacidn es coherente. Los

autores citados son poco explicitos en esto).

En cualquier caso si definimos esto en la forma que he dicho
antes, las reglas de conmutacidén anteriores nos permitirian ha-
blar de un principio de incertidumbre entre el "tiempo interno"
y la "energia" -los generadores de Vt Yy Ut ~ del mismo modo que

las de posicién y momento.

Aungue creo que nho debe tomarsc demasiado al pice de la letra
todo esto, no puedo menos de encorntrarlo interesante y diverti-

do, pese a que mi conciencia positivista rechine.
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Iv Algin método de andlisis duro.

Resumen.

Para acabar este capitulo introductorio, voy a discutir bre-
vemente una técnica que, aungue muy importante (y, de hecho,
probablementer la que permite desarrollos ras sistematicos) no
va a ser discutida cn detalle lucgo.

.
La conexidn con lo gue hemos expuesto hasta ahora es mds (ue

nada de wotivacidn. Habiendo discutido las particiones K, espe-

ro haber convencido al lector qﬁo este estudiar céno se compor-
tan Jas particiones bajo evolucidn temporal es intercsante.

Lo que voy a discutir ahora es cdmo se construirian parti-
ciones verificando ciertas propiedades -uwds fuertes- que las
de las particiones K- para algunos modelos concretos. El argu-
mento va a scr geométrico de naturaleza y, va a producir bas -

tantes mds resultados que una particidn K.

La exposicidn técnicamcn?e optima ¢s posiblemente (20) vy,
ciertamente, quien quiera profundizar cn‘cl tema debe leocerlo,
Sin cmbargo, vyo he seguido mucho mds el articulo original (27)
que tiene la ventaja de que se presta mids a sustituir a}qnmonm
tos laboriosos por figuras, permitiendome asi, resaltar lo que
yo creo son las ideas importantes (la alternativa cra traducir

(20)).

Dé jeseme comentar cuales son las diferencias técnicas entre
estas dos refercncias.
A mi juicio, la mds importante es que bucna parte del argu-

mento de (20) se hace utilizando »shadowing".
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Si uno trata de sustituir estos argumentos por la prueba de
"Shadowing" en casos sencillos se encuenira p.ej. en (28) uno

acabaria -haciendo un argumento como el que doy aqui.

La ventaja de agrupar argumentos de "Shadowing"' es que se
sabe cémo hacerlo en otros casos en los que la prueba sencilla

no funciona.

-Aungue, ciertamente, los argumentos abstractos sean impfcs—
cindibles creo que es Util saber entencerlos geométricamente.

Por ejemplo, la idea de la prueba dc la ergodicidad del gas
de Lorentz (o del gas de esferas duras) es repetir la misma

prueba gque vamos a dar aqui

con la complicacidn adicional de que hay trayectofias "malas"
que dan origen a singularidades (ver figura).Todo el trabajo
es ver como se situan esas trayectorias singulares y coptrolar
el que no cambian nada cualitétivo. i

Entender dsto, -me llevd trabajo- fué utilisimo para poder
leer los articulo relevantes. En este aspecto, me resultaron
utilisimas conversaciones con Giovanni Gallavotti a quien tanto

el tema como yo debemos mucho.

Otra observacidn es que en dimensidén 2 hay otra construccidn
distinta de las particiones (29).

Como hemos visto, hay casos en que tenemos "casi" las hipdte-
sis de hiperbolicidad.

Mucho mds interesantes son alguno o:ros conceptos como los

’
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asociados a la teorfia de hiperbolicidad parcial (teoria de Pesin).
El hecho de que la tcoria de Pesin sea mucho mds Util en dimen -
s16n2 que en otras es que esta otra construccidn puede hacerse

bajo las condiciones de esta teoria.
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pDindmica simbdlica.

Antes de empezar la construccidn, voy a hacer dos observa-
ciones heuristicas. ‘
La primera es una reinterpretacidn de lo que vamos a hacer.
. .. s e e
Si pudieramos construir una particiodn 83=-{Rr,.1YQ}
satisfaciendo las condiciones de la definicidn de sistema X,

podriamos codificar casi todas las OSrbitas mediante
x — {0z}

donde oz se determina por l_e"x e P(r
£

(hay puntos ambiguos siempre, pero dejémoslos por el momento)

W’ en esta representacidn es simplemerte el desplazamirnto.

Ejemplo. -
Y: {o,4] —» Lol
Y(x) = 10x (meod. 1)

- P = {{oo,04),104,02]---- Log, Lal}

i

.

La codificacidén, por supuesto, es la representacidn decimal.
(La particidén, no es tal, por supuesto, pero, lo es salvo
un conjunto de medida de Lebesgue cero. Notese que los puntos
ambiguos forman un conjunto invariante y que, si esto va a ser-
vir de algo -no ser todo el conjunto- han do tener medida cero
por la ergodicidad)
Es importante notar que la ambiguedad va solo en una direc-
cidn: aunque haya puntos con varias representaciones decimales,

cada representacidén decimal tiene solc un punto.

Una vez que tencmos esta codificacidn, Ya dinadmica, del sis-
tema es muy simple -mover todos los indices- y serd posible ha-
cer un andlisis bastante detallado de la estructura de drbitas
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(salvo los puntos patdlogicos, que, dfortunadamente son ignora-
bles o se les puede hacer un andlisis separado).
Pesgraciadamente, en general, la situacidn no es tan senci-
1Ja como parocd. El andlisis de la estructura de érbitas de -
pende de la estructura del espnciO<(z de sucesiomnes compabtibles.
No cduesta mucho trabajo darse cuenta de que si no hubiesemos es-
cogido la particidn adecuada o si el sistema fuese mds compljca-
do,las condicicnes de compatibilidad habrian sido horrendas y

rd .
no habriamos ganado nada.

Jas condiciones gque vamos a impencer a las particicnes de
Markov, van a ser, esencialmente, condiciones pazra hacer que ()
sea ficil de analizar

Otra consideracidn heuristica que puede avudar ¢s pensar gue

la condicidn gue gueriamos capturar con la idca @e sistema K,
cs la do a]g040ﬂoucja]mcnto inpredecible.

Un modo de gue un sistoma dindmico en una variedad sea impro-
decible es gue los pequefios errores se amplificuen muy deprisa,
—que ¢l sistema sca inestable-. )

Es vrecisamente, para sistemas muy inestables para los que

vamos a construir particiones de Markov.

Fl andlisis que vamos a hacer va a poder dar mucho mas que
la propiedad ¥ para una cierta medida. De hecho, vamos a poder
construir rmuchas medidas de modo que el sistema tenga.buanas

propiedades ergddicas.
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Hiperbolicidad y particiones Markovianas.

Supondremos que nucstro espacio de las fases es M, una va-
riedad riemanniana conexa compacta, declaiase c® y que nuestro
.es un diffeomorfismo <C%

Se dice que una familia de conjuntos

PE {AL,---- ’ AV\.}

es una particidn markoviana si y solo si

1) QAL=M

Al son la clausura de su interior
Los interiores de Al son disjuntos

Pefinamos una "matriz de transicidn" ,T, del siguiente modo.

T 1 st (I A) n (T ¥'AD £ 0

o) de otro modo
pefinamos : : )
R R oA
D UCIERR Aa,
z~00
Requeriremos
)2-)‘ ’ X({O'(}) contienc a lo mas un punto.
Esta posibilidad se da cuando 7;0_ : ‘,( para todo i
Atd
3) La correspondencia {Uk}——* X({O'Jy) es Holder continua

cuando el espacio de sucesiones se le da la métrica natural

d({ol} / {OZ'}) = (1/9_)}\‘ donde

N=wax{m: -0 ¥ HVA



1)  Sca A = U ‘F’L (A‘) sc . pucda >2

descomponer A :LAS \'JA‘L de modo
que
1A p*

. -1
5) Hay una ambigti-edad mdxima es decir, ¢l cardinal de X (I-)

TUNEA

/

Tes menor que K

Comentario.

1) Implica gue una particidén Markoviana o es una particidn.
Los conjuntos A  pucden superponerse en lass fronteras. FEn ingles:
sc habla del principio del "red herring" ue no necesita ser ni
"red ni herring”. Este ¢s un buen cjoamplo, porque tampoco fucron
inventadas por Markov y, estrictomente hablando, no dan origen a
un proceso de Markov sino de Gibbs. Giovanni® Gallavolti ha suge-

rido utilizer "pdwimentiacidn". Como eso no arregla cl problewma

de markoviano , preficro seguir con la costwnbre.

2)  ¥n vista de la compacidad de los 1\1 Ia propiedad de gue

X({fﬂ'})sea no vacio cuando ‘To'xg“:‘l:ﬁ , di

es lo mismo que decir que lo mismo es cierto para cualquicer nlme-
ro finito. Fs decir que las transiciones sélo tienen la condicidn
binaria de compatibidad.

Pictédricamente, cquercmos que no se den .situaciones cono las

de la figura 1

(A
K
Y0y),
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!
(Esta es la unica justificacidén para el nombre markoviano,que-
jas condiciones de compatibilidad "no tienen historia".
3) Si se supone que los A son rectdngulos y se hace que [yL

. s :
sean los rayos verticales y [x los horizontales se verd que

de algin modo estd relacionado con lo anterior para este caso

-5 4%A;)
fig. 2
. . ‘f(’\s) } ]

[e(rs)

A1 AS ‘ . Ah\

De hecho, se imponen estas condﬁciones péra tener un control
en los puntos ambiguos (asociados con las fronteras).

Esta condicidn de compatibilidad es, obviamente, la mds sen-
cilla que podiamos esperar. Ingenuamente se pensaria que una ge-
neralizacidn sencilla seria considerar condiciones de compatibi-
lidad dependiendo de un ndmero finito de simbolos previos.

Ello no es asi puesto que puede reducirse al caso anterior,
considerando los conjuntos compatibles de longitud

Este truco es el mismo que se utiliza en mecdnica estadistica
de 1-dimensidén para reducir todas las. interacciones de alcance

finito a interacciones entre vecinos (32) - "de largo alcance".

Una observacidn que utilizaremos después es que si podemos
probar la existencia de una particidn markoviana para‘@ , po-
demos probarla también para ¥ , y esta tiltima es mds fina.

Notemos que este andlisis da muclo mds p. ej., si hay secuen-
cias periddicas compatibles, habrd ¢ibitas periddicas y podremos
estimar incluso cudntas (31) etc.

Otros métodos de codificar sistemas, por ejemplo las "kneading
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calculus" llevgn, pues, a condiciones de compatibilidad
i e

Sistemas Anosov

Los sistemas de Anosov son, desde nuestro punto de vista,
la formalizacidén del concepto de inestabilidad. Esto se ve mds
claro en una formulacidén infinitesimal de las condiciones de hi-
perbolicidad (1), (20), (6) etc.

Sin embargo, lo que vamos a utilizar es una version global, cu-
ya equivalencia con la infinitesimal es un teorema.

Estas "eslructuras hiperbdlicas globales” -o debilitaciones-
restringen bastante Ja topologia de la variedad en las que sc
pucdcen definiry, del mismo modo gue lo hace una métrica de Lorenz
- de ahi el nombre de estructura hiperbdlica- .

¥sto ha sido astutamente utilizado por W. Thurston para tra-
tar de clasificar varicdades tridimensionales(33).

PDesde el punto de vista dindmico, la suposicidn de”Anosov"
es mas fuerte de lo necesario. Muchas veces hay conjuntos mds
peguciios que controlan la dindmica de la variedad. Una debilita-
cidn natural es el considerar “"Axioma A" (G). Sin cmbargo, Ja
pruchba es mdas delicada gue la que voy a dar aqui (20).

Una (ltima observacidén es que, en contra de lo que pasaba cn
los otros problemas que hemos discutido, (y en muchos otros que
vo hemos tratado), en hiperbolicidad, parece haber una diferen-
cia no meramente técnica entre la teoria de diffcomorfismos y
de flujos. Hay un andlogo de particiones de Markov para f#lujos,
pero algunas de las cosecuencias que esto tiene para difeomorfis-
mos son falsas para flujos

Sea M una variedad riemanniana, compacta,conexa, de c]aso(:w

. . 1+€
\P un difeomorfismo de clase C®( C es natural, pero

@

$EaIN0S generosos) .

Sc dice que forman un sistema Anosov cuando

1) Para todo punto x perteneciente a M, existen dos varieda-
des gue pasan por X, y son transversales W-(x) y WY (x)
(Son variedades inmersas, no sumergidas, es decir, pueden venir

arbitrariamente cerca de si mismas, pero no cruzarse )
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Fig. 3

etc.

Llamemos We (x) la interseccidn de esas variedades con una

esfera de radio ¢ alrededor de X

Para algun &

¢ WS e W ()
W@ e We (i)

3) Existe un a1 / Kyo tal que para todo w7 ©

d (4% ,q"2) £ kK A" (4,2) ¥y e W)

) w
d 9™y Y75y 2 K AN dlyp) Vyze We ()
Y ) . o A R

Care

Consecuencias.

i) Los planos tangentes de las v'ar'icdades WS(I) / \N“(:a)
en x dependen con continuidadkﬂolqeriana &2l punto x

(La prueba es bastante udtil, ver (20) muchas veces se incluye
en la definicidn)

ii) Sin pérdida de generalidad, se puede suponer gque K = 1
simplemente cambiando la métrica. Esto es un argumento de John
Mather que ahora es standard. Como no voy a hacer cdlculos no ha-
brd diferencia, pero si né, darfia lugar a bastante engorro el

arrastrar la K. Sin embargo, creo que es bastante instructivo
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. s :
hacer los cdlculos arrastrandola dado que en teoria de Pesin se
permite que K dependa de  x.
A qui, supondremos, que K = 1. Mds atin, ya gue, por la ob-
servacidn al final de la seccidn en particiomes markoninas, pode-
mos pasar a construir particiones para \e“ Y. podemos suponer

A tan pequena como queramos.

iii) Esta es la consecuencia mds importante. Se llama "Estruc-

tura de producto local".
Podemos escoger & de modo que si cl.(I,g)éE

S
e (X)) n ~\)(/£u(%) es un solo punto [ x,Y]

Fig. 4 .

s

—

W'y)

Claramente se verifica
t_)(,k:] =X
(I /.[3/}3] =(x2]
Lex 9102] =[x,2]

Rectdingtilos:

Se dice que un conjunto es un rectdngulo para 3 si y sdlo si
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(el € que aparece en la definicidn de
.estructura de producto local)

x,yeR = LagleR

c)

Fig. 5

Obviamente, los puntos de un rectdngulo, se pucden representar
w S, .
Unicamente como pares (y, z) donde ¢ \}\le (x) . EX3 \f\/f (x)
respectivamente. x es un punto interior.

Teorema.
ZPara todo g’f)- ,el sistema (M,q) admite una particidn mar-

koniana con rectdngulos de didmetro menor'que §

Se entiende que las propiedades ¢e .invariancia Yy contraccidn
-0 expansidén- a lo largo de las variedades estables e inestables
‘van a ayudar 2 que podamos conseguir la situacidn expresada en
la figura 2. Lo uUnico que tenemos ¢uc hacer es lograr que las
imégenes de los iterados se paren en el lugar adecuado.

Una vez que hemos ajustado esta parte de mandar los bordes a

los bordes, es facil acabar la construccidn de particiones de
Markov. ’

En efecto, supongamos que tenemos un recubrimiento mediante
rectdngulos cerrados de modo que los bordes estables de uno que-
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dan aplicados degntro de los bordes de otro

QA
T

E~ SN oy |

)
eI

h ‘ A 1)
) ‘Y_L( (f\ 2)

I'd : . : : % :
Podiamos pensar en la particidn obtenida , intersecciones de
todos los rectdngulos, pero, como muestra el zjemplo de la figu-

ra, no seria una particidn en rectdngulos y no seria rdcil probar

que es una particidn de Markov.

El rcmedio estd, en prolongar los bordes cbteniendo mds rec-
Ll
tdngulos.
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Notando que podemos asumir que A es tan pequefia como queramos,

la escogeremos lo suficientemente pequ=zfia como para que todas las
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i - .
prolongaciones que queremos ahadir queden dentro de los bordaes
adecuados (necesitamos un lema de recubrimiento para probar que
todos los puntos del espacio estdn suficientecmente dentro de un

roctdngulo, pero es obvio para varicdades). .

Y

0

e
!

T,a idea de cdmo conseguir satisfacer esta condicidn es 1:

guiente.

Empecemos con un recubrimiento mediante rectidngulos de did--
-1 . .
metlro menor gue 100 5’ de modo qgue los interiores cubran todo

el espacio.

Fijémonos en el primero de ellos AAA. probablemente no acahbe

en el borde de un rectdngulo sino en el interior

d

Ay

V(A

Prolonguemcs Ai —-por una distancia wmenor que )v\oo-\é -
de modo que_acabe en el bordg de Aiﬂ '

Despuds wodi ficquemos A, de modo que acabe bien tambicn,

El problema estd en que es posible que tengamos que ajustar
Aﬂf Al no va a acabar bien.

En cualquier caso, Al sdlo fallard por 1OO~1XS cuando aca-
bemos.

Iteremos el procedimien{o.
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'

«

En el siguiente paso empezaremos con un cubrimiento qﬁétiene
didmetro menor que -2 '
1 (14+20) A0 J

, -2
pero gque no falla mas que por A AO (S

obviamente, vamos ahora a tener gue hacer modificaciones no
mayores qgue A14O“1 8 Yy vamoas a acabar a
menos de )LAO'ld' de la meta.

E1l proceso es convergente si A es suficientemente pequeinio.

Una vez que hemos ajustado las variedades estables, podemos
cnpezar a ajustar las varicdades inestables usando ‘f’i Y
el wismo proceso, que se ve no afecta a lo qgue habiwmos conse-

guido.

Aungué- ésla ¢s aproximadamente la idea detrds de la construc-—
s . . .
cidon he sido un poco ambiguo en cl orden de las sclecciones gue
uno dehe hacer. Como ya he dicho, los detalles se encuentran cen

e) articulo y el libro de Bowen.

La ‘mjca parte que no es trivial, una vez que se ticne esto
es la finjitud de la ambigliedad

Hay <ue notar, como mencioné antes due, en general no se ob-
ticne un proceso de Markov sino un proceso de Gibbs. Veamos si

pucdo explicar por qué.

Imaginemos para simplificar, que, lo qué preserva es la medi-
da plana. Si las variedades invariantes fueran estrictamente rec-
tas y P perfectamente lineal, no es dif{cil convencerse de
que tendriamos un proceso que seria hasta Dernouilll . Si las va-
riedades se curvan ligeramente o Y no es exactamente lineal

cllo no cs cierto. Ahora bien, la diferencia con el caso lineal
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es proporcional al cuadrado del tamaho de los rectangulitos que
estamos considerando., pero el tamano de los rectangulitos va

disminuyendo exponencialmente con el tiempo.

Esa es precisamente la condicidén de los estados de Gibbs -da-
da heuristicamente- que un punto afecta los siguientes de un mo-
do que decrece .exponencialmente. (Ver el capitulo introducto-
rio.de (20). .

Nétese que una vez que hemos hecho esta codificaciédn no sdlo
estamos en condiciones de discutir las medidas invariantes, sino
también las medidas en ‘el espacio de las drbitas. Esto nos per-
mite discutir propiedades mucho mds finas, como correlaciones

(ver la pregunta al®final del tcorema de Birkhoff).
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CAPITULQ_2: LA _TEORIA DE PRIGOGINE — MISRA- COURBAGE
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El principal objetivo de este capitulo es discutir la teoria
de Prigogine -Misra- Courbage. Por razones obvias, esta discu-
sidn estd basada principalmente en (1) dado que dicho trabajo as-
pira a ser bastante exhaustivo, no incluyo referencias previas,
que se pueden encontrar all{i. ‘

Tambien, me he decidido a recoger algunos otros argumentos
sobre fundamentos de la mecdnica estadistica que por alguna ra-
z6n creo que no han recibido suficiente atencidn y que vava ser
la base de la discusion. A ;

Aungue, hoy rechace muchas de Iés ideas en ellos -voy a ex-
plicar por qué- siempre me han parécido muy estimulantes los 1i-
bros (2) (3) (4) (5). En especial (4), contiene multitud de ideas
gue aunque no aplicables directamente, a la mecdnica estadistica,
tuvieron profunda influéncia en la escuela rusa de sistemas dind-
micos (6), entre ellos, la definicidn de hiperbolicidad y la no-
cidén de que deberia haber propiecdades ergéEicas mds fuertes que
)Ja mera ergodicidad para un buen comportamiento termodindmico,
lesta idea se encuentra, quizd tambien en Gibbs) y que deberian
ser probadag por técnicas duras. : .

En cualquier caso, no se pretende hacer una historia del tema.
Si cito argumentos antiguos, es porque los considero interesan -
tes adn hoy. La historia de este tema es harto complicada y lle-
na de confusiones en las que no he tenido nmunca ni la oportuni-
dad ni la capacidad de profundizar. No hay ningin intento de sis-
tema histdrico. i

Hasta llegar a la teoria de Prigogine-Misra-Courbage, voy a
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hacer razonamicentos fisicos, pero un tanto vagos: por cjemplo,
no voy a deccir explicitamente lo que ¢s5 la segunda ley de la

termodindmica. La razdn para ello es que no creo que haya una
formulacidn precisa: es mas bien una sabiduria difusa que -es-

pero- todos los fisicos reconocen.
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iX MECANICA ESTADISTICA Y TERMODINAMICA

E) objetivo de la m¢cdnica estadistica es decir las propie-

dades termodindmicas de los cuerpos macroscdpicos de hipdtesis

dindmicas sobre sus partes constitutivas.

Por ejemplo, nos gustaria ser capaces no sdélo de calcular la

‘ecuvacidn de estado que relaciona el volumen especifico, la pre -

sidén y la temperatura, -supuesto que estas existen- sino tambien

conocer el sentido en el que existen estas magnitudes y sus 1li -

.

mitaciones.

Tarmbien nos gustaria, poder calcular
los coeficientes de difusidn utilizando

picas.

Igualmente nos gustaria derivar como
ciones mds generales posible.. las leyes

ndmica, asi cdmo otras hipdtesis que se

—0 probar existencia- de

s6lo hipdtesis microscd-

teoremas, en las condi-
cldsicas de la termodi-

incluyen implicitamente

.en ellas. (estabilidad termodindmica suficiente diferenciabili -

‘dadl etc. )

Para una deliciosa y muyclarificadora visidn de todo ésto,

ver (8)

"Estos objetivos estdn esencialmentebconseguidos para la ter-

modindmica del equilibrio. Hay una teoria fisicamente satisfac-

toria y esencialmente completa. Fendmenos como las transiciones

de fase, que aparecian como inabordables hace menos de cincuen-

ta afios, hay estdn, creo, que bastante bien entendidas (*)
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En cambio, el problcma de estudiar sitemas termodindmicos fuc-

ra del cquilibrio, se halla en una condicidn mds delicada.

Aunqgue hay ciertas teorias -notablemente la ecuacidn de
Boltzman que parecen funcionar experimentalmente bien en cier-

to régimen, no estd todavia claro por qué ello es asi.

Mds atn, hay regimenes de interds -dindmica de sistemas cer-
ca de una transicidn de fase, plasmas - en los que ni siquiera

hay ccuaciones propuestas que resulten sensatas.

Nota.

{(*)Uno de los rosdltados de este andlisis es gue hay casos en
los que las propias magnitudes termodindmicas no existen, por
{anto, obligado a reinterpretar las ideas sobre la universalidad,
de la termodindmica.

Algunos de estos ejemplos son tan fisicos como un imdn co -
rriente: la energia de magnetizacidn depende de la forma (fac-
tores desimanadores) y no es una maghitud de volumen.

A) depositar silicio sobre germanio en capas muy delgadas se

obtiencen muchos tipos de transiciones de fase, que no sec expli-

can sin desechar las condiciones de diferenciabilidad de la ener-

gia libre utilizada en la prueba de la regla de las fases que

falla.
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Pasemos a describir brevemente clales son los pasos que lle-~
van a deducir las lcyes de la mecdnica Estadistica del equili-
brio. ,

El sistema fisico a tener presente comb ejemplo es un gas de
esferas duras en un recipiente. (Modelo de Maxwell-Boltzman) (**)

Deberemos especificar qué objetos matemdticos asociar a los
. estados fisicos y deducir qué ecuaciones satisfacen estos obje-

tos si los sistemas fisicos satisfacen otras condiciones fisi-

cas (***). -

o5

Nota -
(**) Este modelo presenta alguna dificultades matemdticas

provinientes del hecho de que las trayectorias singulares que
mencionamos en el capitulo anterior son particularmente abun-
dantes, de la posibilidad, -a priori- de colisiones de tres o
mds bolas, en las que no hay modo de decir qué va a pasar des-
pués, o de singularidades mds complicadas, como existencia de
infinitas colisiones en un tiempo finito. Cdémo sdlo se cita co-
mo modelo heuristico, nos limitaremos a mencionar que existen

y remitir al articulo de Vasertein en Comm. Math. Phys.

ota .

(***) Por supuesto, que las Jeyes microscdpicas son cudnti-
cas. Sin embargo, voy a discutir sélo modelos cldsicos. Aparte
del interés intrinseco de la mecdnica estadistica cldsica (apli-
caciones a la teoria constructiva de campos, belleza formal, a-
plicabilidad en ciertos casos), desde nuestro punto de vista,el
paso interesante es ir de modelos microscdpicos a macroscépicos
y las técnicas para hacerlo son semejantes -salvo algin artifi-

e /
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Qué formalismo escoger?

La primera idea que se nos ocurre al pensar on un sistema de
particulas, digamos N es asociar a un estado el mismo objecto
que le asociarfiamos en mecdnica. Es decir, un punto en \RaN
y suponer que evoluciona en el tiempo siguiendo una ley hamil-

toniana.

Sin cmbarge, es facilisimo probar que tal fermalismo no pue—
decontener la termodindmica. En lengusje moderno,la entropia
deberia ser uma funcidn de Liapounov, pero ello es imposible

para un sistema gque preserve volumen.

Curiosamente, este argumento era conocido de Poincaré( ‘0 ).
5
El problema es qué su prucba es ciertamente incompleta, va en
direccidén equivocada y hace hipdtesis innecesarias. De todos

ce..(***) cio matemdtico- .independientemente de que el sistema
sea cldsico o cudntico. Hoy en dia hay una cantidad considera—
ble de trucos gue permiten resolver muchas veces el problema
Aantico, cuando el cldsico se entiende.
Como observacidn al margen, es de notar que, histdricamente,
la mecdnica cudntica fudé introducida para remediar dificulta-
as de la mecdnica estadistica cldsica (algunas de ellas, como
por ejemplo, el hecho de que en mecdnica cldsica no hay magne-
tismo --tesis de Bohz-, curiosamente no aparecen)
Periddicamente bay quien propone cowo alternativa a la Mecd-
nica Cudntica gue la mecdnica estadistica clésica no estaba bien

entendida.
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modos el lector interesado disfrutard leyéndolo. (*).

El propio Poincaré probd su teorema de recurrencia pensando
en este problema. Estd claro que un sistema que vuelva siempre
arbitrariamente cerca del punto de partida no puede tener una
entropia siempre creciente (a menos que ésta sea seve;amente
discontinua) Ver (11) para conocer la polémica que se cred.
Buena parte de ella es sin duda debido a que en la época no
existia todavia la teoria de la medida y el modo que tiene
Poincaré de mejorar uniones contables es simplemente llamando
al volumen "probabilidad" que en aquella época tenia demasia-

das resonancias metaffsicas que alimentaron la discusidn

.

Nota

(*) Arthur Wighman me comunicd en carta unos resultados

muy bellos de Ira Herbst que iban en la direccidn de comple-
tar la prueba de Poincaré. A él1 le debo tambien €l llamarme

la atencidn sobre la existencia de este articulo de Poincaré.
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Notese que ninguno de estos argumentos utiliza la rever-
sibilidad en el tiempo que es otra fuente independiente de

I
problemas,

La propuesta -quizd hecha de modo mds coherente gue nadie
por Gibbs- es la de interpretar un estado como una distribu -
cién de probabilidad, que asocia a cada observable microsco-
pico su valor observado. En aquella época la interpretacidn
de las medidas de probabilidad era la que hoy se llamaria
"frecuencista". (La probabilidad de un suceso es la frecuen-
ia con que se da cuando se hace el experimento un ntmero sufi-
cientenente grande de veces cada una de ellas independiente-
mente de las'demés). ’

Por tanto, la imagen que Gibbs sugiere siempre tener pre-
sente es una "colectividad". De ahi el nombre que ha perdura-
do hasta hoy. Por supuesto que, hoy cen dia, se prefiere tener

otras imdgenes.

Si nuestra medida en el espacio de las fases es una delta
de Dirac y %a evolucidn es hamiltoniana estamos en el caso an-
terior y, por suvpuesto, en las mismas dificultades, pero ahora

tenemos mds lugar para maniobrar.

Tomecnos por ejemplo

N ={o,4]

- ) t» medida de Lebesgque

Y(x)=12x (mod. 1)

(Fste es un ejemplo muy tipico: hiperbolicidadj)
Por supuesto, el preservarse la medida de Lebesgue, se apli-

can los argumentos gue hemos mencionado antes (el argumento de
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Poincaré y el teorema de recurrencia). Sin cmbargo, no es di-
ficil probar'que si tomamos como espacio de observables las
funciones en Lz y como distribuciones iniciales sdlo aque-

llas tambien en Lz, cualquiera que sea (3 L?

(e £y — frap Viel

x N s .
Es decir, Tr P tiende a la medida de Lebesgue en
sentido débil -*, que, en vista de la interperetacidn.de las
medidas como reglas que asocian a un observable su valor ob-

servado es bastante natural.

Los sistemas que satisfacen esta propiedad se llamardn"mez-

clantes" ("mixing" en inglés).

Se puede probar que esta propiedad implica ergodicidad.

Zn efecto: .

Supongamos que A es un conjunto invariante de medida no
cero '

Tomemos P’: —P%i )(A ) ‘F: 'K,\
(T*"% §>=1

Pero, por otra parte, deberia tender a

[x, dw =1

Por tanto, los uUnicos conjuntos invariantes tienen medida

.

cero o uno, i. e. el sistema es ergddico.

Sin embargo, el sistema consistente en una rotacidn irra-

cional del circulo es ergddico pero no mezclante.
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Desde este punto de vista, parece pues ldgico, que los Uni-
cos sistemas que presentardn interés termodindmico serdn los

mezclantes.

Se puede probar tambien que los sistemas K son mezclan-
tes y tambien se puede mostrar ejemplos probando que la inclu-

sidn es estricta.

(El flujo horocidico seria quizd el mds fisico). Ver (12)

Una vez gue 1nos hemos decidido a que los estados sean medi-
das ¢n un espécio de configuracidn queda por hacer algunas pre-

cisiones sobre cual puede ser ese espacio.

Hay un becho fisico que va a ser importante; hay sistemas
con transiciones de fase y a veces, esas fases coexisten. Na-
turalmente, dependiendo de las proporciones de esas fases, ten-

dremos diferentes estados de cquilibrio.

Es natural que si My Yy M2 son las medidas que represen-
tan la fase I y la fase II respectivamente, J o, (1-o)
son las proporciones de las dos fases. Al estado mezcla, 1le
asociamos o M4 + (4— o) P2

(Las magnitudes microscdpicas observadas deberfan ser

. : *
combinacidn de las de la fase pura).
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!
Esto puede sorprender un poco a las personas con la forma-
cidn media de un fisiéo tedrico. .
¢A caso no da la prescripcidn de Boltzman-Gibbs una.pres -
cripcidn unicaz.

. . -

Veamos con detalle un caso sencillo: el modelo: de ISing'en
dos dimensiones. Cojamos una caja y tratemos de clacular la fun-
cidén de particidn. ‘

____; _____________ Pronto veremos que en los bordes

de la caja, no sabemos qué energia
asignar.

oo ¢

'Pod{amos pensar que es automdtico
gque los efectos frontera no impor-
tan(de hecho libros standard, lo

P ewe ® g0 000
Ve o ® 9 0 0 0

"prueban")

»
e G 2 0000 000 ®
B TS P L wt wmw w.,--

Te o e e &g

Si .estuviesemos en el cero absoluto, ello ciertamente no
seria asi puesto que el poner todos los valores frontera posi-

tivos forzarian a ser positivos en la caja y valores negativos
en la frontera lo contrario.

Hay circunstancias -largas longitudes de correlacidnj- en
las que no se puede concluir que las condiciones de frontera
no afectan el estado termodindmico en el interior

Pero ya hemos visto que la prescripcidn de Boltzman-Gibbs
requiere condiciones de fronteraj

El Ynico camino sensato, parece ser ir tomando cajas cada
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vez mayores y diferentes condiciones de frontera. Fijémonos en
una regi&n fiqita: es posible quc ese proceso converja para to-
das las funciones que dependan sdlo de variables cn ella.

Mdés aun, puede que converja para cualquier conjunto finito.

Una de las sorpresas técnicas es que este procedimiento es
equivalente a considerar estados en espacios de configurécién
infinitos (13) (14) - o los articulos originales de Lanford y
Ruelle,

Para algunos fisicos resulta escandaloso el considerar sis-
temas infinitos.;Deépues de todo el radio del Universo es limi-
tado; Bucno, lo mismo puede decirse de tomar derivadas para cal-
cular la velocidad. {(¢Sabemos qué pasa a distancias menores gque
la longitud de P’lanck?). En nuestro caso, al estudiar sistemas
infinitos soleinos estarnos restringiendo a estudiar las propie-
dades que no pueden ser modificadas haciendo el sistema mayor.

Aunque, como he dicho, para el equilibrio ambos puntos de
vista 1lleven al mismo formalismo, es posible que ello no sea
asi para el no equilibrio.

AUn hoy creo que los articulos que mejor clarifican estos
dos puntos de vista son las contribuciones de Oscar Lanford y
de Aizenman, Goldstein y Lebowitz en.(15). Puestas a punto més
modernas se encuentra en (16) que, es ciertamente, imprescindi-
ble. )

En cuanto al problema de justificar la prescripcidén de
Boltzmn -~ Gibbs, se han propuesto muchos argumentos -incluyen
do el francamente repulsivo de decir simplemente que parece
funcionar-. Mi favorito es el contenido en la tesis de E.Nelson

que lo que hace es caracterizarlos como los estados estaciona-
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rios gue son indistinguibles de los gue obtendrian haciendo cvo-

lucionar el sistema en la direccidn contraria del tiempo.

Nétese que csta condicidn de "reversibilidad" no es una con-
dicidn dindamica, aungue lo parezca. Puede cscribirsce como una

serie de condiciones de compatibilidad.

Desde un punto de vista tdenico, si nuestros Unicos obje -
tos son medidas, y nuecstiros uUnicos argumentos de teoria de la
medida, no hay ninguna dificultad en considcrar espacios de
configuracidn de infinitas particulas, porque la teoria de la
medida solo utilize compacidad y normalidad ?hipétcsis del tco-
rcma de Riesz - que se mant}enen‘cuando tomamos productos in-
finitos. Si quercmos hacer dindmica, es bien conocido que la
tcoria de existencia y unicidad, requierc propicdades mds fi-
nas coto continuided y condiciones Lipschitz cuya estructura
queda totalmente alterada al pasar a un numero infinito de par-
ticulas. T

Curiosamente, las propicdades crgdédicas de los modclos can-
bian totalmente: un gas de infinitas particulas libre no sdélo
es ergodico y K sino tambien Bernouilli; (La prueba, debkicda
a Sinai, muy sencilla, una vez qgue se cntienden las defi-
niciones, se encuentra en el articulo de Aizenman, Goldstein,
y Lebowitz (15) ).

La teoria de irreversibilidad propues:a por O. Lanford en
A

(15) incorpora todas estas ideas:
Tomamos una succsion de modelos de dasos de esferas dures,
caracterizados por el numero de particulas, ¢l volumcn, y el

radio de los dtomos.

Si tomamos el limite de un modo muy preciso (limite de Grad)
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. . . ‘ : . 1)

y una distribucidén inicial (suma de 83) que converge -despues
de reescular- un limite, la ccuacidn satisfecha- durante un
cierto ticmpo por esos limites de distribuciones es la ecua -

cién de Boltzan.

Desgraciadamente, sdélo parece servir para probar validez du-

rante un ticempo finito.

.
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II1 LA TEORIA DE PRIGOGINE -~ MISRA -COURBAGE

Esta teoria es un poco diferente del marco que hemos esta-
do discutiendo.

Esencialmente, lo gue los autores proponen es una reinter-
pretacidn del proceso de medida, de modo que con ella la teo-
ria cinética,s?a un teorema. ' '

Lo que los autores proponen poner en juego es el hecho de
que, bajo evolucidn temporal, los conjuntos del espacio de las
fases se complica mucho y ademds, son casi;independienges, des-~
pués de un cierto tiempo. . T

En este aspecto, es una teoria de irreversibilidad para
sistemas K (hay tambien versiones cudnticas, peroc no las voy
a discutir) vy, pér tanto, es independiente de si esos siste -

mas K provienen de un numero finito o infinito de particulas.

La razén por la que pienso que es una teoria de un nimero
finito de particulés es que sdblo sirve para establecer rela-
jacidn al equilibrio de medidas qué son absolutamente conti-
nuas con respecto a la medida de equilibrio. Para sistemas de
un nimero finito de particulas no creo que sea una restriccidn
demasiado severa desde el punto de vista fisico. Sin embargo,
para sistemas de un nimero infinito de particulas las medidas
absolutamente continuas son aquellas en las que el sistema es-
td en equilibrio salvo una perturbacidén local (ver (15)) que
es, ciertamente, menos de lo que querriamos probar.
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Es posible que pudiera obtenerse una teoria mds fisica a par-

tir de estas idecas aplicdndolas a una sucesidn de modelos de
tamaio creciente. Parece,sin embargo, gue no seria muy satis-
factorio considerarla como una solucidén definitiva.

Estas opiniones, parecen reforzadas por la investigacidn
que sigue sobre la velocidad con la que se produce el acerca-
micnto al equilibrio. Parece demasiado lenta paré acomodar al-
gunas ecuaciones cinéticas aunque, claro estd, tomar limites

termodindmicos podia cambiar esto radicalmente.

Como vercmos, la irreversibilidad y la segunda ley -una
versidén de ella- son un teorcma y, en ese aspecto, las con-
clusiones son interesantes. Queda, por supuesto, el problema
de decidir si el precio a pagar-una reinterpretacién del pro-
ceso de medida- vale la pena.

Prigogine - Misra obscrvanvdue para sistemas K , dada su
inestabilidad, resulta muy dificil hacer preparaciones de mo-
do gque las trayectorias de un sistema sigan una prefijada du-
rante un tiempo apreciable. Por tanto, el concepto de trayec-

toria individual pierde sentido.

Cuando observamos un sistema, no observamos la "verdadera"
densidad @ , sino una versidén difuhinada de ella ?J':AP
donde A es un operador lineal que, para poder mantener la in-
terpretacidn de ?; como una densidad de probabilidad debe
ser un operador markoviano. bada su interpretacién comoopera-
dor hace las cosas mds borrosas es razonable suponer que es un

operador doblemente markoviano.

Como mencionamos antes, nos restringiremos a considerar es-
tados absolutamente continuos, de hecho, siguiendo prdctica

. c i : 2
standard en la teoria,limitdndonos a estados en L. Por com-
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.pletitud, tambien daremos. algunos otros resultados para otros
LP. Muchos de ellos, como se verd, sc siguen de los resultados
L2 y de los mucho mds sencillos dada la doble markovianidad de
Li — |® mediante "“interpolacidn” (i9) (que ya ha sido in-
vocada para la acotacidn W W N P 1P = 4 . pPeduciremos
estos resultados de esta cota en vez de probarlos directamente,

que, probablemente, seria mds elegante matemdticamente).

Si A es inyectivo podremos describir nuestro sistema tanto
[ 4 : ~ 3
usando @ como @ . En la descripcidn usando ? - la dindmica

vendra dada por ~ A~
T } et_ = Au't /\ °

Hay que notar que,en general, [\_’1 no estard definida en
todo punto, pero, requeriremos que esté definida en un conjun-
to denso. N

Para que estos opéradores puedan interpretarse como una di-
ndmica en el conjunto de distribuciones de probabilidad que
preserva 1, el estado de equilibrio, A Ut A-! deberia ser
un operador doblemente markoviano en su dominio de definicidn.
De esto se puede deducir (18) que preserva todos los espacios
P
LP

/ 4<pg o0 de modo que su norma es 1 como operador de
en LP . Por tanto, tiene una extensidn vnica W, a todo LP
que también es doblemente estocdstica.

Obsérvese que sélo podemos hacer estos requerimientos pa-
rat 2 0. Nuestro objetivo es que || 6;‘1“3- ' tienda a
cero; por tanto W—t no puede estar uniformemente acotado vy,
por tanto, no puede ser doblemente estocdstico.

(Una de las consecuencias de esto es que hay densidades cu-~ )
ya historia sdlo se extiende un tiempo finito en el pasado)
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11 objetivo seria probar gue todas Yas distribuciones on

],? co acorcan al equilibrio mondtonamente. La definicidn que
tomamos de aproximacion mondltona cs U?t-i \\ e o

)
nonotonamentoe.

Prigogine-Misra propone llamar a esta cantidad la entro-
pia del sistemi.

A mi modo de ver, esta no es una definicidn totaluwente sa-

tisfactoria, puesto que si tomawos dos sistemas indepondion -
tes, la entropia @el sistema compuestio o es la suma de lasn

entropias. .

una definicidn, bhastante en la filosofia de Prigogince--Misra

gue goza de esta propiedad, se cncuentrir en (20). Muchas de las

tédenicas de este articvlo fueron wuy Utiles en la gue consido-
. .

ro 1o nejor version de esta teoria (21). Voy a seguir cste 1l-

Liwo may de cerca para un resumen de la teorio.

En resween, estamos buscondo un operador j\_ de modo que

A\ prescrva positividad
/\\*1: 1 - doble markovianidad

A1=1

[\“—1 befinida en un conjunto denso

Wt ZAUtA"l(CiDr)’(-) pres

anterior se sigue doble markovionidad do W

erva positividad de esto, usando lo

- t
NV - o) p uL? 0 mondtonanente.

Lo cque vineos o hacer es dar un médlodo general de constiruir
Jos operadores N-satisfaciendo todoslos reguerimientos antce-

riorcs- para todos los sisteoemas K.
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La construccidn, como se verd,.es sorprendentemente general
y sdlo utiliza argumentos blandos. Al final discutiremos su im-

portancia.

Las notaciones para los objetos asociados a los sistemas
-K son las mismas que en el capitulo anterior. Por convenien-

cia para el lector repetimos las gu¢ vamos a usar.

Una dindmica Tt induce un semigrupo de operadores Ut.Si

la dindmica es un sistema -K tenemos una familia de proyec-

ciones verificando

a) PX £ P;.‘ cuando AL )y
\:) };m P‘,\ =14
J I PJ = P—-c:o

A—> —o0 L.
5 Ul RU-R. B
d) U: Ew U{:: Eoo (se sique de Los ou\{emious)

2) PR preserve ?ssn‘*i\n'd@;‘k'

sclave constavtes

it

proyec awdn
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Aungue ya hemos probado uﬁ sistema K verifica estas pro-
picdades c¢s interesante mencionar que el converse tambien es
cierto. Esto se sigue del hecho (lecciones de Nelson en (25) )
que las proyecciones que preservan positividad son valores es-
perados con respecto a una © - 41gebra. Por la propiedad C),
estas 6 -3lgcbras han de verificar las propiedades de la de-
finicidn de sistema K '

Trataremos de construir/\ del siguiente modo

A=[hodp +P.

- Bay que notar que Fa no és una descomposicidén de la unidad por
el molesto Fl(n Sin emwmbargo

Bh=h-Pe

si {ue es una particidn de la unidad sobre el subespacio
de las funciones de integral cero. Con frecuencia lo utiliza-
remos en vez de los P

IN\:: .{ ?\(A) CLF%K + Fltb

Vamos ahora a tratar de traducir las propiedades que ncce-
sitdbhamos de.[x cn propiedades de %\Y a comprobar que hay fun-

ciones que la satisfacen -
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a) . s claro gue independienteomente de cuval seca h, 1la

forma nog garantiza _'l\’f 1 - ./\UJ =4 (h real)

b) Int'(:gr:nndo por partes (supondrenos h suficientemen-
O
- regular)
\ b .
N = .*j WAOIR A (- L) Py,
De moc‘i;;bque cuando !\\(A)é_,o , (4 - L\(—m));o
{\ es combinacidn con coeficientes positivos de opera-

doxes que prescrvan positividad (%)

c) Si Q«(?ﬁ 4 0 entonces A—l estd densamente dofi-

nido.

Observemos que W, prescrva positividad si y sdlo si U”“t "t
: A

t
hace. Un cdlcuvlo sencillo muestra qgue
[¢3]

UL« \’V\"/t - f _g/‘_(‘_;\_ﬂ,{ (L'Y-" ""‘3 [¥s)

con lo cual la discusidn vuelve al punto b). Notesc quc ya

tenemes 9] o ¢ ﬂ'hﬁtﬂ‘_ <
W -
(1) L In(art)
Ar-ww KX
Nota

l

(*) El que la funcidn sea decreciente v acotsda yva garon-
tiza suficiente regularidad si .i.nterpret‘amos h {A) como inte-
gral de Sticltjes. Claramentce es un punto £in dmportancia vy,
aungue se puede comprobar gue es una suposicidn superflua, se

pucde asumir que L es continuamentc derivable.
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Para una distribucidn de probabjilidad en L2 tenemos
X a . 1
i, e -4, = VU Wee - Ratll, =

P e (Ast) >
_Sm wan & M

Dado que o (? ;\:;\Q> es una medida positiva y fini-

Q(A*tB . ,
ta Yy que %Y decrece monotonamente con t para

A fijo usando el teorcma de la convergencia mondtona de

Lebesgue, \ W£9_i“1}——’ O  mondtonamente, supuesto que’

lim %‘.‘;}_ -0 : para todo ’A

Esto sucede si y solo si  lim Q\,UA\:C’
A->00
La contruccidn de [\_ estd, por tanto, completa en cuanto
encontremos un funcidén h que satisfaga simultaneamente:
a) mondtona decreciente
b) h (—oo) €1

¢) h (M+ ¢ )
] hhh(ﬁ“—) =) decreciente con A para todo t

d) lim

At

Las funciones que satisfacen estas condiciones son las ex-
ponenciales de funciones, cdncavas, negativas, decrecientes,
tendiendo a cero.condiciones que son claoramente compatibles.
(e.q. €-%)

Ahora nos gustaria investigar propiedades mds finas de 2s-

ta construccidn. El objetivo declarado de esta construccidn es

N
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convertirla cventualmente en una derivacidn exacta de una ccua-—
cidn cindética. Por supuesto, para hacer cso, presumiblemente
habria guce hacer un andlisis duro adaptado al modelo. Esto no

estaria demasioado lcjos de las ideas en (23) (24).

Sin embargo, como- vamos a ver, csta construccidén tiene una
limitacidn -incluso a este nivel abstracto-: que todas las ecua-
cionces c¢inéticas que’ se pueden derivar por este procedimicnto
tendrian cero pertencciendo al espectro —es decir, no habria
tiempos de relajacidn-.

Es dec notar, sin embargo, que esta teoria estd adaptada al
formalismo mictocandnico mientras que la mayoria de las eccua-

ciones cinéticas estan formuladas en el formalismo candnico.

El objetivo del arqgumento escaracterizar de algin modo "los

estados que decrecen lentamente.

El instrumento iddnco para hacer esto es un argumento de
categoria (¥).La Unica dificultad es quec estamos interesados
en hacerlo on un subconjunto -el de los estados que tiene in-
terior vacfo. Sin embargo, por la iincaljdad, contirola todo lo

gue pasa en el espacio.

b4 [

cta

l

(*) Fieles a la tradicidén de la tcoria crgddica de mez-
clar diferente estructuras, el argumento de la categoria cs
extrafio, puesto que aunque sus conclusiones son topoldgicas,

sus hipdtesis-completitud y metricidad-no lo sonj.
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Ani gue s poco sorprendente el siguicente teorema (gue obe-
viamente os gencralizable)
1

Toeorema 1

H(m‘ ”)_) ::{?7/0} geri , Q@LF} 2L &Pt w

Ty AP 2% .
Sca JL /\,d} wna familia de operadores I\—\K-L*P L conlinvos,

do modo que “ /\o(“ no estd acotada cuando of recorre I.

! L, R )
Entonces, hay un conjunto residual-en la topologia P e F,p._
de modo gue todos sus clcomentos x tienen la propiedad gue

\\ /_\,O{ l\\ no estd acotado.

Lrueba

+
R

L1 a8moenos Bz - '{ x/ Ye LP /“ A(-; .1,_")—_4 s \7(01. 5 5 ’?_Ci

Por la definiciodn ]lr ) Ep son cerraGos  en Ep—

bhastaria probar que de interior vacio, puesto gue entonces

LJ-‘ - mx:(\ P-p) seria abhicrto y doenso y HQ‘ Ep E(Br Ep)
ca precisamente el conjunto de puntos x en Ep para los qguc

l\A(,LxI\ no estd acotado.

Bl modo de probar csto es mediante contradiccidn.Probare-
nmos que siuno tuviesce interior no vacio en ]-‘..p, _entoncaes
i I\d“ estaria acolado.

A5 que supongamos que existen, ®r, € 70 J IOG’E\’
dc modo gue §x-xe “‘\ te x (‘-Ep = '.‘Y..GB-._
Futonces podviamos encontrar > 0,tal que \\ \}\\\‘J<S
S0 A fy )Ty exe) - xe <€
Siy ™ 0, claramente ( ‘H-S‘A)-l (9 +x) e E(,

Y. por suposicidédn dcebe pertenccer a Br. De mode que
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(té &-)Co) G&q(4+5) y por tanto ‘Gé BQ(').&E\

En otras palabras, cualquier ftuncidn en LP positiva, y de

r(246)

norima menor que 5 pertenece a B

Escribiendo cualquier funcién como diferencia de su parte

positiva y su parte negativa, esto implica una cota uniforme

. para "A*“

De aqui se deducen fdcilmente los siguientes teoremas
¥

Teorema 2

- Sea E_ definido como antes. Entonces, dada cualquier
{:({;3 —_ 0 y cualquier A construida como se ha in-

dicado anteriormente, hay un conjunto Rp residual en la to-

pologia L‘p de l?p de modo que F({)‘l \KW{.":P—CD)Q“Z

no estd acotado para todo eé RF
Como vamos a probar existencia de ciertos estados, es po-

gible que al imponer mds condiciones a los estados, estos

' desapareciesen._ Una condicidn que surge maturalmente en me-
cédnica estadistica es simetria bajo intercambio de argumentos.
La conclusién, sin embargo, se mantiene y, en el curso de la
prueba, gquedard claro que hay muchas otras simetrias que tam-
poco alteran la conclusidn. '
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Cdeoremn_ 3

a= Yy |
; P : : .
E? :{Q f QGL / 070, SQ:A / Q simétrico bajo inter-

cambio de :ugnmontos}-

Entonces dada cualquier £(t) —> 0 y cualquicr /A cons-
truida como anteriormente y que prescrve esta simetria (mos -
trarcwmos que ello es posible) existe un conjunto Rpc Ep

gue cs 1P o residual de modo que

g\\(t) ‘H’\X_/b —P.ao)e “2 no estd acolado para todo (J(; Q()

.

Métese que la condicidn de (;110A preserve la simetria pue-
Ae justificarse por la misma razon por la que cxigiames marko-

vianidsad: gue apligque estados on estodos.
Prucha

¥n vista del teorema 1 , bastaria prober

S U R

dado gque entonces, a fortiori,toendriamos

.y 4
(‘ (t) ‘\w{w"\\)-w \\ S no acotado

>0

1) ryesultado con I..2 - L2 cs nmuy facil

“ \M( - P~ w “ U |2 - \\ k)i \M\.— ' AP,(U “

vt

Pero, este es un operador que ya tenomos diagonalizado

con Jo que ¢s sdlo cucstidn de una simple comprobaciodn.
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Para obtener ¢l vesultado mds fuerte, lo dinico gque tenomos
gque hacer cs comprobar gue las funciones gue saturan la norma

. al -
del operador, tiencen norma I, mcnor que 1.

Claramente,. ¢l método de saturar la norma es poner masa

cerca de A=-0 (en la representacion de ’P;\)

. LA 2' 4
Si.una funcion e L satisface .
-, U= U —tiene toda su masa a la izquierda
T - 1
de & — puede comprobarse que

2 h(t+s)
“ (\I‘Jf"r‘)_oo\)\)’“,’ 7/ _kz(,;)

i . —r/
Podemos tomar v de la forma ¥ = 1/& ‘ (A)
donde A es un conjunto de %"K

. . . 2
Si A ticne medida 1/2, la norma L” de & coincide con la nor

wa L®

Dado (ue todas las 6-dlgebras 5{ son isomorfas y gue
\» . . .
\/ th contiene conjuntos de medida 1/2,
degc contcner conjuntos de medida erbitrariamente proxima a

1/2.
De agqui obtencmos .

INEXXD)

7
WP “lf“”~—>\3 7 % (z),
como & s arbitrario tomando & —» — @2 obtenecmos

Dw, =Pl e 24

(que on realidad es todo lo que necesitamos). La otra desi-
gualdad es trivial.
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For tanto, hemos probado (*) y, usando ¢l tecorcema 1, el
teorema 2.

‘

La prucba del teorema 4 es totalmente similar, Jo Unico que
hay ¢ue tenel ébn cucnta es mantenc)r en coda paso el reguerimpien-
to de simetria. Lo que no cs absolutamente trivial es compro -
bar (*), Perc U

debe reservar la simetria y v contiene con-

t
juntos simdtricos de medida arbitraria.

t

Oobservacion 1

- .2 . .
El escoger 1j para los teorcmas anteriores sce hizo porgue

N . -
s6lo para L7 hemos podido probav monoionicidad de la convergen--

cia al cquilibrio -gue bhay convergencia sce sigue de un arguncin-

to de eqguicontinuidad-.

Es posible, sin embargo probar: para cualguicr £ (t) — 0

y cualgquicr q , ) % q % , hay un conjunto P\;‘

1esidual en Ep de modo que {:(ﬂ-l “ (\H*--P_my 0 “%

no csld acotado para todos los (\)_G R':{

FEl yazonamiento para proharlo cs ¢l mismo. SOlo nccesitanos

que

| wWi—P_ PR ANL
Fslo se prueba observando que, \\7» \7; 4 “1“.\ \\K\\m

Por tanto

LGwe-Tewd ol < W WP 1, (e P pll ¢

Q- Pl 20l
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Usando quec “twt__?_w) “ \_m...;.\} =4

‘Obtenemos que )
NWy =Pl o0 7 1
\W{-— “D‘Lm-)l.‘ 7 1

Podemos, pues, decir que &n cierto sentido preciso, la con-
vergencia lenta al equilibrio es el comportamiento mds abundan-
te. Esto no quiere decir gque no haya comportamientos exponen -
ciales.

Teorema 4

Hay un conjunto D €E (E como en los teoremas 2, 3)
de modo que

- Py Bl £ k(R € v

donde A es una constante que solo depende de h.

Este conjunto es no trivial en el sentido de que es

L2 - denso en el conjunto

{ et : We-4ly ¢ %Y
Podriamos hacer afirmaciones mds fuertes sobre su tamafio,

pero no vale la pena por el momento

Prueba

El conjunto D lo vamos a construir como aguellos estados

que tienen toda la masa a la derecha de un cierto punto.

. 84 QGL‘ y eGRM( I‘T:z>- para algin &
: P

-
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i

© 2t o .
W, - e " L: J _._“,‘;’_ (A_‘_,) A< ¢, T;‘ 0 > <

i b} -
I (6+d) 2
4 ?/\_gf’_** [ ¢ ~Vowof “ "
@ :
Como h-cs log-convexa, existen o . KZ: > O de modo que
b (5 d) _nt
b ( ) L K e
AT e
. 2 1
Ahora, si Q es un estado y “ {’—i“ e = >
“entonces (.4- E_) Q es también un estado,dado guc
AT ) =A
- Tl €3 7 (-

Pero
L e T—> - ®
A -F)p— ¢ cuawne® ‘
e) .
de modo gue, como afirmamos, todos los costados suficientemente
.. 5 . 2 N
cerca de 1 puciien ser aproximados on BT por estados decayendo

exponencialmente

Fl tcorema, tal como se ha enunciado, no s dptimo. Cual -
quicy funcidn f () tal gue I Gerl) £ K () Q({)
-t

podia ser utilizada en ver de € ¢

Hay algunos h  satisfaciendo los condiciones nccesarias
para defininr uno A de wodo que todas las s son a Jo s
exponenciales. Hay otras, sin embargo, gu2 admiten un decroeci--
micntlo mds rapido o

(e p. ej.)
Sy )—“E('A) .
(51 cacribimos -Q,\(M - Q podriamos tomar o tan
. . TR
cerca como gqueramos de lim (l) (‘\\
A-2rw
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Si este limite es o© podrémos tomar funciones mds rdpidas que
exponenciales)

Tenemos el siguiente teorema que puede ayudar a clarificar
cudn lejos estd el teorema anterior de ser dptimo.

-

Teorema 6

£
—>» O todo t.

Sea f- (t) ‘satisfaciendo ——m7m —
(et zorw

Entonces no hay ninguna funcidn f’ que tienda al equilibrio
mas deprisa que f(t). '

1- Es decir, no hay ninguna funcidn ee L2 tal que e;f constant.

Prucba

' ‘ 2
Dado que j‘d(qlﬁq> = “9- P—w?“;
debe haber un & de modo que

!:A<QIFA?> 7o

Pcro d <€ 0 I-FR(’ > es una medida positiva y
’ : - ® 42 |

A2 (5 f; T oS>
5 o VT {pitat
T Poke fe



'Si el objetivo de la tcoria era derivar directamente la tco-
ria cindética, Jos resultados anteriores son un poco desilusio -
nantes. P'odemos preguntarnos si cdmbiandq un poco el formalis-
mo podriamos obtener resultados mds esperanzadores. .

Sin cmbargo, puede comprobarse que los resultados del argu-
mento son bastante djficilgs de modificar pues estdn basados
en un argumento bastante general -de la categoria-. Por ejem-
plo, son también cicrtos si decidimos imponer a los estados la
condicidn de ser funciones continuas —-el idnico paso a compro -
bar es que la ndrma lVVe l] > L2 es uno, ﬁero,bajo
hipdtesis muy débiles en cl espac1o, podemos aproximar

por funciones continuas sin aumentar la norma de éstos.

Desde el punto de vista dindmico parece que podria ser inte-
resante exigir algo mds a las particiones -porejemplo ser mar-
Xoviénas- y algo mds a los éstados—por ejemplo continuidad Hol-
der- En ese caso, es bien conocido que hay proplccadcv de"clus-

ter" y muchas otras propicdades relacionadas con el limite.

Otra posibilidad proviene del siguiente razonamiento: En
realidad, lo gue estamos haciendo es poner masa cerca de A=-w

Hay condiciones gque podemos imponer como por ejemplo
S degFey <@

Entonces

YRS IR CMM)MQ O
J 0 ‘NQF ,\e,g (IMM) QY

De modo que P tiende al equilibrio més deprisa

) A LOb
%( )= (M\u)‘ﬁ NS
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Esta condicidn ticne la interpretacion de que "la edad inter-

na" del estado ticne sentido.

Otra posibilidad que cabe considerar es que estos estados
decreciendo despacio, se hubiesen introducido al tomar el cie-
rre.

No es asi puesto que las pruebas anteriores pueden repetirse,
paso por paso, para

Vo= Al = [ROw) dhe P

Dado que Vk c@, - Wk 1\_ \Q’

estd claro que los estados decreciendo lentamente para Vt gene-

ran estados en RanJ\ decreciendo lentamente para wt

-

Por supuesto, puede argilirse bastante sobre cuvdl es el marco
funcional en el que hacer mecdnica estadistica. En mecdnica cudn-
tica se.han considerado varias posibilidades (25), curiosamente
para tratar problemas que tienen una cierta similaridad con los
aqui discutidos (la teoria de Scattering en la versidn de Lax y
Phillips tiene unas ciertas similaridades técnicas con la formu-
lacidén de sistemas -K que hemos utilizado. (Debo agradecer a
M. Galella haberme informado de estos resultados y su ayuda cuan-

do ambos asistiamos a un curso de B. Simon)

Otra posibilidad a considérar, es que podria parecer otra
nueva construccidn de operadores a la gue no se aplicasen los
argumentos aqui discutidos. Como ya hemos mencionado, no seria
el final de toda la historia, seria un avance, si acaso, en la
estrategia.
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Me gustaria, sin embargo, llamar la atencidn a un punto im-
portante trafdo por la tecoria y es que posiblemente la defini-
cidn actual de entropila para un estado —-de un sistema finito-
no refleja nuestra intuicidn de lo que es la complejidad de un
estado (de hecho se mantiene constante, bajo evolucidén hamilto-
niana). Depende de la medida (no de la forma) del conjunto don-

de se toman ciertos valores.

Otra pregunta gue quizd seria interesante, es si se podria
hacer (;y justificar;) una teoria semejante a ésta en el contex-

to de la teorfa de Lax-Phillips.
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I__Prefacio

Dentro de la filosofia de dividir los métodos en "blandos"
y "duros" resulta muy coherente, después de haber dedicado
un capitulo a resultados "blandos", dedicar un capitulo a re-
sultados "duros".

Los métodos que me parecieron mds interesantes son los
métodos K. A. M.

El material de este capftulo estd todo él tomado de notas
de un seminario que di en Princeton en la primavera de 1982,
por sugerencia de E. Lieb. El objetivo era servir de moti- .
vacidén al curso gque iba a dar G. Gallavotti, sobre materiai

.
mas avanzado.

Por aquel entonces, ya habia dado seminarios sobre los
métodos de M. Herman que aprendi en Les Houches y los habia
aplicado a dar una prueba del teorema de Siegel gue mejora-
ba las constantes clisicas en 40 Srdenes de magnitud.Cuan-
do me puse a preparar 1as‘lecciones me di cuenta que podia
simplificar algo las pruebas standard .

En el curso de la exposicidn, G. Gallavotti, J. Mather,
descubrieron algunos errores y sugirieron nuevos arreglos
del material. ’

Especialmente en el trabajo de entender los métodos de

N
N

.y
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M. Berman discuti mucho de este material con mi cowmpafcro

D. Goroff.

A todos ellos estoy muy agradecido, porgue hicieron un

placer el aprender todo ésto.
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Las razoncs por las que me decidi a estudiar el teorcma

de Siegel 'son miltiples.

Aunque presenta varias de las dificultades de problemas
mucho mds realistas, no presenta algunas de caracter técni-

co y, por tanto, es mds interesante pedagdgicamente.

Pero el interés no es sdlo pedagdgico: un problema de
enorme interés matendtico, fisico y préctico es estudiar la
ruptura de los métodos K.A.M. Siguiendo el método cartesia-
no, parece mds sensato empezar por los casos mds sencillos.

Pero no es sélo un problema mds sencillo. También es sus
ceptible de atagques mds generales: notablemente las ideas de
Julia (1) que hoy estdn siendo revitalizadas por D. Sullivan,
A. Doudy y J. Hubbard y que,'en mi opinién -son de los resul-
tados mds interesantes que estdn apareciendo en sistemas di-
ndmicos recientemente. Desgraciadamente no hay referencias

publicadas de este ultimo trabajo.

Dos referencias recientes que considero particularmente
inferesantcs.son (2) (3). Los conjuntos de Julia, han servi-
do para aclarar y organizar la teoria de mapas del intervalo.
Por ejemplo, utilizdndolos se puyede probar gque la entropia
topoldgica de 4 - ‘KIZ , o B4l
es una funcidn creciente de W (Equivalentemente, &—\*I} hace
la cascada de Feigembaun candnica) (4).
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‘

11 Los resultados clisicos . .

Los resultados de esta scccidn estd tomados de las notas

de mi seminario (5).

Fl problema que vamos a considerar es el siguiente: tene-
os una aplicacidén conforme del plano sobre si mismo con un
punto f{ijo

k
fey=azx %ﬁk%

Podemos imaginarla como una ley de movimiento de puntos

en ¢l plano.

-

Cerca del origen, la dindmica es heuristicamente, casi la
dada por la parte lineal

El método de Hamilton-Jacobi en mecdnica, consiste en ha-

cer un cambio de variables preservando la estructura cendni--
ca de modo que nuestro sistema en las nuevas variables sea
trivial.

(Incluso, aungue tal cambio né pueda hacerse mds que hasta
un 6rden finito, resulta haber una ventaja sobre hacer pertur

baciones asi).

As{ que, estaremos interesados, como modelo del problema

de perturbacioncs en mecanica en el siguiente problema.
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¢Cudndo hay un cambio de variables analiftico en una ve-

cindad del origen de modo que
. 1]

a) fe@) = g(a3)

Y(e) = ©
@) = 4

equivalentemente

By iy =aY@)
Y(o)g 0
Wi = 4

(La 4ltima condicidn en la derivada, sdlo se supone por
tener unicidad, claramente si \P satisface b), tambien 2W
para cualquier A€ la satisface).

Lo primero que hay que notar es que si a no es una raiz
de la unidad, hay un tUnica solucidn formal para LQ -

a fortiori una Unica solucidn analitica-.

. s n
La razon para ello es que mirando al coeficiente de z

en ambos miembros tenemos
’ -1 w L%S
a Y, +B, ({4, '“i}. ) = o A0
. Donde P_ es una funcidn qgue se puede calcular.
As{, dados { £ }:’ y conocidos {\\OL&M__'
calcular R mediante - 1

se puede

1

Lehf—“——'_'P"‘

a-ao*
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El \Ynico problema, es,por tanto, probar convergencia

de la seric asi obtenida.

Asi planteado, el problema resulta dificil .-
Cuando fa >4 el denominador decrece exponencialmen-

te ¥y, tenemos ademds que sustituir recursivamente.

.

Incluso cuando‘\Ql=-i .el denominador se hace tambien

arbitrariamente pequefio un nimero infinito de veces.

hntes de dar una prueba de convergencia, serd intercsante
examinar las relaciones de este problema con el problema de

la estabilidad.

El lector familiarizado con la fisica matemdtica notard
que ¢, lP son los operadogcs de onda y quizd, los argu -
mentos siquientes les resultien familiares. De hecho, fueron,
construidos teniendo delante un libro de teoria de “"scatte-
ring", notando gwe la compacidad en nuestro caso es sdlo

eguicontinuidad.

Supongamnos ‘“\ <1 Entonces, el problema b) tiene
solucidn .

Prucba

Construiremos \Y como

Y(2) = Um a™ [ ey

m—y O
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Observecmos que, entoncés, hay una vecindad que queda apli-
cada en si misma y la constante de Lipschitz en ella es menor
que ( la|l+ € ) donde & se puede hacer tan pequefioc como sea
necesario, tomando una vecindad suficientemente pequeﬁé.

Entonces “ . ~ “ ¢
ot ity T | (™ £ty - ok el <

(Obsérvese~que a @es la derivada de £ en el origen y que es-

{‘M(%) ‘7_ ¢ \&\—mi Kk (P«‘ +€)?‘

tamos cerca de él)
T L)
£ lal™ K|

De modo que

~-n n . .
a £ (z) converge uniformemente en esa ve-

cindad. .

El limite es claramente analitico y satisface la ecuacidn
b). .

Corolario

Ndtese que esto prueba unicidad incluso en el conjunto de
funciones continuas. ’ ) ‘

Claramente cualquier funcidn continua que satisfaga b)
puede obtenerse del modo que hamos discutido. '

Para resolver el problema en el caso que |a| > 1 podfamos
simplemente estudiar el problema para f'1 y aplicar el caso
anterior. Sin embargo, es interesgnte probarlo directamente.

Tcorema 2

8i ja| >4 el problema a) tiene. solucién.
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Prucha

Construiremos la funcidn f como

n -n

( a " z)

Y@) = lim £

Si tratamos de imitar la prueba anterior estimando

. \fn+1 (a~(n+1) z) - 9 (a—nz)l

pronto noa damos cuenta de que gueremos probar que

gn+l (a~(n+1) 2)

gquedan en una vecindad, &2 modo que podemos utilizar una
. . “m
como constante de Lipschitz para fn, ( \“\"E)

El argumento, puede hacersce por induccidn.

Supongamos que es cierto para n. Entonces, estamos autori-
zados a suponer gue

" 2w
Lty < f ™)) (Aal+ €)™ K el

n+1 (a_(n+1)z) tambiédn estd en una

esto nos implica que f

vecindad no mucho mayor. En total, escogiendo adecuadamente
s s s ~Ml

la vecindad inicial resulta gue { k (O,“* 2.) R {m

sicmpre permancce en una vecindad

El resto del argumento es como antes.

Esto me sugicre que hay una relacidn entre estabilidad
del origen y la existencia de soluciones del problema a) b).

{Que una solucidn de a) & b) implica estabilidad es obvio.



Teorema _ 3

Supongamos que hay una vecindad tal que £1

tinuo en esa bola. (el origen es estable), a

tambien hay solucidn a).

Prueba .
-n  .n ’ . -
a £ (z) tambien es equicontinua
Y. por tanto, . " vk
: o TR

A2 =1 z.

tambien son equicontinuas

N e Gt -
A (£ ) T

53

R=o

I S A Ok
M ke

1]

1]

a A + :__A_ (a‘“§ (@) “‘D

{1

Escogiendo cualquier sucesidn convergente
Dw\ — ‘V
W (@m0 W)
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(z) es equicon-
= 1 entonces

(¢Reconoce el lector el argumento de Krylov~Bogoliubov?’

Vemos as{ que hay una relacidn entre propiedades geomdtri-

cas Y la convergencia de series de perturbaciones.

Vamos a atacar ahora el problema de la convergencia.

Como dijimos antes, el problema és tratar de controlar los

"pequefios denominadores". Podemos pensar en ellos como resonan-

.
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cias y., aunque sea inevitable que haya resonancias iy severas

parcce intuitivamente claro que si para ue una resonancia sea
.

muy severa es necesario gue tenga un drden muy elevado, ho es

tan importante.
eorema 4

5i a es tal que

- Y .
| “k’" 'L\. 4 ,X k algin Y ; V>0

Entonces hay solucidn de a)
i
Comentario

Mungue he escrito la hipdtesis como v 7'0, es para sehalar

que la prucha funciona también en ese caso

Notar que no hay ningin a que satisfaga estas desigualda-
_des cuando V<L A .para V=14 ,el conjunto es no vacio, pero
cs de medida nula on el circulo (sin embargo, es un conjunto
muy interesante) y para los otros resulta ser de medida total,
en el circulo aunque ni siquiera 1la pnién de todos estos con -
juntos es todo el circulo. Hay nimeros cuyos lados derechos

crecen exponencialinente (por ejemplo Rl wie)

Esta rapidez -mayor que ninguna potencia; estd ligada a que

el nlmero sea trascendente. ’ .

Aunque las pruebas de la relativa abundancia de estos nu-
neres sea casi triviales (ver el libro de Arnold & Avez), el
lector es animado a consultar donde toda esta informacidn-y-
mucha otra- se deriva del tecorema ergddico de Birkhoff (en un

estilo francamente delicioso) (6%b) ¢s también muy interesante.
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La prucba que voy a dar estd basada en un método propuesto
pdr Kolmogorov, y es casi la prueha standard. Al final comen-
taré las diferencias.

Podiamos pensar en esto como en teorema de la funcidn impli-

cita
F ({:0‘?\ =90
F () = Flem) =)

donde

claramente
Y(x)=2
es una solucidn y podemos pensar en pequefias perturbaciones

Formalmente,

.

si \c(n:az*i(%)-

y =2 - (>
ff((? @)~ a u@)+2R) + w (4
v

Claramente dado r, podemos;hallar z.

Parece puds, que podriamos utilizar el teorema standard de
la funcidn implicita (7). Sin embargo, F consiste en un ope-
rador de composicidn que no es "diferenciable" —sentido'débil~
mds que en espacios de funciones analiticas. Pero, en esos es-
pacios y con esos sentidos de la derivada no hay teoremas de
la funcidn implicita, como prueba un ejemplo en (7).

(De hecho, con hipdtesis de no resonancia mds débiles, aun-
que la "derivada" tambien tiene solucidn, hay ejemplos que

muestran que hay divergencia. Los discutiremos al final)

Una observacidn que probarad ser util es pues totalmente equi-
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valente suponer gue los términos no lincales son pequefios o

gue trabajar en vecindades mds pequeias

'

. . NP 2N
Asi que supongamos que tenemos una aproximacion ke de nues-

tro problema y gueremos encontrar otra mejor

~MyA \Q - MKQ \_“),\_ )
A, - fCNQ) - TR = o
- U(W(ﬂ Sae) -f (“‘Q’m—?‘( QY MR

. . M AN w ).—v\l)s(i)
g rge) - e e ae )

N n .
Tomaremos, como ecuacidn para U~ que el segundo término

es cero. de modo, que as{, el error restado serd de "segundo
orden”.

Por tanto, serd Util pasar un cierto tiempo estudiando ecua-

ciones de la forma -
M @) =ad () w@y- alar)

donde g (z) estd suficientemente cercano a 1 en una vecindad

agel origen

Estas ccuaciones son demasiado dificiles de abordar direc-

tawmente. Estudiarcmos primero

2 A3 = auz) - @r)

Lema
Supuesto h (0) = 0, (2) tiene una solucidn tlnica
A.L)ﬂ = —J}E 24'7/ 4
a-Q .

Mo = ©
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Mds avn, bajo la hipdtesis de no resonancia del tcorema
Llamando

1

Il sup, )

| kS
I u\lw Z g2t e
&,
>kl vk Cars <

Usando las Adesigualdades de Cauchy
: » -8k
My 2k e £
-y
< AST N,

Donde A es un numero que no depende ni de %4 ni de 5

Podemos ahora volver a4
Loé g (z) es analitica
Log4(0) =0
Por tanto, existird una P(z)
roa, 4(2) = @[%)-@(‘rk) v Q(z)

Y. si1 g(z) es cercano a uno en una vecindad r(z)=e

” ‘. ’ :
también serd cercano a unc en una vecindad ligeramente mencr.

Utilizando la funcidn Y’ podemos escribir la ecuacidn ori-
ginal (1) como

M(a2) @) = F(a) u(2) — (o) 1022)

\



Suponéremos inductivamente que ““‘Q“{éﬁf de modo que
o, <4, e
Por las mismas estimaciones de la ecuacidn linealizada
B 1> 0
R, e5ns < < A=) 3
Por tanto
P]\ S'v\/). < QX? (Y)g )
._| ( S "‘)J
“P “1 g‘s'“/ é ei(? % “

. w{t{‘)&\ \ne-Sair € <0 (B 57 (R

Y utilizando los resultados de la ecuacidn linealizada
N “Jzu P 4 A rf\;\) 2Ap (R &;D) “ t “flv
v““n e™e A 5—;’4?—&? (28 m R e‘“’lu

Modificando las constantes

Wil e-tw £ A ok (B 5 V) RN

or tanto *

P “ &“M \\’\ é A -QL? (’l% S‘\ )“ A‘V\“-’LM

Tomewos ahora %:\: '\%\\

,, IR T /
A'\m\hl“ i f\“ z:; ((?)_6 (™ “\) ) A'z QXQ L{Bl(“ ‘\) ‘\'\} \\A "'“'L“

A
Estimando todos los pollnomlos por ('n1+‘)

R B g (B (2 )60 AN

R ok 053] ) Aoﬂ;ff
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Podemos ver que esta sucesidn, tomando “Aﬁ“hsuficiente_
mente pequefio, tiende a cero muy deprisa, de modo que es su-
mable y, haciendo el error inicial suficientemente pequefo,
no nos salimos de la hipdtesis de induccidn puesto que la

suma de la serie es arbitrariamente pequefia.

Comentario.-

Las pruzbas cldsicas de todos los hechos citados aqui ee
encuentran en (8). Excepto la prueba de convergencia, creo
que las pruebas presentadas aqui son mejores. (La prueba del
teorema 3, por ejemplo, aparte de ser mds simple que la de
Siegel y Morse , se extiende sin dificultad a varias variables
y a los anillos de Herman , en este \iltimo caso, es la unica

alternativa para probar un resultado semejante)

Si inclui esta ﬁrueba aqui, aunque no la pienso superior
que las quec hay en la bibliografia, es porque, £s un trabajo

original y, si no la incluyo agui, quedaria olvidada.

Mi objetivo era explorar cull era el mecanismo de rubtu—
ra del teorema y, ciertamente, con ese objetivo en mente,es
mejor tener cuantas mds pruebas mejor. Uno nunca sabe gue
va a ser inferior hasta que acaba. '

Uno de los aspectos desagradables de esta prucba es que en
ella se utiliza la suma en el método de Newton.

En el método standard, lo que se.hace en cl método de

Newton es componer con funciones cercanas a la identidad.

Desde el punto de vistp de las aplicaciones a mecdnica,

los objetos naturales son los difeomorfismos, no las funcio-
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nes, Y, aungue para ellos la composicién con objetos cerca-
nos a la identidad tiene sentido no lo tiene la suma.

Sin embargo, la composicidén da origen a problemas extras
gue son tambien molestos, sobre todo en el caso de varias
variables. Desgraciadamente, para tratar la ecuacidn linea-
rizada, tuve que recurrir a un truco esencialmente unidimen-

sional.

Dejo como ejercicio para el lector el preguntarse por qué
la idea mds sencilla de tratarlo como perturbaciones del ca-
so r = 1 mediante la fdérmula de Schwinger - Dyson no habria

funcionado.

Ilay ejemplos que prueban divergencia de estas series en
ciertos casos. Sin embargo, parece haber espacio entre los
ejemplos citados p. ej. en (8) y los resultados conocidos.

Seria intcresantisimo saber qué pasa para ellos.

+
Otro aspecto que seria necesario mejorar en el teorema son

los radios de convergencia de la @

Es bien conocido que estos métodos tiernden a dar resulta-
. ~40
dos del dSrxden 10 . veeces lo que la gente creeque es razona-

ble. :

Fn la siguiente seccidn presentamos una prueba que, en es-
te aspecto, es esencialmente Sptima.

;. : K
Otro probléma intercsanté y relacionado con éste, es el
de clasificar segun equivalencia analitica de los casos en
Jos aque no hay serie formal (rafces de la unidad) en 10s que
ﬁay, posiblemente, divergencia. Para ¢l caso ver (9). Sobre

el segundo crco que no se sabe nada.

Para cste problema, los métodos de tecoria de seattering

son esenciales.
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IIX La prueba seugin el método de M Herman

En esta secciéH voy a dar otra prueba que, éunque tiere
condiciones de resonancia muy fuertes, sin embargo, prodice
dominios de cgnvergencia que son esencialmente éptimos. hds
aun, la sinmlicidad de la prueba, creo que hace factible una
discusién'detaliadb de optimalidad de las constantes.

. i

Aungue algunos de los pasos podian haberse hecho algo mis
elegantes con el uso de métodcs mds poderosos (como desicual-
dades de Sobolev) gque, desgraciadamente, no estd emrr el bzga-
je de la mavoria de los fisicocs, se ha hecho un esfuerzo por
evitarlos y sustituirlos por argumentos que scn standard en
la formacidn de un fisico t*)aunque, admitidamente, menos

elegantes.

Se ha hecho tambien un esfuerzo por manktener el argumento
suelto y flexible de modo que dada una funcidn se pueda op-

timizar para ajustarse a ella.

(*) Recuerdo que el paso mds delicado, aparecid en el eca-
men de Métodos Matemdticos I, el afio que yo hice la as.g-.

natura 1.
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El material para esta seccidn estd tomado de (10), que,
a su vez estad fuertemente influenciado por (11) donde se
tratan otros problemas -mds realistas e interesantes- pero
que no parece puedan evitar totalmente los métodos mds so-
fistificados. Por tanto,tengo la esperanza de que puedan

servir como introduccidén a los métodos de M. Herman.

Intentamos probar el mismo teorema que anteriormente,

pero utilizando la (mucho mds fuerte) condicidén de no re-

sonancia.. ) ‘ak__i\"é KJ«

L,a primera observacidén qué vamos a hacer gue, ya supone-
mos fijos los valores en cero, la ecuacidn funcional, es -

equivalente a la que se obtiene tomando derivadas

1) @) =a ')

y tambien se puede comprobar que pedemos tomar logaritmos

Loy £ () & Ry €'0) = Sy Q@)= Loy e
(3 = Loy e F)
™) *5(2\ fﬁdb\e\(®~%w‘(ﬂ

) lamemos

la idea es estudiar el operador (altamente no -lineal)

\ . s
que pasa de Ya\f satisfaciendo (2)(y condiciones

Q\oul) = Q_,o('/a \Q\(&S}\,.QA)'—OLQ‘ de contor‘nO)

quc denotaremos

O W=\

y probax gue tiene un punto fijo
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Este operador sc¢ puede descomponer en varios pasos‘
AR
Bay - q o @E)-M@ =Y =

2
By ey =2 ¥
Q;H\¥(%)= ﬁ,‘YON\dNJ
’Zﬁ|w ZIEA’33QBLGLP .
La dificultad los pequefios denominadores queda reducida
al paso 2, )
Con las suposiciones que hemos hecho, de no -resonancia,
puede verse que Qszes como tomar una derivada, pero Z@ es
integrary '
Mds precisamente -no precisamente del todo- introducife~
mos dos normas “ "olv“ "1 .La norma o controla la funcidn

Yy la norma 1 controla la derivada.

Consideraremos

/é‘ S N Phamass “ “4
Q;zl “ \h“-9° o
Bz e — W s
Z, 4 = 1

No cuesta mucho trabajo convencerse de que no debe ser
dificil probar existencia de constantes de Lipschitz inde-
pendientes de h.y a para'z;% Y Z;u
Para ¢, podemos calcular constantes de Lipschitz dependien-
do de a. Para gﬁ_podemos calcular constantes Lipschitz que

son pequefias si h es pequefio.
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rero, como mencioné antes, podemos suponcr que h es ar-
. -~ . s s 3
bitrariamente pcequeno restringiendonos a una vecindad.
De hecho, por razones técnicas es mds conveniente probar

que 5}1 aplica una bola || H4 en si misma.

Esa bola es convexa vy compacta en || “0 _6;& tahbien
es continuo “ \h ~> |l llo .y podemos aplicar el teo-

rema de Schauder - Tychonov.

La ventaja de este procedimiento es que permite obtener
mcjores constantes y, creo, puede aplicarse a problemas en
los que el otro no funcionaria.

.

Nétese que el tomar la condicidn de no resonancia tan fuer-

te es esencial para la estrategia. éﬁ ,sélo“nos hace ganar

una derivada".

Sin embargo, aun en el caso de no resonancias discutidas
anteriormente, la ecuacidn (*) puede 1wesolverse mediante una

iteracidn como la qgue utilizamos para el problema de Siegel.

Fn el problema de homomorfismos del circulo, este comien-

70 supone una ventaja (12) (Una versidn mds legible es (13) ).

Lo que voy a hacer es presentar una seleccidn coherente

de elecciones de espacios etc. que llevan a nuestra meta.

En (10) se presentan dos, cada una ofrece ciertas venta-

jas pero sdélo voy a exponer aqui la mds sencilla.

Si estuvidramos interesados en obtener cotas Jdptimas para

\
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una funcidn dada, la mejor estrategia serfa utilizar todas
estas arbitrariedades de la prueba para buscar la que mejor
se adapta a nuestra funcidn dada.

Por ello, es interesante dar varias versiones de la teoria.

Si se tiene un pequefioc computador, es muy posible obtener

buenisimas cotas haciendo estos cdlculos con su ayuda.’

La f£férmula final que voy a dar, es muy 'susceptible de un

cdlculc numéricamente estable.
[

Para un problema relacionado, ideas muy similares fueron
propuestas por L. Chiercia (14)

Prucba

Llamemos {‘% (2) =7 0GR

claramente, cuando A=>0 P}« () —ad

y. ademds, estd definida en vecindades cada vez mayores.

Si encontramos \Pa satisfaciendo las condiciones de ecua-

cién funcional

{'3 s () = ¥, (a2)

habremos encontrado una solucidn al problema original

fag@)en @) -
COM Y (a2) = a9 (X' @)

.
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Claramente A‘?a(34z) satisface todos los requcrimicntos.

Por tanto, podemos suponer que h estd definida en vecin-
dades tan grandes como queramos y satisface alli las condi-

ciones de pequefiez que necesitamos.

Especificaremos las que son necesarias en el momento que

se utilicen en la prueba.

En este caso no vamos a utilizar “ “0 como una nor-
ma, sino la topologia usual en funciones analiticas de circu-
lo unidad. (Lo hago para mostrar que no hay que restringirse
a espacios de Banach; las ideas-de M. Hermann- son realmente
flexibles) *

. <Y

A-{V@R) [ Voo Y= hgt \wl & €%

A es convexo (trivial) y compacto -

Yeh = \WR)|Ly - s kla

Por tanto A estd contenido cen un conjuntc compacto y e€s

cerrado, puesto que N ‘ y }
A <
A :NOJ Y)Y JWemo Wil Z Wl £ 7
que son condiciones cerradas.

Asf que si h es analitica en el disco de radio 3/2

serd analitica en el disco de radio 1.

Mds atln, utilizando acotaciones standard en los libros

elementales para la composicidn tenemos

5o l® L] e E )"

“yd
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Pe agui, podemos obtener resolviendo la ecuacidn linewri-

Z (el | 4 Z Ml 8

A

zada

’ . 1
Y por el mismo método, componiendo log\f con - la exponen-
cial

ot N
. - \ 3)
PR (A A TA WA R L TN
W0 “y “n

Por tanto basta. con imponer como segunda condicidn
a h i

LY
3 3
e (3 5 b (B)7) ¢ 72
Lo

Una vez tenemos que aplica un conjunto compacto sobre
si{ mismo,,la continuidad es equivalente a que el grafico se:z
cerrado. Pero eso.es muy fdcil puesto que el grdfico es aque-
llos pares de funciones que satisfacen (*) que;es una colecddn

cerrada.
Como se ve, esta prucba es un record de simplicidad enel

.

tema.

Sorprendentemente, las constantes son excelentes.:

Para la funcidn

£ (z) = az + 22 .

a = expad f (E—i).

(un caso muy famoso)

1
pPado que \«!a‘/l(‘ﬁ: ..1‘)—?\5 -}L‘,‘g_k '

podemos tomar

A 3'='1(?§ : ( ciertamente excesivo)
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que nos lleva a lb§~%&

| 3% + byA)

Sin embargo, podemos escoger otro numero en lugar de 3/2

N 0_0’171?

en la prueba. Llamémoslo x .

R EY
T 2x (74 2qX)

y;lamando u = log’ x

Ay = &
“ 2 (¥10)

y es muy fdcil calcular cudl es el que da resultados dSptimos

CRRE AN (DR
A = Q,~03q

De hecho, como he mencionado antes se puede tomar bas-

tante mejor, y, mds ain, se pucde observar que son los pri-

mereos numero los que dan origen a peores constantes, etc.

Experimentalmente, parece que el valor exacto estd entre
0.2y 0.3 '
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CONCLUSIONES

Cuando empecé a pensar en las relaciones de la teoria
ergddica con la Mecdnica estadistica, partia de la hipdtesis
de trabajo de que el formalismo abstracto podia arrojar algu-
na luz sobre las paradojas cldsicas.

Hoy, mis opiniones sobre esto son.distintas: en primer
lugar, porque después de examinar la Termodindmica he llegado
a la conclusién de que en una formulacidn algo mds precisa (de-
bida a Rielle, Lanford, etc.) las paradojas no son tales.En esa
formulacién los problemas de construir una dindmica son, cierta-

mente mds dificiles (aunque estén bien formulados matematicamente)

Jugar con el formalismo abstracto, aunque ciertamente es
imprescindible para formular una estrategia del andlisis, no
es toda la historia. Mds interesante me es buscar métodos de ana-

lizar problemas concretos.

Aungue, como ya he confesado el esfuerzo puesto haya sido
irrelevante casi para el problema de justificar la Mecdnica es-
tadistica, no creo que haya sido asi para el problema de entender

lo que es la Mecdnica.

Si se me permite una analogia, que no es de tomarse muy en
serio, podia comparar la situacidn con lo que pasdé en la Mecdni-
ca cuadntica. En una primera fase, hubo que discutir, cudl era el
formalismo necesario,clarificar qué eran los operadores auto-
adjuntos, etc. Después hubo que empezar con el problema, p. ej..
de probar que el potencial de Coulomb daba origen a un operador
autoadjunto, probar completitud asintdtica,etc. Cuando empezaron
a discutirse algunas patologias, hubo que reinterpretar ligera-

mente el formalismo, etc.
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En contra de lo que decia el libro de texto que estudid
mi generacidn, (hace falta uno nuevo;), la mecdnica no estd
acabada.

En cuanto se han estudiado con detalle ejemplds concre~
tos, han empezado a aparecer comportamientos gue creo obligan
amrevisar las definiciones matemdticas que habiamos dado de
objetos fisicos (e.g. la estabilidad estructural es un concep-
to mds escaso de lo que seria interesante fisicamente, la de -

finicidn de atractor es demasiado restrictiva, etc.). -

Es muy posible que hoy sea prematuro hacer esa revisidn
puesto que aln no se ha acumulado experiencia suficiente. (Ello
es definitivamente cierto para el autor, aunque puede que no lo-
sea para la comunidad matemdtica). Mi impresidn es gue el desa-
rrollo en los préximos afios va a venir del andlisis de ejemplos.
Para corroborar esto diré que en los pocos afios que he estado
estudiando esto he visto aparecer:

* Teoria de Pesin

* Ejemplos de Newﬁouse
Aplicaciones unidimensionales
Grupo de renormalizacién

* Aplicaciones twist

* Rigidez

* Dinamica analitica compleja

Todas ellas me parece gque van en la direccidn apuntada
Y., aunque es casi increible la velocidad a la que se a progre-

sado, mi conjetura final es gque el paso se va a mantener o in-






