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CAPITULO 0.

INTRODUCCION.

MOTIVACION FISICA. DESCRIPCION DE RESULTADOS.

En este Capftulo abordamos la descripcién de los fendmenos
fisicos y los modelos matemdticos de los que surgen las
ecuaciones que han sido el origen y la causa de la elaboracién de
esta Memoria, asi como una derivacién de dichos modelos a partir
de consideraciones fisicas. Asimismo presentamos una breve
exposicién de los resultados mas importantes que se obtienen en
los restantes Capitulos.



0.1 Origen Fisico de los Problemas Considerados.

Las ecuaciones de Kuramoto-Sivashinsky y de Kuramoto-Velarde,
K-S y K-V respectivamente, que serin escritas mids abajo, han sido
deducidas por diversos autores al modelizar fenémenos de
inestabiljdad en distintos campos de la Fislica: hidrodinamica,
termohidrdulica, reacciones quimicas, combustién, plasmas etc;
estas ecuaciones describen la evolucién de pequefias perturbaciones
de solucidénes explicitas de cada modelo, producidas por distintos
mecanismos de inestabilidad. En este sentido los modelos describen
una misma clase de fendmenos fisicos: la propagacién (evolucién)
de interfases deformables. La ecuacién de Cahn-Hilliard, C-H, por
su parte, ha sido propuesta camo modelo para describir la
transjcién de fase de aleaciones en metalurglia. As{ los tres
modelos describen fendémenos de formacién de estructuras que se

preceden con la aparicién de turbulencia y dindmica caética.

0.1.1 Ecuacién de Kuramoto-Sivashinsky

g—:ogcuog;zudv(g—iu)zso (1.1)
Al estudiar el movimiento de un fluldo sobre un plano
inclinado, D.J.Benney [4]), S.P.Lin [S], 1las ecuaciones de
Navier~Stokes bidimensionales (con el campo gravitatorio externo
afiadido) admiten una solucién explicita que corresponde al Flujo
de Poiseuille: la interfase:.(borde del liquido) tiene un perfil
parabélico; estudiando la estabilidad de esta solucién explicita y
escribiendo la interfase como §£(x,t) + u(x,t) donde £ es la
solucién de perfil parabélico se llega tras un andlisis con
desarrollos asintéticos (método de escalas multiples) y suponiendo
que la tensidén superficial es infinita en el borde del liquido, a
que u verifica (1.1), que aparece como una ecuacién de “clausura”
de las ecuaclones asociadas a los desarrollos asintéticos. Estamos
pues en presencia de un modelo de inestabilidades hidrodinamicas,
[13,14].



En [6,7,8,9] Y.Kuramoto y T.Tsuzukl estudian las reacciones
quimicas de Belutzov-Zabotinskii para N especies quimicas,
modeladas por un sistema parabdlico de ecuaciones de

reaccién-difusién:
ac ﬁ 82
—~=-)yD,—C =¢f(C,..,C.) J=1,..,N (1.2)
at k=1 Jkaxz k 3 N

los Djk son los coeficlientes de difusién y los f, son los términos
de reaccién, que son dados. La parte cinética de (1.2), es decir
el sistema de ecuaciones diferenclales ordinarias

dCJ

—7 =f (C,..,C,) J=1,..,N (1.3)

dt J N
revela la existencia de un tipo especlal de solucion de (1.2):
homogenea espaclalmente y periddica en el tiempo; este tipo de
soluciones puede ser visualizada en experimentos de laboratorio de
los cuales existen excelentes filmaciones, (21]; es pues natural
buscar soiuciones de (1.2) que correspondan a perturbaciones de
estas soluciones particulares, en este caso una clerta "fase" de

la solucién perturbada verifica (1.1).

En combustién pueden considerarse dos tipos de llamas, [2]):
llamas de premezcla, en las que los gases reactivos estan
iniclalmente mezclados de forma homogenea y las llamas de difusién
en las que por contrario los gases aparecen en 2zonas blen
diferenciadas. La combustién se produce en una regién pequefia, que
deja a cada uno de sus lados el gas quemado y el gas sin arder,
esta zona que avanza hacia la zona ocupada por el gas sin
reaccionar es lo que se denomina frente de llama. En cuanto a las
llamas de premezcla se han observado dos tipos de mecanismos que
provoquen la inestabilidad "espontanea” de un frente de 1llama,
[10]:



i) La expansién térmica del gas que atraviesa el frente de la
1lama; esto es, un mecanismo de jnestabjlidad hidrodinimica.

ii) La interaccién de los mecanismos de difusién y transporte
(conveccién) de calor y de materia en el interior del frente; esto
es, un mecanismo de jnestabilidad termo-difusiva.

En {10,11,12] G.Sivashinsky propone un modelo termodifusivo
para la inestabilidad de un frente plano de llama de premezcla
debida a la expansién térmica del gas y a los efectos de
transporte, este modelo viene dado por el sistema parabélico

)

3
=T + a‘l’ - vAT = QCexp(-:

8
at )

T
(1.4)

8 .- - B
+ 5C - AC = -Cexp(-5 )

Q)J’m
Py

siendo T y C la temperatura y concentracién de la mezcla de gases,
v, B, Q constantes positivas y A el operador de Laplace en dos
variables espaciales (x,y). Para valores grandes de B (energia de
activacién) (1.4) admite una solucién explicita con derivadas
discontinuas sobre el "frente de llama" dado por F(x,y,t) = 0O,
Sivashinsky muestra que una perturbacién de este frente evoluciona
segin (1.1), cuando se ignoran los efectos de expansién térmica
del gas y la densidad se supone constante. Asi{ (1.1) describe
unicamente 1los efectos de difusién y transporte sobre 1la
estabilidad del frente, [12].

Obsérvese que la parte lineal de (1.1) corresponde a una
relacién de dispersién w(k) = k2(1-k%) para perturbaclones de
u =0 de la forma exp(wt + ikx), que muestra inestabilidades para
pequefias modulaciones de la interfase (k < 1) pero un efecto
estabilizante para longitudes de onda largas, [15,16,17]. Esto
experimentalmente se manifiesta en la aparicién de dendritas en el
frente, originariamente plano, que crecen segin la longitud de
onda mis inestable (i.e. aquella para la que w es mixima), este
fenémeno recibe el nombre de crecimiento dendritico (este efecto
es evidente en el caso de un fluido deslizandose por un plano
inclinado) y esta relacionado con otros fenémenos de propagacién



de interfases, por ejemplo el crecimiento de cristales, 1la
propagacién de fracturas o el problema de la penetracién de un
fluido en otro de distinta viscosidad (problema de
Saffman-Taylor), [22]); despues de un clerto transitorio los
términos no lineales entran en Jjuege saturando los modos
inestables y originando un clerto retraimiento en el movimiento de
la interfase, experimental y numéricamente ([2,8,9,11,23], se ha
observado que el frente puede desarrollar estructuras espaciales
complejas asi como una evolucién <caética y turbulenta
temporalmente; asimismo complejas transiciones al caos son
observables.

Destaquemos que (1.1) puede ser deducido de forma heurfstica
a partir de la relacién de dispersién anterior, una ley
fenomenclégica debida a G.H.Markstein que da una relacién entre la
velocidad del frente y el radio de curvatura del mismo, y
argumentos geométricos concernientes a la velocidad normal de
propagacién del frente, [(20].

La ecuacién {1.1) es complementada por el dominio (usualmente
la variable espacial estid en un intervalo [0,L] que en el caso de
llamas corresponde al tamafio de la misma), por condiclones de
contorno (tipicamente condiciones de no-flujo, o periédicas) y por
condiciones iniciales. Obsérvese que en el caso de dominio

espacial acotado y con condiciones de contorno adecuadas, la

cantidad ¢(t) =%J‘Lu(x.t)dx representa la posicién média del
0 .

d 1 a3 2 d
frente y ademis W(t) +Eﬁ(§u(x,t))dx 0, asi d—i-é(t), la

velocidad media del frente, es negativa y puede ser no acotada en
el tiempo (en cuanto una desigualdad tipo Sobolev se verifique y
¢(0) s O, en este caso el frente se desplaza siempre hacla un
lado, ¢ tiene signo constante, sin detenerse). Es por tanto

natural utilizar un sistema mévil de referencia y tomar como nueva

incognita v = u ~ %JJ.u que verifica ahora
0

4 2
v 3 a a .2 _ 11" 8 .2
a#ﬁ-‘viﬁZV*‘(EX-V) ’EJ‘:($V) =0 (1.5)

y v tiene media nula.



0.1.2 Ecuacién de Kuramoto-Velarde

La ecuacién

au , 8 8 1

8 .2 8 a a 2
at’&‘“‘_z“'(a“) ‘:’;(u-—u) -JJ;

% % o] G =0 (.6)
ha sido derivada por M.G.Velarde et al., [24,25], en el contexto
de la conveccién Bénard-Marangonl bajo efectos de microgravedad,
con una frontera libre (interfase): una capa de fluido (seccién
bidimensional) yace en un contenedor con la parte superior al aire
libre mientras se somete a un calentamiento progresivo por la
parte inferior; partiendo del reposo (posicién inicial horizontal
del fluido) para valores pequefios del calentamiento una solucién
explicita aparece en las ecuaciones que gobiernan al fluido: la
solucién en la que el perfil de temperatura decrece linealmente de
la parte inferior a la superior del fluldo (conduccién pura del
calor sin efectos convectivos), en este estado, la configuracién
de la superficie libre del fluldo permanece en equilibrio.

Tras un clerto valor critico del calentamiento (caracterizado
por el numero de Marangoni) esta solucién pierde la estabilidad
apareciendo otras soluciones donde los fenémenos difusivos y
convectivos son determinantes: rollos, celulas convectivas y otra
“fauna" anéloga a la del problema de Bénard cléasico, [1], (i.e.
sin frontera libre); de esta forma la configuracién horizontal de
la interfase liquido-aire plerde su estabilidad y comienza a
moverse por medio de este mecanismo termohidraulico; a su vez a
través de la interfase el lfquido y el aire intercambian energia
por tanto la tensién superficlal, y sobre todo su variacién
espacial debida a variaciones de temperatura, los efectos de
difusién, y las propiedades geométricas de la interfase (curvatura
por ejemplo) son claves a la hora de establecer el balance del
flujo de energia a través de la interfase y por tanto para
establecer un modelo de evolucién de 1la perturbacién de la
interfase de equilibrio; as{ pues tenemos una competencia entre
mecanismos termodifusivos e hidrodinamicos. Por otro lado
dependiendo de cémo se varien los parametros de control del



problema, el movimiento la interfase puede caer en un régimen
evolutivo (primer orden en el tiempo) o en un régimen oscilatorio
(segundo orden) como ha sido mostrado en una larga serie de
articulos por M.G.Velarde y Chu Xiao Lin, [26,27], donde el
problema se estudia en forma mis general afiadiendo a lo anterior
efectos externos sobre la tensién superficlal (por ejemplo 1la
presencia de soluto afecta no sélo a las variaciones en la tensién
superficial sino también a las variaciones de densidad y de
elasticidad de la interfase) o afiadiendo el efecto de campos
eléctricos o magnéticos (para fluldos conductores, dieléctricos o
ferromagnéticos) ademas del gravitatorio anteriormente comentado.
En consecuencia (1.6) surge como modelo describiendo, en el
régimen en que el fluido desarrolla una estructura de células
convectivas (experimentalmente observables, [1]), la evolucién de
una pequefia perturbacion de la posicién de equilibrio en una de
dichas celdas. Asf{ tienen significado fisico las condiciones de
dominio acotado [0,L] para la variable espacial (L es el tamafio de
la celda de conveccién) y condiciones L-periédicas o de no-flujo

en la frontera.
Obsérvese que ahora ¢(t) = %JLu(x.t)dx (supuestas
0

condiciones de contorno adecuadas) es constante y la condicién de
conservacién de volumen en el fluido (no hay cavitacién) impone a
(1.6) la condicién de que u tenga media nula; por otro lado la
parte lineal de (1.6) es la de (1.1) y por tanto tenemos el mismo
andlisis que antes derivado de la relacién de dispersién; el
primér término no lineal en (1.6) es el mismo que en (1.5) y como
allf da cuenta de los efectos geométricos de la deformaclién de la
interfase, por ultimo el segundo término no lineal de (1.6) puede

2
escribirse como % g§2(uz) que corresponde al tipo de no
linealidades que encontraremos en la ecuacién de Cahn-Hilliard.



0.1.3 Ecuacién de Cahn-Hilliard

4 2 2
du 8 a [} 3
T iR~ —8xz(u ) =0 (1.7)

En [28,29], J'.H.Cahn y J.E.Hilliard estudian aleaciones
binirias en metalurgia centrandose en las precipitacliones que se
producen en ellas (transicién de fase liquido-solido)}. En funcién
de la temperatura y la densidad dos tipos de precipitacién se
observan, [31):

1) Nucleacién: aparicién aleatoria de nucleos de una de las

especies.

ii) Descomposicién Espinoidal: los mecanismos de difusién
producen la agregacién de la mezcla, esto es, agrupacién en partes
homogeneas.

Es en este 0ltimo contexto en el que (1.7) aparece como
modelo, siendo u una cierta variable de composicién de la mezcla
que es el pardmetro de orden, magnitud cuya evolucién trata de
describir la teorfa fisica para explicar la dinamica de la
transicién.

El proceso de separacién de fases se produce de la manera
siguiente: iniclalmente la mezcla se encuentra a temperatura
elevada de forma que la mezcla es espacialmente homogenea vy
estable. Un descenso répido de la temperatura de la mezcla
(quenching) por debajo de cierta temperatura critica hace a esta
solucién homogenea perder su estabilidad y la mezcla se separa en
regiones con distintas concéntraciones. En el equilibrio estas
regiones tienen concentraciones constantes que pertenecen a un
conjunto de concentraciones admisibles determinadas segin la
composicién original de la mezcla. Aparece asi una interfase
separando las distintas regiones de la mezcla; asociada a esta
interfase hay una cierta energfa 1libre que se manifiesta
watemiticamente en la existencia de un funcional de Lyapunov
disipado por el sistema.

En el excelente articulo de J.S.Langer ([31], se deriva 1la
ecuacién (1.7) rigurosamente a partir de principlos basicos de la



Mecanica Estadistica; por otro lado, recientemente A.Novick-Cohen
y G.1.Sivashinsky, [32,33]) han derivado (1.7) con u® en vez de u°
(1.e. la misma no linealidad de K-V) al describir la estructura
interfacial de un frente de solidificacién en una aleacién
binaria.

En (1.7) tenemos de nuevo que ¢(t) = ru(x,t)dx es constante

1

Lo

pero a diferencia de (1.1), la ecuacién de u - xl_fLu andloga a
(o]

L
estin determinados por el dato iniclal, pudiendo pues depender la

(1.5) contiene coeficientes no locales que dependen de lru y que
4]

ecuacién del estado inicial del sistema.

Las ecuacicnes (1.1}, (1.6), (1.7) pueden ser escritas en
varias variables espaciales aunque la validez de los modelos puede
ser cuestionada al menos en aquellos fenémenos en los que los
efectos geométricos de 1la deformacién de 1los frentes es
importante; en estos casos es de esperar que mas términos no
lineales tengan que ser tenidos en cuenta en un modelo realista.

A la vista de (1.1), (1.6), (1.7) nos disponemos a estudiar
un modelo que los engloba dado por

8 a .2 & 7J"'a 2
ﬁ¢v&4u+8u+1(§;u) -6§x—2(i(u)) -to(au) =0 (1.8)

en (0,L) x R", verificando condiciones de contorno periédicas y
con media cero y siendo v > 0, B8,8,7 € R y &f un polinomio con
3f(0) = 0; obsérvese que en (1.1), (1.6), (1.7) la parte lineal de
3f(s) es -s.



0.2 Unas palabras sobre Modelizacién.

Es importante observar que pese a que las ecuaciones de
partida para derivar K-S y K-V son de primer o segundo orden
(ecuaciones de Navier-Stokes, difusién del calor, conservacion de
masa etc.) los modelos resultantes son de cuarto orden. Esto es
debido esencialmente a que las ecuacliones de segundo orden estan
referidas a magnitudes fisicas que ocupan un espaclo
tridimensional (aunque en algunos modelos se parta de esquemas
bidimensionales por simplicidad) pero el objetivo de los modelos
es encontrar una ecuacién para la evolucién de la lnterfase, del
frente, de la superficie libre, segin sea el modelo; es decir una
ecuacién referida a una magnitud fi{sica con una dimensién menocs
que las que se refieren las ecuaciones de scgundo orden. Estas
ecuaciones forman un sistema acoplado de ecuacliones en derivadas
parciales de manera que formalmente al resolver (desacoplar) el
sistema aparecen ecuaciones de orden superior sobre unas
incognitas auxiliares indicando la posicién de la frontera libre.

Por su parte C-H, como veremos, puede ser derivada
directamente sin la particularidad anterior de K-S y K-V.

A continuacién nos centraremos (aunque de forma superficial)
en una de las posibles formas y ambitos de derivar cada modelo a
partir de consideraciones fisicas. Como ya se indicé en la Seccién
0.1 es muy amplio el campo de fendmenos en los que estos modelos
pueden surgir de diferentes origenes f{sicos pero ademids hay que
destacar que también es amplia la gama de técnicas matemiticas por
las que las ecuaciones pueden ser obtenidas. Asi por ejemplo en
[32,33) se deriva un tipo especial de ecuacién C-H (con técnicas
distintas a las que emplearemos mas abajo) partiendo de un modelo
para un frente de solidificacién en una aleacién binaria, como
ecuacién asintética para clertos valores de los parémetros
fisicos, y sin embargo en [33b], sobre el mismo modelo y con las
mismas técnlcas pero usando desarrollos asintéticas para otros
valores de los parametros fisicos se obtiene K-S.

Por tanto vamos a exponer una posible forma de obtener cada
modelo, en uno de los posibles campos en que pueden ser obtenidos
y usando en cada uno de ellos técnicas distintas: para K-S
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tomaremos un modelo en el que las suposiciones sobre las escalas
de las magnitudes permite simplificar las ecuaciones de
Navier-Stokes despreciando los términos de inercia y de variacién
temporal; para K-V las ecuaciones de la Termohidrdulica son
resueltas, hasta segundo orden, usando escalas multiples y
teniendo en cuenta las condiciones de contorno y por ultimo para
C-H adoptaremos una aproximacién fenomenolégica.

0.2.1 Ecuacién de Kuramoto-Sivashinsky.

Consideremos dos capas superpuestas de fluidos incompresibles
de igual viscosidad dindmica u y de espesores hs= Hy hI- h, donde
los subindices S e I 1indican 1la capa superior e inferior
respectivamente, ademids suponemos que el fluido de 1la capa
superior es mis denso: ps> Py El sistema estd encerrado entre dos
placas y estd sometido a la inestabilidad de Rayleigh-Taylor: las
placas se mueven a velocidades constantes y opuestas de forma que
los esfuerzos internos de rozamiento y los esfuerzos viscosos
producen la inestabilidad de la interfase entre los dos fluidos,

originalmente plana.

US
y _
—_
H —
0 = X
—
R
I
Figura 1.

Elegimos un sistema de referenclia como en la Figura 1 de
forma que la configuracién inicial del campo de veloclidades
v = (u,w) viene dada por wss 0, "I‘ 0 y el perfil lineal
ug= us(y) = Wy, up= ul(y) = Wy con W = Us/h = UI/H'

Consideraremos a continuacién las ecuaciones de las
perturbaciones de este campo de velocidades (ecuaciones de
Navier-Stokes) que simplificaremos con las sigulentes hipétesis

sobre las escalas de las diversas magnitudes fisicas del problema:
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k = h/L << 1 (2.1)
siendo L una longitud caracteristica del problema en el eje x (a

posteriori L podrd expresarse en términos de los parimetros del
172
sistema sin perturbar L = [o/g(ps-pl)] siendo ¢ 1la tensién

superficial en la superficie comin de los dos fluidos y g la
aceleracién gravitatoria, definimos entonces & = E(PS_PI”' Esta
condicién dice que la capa inferior es delgada y permitirad
despreciar ciel"tas derivadas en x en la capa inferior.
La siguiente hipdétesis implica que la escala vertical de la
capa inferior es mucho menor que la de la capa superior
8 =hH<k 1 (2.2)
El sigulente parémetro pequefio (numero de Strouhal) permitira

eliminar la derivada temporal en las ecuaciones de Navier-Stokes:

€= l/'l'UI << 1 (2.3)
siendo T un tlempo caracteristico del problema {(a posteriori
T = po/n%s%).

Por ultimo supondremos que el numero de Reynolds es pequefio:

a = Uh¥/Lly << 1 (2.4)

I
siendo v = u./pI la viscosidad cinematica. Esta hipé6tesis indica

que el fluldo de la capa inferior no se mueve muy rapido y permite
por tanto eliminar los términos de inercia en las ecuaciones de
Navier-Stokes, por tanto s6lo retendremos de estas ecuaclones los
términos viscosos y de presién.

Por Gltimo efectuamos las siguientes hipdtesis acerca de la
magnitud de la perturbacién, £, de la interfase y ® 0 entre las
dos capas y acerca de las velocidades horizontales en las capas
inferior y superior: N

€/h << 1 (2.5)

“x/UI = us/US << &/h (2.6)

Asi las ecuacliones simplificadas de Navier-Stokes en la capa

inferior son:

it G
3y
2 (2.7)
ke S
ax
ay* H
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y la condicién de incompresibllidad

du; &y
W—OF-O (2.8)

Ademis las condiciones de contorno en la frontera libre son

las siguientes: el balance de esfuerzos tangenciales
8u

1
—_— =0 2.9
3y (2.9)
para los esfuerzos normales (ley de Laplace)
2
pp = %€ - 09—5 (2.10)
-4

y la condicién cinemdtica (el frente avanza con la velocidad del
fluido y no hay cavitacién)

% . = -wegg + (z.11)

3t I YIy=o

siendo N el vector normal exterior N = (-g—i.l). y donde se
han realizado las aproximaciones ux(x.ﬁ) & ul(x.0)4a—yl[x.0)€ = WE
w ER'] . Por ultimo las condiciones de contorno en la
y 1|y=¢ I|y=o
placa inferior son
V= (uI,vI) = (0,0) (2.12)

La ecuacién de evolucién de la interfase sale de expresar

wIl en (2.11) en términos de €. Por la condicién de
incompresibilidad (2.8) y por (2.12) obtenemos que
0 8u

1
"I|y=o= -J_hﬁdy, pero por (2.7) Pr= pl(x) Y u; se puede expresar

en términos de Py usando las condiciones de contorno en la

n® 0Py
interfase (2.9) (2.12); r tanto obtenemos e w X e
y )i po qu Ily=0 3u ax?
pero por (2.10) Py estd dado en términos de § y as{ resulta
3, .2 4
g%*”f%i'*g—ﬁ[‘sa—s“’a—f’ =0 (2.13)
ax ax

que es una versién diferenciada de K-S, (1.1) Seccién 0.1; vease
(3.1) Seccién 0.3.
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0.2.2 Ecuacién de Kuramoto-Velarde.

Consideremos una capa de fluldo (seccién bidimensional) de
espesor d, calentado por debajo y con la superficie superior
ablerta al aire. Para valores pequefios del calentamiento el fluido
estd en reposo y el transporte de calor a través de é1 es
puramente difusivo (no hay conveccién), asi la configuracién de la
superficie 1libre del fluido es horizontal y es estable; la
distribucién estacionaria de velocidades, temperatura y presién en
el liquido es (tras normalizar y adimensionalizar)

Vo™ (ue.we) = (0,0)

Te’ Te(y) = -y P (2.14)

P.= Pg* [(I-y)-(l-y)2 EIJG
donde el subindice s se refiere al valor en la superficie libre, e
y es un eje perpendicular a la superficie del fluldo, las demis
constantes se definiran con precisién mas aba jo.

Las funcliones de (2.14) son por supuesto soluciones
estacionarias particulares de las ecuaciones de la
Termohidraulica, que resultan de acoplar las ecuaciones de
Navier-Stokes con una ecuacién para la difusién del calor,
teniendo en cuenta los fenémenos de transporte (conveccién), ver
(2.15). Tras un cierto valor critico del calentamiento la solucién
explicita de (2.14) pierde su estabilidad y por tanto 1la
convecclén se produce en el seno del fluido: las partes del fluido
mds proximas al fondo estidn mids calientes y son por tanto menos
densas con lo que sufren un empuje neto hacia arriba; por tanto la

superficlie libre del fluido ya no permanece en reposo y comienza a

moverse.
y
y=1 T=-1
T -
y=0 T=0 x
Figura 2.

Las constantes que aparecen en (2.14) y los numeros
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adimensionales que definiremos a continuacién encierran gran parte
del contenido fisico del problema; g es la aceleracién
gravitatoria, k la difusividad térmica, p la densidad del fluido,
u la viscosidad dindmica, v = pu/p la viscosidad cinemitica, ¢ la
tensién superficial en 1la superficle 1libre del fluido vy
AT = T(y=0) - T y a el coeficiente de expansién térmica del
fluido; con estas notaciones

G = gd/kv

Pr = v/k nimero de Prandtl

C = uk/od nimero de capilaridad
Bo- pgdzlo numero de Bond

Ra = agd’AT/kv numero de Rayleigh
Ma = -[g%jdAT/pvk nimero de Marangoni
dT- «AT = Ra/G

Las perturbaciones de la solucién explicita de (2.14)
verifican el siguiente sistema de ecuaciones en derivadas

parciales no lineales:

divi(v) = O
g—: + vUv = Prav - Prip + (0,PrRae) (2.15)
g:* VU8 = 08 + w

donde v = (u,w) es el campo de velocidades del fluido, p es 1la
presién y 6 es la temperatura.
Las condiciones de contorno en la placa y = 0 son

gg = Bi@ (ley de Newton de enfriamiento) (2.16)
v = (0,0) (2.17)

siendo Bi el numero de Biot (que depende de la relacién entre los
coeficientes de difusividad del liquido y el sélido).

La superficie libre esta en el nivel y =1 + £(x,t) y en ella
las condiciones de contorno son: el balance de los esfuerzos

tangenciales

20 _og , 26 88] _ [(au , aw(, _ 26 v _ 3u) 8| -1
Ma[5; " ax 5;] {[By * 5;)[1 (ax) ] * 2[ay ax)ax N

(2.18)
siendo N = (-gg.l) el vector normal exterior a la superficie libre
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y Nz =1+ (-g—i)2 el cuadrado de su mddulo; el primer miembro da
cuenta de 16s esfuerzos de los gradientes de la tensién
superficial mientras que el segundo miembro es la componente
tangencial del tensor de esfuerzos viscosos.

Los esfuerzos normales

d 2
p - G[E + 2—1.62] + N's[% - Ma(e - E)]Q—E =

ax
- ow?|fuBE)z  (2u, aw)aE | aw
2N 8x(ax) [ay ax]ax*az (2.19)

donde el segundo término del primer miembro da cuenta de las
variacliones en la presién hidrostatica (ver (2.14)), el tercero es
una variacién sobre el término de Laplace y el segundo miembro es
la componente normal del tensor de esfuerzos viscosos.

Por ultimo la condicién cinemética (no hay cavitacién)

%€ _
T <v, N> (2.20)

Finalmente el flujo de calor a través de la superficie libre
viene dado por
NVe =1 - N (2.21)
Realizamos en este punto la hipétesis de que la placa
inferior es mala conductora lo que se expresa diciendo que en
(2.16) Bi = e? con e << 1, lo cual permite tras el cambio de
escalas

1/
X=c¢ 2x

Y= (2.22)

<

2

T=¢t

€
v I 2 1 e i
desarrollar{=[c§.6='{ce us=e ZCU w=chw
i= i EH = =
o 1 o 1 o i
p=)e€ep, Ma=M+ €M, yRa =R+ €R,.
izl i 0 izx ! iZ
Asi integrando la sucesi6tn de ecuaciones hasta segundo orden,

supuesto que d.r= 0 (es decir no hay fenémeno de flotacién en el
fluido), usando las condiciones de periodicidad en x y la

condicién de conservacién de volumen: J-LE(x.t)dx =0, se llega a
o

la ecuacién
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(72 + &)™,
1:
48G 1

G 27G + z1s[°€1] .

€ —

_ (216 + G T2) .00
3t

GC)™

15 ‘&
-G+ (72 - 28)(EE,) + 36(E)° - “Tr(e:)‘dx (2.23)
o

que es la ecuacién de Kuramoto-Velarde (1.8), Seccién O.1.
0.2.3 Ecuacién de Cahn-Hilliard.

Consideremos una aleacién binaria de dos especies A y B que
se difunden sin reaccionar.

El proceso de separacién de fase que consideramos,
descomposicién espinoidal, puede describirse de la sigulente
manera:

Inicialmente la mezcla se encuentra a una temperatura elevada
de forma que la mezcla es homogenea espacialmente con valor
constante ce (un valor cualquiera, tan sélo restringido por 1la
proporcién de sustancias en la mezcla) que es estable; un rapido
descenso de la temperatura de la mezcla (quenching) por debajo de
una clerta temperatura critica produce 1la pérdida de 1la
estabilidad por parte de la concentracién ce. por tanto se produce
la separacién de fases en la que la mezcla se descompone en partes
homogeneas cada una con una de las concentraciones posibles
(descomposicién espinoidal).

Denotando cA Yy cp las concentraclones de las especles y de
las relaciones fenomenolégicas lineales se deduce que los flujos
de las especlies vienen dados por

{ JA- -MAAVMA - MABV“B
Jp= Mpa"Ha ~ Mpp¥hp
donde las M son las movilidades de las sustancias y los u los
as{ denotando

(2.24)

potenclales quimicos, verificandose que JA- -JB;
J = JB - JA y ¢ = cg= 1 - CA y por la relacién de

Gibbs-Duham cAVpA + cBVpB = 0 resulta entonces que

J = -HV(uB - "A) con M= H(C'MAA'HAB'MBA’HBB) (2.25)
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siendo M positivo.

Si F = F(c) representa una energia libre por unidad de
volimen de la cual derivan los potenciales quimicos (aqui no se
tienen en cuenta las inhomogeneidades espaciales) entonces
Mg~ M, = g% =f y por tanto J = -H(c)V(g%) de donde por la

conservacién de la masa

ac 3F

T V(M(c)VEE(c]] = V[M(c)Vf(c)) (2.26)
que se reduce a

8¢

T MA[f(c)] (2.27)

si M no depende de c; en particular sl F es un polinomio de grado
dos con coeficiente principal positivo entonces obtenemos la
ecuacién de difusién estandar: la ecuacién del calor.

Como las especies no reaccionan entre si debe verificarse la

conservacién de la composicién de la mezcla y asi
I clx, t)dx = I co(x)dx (2.28)
v v

que es una cantidad dada a priori, siendo V el volumen ocupado por

la mezcla.

Una eleccién general para F es que sea un polinomio cuédrtico
con coeficientes dependientes de 1la temperatura y coeficiente
principal positivo.

Observemos que en general las soluciones de g% = f = cte (una
o tres en el caso del polinomio cuartico) son las solucicnes
homogeneas espacialmente de (2.26) (la unica restriccién sobre
esta constante es (2.28)) y que el operador linealizado en torno a

ellas es .
V[N(ce)v(t"’(ce)cn . v[w(ce)cvr(ce)] - V(M(celv(f’(ce)c)]

y por tanto la ecuacién linealizada es

ac .
x. V[M(ce)v[f (ce)C]] (2.29)

2
con f'(c ) = E(c ) y por tanto la solucién c_ es estable si
e 3c2 © e

2
&r > 0.
ac?
Podemos dar una interpretacién del fenémeno fisico descrito

arriba en términos de la energia libre: mientras la energia libre
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F = F(c,T) es convexa, &rF > 0, por encima de la temperatura
dc
critica, entonces toda solucién homogenea es estable y las dos

especies no coexisten separadamente (y no hay separacién de fase)

pero por debajo de la temperatura critica aparecen intervalos en
2

los que F es céncava, 2—: % 0, y las soluciones homogeneas en esos
dc

rangos plerden la estabilidad dando lugar a la separacidén de fase.

En particular cuando F es un polinomio cuirtico entonces 1la
temperatura critica se caracteriza porque los dos minimos de F
coinciden y por debajo de ella F tiene dos minimos distintos.

2
Asf las regiones en el plano (c,T) en las que §_|;> o,

a°F a°r o

— = 0y - < 0 reciben los nombres de estable (o por encima de

dc ac

la espinoidal), espinoidal, e inestable (o subespinoidal)

respectivamente.

e ccrlt
(c)
Figura 3.
La energfa libre por encima y por debajo de la
temperatura critica, (a) y (b); la curva
espinoidal en el plano (c,T), (c).
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Tras el quenching, en el equilibrio, todo el volumen se
descompone en diversas partes donde la concentracién es constante
e igual a una de las concentraciones posibles (g—i = f = cte), i.e.
la mezcla se vuelve homogenea a trozos; la restriccién (2.28)
relaciona el tamafio de cada fase pero no su configuracién
espacial, es decir cualquier c constante a trozos con constantes
entre las admisibles y con los tamafios adecuados de cada trozo, es
solucién de las ecuacliones independientemente del numero de trozos
y de su distribucién espaclal.

Si consideramos la energia libre total en el volumen

a-frwmnu (2.30)
v

concluimos que todas las configuraciones «con las mismas
proporciones entre las fases son energéticamente equivalentes lo
cual no es posible por consideraciones de entropfa: a mayor
cantidad de subdivisiones mayor es el desorden del sistema.

Esto sugliere que la descripcién del fenémeno hecha no es fina
para la descripcién de transiciones de fase y la formacién de
estructuras, y no lo es esencialmente porque no tliene en cuenta
inhomogeneidades espaciales, 1.e. la energia libre F depende sélo
de ¢ y no de sus derivadas de orden superior.

Antes de enmendar este problema observemos que la ecuacién de
Euler-Lagrange (teniendo en <cuenta la restriccién de 1la
composicién de la mezcla, (2.28)) para los minimizadores de G es
exactamente g—z = f = cte, es decir las soluciones homogeneas a
trozos usadas arriba. Asf las solucliones de equilibrio de (2.26)
corresponden a los minimos de G.

Observemos ademds que si c es una configuracién cercana a una
configuracién de equilibrio, Cor entonces la “distancia al
equilibrio” esta medida por

Gle) - Gle,) = jvr(c) - Fle,) = Vg%(ce)(c - ¢, (2.31)

ademas la derivada funcional (de Frechet) de G es 4G = % =fy
as{ el flujo puede escribirse

J = -M(c)V(8G(c)) (2.32)
asi G puede verse como un término forzante para el flujo de la
mezcla y 3G es el “"potencial”.

El siguiente refinamiento de 1la teorfa consiste en

20



generalizar la energia libre teniendo en cuenta las
inhomogeneidades espaciales, encontrar la "distancia generalizada
al equilibrio” y el correspondiente “potencial generalizado" y por
consiguiente el flujo y la ecuacién de la mezcla; asimismo los
minimos de la energia libre proporcionaran soluciones de
equilibdbrio.

La energia libre generalizada por unidad de volumen ¥ es tal
que depende de ¢ y de sus derivadas de orden superior y por tanto
si ponemos F(c) = ¥(c,0,0..) tenemos que

2
3c 1 3¢ 2 ,8c 8c
s-r(c)«;L(—)+ K + 172} kK3 () (&) + Tos
Z 1j ax‘axj ;; Ub'x—‘ axj

i 6xi
(2.33)
donde TOS son términos de orden superior, siendo
2
ac 1 _ 8¢
Li aa?(C.O.‘.)/a('ax—!). Kij = 63(0.0,‘.]/6[5?&]] Yy
kK2, = azs(c,o,..)/a(a—c—)a(éc—); por argumentos de (isotropia
ij ) axj ax
- I
espacial resulta que L‘. =0, ij'K161j y por tanto en una

primera correccién a la energfa 1libre anterior tomamos
¥ = F(c) + KlAc + !(2/2|Vc|2 de forma que la “energfa libre total

generalizada” es

G= I F(c) + K Ac + K_/2|vc|? (2.30)
v 1 2

Para minimizar G sujeta a la condicién (2.28) es preciso

indicar las condiciones de contorno que usualmente son de la forma
g—: = 0 en el borde del volumen o bién condiciones periédicas si V

es un cubo; en ambos casos la contribucién del segundo sumando en
G es nula y as{

G = f F(c) + K /2{vc|? (2.35)
2
\'2
cuya ecuacién de Euler-Lagrange es g - KzAc = cte (o
% - V[Kz(c)Vc] = cte si Kz dependiese de c), que da las

configuraciones de equilibrio. Ahora el "potenclial generalizado"”
es JG(c) = %(c) - Kfc = f(c) - K2Ac de donde el flujo es
J = -M(c)V(- KzAc + f(c)), con M(c) > 0 y asf{ la ecuacién de la
mezcla es

S . V(M(C)V(- K,bc + f(c))] (2.36)

21



que es la ecuacién de Cahn-Hilliard de la Seccién 0.1 cuando M es
constante.
Si ahora F es un polinomio cuartico entonces escribiendo la

solucién como c = €, * ¢ con c, una confliguracién homogenea de
referencia entonces ¢ verifica una ecuacién como (2.36) con un

polinomio con coeficlientes dependiendo de co y con I c = 0; puede
v

probarse que esta nueva variable tras ser reescalada en x y t

verifica una ecuacién del tipo
g_‘t; = V[N(c)V(- KAc + Ac + Bc2+ c’)] (2.37)

con A € {1,0,-1} segun €, esté por encima, en, o por debajo de la
espinoidal respectivamente.

En los sistemas fisicos M y B suelen depender sensiblemente
de la temperatura y la presién , pero en un caso ideal en el que
el quenching se produzca lo suficlentemente rdpido puede suponerse
que el sistema alcanza su estado final antes de que la separacién
de fase comlence y as{ la dependencia en T y p puede suprimirse.
En un caso mias realista la separacién de fase comienza antes de
alcanzarse la temperatura y presién final y la dependencia en
estas variables debe tenerse en cuenta; en algunos casos esta
situacién puede modelizarse con M y B dependiendo del tiempo.

Observemos por ultimo que la energia libre (2.30), (2.35)
actia como funclional de Lyapunov del sistema, i.e. decrece sobre
las soluciones: :_tG(C) s 0. De hecho con una G arbitraria, si

L V[M(c)vac(c)] entonces

c{x,t) es solucién de 3t

d oc _ [ 2
Fote) = Ivac(c);.,-E - jvn<c)|vaa(c)( 50

y de hecho %G(C) =0 si y sélo si 8G(c) = cte en V, que es la
ecuacién de Euler-Lagrange asociada a G.
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0.3 Motivacién Matemdtica. Descripcién de Resultados.

Al interés intrinseco motivado por razones de la Fisica en el
estudio de los modelos que describen los fenémenos descritos en
las Seccliones 0.1 y 0.2 hay que afiadir un interés matemitico
puesto que evidenclas experimentales y numéricas,
[20,23,34-37,39]), demuestran una enorme riqueza matemitica por
parte de las soluciones de las ecuaciones involucradas:
comportamientos caéticos, transiciones a la turbulencia (cascada
de Feigenbaunm, intermitencia (Pomeau-Manneville), escenario
Ruelle-Takens, [3]), complejas bifurcaciones de soluciones
estacionarias y perlodicas, existencia de ondas viajeras y ondas
pulsantes, presencia de simetrias, atractores extrafios,
comportamientos finito dimensionales y un largo etcétera.

Por otro lado el “aspecto” de las ecuaciones (1.1)-(1.8) en
la Seccién 0.1 es aparentemente “simple“: son ecuaciones escalares
que se pueden estudiar con una sola dimensién espacial, hay pocos
terminos no lineales y son ecuaciones de tipo parabélico
semilineal; esto hace a estos modelos susceptibles de ser
estudiados analitica y numéricamente en busqueda de la comprensién
de los mecanismos que originan los comportamientos citados arriba
y sus diversas interacciones. En este sentido estas son ecuaciones
modelo.

Por supuesto, lo anterior representa un enorme trabajo (que
es hoy por hoy uno de los mayores retos de la Cliencia moderna),
tanto en estos modelos que estamos considerando como en otros
muchos (entre los que caben destacar las ecuaciones de
Navier-Stokes), el cual, hasta la fecha, estd muy lejos de estar
finalizado por la comunidad cientifica y al cual esta Memoria
pretende ser una modesta aportacién.

Tras una segunda ojeada a las ecuaciones, se aprecia que una
primera dificultad afiadida es el hecho de que las ecuaciones son
de orden superior a dos, lo que impide utilizar una de las mayores
herramientas en el estudio de problemas no lineales: los
principlos de Comparacién y del Méximo; ademids en general las
ecuaciones carecen de términos monétonos. Esto obliga, hasta la
fecha, a utilizar sélo métodos de Energia en el estudio analitico
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de dichas ecuaciones. Por otro lado como se comenté en la seccioén
anterior desde el punto de vista f{sico es relevante el caso en el
que el operador lineal no es positivo, ya que asi la solucién
u = 0 es inestable debido a ciertas longitudes de onda por debajo
de cierta longitud critica, esto obliga a buscar resultados de
establlidad (lease acotacién de érbitas) en base a una informacién
de caracter no lineal.

Otras dificultades aparentes provienen tanto del caracter no
local de algunos términos no lineales ((1.5), (1.6), (1.8)) como
de la condicién de conservacién de la media en (1.7); por contra
las condiciones de contorno estudiadas (periédicas) son de una
gran comodidad desde el punto de vista matematico (tanto teérico
como computacional), asi como también tienen significado fisico.

Obsérvese que en la ecuacién K-V, (1.8), los términos no
lineales son la suma de los términos no lineales de K-S, (1.5), y
C-H, (1.7}, ecuacliones que han sido estudiadas en la literatura,
[40-42]. Desgraciadamente (aunque por fortuna para el desarrollo
de esta Memoria) los métodos empleados para ambas ecuaciones por
separado son radicalmente distintos y esto hace que los resultados
probados para ellas no sean automaticamente transpasables a K-V
(de hecho muchos de ellos permanecen abiertos); asimismo el tipo
de interaccién y competencia entre ambos términos no lineales no
estd suficientemente comprendido. De hecho como probaremos en el
Capitulo Il (una vez recuperados e incluso generalizado resultados
conocidos para K-S y C-H) el término caracteristico de K-S tiene
una fuerte estructura disipativa (al menos sobre funciones pares)
mientras que el de C-H puede tener un caridcter disipativo o
explosivo y al acoplarlos (9 dependiendo de diversos parametros)
alguno de ambos caricteres puede competir con ventaja sobre el
otro (Seccién II.3).

Tras las exploraciones numéricas (34,35,36], se aprecla que
K-V posee la misma riqueza de soluciones y la misma estructura del
diagrama de bifurcacién que K-S, pero el término no lineal que las
diferencia acelera las bifurcacliones y complicaciones dinémicas,
i.e. estas se producen a menores valores umbrales del parametro de
bifurcacién.

El modelo K-S dado por la ecuacién (1.1) tiene una importante
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caracter{stica que se expresa en el hecho de que la solucién, una
vez eliminado su promedio (que puede ser no acotado) verifica la
ecuacién (1.5), ademss derivando en (1.1) (o en (1.8) con & = 0)
obtenemos que v = %u es solucién de

4 2
gtvog—xcvir%zv#ng;v-O (3.1)

ecuacién que ha sido derivada directamente en (5,14], y que
presenta un aspecto mis simple, y cuya no linealidad es de tipo
Burghers, ademas de que el promedio de u puede conocerse una vez
conocida la evolucién de v, segin se vié en la Seccién 0.1. Esta
propiedad no es compartida por (1.6)-(1.8) donde al derivar con
respecto a x siempre aparecen términos residuales en u y por tanto
la ecuacién no se puede desacoplar como antes. En el andlisis
matemidtico de K-S, esta propledad de poder traba jar
simultaneamente con una ecuacién local (1.1) o una no local (1.5)
o un sistema dado por (3.1) y la evolucién del promedio se ha
mostrado de gran ayuda, [40-42].

El modelo C-H dado por (1.7) (o por (1.8) con 7y = 0) a pesar
de su aspecto tiene una enorme virtud matemitica: la existencla de
un “"funcional de Lyapunov®, asociado a wuna energfa libre
interfacial, [28,31], que es disipado por el sistema , este
funcional viene dado, con las notaciones de (1.8), por (Seccién
11.3):

G(u) = V(u) + §|u|2 , siendo
_v| du,2 -
V(u) = EL)(&) + ]'QBF(\J), Q (o,L) (3.2)

s
8F(s) = J- &f(t)dt, y |+] es la norma en un dual de un espacio de
0

Sobolev adecuado (obsérvese la diferencia con el funcional de
Lyapunov descrito en la Seccién 0.2.3 debido al término extra en
la ecuacién). Esta propiledad es la que permite obtener una
informacién no lineal acerca del comportamiento de las solucliones
de la ecuacién; esta 1incluye (dependiendo de JF) desde
disipatividad hasta explosiones en tiempo finito pasando por
convergencia hacia soluciones estacionarias del sistema.
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S1 blen el origen de esta Memoria fueron los modelos
(1.1)-(1.8), a lo largo de todo el tiempo dedicado su estudio
matemdtico as{ como al de la literatura previamente existente y a
la que se publicé durante este perfodo, fueron apareciendo
argumentos, formas de obtener informacién de las ecuaclones que
eran aplicables més alld del ambito particular de los modelos de
partida y que podian ser aplicados a otros muchos problemas en
derivadas parciales de la Fisica; asf la presente Memoria pese a
estar estructurada desde su inicio en torno a la ecuacién de
Kuramoto-Velarde (generalizada), Capftulo II y Capitulo 1V,
Seccién IV.4, presenta un aspecto mucho mis teérico y abstracto,
Capftulos I, III y 1V, cuyos resultados son obtenidos bajo
condiciones estructurales suficientemente amplias como para
abarcar una grandisima gama de ecuaciones. Un claro exponente de
lo dicho se encontrard en los ejemplos estudiados en el Capitulo I
y las aplicaciones sobre ellos en el Capitulo II]. De igual manera
los resultados abstractos del Capitulo IV son susceptibles de ser
aplicados a otros muchos modelos.

Esta vertiente teérica se manifiesta en 1la organizacién
interna de la Memoria a través de la forma y el orden en el que se
han expuesto los diferentes capitulos.

Veamos a continuacién una descripcién mis detallada de los

contenidos de cada capitulo.

CAPITULO I. ECUACIONES SEMILINEALES EN ESPACIOS DE HILBERT

La Seccién 1.1 estd dedicada a la extensién de un marco
funcional abstracto, hoy por hoy clasico, [43,44], que se muestra
muy adecuado para el tratamiento del problema de valor inicial
determinado por las ecuaclones (1.1)-(1.8) de la Seccién 0.1, asi
como otras muchas ecuaciones en derivadas parciales que son
ilustradas al final de la seccién.

La extensién de este marco funcional consiste bisicamente en
poder trabajar con no linealidades operando entre cierta clase de

espacios (los espacios de interpolacién asociados a un operador
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lineal) y sus duales (espacios de extrapolacién), definiendo y
encontrando soluciones del problema de Cauchy que toman valores en
espacios duales y que por tanto han de ser interpretadas como
funcionales, esto nos hace recuperar en un gran nimero de casos
que la solucién encontrada es de las llamadas “soluciones débiles”
o incluso "muy débiles” en los clésicos métodos variacionales,
[45,46].

Hasta ahora el marco funcional sélo permitia encontrar
soluciones que tomaban valores en espacios de “funciones” (y no en
los duales) restringiendo la clase de datos iniciales que puede
tomarse; en este sentido, pues, obtenemos mejoras en cuanto a la
clase de datos inicliales para los que clertas ecuacliones del tipo
estudiado pueden resolverse.

Por otro lado los resultados de existencia y unicidad se
complementan con resultados de regularidad que extienden y en
algin caso mejoran resultados conocidos en la literatura. De hecho
se demuestra que todos los teoremas vilidos para el marco
funcional conocido tiene un andlogo en el nuevo marco funcional;
esto permite utilizar, por ejemplo, toda la vastisima informacién
contenida en [43] (incluso para nolinealidades no auténomas) para
soluciones mucho mis débiles.

Con este método funcional una vez probado que un determinado
problema puede ser tratado (que es por supuesto algo no trivial,
ver abajo) 1los resultados basicos (existencia, unicidad,
regularidad, dependencia continua respecto a datos iniclales y
parametros, estabilidad por la aproximacién 1lineal etc.) son
obtenidos de manera directa incluso para ecuaciones en las que los
métodos ciésicos no funcionan bien (por ejemplo términos no
lineales no monétonos); as{ en los ejemplos del final de 1la
Seccién I.1 y en el Capitulo II la potencia del método se aprecia
no sélo en la diversidad de ecuaciones a las que se aplica, sino a
la casi optimalidad de los resultados de regularidad que obtenemos
en ecuaciones tan importantes como ecuaciones de Reaccién Difusién
Conveccién, ecuaciones de Navier-Stokes (en dimension 2 6 3), a
ecuaciones de orden superior incluyendo por supuesto K-S, K-V y
C-H. Por contra se requieren algunas condiciones de mayor
regularidad en las nolinealidades que las necesarias en métodos
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variaclonales.

Por otro lado el problema de identificar el marco funcional
para un modelo concreto, i.e. identificar los espacios de
interpolacién, es un problema directamente relacionado con
resultados de regularidad eliptica e interpolacién de espacios, y
es por tanto interesante en s{ mismo y ha sido estudiado por
diversos autores, [49-52]. Una vez hecho este “trabajo sucio" pero
que es lineal y gue solo depende de la parte lineal de la ecuacion
y de lag condiciones de gcontorno, en la practica no es dificil
encontrar espaclos de interpolacidén entre los que un término no
lineal dado actue, con esta informacién puramente estacionaria una
gran informacién se obtiene sobre las soluciones del problema de
evolucién, [43,44); por lo dicho anteriormente mientras mas
débiles sean cstos espaclos entre los que la nolinealidad actua
mayor sera la clase de datos iniciales admisibles, aunque quizas

menor la regularidad.

La Seccién 1.2 esta dedicada a un problema técnico referente
a la llamada “Diferenciabilidad Uniforme": Se pretende conocer si
el semigrupo no lineal definido por las ecuaciones consideradas se
puede aproximar en clertas topologias por la solucién de la
ecuacién linealizada y sl1 esta aproximacién es uniforme (en el
tiempo y) en ciertos conjuntos del espacio de fases.

Esta propiedad es esencial a la hora de aplicar los métodos
generales desarrollados en [47,48) para estimar la dimensién de
los atractores de sistemas diémicos finito o infinito
dimensionales. Cuando la Diferenciabilidad Uniforme se verifica,
la informacién que da la eéuacibn linealizada es muy util para
deducir determinadas propiedades geométricas del sistema dinamico.

En esta Seccién probamos que este problema puede ser
considerado con comodidad en el marco funcional de la Seccién I.1,
y encontramos condiciones suficientemente flexibles como para
incluir una enorme clase de no linealidades; en particular
probamos que para no linealidades polinémicas tenemos, siempre,
Diferenciabilidad Uniforme en ciertas topologias que en casos
concretos (por ejemplo en las ecuaciones de Navier~Stokes)

coinciden con resultados que hasta ahora resultaban penosamente
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largos de obtener y que se hacfan caso por caso, [47,48].

CAPITULO 1I. PROBLEMA DE VALOR INICIAL PARA LA ECUACION DE
KURAMOTO VELARDE GENERALIZADA.

La Seccién II.1 estd dedicada a aplicar el marco funcional
desarrollado en el Capitulo I al modelo concreto (1.8) de 1la
Seccién 0.1; as{ obtenemos la existencia y unicidad sobre una
clase natural de funclones y obtenemos resultados finos de
regularidad aprovechando las particularidades del modelo. As{mismo
se obtiene una informacién primaria sobre soluciones acotadas y
sobre tiempos de explosién en distintas normas.

En la Seccién II.2 estudiamos condiciones de explosién (o de
acotacién) de soluciones en diversas normas (regularidad de
conjuntos absorbentes) e incluso obtenemos un resultado de
descripcién de la explosién: explosién en cada punto; asimismo
obtenemos estimaciones de los tiempos de existencia de soluciones
arbitrarias y estimaciones de 1la cuenca de atraccién de 1la
solucién u = 0.

La Seccién II.3 contiene una propiedad de regularidad de los
conjuntos invariantes del semigrupo y de la atractividad de los
conjuntos w-limites. Estos resultados junto con la mayor parte de
los de la Seccién II.2 siguen la siguiente filosoffa: si una
propiedad se verifica en una norma (acotacion de orbitas,
explosién, atraccién, disipatividad) entonces esta propiedad se
verifica con normas mis fuertes (en esta parte los resultados de
regularidad de la Seccién II.1 son esenciales). A continuacién, la
Seccién I1.3 contiene un andlisis de casos particulares en los que
se puede obtener cierta informacién cualitativa y cuantitativa de
la dindmica asintética del sistema, entre los que destacan el
andlisis exhaustivo que se hace de C-H, mostrando las distintas
propiedades cinéticas del término no lineal, dependiendo de su
grado, y por otro lado, dos casos para la ecuaclén completa (1.8)
en las que se muestran dos formas distintas de interaccién entre
los términos no lineales, uno produciendo explosiones y el otro

con existencia global de soluciones. También se muestran casos con
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unicidad de soluciones estacionarias.

Finalmente en la Seccién I1.4, utilizando técnicas recientes,
(48], probamos 1a finitodimensionalidad de los conjuntos
invariantes y acotados del sistema, estimando su dimensién Fractal
y Hausdorff en dos métricas distintas, para esto usamos los
resultados de la Secién 1.2; los resultados concuerdan con los

obtenidos previamente para K-S y C-H.

CAPITULO III. VARIEDADES INERCIALES DE SISTEMAS DINAMICOS
DISIPATIVOS EN ESPACIOS DE BANACH

En los ultimos tiempos se ha descubierto en numerosas
ecuaciones de caracter “disipativo” que el comportamiento
asintético es esencialmente finito dimensional y que por tanto
posee un nuimero finito de grados de libertad, esto ocurre si el
sistema posee un atractor maximal que es finito dimensional (en el
sentido de la dimensioén Fractal o Hausdorff)}; un intento riguroso
de afirmar que a largo plazo el sistema se gobierna por un sistema
de ecuaciones diferencliales ordinarias es la construccién de
Varliedades Inerciales, que son variedades finito dimensionales en
el espaclo de fases, que contienen al atractor maximal (y por
tanto la dindmica asintética) y que atraen exponencialmente el
flujo del sistema (y por tanto tienen alguna informacién sobre los
transitorios del sistema). A este tema se dedica este capitulo.

La presencia de Variedades Inerciales indica la existencia de
estructuras espaciales coherentes (sélo un numero finito de modos
de Fourier excitados), es deéir un ORDEN ESPACIAL, conviviendo con
un comportamiento temporal que puede ser muy complejo, CAOS
TEMPORAL, [23].

La Seccién III.1 se dedica al plantamiento y a la descripcién
del metodo seguido en las siguientes secciones; es de destacar que
el marco funcional del Capitulo I se presenta, de nuevo, como muy
adecuado para los propdésitos perseguidos. En la Seccién I1I1.2
obtenemos de forma natural condiciones que permitan utilizar el
método as{ como condiciones de existencia de la variedad inercial.
La Seccién I11.3 (con mucho la mas larga y técnica de este



capitulo) analiza condiciones naturales para que el objeto
construido anteriormente posea la propledad de atraccién
exponencial, asi como particularizaciones de estas condiciones, y
muestra cémo los resultados probados por otros autores se
recuperan de ellas; asimismo se indican casos en los que los
resultados cubren casos que hasta la fecha quedaban fuera del
dmbito de estudio. De hecho con nuestra aproximacién, la técnica
es susceptible de ser aplicada a una clase de problemas muchisimo
mids amplia que la conocida hasta ahora. Finalmente la Seccién
I111.4 analiza un problema que no se habia tratado en la literatura
de variedades inerciales pero que es clave para que la variedad
construida sea realmente una varledad inercial; la dificultad
proviene de que la variedad se construye previo un truncamiento
del término no lineal de la ecuacidén y por tanto trabajando con
una ecuacién distinta a la original, as{ el “empalme" entre los
flujos original y truncado debe tenerse en cuenta. Uno de los
resultados mas importantes (Teorema 4.1, Propiedad de
Localizacién) establece que es precisamente la hipotesis de
disipatividad (que hasta este momento no entra en juego) la que
permite obtener una construccién efectiva de la variedad inercial.

Finalmente es de destacar que el método es susceptible de ser
aplicado no sélo para ecuaciones en derivadas parciales de tipo
parabélicas disipativas sino también a ciertas ecuaciones de ondas

con rozamiento, [S3].

CAPITULO IV. SIMETRIAS EN LAS ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES.
ASPECTOS DINAMICOS

En este capitulo estudiamos consecuencias dinamicas de 1la
presencia de un grupo de simetrias en una ecuacién de evolucién
semilineal, centrandonos especialmente en propiedades de la
dinadmica asintética: atractores, cuencas, variedades inerciales.

La Seccién IV.1 contiene las nociones bidsicas de trabajo asi
como las propiedades de simetria de atractores y cuencas.

En la Seccién 1IV.2 hacemos un riguroso andlisis de las
consecuencias que las simetrias tienen sobre las variedades
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inerciales en general, y en particular sobre las construidas segun
el método desarrollado en el Capitulo III; asimismo volvemos a
discutir, como en el Capitulo III, el problema de recuperar una
variedad inercial para el sistema original, en este caso
conservando todas las simetrias originales, eliminando todo
efecto causado por el truncamiento. Aqui el problema se centra en
como efectuar el truncamiento de la nolinealidad sin producir
“ruptura de simetria", es decir sin perder simetrias del problema
original.

En la Seccién 1IV.3, centramos nuestra atencién sobre la
dinidmica de soluclones que tienen una determinada simetria
prescrita y fundamentalmente probamos que estas soluclones heredan
del sistema total una variedad inerclal que es una seccién de la
variedad inercial del sistema ambiente.

Finalmente en 1la Seccién 1V.4 aplicamos los resultados
anterlorés a la ecuacién de Kuramoto-Velarde obteniendo dos
resultados sorprendentes, el primero concuerda con el
comportamiento de la ecuacién lineal: si el sistema dinamico es
disipativo, entonces toda solucién de periodo suficientemente
pequefio converge a cero exponencialmente (jpara la ecuacién no
lineal!); el segundo permite bajo ciertas hipétesis razonables
calcular exactamente las dimensiones de las variedades inerciales
en funcién de un paréametro del problema y por tanto determinar los
puntos de bifurcacién para las dimensicnes.

A su vez también se muestran las dimensiones y los modos
determinantes de las variedades 1inerciales para determinadas
subclases de soluciones vy, por ultimo, utilizando un cambio de
escalas adecuado explicitamos'cono podemos obtenes comportamientos
equivalentes variando los parametros del problema (Andlisis
Dimensional).

La mayor parte de estos résultados son practicamente
independientes del modelo estando basados fundamentalmente en el
Grupo de Simetrias del problema.

Como Ultima consideracién general indicamos que cada Capitulo
lleva su bibliografia especifica de forma que esta puede

consultarse con mayor facilidad y precisién.
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CAPITULO I.

ECUACIONES SEMILINEALES EN ESPACIOS DE HILBERT.

El objetivo de este capitulo es el de ampliar el marco en el
cual las técnicas de [1]) (obra que tomamos como punto de partida)
se aplican, permitiéndonos mejores resultados abstractos de
existencia, unicidad, regularidad de soluciones y permitiéndonos
incluir ecuaciones de la Dinidmica de Fluidos (Navier-Stokes en
dimensién 2 6 3, conveccién de Bénard), asf como ecuaciones de
Reaccion Difusioén Convecéién y las ecuaciones de
Kuramoto-Sivashinsky, Kuramoto-Velarde y Cahn-Hilliard que hasta
ahora eran tratadas con métodos muy diferentes (compacidad,

monotonfa).
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1.1 Existencia, Unicidad y Regularidad de Soluciones de
Ecuaciones de Evolucién No Lineales en Escalas Extendidas de
Espacios de Hilbert.

Sea H espacio de Hilbert real y separable; sea
A:D(A) ¢ H— H un operador lineal no acotado, cerrado, positivo,
autoadjunto y con resolvente compacta; asi en particular A es
sectorial en H (i.e. -A genera un semigrupo analitico de
aplicaciones lineales en H), [1]. Sea c¢(A) = {An) la sucesién no
decreciente, convergente a +» de autovalores de A contados con su
multlplléidad. con X‘> 0 y sea (en) base de Hilbert de H de

autovectores de A, Aen= Anen‘ Asi tenemos la siguiente
«

Representacién Espectral de A, [4]): si u=zuneneD(A) < H
n=1

]
entonces Au = Z A ue € H siendo
WL, nnn

® @®
2, 2
D(A)={u-£uneneﬂ, z Al }un|<s}.
n=1 n=1

De forma clasica, [1,2,3,4,12), pueden definirse las
potencias fraccionarias de A y los espacios de interpolacién x* '

puesto que A es sectorial en H, coincidiendo en nuestro caso con:

Definicién 1.1
« £ S 2, 2
Con 0 S &« < m sean X={u=n;uneneﬂ ,nleknl fu <m}

o«
y A%DA%) = X*— xX°= 1 tal que A% =V 2% e st

nnn
p=t 172
S & ¢ 20 12
u = Z ue e x* 'y denotamos Jul = (A% = z AL T
n=l H n=1

que es una norma hilbertiana en x*. En particular X°= B, x'= D(A).

Como es bien sabido, [1,2,3], estos espacios y topologias
definidas arriba nos proveen de la herramienta funcional bésica
para tratar problemas de evolucién de tipo semilineal. Mas abajo
recuperaremos en un marco mas general propiedades de dichos

espacios de interpolacién que son bien conocidas.
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Definicién 1.2

Sea a € R , definimos x% como el espacio vectorial de las
o«

2, 42
sucesiones reales, x = (x ) tales que Z A 17 %1% . dotado

n=1
172
c 2 2
de la norma hilbertiana |x| = [ lexnl |xn|] . Obsérvese
n=
que lo- tz
Definimos ademis, A operador lineal actuando entre

sucesiones de forma que Aa((xn)) = (Aixn).

El siguiente resultado, aunque natural, no parece haber sido
usado en la 1literatura mds que para los espaclos X* de la
Definicién 1.1 con a no negativo.

Propoesicién 1.1

1) [xa, ‘-|a] es un espacio de Hilbert para todo « real.
i1) Si « =z 8 entonces %< xB con inclusién continua, densa, y
compacta si a > 8. La inclusién 1 2% Xs verifica

= B-a
Illa.B’ lkl| . (1.1)

1{1) S1 a,B€R y © € [0,1] entonces para todo x de %7,
7 = max{a,B}, se tiene

]
a

1-6
Ix'eazou-mps Ixlqxlg 1.2)

a+€

iv) Para todo ¢,a reales A x*C— x* es una isometria

suprayectiva con (A%)7'= A€

de ‘70¢~B

; ademas Au-Ap= a8 como operadores

en x¥ para todo «,B,7 reales.

Demostracion
1) Es consecuencia de iv) puesto que x°= £ es de Hilbert.

11) St a2 B y x € X* entonces claramente [x| = ]Alla's.lxlp y
por tanto la inclusién es continua y la estimacién de la norma es
vidlida. Observemos que si llamamos para todo N natural 6N= (6:)

tal que 6:- {; :: :::, entonces { N )N es un conjunto ortogonal
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en x* para todo « real, con normas: |6N|a= [ANIa; ademas si
@«

x = (x_) € X* entonces x = z x .GN en %%, por tanto { GN }

n ey N N

conjunto ortogonal total en X“; consecuentemente la inclusién es

es un

densa. Por ultimo si (u")lll es una sucesién débilmente convergente
a 0en X“ entonces {u" ) es acotado en X% y un——-> 0 para todo n
natural; as{ para todo k natural

|42 [la 12 . ikn,,lz‘*lu:ﬁ

7
1A,

2

si n > k entonces ]A | 2 llkl y entonces |7\ |28 , asi

Iz(a—ﬁ)

k
w2 Bmz,
u|gs n;lhnl |“nl + T lz(a—B)
k
. [
y por tanto limSup|um|;s 2(x-B)
m—w 2

para todo k; como a > B

m
entonces u converge a 0 en e

111) St a,B € R, 8 € (0,1), x € X7, 7 = max{ax, B}

2 g 2 2le 28 2)1-0
|x|ea‘“_e)8= 2 []A ] ]x | ] .[}A | ]x | ] s (desigualdad de
ns

) 1-0_ 201-6)
v = (% (0, 1,70 1122 1
iv) Claramente |AS x‘a z Ihnl lxn"n' - |x|a.c_ x e x™C o1
n=1l
resto es obvio. o

Definicién 1.3

Por verificarse 1)-i1i) decimos que { Xa} es una Cadena de

a€eR
Espacios de Interpolacién. Por verificarse iv) decimos que A% es

un Operador (Isometrfa) con Descenso € sobre la cadena { !“}a e

Proposicién 1.2
@
1) La correspondencia (u,v]}——+ <u, v> =) uv pone en

-a, & nn
n=1

dualidad a x* y X para todo a real. En particular para « = 0 es

el producto escalar en x°= lz. que estd por consigulente
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identificado canénicamente con su dual.

B_’ X% es la transpuesta

11) St «az28 20 la inclusién i:X°
(con respecto a la dualidad de 1)) de la inclusién i Xﬁ
El operador A% como operador entre = y € es el

transpuesto de Ac como operador entre x**€ Yy x"‘; decimos asf{ que

aeR’

Si consideramos el operador A% como operador no acotado en x"‘,

A€ es Autoad junto como operador sobre la cadena { Xa}

X, 22
con dominio X , € £ 0, entonces su transpuesto es

[ - . .
lf:D cX*“—x% conD = ‘-mc Yy Afa A% sobre D .

111) Siendo J:X°= H— X°= £ definido por J(u) = (u),. slendo

-3
u = z unen € H, entonces J:Xa——> x* es una isometria
=1
suprayectiva para todo a« z 0. Tomando X s (xX%) la
transpuesta de J, entonces L = (J')_l es una isometria
suprayectiva y es tal que si T e (X*) entonces

L(T) = (‘r(en))ne X%, ademas para todos ueX* y T e (X¥) se
tiene que T(u) = <L(T).J(u)>_a o PAr3 todo « = 0.

iv) Si j:x“——) x’e es la inlusi6on, « 2 B8 2 0, entonces
€

j A

QAN € L x®

Jl 1.1 y Jl ‘lJ
1 a¢

xa xa‘t xa

son conmutativos si a+e = 0,a 2 0. En particular los resultados de
la Proposicién 1.1 se verifican camblando las X y A por X y A
respectivamente y siempre que los “exponentes” verifiquen las
restricciones correspondientes.

Por transposicién

€
JI ’
ofy— % ) — 5 (X%
R
i A€
N . e €

son conmutativos si a+e 2 0, =2 O y por tanto los resultados de la
Proposicién 1.1 y 11) de la Proposicién 1.2 sén validos para los
duales de X* y para los transpuestos de AS.
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v} Por ultimo st R:X —— X’ es la 1ldentificacién candénica de X
y su dual i.e. R{x) = <x,*> (<> producto escalar en X = X°= 1)

entonces R
X ———— X’ es conmutativo.

N,

= 25 (x°)

Demostracién
@ @ - «
1) Claramente (4, v)|— v u-rnzlunvn= nzl(kn u ). (v

esta blén definida sobre X “x x* para todo « real (en particular
para a« = 0 es el producto escalar) y |<u,v>_a'a] s |u|_a|v|a
entonces <“">-a,a es lineal y continua sobre x* (<"V>—a.a lo es
sobre X respectivamente) con norma lul-a (|v|‘x respectivamente).
Reciprocamente sl1 1 es ilneal y continuc sobre Xa, con las
notaciones de la Proposicién 1.1, { 6" )N es un conjunto ortogonal

]
en x% y si x= (xn) e ¥* entonces x =an.6n en x"‘. siendo
n=1
N_ 1 si n=N e n
3 = {0 i nens POr lo tanto [T(x)| = 'nzlxn.'l‘(a ) s |Tl|x], para
todo x e x* o equivalentemente con y = 2% (x) e &

@«
| Zyn, A;Ll'(én)l s |Tl.|ylz para  todo y de 2, asi
n=1

(7\;‘"1'(6")) € & y por tanto v = {T(8™)} € X™® , ademis IT} = |v|.‘z
y T(x) = v, x> o Para todo x € x*.

i1) Si azBz20, sean v e X Pc P gl x e X% x®  ast

«©
<v'1(X)>-B.B=n;vnxn= <1(v),x>~a'“

Andlogamente si v € X'a. x € X**€ entonces

®
€

= vAx'<Acv,x>
nnn

<v,Acx>
-,
n=1

-&-€, A+€
Si consideramos el operador Ac como operador no acotado en

X“. con dominto X**€ , € £ 0, entonces su transpuesto es
L - -
Af:D cex*— X" con D= {v e X%, <v,Ac(-)>_a o ©S continua

para la topologia de l“} y <v,lc(x]>_a o <Afv,x>_a o Para todo

. ase €
veD, x€X . Pero <v,A (')>_cl « 5 continua para la topologia

de x* si y s6lo si existe una constante C > 0 tal que para todo
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a

x e x¥€, |<v.A“:(x)>_'l «l3 C-ix|, v tomando y = A%k ésto equivale

a que para todo y € x¢ (que es denso en lz. Proposicién 1.1)

]
- €-a e-&
]nZlvnAn yn| s C. |y|tz y por consiguiente ‘vnan ) =A% e f o

lo que es lo mismo v € X €,

- L ]
ASID=x*%y st veD, x € ™
€ - € € £_ ,€
entonces <v,A (x)>_“’a nnvﬂ)\nx“ = <A v,xgc‘.al por tanto A,= A

-
sobre D .

111) La afirmacién sobre J es obvia por construccién de )(¢ y X“;
si tomamos J/: X — x%)’ la  transpuesta de J, con
[}
-1 -1, -1
L-(J')-(J).comJ(x)stnendxa.x-(xn)clz.y

n=1
la serie converge en X* entonces si T e (X*)’ se tiene que

L(T) € X verifica por definicién que

[
-1
LT (x) = T x)) = [ x,Tle,)

n=1
y por tanto L(T) = (T(en)) e X* (por 1)), también es claro que
para todos u € x* y Te (x*)’ se tiene que T(u) = <L(T).J(u)>_¢ «
para todo a = 0.

iv) Es obvio por transposicién.

v) Siendo R:X —— X’ la identificacién canénica de X y su dual
i{.e. R(x) = <x,+> (<+> producto escalar en X = H), para todo

u € X (LeR)(u) = L(<uy,*>) = (<u.en>) = J(u). o
Observacién
J siaz0
Denotando X *=(x%*)’, sea K(a) = , definimos:
L sia<O
silazg

1:X%—— %P como 1 = (K(B))'eieK(a)

y para todos a,c reales
AS:X*— X* como A%= (K(a))'eAeK (a+e)

por tanto los siguientes diagramas son conmutativos:
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£

1 A
B ¥ « =B, e X
x(a)l lx(p) x(.m)‘[ 1x(¢)
1 e I

— X x®

ast A (1 respectivamente) coincide con AS (J respectivamente) si
actua entre espacios de “exponente" positivo, o con W ()
respectivamente) si son de exponentes negativos, o bien con una
composicién de una potencia de A (j respectivamente), R (o Y y
el traspuesto de otra si los exponentes tienen distinto signo.

Consecuentemente {X‘!}al ep ©5 una “Cadena de Espacios de

Interpolacién” y A% es un "Operador (isometria) Autoadjunto con
Descenso €" sobre ella.

A la vista de lo anterior es claro que cualquier propiedad
probada en los espacios x* para los operadores AB (que son simples
de manejar) se "elevan" con las isometrias K(a) a propiedades
andlogas de los espacios x* y sus duales y a los operadores A% y

sus transpuestos.

Definjcién 1.4
Con las notaciones anteriores definimos un operador actuando

entre sucesiones reales: t e R

_ _-At f at
exp(-At)(un)n =e (un)n = [ e’ n un]n

Proposicién 1.3

1) Para todos a,B realesy t > 0 exp(-At):x“—) XB es lineal y

continua con norma:

e e sigsa
|exp(-lt)|“'Bs % para t st (1.3)
the s1B>a
B-a -t
Al e 1 para t > to

donde C = C(8-a), Clo) = 0e™, y t = t (B-a) = (B-a)A ™
Su transpuesto es (exp(-At))’= exp(-At): X'B——) ™ (Es

Autoadjunto sobre la cadena).
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€ -At_ -At
= e

11) Para todo «,B,c reales A e’ A% como operador entre

layl‘B.

-At -As_  -A(te+s) -A0,
ce = e , e

i11) Para todos s,t no negativos e = §,

como operadores en Xa. , @« real. Ademds para todo x € x*

ety —x en x*, es decir {e“t} es un Semigrupo
t— 0 t=0

Fuertemente Continuo en X“. cuyo generador Iinfinitesimal es
(-, x*Y, para todo a.

Demostracién
1) Con «a,B reales, t >0, x € x* entonces

At 2. B _-2A_t,.  2(8-) 22, 2 P‘nlﬁ-‘x 2,2
|e x|ﬁ- Z e “na | N AR i by s:p(—ﬁ) NEI

n=1 en

Si B s @ el supremo se alcanza en n =1; si B > a el supremo es

menor o igual que sup{ Tt B } = Bla . sup{ e's.sB-a }, un
rax tho sZAt
facil calculo concluye el resultado. Por otro lado si v € X'ﬂ, y
«®
« -At -At _  -At
x € X entonces <v,e X>-B.B= Z v.e nx. = <e v'x)-a,a

11) Es obvio.

i11) La propledad de semigrupo es inmediata. Ademds basta

comprobar lo demds para a = 0 ya que e"tx converge a x en 2% (con

t tendlendo a 0) si y sé6lo si Aa(e'“x - x) =e’“’l“x - A%

converge a 0 en x°. Por otro lado si (-A,Xl) es el generador
infinitesimal en Xo, sea (G,D(G)) el generador infinitesimal en
-At
e x

7—'§ = G(x) (limite

x%, as{ x € D(G) si y sélo si existe lim 0

t—0
en x%) que equivale a que y = A% e x° verifique
-A

t
e Y =Y - 2%(G(x)) (limite en x°) que equivale a A% e x! y
t—0t *
-A(A%) = A%(G(x)), o blen x e x*' y G(x) = -&x, es decir
(G,D(G)) = (-A,x*M).
Sean X € Xo. t >0, y k natural
k
Ie'“x - x|3= Z (e Pnt- 1% |2 Zkte—lnt- 13)x_|%s
n n
n=1 n
At 2 2 2
SZ (e "n"- 1)%x |+ ;(Ixn|
n

n=1

47



asi llmSuple"tx-xlz‘ ;(!x [ para todo k, y por tanto
- n
t—0 n

lim .e"tx = x en &°.
t—0
Finalmente si x € %!
'e"tx -x, Ax|2= E (e‘knt- 1 )zlx ’2=
t t n n

Zt - Lan?a P |2
la funcién ¢(s) = -—-:—l
con k natural

-At
|+ ax|’s Zw O 1%x, 110l ;J“ %, |2

+1, 8 > 0, estd acotada (¢(0°) = 0) y asi

=l
At
y conclulmos como arriba que lim e x- X, -Ax, en l Por tanto
t—0" °
el generador infinitesimal ha de ser una extensién de (-a,x");
-At -A_t
pero si ¢ t L : lxn} converge en x° entonces para
e-xnt- 1
cada n natural , —f X, converge con t tendiendo a 0, y
entonces el limite es -Anxn. asi el generador es (-a, %Yy, o
Observaciones
1) En particular si B > a, entonces para todo 0 < & < Kl. t>0
co -8t
|exp(-At)|a'Bs = .e " para cierta constante C, (1.4)

ver [1,3].
i1) Es sabido, [4], que si (G,D(G)) es el generador infinitesimal
de un semigrupo {T(t) ,tz0 } en un espacio de Banach reflexivo

X, entonces el transpuesto de G como operador no acotado en X, es
el generador infinitesimal del semigrupo transpuesto; los
resultados anterlores concuerdan con esto.

111) BajJo las condiciones impuestas sobre A, este genera un

Semlgupo Fuertemente Continuo (de hecho analitico, ver Proposicién
o

1.4 abajo) en X, [1,2], dado por exp(-At)(u) = Z e antune € X

n=1
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@«
si u ’nzxune“ e X, tzO.

oAt
QU

Por tanto es conmutativo: Jl 1J con B,a 20 y
-At
e
&
r'—
por tanto la Proposicién 1.3 vale para exp(-At) en este rango
de “exponentes". Ademads el diagrama transpuesto también es

conmutativo; consecuentemente (e At)'= L'ee™™ L como operador
entre )('B y X'¢ B,a 2 0, y la Proposicién 1.3 también es vilida en
este caso.

Definicién 1.5

Sea, con las notaciones anteriores:
exp(-at) = eAt= (x(g)) Toe Mok (a): x*— X8

para todo «,8 reales.

Proposicién 1.4

Sea t 2 0, exp(-At) es Autoadjunto sobre la cadena { xa}aek'

ademas la Proposicién 1.3 es valida. Mds aln: {exp(-At)}tzo es un

Semigrupo Analitico en X%, con generador (-A, X% para todo «a
real; consecuentemente tj—— exp(-M.)uD= u(t) es analitica con
valores en X“, u € Xa, y es la unica solucién del problema lineal

de evolucién:

u, + Au = 0, u(0) = u € X%,

Demostracjon
S6lo queda por probar la analiticidad ya que las demas
propiedades se "elevan" por medio de isometrias. Para esto es

suficiente (de hecho equivalente, [1,3]) comprobar que existe una

-At -At C
constante C y to tales que |e |a‘¢s Cy |Ae la,asT con
0<t< "o' pero por la Proposicién 1.3

-At -A,t
[e |¢'¢s e1” ,tz0 vy
-At -At -At Cc
lae Ia,a I laot.ale 'a,aq le la.aox =t con
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O<tcts= A1°‘ y C = ¢! y por tanto concluimos. I}

El resto puede verse en [1,2,3], ver también Lema 1.1 abajo.

Notacién
A partir de ahora escribiremos Ac por As. € real, y exp(-At)
por exp(-At) sin posibilidad de confusién por el contexto.

Ya tenemos construido el marco abstracto en el que resolver
problemas de evolucién de la forma wu + Au + f{u) =0, u(0) =u

t ()
siendo f no lineal, actuando entre dos espaclios adecuados de 1la
cadena { xa}aeR‘ A diferencia de [1,2,3,10) permitimos que f actue

entre espacios de exponente negativo o de distinto signo
obteniendo soluciones, mas o menos regulares, que pueden
eventualmente tomar valores en espacios “"duales”; esto permite
incluir en éste marco abstracto un gran numero de ecuaciones
algunas de ellas tan importantes como por ejemplo las ecuaciones
de Navier-Stokes en dimensiéon 2 6 3 (que son tratadas
habitualmente por métodos totalmente distintos, [6,9]), ecuaciones
de Reaccion Difusién Conveceiédn y ecuaciones de orden superior
como las ecuaciones de Kuramoto-Velarde y Cahn-Hilllard,
obteniendo mejoras parciales en la regularidad de las soluciones;
ademds este marco aprovecha al maximo las propiedades
"funcionales” de f sobre la cadena de espacios, para determinar la
me jor clase de datos iniclales para los que puede resolverse el
problema de Cauchy.

Es lmportante resafiar que todos los teoremas de (1], son
adaptables a la "escala extendida” (puesto que contiene a los
duales), siendo obvios los nuevos enunciados, mas abajo un simple
argumento nos muestra que esta afirmacién es clerta; aqui nos
limitaremos a dar un sumario de resultados, los mis importantes,
bisicos y mas utllizados. Por simplicidad nos cefiiremos al caso
auténomo, 1.e. al caso en el que el término no lineal no depende
del tiempo aunque en el caso no auténomo los resultados se
trasladan facilmente de los de [1] a nuestro marco.
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1) ECUACION LINEAL
U+ Au = f(t)

El problema de Cauchy lineal: (PCL)
u(0) = u € xﬁ

siendo f: {0, T) ~— Xﬁ. B € R.

Definicién 1.6 (Solucién Fuerte)

St u, € XB entonces u(+) es solucién de (PCL) en [0,T) si y
s6lo si u:(0,T) — XB es continua y de clase c! en (0,T),
u(t) € ¥ en (0,T), wu(t) =u y la ecuacién diferenctal se
verifica en (0,T).

Lema 1.1 ([1], pg S0)

Supuesto que f = 0, entonces para todo u, € Xa y para todo T
positivo, u(t) = e-Atuo es la unica solucién de (PCL) en [0,T).

Lema 1.2 ([1), Lema 3.2.1, Teorema 3.2.2)

Sea L, € XB y £:(0,T) — XB localmente Hélder continua, tal

que [plf(t)lﬁdt < +m para algun p positivo.
[

Entonces existe una solucién (fuerte) del problema de Cauchy

u + Au = f(t)
lineal no homogeneo (PCLNH) a saber

u(0) = u e XB
¢ o

u(t) = e'Atuo# J e'A(t‘S)f(s)ds
(v}

11) ECUACION NO LINEAL

Consideremos el problema de Cauchy no lineal

u+ Au = f(u)
(PC)
u(0) = u€ )(‘8

con f:X*— Xﬂ'localmente lipschitz, «,B8 € R. Observese que aqui
la positividad de A puede ser eliminada ya que podemos sustituir A
y f por A+ Al y f - Al respectivamente, con A + Al positivo.
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Nuestro tratamiento diflere ligeramente del empleado en {1],
adoptando el enfoque de [11]) (para obtener unicidad).

Definicién 1.7 (Soluciédn Fuerte)

Si u, € XB. u(+) es solucién de (PC) en [0,T) si y sé6lo si
u: [0, T) — Xa es continua, u(0) = U, u(l0,7T)) ¢ X% ult) xg".
u € XB en (0,T), f(u(+)):[0,T) — )("3 es continua y la ecuacién

diferencial se verifica en (0,T).

Observemos que en [1] se requlere en la definicién de solucién
que t — f(u(t)) e Xa sea localmente HSlder continua en (0,T) y

que {f(u(s))(Bds < w para algin p positivo; a posteriorl segun
o

[11], Teorema A.2.2, Apéndice 2, toda solucién en auestro
sentido verifica estas condiciones y por tanto son soluciones en
el sentido de [1] y por tanto todos sus teoremas pueden ser
aplicados a nuestras soluciones con la ventaja de la unicidad, ver
[10).

En (11) se prueba que las soluciones de (PC) coinciden con
las funciones u, verificando u(l0,T)) ¢ Xu, y
f(u(-)):[O.T)—-;X‘B es continua, que son soluciones de la

ecuacién integral
t

ut) = ety J e M-S (u(s))as
[s]

por tanto como en [1], se puede probar

Teorema 1.1 ([1]}, Teorema 3.3.3)

Si 0sa-B <1, entonces para todo uoe X“ existe
T= ‘r(uo) > 0, tal que el (PC) tiene una unica solucién en [0, T)
con dato inicial ug-
(la soluciétn es u:[0,T) —s x* continua y es solucién de la
ecuacién integral)
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Teorema 1.2 ([1), Teorema 3.3.4)

En las hipétesis de antes, si ademds f es Acotada (l.e. f
transforma acotados de x"‘ en acotados de x'°). sea uoe Xa y
consideremos el intervalo maximal de definicién de la solucién de
(PC) con dato inicial u,. [0.1‘1) entonces o bien T‘- +» o bien
LimSupju(t)| = +m.

- «

t—T

1
(Se prueba que u sale de cualquier acotado del dominio de f, si

T1< +w; como paso intermedio se prueba que que si u es acotada en

X cuando t— T:. entonces también lo es en x’ para todo y < B+1,
esto Gltimo es clerto para TI- 4o en el caso de que
Re(c(A))( = )‘1 ) >8>0).

Consecuencia ((1], Teorema 3.3.6)

Como A tiene resolvente compacta, si f Acotada vy
{ u(t), t = 0 } es una érbita acotada en X* (y por tanto definida
en [0,w)), entonces { u(t), t 2 0 } es relativamente compacta en

x(!

Teorema 1.3 ([1), Teorema 3.5.2)

En las hipétesis del Teorema 1.1, con u € X“. si u es
solucién de (PC) con dato inicial v, definida en [0,T], entonces
para todo 7 < B+1 t}— ut(t) e X7 es localmente Holder continua
en (0,T).

Por otro lado todos los teoremas sobre dependencia continua y
diferenciable y sobre el principio de estabilidad por 1la
aproximacién lineal de [1] s6n aplicables sin dificultad. De hecho
los resultados de (1] pueden ser probados adaptando las

demostracliones, utilizando adecuadamente las propledades de 1la
cadena { Xa}u <R probadas mis arriba.

Sin embargo, un argumento mas corto es el siguiente: si
u ¢+ Au = f(u)

con f:X*—s Xﬂ. localmente
u(0) = us€ XB

partimos de (PC){
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B

lipschitz y 0 s a-8 <1, sean v(t) = A u(t) vy V" Ag

u € X,
o

Vet Av = F(v)

v(0) = Vo€ X

entonces v, formalmente, verifica { con F:xc——» X,

localmente 1lipschitz, F = Aﬁ-feA'B, € = a-B € [0,1); para esta
8

es una {sometria sobre la

-8

ecuacién todo [1) se aplica y como A™

cadena { xﬂ}aek es inmediato comprobar que A transforma

solucliones de la segunda ecuacién en soluciones de (PC), asi
obtenemos los resultados para (PC).

Comentario
La cadena de espacios x* y los operadeores A% con a € R estan
expresamente construidos para poder ejecutar el paso anterior de

tomar AB

sobre la ecuacién, el marco funclonal Justifica la
legitimidad de esta forma de proceder

El caso a-8 = 1 marca el limite de aplicabllidad de esta
teorfa ya que impide el trabajar con soluciones tan regulares como
las encontradas arriba, esencialmente debido a que 1la funcién
s(t) =

integral impropia en la mayor parte de las estimaciones, ver [1].

es integrable en O sélo para a-8 < 1, apareciendo esta

Por otro lado, pensando en las aplicaciones a ecuaciones en
derivadas parciales particulares, en 1los que usualmente los
espaclos x* son espacios de funciones con clerto grado de
derivabilidad (o sus duales}, el que a«-8 = 1 indica que en clerta
forma que en la "expresién de f" aparecen derivadas del mismo
orden que el orden de A, en cuyo caso la ecuacién no debe ser
tratada como semilineal; en;general lo anterior no es cierto sino
que (usualmente dependiendo de 1la dimensidén espacial, via
inmersiones de Sobolev o similares) algunos términos de f son
“equivalentes funclonalmente” a las derivadas de orden superior de
A.

Es en alguno de estos casos, cuando a - B8 = 1, donde métodos
clasicos (monotonia y/o compacidad) han proporcionado “Soluclones

Débiles” sobre alguna clase de datos iniciales, [5,9]).

Veamos ahora un resultado de regularidad que es muchas veces

aplicable en la préactica:
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Proposicién 1.5

Supongamos que existen ((ak'Bk”:xo' MeNvu {o}), tales que
{ Bytl 2oy >y 28,
Bk’l > ﬁk01> Bk
" Bk
y tales que f:X ——> X = es localmente lipschitz para todo k.

«
Entonces si u € X ° se tiene que

B"ﬂ ao
ueCOTX" )ACUoTLX") y ueCOTX)
para todo 7 < 3“01 (si M = » entonces B= sup(ﬁk))

Demostracién

%
Si uoeX , como OSak- Bk< 1, por los resultados

anteriores u e C(O.TO.X k) y entonces ut.f(u) € C(O,TO.X k),
leyendo la ecuacién como Au = f(u) - u, (podemos suponer que A es
positivo: si no reemplazamos A y f por A+ Al y f + 2l

respectivamente con A >> 0) y teniendo en cuenta que A es un

B +1
isomorfismo entre X**! y x* concluimos que ueC(O,To,Xk ),

u, € c(o,ro,xc) para todo € < Bk’ 1; para todo t >0 fijo,
B+ a
repetimos el argumento usando como dato iniclal u(t) € X kex 't

«
y el semigrupo local en X l"l; repitiendo el proceso concluimos. o

Corolario
Sean (("'k'sk”:w’ M € Nu {0} como en la Proposicién 1.5;

a
para cada k = 0,.. M y u € X* sea ’I'k(uo) el tiempo maximal de
definicién de la solucién de (PC). Entonces si k z 0, para todo

«
k
u, € X © se tiene que Tk(“o) = T’(uo) = To(uo) kz}zo0.

De! tr n
% %o
Puesto que X ¢ X y por el Teorema 1.2 entonces
l‘k = Tk(uo) s To(uo) = To; supongamos  que Tk < TD, por la

a

[
Proposicién 1.5 como u € X ° entonces u e C(O,To,x *) y
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LimSup|u{t)| = += lo cual es claramente absurdo. o
t—eTk 3

Observacién

En particular si wuna solucién explota en tiempo finito,
entonces todas las normas X% explotan simultaneamente; en casos
priacticos ésto implica que no podria ocurrir, por ejemplo, que una
solucién permanezca pequefia mientras sus gradientes se hacen muy

grandes.

Veamos unos ejemplos de ecuaciones que caen en'este marco;
estos ejemplos sélo pretenden ilustrar el alcance de los
resultados y por tanto no aparecen indicados con la miaxima
generalidad ni con las hipétesis minimas.

Es importante destacar que en la practica un problema
notablemente poco trivial es el de la caracterizacién de los
espacios de interpolacién, que son conocidos en algunos casos
particulares (aunque suficientemente importantes) [16-18]; si
existen sin embargo resultados generales de inclusién por ejemplo
para operadores sectoriales en LP, [1,2,3). Veamos a continuacién

algunos casos en los que la caracterizacién es completa:
1) SeaQc R®, n =1,2,3, suficlentemente regular (si n > 1), vy
sea A = (-2)" con D(A) = H™(2) n (D), m ¢ N, en L¥(a).

Entonces X*= H*%(Q) n H:“(n). {11, a > 0.

11) Sea @ = (0,L)"c¢ R®, n = 1,2,3, y definamos

H={ue LTDC(R"). u(x*Le;) = ulx) c.t.p. x € R, 1 =1,..,n)
- n
Hoor () = H (R nH mneN
Tomando A = (-A)® con D(A) = H2® (Q), entonces X*= H2**(q),

per per
>0, [5,6]. Si tomamos H = { u e H, I u=01)} entonces 1la
Q

conclusién es valida cambiando HS _(Q) por ﬁs (R) =K () n ﬁ.
per per per
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111) Sea 0 = (O, L) 4 R n = 2,3, con las notaciones de II) sea X
el cierre en H = (H) de los vectores c;er(m con media y
divergencia nula, tomando

A=-5 conD(A) = { u e ﬁ;er(m. Div(u) = 0 }, entonces

-1
= {(ue Hoar(@), Div(u) =0}, a >0, [S.6].

Observaciones

1) Muchos ejemplos de problemas de contorno que definen
operadores sectoriales pueden encontrarse en [3), pero en la
mayoria de los casos una descripcién completa de los espacios x*
no es bién conoclida.

i1) Existen en la 1literatura algunos resultados sobre los
espacios de interpolacién asociados a perturbaciones de un
operador sectorial, [1,2,3], destaquemos por ejemplo:

Teorema 1.4 ([1], Teorema 1.4.8)

Si A,, A2 son operadores sectoriales en X (espacio de Banach)
con el mismo dominio; si (A e A )oA es acotado en X con algun
0 s a <1 entonces si llamamos Xa = D(Ag) J =1,2, tenemos que
X‘8 ){Ji con normas equivalentes, para todo 0 s B = 1. o]

Asi en los ejemplos I1)-1I1) podemos perturbar A por algunos
operadores diferenciales de orden inferior, obteniendo el mismo
marco funcional.

Veamos ahora ecuaciones que pueden ser tratadas con éstas
técnicas.

Empecemos por observar que al aplicar los teoremas
desarrollados mids arriba, y resolver el problema de evolucién, la
ecuacién diferencial es una igualdad en uno de los espacios x*
(determinado por ser el rango de la no linealidad o en su defecto
por ser el espacio de datos iniciales), por tanto si a < 0 la
ecuacién debe ser interpretada en sentido "dual”; es en estos
casos donde recuperamos las nociones habituales de “soluciones
débliles” dadas en los métodos variacionales. Empezaremos por dos
ejemplos en el caso lineal y a continuacién definiremos una clase
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de no linealidades para las cuales aplicar todos nuestros
resultados:
Con las notacliones de 1I) consideremos el problema
u-8u+Au=f enQ=10x (0,T)
u(0,x) = uo(x) en Q
u=0 en 3 x (0,T)
este problema tiene una unica solucién en x* supuesto que

“o'f € Xa, en particular:

Si fe Lz(ﬂ). entonces para todo u € Lz(ﬂ) = X , u es analftica
en t con valores en Lz(ﬂ). ult) e H(R) r\H;(ﬂ) ute_H;(ﬂ) y la
ecuacién diferencial se verifica en cas!i todo punto de Q.

N
-1/2 -] 2
, f = -‘Zia—x-‘g‘ con g en L"(Q),
{8], entonces para todo u € H'(2) la solucién es analftica con

St fe (Hj)(n))w ) = x

valores en H'(Q), u(t) € H;(m. u € L2 y

& a 1
Jut¢ +IVuV¢ + AJ. u¢=ZJ-gl-a—x¢ para toda ¢ € Ho(ﬂ) (1.5)
Q Q Q 1=1°Q 1

St fe (@ K@) = @@ +H' @ =Xx", f=f+1
N 2
8 2 .
con, por ejemplo, ffxglwg” con g” en L°(Q) (pero podria
y=1

contener trazas) y f2= - z g—xh con hx en Lz(ﬂ). (8), entonces
i=1 i

para todo u, en X' la solucién es analitica con valores en

@) + KR, u(t) e L3(0), ue H' @y
j use AI ¢ if L ij n (1.6)
<<u,¢>> - + ue = g8 ——¢ *+ — ¢ .
t Q Q 3‘:% Q Uax‘ax’ Eda 16)(l

para toda ¢ € H () r\H;(Q) (<<+>> es el producto de dualidad
entre H;(Q) y H'(Q)). Ahora u es una “solucién muy débil" de la
ecuacién de evolucién. Obsérvese que de hecho tenemos continuidad
en el tlempo para la funcién y su derivada en cada uno de los
casos expuestos arriba (ver las ecuacliones no lineales abajo).

Una interpretacién totalmente aniloga puede hacerse con (-4)"

y/0 con condiciones de contorno peridédicas. A continuacién la
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ecuacién no lineal:

Definicién 1.8

Sea Q como en I), II) o 111), decimos que ; Qx R— R de
pertenece a la clase § si f verifica la condicién de Caratheodory
(i.e. f(x.-) es continua para casi todo x en Q y f(-.y) es -edlble
para todo y en R} y |f(x.y)| sa(x) +bly] xe€Q, yeRy f es
lipschitz en la segunda variable, siendo a(+) € Lz(ﬂ). bz 0.

Asf £:12(Q) —— L3(Q) definide por f(u)(x) = f(x.u(x)) es
continuo y acotado, mas ain f es lipschitz en L@, [71.
) Analoga-ente f Q x R— R pertenece a 1la clase ﬁn si
f=(f,...f) con fed st L@ — L@ = W@’

definido por f(u)(x) = ;(x.u(x)) es continuo, acotado y lipschitz.

A) Ecuaclones de Reaccién-Difusién.
Con las notaciones de 1), m=1, fegf§ , v>0

u, - vBu + f(u) =0 enQ =Q x (0,T)
u(0,x) = uo(x) en Q

u=0 en 80 x (0,T)
tiene una unica solucién para cada u € LZ(Q) verificando

u € €10, T),L%(2)) n CO, T.H*(8) n H (R)), u e C(O,T,H, (R))
(1.7)
y la ecuacion diferencial es una igualdad en L2 para cada t > 0.

B) Ecuaciones de Difusién-Conveccién (perturbaciones viscosas de
leyes de conservacién).

Como en I), m = 1, ; €3, v>0

u, - vbu - Div(g(u)) =0 enQ=Q x (0,T)
u(0,x) = uo(x) en Q
u=0 en 82 x (0,T)

As{ -Dlv(g):Lz(Q) = X— (H;)’= X2 es lipschitz y por

tanto para cada u e L2(Q) la solucién es anica y
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u e C([0,T),L3(Q)) C(O.T.H;(m). uge c(o, T.L3(R))

y se verifica que

Iut¢ + vf vuve + J' g(u)V¢ = 0 para toda ¢ € H'(Q) (1.8)
Q Q f °

C) Ecuaciones de Reaccién-Difusién-Convecciédn.

Cmoenl), m=1, feF gef, v>0

u - vhu - Div(g(u)) + f{u) =0 enQ =0 x (0, T)
u(0,x) = uotx) en Q

u=0 en 3Q x (0,T)

Asf para cada u e LZ(Q) la solucién es tan regular como en B) y
para toda ¢ € H;(n)

Inutﬂ . vIQVuSM . IQg(u)\'M . Inf(u)ot =0 (1.9)

D)  Ecuaciones de Navier-Stokes.

Como en III) con v > 0, h funcién regular

u+ (u.V)u - vAu + Vp=h enQ =0 x (0,T)

u(0,x) = uo(x) en Q

div(u) = 0, u periédica, de media nula

Segun [6] (observacién 2.2, pg.12) el término no lineal

f(u) = (u.V)u es un operador cuadratico entre X2 y X y
entre Xal‘ y Xo. por tanto con nuestros resultados y usando la
Proposicién 1.5 obtenemos las llamadas Soluciones Fuertes en la
literatura de N-S [S5,6,9): con

1/2

o1
u, € X {ue Hper(ﬂ). Div(u) = 0 } entonces

172 172

u e C({0,T),X"°) n C(0,T,D(A)), u € C(O0,T,X"%)

y con las notaciones de [5,6]

I “t’ + v| VuUp + <b(u,u),¢> = j h¢ para toda ¢ € X2 (1.10)
Q Q Q
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Ecuaciones de orden superior:

E) Co-oenl),--z,z‘e;},;eﬁn.

u, +vau - Div(g(u)) + f(u) =0 enQ =Q x (0,7T)

t
u(0,x) = uo(x) en Q
u-O,g—u-O en 80 x (0,T)
n
Ahora -Div(g):L%(q) = X°— (H;)'= X% 'y por tanto para

cada u e L3(9):

u € C(10,T),L%(R)) n €O, T, K () n H?(0))
uge CO,T,H(R) n H (@)

y para toda ¢ € H;(Q)
u¢ - v| V(Bu)ve + | g(ulv¢ + | f(ulg =0 (1.11a)
Joue -l f; J;
ademds para toda ¢ € Q) n H;(Q)

I ué + vf suse + J' g(u)ve + J' flu)g = 0 (1.11b)
Q Q Q Q

F) Ecuaciones tipo Cahn-Hilllard.

Como en I) o II), m = 2, ;eﬁ
ut*vAzu - Af(u) + Bu=0enQ =0 x (0,T)
2

Es facil comprobar que ahora - Af:X — X2 asi para cada

u € L"’(m existe una uUnica solucién que satisface
u € C(10,T),L%(@)) n C(O,T,H() n HL(Q)), u e C(O,T,H.(2))
y para toda ¢ € @) n H;(n)
J-utvov AuAf-J.f(u)A¢¢BJ. up = 0 (1.12)
Q Q Q Q
G) Ecuaciones tipo Kuramoto-Velarde.
Como en 11I),
u +vau - Bu + Bu + 3Af(u) + 7|Vu|’= il I [Vuldx
¢ g

Esta ecuacién serid estudiada en el Capitulo II, ver también
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[13].

Observacién

Sucesivas hipdtesis de regularidad sobre 1los términos no
lineales pueden permitirnos usar la Proposlieién 1.5, as{ por
e jemplo:

ak
k

k
ax ay
entonces f:H"(R) — H"(Q) para todo m natural. As{ se puede

k . -
Si para todo k natural a_ fed (o Z’yn) y f esta acotada

esperar que f:X'/2—~) )(/2 y entonces usar Proposicién 1.S5.

A continuacién veremos como aprovechar el marco funcional

construido para obtener estimaciones de la ecuacién diferencial.

Definicjén 1.9
Para todo 8 € R, definimos el "&-producto”:
3
<<u,v>>6 = Anunvn (1.13)

para todos € € R, u € la-c y V€ Xc.

Asi es claro que si a + B + 27 = 3, para todos u € Xa" y

v e X7
B

«
<<u,v>>6 = <Ay, A

consecuentemente esta propiedad puede ser "elevada" (mediante

> 1.14
v, (1.14)

isometrias) para que sea valida con X y A sustituyendo a X y A
respectivamente. En particular el O-producto nos describe todas
las dualidades de los X‘z y el d-producto, entre otros, el producto
Ss2
escalar en X '°.
Para obtener estimaciones sobre la solucién de problema de

U+ Au = f(u)

u(0) = u € XB
sin usar la expresién integral del Lema 1.2, podemos proceder como

Cauchy (PC) {

sigue:
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a) Si u es derivable con valores en XT, entonces

_1d 2
<<ut.U>>27— 3 Eiluly (1.15)
b) Si u e x"‘. entonces
<Ay, w>_= |uf? (1.16)
27 Ter/2
y el tipo de estimaciones obtenidas es
1d 2 2
3 -?lulr + |u|7.1/2= «flu),w>, (117

El conjunto de 7 admisibles depende fuertemente de la regularidad
de las soluciones, ver Proposicién 1.S.

Esta técnica serd utilizada de forma primordial en la seccién
siguiente, Seccién 1.2, y en el Capitulo III, Seccién III.3.1.

Observemos que (1.17), con cierto 7, es el punto de partida
de los denominados Métodos de Compacidad, [S,9], que esencialmente
utilizando las estimaciones a prior! que se derivan de (1.17) (st
el término de la derecha lo permite), que son tipicamente
estimaciones en L™(0,T.X7) n LZIO,T.X7ﬁ/2). y resultados de
compacidad (para pasar al limite con soluciones aproximadas, por
ejemplo) permiten encontrar en casos concretos, soluciones
“déblles"; con respecto a npestras soluciones “fuertes", estas
solucliones “débiles” pueden surgir si por ejemplo a-8 =1 o/y si
pretendemos resolver el (PC) con datos iniciales en espacios de
exponente menor que a; en estos casos es frecuente que la solucién
débil se regularize hasta convertirse en fuerte, para todo

instante de tiempo posterior.
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1.2 Diferenciabilidad Uniforme de Semigrupos No Lineales.

En esta seccién discutiremos un problema técnico importante,
que surge en el estudio de la dindmica asintética de numerosas
ecuaciones semilineales. Este problema puede ser descrito de la
siguiente forma:

Consideremos la ecuacién de evolucién semilineal
uz+Au+f(u) =0
(ES)
u(0) = u,

en un espacio de Hilbert X, ecuacién de las consideradas en la
seccién anterior, es decir A es lineal, no acotado, autoadjunto

(no necesariamente positivo), cerrado , de dominio denso y con
resolvente compacta, que define un semigrupo analitico {e‘M}
t20

y f es un operador no lineal actuando entre dos espaclios de
interpolacién x* y XB, que es Lipschitz y acotado sobre conjuntos

acotados de Xa. por ultimo si 0 = a-8 < 1 entonces la ecuacidén

semilineal (ES) genera un semigrupo local (en el tiempo) {S(~)}
t
en Xa, tan regular como el término no lineal f, mas exactamente

ademas de los Teoremas 1.1, 1.2, 1.3 de la Seccién 1.1 tenemos
los sigulentes resultados, adaptados a nuestro marco funcional de

(1], Teoremas 3.4.4, 7.1.3 y sus corolarlos:

Teorema 2.1

1) St en la situacién anterior f es de clase C'
. - aQ a
r e Nvu {o} v {u}, entonces’ Rx X's (t,u) — S(tlue X~ es de
la misma clase, en su dominio de definicién; en particular con t
o '3 r
positivo fijo, X3 uo}-——) S(t)uoe X~ es de clase C en su dominio

y ademas L(t,uo) = [DuS(t)] (uo) viene dado por: para cada £ € X~
L(t.uo)E = U(t.uo.s) € X* es la solucién de

{Ut + AU + Df(u(t))Uu =0

u() = ¢

siendo u(+) la solucién de (ES) con dato inicial v, {supuesto que
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x |—» Df{x) es loc. Holder).

11) St en la situacién anterior [t ,t 1 st |— B(t) e 20x%,xP)
es Holder continuo, entonces para todo £ en X‘a y T en [to, txl
existe una unica solucién U(t) = U(t,t,€) de

{ Ut + AU + B(1)U =0

U(x) = §
definida en (T,t ). Mas aun:
1
Con t =z T fijos X‘Bs £ U(t,1,8) € xﬁ es lineal y continuo
y escribimos U(t,t,§) = T(t, )€, t =z 7; as{ se verifican
a) T(r,t) = I, T(t,s)eT(s,t) =T(t,t) cont zsz <

b) {T(t.t)} es fuertemente continuo en (t,T) con valores
t,t

en £(x¥) para todo 7 € [B,B+1). a

La familia de operadores 1lineales {T(t.r)} se llama
t.t

Proceso definldo por la funcién B.

Por tanto si u e C([0,T),X*) es solucién de (ES) entonces
B(-) = Df(u(-)): [0,T) }— £(x*,¥%) es localmente Hilder continua
en cuanto x |— Df(x) es loc. Hélder, en este caso 1) y 11) del
Teorema 2.1 pueden ser apllcados y al hacerlo denotamos T(t.t,uol
al Proceso definido por esta funcién B (u0= u(0)}.

S1 consideramos S(t) con dominio en X¥ pero con la topologia
de X7. « = 7y, podemos formular

Cuestién 1

Con 7 € [B,a], tenemos x*s u b— S(tlue x¥ y
L(t,uo) = T(t,O,uo) € 2(X7) entonces:
(Es L(t.uo] la "diferencial” de S(t) en u, para la topologia X2
es decir:
JAproxima L(t,uo) a S(t) en algun sentido, para la topologia de
x¥ en algin entorno (con la métrica de X¥) de uo?

La respuesta es si para 7 = a por el Teorema 2.1; veremos que
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tamblén lo es para algunos ¥'s bajo condiciones suficientemente
flexibles; numerosos ejemplos de la literatura, [5,14,15]), para
los que hasta ahora la comprobacién de este hecho era penosamente
larga son ahora discutidos con brevedad.

En los casos de respuesta afirmativa estamos interesados
(como se vera mas adelante) en que la aproximacién anterior sea

"uniforme” en el sentido siguiente:

Definicién 2.1

Sean H espacio de Hilbert, K ¢ H, y S:K — H continuo. S es
Uniformemente Diferenciable (Unif.Dif. por brevedad) en K con la
topologia de H si y s6lo si para cada u € K existe L{u) € £(H) (no

necesariamente Unico) tal que

Sv-Su-L(u) (v-u)

ple)= sup —— 0 cone o0 (2.1)
v-u
u, vek
0<|u-v|se
y sup jL(u)| SM<a (2.2)
uek 2(H)

Observaciones
1) SiI K es ablerto entonces S es en particular diferenciable
en sentido de Frechét en K y DS(u) = L(u).

i1) S1 S es esté definido en un entorno (en H) de K, es de clase
C2 en él, y si Das es acotada sobre K (que es clerto si K es
compacto en H) entonces S es Uniformemente Diferenciable en K con
L(u)= DS(u).

Asi podemos formular

Cuestjon 2
¢Para qué conjuntos K c x* y para qué 7 € [B,a] es S(t)
Uniformemente Diferenciable sobre K con la Topologia de x72. ¢Es

esta propiedad uniforme en t?
Intentaremos dar respuesta a estas cuestiones, que aunque

parciales cubren todas las aplicaciones practicas que nos

interesan. Observemos que S(:) debe estar definido sobre K en
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[0,t], por tanto si nos restringimos al caso de X acotado en x"‘,
es natural considerar el problema sobre la sigulente familia de
conjuntos:

Definicién 2.2

Para cada p,T > 0,

a
Dp.Tx{veX . |sttivj < ppara 0 st ST} (2.3)

Ademds es claro que todo conjunto acotado en x* e invariante
para el semigrupo estid contenido en un elemento de esta familia.
Por otro lado si S(t) es Unif. Dif. sobre K, entonces S(t) es
localmente Lipschitz y uniformemente continuo en K, por tanto es
natural investigar alguna propledad de lipschitzianidad de S(t)

sobre Dp as{ tenemos:

T

Proposicién 2.1

Sean u, en Dp TY V€ X%, llamemos w(t) = ult) - v(t), siendo
u(-) = S(-)uo, v(s) = S(-)vo las soluciones correspondientes a

(ES).

i) Si existe una funcién continua P : R°—— R’ tal que para

cada u e !)p v e Xa, (mientras u(+) y v(+) existen)

A S )
d 2 2
Felvles PUWI) (2.4)
ds _
con P{(0) =0y J ’W = 4o (2.5)
0
Entonces Dp T es ablerto en X%,

11) Si existe una funcién no negativa Q € c'(10,=)) con Q(0) = o,
y una constante positiva C, tales que para cada U, vee Dp ™
0stsT

2

d 2
atlvly* CIvli,, .

s Q(Iw{:) (2.6)

entonces existe una constante positiva M = M(p,T,Q) tal que
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t

2 2
]“‘”l,’ CJ|w(s)17ﬂ/2ds s |w |
0

En particular

2 Mt

2 para cada 0 s t s T (2.7)

. 7 2 T+1/2

Dp..rs u > st Jue CL10,T), X" } or L7(0.T,X ) (2.8)
es Lipschitz, con respecto a la norma de X1. en Dp T
Demostracion
1) El siglente lema se encontraria mas adelante como Lema 2.3,
Capitulo II, Seccién 11.2, posponemos a ese momento su
demostracién.
Lema

y' (t) s P(y(t))
Sea y(t) una funcién rcgular tal que

y{0) =y,
siendo P :R — R continua. Sean a.a, dos ralices consecutivas
de P, con esto queremos decir que P(ai) =0, { =1,2, o que algun
a es > @ pero P no se anula en (al,az).

Supongamos que Y€ (al.az) y definamos para r € (a‘,az)

1
G(r) = J; P_(E)ds
yo

1) S1 P es positiva en (al.az), sea

22

0 < Tly,) = Gla}) =J Fl(;)ds eR
yO

Entonces para cada t € [0.'I'(y°)) y(t) < a, yslax y{s)
para todo s € [0,t] entonces y(t)s F(t) = ¢ lt).

Mids aun, en este caso con a1< a < az , entonces y(t) < a
X

1
siempre que y°< ayO0st<Gla)= [ ﬂ;)ds’
Yo
11) Si P es negativa en (al,az), sea

2

0 < Tly,) = G(a]) = F F}E)ds €R
Yy
0

Entonces para todo t e IO.T(yO)) tal que al< y(s) para todo
s € [0,t], se tiene que y(:) es decreciente en [0,t] vy
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-1
y(t) s F(t) =G (t) sy<a.

Ahora con a = 0y as 4w y y(t) = |w(t)|:, de (2.4) para
todo ¢ > 0 se tiene que y(t) < ¢ siempre que Yo y(0) <c y

ds
s
Yo
Si u e »p.T sea R tal que sup ]u(t)|aSR<p y sea
[0,T]
c = (p-R)z. si Vo€ x* entonces como _[+Pd: = 4o, existe c°> 0
(o}

c
ds
tal que T <J Prsy  2st st |u°- v°|a< 8= min{ €y c } entonces

o
w(+) estd acotada con |w(t)]:< c en [0,T] (e implicitamente esta

definida en [0,T] ya que si no w deberia explotar, Teorema 1.2
Secciéon I.1), por tante |v(t)| s |u(t)| +[w(t)| <R+ VE=p en
[0,T], es decir Vo€ Dp.'!“
2

d 2
ii) Como R|w|7# C[w[yﬂ/z

sQ(|w|i) en [0,T], con Q(0) =0 y
Iw':s Colu(z (ya que « = 7), tomamos
M = max{ |$s)| . s € [0,C,8%) )

d 2
y asi d‘{l"':"’ C[w|:ﬂ/2s M|w|7 de donde deducimos que

2 2 Mt
‘"(t]lts |w0|7e

(2.7). o

en [0,T], e integrando entre 0 y t = T obtenemos

Corolario 2.1

1) Supongamos que 05«-85% y que f es globalmente

Lipschitz, entonces Bp es abierto en x“.

,T
S1 f es sélo lipschitz sobre acotados, supongamos que el

semigrupo generado por (ES) estid globalmente definido y es

Localmente Uniformemente Acotado en el sentido de que para cada
T

uex® y T > 0 existe un entorno B de u, tal que U S(t)B es
t=0

acotado en Xa Entonces Dp es ablerto en Xa.

T

11) Supongamos que con 7 € [B,a] se verifica que
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2

yots2 (2.9)

l<f(u)—f(v).u-v>7| s Q(Iu-v]i) + k|u-v|

con Qe C'([0,®)), Q=z0, Q(O0) =0 y 0sk <1, para todos
X”Vz, siendo B(p) la bola en x* de radio p.
Entonces se verifica (2.6). En particular si 0 s a-y < 1/2,

u,v € B(p) n
0s y-B s 1/2 y f es Lipschitz sobre acotados, se verifica (2.9).

Observacién

La condicién (2.9), al igual que las condicliones (2.12) y
(2.13) que apareceran mas abajo requieren cierta justificacién:
deben entenderse en términos de el &§-producto introducido en la
Seccién I.1; asi si f e )(‘e Yy Z € )("""2 entonces con § = B+y+1/2,
su d-producto estd bien definido y por tanto también lo esta el
3’ -producto con 8’ = §, asi para obtener el producto escalar en x?
(2y-producto) basta que B+y+1/2 2 2y o lo que es lo mismo
0 s 3-8 s 1/2. Por otro lado (2.9), (2.12) y (2.13) sélo se
necesitan sobre soluciones de (ES) que usualmente son mucho mis
regulares (Seccién I.1).

En los resultados que siguen, por comodidad, y después de lo
dicho, tomaremos productos escalares en diversos espaclos en vez
de hablar de &-productos. Supondremos pues la regularidad

necesaria para que éstos estén bien definidos.

Demostracién del Corolario 2.1
i) De (ES) w(+) verifica Wt AW f(u) - f(v) =0 en [0,T],
sea Aot 0 tal que A1= A +A°I es positivo, multiplicando

escalarmente (en X) por Afau obtenemos:

1d 2 2 2 20

3 a|w|a+]u|a’u2- Ao'"'a + < f(u) - f(v).A1 w>=0 (2.10)

Supongamos que 0 s a - B = % y que f es globalmente
Lipschitz, entonces

[« £ - £, A% 5] = < ABrr) - £ a2 B s s

s |f(u) - f(V]lﬁlw‘za- s K‘”‘alw‘zu-ﬁs KClwi Iwl,., .5

1 2 (KC) 2
siiwlan/z 2 ]V'a
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donde C es la norma de la inclusién X*"%c Xza-ﬁ (ver (1.1)
Seccién 1.1). Asf (2.4) se verifica con P(s) = (2A°+ xe))s y
(2.5) es clerto.

Si f es sé6lo lipschitz y acotada sobre acotados, supuesto que
el semigrupo generado por (ES) estad globalmente definido y es
Localmente Uniformemente Acotado, entonces si u € Dp.‘r Y Vv esta
en clerta bola centrada en Uy w(t) = u(t) - v(t) permanece en un
acotado de X% independiente de v, Y t en [0,T) y el razonamiento
anterior vale siendo ahora K la constante de Lipschitz de f en
cierto conjunto acotado.

Mis abajo veremos condicidénes mis débiles y el caso
particular de no linealidades polinémicas.

i1) Como arriba pero multiplicando por Af7v

1d 2 2 2 - 27 -

5 3‘1""'1*!“[701/2 7\°|u|7 +<fu) - f(V), A w> =0 (2.11)
as{ la primera afirmaclén es obvia por (2.9).

Te1/2

Supongamos que 0 s a-y < 1/2, entonces X < x% x¥ y

2 20, ,2(1-8) = -
|w|as |w‘7 Mpvz con 8 € (0,1) tal que « = 67y + (1-8)(7+1/2)
((1.2) Seccién 1.1); como  u,v € Dp T w estad acotada

uniformemente en t y asi

[< £l = £0v). AT >| 5 [£(u) - £ | glwl g% K- W] [l

(1-0) l I
7172 27-8

=
27-B
]
s K

WI1v]
siendo K la constante de Lipschitz de f en la bola en X% de centro
cero y radio p, B(p); por tanto sl 0 s y-8 s 1/2 lo anterior se
puede acotar por

e . .(2-8) 2 28, 2
K|w(7 |w|7ﬂ/2 s 1/2|w|7d/2+ X [u|7
y as{ se verifica (2.9) con Q(s) = (27\°+ Cl(z/e)s. o
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Teorema 2.2

Con las notaclones anteriores, supongamos que con 7 € [B8,al

se verifica (2.7) y que para todos u,v € B(p) n X”l/z. zZe )('“Vz
2 2
|<f(v)-f(u)~Df(u)(v-u).z)wl s kalz‘7~1/z’ Cxlz|7°
2 2
+ gl]v u]p!/z)h(}v-ulzr) (2.12)

con 0 = k1< 1, Clz 0, g.h positivas estrictamente crecientes
(salvo que una sea constante), g céncava, y supongamos ademis que
para todo u € B(p) n X7*'2, 2z ¢ x7*¥?

Vomet v s e 12 a2
|\u[(d}4.,1./7: = AZ:..IPVZv Ci2iq (2.13)
con 0 s k +k <1, Czxz 0.

172 2

Entonces
|S(t)v-S(t)u-L(t,u)(v-u)|

sup sup 7 s olc) (2.14)
[0,T] u,v e Dp,T» {v-u‘7

0<}u-v]75c
2 2 g(Mzs).h(Has)
siendo o“(e) = ¢(e,g,h,p,T,) = Msup —=——0o—o H1’M2'M3

(0,€e?] s

constantes positivas.

Demostracién

Sean u(t), v(t) las soluciones de (ES) con dato inlcial
Uy Vo€ Dp'.r y denoctemos U(t) = L(t.uo)(vo-uo) y 8 = v-u-U.

Asi @ verifica 6(0) =0 vy Gt’ A8 + f£(v)-f(u)-L(W)U =0 o
¢t A8+ f(v)-f(u)-L(u)(v-u) + L(u)e = 0.

Multiplicando escalarmente pér Af’e (A1= A+ J\DI positivo y 7\°> 0)

equivalentemente 6

obtenemos

1d 2 2 2
5 d—£|917+|e|7d/2— A0|e|7 s ]<f(u)-f(V)-L[u)(v-u).9>|7 +
+ |<L(u)e,8>|

7

(2.15)

por las hilpétesis (2.12), (2.13), con C°= 2(1 - (k1+ kz)).
c,» Z(Cl* C,* Ao)

72



d 2 2 2 2 2
af[9]7+C°|6|1’1/z s C3l9|1 + 2g(|v-ul7‘l/2)h(|v-u[7)
y asi para todo t € [0, T}, como 8(0) = O
t t
2 2 2 2
[9(t)|1s C:IIO(S)lyds + ZI g(]v-u{y.x,z]h(lv—u|1)
° [
y por el lema de Gronwall concluimos que para todo t € [0,T]
t
2 2 2
]9(t)|75 C‘J g(|v-u| 1'1/2)h(|v u|7) s
° T
s C, sup h(|v-u|2).[ gliv-ui?. )
4 4 Ter72
[0,T] o
T
2 2
s C‘lguglh(lv-u|7).g[C(T)I ]v-u|7’1/2] (2.16)
' [

donde hemos usado que g,h crecientes y g céncava. Como se verifica

(2.7), entonces para todo t € [0,T]

2 2 2

l8(t)125 € hic,|v,u, 7).g[c:mo-uo 7] (2.17)
ahora (2.14) es inmediato. a
Corolario 2.2

Con las hipétesis y notaciones anteriores si
. g(s).h(s)
Lim o(s) = Lim ————— =0 (2.18)
s—0 s—0

entonces para cada t € [0,T), S(t) es Uniformemente Diferenciable

en Dp con la topologia de X?; mas ain o(e) en (2.14) tlende a

T
cero con €.

Ademds la conclusién del Teorema 2.2 es clerta si en (2.12)
aparece una suma de productos gl.h‘ con g‘, hl como alli; la
condicién (2.18) debe verificarse para cada procucto gl.h‘ para

obtener la Diferenciabilidad Uniforme.

Demostracién

Como g,h son crecientes, en (2.14) con M‘= max(Hz,Mz)
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g(st).htnas) g(r).h(r)
sup T s M .sup T el resto es obvio. a
(0,€%] (0,M e ]

Consideremos ahora el caso particular de que f sea un
polinomio homogeneo de grado m, es decir f(u) = B(u,..,u) donde
B: (x5 — Xﬁ m-lineal; asi si B es continua entonces f es
lipschitz y acotada en acotados e incluso f es analftica, [7]. Sea
VR el conjunto de las variacliones con repeticién de dos elementos

tomados de m en m, as{ con u,v en x“ podemos escribir

£(v) = flus(v-w)) = ;’:(o‘(u,v-u)) (2.19)
o
y denotemos n(g) al niumero de v-u en la variacién &, asi
Df {u)(+) =Z B(o(u,+)) (2.20)
nlo)=1
m-1
|Df(u]l¢'ﬁs C lul, (2.21)
B n-k
[£()-f(u}| g= Czl.czolu(a[v—u(a (2.22)
"2k m-k
[f(V)-f(u)-Df(u)(v—u)IBs Csizolulalv'u'a (2.23)

Teorema 2.3
1) Con f como arriba, si O = a-8 = 1/2 entonces ) es abierto

a
en X .

e T

i1) Si 0 s a7y < 1/2, y 0 s 3-8 s 1/2 entonces (2.6), el Teorema
2.2 y (2.18) se verifican, en particular S(t) es Uniformemente
Diferenciable en Dp T ¢on la topologia de x7.

111) Los resultados i) y ii) son ciertos si f es una suma de
polinomios homogeneos.

Demostracién
1) Como en (2.10) sea Aoz 0 tal que A:‘ A *AOI es positivo,
multiplicando escalarmente (en X) por Af“w obtenemos:

1d 2 2 2
z 3?'"'a'l"fa01/z- Aolwla s | flw) -~ fviw >¢I
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y el segundo miembro puede acotarse por

|fu) - f(")lgl"'m.s s |[f(u) - f(""gl"lmuz’

* Cz(:i:IUlZI"l:'k] (¥ g™ C(p)(:;:lﬂ:-k] 1 o™

< lez s C nfh'fzm-k, (2.24)
astrz 4l L1 e :

n-1
y por (2.4), (2.5) con P(s) = C‘[ Z s.-k] concluimos.
k=0

11) Por el Corolario 2.1, y las condiciones sobre 7, (2.6) se
verifica automiticamente (ya que (2.9) se verifica). Ademés con
ye1/2 7e1/2
u,v € B{p) n X , z e€X y o € (0,1} tal que
a = 8y + (1-8)(y+1/2), como 2y-B = 7+1/2

|<f(v)-f(u)-Df(u)(v-u).z>1| s |f(v)-f(u)-Df (u)(v-u) lBIzlyn/zs

m-2
s c.¥ jul¥v-u®* |z s cl)|v-ulPlz|_ s
3Ly e « 7+1/2 ol “lyers

con p € (1,2] a elegir mis adelante; asi esto es

P8, _., PU-O
s Clod|v-ul 7 lv=ull, 2 12l
2
74172

2p(1-0)

s 1/4|z|
Ters2

+ C_|v-u|2PO|y-u|
S 7

as{ en el Teorema 2.2 verificamos (2.12) con h(s)=spe

g(s) = sp“'e); adem4s para todo u € B(p) n XTV2 g e X712
m-1,_,8 _ 2-8
|<Df(u]z.z>1| s [Dx‘(u)la'ﬁlzla[zlplns C,lul, [z|7|z|7.“z
[} 2-68 2 2
s C(P)l2|712'7.1,z‘ 1/4]2[1‘1/2'1 Cé[z|1

por tanto (2.13) se verifica y como g(s).h(s) = sP el Corolario
2.2 es aplicable siempre que g sea céncava, pero como 6 € (0,1)
siempre se puede tomar p € (1,2] tal que O s p(1-8) s 1. Ademis en
(2.18) o(e) = o(e") cuando € — 0, donde r = 6/2(1-8) si
0<8s1/2yr=1/2 sl 1/2s¢s1.

111) Es obvio por lo anterior y el Corolario 2.2. a
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Observacjiones

1) Si a= 3+1/2 y en (2.12) tenemos que g es una potencia
convexa, es decir g(s) = sr, r >1, cosa natural para no
linealidades polinémicas, podemos poner

2r
 £2 %41

2
T+1/72

2

2 )
Te1/72

yelrs2 )

g(|v-u| = |v-u| < pklv-u( = ;({v-u|

con k + 2 =2r, y g es concava (ver 2.25).

11) Si para toda o € VR

a

o (.
|<B(c(u.u),e>1( s Dc[wllﬁvz[w[‘, [s|am2 (2.25)
con a@* br> 1, yconQ0 s avs 1 si a < y+1/2, entonces se verifica

(2.12), con una suma de productos como en el Corolario 2.2.

111) Con a«.8 fijos el conjunto de ¥y para los que el Corolario 2.1
y el Teorema 2.3 son aplicébles es 7 +1/2>azy, y
0sy-8=1/2, o bien 7 € G = (a-1/2,a) n [B,B+1/2] y asi: si
0s a-B < 1/2 G = [B,al; siI a-B=1/2 G = (B,B+1/2] y por
altimo si 1/2 = a-8 < 1 G = («-1/2,B+1/2]; obsérvese que como
0s a-8 < 1 entonces G es siempre no vacio y ademds en cualquier

caso su punto medio es («+8)/2.

Veamos unos e jemplos de Diferenciabilidad Uniforme, para ello

conservamos todas las notaciones anteriores.

A) Ecuacién de Navier-Stokes bi-dimensional (Ejemplo D, Seccidn
1.1) (nolinealidad cuadratica).
Tenemos « = 1/2, B = -1/4, G = (0,1/4]; segun [5] pg.106,

(6], se verifica para todos u,w,8 en x'7?
172, 172 12,172
|<Beuw, o] = Clul 2 ul}Zlul, o] lo]272

y <B(u,w),w> = 0

Veamos que podemos probar, ademas, diferenciabilidad uniforme con
7 =0 (asf a =17+ 1/2)

J/lelll2| '

[<f(v)-f(u)-Df (u) (v-u),z>| = |<B(w,w),z>| = C|w|]">

172

por (2.25) deducimos (2.12). Ademas
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|<Df(w)z,2z>| = |<B(u,2),2> + <B(z,u),2>| = [<B(z,u),2>| =
s Clpdz], |zl
y asi verificamos (2.13). Por ultimo
|<£(v)-f(u),v-u>| s |<Df(u)w,w>| + [<B{w,w},w>| = |<Df(ulw,w>| =
s C(p)l"lx/zl"‘

y por tanto comprobamos (2.9); la Dif. Unif. se sigue del Teorema
2.2.

B) El mismo argumento es posible para las ecuaciones estudiadas
en [S5}, Cap.IlII, Seccién 3, incluyendo las ecuaciones de un fluido
dirigido por su frontera, ecuaciones de la Magnetohidrodinamica, y

las ecuaclones de la Termohidriulica (conveccién de Bénard).

C) Ecuacién de Navier-Stokes Tri-dimensional (Ejemplo D, Seccién
1.1) (nolinealidad cuadratica).
Como antes a = 1/2, B = -1/4, G = (0,1/4]; ahora segin [5]

172

pg. 378, se verifica para todos u,w,8 en X y cierto € en [0,1)

€

1-€
[<Blu,w),e>| = Clu| _Iw| _[e[""|e] .

y <B(u,w),w> =0

También podemos probar, ademés, diferenciabilidad uniforme con

7 = 0 (asi de nuevo « = ¥ + 1/2), como antes

2

[<f(v)-fiu)-Df (W) (v-u),2>| = |<Blw,w),2>| s C|w|] _|z| .
por (2.25) deducimos (2.12). Ademas
|<Df (u)z,2>| = |<B(u,2),2> + <B(z,u),2>| = |<B(z,u),2>| =

s Clo)|z|] 5 ]2|*

y asi verificamos (2.13) gracias a la desigualdad de Young. Por
ultimo

J<f(v)-f(u),v-u>| s |<Df(u)w,w>] + |<Blw,w),w>| = |<Df(u)w,w>| =

1eg €
= C(p)’u]1/2|w|

y por tanto comprobamos (2.9).
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D) Ecuacién de Kuramoto-Velarde (Ejemplo G) Seccién 1.1 y
Capitulo II) (no linealidad cuadratica).

Tenemos « = 1/4, B = -1/4, G = (-1/4,1/4]).
En particular utilizaremos en el Capitulo II la Dif. Unif. con
7 =0,1/4.

Una vez contestadas las cuestiones anteriores veamos en qué
dmbito se aplican estos resultados, para esto necesitamos algunas
definiciones y resultados; referimos a [5,15) para las

demostraciones y para una exposicién mas extensa:

Definicién 2.2

Sea (M,d) un espacio métrico y K ¢ M un compacto; sean
€,d > 0, definimos
i) By g c(K] = inf { Z r? } donde el infimo se toma sobre todos

1
los recubrimientos finitos de K por polas de radios r’s £; como

esta cantidad es no creciente en €, definimos la Medida de
Hausdorff d-dimensional de K

(K) = Lim (K) = Sup (X) (2.26)
"H,d ooy MHde oop FH.de
Se llama dimensién de Hausdorff de K a

dH(K) =Sup { d >0, “H,d(x) =w}=1Inf {d>0, “H,d(K] =0}

(2.27)
i11) La Medida Fractal d-dimensional de K

d
(K) = LimSup ¢ .n_(¢) (2.28)
HF,q ep i

siendo nx(e) el minimo numero de bolas de radio € necesarias para

cubrir K. La dimensién Fractal de K es

dF(K) =Sup { d >0, H d(K) =w } =1Inf {d>0, Hp d(K) =0}
(2.29)
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Asi claramente Hy d(K) s pp d(K) y por tanto dH(K) E dF(K)'

pudiendo ser esta ultima desigualdad estricta en algin caso, [15].

Definicién 2.3

Sea H un espacio de Hilbert y L € £(H), para cada me N

definimos

am(L) = sup inf ]Lh!H

FcH heF
dimF=m {h|=1
wm(L) = al(L)‘.,an(L) (2.30)

si s = em+(1-8)(m+1), 6 € (0,1)
3] 1-8
ws(L) = wm(L)wm’l(L) (2.31)
Asi, claramente, « (L) es decreciente en m y « (L) = Lt
ademas si L es compacto los am(L) son los autovalores de

(L oLy

Consideremos K ¢ H compacto, y S:K — H continuo tal que
S(K) = K y supongamos que S es Uniformemente Diferenciable en K

con la topologia de H (Definicién 2.1): para cada u € K existe

L(u) € 2(H) tal que ¢(c)= sup Sv-Su—bEz)[v-u) tiende a cero
u, vek

0<ju-v|=e

cuando € — 0y sup fL(ul] =M<
uek 2(H)
Es facil comprobar que para todo p € N, sP es también Unif

Dif. en K con la topologia de H con “"diferencial”
L) = L(sP™ (u))e. .. . L(S(u))eL(u)

y que sup JL_(u)] = MP.
uek P

Podemos entonces definir con d > 0

©,= Sup {w.(L(u))} y w.(p) = Sup {w (L (u))} (2.32)
4wk 9 d wek 4P

y puede demostrarse, [5,14], que el siguiente limite existe

1/p

= = 1/p_ -
nd = LimSup wd(p) = Inf wd(p) (2.33)
P

p—x%
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lo que nos permite definir los numeros A., m € N, por medio de:

A‘= ﬂl, A‘A2 = Hz, Ax"'A- = U. (2.34)

Los Am son los numeros de Lyapunov Uniformes en K y los
exponentes de Lyapunov Uniformes en K son Bo= log(Am).

Las definiciones sén analogas si tenemos un semigrupo S(-:)
para el cual K es Invariante en el sentido de que S(t) esta
definido en K para todo t 2 0 y S(t)K = K; en este caso sé6lo hay
que cambiar formalmente p € N por t > O en la discusién anterior,
{s51.

Los resultados culminantes de este desarrollo teérico son,
[s, 14, 15).

Teorema 2.3

i) En las hipdtesis anteriores si parad z 1

w.,= Sup {w (L(u))} =k <1 (2.35)
d d
uek

Entonces dH(K) s d.

i1) En las hipdtesis anteriores si en vez de (2.35), tenemos con

d = m+s la condicién mas fuerte

__ (a=p/nen)
© 0 <1 para todo j = 1...m (2.36)
Entonces dF(K) = d. o

Estos resultados tienen una sencilla lectura en términos de
los exponentes de Lyapunov uniformes; sin embargo sélo
detallaremos una versién de estos resultados que es aplicable en

la practica.
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Teorema 2.4 (5]

Sean B cH siendo B,H espaclos de Banach y Hilbert
respectivamente tal que la inclusién es continua, sea F:B —— H
diferenciable. Sea K ¢ H compacto tal que el problema de Cauchy:

u, + F(u) = 0
(PC)
u(0) = u.€ K
define un semigrupo continuo en K con S(t)K = K para todo t z O.
Supongamos que éste semigrupo es Unif. Dif. sobre K con la
topologfa de H, siendo su “diferencial” L(t.uo). la solucién a

tiempo t de la ecuacién linealizada:

Ut + DF(u)U = 0
(PCL)

U) =€ e H
con u(t) = S(t]ud

Entonces

i) Para todo u, en Kyt>0

t
wm(L(t,uo)) = exp[ -1 Inf tr( DF(u(s))oP )ds]

oP
y asfi
w (t) = sup w (L(t,u)) s
m uek ® ()
0 t
E exp{ -Inf Inf tr( DF(u(s))oP )ds] (2.37)

u €K 0P
o

donde me N, P es un proyector ortogonal en H con rango
m-dimensional en B, tr(+) es el operador traza y u(+) es la

solucién de (PC) con dato inicial u, en K. Consecuentemente con

t
q (t) = Inf % Inf tr( DF(u(s))oP )ds (2.38)
uoe K oP
q_ = LimInf q_(t) (2.39)
n t— o B
tenemos

s q (2.40)

M= A‘...A. s exp(qm) y Bt w S q
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ii)
Si me N verifica que c—;m< 0 entonces K tiene dimensién de

Hausdorff y Fractal finitas (como subconjunto de H), con

dH(K) =nm (2.41)

(Ej).
dF(K) s m.max ( 1+ ] (2.42)

15J<m |Em|

En el Capftulo II, Seccién I1.4, usaremos estas notaclones y

resultados para estimar las dimensiones de conjuntos invariantes

para la ecuacién de Kuramoto-Velarde.
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CAPITULO II.

PROBLEMA DE VALOR INICIAL PARA LA ECUACION DE

KURAMOTO-VELARDE GENERALIZADA.

En este capitulo presentamos un detallado andlisis de 1la

ecuacién de Kuramoto-Velarde [1,2,3,26]

L
&, vp'a s D% s Bu s gD+ S 0% = T J (Du)? (K-V)
[+

indicando analogias y diferencias con resultados conocidos para
K-S y C-H.
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2.1 Planteamiento Funcional. Existencia, Unicidad, Regularidad de

Soluclones.

En lo que sigue consideraremos la sigulente generalizacién de
la ecuacién K-V

g—‘: + vD% + Bu + y(DW? - 5 D2(f(u)) = ll_ J’L(Du)2 (1.1)
(]

en (0,L)x(0,T)
u(x,0) = uo(x) con x € Q =(0,L)
D*ulx+L,t) = Du(x,t) ¥V t e (0,T) VxeR, k € {0,1,2,3}

Iuix.t)dx =0 Vte{0T)
Q

siendo v >0 B,7,.820, p* = a—k , R el conjunto de los numeros
ax
¢ K
reales, y 3f (s) =Zéaks; asi para la ecuacién original K-V
k=1
3f(s) = ~s - gsz; en general cuando eliminemos el término en &

conservaremos el término lineal de f (i.e. con k =2 2 6ak(6) — 0y
6a1(6) — -1 con & — 0).

Esta ecuacién puede ser estudiada en el marco funcional
desarrollado en el Capitulo I: tomemos como espacio ambiente,
[7,22,30,27]

H={ue LTM(R),. u{x+L) = u(x) a.e. x € R, I u(x)dx = 0 } (1.2)
Q

que es un espaclo de Hilbert para el producto escalar

o sencillamente

<u,v> = J u(x).v{x) dx (y norma denotada
Q
, por el contexto estara claro si

.|H

| representa la norma de H

o el valor absoluto de un numero real); el operador A = vD* es un

operador lineal no acotado en H: A : D(A) ¢ H — H con dominio

D(A) = { u e B* (R). ulx+L) = u(x), J.u(x]dx =0} (1.3)
loc Q

4

1.e.” D(A) = H

(R) n H.
oc

Observaciones
i) Por las condiciones de contorno peridédicas el intervalo [0,L]

puede identificarse con el toro unidimensional Sl; en este caso
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2,1 _ _ 41 -
Ha(ueL(S).Jlslu-O). D(A)_‘UEH(S)'stu 0}

11) Otras condicliones de contorno, corrientes en la literatura,
[4), pueden ser tratadas de forma analoga, a saber condiciones de
No-Flujo en la frontera (Neumann):

du 83\1

> -3 0 en x =0,L

ax

Las pruebas de los resultados requieren pequefias
modificaciones con estas condiciones de contorno.

Las principales propiedades del operador lineal se resumen en

Pro ic 1.1

1) Existe Ao tal que para todo A > Ao' (ALl + A) es Maximal
Monétono y autoadjunto en H y ademis (Al + A e 2(H) es
compacto (A tiene resolvente coﬁpacta)‘

En particular , ~A genera un Semigrupo Analitico (e_M)tzo de
operadores en H, [7,22,30,27].

ii) Para todo A>0 tal que A1 = A + Al  verifique
Re a'(A‘) >0, podemos definir, {7.31,27], las potencias
fraccionarias de A;' A?. con dominios X* = D(A‘:). « € R,

(independientes de A) que son espacios de Hillbert, con X'= D(A),
x°= H , X"=D(A") neN, y e XB con inclusién continua, densa y
compacta si a z B; X™® es el dual de X* y A1 es un isomorfismo
1+ Q

Yy X, a € R.

En particular,

entre X

H=2x {uel® (R). ulx+l) = ulx), Ju(x)dx =0}
loc Q

174 1
=

]

X B R nH X% (R) AN
oc oc

1

374 3

1

4
1

%=1 R AH DA)=X=H R AH
oc oc

Ademds denotando Vk= X“* conk € N (Vo= H, V‘= V), entonces

Vk= HTOC(R) nH , siendo la norma del grafo de A

equivalente a la norma de 1 Q). (1.4)
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{11) E1 espectro de A es: c(A) = { An )n €N T © con

A sv(lz-:l

n)* YvneN (1.5)
n

y autoespaclio generado por { sen( E—" nx ), cos{ E_u nx ) }.

Demostracién

1) Tomando W = HTOC(R) nH con la norma inducida por Hz(ﬂ).
1

f.e.|u| = U |D%u| %+ lu]2]2 y la forma bilineal simétrica sobre

W, a(-,°) definida por: a(u,v) = vJ p%u.D%v + AJ' u.v , entonces
Q Q

es inmediato que a(-,+) es continua y W-eliptica para A > A°= v,
por el teorema de Lax-Milgram, [25), concluimos que (Al + A) es un
isomorflsmo entre W y su dual U.. Con la clasica identificacién
WcHs= H’ < w', con inclusiones compactas y densas y por los
resultados de regularidad para este problema eliptico, [18,32,33],
podemos considerar (Al + A)-1 como un operador compacto en H. El
resto es obvio, [7,22,27].

i1) Los resultados sobre los espacios X se siguen de [7,22,27].
12 132); la descripcién de x4 y

se deduce por argumentos clasicos de interpolacién (por

En i) hemos probado que W = X
3/4
X

e jemplo usando series de Fourier), [19,27]; por tanto el resultado
estid probado para k =4n+ j conn=0y J=0,1,2,3. Supuesto
el resultado para todo k < 4n, sea k tal que k=4n+ jJ y

j =0,1,2,3, entonces Xx“%= x™¥!= { v.Ave X'M’J“} ya que

% and X% por hipotesis

A

1

XN I R) A H oy asi XM= HYUR) A H
loc loc

es un isomorfismo entre X

1i1) La demostracion es inmediata. o

Observaciones
i) Los espacios X pueden ser definidos y caracterizados usando
A =D - Balbz + BI ya que proporcionan el mismo marco

funcional, Teorema 1.4, Seccién I.1.

11) St uevk, k 2z 1, entonces u y todas sus primeras k-1
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derivadas tienen media cero en Q ya que D"u{x+L) = D"u(x) con
x € R y m=20,1,..,k y entonces la desigualdad de
Poincaré-Wirtinger, [8,25]}, implica que en Vk la norma Hk(n) es

equivalente a ]Dku| . = ID‘“‘H . A partir de ahora usaremos
L)

siempre esta norma, que serd denotada por l'lx'

i{ii) Para cada k =z 1, Kk(n) es un Algebra de Banach para la

multiplicacién de funciones, [8], y as{ existe una constante Ck> 0
tal que

luvixys € - Ul Vg Y wv e K@ (1.6)

La mejor constante Ck , cuando (1.6) se restringe a Vk depende de

L en la forma siguiente C (L) = ck(l)[_“‘“{

El término no 1lineal de (1.1) se puede escribir como

»
F(u) = Z bJ(u) + L(u), siendo L el operador lineal
172

L= -zsalx)2 + 81

y
- 2 _ 2.2, _ 1 2
b,(w) = y(Dw? - sap?(u?) - I IQ(Du)
b, (u) = -6ajDz(uj) . J=3,....m
que son pollnomios homogeneos de orden j, i.e. bJ(u) = BJ(u....u).

donde B’(-) es un operador j-lineal simétrico:

B_(u,v) = 7(Du.Dv) - 3a_D%(u.v) -ZI (Du) (Dv)
2 2 L Q

2
Bj(vl,...v’) BaJD (vl...vJ) (1.7)

Con las notaciones anteriores tenemos los siguientes

resultados

89



Proposicién 1.2

Para cada §j = 2,...,m
1) Para todo k € N, k =z 2 B: H(@)x..x H(Q) — B 2(0) esta
bien definido y es un operador j-lineal, simétrico y continuo.
"Graclas a las condiciones de contorno B’ induce un operador (que
seguimos llamando B,)' kz2

B,: le..x vk -V que es j-lineal, simétrico y continuo.

k-2
Las normas de estos operadores, |B’|k, verifican

Ilezs 7.CC¢ s|az|cz, |leks 7.C .t ala2|ck. k=3
I8lsslaic’™ y=3.a (1.8)

siendo C0 la constante de Poincaré para funclones con media nula.
As{ b,(" = B,(""")’ Vk - Vk_z,
en conjuntos acotados. (1.9)

es lipschitz y acotado

11) B’ puede ser contemplado como un operador J-lineal

simétrico y continuo
B,: H@x..x (@) — wan’

y entonces, BJ: le. .X V1 — V_1 con normas

IBl,= 7.C+ 8la,lc, . IBj|= 5|°J|C,N~ Jz3 (1.10)

donde C_1 es la norma de la inclusién H' ¢ L asi (1.8), (1.9) se

verifican incluso para k = 1.

i11) Si m =2 y y = 0, entonces Bzz L3@)x L3(Q) — (@) es

bilineal, simétrico y continuo y entonces
: s 3 .
B: V xV —» V_ connorma [B]sC_3|a] (1.11)
con C_1 como arriba. As{ bzz Vo - V_a, es continuo y

[b,(u)=b,(v){_s [B,] . [usv]. Ju-v] Vuvev (1.12)



iv} Con k = 0,1,2... , L es un operador lineal acotado actuando

2
entre V_ y V. con norma |L|ks 6|a1|¢BL .

2

En particular en cada caso, F es Lipschitz y acotada en
acotados (i.e. F transforma acotados de su dominio en acotados de

su rango).
Demostracién
1) Con j=2 yk=2
1 2
[B,(w.v)| = 7|Du.Dv - EIQDu.Dv[ + 3la | |D*(u.v)|

por la desigualdad de Poincaré el primér término esta acotado por
1Co|Du.Dv|Hls 7C°Cl|u|H2|v|H2 siendo C  la constante de Poincaré;

el segundo término se acota por 6|a2[|u.v[ s 8la_|C ju| _|v]
R
Para k = 3, entonces
0“%B,(u,v)| s 7|0 %(Du.Dv)| + 8|a | |D"(u.v)]| =
2 2
= 7|Du.Dv|Hk_2+ 6|az|[u.v[Hks
s 7.Ck_2]u|Hk_l|v]Hk_l¢ csla | ]u[Hk. IVIHJ‘ (1.13)
Por otro ladoconk 22y j 23
k- k
|0 ZBJ(VI...,vj)l s 8la | 0" (v,..v))| =
)1
s 6|aj|(Ck) Iv"}{"” {vj| (1.14)

K

Por tanto se sigue el resultado de continuidad. Por la Proposicién
1.1 y la observacién anterior, la norma de Vk es |Dl‘(-)|, keN y
el resto es obvio por (1.13), (1.14) y el hecho de que
J.ﬂbj(u(x))dx =0con j=2,..,ms1ue Vk, k z 2.

i1) Bj: B (@)x B'(2) — (H'(@)° actia de ia forma siguiente:

<Bz(u.v),w> = 7J Du.Dv.w + aazJ D{u.v).Dw - % Du.Dv |. w
Q Q Q Q
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<Bj(v‘,..,v,),w> = 6aJLD(vl..v)).Dw con Jz3
(1.15)

para todos' u,v,w € H (2); entonces

[<B,(u,v),w>| = 1|Du.Dv|L1|w|Lw+ ¢S|a2||D(u.v)|L2|Du|L2+

7
+ =|Du| _IDv| |w| =
Y S T Tl K

s [1C |Du] ]Dv} + B]a ”u.v] ]]w| + 7—]\;] |v[ lu|
-1 L2 L2 2 B B ovL ' L?
y concluimos que

|8, (u,v)| s [1.C + 8la_|C + L]]u| |v}
2 . -1 2t Y

w' @)
Por otro lado

]<Bj(vl,..,v)),w>| s a)aJ]]D(vx..v )|

o) , = 8la ] lv, v | v
J LZ J 1 JHI

L2 '

|BJ(V1,..,V)| s&]aj“v’..v

. |
T wae)n 'yt

el resto es obvio.

11)St m=2 y7=0 By L2@)x L3(Q) — (H'(2))" actua de la
forma sigulente: para todos u,v € (o)) y W e # ()

<B_(u,v),w> = -6aI u.v.D%w (1.16)
2 2 .
Q
por tanto
2
|<B (u,v),w>| s 3|a_||u.v] |DW| s C &fa_||u] _.|v| _|w|
2 2 L e v el 2

y entonces |B(u.v)|( = C_16|az||u|L2.|v|L2,e1 resto es

2))

obvio.

iv) Denotando |‘|,l la norma de V_y con k = 2
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K k-2 2
ILCu) |, s 8]a |[D'u] + B|D "u| s (8]a [+AL7) |u],

y también I L{u(x))dx = 0 con u € Vk. k z 2.
Q

Para k = 1, L:Hl(ﬂ) —_— (H:(Q))‘ actda de la forma siguiente
<L(u),v> = 631J Du.Dv + BI u.v
Q Q
mientras que para k = 0 L:LZ(Q) —_— (HZ(Q)). viene dado por

<L(u),v> = -6a1I u.D%v + 5[ u.v
Q Q

restringiendo a los espacios V concluimos. o

Observaciones
1) En el punto 1), Co se puede tomar lgual a L mientras que C_1
puede tomarse C_’= vL en 1i) y iii).

En el punto i1), al restringir B2 a V1 y por las condicién de

media nula, para todos u,v,w € Vﬁ

<B_(u,v),w> = 7| Du.Dv.w - 3 D(u.v).Dw
2 Q 2ja

esto hace desaparecer el segundo término en y de la estimacién de

la norma de Bg

ii) En el punto 1) de la Proposicién 1.2, excepto para k = 2, es
de observar que si & =0 (i.e. para la ecuacién de Kuramoto
Sivashinsky) entonces de (1.13), (1.14) se sigue que
B: H*(Q)x H'(Q) — H () es continua y consecuentemente
B: ka Vk - Vl-

. con las mismas cotas sobre sus normas que

arriba.

Ahora K-V puede ser escrita como una ecuacién abstracta de

u, + Au + Flu) = 0
(K-V) (1.17)

u(0) = u,

evolucién

para la cual definimos, [7,34,27)
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Definicién 1.1 (Definlicién de soluciédn)

Con k€N fijo y F: Vk—-) Vk‘z,
sentido k" de (1.17) en (0,T) si y sélo si u e C([O.T),Vk) y
verifica: F(u) e C([O,T).Vk_z). u es diferenciable en (0,T) con

, u(t) e Vk.

u es una "Solucién en

valores en Vk

en (0,T).

y la ecuacién diferencial se verifica

2 2

(S y =0 y 38(f) = 2 entonces podemos tomar también k =0 y
F: V°—~) V_3)

En este momento podemos ya aplicar resultados generales,
[7,27], para obtener

Teorema 1.1 (existencia local en el tiempo)

i) Para todo k21 y uoe Vk, K-V tiene una unica solucidn
u(+), definida en un intervalo maximal IO,Tk), 'l'k = Tk(uo) >0 en

el cual
€
u € C([O,Tk].Vk) n C(O.Tk,Vk‘z) » € C(O,Tk,X )

para todo £ < k/74 + 1/2.
En particular si y =0 y m = 2 se tiene el mismo resultado

con uoe Vo y
€
u e C([O,TOJ.VO) n C(O.‘l‘o,vj) » W€ C[O,TD,X )

para todo £ < 1/4.

11) Como F es acotada saobre acotados, se tiene la siguiente
alternativa para ue Vk, k=z1:
a) T=+®
k

b) Lim Sup Jult}| =+ =

t—-T
Kk

S1 =0y m= 2 podemos poner k = O en i) y 1i).

1i1) Como A tiene resolvente compacta y F es acotada sobre
acotados, si { u(t) , t 2 0 }) es una 6rbita acotada (y por tanto

definida en [(0,®)) en Vk, entonces { u(t) , tz0)} es

94



relativamente compacta en Vk.
(mds aan { u(t) , t =z to } estd acotada en el para todo
c<k/4¢1/2yt°>0 ).

Si y =0y m= 2 podemos tomar también k = 0 (and € < 1/4).

Demostracién

Tan sélo hay que aplicar de la Seccién I.1 los Teoremas 1.1 y
1.3 para 1}, 1.2 para i1) y la consecuencia del Teorema 1.2 para
111) (que corresponden en [7] a los teoremas 3.3.3 y 3.5.2 para
1), 3.3.4 para i1) y 3.3.6 para iii)). a

Este resultado nos permite definir el Semigrupo local
definido por K-V:
Para u e V S{*)u:[{0,T (u)) —> V, es la Unica solucién
0k o x ©0 k
de K-V que comienza en u  se verifica que S(0) =1,

lim S{t)u = u_ (limite en V), y la propiedad de semlgrupo
t—s0 o o k
S(t)oS(s) = S{t+s) s,t 2 0 , cuando &mbos miembros tienen sentido.

Si y =0y m= 2 se puede poner también k = O.

Usando los resultados de [7,27] podemos complementar el

Teorema 1.1 con:

Proposicién 1.3 (Regularidad de solucicnes)

1) Como F:Vk-—) Vk_2 es analitica, entonces para cada k € N
RxV > (t,uo) f— u(t) = S(t)uoe v,

es analitica en su dominio; esto también es clerto para k = 0 si
¥=0ym=2, conF:Vo——)V_a.

En particular tenemos la propiedad de Unicldad Retrégrada,
i.e. S(t) es inyectivo, sobre su dominio, [18,20,21].

1i) Para cada k e N y u € Vk tenemos que
€ €
u € C([O,Tk).vk) n C(O,Tk,X ). u € C(O,Tk,x )

para todo € € R, (también k =0 si 7 =0y m = 2).
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1ii) Con uoe Vk fijo, denotemos, como arriba, Tk el tiempo maximal
de existencia de la solucién. Con j verificando k =z j 2 1, como

u€ Vk: V’, entonces Tk= TJ.

Demostracién

1) Esto es consecuencia de [7), Corolario 3.4.6 (adecuadamente
adaptado con las técnicas del Capitulo I, [27]). Ver el Teorema
2.1 de la Seccidén I.2.

3
- - - . k=

i1) LlLamemos ak-k/4. Bk—(k 2)/4, k € N; si u € X“ Vk, por la

Proposicién 1.2 y el Tecrema 1.1, ue C(O.TO,X h) y entonces

ut.F(u) € C(O,TO,X k), leyendo ahora la ecuacioén como

Au = -F(u) - uy (en este momento podemos suponer que A es

positivo: sl no reemplazamos A y F por A+ Al y F -2l

respectivamente con A >> 0) y teniendo en cuenta que A es un
x+1 s 3 Bkd
isomorfismo entre X y X, concluimos que u € C(O,TO,X }; con

t >0 fijo repetimos el argumento anterior usando como dato

B+ «a
inicial wu(t) € v,.,= X ke x iz V., Y el semigrupo local en
v o, sucesivamente aplicando el Teorema 1.1 obtenemos el

ket
resultado, ver {27). Si y =0 y m = 2 entonces inicializamos el

argumento con a= 0y 5°= -3/4. Ver la Proposicién 1.5 de la
Seccién I.1.

ii1) Claramente si k 2 j 2 1 y u es una solucién en el sentido k

también lo es en sentido j, y asi como ch V’ entonces Tns T_)'

Supongamos que Tk< Tj' entonces por los resultados de

regularidad probados en ii), como  u € V'1 tenemos  que

u e C((O.T}).Vk) y Lim Sup |u(t)|k= +® y esto es una
t—T

k
contradiccidn. o

Observacién

Como consecuencia si una solucién explota en tiempo finito

entonces todag las normas x* explotan simultaneamente.

Ahora con un resultado clasico de inmersién
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Corolario 1.1

Sea u(t,x) una solucién de K-V en [0,T) con dato 1inicial
u € Vl. entonces u(t,x) es una solucién clasica, 1.e. u(t,x)
verifica las condiciones de contorno, u € C((0,T)x R ), y mas
aun, u y todas sus derivadas con respecto a x son analiticas en el
tiempo.

Lo mismo es clerto con u € Vo siy=0ym=2,

Demostracién

Como es bien sabido, (8], H(Q) ¢ C*(Q) con k = 1, asf por
los resultados anteriores (sx representa la Delta de Dirac en el
punto x € @1 y 6:: su derivada k-esima) si ue V

6k

S X 3
t s ult,) e @ —— -1*Zutt,x)
ax

1

es analitica por ser composicidén de funciones analiticas, pero por
los resultados de regularidad u(e) e Vk para cada € > 0 y k € N si
u € V, y as{ u y sus derivadas son analfticas en t; ademas
ut) eV s (@) para todo n € Ny asf u(t,*) € C°(R).
Por oltra parte se prueba facilmente que x }—» 6xe V_k es de
clase Cx- con k21 y entonces si uoé Vk, tenemos que
-1
(t.x) b—> (u(t),ax) € ka v_k f——— u(t,x) es de clase c* ;
de nuevo por la regularidad u(e) € Vk para cada € > 0y k € N si
u€ V, y asf u € Cw((O.T) x R). aQ

Observaciones
i) Con el cambio obvio en la definicién de los espacios X y en
las estimaciones de la norma de B, se puede excluir la "condicién

de contorno” Iu(x)dx = 0. En este caso como Ib](u(x))dx = 0 con
Q

Q
J=2,..,m, integrando la ecuacién y poniendo ¢(t) = J. u(t, x)dx,
Q
obtenemos: :—t¢(t) + Bp(t) =0, ¢(0) = ¢°= I uo(x)dx , por lo cual
Q
-8t

¢(t) = Ooe , por tanto si Juotx)dx = 0 entonces Iu(t,x)dx =0
Q

Q
para todo t z 0; ademds si B = O entonces el promedio se conserva

para t z O, mientras que si B no es cero el promedio crece o
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decrece exponencialmente.

11) si u, es una funcién par entonces u(t,+) también es par, para

todo t =z 0, puesto que la ecuacién permanece invariante ante el
camblo x por -x ya que el orden de derivaciones es par.
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2.2 Condiciones de Explosién. Estimaciones del Tiempo de
Existencia.

Debido al Teorema 1.1, toda solucién o bien existe
globalmente o bien explota en tiempo finito para la norma en V as{
que intentamos debilitar esta condicién.

Como vamos a obtener diversas inecuaciones diferenciales para
diferentes normas de una solucién, necesitamos la siguiente

versién del lema de Gronwall para tratar el caso T = @ , [18]):

Lema 2.1 Lema de Gronwall Uniforme

Sean a,b,y tres funciones positivas y localmente integrables
sobre (to,n) tales que y’ es localmente integrable en (to.o). y

que satisfacen

y’Say+b con tzt (2.1)
t+r t+r ter
y It a(s) = cl, L b(s) = cz. Jt y(s) = c3 vtz t,

para ciertas constantes positivas r.Cl,Cz,Ca. Entonces

C
3 >
y(t+r) s ( i Cz]eXP(C1] vt (2.2)

Podemos introducir los espacios L:(to,m,x) formados por las
funciones localmente integrables y: (to,w)—> X tales que

t+r
supJ‘ Iy(s)[pds < @ , donde el supremo se toma sobre t =t , X
t X

es un espacio de Banach y 1 s p < », y reformular entonces el Lema
2.1 de la sigulente forma: si para algin r > 0, y(+), a(+),
b(+) e L:_(to,w,k). positivas con y’ localmente integrable en
(to.w). y si (2.1) se verifica, entonces y € L'(to,o).

Las sigulentes estimaciones son consecuencia inmedlata de las

inclusiones de Sobolev y se usardn mas abajo en la forma
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explicitada en el Lema 2.2:

Lema 2.2

Seanr,s z 1
i) Para todo u € V2

;I lujT|Du|®] = Cju)®|D%|® (2.3)
Q

con a = %(3r¢s+2) b= %(r*Ss-Z). Si s s 2 podemos tomar también
a= %(3r025) b= %(r#ZsL

11) Para todo u € V3

I 1ul10ul®] s cluj®o’)® (2.4)
Q

con a = %(5r+3s02) b= %(r¢3s-2). S1 s s 2 podemos tomar también
a= é(5r04s) b= é(r+2sL

iii) Para todo u e V3

|J’ [u|T1ou|®| = clbu|?|D%|® (2.5)
Q

con a = %(4r’35¢2), b= %(s-z) si s>2 y a=r+s, b=0 si

s s 2.
iv) Para todo u e Vl, sz1

|I [ul7|Du|®| = clu|"rS_ - glu(0)) (2.6)
Q . L

para clierta funcién g continua y positiva.

v) Para todo u € V3

u|F|0%u|®| s clu|?®|D%|® 2.7
Q

con a = %(Sr+s¢2) b= é(r+55-2). Si s s 2 podemos tomar también
as= %(Sr*Zs) b= é(r*4sL
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vi) Para todo u € Va

I 1u1710%®| = clou]? (D% (2.8)
Q

con a = %(4r¢s*2) b = %(35-2). Si s s 2 podemos tomar también
a= r#%s b= Es.

Demostracjén

i) Para todo u € V por la desigualdad de HSlder con p,q > 1

2'

1 1 r s r s
=+ = 1 tales que rp z 2, entonces I u| |[Du s |u Du
1.1, que rp oo 1f Jul"Iul) = pul” ol
y por las inclusiones de Sobolev, B¢ P si 25 <1 y
2 _1,, 2
2sps 135 ° por tanto tomando n = 5(1 —FE) y
m = %(1 - % + —ésl tenemos que Hc L™P y . 1o qu,

consecuentemente interpolando las normas de Hn y de Hm entre Ho y

i y entre H° y Hl. respectivamente, obtenemos cona =n/2y g8 =nm
r s a .2 b
| 1u"10ul®) = clol*otl
donde a=r(1-a) + ;(I-B) = %(3r¢s¢2) =r +s -b y
b = %(r*Ss-Z).
Si s s 2 entonces ]I NN C}u]rw]Dulsz, ahora usando la
Q

374

IDZUI 174

desigualdad de Agmon, ]u]Lm s Clu| , e interpolando como

antes concluimos.

i1) Procedemos como antes, con u € V3, aplicando la desigualdad de
Hélder y las inclusiones de Sobolev e interpolando derivadas para
obtener cotas dependiendo sélo de u y Dau. El caso s s 2 es

analogo al anterior, usando ]u[Lw s C|u|5/6[03u|1/§

111) Para todo u € V_, |J' lu"Du|®] s clu]™ |Du|S_ s c|Du|"|Du|®
3 g I LS

si s > 2 usamos las inclusiones de Sobolev e interpolacién entre

H® y H% si s = 2 entonces |Du]ss s [Du|® y conclutmos.
L

iv) Para todo u € Vi, s 21, observemos que u tiene traza
constante en dQ = {0,L) por ser periédica, entonces

II |u|r|Du|s| - ||u|(r/s)-lu'0u|ss - C]D(|u|(r/5)¢1)|s -
0 L L®
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(r/s)+t (r/s)ol)ls

= C|D(}u] ~ Juto)] .
L

|u|(r/s)+l _ |u(o)|(r/s)01

pero ahora pertenece a u%.s(n) y por

tanto la desigualdad de Poincaré nos da

r s (r/s)+1 (r/s)+1,s

I Jui"Ioul®f = cfful - Juto)] 1%

Q L
y se sigue la conclusién.

v) y vi) se obtienen siguiendo las lineas de {1) y iii). o

Teorema 2.1

Supongamos que d(f) =m < S, § #0. Sea T S +o y sea u una
solucién de K-V definida en [0,T) con u(0) € V = Vr

Entonces u € L™ (0,T,V) si y sélo si u e L®(0,T.H). En este
caso si T < w, entonces u e LZ(O,T.VBL

Como consecuencia, u explota en tiempo finito en norma V si y
s6lo si explota en tiempo finito para la norma H.

Mas aun si T = +®, y u € LD(O,a,H) entonces para cada r > 0,
D%, D°u e Li(O,m.Lz). u e L®r,» V) y para cada t > 0

ter
VJ 0%u* s c (fuf o .1 (2.9)
t L (H)
jult+r)] s C1(|u| © , 1) (2.10)
v L®()
t+r
o[ [DPu® s c (ol .P) (2.11)
¢ L%v)

Ademds sl hay un conjunto acotado y absorbente en H, entonces
hay uno en V.

En particular si a = —3: + 2B, y ue Lw(o,w,ﬂ). sea ¢ la

L
funcién no creciente ¢(t) = sup [u(s)lH tzo0. Entonces
szt
uel®0,®V) y si 0sLim ¢(t) = inf ¢(t) = LimSup|u(t)] s K,
H

t—w tz0 t—5 o
entonces para clerta funcién no decreciente P (ver abajo) con

P(0) = 0, tenemos
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2
Linsup|u(t)|2s 2K (2.12)

s
to o v
as{ s! una solucién converge a O en H también lo hace en V.

Si & = 0 entonces para todo uoe V tenemos una solucién de K-V
globalmente definida. Restringliendo el flujo a funciones pares, el
sistema dinimico es disipativo como se ha probadeo en [10,12,18],
ver Seccién II.4 abajo.

Demostracién

Como V estd incluido en H con continuldad, la condicién es
necesaria. Por brevedad en lo sigulente denotaremos
L?(2) = LP(0,T,2) con 1 s p s m , Z un espacio de Banach y I-‘P.Z
Su norma.

Para probar que la condicién es suficliente, supongamos que
u € L°(0,T,H). Multiplicando K-V, (1.1), por u e integrando por
partes en Q obtenemos:
d.
axlv

glol®

% + v|D%u]? + gJu|® + J {zu + 3£’ () (Dw)? = 0 (2.13)
Q

pero |ys + 8f'(s)| = C(1*|s|m°1). C = C{7,8) entonces por (2.3),
Lema 2.2

[J’ (ru + 36 (W) (DW)?| = C[]Du|2¢ aolullhot)/nlozu|(-03)/4]
Q
si m < S por la desigualdad de Young, para cada € > 0

(3m+1)/(5-m)
Caolul (3"”/'|Dzu| (me3)/4 z]

s c|D2u}2 + Cl(c,é,'r)[]u|

y C|Du|25 ;lDzulzo Cz(e.s,r)lulz , € >0; tomando € =

LR

(3m+1)/(5-a)
g—t-|u]2 + v[D%u|%s 2(8-C, v, 8,7)) |u|® = cl(v,a.n[juﬁ)

(2.14)

sean a = Z(B-Cz(v,a.r)) b= Cl(v.5.1). integrando (2.14), si

172
)

T<w® entonces u € LZ(O.T,X ; si T = o entonces para cada

r>0, tzo0
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ter
vI [0%|? = [bl‘_‘l.zn'(;!{-d)/(s--)+ (3),|“|:,H]r + |“|:.H (2.15)
t

y deducimos (2.9).
Ahora, multiplicando K-V por —Dzu e integrando por partes en

Q, y por las condiciones de contorno, obtenemos:
3 Seloul® o aioul® 5[ £ 0w §f P wowt] = o
2 dt a 3 Q
(2.16)

ahora |[&f°(s)| s C(1+|s|™") y |a£P(s)] s cl1+|s|™>), C = c(8),
asf (2.4), (2.7) del Lema 2.2 nos dan

Is-[' f’(u)(Dzu)z| < C(|D2u|2+ Iul(s:--n/slnsul(-on/s]
Q

I%J‘ f”(u)(Du)‘| < C[[Du|“-r Iul(s--n/s[Daultunzs]
Q L
asf s1 m < 5 por la desigualdad de Young, para cada € > O

2C

(5a-1)/6
[u] D

3u] (m+7)/6 IZ(SO-U/(S-)

s :]Dau]2+ C,(e,8)|u

de nuevo por interpolacién y la desigualdad de Young
C|D2u|2$ c]Dzuizo C‘(e:,G)Iul2 . y usando H''c L', interpolacién y

la desigualdad de Young obtenemos finalmente para cada ¢ > 0

c|pul‘ s c|pu|?|0%] %5 clu|™?|D%|* s £[D’u|?+ C (e, 8) |u™
L

y as{ tomando ¢ = % ) = (5m~1)/(5-m)

Ioul® + »[0%u|? + 28|0u|? = P([u]®) (2.17)

«

donde P(s) = 2C_(v,8)s "+ 2C_(v,8)s’ + 2C,(v,8)s ; as{ tras la
desigualdad de Poincaré para funciones de media nula: |w| s L|Dw|
tenemos que y(t) = |Du(t)[2 satisface y’ ¢+ ay s b con

v 2
a:?-fZB y b:P('ulw,H) (2.18)

Por tanto y € L“(O,T) y asf u e L“(O.T.V); precisando, como
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a > 0, entonces

2 2 -at_ b
[Du(t)|?s |pug|%e™t B

-at 2, b
(1-e ) s ID\IOI + ;

P(jul oLt

y as{ |u|:, Ve ]uolfl + (2.19)

v+ 28t

S{ T = @, gracias a (2.9), (2.15) para cadar >0, t > 0
ter ter

VI [Duj? s szj ]Dzulz s C (v, H.r)L2 y por el lema de Gronwall
t t

uniforme, Lema 2.1, aplicado a (2.18) nos da (2.10): para todo
r>0,t>0

(2.20)

2
Co(lulc' g FIL e
v

|Dulter)|s [

por tanto u € L'(O.w.V) y (2.10) se verifica.

De (2.15), (2.20) se ve claramente que la existencia de un
acotado absorbente en H implica la existencia de un acotado
absorbente en V.

En particular, de (2.17), como a = L‘ + 28 > 0, tenemos que
L

d 2 2 2

d_tIDuI + alDu|® = P(|u|®), y as{ para t > t,> o,
d F] 2 2
ElD“I + a]Dgl s P(¢(t°) ) = v:(to)

e integrando

—a(t- wt) -
IDutt)|2s [Dule )| 20 T2 g-eT2(E))
2 to)
as{ LimSup|u(t)|®s para todo t = 0 (2.21)
to = v 2 °

haciendo to-——i o, por hip6tesis Lim ¢(t) = inf ¢(t)s K y por tanto
t—o t=0
concluimos (2.12).

Si y =0y m =2 lo anterior puede ser hecho con cualquier
solucién con u(0) € X, ya que u(to) €V,

Tras integrar la desigualdad (2.17) obtenemos:
t t

{Du(t))? « vl ID%|® + 28 |Du|® s t.P(ful? )+ Dy |?
4] 0o "
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as{ si T < =, entonces p’u e LZ(O,T,H) y
v[Dul] luly * T-P(uI ) (2.22)

Si T=eparacadar >0, t >0
ter
vJ |D3u|2 s |u|: v? r.P(|u|: W (2.23)
t

y (2.11) se verifica.
Por uGltimo si & = 0, de (2.16) (recuérdese que conservamos el
téraino lineal -s en f(s) cuando & = 0)
3 Selou)® + v|p%u)® - |0%]? « BjDu)? = 0 (2.24)
y para todo € > O, |Dzu|25 c|D3u{2~ %-]Du}z, por tanto tomando

d 1
e s; ) d—tIDulz + V'D3u’2 + (23—;)|Du‘z s 0, y por la

desigualdad de Poincaré para funciones de media nula, |w| s L|Dw|,
d 2 v 1 2

y ast jutty] s ju | e con a= L‘ + 26-% (2.25)
v v L

y u permanece acotada en V en todo tiempo finito, por tanto

tenemos una solucién global.

Obsérvese que el caracter disipativo de la ecuacién
(acotacién de 4rbitas, existencia de conjuntos absorbentes,
atractores maximales etc.) cuando & = 0 debe provenir del término
no lineal ya que en (2.24) sélo los términos lineales controlan la
evolucién de la norma; esto se puede conseguir restringiendo el
flulo a funciones pares: escribiendo u=v - ¢, u, v, 9 pares, y
escribiendo la ecuacién para v y eligiendo adecuadamente ¢ se
puede probar que la estimacién analoga a (2.24), controlando
|v(t)|$ revela la existencia de una bola absorbente en V; detalles
y una informacién mas precisa se encuentra en [10,12,18], ver
Seccién I11.4, abajo. o

Observ:
Muy recientemente en [39] se ha probado la disipatividad de
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K-S para funciones arbitrarias y 8 € R por el método anterlor de
traslacion en el espacio de fases (tomando ¢ € C:(Q)). siendo
vélido estos resultados para cualquier conjunto de condiciones de
contorno que incluyan a Du = 0 en 30 = {O,L} x (0,T).

Jeorema 2.2

Supongamos que & = 0, 9(f) = m es impar y que a.> Oy sea u
una solucién de K-V,

1) S1 u ests definida en (0,T), T < =, entonces u € L°(0,T,H)
(aunque quizds no en L®(0,T.V), el problema estd en T por
supuesto).

11) S1 T=o y existe un X, € [0,L) tal gque u(x°,°) € L'(O,n).

Bl

r (0,w,L™") para cada

entonces u € L'(O,w,H) n L:(O,m,vz) nL

r > 0.

Demostracién
De (2.13)

d

3 Selul® + v(o%)® + glul? + I (7u + 3£ (W) (DW? = 0
Q

y ahora s + 8f'(s) = gmamsm'l— C(7,8); en particular

3 Selul? « v[p%al? + Blu)® = c(z,8)|Dul?
y 1) se verifica tras interpolar: |[Du|®s |u]|D%u|, y 1la

desigualdad de Young.
Por otro lado de (2.6), Lema 2.2

I (ru + &£ () (DW? = € |u|™* -C_|Du|*-g(u(0)) y por tanto

Q 1 Lmd 2

1d 2 2 12 2 me1 2

5 —t[ul + v|D%u|® + B|u|” + C1|UIL;M s CZ{Du| + glv(t)) (2.26)

donde hemos puesto v(t) = u(0,t). As{ si T=wy v e L®(0,w), como
mel -{m=-1)/2 [ 221
lul g L ]

Bl e interpolando como antes obtenemos que

y(t) = |\.||2 verifica

y' (t) + ay(t)'s by(t) + glv(t)) (2.27)
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con a>0, beR, yr>1; asf{ ii) sale facilmente de (2.26) y
(2.27) ya que g(v) € L”(0,=), ver Lemas 2.3 y 2.4 abajo.

Para cada u€ H y t € R denotemos “t(X) = u(x+t), asf si
S(x,t,u) es la solucién de K-V comenzando en u, se prueba
fécilmente que Sr(x,t.u) = S(x.t.ur) (i.e. el grupo de
traslaciones espaciales en un grupo de simetrias para K-V; ver
Capitulo IV). Supongamos que u(xo.-) estad acotada en (0,w) para
algan X, en (0,L), 1llamando uo(x) =u(x,0), T=%x y w =u .,

o o
entonces

wix, t) = S(x.t,wo) = St(x,t.uo) = ut(x,t)

en particular w(0,t) = ut(O.t) = u(xo,t). ahora podemos aplicar el
resultado a w(x,t) para obtener que w(0,+) acotado implica que
w e L®(0,0,H), pero de nuevo w(x,t) = u_r(x.t) y tlenen la misma
norma en H. El resto se deduce interpolando e integrando en
(2.26). a

Observacién
En las hlpétesis del Teorema 2.2 si una solucién esta

globalmente definida pero no esta acotada en H entonces tenemos
explosién en todos los puntos en tiempo infinito: si u e L®(0, =, H)

entonces para todo X € fo,L), u(xo, +) & L°(0,m).

El siguiente Teorema ha sido probado por separado para las
ecuaciones de Kuramoto-Sivashinsky y de Cahn-Hilliard incluso en

dimensiones mayores, [12].

Teorema 2.3

Denotando Vk = X"“ con k = 1, V‘= v, sea u una solucién

de K-V definida en [0,T), T s +o, con ul(0) e V.- Entonces
uel® (O.T,Vk) si y sbélo si ue L® (0,T,V), en este caso si
T < = entonces u € LZ(O,T.V‘“Z).

S1 T = » entonces para cada r > 0, D
cada t > 0

*2y e le_(o,u,Lz) y para
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ter
VI [0**2u]? s c(Ju]_ . r.k) (2.28)
t

Mis ain, con u(0) e Vk, uel® (O.T,V') implica que
uel® (c.T,V’). para todos Jzk y £ > 0; ademids si existe un

conjunto absorbente acotado en V entonces hay uno en V..

Demostracion
Por induccién en k. Con k z 1, tomando la derivada D* en la

ecuacién (1.1), multiplicando por Du e integrando por partes:

1d,.x 2 ke2 12 k 2
3 gplPul® ¢ v|D" %)% + gID"|®
. 7.J’ p*u.D*(Du)? + a,f Du.D"?(f(u)) =0 (2.29)
Q Q
Acotamos cada término como sigue:

1) Por la regla de Leibniz

k
I Du.p*ou)? = § a I 0*u. 0" (Du). D’ (Du)
) 150 ¥

k
y ast |[ Du.p*ow?| s ¢, § |otul 0" ow| o' ou]
a o L L L

e interpolando derivadas en L

[o*(ou)| s M[D*(Dw)| 4 ¥|Du| 1
L L
y
|o'(ou)| s M|D" (D) | /¥ fDul G (2.30)
L L L
usando H'% L' e interpolacién:
|Dk“| < ]DmuIU:vIDn-xu‘z/:' |D"(Du)|L‘s |D"zu|:m|0""u|u' y

174

| Dul 3 |Du|3"[02u| , obtenemos de (2.30)
L

|7.J D"u.0"(0w)?| = C,[o%u| ,[0*(Dw)| |Du| =
Q L L L

< Ca I Dk.z\l I 13/12|Dk-1u| 11712 l Du| /4 l D2u | llls

109



s ¢[D"%u)? + cle. ) D" u)?|ou} M D%|* veso (2.31)
111) Como f es un polinomio
X o K
ID* (£ ()| s Co(]ulL.)ID | (2.32)

[35], y como 1a solucién u se supone que pertenece a
L®(0,T.V) < L”(0,T.L®) entonces la cota C en (2.32) se puede
tomar independiente de t, por tanto C=C (|u| V ; de nuevo con
ID'-‘l D p**? I:/zln lv:

|5. J' p*u. 0¥ (£ (u))| = ;aJ’ 02w 0%(f(u))| =

ke2 K021 4/3) k-1, 273
D™ "y

s &C |0 %u] [D"u| = & |D! D 2

s ejp*%)? + C(c.a,C°)|D""u|2 (2.33)

A continuacién probamos el resultado para k = 1: el término
con 7 en (2.29) se anula y tomando € = v/2 en (2.33) tenemos de
(2.29)

Seioul® + v|D%ul? + 280uj® s C(w,5,C ) |u)? (2.38)

si T < o esto implica que u e LZ(O.T,Va) mientras que si T =
2
(2.28) se verifica con C(Iu'w'v.r.l) = C(v, 3, Co)lula’ﬂ.r
Introduciendo (2.31) y (2.33) en (2.29)

ke2 2 k+2 12
u| +

1d
fT'D ul® + v|D u)?+ D" u| s 2¢|D

6711

+ Cle.) D" a2 ou] ¥ 0% ¥ e e, 8,0 ) DM Nu)? (2.35)

Ahora si k = 2

18/11 6/11

|Du|®|Du|® | D% s (D% + C)|Du|® v a0

por (2.35), ve >0

% [D u? + v|D'u|? B[D%u|%s 2¢|D'u|? + ¢|D%u3

J)-l
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. C(c.B.r.G.Co)[[Du|z+ 1nu|‘] (2.36)
tomando € = v/4

d 2 (2 4 12 |4 2 12 2 S
4 [0%ul? + v|p'uj®+ (28-0)|D%|% C(v.ﬁ.v.S.Co)[|Du[ + |y ]
(2.37)

por la desigualdad de Poincaré |D°u|® s L*|p%u|?

$I0%u)? + (L2835 [D%u| s ctv,B.w.s,co)[]Du|2+ |Du|5] (2.38)
el miembro derecho esté& acotado en (0,T) por hipétesis, asf (2.38)
y u(0) € V2 prueban que u € L"(O.T.Vz) incluso para T = @ {si
vL“#Zﬂ*Z s 0 entonces debemos usar el lema de Gronwall uniforme y
(2.28) con k =1); asimismo (2.37) prueba, si T <o, que
u € Lz(O.T.V‘) y si T=w que (2.28) se verifica con

C(|u|.’v.r.2) = rc(v_g'.‘,’a,co)[]ul:'w |u|:'V] + |u|:'v
2(2.39)
Ahora procedemos por induccién, k = 3, para probar que si
u e L’(O.T,V]) con J s k-1, entonces u € L“‘(o.r,vk): de (2.35) con
c = v/4

d k.12 ke2 2 k 2
(—‘E|Du|4v|0'u|¢2ﬂ[0u| s

s |n""u|2[ctv.s,co) + C(v,1)|nu|’°’“[nzu|°’"]

(2.40)
por la desigualdad de Poincaré ]Dkul2 s I.‘|D‘“2u|2
d k2 -4 K 2
gt/ ul™ (L +28)|Du|%s
s |D""u|2[c:(v,a,c°) + Clv,7) |Du| ¥ D% oM
(2.41)

de nuevo el miembro derecho esta acotado en (0,T), y asf (2.41) y
u(0) € Vll implican que u € L°(0,T.Vk) y (2.40) implica que
uel’ 0TV ) st T<w o (2.28) st T=w, con



clr.k) = [|u|i'._,[C(v.a.Co) e Clo Pl ]]r . Bz,
(2.42)

donde hemos puesto |u|n,k, la norma en LE(O.T.VkL

Mis adn con u(0) € Vk. uel® (O.T.Vk) y dado cualquier
€ > 0, por la Proposicién 1.3, u(e) € Vj para todo J 2k y los
resultadqs anteriores implican que u e L (:.T.V)). J =z k.

Por ultimo si hay un conjunto acotado absorbente en V la
existencia de uno en Vu se deduce féacilmente, por induccién, de
(2.38) y (2.41) ya que y(t) = IDuu(t)|2 verifica y’ + ay s b para

tzt. a
o
Una consecuencia inmediata de los Teoremas 2.1,2.2 y 2.3 es:

Corolario 2.1

1)  Supuesto que 4(f) = 3, ay> 0, 8 #0, si u es una solucién de
K-V, entonces u estda globalmente definida y si no hay explosién

puntual entonces la solucién estd acotada en Vk, para todo k.

i1) Supuesto que 3(f) <S5, § # 0, si u es una solucién de K-V

definida en [0,T), con T s +», entonces
uel® (0,T,H) sl ysélosl ue L‘”(o.r,vk) para todo k z 1

Ademds si hay un conjunto acotado absorbente en H entonces lo hay

en Vk, para todo k. o

El siguiente objetivo es obtener estimaciones sobre el
tiempo de existencia de una solucién particular de K-V. Para esto

usaremos a menudo el préximo Lema.

Lema 2.3

y’ (t) s P(y(t))
Sea y(t) una funcién regular tal que
y(0) = Yo
siendo P :R —» R continua. Sean 3,3, dos raices consecutivas

de P, con esto queremos decir que P(a') =0, 1 =1,2, o que algun
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*
a, es - = pero P no se anula en (al.az).

Supongamos que Y€ (a‘,azl y definamos para r € (al.az)

Glr) = JJ ﬁIE)ds
yo

1) Si P es positiva en (al.azl. sea
a
. 2, &
0 < T(yo) = G(az) = y ﬂ;)ds € (2.43)
o

Entonces para cada t € (O,T(yo)) y(t) < a. vy si ac< y(s)
para todo s € [0,t] entonces y{t)s F(t) = G ' (t).

Mis alin, en este caso con al< a < a, . entonces y(t) < a

siempre que Vo< @y 0st <Gla) = rﬁ%g)ds.

y

[
11) Si P es negativa en (al.az). sea
- %2 1 -
0 < T(yo) = G(al) = ’ -P—(E)ds e R (2.44)
o

Entorces para todo t € IO.T(yo)) tal que a < y(s) para todo
s € [0,t], se tiene que y(+) es decreciente en [0,t] vy
y(t) s F(t) = 67 (1) s y < a,.

Demostracién

1) En este caso G es estrictamente creciente y claramente

%G(y(t)) 51 , integrando entre O y t, obtenemos G(y(t)) = t,

pero G : (al,az) —— R tiene una inversa estrictamente creclente
F=G": (Ga)).Gla))) — (a.a,)

y la conclusién es inmediata.

Para la ultima parte, si al< Yo <a< az entonces mientras
1
a < y(t) < a, F(t) < @ si y s6élo si 0 st < Gla) = Em)ds.
0

11) Los argumentos son como antes con la uUnica diferencia de que G
y F son estrictamente decrecientes y
-1 * -
F=G": (G(az),G(aI)) —_— (al,az)

113



Obse: []
y’(t) z P(y(t))
La misma discusién es posible si solamente
y(0) = Yo
cambiando las desigualdades anteriores, en particular en el caso
1) y(+) es creciente, esto se usard cuando discutamos las

explosiones en la Seccién II1.4.

Teorema 2.4

Sea u € Vyu(t) = S(t)u0 la solucién de K-V comenzando en u,
en tiempo t = 0. Supongamos que & = 0.

1) Si1 3(f) = m < S entonces existen a € R, b = 0 dependiendo de
v, 8, & 7, Lyn tales que denotando r = (3m+1)/(5-m}) > 1

Si a s 0 {caso no coercivo) tenemcs el tiempo de existencia
o0

Tlu) = I —1l 4s <= (2.45)

lu Iz bsr-as
o

Si a > 0 (caso coercivo), entonces si luc|2 € [ o, (%)r-x , u

esta definida en (0,) y Ju(t)|?— O monotonamente, (como & * 0 la
to e

convergencia también es en V, Teorema 2.1); si |u°|2 > &

b
entonces la estimacién (2.45) se verifica y puede acotarse

inferiormente por

= - 1 .1 2(1-r)
T(uo) = I — ds = 51 |u°| (2.46)
|u 2 bs
ol
En cualquier caso, u € LZ(r-i)(O.T,H) implica u € L’(O.T.H) (2.47)

1i1) Supongamos ahora que f es un polinomio de grado m, arbitrario,
entonces como antes existen a e R y b 2 0 dependiendo de los
parametros tales que
Si a s 0 (caso no coercivo) tenemos el tiempo de existencia
]

Ttuy) -I ! _ 4s <o (2.48)
|

l 2 bs.-as
ot

a Il"'l)

S§ a >0 (caso coercivo) y si luolf € (0, () entonces
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u estd definida en (0,®) y |u(t)]— 0. con t—s o si

|u°|f > (%).-‘ entonces la estimacién (2.48) se verifica y se
puede acotar inferiormente por
Tu) = Lods w Ly 20 (2.49)
] m b(m-1) o'y )
l“ l2 bs
o'y
2(m-

En cualquier caso, u € L2® ) (0, T,v) implica u € L(0,T.V) (2.50)
111) Si 7 =0 y m = 2 entonces las estimaciones (2.45), (2.46),
(2.47) se verifican para todo u e H.

Demostracién
1) Por (2.14)

(3m+1)/ (S-m)
g—tl\.ﬂ2 + v|D%u|? + Z(B-CZ(v,5.7))|u]z= Cl(v,s,v)[]u|z] :

Sea a= L‘ + 2(8-C,(v,8,7)) b =C (v87) y r = (3m+1)/(5-m)
L

por la desigualdad de Poincaré, |w| s L|Dw|, y(t) = |u(t)]?

verifica
y' +ay s by' (2.51)

Si aso (caso no coercivo) aplicamos el lema 2.3 con
P(s) = bs' - as, as= 0 vy a,® o para obtener el tiempo de
existencia (2.45).

St a > 0 (caso coercivo) primero aplicamos el Lema 2.3 con

P(s) = bs'- as, as= 0y a= (%)r-1 para obtener el decaimiento

2

monétono a 0. A continuacién, si ]uolz > (%)r"l aplicamos de
nuevo el Lema 2.3 con P(s) = bs'- as , as= (%)r_l y a,= @ para

obtener (2.45S), o alternativamente podemos usar P(s) = bsr. as= [¢]
Y a= @ para obtener (2.46).

La inecuacién diferencial (2.51) nos da la otra propiedad de
regularidad:

y sby + (-a),y = 0.y con 6(t) =b (y(e) (-a),

Ite(s)ds

En particular, 0 s y(t) s Yo-€ 0 y e €L'0,T) fmplica

y € L”(0,T); asi en nuestro caso T<w o0 si T=w pero a es

115



positivo, como y = |u|®:
u € LZ(P')(D.T.H) implica u e L®(0,T,H)
S T = ® pero a es negativo concluimos con el lema de Gronwall
uniforme.
i1) Por (2.16)

3 $1oul® v|ou|? g|Dul? aU £ (w 0= 3f r”(u)(nu)‘] =0
Q Q

con [8f'(s)| = C(1+|s|™") y {ar(s)| s c(1+[s|™>), C = c(8),
entonces por (2.5), (2.8), Lema 2.2

18] £ @*w?| = c{|n2u|2+ |nu|'|n°u|]
Q
|§Igf3)(“)(m)‘| < C[lDu]l‘-f ’Du'.ﬂ/zm:suluzl

y por la desigualdad de Young, para cada ¢ > 0
clou|*(D%| s e]D%|? C (e, 8)[Du(>

chul-ﬂ/zlnau‘uzs C|D3u|2’ CZ(C.B) lDuI {4m+2)73

de nuevo interpolando y por la desigualdad de Young, para cada
€ >0, C]Dzulzs chaulzo C3(C.6)|Du|2 . y usando H*
nuevo interpolacién y 1; desigualdad de Young

cL‘, y de

772 172 14/3

. 3 3 .2
C]Du|L‘s a,|Dul 7| D7u| s €|D7u|"+ C (e, 8)|Du|

para todo € > 0, tomando € = v/8 obtenemos

d 2 3.2 2
E|Du| + v|Du| *+ 2(B-C,(v,8))|Du|" =

(4m+2)/3 1473

Y
s Cl(v,G)IDuI + Cztv.6)|nu| + C‘(v,6)|Du| (2.52)
Obsérvese que si m = 2 entonces sélo los términos con C‘ y C:,
aparecen en (2.52) mientras que si m = 3 entonces C2 se puede

tomar como cero. Asi definiendo a = L‘ + Z(B-Ca(v.s)).
L

b=C(v3), c=Cv3), d=C(r3) entonces y(t) = [Du(t)|?
verifica:
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7/3

(2me1)/3
) + dy

y +aysby'+cy (2.53)

y se puede usar el Lema 2.3 con P(y) = b y"+ cy(zmn/:

R dy":- ay.
Como se observé anteriormente sl m = 2 entonces P(y) = b yz- ay,
mientras que si m z 3 tenemos que 1 < 7/3,(2m+1)/3 < m y usando la
desigualdad de Young, para todo € > O, cym"”/:s €y + Ccy. Yy
dy7/35 €y + Ccyn, por tanto con € pequefio, podemos reescribir

(2.53) como
y +aysby sim=2 (2.54a)

y' +aysby" simz3 (2.54b)

donde los coeficlientes tienen los mismos signos que en (2.53) y
podemos aplicar el argumento anterior:

Si aso (caso no coercivo) obtenemos el tiempo de
existencia (2.48); si a>0 (caso coercivo) y si
lu 12 € (o, (%)-_1) entonces ]u(t)|f — 0 . Asimismo (2.49) se

oh t— o

deduce como antes. Por Ultimo y’ = @y con 6 = bym-l + (-a)‘. por
tanto si1 T < @ 0 s1 T = » pero a es positivo

Lz(n-z)

u e (0, T,V) implica u e L®(0.T,V)

Si T = » pero a es negativo concluimos con el Lema 2.1.
1ii) Es inmediato. o

Observacién

El Lema 2.3 nos da también una estimacion del crecimiento o
del decaimiento monétono a cero de las normas de u(t) en términos
de la funcién F; esto no es, sin embargo, faclil de calcular si la
constante a no es cero, a pesar de esto podemos dar estimaciones
explicitas en nuestro caso: las inecuaciones diferenciales (2.51)
(2.54) se pueden escribir en forma general y’ + ay s byp p>1,
ae€eR, b>0ey >0, entonces con el cambio usual de variables
P

z= yi' obtenemos (supuesto que a no es cero)

———% = z(t) = [[zo- g )e(p'”“¢ g z0
y(t) +
y entonces
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0 s y(t) s 1 1 (2.55)

[==3
[ 1 -E]e(p'”'t4 g]

yg'l a "

As{ 81 a > O:

1
si 0« ¥, [%)p" el término de la derecha converge a cero

con t tendiendo a +=, e incluso y(t) = O(e'at) con t >> 1.

1 1

si Yo= [%]p-: entonces y(t) s {%]p—t para todo t = O.
1

finalmente si y°> [%]P' b entonces el segundo miembro explota en

tiempo

b

T(y,) = r=—-r-Lo a >0 (2.56)

Yo! T - o8B 1 :
a yp-i

4]

Si a < 0 entonces la estimacién (2.56) se verifica para todo Yo

Como consecuencia inmediata de (2.45), (2.49), (2.56) y del

Teorema 2.1:

Corolarioc 2.2

Para cada cénjunto acotado B ¢ V existe T(B) > O tal que S,
el semigrupo generado por K-V, estid definido en B x [0,T(B)] y
S( B x [0,T(B)] ) estad acotado en V. Ademas s1 3(f) < 5 entonces
para todo B ¢ V acotado en H, existe TI(B) > 0 tal que S est&
definido en B x [O,T1 (B)].
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2.3 Comportamiento Asintético. Conjuntos w-limites.
Explosién, Existencia Global, Disipatividad.

Nos ocupamos a continuacién del comportamiento asintético de
érbitas acotadas de la ecuacién K-V. Las propiedades basicas de
estas érbitas son:

Definicién 3.1

Sea {u(t), t 20} una solucién de K-V, globalmente
definida y acotada en V, u(0) € V. Para cada k € N definimos el
conjunto w(k)-limite

w(k) = tgo {Tuls) . s>t} (3.1)

donde la adherencia se toma en Vks x4,

Proposicién 3.1

Se verifican:
1) Para todo k € N, w(k) es no vacfo, compacto y conexo en VkA
Ademds w(k) es invariante, i.e. S(t) estd definido sobre
w(k) para todo t z O y S(t)w(k) = w(k), y mAs aun
distk( u(t),w(k) ) 3 Q . donde la distancia se toma en V'. i.e.

dlstk( u(t),w(k) ) = inf ([u(t]-w|k, w e wk))

i1) Para todos k,m € N w(k) = w(m).

111) Si K es un conjunto acotado en V tal que S(s)K ¢ K para todo
s en [0,T), entonces S(t) est4 definido sobre K para todot 20 y
S(t)K < K.

Por otro lado, todo conjunto acotado (en V) e invariante esta

contenido en C*(Q) y es acotado en Vk para todo k.

Demostracién

1) Por la Proposicién 1.3, para cada t > 0, u(t) estad en todos
los Vk y por tanto w(k) estid bien definido. Ademas es inmediato
que
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wk) = {ve Vt, 3 (tn) converglendo a w y u(tn) — v en V.)

(3.2)

Gracias al Teorema 2.3, { u(t), t 2 ¢ > 0 } es acotado en v,

y por el Teorema 1.1 es relativamente compacto en Vk. usando
argumentos clésicos, (7,14,36}, se deducirfa facilmente que w(k)
es no vacfo, compacto y conexo en Vk, si el semigrupo estuviese
globalmente definido sobre w(k); pero esto es consecuencia
inmediata del punto iil) abajo: por la continuidad del semigrupo
(en la norma de Vk. Proposicién 1.3) se deduce féacilmente que
S(t)w(k) c w(k) al menos para 0 s t s T(w(k)) (T(w(k)) como en el
Corolario 2.2, ya que w(k) es acotado en V), por iii) concluimos.
El resto se deduce de nuevo con argumentos claslcos, ver [7,14]

para los detalles.

i1) FijJando k € N, como se observd anteriormente para cada
t >0, {u(s), s>t} es relativamente compacto en Vk.lc Vll y
por tanto tiene la misma adherencia en ambos espacios,

consecuentemente w(k+1l) = w(k).

111) De hecho para to&o K ¢ V, acotado, tal que S{t)X c K para
todo 0 st sT, (Ts T(K), T(K) como en Corolario 2.2) entonces
S(t) estd definido sobre K en 0 s t = nT y para todo n € N, por
tanto S(*) estd definido para todo t =2 0 sobre K y S(t)Kk ¢ K
tz0.

Si K es acotado e invariante, i.e. S(t)K =K t = 0, entonces
K estd incluido en todos los Vk y es acotado en él1 (Teorema 2.3).

o

ob aciol

1) S1 =0y m=2, podemos definir también w(0) si la érbita
es acotada en H; puesto que por los Teoremas 2.1 y 2.3 la érbita
estd acotada en V., entonces los resultados anteriores se
verifican incluso para k = 0.

11) Por la propiedad de Unicidad Retrégrada (Proposiclén 1.3) la
ecuacién se puede lnvertir en el tiempo sobre w(k), i.e. {S(t)} es
un grupo sobre w(k), [(14,21,36].
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111) E1 punto 1i) implica que el w-limite de una trayectoria
acotada en V atrae a la solucién en todas las normas Vk

CASOS PARTICULARES

I) 8=7=0 Ecuacién Lineal.

Los autovalores del operador lineal A + L son (recuérdese que
conservamos el término lineal -s en &f(s) cuando & = 0):

4 2
un-v—ﬁﬁ]-[%]us VneN (3.3)

Como la funcién g(s) = vst-s%+ 8 (s z 0) alcanza su minimo

absoluto en s = 2 y 8l 2 ) =8 - — entonces si B.v > 1

1
Vv viv w 4

(caso coercivo) todos los u's son positivos y por tanto la
solucién trivial es Globalmente Asintéticamente Estable. Como las
rajices de g se calculan explicitamente es facil estimar cuantos de
los autovalores son negativos.

Un caso corriente es 8 = 0, [6,10-13], en el que

= () (2R ) vaen

asi si L > vv.2n entonces hay- exactamente [

] autovalores
2mvv -
negativos causantes de la inestabilidad de la solucién cero (aqui

[+) denota la parte entera de un nuUmero real), y su numero crece

con L. Si B > 0 entonces es una cota superior del numero

2y

de autovalores negativos.

Por otra parte como el término no lineal es un operador
polinémico entonces la ecuacién linealizada sobre la solucién
trivial coincide con 1la ecuacién 1lineal, en este caso los
autovalores son

“=vﬂn‘+aa ﬂnzzrrs Vonen (3.4)
n L 1l L '

as{ la solucién cero es genéricamente hiperbélica con una variedad
inestable finito dimensional. Finalmente observemos que en el

Teorema 2.4 hemos estimado el tamafio de su cuenca de atraccién.
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I1) & = 0, Ecuacién de Kuramoto-Sivashinsky.

Para este valor del parametro, recuperamos la ecuacién de
Kuramoto-Sivashinsky, K-S. Este caso junto con el caso III) abajo,
muestran que el término 'r([)u)2 de la ecuacién es fuertemente
estabilizante, ya que su ausencia produce explosiones en tiempo
finito o crecimiento exponencial, y su presencia produce una
fuerte disipatividad: para la ecuacién K-S, restr d. a

funciones pares (ver Teorema 2.1), se ha probado, [10-13], 1la
existencia de bolas absorbentes en V y Vz. la existencia de un

atractor maximal con dimensién Fractal finita, y un comportamiento
asintético finito dimensional, estrictamente hablando la
existencia de una Variedad Inercial finito dimensiona]l (i.e. una
variedad finito dimensional invariante exponencialmente
atractiva), [13,18,29]). Asimismo estos resultados son validos para

funciones arbitrarias con condiciones de contorno incluyendo a
Du =0 en 8Q = {O,L} x (0,T), [39].
Algunos casos tienen un comportamiento asintdtico trivial: de

(2.24), (2.25) si a = —V; + ZB-é > 0, entonces toda solucién

converge a cero en !k para todo k € N, asi u = 0 es globalmente
asintéticamente estable y es el Atractor Maximal de K-S es este

rango de parametros.

III) 7 = 0, Ecuacién de Cahn-Hilliard.

La ecuacién estd ahora relacionada con la ecuacién de
Cahn-Hilliard, [4,12,18], y se puede escribir (con A = p% )

Q- A[ -vhu + 6f(u)] +Bu=0 (3.5)
siendo
n S a a
3f(s) = Z aksk , 8F(s) = I 8f(t)dt = z -—kl:—lskﬂ. a« 0 (3.6)
k=1 o k=1

(obsérvese la diferencia de notacién con respecto a (1.1) Seccién
11.1)

Pero -A es el isomorfismo canénico entre V = X'’* y su dual
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* ~1/74_ v

V= X = con wev du=feV st y sélo st

<f,v> para cada v € V, donde <<> denota

VxV v

= J Du.Dv = <y, v> v
Q

el producto escalar en V; as{ en particular |f] = |u|, vy
v v

llamando P = (-A)"' € 2(V",V). entonces |f] .= [P(f)| para todo
v v

.

fev. .

Haciendo la identificacién usual Vc H = HcV con
incluslép compacta y densa, podemos considerar P como operador en
H, que es compacto, positivo y autoadjunto: para todo f,g € H

<f,P(g)> = <f,P(g)>
H VxV

= <P(f),P(g)> = <P(f),.g >
v H

172

en particular <f£,P(£)> = |[PY3(f)|%= ]P(f]|2= €13, con f e H.
H H v v

Tomando A : V —> v definido por

3
A(W) = -vhu + 8f(u) - If(u)dx (3.7
Tal Jg
podemos reescribir la ecuacién como

P + AW + BP(W) =0 en V' (3.8)
Observemos que con u € V tenemos que S(-)u°= u(+) e C‘(O,T,V) y
as{ (3.8) tlene sentido.

Mul;ipllcando (3.8) por u vy du e integrando en Q obtenemos

at
respectivamente
% —%€|u|2‘+ < A(u),u > + B|u|2.= 0 (3.9)
v v
|g—‘t‘|:_+ g—t-[ Vi) + g |u|:,_] =0 (3.10)
siendo
v(u) =J [gwu;z . ar(u)] (3.11)
Q

por tanto  G(u) = V(u) + g |u|2. es estrictamente decreciente
v

sobre las trayectorias.
Con estas notaciones, [12,18]
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Teorema 3.1

Supongamos que 3(f) = m es impar y a es positivo. Entonces
para cada “o en V, u(t) = S(t)uo esta en L”(D,u.V). Mas aun, para
todo k existe una bola absorbente en Vk con tliempo de entrada
independiente del dato inicial.

En particular el semigrupo generado por C-H es disipativo en

Vk para todo k, de hecho el sistema dindmico es un sistema

gradiente en V.

Demostracion

Como m es lmpar y am es positivo, entonces

2

J' sf(ulu z CJ P e 3
Q Q

y Cgf um¢1¢ C‘t I 8F(u) = CSI um’l- C
Q Q Q
(3.12)

con Cx""cs constantes positivas dependientes de & (y de L);
ademas C1 y Cs se pueden tomar arbitrariamente pequefias (a menor

Cl y Cs le corresponden mayores C2 y CEL

Ast clu) = Zpuj? « 8 g2 . cj Wi (3.13)

2 2 . s 6
v v Q

y como G decrece sobre las trayectorias entonces las soluciones
estan globalmente definidas y en Lw(D.m.V).

Ademds < A(u),u > = vlulz* I &f(uu = v|u[2* Cij w1l c,

v Q v Q

y as{ en (3.9)

% -%TIUI:" v]u|:* Cljngm’l + B|u|$.s c, (3.14)

pero VcHyHcV con {wl sLiw| y Ju] ,sL|u| para todos
H v v H

w € VyueH respectivamente, y
(m+1)/72
I Bt 1)/2_[I uz]
Q Q

as{ de (3.14)

m+1
> L-(3m¢l)/2.|u|

m+]

s C (3.15)

-(3m+1)/2
L Jul , sc,

1 d 2 v 2
I e [T RS
2 dt v L‘ V. 1 v
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y por tanto tenemos que cualquier bola en !.. de centro cero y
i or que P (CZ/C,)"Z('"“.L""‘”’“"’” es al bente
¥ el tiempo de entrada es jndependiente del dato jnjclal:

y= |u|z. verifica y + ay + byp sc, a,b,c >0, y podemos usar el
v

sigulente resultado que tomamos de [18) (Cap. II1I, Lema 5.1):

Lemma 3.1

S y(+) 20 verifica ).( + byp =c, bec >0, p>1, entonces
para todo t > 0, y(t) s (c/b)*P + (b(p-1)t)7 "),

Por tanto con pzs (c/b)”p, para todo p > pi existe tp.
dependiendo sélo de p, tal que y(t) s p para todo t 2 tp. a

Mas aun, por (3.12)

< Alw),u > = v[u|2¢ I 8f (u)u = v|u|2* CJ Wl c,=
v -“Q v Q

z vjul?s ¢ /cJ' 8F(u)- C_ - CC /C2
v 1 3 Q 2 14 3
- B 2

z eV(u) - C= c[G(u) -3 |u|v.] -C,

para alguin € en (0,2] (ya que C1 se puede tomar pequefia), y

entonces en vez de (3.14) obtenemos

3 ~hlPe 6w + 8O- Dul?, s c, (3.16)
v v
de los resultados derivados de (3.15) e integrando esta ultima
expresién (3.16), se deduce que existe t°> 0 tal que para todo v,
ter
en V, T>0 y t> to se tiene I G(u) = C(r), como G decrece
t
entonces G(u(t+r)) = C(r)/r, para todo t > to as{ por (3.13)
tenemos una bola absorbente en V, con tiempo de entrada
independiente del dato inicial.
En particular el Teorema 2.3 prueba la existencia de

conjuntos acotados absorbentes en V,_ para todo k; en particular

k
S(t) es compacto en Vk con t grande y por tanto el semigrupo
X’ {14, 36].

En este caso tras (3.13)-(3.16), el sistema dinamico en V es

un sistema gradiente, [14,23,36], en particular todo conjunto

generado por C-H es disipativo en V,

125



w-limite estd contenido en el conjunto de puntos fijos, l.e.
S(t)uo- u, t 2 0. Ademads su Atractor Maximal puede ser descrito
completamente ya que G es un funcional de Lyapunov [14,24,36]: el
atractor es el conjunto inestable del conjunto de puntos de
equilibrio del sistema dindmico, si estos son finitos en numero
entonces el atractor es la unién de las variedades inestables de
cada punto de equilibrio; ademis el atractor tiene dimensién
Fractal y Hausdorff finita e 1incluso est4 contenido en wuna
Variedad Inercial, [11-13], ver Capitulo IIl y Proposicién 3.4

aba jo. o
Observaciones
1) La acotacién de orbitas y 1la existencia de conjuntos

absorbentes en V se verifican con cualquier término no lineal que

verifique (3.12) y no sélo para polinomios.

i1} Como se probé en la Seccidén I1.1, si 8f = 2 y 7y = 0, entonces
podemos resolver el problema de Cauchy con u € H y si el grado es
mayor con u€ V: sin embargo los métodos de compacidad, [37],
proporcionan "soluciones debiles" para cada u, en H siempre que se
tengan buenas estimaciones a priori, i.e. si f tiene grado impar y
coeficiente principal positivo, [(18,38]. Asi en este caso el
sistema din&mico es disipativo en H.

Mostraremos a continuacién que si no estamos en la situacién
del Teorema 3.1 entonces el "mecanismo de reaccién ", f, produce

explosiones: observemos que :
< A(u),u> = v[u[2¢ J 8f (ulu
v °Q
y entonces para todo j =1,...,m
Y J-k
v (2 k+1
< A(u),u > (j+1)v(u) (] 1]§|u|v-kzlak—E:T.Inu

-  Jk
2 k+1
< A(),u > = (J+1)G) - u~1)§|u|v,- (j-l]g[uiz-kziakk—ﬂ.jnu *

(3.17)
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por (3.9) y como G es decreciente

d 2 2 2, T Ik oy

—=ul®.2 (5-1)8 Ju|°,+ (J-1Ivju|+ 2a, —. | u - 2(J+1)G(u )

dt IV. v v IZI k kel Iﬂ °
(3.18)

As{ tenemos

Teorema 3.2

Supongamos que 3(f} = m es impar pero que a_ es negativo.
Entonces si u € V verifica para algin j < m

m+1
.~ 2(j#1)G(u°) - C2> o

l_-(:;uwl)/z_Iu |
v

v 2
(J’l)[ﬁ* _L:]|u°lv" C1
(3.19)
entonces la solucién explota en tiempo finito.
Mas auin definiendo R1= Rx(uo) por
m+1
(J-l)[ﬂ* L]n* « cLmBme) 2 [2(3+1)G(u )+ c] (3.20)
'O 1 1 [+} 2]+
si la solucién con dato inicial v, sale en tiempo finito de la
bola en V., de centro cero y radio Rt’ entonces explota en tiempo
finito.

Demostracid
Como m es impar pero a es negativo, tomando cualquier j < m,
la expresién polinémica en (3.18) se puede acotar inferlormente

por ClI um’l- Cz, slendo CI,CZ costantes positivas; entonces como
Q

en el Teorema 3.1
m+1
ol (_1-1)[3* L‘]lulz_¢ c, LM 2 - 20060 -,
v L v v

(3.21)
entonces si (3.19) se verifica, aplicando el Lema 2.3 la solucién
explota en tlempo finito (m > 1). Mas aun si con Y, dado en V,
definimos Rls Rl(uol como en (3.20), entonces claramente si la
solucién sale de la bola de radio Rz. entonces explota en tiempo

finito. o]

QObservacién
Obsérvese que (3.19) se verifica por ejemplo si
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Z(Jﬂ)G(uo] s -C2 Y u, no es cero.

Teorema 3.3

Supongamos que 8(f) = m es par y que am_1> 0 o incluso mejor
supongamos que el término no nulo de mayor orden (por debajo de m)
tiene coeficiente positivo y grado impar, mo-l. Entonces si u€ v

verifica

m
v 2 -(3m -2)/2 o
(m—l)[ﬁ‘ —‘]|u°| o~ CL 0 Jugl - 2(m1)Glu) - C> 0
L v v
(3.22)
entonces la solucién explota en tiempo finito si mo> 2 o crece
exponencialmente si mo= 2.
Mas aln definiendo R2= Rz(uo) por
n
v3) 2, .,-(3m -2)/2 o_
(m 1){84 ?]R2 + “1L o .R2 = [2(rn+l)G(u°) + Cz]‘ (3.23)
si la solucién sale de la bola en V', de centro cero y radio Rz,

entonces explota en tiempo finito.

Demostracién

Como m es par, a = 0Oy a > 0, entonces en (3.18) con

m -1
]
J = m la expresién polinémica se puede acotar inferiormente por
C‘[ umo - C_, slendo C ,C_ constantes positivas y as{
g 2 1' 72
m
Sl (m-l)[ﬁ+ L‘]MZ., cL (3my=2)72 1) o= 2(m+1)Glu) - C,
v L v v

(3.24)
y de nuevo si (3.22) se verifica entonces la solucién explota en
tiempo finito si m°> 2 o crece exponencial mente si m°= 2 (Lema
3.2). Como antes, con RZ- Rz(uo) definido en (3.23) si la solucién
sale de la bola de radio R2 entonces explota en tlempo finito o

crece exponencialmente. o

Observacién
Obsérvese de nuevo que (3.22) se verifica si por ejemplo

2(m+1 )G(“o) s -C2 Y u, no es cero.
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La misma discusién se puede hacer si &f(s) = as + amsm.
(i.e. = 2), mpary al negativa pero pequefia:
Proposicién 3.2

Con las notacliones anteriores, si 3(f) = m es par, L 2y

v+ ale z 0, entonces si uoe V verifica

v+a

2
L
(n-l)[ﬂ + ]lu°|\2/'- 2(m+1)Glu ) > 0 (3.25)

1
L
entonces la solucién crece exponencialmente. Mas aln definiendo

R3= Ratuo) por

v*ale
]a

ane + 2. [2(m+1)G(uo)]+ (3.26)

L
si la solucidén sale de la bola de radio Rs' entonces crece
exponencialmente.
Mas ain, existe una constante C°= 0 (tal que C°= 0si By 3
son cero) tal que si uoe V verifica
——lu |2+ C_Ju |? *-al'fu'"*l <o (3.27)
2 o'y ololye m+1 Q0

entonces la solucién explota en tiempo finito.

Demostracién
Por (3.18) con j =m
%lulz.z (m-1)BJu}? + (m-1)v|u|+ al(m-l)J. u?- 2(m+1)Glu )
v v v Q °

y como v/Lz + a‘= 0

2
v+a L

d 2 1 2
—d-{|u|v.= (m-l)[ﬁ + " ]luolv.- Z(m*l)G(uo)

L
(3.28)

el resto es como antes.

De hecho en este caso, m, =2, le. 8f(s) = as + amsn
tenemos una condicién mds fina usando los resultados de ([9):
existe una constante Coz 0 (tal que C°= 0siBy a son cero) tal

que si u € V verifica (3.27) entonces la solucién explota en
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tiempo finito. Por supuesto 1la condicién (3.27) puede ser

verificada excepto si m es impar y a, es positivo. D

Qbservaciones
i1} Obsérvese de nuevo que (3.25) se verifica si G(uo) =0y v

no es cero.

11) Para la ecuacién K-V original tenemos que &f(s) = -s - g.sz y

la condicién (3.25) quiere decir v = L2 y

2
[ v - L N
B+ ]|u|.~6G(u)>0
L oly o
o equivalentemente v 2 L° vy

4 2
v 2 2RL "+ v-L 2 1 2
TR e = I O
v 6L H

-gju3<o (3.29)
i11) Obsévese que todas las condiciones (3.19), (3.22), (3.25),
(3.27) muestran explosién en la norma de v y por tanto en
cualquier norma mas fuerte, en particular en la norma de cualquier

V con k = -1.
k

iv) Si una solucién no explota en tiempo finito o infinito en v
segun (3.19), (3.22) o (3.25) entonces su norma v permanece
acotada mientras la solucién existe e incluso mas, con Rl
1 =1,2,3 definidos en (3.20), (3.23) y (3.26) entonces
R(t) = R (u(t)) es decreciente y fu(t}},*s R(t).

A continuacién mostraremos cual es la dindmica asintoética de

las soluciones que no explotan:

Proposicién 3.3

Supongamos que estamos en cualquiera de los casos de los
Teoremas 3.2, 3.3 o de la Proposicién 3.2 y sea uoe v, uoa 0, tal
que no es una solucién estacionaria y que u(-) = S(°)u° no explota
en tlempo finito, entonces u(:) debe estar definida t 20 vy

G(u(+)) es estrictamente decreciente; llamemos
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a = inf G(u(t)) = lim G(u(t))
tz0 tow

Entonces si la érbita esta acotada en V entonces el w-limite
de uy estd formado por soluciones estacionarias, {.e. w(uol < Fix
y ademds h € w(uo) sl y sélo si

- A[ -vbh + 6f(h]] +ph =0 y G(h) = a (3.30)
en particular si 8 = 0 entonces
-vah + 8£(h) - T%T If(h]dx =0 y V(h) =« (3.31)
Q

Demostracién

Por (3.19), (3.22), (3.25) sabemos que existe @ s 0 tal que
toda funcién no nula en el “conjunto de energia" {G s ao) explota
en tiempo finito (o crece exponencialmente si L 2, en este caso
sf a < L entonces u(-) crece exponencialmente para la norma de
V). Como suponemos que la orbita estd acotada en V entonces
aza y sobre el w-limite G es constantemente «; si a = a, por
(3.19), (3.22) o (3.25) la uUnica posibilidad es w = {0} ya que el
w-limite estd acotado en V, pero entonces necesariamente
«=as= 0; por ultimo si a > o como G es estrictamente
decreciente sobre las trayectorias entonces w ¢ Fix y e resto es

obvio. o
En el caso del Teorema 3.1

Proposicién 3.4

En las hipétesis del Teorema 3.1
1) Si BzO0y 220 a es suficientemente grande o si BeR y

2 1
LoL
poseen unicamente la solucién trivial u = 0. Como consecuencia

L
l—»[22+ a | + B es suficientemente grande entonces (3.30), (3.31)
toda solucién converge a cero en la norma de Vk para todo k € N.

11) Incluso si 1) no se verifica el conjunto de soluciones

estacionarias es acotado en Vk para todo k € N.
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Demostracién

De (3.9), (3.30) si u es una solucién estacionaria entonces

< Alu),u > + B|u|2.= 0y < A(u),u > = v|u12+ I 3f (u)u
v v Q

n
siendo 5f(s)s=2akskﬂ, pero por la desigualdad de Young y

k=1
-1

»-1
ponlendo C = a - cjzzlaﬂ y C=a- JZzt:(t:._!)[aﬂ se obtlene

(obsérvese que se pueden excluir de las sumas los coeficientes aJ
positivoes con j impar)

mel

2
v|u|v + cxluleu

2 2
+ Clul” + 3|u|v_s ] (3.32)
y as{ suponiendo que Cx) ¢}
v 2 -(m=1)/2 mel 2 ~
[Z; c2]|u| +C LT Ju] " BMv's 0 (3.33)

y de nuevo suponiendo que el coeficiente de lulz en (3.33) es

positivo

1

v 2 -{3m+1)/2 m+1
—Z[EZ’ c2] +8 lulv. +C LT fuf™ =

Vso (3.34)
L

pero (3.33), (3.34) se pueden reescribir respectivamente como

p(|u]) + BJu]®,s 0 (3.35)
v

qlju] ) s o (3.36)
v

con p y q de la forma 352* bs"wl con b >0 si se toma ¢ lo

suficientemente pequefio para que C1> 0; en particular en (3.36)
q(s) = asz+ bsm‘"1 con a >0 y asi u =0, mlentras que si a s 0
entonces (3.34) no es valido pero por (3.35) y (3.32) se sigue que

|u[v esta acotado por una constante absoluta.

m-1
El resto se sigue imponiendo que ‘—’2¢ a- ZC(:,J)}aJ] y
)=2

L
a-1
Liv, s - XC(c.J){a || + B sean positivos y usando el Teorema
22 A 3
3.1 y la Proposicién 3.1. o

132



Observaciones

1) La misma discusién de los Teoremas 3.1-3.3 y de las
Proposiciones 3.2, 3.3 y 3.4 es valido para la ecuacién de
Reaccién-Difusién

% -vBu + 5f(u) = 0 (3.37)

tomando formalmente P = I en (3.8) y H en vez de V. desde (3.9),
hasta (3.30) y (3.33), ver también (9,18,38].

11) Obsévese que con Y fijo en V, denotando por § el miembro
derecho de (3.19), (3.22), (3.25), (3.27), y (3.29) entonces § es
un polinémio de orden d = m+l sobre cada rayo

{Auo , A€R } =( u, ], por tanto sus raices reales son,

genéricamente con respecto a sus coeficlientes, simples y si hay
p sd de ellas, entonces al menos en (p+1)/2 intervalos de la
recta, i’;()mo) es positiva (o negativa) y por tanto las condiciones
de explosién se verifican en esa parte del rayo.

IV) 8 =0 # 7y , Ecuacién de Kuramoto-Velarde.

Ahora mostramos dos casos de la ecuacién completa uno con
existencia global y el otro mostrando crecimiento exponencial de
soluciones de forma similar al caso III anterior.

Estos casos reflejan dos tipos distintos de balance entre los
términos no lineales, en el primero de ellos y cuando el polinomio
tiene grado dos el término con 7 cancela la estructura explosiva
del término con & (Teorema 3.3, Proposicién 3.2) permitiendo
existencia global de solucliones, mientras que cuando el grado es
impar el término disipativo con & (Teorema 3.1, Corolario 2.1)
origina el decalmiento a cero; en el segundo caso, donde el grado
es dos de nuevo, el término- con & aun produce crecimiento

exponencial y el sistema es de tipo gradiente:
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Propoesicién 3.5

S1 &f(s) = % s+ As, A € R entonces para cada dato inicial
en V la solucién estid globalmente definida.
Mas ain si s + 3f’(s) 2 A, con A €eR tal que A 20 (y en
este caso ponemos a = vl B) o tal que existe v = ¢ > 0 tal que
2
a= (v-e)L™+ B :c

exponencial, en H, de toda solucién a cero (aunque puede explotar

es positivo, entonces tenemos decaimiento

en norma V). En particular si el grado es tres toda solucién

converge a cero en Vk para todo k € N.

Demostracion

Obsérvese que la condicién s + 8f’(s) 2 A sélo puede
verificarse si &f(s) = :-% s+ As o si &f es de grado impar y
coeficlente principal positivo. Asi (2.13) como ys + 3f'(s) = A

entonces

3 ~Sphul® vipPul® Blu|® AlDu[® s 0
ahora |Dul®s |u}|D%u| y |u|? = L*|D%u|% st A 2 0 el resultado es
claro, si A < O entonces para cada v z ¢ > 0
A [Dul?s (A1 1] [2%] = e0%u(? rful®
4e
1 d

2
2 -4 A
y entonces 5 —plui®™ [-e)l™ -2 | ju

que el Teorema 2.1, el Corolario 2.1 y la Proposicién 3.1 nos da

|2 =0 y concluimos ya

la existencia global y el decaimiento a cero en la norma de Vk

cuando a > 0.

Proposicién 3.6
Supongamos que 3f(s) = 7 s?+ as, A € R, entonces

Vin2 (2, By 2 2 A 2
Glw) = Y|l Bju|? 7J'Qu(Du) + 3Iou] (3.38)

es decreciente sobre las trayectorias.

S1 A2 0, y en este caso ponemos a = vL % g + AL, o st

2
A<O0 y existe € > 0 tal que a = (v-e)L™*+ B——}E es positivo,
entonces si uoe V verifica
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2
a]uol 6G(u°) >0 (3.39)
entonces la solucién crece exponencialmente. Mas aun definiendo

R‘- R‘(uo) por

z -

a8 = S[G(uo)] (3.40)
+

entonces si la solucién sale de la bola en H de centro cero y
radio R‘ entonces crece exponencialmente. Ademis denotando
3(u) = alulz - 6G(u) entonces con u, en V fijo, § es un polinomio
de grado tres sobre cada rayo [ u, 1, con coeficiente principal

-67 y por tanto para cada u, la condicién (3.39) se verifica en
alguna parte del rayo.

Demostracidn
Multiplicando K-V por a—u Sy e integrando en Q obtenemos

at
|a—-u|2* 1d v]Dzu|2+ ﬁ]u|2 + I 70wy, - saf(ulu | =0 (3.41)
at 2 dt Q t t :
pero
-af af (u)u, = c_[ £ (wbwu, = o[ £ (Wi (pw)?
Q t q t 2 Q at
y por hipétesis %f’(s) = 75 + % , por tanto
2 - 2 -] . a 2 _
[ [7(Du) u, - 8Af(u)ut] = [aowia, + 5[ £ @Eow? -
Q o] Q
= :7[11' u(Du)? + %|Du|2] : (3.42)
Q
y entonces (3.41) es

|%u|2+ :—t[§|02u|2+ g[u|2¢ 7J‘ u(ouw)? + %[Du[zl =0 (3.43)
2

y por tanto G(u) = ‘—’]Dzu|2¢ E|u|2+ 7| uow?® + Z‘-]Dulz es
2 2 a 2
decreciente sobre las trayectorias.

Por otra parte s + &6f'(s) = 3ys + A y as{ por (2.13)

Falul® viul® glu|% 31J ubw)? + A|pu|? = 0 (3.44)
Q

y entonces
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1d 2 Vin2 12 2_ 2 2
E—azlui + 3G(U) - EID u| - %lu[ - EIDU‘ =0

asi
—:—t|u|22 v{D%|® 8lu|®+ A|Du|® - 6G(u ) (3.45)
st A <0 1nterp§lando como en la Proposicién 3.5 obtenemos
%Mzz ((v-cn.’% e--z—i][uqz - 6G(uy) (3. 46)

mientras que si A 2 0

—g€|u|22 [vL"o B+ AL_Z])u]Z - 6Glu) (3.47)
el resto se sigue de forma similar al caso IIIl anterior. o]
Observacién

i) Obsérvese que (3.40) se verifica si G(uo) s0 vy u, no es

cero.

11) Si una solucién no crece exponencialmente segun (3.39)
entonces estd acotada en Vk para todo k € N (Corolario 2.1) y mas
aun con R‘ definido en (3.40) entonces R(t) = R‘(u(t)) es
decreciente y |u(t)| s R(t).
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2.4 Comportamiento Finito Dimensional. Estimacion de 1la

Dimensiéon Fractal de Conjuntos Invariantes.

Para probar el comportamiento finito dimensional de 1la
dinamica asintética de la ecuacidén K-V, expresado en la finitud de
las dimensiones de Hausdorff y Fractal de cualquier w-limite, e
incluso de cualquier acotado estrictamente invariante, necesitamos
previamente verificar algunas propiedades técnicas del semigrupo,
principalmente la Diferenciabilidad Uniforme, [15,18); esta
propiedad se ha verificado para K-V as{ como para otras muchas
ecuaciones semilineales en [28]. En el Capftulo I, Seccién 1.2
introdujimos la notacién y los resultados que usaremos mis abajo
([15, 18] para definiciones y mas detalles):

Sea K ¢ V, K es un conjunto Invariante si y s6lo si S(t) esta
definido sobre K para todo t 2 0 y S(t)K =K .

Para encontrar cotas de las dimensiones Hausdorff y Fractal
de K, como subconjuntos de H, debemos encontrar cotas de los

numeros (uniformes):

_ t
w"(t) s sup exp[ -] Inf tr( Au(s)oP )ds]

u,€ K oP
t
s exp[ -Inf Inf tr( Au(s)oP )ds] (4.1)
uoe Ko P

donde N € N, P es cualquier proyeccién ortogonal en H con rango
N-dimensional en Vz' tr(-) es el operador traza, u es la
solucién de la ecuacién comenzando en u, € K (u(t) = S(t)uo) y
Au representa el operador de la ecuacién, linealizado a lo largo
de la solucién u(+), asf{ en nuestro caso con las notaclones de
(1.7)

.
A(S)(+) = AC+) « DF(u(s)) () = AL+) + L(+) *XDbJ(u(s))(']
J=2

as{ para K-V:

137



Au(s)(V) = Dy + Bv +
. 2[1 Duts).ov - I I Du(s).Dv dx] -8 D3 £ (uls))v ) (4.2)
a

El resultado principal de esta técnica, [15,18], afirma que
si
Lim Sup u ()" <1 {4.3)
t—o =
entonces las dimensiones Haussdorff y Fractal de K (como
subconjunto de H) son finitas con dn(K) sN y dr(K] S C. (N+1) <+»
para alguna constante C; asi necesitamos acotar inferiormente

t

Inf 1 Inf tr( A (s)oP )ds

u
u ek oP

o

por un numero positivo (para t grande).
Sea h(u) = gf’(u) + 7u, y definamos para cualquier conjunto
invariante K las cantidades
t t

s/4
1 1 s/2
B (t,K) = sup ¢ | |Bu} ) B (t,K) = sup <+ | |[f'(uw)]
° ueK‘Jo L5 ! vek o L®
o o
t t
1 2 1 5/4
B (t,K) = sup = | [f(u)]°, B (t,K) = sup = [ |ah(u) |
2 u € K t JO L” 3 u € K t 0 L5374
o o
t t
B,(t.K) = sup 1| |ul®_, B(t,K) = sup %j X
u €K 0 L u ek 0 L
o o
y Bl(K) = Lim Sup Bl(t,K), 1 =0,..,5 (4.4)
t— o

As{ tenemos

Teorema 4.1

Sea K ¢ V un conjunto invariante acotado, entonces para cada

N € N tenemos que

Lim Sup o (t)*" = exp(-q,) (4.5)
N N
t— w»

donde de forma alternativa se puede tomar

- _ VP S -4 - -
Gy = 3CN°L7" + BN - C B (K) - C.B (K) (4.6)
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- 14 S . -4 2 -1

Gy = N+ (8-8%7'B(K)IN - CB,(K) 4.7
— _pa S -t _ax2 -1 _

Gy = LML [s a8% s’(x)]u c B, (K) (4.8)

siendo Cl constantes positivas.
Escribiendo en cada caso EN = aN°- BN - ¢, entonces si b es
positivo y No € N esta definido por

1/5
N -1 < [4(c/a + o(b/a)"‘"] s N, (4.9)
slendo D = (4/5)%%2* o sibsoy N, € N esta definido por
N1 < (2c7a)'5s N, (4.10)

entonces la dimensién de Hausdorff de K es menor que No y su
dimensién Fractal es menor que ZNo (ambas como subconjunto de H).

il.e.
dH(K) = No y dF(K) = 2No (4.11)

Demostracién
Tomando u, en V, si P es cualquier proyeccién ortogonal en H
con rango N dimensional en Vz, sea { ¢1"'¢u } una base ortonormal

(en H) de R(P) c Vz. entonces

N
tr( A (s)oP ) = TZ,ID2¢‘I2 + BN +

N N
v2 ) I Du.D¢ ¢ + 8 ) -[ DUE* (u)9,)D8, (4.12)
121°Q 1=1°Q
teniendo en cuenta que
1 2 2 2 2
m.w.és-—IDu.|¢{ =-Iu.¢.D¢ -Iu.|D¢|
Iﬂ [ 2 a 1 Q ! i Q 1
Yy que
j’n(r’ (u)g,)D$, =
- g 1 t
- j £/ (u). |Dg, |- %J' D?(£* (). ¢% = - f £ (u). ¢, .0%
) 0 Q !
obtenemos las tres siguientes expresiones alternativas: definiende

N
en casl todo punto de Q p(x) =z ]¢‘(x)[2, y h(s) = %f’(s) + 75
11
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entonces

N
tr( A (s)oP ) = :’ZID%’IZ + BN +

N
2 2
- | 7| D'u.p + & f'(u)[ ¢D¢]] (4.13)
[ In Ia :Z'x’ !

N
2 2
tr( A (s)oP ) = ‘.'Zln 9,17 + BN +
. N 2
- _[ D’hiu).p + aJ r'(u)[[ |De, | ] (4.14)
Q Q 131

N
tr( Au(s)oP ) = 1‘);|Dz¢l|z + BN +
N

-2 Jnh(U)[ ¥ ¢‘DZ¢‘] - z7fgu[lil|u¢l|2] (4.15)

=1

Usando la desigualdad de Lieb-Thirring [16,17,18): existe una
constante C°> 0 (que depende sélo de la forma de Q) tal que para
todo Ne N, vy (¢1...¢” } funciones regulares ortonormales en
LZ(Q). L-periédicas y de media cero

N

Yo%, 1% c I p° (4.16)
i 0

i=1 Q

y Ips z NS.L.‘ graclas a la desigualdad de Hdlder y a que
Q

Q

Si elegimos (4.13), entonces
N 1/5
2 . -1/5 2, 12
(7] 0] = 7loul 18] = ¢ Prlaul [ (0% | ]
Q s o L5 xZ: 1

y por la desigualdad de Young: para todo € > 0 a,b = 0 tenemos que

ab s caP+ C(c)bq con 1/p + 1/q =1, Cle)= 1 y tomando
q(t:p)q/p
entonces € = ‘4-’ , P =5, q=75/4 obtenemos
2 ve oz, 2 s/4
]7J'QD u.p| s E,Z,ID 6 1%+ C1|Au|L5“ (4.17)

con C’= Cltv.v)‘ Por otra parte
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& 2 e (&2, 2)'?
I8 r'(u)[{‘o‘o "1]' <sf jerw)p [X I0%, | ] s
Q 1=1 Q 1=1
1/s 172 i 2, 212
s SLYS|0 (w)| _|p| [ 0% | ]
S S VT &
gracias a la desigualdad de Hélder, siendo r,s positivos tales que
1/r + 1/s = 2/5. De nuevo la desigualdad de Lieb-Thirring nos da
s
2

N N
s| £ (u)[ ¢ D2¢] s ¢ M%LY3 £ (w) [ | 0% ’]
! J'Q Izl ! ! I 0 l lLr x; llL

ahora, por la deslgualdad de Young con & = :—;. p=5/3, q=5/2

obtenemos
i 2 vi 2, 2 s/2
lsjf’(u)[ ¢D¢][s- D% |°, + C_If" (u)] (4.18)
Q CRE NS 4‘=1 12 2 LT
con Cx=C(v,8,5L); como |w =L |w] obtenemos  con
2 2 LF L
C3= Ca(v.S)L
: 2 ve o2 2 s/2
]BJ‘f(u){ZQﬁ‘D'pl]] sz} 10%, ERE Y] hod (4.19)
Q 1=1 1=1 L L
finalmente introduciendo (4.17), (4.19) en (4.13):
vz, 2 s/4 5/2
tr( A (s)oP ) = 5 VD% |% + BN - C [8u|®]) - C |£* ()|* %
1=1 L L
V. 5 -4 5/4 . s/2
z SCN°LT8 + BN - C o] - C )] P (4.20)
L L
S1 elegimos (4.14) entonces como en (4.17)
N
v 2 2 5/4
ljonzh(u).p| = le!n o, 1% C‘[Ah(u)|L5“ (4.21)

con C‘= C‘(v). Por otro lado

N N
2 2
|ajf'(u)[ |n¢|]| s 8[f (u)| [ D¢ | ]
Q :Zx ! L’ 1; e
consecuentemente con € = %. P =2 =q en la desigualdad de Young y
2 2
usando lel[_zs ]¢l|L2. ID ¢l!1_2 obtenemos
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N N
8] ()| [ |0 12] <YV 0% 2. e )] ORTN (4.22)
L” xZ: ek 412-:1 v L®

as{ introduciendo (4.21), (4.22) en (4.14) obtenemos

X
v 2.2 , 2 -1 5/4
tr( A (s)oP ) 2 5 DD o1 [ﬁ-(6|f | v ]N - Clantw) |7 =
1=1 L L
V. .5 -4 , 2 -1 s/4
z CNL . {B-(6|f MIL"’) v ]N - C‘|Ah(u)|Ls“
(4.23)
Si elegimos (4.15), entonces como en (4.19)
N N
2 v 2, (2 s/2
|2J' h(u)[ ¢o¢]| s 2V (0% |2 + c_|nu)] (a.24)
Q lZI ! ! 4xZ: 12 s L®
ahora con Cs= Cs(v)L. Por otro lado como en (4.22)
. 2 v 2 2 2 -1
27| [ Do, | ] s 2V 0% |2+ (2r|u] DWW (4.25)
L® xZ: Y2 4.; t? L®
asi en (4.15)
N
v 2, 2 2 -1 s/2
tr( A (s)oP ) = 5 ZID ¢‘| + (ﬂ-(27|u| SV )N - Cs]h(u)l o=
1=1 L L
V. .5 -4 2 -1 5/2
2 2-CON L . [{3-(26|u|Lm) v ]N - Cslh(U)le
(4.26)

Asi en en cualquiera de los casos (4.20), (4.23), (4.26)

necesitamos estimar el promedio en el tiempo de |[ou| _ .. |u| .,
L

' y 3.,
|f (u)ch. )Ah(u)]Ls“, Jh(u”[_“ (con h(u) =3f"(u) +7u) a lo
largo de cualquler trayectoria contenida en el conjunto invariante
K, por tanto con Bo(t.K)-BS(t,K) y BI(K) = Lim Sup B‘(t,l() como en

to =

(4.4), obtenemos de (4.20), (4.23), (4.26):

1 t
Inf - | Inf tr( A (s)oP )ds =

t u
uekK “oP
o

Ve 5 4 -4
z ECON L7 + BN - C1Bo(t’m - Can(t'K) (4.27)
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t

Inf + [ Inf tr( A (s)oP )ds 2
t u

u € K" "o P

v,
= e

SLY . (s-szu"ez(c.x))n - CB,(t,K) (4.28)

t
Inf % Inf tr( A (s)oP )ds =

uoe K" ‘0 P
V. S o -4 2 -1
z §C0N Lo+ [3-46 v B‘(t,K))N CsBs(t,K] (4.29)
as{ obtenemos por (4.1) una cota de la forma

;,(t)llt s exp(—qN(t)) siendo qN(t) el lado derecho de

(4.27)-(4.29); pero denotando EN = LimSup qN(t) obtenemos para
to ®
cada N e N

Lim Sup ;x(t)ll‘ s exp(-EN) (4.30)
t—o o
con EN definido como en (4.6)-(4.8).
Para concluir necesitamos estimar el menor valor de N para el
que EN es positivo en (4.6)-(4.8). Escribiendo EN = aN®- bN - ¢,
si b > 0, aplicando la desigualdad de Young obtenemos

EN = as2.N° - (c + Db

siendo D = (4/5)%42°Y*. Anhora usamos un resultado de (18] (Lema

2.2 Cap. VI) para concluir que si NO € N esta definido por (4.9):

5415
] s N

No-l < (4(c/a + D(brsa) o

entonces la dimensién de Hausdorff de K es menor que No Yy su
dimensién Fractal es menor que ZNo' i.e. (4.11) se verifica:
d“(K) s N° and dr(K) s 2N0

S1 b s 0 concluimos (4.11) con No € N definido por (4.10), de
nuevo gracias al resultado de [18]. a

Asi{ tenemos una dependencia explicita de estas dimensiones en
términos de los parametros y datos, i.e. v, B, &8, 7, L, y K, etc.
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Podemos incluso estimar la dimensién de conjuntos invariantes

como subconjuntos de V (gracias a los resultados del Capftulo I y

{28] tenemos también la diferenciabilidad uniforme en la norma de

V); ahora tenemos que estimar, como en (4.1)

- t
u.(t) s sup exp[ -1 Inf tr( Au(s)oP )ds]
uoe K oP

siendo ahora P una proyeccién ortogonal en ¥ con range N

dimensional en D(A); as{ necesitamos acotar inferiormente

t
Inf lj Inf tr( A (s)oP )ds
t u
u € K oP

por un numero positivo (para t grande).

JTeorema 4.2

Con las notaciones de (4.4), definimos ademas

t
B,(t.K) = sup 1 | [D(£"(u))|?, (4.31)
u € K o} L
o
y
B (K) = Lim Sup B (t,K) (4.32)
6 6
to o
y obtenemos
= 1t -
Lim Sup w"(t) H exp(-qN) (4.33)
t— =
siendo
- _ Va5 . -4 52 -1 _ _
qy = ZCON .L "+ (B-&"v Bs(K))N CxBo(K] CGBI(K) (4.34)

(comparar con (4.6)).
Escribiendo EN = aNS- bN - ¢, entonces si b es positivo y
N° € N estd definido por

1/5
N1 < [4(c/a + D(b/a)S/‘] SN, (4.35)

-1/4

siendo D = (4/5)5/‘2 ,0s8ib=0y N° € N esta definldo por

1/5
No 1 < (2¢cr/a) s No (4.36)
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entonces la dimension de Hausdorff de K en menor que No y su
dimensién Fractal en menor que 2N° (ambas como subconjuntos de V),

i.e.
du(l() = No y dr(K) s 2N° (4.37)

Demostracién

Tomando u, en V, y P una proyeccién ortogonal en V con rango
N dimensional en D(A), sea { “‘:""“u } una base ortonormal en V de
R(P) ¢ D(A), y llamemos ¢1' Dw‘ entonces { ’1"‘¢u } es ortonormal
en H y como

N
tr( Au(s)oP ) = ,;(A"N"w‘)" +

!<L°Pw1'w1>v *

"~z

1
»n N

+ z Z <Db (u(s))ePy ¥ >
j=21=1

N
tr( Au(S)oP ) = TZIDzéllz + BN +
N i R
+ 27 D(Du.¢ ). ¢ - & D°(f’ (u)y )D¢ (4.38)
\leﬂ ! ! 1:1‘[0 ' !
(comparar con (4.12)) y definiendo en casi todo punto de Q
N N
p(x) =,le¢‘(x”2 y p(x) =‘Z1[w‘(x)[z obtenemos
] [
27 D(Du.¢ ).¢ = 7.| Du.p (4.39)
le Q ! ! Q
y
N R N R N 5
sy I D%(£ )y ID$, = -5[ _[ £t § oo 0%, - J' D’ () § wD ¢1]
1=1°Q Q 1=1 Q 121
(4. 40)
Como en (4.17)

S/4

¥
2 V2, (2
|1IQD u.p| = EZ]D ¢, 17+ C lau|™
1=1 L

con C1= Ci(v.7). De (4.18), (4.19)

N N
B f'(u)[ ¢DZ¢]] s VY D% (2 ¢ c | (u)|37
J‘ﬂ lzl ! ! szx N 3 L
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con C = Ca(v.G)L; finalmente en (4.40)

N N 172
5 D(f’(u))( wn%] s 8| DU (u)) .(5)"2.[ ) 2] s
l IO 121 ! ! l IQ] | lel ll

172

& 2 2 1s2 v & 2 2 62 2
< 5(L.N) |D(f’(u))|[z 0%, | 2] s 27 0%, 1%, Sivpier |
1=1 L 1=1 L

(4.41)

donde hemos usado la siguiente cota sobre p:

Bl wite ] e

lel =) ¥ |°sL) lo|° =L.N

L® 3 YL = R
asi por (4.38)-(4.41) obtenemos
v 2, 12 52 2
tr( A (s)oP ) = lelw ¢‘|Lz* (B2 LID(£* () |*IN

5/4
5/4
L

572

- CXIAu| e

- Gl

y entonces
v, .5, -4 62 2
tr( Au(s)oP ) = ZCoN L+ (B-; L|D(£’ (W) |T)IN

15/ , s/2
- clgAu|LS“ - Clf (u)le (4.42)
Ahora con las notaciones de (4.4) y con B6(t.Kl. Bs(K) como en
(4.31), (4.32), y como en el Teorema 4.1 obtenemos
Lim Sup @ (t)'" = exp(-q,,)
N N
t— w

con EN definido en (4.34). El resto es como en el Teorema 4.1. a

Observaciones .

1) Obsérvese que por el Teorema 2.3 y la Proposicion 3.1 punto
114), Bo(K)""Bs(K) son finitos e Iincluso las estimaciones del
Teorema 3.2 (2.32), (2.41), pueden darnos cotas superiores de los
numeros B’s. Observemos también que de una cota para Bl se obtiene
facilmente por la desigualdad de Hélder una cota sobre Ez' y que

B‘ y Bs son del mismo orden que Bz‘
i1) En particular si 8(f) = 2 entonces s6lo dos estimaciones son

necesarias, a saber Bo' Bl; ademds si h(s) = gf'(s) + 7S es
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constante, i.e. 8f(s) = -752 + As, A € R, entonces la estimacién
(4.7) se hace lo mas simple posible ya que B:= 0.
£n general si 38(f) = 2 como supondremos que el conjunto

invariante K esti acotado en V y como [u] s L|u| entonces este
L \J

término estd uniformemente acotado en el tiempo sobre K y por
tanto obtenemos una cota sobre B\ y Bs; asf si 3(f) = 2 sélo

t
tenemos que estimar lI ]Au[su , pero
t' )y L5

t 4 t S/8
1 5/4 s 1 S/4 381 2
E LSRR SR N T TRAt [YI |au| 2]
0 L 4] L o] L
y ahora por (2.13), (2.14)
d 2 2 .2 2 2 73
a—t-]u] + v{Duj® + 2(B—C6)|u] sC. juf
con C6= Cs(v,é,v). C7= C7(v,6,7), asi integrando
t t t
[utt)|? + v [D%uf® + 28-co| |u|% s |u |®+ c | |u**?
0 ¢ o ° "o

entonces si denotamos (a)* la parte positiva de a (i.e. a si es no

negativo, cero en caso contrario), tenemos
t t t

1 2 2 1)1 2 1 2 1 14/3

E.J' I0%u]? s L qu 7 e 2(c6—3)*.€.j [u] + Cv'E'f ™ (4.43)
0 0 o}

como suponemos que X ¢ V es acotado e invariante definimos

[K|= supl|v| ,, veK} K[ = sup{|v| , v eK}
L v

(K] = sup(|v|LQ, v ek} sLIK| (4.44)

y asi en la desigualdad anterior (4.43), se obtiene para todo u
en Ky t > O:

[¢]

t
! 2u12 s 11 2 1 2 1473
E'I0|D ul” = ;[z- [Kig + 2058, [Klg + Cp K|y (2.45)
consecuentemente (4.6)-(4.8), (4.34) y N en (4.9), (4.10), (4.35)

y (4.36) se puede estimar sélo en términos de [K|°. |K|l. ]K|u .

147



i11) Si K es un conjunto invariante y acotado en V, i.e. S(t)K =K
t 2 0, entonces truncando como en [29], en un entorno de K
obtenemos un sistema dinamico truncado (ST) que posee una variedad
cerrada, invariante, finito dimensional y exponencialmente
atractiva mT (ya que AN « N* N >> 1); entonces K ¢ mT y asi K es

finito dimensional.
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CAPITULO III.

VARIEDADES INERCIALES DE SISTEMAS DINAMICOS DISIPATIVOS

EN ESPACIOS DE BANACH.

En los uitimos afios un enorme esfuerzo se ha realizado para
comprender el comportamiento asintético de sistemas dindmicos
generados por ecuaciones diferenciales, ordlnarias o en derivadas
parciales; en esta direccién conceptos como el de Atractor Global,
[7,8a] o el de Variedad Inercial, [(11,12,12a,13], juegan un papel
muy importante, tanto en el aspecto teérico como en el practico
(computacional), para una clase de sistemas llamados genéricamente
“disipativos”.

Una Variedad Inercial para un sistema dinamico disipativo, es
una variedad finito dimensional en el espacio de fases donde se
plantea el sistema dinimico (que es infinito dimensional para las
ecuaciones en derivadas parciales), que es invariante, contlene al
atractor maximal y que atrae con una tasa exponencial las
trayectorias que comienzan en conjuntos acotados del espacio de
fases.

La existencia de estos objetos ha sido probada para
diferentes ecuaciones, {13,14,15), siguiendo algunas ideas
generales que son el objeto de estudio de este capitulo. Aqui
modificamos las ya conocidas técnicas hilbertianas para poder
cubrir ecuaciones semilineales parabélicas disipativas en espacios
de Banach arbitrarios, generalizando las llamadas Condiciones de

Salto Espectral.
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3.1 Planteamiento. Descripcién del Método.

Sea X un espacio de Banach , A:D(A)c X—— X un operador
lineal, cerrado de dominio denso. Mas aun supongamos que A es
sectorial en X , [1,2,3].

Supongamos que Re(e(A)) > 0; asf{ con az0 tenemos
definidos los espaclos de interpolacién X* verificando X% ¢ XB si
az8; X°=x, D(A)= X*
norma |u|a= |Aau| vuex% |-|°=|-|L

Sea f:x“ _— con a,8 € 0, acotada y lipschitziana sobre

, con Inclusiones continuas (en Xa se toma la

acotados, 1.e. para cada B c X* acotado existen L(B), M(B)

constantes positivas tales que:
(H1) If(u)-f(v)ﬂﬁs L(B)fu-vf ¥ uveB
(H2) ﬂf(u)lﬁs M(B) YueB

Consideremos la Ecuacién Semilineal en X

u, + Au+ f{u)
(ES)

[}
o

u(0) = u,

Supondremos que (ES) genera un Sistema Dindmico (Semigrupo no
lineal) en X% 1lamado (S), i.e. una familia de aplicaciones
s(t):x*— x* t 20 tal que para cada u, € x* (ES) tiene una

unica solucién u(t) = S(t)uo, t 20 tal que
u(+) € Cllo,0),X*) n C'((0,®),x%)

(para resultados de regularidad ver {1]). En este sentido para

aplicar las técnicas de [1] basta pedir
(H3) O0O=a-B<1, ac€[0,1]

([1] Cap.3 sec.3.5 ejercicio 1), aunque alguna restriccién mas
aparecera mas adelante. En la practica los casos mis corrientes
corresponden a 8 = 0 con a € {0,1), pero es interesante ver como
afecta a los resultados la regularidad de f.

En particular s} X es un espacio de Hilbert, real vy

separable, y A es un operador autoadjunto con resolvente compacta
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(ver Seccién I111.3, abajo) podemos definir X como el dual de x*,
az0, y en este caso en (H1)-(H3) podemos tomar a«,B € R y
utilizar todos los resultados del Capftulo I.

(H4) Supondremos ademds que el sistema dindmico es
“disipativo” en el sentido de que tiene un Atractor Maximal
compacto, [(7].

La hipétesis (H4) implica que existe un conjunto 8 ¢ x*
acotado y absorbente, i.e. V Bc x* acotado 3 tst 0 tal que
vtz tl S(t)B ¢ 8. Por contra la existencia de un conjunto
acotado y absorbente implica la existencia del Atractor Maximal si
por ejemplo 8 es compacto o si S(t) es compacto para t grande,
[7,8,8a,13].

Entenderemos por una Variedad Inercjal de clase gk Y
dimensién N para (S) a una variedad topolégica M de dimensién N y
clase Ck, subvariedad regular de )(a (i.e. la topologia de M es la
inducida por %) tal que:

1)S(tMcM vEtzoO
11) M contiene al Atractor Maximal de (S).

11i)Existe M > 0 tal que V B ¢ Xaacotado. 3 C(B) = 0 tal que
dist( S(t)B,M ) s C(B)exp(~-Mt) v tz 0.

Obsérvese que la tercera condicién implica la segunda por la
invarianza del Atractor Maximal cuando M sea cerrada en X*.

Denotaremos en un espacio métrico (X,d):
dist(x,A) = inf{ d(x,a) , aeA} xeX, AcX
dist(A,B) = sup{ d(a,B) , a € A } ABcX

obsérvese que dist(A,B) y dist(B,A) en general no coinciden y que
dist(A,B) =0 si y sélo si AcB.

Sea o(A)= LA donde o,n o= ey .0, son conjuntos
espectrales, [1]); sean P,Q las proyecciones asociadas a dicha

descomposicién del espectro de A y sean XI- P(X), Xz- Q(X).
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El siguiente resultado es bien conocido:

Lema 1.1 [{1,2,3,5]
1) Py Q conmutan con A, A%, e At

A, Aa. e-At, t 0 invariantes.

, t =2 0. En particular xl,xz son

11) P y Q restringidas a X* son proyecciones en x“; A‘= Alx es

1

a
«
sectorial en xl, v(Al)= L [Alxl] = A IX,' En particular
Q(X“) =Q(X) n X = D(A“lx) = X: con un resultado anilogo para
2

PX%), ast x%= x% ¢ X% o

1 2

Supongamos que o, es acotado (y por tanto A1 es continuo, [1]

Cap.1 Teorema 1.5.2.) e introduzcamos las sigulentes rotacicnes:

0 < 6’< inf{ Re(A) . A € c‘l} , 1 € {1,2} (1.1)

0 < 63= sup{ Re(d) , A € a‘l} <o (1.2)

0 < & = sy Ry ..Recr}<w (1.3)
4 1

As{ 3C° z 1 tal que se verifican con t 20 y «a € (0,1]
([1] Teorema 1.5.3)

JeMt s coe"s:t (1.4)

| eht st (1.5)

AT 1 =cs (1.6)

3 C,z 0 tal que | A: Aty s CL e 3t (1.7)
a
t

Observaciones

1) S! no se verifica Re(c(A)) > 0; podemos tomar A € R tal que
Re(c(A+Al)) > 0 y trabajar la ecuacién ut*(MM)u +(f-aI)(u) =0
que verifica todas las hipétesis hechas.

11) Un caso interesante es cuando X1 es finito dimensional, lo

cual es equivalente (ya que a(A1)= ol) a .’1 es finito y puramente
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puntual®, 1i.e. todo elemento de o, es un autovalor de
multiplicidad finita; esta condicién queda a su vez asegurada por

ejemplo si o, es finito y A tiene resolvente compacta.

111) La constante Co definida arriba puede ser tomada C°= 1 por
ejemplo en el caso de X espacio de Hilbert y Al un operador

Normal. En general go depende de la particién de o(A) pero sélo por
la condicién (1.6).

iv) En el caso de X un espacio de Hilbert real y separable (caso
al que dedicaremos un estudio especial, Seccién III.3.1) y siendo
A con resolvente compacta los 6, pueden definirse con "=" en
(1.1)-(1.3), de forma que (1.4)-(1.7) sigan siendo clertas.

v) Como A\1 es continuo en )(l y por tanto isomorfismo, entonces

XT= X, Voael01] de forma que I1, ¥ I*] son equivalentes; en

todo caso usaremos siempre la norma |-|a en XT
Por la descomposicién de X dada por P y Q todo elemento de X,
u, se puede escribir de forma unica w=p + q con p € Xl, q € Xz;
proyectando (ES) segun P y Q obtenemos el sistema equivalente:
P.* A‘p + fl(p +q) =0
q.+Aq+ fz(p +q)=0 (1.8)
p(0) = Py q(0) = q,

donde f1= Pef, i'2= Q-f.

Como la dindmica no transitoria de (S) estd en 8, truncamos
la no linealidad en un entorno de 8 de forma que el sistema
resultante sea mas tratable; introducimos asi el PARAMETRO DE
TRUNCAMIENTO p > O de forma siguiente:

Sea p > 0 tal que B c B(p), sliendo B(p) la bola abierta de
centro 0 y radio p, en X% Sea 6 € CI(R) tal que valga uno en el
‘intervalo [0,1] y cero en [2,»), no creciente y con derivada
acotada.

ula
Sea F:x%— )(8 tal que F(u)= 8 .f(u); as{

sop(F)c B(2p7, FIB_G)= le—G) y F globalmente lipschitz y acotada
en X%

En general si g:)(m——y)('8 es acotada y lipschitz
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escribiremos g g™ sY |g(u)|ﬁ “ue€E X“} y K, gl@ la

constante de lipschitz de g.
En nuestro caso sea Ka.B= Ka.s(f,p) = Kz,B(F) con Ka‘o= K,
y 1Flg o= IF, -

Ademas denotaremos [Q] = Q] . lely= la] 1a norma en el

£(x%)

espacio de aplicaciones lineales continuas en %, 2(x9).
Tenemos asi la ecuacién y el correspondiente sistema

truncados:

u+ Au + F(u) = 0
(5)T

u(0) = u,

J P+ AP+ F (ptq) =0

q.*Aq+ Fz(p+q) =0 (1.9)
p(0) = p , q(0) = q

sxendoFls PoF,F2= QoF. El1 sistema dinimico asociado a (l-:S).r lo

representaremos por (ST); obsérvese que este sistema depende de la

elecclién de p.

Buscaremos una variedad invariante para (ST) de la forma
M = Graf (¢) donde ¢:X:‘———> Xz. Asi si u = p,*t q.€ M debe ocurrir
que S.r(t)u°= u(t) = P(u(t)) + ¢( P(u(t)) ) t =0, por tanto
p(t) = P(u(t)), q(t) = ¢(p(t)) deben verificar el sistema asoclado

a (ST). (1.9), en particular q = ¢(p(t)) debe ser solucién de
qtdzq + Fz(p¢¢(p))r= 0, q(0) = q,= ¢(po).

Por tanto M es invariante si y sélo si para cada poe X? el
sistema

P+ Alp + Fl(pw(p)) =0

q* Azq + Fz(pw(p)) =0 t=z0 {1.10)

p(0) = Py q(0) = O(po)

tiene por solucién a [p(t),ﬂp(t))]; por estar la primera
ecuacién desacoplada esto nos permite encontrar un problema de
punto fijo del cual ¢ es solucién.

Sea ¢:X‘:—~> X:, lipschitziana, as{ l»'x(I~¢):)(¢:—>Xl1B es
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globalmente lipschitziana y acotada, entonces
P+ AP + F (p+9(p)) =0, p(0) =p,

tiene una uUnica solucién, globalmente definida en todo R (ya que
Ales continuo) p(t) = p(t,po.¢). p € CI(R.X?) tal que

t
p(t) = et Py - J e-Al“-')Fl(I*Mp(s)ds , t €R (1.11)
°

y para cada q, € X:

q+ Aa+ Fz(pw(p)) =0, ql0) =gq,
tiene solucién unica en [0,w) q(t) = q(t,qo,po.¢) dada por
t
q(t) = e q(r) - Je“z“"’rzuwp(s)ds, tzr (1.12)
r

Siguiendo las 1lineas de la construccién de la Variedad
(local) Centro Inestable, [1,4]:

Lema 1.2

Existe un unico q,€ X;’ tal que q* Azq + Fz(p+¢(p)) = 0 tiene
solucién definida en (-»,®) y acotada en X‘:, para t— -o» que
ademas viene dado por

4]

a," —J et F,(I+¢)p(r)dr (1.13)
-®
» t
y dicha solucién es q(t) = -{e"z“'”f-‘z(lw)p(r)dr (1.14)
-
con t eR.
Demo c

Sea g(r) = Fz(l*o)p(r). r € R, as{ g es acotada en XB St q
es solucién de la ecuacién, definida en (-w,w)} y acotada sobre
(-»,0) en X: , entonces q verifica (1.12):

t
q(t) = e gy - Je"z“"’g(s)ds. tzr

r

Cont=0yr — —= como | ehr q(r)], = Coeazr. latr)] — 0
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0
tenemos: 9= -[ e‘z'g(s)ds lo cual prueba la unicidad. Ademas
-0

esta integral es convergente:

0
1| e atriar 1,5 swp IS(F)IB‘[ I A:‘B,eAzr Jdr
-® rs0 -
y por (1.7) i A‘_:.Be.Azt ]s Ca-B e-azt tz0 y por (H3)
&P

Osa-fB <1, asf{ la integral define un elemento de X:. La

solucién de la ecuacién con este dato inicial es

0 t
q(t) = e*2t e*2" g(rydar |- | e™2%g(s)as, t=zo0
- 0

o bien
t

q(t) = -Je"z("'r)g(r)dr tz0

o
pero esta misma expresién tiene sentido para t € R y define una

funcién que es solucién de q- Azq +g=0, teR, yes acotada

para t— -o . o

Por tanto hemos definido wuna transformacién no lineal
T :¢ — T(¢), tal que
0

T(e)(p) = -J e‘z'Fz(I+¢]p(r)dr v pe x*
-

1 (1.15)

siendo p(r) = p(r,p.¢).

Lema 1.3

Sea ¢:x‘:—> X': lipschitz, tal que T(¢) = ¢ .

Entonces M = Graf(¢) es una subvariedad lipschitziana de Xa,
positiva y negativamente invariante para (ST).

Ademas V t = 0 ST(t)lm es un homeomorfismo de M.

Demostracién
Sea u=p + q.= P+ ¢(p) € M sea p(t) = p(t.p,¢), teR,
solucién de P* Alp + F‘(pw(p)) =0 , p(0) = P, sea t €R
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entonces p(s,p(t),d) =p(s¢t,p°,¢), s € R (por la unicidad de

soluciones), por tanto de (1.15)
0

#(p(t)) = T(g)(p(t)) = -J e‘z’F2(1+¢)p(r.p(t),¢)dr
-

0
#(p(t)) = -J e‘szz(BO)p(rﬂ.,po.é)dr

y tras camblar de variable

t
o(p(t)) = -I e"z""’rzuw)p(r)dr teR (1.16)

-®
pero por el Lema 1.2, (1.14), esta funcién es solucién, en R, de
q* Ag+ Fz(p‘é(p)) = 0 con dato inicial
0
—J e‘szz(Iw)p(r)dr = ¢(po)
-

Por tanto (p(t),¢(p(t)), t € R, verifican (1.10):

Pt AP+ Fl(pﬁb(p)) =0
q,* Azq + Fz(pw(p)) =0 teR
p(0) = Py q(0) = ¢(p°)

y por tanto p(t)+¢(p(t)) = u(t), t € R, es solucién de (ST) y
asf u(t) = S.I.(t)uo eM t eR.

Como acabamos de ver
S.l.(t)uo= p(t.P(uo],np) + ¢( p(t.P(uol.¢) ) v u € m (1.17)

estd definido para t € R, es continuo en u,, por la dependencia

continua respecto a datos iniciales y claramente

-1
[ sr(t)pn ] = sr"”pn , por tanto es un homeomorfismo de M. o
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3.2 Existencia de la Variedad Inercial. Primera y Segunda
Condiciones de Salto Espectral

Veamos propiedades “a priori" de la clase de funcliones ¢

sobre la que se debe plantear el problema de punto f1ijo:

Lema 2.1
& a
Sea ¢:X1————a X2 lipschitziana

1) Entonces T(¢):X?————a X: y es acotada independientemente de
¢.

{1) Supongamos 3 € > 0 tal que F: X*——s XB'C < Xﬁ es acotada.

Entonces T(¢):XT———e X:+E c X: y es acotada en X:‘C
independientemente de ¢.
En particular si las inclusiones Xac Xb a>b son

compactas (l.e. si A tiene resolvente compacta) entonces el rango
de T(¢) esta contenido en un conjunto relativamente compacto de X;

independiente de ¢.

Demostracién
i) Que T(¢):XT————Q X: nos lo dice el Lema 1.2; y como alli
(o]
(o S r
| Tte)p, 1,5 sup | F(I+o)p(r) |, a-B e 2 dr
-3 2 B _
r=0 - (_r)a-B

y ::g | F (I+¢)p(r) |B= IQIB'IFIa,B‘ Por tanto

EQ|B. |F|a .C_ .T(1+8-a)

B Ta-B - a

Ry = = ba,a v P, € )(1 (2.1)
2

ITep l s

0
-B_A
1) T@pl,, s J ] A: Be 3r 1 F,(I+¢)p(r) ﬂﬁ‘cdr <

lQlﬁ‘c.lF|a.ﬁ'€.Ca_B r(1+g-al o f 2.2)
1+B-& " Ya,B :
3
2
el resto es obvio. o
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Lema 2.2

Sea como arriba |P| = [P| _ . Entonces
£(X™)
Sop( T(¢) ) < B( 2pC°|P|‘z ) (2.3)

siendo B ipColPL ) la bola cerrada en X‘: de centro 0 y radio
ZpCOIPlu .
mo c
Sea Mz1, sea peX '  tal que |p] >20M=2p, ast
| 12 by IPole > ToT-
p+olp) ] = p > y esto es mayor que 2p si y sélo
(4] o" la |P o O P «
si Mz |P|¢. En este caso existe un intervalo abierto, I, que
contiene a cero, tal que si p(t.po,O) es la solucién de
Pt Ap + F‘(p*é(p)) =0, p(0)= P, se verifica

p(t) =e™ ™% p(s) vtezs, t,sel

ya que sop(F) ¢ B(2p), por construcciéon. Con t =0 s <0, s €,
tenemos por (1.4)

2oM < |p | = Coeaxs. Iets)] < C lp(s)],

ya que s <0 y 61> 0; por tanto si Mz C°|P|al entonces
1> (-=,0] y p(s) no puede alcanzar en tiempo negativo la bola

B(Z—SM— y ademds

° ) 2pM
(s)+ ¢(p(s)) | = (s) VssoO
AU A i A L o

As{ eligiendo M 2 Co' IPla z [P'az 1 tenemos

F( p(s)+ ¢(p(s)) ) =0 Vss=0O

(o]
T p) = -J e‘z'rztw)p(sms =0 o
-
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Lema 2.3

Sea ¢:X‘;—-)X': lipschitziana de constante L. Si se

verifica la Primera Condicién de Salto Espectral:

na.B

Entonces T(o):x:‘—» x‘: es lipschitziana de constante

s'QIB.Ka'a.(hL)‘Co.C r(1+g-a)

=5 - «-B
=3, [ 3+ C§.|P|B.Ka,ﬁ. (1+1). 8% ] >0 (2.4)

L[ T(¢) ] “B_z‘ﬂ =L,g (2.5)

«,B
Demostracién

Sean p, | ex‘:, 1 € {1,2), y sean p las soluciones de

Pt Ap + F (p+¢(p)) = 0, p(0) = Py

la constante de lipschitz de F, asf Ks |P],.X
1 1 B "a,B
K s EQ'B'Ka.,B; con esto
0
R a-B A_s .
|T(¢)(pm) T(¢)(p02)|as LJ A e |.|r2(ul) Fz(uz)lsds
y | Fylu)-F,(u,) Iﬁ = K,(1+L). |p -p,| ,; ademés
t
-At -A_(t-%)
pl(t) pz(t) e’ (pm-poz] —Je 1 (Fl(ul)—Fl(uz)](s)ds
0
como aqui t s 0, usando (1.5),(1.6) tenemos que
(o}
- -5t _ a-B] 38, _
lpx pzla(”s e 3 [Colpox pozla*czﬁ(h“én Je 3 Ipl pzla]
t
de donde con el lema de Gronwall, con t s 0
- - - a-8
Ip,-p 1, ()5 C lIp,, Pozla.exp[ [63+C§|P|B.Ka.ﬂ(l+l.)6‘ }t ]
asi
0
Ca—B Q s
1T p )-T#) P )] = K, (1+L)C Py P, Z}TB e'a,B ds
-®

que es convergente por (2.4) y (H3); asi
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I(1+8-a)

Kz.(loL).Co.Cg_B.
|T(¢)(pm)-T(¢)(p°2)|as e |pm_p02|¢
a,B

y por tanto concluimos. o
Observacién
Qa,6> 0 si y sélo si

3, 4

—F > A= c: IPlg K, g (1+1) (2.6)

4

Los Lemas anteriores determinan en cierta forma la clase de

funciones en la que plantear el problema de punto fijo:

Definicién 2.1

Sean b,L > 0. Sea ¢:XT————4 X:. ¢ estd en la clase 5b L siy
sélo si

1) ¢ lipschitziana de constante no mayor que L
o
|¢(p1) ¢(p2)|as L.|p1- pzla v pi'pz € xx

11) ¢ acotada por b
3
] ¢tp) |5 b VpeX

ii1) sopi(¢) ¢ B( ZpCDIPla )

As{ los Lemas 2.1-2.3 nos dicen que verificandose la Primera

Condicién de Salto Espectral, (2.4), y con ba definido por

B
(2.1}, y La g Por (2.5) tenemos que

T8y | —— 3 (2.7

a,B‘La,B
Ademds los espacios 6b,L son claramente subconjuntos
convexos, cerrados y acotados del espacio Cb(XT,X:). por lo tanto
heredan de éste una topologia métrica para la cual son espacios
completos.
Ahora ya podemos abordar la existencia de la varledad

inercial por medio de la existencia de puntos fijos de T.
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Lema 2.4

Con las notaciones anteriores, supuesta la Primera Condicién

de Salto Espectral (2.4), entonces

T8y ;— & ot es lipschitziana de constante
' a,B' a,B
CIP| K, oL C_ JQlaK, (1)
o' '8" "a,8" "a,B a-B' '8 .8
LT = =8 . g (2.8)
53.5‘ 62

Ademds si F verifica las hipoétesis del Lema 2.1 11) y A tiene
resolvente compacta entonces T es compacta.

Demostracién

Sean  ¢.9,€ By . asi
- - @ .
d( T(¢’).T(¢2) ) = sup{[T(o")p T(¢2)p|a. p e )(1 }. sea p e X‘: %
sean u =p- ¢‘(pl) siendo P, las soluciones de
Pt A‘p + Fl(pwl(p)) =0, p(0)= P, 1€ {1,2}
0

[T, )p,-T(e,)p | 5 J 1 A:"’e‘z'|. [F,(u,)-F, (u,) | gds

|F2(u1)~F2(u2)|B sK.ju-ul s Kz[(l‘L)lP,‘lea* d(¢1,¢2)]

t
R T WS _ .
y tenemos pl(t)-pz(t) Je 1 [F1(u1) Fl(uz)](s)ds asi para
0
t s0 con (1.5), (1.6) obtenemos
T 0
_ -3 t a-Bl 8. s _
lp,-p I (t)s e s cﬁxla‘ Je 3 ((HL)Ip1 Pl (s)+ d(¢1.¢2)]ds
t
¢}
con lo que la funcién y(t) = Jesasﬂpl-pzla(s)ds cumple
t

_d x-B 1 a-8
SE Y s cjxxs‘ d(¢l.¢2)Ta . clea‘ (1+L)y(t) , t s O

as{ con t s 0 por el lema de Gronwall

166



|p’-pz|a(t)$ cf;xl.s‘:'B d(¢1'¢2)—;‘ exp[—(az +C§KIST'B(10L)]t]
3

y por tanto
O ¢
_ a-B 1 a-B Q .8
|T(¢1)P° T(¢2)P°|¢s C§Kl5‘ ‘3; KZ(I’L)I ?:;;;:3 e'a,fds +
-
0
+ sz_ml A:'ﬂe‘z'|ds dg,.¢,) v p,€ X?

de donde usando (2.5) y (1.7) concluimos el resultado.
La compacidad de T es una simple aplicacién del teorema de

Ascoli-Arzeld ya que T(&b L) c 5b es por tanto una familia

'L«8
equicontinua y por el Lema 2.1 ii) {T(¢)(p) , € 3b L} estd en

un conjunto relativamente compacto de Xz. para cada p € X‘: fijo. o

Teorema 2.1

Sea L > 0. Si se verifica la Segunda Condicién de Salto

Espectral:
5*B A
4 2
na'BZ RO . 5— .Al* W <1 (2.9)
3 2
siendo: .
_ 1+8-
Co' ca-B' ]QIB.K‘!,B. (1+4L).T(1+8-a)
R = (2.10)
[} L
A1= Co. IP'a,ﬁ'Ka,B' L A2= ca-ﬂ' lQIu,B’Ka.,B' F(1+8-a) (2.11)

entonces T es contractiva en Zyb Consecuentemente T tiene un

WL
7]
unico punto fijo en ?5b L

8’
Demostracién

i) De (2.4) y (2.5) L

aBs L sl y s6lo si Q _z Ro y asi por (2.7)

T[5ba8,1_] < z‘bw,L : *
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5B A
4
11) Supuesto i) por (2.8) L(T) s — At B

) 5

que uno por (2.9). o

que es menor

Observ ones
1) st 6.- 63( < 62 ), por ejemplo en el caso hilbertiano con A

autoad junto, entonces

A1 Az A}* Az
<
L(T) = 61»B-a 6“8-“ 6‘ +B-a
3 2 3

y esto es menor que 1 si y sélo si
1

52 R-= [A#A ]"B'“ (2.12)
3 3 1 T2
i1) En el caso de T compacta (Lema 2.1) y si Da3= Ro' el teorema
de Schauder nos da la existencia de puntos fijos de T ya que

5b L es convexo, cerrado y acotado.

8’

168



3.3 Atractividad Global. Tercera Condicién de Salto
Espectral

Pretendemos ver ahora bajo qué condiciones adicionales la
variedad construida en la Seccién II1.2 es atractiva para (ST).

En el caso particular de los espacios de Hilbert se obtienen
condiciones mis finas, debido a la sobresaliente propiedad de
COMPRESION FUERTE (Strong Squeezing), [11,13,14). Nada anilogo a
esto ha sido probado aun para espacios de Banach generales, donde
de todos modos una Tercera Condicién de Salto Espectral nos da la
atractividad (exponencial) de la variedad.

En este sentido los dos préximos Lemas serén claves.

Lema 3.1 [14]
Sea I ¢ R intervalo, sean y,z: [— R, 7>0 y el cono
CT’ { (y,2) eR" xR, zz 7.y } . Supongamos que con t € I, en C7

se verifica

y +ay + bz z0
. (3.1)
z-cy+dz=20
siendo a,b,c,d no negativos. Asi
1) Si
d-<>»o0 (3.2)
> .
ycon s € [to,t] c 1 se tiene (y(s),z(s)) e Cw, entonces
c
z(s) = z(to)exp[-(d i )(s-to)] , S € [to.t] cl (3.3)
ii) St
d-by>0 yd-by-a-—%—zo (3.4)
entonces
27= { {y.z) e R°x R*, z = 7.y } (3.5)

es invariante y exponencialmente atractivo de orden
exp(-(d - bv)t], i.e. si con toe I se tiene (y(to),z(tol) € 21,
entonces  (y(t),z(t)) e }:7 Vitz to' tel, y si
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(y(s),z(s)) ¢ 21 con s € [ta.t] < 1 entances
[z(s) - 1.y(s)] H [z(to) - ry(tgl}exp[-v(d - ?Svl(s-to)] (3.6)

Demostracién
1) Si con s € [to,t] c 1l se tiene (y(s),z(s)) e C7 entonces
2(s) 2z 7.y(s) y asf como c 2 0

z«td-%).zso (3.7a)
asi (3.3) es obvio.

11) St (y(s),z(s)) ¢ C7 con s € [to,tl ¢ 1 entonces

% (z - 7.y) s -(d -by).z + {c + ay).y

d _ {, _ c+ay
Slz-ry) + @ bw)lz Tb—?'y] s0

Cc + ay

supuesto que d - by > 0; as{ ra ek si y sélo
si d-bv—a-—:—zo y en este caso

d

-E(z -7.y) + (d - br)[z - 7.y] s0 (3.7b)
El resto es obvio. a

Observacién
En particular si I = [to,m )y (y(t),z(t)) e CT con t el

entonces y(t),z(t) —— 0
t—

Lema 3.2 ([1], Cap. 7, Lema 7.1.1)

Sean b2 0, B> 0, al(+) una funcién no negativa, localmente
integrable en [0,T), T S w.

Sea u(+) no negativa, localmente integrable en [0,T), tal

que
t B-1 :
ult) s a(t) + b.| (t-s) wu(s)ds t e [0,T) (3.8)
)
Entonces .
t .
u(t) s a(t) + e.J (g_s EﬂJ(B(,t-s)),a(s)ds t e (0,T) (3.9)
[¢]
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% © an )
slendo o= [b.r(ﬂ)] . 'EB(Z) 'nzom (3.10)

En particular si a(-) es constante entonces u(t) = a.EB(et) y
ademis existe Hos HO(B) >0 tal que

t
Eﬂ(t) s Hoe t e [0,T) (3.11)

3.3.1 Caso Hilbertiano.

Supondremos que X es un espacio de Hilbert real y separable,
A operador autoadjunto con resolvente compacta (ver Capftulo I).

Sea o(A) = {An}neﬂ sucesién no decreciente convergente a +w» ,
de los autovalores de A (contados con su multiplicidad) y sea
{en}neN base ortonormal de X de los autovectores de A; sea por

Gltimo )
o= {Ax’ e XN} y o, {An}nzNﬂ (3.12)

asi S =2, 8=2A,,., §=38=2, C=1, IPl = la] = 1. Obseérvese

que no se ha supuesto que los )“N sean todos distintos, tan sélo
que AN - AN#!'
Teorema 3.1 (Propiedad de Compresién Fuerte) (11]
Sea 7 > 0, definimos
a
Z- {(u.v) e X% x*, fetu-vi] 5 7. |P(u-v)|a} (3.13)

Supondremos que F es algo mas regular: F: X——s XB es
acotada y lipschitz, slendo
1

Osa.-Bsz (3.14)
1§B-(!
Supongamos ademas que ANH > Ka,B (3.15)

y as{ definamos
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Ku.ﬂ
1+8-a

N+l ~ Ka.B
Sea 7> Ty Si se verifica la Tercera Condicién de Salto

Ty = ry(eB) = >0 (3.16)

A

Espectral:

- . a-8 a-B
Aa,B = kN#l- (1+y )'Kaﬁ’ AN#I- AN— (1+1)Ka8AN z0 (3.17)

1) st (“o'vo) € 27 , entonces (u(t),v(t)) e 27 vtzo
siendo u(t) = ST(t)uo y v(t) = S.l.(t)vo.

11) St (uo.vo) ¢ }:7 entonces VYV t =z 0 tal que (u(t),v(t)) ¢ }'.'7

se tiene
Jotu-v)] (1) = exp(-M, 5 t)jQtu -v )y, (3.18)
-1
Ju-v] (t) s (147 ).exp(-Ma'B.t)luo-vola (3.19)
«-B -
siendo Ma,f ANH- Ka's[ AN*I + 7')‘N >0 (3.20)
Demostracion
Sean Uy v E x%, como u(+),v(¢) son soluciones de (ST)
entonces w = u - v verifica LA Aw + F(u) - F(v) = 0. Sean

p =Pw, q=Qw, as{
p.* Alp + Fx(U) - Fx(V) =0

q+ Azq + Fz(“) - Fz(v) 0

multiplicando escalarmente rﬁor Afap, A:‘zq (vease el &-producto

definido en la Seccién 1.1) cada ecuacién

14 g0l [p]21 + < F.(u) - F (\)[A%% > = 0 (3.21)
2 atl¥ia Qs 1 1 1
2
14 2 2 2a
3 gehalgt lalgr + < Ftu) - F(v)[A"g > = 0 (3.22)
2

d 2 2
FelPIEe IPIL | = K glmvly 1P = X, o(1P1 el 1P g

pero por la construccién de Xl y vusando la representacién

172



espectral de A (ver Capitulo I) es inmediato que

Iol 0 % x: ﬂ. el, v Ipl:% s A el (3.23)

1d, 2 2 o
i Sl NI Koy (Plelal)lel, .20
Coma*%zZ«z-B sziﬁ’yl-s:;losiosa-ﬁs% y en este
caso se tiene |q|:'§ 2 Ayay . |q|§a.s. entonces en (3.22)

podemos acotar :

2
< F,(u) - lev)lAzaq > | s [F ) - Fz(v)lﬂ. |q|aa_ﬂs

a—ﬂ-%
My KgIPlee TalJlals

y por tanto

1
1d, 42 a-f—
Z aflqla+ lq'a& 'q'aol - Kaﬂ Ipla"‘“a '\Nol =0 (3.25)
2 2

como lql‘il z AN+1' |q|: , entonces en la regién en la que
2

Z Nl

1
«-B——
al- Kaﬁ["’la"lq'a}xNﬂ 2 20 de (3.25) se deduce que

1d, 2 B 2 «-B
1 qale [;\N”-xwxm]]qa- Keghor IPllals 0 (3.26)

y esto es valido en la regién

X
lal = [Tﬁf—]lplu (3.27)

ANH -KGB

donde hemos usado (3.15) implicitamente.
Derivando en (3.24), (3.26):

d a-B «-8
§|p|a +[AN+ Ka'ﬁAN ]Ipla¢ Ka.BAN .|q|¢= 0 (3.28)
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d a-B a-B
Felal* [xnﬂ-xasxml].hh— K g Net Irl,s 0 (3.29)
y estamos en las condiciones del Lema 3.1 cony =p , 2 =q

a- a-8
7Tz Ny oo 2= [RN* Ka,BAN ] , b= Ka.B)‘N

a-B a-B
c=Kh, .d= [AN+1—KGBAN’1]
en este caso d > 0 sl y sélo si se da (3.15); (3.2) equivale a

LR "I (3.4)a 8 20 y M _>0 verificandose ademias que

a,B «,B

Aa'Bz 0 implica Ha.ﬁ> 0. a
Observacién

Como B =z a - % entonces 1+8-a = % y asi

K

= aB » 0 , como hemos de tomar 7 > 7,, a mayor
N 1+B-a N

A - K N—> o

N+1 73]

N, menor es la regién (conica) atractiva.

NOTA
Una vez obtenido este resultado, sigulendo [11,14], llegd a
nuestro conocimiento que R.Temam habia obtenido las mismas

conclusiones siguiendo un razonamiento analogo, (13].

Teorema 3.2

Supuesta la Primera y Tercera Condiciones de Salto Espectral
(2.4), (3.17), si ¢ es un punto fijo cualquiera de T , entonces
M = Graf(¢) es una variedad invariante, globalmente atractiva de

orden exp(-M para el flujo de (ST) en Xa, con Ma dado en

MPOR 8
(3.20). Mas atn V¥V B ¢ X* acotado 3 C(B) 20 talquev t =0

dist( ST(t)B.’n ) s C(B)'exP(-Ma.Bt) (3.30)

donde la distancia se toma en x%.
Por tanto M es una Variedad Inercial lipschitziana de
dimensién Dim( R )= N , para (ST)’ El fujo sobre M queda
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determinado por (1.17) y la Ecuacién Diferencial Ordinaria (EDO)
{ P+ Axp + F‘(p + ¢(p)) =0
o
p(0) = P,€ X
que recibe el nombre de Forma Inercial de (ST)

Demostracién [12]

Sea uoe X“ , sea t>0 f1jo, sea 7 > L% sea
p(s) = p(s.P(ST(t)uo).¢). s € R, solucién de

{ Pt Axp + FI(p + ¢(p)) =0
p(0) = P(Sr(t)uo)

sea v(t) = p(-t) + ¢(p(-t)) € M. Consideremos ST(')v(t); entonces
P(ST(t)uo- ST(t)v(t)) = 0 y por tanto [ST(t)uo, ST(t)v(t)) € 27.
(salvo que ST(t)u°= ST(t)v(t) en cuyo caso el resultado es

trivial), por el Teorema 3.1 V s € [0,t] [ST[s]uo. ST(s)v(t)] € 27
y ademds V s € [0,t]

|Q(ST(s)uo- ST(s)v(t)]|as jQtu - v(t))|a.exp(-Ma'8.s) (3.31)
observemos que como Sr(s)v(t) e M V s € [0,t] entonces
Q(ST(s)v(t)) = ¢l P(ST(s)v(t) ) vVse [0t]

en particular con s =t
HQ[S’I‘(”“O- sr“)"mllf fa(sp(tiu)) - ¢C P(Sp(tiu) )] =
= |ST(t)u°- P(ST(t)uo) - ¢ P(ST(t)uo) )|a= dlst(ST(t)uo,ﬂl)

por otro lado
fQlu - vie] = Jotu ) + Jatvit)] =
= Jetu )] * jep(-t)] 3 lQtu )]+ LI

ya que ¢ € 5b Lo asi de (3.31) deducimos
af"aB

dist(Sp(tju M ) = [ﬂQ(u°)|a+ ba.ﬂ ].exp(-Ma' t)

8

de donde se deduce (3.30) con
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C(B) = b, g+ sup [LICH)

u € B
)

El resto es obvio.

QObservaciones

1) De hecho M atrae todo B ¢ X* con Q(B) ¢ X: acotado.

(3.32)

i1) Se ha probado arriba que si u(t) es solucién de (ST) entonces

Ju - (Pu + g(Pu))]_(t)s C(B).exp(-M_ ,t)

8

3.3.2 Caso General.

Teorema 3.3

Supongamos valida la Primera Condicién de Salto Espectral.

Sea ¢ un punto fijo cualquiera de T , entonces si se verifica

la Tercera Condicién de Salto Espectral:

1

Mop™ %87 %’ ©
siendo
1 2 a-B
Qa,B= 52- 63* 2 o(l*L)]PIBKa,BG‘ >0
1
- - 1+B-a
ea.B' [M3.F(1*B a))
con M3= Nl* Hz , slendo
2 a-
CoC, glPlglal K] g(1+0)8]
Mls a * C“_ﬁKz
o, B

3 2
CCoglPlglalgky g(1108,

HZ' a 1
a,B

entonces para toda solucién, u(t), de (ST) se verifica

[att) - ¢(p(t))|as C.exp('Ma'Bt) vytzo
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siendo p(t) = P(u(t)) ., q(t) =Qu(t)), M =0' -6

a8 a8 %,pg P2

una clerta constante C 2 0.
En particular dist( u(t), M ) s C.exp(-Hu Bt). y es mis
3 M‘- H‘(a-B) tal que VB c X con Q(B) acotado en X:’

dist( S.r(t)B,m ) s C(B)‘exp(-Ma Bt.) (3.39)

con C(B) = COM‘[ b,.g" SUP IQ(u)Ia] (3. 40)
ue B
Asi M = Graf(¢) es una Variedad Inercial, lipschitziana,
para (ST). de dimensién
Dim( M ) = Dim( x‘ )
Asimismo el flujo sobre M queda determinado por (1.17) y la Forma
Inercial
{ P* AP+ F (p+glp))=0
_ «
p(0) = P,€ x1
que es una EDO si y sélo si )(1 es finito dimensjional.

Demostracién

Si u(t) solucién de (S.r), P Y q definidas como en el
enunciado verifican (1.9)

pt+ A‘p + Fl[p +q) =0

q+ Azq + F2(p +q) =0

Sea para cada t 2 0 y(s,t), s € R, solucién de

th Aly + Fl(y + ¢(y)) =0
(3.41)
y(t, t) = p(t)
Con t 2 tot 0 fijos sea £ =q - ¢(p), as{
£(t) - e“z“"o’e(to) = | at) - e lqr) ] -
-1 etptt)) - et gp(t ) (3.42)
0

este ultimo sumando es
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¢(y(t, t)) - e-Az(t-to)qp(y(to,t))] + e-‘z(t-to)[tt(y(to,t)) -

- ¢(y(to.t°))] (3.43)

de forma que tenemos representaclones integrales de cada término
usando (1.9),(3.41) y (1.16) dos veces:

t
att) - e olqe ) - J e*2(tF (p + q)(s)as (3.44)
t

o

t
piy(t,1)-e 2 gyt )= J e“z("s’qu + ¢)y(s, t)ds
t

[}

(3.45)
tO
_ -a_(t_-s)
¢(y(t°.t°)) = J e 2 0 Fz“ + ¢)y(s.t°)ds (3.46)
-
t
0
ply(t ,t)) = J e“z(to'S)Fz(I + ¢ly(s, t)ds (3.47)

asi para estimar J€(t) - e"z(t'to)stto)la tendremos que estimar

en norma I'la los dos términos (Il ,12 respectivamente) que

resultan de restar a (3.44),(3.45) y a (3.46),(3.47) llevando en
-a_(t-t )

este caso el factor e 2 o’ :

t
1= |{ e"z(t—S)[Fz(p +a)ls) - F (I + ¢)y(s.t)]ds|u
t

t
[

1= IJ e-‘z(t-S)[Fz(I + #lyls,t) - F (I + ¢)y(s,t)]ds|a
-

Denotando Kl la constante de lipschitz de F’

a)
t

13 JK2|A:'5e"z(t'S)|. Ip(s)-y(s, t)+q(s)-gly(s,t))] dss

t
)
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t

s IleA:'ﬂe"z(t’S)l[(I*L)lp(s)-y(s.t)|¢+ |€(s)|a]ds s

t

t
e-az(t-s)

P ca_Bszmﬂ[(1+L)|p(s)-y(s.c)|¢+ |€(s)|a]ds (3.48)

o

Sea t s s s t, asf
0 t

0 = p(t)-y(t, t) = e-‘l(t-s)[p(s)-y(s.t)]-I e-AI(t-r)[F‘(p-rq)-
s
- Fl(I*o)y(r.t)]dr
o equlvalentemente
t
p(s)-y(s,t) = J eAx(r'S)[Fl(p+q)(r]- Fl(l*¢)y(r.t)]dr
s
de donde, como r-s = 0, por (1.5),(1.6)
t
|p(s)-y(s.t)|¢s CiKlGT-BJ eaa(r'S)lp(r)—y(r.t)+q(r)-¢(y(r.t))|adr

t s t

s C§(1+L)Kl8:'BJ esstr-5)|p(r)-y(r,t)|a* CjKlsf'BJ ess(r'S)|E|adr
s s

con las técnicas del lema de Gronwall para s € [to.t] obtenemos

t
fp(s)-y(s, )] = exp[CiK’BT'B(I+L)(t-s)]C§Ki6:’B[ eaz(r'S)|E|adr
S
=5 - a-p
Asi en (3.48) con Q= 3, c?cla. (14L)

t -8 _(t-s)
e "2 B
J —?:j—;;:ﬂlp(s)-y(s,t)|as C§K16| J
t S

o

t e'ni(t-S)

a-B
t (t-s)
o

t
l[ esz(r'S)liladr]ds
s

Ahora por el teorema de Fubini y teniendo en cuenta que

na'B- n’- 6:. lo anterior es igual a
t t-to e-oa Bz
a-B S (r-t) '
cﬁxla‘ I I€l,e2 [[ B dz]dr s
z
t t-r

[}

179



® -Q

t e By ‘32
a-8 5 (r-t) '
s CX, 8, I {3 U dz]dr s
t-r

a-f
z

tO

a-B
cix‘a‘ r o8, (t-r)
s letr) ], ————ar
B
Qa.B ¢ (t-r)

como le 62 , de (3.48) obtenemos finalmente

t e-Q‘ (t-r)

1sM .| ]6(r)} —————dr (3.49)
v L © (pr)*B
°

con "1 definida como en (3.36).

b) Por otro lado
t
o
a-B_-a_(t-s)
Izs K2(1+L)I IAZ e 2 |.|y(s.to)-y(s't)|ads (3.50)
-®
pero con s s t

y(t.to)-y(t.t) = e"x(t'S)[y(s,to)-y(s.t)] -
t
- J e"x““"[r,(w)y(r.co) - F](I*o)y(r,t)]dr

s
y asi

y(s, to)-y(s.t) = e‘l(t's)[y(t,to)-y(t,t)] +

t
+ I e‘i(r'S)[F‘(Iw)y(r.to) - FI(I*o)y(r.t)]dr

s
por (1.5),(1.6), como t 2 r = s obtenemos

53(t-s)

Iy(s.t))-y(s.t)] 5 Cee Iyttt D-y(t, )] +

t
a-B
2 3_(r-s)
+ COK,(ULJG‘ ‘[ e 3 ly(r. tol-y(r.t)|adr

S
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de nuevo con las técnicas del lema de Gronwall, para s s t

[
Jy(s. to)-y(s,t)las Coexp([63¢ cle(m.)s. B](t—s))ly(t,to)-y(t.t)la
(3.51)

y ahora como en a) con s € [to.t] y con

p(s)-y(s,t ) = re"its-r)[F‘(P"q)(f)" F,tw)y(r.to)]dr
t

[
obtenemos

a-8
|p(s)-y(s.t°)|as czxis‘ r|p(r)-y(r,to)*q(r)-ﬁ(y(r.to))ladr
t

o
de donde
2 a-gf®
|P(S)'Y(s»t°’|¢‘ C°(1+L)K16‘ J Ip(r)-y(r,to)ladr .

t

S
a-f
+ Ck 5 J l§(r)] ar
01 & a
t

nuevamente por el lema de Gronwall, evaluando en s = t y usando
que y(t,t) = p(t), obtenemos

2, B 2 «-B ¢
Iy(t, t)-y(t,t )] s CK & exp(Co(1+L)K &  (t-t })| |&€(r)] dr
t
(3.52)
asf{ en (3.51) y cons s tos t
. t
|y(s,t°)-y(s.t)|¢s C;Kls‘ exp(Qz(t-s))J IE(r)ladr (3.53)
t

a-B8 °

2
donde st 63+ ZCO(I#L)KlG‘ y se ha usado que t-tos t-s, por
tanto de (3.50)
t 1
\ -8 t [ e'na.ﬂ“"S)
Is Coca-thxz(l'L)sc |E(r)|adr . —F ds
t (t-s)

-o
[+]
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a-B
siendo Q' = 5.- [a + 2c2(1+L)K. 8 ] >0, asf
a,B 2 3 [} 1 4

('.-to) t
j’ € dr
t

[}

1
-8 e-Qa.B
K‘Kz( 1 *L)G‘

3
Izs coca—B

1 s B
Qa’B.(t to)

con Hz como en (3.37) y usando que t—toz t-r, obtenemos
1
t e'na.ﬁ“'r)
125 Mz. le(r)'a———:—_s" dr (3.54)
¢ (t-r)
("

Ahora de (3.49), (3.54), por (3.42)

t e-ﬂl (t-r)

=3_(t-t )
[§(t)] s Coe "2~ "o Jg(t )] ¢ M‘.J is(r]|a———;3— dr +
t (t-r)
o
1
J.t e-Qu' B(t-r)
+M .| [€(r)} ————— dr
2, ¢ (g-r)* R
()
yconoﬂlsﬂsa . cSnM¢M=M. entonces V t =2 t
a,B 1 2 1 2 3 [+]
1
' t e-ﬁa B(t-r)
lew)].s c e gt % et )] + M J J€(r) ] ————— dr
a o ' o' la 3’ « a-8
¢ (t-r)
o
(3.55)
1
de forma que con z(r) = eﬂa.B(to’ r)|f;’(t°+ r)|a, r € [0, t-tol
T z(s)
z(r) s Coz(o) + Ha' E— ds Vre IO.t-tol
0 (r-s)

y estamos en condiciones de aplicar el Lema 3.2, por tanto

1
IM=M(a-B) tal que con o 1+h-a

s [na. r(1+5-a)]
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I6(0)] 5 ClECe ) | Mexp (-4 g(t-t ) (3.56)

B8

1
con Ha. B= Qu' B-

Con esto como € = q - ¢(p) = u - (Pu + ¢(Pu)), entonces

o, g que es positivo por (3.33).

dist( u(t),M ) s JE(0] 3 CJ§(t )] Mexp(-M, o(t-t)) (3.57)
y (&t )] = latt)-etplt )] s |Qtutt )] ¢ ba.8 por lo cual

deducimos (3.39),(3.40). El resto es obvio. o

3.3.3 Ejemplos
Veamos condiciones sobre ¢(A) que aseguren las tres
Condiciones de Salto Espectral, asi como posibles aplicaciones a

los ejemplos del Capitulo I, Seccidén I.1.

a) Caso Hilbertiapo, 0 = a8 = %

Asi (2.9) es
a-B;
RN "Nu'["n‘ 2N ] =2
a a
2 3
11) —Tha _Al‘B-a <1
AN N+1

mientras que (3.15) es

111) XN#1> a,
y (3.17) es

a-

a-B
tv) Aa.B- ANe1” 3MNa1T AN 26N

que son las condiciones a verificar.

Bzo

AN - A AN - A

+1 N _ +1 N

Sean L W < o= T (3.58)
N+1 N

como )‘Nﬂ) kN , basta que se verifiquen:
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a) o,z a +

N 1] a-B
x 1
1+8-a
b) AN> a5 [az’ aa] ’ xNH> 2
c) Tt

NE 3 nax(as, as)
De forma que a su vez es suficiente:

A A

_ "NetT N
AN——)O, TN-—a_—ﬁTATB—)Q (3.59)
ANe1* AN
1 1
Z 42 _ 2
Observemos que th = ANOI AN con igualdad en el caso

a-B8 = % Asi con (3.59) 6 con la condicién més restrictiva

AN——) o, — @ (3.60)

entonces (ST) tiene una Variedad Inercial de dimensién finita y
la propiedad de Compresién Fuerte se verifica.

La condicién (3.60) es la que ha aparecido en los trabajos
(11,12,14], y (3.59) en [13].

“'Si por ejemplo, 21,22}, A,x N* cona >0

N
aN*"le 0(N?"2)
T, — que diverge si y sélo si
N Ma{“°5)¢ O(Na(a—ﬂ 1)
a>;zl Osa-ﬁsl (3.61)
1+8-a ' 2 ’

mientras que My diverge si a > 2.

b) Caso General

Como antes, (2.9) es

a- aZGT'B a,
- )
1) Q@ = 52 [53* 306‘ 2 a 11) + <1

«,B

mientras que (3.33) es

a-B.
1

114) na,B' 82-(63* 2a°8‘ ] >0 y

a 8B 3 5%BE
Q‘) 3+L¢#_ con ca__l_
a,B [ 1 1+B-a

Q Q

a,B «,B
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como 9 > Q' basta que se verifiquen

8 "a,B
a-B
5 -3 a a_é a
2 3 1 24 3
a) 6“'5 tZaoo 6“'3 b) s + 5l'B-¢ <1
4 4 3 2
a-By €
+
c) a'ls>|ae (as 36)6‘ cz——l——-
a,B () al * 1+8-a
a,B
5B
Para que se verifique b) — y ! han de ser
s 5:.3-0.
3 2
pequefios, asi escribiremos
B
L BT, y 82 —_ o (3.62)
63
y para a)
62- 53
._;;_F- —_— y 3, —— 0 (3.63)
4
Q!
pero de (3.63) se deduce que @.8 —_ o y f !y por tanto
5B «,B
4

se verifica c).
En particular en el caso Hilbertiano con O s a-8 < 1 para
(3.62) y (3.63) basta
AN»I B AN
AN——)un y e —— ) ® (3.64)
N «-B
A
N
y entonces hay Variedad Inercial finito dimensional, aunque la
propiedad de Compresién Fuerte puede no ser vidlida. Este resultado
no aparece en (11-14].

Por ultimo si AN“ N* cona>0

aN*"te 0(N®7?)
o, x

que diverge si y sélo si
N T Al [ aleh),
1 L 3
a>’T‘B—-¢=1' 0sapB <1 (3.65)

Observemos ademds que con las notaciones anteriores a-N> N
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et

1 .
y ruz My si 0 sa-B8 s 35 sea o )‘N z 1, asi
1+8-a 1 1
tN- ON . AN . (UN 1) v “N- A;(w;- n

W By B N

N N
por tanto si
1) uN——) o entonces ’N' TN' pN——) ©» y hay Variedad Inercial
con 0 < a-8 <1 , siendo valida la Propiedad de Compresién si
0Osaf s %— .

11) {UN} < K, K compacto de (1,o), entonces My— @ y por tanto

hay Varledad Inercial con 0 s a-8 = % y se verifica la Propiedad

de Compresién; ademas si %< a8 < 1 W e si y s6lo si

N @ lo cual se verifica ya que AN——a o , asi en este caso

también hay Variedad Inercial.

111) por Gltimo si o— 1 (por ejemplo si ANa N3 con a > 0)

nuevamente N si y sélo si o @

Observaciones

1) En [10], se ha estudiado la regularidad C' de las variedades
inerciales, siguiendo una aproximacién al problema distinta a la

seguida aqui.

1i) En [12a,15) se desarrolla un método distinto, mucho mas
geométrico y mejor adaptado a algunos casos hilbertianos, para
construir variedades inerciales.

ii1) Es inmediato que en la discusién anterior las condiciones a
verificar pueden ser obtenidas, en vez de imponiendo condiciones
sobre ¢ (A), 61, [N r", By imponiendo que las constantes a, sean
pequefias lo cual equivale a que la constante de 1lipschitz del
truncamiento F sea pequefia; recuperamog asi la teorifa de

variedades localmente invariantes.
Para los ejemplos modelo del Capitulo I, y asumiendo 1la
disipatividad, condicién que depende esencialmente de términos no

lineales adecuados, tenemos las sigulentes posibles aplicaciones:
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Para empezar, segin [21,22] 1la sigulente estimacién
asintética es valida para operadores elipticos de orden 2m en

dominios acotados de R
kNe:Nz"‘" , N> 1 (3.66)

con ésto y las notaciones anteriores y las del Capitulo I:

A)  Ecuaciones de Reaccién-Difusioén

u - vau + f(u) =0 enQ =0 x (0,T)
u(0,x} = uo(x) en Q

u=20 en 3Q x (0,T)

Asf e -8 =0, m=1 y la condicién (3.61) es 2/n > 1 que
sélo se verifica con n = 1; para n = 2 (3.61) no asegura que haya
saltos suficientemente grandes en el espectro, aunque puede
haberlos como se ha probado en [15,16] para condiciones de
contorno perlédicas en un rectangulo, asimismo dichos autores
anuncian un contraejemplo a la existencia de variedades inerciales
para esta ecuacién con n =3 (resultado que ain no ha sido

publicado).

B) Ecuaciones de Difusién-Conveccién (perturbaciones viscosas de

leyes de conservacién).

u, - v8u - Div(g(u)) =0 enQ =0 x (0,T)
u(0,x) = uo(x) en Q

u=0 en 32 x (0,T)

En este caso a-f8 =1/2, m=1 y la condicién (3.61) seria
2/n > 2 lo cual es imposible.

C) Ecuaciones de Reaccién-Difusién-Conveccion.

u, - vAu - Div(g(u)) + f(u) =0 enQ =0 x (0,T)

u(0,x) = uo(x) en Q
u=0 en 3 x (0,T)

En este caso la situacién es idéntica a la del caso B).
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D) Ecuaciones de Navier-Stokes.

u + (uuVJu - v8u + Vp=h enQ =0 x (0, T)
u(0,x) = uo(x) en Q
div(u) = O, u periédica, de media nula.

Ahora la situacién es ain peor que en los casos B) y C)
puesto que a-B = 3/4 y (3.65) no se verifica. De hecho la busqueda
de variedades invariantes para estas ecuacliones es un problema muy
investigado y poco resuelto de la Dinamica de Fluidos, (11].

E) Ecuaciénes de orden superior

ut¢vA2u - Divig(u)) + f(u) =0 enQ=0Q x (0,T)
u(0,x) = uo(x) en Q

u =0, g;u =0 en 3Q x (0,T)

En este casom = 2 y a-B = 1/4, por tanto (3.61) es 4/n > 4/3

que se verifica conn = 1,2,

F) Ecuacliénes tipo Cahn-Hilliard.
ut¢vA2u - Af(u) +Bu=0enQ=0x (0,T)

Ahoram = 2 y a-B = 1/2 con lo que (3.61) queda: 4/n > 2, que
se verifica por tanto para n = 1.

G) Ecuaciénes tipo Kuramoto-Velarde.
u +vA%u - Bu + Bu + SAf(u) + 1(Vu[2= ’ J | Pulax
t .. g

en Q =0 x (0,T).
Como en el caso F), m=2 y a-B = 1/2 con lo que (3.61) se

verifica para n = 1.

Observaciones
1) Las ecuaciones anteriores regularizadas elipticamente con
operadores de orden superior admiten varjedades inerciales para

dimensiones espaciales mayores, [11]

11) Los resultados de los ejemplos A)-G) pueden ser mejorados si
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las no linealidades (o sus truncamientos) son tales que a-f8 sea
menor, esto requiere un detallado estudio, en cada caso, de las

propiedades funcionales del operador no lineal.

111) E1 método empleado para construir las variedades inerciales
es susceptible de aplicarse a algunas ecuaciones de ondas

con rozamiento y disipativas, [23].
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3.4 Conclusiones.

En esta Seccién abordamos el problema, no trivial, de
construlr a partir de una Variedad Inercial de (ST). una Variedad
Inercial para (S). Como en todos los métodos que trabajan con
truncamientos, caracteristicas globales del sistema truncado no
corresponden, en general, al sistema original; asi por ejemplo una
variedad invariante para (ST) s6lo origina una variedad localmente
invariante para (S) (en la regién donde los flujos coinciden,
localmente, en el tiempo), e incluso en el caso de que fuese
globalmente invariante para (S), la heredabilidad de 1la
atractividad no es inmediata.

Obsérvese que hasta ahora no se ha usado la disipatividad del
sistema, hipdtesis (H4); es precisamente esta propledad y su
relacién con la eleccién del truncamiento la que permite
“empalmar® correctamente los flujos de (S) y (ST]. permitiendole a
(S) heredar una Variedad Inercial de (ST)‘ La clave en este

proceso es el Teorema 4.1, Propiedad de Localizacién.

3.4.1 Variedad Inercial de (S).

Pretendemos ver ahora bajo qué hipétesis, lo més generales
posibles, podemos construlr a partir de una Variedad Inercial de
(ST). una Variedad Inercial para (S).

Por lo dicho esto no es inmediato ya que las no linealidades
s6lo coinciden en B{p) y esto implica que el sistema original y el
truncado coincidan sélo mXeﬁtras permanezcamos en dicha bola; mas

exactamente se tiene:

Lema 4.1

Sea p > 0, Parametro de Truncamiento, sea (S_.) el

T
correspondiente sistema dindmico truncado.

Sea Bex® tal que S;(s)B ¢ Blp)  (S(s)B < BUp)
respectivamente) V s € [0,t]

Entonces ST(s)B = S(s)B vselOt].
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Demostracién

Sea u e x*  tal que u.r(s) = ST(s)uoe Blp) Vs e [0,t] sea
u(s) = S(s)uo; asf como F y f coinciden sobre B{p), u v ou
verifican la misma ecuacién diferencial (ES) con s € [0,t] y el
mismo dato inicial; por la uniclidad de soluciones uyu coinciden
en ese intervalo de tliempo; el otro caso es idéntico. a

Lema 4.2

Sean p > O y el sistema truncado (S.l.).
Como sop(F) ¢ B{Z2p) . entonces para la ecuacién truncada
ut# Au + F(u) = 0, la bola en x°‘. BIchoj es absorbente.

Demostracién
1) Sea u tal que |u°|a= 2p y tal que u(t) = ST(t)u°¢ B(2p)
Vte (O.to). as{ u verifica la ecuacién 1lineal homogenea en
(O.tO) y asi

Iu(t)las Coe'ax(t-5)|u(s)|a con 0<s<t<t

y por contiuidad vale en (O,to); en particular con s =0 y
t € (0, to)

-5t _ -5t
2p < Jult)] s Ceau ], = 2pCe 1
I_n(Co) Ln(Co)
y por tanto t < 3 , y entonces t = =T, luego
[} 61 o
u(t) no puede permanecer fuera de B(Z2p) un tlempo mayor que To y

en este tiempo
-3 t -3t
fult) s Ce™ 1 Ju |= 2oC e ™17 20C,

por tanto u(t) € B(chos vtzo.

11) Sea B ¢ X"\B(Zp) acotado , sea ue B y definamos
0<tlu) = 1nf{t >0 . jutt)] =2 } E

-
as{ sc:n t e [0,t(u°)) tenemos que Iu(tllus Cpe 1 |u°|¢, pero
Cpe lu 1 = 2p sty sélo si
Clu l
1 o' o'a
t =z Sll_n[ % ] = T(uo) >0
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por tanto t(uo) s T(uo) < ®» y ademas |u(t(u°))| = 2p; sea
supd fu ue€B
1 0 p{l o'a' 0
T(B) = sup{ T(uo) . e B } = -gll_n[c T }] <o

as{f V u € B 3Its "B tal que S.l.(t)uoe B(Zp).

111) Sea Boc x*, acotado , sea B = BO\BIZpi y definamos t_ = T(B)

B
(+]
B™ 0 en caso contrario, con esto
o

tal que ST(t)uoe B(2p) , asf{ por

como en 1i) si B es no vacio, o t

tenemos que V uoe Bo It s "B

(]
1), ST(Us)uos ST(s)ST(t)uoe Blzpcoi ¥ sz 0y por tanto V ue Bo

S.r(t)uoe BZZpCoi vtz tB , consecuentemente B(choi es
[

absorbente. o

Observaciones

1) st =1 B(2p) es ademas invariante para (ST)'

11) Como por (H4) y la eleccién de p, B(p) es absorbente para (S)
y EW lo es para (ST)' puede haber una dinamica asintética no
trivial para (S;) en ﬂzTco)\B—GT , que es una dinamica
artificial para (S).

i11) En la demostracién anterior hemos probado ademas que si
ul,s 2p entonces  |Sp(t)u | s 20C/ y si Ju] > 2p entonces
[spou f s Cluf, vt=o

Introduzcamos la siguiente

Def n 4.1 [7,8a)

Un semigrupo en un espacio de Banach E se dice
"Uniformemente Acotado” sl y sélo si

T
VT>0 VBCcE acotado , U S(t)B es acotado en E.
t=0

o equivalentemente vT>0 VR>0, 3K(R)z0O tal que
IS(t)uls K(R) ¥ t € [0,7] y ¥ u tal que Ju]= R

As{ la observacién anterior dice que fijado el Parametro de
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Truncamiento, (ST) es Uniformemente Acotado , y que la condicién
de la definicién se verifica incluso con 1 = o .,

Lema 4.3

Sea (S) un semigrupo de aplicaciones continuas en un espacio
métrico X, que posee un Atractor Maximal & ,

Sea Bo abierto en X, que contiene a # , entonces por 1la
compacidad de & , Bo es absorbente para (S).
(el reciproco: si Bo absorbente, entonces Bo contiene a &, es

obviamente clerto)

Demostracién
Sea BcX acotado, as{ dist( S(t)B, & )t_) 0; sea
— »
3 = lnf{ d(v,B;) , vesd }; como A ¢ Bo y # compacto, entonces
]
5 -
B y

0 <8 <oy por tanto 3 f'B tal que v t = tB dist( S(t)B, & ) <

Veamos que S(t)B ¢ Bo vtz tB: si uesS(t)Becontzt
es tal que u e B: , entonces

d(u,8) = dist( S(t)B,& ) < 3

como & compacto, 3z € i tal que d(u,z) = d(u,8) y como por
hipétesis u € B:
5> dz) = dzE) =3

lo cual es evidentemente contradictorio. o

Teorema 4.1 (Propiedad de Locallizacién)
Sean p > 0 y el sistema truncado (ST).

1) Sea M una Variedad lnercial de [ST) cerrada en x* y sea
# el Atractor Maximal de (S) , entonces # ¢ MM .

i{1) Supongamos ademas que (S) es Uniformemente Acotado. Sea
M, c M ablerto en M tal que & c M,.
Entonces V¥ B c X acotado 3 C(B) 2 0 tal que

dist( S(t)B,M, ) s C(B).exp(-M_,t) V t 20 (4.1)

B
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donde como antes la distancia se toma en X%.

Demostracién
1) Como S(t)& = & ¢ 8 ¢ B(p) VtzO0, por el Lema 4.1

S.r(t)ﬂ =sS(t)g =& vtzo (4.2)

como M es Varledad Inercial de (ST) y WM cerrada entonces

dist( #,M ) = dist( ST(L)S,STI ) = C(H).exp(—Ma'Bt)-t:)wo

as{ & ¢ M. En particular # estid contenido en el atractor

maximal de (ST)'

11) Sea Boc B(p) absorbente para (S) (podemos tomar asi por
ejemplo cualquier superconjunto de B en B(p)). Sea Bc x*
acotado, entonces 3 tpz 0 tal que V t =ty S(t)B ¢ B Tomemos
B = S(tB)B. asi S(t)B ¢ Boc Blp) ¥ t=0 por el Lema 4.1
tenemos que ST(t)g =S(t)§ ¥Vt z0, por tanto como M es
Variedad Inercial de (ST)

dist( S(t)B,M ) = dist( ST(t)E,m ) = C(B).exp(-M_.t) (4.3)

af
para una clerta constante C(B) = 0.
a) Supongamos M,* M, y sea & = inf{ d(u,MM,) , ued }; como

M,# M entonces § < @ y por la compacidad de @ & > 0, ya que en
caso contrario 3 (un) cd tal que d(un.m\m.)—n—) 0, por la
compacidad alguna subsucesién de (un) (la 1llamamos igual)

converge en H a un elemento U, ¥ como para todo n € N
d(uo,m\m,) H Ld(uo,u") + d(un,!II\m.)

entonces d(uo.m\m,) =0, pero MM, es cerrado en M y por
tanto u€ MM,A & lo cual es absurdo. Obsérvese que aqui hemos
usado el hecho de que M es subvariedad regular de Xu, Yy no
solamente incluida en él.

Como & es el Atractor Maximal de (S) y B es acotado entonces

d( s(t)B, & )?:wo y por tanto 3 tz 0 tal que vtz to

ars(Ba) < .
Veamos que
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d( S{t)B,M ) = d( S(t)B,M,) V¥V t =t (4.9)

claramente con w e X* 8 sdw,8) +dw,IN\M,) ya que
= 1nf{ d{u,v) u e &, v € T\N, } y la propiedad triangular; en

particular con w e S(t)B , t 2z to' d(w,f ) s d( S(t)B, & ) <% y

entonces d(w,IM\M,) > g , pero entonces como

d(w,M ) = 1nf{ d(w, M), d(w, M\M,) } =d(w,Mm,)
y se sigue (4.4). As{

dist( S(t)B,M,) s C(B).exp(-M_ 4t) vizt o (45)

B

o equivalentemente

dist( s(s)B,M,) = C(g)exp(-HaB(s-tB)) VszT=tsty (4.6)
como suponemos que (S) es Uniformemente Acotado, sea

L(B) = sup{ dist( S(t)B,M,) , t e [0,T°] } <o (4.7)
yconesto Vsz0

dist(S(s)B,M,) = max(C(E),L(B))‘exp(Ma’BtB).exp(-MmBs)
tomando C(B) = max(C(g).L(B)).exp(Ma,BtB) se sigue (4.1)
b) St M= M, como en (4.3)

dist( S(t)B,M ) = C(§).exp(-Ma.Bt) vVtzo
o bien

dist( S(s)B,M ) = C(E).exp(-Ma'B(s-tB)) Vsz tB (4.8)
y concluimos como arriba con

L) = sup{ dist( S(LIBM ), t € [0,ty) } <e (4.9)

o

Observaciones
1) La condicién de Acotacién Uniforme es, en principlo,
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independiente de la condicién de Disipatividad del sistema, que
entre otras cosas implica que para cada dato inicial su gemiérbjta
positiva esta acotada (ya que el semigrupo es continuo). La
condicién de Acotacién Uniforme pide que esto pase uniformemente

sobre acotados.

11) Sin la hipétesis de Acotacién Uniforme no se puede asegurar
que L(B) definido en (4.7),(4.9) sea finito y s6lo se obtiene, en
principlio, la atraccién exponencial a la variedad despues de un
cierto transitorio, i.e. (4.6), (4.8).

Como consecuencia inmediata de todo lo anterior tenemos los

sigulentes Corolarios:

Corolario 4.1

Sea WM, abierto de M , que contiene a # , entonces si
S(t)M,ecM, Vvtitzo

M, es Varledad Inercial para (S). o

Corolario 4.2
(S) tiene una Variedad Inercial en M si y sélosi I Mc M

abierto en M tal que A cM, vy

S(t)McM, Vv¢t=zo0 o

El razonamiento del Teorema 4.1 nos lleva a la siguiente

generalizacién:

Teorema 4.1 bis (Propiedad de Localizacién )

Sea (S) un semigrupo de aplicaciones continuas en un espacio
métrico X, que posee un Atractor Maximal compacto # y una Variedad
Inercial M. Entonces

Todo entorno de & en M, tras un clierto transitorio, atrae
exponencialmente el flujo de (S), i.e. (4.5) es valido. Si ademas
(4.7) ( 6 (4.9)) es finito, entonces se tiene (4.1).
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Demogtracién
Con el mismo razonamiento que el seguido sobre el conjunto E en el
Teorema 4.1 11) se llega a (4.5); el resto es inmediato. o

Graclags al Teorema 4.1 y a sus corolarios sélo queda por
construir en una Variedad Inercial de (S.r) un ablerto M, como
arriba. Veamos que esto puede hacerse siempre eligiendo "a priori*
el Parametro de Truncamiento p > 0 .

Teorema 4.2

Supongamos que (S) es Uniformemente Acotado.
Sea p >0 y sea T una Variedad Inercial cerrada en Xa de

(ST), tal que sr|m es abjerta.

1) Sea Boc x* abierto acotado, tal que H ¢ Bo' que es por el

Lema 4.3 absorbente y asi B,=U S(t)B° es absorbente y acotado
tzo
por ser (S) Uniformemente Acotado.

Supongamos que se ha elegido el parametro p > 0 tal que

B,c B(p) (4.10)

Si denotamos por M, el interior (en M ) (que es no vacio) de
M n B, , entonces

M, es una Variedad Inercial de (S) (4.11)

En particular, si Bo es invariante para (S), i.e. S(t)Boc B‘J
V t 2 0 entonces B,= Bo y

Me=Mn B, es Variedad Inercial de (s) (4.12)

i1) Supongamos que fijado p > 0 existe Boc x* abierto tal
que & c B¢ Blp) y tal que B, es aborbente para (S.) (de hecho
basta que se absorba a si mismo), -sea to tal que vtz to
ST(L)BOC B° . sea

m=U s,r(t)( B M ] (4.13)
ttlo

entonces M, es Variedad Inercial de (S).
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Demostracién

1) Claramente S{(t)B,c B, V t = 0, como B,c B{p) por el Lema 4.1
ST(t)B.t S(t)B,c B, V t 2 0. Ademis 4 c Boc int(B,), siendo
int(-) el interior (en X*) de un conjunto; sea m°= MnB, v M,
el interior de M en M. As{ M>BnM>E y ademss

S.r(t)moc mo Yytzo
y como ST(t)lm es ablerta
Sp{t)Mec Mc Bc Blp) vtzo

y as{ por el Lema 4.1 S(t)M,c M, Vv t =0, por los corolarios

anteriores concluimos.

i1) Bon M es un ablerto de M y como S.r('.] m °s ablerta
entonces M, es ablerto en M; ademds & c Bor\ M ypor (4.2) E es
(ST)-lnvariante. por tanto # ¢ M, ; por ultimo claramente

Sp(r)Mec Myc [ U ST(t)BO]n McBc Blp) vrzo
t2e
asi nuevamente el Lema 4.1 nos da S(r)M,cM, Vvrzo vy

concluimos.

Observaciones

1) Fijado p > O , supuesto que se verifican las tres Condiciones
de Salto Espectral, la Variedad Inercial de (ST) construida en las
Secciones anteriores, verifica todas las hipdétesis requeridas en
los Teoremas 4.1 y 4.2 ya que I es cerrada en x* por ser el
grafico de una funcién continua definida globalmente en x:, y por
el Lema 3.1 ST q S un homeomorfismo de M y es por tanto abierta.
Ademis es facil ver que en este caso M verifica la Propiedad de
Aproximacién Optima, i.e. VueXx 3vem tal que
d(u, B ) = d(u,v), [11].

Asf estos teoremas son aplicables si (S) es Uniformemente
Acotado y se tiene la eleccidén a priori (4.10) en cuyo caso si
M,c M es Variedad Inercial de (S) (p.ej. M, como en (4.11), (4.12)
o (4.13)) el flujo sobre M, queda determinado por (1.17) y la
Forma Inercial:
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p.* Alp + fl(I +¢lp=0
P(0) = p e P(M,) c X
Resaltamos el hecho de que ahora aparece f , Y Do F‘ por lo cual la

Forma Inercial describe flelmente el flujo de (S), sin

“interferencias® por efecto del truncamiento.

11) La hipétesis de invarianza hecha en la obtencién de (4.12) es
bastante restrictiva, aunque se verifica en importantes vy
numerosos casos y ha sido utilizada en [6,10,13]; por otro lado
esta hipdétesis representa el caso mids simple en que propiedades de
(ST) son compartidas globalmente por (S).

Obsérvese ademias que la condicién de ii) en el Teorema

equivale a que no haya ninguna dinamica asintética de (S.r) en
BlZpCo)\Blpi

3.4.2 Anidamiento de Variedades Inerciales.

El sigulente Teorema, probado en (11} en el caso Hilbertiano,

sigue siendo vdlido en el caso general.

JTeorema 4.3

Sea p > 0 tal que para (ST) se verifican la dos primeras
Condiciones de Salto Espectral, sea M = Graf(¢) la variedad
invariante construida en la Seccién IV.2

A)
Sea p:R——> X':' solucién de Pt A‘p + Fx“ +¢)p =0y sea
q:R—— X: continua. Sea u(t) = p(t) + q(t}

Entonces son equivalentes
1) u(t) eM vVteR
11) q(t) = ¢(p(t)) Vv teR
ii11) q verifica q* Azq + Fz(I +¢lp=0 y q(0) = ¢(p(0))

iv) q verifica q.t Ag ¢+ Fz“ + ¢p=0 vy |q|a acotada
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v) q verifica
t
a(t) = -J e b e qisias ter

-

B)
Si u(t) es solucién de (S.r) definida en R, son equivalentes

1) u(t)eM Vv iteRr
11) Q(u(0)) = ¢( P(u(0}) )
111) JQ(u{t))]  es acotada en R

Es decir M contlene todas las 6rbitas globalmente definidas y
Q-acotadas de (ST)’

Demostracion
A) 1)eii)eiii)eiv) y i1)»v) son inmediatas por
construccién.
v)»ii) Fijada p, solucién de P * Axp + F:“ + ¢)p = 0 definida en
R, sea q € Cb( R.X:) y sea

t

Tlq)(t) = -J e (p v q)is)as
-®

as{i

- _ r(1+g-a)
t :u; IT(qi)(” T(qz)(tllus ts:pR qu qzlum'Bxa.B?a

pero por la Segunda Condicién de Salto Espectral (2.9)
I (1+8-a)

6:«[3-«1
2

IQIBKaB <1

as{ T es una contraccién estricta en Cb( R.X;) y tiene un unico
punto fijo; por (1.16) ¢(p) es el unico punto fijo de T.

Ahora, q verifica v) si y sélo si T(q) =q y por tanto
q = ¢(p), l.e. 11).
B)
1)ewli) y 1i)#1i1) son inmediatas.
111)=11) Sea q € Cb( R.X‘:).sea Py€ XT fijo; definamos p tal que
P+ A:P +* Fl(p +q)= 0 con p(D) = P, sea
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t
Tlq)(t) = -J e“‘z“'s’rzti + q)(s)ds
-
usando la dos primeras Condiciones de Salto Espectral, T es una
contraccién estricta en Cb( R.XZ) y por tanto tiene un unico
punto fijo, [11).
Pero si p es tal que p(t) = p(t.p°,¢). i.e.

P* Alp + Fl(l +¢lp=0 con p(0) = P,

tomando q = ¢(p) € C,( R,X:) se tiene p = p y por (1.16) ¢(p)
es el unico punto fijo de T.

Si u(t) es solucién de (ST) definida en R tal que lQ(U)la es
acotada, sea p =P(ul y q=0Q(u) , asf p+Ap+F(p+ q)= 0
con p(0) = P(u(0)) y

t
() = -J e E 5+ Ds)as
-®
por  tanto T(Q) =q vy consecuentemente q = ¢(p) con
p(t) = p(t,P(u(0)),¢); evaluando en t=0 queda
Q(u(0)) = ¢( P(u(0)) ), i.e. 1i). a

Con esto, como en [11), podemos probar el siguliente teorema

de anidamiento:
Sea o(A) = c:u o;= cfu o:
oic of y tal que para ambas descomposiciones se verifican las dos

primeras Condiciones de Salto Espectral (en general distinguiremos

(uniones disjuntas) tal que

con superindices 1 y 2 los distintos elementos correspondientes a
cada descomposicién).
Ast, sean X7= P'(X"), X3= Q'(XM) y ¥i= PPOX), Vi QPOX%):

por tanto X*= xf ® x: = Yf ® Y: , con x? < Y? y Xi: Y: y cada
subespacio es complementado en el espacio que lo contiene, as{

xf R = Yf Y Re Y: = xz siendo la proyeccién (en X“) sobre R

p*- p! (la proyeccién también la llamamos R).
Sean ¢1. ¢2 los uUnicos puntos f1ijos, correspondientes a cada

descomposicién, cuyos graficos son varledades invariantes;

201



¢’:xf-—+ X: y ¢2:YT———+ ' ; sean ¢R . ¢Q tales que
L R'¢‘=x:———* R, ¢g= 02°¢‘:XT——-—+ Y: por tanto ¢'= 9t ¥y

As{ tenemos el sigulente resultado

Teorems 4.4

Con las notaciones anteriores

v pge X7 oz(p°~ 95(p)) = #4(p,) (4.14)

En particular
M = Graf(¢') < M= Graf (¢°) (4.15)

Demostracién

Sean Py€ XT fijo, p(t) = p(t.po.¢l) como en (1.11), sea
q(t) = ¢‘(p(t)). por tanto u(t) = p(t) + q(t) es solucién de
(ST). Sean pa(t) = p(t) + ¢R(p(t]) y q(t) = ¢Q(p(t)); asi
u(t) = pz(t] + qz(t). Proyectando segun P° y Q@ obtenemos

2 2 _
(p) * AP, * Fi(p* a,) =0
2 -
(q,),* A9, * Fi(pz’ 9, =0
como q, es acotada en R , por el Teorema 4.3 B) resulta que

qz(O) = ¢2(p2(0)). que es exactamente (4.14).
En particular

[1 + ¢2](p°* 95(P,)) = B+ 4p(p.) + 84(p.) = [1 + ¢’](po)

as{ Mc M o
1 2

Obsérvese que ambos Teoremas 4.3 y 4.4 son independientes de
la atractividad de las variedades y sélo son validos para las
variedades construidas por el método particular desarrollado en
las Secciones IV.1 y 1IV.2; de hecho la demostracién depende
esencialmente de la existencia y unicidad del problema de punto
fijo.

Veamos a continuacién resultados validos para Variedades
Inerciales arbitrarias de Semigrupos Disipativos utilizando sé6lo
propiedades dindmicas del semigrupo y por tanto independiente del
método empleado para construirlas.
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Teorema 4.5

Sea (S) un semigrupo en un espacio métrico X, con # Atractor
Maximal compacto, y supongamos que (S) posee la propiedad de
Unicidad Retrégrada, i.e. S(t) es inyectivo Ytzo,
[13,19,20] .

Sean mi. mz Variedades Invariantes de (S) con & ¢ m’
1 = 1,2 ; supongamos que S(t)mzs mz vVtzo.

Son equivalentes:

1) mlc mz
11) M A M es ablerto en M
1 2 1
111) mln mz es un entorno de & en m‘

Demostracién
1)»i1)=ii1) son obvias.
111)=4)
Si !ﬂtn !l'lz es entorno de #l en ml, sea V ¢ mln mz ablerto en
!)ll tal que 8 c V.
Sea u e 37!1. asi dist( S(t)uo.ﬂ }——3 0 por tanto aplicando

t— o
el Lema 4.3 con X = !l'll, B°= v

3 tot 0 tal que V t = to S(t)uoe Vc mln mz

En particular S(to]uoe mz. Como S(to)m2= mz Iwe !III2 tal que

S(to)w = S(t.o)uo , pero como S(to) es inyectivo, entonces
us=we !112 o
Observ. e

1) La condicién : "mxn mz es entorno de ¥ , en ml" es una
condicién de NO TRANSVERSALIDAD entre ml y !l'lz.
11) Sin la condicién de Unicidad Retrégrada de (S), y con dos

Variedades Inerclales arbitrarias, !ﬂ1 y mz, claramente se tiene
4 c m‘n m2 y S(t)[mln mz] c mln mz vVtzo0 (4.16)

Asi tenemos los siguientes casos:

¢ S mln m2 es abierto en ml, por el Teorema 4.1 bis 1), con
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X = ﬂx , entonces ﬂl‘r\ !ﬂz es una Subvarjedad Inercial de m1

contenida en mz.

¢ St mtn !Rz es entorno de & en mt, por el Teorema 4.1 bis y por
(4.16), !Jlln mz es invariante, atrae exponencialmente el flujo de
(S) y tiene interior no vacio en m‘; sin embargo puede tener
“partes” de dimensién inferior a la de ml.

* st !ﬂln mz es entorno de # en 5!!1 y Slm es ablierta, tomando
1

M., el interior en ml de mlr\ mz, por (4.16), A c, y
S(t)M, cM, Vv t z0, como arriba, M, es una Subvariedad Inercial

de m’. contenida en mz.

® Si el corte entre !'ll1 y mz es TRANSVERSAL, entonces tipicamente
m,n ﬂlz serd una variedad de dimensién inferior, que verifica
(4.16) y en un entornc de la cual es de esperar que las
propiedades del flujo vengan determinadas por aquellas del flujo
en las vecindades de mly mz, En cualquier caso la atractividad de
mln Sllz es un problema no trivial.
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CAPITULO IV.

SIMETRIAS EN ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES.

ASPECTOS DINAMICOS.

En este capitulo definimos el concepto de simetrfa y de
soluciones simétricas de ecuaciones semilineales parabdlicas,
centrandonos en consecuencias dindmicas de la presencia de
simetri{as en el semigrupo correspondiente.

El origen de este capitulo hay que situarlo en la lectura de
los libros de Golubitsky y Schaeffer [1,2] (del cual tomamos la
mayor parte de nuestras notaciones y conceptos) y del de Bluman y
Cole [3]; en el primero los autores hacen uso del concepto de
simetria de un sistema de ecuaclones diferenciales ordinarias para
abordar y simplificar y fundamentalmente esclarecer, por qué y qué
ocurre en la bifurcacién de soluciones estacionarias o periédicas
de dicho sistema, mientras que en el segundo se emplean grupos de
Lie de simetrias, bien para reducir el orden de una ecuacién
diferencial ordinaria (integracién por cuadratura), blen para
disminuir el nimero de variables independientes en una ecuacién en
derivadas parciales.

Nuestro enfoque se diferencia en dos aspectos, por un lado
nuestro lenguaje se referird a problemas de evolucién en espacios
de dimensién infinita, lo cual requiere clertas modificaciones
sobre el lenguaje de (1,2,3]; por otro lado estamos Interesados en
propiedades dindmicas de 1la ecuacién de evolucién bajo las
restricciones de la simetria, por ejemplo simetrias de érbitas y
de w-limites, de los atractores y de las varledades inercilales.
Ademds no se utiliza de forma esencial la estructura intima del
grupo de simetrias de forma que los resultados son igualmente
validos para grupos discretos o para grupos de Lie continuos
multiparamétricos, por ejemplo.

207



4.1 Grupo de Simetrias de una Ecuacién en Derivadas Parciales.
Consecuencias dinimicas.

Sea H espacio topolégico y G un subgrupo del grupo de
homeomorfismos de H, G ¢ Hom(H), consideremos la actuacién (por

evaluacién) de G sobre H.

Definicién 1.1
1) Si A ¢ H se llama Grupo de Isotropia de A a

Joa={gec g =a) (1.1)
Es el conjunto de simetrias de A.

11) Si ¥ ¢ G el conjunto de puntos fijos de ¥ es

Fix(Y) = {x € H, g(x) = x, para todo g € ¥ } (1.2)

Son los puntos § simétricos. Obsérvese que si < ¥ > denota el
subgrupo generado por ¥ en G, entonces Fix(¥) = Fix(< ¥ >).

111) Si x € H se llama G-6rbita de x a

l"x=(gx. geG}) (1.3)

Observaciénes

1) Si A c H entonces T, es un subrupo de G y si A = {x} entonces

X € Fxx(f_‘x) que son los puntos con (al menos) las mismas simetrias
-1

de x. Ademds si y = gx € I‘x entonces Zy = g):xg . en particular

si 2x es normal entonces I‘x c Fix():x).

11) Si ¥ es un subgrupo de G entonces ¥ ¢ EFix():) cG; si geG
entonces g(Fix(})) = le(go):ogq]. en particular si ¥ es normal

entonces ):Fix(}:) = G.

111) Para todo ¥ en G Fix(}) = n Fix(g) donde la interseccién se
toma sobre g € ¥ y Fix(g) es el conjunto de puntos fijos de g.
Entonces Fix(}) es cerrado en H; en particular si H es un espacio
vectorial topolégico y G es un grupo de isomorfismos lineales de
H, entonces Fix(}) es un subespacio vectorial cerrado de H.

iv) st ):l, )'1 cG son subgrupos de G; entonces
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Fix(Zl) n Fix(L) = Fix(L v L= le(zi-;); si L <L, entonces
le():‘) :Fix([z); por ultimo si H es un espacio vectorial

entonces le():‘) + thiz) c Fix([xn f?).

Definjcién 1.2

Con las notaciones anteriores sean X,Yc H, T:X — Y una
aplicacién, y g € G; decimos que g y T conmutan si y sélo si
g(X) ¢ X y geT = Tog sobre X.

Obsérvese que fijada T entonces

GTt{geG. g(X) =X, gy T conmutan }

es un subgrupo de G.

En nuestro marco de trabajo H sera un espacio de Banach y
A:D(A) ¢ H— H un operador lineal cerrado con dominlio denso, mas
aun A sera sectorial en H, asi -A genera un semigrupo analftico de
operadores lineales e'“, t 20, [9,10]; hay un caso particular
interesante, 1llamado caso hilbertiano, en el cual H serd un
espacio de Hilbert separable y (A,D(A)) es lineal no acotado,
cerrado con dominio denso, positivo autoadjunto y con resolvente
compacta; asi el espectro de A es o{A) = nn)n’ una sucesién no
decreciente convergente a +w. Denotando por N(A) el autoespaclo
asociado a A € ¢(A) y por PA la correspondiente proyeccién
ortogonal sobre N(A), tenemos que H = N(A), I =7 PA (donde las
sumas son sobre A € c(A)), A = Al en N(A) y si x € D(A) entonces
Ax = T A.Px(x) (ver Capitulo I).

En general si o(A) = gV e, cOn oNnCo, = 2 y si .0, son
conjuntos espectrales entonces se pueden definir las proyeccciones
y los subespacios espectrales asociados a estos conjuntos, [9,11].

Por otro lado G serd un grupo de isomorfismos ]lineales de H,
i.e. un subgrupo de Iso(H).

Con estas notaciones tenemos el siguiente resultado de

aspecto m&s o menos clasico:
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Proposicién 1.1
Sea g € Iso(H) y A como antes, entonces son equivalentes:

1) g conmuta con A

11) g conmuta con e* tzo0

111) g 'conmuta con A

Consecuentemente si g conmuta con A entonces g conmuta con
todas las proyecciones espectrales, P, asociadas con cualquier
descomposicién espectral de o(A), y mis ain g € Iso(R(P)).

Mas aun en el caso hilbertiano g conmuta con A si y sélo si
g € Iso(N())) para todo X € ¢(A).

Demostracién
1) » 11) Si g conmuta con A entonces para todo A ¢ o(-A), g

conmuta con (A + A) y por tanto (A + A)'g = g(A + A)”™! sobre el
rango de (A + A), l.e. sobre H y por tanto g conmuta con

(A + A)Y. Pero se sabe, (9,11}, que At - 2%‘[ RATERR A)laa
r

siendo I' una curva adecuada en C y por tanto

At 1

ge = —J eng(h « At = At
r

1 [ At + M)lgdr = A

Zm 2m r

11) = 1) si ge " =e g entonces para cada x € D(A)

eMy - x eMgx) - gx)
—_— y entonces -gAx = Lim —gt———g—

t+o

-Ax = Lim
tyo

donde g(x) € D(A) y Agx = gAx.
Ahora 111) e 11) es claro.

Si P es una proyeccién espectral entonces P se puede escribir

de

como P = -2% (a+ At para cierta curva I' en C, [9,11], de
r

donde es obvio que g conmuta con Py que g € Iso(R(P)).
En el caso hilbertlano, reciprocamente si g € Iso(H) vy

g € Iso(N(A)) para todo A € ¢(A), entonces geA = Ag
INQ) INQX)
como g(N(A)) = N(A) entonces

Aeg = A og = ;\8
[NA)  [NQ) [N [N

as{ g y A conmutan sobre N(A) (si H fuese de dimensién finita
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habriamos terminado). Sea x € H, escribiendo x = z px con
P, = Px(x). entonces g(x) = z g(pk) y como g(N(A)) = N(A) entonces
tenemos que g-PA = PA'B; ademés x € D(A) si y sélo si Z Az|p1|2< »

y en este caso Z Azlg(ph)l2 = |g|2.z A2|px|z <w, siendo || y ]*]
las normas de H y de operadores respectivamente. Consecuentemente
g(D(A))c D(A), y para acabar, si x € D(A) entonces

(heg)(x) = A(] g(p,)) = ] 2g(p,) = g(] Ap,) = (g+A)(x)

Coro o1l.1

En la situacién anterior si g y A conmutan entonces
g € 1s0(X%) con £ € [0,1), siendo X% los espacios de interpolacién
usuales asoclados a las potenclias fraccionarias de A, (9].

Demostracién

Como es sabldo X°=H y X'=D(A) y tomando A tal que
Re(c(A + A)) > O y poniendo A1=- A + A entonces la norma en Xl.
|-
[g(x)|1= [Agx| = gA x| = |g]. x| y por tanto g e 2(x',x'); como

g'1 también lo verifica entonces g € Iso(xl); finalmente como los

, ©S la norma del grafo para Al. [9), y as{ para cada x € x!

espacios Xc son espacios de Iinterpolacién y g e Iso(Xc) con

€ = 0,1 entonces g € Iso(xc) con ¢ € [0,1]. -]

Sea A como antes, G un grupo de isomorfismos lineales de H y
sea f:X —> Y con X,Y subespacios de H. Consideremos la ecuacién

semilineal en H
u 4 Au + f(u) =0
(ES)
u(0) = u € X

Suponemos que (ES) genera un semigrupo en X denotado S(t),
este semigrupo esta posiblemente s6lo definido localmente en t,
sin embargo, por comodidad mas abajo escriblremos ciertas
expresiones como si estuviese definido globalmente, la lectura en
el caso local es obvia; de hecho al referirnos al comportamiento
asintético supondremos que estd globalmente definlido.

En la practica al usar los resultados del Capitulo 1 en el
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caso hilbertiano o los de (9] en el caso general, X e Y seran dos
espaclos de interpolacién de exponentes no negativos, X = x* y
Y= x‘° con 0 s a-B < 1y f serd localmente lipschitz.

Propos 6n 1.2

Supongamos que A y f conmutan con todos los elementos de G.
Entonces para todo t 20 y para todo g e€G

S(t)eg = goS(t) sobre X (1.4)

Es decir S(t) conmuta con los elementos de G. En particular g
transforma érbitas en érbitas y si ¥ < G entonces V = Fix(}) es un
subespacio yvectorja] positivamente invariante, l.e. si ue VnX
entonces S(t)u € V para todo t = 0.

Ademds si B ¢ X entonces para todo t =z 0

ES(t)B > ZB (1.5)

y sl ademds S(t) es inyectivo (t fijo), es decir tenemos Unicidad
Retroégrada, [7,8), entonces con 0 < s s t

Lsct)s = Lscsip = In (1.6)
Demostracién

Sea u € X y consideremos u(t) = S(t)u0 la solucién de (ES),
como g € G conmuta con Ay f y como g € Iso(H) entonces claramente
giX) cXy 0= g(ut + Au + f(u)) = g(u)t + Alg(u)) + f{g(u)), asi
g(u(t)) es otra solucién de (ES) y por unicidad

g(S(t)uo) = S(t)(g(uol)

Claramente g transforma érbitas en érbitas y si tomamos V = Fix(})
con ¥ ¢ G entonces si u € VX, g(uo) = u, para todo g € ¥ y as{
g(S(t)uo) = S(t)uo con g € ¥, por tanto S(t)uoe VX

Adenis si BcX y g € ZB por lo anterior
g(S(t)B) = S(t)g(B) = S(t)By asf g € ):s(t)s'

Si ademis S(t) es inyectivo, g e ):S(t)B si y sélo si
g(S(t)B) = S(t)g(B) = S(t)B y de la ultima igualdad deducimos que
para todo ble B existe un unico boe B tal que b,- g(bo), i.e.
g(B) = By por tantoge):B. o
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No [}

Cuando (1.4) se verifica decimos que g es una Simetria de la
ecuacién (ES) y que G es un Grupo de Simetrfas de (ES) (o
equivalentemente del semigrupo).

S1 (1.5) es una inclusién estricta decimos que hay Ruptura
Dinamjca de Simetrfa (en tiempo finito).

La presencia de un grupo de simetrfas en una ecuacién tiene
una inmediata influencia en la estructura dinamica del semigrupo
como ya hemos visto en la Proposicién 1.2, y a su vez tiene un
reflejo en el comportamiento asintético de soluciones. Para

expresar esto necesitamos algo de notacién:
Definicién 1.3
i) Sea B ¢ X, definimos su w-limite como

w(B) = {weX 3 {xn) < B, (tn), @, con S(tn)xn—-+ wl} (1.7)

i{) S1 K ¢ X es invariante, i.e. S{t)K =K para todo t z 0,

def inimos sus Cuencas de Atraccién:
CIIK) ={welX 3 (tn}an con dist(S(tn)w,KJ - 0}
CZ(K) ={weX V (tn)nD se tiene dist(S(tn)w,K) — 0} (1.8)

donde como es usual dist(x,K) = inf{ d(x,y), y € K }; as{

claramente Czc Cx y ambos son conjuntos positivamente invariantes.

111) Un Atractor Maximal (unico cuando existe, [6]) del semigrupo
es un conjunto # < X compacto invariante (S(t)# = #) tal que para

todo B ¢ X acotado se verifica que
dist(S(t)B,d8) — 0 cuando t— = (1.9)

donde como es usual dist(A,B) = sup{ dist(a,B), a € A}
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Observacjones

1) Para que los términos de la Definicién 1.3 estén blen definidos
es necesario indicar qué métrica se considera en X, de ella sélo
es necesidrio indicar que sea una topologia normada para la cual
los elementos de G, restringidos a X, sean continuos y esto

equivale a
G ¢ Iso(X)

(ademds de ésta condicién wusualmente el semigrupo también
verificard alguna condicién de regularidad, continuidad por
ejemplo). Como se dijo anteriormente en muchos casos X es un
espacio de potenclas fraccionarias en cuyo caso el Corolario 1.1

hace que esta hipétesis se verifique.

11) El w-limite definido en (1.7) y las cuencas definidas en (1.8)
puede tener o no propledades de 1invarianza y/o atractividad
dependiendo de diversas caracteristicas de la ecuacién (ES), [6],
lo que probaremos es que independientemente de esto siempre tienen

clertas propiedades de simetria.

Pro én 1.3

1) Para todo B ¢ X

g(w(B)) = w(g(B)) para todo g € G (1.10)
En particular zu(B)D Y (1.11)
11) Si K es invariante entonces g(K) es invariante con g € G (lo

mismo ocurre si K es s6lo positivamente invariante). Siendo C(K)

cualquiera de las cuencas definidas arriba entonces

g(C(K)) = C(g(K)) para todo g € G (1.12)

y en particular Ik(K): EK (1.13)

111) Si ¥ es el Atractor Maximal entonces # es G-simétrico:

23 = G (1.14)
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Demostracién

1) SeanBc Xy ge€G; we w(B) st ysélo sl existen (xn) cBy
(tn),. ®, con S(tn)xn——y W en cuyo caso (g(xn)) cg(B) y
S(tn)g(xn) 'g[S(tn)xn)—-—b g(w) y por tanto g(w) € w(g(B)) o
equivalentemente g(w(B)) c w(g(B)); como esto también vale con g"

concluimos (1.10), de donde (1.11) es obvlo. Obsérvese que ademis

por (1.5) para todo t 2 0 );‘(B)z Xs(t)B:' ZB‘

11) Si X ¢ X es positivamente invariante S(t)K ¢ K, t 20, y asi
S(t)g(K) = g(S(t)K) c g(K) y g(K) es positivamente invariante. Si
K es invariante S(t)K = K y asi S(t)g(K) = g(S(t)K) = g(X) y g(K)
es lnvarliante.

Sea W € CZ(K) (por ejemplo), asi V (tn),.u se tlene
dist(S(tn)w,K) — 0, como la métrica proviene de una norma para
la que los elementos de G son continuos, entonces
dist(g(S(tn))v.g(K)) — 0 y por tanto g(w) eCz(g(K)). siendo
andlogo con CI(K); as{ g(C(K)) ¢ C(g(K)) y como podemos tomar g !
deducimos (1.12) y (1.13).

111) Sea R el atractor maximal de (ES), por lo anterior g(#l) es
compacto e invariante y como @ es maximal para la relacién de
inclusién entre los conjuntos compactos e invariantes entonces

g(8) ¢ &, tomando g-I deducimos (1.14). o
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4.2 Variedades Inerciales.

Recordamos ahora la definicién de Variedad Inercial dada en
el Capitulo IIl para sistemas dinamicos disipatives: M c X
subvariedad regular de clase Ck y dimensién N es una Variedad
Inercial de (ES) si

1) S(t)Mc M t =2 0, es decir M es positivamente invariante.
11) M contiene al atractor maximal, &.

111) Existe M > O tal que V B ¢ X acotado existe C(B) =z 0 tal
que dist(S(t)2,M ) s C(B).exp(-Mt), t =z O.

Un primer resultado es el sigulente:

Proposicién 2.1

Sea M una Variedad Inercial para (ES), entonces para todo
g8 € G se tiene que g(M) es una Variedad Inercial de (ES) de la

misma clase, dimensién y tasa de atraccién que M.

Demostracién
Por la Proposicién 1.3, g(M) es positivamente invariante y
como d ¢ M entonces & = g(fA) ¢ g(M); si B ¢ X acotado, como g es

continua en X, denotando jg| la norma en £(X)
dist(S(t)g(B),g(M)) = |g|.dist(S(t)B,M ) = {g|C(B).exp(-Mt)

pero como g y g'1 transforman acotados de X en acotados, para todo

B ¢ X acotado
dist(S(t)B,g(M)) = Jg|.Clg™ (B)).exp(-Mt) (2.1)

y por tanto g(M) es variedad inercial, que es homeomorfa a M (g es
isomorfismo lineal) y por tanto de la misma clase y dimensién y

con la misma tasa de atraccién. o

Un resultado deseable a la vista de resultados anteriores
seria g(M) = M para todo g € G, al menos bajo algunas hipétesis
extra, lo cual implica que el sistema dinamico restringido a M
hereda todas las simetrfas del grupo G; si por contra g(M) = M



para algin g en G, esto nos proporciona algunas propiedades
geométricas del flujo entorno al atractor maximal: sea
M= M n g(M) que es interseccién de dos variedades de igual clase,
dimensién y tasa de atraccién, que es positivamente invariante y
que contiene al atractor maximal, as{ si el corte es No
Transversal (ver Seccién 1II11.4) entonces M, contiene una
Subvariedad Inercial de la misma clase y dimensién que M; si por
contra el corte es Transversal entonces en este caso, tipicamente

M, sera una variedad de dimensién Dim(M) - 1.

Las Variedades Inercliales construidas con el método
particular del Capitulo III gozan de  mayor simetria,
independientemente de sy atractividad como refleja el sigulente
resultado, Teorema 2.1, sin embargo hay que notar que de momento
admitimos que al proceder al truncamiento de la no linealidad lo
hacemos de tal manera que el sistema truncado posea las mismas
simetrias que el original; mads abajo probaremos que esto es cierto
en situaciones muy generales. Con esta hipdtesis

Teorema 2.1

Supuestas clertas las Primera y Segunda Condiciones de Salto
Espectral del Capitulo III sea M = Graf(¢) la variedad invariante

all{ construida (para el sistema truncado).

Entonces g(M) =M para todo geG (i.e. Zjn=G). [
equivalentemente ¢ conmuta con todos los elementos de G.
En particular la Forma Inercial (Capitulo III) de (ES) tiene

todas las simetrias de G.

Demostracién

M = Graf(¢) siendo ¢: Xl—» Xz lipschitz, y Xl. X2 son rangos
de proyecciones espectrales (suma de autoespacios de A en el caso
hilbertiano), asf{ g(Xl) = Xl, consecuentemente g(M) = Graf(y)
siendo ¢ = guﬁog'l y por tanto g(M) = M si y sbélo si gep = ¢eg
sobre Xi.

Si la primera y segunda condiclones de Salto Espectral del
Capitulo IIl se verifican, por el Teorema 4.3, Seccién III.4,

tenemos la sigulente caracterizacién de M:
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"uoe M si y sélo si la solucién ST(t)uo estd definida en

(-», +w) y es Q-acotada*

slendo Q la proyeccién  espectral sobre XZ; as{ si
Vo™ g(uo) € g(M), con u € M, entonces S.r(t)vol g(ST(t)uol esta
definida en (-w,+w) y como g conmuta con Q, Proposicién 1.1
arriba, entonces también esta Q-cotada, por tanto Vo= g(uo) eMy
as{ g(M) ¢ M, tomando g ' concluimos.
Por ultimo con las notaciones del Capitulo III, la Forma
P, * Alp + F!(I*¢)p =0
Inercial de (S.l.) viene dada por , con
p(0) = p € X
o
Fl = PeF siendo P 1la proyeccién espectral sobre X1 y como
g(Xi) = X‘, entonces g conmuta con A1 y con F1(1*¢) y es por tanto

una simetria de la Forma Inercial. o

Observaciones

1) S1 M es finito dimensional entonces la Forma Inercial es una
ecuacién diferencial ordinaria con todas las simetrias del grupo
G, asi en principio, se pueden aplicar las técnicas de
[1,2,3), sobre el sistema restringido a M.

11) Al problema de punto fijo resuelto en el Capitulo III se le
pueden afiadir las restricciones de simetria sin alterar las
condiclones de Salto Espectral: con las notaciones del Capitulo
III, sea

Spp =B " (¢ 8¢ =98 geG) (2.2)

P, +ApP+ Fl(I*ﬁ)p =0
y ponlendo p(s.po.ﬂ la solucién de ,
p(0) = P,€ Xx

tenemos la transformacién no lineal
° As
T(¢)po = -l e"2 FZ(I+¢)p(s.po,¢)ds (2.3)

con ¢ € sb.l. y poe Xl; as{ si ¢ € ;Sb,l. entonces para todo P,€ Xl,
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p(s.g(po),o) = g(p(s.po.¢) y como g también conmuta con exp(-At)

entonces
° s
(T(¢)eg) (po) = - ‘[ e 2 FZ(I'rQ)p(s.g(po).O)ds =
-0
o A_S
= g(~[ e 2 F2(1¢¢)p(s.p°.¢)ds) = (g-T(&))(po) (2.4)
-0

As{ el problema de punto fijo puede plantearse en 5bL

directamente.

111) Segin se probd en la Seccién III.2 la funcién ¢ cuyo grafo es
la variedad invariante del Teorema 2.1 es de soporte acotado en X‘
(Lema 2.2, Seccién III.2) y claramente con p € X1 Yy 8 € G se tiene
que ¢(p) =0 si y soélo si ¢(g(p)) = g(¢(p)) =0 ya que g es
invertible (y g(X)ls X‘), por tanto el soporte de ¢ es
G-invariante.

En cuanto al problema del truncamiento recordemos que en el
Capitulo III procedimos de la siguiente forma: con 0 € CI(R)
constantemente uno en [0,1] y cero en [2,=], decreciente y con
derivada acotada y tomando una bola en X (espacio de fases, alli{
era X%) B(p), donde p es el parametro de truncamiento, definiamos
F(u) = @ J%l- .f(u), de forma que Sop(F) c B(2p), F y f colinciden
sobre B(p) y F es globalmente lipschitz y acotada (
X).

norma en

S1 g conmuta con f, entonces g conmuta con F sl y s6lo si
g(u)| = |u| o equivalentemente, si g es una transformacién
isométrica de X. Como veremos abajo esto es clerto en algunos
casos, para una norma equivalente en X.

Si suponemos que G es un subgrupo topolégico compacto de
Iso(X), entonces la Medida de Haar Normalizada, u, de G est& bien
definida, [12], y es tal que

1) Si f,g € C(G,R), a,b € R entonces
Jc(af¢bg)dp = aj fdu + bIngu

11) St f € C(G,R), f = 0, entonces JGfdp z0

i111) Si & € G entonces IGf(67)dp(7) = fo(76)du(7) = J};f('l)@(ﬂ
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iv) jctdu =1

en particular si G es discreto entonces p es la medida de contar
en G.

Definimos entonces, sobre X: para todos x,y € X
2 2
Ixlg = Iclrxt du(y) (2.5)

siendo |+| la norma de X. As{ tenemos el sigulente resultado, [2]:

Lema 2.1
Con las notaciones anteriores, ||G es una norma en X para la
que G es un grupo de Isometrias. La topologia inducida por |- G S

equivalente a la topologia original de X. Si X es un espacio de
Bilbert entonces |:|. proviene del producto escalar

<X, y>c= JG<7x, yy>dul(y) (2.6)

siendo <*> el producto escalar de X.

Demostracién

Por la positividad de la medida de Haar |x|G= 0 s} y soélo sl
|7%| = 0 para casi todo 7 € G (respecto de u) y por tanto x = O;
también es inmediato que para todo escalar A, [Ax|. = |A]]x]|q:
finalmente la propiedad trilangular sale del hecho de que 7}-—) ™
estd en C(G,X) y por tanto 7}— |7x| estd en L?*(G.R) y de la
propiedad triangular en L3(G,R). Por tanto ||G es una norma en X.

Con g € G, x,y € X

2 2 2 2
g0} = Jc|wg(x)| du(y) = JG|7x| ) = [x|2 @7
y por tanto g es una isometria para ||G Mas aun
a2 [x)? 5 |x|2 = J’Gmﬁdum s supla]®. [x|2 (2.8)

donde |<]| es la norma en £(X) y el supremo y el infimo se toman
sobre y € G (que es acotado por hipétesis en Iso(X)); por tanto
basta probar que inf]s ' = Inf|y] > 0, de hecho afirmamos que
infly] =1, ya que si 7y €G con |y] <1, entonces con neN
|1n| s |1|n——»0 con n—3®, pero como G es compacto
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deduciriamos que 0 € G lo cual es absurdo; como I € G entonces
inflz] = 1 y en particular |x|® s ]xlé s sup|7]?. |x|% .

Si X es un espacio de Hilbert claramente <>, es una forma

G
bilineal simétrica en X, definida positiva (por la positividad de

la medida de Haar), y que induce la norma |-]. o

Observacién
Si X es un espacio de Hilbert el producto escalar tiene otras
buenas propledades: Si A positivo o coercitivo o autoadjunto para

<+>, entonces también lo es para <<> ademds si V,W subespacios

o
de X con g{(V) =V, g(W) =W para todo geG y V y W son

ortogonales para <+> entonces lo son para <‘>G: conx €V, yewW,
<x,y>= Jc(n,1y>du(7) =0 (2.9)

En particular los autoespacios N(A) con A € ¢(A) son

ortogonales para <°>G.

En las condiciones del Lema 2.1, podemos por tanto utilizar

u[G
el truncamiento F(u) = @

).f(u) que conmuta con todos los

elementos de G y con el que todos los resultados del Capitulo III

se aplican y por tanto, ademds, el Teorema 2.1 nos da la simetria
de la variedad inercial del sistema truncado. Obsérvese que
con esta eleccién se trunca la no linealidad en una bola para la
norma |-|G y el pardmetro de truncamiento se refiere a dicha bola.

En particular supuestas las tres Condiciones de Salto
Espectral del Capitulo III nuestro interés es recuperar una
variedad inercial G-simétrica de la ecuacién original, y no (o no
sélo) de la ecuacién truncada; recordemos que el paso clave en el
Capitulo III para hacer esto (una vez probada la Propiedad de
Localizacién, Teorema 4.1, Seccién III.4) es el Teorema 4.2,
Seccién II11.4 que a continuacién recordamos:

221




Teorema 4.2 (Seccién I111.4)

Supongamos que (S) (el semigrupo generado por (ES)) es
Uniformemente Acotado.

Sea p >0 y sea M una Variedad Inercial cerrada en X“ de
(ST)‘ tal que ‘5.rlm es abierta.

1) Sea Boc x* abierto acotado, tal que & ¢ Bo que es por

tanto absorbente, as{ B,= U S(t.)Bo es absorbente y acotado por
tzo0
ser (S) Uniformemente Acotado.

Supongamos que se ha elegido el parametro p > 0 tal que

B,c B(p) (2.10)

Si denotamos por WM, el interior (en M ) (que es no vacio) de

M ~ B,., entonces
M, es una Variedad Inercial de (S) (2.11)

En particular si Bo es positivamente invariante para (S),

i.e. S(t)Boc Bo V tzO0 entonces B,= Bo y

My=Mn Bo es Variedad Inercial de (S) (2.12)

i1) Supongamos que fijado p > 0 existe Boc x* ablerto tal
que # ¢ Boc Blp) y tal que Bo es aborbente para L§.r)_ (de hecho
basta que se absorba a si mismo), sea to tal que vtz to
ST(t)Boc B0 , sea

m,= U sTm[ B M ] (2.13)
tze -
0
entonces M, es Variedad Inercial de (S). o

Observemos de nuevo que en presencia de simetrfas y con el
truncamiento anterior, B(p) es una bola para |-|G y que por tanto
si Bo se toma en el teorema tal que g(Bo) = Bo para todo g € G
(por ejemplo una bola para ]-]G]. entonces supuesta la condicién
(2.10), M, dada por (2.11)-(2.13) verifica
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gm) =M

para todo g € G (i.e. Zm = G)

Entonces hemos probado

Jeorema 2.2

Con las notaciones del Teorema 4.2, Seccién III.4 arriba, si
Bo se toma tal que g(Bo) = B0 para todo g € G entonces en las
condiciones del teorema si M viene dada por (2.11)-(2.13),

entonces M, es Variedad Inercial de la ecuacién original y es

G-simétrica, i.e. g(M)) = M para todo g € G o equivalentemente

}:m=G.

.
Asi, en particular, si M se contruye con el método de punto

fijo del Capitulo III, entonces el flujo sobre M, queda
determinado por la Forma Inercial:
P * Alp + f‘(I + ¢)p=0
{ p(0) = p e P(M,) c X]
ahora esta ecuacién no contiene ningin efecto de truncamiento y
ademas posee todas las simetrias de G, (obsérvese que como g
conmuta coun las proyecciones espectrales y M, es g-invariante
entonces g(P(M,)) = P(M)). o
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4.3 Semigrupo con Simetria Prescrita.

Un método corriente en [2,3,4,5), para obtener informacién de
las simetrias de una ecuacién es buscar soluciones con simetria
prescrita, esto es, restringir el dominio de trabajo a un
subespacio V = Fix(}) con ¥ ¢ G. Como se probé en la Proposicién

1.2, V n X es lnvariante para la ecuacién semilineal

u + Au + f(u) =0
(Es) {

u(0) = u € X

que suponemos genera un semigrupo disipativo en X, esto es
suponemos la existencla de un Atractor Maximal compacto y que para
todo B acotado en X, w(B) como en la Definicién 1.3 es no vacio,
compacto, invariante y atrae la oérbita de B (en [6] pueden
encontrarse condiciones generales asegurando esto) y nos interesa
el comportamiento asintético de las soluciones con simetria ¥.

Es pues natural investigar qué caracteristicas disipativas
(atractores, variedades inerciales) de todo el sistema se heredan
al semigrupo restringido; se observa facilmente que la mayor parte
de las propiedades referentes a conjuntos absorbentes,
invariantes, w-limites, atractores etc. de [6] se trasladan al
semigrupo restringido, sin embargo la permanencia de varledades
inerciales no es tan inmediata. Otra posibilidad consistiria en
estudiar la disipatividad directamente sobre el semigrupo
restringido a X n V, pero esto puede tener dificultades técnicas
(por ejemplo las propiedadqs espectrales de A en V pueden no
asegurar las Condiciones de éalto Espectral del Capitulo III, por
ejemplo si V es de dimensién finita). En algin caso se puede dar
el problema inverso: la ecuacién de Kuramoto-Sivashinsky (Capitulo
I1) es disipativa sobre las funciones pares, que es un espacio de
puntos fijos (ver Seccién IV.4, abajo), mientras se desconoce si
lo es sin la restriccién de la simetria.

Tenemos entonces el siguiente resultado
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Teorema 3.1

1) Sea ¥ c G, subgrupo y denotemos ahora V = Fix(¥) n X.
Definimos

B(D) =Vng (3.1)

Entonces H#A(Y) es compacto y positivamente Invariante,
contiene a todo compacto invariante de V y atrae acotados de V. En
partlcular #H(}) contiene al Atractor Maximal del semigrupo
restringido a V.

S1 se verifica la Unicidad Retrégrada, [7,8], entonces H(})
es invariante y es por tanto el Atractor Maximal del semigrupo
restringido a V.

11) Supuestas las tres Condiciones de Salto Espectral, sea
M = Graf(¢) la variedad inercial construida en el Capitulo III, y

sea ¥ ¢ G, subgrupo, entonces
Mnav=(1 +¢)(X‘n V) (3.2)

que es una subvariedad regular de V, positivamente invariante que
contiene a H(Y) y que atrae exponencialmente las trayectorias que
parten de acotados de V. En consecuencia M n V es una Variedad
Inercijal, que ademds tiene la misma tasa de atraccién que M. La

Forma Inercial del semigrupo restringido viene dada por

p+ApP+F (I +¢)p=0
{‘ ! ! (3.3)

p(0) = P, X1 nv

Demostracién
i) Claramente H(}) es compacto en V y positivamente invariante;
si ademas S(t) es inyectivo para todo t, como S(t)H = &, si
x € 3(}) y t =0, entonces x =S(t)y, con ye#, y por la
Proposicién 1.2, Zc):x=2y y por tanto y € #(}), por tanto
S(t)HA(L) = A(Y) , t = 0. Ademas en cualquier caso si K es compacto
invariante de V, entonces K ¢ # (por ser maximal) y por tanto
K < 9(}). En particular #(}) contiene al Atractor Maximal del
semigrupo restringido (si existe).

Si BcV es acotado entonces por la hipdtesis de
disipatividad, w(B) como en la Definicién 1.3, es compacto e
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invariante y atrae a S(t)B, por tanto como V es cerrado
w(B) c A(}) y por tanto H(}) atrae acotados de V. De esto y como
A(Y) es compacto se sigue la existencia del Atractor Maximal del
semigrupo restringido, [6].

Por ultimo supuesta la Unicidad Retrégrada, H(L) es el
Atractor Maximal (Definicién 1.3).

11) Observemos primero que por la Proposicién 1.1 los elementos
de G conmutan con las proyecciones espectrales sobre )(1 y Xz, Py
Q = I-P respectivamente, y por tanto si x € Fix(}) entonces
P(x),Q(x) € Fix(}); por tanto con u € M = Graf(¢), u = p + ¢(p)
pertenece a V = Fix(}) si y s6lo si g(p) = p (ya que ¢ conmuta con
g, Teorema 2.1) y por tanto concluimos (3.2). As{ M A V es una
variedad de la misma clase que M, que claramente contiene a A(}).

En cuanto a la atractividad, en el Capitulo III, Seccién
II1.3, se probé que supuestas las Condiciones de Salto Espectral
entonces para todo uoe X,

dlst(S(t)uo,P(S(t)uo) + ¢(P(S(t)u°)) ’ (3.4)

tiende a cero exponencialmente y de aqui se extrafa la propiedad
de atraccién exponencial uniforme de la variedad WM; pero ahora
para el semigrupo restringido, si uos V entonces S(t)uoe V y por
tanto P(S(t)uo) y ¢(P(S(t)u°) estdn en V, consecuentemente

P(S(t)uo) + ¢(P(S(t)u°) € (I + ¢](X1r\ V) (3.5)
y atrae exponencialmente a S(t)uo, el resto es obvio. o
Observacién

En el caso hilbertiano X1 es suma de los autoespaclos
correspondientes a los autovalores de A en un cierto subconjunto,
L de o(A), por tanto Xln V esta generado por los autovectores de

A, con autovalor en LA (ver Capitulo III) y con simetria ¥ .
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4.4 Ejemplo: Ecuaclién de Kuramoto-Velarde.

Recordemos el marco funcional y algunos resultados del
Capitulo II:

L
20 vptu + Bu v 20w - s0(f(w)) = EJ‘ (Du)? 4.1
)
en (0,L)x(0,T), u(x,0) = uo(x) con x € Q= (0,L), con
condiciones periédicas, Dku(x*L,t) = pulx, t) para todos

t e (0,T), x e Ry k € {0,1,2,3}, y condicién de media nula

Iu(x.t)dx =0 VvteloT)
Q

k ]
siendo v > 0 B,7,8 20 , D = L , y &f(s) = ] sk. (para la
k A
ax k=1

ecuacién original &f(s) = -s - gsz).
En particular, tomando

H={uel® (R). ulx+L) = ulx), J' u(x)dx = 0 }
loec Q

con la norma de L2(Q) y Vk= X4 H:‘oc(R) nH keN (V°= H,
Vln v, V‘- D(A)), con la norma de Hk(ﬂ). entonces K-V est4 bien
puesto en los espacios Vk.

El espectro de 1la parte lineal de orden superior es

a(A) ={7«n )neN Tncon
A = VneN (4.2)
n L .
2n 2n
con autoespacio generado por { sen( T ), cos( T mx )}
Observemos que el perfodo minimo de estas funclones es -k— y

disminuye con n.

Un grupo de simetrias es inmediato: sobre funciones definidas
en R, gt(u)(x) =u(x + 1), TeERY g.(u)(xj = u(-x), conmutan con
todos los términos (lineales o no) de K-V; ademas g, v &,
conservan las condiciones de contorno y media nula de K-V y son
isometrias en H (con la norma de LZ(Q)). de hecho son isometrias
en Vl para todo k € N.

Asi G = <(g1_ Tt€R}, g> es un grupo (no conmutativo) de



simetrias de K-V. Claramente g, es de orden 2 y T = (gt. TER)
es un grupo conmutativo cuya actuacién efectiva sobre H viene dada
por el cociente de T sobre los elementos que actuan trivialmente

en H, i.e. sobre To- (&r’ T =KkL, k € Z } y por tanto

T R

—

T 12
o

~{g, TelOL)}= s' = s0(2)

que es un grupo de Lie compacto y conmutativo (SO(2) es el grupo
de transformaciones ortogonales del plano que conservan la
orientacién, l.e. los giros).

Por tanto el grupo efectlvo de simetrias es
Go= <(gt. v e [O,L) },g,> =~ O(2) (4.3)

(0(2) es el Grupo Ortogonal del plano) y as{
Fix(g,)
sélo si

{ u € H, u par } mientras que F&x(gr) es no trivial si y

-l u

€ 0, en cuyo caso Fix(g_t) consiste de las funciones de H
que son t-periédicas; de hecho si u e Fix(gr) es no trivial, con
T s L entonces el periodo minimo de u, p, es tal que L =mp y
T=npconmnelNyasi p=L/myuce le(gL/m); en consecuencia
al considerar puntos fijos de elementos de SO(2) podemos tomar
directamente t = L/m, i.e. subarménicos de L.

Podemos considerar conjuntos de puntos fijos de otros
subgrupos de 0(2), como por ejemplo Z(n) o el grupo diédrico D(n),
i.e. el grupo de simetrias de un n-agono regular, [4];
representaciones de 2Z(2) en Go son <g 5> <g,> ¥ <g,°8 > de
Z(n) lo es <8 n> mientras que de D(n) lo es <g, 8 > Sus puntos
fijos son respectivamente las funciones de H que son
L/2-periédicas, las funcione§ pares, las funciones que verifican
u(x) = u(L/2-x) (o equivalentemente las funciones que pueden
ponerse como la suma de una funcién par L/2-periédica y una
funcién impar L/2-antiperiédica), las funciones L/n-peridédicas vy
las funciones pares L/n-periédicas.

En particular, los espacios Fix(g_r). Fix(g,), le(g.-glJz) y
Fix((g.,gUnﬂ son cerrados e invariantes para K-V, en Fix(g)) la
ecuacién K-S (3 = 0) define un sistema dinamico disipativo
(Capftulo II).
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4.4.1 Modos Determinantes para soluciones simétricas

Supongamos que K-V genera un sistema dinamico disipativo
(para quizd sélo determinados valores de 1los parédsetros
(v,8,7,8f,L), por ejemplo para la ecuacién de Cahn Hilllard, 7 = O
y &f adecuada, segun se vié en la Seccién II1.3), para lo cual
basta, por ejemplo, probar la existencia de un conjunto
absorbente en V (ver Seccién II.2). Como )‘N = N' entonces los
resultados de las Secciones III.3 y IV.1 son aplicables, en
particular a la construccién de una variedad inercial de K-V en
este rango de parametros.

Como observamos anteriormente, los perficdos minimos de las
autofunciones decrecen, esto permite “seleccionar”, por
interseccién con la variedad inercial, como en el Teorema 3.1,
distintos modos invariantes prefijando un periodo suficientemente
pequefio, “lejos* de los unicos modos determinantes del
comportamiento asintético, de forma que la dinamica tlene que ser
mucho mds simple que el de una solucién arbitrarla. Las otras
simetrias igualmente seleccionan modos invariantes para los que se
puede construir variedades inerclales.

Precisando, con las notaciones de estas secciones, sea N tal
que se verifican las Condiciones de Salto Espectral y por tanto
o= (ll....lN). o= (7\". n>N}, X est4 generado por

{ sen(?x),cos(i—"x),..,sen(f—"Nx),cos(i—le) } (4.4)

y )(2 por el resto de autovectores; asi la variedad inercial viene
dada por M = Graf(¢) con ¢:x1—> XZ, que es de dimensién 2N.

Los modos dados en (4.4) se llaman Modos Determinantes del
sistema puesto que si denotamos por P la proyeccién asoclada, si
dos soluciones u(t) y v(t) verifican que P(u(t)-v(t)) tiende a
cero entonces u(t)-v(t) tiende a cero, [15], i.e. si para dos
soluciones estos modos se comportan igual entonces ambas
soluciones se comportan igual, en otras palabras el comportamiento
de estos modos caracteriza la clase de soluciones con el mismo
comportamiento asintético. Esta propiedad estd muy estrechamente

relacionada con la Propiedad de Compresién encontrada en el
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Capitulo III, Seccién III.3, [13,14,15).

L =
Consideremos =%y Gk = <grk> = Z(k) y sea Zk = Fix(Gk),

k € N fijo; por el Teorema 3.1, M n %‘ = (I + ¢)(xln Zk) es una
variedad inercial para el semigrupo restringido a 2k pero como
las proyecciones espectrales de Zk estan en Zk
Xln Zk = eN(A) n Zk = o(N(A) n Zk) (la suma es sobre A € ol). as{
X‘n Zk esti generado por:

SRR sen(Jk%Ex).cos(jki—"x). JkKsN jz1) stk<N

11) | sen(le_—'X).cos(NE——"x) } st k=N . (4.5)
111) {0} st k>N

En particular si k = N entonces M n ZN es una variedad
inercial bidimensional que contiene la dindmica asintética de las
soluciones ]ﬁ periédicas. A su vez si k > N entonces T n st {¢(0)}
y por tanto las soluciones %—periédicas convergen exponencialmente
(y uniformemente para datos iniciales en conjuntos acotados) a
¢(0) que es un punto de equilibrio de K-V, pero como 2.k es cerrado
entonces ¢(0) es lE’-periéd.\co para todo k > N y por tanto ¢(0) = 0.

Este sorprendente resultado concuerda con el comportamiento
de la ecuacién lineal: las frecuencias altas son disipadas
exponencialmente. Como el principio de superposicién de soluciones
no es valido, esta propiedad no determina el comportamiento de una
solucién arbitraria.

Es de destacar que en [17) se menciona este decaimiento de
los modos de altas frecuencias aunque all{ es observado

sélo numéricamente.

L
Si ahora tomamos TRy Gv,k = <s,.gtk> % D(k) y llamamos

Z, x> Fix(G, k). tenemos entonces por el Teorema 3.1 que
Mnz " (1 + ol(X‘r\ 2, k) es variedad inercial (que es una parte
de la variedad inercial en Zk construida arriba) y por (4.5)

Xln Z._k estd generado por
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1) (cos()kf‘—'x). JksN Jz1}, st k<N

1) { cos(N%lx) } stk=N (4.6)
111) {0} si k>N

en particular si k = N entonces M n 2, N €5 una variedad inercial
unidimensional que contiene 1la dinamica asintética de las

soluciones pares y lﬁ' periéddicas.

Si ahora consideramos G, = <g,>, 2,= Fix(G)) y el semigrupo
restringido (a funciones pares), entonces de nuevo
Mnz, =(1+ ¢)(Xln 2,) es variedad inercial; en este caso x‘n 2z,
esta generado por

{ cos(k%ﬁx). 1sksN} “@.n

y por tanto 1la variedad inercial tiene dimensién N, sobre
funciones pares.

Sobre 2., K-V puede ser tratado directamente con el mismo
marco funclonal de antes, introduciendo la condicién de paridad en
los espacios H y Vk y utilizando los resultados del Capitulo I, de
forma que la mayor parte de los resultados del Capitulo II siguen
siendo vélidos con esta restriccién (como ya se ha dicho la
ecuacién de Kuramoto-Sivashinsky, & = 0, define un sistema
dinémico disipativo sobre Z, y posee una variedad 1inercial, el
mismo comportamiento para soluciones arbitrarias es un problema
ablerto), los autovalores son los mismos de (4.2) pero ahora son
simples con autofuncién coseno, [13}); la variedad inercial, con
las notaciones de (4.4), se construye sobre Xln Z2,, dado por
(4.7).

Sin embargo (gt, T € [0,L) } no son simetrfas de la ecuacién
restringida, de hecho 1la wunica traslacién (no trivial) que
transforma todas las funciones pares y L-peridédicas en funciones
pares (y L-periédicas) corresponde a t = %‘, y asi 8, es una
simetria orden 2 (por contra g,6 si es una simetria de la ecuacién
restringida a Zk). En particular, supuesto que K-V es disipativo
sobre 2, por interseccién con la variedad inerclal segin el

Teorema 3.1, K-V restringido a funciones pares y %-periédicas.
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{.e. restringido a Fix(<g.,guz>) =2, 2= Zn2

variedad inercial construida sobre X‘n Z, 2 generado por

L hereda wuna

{ cos(25ZEx), 25 5 N } (a.8)

cuya dimensién viene dada por el cardinal de { J € N, 2J = N }, es
decir la parte entera de N/2, siendo N la dimensién de la variedad
inercial de K-V para funciones pares.

Obviamente la accién del grupo Go proporciona soluciones no
pares de K-V con una dindmica transladada por el grupo.

S1 consideramos ahora G, > = 2(2) y denotamos

2 = <g.e8u2
Z.°2= le(G..zl = { ueH ulx)=u(l/2-x) }, de nuevo por el

Teorema 3.1, sobre Z.°2 K-V hereda una variedad inercial

construida sobre Xln Z.°2,

que esta generado por

{ sen((Zkﬂ)i—ux),cos(Zji—ux) , 2k+1 < n,2J s N } (4.9)

cuya dimensién es por tanto N.

Volviendo a la ecuacién completa (4.1), observemos que
g. = -g,, l.e. g'(u)(x) = -u(-x), transforma soluciones de (4.1),
con polinomio 8f(s) y coeficiente 7 dados, en soluciones de (4.1)
con polinomio 6;‘(5) = -3f(-s) (es decir cambian de signo los
coeficientes pares del polinomio original) y coeficiente -7; en
consecuencia si 8f es un polinomio impar entonces g. es simetria
de C-H, (7 = 0), de forma que el grupo de simetrias es ahora

K N .
G <g > =<lg, T el0L) )g,.g> (4.10)

por tanto ademis de los casos discutidos anteriormente tenemos que
2'= le(g.), funciones impares de H, es invariante para C-H y
ademds cada caso de espacio de puntos fijJos anterior puede ser
complementado con esta nueva simetria:

L > _ . > _ .
Tomando L4 Gk = <g ,grk>, entonces en Zk = Fix(Gk)

tenemos una variedad inercial construida sobre Xxn Z;, que estd
generado por
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1) (sen(_]klz—_-!x), Jk =N, jz11}, st k<N

1) { sen¥%x) } stk = N (4.11)
111) {0} si k> N

en particular sl k = N entonces M n Z; es una variedad inercial

unjdimensional que contiene 1la dindmica asintética de las

soluciones impares y L—' periddicas; obsérvese que
.

Xln %{S (Xln Z.'k)e(xln Zk) y que la variedad inercial de (4.5) se

"descompone” de igual manera en las variedades inerciales de (4.6)

y (4.11).

Si ahora consideramos G = <g.>. Z‘= le(G.) y el semigrupo
restringido (a funciones impares), entonces de nuevo recuperamos

una variedad inercial sobre Xln 2. que estd generado por
{ sen(ki—nx). 1 sksN} (4.12)

y por tanto la variedad inercial tiene dimensién N, sobre
funciones impares; de nuevo la descomposicién
Xl= (Xlr\ Z.)O(Xln 2‘) se refleja en las variedades de (4.4), (4.7)
y (4.12). Como arriba, la unica traslacién (no trivial) que
transforma todas las funciones impares y L-peridédicas en funciones
’i. de forma que C-H
restringido a funciones impares y li—peri()dlcas, i.e. restringido a

impares (y L-periédicas) corresponde a t =

. . .
Fix(<g ,gUZ>) = Zz= Z.r\ 22. hereda  una variedad inercial
construida sobre Xln 2, generado por

{ sen(Zjl-z_lx). 2j s N} (4.13)

cuya dimensién es la parte entera de N/2. Obsérvese de nuevo en
(4.5), con k =2, (4.8) y (4.13) el efecto de la descomposicién
.
x‘n 22= (X‘n Z.’Z]e(xln 22).
Para concluir pongamos G'°2= <g'ogu2> = Z(2) y denotemos
Z.°2= Fix(G.nz) = { ueH ulx)=-u(lL/2-x) } (o equivalentemente,
las funciones de H que son suma de wuna funcién par

L/2-antiperiédica y una funcién impar L/2-periédica); as{ sobre
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Z"’2 C-H hereda una variedad inercial construida sobre X‘n 2"2,
que estd generado por
2% 2n
{ sen(ZkL—x).cos((2J¢l)L—x) , 2k s N,2j+1 s N } (4.14)

cuya dimenslén es por tanto N. Comparese este resultado con (4.9)
y obsérvese que (4.9) y (4.14) corresponden a una descomposicién
en suma directa de Xl en (4.4).

Observaciones

1) En cada uno de los casos discutidos arriba (4.11)-(4.14), y
slempre supuesto que el sistema diniamico es disipativo (il.e. &f
tiene grado impar y coeficlente principal positivo, Seccién
111.3), tenemos que la descomposicién en suma directa del
subespacio sobre el que se counsiruye ia variedad inercial, permite

descomponer la ecuacién en un sistema parabdélico de cuarto orden

{ v, tAv = F’(v,w)

w, o+ Aw = Fz(v,u)

de forma que tanto el sistema como cada ecuaciones por separado
(anulando v o w) poseen variedades inerciales, cuyas dimensiones

estan interrelaclionadas.

11) Obsérvese que los resultados anteriores {(y algunos de los que
veremos en la Subseccién IV.4.2 abajo) dependen muy poco de la
forma ecuacién (fijadas las condiciones periédicas): tan sélo
hemos usado que el sistema dinamico es (se supone) disipativo, que
es invariante por Go = <(g_r, t e [0,L) },8,> o por Goe <g'>' que
tiene las mismas autofunciones que antes y que los autovalores
crecen lo suficlientemente rapido para asegurar las Condiciones de
Salto Espectral; por tanto la idea parece aplicable a algunos
problemas de reaccién difusién unidimensionales (problema de
Chafee-Infante por ejemplo, [9]).

Ademids observemos que si no se impone la condicién de media
nula tipicamente las funciones constantes son autofunciones del
primer autovalor, en cuyo caso si las ideas anteriores son
aplicables, entonces las dimensiones de las descomposiciones en

suma directa de Xl y de las variedades encontradas con ellas se
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incrementan en una unidad.

Con las consideraciones de la observacién anterior,
supongamos que la ecuacién estudiada (no necesariamente K-V)
cumpla todos los requisitos del punto i11) pero que el crecimiento
de los autovalores no asegure el salto espectral, de forma que el
sistema dinamico es disipativo pero no sabemos sl tiene una
variedad inercial: con las notaciones del Capitulo III, Seccién
I1I1.3, Ana n® y las condiciones de salto espectral se resumen en

An+17An
que o = -——;Z:E—— sea divergente (basta que pueda tomar un valor
n
por encima de una cantidad dependiente de los datos del problema y
de la disipatividad), condicién que se verifica si y sélo si
m >

si por contra m = entonces o~ converge a una

1 . 1
T%6a 1+B-a
constante con lo que el salto espectral no estd garantizado. En

esta situacién tenemos:

Proposicién 4.1

Supongamos que m = y que la ecuacién (con condiciones

1
1+B8-a
periédicas y las mismas autofunciones) es invariante por

=L = =
(gt, T € [0,L) }. Consideremos L Gk = <gtk> y Zk = F!x[Gk).

Entonces con k suficientemente grande el sistema dinamico

posee una Variedad Inercial en Zk.

Demostracién

Las autofunc}ones en Zk son { sen(Jk%Ex).cos(Jk%Ix). JenN)}
con autovalores AJ = Akja (kj)? de forma que para el semigrupo
restringido tenemos que

~ IS

- A -A m m_.m
R
AJa xrle Jm « J—

L
1+8-a ~
suficientemente grande podemos asegurar que el sistema dindmico

precisamente porque m = Por consliguiente tomando k

posee una variedad inercial en Zk' o
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4.4.2 Formula exacta para 1la dimensién de Variedades

Inerciales. Analisis Dimensional.

En lo que sigue denotaremos la ecuacién K-V, (4.1), por
(v,B8.7.8f,L) para indicar la dependencia en todos los parametros
del problema.

Por otro lado, volviendo a las consecuencias de (4.5)

podemos enunciar el sigulente resultado

Proposicién 4.2

Existe una correspondencia uno a uno entre las soluciones L/k
periédicas de (v,B8,7,8f,L) y las solucliones de (v,B,7,8f,L/k) para
todo k € N.

En particular st (v,B,7,8f,L) es disipativo y si
N = N(v,B,7,8f,L) esta definido por (4.4) entonces para todo k > N
el cero es Globalmente Asintéticamente Estable para (v,8,7,8f,L/k)
y es de hecho el Atractor Maximal de este problema (de hecho la
tasa de atraccién es exponencial). Decimos en este caso que el
sistema posee Cero Modos Determinantes en este rango de
parametros.

Mas aun si k = N entonces (v,B8,7,8f,L/k) posee una Variedad
Inercial bidimensional construida sobre el autoespacio del primer
autovalor del problema.

Ademads conservando solo la dependencia de N en L tenemos que
N(L/Kk) = [N(L)/k] ([+]s parte entera) y por tanto

N(L) = min{ k € N, (v,8,7,6f,L/n) tiene cero

modos determinantes para todo n = k }-1 (4.15)

Demostracié:
Observemos que si ue€eH y es L/k-periédica entonces

r/k k
1 2 1 2
0= Iou =k o vy I;(Du) il 73] IO (Du)® , en consecuencia

como con las notaclones de la Subseccién anterior Zk es invariante
para K-V la primera afirmacién es cierta. El resto no es mis que
una reformulacién de (4.5) y de las consecuencias ya obtenidas de
allf. Por esto, de (4.5) iii) proviene la expresién de “Cero Modos
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Determinantes®. a

Este resultado tiene como consecuencia la posibilidad de
obtener una estimacién experimental y/o numérica de N(v,B8,7,58f,L)
alternativa a la verificacién de las Condiclones de Salto
Espectral: tomando subarménicos de la perlodicidad espacial se
debe detectar la aparicién de una variedad inercial bidimensional
y acto seguido, en el siguiente subarménico, toda solucién debe
disiparse exponenclialmente a cero.

Si como es habitual, [4,5,16,17,18], y el resultado anterior
sugiere como adecuado, contemplamos L como parametro de
bifurcacién (y los otros parimetros permanecen fijos, de forma que
tenemos un problema de bifurcacién uniparamétrica), el tipo de
razonamiento anterior nos proporciona clierta informacidén analitica
del diagrama de bifurcacién de K-V, [16,17,18]: supongamos la
siguiente hipétesis

(H) "Existe un intervalo I = (a,b) y Noe N tales que N(L) es
acotado con L € I, y N(L) < No para todo L € I"

Entonces denotando J(I) = U I/k, tenemos que con L € J(I), la
k>N
[

dindmica es trivial (el cero es el atractor maximal y atrae
exponencialmente) y J(I) contiene un intervalo de la forma (O.LOL
Obsérvese que si la hipétesis (H) es falsa y si ponemos

N(L) = » si el sistema es no disipativo entonces para todo n e N
el conjunto { L, nsN(L) s } es denso en (0,w). Esta propiedad

reflejaria una gran dependencia sensible de la dindmica respecto
al pardmetro L y no es esperable desde el punto de vista fisico,
ademas para la ecuacién de Cahn-Hilliard por ejemplo se sabe que
el sistema es disipativo y que tlene una variedad 1ﬁercial para
todo valor del parametro L y que su dimensién se puede acotar en
términos de L, [13].

De hecho las exploraciones numéricas de [4,5,16,17] confirman
que el rango del parametro en el que hay dindmica trivial consiste
en un unjco intervalo (O’Lb) en cuyo extremo superior,

tipicamente, una primera bifurcacién de estados estaclionarios
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(bifurcacién tipo pitchfork, o tenedor) se produce; recordemos de
la Seccién I1.3 la expresién de los autovalores de la ecuacién

linealizada entorno a 0 y su dependencia en L:

o= v[—%!n]‘+ Ba‘[-%!n]z0 B8 YvnenN
de forma que para L pequefio todos los autovalores son positivos,
as{ L° serfa tal que un unico autovalor H, se anula, supuesto que
al< 0; observemos que si a‘Z 0 entonces todos los autovalores “n
son siempre positivos y que por tanto O es siempre asintéticamente
estable y por tanto no hay ramas bifurcadas de la solucién
trivial, en particular si L > L° entonces la dinamica del sistema
es debida a nuevos tipos de soluciones pinguna de ellas bifurcadas
de O.

Obsérvese que con a < 0 incluso podria haber dinimica no
trivial conviviendo con la condicién un> 0 para todo n € N (que es
una condicién de estabilidad local en torno a cero), en este caso
el valor L1 para el que el primer autovalor uy se anula seria una
cota superior del valor Ld

Introducimos entonces para (v,8,7,8f,L):

ﬁ(L) = min{ k € N, {0} es el atractor maximal
de (v,8,7,8f,L/n) para todon z k }-1 (4.16)

y as{ tenemos
Lema 4.1
Con las notaciones anteriores, para todo L > 0

N(L) s N(L) (4.17)

S1 ademds existe un unico intervalo (O.Lo) con dinamica

trivial entonces si para el valor de L el sistema es disipativo
N(L) =min{ k € N, Lk <L } - 1= [L/Lo] (4.18)

y en particular
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1) N(nLo) =n
11) si nL°< L < (n+1)LO entonces N(L) = n (4.19)

1i1) N(L) — wconL — »

Demostracién
Inmediata por (4.15), (4.16) y la Proposicién 4.2. o

Observemos ademas que (4.16) permite un andlisis similar a
(4.18), (4.19) si el conjunto donde hay din&mica trivial fuese por
ejemplo de la forma (O'Lo) v (Ll,LzL

Con estos resultados introducimes

Definicién 4.1

El flujo definido por K-V, (v,B8,7,8f,L), es No Anémalo si y
sbélo si

N(L) = N(L) para todo L > 0 (4.20)

Asf si el flujo es No Anémalo entonces (4.18), (4.19)
proporcionan una formula exacta para las dimensjones de lasg
variedades inerclales de K-V.

Claramente si para cierto L se tiene ﬁ(L) < N(L) entonces
estyo significa que con k = ﬁ(L) +1 el sistema (v,B,7,8f,L/k)

posee una variedad inercial de dimensién mayor que uno (al menos

un modo determinante) y simultaneamente toda solucién es atraida
exponencialmente a cero, esto es el flujo sobre la variedad es
trivial. De aqui el nombre de flujos Andémalos cuando esta
situacién se da.

Por ultimo destaquemos que en las condiciones anteriores si
el flujo es No Anémalo entonces (4.18)-(4.20) implican que la
conjetura de Pomeau-Maneville, [19], sobre el numero de grados de
libertad del sistema (formulada en el contexto de la ecuacién de
Kuramoto-Sivashinsky) es cierta: N(L) = L
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Un problema abjerto es por tanto la caracterizacién de los
Flujos No Anémalos.

Es conveniente en este punto reescalar la ecuacién K-V por
ejemplo hacliendo que el dominio espacial quede normalizado a
[0,2x}; de hecho es inmediato verificar que si partimos de K-V con
paréametros (V,5,7.'5f'l-),|€

espacio respectivamente) entonces el camblo § = wx, T = w’t nos da

(r, § son las variables de tiempo y

las soluciones de (; = v/wz,é = sz,r,af.l: = U”)t,x B dos
elecciones de w son de especial utilidad: w = w(L) = L/2n que nos
lleva a la NORMALIZACION EN (0.2n] y w = k € N (independiente de
L) que nos produce la k-REPLICACION en el lenguaje de [(4,5]; como
los términos en ¥ y 8f no cambian, simbélicamente escribiremos

w = L/2n \ 2
(v,8,L) —— (van’sL% BL¥/4n%, 2m)

w =k 2 2
(v,8.L) b——— (v/k°, k"B, L/k)

una buena propiedad de la k-replicacién es que nos permite pasar
de soluciones en [0,L] a soluciones en (0,L] (de periodo L/k);
este hecho ha sido utilizado de forma crucial en [4,5] para
analizar las bifurcaciones de soluciones estacionarias de K-S
apartir de la solucién trivial.

Observemos que si fijamos Vo Y Bo entonces todos los

problemas (v,8,L) verificando v = ;;oL‘,'/lm2 y 8= 5041(2/1.2 tienen
un comportamiento dinamico equivalente por corresponder al mismo
problema normalizado (;o'éo‘zu); en particular cualquier problema
(v,B8,L) y su k-replicado (l;/kz, kZB, L/k) corresponden al mismo

problema normalizado. Con estas notaciones podemos probar

Teorema 4.1

Supongamos que existen vo,B°> oy Joc (0,w) tales que para
todo L € Jo’ K-V dado por (vo,Bo.r,Bf.l.). tiene un determinado
comportamiento dindmico (por ejemplo: el O es asintéticamente
estable, o K-V tilene una variedad inercial etc.).

Entonces
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1) Para todos v,8 > O verificando v.8 = vo'Bo existe J = J(v,B8)
homeomorfo a Jo tal que para todo L € J se tiene que (v,B8,7,38f,L)
tiene el mismo comportamiento. Ademds si Jo contiene un intervalo
de extremo O entonces J(v,B8) también.

11) Para todo L > 0 existen v > 0 (suficientemente grande) y
B > 0 (suficlentemente pequefio) verificando v.8 = vo.Bo y tal que
(v,B8,7,8f,L) tiene el mismo comportamiento que (vo.Bo,r.af,Lo),
Loe Jo' De hecho, fijado L > 0, las parejas (v,B8) verificando lo

anterior pueden tomarse en un conjunto homeomorfo a Jo.

Demostracién
1) Consideremos la renormalizacién a [0,2x], ;s V4ll'2/L2,
E-BL2/4112, como transformacién del cuadrante (R)® a (R)%
(v,8,L) }—) (;,B) y observemos que el hlperboloide v.8 = cte se
transforma en la hipérbola ;é = cte, por tanto la imagen de
{ (vo'Bo’L),_' -L € Jo) es un subconjunto, 30 homeomorfo a Jo' de la
hipérbola v.8 = vo'Bo'

F1i jados v,B verificando v.8 = vo.Bo la 1Pa§en de
{ (v.B,L), L € R' } recorre univocamente la hipérbola v.B ‘.vo'Bo
y por tanto basta tomar J = J(v,B) la imagen inversa de .J(J en
{ (vw8,L), L € R' }. Claramente si Jo contiene un intervalo de

extremo O entonces J también.

11) Sea 30 como arriba y sea (;o'éo) € 30, como se ?bservé
a.nteriox:mente todos los problemas (v,B,L) verificando v = voLZ/‘m2
y B = 8041(2/L2 son equivalentes, de donde deducimos la ai;irmacién
y claramente (v,B8) recorren un conjunto homeomorfo a Jo y por

tanto a Jo' o

Observacién
Si ﬁ°= 0 el Teorema 4.1 es clerto poniendo:

1) Para todo v > 0 existe J = J(v) homeomorfo a J0 tal que para
todo LeJ se tiene que (v,0,7,8f,L) tiene el  mismo
comportamiento. Ademis si Jo contiene un intervalo de extremo 0
entonces J(v) también.

11) Para todo L > O existe J = J(L) homeomorfo a Jo' tal que para
todo velJ, (v,0,7,8f,L) tiene el mismo comportamiento que
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(v,,0,7,8f,L ), L J.

Observacién

Si en el cambio de escalas tomamcs « = 1/k (cambio inverso a la
k-replicacién), tenemos

(v, 8.L/k) —— (K%, B3, L)

por tanto si (v,8,7,8f,L) es disipativo entonces por Ila
Proposicién 4.2 con k > 1 (vkz.B/kz.v.vsf.L) tiene a {0} como

atractor maximal.
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