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El establecimiento de dichas caracterizaciones de una mane-
ra que permita la generacidn de dichas condiciones necesarias es

lo que nosotros hemos concretado en nuestros principios.

En_relacidn, sin embargo, a la discusifn de la generacidn -
de condiciones suficientes de optimalidad, el desarrollo ya es to
talmente diferente y esti conectado, como es tradicional, més con
ideas intuitivas sobre las que se podrfian asentar &stas, en un en
foque que podriamos denominar, tomdndo un anglicismo del argot in-
formitico, "multipropésito”, mds que con el andlisis, con mds apa
rato técnico, de un determinado problema tipo planteado en unos -
términos matemdticos precisos. Una muestra de este enfoque lo se
ria, por ejemplo, toda la metodologia elaborada a partir del Prin
cipio de Optimalidad de R. Bellman, mediante el cual lo finico que
se hace es enunciar una observacién de sentido comin. Asf, aun--
que algo mds elaborados, los principios bdsicos que comentamos en
relacidn a la generacidn de condiciones suficientes, lo serdn en
términos generales, mds que para alguna versién particular de un

problema concreto.

Entrando més en detalles, en el primer capitulo se presenta
el primero de estos principios bésicos, que denominamos Principio
de la Proyeccidén Maximal, el cudl no es otro que una adaptacibn -
del conocido teorema del hiperplano soporte o de separacidn de con

juntos convexos.

En nuestra presentacién, sin embargo, mostramos que se puede
convertir en un importante instrumento operativo para generar las
condiciones necesarias de optimalidad en el caso convexo desde el
punto de vista geomé&trico, que en el caso estéitico tendrian como
teorema mds representativo el (24), y en el caso dindmico el (79)

Yy que esta es la base de todos los demds resultados intermedios -



de interés en la generacidn de condiciones necesarfas con convexi

dad.

El segundo capitulo constituye la parte mds sustancial de -
este trabajo. En el se establece el que denominamos Principio de
la Proyeccién Maximal Tengencial, que viene dado por el Teorema -
(91), a partir del cudl se reconstruirian los dos resultados mids
importantes en este drea, el Teorema de Kuhn-Tucker, y, sobre to-

do, el Principio de Maximo de Pontryaguin.

Este Principio (91), que aparece, dondo luego, en parte, im
plficito en muchos estudios del problema no se ha formulado nunca,
que sepamos, en la misma manera en que lo hemos hecho nosotros --
aqui, y tampoco se ha investigado lo "prdximos" que pueden estar

a este Principio todos los resultados relevantes de la teoria.

La bﬁaquéda de resultados del tipo del (91) ners, por su -
puesto, reciente, pero casi todos los estudioé se concretan mis -
en el establecimiento de estos resultados sobre el funcional que
generaria el conjunto de accesibilidad mds que sobre la imagen de
dicho funcional en el espacio de fase, como nosotros. Esto ha da
do lugar a la concrecidn de varias "reglas de existencia de multi
plicadores en espaciosabstractos”", generalizacién de los usuales
a espacios arbitrarios, mediante las cuales podrian obtenerse to-
dos los resultados de inter&s (Véase la Nota 24). Sin embargo, -
para el establecimiento de dichas reglas se requiere, en general,
que el funcional en cuestidn verifique unas determinadas condicio
nes de regularidad, las cuales aparecen mucho mds "diluidas" en -
nuestra aproximacidn al imponer dichas condiciones a la imagen --

del funcional y no al propio funcional.

Todo el capitulo II se dedica, pues, tras el establecimien-



tode(91)a mostrar que la caracterizacidn que representa es todo 1o que
se necesita para la obtencidn de ios principales resultados de la teo
rfa. En esa linea el resultado que corresponderfa al caso estdti-
co en nuestro desarrollo seria mds bien el Teorema (95), mds que -
el propio Teorema de Kuhn-Tucker, aunque respecto a este Gltimo --
mostramos como se puede concretar con el Teorema de la Dualidad en
Programacidn Lineal, el cudl a su vez se seguirfa del Principio de

la Proyeccidn Maximal.

La principal dificultad para la obtencidn de (95) y del Prin
cipio de Mdximo de Pontryaguin mediante la via de (91) estriba en
la garantia de definicidn de conos convexos de véctores tangentes
en los puntos de la frontera de los apropiados conjuntos de accesi
bilidad en cada caso. Por lo que respecta a (95) esta dificultad
se puede sortear sin excesivo problema pero por lo que respecta al

Principio de Midximo se requiere algo mds de trabajo.

Es por esto por lo que la demostracidn del Principio de Maxi
mo en nuestra versidn pueda parecer algo larga y prolija. Sin em
bargo esto solo es debido a que hemos procurado discutir todos los
detalles de la demostracidn para que €sta quedara suficientemente
aclarada en todos sus términos, sobre todo en lo concerniente a la
manera en como el Principio (91) podria hacerse operativo en ese -
caso. La demostracidn es pues, aunque larga, elemental en el sen-
tido de que no incluye ninguna formulacidn ni resultado que no sea
bdsico en la teoria de la integracidn de Lebesgue y de su aplica--
cidn en el establecimiento de teoremas de existencia y unicidad de
soluciones en un sistema de ecuaciones diferenciales, y en ese ni-
vel no es excesivamente mds larga que otras demostraciones "elemen
tales" en el sentido que hemos precisado antes, que se han elabora
do del Principio de Miximo, inclufda la presentada por el propio -

Pontryaguin (Véase la Nota 7).



As{ pues, la extensifn de la demcstracidn no deberia ocul -
tar la estrecha conexidn entre el Principio de Maximo y (91), del
cudl, y salvo los problemas té@cnicos mencionados antes, el prime-

ro podria considerarse una consecuencia directa.

Por Gltimo, en el capitulo III presentamos dos principios,
que denominamos el Principio de Optimizacidn en desigualdades y -
el Principio del Minimax, los cuales, en la linea ya indicada an-
tes de establecer requisitos generales de aplicacidn a cualquier
tipo de problema de optimizacidn, permitirfan la obtencidn de con

diciones suficientes en problemas de optimizacién.

Con la introduccidn de estos principios pretendemos dar una
vigsidén completa de la caracterizacién de condiciones de optimali-
dad en problemas de optimizacidn al incluir los dos tipos en que

podrian subdividirse estas: necesarias y suficientes.

En la concrecifn de estas condiciones suficientes de optima
lidad paraproblemas tipo concretos no hemos descendido el grado -
de detalle en que 1o hemos hecho en los capitulos I y II porgque ,
aparte de que la menor especializacifn de estos principios que el
(8) 6 (91) de los capitulos anteriores exigirfa unos desarrollos
adicionales en cada caso, ello hubiera dado a esta monografia una
longitud excesiva. Sin embargo, si presentamos algunos breves re
sultados concretos concernientes a algunos aspectos del estableci
miento de condiciones suficientes en el problema estandar de Pro-
gramacidn No Lineal y en las relaciones de nuestro enfoque con la

teorfa de la Dualidad.

Solo nos queda, pues, por aclarar, que, salvo en lo concer-
niente al enunciado en varios teoremas sobradamente conocidos en

la teoria de la optimizacidn, tales como el de Kuhn-Tucker, el --






CAPITULO I

TEORIA DE LAS CONDICIONES NECESARIAS
EN EL CASO CONVEXO. EL PRINCIPIO DE
LA PROYECCION MAXIMAL

1 .- PLANTEAMIENTO GENERAL DEL PROBLEMA

Para normalizar el planteamiento de los problemas a inves
tigar empezaremos conviniendo que los tipos de problemas que estu
diaremos serfin casos particulares del problema general de control

siguiente:
(1) PROBLEMA GENERAL:

Sean x(t) y wu(t) para cada t 6 T=[f,}],dos vectores

n

n y m-dimensionales de R y Rm; respectivamente, conectados,

para cada t, por el sistema de ecuaciones:

t
() x(t) ={fAx(), ule), v)dtextt)+£um) ,
[}

ntm+d y R™ o B* cuyas

6 R, y {a integral

en donde £ y £* son funcidms vectoriale de R

propiedades se concretaran mds adelante , to,t
se interpreta en o sentido de Lebesgue.
Supondremos ademds que u(t) 6 Q, ¥t 6 T, y que la

1

funcidn u : t — u(t), ha de pertenecer a una determinada

clase de funciones admisibles A.
Se trata entonces de minimizar el funcional g dudo por:
(3) x,(t)=9 (ult), t ,t}) -S?‘L(x(t), u(e), t) dt + F:(ult.)) ,
con Us {:: terles y Us omdiciowes de m('or:):

x(t;) € 6 < r", (i=0,1)

i

Si T s8e redujera a un punto de R entonces t, =ty =t

y G, =G2'=G, con lo que el problema se reduciria a uno estidtico.

Denotaremos de aqui en adelante:



fXg 7 L3 u,
X X u
(4) = R H x = .2 ; u = L2 ;
X X u
- n - n m
e ¢
£ £¢
r N B N e | .2 pi=12,
£ £
L I, a

Empezaremos nuestro estudio por el caso estdtico discu-

tiendo la situacién caracterizada porque el conjunto:

1

5) c={xer™ ;3P ;ue

5 n+
es un conjunto convexo y cerrado de R 1. (Observese que en la

definicidén de C no interviene G).

En esta primera etapa demostraremos que las condiciones
necesarias de optimalidad pueden obtenerse a partir del "Princi
pio de 1la Proyeccidon Maximal" (que no es osencialmente mds que
el teorema de separacidn de conjuntos convexos) el cual comenta-
remos en el apartado siguiente, y que los resultados obtenidos
en este caso, el estdtico convexo, pueden extenderse casi sin va
riaciones al caso dindmico continuo (en el tiempo) y convexo, sin
mads que exigir a £f* las condiciones usuales de regularidad. Lue-
go compararemos los resultados obtenidos de esta manera en el caso
dindmico convexo con los que se obtendrian utilizando el principio

de Mdximo de Pontryagin.

En el siguiente capitulo mostraremoscomo otro principio sen
cillo, que denominamos el "Principio de la Proyeccidn Tangencial
Maximal" pueda utilizarse también para generar condiciones necesa
rias de optimalidad en el caso no convexo, tanto estdtico como di
ndmico continuo, con lo que se obtendrda una demostracidn elemental

del Principio de Mdximo en el caso diferenciable.

Con esto concluiremos el estudio de la obtencidn de las
condiciones necesarias de optimalidad en un problema de control

por la via geométrica.



2.- EL CASO ESTATICO CONVEXO

De acuerdo con lo proyectado empezamos discutiendo la par
ticularizacidn del Problema general (1) correspondiente al caso

estdtico, esto es:

(6) PROBLEMA:
min xo(u) = fo(u)
sujeto a:

x = f(u) ; u 6 Q; x 6 G

con la hipdtesis adicional de que el conjunto C es convexo y

cerrado.

Las condiciones necesarias para la existencia de un dpti
mo pueden obtenerse a partir de la consideracidn de que dicho pun
to Sptimo X,. si existe, debe hallarse evidentemente en la fron-
tera inferior del conjunto C respecto a la coordenada X, es

decir en el conjunto:

(7) I={x= (xo,xl,...,xn)' 6 C/ no existe

ot 3 k Lk kY1 *
x* = (x7,x ce ey X 6 C con x < x
( o) l’ ’ n) 1] ) 0}

El problema estriba pues, en caracterizar los puntos de

I uno (o varios) de los cuales serfa el &ptimo, si éste existe.

La caracterizacidn del conjunto I que utilizaremos es
la que se sigue del que denominaremos "Principio de la Proyeccién

Maximal" que se enuncia de la siguiente manera:

(8) TEOREMA (Principio de la Proyeccidn Maximal)

+1
Sea C un conjunto convexo y cerrado de r" e 1

su frontera inferior no vacia respecto a la primera coordenada

de sus puntos. Entonces:

<o,

(9) I'(ﬁGC/Hﬁ“(noml,----.nn). con no

A ~
tal que n(x-%) <0, v¥x 6 C}



en donde T3 denota la clausura del conjunto {3.
(Vease la Nota 0).

DEMOSTRACION:

(a) Supongamos que X = (;o';l""’;n)' 6 C, verifica la condi
A

2 : - 2
cidon de existencia de un n con n, < 0 tal que n.(x-%) <o,

¥x 6 C. Entonces si X = (xo;l,...,;n)' 6 C se sigue que

L > LR Ademds como I es cerrado, como se puede comprobar
facilmente, se deduce de lo anterior que 1=>1{"1.

(b) Reciprocamente, supongamos que § 6 I. Sea §(l un punto
de Rn+l no perteneciente a C. Calculemos el minimo de 1las
distancias de ;(l al conjunto C. Como C es cerrado exis

tird por lo menos un punto de C perteneciente a su frontera,

ﬁ(l, tal que:

N -5 = min 2-5P> 0

A 291/2
en donde =il = [= xi] /2, .

Entonces, si denotamos:

AL a1,
. Gb'"-x)
n(l

A(1 A(1l
TERREIT
el hiperplano de ecuacidn,

ﬁ(l . ; = ﬁ(l . ;(1 = cte = c(l

A(1 A (1 A .
es tal que: n . Xx<c¢c , ¥x 6 C, ya que, en otro caso, 8i

ﬁ(l . x> c(l, para algin * 6 C, como el segmento:

0zt + (-0 2 7 0<a <)
estd contenido en C, por ser convexo, y tieme algiin punto inte

rior a la hiperesfera:

X s

~ a(ly2 A(1 Al 2
Nz - 502 =z - 59



por ser ﬁ(l perpendicular al hiperplano tangente a la hiperes

fera en el punto ﬁ(l, habria 41gdn punto de C a menor dis
. (1 a(1
tancia de vy x

que , en contra de lo supuesto.

(
s
y
rrespondientes puntos minimizantes y vectores caracteristicos de

~
Consideremos ahora una sucesifén de punteos y

203

no perte

~ e

necientes a C y convergente a %. Sean los co-

los hiperplanos obtenidos de la forma indicada para j=1. Como

Hn(JII = 1, ¥j, se puede extraer una subsucesifn convergente

de 1a {n'M), la cual volveremos a denotar por {n(J}, de 1i-
A

mite n.

s

G

Es fdcil comprobar que los x correspondiente a la sub
~

sucesidn anterior convergen a X, por lo que se concluiria que:

A A A A
. x < "n.X , ¥x 6 C

b

Eg decir:

~
n.(x-% <0, w¥xec

Por otra parte ya que s I, s8e sigue que se puede determinar
el ﬁ = (ﬁo'ﬁl""’ﬁﬁ) de manera que ﬁo < 0.A Esto seria
evidentemente necesario si existiera algiin otro x 6 C tal que
se diferencie de X solo en su primera coordenada. En caso con
trario bastaria tomar el limite en los N obtenidos para pun-
tos de € con la propiedad anterior de existencia de otros
X6 C con la primera coordenada diferente. (Si no existiera nin
gln punto X6 C con la propiedad anterior C se encontraria énun
hiperplano de dimensidén n c¢on vector caracteristico ﬁ tal
que su primera coordenada no seria no nula, pues en otr: caso
la frontera inferior seria vacia, y se podria elegir el n con

R < 0).

El parrafo anterior se puede aclarar mds por medio del
razonamiento siguiente: sea ** un punto de I con la propie
dad de que existen otros encima de €l en la direccidn de x,.
Sea x' uno de esos puntos situados encima de X*. Debido a la

Ak

convexidad de C el conjunto: {Xl x + 1, oL Ay x /& A=

Ai >0, i=1,2,3} estd contenido en C. Si prolongamos ahora



los puntos del segmento: {A x* + (1-\)x / 0 <X <1} en la
direccidn X, hasta I se sigue que existen puntos de I arbi
trariamente préximos a % con vectores caracteristicos

no= (no....,nn) tales que n_ < 0. Es mis, se podria asegurar
que para dichos puntos deberia de ser n, < 0 ya que, en otro

caso, el hipotético hiperplano vertical (es decir con n, = 0)

~ F.N
soporte dividiria en dos el segmento entre x* y x contra lo

supuesto.

Finalmente si para un £ 6 1 dado se tuviera ﬁo = 0,
el razonamiento de los pérrafos anteriores demuestra que existe
A
una sucesidn de puntos §(j de I convergente a x tal que

los correspondientes vectores caracteristicos se pueden elegir

de manera que nij < 0, ¥j.

Se concluye entonces que I {T} 1o que demuestra el

teorema.

(10) Antes de mostrar algunos ejemplos en los que se aplica
el resultado que acabamos de demostrar vamos a comentar algunos
de sus aspectos mds importantes. En primer lugar hay que sefialar
que la utilidad del Principio estriba en la descomposicidn del
proceso de optimizacidn en dos etapas. En la primera se determi-
naria I para el conjuntode restricciones del ﬁtoblema salvo 1la
de que x ©pertenezca al conjunto G y en la segunda etapa se de
terminaria de entre los puntos del conjunto:

- x
1N{x= [x°] /x 6 G}, el éptimo.

n

Asi, en el caso de que G =R el problema se reduciria

sencillamente a determinar el minimo de x, con las restriccio-



nes impuestas a u, &8, lo que es equivalente, a determinar los
puntos de I con vector caracteristico del hiperplano soporte
igual 2 (-1,0,....,0), mientras que en el caso opuesto, cuando
G 8e reduce a un punto, el problema se limita a determinar el
inico punto de I, s8i existe, cuya proyeccidn en R" es G.
Este segundo caso es el tipico de los problemas dindmicos de con

trol con estado final dado.

E;tre los dos casos extremos anteriores hay toda una ga-
ma de casos intermedios cuya resolucidn, en lo que a la segunda
etapa se refiere, serfa tanto méds diffcil cuanto mayor fuera G.
Por lo tanto la acotacidn del campo de biisqueda del Sptimo en
la primera etapa mediante la determinacidn de I serfa’ mids o me-

nos superflua en relacidn al tamafio de G.

Por lo que respecta a la determinacidn de I en cada ca
so, puede observarse, de la misma presentacidon del Teorema (8),

que de lo que se trata es de determinar previamente el conjunto:

(11) L = {% ] m“+1 / ﬁ - (no,nl,....nn) con n_ < 0, tal

A A

que n.(x - ) <0, ¥x 6 C}

b

y luego terminar hallando I después de determinar la clausura

del conjunto L. (En muchos casos el propio conjunto L serd

.

cerrado por lo que &l mismo coincidiria con el conjuntol I). Es

ta manera de proceder eliminaria la obtencidn de los puntos de

la frontera de C <con hiperplano soporte tal que n, = 0 1los

cuales no necesariamente pertenecerian a I. Ademds, dado que
. A 3
no < 0, 8e pueden normalizar los rectores n a considerar con-

viniendo que n, = -1, como es usual, lo que simplifica algo las

consideraciones.



Conviene hacer notar tambi&n,a efectos de aplicacidn del
Principio demostrado, la independencia supuesta entre el conjun-
to G y la variable de control u, pues en‘otro caso, éste po-
dria no ser aplicable. Esta claro que en el caso de que G de-
pendiera de u, el conjunto de condiciones: x 6 G(u) deberia
ser incorporado a las ecuaciones x = f(x,u), y quizis nuevas
restricciones en los valores de u que hicieran compatibles am-
bas restricciones en las variables de estado, y el problema vol-
veria a reformularse con € = R".

Observese también que la condicidn a.(; - %) <0,
¥x 6 C puede enunciarse también de la gsiguiente manera equiva-

lente:
A ~ A ~
n.X = max n.x
De ahi se sigue el nombre que se le ha dado al Principio.

Finalmente hay que indicar que, como se deduce de las ca
racteristicas del problema, si se quisiera reducir el miximo de
la expresidn ﬁ.;v a la determinacidn del mdximo de un funcional
que dependa s8lo de u, es decir si se quiere reducir el mdximo
en C a un mdximo en u, habris que expresar X como funcién

de u, 1lo que supondria sustituir todas las funciones

fi(x,u), i=0,1,....,n, en la expresidn ﬁ.; por fi(x(u),u).

(12) EJEMPLO

El problema de la Programacidn Lineal.

Consideremos el siguiente problema de optimizacidn

m
(13) min ) €5 %5



sujeto a:

m
'zlalbxj—bi; i-l,2,....,n
j=

xj >0 j=1,2,....,m

en donde las cj y las aij son constantes arbitrarias.

Si definimos una nuevas variables x; y uj de la si-

guiente manera:

mn
xi - jZ‘l aij xj = bi H i=1,2,....,n
uj-xj H i=1,2,....,m

L]

y volvemos a poner, para normalizar la notaciédn, Xy = x4, el

problema puede replantearse dentro del esquema del Problema (6),

esto es:
m
(14) min xo(u) = fo(u) = jzl cj "j
sujeto a:
n
x; - fi(u) = jzl a3 uj - b i=1,2,...,n

u62={ueR"/ u, >0; j=1,2,...,m}

j._.
x€6=1{x6RrR"/x;,>0; in=1,2,...,n}

Podemos ahora determinar la frontera inferior I del

conjunto correspondiente C, en donde:

n+l

c=1{x6R / x, = Y a,. u.,-b,; i=1,2,...,n;
i



- 10 -

es evidentemente convexo y cerrado, ya que todas las funciones
implicadas son lineales y los semiespacios “j 2 0 son conve-
xo08 y cerrados. Para ello se puede aplicar el Principio de la

Proyeccidn Maximal lo que nos conducirfa a resolver, para cada

vector 0 = (no,nl,...,nn) con n_ < 0, el siguiente proble-

o

ma de madximo:

A A
max 26 3 .
si, por normalizar, ponemos N, = 1, el problema podria enun-
ciarse asi:
m n n
max [} 321 cj uj + izl ni(jZl aij uj - bi)]

para uj > 03 j=1,2,...,m
es decir:
max z [i agy "
j i

para uj >0 j=1,2,...,m

]
0
e
| W—
=
Lde
i
o~
3
oo
o
e

De acuerdo con este {iltimo planteamiento s885lo habrd mé-

ximos finitos para aquellos vectores N tales que:

(15) ] a

L ij ni - cj < 0; j=1,2,...,m

que ser@n, por lo tanto, los finicos admisibles,supuesto que el

problema tenga solucidén finita.

A

Ademds, para todos aquellos n tales que:

ni < ¢, j=1,2,....,m

213 i’

et~

el {inico control solucidn es wu, = 0; j = 1,2,...,m, 8dlo cuan

A}

do algunas de las desigualdades 2 8ij N, < c. se verificara
i

1 ]

con el signo igual podrd el correspondiente uj ser difente de
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cero.

Por otra parte puede comprobarse que el conjunto de los
X obtenidos para los u maximizantes es cerrado y coincide,

por tanto, con I.

Puesto que, en general, solo podrdn verificarse a lo més
n de las m desigualdades del sistema (15) con el signo igual,
se concluiria que, salvo casos particulares, la solucién del
problema de Programacidn Lineal (13) solo incluiria, como méximo,
tantas xj distintas de cero como ecuaciones
lo cual podria ser significativo si n es mucho mds pequeiio que
m. Este resultado es, desde luego, sobradamente conocido en la

Teorfa de la Programacidn Lineal.

El campo de bfisqueda de posibles puntos solucidn % pue
de restringirse mds si, como demostraremos en un teorema un poco
mds adelante,bastaraconsiderar las soluciones positivas del gis-
tema (15). De cualquier manera, y ya que el conjunto G es dema
siado grande, para solucionar este problema seria mucho mis efec
tivo el aplicar algiin algoritmo de optimizacién directa como los
de aplicacidn usual.

Una de las mayores restricciones respecto a la aplicacién
del Principio (8) estriba en que, aparentemente, es necesario de
mostrar previamente la convexidad del conjunto C que correspon
da. Esta comprobacidn puede suponer dificultades y en la mayoria

de los casos, afin sencillos, serd imposible al ser C no comnvexo.

Con el teorema que vamos a demostrar a continuacidn se

pondrd en evidencia que el rango de aplicabilidad del Principio
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(8) puede ser extendido considerablemente para cubrir incluso si

tuaciones en las que C es no convexo.

El enunciado del teorema se refiere al caso estdtico més

significativo que es el de la Programacidn Convexa.

(16) TEOREMA

Consideremos el siguiente problema de Programacidn No Li

- neal, denominando problema de Programacidn Convexa:

(17) min x = fo(u)

sujeto a:

x; - -fi(u); i=1,2,...,n
ueqCRrR"
x6G={x6R" /x> 0; i=1,2,...,n}

en donde las funciones fi; i=0,1,2,...,n y el conjunto

son convexos.

Denotemos'por [C] la envoltura convexa del conjunto:

1

(18) ¢ = {z ¢ v? /=, -fo(u), xif—fi(u); i=1,2,...,n;

u 6 9}

~ x
y sea Xx = [;O] un punto minimizante del Problema (17).

Entonces x 6 I[C]’ en donde I[C] denota la frontera inferior

respecto a su primera coordenada del conjunto [C].

DEMOSTRACION
Sea x* = [_0] (-] [C]. Evidentemente [C] coincide con
x

el conjunto de combinaciones convexas finitas de elementos de C,
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ya que este conjunto es convexo y contiene y esti contenido en

[C]. Existirdn, por lo tanto, p puntos:

2w a2,

pertenecientes a C tales que

f A 2K o 2e
k=1
con E Xk = 13 Xk > 0; k=1,2,...,p.
k=1
Denotemos por u(k los correspondientes puntos de

tales que xék - fo(u(k), y xgk = —fi(u(k).

Entonces, por las hipdtesis de convexidad de las funcio

nes fi; i=0,1,2,...,n, se obtiene:

(k

x* = E A, f (u(k) > f ( § A, u )
°© k=1 K ° T % ka1 K

(k (k
X, = - A, f,(u') < -f.( E A, u')
i kil k i - i k=1 k

por la convexidad de N se sigue que ) Ak u(k € Q.
k

Ademds, de que x; = ;i; i=1,2,...,n, se obtiene:

(k . ;o
-fi (kil Ak u ) > 03 i=1,2,...,n

(k “(k)y

Por lo tanto, el punto x, -f°(£ Ak u 5

); x. = —fi(E Ak
i=1,2,...,n, verifica las restricciones del Problema (17) de

lo que se deduce que:
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Como consecuencia principal del Teorema (16) tendriamos la de
que, de acuerdo con el Principio (8), si ¥ resuelve el Proble

ma (17)y suponiendo que C es cerrado(Véase la Nota 0) lo que implica que Lcl
.Y

es convexo y cerrado, o bien existird un vector N = (-l,ﬁl,..
...,Hn) tal que:

A~
A

>

(19) n. = max .
%6 (c]

o bien existird una sucesidn de puntos ;(k 6 I[C] convergente

a x y una sucesidn de vectores ﬁ(k - (-l,n{k,...,nik), de ma
nera que:

(20) ﬁ(k . x(k = max ﬁ(k .x

x ¢ [c]

Y observese que en el primer caso se podria sustituir (19) por:

o
(21) n.®=max H.x

x6¢C

Podemos concluir por lo tanto que, si % es un punto mi
nimizante del Problema (17) y el conjunto C dado por (18) es

cerrado, entonces:

2 -~ A * *
(22)  x 6 (xxe ™ /IF* - (-1,n],...,00)  tal que:
a* L.x* = max a* . x)
%6 [c]
(23) Vamos a completar ahora el resultado que acabamos de ob

tener en relacidén al Problema (17) con otro resultado cldsico co
mo es el de que, para este problema en particular, se puede ase-
x
A
gurar que, s8i existe un punto minimizante x = [io]’ existird

2 — pa—
también un vector de multiplicadores ﬁ - (no,n) que verifica
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r-N
la expresidén (21) con la propiedad adicional de que n < 0, y
M. x=0 (en donde n <0(6 < 0) quiere indicar

N, £0 (6 <0), 1=0,1,...,n).

Se puede demostrar tambi&n un reciproco del resultado an
o — -
terior en el sentido de la existencia de dicho vector n =(n0,n)

con

3|
o

<0, N <0, yverificandose (21) para algén

M| M

- — ~
con Nn.x =0 garantiza la optimalidad del punto X.

M0
L]

Vamos a establecer de una manera mis precisa todo lo que

acabamos de asegurar

(24) TEOREMA

. X, £, (u)
(a) Sea ¥ = [ ] - £ (3) un punto minimizante solucidn
-f (u

del Problema (17).

Entonces, o bien existe un vector n= (ﬁl,ﬁz,...,ﬁn)
tal‘que n >0 vy n.x = 0, de manera que:
£ (W) +n . £(@ < £ (0) + 7. f(u); ¥u 6 Q

(25)
£,(T) 1 £(F) > £ (@ + n £(W); ¥n = (n,...uny) 20

o bien existe un vector y 6 R", tal que Y >0; y ¥ 0;

. f(¥) = 0, de manera que ? .f(u) >0 Yu 6 Q.

=1

(b) Reciprocamente, supongamos que existe un punto
%, _ _ _
=Lz 6 C tal que x > 0 y un vector n, con n > 0 tales

E1M

que se cumplen para ellos las dos desigualdades (25). Entonces

A

mM.x=0 y el punto X es un punto minimizante del Problema

(17).
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DEMOSTRACION

(a) Supongamos previamente que C es cerrado. Sea

N f (W)
X = [_2(3) un punto minimizante solucidn del Problema (17).

Denotemos:
N, = {i 6N / x;(u) = 0}
N, = {i 6 / x,(u) > 0}
en donde N representa el conjunto de los nfimeros naturales.

Se puede probar entonces que el conjunto de desigualda

des: x; 2 0, i 6 NZ' puede ser suprimido del problema de mi

nimizacién ya que el punto £ minimiza x, Ppara valores arbi
trarios de las x; 8i los subindices de estas corresponden a
N,, vy para valores positivos si los subindices corresponden a

Nl'

En efecto, supongamos que existe a* = (xg,x*,...,x;)' =

= (fo(u*), -fl(u*),..., -fn(u*)), con u* € 2, tal que:

x: < ;o’ y x; > 0 para todo i € Nl' Consideremos el seg-
mento:

Au + (1-A)ux, para 0 <A<l
el cual estard contenido en  por ser convexo.
Entonces la funcidn
x(1) = -f(Au + (1-A)u*)
es tal que:

x(A) > -x £(u) = (1-2) £(u*) = Ax + (l-A)x*
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Tomando limites en la expresidn anterior cuando A +1

(esto es cuando A+ 1 por la izquierda) se obtiene:

lim x(A) > x

Atl
de donde se sigue que:
lim xi(x) > 0 para todo i € N2
Atl
Por lo tanto existirén Ai’ i 6 N,, tales que 0 < Xi <1 y

de manera que: xi(l) > 0, para todo lverificando).i <X <1,
y para todo i 6 Nz.

Sea A* = max Xi. Tendremos entonces: 0 < A* < ],
i GNZ

Por tonsiguiente el punto:

A% f (A*u + (1-2)u*
S0y - x (M%) . o (A*u ( Ju*)

x (A%) —f(A%u + (l-A%)u*)
seria un punto factible, como se comp;ueba facilmente, tal que:
x,(A%) = £ (A%u + (1-A*)u*) < X*f_(u) + (1-A%) £ _(u*) =
= A*x o+ (1-A%)x} < X
lo que contradiriala optimalidad de £.

Denotemos ahora por il y ;II los dos subvectores co
lumna de x formados por las componentes de X correspondientes
a subindices pertenecientes a Nl y N2 respectivamente.

X
Segiin acabamos de probar el punto [;o] resuelve el
I

gsiguiente problema de minimizacidn:

min x, = fo(u)
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sujeto a:

x; = —fi(u); i6enN
u 6 Q
x5 2 0; ieN

con R y las fo’fi (i e Nl), convexos.

Por el Teorema (16) existird, por lo tanto, o bien un

vector (-1, EI) o bien una sucesidn de vectores (-1, n%k)
o
x(k

(k- .

x

puntos [ ] de manera que se verifica (21) & (20).
I

Pongamonos en el primer caso. Entonces podrfamos escribir:

X
(-1, ) . [-°] -t (-1 nm@ >
1 xI o iGNl i

x
>(-1,n) .| %] =-f£(uw - % n; f.(u); W¥ueEQ
I [*1 ° T
sigue, por tanto, que:

(26) £ (w) + ] n, £, < £ (u) +

fi(u); Vu 6 Q
iGNl i

1

GN[
Completando el vector ;II con ceros en los lugares

que corresponderian a los subindices del conjunto N,, de acuer

do con 1la particién hecha en el conjunto de subindices del vec-

tor x, se podrfa construir un vector n de manera que:

(27) £ + 0 . £(uw) < £ (w) 41 . £(u); ¥u € Q

Evidentemente, por la definicidn de N, se tendr&:

M.f(u) =N .x = o, de modo que (27) podria haberse escrito

también asi:

(28) £, (W) < £ (w) +70. £(u);  Wu 6 R
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SGlo falta comprobar entonces que las componentes de n
correspondientes a subindices de “l o, lo que es equivalente,
correspondientea a componentes de f(u) nulas, son mayores o

iguales que cero.

Supondremos que los conjuntos, para i fijo, siguientes:
{ue@ /£.,(u) > 0; £5(u) <0 ¥j 6 N;}

son no vacios, para todo i 6 Nl‘ pues en otro caso la corres-
pondiente restriceidn f,(uy <0 podria eliminarse del Proble-~
ma (17) y el vector N de la expresidn (28) podria elegirse con
n, = 0.

Definamos, para cada r 6 N, las funciones fgr(u) pa

ra i 6 Nl y u 6 1, de la siguiente manera:

£, (w) si f.(u) <0

- (0
r fi(u) si fi(u) >0

Estas nuevas funciones f:t(u) son convexas ya que, de fi(u) <

<f{T), w6 yde r.f () < £F() i £,(u) <0 sesi

gue:
(2
£, odka-nhae Wb + a-ng) <

WY+ an 15D

(r, (1 (2 <
£ QuH(1-AN) = T
i r £, 00D < e (8 + e <
<afFedh + aneFed? 1

El punto x continuarid siendo solucidn del Problema (17) con

las fgr en lugar de las fi ya que el conjunto:

{(x 6R"/ x = -f,(u), i=1,2,...,n; u 6 8; x > 0}

no cambia si se sustituyen las fi por las fgr.
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Asi, supuesto, como asi hemos hecho, que se aplica(l9), existird una sucesidn de

vectores ?(r = (Yir . Y(r) 6 Rn+l, que podemos escoger de ma
nera que "?(t|] =1, ¥r, siendo Yir > O;Yir=0,isnz, ¥r y:
29 v le @ v eyt Cw; wen

o ‘"o ~ "o o : ’

. . o(r
se podria extraer de dicha sucesidn Y( una subsucesidn con-

a - — — Z
vergente a un vector Y = (Y  Y) con Yo 20 ¥ ¥l = 1,
’

Alr

la cual volveremos a denotar por' Y .

Evidentemente, de la definicidn de las funciones f(r(u),

y teniendo en cuenta que:

: (r ) = Y m
I:m Yo - fo(u) Yo + fo(u) > -
y que, por tanto:
(r (r
lim v . £ (u) > - Yu 6 9
r+>e
se sigue de ello que: Y >o0.

Ademds, ya que ?i = 0, ¥i 6 Nz, gse verificard que:
Y .£(u) = 0.
Ahora, teniendo en cuenta la positividad de Y y el

que f;r(u) > fi(u) ¥i 6 Nl’ se deduce de (29) que:

(30) Vo - £o(0) ¥, L £ (u) + Y. £(u)s Yu 6 @

Ya que Y .f(u) = 0, podemos volver a escribir (30) asi:

(31) Y, -, + Y. £ <Y L f (u)+ Y. f(u); VuEQ
Si 70 > 0 podemos tomar como vector ‘definitivo
N 6 R" el definido de 1la siguiente manera:
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Ei- : i=1,2,...,n

-<| =<
[

o

mientras que 8i 70'- 0, multiplicando la expresidn (31) resul
tante por un nfimero positivo adecuado y sumando el resultado con
la expresidn (27) se deduciria que, en cualquier caso, se puede

asegurar la existencia de un vector H > 0 tal que:
(32) £,(0) +n . f(u) < £ (u) + . E(u);s %u € Q
con la propiedad de que n . f(u) = 0.

Por otra parte, en el caso de que (27) no se verificara

para %, existiria una sucesidn de punto ;(k pertenecientes
a I[c] y una sucesidn de vectores n(k tal que (27) se veri
ficaria con %K y n(k en lugar de X y de 7.

Por un razonamiento andlogo al efectuado en el primer
caso se seguirfa que la tal sucesidn existiria cualquiera que

fuese el nfimero r 6 N en la modificacidén del problema (17) al

(r

cambiar las f por las f.; , pues si no fuera asi estariamos
i i

en el primer caso.

De ello se deduce, por idénticos motivos a los expues~

(k

tos antes, que los n podrian seleccionarse de manera que

n(k > 0, por lo que se concluiria que existiria una sucesidn de
(k
x
~(k (] (k .
puntos x = (k correspondientes a u € Q, pertenecien
x

tes a la envoltura convexa del conjunto (18), y mds concretamen-

(k

te a su frontera inferior, y una sucesién de vectores n > 0,

con n(k L X = 0, tales que:

(33) fo(“(k) + n(k .E(u(k) < fo(u) + n(k . f(u), ¥u 6 9,

Vk 6 N
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y .2

(k

Si normalizamos los vectores (1, n' ) de manera que su

médulo valga la unidad se podrd extraer una subsucesidn conver-

gente al vector (70 s Y) con Y, 20, Y>o, (70 ,Y) # (0,0).

Tomando limite para dicha subsucesidn en (33) quedarfia,

por lo tanto:
(34) ?o.fo(;)+ ?.f(E)gyo.f(u)+?.f(u); ¥Vu €
con Yy . £(u) =0

Si 70 > 0 se puede construir un vector (1,n) tal

que se verifique (32) mientras que si Yo = 0 resultaria que:

=<1

. £(u) > 03 Yu 6 Q
con Y>>0, Y.f(u =0 y Y*#0

Para terminar la demostracidn de la parte (a) del Teore
ma basta comprobar que, supuesto que se verifica (32), también
se cumple que:

£,(0) +n.f(w) 2 £ (W) + . £(u); ¥ >0

Ahora bien, lo anterior es evidente ya que de £ (u) <o
y N >0 se sigue que:

n.£f(u) <0 =7n.fu)

Finalmente, supongamos ahora que C no es cerrado y
planteemosnos de nuevo el Problema (17) en C (clausura de C).
Si % sigue siendo solucién del problema en este conjunto val-

dria lo afirmado anteriormente. En otro caso existiria un
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x = [Xg] con x* > 0 tal que x: < ;o' Supongamos que en es
te se;undo caso no existiera un Y>0, Y ¥ 0 tal que
Y.£f(u) >0, ¥u 6 Q. Es fdcil demostrar que la negacidn de lo
anterior es equivalente a la afirmacidn de que existe un u# 6N
tal que f(u') < 0, Haciendo una combinacidn convexa adecuada

#

con u y algiin u* tal que f(u*) fuera préximo a x* se

podria obtener entonces un ;# 6 C tal que <! >0 y x# < X
lo que contradirfa la optimalidad de % en c.

(b) Probaremos ahora el reciproco. Supongamos que existe
X6C con ¥ > 0 tal que se cumplen las desigualdades (25) pa
ra un vector 0 > 0.

De la segunda desigualdad se obtiene:

n.f(u) <n.f(u) < 0; ¥n >0
ya que n >0 y £(uv) < 0.

Tomando en particular n = 0 se sigue que: n . f(u) = 0.

Teniendo en cuenta lo anterior de la primera desigualdad

de (25) se deduciria que:
£ (u) < £ () +n.E(u) < £ (u)

para todo u 6 2 tal que f(u) < 0, 1lo que completa la demos-

tracidn.

(35) El Teorema que acabamos de demostrar juega un papel
principal en la teoria de la Programacidn No Lineal sin diferen

ciabilidad (Véase la Nota 1).
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Si se le hubiera exigido a las funciones fi de (17)
la condicidn adicional de que no existiera ninglin vector Y = 0,
Y ¢ 0, tal que Y .f(u) >0, ¥u 6 se deduciria como corola
rio del Teorema que si z resuelve el problema (17) podria ga

rantizarse la existencia de un 0 > 0 tal que se verifica (32).

La parte (a) del Teorema (24) podria haberse establecido

también de la siguiente manera:

(36) COROLARIO

si ¥ es una solucidn del problema 17 y C es cerrado,

entonces:
io
hd *

(37) =15 |* < GRnH/ -]'ﬁ"-(-l,nl,...,n:) = (-1,n*), tal que :

™ Lxt .- A max " .; R siendo C el conjunto (18)

x6iC]

y n*.> 0, ntx=0}

DEMOSTRACION

Se sigue inmediatamente de la demostracidn de la parte

(a) del Teorema (24).

(38) EJEMPLO
El problema de la Programacidén Cuadrética.
Consideremos el siguiente problema:

m
xk+ 2 c

(39) min E . d
- j-l

3%
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i=1,2,....,n

o~
]
[
Gde
L]
Loy
Iv
L
™
.o

j=1,2,....,m

L]
(2%
v
o
e

en donde la matr?z (djk)j,k-l,...,m eg definida positiva.

Haciendo cambios de variable andlogos a los del proble

ma de Programacidn Lineal podemos volver a replantear el proble

ma asi:
m m
(40) min x_= )} d, u,u + ] c.u
o 3, k=1 jk 3 Tk j=1 j 3
sujeto a:

x; = § T B b, s i=1,2,....,n

u6 = {u cn"‘/ujgo; j=1,2,...,m}

x66={x6R" /x; > 0; i=1,2,...,n}

Como el conjunto C de este problema es cerrado y convexo pode
mos sustituir en la expresidn (37) [C] por C y entonces el md
ximo:

~ A
. ®* = max n* . x

x 6 [c]

* . .
con Ny # 0, puede sustituirse por el minimo:

(41) A* L £ (u) = min [£_(u) + n*E(w)]
ue
con n* > 0.

Puesto que la funcidn a minimizar es convexa y derivable
la solucién u* al problema (41) vendria dada por la solucidn

al sistema de ecuaciones:
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o n
* x .
(42) - kzl djk u - cj - '21 aij ni = 0; j=1,2,....m
= i=

siempre que dicha solucidn fuera positiva.

Si denotamos:

(43) ("i)ial,..,n = n; (djk)j,k-l,...,m =D
(@552, " A5 gy, a=C
j=1,...,m
(uj)j*l,...,m =u y (bi)i-l,...,n = b

el sistema (40) se podria escribir asi:
-D u* - ¢ +A' n*' =0

en donde A' indica la transpuesta de A.

Se tendrd entonces:

(4 %) ut = p7 ! [c - A" n*)

La solucidn (43) serfa vdlida siempre que:

(45) bl e -ant1>0

h]

repetir el proceso para los restantes.

pues en otro caso alguno de los u deberia ser, nulo y habria que

Ahota bien, aunque el conjunto de soluciones del tipo (43)
con.la condicidn (44) es cerrado cuando n* varia en el conjunto
fner™ / n>0} no se seguiria necesariamente de ello que el conjun
to encerrado entre llaves en la expresidén (37) fuera cerrado.

Por lo tanto, en principio no habria garantias de que por
el procedimiento descrito se pudieran determinar todos los posi--

bles puntos x soluciones del problema.

Sin embargo en este caso particular de la Programacidn Cua

dratica, asi como también en el de la Programacidén Lineal se puede
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establecer un resultado mediante el cual se garantizaria que si

A
x fuera un punto solucidn del correspondiente problema siempre -

podria determinarse el vector na que se refiere el Teorema (24),

como vamos a ver a continuacidn.
(46) TEOREMA

Consideremos el caso particular del Problema (17) en el -
que las fi’ i=1,2,...,n, con lineales, y fo es lineal o cuadrati-
ca, y ={uemr"/ Uy >0, j=1,2,...,m}. Entonces si § es una solu
cifén del problema existe un vector 7 > 0 tal que se verifican 1las

desigualdades (25).

DEMOS TRACION

~

Supongamos pues que X sea una solucidn del problema de 1los

Teoremas (8) 'y (24) se seguiria entonces que o bien se verifica el

(r

~
resultado enunciado por el teorema o bien existe una sucesidn x

de puntos del conjunto de accesibilidad dado por x°=fo;x. =&

i
~ ~ A
i r = : r*
i=1,2,...,n con x( + x y una sucesidén de vectores n( < 0, con

(r*
n, # 0, de manera que:

n( < > n(r -

~
para todo x perteneciente a dicho conjunto de accesibilidad, con

r*- : . *
n( x = 0 o equivalentemente, si suponemos n(r

o = -1 por simplifi

car serfia:

£t + e W < £ () + 0T g

(r

~ ~
para todo u > o, con u + u, en donde x = f(u), y n(t > 0, para

todo r6N.

Supongamos ahora que, para cada r, se pudiera elegir para

cada i=1,2,...,n un u(1 > 0 de manera que: fi(u(i) < 0, con f(u(i)io.
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Tendriamos entonces que:

n n .
s r o <L 1 et <o
n o, - n .
i=1 i=1
LIS
con —— T 't > o, para cada r, lo que, de acuerdo con la desigual
i=1

(r

dad anterior implicaria que la sucesidn n seria acotada ya que:

n

n .
N G T S G NP IE i C N S C S S Sy
n o'n . o
i=1 i=1
AL T
(r =
para todo r, con u + u.

Se podria entonces extraer una subsucesidn convergente de
la n(r a un determinado vector 0 > 0, tal que se verificaria la -
primera de las desigualdades (25), y Nx = 0, mientras que la segun
da se seguiria inmediatamente de que n > 0 y f(u) < 0.

En el caso de que para algln i*, entre 1 y n, no se pudie

i . : .
ra encontrar el u( correspondiente con la propiedad anterior enton

ces tendriamos que:
ué Q; f(u) < 0 implica fi*(") = 0

y en las restricciones del problema se podria sustituir fi*(u) <0

por fi*(u) = 0.

Ahora bien, en nuestro caso al ser las fi lineales tendria

mos que los anterior implicarfia que:
u, =0

je1 1%

y puesto que ai*j*

# 0 para algiin j pues en otro caso la restric--
cidn podria haberse eliminado totalmente del planteamiento del pro

blema desde el principio, tendriamos entonces que:

u., = I (a.*./a.*.*) u,
h| jti* 1%3° 1%] ]
La anterior igualdad permitiria replantear el problema en

términos de las variables uj’ j#j*, si se modifican las restriccio

nes fi(u) < 0, i#i* i=1,2,...,n, poniendo gi(u) = fi(u) + Xifi*(u).
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en donde Ai >0y las gi(u) no dependerian de “j*’ se anadiera

la restriccidn:

- jﬁj* (ai*jlsi*j*) vy < 0, y se replanteara la fun--
cidn objetivo fo después de sustituir ujx en funcidn de las

restantes uj en terminos de una nueva funcién go(u) dependiendo
solo de uyo j#j*, la cual volveria a ser cuadridtica o lineal se--

gln el caso.

El razonamiento podria repetirse entonces de la misma ma-
nera hasta que, o bien se hubieran agotado todas las variables uj
menos una, o bien en alguna etapa intermedia se hubiera podido de
mostrar la existencia del n buscando, el cual, aunque en un prin
cipio obtendria para las funciones gi(u), que no inclurian a de--
terminados uj’ teniendo en cuenta que las 8;> i=1,2,...,n se ha--
brian obtenido como combinaciones lineales con coeficientes posi-
tivos de determinadas fi(u), i=1,2,...,n, del planteamiento origi
nal, y que go(u) puede reformularse equivalentemente como la fo(u)
en terminos de todas la uj, se seguiria entonces que el N obteni-
do para las 8; seria ampliable a otro ﬁ* definido para las fi ini

ciales y cumpliendo las desigualdades (25).

Solo quedaria pues, para completar la demostracidn, el -
probar que si se consumieran todas las etapas y el problema acaba
ra planteidndose en términos de una sola ugo de manera que no pudie
(i

ran encontrarse los u a que hemos hecho referencia antes seria

posible, de todas formas, definir el N en cuestién.

En efecto, en el caso de que el problema quedara plantea-
do en términos de una sola variable es inmediato que el conjunto
de restricciones podria reducirse solo a dos dadas por: uj <b y:

uj > a, para un determinado par de constantes a y b.
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Entonces, restringidos a solo las dos restricciones ante-
riores la inexistencia de puntos interiores implicaria necesaria-

mente a=b=uj con a > 0, que serfa la solucidn del problema.
*
Si estuvieramos en el caso lineal y fuera cjuj la funcidn

*
objetivo en términos de uj con cj > 0, tendriamos entonces:

* * *
c,a <c. u, +c, (-u, + a)
] U | J 3

- *
y podrfamos tomar n, = c. para la restriccidn en cuestidn, que su
1 3j -

pondremos que es la primera, completando con ceros para las restan

tes restricciones mientras que en caso contrario se podria tomar

- *
n, -cj.
En el caso cuadrdtico, y si la funcidn objetivo fuera:
* 2 * *
d. u. + ¢. u. y suponemos que c¢. > 0, podriamos poner:
J J 3] J -
* * * * * *
d, a2 + c.a < d, u% + c. u, + (c, + 2d.a) (-u, +a)
J Jj - 3 3 J 3 J ] J
* - * * - *
ya que necesariamente, dj >0, y tomar nl = cj + Zdja, yn = -cj;
- * *
n2 = Zdja, en el caso en que cj < 0, en donde consideramos asocia

do el subindice 1 a la restriccidn u, - a < 0, y el 2 a la -uj+a <o,

3

lo que completa la demostracidn.

Otro resultado correspondiente a una propiedad del Pro-

blema (17) serd de utilidad mAs adelante. Este es el siguiente:

(47) TEOREMA

Consideremos el Problema (17). Entonces, si el conjunto:

(48) 2* e R™!/ A - (-1,n},...,0%) = (-1,n%) tal que
n* >0 y: fA*.xk= max fi*.X, siendo C el conjunto (18)}
x6 C

es no vacio el Problema (17) no puede tener solucidn infinita.

DEMOSTRACION
Supongamos que hubiera solucidn infinita y sea ;(r
una sucesidn de puntos de C tal que xgr >0, i=1,2,...,n,

(r

v x * -,
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Si existe un x* perteneciente al conjunto (48) enton

ces deberia ser:

U

49) A N

para algin n* y para todo x6cC.

Ahora, para los ;(f tendriamos:

~ [od
nk x% > - xir + n* x(r > - xgr

lo cual es imposible ya que -xg +> o,

Estamos ya en condiciones de probar el Teorema de la Dua .
lidad en Programacidn Lineal que tiene importancia tanto desde el
punto de vista tedrico como algoritmico, y el cual, a. pesar de ser
sobradamente conoeido, presehta'intérés~también desde el punto de
vista de nuestra exposicidn, al ser deducido dentro de la teoria

que venimos desarrollando.

(50) TEOREMA (de la Dualidad en Programacidén Lineal)

Consideremos los dos problemas de Programacidn Lineal si-

guientes:

m
(51) min fo(u) = jzl cj uj
sujeto a:
m
-x; = jzl aij uj - bi < 03 i=1,2,...,n
usn-{usn“/ujzo; j=1,2,...,m}
x6 6= {x en“/xigo; i=1,2,...,n}
y
n
(52) min g (n) = izl b, n;

sujeto a:

a2 aij ng o= ocy < 0; j=1,2,...,m
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ne a* = {n 6 R" / n; > 03 i=1,2,...,n}

vy 6 G* = {y 6 R" / vy >

v
(=]

j=1,2,...,m}

Entonces:

(a) Si uno de los dos problemas tiene solucidn finita también
la tiene el otro y ambas funciones objetivo coinciden,

salvo el signo, en el 8ptimo.
(b) Si uno de los dos problemas tieme solucidn infinita el

otro no tiene solucién.

DEMOSTRACION

(a) Supongamos que el problema (51) tieme la solucidn

%D

£, ()
= [_2(;)]. Para cada uw > 0 y cada n > 0 que verifiquen

las restricciones de ambos problemas se verifica:

I I -1 i
f (u) = c, u, > (- a.. N;)u, > - b. n. =
° j=1 3 3 T a1 y= B3 PJ i=1 1

= -go(n)

La anterior desigualdad demuestra que:

£,(u) > g (M)
(53)
y : ggn) > -f (u)

para cualquier pareja (u,n) que verifique las restricciones.
. P . a .2
En particular y en nuestra hipotesis de que X es solucidn de

(51) se obtiene:
g, (M) > -f (W)

de lo que se deduce que g, estd acotada.

Por otra parte del Teorema (46) se sigue que existe un

n >0 tal que:

£, <
h]

It ~18

. ey uj + g n. ( g a;5 s - b Yu 6 Q
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Obviamente el T anterior debe cumplir el conjunto de desigual
dades del problema (52) pues si no el minimo en Q de la expre
8idén del segundo miembro serd -« contra lo supuesto. Dando por

verificado esto y determinando el minimo se obtiene:
— a - g
£, < - % m,Lby o= —g (M)
i=1
Combinando este resultado con las desigualdades (53) se obtiene

que fo(u) - -go(ﬁ) y que N es solucidn Sptima de (52).

La demostracidn #i se supone inicialmente que es el problema

(52) el que tiene solucién es similar.

(b) De las dos desigualdades (53) se sigue inmediatamen
te que si uno de los dos problemas tiene solucidn el otro no pue

de tener solucidn infinita.

Vamos a finalizar el estudio del caso estdtico convexo ge
neralizando la aplicacidn del Principio de la Proyeccidn Maximal
a conjuntos C convexos cualesquiera, sean o no cerrados. El si

guiente teorema se ocupa de ello.

(54) TEOREMA (Principio de Mdximo en el caso estitico convexo)
-]
Si x es solucidn del Problema (6) en el caso de que el
~

conjunto C dado por (5) sea convexo, entonces x pertenece

al conjunto:

"~
(55) {(xec/3 ﬁ -(no,nl,...,nn) con 7n_<0, tal que

o

A
n.(x-% <0, ¥xe6c)



-3 -

DEMOSTRACION

Basta comprobar que § pertenece a la frontera del con-
junto c porque luego se aplicaria el Teoreﬁa (8) lo que condu
ciria a (55). Pero el comprobar que i pertenece a la frontera
de C es inmediato porque en caso contrario seria un punto in-
terior de € y por lo tanto de C ya que ambos son convexos y
un conjunto convexo y su clausura tienen los mismos puntos inte

A

riores. Por lo tanto x no podria ser punto solucidn de (6) en

contra de lo supuesto.

Algunas aplicaciones de este Teorema en el caso dindmico

convexo se verdn en el apartado siguiente.
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3, EL CASO DINAMICO CONTINUO CONVEXO

El tipo de problema que vamos a estudiar en este apartado

es el planteado de la siguiente manera:
3
(56) min xo(q) = Ic fo(x,u,t)dt

o
sujeto a:

t
1
x(t) = I f(x,u,8)ds + x(to); ¥t 6 [to,tl 9
t
[

con x(t) & R"; u(t) 6 0 e R", ¥t € Eto,t 1, vy ueAd,

1

siendo A una clase dada de funciones.

Ademés supondremos las siguientes condiciones de contorno:

x(t;) 6 6, r"; i=0,1

En el anterior planteamiento L t, son, en general,

dos par@metros a determinar segfin convenga a la minimizacidn de

x pero también puede incluirse el caso en que uno de los dos

o?

o ambos sean dados.

Las condiciones iniciales que suclen solicitar a las funcio

nes fi’ i=0,1,...,n 8on las de que sean continuas y tengan

primeras derivadas continuas con respecto a las Xy i=0,1,...,n,

en el espacio R“+l x 0 x [to,tll, en donde § es la clausura

de © en R".

Prescindiremos, sin embargo, por el momento de imponer
condiciones a las funciones f, 6 a A explicitamente y unica-
mente haremos la suposicidn tfcita de que todas las operaciones

que efectuemos con dichas funciones fi y u son admisibles.
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Asi, por lo que se refiere a las integraciones podemos suponer
que se entienden en el sentido de Lebesgue mientras que por lo
que se refiere a la ecuacidn integral vectorial de (56) supon-
dremos que f y A cumplen dondiciones que garantizan la exis-
tencia y unicidad de la solucidn x(t) en [to, t1] para x(to)
dado. La restriccidn de finitud de t,y t podria suprimirse
en el caso de que alguno de ellos o ambos se fijaran como -~ §
+© en cuyo caso se supondria que las funciones implicadas en el
problema cumplen condiciones que garantizan el sentido y univoci
dad de las operaciones efectuadas. En el caso en que haga falta
poner en evidencia las hip&tesis que se estdn manejando para pre
cisar el alcance de los teoremas o afirmaciones que se hagan &s-

tas se enunciardn explicitamente.

Un repaso al apartado anterior muestra que se puede apli-
car el Principio (8) a los casos en que el conjunto C de las
variables Xso al cual estd restringido el problema, es convexo,

sea o no cerrado.

Supuesta garantizada la convexidad la mayor dificultad,
desde el punto de vista operativo, para obtenmer resultados a par
tir de la aplicacidn del Principio dependeria de la posibilidad
de lograr expresar de manera explicita las variables x; en fun

cidn de 1las vy

En cualquier caso el enfoque mds conveniente para hacer
mds provechosa la aplicacidn del Principio en este caso dindmi-
co es el de considerar a las x; como variables de estado y a

las “j’ to y tl’ como variables de control. La diferencia prin
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cipal con los problemas estudiados en la seccidn anterior es la
de que las ug eon ahora un conjunto de "funciones de control"
y no simplemente de variables numéricas. Sin embargo podemos en
cajar este nuevo problema dentro de los ya estudiados si nos 1i
mitamos a investigar las propiedades que deberia cumplir el pun
to terminal de la trayectoria Sptima para diferenciarlo de 1los
demds puntos terminales de trayectorias no Sptimas. Con esta

perspectiva consideraremos el conjunto C siguiente:

t
(57) c={xe rR™! /3. [ f(x(t),u(t),t)dt + [ } en
t (t)
[+ [+
Y
donde x(t) = I f(x(s),u(s),s)ds; u(t) 6 Q,
tO
ve 6 [e,t)], uwed, ¢t ,t; 6R, t; >¢t,

x(to) (-] Go}

mientras que el conjunto G, de los problemas de la seccifn an
terior, pasaria ahora a ser el G; del Problema (56). En el mar
co de este problema a la proyeccidn del conjunto C en el espa
cio de sus n Gltimas coordenadas se la denomina el "conjunto

de accesibilidad"”.

Con este enfoque, pues, y repasando el enunciado y demos
tracidn del Teorema (54) se puede enunciar el siguiente Teorema

relativo al Problema (56):

(58) TEOREMA (Principio de Mdximo para puntos terminales en el
caso dindmico convexo)
Consideremos el conjunto C definido por (57) y suponga-
mos que es convexo. Sea : un punto solucidn del Problema (56).

A
Entonces x pertenece al conjunto (55) con C sustituido por



- 38 -

a
el dado por (57) 6, equivalentemente, existe un vector n ¥ 0,

con ﬁo < 0 tal que:

2 e '
n.(x-x%x)<0; WXEC

DEMOSTRACION

Se sigue del Principio (8) y del Teorema (54).

Ea3 ~ L3 A
La desigualdad n.(x - x) < 0, ¥x 6 C, puede enunciar

se también asi:
t

a2 2 n 1 no_
(59) n.x = max .z ng I fi(x(t),u(t),t)dt + 'Z n; xi(to)
i=o t i=1
o
con las restricciones:
¢ .
x(t) = I f(x(s),u(s),s)ds; ¥t € [to,tl]
to
u(t) 6 H ¥t 6 [to.tl]
u 6 A; tosty 6 R; t > tos x(to) 6 co

8i se pudiera despejar x(t) en la expresién:
t

x(t) = I f(x(s),u(s),s)ds + [

t 6 [to,tll.
t
o

0
);
x(to)
es decir si se pudiera solucionar explicitamente la ecuacidn
integral vectorial, se podria sustituir este resultado en

~
la expresidn a maximizar que ya dependeria sélo, para cada n,

de u(t), t, ¥ty

La primera diferencia que se observa entre (59) y el re-

sultado clédsico del Principio de Mdximo de Pontryaguin es la de
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que en el segundo caso el mdximo se toma con respecto al produc
a d.,n : L a <

to escalar n. E;(x) y nocon respecto a n.x. Mis adelante,

cuando investiguemos el caso diferenciable mostraremos como se

reformularia (59) en términos de ﬁ%(x) en vez de x, siendo

.

N en esta nueva situacidn una funcidn de t a determinar para

todo t 6 [to,tl]. Esta diferencia entre el distinto papel de

A

n en ambos Principios, un vector de escalares, en el caso de 1la
expresidn (59), y una funcidn vectorial, en el caso diferenciable

marca la distincidn fundamental entre ambos casos.

Finalmente, otra diferencia a tener en cuenta es la de
que en problema de maximizacidn (59) una de las restricciones
es la de que u 6 A, 1la cual no se explicita en el problema de
méximo puntual que habria que resolver para establecer el Princi
pio de Pontryaguin, aunque seria una de las hipdtesis a asumir -
para llegar a formular dicho problema. E1 que la clase de funcio
nes A intervenga explicitamente en el problema de maximizacifn de
pende, en general, de que se exijan propiedades adicionales a A co

mo muestra el Teorema siguiente:

(60) TEOREMA

Consideremos el problema de maximizacidn (59) en el que
la clase no vacia de funciones A tiene la propiedad de que, da
dos t, Y ty, si u(t), t 6 [to,tl], es un control admisible

y t' y t" son tales que:’ £y, < t' <" < ty, el control

u#(t) definido de la siguiente manera:
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u(t) si t, 2ttt
w si t' <t < t" (supuesto t'<t", en otro caso
u#(t) = no se aplica)

u(t) si t" <t

A
(o]

1 (supuesto t" <tl, pues en otro

caso no se aplicaria esta parte)

en donde ® es un punto arbitrario de R, es también admisible.
Supongamos también que las funciones fi(x,u,t) son continuas y con
derivadas parciales continuas respecto a x y t en ®r" x & x[to,tl],

para i=0,1,...,n y que se verifica la siguiente propiedad de conti
nuidad adicional:
(61) Si x*(t) y wu*(t) son sendas funciones tales que:

t

x*(t) = [ f(x*(s),u*(s),s)ds + x*(to), vt G[to,t
t
o

13

y u(k(t), k 6 N, es una sucesidn de funciones de A de manera

que
f(x*(t),u(k(t),t) — f£(x*(t),u*(t),t), casi seguramen

te en [to,tl], se verifica

t

t
J Ve ey, ul®(e), e)de — I £(x*(t),u*(t),t)dt
t t

o 0.

en donde

t
Eeey = I 1 f(x(k(t),u(k(t),t)dt + x*(e ); vt 6 [e ,¢))
t
Entonces si existe una funcidn u 6 A que resuelve el Problema

(59) para algiin n y unos t, vy t;, esta misma funcidn u(t)

resuelve el Problema (59) para dichos t, ¥y t;, supuesto supri

mido de éste la condicidn de que u 6 A.
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DEMOSTRACION

Es fdcil comprobar que si la clase A tiene la propie-
dad del enunciado cualquier funcidn de control constante a tro
zos (es decir tal que exista una particién finita de [to,tl]
en subintervalos: [t(j,t(j+1], j=0,1,...,(d-1) con t(o =to

(d (j+1'

t = t;, y de manera que u(t) = wj si t(J <t <t

u(to) =0, siendo wj 6 2, ¥j) es también admisible.

Supongamos ahora que u(t) no resuelve para dichos t_

y ty fijos el Problema (59) si se suprime la condicidn de que
u 6 A, Esto implicaria que t, < t; ¥ que existirfia una fun-
cidén u*(t) no perteneciente a la clase A tal que las fun-
ciones f;(t) = fi(x*(t),u*(t),t), para t_ <t <t,, con
ie {je {0,1,...,n} / ;j # 0} serian integrables en el senti
do de Lebesgue y:

n _ (t n o _
(62) 1o, I £, (x*(t),u*(t),t)dt + [ n

x*(¢ ) >
t i=1 e

i

n _ tl _ _ n _
> 1 ny [ £,x(t),u(t),e)de + ] g x(e))
=0 t i=1

Ahora, por ser las f;(t) medibles, para cada k =2p,
p 6 N existen conjuntos Eir, r 6 N, correspondientes a ca-
da f; de manera que dichas f; gon continuas en sus comple-
1

mentarios en [to,tl ] ¥y u(Egt) < L Vi, s8iendo y 1la me-

dida de Lebesgue (Véase la Nota 2).

Prescindamos del conjunto de puntos aislados de cada

Egr, que forman un conjunto de medida nula y consideremos su~
. . . (r n (r
cesivas particiones del conjunto E = E. , correspon-

1 1

dientes a las sucesiones de puntos:
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(k (k
(63) to < tl,r cee 2 “k,r Yy
en donde,
t:kr ¢ (", para s=1,2,...,(k-1); k =2P, p €N
’

de manera que la particidn (k+1)-8sima se formaria a partir de

la k-&ésima intercalaundo puntos de E(k en cada uno de los sub
intervalos [t(k » t(k 1, siempre que sea posible, con
s-1,r s, T
la propiedad de que si t(¥+l 6 (t(k . t(k) entonces t($+l
8 s-1 8 -]
perteneceria al intervalo:
(k _ (k (k _ (k
(k te te-1 (k ta TS
(ts-l e tg - * )
a* q
en donde q* = min {(¢q 6 N / q >3 ¥y
(k (k (k (k
t -t t -t
(k 8 s-1 (k 8 s-1 (k+1
b5y + 0, e f - 2 n 1K 4 gy
Si k + ®», sge obtiene asi un conjunto de puntos:
{t 6 [t_,t ] / t st(k ara algunos s k
o’ 1 s,r ° P y k,
(k (r
ts,r € E', ¥s}
(r

que es denso en E ', como es facil comprobar.

Definamos ahora para la particidn correspondiente de

E(r la funcidn de control u(k(t) en [to,tl] siguiente:
(64) (
k : (k (k 1, -
u*(ts,r), si t e (ts-l,r , ta,t]’ 8=2,3,..,k
U (k (k
u (t) u*(tl,r), si t 6 [t , tl,r]
. (k
uk(t,), si t 6 (tk,r » t1]

Cada una de las funciones de la sucesidn anterior serd,

por tanto, medible-Lebesgue y pertenecerd a la clase A.
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Consideremos a continuacidn la sucesién de funciones:

£0%e) - ra®@,uk@,,  ve e te e

en donde:

t |
NGk I £x*(e), 0 (6),00d8 + xx(r)
t

[
las cuales estdn bien definidas, al ‘ser u(k € A,¥k y por las con

diciones impuestas a f.

Ahora, para cada t 6 E(r tenemos u(k(t) = u*(tik r)
t’
para todo k, con t(k —_— t y t(k 6 E(r.
s, B T

Por otra parte de la continuidad de las funciones
f(x,u,t) y x*(t) se deduce que para cada € 40 vy ko sufi

cientemente grande:

(k (k (k (k
(65) If(x*(t),u*(tst.r),t) - f(x*(tst’r),u*(tst'r),tst’r)| <
< € ¥k > k
- - "o
Gomo f(x* (k (k
xk(t),u "(t),t) = f(x*(e),u*(c_~ ),t), y £*x(t) es
tl
continua en E(r tendremos que
(k
f*(tat,r) — f*(t)

lo cual, junto con (65), implica que

f(x*(t).uik(t),:) ————  f*(t), ¥t 6 g(r

Entonces podemos concluir por lo tanto que:

f(x*(t),u§§P(t),c) — f*(t), ¥t 6 lim inf g¢f

r

(r

Ahora: u([to,tl] - 1lim inf E'') = 0, ya que todo conjunto de
r

medida positiva tiene interseccidn finita con todos los E(r

salvo un nimero finito.
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Si tenemos en cuenta entonces (61), es fdcil comprobar
que lo anterior conduce a una contradiccidn con (62), lo que

completa la demostracidn.

En la demostracién del Teorema (60) podria haberse susti
tuido la clase de funciones aproximantes (continuas a trozos)
por cualquier otra que también fuera aproximante y la concly
8ion del Teorema habria permanecido invariariable.Asi, por ejemplo, podria ha
berse considerado A como la clase de las funciones continuas
de R en R™ siempre y cuando existiera la funcidn u(t) 6 A del

enunciado del Teorema que resolviera el Problema (59) y<:se verificara (61).

Otra observacidn al Teorema (60) es la de que &ste podria

t, = -= 6 ambos sin

[-1%

extenderse al caso en que t) =+
mds que razonar por contradiceidn el resultado para un intervalo
compacto lo suficientemente amplio y supuesto que se verificara

(61) para todo intervalc compacto.

Por otra parte, para poder aplicar con eficacia el Teo
rema (58) a varios ejemplos que estudiaremos a continuacidn con
viene proponer una versidn mas operativa del Teorema como la

que corresponde al siguiente corolario:

(66) COROLARIO

Denotemos por Ct t la particularizacién del conjun-

o> "1
to C dado por (57) a t, ¥ ot fijos y supongamos que ca
da uno de los conjuntos C con T, <t , <t;, <T), en

to,tl o

donde '!'o y Tl son dados, es convexo.
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Entonces, si para determinados t, ¥ ty, con

& s
T, < t, <t; <T; el punto x 6 Cco’tl minimiza

t
xo(tl) = J L fo(x(t),u(t),t)dt, con la restriccidn adicional
t

s ° s
de que x 6 Gl’ se sigue de ello que X pertenecerda al con-
junto (55) con Ct ¢ en lugar de C &, equivalentemente,
o’ "1,

existird un vector nt 0, con n, <0, tal que:

-y A - ~

n.(x-1x) <0, VX 6 C

- t,tl
o

DEMOSTRACION

Se deduce inmediatamente el resultado sin mds que apli-

car el Teorema (58) a la nueva situacién.

Vamos a estudiar a continuacién, como aplicacidn de los
resultados anteriores el caso de mayores aplicaciones dentro

de la teoria que es el de dindmica lineal.

(67) EJEMPLO (Problemas convexos con dindmica lineal)
Consideremos el problema de control caracterizado por

funciones del siguiente tipo:

(68) f(x(t),u(t),t) = A(t) x(t) + B(t) u(t) + v(t)

en donde A(t) y B(t) son matrices mxn y nxm respecti
vamente y v (t) es un vector nxl, de manera que las tres

funciones multidimensionales son medibles en R.

Supondremos tambi&n que las normas: || A(D)||, || B(E)|]| ¥

{lw(t)|], definidas de la siguiente manera:
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lace) | |= PZ agj(tiyz etc..., con integrables en cada subin
tervalo c;ipacto de R y que A es la clase de funciones me
dibles y acotadas con valores en nm, con dominios en algt sub-
intervalo [To’Tl] de R, incluyendo el caso en que Tl = 4o
para el que el subintervalo seria entonces [ T°,+m), y toman

. m
do valores en un conjunto no vacio QC R .

Las hipdtesis anteriores garantizan (VEase la Nota 3)
la validez de la denominada"formula de wdeiadidn de los pa-
rametros" para x(t), es decir, para tr tyty tales que

£t .
Ty £ty 2t <ty < Ty, tendriamos:

t
(69)  x(t) = a(eIx(t,) + 0(t) f 21 () [B(a)u(s) +v(a)]ds ;

t
o

¥t 6 [t ,t;]

en donde ®(t) es la matriz fundamental, solucidn del sistema

homogéneo:

(70) Tdt x(t) = A(t) x(t)

con ¢(to) = I (matriz unidad).

En el caso particular de que A sea constante, enton-

ces
A(t-t )
(71) d(t) = e
2
en donde eA = 1 + A A

La aplicacidn del Principio de Miximo para los puntos termina

les a este problema se apoya en el siguiente Teorema:

(72) TEOREMA
Supongamos dado el Problema (56) con la particulariza-

cién (68) y las hipStesis sobre A(t), B(t), V(t) y A enun
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ciadas en los parrafos anteriores para el intervalo [To,Tl].
Supongamos ademds que el conjunto € es compacto y que

G = {x(Q}
[+

Entonces, el conjunto de accesibilidad del problema para

t,y t; con T <t

< . 2
° ° < tl < Tl’ es decir la proyeccidn del con

o

junto Ct ¢ dado por la particularizacidn de (57) a to y t
o’1
en el espacio de sus n {ltimas coordenadas es compacto y conve

X0.

DEMOSTRACION

Véase la Nota 3 bis.

Aunque el resultado del Teorema (72) incluye la compaci
dad hay que observar que para la aplicacidn del Corolario (66)
basta solo con la comprobacidén de la convexidad (Nétese que las
hipdtesis del Corolario (66) se refieren a los conjuntos
Cto’tl y no a los de accesibilidad). Estudiaremos a continua-
cidn un caso particular importante de los problemas de control

con dindmica lineal como es el de los problemas de tiempo Spti

1, ¥ ¢ [:o,:l].

mo, es decir aquellos para los que fo(x,u,t)
En este caso la aplicacidn del Corolario (66) es casi inmediata

a partir del Teorema (72), como muestra el siguiente Teorema:

(73) TEOREMA (Problemas lineales de tiempo Sptimo)

Supongamos dadas las hipdtesis del enunciado del Teorema

(72) y ademés la de que fo(x(t),u(t),t) =1, ¥t e [to,tl]. Em
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tonces Ct N es compacto y convexo para todo par oty tal
0’71
que T0 Lty <t < Tl'
DEMOSTRACION
La comprobacidn de que Ct ¢ es compacto y convexo se
0’1

deduce del Teorema (72) sin mas que ampliar el nfimero de varia-

bles con la dada por:
t
x (t) = ds = t; -t

t
(o]

o

que cumple todas las condiciones requeridas.

Como consecuencia del Teorema (73) se sigue la aplicabi
lidad del Corolario (66) al problema de control de tiempo 6pti
mo con dindmica lineal. En efecto, suponiendo que Eo = To y
Tl (incluyendo el caso T1 =+») gson dados, que { es compacto
y que G = {4‘3. Entonces, de acuerdo con el Corolario (66)

y en lo que se refiere al Ejemplo (67) para problemas de tiempo

6ptimo habrd, pues, que investigar los mdximos de la funcidn:
t t
(74) -J ds + n .p¢(tl)x(°+ o(e,)) J 1@‘1(:){3(:)u(:)+v(t)}dt]

t t
o o

para cada tl (4} [to,Tl] y cada 1N = ("1'”2""'"n)' supuesto

que u(s) € Q y u 6 A.

Puesto que la variable es wu(t), para cada ty fijo

el maximo de (74) se reduce al maximo de la funcidn:

t

1
(75) n e(t)) [ ol (e) B()u(e)ae

t
o
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Asi, ya que (75) es lineal en wu(t) y A admite a las
funciones constantes a trozos como admisibles es evidente que
para cada 1n el mdximo de (75) se obtiene, en general, para
funciones constantes a trozos cuyos valores corresponderian a
los puntos extremos de ! (entendidos estos como los puntos ex

tremos de [R]) que maximizarian, para cada t : t_ <t <t

) 1’

la funcidén lineal:

no.oee) 07N(e) B(E) u(e)
En particular si:
2 ={uer™/ Iuj| <1, j=1,2,...,m}

entonces:

(76) u(t) = sgn {n.e(t)) o l(e) B(t))}, w6 (e ,.t,)

en donde sgn '

denota la funcién "signo" del vector correspon
diente la cual se define como el vector de funciones signo de
cada una de sus componentes, siendo el signo de un escalar igual

a +1, 0 8 -1 sgegiin que el escalar sea positivo, nulo o nega

tivo, respectivamente.

No discutiremos aqui la optimalidad de alguna de las fun
ciones de control propuestas en el pdrrafo anterior en las hipd
tesis asumidas, la cual se investiga extensamente en la mayoria
de los textos de teoria del control Sptimo. Solo comprobaremos
que (76) concuerda con el resultado que se obtiene de la aplica
cién del Principio de Maximo de Pontryaguin a este caso. En efec

to, basta definir:

a7 n(e) = n.9(t)) O'I(t), para t_ <t <t
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Esta funcidn vectorial verifica evidentemente el sistema de

ecuaciones diferenciales siguiente:
(78) Q——L‘E—t)— = -A(t) . n(v), para t_<t <t
con la condicidén de contorno n(tl) = 7n.

El sistema lineal (78) es el denominado "aistema adjunto"

del problema de control de dindmico lineal y tiempo Sptimo.

Se podrian deducir, pues, a partir del Principio de Méxi
mo para puntos terminales todos los teoremas que se obtienen co
mo corolarios de la aplicacidn del Principio de Pontryaguin a
los problemas lineales de tiempo &ptimo y en particular los teo
remas concernientes al nfimero de conmutaciones del control &pti

mo cuando A(t) y B(t) son constantes.

Vamos a terminar esta seccidn mostrando como el Principio
de miximo para puntos terminales en el caso convexo implica algu
no de los resultados que se derivan del Principio de Maximo de

Pontryaguin.

(79) TEOREMA

Consideremos el Problema (56) con f(x,u,t) = f(x,u);
Goa{x(%; to y tl variables y A wuna clase de funciones tal

que (Véase la Nota 4):
a) Todos los controles de A son medibles y acotados.

(80) b) si wu(t), t, <t < t;, es un control admisible, w

es un punto arbitrario de f y t' y t" son niimeros
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tales que ¢t _ < t! < t" < t;, el control uf(t) de

finido para la férmula:

w© para t' <t t"

tA

uf(e) = {
u(t), para t, 2t

(A

t! y t“<titl

teniendo en cuenta que 8i alguno de los intervalos fuera
vacio no se aplicaria la definicidn correspondiente, es también

admisible.

c) Si el intervalo (t,»t;]1 se divide por medio de pun
tos de subdivisidn en un nfimero finito de subintervalos en ca-
da uno de los cuales el control wu(t) es adﬁisible, entonces
este control es tambi&n admisible en el intervalo completo
[to,tl]. Ademds, un control admisible en [to,tl) continuaria
siendo admisible en cualquier subintervalo. Tambi&n se supondri
que un control obtenido a partir de un control admisible: wu(t);
t, <t < t;,, por una traslacidén en el tiempo (es decir el con-
trol ul(t) = u(t-a) para algin a y tta <t < tl+a) es también

admisible.

Supongamos, por otra parte, que las funciones fi(x,u);
i=0,1,...,n son continuas y con derivadas parciales continuas res
pecto a x en ®r" x & 10 que garantiza la existencia y unidad de so

luciones de la ecuacidn integral.

Entonces, 8i el conjunto dado por (57) es convexo y cerrado
x(t); to 2t < t, t >t , es una solucifn del Problema (56)
con vector de control correspondiente u(t), existe una funcién
vectorial no nula n(t) = (no(t),nl(t),...,nn(t)) tal que:
(81)  n(t) . £(x(t),u(t)) = max 7(t) . £(x(t),w); para casi

w6 Q
todo t € [t_,t;], con
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(82) n(t;) <0, 'y

(83) n(t) . £(x(t), u(t)) = 0, para casi todo t € [to,tl].

DEMOSTRACION

~

En primer lugar hay que observaer que si =x(t) es una tra
yectoria optimal en t, 2t < tl cada subtrayectoria en los in-
tervalos [to,t*] con ¢t < t* < £ serd también optimal con

G, = {x(t*)} pues en otro caso se contradiria la optimalidad de

x(t) en el intervalo total [to,tll.

De hecho tendremos que R(t*) pertenecerd a la frontera
inferior respecto a su primera coordenada del conjunto convexo

cerrado C para todo t¥* 6 [to,tlj.
En efecto, si no fuera asi existiria otro punto Q# de

#

— # -
C, con x = x(t*), tal que: X, < xo(t*). Ademds, como x

pertenece al conjunto de accesibilidad desde t, esto implica

#

que existiria una funcidn de control u#(t), y un instante t ,
de manera que la funcidn u#(t) estarfa definida en [to,t#],
y se verificaria:

t
x#(t) = I

f(x'(s).u#(s»ds + x(°; para t_< t < t',

t
o

con x#(t#) = x‘l

t

Si ponemos ahora: t - t* = q, y recordamos las hipdte
sis hechas sobre la clase A de los controles admisibles se si

gue que la funcidn:

u#(t), si t_<t

A
[

ut(e) = °
u(t-a), si t:a <t

N
[ad



- 53 -

seria un control admisible en el intervalo [to H thee, - tx],

1
con estado final: x#(t#+t1 - t*) = i(tl), y de manera que:

Foo? _ e
xo(t + oty t*) < xo(tl),

lo que contradiria la optimalidad de x(t) en [to,tl].

(Obsérvese que en la demostracidn se supone que el instante de
llegada tl es arbitrario. Los problemas en los que el instan
te final es fijo pueden reducirse facilmente a @ste si se afiade

una nueva variable de estado al problema).

De lo anterior se sigue que, por la convexidad de C y

teniendo en cuenta el Teorema (58), para cada t 6 [to,tl] exis

te un vector n(t) tal que:
~ ’ LN il t't\
(84) ne) . [ f(X(s),u(8))ds = max n(t) .[ f(x(s),u(s))ds
t, u(s) 69 t
ub A
con
s
x(s) = I f(x(z),u(z))dz + x(% ¥s 6 [t ,t*];
t
o

¥t' 6 R; t' >t
- o

(y en particular, por lo tanto, para t' = t).

Definamos ahora la sucesidn de controles admisibles, en

el intervalo [to,t], siguiente:

_ t-t
u(s), si t <8<t -—
w0y o
t-t
w o, s t--—C<sct

siendo ® un elemento arbitrario de Q y k 6 N.

De acuerdo con (84) para t' =t, se seguiria que:
P g q
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A t ~ t .
(85) n(e) -J £(X(s),d(8))ds > n(e) -I f(x(s),w)ds;
t-t, t-t
t - t -
k k ¥k 6 N,
en donde
8 t-t
x(s8) = J f(x(z),w)dz + x(t - k°);
t-t
t - kO t—to
¥s 6 [t ~ X ,t ]

~
Ya que f(x(s),w) es una funcidn continua de 8 podemos

poner:
t N R t-t_ t-t,
(86) f(x(s),w)ds = f(x(t - ) ,w) +
k k
t-t
t-Tx 1 t-t
"'Q(E,X(t- k ))y
t-to t-to
en donde para x(t - * ) = ®¥(t - * ) fijo se verifica:
1 - t-to
1lim r.o(=, x(t - )) =0
4 k
r+
r 6N
Ahora bien, de (85) resulta también que:
N 1 - t-t
lim k n(t) . oy s x(t - —=)) >0,

k+
pues en caso contrario, teniendo en cuenta que la funcidn:
~ t
%(e) = [ £(X(s),(s))ds + [ fa
to
es absolutamente continua en [to,tl) y que por lo tanto tendria
derivada en casi todo punto que coincidiria también en casi todo
punto con el integrando (VE@ase la Nota 5), se seguiria que:
a t ~ _ 2 t ~
n(t) J f(x(s),u(s))ds < n(t) I f(x(s),w)ds ,
t-t, t-t
- o
toTE t- Kk*

si t fuera un punto en el que existiera la derivada de x(t)
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y k* fuera suficientemente grande, con lo que se contradiria

(85).

Por lo tanto se puede concluir que:

A

t-t
k o
t -y
. k 2 - t-to t-t,
> lim ro n(t) . [f(x(t - Y ,w) % +
k o
1 - t-t P ~ t-t
+ o, x(6 -—2))] > lim n(e) . £(x(t - k° ,w) =
k

n(e) . f(;(t),w); para casi todo t en [to,tl].

Es decir:

t 2 A _ —_
1in —X— 7o) . [ e £(R(8),5(8))ds = n(0) . E(x(6),u(E)) >
o

n(e) .?(;(t),ﬁ(t)) = max ﬁ(t) .E(;(t),w); para casi

we N

todo t en [to,tl].

N
En todo lo anterior el vector n(t) tiene un cierto

gra

do de indeterminacidn puesto que cualquier vector igual al ante

rior multiplicado por una constante positiva cumpliria tambié&n

las condiciones enunciadas. Podemos pues suponer, sin pérdida de

1/2

-2
n. ) = ]

A n
generalidad que: finCe)|| = ¢} 5

1=Q

¥t 6 [to,tl],

’
2 el
ya que n(t) ¢ 0. Ademds la propia funcién n(t), t_ < t < t

o
estaria también indeterminada‘no 88lo por la multiplicacidn
una funcidén positiva sino también por pasos al 1limite. Esto
si se sustituye un valor de la funcidn %(t) por el limite
nido en alguna sucesidn convergente {ﬁ(tt)} con t_ > t,

nueva funcidn seguiria verificando evidentemente (81).

Supongamos, pues, que se ha seleccionado un conjunto

por
es,
obte

la
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so de medida nula en [to,tl], que incluya a t; ¥ que se ha
modificado la definicidn de ﬁ(t) en el conjunto complementa
rio al denso sustituyendo el antiguo valor por el limite obteni
do en alguna sucesidn convergente a la derecha del punto en cues
tidn formada por valores de ﬁ(t) en el conjunto denso. (Esta
sucesidn convergente se puede obtener en cualquier caso ya que
"ﬁ(t)]l =1, ¥t 6 [to,tl]). Denotemos de nuevo a la funcidn

modificada por n(t), para ty, 2t 2ty
2
Teniendo en cuenta la redefinicidn de n(t) es fécil com

probar que se verifican (82) y (83).

En efecto, el que ﬁo(tl) < 0 se deduce del Teorema (8)
~
y de la definicién de la nueva funcién n(t) en ¢t;, coinciden
A
te con la primitiva definicidn de n(t), wmientras que (83) se

sigue de que:
O L RO > MO x(e-8)

si &8 > 0 es suf%cientemente pequefio, y tambié&n:
ACe=8) . x(e=8) > n(e-8) . x(t)

Asi, supuesto que t es un punto en el que existe

A

g—%{—l y no pertenece al conjunto denso que ha servido para re
A
definir n(t) y 6 se escoge de manera que los puntos t-8

correspondan a la subsucesidn que ha servido para definir la nue

va funcidn ﬁ(t), tendremos:
lim e . ""—’EM = n(e) . E(x(E), (L)) > 0
>0

y, por otra parte:



- 57 -

lim A(e-8) 2(e) =x(t=) L T . EG(),E() < 0
0

de donde se deduce (83).

El interés ‘del Teorema (79) es mds técnico que prdctico
pues si no se complementaran (81), (82) y (83) con alguna otra
condicidn sobre la funcidn n(t), tal como las que veremos en
el capitulo siguiente, no parece fdcil determinar u(t) a partir
de s86lo dichas condiciones. Estd claro que la determinacidn efec
tiva de u(t) en el caso convexo que estamos estudiando depen-
deria fundamentalmente de la aplicacidn del Teorema (58) o del

Corolario (66).

En la demostracidén del Teorema (79) la hipStesis referen
te a la convexidad del conjunto C podria sustituirse por la de
la convexidad de los conjuntos cto’tl sin que se modificaran
los resultados (81) y (82) del teorema. Esto es asi porque la hi
pétesis de convexidad de C so0lo juega un papel efectivo en la

demostracidn de (83). Por ello se puede enunciar el siguiente co

rolario:

(88) COROLARIO

Supongamos dadas las hipdtesis del Teorema (79) con la ex’
cepcidén de la hipStesis sobre la convexidad del conjunto € da-
do por (57) la cual se sustituye por la de la convexidad de los
conjuntos cto'tl correspondientes a particularizaciones de C

para t_ y t, fijos. Entonces siguen verificandose (81) y (82).
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DEMOSTRACION

Es una consecuencia inmediata de la demostracién del Teo
rema (79) ya que la utilizacién de (84) se hace luego sdlo para
el caso t' =t y esta expresidn (84) se deduce también, si

t'=t, de las hipdtesis de convexidad de los conjuntos Ct ¢
o’ 1

con t <t <t

o 1°

Con este resultado terminamos el estudio del caso conve
X0 tanto estdtico como dindmico y pasamos a estudiar el segun-
do caso importante (el mds investigado desde el punto de vista

tradicional) que es el caso diferenciable.

Sobre las relaciones entre los desarrollos correspondien
tes a ambos casos, tanto en el caso estdtico como en el dindmi-

co, puede verse la Nota 6.



£
CAPITULO II

TEORIA DE LAS CONDICIONES NECESARIAS EN EL CASO DIFERENCIABLE. EL
PRINCIPIO DE LA PROYECCION MAXIMAL TANGENCIAL :

1. EL CASO ESTATICO DIFERENCIABLE.

Vamos a investigar en esta seccidn las condiciones necesa
rias de optimalidad en problemas en los que el correspondiente
conjunto C no es convexo aunque cumple unas condiciones deter-

minadas de regularidad.

Para centrar la cuestidn supongamos por un momento que C,
ya sea el problema estdtico o dindmico, tiene como frontera una
hipersuperficie con hiperplano tangente en cada punto. El proble-
ma de las condiciones necesarias de optimalidad vuelve a ser aqui,
igual que en las secciones anteriores, el de caracterizar a los
puntos de la frontera inferior de C respecto a su primera coor-
denada, entre los que necesariamente se haya el minimo. En la hi-
pdtesis anterior de existencia de hiperplano tangente en todo pun
to de esta frontera inferior, se podrfan, pues, caracterizar 1los

«
puntos x pertenecientes a esta frontera.

En efecto, consideremos el conjunto de vectores unitarios:

>

A 2
X - X 2 . .
—_— con x 6 C, X ¥ X, y determinemos el conjunto de vec-

Eatdl!

A
tores limite de los anteriores cuando x - X en C, siempre que
el 1imite exista. El haz de vectores unitarios asi obtenido, con
A
origen en el punto x de la frontera inferior de C, cuyo ele-

AA
mento genérico denotaremos por e(x), seria tal que:

>

(89) f.e(® < o0, ve(X) = lim,

g+ x |
x6 C
en donde 7 es el vector normal del hiperplano tangente dirigido

o
al exterior de C (es decir tal que n_ < 0 X +0 no perte-
0 S0 ¥

3 A 3 s -~
neciente a C, para |n|| suficientemente pequefio).

A
Ademds, si X pertenece a la frontera inferior de C res
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pecto de la coordenada x, ¥ existe hiperplano tangente a la hi
persuperficie frontera de C en %, con vector caracteristico
A= (n_,ny,...,n.), habrfa de ser evidentemente n_ < 0. La
discusidn informal anterior muestra algunas de las nuevas carac-
teristicas del problema cuando se abandona la hipStesis de conve
xidad de los conjuntos € y se introducen otras que garantizan
la existencia de hiperplano tangente en cada punto de la fronte~

ra inferior de C respecto a X .

Como se puede observar la diferencia esencial es la de que
el principio de proyeccidn maximal sobre un determinado vector n
pasaria a ser una condicidnlocal y no ampliable a todos los vecto-
res (x-X) con X 6 C. Es mds, esta condicidn de proyeccidn ma
ximal habria que entenderla no para los vectores ;-i sino para
los vectores limite g(%), que es para los {inicos que se puede
garantizar. Por otra parte, toda la argumentacidn que hemos desa
rrollado para justificar (89) se ha apoyado en la existencia de
un hiperplano tangente a la frontera inferior de C, lo cual sue
le ser dificil de probar a partir de los elementos devque se dis
pone inicialmente para resolver el problema, esto es los datos
del Problema (1) y las hipStesis sobre las funciones y cantidades

que intervienen en €1.

Conviene proponer, por lo tanto, una condicidn a chequear
del tipo de 1a (89) pero sin la necesidad de incluir hipStesis
sobre la existencia de hiperplanos tangentes, aunque el recurso
a éstos proporciona una buena imagen del significado de las con-

diciones que se obtendrfan.

Con el fin de dar mayor manejabilidad a la condicidn (89)

A A2z
consideraremos no los limites en los cocientes (x-%)/||x-%||,
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gino en los cocientes:

N A

(90) _x_(ﬁ_LGL_E ,

cuando 6§ +0, es decir cuando & decrece a 0, con la propiedad
de que x(§) 6 C, para todo & en un intervalo(o,éo) y de manera

que el 1imite de (90) para & +0 exista.

Naturalmente, los vectores limites obtenidos de esta mane
ra incluirian a 1los vectores limites unitarios del tipo :(i),peto des
de este nuevo punto de vista nos ahorramos tener que restringir-
nos a vectores limite wunitarios, lo cual tendrd su importancia
en el as;ecto operativo y también para caracterizar con facili-
dad, desde algunos puntos de vista de interés, como el de la con

vexidad, el conjunto de vectores limite que vamos a utilizar en

cada caso.

Con estas modificaciones vamos a proponer, pues, un nuevo
Principio, del mismo tipo que el (8), pero relativo a los vecto-
res limite de los cocientes (x(§) - %)/6, en vez de a los ;—%,
mediante el cual generaremos las condiciones necesarias de optima
lidad en el caso diferenciable, al igual que hicimos con el (8)

respecto al caso convexo. Este es el siguiente:

(91) TEOREMA (Principio de la Proyeccidn Maximal Tangencial)

-~
Sea C un subconjunto cerrado de puntos x de R N

A
no necesariamente convexo. Supongamos que ¥Xx 6 C, existe un

conjunto de vectores L% definido de la siguiente manera:

02 g =twer™ /he (T er™ /3 - 1in ﬂﬁg‘—*}},
540
x(§)6C

(obsérvese que Lg no tendria por qué coincidir con el conjunto
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de vectores limite de los cocientes (;(6) - X) /6), el cual es
convexo, e incluye el vector 0 (que se obtendria haciendo

~ 2 a

x(8§) = X, ¥§ > 0). Entonces, si ; pertenece a la frontera

inferior de C respecto a la primera coordenada de sus puntos,

: . b - = - n+l
X , O bien existe un vector n = (n_,N;s.-.,n.) ¥ 0, de R .
o o’''l n
tal que:
o -~ -~
(93) n.w<90;: Vv 6 L ,
x

- ; . . —(k
y con 7, < 0, o bien existe una sucesidn de puntos x( ’

X 6 R, pertenecientes a C, y una sucesidn de vectores ﬁ(k 40,

de Rn+l, tales que:

(94) ntk

W < 03 WOE Lagy o y V¥k6N; n <0,
X
~ s
y tal que: lim x(k = X.
k
DEMOSTRACION.

2~ - = —
Supongamos que Xx = (xo,xl,...,xn)‘ pertenece a la fron
tera del conjunto C respecto a la primera coordenada de sus

puntos y que no existe un vector ﬁ $ 0 tal que:
n.w < 0; ¥w 6 Lz,

con ﬁo < 0.

Como L~ es convexo por hipdtesis, se sigue de ello que
X
existe un vector w de La en cada direccién del espacio eucli
+1 x
n - . PP N + 2
deo R . En efecto, 8i no fuera asi existiria una direccidn
del espacio representada por el vector unitario &, tal que re

no perteneceria a L~ para cualquier ) > 0. Esto es lo mismo
X

a s
que afirmar que x seria un punto frontera del conjunto convexo:

ve=(zer™ /2=2+%; we Lab

ya que, por hipdtesis, 0 6 La .
b
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Se seguiria entonces, por el razonamiento aplicado en la
demostracidon del Teorema (8), que existiria un vector ﬁ 4 0,
tal que:

n.(x-%) = e < 03 V;GL%,
y ademds, de que i pertenece a la frontera inferior de C res
pecto a x, se deducird que la primera coordenada de vector a
podria seleccionarse de manera que n, £ 0 pues en otro caso el
rayo que parte de % en la direccidn (-1,0,...,0)' estaria
contenido, salvo %, en el interior de V, 1lo que contradiria
~

la suposicidn anterior. Se deduce por lo tanto que la no existencia de n,

con n_ < 0, implica la existencia de vectores v de L~ en

o X

todas las direcciones del espacio.
k3 - A
En particular, entonces, existiria un W 6 L., en la di-
: X
reccidn (-1,0,...,0)', de lo que se deduce que, para 60 >0
A

suficientemente pequefio, existird una coleccidn de puntos x(§),

0 <8 <& , contenida en C, tal que:

Supongamos construida la sucesidn de conos convexos ce-
rrados y truncados {Hk}’ k 6 N, de vértices en el punto x, defi

nida de la siguiente manera:

~ n+l n - 2 - \2
M {x 6 R / jzl (xj—xj) < (xo-xo) /x para cada
x, fijo; ;o—l < x, < ;o}

A
Como x 6 M, ¥k 6 N, ningiin M es vacio.
Sea:
inf

= i 3 = A
& inf (xo 6R/ x (xo,xl,...,xn) ecn Mk}

Ya que C es cerrado y Mk compacto, C 0 Hk serid com
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pacto, de lo que se deduce que el Iinfimo infk se obtendria, pa
ra cada k 6 N, en un determinado punto de C, al menos, que
~(k

denominaremos x

(k

Entonces, existird un ko tal que X, > xa-l, ¥k > ko’
pues en otro caso se podria construir una subsucesidn {x(kr},
(k (ky _ =
r € R, de la {x' '}, de manera que X = x -1, ¥r 6N, de

la cual podria extraerse una subsucesidn convergente a un punto

A * - . _

x* 6 C, tal que xj - xj, j=1,2,...,n; y x: - xo—l, lo que
a

contradiria la suposicidn de que x es un punto de la frontera

x:k debe de ser

inferior de C respecto a Xg . (Obsérvese que

en cualquier caso distinto de ;0 ya que hay puntos de la coleccidn

x(8), 0 <6 < 60, interiores a M., cualquiera que sea k, y

con coordenada x| inferior a xo).

Ahora bien, si X, > x -1, se sigue que el conjunto Ik(k
X

no puede contener todas las direcciones posibles del espacio. En

flk

efecto, si fuera interior al cono truncado M es claro

k
que no habria ningiéin vector de La(k en la direccidn

x
(-1,0,...,0)' por la minimalidad %de xgk.

n
De la misma manera, si ;(k es tal que: Z (xgk—;.)z =
(k i=t )

(x(k -;O)Z/k, supuesto que ;o -1 < x - < ;o’ es ficil compro

o

bar tambi@n entonces que no puede haber ningiin vector de LA(k
x
en la direccién (-1,0,...,0)'. En efecto, en otro caso exiSti-

rian puntos de C interiores a M, con coordenada X, inferior

a xgk, lo que volveria a contradecir la minimalidad de xik.
Se sigue entonces de lo anterior que existen vectores de
", A tales que A0 y Ak .3 <o0, woeL (i ¥ VKew,
®
k >k .

Ademds, ya que Q(k pertenece a la frontera inferior del
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conjunto convexo:

Ger™ s3G5 6 L, o)
X

respecto a la coordenada xo. la aplicacibn del Teorema (8) mues

tra que nék <0, ¥k > ko.

Haciendo pues k + = se puede extraer entonces de la su
.2 a(k s
cesgién {x '}, k 6 N, k > ko, una subsucesidn convergente a un

punto del segmento:

(Fer™ /2 =%+ -G -1LE,..L7 ) 0 <A < 1),

~
que no puede ser otro que x, pues en otro caso se contradiria

la minimalidad de ;o'

Esto completa la demostracidn del Teorema.

La aplicacidn del Principio (91), en lo que a esta memoria
concierne, se referird a los conjuntos C relativos a los Proble
mas (17) y (56), dados respectivamente por (18) y (57), aunque po
dria pensarse en su aplicacidn productiva a otros tipos de proble

mas.

En cuanto al enunciado del Teorema (91), algunos ejemplos

mostraran la conveniencia de algunas de sus afirmaciones.

En efecto, 8i consideramos en Rz el conjunto de puntos

definido de la siguiente manera:

2

—
{(xl,xz) 6 R” / l-(x1-2k)2 + xy > 0; para

2k-1 < x, < 2k+l, k 6 N},

1
se observard que dicho conjunto incluye algunos puntos, tal como

por ejemplo el (1,0), los cuales pertenecen a la frontera infe-
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rior del conjunto respecto a la coordenada Xy, Pero con respec
to a los que se pueden definir conjuntos convexos del tipo 1%
=

que continen vectores en todas las direcciones del plano.

Esto demuestra que, en las hipStesis del Teorema, no se

a
puede esperar concluir que todo punto frontera X es tal que

A

N - -
existe algin vector n # 0, con: n.w <0, %W 6L.., Sin
X

embargo, como se comprueba en.el ejemplo, si puede construirse

~(k

una sucesgidn de puntos x convergente al punto en cuestidn, en

este caso el (1,0), de manera que sus correspondientes LA(k con
x

vexos son tales que existen vectores ﬁ(k # 0 de manera que

Ak Ld <o, W 6L ¥y ¥kG6 W
x

En cuanto a la necesidad de exigir que el conjunto C sea
cerrado, ésto es del todo evidente si se considera, por ejemplo,

el caso del punto (0,0) en el conjunto:

2
2

bierto entre el punto (0,0) y el (0,-1) que incluye a-{0,0)}

{(xl,xz) 6 Rz / xf + x5, <1, exceptuando el segmento semia-

En este ejemplo el punto (0,0) pertenece a la frontera inferior
respecto de Xy del conjunto anterior, pero se pueden definir
conjuntos Lo tales que contengan todas las direcciones del pla
no cualquiera que sea el punto x del conjunto. Esto demuestra,
pues, que la condicidn de exigir que el conjunto C sea cerrado

en el enunciado del Teorema (91) no es superflua.

Este Principio (91) aparece mds o menos encubierto en los
autdres sobre Teoria del Control Optimo, y, sobre todo, en lo
que se refiere a la demostracidn del Principio de MAximo de Pon-
tryagin. En los problemas de Programacién No Lineal con diferen-
ciabilidad, de los cuales nos vamos a ocupar a continuacidn, su

exposicidn es menos evidente. (Sobre la conexidn del Principio
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(91) y los desarrollos tradicionales nos remitimos a la Nota 7).

La diferencia fundamental entre el Principio (91) y el (8)
es la de que el primero es una condicién local, mientras que el
segundo es una condicién global, como se deduce de que, mientras
que en el segundo se afirmaba la existencia de un ﬁ $ 0, tal
que ﬁ .(;-%) < 0 para el X &dptimo, en el primero la desigual
dad anterior queda reducida a la de que:

lim ﬁ (;—M)goz

540 s .w < 0, para v € L;

o
T

Las consecuencias de la diferencia anterior en el caso dindmico
continuo se reflejaran en que la sola aplicacidn del Principio
(91) no identificaria a la funcidn ﬁ(t), t, St <t;, queca
racteriza al problema, nada mas que localmente. Sin embargo, como
mis adelante-veremos, las hipotesis usuales sobre las fun
ciones fi que caracterizan el Problema (56), y en particular la
existencia de derivadas parciales continuas con respecto a ;,

permiten deducir determinadas reglas a las que se ajusta el com-

portamiento de la funcién f(t). (Vease la Nota 7 bis)

Vamos a abordar a continuacidn la aplicacidn del Principio
(91) al primero de los dos problemas que nos interesa investigar
aqui, el Problema (17), lo que nos permitird obtener una condi-

cidn necesaria de optimalidad.

(95) TEOREMA.
Consideremos el Problema (17) que volvemos a plantear aqui:
(96) min x = fo(u)
sujeto a:
x = -f(u)y u6 Ny x 666G,

siendo G el conjunto:
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{x ¢ R™ / x > 0},

y Q un subconjunto abierto de RrR".

(No supondremos ahora la convexidad de Q ni de las fi).

Entonces, si u 6 § es una solucidn del Problema (96) y

E = (fo’fl""’fn)' es diferenciable con derivadas parciales con
— .Y — - p—

tinuas en un entorno de u, existe un vector n -(no,nl,...,nn) -

A

= (M,,M #0, T >0, tal que:
(97) n, VE (u) +n VE(u) =05y

(98) n. £(u) =0,

en donde:
af , af . of
i

(99) VELW) = Ggh s gar e udeeg 0 170,1,2,..00m,
1 2 m
y
Ve, (u)
_ vE, (u)

(100) VE(u) =

vfn(ﬁ)
DEMOSTRACION.

Si u es una solucidn del Problema (96) también serd so

lucidn del siguiente problema equivalente:

(101) min x = fo(u)

sujeto a:

x; = -(fi(u) + u ) i=1,2,,..,n,

+i

con u 6 Q, (um+1,um+2,...,um+n) perteneciente al sub
conjunto de R" tal que um+i >0, i=1,2,...,nm, y x 6 G*, en
donde:

¢t = {x 6 R" / x = 0}
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Denotemos .

“v
u = (o, “2""’“m+n)

N
x; = 8 (u) , i = 0,1,2,...,n

En efecto la equivalencia de los dos problemas en cuanto a -
su solucién en lo que concierne a los’uj. j=132,...,m, se deduce
de que para cada ue@® que verifique f (u)<0 existe un U tal que -

fi (u) + v =0, i=1,2,...,n y viceversa.

+1i

Consideremos, pues, esta segunda versidn del problema. Como
Q es abierto y dYen se puede determinar una bola cerrada de centro
u y radio estrictamente positivo en'mm, que denotaremos por B, la
cual est@ totalmente contenida en Q@ y en el entorno de ¥ en el que
; es diferenciable con continuidad.

Entonces, el conjunto definido de la siguiente manera:

(102) = {xe m“+l/ x= g(a); ueB ;3 u , .>0, i= 1,2,...,n}.

mti

A

es un conjunto cerrado en el que el asociado al x es un punto de

1a frontera inferior respecto a la coordenada LI

A(k

Efectivamente, si x', ke N, es una sucesidn convergente a

~k

x , contenida en ¢, se verificaréa:

;(k vk

= g( )

(k

para algfin u perteneciente al conjunto compacto de mm+ dado por

(103)B x {(“m+l"“’“m+n)/ Uiz 0, i= 1,2,...n}.

Se podrd, por lo tanto extraer una subsucesidn convergente de

(k (k_ *

a(k
u .,

n
la u ', que volveremos a denotar por u tal que lim 3
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Entonces, de la continuidad de g se deduce:
A* -~ -~ ~ '\l
x = lim x ko g (lim E(k) = g (u*) € C
En adelante restringiremos 3 al conjunto (103). Si u es solu
" }

cidén de (96) también lo serd u = (;l.ak,...,u ), con ;;+i=-fi(i)’

m+n
para i= 1,2,...n, del problema modificado con la restriccidn adicip

nal de pertenecer al conjunto (103)

Estariamos pues en condiciones de aplicar el Principio (91)
al problema restringido tomando, en un principio, como conjunto C

el dado por (102).

Para cada 4 perteneciente al conjunto (103) con (ul, Uyseons

um) perteneciente al interior de B y u s 0, con ieN en donde -

+ 2’

por N, denotamos el subconjunto de iIndices de {1,2,...,n} tal que

2

= 0, si ieN

LI se podria generar en cada correspondiente x de

2’

el siguiente conjunto convexo de vectores tangentes.

(104) L3 = (we R" 1 /u =2 39g(¥) +1,35(H) +...4r, 25(H) |
3“1 au2 3um+n ’

con Aj arbitrario, j = 1,2,...m;szp si j-me Nl ij arbitrario, si
j-me N2, en donde por Nl denotamos el complementario de Nz).

Ahora bien, habria ciertas dificultades en definir conos con

»~
vesos de vectores tangentes del tipo anterior em puntos x de Ctales

n
que para el u correspondiente se verificara que algfin uj, con l<j<n,

perteneciera a la frontera de B, o bien que u_,.=0, para algfin ieN

mti 2.

(r

Supongamos en primer lugar que para una sucesidén de bolas B

(

del tipo anterior con radios T 0 se verifica que B rn(ue mmlf(u)=

~ —
= f(u); u¥u) es vacio si r>r , para un determinado r .
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Por otra parte de que fi(ﬁ) < 0, para i6 N2 se seguiria en
~
tpnces que x tal que L < 0, para i6 N2 8i perteneciera a un en--

~
torno de x de didmetro suficientemente pequefio.

Es facil comprobar entonces que restringiendo las m prime-
ras coordenadas '1\1' adiéhabola se obtendrfa un conjunto en el que el punto

de coordenadas xiﬂ—-fi (u)+un+i,i=1,2,..., n, x = fo(u) que ven-

drfa dado por g(u)perteneceria a su frontera inferior respecto a

su coordenada x,s que serfa cerrado, y con la propiedad de que

si x(k*g(g(k) -+ g(ﬁ) entonces se podria seleccionar una subsuce-

sién de manera que los correspondientes g(k = ;k,..,u;:n

(uik...,u ),

fueran tales que"(ut,...,uik) fuera interior a la bola de radio
T y u§:i> 0 para todo k y todo ieN

T 2°
o

~
Se seguiria de ello que en todo punto x de interés de es
te conjunto C se podria definir un cono convexo de vectores tan-

gentes del tipo (104).

De 1la aplicacidén de (91) se deduce entonces que, o bien

~ ~ ~
existe un n* # O0,tal que n* & < 0, para todo weLa o , con n* <0
¥ <

~
o existe una sucesidn de puntos x(k, kelN, y una sucesién de --

vectores n(k, n(k ¥ 0, para todo kel , tales que:

n(k w < 0; para todo weL {k y todo keN
~ ~ X
ngk <0; y lim x(k = g(%)

Denotemos por g(k = (u(k,.) a los o tales que x(k=g(3(k).

Entonces, de la arbitrariedad de los Aj para j = 1,2,..,m
6 j = m+i con ieNZ, se sigue que:
ntkoag @ o
’
du .
J

jo=1,2,...,m
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y: n(k Qg(x(k) - -nik = 0; para ieNz
du.
J

De las filtimas igualdades se deduce que
n® e w® <o

Por otra parte, para j = m+i, con ich, tenemos:

n ™), e @™, ..., 38@®) =0
du du du
1 2 m
afo culk
Ahora ——%ﬁg——l
i
g (3% - 5 §= 1,2,...,m
du, (k
J 3f(u'’)
Buj

Se obtendria entonces:

Al v @®oa®ove iy -0
Seleccionando sendas subsucesiones convergentes de lav$k, la
cual podemos suponer normalizada, y de 1la ﬁ(k, con limites:
lim ;(k = a*, y necesariamente: lim g(k = (;1':2""’;;+n)’ ten -

dremos, debido a la continuidad de los gradientes que:

* Ve (w *ve (3
n, fo(u) -n (u) 0

con:

IA
o

= 0, para los fndices i tales que fi (W< 0

* MHe* O ®

n. > 0, para los Indices i tales que fi () =0

.

~
que es lo mismo que se obtiene si no se determinara el vector n*

-
. . k. . .
mediante la sucesidn x( sino directamente a partir del cono -

N
Lg(u)
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En definitiva, poniendo:

= - nk i

no n ;

ﬁ = n* :
tenemos:

n, Vfo (u) + n VE (u) =0

f(u) =0

=11

0.

30

(Mgon)>
Solo queda entonces por discutir el caso en que para todo
T en un intervalo (O,To) y cada bola B de radio T exista un punto

u = (u;, uy,...,u ) de B distinto del u tal que f(u) = f(u).

Considerando, pues, de nuevo el conjunto {ueR™ /f(u)=£(u)ufu}

y su interseccifn con una sucesidn decreciente de bolas de radio L

A

No seria pues dificil demostrar que si f(u

(r

(r)

A—
= f(u) para
todo r6WN , en donde cada u perteneceria a la frontera de la co-
rrespondiente bola B(r entonces necesariamente habria de existir
una combinacidén 1ineal no trivial entre las columnas de la matriz
A—
V £(u).
- . . (r - (r -
En efecto, bastaria considerar la sucesidn (u' -u)/|lu' -u]]|
y seleccionar de ella una subsucesidn convergente a un determinado

vector de médulo unitario que denominaremos ¥, lo cual siempre es

posible.

Entonces, de que: (u(r—ﬁ) = w.]lu(r-ﬁll + o(||u(r-ﬁ||) es
ficil comprobar que tendrfa que ser: V ;(G)w = 0. Ahora bien, si
por ejemplo wi* # 0, podriamos repetir el razonamiento anterior -
con u,, = Gi*’ ya que la existencia de un % en ese caso, tal que
su producto escala con cualquier a?/aui, i#i*, se anulara podria
extenderse inmediatamente al i*. Sin perdida de generalidad podrfa
mos suponer por consiguiente que no existe ninguna combinacidn 11
neal entre las columnas de V;(G) de lo que se seguirfia que para -

(r

alglin r no existiria ningun u6 B ' , ufu, tal que f(u) = f(u).
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Ademds de que X es tal que x> 0, si ieNZ, todavia podria seguir
suponiéndose que Aj seria arbitrario, si j—meNz.
Asi podrian garantizarse conos convexos de vectores tangen -

tes en cada punto x del tipo (104) y por lo tanto valdrian los re-

sultados establecidos antes.

El resultado del Teorema (95) puede ser mejorado en el senti
do de que se podria relajar las hipbtesis de la diferenciabilidad
con continuidad de f en u y dejarla solo en la diferenciabilidad de

a

f en u.

Por otra parte, con alguna restriccidn adicional se podria -

garantizar que R; 4 0.



El siguiente corolario ilustra esta Gltima observacidn:

(105) COROLARIO

En las mismas hipStesis del Teorema (95) si ademds supone

Car(Nj)

mos que no existe un vector Y 6 R Yy+0, Y>>0, tal

que: Y. VfI(F) = 0, en donde:
Car(Nl) = Cardinal de N, = n® de elementos de N,

VfI(E) - (Vfi(ﬁ))iGNl i N, = subconjunto de {1,2,...,n}

tal que i€ Nl = fi(—ﬁ) = 0,

entonces existe un vector ﬁ [} Rn, ﬁ >0, tal que:

(106) VE_(u) +n VE(w) = 0, y
(107) n . £(u) = 0.
DEMOSTRACION

~ ~ A
Sea nN* tal que Nh* > 0, n* 40, vy

ne VE (W) 4+ n* VE) = 0

. *
se sigue entonces que, o bien N* = 0, en cuyo caso no > 0,

o bien n* ¢ 0.

. : * -
Ahora bien, 8i en este segundo caso fuera n, = 0 tendria
mos:

n*ve(m) = n* Ve (u) = o,

1
. %* (*) * —0 d P
con: n, n;dign.» Ya que n;, =0, en donde:

* *
nrr T M) ien, -

2
* ;e * c e
Como N # 0 se seguiria que ng # 0 lo que contradiria

la hipdtesis de no existencia del vector Y del enunciado.

Por tanto, alin en este segundo caso deberia de ser



*
ng * 0.
Para completar la demostracidn del corolario basta esco

ger, pues:

La condicidn de no existencia de un Yy > 0, Yy # 0 tal
que lef(ﬁ) = 0 estd en la linea de lo que en la Programacidn
No Lineal se denomina una "restriccidn cualificada", las cuales

se proponen para garantizar que Ho ¥ 0.

No obstante ninguna de las restricciones cualificadas
que se consideran normalmente coincide con &sta (véase la Nota
8).

A continuacidn vamos a presentar una demostracidn de los
resultados (97) y (98) del Teorema (95) que tiene interés porque
se emplea en ella una metodologia diferente a la demostracidn an

terior, que no incluye la aplicacidn del Principio (91).

Esta nueva demostracidn se basa exclusivamente en el "Teo
rema de la Funcidn Inversa" para funciones vectoriales de varias

variables.

(108) PROPOSICION

En las mismas hipStesis del Teorema (95) se verifican

~

(97) y (98) para algiin vector n # O.

DEMOSTRACION
Consideremos el siguiente problema ampliado:
min x = fo(u)

sujeto a:
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X, = - (fi(u) + u2

i m+i)' i=1,2,...,n,

mn

(109) con u €6 R R ; arbitrario, i=1,2,...,n,

Ymt+i

y X 6 G*, en donde:
¢* = {x ¢ ”R" / x =0},

Denotemos:

)

~
u = S
(ul’u2’ *Yntn

v 2

Bi(u) = -fi(u) - us g i=1,2,...,n
"N

g, (u) = £ (u)

Entonces, si X = £(u) es una solucidn del Problema (96), ﬁ,
a

definido de la siguiente manera: y = (u’um+l’um+2""'um+n

),

R R L )
con: Ui 4 (u N i=1,2,...,n

gserd una solucidn del Problema (109).

Denotemos por Vgi(ﬁ) los vectores gradientes de las
B i=0,1,2,...,n, en u, ¥y supongamos que son linealmente
independientes, pues en otro caso se seguiria que hay una com
binacién lineal no trivial entre los vectores Vgi(U),

i=0,1,2,...,n, y por lo tanto que se verifican (97) y (98).

Se puede completar entonces, supuesto m > 1, 1la fun-~
cidn vectorial ﬁ(u) con otras (m-1) componentes, para obte
ﬁer la funcién: g : Rm+n —_— Rm+", tal que exista la matriz
Jacobiana (m+n) x (m+n) Vg(u), en un entorno de u, y su de
terminante sea no nulo en dicho entorno. Basta para ello tener
en cuenta que de la continuidad de Vgi(u), i=0,1,2,...,n,
se deduce que no existird dependencia lineal entre los Vgi(u),

en un entorno de u, s8i no la habia en U, y que la matriz Ja

cobiana puede completarse, obviamente, con vectores fila:



Vgi(%), i=(m+l), (m+2),...., (m+n-1), que cumplan las condi

ciones requeridas.

(Si m =0, no hay restricciones en el Problema (109) y
la tesis de la Proposicidn (108) es evidentemente cierta sin
més que aplicar el Principio (91) a los vectores limite

(x,(8) = %) /68).

La aplicacidn entonces del "Teorema de la Funcidn Inver
sa" (Véase la Nota 9), permite deducir que existird un entorno

47
de u, Ev, tal que:
(M

B(E) = (X e R™" / %
u

es abierto.

: - ~ N -
Se sigue de ello que habia un entorno de g(u) obteni-
~ N
do con puntos de la forma g(u), para u 6 §§. Es decir que
~
X no seria un punto perteneciente a la frontera inferior con

respecto a X, del conjunto:

A n+l / x

c={x6R ; = 805 1=0,1,2,...,0; u & 0},

lo que impide su optimalidad contra lo supuesto.
Se deduce entonces que deberia existir una combinacidn
lineal no trivial entre los vectores Vgi(ﬁ), i=0,1,2,...,n,

de lo que se siguen (97) y (98).

Como hemos indicado antes el Teorema (95) se puede mejo
rar en el sentido de que basta con suponer la diferenciabilidad

de f en u y no la diferemciabilidad con continuidad.

Vamos a demostrar, en ese sentido, un teorema clisico en



Programacidn no lineal el cual, mediante la inclusidn de una

"restriccidn cualificada" adicional, concluye ademds que ﬁo #0.

Veamos antes cual es en términos precisos dicha restric-

cidén cualificada.

(110) DEFINICION
Sea § un subconjunto abierto de R" y f(u) una fun

cidn vectorial n-dimensional definida en Q.
Consideremos el conjunto:
(111) H=1{ueR"/ue€f; f(u) <o}

Entonces, se dice que f satisface la "restriccidn cua
lificada” de Kuhn-Tucker en el punto U del conjunto H si

f(u) es diferenciable en U y si para todo vector y 6 r™

tal que:

. VEL@ .y <0

en donde fI = (fi)iGNl’ con ie N, = fi(;) = 0, existe
una funcidn m-vectorial u(§) definida en: 0 < § < 1, tal

que: u(0) = u; u(s) 6 H, para 0 < 6§ <1, y u(d) es dife

renciable en 6 =0 verificandose:

Ly -,

para algiin a > 0.

Estamos ya en condiciones de probar el siguiente teorema:

(112) TEOREMA (de Kuhn-Tucker)

Consideremos el Problema (96) y sea x = £(¥) una solu

Entonces, si fo(") es diferenciable en u y se veri-
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fica la restriccidén cualificada de Kuhn-Tucker para f(u) en u
A
se puede concluir que existe un vector N >0 que verifica

(106) y (107).

DEMOSTRACION.

Si u es una solucidn del Problema (96) tendremos:
£, < £ (w)
para todo u 6 H.
Ahora, ya que se verifica la restriccidn cualificada de
Kuhn-Tucker, para cada vector ¢ tal que VfI(H).w < 0 existe

una funcidn u(8) tal que du(0)/dé = a.y, con a > O.

Consideremos entonces los limites, cuando & 40, en las

expresiones:

£,(u(8)) - £ (@)
3

(>0, ¥9),

los cuales existir@n por ser fo diferenciable en u, para ca
da .

Se obtiene entonces, por la regla de la cadena, que:

VE (W)W <0 == VE (u).(ad) > 0 => Vi _(u).¥ >0

El anterior resultado puede expreaarse también diciendo

que la solucidn del siguiente problema de Programacidn Lineal:

mzx —Vfo(;) .Y

sujeto a:
(113) VEL(u).¥ <0
¥ arbitrario,

se obtiene para ¥ = 0.

Asi, el Problema (113) tiene solucidn finita de lo que se

deduce, teniendo en cuenta el Teorema (50) de la Dualidad en



Programacidén Lineal, que el problema dual del (113) dado por:

(114) min Y.0 (=0)

sujeto a:

Y VEL (@) = -VE_(u)
Y >0,

tiene solucidn.

Esto equivale a afirmar que hay alguna solucidn factible
al conjunto de restricciones del Problema (114). Sea Yy una
de tales soluciones. Entonces, la conclusidn del Teorema sigue

pues sin mas que definir el vector n de 1la siguiente manera:

nl = ; >0,

Ny ™ 0,

de donde HI - (Hi)iGN .
1

La demostracidn del Teorema, que presenta algunas variacio
nes respecto a las demostraciones usuales en algunos textos (véa
se la Nota 10) permite hacer algunas observaciones interesantes.
Una de ellas es la de que si la restriccidén cualificada de Kuhn-
Tucker para la subfuncidn vectorial fI se pudiera aplicar a
cualquier otra subfuncidn vectorial de la f, el resultado se-

guiria siendo valido con las modificaciones consiguientes en la

definicidén del vector 7.

En cuanto a la relacién entre la restriccién cualificada
de Kuhn-Tucker y la condicidn de no existencia de un Yy > 0,
Yy # 0, tal que: Yy VfI(;) = 0, vamos a ver que la primera no

implica la segunda.
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En efecto, consideremos por ejemplo el siguiente problema:

(115) min fo(u) = u, +u

1 2’

sujeto a:
fl(u) = u, -u, < 0
£,(u) = -u; +uy, < 0

f3(U)

L}
|
[
A
Lo
L]
E

. o
con solucidn: u = ().

Los vectores gradientes emn u son:

Vfl(ﬁ) = (1,-1)

sz(:) (-1,1)

Vfa(;) = (-1,0)

y:
1 -1
VfI(u) = -1 1
-1 0

En este caso, mientras que la restriccidn cualificada de

Kuhn-Tucker se cumple, es decir que se puede definir una funcidn
du(0)

u(6) tal que £(u(8)) <0, 0<6 <1, y 3 = ay, para
todo vector = ( 1) tal que:
2!
1 -1 0 )
¥
~1 1 v o1,
-1 o 2 0

es decir wl = Wz > 0, existe un vector Y = (1,1,0), tal que:

1 -1
Y VfI(E) = (1,1,0) -1 1 = (0,0)
-1 0)

Por supuesto, aunque exista tal vector, el cumplimiento de
la restriccidn cualificada permite garantizar la existencia de

un vector 10 = (31,32,33), tal que:
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1 -1
(1,1) + (ny,n,,my) |-1 1] = (0,0)
-1 0
(Este petfa el dado por : npo=2; m, =13 ny=2).

Del ejemplo anterior se sigue que no cabe esperar que, por
el hecho de que exista el y > 0, Y # 0 tal que nyI(K) = 0,
haya de ser Eo = 0 en el Teorema (95). Queda pues bien claro
que la condicidn del Corolario (105) es una condicidn suficiente

y no necesaria, para garantizar la positividad del ;o'

Lo mismo se puede decir de la restriccidn cualificada de
Kuhn-Tucker, El siguiente ejemplo ilustra esta afirmacidn:
. 2
min f_(u) = uj

sujeto a:

2 2 2
£,(u) = u] +uy <0, =R,
con solucidén u = (2).

En este problema no se verifica la restriccidn calificada porque

mientras que el conjunto de vectores § viene definido por:
~ vy
VEL (D) b = (0,00 () <0
2
el conjunto H se reduce al finico punto (:).

Por otra parte, de que VfI(;) = (0,0) se deduce que exis
tird un Yy >0 tal que vy VfI(;) = (0,0). Asi, tampoco se cum

ple la restriccidén del Corolario (105).
Sin embargo se puede seleccionar un vector ﬁ > 0 tal que:

noVE (@) = -VE (W),

pues basta tomar n = 0.

Con estos ejemplos terminamos la discusidn del caso estdti
co diferenciable. En la siguiente seccidn iniciaremos el estudio

del caso dindmico diferenciable.
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2. EL CASO DINAMICO DIFERENCIABLE

En esta seccidn nos vamos a ocupar de la aplicacidn del
Principio (91) para obtener las condiciones necesarias de optima

lidad en el Problema (56) que volvemos a establecer aqui:

t
1
(116) min xo(g) = I fo(x,u,t)dt
to
sujeto a:
t
x(t) = I f(x,u,s8)ds + x(to); ¥t 6 [to,tl]
t
o
x(t) 6 R"

u(t) 6 ¢ R, ¥t 6 [t ,t]; u(.) 6a
n
x(t ) 6 G, =R

x(t;) 6 G <Rr"

1

en donde A es una determinada clase de funciones.

Las integrales se entenderan en el sentido de Lebesgue y
todas las operaciones matemidticas planteadas se suponen implici
tamente realizables.

En principio, el conjunto C a considerar en este proble

ma es el siguiente:
t

1
(117) ¢ ={fe v / 3 - I F(x(t),u(t),t)dt + [x("t )];
t o
t

x(t) = J f(x(s),u(s),s)ds + x(to), u(t) 6 Q,

t
o

ve 6 [e ,e.7;

u(.) 6 4, t_,t;, 6R, t; >t , x(t)) 6 G}

1

Se trata pues de caracterizar los puntos de la frontera inferior
del anterior conjunto respecto a la coordenada X, para determi
narAluego el Sptimo seleccionando aquellos que verifican las con
dicidn x(tl) €G-

Una primera observacidn a hacer sobre el Problema (116)



es la de que mediante la introduccidn de la variable x (t) de

n+1
finida en [to‘tl] de 1la siguiente manera:
t
xn+1(t) - J ds
t
[
el problema se puede volver a plantear haciendo desaparecer el ar

gumento t de la funcidn ?, cuyos Gnicos argumentos serian ahora

- 1]
el vector (xo,xl,...,xn,xn+l), y el vector u = (“l’u2""’um) .

Cuando el problema se plantea en términos en los que la va-
riable t no aparece explicitamente se convierte en uno "autdnomo"
es decir invariante a las traslaciones en el tiempo en los argumen

tos de las funciones xi(t) y nj(t).

Segiin acabamos de mostrar, pues, basta discutir el caso

autdnomo del cual el general se seguiria como corolario.

Otra obéervaciGn a hacer se refiere a la arbitrariedad de
los dos pardmetros to y tl. En principio estos dos niimeros in-
crementan el nimero de incdgnitas del problema. Ahora bien, pues
to que suponemos que ninguno de los conjuntos , Go y Gl depen
den de t, en el caso de problemas autdnomos podemos suponer que
t, es fijo. En cuanto a t puede considerarse una incdgnita mas
del problema. Esto no excluye aquellos casos en los que t, es
fijo. En efecto, bastard afiadir una nueva variable mas al proble-
ma definida como idénticamente igual al tiempo, o sea igual que
antes: xn+l(t) = t, e incrementar en una dimensidn mas los con-
juntos Go y Gl’ en el primer caso para recoger que xn+l(to) =t,
y en el segundo que xn+l(tl) debe de ser un determinado valor fi
jo.

Otra situacidn que en principio no quedaria recogida en el

anterior esquema pero para la cual se generan con facilidad condi

ciones necesarias de optimalidad como un corolario de la situacidn



que investigaremos aqui es la que se refiere al caso en que alguno
de 1los ty 5 t, 6 ambos, sean infinitos. En ese caso el Problema
(116) se plantearia directamente con esas condiciones en el inter
valo (to,tl) que correspondiera y la misma metodologia que em-
plearemos aqui permitiria obtener las condiciones necesarias de
optimalidad. En el caso de que alguno de los limites de integra-
cidn fuera infinito habria que asegurarse de la existencia de las
correspondientes integrales mediante unas adecuadas restricciones
en f y A. Por lo que respecta al conjunto Q de valores de las
funciones de control este podrd ser cualquier subconjunto arbitra
rio de Rm, no necesariamente convexo ni compacto. Pero lo que

si supondremos es que es un conjunto independiente de t.

Los otros dos conjuntos Go y G que restringen respecti-

1
vamente los valores de la variable x(t) en los instantes t,y
tl se supone que verifican unas ciertas condiciones de regulari

dad a efectos de poder caracterizar los valores Sptimos. Estas
condiciones se concretan en que se suponen "variedades diferencia

les"

que pueden definirse mediante un sistema de n—Fi, i=0,1,

. n : : : .
ecuaciones en R, siendo Pi la dimensién de cada variedad, de
finidas por funciones diferenciables con continuidad en un abier-

to que contenga a la variedad y matriz Jacobiana de determinante

no nulo en cada punto de la variedad (Ver Nota 11).

En las condiciones anteriores la trayectoria §ptima entre
los puntos x(to) y x(tl) pertenecientes a las variedades G, ¥
G1 se caracterizarfia por verificar unas determinadas '"condicio-
nes de transversalidad" en cada uno de esos puntos. Esto es, con
mds precisidn, si denominamos T,y T, a los planos tangentes a
las variedades G0 y G1 en x(to) y x(tl) de dimensiones respec

tivas TO y Fl, es decir a la interseccidn de los hiperplanos tan
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gentes a las hipersuperficies dadas por cada una de las ecuacio-
nes, en cada caso, las condiciones de transversalidad se traducen
en que una determinada funci8n vectorial temporal: n(t) =

= (nl(t),nz(t),...,nn(t)), definida en t, <t < t;, que juega
un papel similar a los multiplicadores en el caso discreto y cu-
ya caracterizacién y obtencidn se estudiaran en detalle mds ade-
lante, sea "ortogonal”, para’ t=t y t =ty al correspondien
te plano tangente. Esto es, para todo vector 6 -(91,62,...,6n) i

perteneciente a To habria de ser n(to).e = 0, y lo mismo pa-

' ra Tl'

Nosotros no nos ocuparemos de este problema y resolveremos
88lo el caso relativo a extremos dados por sendos puntos x(° y x(l
ya que nuestro objetivo no es el andlisis exhaustivo de todos los
casos sino la investigacidn de como unos pocos principios fundamen
tales permiten deducir los resultados que estan en la base de la

resolucidn de los problemas de optimizacidn.

El problema a estudiar serd por lo tanto la versidn autdno

ma del (116) con G_ = =} y 6, = =,

Como clase A de funciones, la cual denominaremos '"clase
de los controles admisibles"™, escogeremos la caracterizada por

las tres siguientes propiedades:

(118) (i) Todos los controles wu(t), t, <t < t,, se supondridn
Tty

medibles y acotados.

(ii) si wu(t), t,<t<t,, es un control admisible, w
es un punto arbitrario de Q y t' y t" sgon niimeros tales que
t, < t' < t" < t;» el control u#(t), t, <t <t,, definido

por la férmula:



u(t) si t,o<t <!
u#(t) = © si t' <t < t"
u(t) si th <t <y

es también admisible (si alguno de los subintervalos fuera vacio

no se aplicaria la definicidn correspondiente).

(iii) Si el intervalo t_< t < t se particiona por medio

o 1

de puntos de subdivisifén en un nfimero finito de subintervalos en
cada uno de los cuales el control u(t) es admisble entonces es
te control es también admisible en el intervalo completo

t, sttt Un control obtenido a partir de un control admisi-~

x
ble u(t), t <t <t;, por una traslacidén en el tiempo, es de
cir el control: u#(t) = u(t-a), to+u <t < t1+u, es también

admisible.

A las anteriores propiedades ya nos hemos referido antes

cuando analizamos el caso dindmico continuo convexo.

(119) Estableceremos a continuacidn las propiedades a exigir a
la funcién f. .Estas serdn las de que las funciones fo(x,u),
fl(x,u),...,fn(x,u), sean continuas con respecto a sus dos argu
mentos X y u en el espacio producto R"x 0 y ademds posean de
rivadas parciales continuas con respecto a las X i=1,2,...,n,

en Rn xQ.

El que se admita la existencia y continuidad de las deriva
ias parciales permitirfa, ademas de garantizar la existenciay unici
dad de 1as soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales con valor
inicial dado permitirfa caracterizar el intervalo toitit‘ al vector de

multiplicadores n(t), el cual, con solo la aplicacidn de resultados
del tipo (91), quedarfa solo determinado en t&rminos de los vecto

res tangenciales en cada punto de la trayectoria dptima.
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No entramos aqui en la discusidn de otras condiciones que
podrian proponerse para garantizar la existencia y unici
dad de soluciones de la ecuacidn integral de (116). (Ver Nota 12).
No hay que perder de vista que el problema de la determinacidn de
condiciones necesarias en la teoria de la optimizacidn arranca de
la suposicifn de la existencia de una solucidn que cumple las con
diciones requeridas, y no antes. Asi, las condiciones expuestas

cumplen el objetivo de limitar la posible gama de
soluciones alternativas adicionales mas que con el fin de garanti
zar la existencia de alguna solucidn, ademé@s de permitir las mani .
pulécioned que ese precisan para establecer las condiciones busca-

das,

Vamos a obtener a continuacidn una condicidn necesaria de
optimalidad para el Problema (l116) en las condiciones dadas. Nues
tro objetivo no es tanto el propio resultado, que no es otro que
el Principio de Mé&ximo de Pontryaguin, sino el mostrar de que ma

nera se puede obtener a partir del Principio (91).

Como primer paso vamos a establecer aqui un resultado que

ya se comentd antes al estudiar el caso dindmico continuo convexo.

(120) LEMA (Principio de Evolucidén Optima)

Supongamos que %(t) - (xo(t),xl(t),...,xn(t))', con
t, St <t,, es una trayectoria Sptima para el Problema (116)
en su versidn autdnoma, con Gy = (x(%, y las condi
ciones (118) y (119). Entonces, para cada ¢t 6 [to,tl] el punto

ES . . .
x(t) pertenece a la frontera inferior, respecto a su primera coor

denada, del conjunto C dado por (117).

DEMOSTRACION.
Bagta reproducir la discusidén de la primera parte de la de

mostracidn del Teorema (79). El que no se pueda asegurar ahora que



C sea convexo y cerrado es irrelevante en la obtencidén del restl

tado propuesto.

Recordamos ahora que el punto t en el intervalo (a,b)
se denomina un "punto regular" de la funcidn medible wu(t) si se

verifica la relacidn:

-1
: m(u " (E) )
1lim w (D 1,
m(I) +0

para todo entorno E C f de wu(t).

En la expresidn anterior u_l(E) denota el conjunto de pun

tos s del intervalo (a,b) tales que u(s) 6 E, mientras que I
denota un intervalo arbitrario que contenga a t y m(.) repre-

senta la medida de Lebesgue del conjunto correspondiente.

Se puede demostrar (véase la Nota 13) que el conjunto de
los puntos regulares de cualquier funcidn medible arbitraria en
el intervalo (a,b) tiene medida igual a (b-a), es decir, que

"casi todos" los puntos del intervalo (a,b) serdn puntos regu-

lares para la funcidn wu(t).

Ademas, si g(s,u(s)) es una funcidn real y continua de
las dos variables s 6 (a,b) y u €6, y u(s), a < s < b, es
una funcidn medible y acotada con recorrido en £, entonces, si

z es un punto regular para u(s) se verifica la relacidn:
z+626

(121) g(s,u(s))ds = 6(0,-6,) g(z,u(z)) + °(6)
z+916

en donde 8, y 6, son niimeros reales arbitrarios, § es un nd

mero positivo suficientemente pequefio (para que quede garantizada

la definicidn del integrando), y o0(8) es un infinitésimo de un

orden mayor que &, es decir:
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lim iigl =0
5+ 0

La integral de (121) se entiende en el sentido de Lebesgue.

A
Supongamos ahora que Xx(s8), para t, <8 < t;, es unatra

yectoria Sptima para el Problema (116) en las condiciones dadas,
con control correspondiente u(s), y sea x(t) un punto de dicha

trayectoria. '

Vamos a construir progresivamente un cono convexo asociado
a dicho punto el cual desempefiard un papel fundamental en la deduc

cién de las condiciones necesarias de optimalidad.

Sean AI,AZ,...,A , una coleccidn de niimeros no negativos

9
y 6 > 0.

Definamos la funcifn de control constante a trozos u6(s)
en el intervalo 0 < s < [ E AiJG, de la siguiente manera:

i=1 :
(i i-1 i
ug(s) =u'* e, para [J r.]J6<s <[] a.]6
8 j=1 37 7 jer 3

si i=2,3,....,(q-1).

. € 02, para 0 < s < A8

( as! |
=u'%en, para [ I x.]s <8< { g A.]G
i=1 i=1

(Obsérvese que definimos la funcidn continua por la izquierda al
contrario de lo que hemos hecho en ocasiones anteriores. De cual
quier manera la definicién de la funcidn de control en los puntos

de discontinuidad es irrelevante).

Denotemos por ;;(s) la trayectoria cuando se aplica la

. . PP -~
funcidn de control anterior con estado inicial *x(t), para

0 <s < [‘f Als.

i=1
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Tenemos: [ E A ]6
i=1 7t

;3([121 218 - X(o) = L £(x5(s),us(8))ds =

XIG Xl+lz)6
- I f(x*(s),us(s))ds + I E(;;(e),ua(s))ds e
o A, '
1
[ E 2,18
i=1 . ny
PO I f(xG(s),uG(s))ds
q-1
L1 xle
i=1

Ahora bien, podemos aplicar la férmula (121) para evaluar
cada una de las integrales anteriores ya que las subfunciones de

i-1 i
la ug(s) definidas en los intervalos: (1 AJ]G <s <[] XjJG,
3=1 i=1

se pueden prolongar por la izquierda haciendolas igual al corres
pondi?nte u(i para s < [\x Aj]S, de manera que los puntos:
s = [lil Aj]ﬁ, para 1i=2,3,...,q, y 8 =0, reéultarian ser pun
tos rigilares de las funciones ampliadas, y ademds la funcidn

Ak . A . . N
xd(s) es continua en 8 y f es continua en x y u.

) i-1
Aplicando entonces la férmula (121) con 2z = Z Aj’
j=1
61 =0, vy 62 =:li se obtiene:

(122) x5l E 2,18) - F(e) = A8 txee), o'y 4+

i=1

: ot (i
+ pef ([ Aj]é), u'l) +0(8)
i=2 8 §=1
. Ak -
Evidentemente xg([ g Xi]d) €6 C, como se sigue sin mis
i=1

que adjuntar el control ud(a) al control que traslada [24} a
%x(t) y recordar las propiedades de la clase A.

Dividiendo por § y haciando 6 + 0 se obtiene:

x* ([ f 218 - x(t)
i=1

(123) 1im 8 . -
vy 0
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. . -1 )
=y B, ol s ) A faam 25T A T8, ot -
i=2 s 40 j=1 3

- 1 tGe, o,

i=1

ya que §;(0) = %(t).

Es fédcil comprobar que el conjunto de vectores obtenido to
A
mando limites del tipo (123) para x(t) fijo es un conjunto con-

vexo (en realidad un cono convexo) ya que si

qy . q2 N .
I Al BG@, wBh oy §oaf? e, w?), son dos de tales
i=1 i=1

vectores, el vector:

9 - . 92 . .
v I At iGo, oY v aen [ RGo), oY,
i=1 i=1

para cualquier A, 0 < A <1, es evidentemente un vector del ti

po anterior sin mds que definir: A, = Algl u(1 = u(il. para

i
i.l’z’._.,ql, y Ai = (1-1) liz y u(i = u(i2’ para

= (q,+1),(a;42),...,(a +a,).

Ademds el 0 es un vector limite sin mds que tomar Zki = 0.



Consideramos ahora el conjunto acotado no vacio siguiente:

n
A - weacR™/ 5ol <k}
i=1?
no (k
para k6 W y x> % . ui(to), y sea D un subconjunto denso y numera
i=n -
ble en A(k.
(kh

Sea, por otra parte, D , para h6 N, una sucesidn crecien

te de conjuntos finitos tales que:
U D(kh =D
hé N

(k

(kh

y de cada D contenga h elementos.

Nuestro objetivo es preparar la aplicacidn del Principio -
(91) problema (116) supuestas admitidas las hipdtesis que ya he--

'
mos indicado antes sobre A, Go y G Pero ello deberemos elegir

1
de una manera convenienteun conjunto que corresponda al C al que

gse refiere al Teorema (91).

Ahora, como hemos mostrado antes, se puede definir para ca

da t, con %<t<t un haz de vectores tangentes en cada punto --

l’
§(t) de la trayectoria dptima si se prolongara la funcidn de con-

trol u(t) durante un lapso de tiempo ( zxi)s, por medio de una -~

funcidén constante a trozos.

Tomando como referencia el resultado anterior, los conjun--

tos de accesibilidad que vamos a definir no van a ser otros que -

conjuntos de puntos de n{“+1 que se pueden obtener a partir del -

i(t) por medio de funciones constantes a trozos, con la restric--
cidn de que los valores de las constantes u(1
(kh

se escojan en uno -
de los conjuntos D , vy de los sucesivos puntos que se pudieran
ir obteniendo a partir de los sucesivos puntos terminales, segin
dos opciones. En la primera cada uno de los subintervalos de de-

(i

finicidn de l1a funcidn de control correspondientes a cada u se -



iria ampliando, manteni@ndose acotada la suma de amplitudes del con
~junto de subintervalos, y en la segunda a cada coleccifn de subin -
(i

tervalos de definicidén correspondientes a cada u se iria adjun-

tando por la derecha nuevas prolongaciones, con la restriccidn de
que se mantuviera acotada la suma de amplitudes de todos los sub-

intervalos.

Esta doble consideracifn de dos diferentes tipos de conjun
tos de accesibilidad tiene como fin el de ayudar a rematar la - -
construccidn de conos convexosde vectores tangentes en los puntos
de las fronteras de ambos, en las que se crean algunas dificultades
adicionales para garantizar la definicidn de perturbaciones por -
medio de las cuales se pueda obtener dicho haz de vectores tangen

tes.

Denotemos, pues, por alO’ all’ 312"" alh' con alj >

> al(j-l)’ para todo j, y 810 = 0, los puntos de subdivisidn co--

rrespondientes a los valores u(J, j=1, 2..., h, en donde, sin -

perdida de generalidad, podemos considerar asociado cada u(J a ca

da subintervalo (al(j-l)’ alj)’ ya que esto no afectaria al vector

tangente obtenido, y denotemos por u .(s) a la funcién de control

ajl
G

definida igual a los u en cada uno de los subintervalos indica-

dos, la cualvtrasladaria el punto incial x(t) a un nuevo pPunto --
AC1L%
x(l (alh). Estos puntos de subdivisidn ay; no tendrfan por qué

ser necesariamente distintos,.

Sean, por otra parte, b20’ b21, b22"" bZh’ tales que
b20=0yb1j > 0,para todo j, y definamos:

h]
= a;. + L b

a, .
2j 1j r=1

2r

para todo j.
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Entonces se verificaria que a2j132(j_1), lo que permitiria de

finir consistentemente una nueva funcidn de control, que denomina

. . (&}
8
senos ua2( ), haciéndola igual a u en los intervalos (az(j—l)’EZj)’

I\(l* A(Z*
j = 1,2..., h, la cual trasladarfa el punto x (alh) al x (BZh).

El proceso podria continuar definiendo un nuevo conjunto,
b30’ b31, b32,..., b » con b30 =0y ijZ 0, para todo j, y una

nueva coleccidn:
j

+ L by,
r=1

35 7 %2j

j=1,2,..., h, mediante la cual se podria definir una funcidn de

. (6] : -
control ua3(s)’ igual a u en el intervalo (83(j_l), BBj)’ que

(3%

~(2* - :
trasladaria el punto x  (a,,) al x 7 (a; ), y asi sucesivamente.

Si p fuera el nimero de veces que se repitiera el proceso

supondremos adem@s que se verifica aph < 1, en donde T > 0 es una

constante prefijada de antemano.

Adem@s supondremos tambi&n que el punto terminal del pro--
~
ceso, x(p*(aph), y todos los intermedios de la trayectoria se man

~
tienen en el interior de una bola de centro en el punto x(t) y ra

1/2

dio o , menor que 1, dado, es decir, si lenotamos la trayecto -

~lp*
ria por x(p (s) para ss [0, a_ . ], seria:

ph
n (p* - 2

I (%P (%) - x.(t))° <0 <1
i=0 ' 1

para todo s.

Vamos a establecer, pues, de una manera precisa, el conjun

(kh

to al que nos estamos refiriendo, el cual denotaremos por Ct y —

para k, he W
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“k * * * * +
(124) Cékh = {x = (x, » x Ky peees X y' e r" l/ Existen

8105 8190y B aid_ y bij‘ para i =1, 2,..., p Yy

j=o0,1, 2,..., h, de manera que: a =0, b,._ _ -
] ’ * ’ » 10 4 l_] O,Bio biO 0

a3 2 81(jel) v bij > 0, para todo i y j, y existe ade

més una funcidn de control uap(é), definida en el interva-

lo:
P h
0 <8 < a;, +i£1 jfl bij de la siguiente manera:

- o3 s A -
uap(s) u'’, para ap(j—l) < < apj’ j 1, 2,..., h,

en donde:

3
ij 7 %G-n * I P

a para i =1, 2,..., p; vy j=1, 2,...,h,

(i D(kh
siendo u''e para todo j, y se verifica:

~

* ~ *
- X(p (a

y = Fey =1 PR FR(Pree) ) d
x ph x . x . uap s
con:
P = 5 +1° EGP G, v )

o

Para todo s tal que 0 <8 <a

ph
Ademds existen T > 0 y O > 0, con 0 < 1, tales que 8ph < T
y:
g (xi(p*(s) - Ei(t))2 < g, para todo s6 [0, aphJ }

i=o

(Ndtese que por simplificacidn de la nomenclatura no men--

(kh _

cionamos explicitamente en dependencia del conjunto Ct

de T y de 0, y que la ambiguedad que se produciria por la

doble definicidn de las funciones de control en los puntos
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de subdivisidn aij seria irrelevante ya que el conjunto de
todos ellos serfia de medida de Lebesgue nula).

Antes de pasar a definir el segundo conjunto de accesibili
dad que nos servird de apoyo para la aplicacidn del Princi
pio (91) a nuestro problema vamos a demostrar a continua--

cidn un Yema previo que prepara dicha aplicaciédn.

(125) LEMA
Si x(t), obtenida para el control u(t), con to <t < tl, es

una trayectoria dptima para el Problema (116) en el caso -
~

autdnomo, con G, = {xo}, las condiciones (118) y f es con-

tinua y con derivadas parciales continuas con respecto a -

las x; en ]R“-"1 x {!, entonces x(t) es, para todo t tal -

que t°< t < t;» un punto perteneciente a la frontera infe-

rior respecto a su primera coordenada del conjunto Eékh, - i
1
(kh :

clausura del Ct

dado por (124), con h y k6N

DEMOSTRACION

Supongamos que para algfin t, con to <t <t1, existiera un -

~ n - - -
punto x' eC (kh, con k > L u 2(t ) tal que x' = x(t) y x ¢ <x (t).
t “i=1 1 o [ o i
Consideremos el conjunto
A n
(126) ((x, w 6 ™ x A cr™™! /5 (x,-x (0% <1
i=o
m
z ug < k}
. i—
i=1
que es compacto en nt“*“*l, ya que es cerrado y acotado.
Entonces, puesto que f (x, u) es continua en 1|I{"+l x {I, la

~
funcifn: mr&{[fi(x, u)],/0<i<m} alcanzard su miximo, que denominare

mos Mk, en dicho conjunto (126).
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existiri una sucesidn -

“(r #
por todo r, tal que: x > x

Por otra parte, ya que x' 6 C
(kh
t ’

(kh
t ’

A(r I\(t
x  , ré6 N, con x 6 C

Consideremos ahora ampliada la definicidn de las funciones

x(r(s) dadas por:
e = w41ty o @ 4
o r
para 0 < < a;rh, en donde uis (Z) denotaria la funcidn de con--
r r
trol correspondiente al r-esimo punto de la sucesidn con valor de
P asociaddque hemos denotado por P.s Y siendo x(r(a;rh) = x(r, -
A ~ r
al intervalo: a;rh < 8< 1, haciendo x(r(S) = x{T &b este Gltimo -
r .

intervalo.

Observese que la existencia y unicidad de las funciones -~

~
x(r(s) en los intervalos indicados estaria garantizada por la hi-

-
pOtesis de derivabilidad con continuidad con respecto a x de la -
A

funcidn f. (Véase la Nota 12).

~
Denominemos a la funcidn f correspondiente a la ampliacidn

de la definicién de las x‘%(s), f£'F.

Es decir; seria:

T, u e - GTer, o en
T r

para 0:<_s ia::h

y E(r(x(r(z)’ u) =0

8 < T

paras a

(r
<

h

r
Consideremos, entonces, para cada i = 0,1,2,.....,n, la su

. . . r .
cesidn de funciones reales continuas xi (8), con re|n, definidas

en [0,T,]que acabamos de mostrar.

‘' Esta sucesidn seria equicontinua en dicho intervalo, ya que si

A

8 <s8' tendriamos:
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1x{T@) - x{Tan] = 127 e, u(a;r(',ﬂ) az| <

< 12T G, Wl (aldz gw (e'-e)

r

para todo re N y para todo i = 0,1,2,..., n.

Ademds es uniformemente acbtada ya que

x Tl = 1R ¢ g FGC o, b @) el
< |x (e) 452 £ G, $E @] as <
- 174 ‘o i ’ ap, -

{Aa

max | x; (€) [+ M T

0<i<n
para todo s®[0,71]),todo ré¢W y todo i = 0,1,2,.....n

Entonces, la aplicacidn del teorema de Arzeld (ver Nota 14)
permite concluir que existird una subsucesidn, que seguiremos deng
tando por x(r(s), con 0<s<t, lo cual converge uniformemente en(0,7]

~
a una funcidn continua x#(s), con 0<s<T.

 Supondremos en adelante ladiscusidn 'testringida a dicha -
subsucesidn. En relacifn a ella consideremos la correspondiente su

(r .
ap, (-

c 2 .
cesion de funciones u

Por definicién de dichas funciones tendriamos que:

(r - &3 (r . (xr
“apr(z) u'’, para apr(j-l)iziapr:}

(Volvemos a indicar que la ambiglledad que pudiera darse en -

(r (z) por la duplicidad de definiciones en
r
los %)j seria irrelevante ya que el conjunto de todos ellos seria

la definicidn de la u

de medida nula).

Congideremos las correspondientes sucesiones a

'lj=12
prJ 2%y

veoehy TEN Y P.E n
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(r

. s (r
Ahora, como para todo, r y j se verifica: Oiap jiaprhit ,

podemos seleccionar una subsucesidn de laa(rh convergente a un de
P
r

terminado valor aﬁ.

Entonces, restringidos a la subsucesidn convergente ante -
rior se podria escoger a su vez otra subsucesidn de la a(rl conver
r
gente a un determinado valor a*. Restringidos a &sta Gltima se po~
(r
2

dria escoger a su vez otra subsucesidn de laap convergente a a*

2’
r
y asi sucesivamente hasta aﬁ_l.

De las condiciones impuestas a las a(rj
r
para j= 1,2,..., (h-1).

para cada r fijo se

seguiria que: ng-aj+l’

Escojamos ahora de las diferentes h subsucesiones induci

: r i s .
das en las sucesiones ugp(z), por el procedimiento descrito antes,
r

la Gltima de ellas que denotaremos simplemente por usr(z).

Vamos a construir entonces una funcidn medible y acotada -
u* (z), en el intervalo[ 0,73,a 1la que convergerd casi seguramente

la sucesidn anterior.

Para ello definamos la funcidn u;(z) en el intervalo[ 0,7 ]

de la siguiente manera:

(J
* = * Z * * =
u (Z) u y bara a?® l< <a?* s CON a 0

y u: (z) = u(h , en el resto del intervalo[O,t1].

De que ag_ <a§ , para todo j, se seguiria que la funcién an

1=
terior estaria bien definida. (Se entiende que cuando el correspon
diente conjunto fuera vacio no se aplica la definicidn relativa a

dicho conjunto).

Consideremos ahora el conjunto unidn de los conjuntos co -

rrespondientes a los puntos de discontinuidad de las funciones de
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(r

la sucesidn u, (z). Como cada una de dichas funciones tendria un
niimero finito de puntos de discontinuidad dicha unidn serd a lo -
més una coleccidn numerable de puntos del intervalol0,t],y por lo

tanto de medida de Lebesgue nula

Por otra parte, el conjunto de puntos limite de los ante -
riores, integrado por los ag , es finito, por lo que la unidn de

ambos conjuntos serd, por lo tanto, de medida nula.
Supongamos que z pertenece al complementario del conjunto -

anterior y z< aﬁ.

Entonces z serd un punto interior a alguno de los subinter-

valos:
*
[a%_;,a%]
para algun j, que denominaremos jz.

Por consiguiente z serd interior a cada uno de los subintérvgldszw

La(r . “ a(r. ]
p (G- “pi,
para todo r > LI si r, es suficientemente grande, pues en otro -
' . . (r
caso alguna de las correspondientes sucesiones: ap j no converge
r

rfao bien su limite coincidiria con z, contra lo supuesto.
Se gseguiria entonces que:

. (r Gy o ot
lim uw, " (2) = u'-2 u (2)
r
*
Un razonamiento similar prueba que si a, <z < T, supuesto que ~

*
a, < T, pues en otro caso no habria lugar a esta consideracidn, -
h

entonces:

lim u(r (z) = u(h
a

r
Asi, se pondria concluir, por lo tanto, que:

*Z
ua()

1imug"a) - (o)
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casi seguramente en [0,T]

Ademds, evidentemente u:(z) es acotada en [0,T], y con ca-
da componente medible, ya que cada una de ellas seria una funcidn
"simple"”, es decir una para la que existiria una particidn finita
de [0,T] en conjuntos medibles de manera que la funcidén tomarfa -

un valorconstante en cada uno de dichos conjuntos.

También .seran medibles, maturalmente, cada una de las fun-

ciones f§r(;(r(z), uir(Z)) para r6 W, en [0,1]

Por otra parte, para todo € > 0 suficientemente pequeiio y

*
para casi todo z tal que: 0 < z < a, - €, tenemos, por la conti--

~ ~

nuidad de f en x y u:
tim £F G @), TG = Eain 2, 1in oF@)) -
r r

el i *
= £(x (z), u_(z))
*
mientras que para todo z tal que: a, + € <z < T tenemos:

tim £ G, wlFE) =0
r

omo € es arbitrario obtendriamos entonces que:

tim £ @), W T - G @), wie)
r N
casi seguramente en [0,T], en donde f* vendria dada por:

Ax " A An
£ (x (2), v (z)) = £(x (z), v, (2))

*
para z ¢ [O,ah]
= 0, en el resto de [0,1]

la cual serd una funcidn medible.

Entonces, ya que lfi(x(z), u(z))l < Mk' para todo - - -
~
i=0,1, 2,..., ny para todo x(z) y todo u(z) pertenecientes al
conjunto (126), del teorema de la convergencia dominada de Lebesgue

(ver Nota 15) se obtiene:
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~ A 8 A A
azn  Fe =0 v PO, wie) e
[

para sé [O,a:]

y: x'(s) = x#(a:)
*

para g€ [ah, ]

Pero:

lx(r(a;:h) - x#(a;)| < Ix(r(a;:h) - x'(a;:h)| +

. (r i PPN
+ 'x (aPth) - x (ah)
de lo que se deduce:
~ * ~ ~
x'(a ) = lim x(r(a(r ) = 1lim x(r = x
h p.h
r r r

#

Ahora, de lo anterior se seguiria que ;' seria un punto ac
cesible para el Problema (116) en las condiciones del enunciado -
del Lema (125), pues muestra que existiria un instante t + a; y -
una funcidén de control admisible, definida por u(s), para Be[to,t)
y u:(s - t) para 86 (t1 t + a;]. tal que para la correspondiente
trayectoria ;(*(s) se vetificaria:;(*(t + n:) = ;'(a:) = ;#, mien
tras que, por otra parte, se verificaria ademés quet;(*(t + a;) =
= x' = x(t), y xg*(t + a;) = x: < ;o(t), lo que contradiria el -

principio de Evolucidén Optima (120). Esto completa la demostra--

.2
cion.
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El lema (125) ha dejado preparado ya parte del desarrollo para

establecer el resultado fundamental que estaria en la base de 1la
demostracidn el Principio de Mdximo, el cual corresponderia al de
que, puesto que el punto i(t) resulta ser un punto perteneciente
a la frontera inferior del conjunto Eikh, se podria garantizar la
existencia de un vector no nulo de multiplicadores, que verifica-
ria una determinada desigualdad para cierta coleccidn de vectores

tangentes definidos en x(t).

Sin embargo, el establecimiento del resultado anterior re-
quiere alguna preparacidn previa debido a las dificultades que se

presentarian al definir el correspondiente conjunto convexo de -

g(kh _ (kh

vectores tangentes en los puntos del conjunto Ct ¢ de mane-

_(k
ra que quedaran definidos é&stos en todo punto del conjunto Ctkﬁ -

como exigiria una aplicacidn posterior del Principio (91).

Estas dificultades se deben en primer lugar al hecho de -
~(kh (kh “(q

que s8i el punto de Ct C, , que denotaremos por x

N fuera tal

que verificara:

n ( 2
T U =% (e) =0
’1‘0

para algiin 8 perteneciente al intervalo de definicidn de la tra--
yectoria que termina en ;(q’ podria suceder entonces que alguno -
de los posibles puntos perturbados ;(qq mediante los cuales se de
finiria el correspondiente vector tangente, podria verificar:

n -
z (xgqq(q) - zi(t))2 > 0 para algin punto de la trayectoria --
i=o
- (aq inicid = (aq
X (8) de definicidn del punto x » Y no pertenecer, por lo tan
“(qq , kP
to dicho x a Ct , lo que invalidaria la construccidn de dicho

vector tangente.

Si la condicidn hubiera afectado solo el punto terminal no

habria mayores problemas ya que en el proceso de aplicacidn de) =
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Principio (91) habria que considerar una sucesidn de puntos de -

ac(kh' X(Qr’ (qr

A

-
tal que x + x{(t), y, dado que 0 > 0, entonces, si

T, fuera suficientemente grande tendriamos que necesariamente se
n 2

verificarfa I (x(gt— xi(t)) < 0, y seria irrelevante, por lo -
i=o

tanto, como se definiera el cono de vectores tangentes en los pun

(q glkh P CHEeY
tos x de Ct , tales que I (xi - xi(t)) =0, el cual podria con-
i=o
siderarse simplemente coincidente con el formado exclusivamente -

por el vector nulo.

n
Sin embargo, el hecho de que la condicién I (xiq(s)- ;i(t))zg
i=o
= 0 s8e verifique en alglin T intermedio haria que la discusidn -

fuera algo menos simple.

A
Consideremos en ese caso el conjunto de puntos x(q de Eikﬁ

que denominaremos F(T’ caracterizados por la propiedad de que sus

~
trayectorias definitorias x(q(a) pertenecen, en alguno de sus pun

~
tos, a la frontera de 1la bola de centro %(t) y radio 01/2 en R

S(q

n+l,

Asociemos a cada punto x el valor:

. n (q = 2
s = inf {86 R / I (x (8) - x,(t))° = o}
1 i=o i :

y sea G(T)el coﬂjunto:

G ={s6 R / 8= s, Ppara algin ;(qG F(T)}

(1)
Ahora, supuesto G (1) no vacio, pues en otro caso no habria

nada que demostrar, pongamos:
* = inf { / }
8, = in 6 N se G(T)

*
Supongamos en primer lugar que BT > 0, Entonces, si se sus

*
tituye T en la definicidén del conjunto (124) por ST/Z’ lo cual

(kh

no modificaria en absoluto al subconjunto del Ct

original carac

terizado por consistir en puntos obtenidos con controles aplicados

*
durante el tiempo 81/2’ el cual coincidirfia con el nuevo Cékh, que

darfa garantizado que el conjunto F(g:IZ)setia vacfo, con lo que
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iesapareceria el problema, ya que para dicho valor de T y todo

fikh se tendria:

n -
I (x{%) - xi(t))2< o
1=0

yara todo s

*
En caso contrario deberia de ser s. = 0. Pero entonces --
P e .. “(qr =(kh ..
existiria una sucesion x de puntos de Ct y una sucesidn s_ -
convergente a cero de manera que:
n
ol -z (en? -0,
i= r i
o
rara todo r.
“(aqr (qr
*Ahora , ya que el punto (x 1 (s), uaq (s)) pertenecerd para

todo 8y todo r al conjunto (126), tendremos que:

|x§qt(s) - ii(t)l < Mksr

para todo i = 0, 1, 2,..., n, y todo r
Por lo tanto:
lim x9% (s)) = x(v)
r
y deberia ser:
n
. (qr - 2 _
lim ’E (xi (St) - xi(t)) o,
r i=o

lo que seria imposible si o ¢ 0.

- - *
Asi necesariamente tendriamos ST > 0 y se podria escoger

10 > 0, en donde el subindice indicarfa la dependencia del T es-

cogido del 0, de manera que las trayectorias definitorias de to-=

dos los puntos del correspondiente conjunto Egkh

1/2

permanecieran -

en el interior de una bola de radio O y centro en el punto -

x(t), lo que supondremos efectuado en adelante.

En segundo lugar, una dificultad de mds dificil arreglo -

~
seria la que se originaria en el caso de que el punto x(q de 6(kh-

~
- C(kh, viniera definido a partir del punto x(t) por una funcidn
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de control definida en todo el intervalo [0,T],esto es, cuando

En ese caso, ya que la definicidén de la coleccidn de puntos

-~
perturbados x(qq exigiria la ampliacidn del intervalo de defini- -
cidn de la funcidén de control, no estaria garantizada entonces la

~

pertenencia de cada uno de los puntos perturbados x(qq al conjun-

(kh

to C
° %

, ni por lo tanto la licitud de la definicidn del correspon

diente vector tangente.

Para sortear esta dificultad es para lo que se hace necesa
rio definir otro conjunto similar al (124) que resolveria aquellos
casos en los que no se hubiera podido llegar a la éonclusifn busca
da mediante la sola utilizacidn de los conjuntos del tipo (124).
En la generacidn de los conos convexos de vectores tangentes en -
todo punto de la clausura de estos nuevos conjuntos podria utili-

zarse el resultado de la inconclusidn mediante los conjuntos (124).

Véamos concretamente en que rasultados operativo podria -

traducirse la imposibilidad de la definicidn del correspondiente
cono tangente en todo punto de interés de éékh .

Como ya hemos observado antes, de hecho solo estariamos interesados en la
definicidn de los conos tangentes en aquellos puntos ;(q que pudieran formar una

sucesifn convergente a §(t), tal como se desprende del enunciado del Principio -

o,

De acuerdo con lo que acabamos de exponer podrian estable
cerse dos posibilidades. La primera seria la de que existiera un

T > 0 tal que para todo T < T, mo existiera ninguna sucesidn de

o
= (kh -

A
x(qr del correspondiente Ce convergente a X(t)y de mane

puntos

ra que aéq' = T, para todo r 6 N, en donde por aéqr denotamos el

A

* . r :
a, agsociado a cada x(q , o bien la de que para cada uno de los -
términos de una sucesidn de valores de T convergente a cero exis

~

tiera una sucesidn de puntos x

(kh
t

(qr

del correspondiente C para
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A

Gar , Z(o).

dicho T tal que aéqr = T para todo r y x

En el primer caso bastaria que nos restringieramos a valo-
res de T menores de T, para que quedara garantizada la posibili-
dad de definicidn de conos de vectores tangentes en todos los pun
tos de intefes de Eékh, mientras que en el segundo caso, y para -
cada uno de los valores de T en cuestidn, tendriamos que existiria

N
una sucegidn de funciones: x(qr(e), definidas todas ellas en el -

intervalo [0,T]), de manera que:
«(9%a) = x(0) + * £ (®, w 9T(2)) a2
o

en donde las funciones de control u(qr(s)se definirian como:

ugqr(qﬁ = u(J, para aggf <2z < agqr, y todo ré6 W,
con agr = 0, y siendo x(qr(r) = x(qr, para todo r

Entonces, por el procedimiento descrito en la demostracién

(gt

del Lema (125) se podrian determinar una funcién x (8), defini-

*
da en [0,T], y una funcidén de control asociada, uiq (z), definida
(r

de manera andloga a las u:qr(z) pero sustiyendo las aj por sus -

*
limites, las ﬂj’ de manera que:

(128) x((g) = o) + (8 f =2y, «{1%(2)) a2
(o]

para todo 36 [0,1]
En particular se obtendria, por lo tanto:
-~ ~ 2
2y = 2w 2090 = (o) =

r
=50 + 1" £, ulT)) as
o

Es decir, que:

(129 ;T £x), w8y a8 =0
o

*
para una determinada funcidn de control uiq (s), definida de 1la

siguiente manera:
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(q* - (j *®
u, (8) u'’, para aj—l

y verificando la funcién x(q#

% *
8 <a, , cona =20
=% o

(s) la ecuacidn (128) en [O0,T].

Ademd@s (129) podria establecerse para todo T, en una suce

sidn convergente a cero.

Vamos a posponer para mis adelante el andlisis del caso en

que se dan (128) y (129), y a examinar en primer lugar la genera-

~

cifén de conos convexos de vectores tangentes en cada punto x(q de

(kh
s

un conjunto Et

clausura de uno del tipo (124), cuando para el

T en cuestidn se pudiera garantizar la no existencia de una suce

pertenecientes a a'(:kh, con Blﬁqr

8idn de puntos x(qr

= 1, para to-
dor y ;(qr > i(t). Podemos por lo tanto suponer que el punto -
;(q de Eékh en el que habria que definir el haz de vectores tan--
gentes es tal que aéq < 1, en donde por aéq denotamnos el corres

*
pondiente a, asociado, y ademds, de acuerdo con una observacifn -

h
n
que hemos hecho antes, que: I (xgq(s) - §i(t))2 < o, para todo s.
i=o ~
En esa situacidn, pues, se definirfa el punto x(qq de Eékh, median

te la siguiente ecuacidn:
A ~ h
(a9 o plag a5 p(aqy
h j=1 i

~ (q

b (aq
= x(t) + jah + I b
[o]

o1 P 1%, 0190 4s

h
en donde para todo s8¢ [0, I bgqq]' serfa:

j=1
x99y = 3o +J,° £(x(99z), o(W9(s)) 4z
con:? °
w99z = O,
para aggl +i£: p(ad <z < agq + r%O p(ad

(qq
o

para j =1, 2,..., h, siendo b:qq > 0, para todor,y aiqsb = 0
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h
Evidentemente, si I bgqq es suficientemente pequeiio ten-
j=1
driamos que:

h
aéq + I b;qq < T, ¥y

i=1
n
z =9 -z @en? < oo,
1=0

debido a la dependencia continua de las soluciones de la ecuacibn

A A A
diferencial: g x(t) = f(x(t), u(t)) de las condiciones iniciales,

dt
tal como se deduce de las condiciones de continuidad y derivabili

dad supuestas en f, lo que garantizaria que x(qq 6 Eikh'

Consideremos ahora una sucesifén de puntos perturbados
~
x(qq, asociados a unas sucesiones decrecientes a cero de valores

de los correspondiente b;qqr’ j=1, 2,..., h.

Se trata entonces de investigar el limite:

Lim Llaar _ “(q .
h ( g p (aar
z quqr + 0§51 °j
j=1
1 o9 4 0y laar ~(qqr (qqr
= lim —————— [ h j=1 j £(x(99T gy (99T 5y )44 -
r 5 b(qqr o

j=1 J
al

qQ A A
- % £(x%9¢s), ull(s)) ded
o

Ahora, para poder evaluar el anterior l1imite, mediante el

cual definiriamos el correspondiente vector tangente en el punto
“(q =(kh . . . . . .
x de Ct necesitariamos previamente discutir algunas cuestio
nes relativas a la dependencia de las soluciones de la ecuacidn

diferencial vectorial de las condiciones iniciales con algo mis

BIBLIOTECA

de detalle.
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Consideremos para ello, supuesto to <t < tl‘ el sistema
de ecuaciones diferenciales lineal y de coeficientes variables si

guiente:

(30) 2L L M), Wie)). E(o
Ix

en donde s6[t, t + A t], y siendo 8;/3; la matriz cuyos elementos
en la fila i-esima y columna j-esima vendria dado por BEiIB;j, y

£E(s8) = (Eo(s), El(s),..., En(s)f , ¥y en dbnde u*(s) es una deter-
minada funcidn de control admisible en [t, t + At] siendo ;*(s) -
su trayectoria asociada correspondiente a una determinada condi--
cidn inicial cuya existencia estaria garantizada, como a continug

¢ifn discutiremos con algo mds de detalle, por las condiciones im

puestas a f.

Denotemos por Gu*(s,t) a la matriz fundamental del sistema
(130), cuya existencia estariaasimismo garantizada (véase 1la Nota

-~ ~ A
16) por la continuidad de f y 3f/39x en nx“+l

x Q, pues de ello -
se seguiria que las correspondientes normas, definidas, por ejem-
plo, por la raiz cuadrada positiva de la suma de las cuadradeos de
cada una de loe‘componentes del vector y matriz, estarian acota--

*
das en [t, t + At], ya que u (8) se supone acotada en dicho inter

valo.

Entonces @u*(s,t) sera, para t fijo, una funcidn absoluta-
mente continua de s en [t, t + At]. Ademés: ¢“* (t,t) =1, en -
dondel denotalamatriz unidadytb;i (s,t) = Q.u* (s,t), para todo - - -

sd [t, t + At].

Tambi&n se podria demostrar que si t < 8, <8, <t + At,
entonces:

Sx (85, €) = &, (8,, 8,) 0 , (8,,t)
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Asi, podemos poner, por lo tanto:
E(t + Bt) = &, (& + At, £) E(t)

A
* .
Supongamos ahora que x(g representa la trayectoria corresg
pondiente a la misma funcidn de control u*(s), para s6 [t, t+At],

pero con condicidn inicial:
(8% () = x"(0) + SECE) + 0(8)
en donde § > 0 y o(8)/6 + 0 cuando &+0
Tendriamos entonces:
ey = 20y + % E M), vt () a2
t
para todo 86 [t, t + At].

Ahora, teniendo en cuenta las condiciones de derivabilidad

supuestas a f podriamos poner:

Fx®*(2), ut(2)) = ExN() + Ix (2 - @, vt @) -
= F(x*(2), ut(e)) + %% Gy, W@ L G
X

B* iy - <=0

- x*(2)1 + o(x

Se sigue entonces que:

A O I N O L O W O}
5 5

+

~

A A (6% ~x
+ % 8F (x"(2), ut(z)) . (2—L2-x (2) 44, ,
£ o 5

+4°1 o (
$

t

%2y - ) dz

para todo § > 0, ya que estaria garantizado que los dos integran
dos serian funciones integrables puesto que serian medibles y aco

tadas en [t, t + At].
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Ademds, el limite:

1im 2% - 2*(e)
3§40 s

existe, para todo s, como se deduce de la dependencia de la solu-
cién de un sistema de ecuaciones diferenciales de las condiciones

iniciales (véase la Nota 17). Denotemos, pues, al limite anterior
por £(8).

Por otra parte, tendriamos también:

tn L %@ - e -
~ A (S* _ *
- lim o‘(lx(a*(s) - x"(s)) P N A VA
840 5 x{®*(a) - xj(e))2at/2 im0
i=o

Del teorema de la convergencia dominada de Lebesgue, cuya
aplicacidn seria licita ya que los dos integrandos estarian ypji-

formemente acotados en 6§, se seguiria entonces que:

NGO E(s) = ECt)

lim

840 5

v vim Ud@ deni—L2 = x (5 4, .
t 640 8x

- e +,° 2 @), @) LB a

t 9x
para todo s6 [t, t + At]

Esto es, el vector limite £(s) verificaria precisamente el
sistema lineal de ecuaciones diferenciales (130), con la condicidn

inicial E(t).
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Podriamos poner entonces también:

(:31) lim 2% - "o
540 5

= ¢ . (8, t) E(t)

para todo 86 [t, t + At]

Volvamos ahora de nuevo a considerar el problema de calcu-
~

lir el limite del cociente (x

|}

v
&

(aqr _ 7(q b (qar
-x'7) /T b, , cuando
j=1
plaar 4 o,
j=1 J
Podemos restingirnos, en particular, al caso en que los
b;qqr son de la forma: béqqr = Ajs, en donde § > 0, y )j permane-

cerian constantes cuando § + 0.

Podemos poner entonces:

a32) =199 2 {9 L 3 4 %1 £ {0s), wiM(e)) s +
[+
(q
a + A5 A A
1
1t ? £(x{39(e), ul99(s)) ds +
' G, "
a + 2.8 PPN
O h 3% 7 f(xgqq(s), u;qq(s)) ds +
h-1
+ L A,
apdy T %o My
( h
N +I, A8
+ £ (x§{39e), u§I(s)) as
( h-1
q
a, +j§o Ajé

ern donde el subindice § en xéqq(s) (= x(qqr(s» y uéqq(s) (=

= u(qqr(s))denotarian que las correspondiente funciones x(qq(s)
y u(qq(s) dependerian del valor de § escogido y ademés aéq =
=X =0.

o

Vamos a comprobar a countinuacidn que:

(133) x$99 - x(q(al(‘q)-# g(aé“). & + o(8)
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para cada § > 0, en donde:
h

(q, _ (¢ _(q PPN CPC (6]
(134) E(ap™) jEl Xj ¢“(q(°h, a; ) . f(x (aj,l u'd)
siendo ¢ (q (.,.) la matriz fundamental del sistema:
u
assy &) %‘: =), v, E(e)
X

en el intervalo: 0 < s < azq

En efecto, haremos la demostracidn pro recurrencia en h. -

Consideremos en primer lugar que h = 1. Entonces tendriamos:

- A (@ ~ A
x$9% = Xy + %1 £, W (99(a)) as 4

ttq L gY@, 0%y ds -
8
(q
A a A A
=xe) + 5 1 ex'%e), ully ds +
o

+ 28 ?(;("(afq). oY + 0 (&)

en donde seria:

el =2 £G9AD, o =y el all, ol FGOEsO)

Supongamos entonces demostrado (133) para h = g vamos a de

mostrarlo para h = g + 1.

De acuerdo con (131) y si ¢ (q("') denota, como antes, la
u

matriz fundamental del sistema (135) podriamos poner entonces:
2(aq, (q & _ e, (q y
(136) xs (ag+1 + I Aré) x (ag+l)

r=1

- (q (q (q
¢u(q(ag+l’ ag ) . E(ag ) . 6+ 0 (8)

mientras que, por otra parte:
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g+l
aéjl + L A8
r=1 ~
I . £(x{19(s), u{9%s)) ds -
ald + E s
g r=1
- 2.o(aq, (g 8 (g+1
Ager ¢ 8 - £xgllald) 4 ril 28, w4 oo,

y teniendo en cuenta (136) queda:

= g - 8 £G@iE), W 4o

Entonces:
(q , _ (q (q (q feola, (q (g+
Blaglp) =0 (glaghir 3D« EGH + hg, 1GTa g p)
Bs decir:

E@lh =0 @l el L oea{®p 4y 1GUaGh, o™ -
u

- (q (q (q (q (q

= ¢u(q(ah v ahoy) °u(q(°h—1' ayp) & (a7 +
(@ _(ay 7,0€q, (q (h-1

* °“(q(°h » 8p7y) f(x7T(ay ), wt ) 4

0y f(x(q(aéq),u“5=.n= A1¢u(q(aéq, a{q) f(x(q(afq),u(l)+

(qa, agq) ;(;(q(aéq), w?y 4

+ 12 ®u(q(ah

+ A [ (h-1

) +
h-1 " (q

(al%, a{®) Exlaflp, o

+ 1, £xCa{h, ot
lo que confirma (134).

En particular, por lo tanto, el limite que nos habriamos
propuesto evaluar en un principio, en el caso de que béqqr=Aj6,

valdria
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~(aqr _ °(q ;gqq - xa .
(137) lim 5—;—————5—— = lim h =
r T bquf s+0 8 I A
j=1 4 j=1 i
h A ( (qy 2,%€a,. (q (
= I _—Kl— ® ( (ahq, a;') f(x “(a;"), u'?)
PRI q h] j
. i
j=1

No habria pues ninguna dificultad en comprobar que median-
te el procedimiento descrito se podria definir un cono convexo de
vectores tangentes del tipo (137), sin mds que multiplicar el co-
ciente en el que se pasa al limite por una constante positiva ar-

“(q

bitraria, en cada uno de los puntos x pertenecientes al conjun-

to Ezkh - Cékh, que incluiria ademds el vector nulo, obtenido sin
) ~
més que tomar xéqq = x9%, para todo §.

Ahora bien, el anterior resultado se ha establecido sobre

la base de que existe un L > 0 tal que 8i T < T, no existe nin-

guna sucesidn de puntos x(qt del correspondiente Eékh de manera -
~ 'y
que x(qr + x(t) y que aéqr = T para todo r. En caso contrario -

una manera de sortear la dificultad en la definicidn de los conos

=(kh _ Czkh

de vectores tangentes en los puntos de Ct seria la de in

troduccidn un nuevo conjunto de accesibilidad mediante el cual -
quedara garantizada dicha definicidén en cualquier caso, tal como

vamos a mostrar a continuacidn.

Al igual que el conjunto (124), el conjunto de accesibili-

dad que vamos a definir a continuacidn es un conjunto de puntos -
A
de nt“+1 que serian alcanzablesa partir del x(t) por medio de fun

ciones constantes a trozos con la restriccidn de que los valores

de las constantes u(J mediante las que se definiria la funcidn de

controlhabrian de pertenecer a un determinado conjunto D(kh,
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de manera que estas funciones constantes a trozos se irian scla--

pando una a continuacidn de otra un determinado niimero de veces.

Con més concrecidn denotemos por 810 211° 212°° 7 31p°

con alj > al(j—l)’ para todo j, y a9 = 0, los puntos de subdivi-

sidn correspondientes a los valores u(J, j=1,2,..., h, en don-

de, sin perdida de generalidad, podemos considerar asociado cada
u(J a cada subintervalo (al(j-l' alj)’ ya que esto no afectaria -
al vector tangente obtenido. Denotemos por ua(s) a la funcidn de

control definida como igual a los w3 en cada uno de los subinter

valos indicados, la cual trasladaria el punto inicial x(t) a un -

(1

(1%
nuevo punto x (nlh). Estos puntos de subdivisidn alj no ten- -~

drian por qué ser necesariamente distintos.

Sean, por otra parte 520’ 821, 322,..., aZh’ con a,. > aZ(j—l)’

2 —

para todo j, y 3,0 = 0, los puntos de subdivisidén del control - -

constante a trozos que se solaparia a continuacidn del anterior -

(1*

- Ao
para llevar el punto x (alh) al x(z (a ), Y asi sucesiva

ih * 220

mente.

Por la utilidad que mds adelante se revelard de ello supon

dremos que se verifica la siguiente restriccidn:

2+ = L LI
21;

para todo i, con i = 1, 2,..., (p-1), siendo p el nimero de veces

h > 0 para todo i, pa-
P

ra evitar ambiguedades. Supondremos ademds que I a,, <1, en -

i=1

donde T es una constante positiva arbitrariamente pequeiia, y tam-

que se repite el proceso, y supuesto que a;

bién que:

i ~mMm3

P - 5en? <o

P
para todo 8, con o < s < I a s ¥ en donde 0 < o < 1.
i=1

i=o
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Esto es que se supondriaque la trayectoria obtenida me--

A
diante la funcidn de control constante a trozos a partir del x(t)

se mantendria toda ella en el interior de una bola de radio 01/2

A
con centro en el punto x(t).

Establezcamos pues de una manera precisa el conjunto al -

*(kh

que nos estamos refiriendo, el cual denotaremos por ct

para -

distinguirlo del dado mediante (124).

Este es el siguiente:

*(kh _

(138) c, n+l

~x * * * .
{x, Xps Kgsenes xn) 6 R / Existen aj, con

i=090,1,2,...,pj=0,1, 2,..., h, de manera que ai(j—l)iaij’

an = 0y a;

jo = 0, para todo i y j, siendo ademas ach > 0 para to

P
doi=1, 2,..., p, para evitar ambiguedades, y I a; . < 1T, con -
i=o
T >0, a los que corresponden sendas funciones: uai(s), - - -
i=1, 2,..., py, definidas de modo que uai(s) - u(J,
kh

para - -

. €] ( .
8;(j-1) £ 8 < 8;y, siendo u'" € D'"" para todo j, y de manera -

que la funcidn definida de la siguiente forma:

Arza 1=1 Apgs i=]
x(l*( I a h + 8) = x((l-l)*( I a
r=o ¥ r=o

rh) +

i-1
8 - L a PN i-1
+ g r=o rh f(x(ﬁ( I a
r=o

rh + z)v uai(z)) dz,

siendo ademis:

para i =1, 2,..., p, V¥ E a < s < I a

[e] r=0

%% = 21 0) = x(v),

a verificaria:
1h°’ a
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Ademds deberia cumplirse que:

n g~-1
z (xgg*(z a, +8) - x(enN?< o <1,

i=o r=0 rh
g-1 g
para todo s, con L a 28 < b3 a .y todo g = 1, 2,..., p}
r=o r=o (kh
Lo mismo entonces que para el conjunto Ct dado mediante (124),

se podria establecer un lema andlogo al (125) relativa ahora al -

*(kh

¢ dado por (138). Este seria el siguiente:

conjunto C

(139) LEMA

(kh

%
El mismo enunciado que el Lema (125) pero con Ct en lu-

gar de Eékh.

DEMOSTRACION
Puesto que la demostracidn de este Lema seria en bastantes
puntos andloga a la del Lema (125) solo haremos mencidn de las di

ferencias e indicaremos someramente el resto de los pasos.

Se empezaria suponiendo, pues, en primer lugar, que para -

o % no_
algiin t 6(t, t,) existiera un punto x# 6 C (kh, con k> I u%(t ),
0,1 t ~i=1 itto

tal que <! - x(t) y x: < ;o(t)-

De la misma manera que en la demostracidn del Lema (125)
~
se demostraria, pues, que si x

* A ~
t(kh y convergente a x# y x(r

t

r . .
( es una sucesidn contenida en - -

c

r :

(s)y u: (s8) son la trayectoria y
funcidn de control asociadas, podria elegirse una subsucesidn de
“(r o
la x  (8) convergente uniformemente a una funcidén x (s) en [0,T].
Restringidos a la subsucesién anterior se consideraria la corres-
. . - r .
pondiente sucesidn de funciones ug (s), las cuales vendrian defi-
nidas de la siguiente manera:

. 8
u;r(z) = u(J, para + a

. . <
ih g(j-1) — ° —

"ot
]

o

+ a .
81,
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en donde g = 1, 2,..., p j=1,2,..., h, ¥y an " 0, para todo

e’

g, y siendo, por ejemplo:

ugr(z) = u(h, en el resto del intervalo [0,T], supues-
A ~ pt
to que se ha considerado x(r(s) = x(r para 86 [ I 8ih° t].
i=o

Consideremos ahora las correspondiente sucesiones ai;, Pa

ra j=1, 2,..., h, r6 N, y P, 6 N .

No habria ninguna perdida de generalidad si se supone que

P.4gy 2 P, 2 T, ya que se podria considerar, a efectos de estadig

(r

cusidn, que en la definicidn de las u,

(z) se ampliard formalmen

te, a partir de la Gltima aig, la coleccidn de estas anadiendo -

todas las agg nulas que fuesen necesarias. N&tese ademds que -
e e cpe .2 (r .1 (r
todavia se siguiria verificando la condicidn: a(i+l)h 4-—;I-alh

para las agg afiadidas.

Ahora, como para toda i, j y r se verificaria que - ~

P

0< L agz < 1, podriamos seleccionar una subsucesidn de la -
i=1

P

r
r . *
L 8§h convergente a un determinado valor a . Entonces, res=-
i=1
tringidos a la subsucesidn convergente anterior se podria escoger

(r

a su vez otra subsucesidn de 1la a5 convergente o un determinado

*
valor a5y Restringidos a esta Gltima se podria escoger a su vez

(r

*
otra subsucesidn de la 812 convergente a 312""’ restringidas a

*
las anteriores otra subsucesidn de la aig convergente a a;p,> res

*
tringidos a esta, otra subsucesidn de la a;; convergente a a,, y

asi sucesivamente.

(r

De las condiciones impuestas a las aij para cada r fijo -

se seguiria que:

* < *
-1 = %ij
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*
para todo j = 1,2 ...., h, con a,, = 0, y:

o

*

acs <1 *
(i+1)h 2i at,

para todo i = 1, 2, ...

Ademds, como parar >geN tenemos

P P P

r r r
(r (r (r 1 (r 1 (r
I a,, - L a = I a; < — a + +1 21n +
fmo M jao ih - jgy iR 7,8 IR 28
+...+-J— ::1(r < 1 (r

A Lt
th = -1 %1h

0 x < g * 1 *
(140) a8y = L 850 S ~¢_1 ®1n, para todo g = 1,2,...
i=o 2
Es decir que:
lin 3 ot *
im ajn a -

g i=o

Escojamos ahora de cada una de las diferentes subsucesiones
inducidas en las sucesiones uir(z) por el procedimiento descrito
antes el t&rmino que corresponde a la diagonal principal del cua
dro cuyas columnas serian dichas subsucesiones inducidas. Volve

. : r
remos a denotar a la sucesidn diagonal resultante por u; (z).

Vamos a construir ahora una funcidén medibles y acotada
*
ua(z), en el intervalo [0,T] a la que convergerd casi seguramen-

te la sucesidn anterior.

*
Para ello definamos la funcidn ua(z) en el intervalo
0,7t} de la siguiente manera:

G

*
u, (z) = u

%'1* * ggl * *
para a., +a_ .. <z< a., + a .
i=o1h g(j-1) izo ih g
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*
cong=1, 2,..., yj=1, 2,..., h, siendo a n 0y - -
*
ago = 0, para todo g,

*
y ua(z) = u(h, en el resto del intervalo [0,7].

Evidentemente, ya que:

(r a(g

. <
%g(i-1) ~ %gj
para todo r, todo g y todo j, se seguira de ello que,

< *
g(i-1) = %gj

y la funcidn anterior estard bien definida.

Consideremos a continuacidn el conjunto unifn de los conjun
tos correspondientes a 1los puntos de discontunidad de las funcio--
nes de la sucesidn uir(z). Como cada una de estas funciones tiene
un niimero finito de esos puntos dicha unidn serd a lo mas una co--

leccidn numerable de puntos del intervalo [0,7], y por lo tanto de medida Lebes-
gue nula,
Por otra parte, el conjunto de puntos limite de los anterio

. *
res, cuyos elementos son los aij también serda numerable. La unibn

de ambos conjuntos serd por consiguiente de medida nula.

Supongamos que z pertenece al complementario del conjunto -

*
anterior y z < a

he Entonces de (140) se sigue que z serda un punto
interior a alguno de los subintervalos:
g-l g *
[ £ a, r a, ]
i=0 ih?’ i=o ih

para algin g = 1, 2,...

Sea dicho intervalo el siguiente:

g, ! * &, *
[159 agy ifo aih]

Entonces, como:
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Bz-1 z 8,1
(r (r (r (r
[T a;,., L a, 1= U [ a, a . 1y
i=o M7 jao j=1,2,...,h i=o T gfi-D)
g, -1
z
z 32: + a(r ]
i=o g,d

dicho z ser@d interior a alguno de los subintervalos anteriores, -

tal como por ejemplo el siguiente:

g -1 g, -1
z (r (r z (r (r
Lz a;, + 8 G -1)° L aj ta ]
i=o 8,03, i=o * P
para todo r > T, si r,es suficientemente grande, pues en otro ca

so alguna de las correspondiente sucesiones:

g -1
P oalr 4 ofr
i=o ih 8,3

no convergeria o bien su limite coincidiria con z contra lo su--

puesto. Se sigue entonces que z serd interior al intervalo:

g, -1 * * g, "1 *
[z a,, + a . , L a.,. +a_ . ]
i=o ih 8,(3,-D7 4., ih 8,3,
y que:
. (r - J-z *
lim u,_ " (2) u = u (2)
r
Un razonamiento similar prueba que si a: < =z £ T entonces:
. (r o . (h - *
lim v, (z) u Ua(z)

r

Asi, se puede concluir que:

*
lim u(r(z) = ua(z), casi seguramente en [0,T]
r
El resto de la demostracidn es similar a la del Lema (125)

comprobdndose que, para la subsueaesidn adecuada se verifica:

~ - a S a A
lim x(r(s) = x#(s) = x(t) + lim f(x(r(z), u(r(z)) dz =
r r o

~ 8 A A
= x(t) + f(x#(z), u:(z)) dz
(o]

N AT e} *'V
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En 1la definicidn de los conos convexos de vectores tangentes

—*(kh_ _*(kh
Ct Ct

cultades que en el caso ya discutido de la generacibén de estos

= (kh (kh
Ct - Ct .

en los puntos del conjunto surgirian las mismas difi-

en

Sin embargo podremos utilizar ahora el resultado de que se
verifica (129) para un determinado valor de >0 lo que soluciona-

rd el problema, como vamos a ver a continuacidn.

En efecto, como hemos puesto en evidencia antes en el otro

caso, las dificultades en la definicidn de los conos de vectores tan

—* n
gentes se darian en aquellos puntos ﬁ(q de Ct(kh tales que: I
i=o

(q

(x.(q(s)-i.(t))2 = 0 para algin s, o bien a *-T, en donde por
i i h

* Y
aéq denotamos el correspondiente valor del ’ﬁ asociado ax(q

Vamos a var,pues,como podriasortearse la dificultad que se ori

ginaria en la definicidn de los nuevos puntos perturbados para -

~
—%
construir vectores tangentes en puntos x(q de Ct(kh
ah(q*-T.

tales que

(kh

—%
Sea H el conjunto de los puntos de Ct que verifican

(0)

la condicidn anterior y, supuesto H(o) no vacio, pues en otro
caso no habrfa nada que demostrar, denotemos por d(o)la distancia
del punto %(t) a dicho conjunto, definida de la manera usual, es -
decir:

n
d, . = inf iz (x, 9z (0?1 12
A(q i=o0
x GH(O)

(o)

Entonces, si d 0, bastaria sustituir en la definicién -

*(kh
Ce

>
(o)
g por d /2 para que quedara garantizado que

*(kh
t

del conjunto

(0)
ningun punto x(q de la clausura del nuevo conjuanto C
(q*

verifica

ra a T.
h
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En caso anterior consideramos una sucesidn decreciente a -
cero de valores de 0, que denominaremos o_» Y supongamos que nin-
guno de los conjuntos H(U ) es no vacio, pues en cotro caso basta-

r

ria sustituir o por el o, para el que el H(o ) es vacio para -

T (q

~
que quedara garantizada la no existencia de puntos x con la pro

piedad anterior.
Sea d(o ) la correspondiente sucesifn decreciente de dis -
T A
tancias definidas entre x(t) y cada uno de los H(o ) Entonces, o

4
bien lgm d(o )>0, con lo que nos remitiremos al caso anterior, --
r

pues se seguiria de ello que si se sustituye o por l%m d(0 ) /2 ,

~ x r
ninglin punto x(q de la clausura del nuevo conjunto Ct(khverificaria
que a(q*= T, o bien 1lim d
h ’ t (cr) = 0.

Ahora bien, en este filtimo caso seria posible encontrar -

~ —*
puntos x(q del conjunto original ct(kh

cuyas trayectorias evolu-

cionaran durante un tiempo T a4 una distancia tan pequefia como se
2 r .

deseara del punto X(t). Sea pues ﬂ(q una sucesidn de puntos de

Ez(kh tal que:

b (qr - 2
izo(xi (s) - x;(e)" <0

para todo s, con 0 < s £ 7, y todo r.

Entonces, por el procedimiento descrito en la demostracidn

de los lemas (125) y (138) (al que el hecho de que ahora los pun-

tos de subdivisifn agtt mediante las cuales se definirian las --
funciones de control que generarian las trayectorias ;(qr(a) fue-
ran, en general, infinitos no afiadiria ninguna dificultad nueva,

ya que, en cualquier caso, el conjunto de &stos siempre serfa nu-
merable), se podria construir una subsucesidn convergente de funcio
nes a partir de la i(qt(S), para 0<8 <1, y una subsucésidn conver

gentecasi seguro de las correspondientes funciones de control --
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u (qr(s), para 0<s<T, de manera que la funcidén limite de las

qur(s), que denotaremos por i(q#(s), y la funcifn limite, salvo

un conjunto de medida nula, de las ua(qr(s), que denotaremos por

*
. (a

a (8), verificarfan:

2% ) = 2o+ °f @) ,0 P 2)) ez,
o
para todo 8 con 0<s<T~

Ademds como:

b (qr_ - 2
T  x (enfeo,
i=0

para todo s, 0<8<7, y todo r, se seguirfa entonces que:

n n —
1im I (x, % (e) - %, (en? = 5 (x, (T(a) - X (20?0

para todo s, o0<s<T.

En particular, como para cada r se verificarfa que aléqri

1 (qr Gar
1h -

~=. a,. se seguirfa de ello que a T ara todo r
Y 21 2G+nne g q i s ¥

. s - *
tomando limites se concluiria que a(q > X en donde las a(q*

ih - 27 ij
*
denotarian, al igual que las aij en la demostracidn del ema (138)
los 1fmites de las a(qr, en funcién de las cuales se habrfa defji

ij
nido u:q*(s).

Ahora ya que:

h
5 (a(q* —a (q*) - 8(0* >0

j=1 ij 1 j-=1 1h
* *
alguna de las diferencias a (a* _ a(q serfa estrictamente posi-
1j 1(j-1)
tiva.
* *
Supongamos pues, que a (q - a (q >0. Entonces de:

Y
1% 1(j -1)
. (q*
(q* ~ a . x
ﬁ(Q' (a . )= ;(t)"'j 1(j -1) A ~(qf (q* A
G o £(x (s),ua (s) ds=Xx(t)

(gq*
1GG7-1)

y de que se verifica también lo anterior si se sustituye a

(q% .
por alj ge deducirfa que:
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a la*
3% ~ *
13 f(x(q'(s). u:q (g) ds =
i
(q*
1(j*-1)
(5
! (q* f (x(t), u(J*) ds = (a(q* - ala*
* ik Ik
1" S

f(x(e), uO% =0,
esto es ; (%(t), u(j*) =0

Supongamos ahora que se redefiniera de nuevo los conjuntos

c (kh y C:(kh (i*

N pero elimindndo el valor u

de entre aquellos -

que podrfa tomar la funcidn de control.

Si llevAramos entonces a cabo de nuevo una discusidn como
la que acabamos de mostrar se concluiria que, o bien existiria un

valor de O, que denominaremos O* quedaria garantizado que no po -

ﬁ(“ —* (kh

drfa existir ningiin punto del conjunto Ct

(q*
h

con la propiedad
~ A

= T o bien f(x(t), u(J) =0, para otro valor u(J dife -
(j*.

de que a

rente del u

El proceso podria continuarse, pues, hasta que, o bien pa-
ra un determinado subconjunto no vacio de las u(J, j=1,2,....,h,
A A .
existiera el O#*>0con la propiedad indicada, o bien, f(x(t), u(J)

=0, para todo j.

NGtese, por otra parte, que la nulidad de uno o varios de
los vectores f(x(t), u(J) permitirfa eliminarlos de la discusidn

del problema de la existencia de un rector no nulo de multiplica
~ A
dores para la coleccién de vectores f (x(t), u), con ug Q, pues
A A
la conclusidn de su existencia para aquellos vectores f(x(t),u)#0

podria extenderse inmediatamente al conjunto total.
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De acuerdo con el razonamiento anterior y mediante una pro
longacidn sencilla de su conclusifn, podrfamos suponer ademés que

se puede escoger O lo suficientemente pequefio para que no existan

puntos ﬁ(q de C:(kh con aﬁq*z TOKT, para un E;O dado de antemano.

La Gnica dificultad en la definicifén de los puntos x(qq es

n
. - 2
tribaria entonces en que pudiera ser Z(xi(q(s) - xi(t) = 0 para
i=o
algin s.

Ahora bien, si x(qt->;(t) entonces tendrd que ser x(qr(a

x(qr (ah(qr*)< 0/2, para todo r suficientemente grande, de lo que

h(qr el 1fmite de alguna subsu-

se seguiriaque, si denotamos por a

*
cesibfn de la ah(qr , entonces existird un 8, tal que x(qv(s) <o

' . . .
para todo 8 con: 0 < s, <8 < aéq y tode r suficfentemente grande.

Podemos suponer que Tn €8 + arbitrariamente pequefio y en par

ticular menor que el T para el que se ha establecido (129).

Por otra parte, ya que el Tt de (129) podria encogerse a su

*
vez tan pequeiio como se quiera, entonces, si denotamos por T al
correspondiente a (129) y T al del conjunto en cuestidn, podrfa-

* *
mos poner T < T y To+ T < T,
0

No analizaremos en detalle la cuestidn de que lo anterior

nos permitirfa definir los correspondientes puntos perturbados --

~
x(qq mediante los cuales se obtendrian los conos de vectores tan-

~
gentes en cada uno de los puntos i(qr

(kh

de 1a hipot@tica sucesidn
—% A

de puntos de Ct convergente a ¥t) , lo cual serfa factible afin

en el caso de que:

a(qr
1h

(qr

1
q(i+ph T 7
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para todo i=1,2,..., P ¥ todo r, pues se agregaria por delante -

(q*

a (¢) dada por (129), lo que afnadiria -

la funcién del control u

los grados de libertad necesarios.

En cuanto el tipo de vectores tangentes obtenidos se puede
comprobar facilmente aunque no lo haremos aqui para no alargar mas

esta discusidn, que estos podria conseguirse que fueran del si- -

guiente:
h * -1 :
~ ~ P (&N
EoA B a8, a0y p Gl fr LGy (e, 0ty
(141) j=1 J *u h * Tpj i=o iy P

para cada punto x(q de la sucesidn, en donde los simbolos ya han
gido definidos antes, y siendo p un determinado entero tal que se

pudiera garantizar que:
n q -
i Gl a9 - xen? <o
i=o i=1 ih i

para g=p, (ptl), ...

Quedaria establecido, pues, de esta manera, un cono de vec-

tores tangentes en cada punto de E:kh, del tipo (134), o en cada

(kh del tipo (141) lo que permite la aplicacidn del -

—*
punto de Ct
Principio (91) al problema dando lugar al siguiente lema que estd

en la base de la verificacidn del Principio de Madximo.

(142) LEMA .

Si i(t), obtenida para el control u(t), con t St <t es

1,

una trayectoria Sptima para el Problema (116) en el caso autdnomo,
~ ~ -~

con G = {xb}. cumpliéndose las condiciones (118), y £ y 3f /9x -

son continuas en ]Rn+l x 5, entonces, para todo t tal que t < t<t1

existe un vector: ﬁ(t)=(n°(t)).ﬁl(t),...,ﬁét) ) # 0, de manera que:

(143) o 2(§(t).u)§ 0
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para todo ué , y na(t) <0
DEMOSTRACION

Consideremos t6 (to.tl) y para Ky h 6 N dados, con
m
k> I u2 (t)) sean Cikh y C:(kh
i=1 i
(124) o (138)

los conjuntos definidos mediante

A

Como acabamos de discutir,y supuesto que f (;(t).u(j) #0

para j= 1,2,...,h, o bien se podria definir un cono de vectores

(kh
t

del tipo (141).

tangentes en cada punto x(q de C

~ —%
da punto x(q de C ékh

del tipo (134) o bien en ca-

Por otra parte, de acuerdo con los lemas (125) y (139) el

punto x(t) perteneceria a la frontera inferior con respecto a su

primera coordenada de cada uno de dichos conjuntos.

El que ambos co6nos son convexos y que se pueden considerar

generados por los vectores:

Bug (ag%h 2% £ a9, WY
j= 1,2,...,h, en el primer caso, y

A A p-1 <
Tua (0%, £ T 2T ha ), WY
Pl imo ih Pi

para j= 1,2,...,h, es inmediato, ya que se pueden escoger los

Aj de manera que Aj= A X'#(le)A; y Xj- 0, segin los casos,

J »
Ademds la afirmacidn aludida vale no solo para los puntos
~ — —% *
x(q de Cikh - Cékh y C ékh - Ct(kh sino evidentemente también
*
para los de los propios conjuntos Cékh y Ct(kh.

Estamos pues en condiciones de aplicar el Principio (91) a

— —%
los conjuntos cerrados Cikh y C (kb
t

y al punto x(t) pertenecien-
te a la frontera inferior de ambos respecto a su primera coorde-

nada.
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Por brevedad referiremos solo la discusidn al conjunto

— —%
C(kh ya que su extensidn al Ct(kh es inmediata.
t
Denotemos por L el correspondiente cono convexo de vec-
. XM o (q —(kh
tores tangentes definidos en cada punto X de Ct De acuerdo

pues, con (91), entonces, o bien existe un vector:

)

~(kh —(kh —(kh —(kh

R = @, T o, L, 7 e 4o
con nikh(t) < 0, tal que:

i\_ A ~ ~

(144) n (kh(t) w < 0, para todo v 6 L X(t)
o bien existe una sucesidn de puntos ﬁ(qt, r6IN, pertenecientes a
Eikh ,» ¥ una sucesidn de vectores H(khr(t) 40,
tales que:

A ~

ALLLITS MO
para todo w € Lﬁ(qr y todo ré N
con Hskhr(t)g 0, para todo r, y siendo lim 20 - 20

r

En este segundo caso tendriamos:

N h
S(khr 5 5} (qr  _(qr, 7 “(qr (qry (i
n o1 i Y(qr (a 7", a, ) £ (x (aj ),u'i)< 0
para cada coleccidn de Aj >0

Se seguiria de ello que:

T I R T O T S I A SO O M P

para todo j= 1,2,...,h.

Sin pérdida de generalidad, y ya que ;(khr(t) # 0 para

todo r y que las desigualdades (144) y (145) son invariantes a
transformaciones positivas de escala en los vectores ;(kh(t) y

n (khr(t), podemos suponer entonces que:
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- N n
I 7B (e) 1{=1, en donde ||x||= (£ x2}*'%, y que
—(khr =0 1
| In (t) ||=1 para todo r6 N, y cualesquiera que sean los valo-
res A yoO caracterizadores del conjunto Cgkh'

Supongamos ahora que no pudiera garantizarse, en principio

(144). En ese caso se podria garantizar (145).

Ahora, recordando la definicidn de las matrices fundamen-

tales Qu(q("')' tendremos que en particular Qu(qé"') seria la

matriz fundamental del sistema:

>

(146) dE(s) _ 2

x4y, wl97(e)). E(s)
ds

|

%
H

en el intervalo 0 Xs< aéqr' en donde u(qr(s) denotaria la funcidn

de control en [O,aéqr] mediante la que se habria obtenido x(qr(s)
Si multiplicamos por la izquierda el anterior sistema por
el vector 2£'(s), en donde £'(s) representa el vector fila:

(£,(8), El(S).-.-.En(s)), tendriamos:

28" (8) 21%&&1 - a§—={§'(s).ﬁ(s)}=

A

-2 E'(a) %5 =%, 9. E (o).

a

X

Por otra parte, como se sigue de la desigualdad de Cauchy

(véase la Nota 18), podriamos poner:

g (o) &L @), 7@ .8e) < e @2 @9 ()T (en.

X a;

SIS II%{ =90y, 9T (1) ECe) |].
X
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Ademids:

N3 247y, %)) g (o]

n f.
-tz 222 09y, WIT ey (s) 1% V22
{=0 3%
f 2 1/2
S,n o 13T @), W@ @ s T -
N
n n f
-tz oz -0t TG, T ke ||
i=o j=o i

1135 2%y, @ lle o ]

X
Ml
[

en donde (.,.) denota la fila i-esima de la matriz

2 (..
—E (ehe) Yl'%& (...)Ilsu norma, definida como antes.

Ahora bien, de la pertenencia de cada punto de la sucesidn

-(kh

ﬁ(qr .

al conjunto C caracterizado por el valor o se seguiria

que:

n
oGl ) - (0% <o
i=o

(kh

y tambié&n que u(qr (8) e D , para todo &G[O,ah(qr] y todo r6IN.

Por otro lado, de la continuidad de la matriz éé (%,u) en
ax

o n+l s :
(x,u) € R x Q se seguirfa que ||%£ (#,u) | lestaria acotada en
b3
el compacto de n{n+m+l dado por (126) por alguna constante posi-
3 *
tiva Hk.

Denotemos por E(IJ(s), con j=1,2, ...,h, la solucidén del

sistema (146) en el intervalo [aj(qr, ah(qt] con la condicidn --

inicial:

g(ria, 07y - £ @1F @, (1n, WY
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Tendremos entonces:

£ (e, 9%) = o (ar (3,77, aj(qr)%(ﬁ(q'(aj“"). uldy,

Sea, por otra parte, u(rJ(s) la solucidn de la ecuacién di

ferencial escalar:

IO TP

(qr’ a (

en el intervalo [aj 9T) con la condicién inicial:

[ o -2~

G(Ij(aj(qr) = [fi (ﬁ(qr(aj(qr). “(j)]z

i=o

De acuerdo con la desigualdad obtenida antes se tendria en

tonces.

(147) 2 [i.(rj(s)]2 < a(s)= eZM;(s-a;(qr) a(rj( (qr)
i=o i 8 3 . aj
(qr (qr

para todo s@ [aj » 8y 1.

En efecto, ya que:

d [E(rj'(s) g(rj(s)] - ZH: [E(rj'(s)g(rj(a)J +
ds

>

+ 1263 () 2 2497y, w9 (e £y

amy £ (o) £

8e seguiria entonces, recordando la expresidn general de -
la solucidn de una ecuacidn diferencial 1lineal no homogénea:
. . _. (qr s
RN O S O I S AR S A OB

(rj [CT 2ME (s-2) .
£ (aj H aj(qr &M y(rJ(z) dz
* ( - :
< e 2My (s-—aj qr)[g(rg (aj(qr)’ E(rJ(aj(Qr)]

ya que:
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y i = 126 @ 2 GUT @), 9T G £ -
Ix

2y £ () £ ) iy 2o

para todo 2z G[a_(qr, s J1.
]

Por lo tanto, ya que (l47) es valido para todo j y r, pode

mos poner entonces:

n j 2 * 2 our
(148) z g, (o1 ? < ) T M T

para todo s6 [aj(qr. ah(qr]' todo j =1,2, ..., h, y todo ré IN.

Por otra parte, podremos poner:

“(qr (qry 2 ~(qr (qr Gy
@{"(qr (ah » aj ) £ (x (a_] ), u'v) =
( ¢ a (gqr
- 2(qr (qr j I A ( (
t(x (aj ), ut) + aj(qr %% z9%(s), u qr(é) ).

£(*I(a) as.

Se seguiria entonces que:

| ¢(i (ah(qr' aj(qr) ? (ﬁ(qr(aj(qr)’ u(j) _
Jar (qr
- GO N, WYy e 'aj(qr 1§;i(§‘qf(s), u(9T(s)).
£ (a) |ds
para i = 0,1,2,... n, en donde ¢u(qr(i(.,.)denotaria la i-esima fi
la de la matriz ¢u(qr ().

Ahora, como:

f. .
| ?;l 28976y, w9 (s)y. g (FIay|<
X
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< 1% ), T 1 eT e (] <
9x
<

*
M* (M*y 2 2 T
e (%N

podremos poner:

(i- A S 3
| @ (s, %97, aj‘q'). t (x‘q‘(aj‘q’).u(J) -

u(qr

2 *
- EeTE I, WD) Tt Mt

”
para todo i = 0,1,2,...., n y por ello:

(149) Il e : (‘h(qr.a.(qr). g(x(qr(aj (qr). u(j) -
u ]

qr
£%@, 9, W) < e t/2 (f)? M T

para todo j = 1,2, ..., h y todor 8 IN.

Consideremos ahora una sucesidn doble simultdneamente de-
creciente a cero de valores de T y de 0, en las condiciones que-
se han indicado en la discusidn precedente al lema para garanti-
zar la posibilidad de definicién de los cotrespo?:ientes conos -~

h

convexos de vectores tangentes en cada punto de Ct » la cual deno

taremos por (Td,de), de W .,

Entonces, para cada valor de d existiria una sucesidn de

r
(ad del correspondiente conjunto Egkh
i(khdr(t)

ectores n , para r 6 IN para los que se verificard (145).

puntos x , ¥ una sucesidn de

Y%
Por lo tanto, para cada d 6 IN podria escogerse un punto ﬁ(qdr de
la correspondiente sucesidén definida para dichos Td y od, de mane

ra que r <d y que para dicho punto se verificara (145) para un de

terminado vector

- (khd
n (kb d(t) # 0, con N (t)< 0.

Ta%
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la subsucesién de las ﬁ(qdr’

2(khr
para d = 1,2, ..., asi elegida y por n (t) a la cerrespondien

te subsucesién de los vectores n (khda (t), que supondremos norma-

A
lizada, esto es "n(khr

Dénotemos de nuevo por ﬁ(qr a

T.0
)| |=1, d-d para todo r.

Tendremos entonces, ya que:

b (qr _ = 2
ifo (x; (s) () <o,

para todo 86 [0, a

h(qr] y todo r 6 N, que:

1im 2097 (2,097 & Z(o)
r J

Lo que, de acuerdo con (149) y teniendo en cuenta que:

1/2 3 2Mx

(u:) kt

lim T (n+1) . . -0

r

y la continuidad de f, daria:

(qr ~ .

Umotar G, 8 99 BTG, WG -

< lim E(i‘qr(aj(q'), W9y = EE), o)
r

para todo j = 1,2, ..., h.

Entonces si se seleccionase una subsucesidn convergente de

A A
(khr(t) , que volveremos a denotar por ﬁ(khr(t) » ¥y si ﬁ(kh

A

la 7 (t)

fuera sulimite tendriamos:

(kh
heeypl=1, 5 ﬁgkh (¢) <o

3>

y adem@s, de que se verificaria (145) para todo j = 1,2, ..., h
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y todo reN , se obtendria finalmente que:
& g G

(150) n(kh(t). f£(x(t), u £ 0

para todo j = 1,2,...,h,

Por otra parte, y mediante un razonamiento similar, podria con--
cluirse también (150) en el caso de que hubiera que remitirse al

*(kh (kh

conjunto C_ en vez del G; .

Ademds, el resultado (150) podrfa ampliarse evidentemente también
a todos aquellos vectores nuloes ;(f(t), u(j) que hubiera habi-
do que suprimir para garantizar la licitud del proceso de genera
cidn de conos convexos de vectores tangentes en cada uno de los

2(7 qe c;*(kh - cékh,

puntos tal como ya se ha indicado.

Podemos, pues, suponer que para cada k y h existirfa un vector

A ~
ﬁ(kh(t), tal que: []ﬁ(kh(t)]l = 1, supuesto que para todo k y -
h la sucesidn ﬁ(khr(t) se hubiera elegido de manera que |1ﬁ(khr(t)||

= 1, para todo r,y con ﬁﬁkh(t) < 0, para el que se verificaria -
(150) para todo u(J perteneciente al conjunto D(kh.

Seleccionemos ahora para cada k una subsucesidn convergente de -

la ﬁ(kh(t), para hg N, a un determinado vector, que denominare--
2(k e 2(k

mos 7= (t), para el que se verificarfa que: ||q (t)]|]|=1, y -

~(k

né (£) < 0.

(k (k

Recordemos entonces la definicién de los conjuntos A y D', pa
m

ra k2> I ‘§(t°),k.€]i, obtendremos, por un paso al limite en
i=1

(150), que:

(151) k) . fx(e), W < 0
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(k

k * L e e PR *
para todo ueD( , ya que para cada u € D existiria un Indice h

(kh

* *,
tal que u € D si h 2 h

(k (k

es denso en A,

Ahora, como D podriamos ampliar la vali

*
dez de (151) a A(k ya que 8i u € A(k-D(k, se podria construir -
*
una sucesi(’)nu(r contenida en D(k de manera que u(r + u .

Entonces, de que tendria que ser:

7 L Ex@, oY <o

(r

-
para todo y' , y de la continuidad de f, se seguiria el resulta-

do enunciado.

Por {iltimo, podriamos seleccionar una subsucesidn conver--
2(k noo_2
gente de la n  (t), para k eNy k 2 I ui(to), convergente a -
i=1
Fal 4 sk
un vector | (t) para el que se verificaria: [|n (t)|| =1y - -

—% <0
no(t) < 0.

En relacidn al vector anterior podrfa afirmarse entonces -

que:
2~k A a
n () . t(x(t), u) < O

* *
para todo uel, ya que para cada u €Q existiria un Indice k tal

(k

* *
que y €A’ , para todo k>k . Esto completa la demostracidn.

El Lema (142) nos permitird caracterizar fdcilmente el co-
no de vectores tangentes que podria llegar a definirse en cada -

punto regular t de la funcidén de control y(s) para s elt » t,1,



aunque hay que observar que la conclusién de dicho Lema se apli-

caria ya fuera t un punto regular de u(s) o no.

En lo que sigue, y antes de proceder a enunciar en todos -
sus términos el Principio de Maximo, vamos a mostrar, pues, como
podria ampliarse la coleccidn de vectores tangentes definida en
cada punto i(t) de la trayectoria Sptima por la envoltura conve
xa de los vectores X.E(i(t),u), con €Qy A>0, tal como hemos ob

tenido antes, o la envoltura convexa de todos los vectores del -

tipo:

(152) A 3(t, t ~-At) E(%(t-At),u), para todo y€Q,
y:

(153) - A.B(E, t -At) E(R(t-Bt),q (t-At))

en donde A >0, t°< t-At < t< tyy ¥ siendo t-At, para los
valores de At bajo consideracidn, un punto regular de la fun- -~
cién de control y(s) en el intervalo L <8 £ tl’ mientras que

$(.,.) denotarfa la matriz fundamental del siguiente sistema 1i

neal de ecuaciones diferenciales con coeficientes variables:

(156 gb() 2f (x(8), 3()). E(s)

X
para se[to, tl], cuya existencia estaria garantizada da--
das las condiciones de continuidad supuestas a 3f/3%X y la aco-

1.

tacidn de la funcidu u(s) en el intervalo [egs €,
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En primer lugar vamos a comprobar que si t fuera un punto

A A
regular de u(s) la coleccidn f(x(t),u), a que se refiere el Le-
ma (142), conue puede e tenderse para incluir tambi&n al vector

TR, T ().

Sean, pues, ts(to, tl) y 6 una cantidad suficientemente pe

quefia para que se verifique: t°< t - 8§ < ty .

Podemos poner entonces:

t A A

x(t) = x(t-8) + ; f£(x(s),u(s)) ds ,
t-§
de lo que se seguirfa que:
t-§

X(t=6) = x(t) + £(x(s), u(s)) ds

t

A
con x(t-§)eC, para todo § suficientemente pequefio, en donde C de

(o

nota el conjunto dado por (117) en el caso autdénomo con x(t°)=x
.

Ahora,si t es un punto regular de u(s) podemos poner, de

acuerdo con (121):

t'G ~ A A A
d f(x(8), u(s)) ds = (-8) £(x(t), u(t))+ o (8).
t

Por lo tanto tendremos:

(159  lim X(e=8) = %(e)
540 8

- B, (0.
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Vamos a ver entonces como se ampliaria el cono de vectores

tangentes en x(t), incluyendo (155)!
Para 0 < A < 1, 630, £ - A6 € (¢_,¢t), G, 5 = 1,2,...,p,
pertenecientes a Q, y Xj 20, j=1,2,...,p, consideremos el -

punto de C definido de la siguiente manera:

(156) ;G(c-xa+ -2 ( £ )8) =

: o j
j=1 P
~ t-A8a A _ t-A84(1-1) ( j?'lxj) 5
= x(t) + 1 f(x(s8),u(s))ds + g A A
¢ f(xs(s),us(s-(t-xé)))ds
t-Ad
en donde
8
Qé(s) = x(t=-18) + f(xs(zLuG(z-(t-AG))) dz
t-A4
4
para t-A8 ¢ 8 < t -A6+ (1-2) ( I Aj)ﬁ . Z
j=1

siendo “6(8) la funcién de control definida en cada uno de los

subintervalos:

i-1 i
(1-2) «( IAx)6<s < (1-2) C Z )8
g=0 B g=0 &

&

para j = 1,2,...,p, con Ao = 0, constantemente igual a u ~.
Entonces, ya que t es un punto regular para u(s) tenemos:

P ~
(167) lim =1 Q(e-A6+(t-A) ( I A.)8 ) - x(t) =
8§40 & j=1 3
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A A - P A A .
= A EGR(E), WO + () T AL £Gx(e), wl)
i=1
Por lo tanto, podremos definir mediante el procedimiento -
anterior un cono convexo de vectores tangentes en x(t) del tipo

(157) para cada te(to, tl) que sea un punto regular de y(s).

No obstante, debido a que la aplicacién del Principio (91)
exige que el correspondiente conjunto C a que se aplique deba de
ser cerrado, vamos a restringir nuestra definicién de conos con-
vexos de vectores tangentes a unos ciertos subconjuntos cerrados

de C.

(Observese, por otra parte, que debido a la razén de que
durante el intervalo (to, t-A6) para 640 el control aplicado es
u(8) y no otro el que el cono cerrado quedari definido en el -
puntof (t) ynoenotropunto X de C,como también seria posible hacerlo,
y que la construccidn indicada del punto ﬁé.)dado por (156) garantizarfa
que ﬁa(.)ec para todo 840, lo cual podria no ser asi si se hu-
bieran propuesta otras posibles definiciones de vectores pertur
bados a partir del i(t), tal como podria haber sido el caso si
se sustituyera la funcidn y(s) en el primer integrando del se--
gundo miembro de (156) por un valor constante arbitrario u* y
se pusiera:

t-248
fa3 e *
ﬁa(t—lé) = x(t) + f(x(8),u ) ds . )
t

Entonces para que el resultado del Lema (142) pudiera am-

pliarse a los vectores (157), bastaria introducir unas pequefias

(kh
modificaciones en la definicién de los conjuntos Ct dados por
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(kh

*
(124) y C, dados por

(138) para permitir la inclusidn de vectores tangentes del tipo:

(158) - (a9, e-a(Y e@(e-a'Y, Fe-ay)
(kh

en el caso del conjunto Ct , ¥ del tipo:

(as9) - gl e-al9 Ex(e-a(Y), T(e-a(9

en los integrantes del correspondiente cono convexo, siendo -

d(q 20, t—d(q €(tys tl) y un punto regular de u(s).

Con mds precisidn, la redifinicidén de los puntos del nue-
(kh
vo conjunto Ct , seria ahora la siguiente:

(kh .

x  * * *
(160) c, = f x = (X, 0% s Xppeees X )'E Ry

Existen dl’ &10, 811,..., aln’ aio' dii y bij’ para i=1,2,
veesp y 3=0,1,2,...,(h+2) de manera que alo-o, bij-o, d00=0’ -

aio=bi°=0, y diizo, bijzo, para toda i y j, y existe ademds una

funcidén de control ug(s) definida en el intervalo:

P h+2
t-dp < 8 £ t—dp + al(h+2)+ 151 jfl bij’ de la siguien

te manera:

(p .
u (J

= N - + .

a (8) u , para t dp aP(J-l

= u(t), para t—dp+aph $ 8 < t_dp+ap(h+l)

- E(s—(ap(h+2)-ap(h+1))),para: t—dp+ap(h+l)§sst-d

*a, (h+2)

P

<8 < t-dp+apj,j=l,2,...,h

+
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en donde:

L}
™
[

div1

3
d o i= 5=
i ai(j-1,+ El bir’ para i=1,2...,p, ¥y j=1,2,...,(h+2)

@ (kh

gsiendo u'“e D , para j=1,2,...,h, y se verifica:

Ak A(p 2 t—dp+ap(h+2)
T x e dptay (g TR(ETd ) £GP (o), ulP(a))as

P

t-d

con:

8

A A

2oy = 3e-a) + 1 £GP, wlP)) aa

t-d
P

para todo 8 e[t—dp, t—dp + ap(h+2)]

24

- . <
Ademds existen T1>0 y 0 < 0< 1, tales que 3 (h+1) P

d <1 —%— 4

P * %p(ht+1)” %pn > v

p!

. =P o) - % (en? <o

| e -]

i

para todo s6 [t-dp, t-dp + a y por filtimo:

p(h+2)’ ap(h+2)

- ap(h+l) = —%— dp, y siendo t-di, i=1,2,...,p, ¥y t-1 pertene--

cientes a (to, tl) y puntos regulares de u(s).

*(kh se

Por otra parte, la definicién del nuevo conjunto Ct

ria ahora:
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* * Kk k% * +
(161) Ct(kh = [ X =(xgax)aXyseresxs) 'ERD 1,

Existen dp, y aij’ con i=1,2,...,p, j=0,1,2,...,(h+1l), de

manera que ai(j-l)saij' doj = 0, a; = 0, para todo i y j, vy -

dii 2 0, siendo ademias ai(h+l)> 0, para todo i=1,2,...,p, para
< . . < -
evitar ambiguedades, y siendo dp< T, Bl(h+1) 2 dp’ para un de
terminado 1>0, y también : 85 (h+1) ~ Bjp 1741 dp’ a la que co--
rresponderia la funcifn de control u:p(s), definida de la siguien

te manera:

(p G g1
u_"(s)=u'", para t-dp + 150 ai(h+l)+ag(j—l) <8 <
g-1
-d_ + ) +a_.
< t-dy iEO fi(he1) T %gj

con j = 1,2,...,h

— g-1
= u(t), para t-dp + iEO 8 (n+1) * eh < 8 <
g-1
< tmdp t I, Gieen) T fg(ne)

A
y la trayectoria x(P(s), definida de la siguiente manera:

8
A P A A
2Py = xe- T apn+ 1 EGP@, WP e
i=1
t-d
P

P
para todo se [t-dp, t-d + I ai(h+l)] , ¥y en donde

P i1

1 : R
aﬁ+l)(h+l) spj;r ai(h+l)’ para todo i, de lo que se deducird en
tonces que ifl ai(h+l)< 4T, t-dp y t-T pertenecientes a (to, tl)



- 149 -

y puntos regulares de u(s), y con ;* = x(Yt-d + g a ).
’ p i= i(h+1)

Ademds existiria un 0>0 de manera que:

- (p - 2
iEO (x;7 (8) - x;,(£))" <0

para todo s. }

Comentaremos ahora brevemente el por qué de la definicién

del conjunto (160) en la forma que lo hemos hecho.

En primer lugar hay que observar que la restriccidn de que
dp> 0 si ﬁ* # %(t) no impedirfia que se pudieran ir definiendo pun
tos perturbados adecuados para generar toda la gama de vectores
tangentes posibles ya que este efecto quedaria compensado por 1la
G

posibilidad de que u = u(t) de manera que quedarfa controlado

A A

el tamafio relativo del vector —f(x(q, u(t)), frente a los vecto-

A A

res f(x(q, u(j).

En segundo lugar observamos que es fdcil demostrar que el enun
ciado del Lema (125) se verifica si se cambia la referencia a -
(124) por 1la (160), pues salvo en lo que se refiere a la intro-
duccién de la funcidn U(s) (que recordamos que estaria acotada
en [to, tl] en algunos tramos de la definicidn de las funcio--

nes u:p(s), lo que no afiadiria ninguna dificultad especial, el

resto es igual en ambos casos.

Ahora bien, como ya hemos comentado en el momento de gene

rar conos convexos de vectores tangentes en cada punto ﬁ(q de -
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Cékh, aunque si T se encogiera suficientemente pequeiio se podria

garantizar que:

5l = 2

&) - (en? < o

i=0
para tode s, siendo ﬁ(q(s) la trayectoria definitoria del punto -
Q(q de Et(kh podria darse el caso que para el T en cuestidn - -

P . (qr -(kh s

existiera una sucesién de punto % de C, convergente a X (t)
con trayectorias definitorias en la méxima longitud admisible de

su intervalo de definicién.

En nuestro caso, 'y debido a la manera en como se ha intro-

ducido la dependencia de la longitud de dichos intervalos del re

tardo t-dp resultaria que ello solo podria darse si cada g(qr vi
niera definido de la siguiente manera:

t+r
(162) 2497 2 F(e-n) + 1 £x(9T(e), wl9T(s)) ds +

t-1
t4G5/4) ©
+ £x(9%(s), T(s-G/8r)) ds
t+T

para todo r€N, siendo t-1 un punto regular de u(s).

Tomando limites en (162), es fdcil comprobar, por argumen

tos similares a los utilizados para establecer (129) que existi

*
ria una funcién de control admisible u(q Yy una trayectoria aso-

ciada ;(#(s) de manera que:
t+T
a N t+5/ 4t
(163)  x(e-0+ ;@ %%, u M eas+ 1 23 (8) 0 (s-6/ 40 ds=

t-1 t+T

Y

= x(t)
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La demostracidén del Lema (142) muestra, por otra parte, -
que nos bastaria, para completar su demostracidun utilizando solo
conjuntos del tipo Cgkh, con que quedara eliminada la posibili--
dad anterior para una sucesidn decreciente a cero de valores de
T (y de 0). En caso contrario podriamos afirmar, por lo tanto -
que (163) valdria para todo T en un entorno de cero, com t-T un

punto regular de u(s).

Ahora, puesto que el conjunto de puntos no regulares de -~
u(8) es de medida nula y los integrandos pueden modificarse en -
conjunto de medida nula podrfamos asegurar que (163) valdria pa-
ra todo Ten un intervalo cerrado a la derecha de cero en el caso

que no se hubiera podido establecer el andlogo al Lema (1l42)en este cas

*

Utilizando entonces el conjunto(?t(kh dado por (161) y es-
cogiendo 0 suficientemente pequefio podria garantizarse entonces,
si se hubieran eliminado aquellos vectores f(x(t), u(J) nulos, y

A A
supuesto que f(x(t), u(t)) # O pues si no no habria nada que de-

mostrar, que los hipoté&ticos puntos x

- *
da en Ce (kh , podrfan, en el peor de los casos ser de manera -

r : .
(q de una sucesidn contenl

r

h+1) se cumpliera -

c  sga (qr 1 (q
que la restriccifn: a(i+l)(h+1) zi a)¢
con igualdad para todo i y todo r, pero verificdndose para cada
glar

uno de dichos puntos que:

e, L2
~ r r
ey 20T - xe-th 4+ 1 @), o9 (e)) 48

(1
t-’rr

(1 (2 .
con T < ro y Tr < T, en donde r°< T 8iendo este T el co
*(kh

rrespondiente al Ct

de

0.
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Por otra parte T podria seleccionarse suficientemente pe-
quefio de manera que quedara inclufdo dentro del intervalo para

el que vale (163), lo que implicarfa la inclusidn en este inter

(1

valo también de L

(1

r

. glar 14 Gar
dada en (161), y ya que: di(h+1) Szi dp

~
para todo i=1,2,... se seguirfa entonces que ﬁ(qr = x(t), ¥y no

(1

T

En cuanto a la posible nulidad de Tt de la definicidn -

*(kh

del conjunto ct

habria nada que demostrar. Podemos pues suponer que T

(qr
ih
para todo i=1,2,..., y se podrfa definir por lo tanto la gama -

completa de vectores tangentes, incluyendo los. del tipo -f(x(q,

> 0, -

. . (qr _ 1 (1
para todo T lo que implicarfa que ai(h+l) a 2 ai L >0,

u(t)), multiplicados por la izquierda por determinadas matrices

¢ (qr (.,.), mediante perturbaciones en valores de i lo sufi--
u .

cientemente avanzados como para que se pueda asegurar que el -

~(qqr

punto perturbado X definido mediante la trayectoria a(qqr(s)

verificara:

para todo s.

Solo queda pues por ver que una ampliacidn de la defini--

cién de cada u(qt(s) en esos subintervalos avanzados mediante -
el aumento de los correspondientes ai;r es lfcita,

Ahora bien, de (163), teniendo en cuenta la unicidad de -
las soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales que carac

teriza las trayectorias %x(s) ya fuera hacia adelante, con valor
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inicial dado, o hacia atrds, con un valor final dado, podriamos

poner:
Qa
t+ArrA A
;(:-41£1) + £ ey, w1 (a)) s = x(e-t(h)
Qa
t-hrr

Por lo tanto podrfamos poner en (164):

c+41£1
O L f(t-hr§1)+ s £20% sy, o (s)) ds +
t—ar(l
r
t+41(1+r(2
r rAA
+ £x ), w (o)) ds
t+41(1
r

x
en donde la ampliacidn de f(q#(s) y u(q (s) al idintervalo - -

[t+4r£1, t+4T:l+r§2] se haria de manera que coincidiera con las

~
funciones x(qr(s) y u(qt(s) en el intervalo [t-ril, t-T£l+T£2].
Se comprueba entonces que esta nueva presentacidn de x(qr

estd de acuerdo con la dada en (161) y ademis ahora se evidencia

la licitud de la definicidn de la coleccidn de puntos perturba-

(aq mediante los cuales se definiria como convexos adecua-

*(kh
¢ .

A
dos x

A
dos de vectores tangentes en los puntos x(q de C

Una vez establecida esta posibilidad de definicidn de los
conos y con una demostracidén similar a la del Lema (142) en 1la
que se tendria en cuenta tambi&n la acotacidn de la funcién -
u(s) en [to,tl],se podria establecer entonces el siguiente resultado

que enunciamos.
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a continuacidn:
(165) LEMA

En las condiciones del Lema (142), si ademﬁp t fuera
un punto regular de u(s) en (to, tl) entonces existe - --

~
n*(t) # 0 tal que:

(166) N*(t) £(x(t),u) < N*() £(x(t), () = 0

para todouefl, y ﬁg(t) <0
La ecuacidn (166) establece el Principio de Mdximo puntual
mente. Para su extensidn y caracterizacién a lo largo de
toda la trayectoria necesitamos todavia ampliar mds la co-
leccidn de vectores tangentes definida en cada punto i(t)

de la trayectoria dptima.

Para iniciar la discusidn de esta ampliaciBn consideremos
un punto t, con to <t < tl y sendos decrementos no negati

vos Alt y Azt de manera que t - A, t -~ A,t > to y siendo -

1 2

t—Alt y ¢ - Alt ~4,t, puntos regulares de la funcidn u (s).

2t - 1(16, en donde -

8§ >0 se supone suficientemente pequeiio para que en ningin

Empezando en el instante t - Alt - A

caso se den puntos a la izquierda del to y 0 < X(l <1,
consideremos la siguiente funcién de control:

Up p (B) = (i1, para
12 i-1
t -t -t -2Us e a-ay poals <6 <
1 2 j=0
St - t-At-J\(16+iZ )‘(16
4, 2 j=0 3

=1, 2, .0y q 3 Aé’ -0

q
- g s - aally ¢ Uy
j=1 1
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q
para t -a.t -a.t -A(1s 4 (1-A(l)i§1ﬁ; §58 <

1 2

q

st -t -2 4 (M 3 als o2
2 i’"l 1

con 0 < X(Z <1 ; k(zﬁ < Alt

= u(i2 3 para

q . g ity
e - agt - 2064 (1-x(‘)i§lxila—x(25+(1-x( ) 4Zo x§ 5

1

q i-
s ¢ -a,e -A s+ (12 I A - aZeraa?y 1 x§25
1= j=0
con i =1, 2, ..., q ;2 22 =0

q q
= uesaas o aaay 5o s 02 o 122y 5 5 @y,
j=1 1 i=1 i

q q
tals -2+ -2 Py 1 2sc s
=1 i j=1 &

q

s 2+ aalh g

q
AMle- s v a1 2%
i=1 *

Mediante la funcidn de control anterior se trasladaria el

punto x (t - &yt - At - A(lé) de la trayectoria optima a

2
un punto que denotaremos por:

a q q
x, (2% 2 aath 1 alls -2+ aa? 1 2

J i=1 i=1
y abreviadamente por XsA A
)

Se trata entonces de evaluar el siguiente limite
(167) 1lim 2661A2 - x(t)
8+0

Ahora, el punto iGA s Se obtiene de la siguiente manera:
12

q
e-8,e2 s waa 1 a{lea (s
g 6=x (t-Alt—A2t~A(16) + ~ =1
12 £(Rs(8) »ug(s)) ds +

:-ﬁlt—ﬁz—x(ls
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q q
a6+ a5 Al a4 aa? 2 {%s
i=1 i=1

£(3,(a), uga))

. ;
t-a,e - A0s + (a1 alls a2
i=1

en donde, ;;(s) se define de manera obvia para s en el intervalo

en cuestidn.

Si a la expresidn anterior sumamos y restamos la cantidad:

q
-2 s ¢ aaly 3 A§16

i=1
! . q
E(Re o) terUs- aahy 1 alle) ae
_ i=1
t-Azc-A(‘a + (A 8 xi‘a- 2 (25
im=]

en donde

q
ig (s) = x (e-a,t- A dse (a3 xils- 2 25y 4
i=1

A q
+ f(ﬁ; (), u (z42 18 = aaly g xils) dz
im1
J

q
t-Azt-A(16+ a-xy g x§15- 2 (26
i=1

para

q q
e o, s 0 aally 5 allea@ice < eaallar aaally A {15,
i=1 i=]

podemos obtener entonces el limite (167) calculando por separado

los dos siguientes limites:
q

e-a,e-APeraa )y £ allsa(Zs
(168) 1lim [%(t-Alt-Azt-X(xG) + R i=1
§to f f(ﬁ's(s),u‘s (8)) ds +

t- Alt:- Azt—)\(lé
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q
-2 Usr-aly g Ai‘s

i=]
-

s ' HETTOM s+ (s (1-a b xila)ns-%(c)J/a

i=1

q
e-8,e2Ueraath 1 A§16-1(26
i=]

v _
q q
easraath @ alasa0?) 1 a2

(169) lim i=1 i-1

§to| [ ;(Qe(s),ua(s)) ds -

q
t-Azt—X(l6+(l—A(l) r a{le- A
L i=1

q
-2 Usea-ay Ailé

- i=1

A q
s fage), wenTeoaatly x Ailé))lls
ie1

q
e-8,e-aMer a1 oa e 2%
i=1

El limite (168) valdria, de acuerdo con los resultados obteni

dos anteriormente y concretados en (1l41):

(170) e (e, t-a,e-0,6) ATEG(e-s toa,0), TlE-a a0+

ar (i1
£(x(t-4,t-4,t), u )

en donde ¢ (.,.) denota la matriz fundamental de (154) mientras
que el limite (169), cuyo cdlculo se podria llevar a cabo de una

manera mis cémoda sumando y restando en el numerador el siguien-

te término:
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' q
% (t-Azt-A(lé + aaay g s 22y o
i=1 1

q
c-Azc-x(16+ a2y g Ai‘s- 2 (25

- i(t—AIt—Azt—A(16)+ I ~ i=1
f(ﬁés) ,“és) ) ds

-8 -t g2 {1
t-8,e-8,¢ A8
vendrfa dado, recordando tambi&n (141), por:

(171) Q(t,t-Azt) (-2 (2 ;(i(t—Azt), E(t-Azt)) +

2 W11

q A A
+ a2y 3 Ai E(x(e-0,0)),
i=

1
El resultado obtenido combinando (170) y (171) seria genera-
lizable, por supuesto al caso en que se consideraran g decremen-

tos no negativos A t, A t, ..., Agt, siendo los g-1 primeros es-

1 2
trictamente positivos y el iltimo simplemento no negativo de ma-
nera que t -igl Ait> to supuesto que & es suficientemente pe-
queiio de modo que todos los instantes considerados estén a la de
recha de tos ¥ siendo los instantes: t -i§1 Ait' para 1 = 1,2 -
«+»y B8, pPuntos fegularea de 3(5) en (to, tl).

En ese caso, sumando y restando las cantidades convenientes

en el numerador de la expresidn:

g . . q -
a7y g, (e - £ D - aalthy @ alsn - o
i=] j=1 3

en donde QG se supone obtenida con el control “é cuya definicién
corresponderia a la generalizacifn de la del caso g=2 considera-

do antes y siendo:

o s A<y aff20p ie1,2,000,85 37152, 00,0, con A8
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para i = 2,3,...,g, se podria calcular el limite (172) mediante -
la determinacidn por separado de g limites cada uno de los cua-

les involucrarfa expresiones del siguiente tipo:

d | . . q .
(173) &p (e- @ £ Aoty 1 aley)
: i=1 j=1
d-1 . . q .
-gp -z Yseaathy 5 als
i=1 j=1 1

salvo el primero y el @Gltimo a los que corresponderfian las
dos siguientes expresiones:

q A
(174) 21 (e-2Tsrcr-atly ‘zlxgla) - ()
J=

Y

q .
UL x§1a]) - xg(t- PEPENCI A§1a])

q
(175) ﬁs(t- b
=1 Jal =1 j=1

i
De acuerdo con la discusidn anterior cada una de las expre--
siones (173) se podrian poner, para § pequefio, de la siguiente ma

nera:

a2 B G 3
o(t, t- z b;t) [-2 £(x3(t- z Ait— T [A s- L A 87), ult- z 6,E))+
i= =4 i=1 i=d

q
e a3 x‘df(x*(c o etT e 1 alan,u D g0 s)
j=1 i=1 13- j=113

mientras que (174) y (175) se pueden expresar, respectivamente,

asi:

o (t,t- 30, (O L AQEE - T, (6, - Ea () +
i=1 i=1 i=1

g .
e aay F A0 E (e s, (6 91 5+ 0(®)
j=1 J i=1
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-~ g—l . q . _
s(e,e-n e) [-2CBe(gpce-a e- 1 AGe 5 alleN), Tee-s 6y +
g 8 a1 j=1 3 &

q -~ g-1 q . .
+(1-2 8 g aBe@rce-a oo s £ a8, 09836 4 0(8)
j=11 & a1 j=11

Por lo tanto el l1limite (172) vendrd dado por la siguiente ex

presidn:

8
(176) I

8 (47 2 g - g
¢(t,t- L Ai:).[-x f(x(t- L Ait), u(t- L Ait)) +
d i =

1 i=1 i=d i=d

4 .
Ebey, ulih))

q ~n
+ (-2 1 2 (-
] i=d

j=1
d d d
Entonces, cuando los X( y A; varian, con 0 < A( <1,
d

A; 2 0, para unos determinados %t, i=1,2,...,8, que sSe supone
permanecen fijos, al igual que 1los u(Jd Yy 4, el conjunto corres-
pondiente de vectores del tipo (176) es evidentemente un cono con
vexo.
(d
d j
ra que A; = 0 para j=1,2,...,q, y d= 1,2,...,(g8~1), el cono con

Por otra parte, si Agt = 0 y se seleccionan los A de mane-
vexo anterior incluirfa en particular al que hemos considerado -

en el establecimiento del Lema (165).

A la vista de (176) se podrian definir ahora los correspon--

(43 *
dientes conjuntos Ci“h y Qt(kh

, generalizaciones de los dados -
mediante (160) y (161) mediante el establecimiento de las corres
pondientes funciones de control “gp(s), no solo en el punto t si
no en los puntos t - g Ait, y de manera que T y 0 fueran sufi- -

i=d
cientemente pequefios para que no hubiera solapes.
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El procedimiento utilizado para establecer (142) y (165) nos

permitirfia entonces formular el siguiente resultado:

(177) LEMA

En las mismas condiciones del Lema (142), si Ait > 0 para -

g
ifd Ait para d = 1,2,...,g, son -~

i-l,2,...,(g—l),Agt 20, yt -
puntos regulares de la funcién de control u(s), entonces existe

n*(t) # 0, tal que:

8
L A.t), u) s
imd 1

2 8 o
(178) n*(t) o(t,t- I A.t) f(x(t-
i=d i

o) 4 A A
$ n*(t) o(t,t- L A,¢) £(x(t-
j=d

8 _ 8
. EdAit), u(:-.z Ait)) =0

i=d

1

para todo d= 1,2,...,8, y todo ueQ

El resultado del Lema (177) puede extenderse ficilmente a -

cualquier punto regular t - At de la funcidn u (s)

En efecto, sea R: el conjunto de puntos regulares de u(s) en

(to, t], en donde t es otro punto regular. Sea, por otra parteW
s r ‘<

un subconjunto numerable y denso de Rt y w( ,t6 ¥ una sucesién -

creciente de subconjuntos finitos de W,esto es:

. (r _
I:m wt Wt

(

~
. Z(r* :
Entonces, si denotamos por n (t) al vector a que se refie

re el Lema (177) para cada WEE ya que sin pérdida de generalidad
Alr%
podemos suponer que||n(r (e)]||=1, para todo r, podriamos obtener

una subsucesidn convergente a un determinado vector, que denota

faX —%
remos por n (t), no nulo, con no(t) < 0, y de manera que:
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A A

(179) N*(t) #(t,t-At) £(x(t-At), u) <

< %*(t) d(t,t- At) ;(%(t—At), u(t-At) = 0

para todo t - At € wt y todo uefl, ya que para cada t-At € "t exis

* (r
tird un indice r de manera que t-At € "t sl r>r*

Sea ahora t- At ¢ Rt - wt’ y t -A(t t una sucesidn en wt con-

vergente a t - At.
De (121) se tiene:

t-At

(r, -At) ;(%(t—bt), u(t-at)) +

(x

i) ;(i(s), u(s)) ds = (&

+ o(A" " t-At) =

t—A(rt

= 0Tty Ex(e-0Tey,u(e-6Te) + 0 (A Fe-pe)

(

Dividiendo las dos {iltimas expresiones por A Te - At y hacien

do tender dicha diferencia a cero se obtendrfa:

lim ;(i(t-A(‘t),E(t-A(’t)) = E(i(t-At). uw(t-4§))
r

De ello se sigue que (179) podrfa establecerse para todo pun
(r

una sucesidn de puntos regulares

— . (r 2% (r
de u(s) en (to, tl), tal que lim t = tl. Denotemos por N (t )

to t - At de Rt' Sea ahora t

la correspondiente sucesidn inducida de vectores %*(t) verifican
do (179) y escojamos una subsucesifn convergente a un vector

que denominaremos ﬁ(tl), el cual serd tal que verificarfa (179)
para todo punto regular de u(s) en (to, tl), pues si t* fuera un
punto regular en (to, tl) de u(s) entonces existirfa un r* tal -

< t(l’.‘

* *
que t < sir>r .
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Podriamos poner entonces:

(180) n(e)) o(t,,)E(x(e),u) Sn(ede (£,8) £(x(t), ult)) = 0

para casi todo te [to, tl]
Hagamos ahora:
(181) n(e) = n(t;) #(t,, t)

para todo te¢ [to, tl].

Debido a la continuidad absoluta de &(tl, t) quedaria defini-

da mediante (181) una funcidn absolutamente continua en [to, tl].

Ademds, debido a la caracterizacidn de ¢(.,.) como la matriz
fundamental del sistema lineal (154) se puede comprobar que la -
funcién 7' (t)transpuesta de la n(t) definida mediante (181) se-

ria solucidn del siguiente sistema lineal:

(182) dele) . (o 2L 3oy, W@a1'. (o)

A
para se[to, tl] , vy en donde [.] indica la traspuesta de la ma-
~ A
triz en el corchete, con la condicién de contorno ﬁ'(t)=ﬁ'(tl)#0,

para t=t pues, en efecto, se demuestra facilmente que la matriz

1°
fundamental del sistema (182), denominado el "sistema adjunto” -
del (154), la cual denotaremos por ¥(.,.) verifica, en [to, tl],
la ecuacidn:

'
bo(e,e)) o(e,e ) = 1

en donde ' denota la transpuesta dejpe I es la matriz unidad -

(Véase la Nota 19).
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Por lo tanto, la solucidn E(s) de (182) con condicidn inicial:
= -l ﬁ' - :—
E(e)) =¥ “(e,E ) n'(t)) V(e oty) n'(e))

vendria dada en funcidn de ¢(.,.) por:

g(e) = yle ,t ) gt ) =o' (r ,v)0' (e e )n'(t})
Es decir:

£'(t) = n(t) = n(ey) o(t,,t ) #(t ,t) =
= n(e,) ot ,t).
que coincide con (181).

Observese ademds que al ser ﬁ(tl) $ 0y %.,.) no singular -
se seguirfa entonces que N(t) # 0 para todo t E[to,tlJ.

A

Por otra parte, ya que la funcién f no depende explicitamen-
-
te de LI tendriamos que af/axo- 0, y por lo tanto que no(t)=ﬁo(tl)

para todo te[to,tlJ.
Por {iltimo, para cada t s[to,tll tendremos:
(183) sup p(t) . £(x(t), u) =0

ue

en donde 7)(t) vendrfa dado por (181).

En efecto, sf t fuera un punto regular de u (s) en (to,tl),
(183) no serfia mds que una consecuencia de (180), e incluso val
drfa (183)con "mdx" en vez de "sup". Sea pues t un punto no re
gular de U( 9 en [to,tl] y supongamos por ejemplo que:

sup %(t).?(ﬁ(:), u) >0
uefd

Existiria entonces un u*g( tal que:
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A A

(184)  N(e).E(x(t),u’) > 0

(r

Ahora, si t fuera una sucesidn de puntos regulares conver-
_gente a t, cuya construccidn siempre serfa posible al ser el com
plementario del conjunto de puntos regulares de medida nula en -

[to,tll, entonces por (180) y la continuidad de f(%,u), x(t) y -

~
n(t), tendriamos:

2 ~a *
ﬂ(t(r)-f(x(t(r). u) g 0, para todo r,

tim n(eHEGEET), o) = FOEG®, ) <o
r

en contradiccién con (184).

A A ~

Por otra parte, ya que de la continuidad de B,f y x se sigue

que dado € > 0,

™ fGe™, 7™ - ToiGm,aeT) <.

si r > re’ para un determinado r., entonces:

lim () E(x(e), T(tTy) = 1im e EFE Ty, 7)) = 0
r r

de donde se seguirfa que:

sup n(E).E(X(t), u) 3 O
ue

1o que junto con la contradiccidn implicada por (184) probaria

(183).

Podemos ya pues resumir todos los resultados obtenidos en -

el Teorema siguiente:
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(185) TEOREMA (Principio de Madximo de Pontryaguin)

Si %(t) obtenida para el controlu(t), con to <t =< tl, es -
una trayectoria Sptima para el Problema (116) en el caso autdno-
mo, con Go = {éo} , cumpliéndose las condiciones (118), y ; y
8;/&; son continuas ean“+l x 3, entonces existe una funcién ab-
solutamente continua no nula %(t) = (ﬁ;(t),ﬁl(t),...,ﬁ;(c)) que

satisface el sistemé adjunto (182) para una determinada condi- -

cidn inicial, de manera que:

a) La funcidn:
A oA a
n(t) . £(x(t),u)

para cada t fijo, siendo t un punto regular de u(s) en (to.tl),
alcanzard su mdximo en el punto u = UW(t), lo cual implicarfa -
que:

(186)  HEIF(F(E), u(t)) = sup n(t)E(x(E),u)
uel

para casi todo punto t en [to.tll.

b) En el punto terminal se verifican las relaciones:

(187)  Rle) <0 ,y'::gﬁ(:l)f(?(cl),u) - 0

Ademds las funciones de ¢, ﬁo(t) y sup n(t)f(x(t),u), resul
ueQ
tan ser constantes, de manera que las condiciones (187) pueden

verificarse en cualquier instante t s[to,tl], y no necesariamen

te en tl.
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Con esto terminamos nuestra exposicién de la aplicabilidad del
Principio (91) en la deduccidn de las condiciones necesarias de
optimizacidn en el caso diferenciable. En el siguiente capitulo
enunciaremos y discutiremos otros principios de interé@s en lo -

referente a la generacidn de condiciones suficientes.



16¥

CAPITULO III

TEORIA DE LAS CONDICIONES SUFICIENTES. EL PRINCIPIO DE LA OPTIMI-

ZACION EN DESIGUALDADES Y EL PRINCIPIO DEL MINIMAX.

1.- INTRODUCCION.

En los capitulos I y II hemos analizado la aplicabilidad -
de dos principios basicos en la generacidn de condiciones necesa-
rias de optimalidad desde el punto de vista geométrico, el princi
pio de la Proyeccidn Maximal, en el caso convexo, y el Principio

de la Proyeccidn Maximal Tangencial, en el caso diferenciable.

Se podrian proponer también principios en la generacidn de
las condiciones necesarias de optimalidad desde el punto de vista
analitico, aunque cualquiera de ellos seria probablemente una --

adaptacidn del siguiente principio b@sico elemental:

Si para el problema: min f(u), sujeto a ue 2 &<~ W, en donde
W denota un conjunto arbitrario, y f una funcidn real definida en
su subconjunto I, entonces si u* es una solucidn del problema y
T es una transformacidn de W en si mismo, tal que T (u*) € Q, en-

tonces necesariamente habria de ser: f(u*)< £(T(u¥*) ).

Nosotros, éin embargo, vamos a pasar a proponer en primer
lugar un principio que permitiria plantear condiciones suficien -
tes de optimizacidn, en vez de sSlo condiciones necesarias como -
los anteriores, antes de pasar a discutir luego otra de las meto-
dologias generadoras de condiciones suficientes de Sptimo,como es

la teoria del minimax para funciones de dos tipos de argumentos.

La idea que preside el primero de estos dos principios es
sencill a: Ya que toda desigualdad entre dos funciones encierra la

solucidn de un problema de Sptimo se trataria de formular esa ca-
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racteristica de una manera que fuera practicable en el anilisis -
de los problemas de optimizacidn. Esta idea nos fué sugerida por
la lectura de algunos trabajos sobre una metodologia para resol -
ver problemas de optimizacifn cuya puesta en practica podia justi
ficarse en base a la conocida desigualdad entre las medias aritm§
ticas y geométrica por lo que ha recibido el nombre de Programa--

cidn Geométrica. (Véase la Nota 20).

Ahora la Programacidn Geomé&trica ha derivado en el andli -
sis de otras cuestiones mas directamente relacionadas, con la so-
lucidn efectiva de problemas que en la investigacidn de la forma-
lizacidén de un posible principio general que permita afrontar la-
solucidn de problemas de optimizacién o por lo menos la caracteri
zacidn de dichas soluciones, mediante la utilizacién sistemdtica
de desigualdades, que es el punto de vista que a nosotros nos in-

teresa discutir aqui.

Vamos a establecer, pues, este principio de una manera pre
cisa:
(1) TEOREMA (Principio de la Optimizacidn en Desigualdades).

Congsideremos el problema:
(2) min fo(u)

sujeto a:
(3) uewvu

con f un conjuntogrpjitrario y fo una funcidn real definida

en U.

Supongamos que existe para cada u o un elemento n=n(u) de

otro espacio H y sendas funciones reales p y ¢ definidas en H

x U, de manera que:
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(4) p (n, u) < q(n,u) para todo u 6 U, y n=nu), y que:

uw 6 U implica p (f,u) = f(u), y
() p (n,u) = q (n,u) implica u 6 U.
Supongamos ademds que existe el minimo de la funcidn q (n,u) para
u € U, el cual denotaremos por 9, ¥ que:

(6) q (n, u) = q,, para todo u € ScU.

Entonces, si u* €5 y p(n*,u*) = q (n*,u*), ut sera un pun-

to solucidn del Problema (2).

DEMOSTRACION.

- En efecto, se verificaria:
£(u) = p(n,u)2 q(n,u)2 q = q(n*,u*) = p(n*,u*)= f(u*)

para todo u 6 U y ademds u* 6 U lo que prueba la optimalidad de
uk,

La utilidad de la aplicacién del principio anterior estri
ba en la posibilidad de utilizar an para determinacidn de 4 ¥ S,
lo que caracterizaria a la solucidn Sptima como aquella u* de S
tal que: p (n*,u*) = q(n*,u*).

Vamos a ilustrar en primer lugar la aplicacidn del Princi-
pio (1) con un ejemplo tomado precisamente de la Programacidn Geo

métrica.
Supongamos que se pretende resolver el siguiente problema:

(7) min 2u; + 401—1u2-1+ u,

sujeto a: ul>0, uz> 0.

En este ejemplo pues, U = {(uj,uz)’' 6 ® /u1>0, u,>0}
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A la funcidn fo de uno se le puede denominar un "posinomio"
(contraccidn de "polinomio positivo"), queriendo indicar con ello
que se trata de una generalizacidn de las funciones polinomiales -
permitiendo la posibilidad de exponentes de cualquier tipo, entero

o no, pero con coeficientes restringidos a ser positivos.

Podemos entonces preparar la aplicacidn de (1) definiendo

formalmente:
n,2u n lu.|'~lu"1 n,u
p (nyu) = 1771 4+ 72771 "2 + '372

™ 2 N3
en donde n=(nl n, N, ) seria independiente de u(lo que constituiria
’ 9, ’
por supuesto, una forma extrema de dependencia).

Ahora si n1+n2+n3= ly nlio, de acuerdo con la desigualdad

entre las medids ponderadas aritmética y geomé@trica podriamos po-

ner:
-1 -1 n n
ORI TORS S R R T T T N
nl n2 n3

Pondriamos a continuacién seleccionar las n; de manera que

se anularan los exponentes de u, ¥y u, en q(n,u).
Esto es, las nyg deberian verificar:

nl+n2+ ny = 1

n,-n, =0
n,-ny =0
N)20 n,>0 n,>0

lo que da N =n,= ny= 1/3

Por lo tanto q, = 6, y S = m.z
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Por otra parte como la igualdad entre las medias pondera -
das aritmética y geométrica solo se daria si coinciden entre si -

cada uno de los términos de ambas medias tendriamos que:

p(n, u*) = q(n,u*) implicaria que:

L . | *
2u¥ _ 4ul' u, . 31
1/3 1/3 1/3

es decir:

La aplicacidn del Principio (1) no se restringe, por su --
puesto, s5lo a problemas de tipo anterior sino que podria aplicar
se en general a cualquier problema para el que pudiera definirse

la desigualdad (5) adecuada.

Otra observacidn que hay que hacer es la de que evidente -
mente, se podrian modificar las condiciones de obtencidn del q, -
en (1) en determinadas condiciones sin que variara la conclusidn
del teorema. Esto es, podria haberse definido el 9, como el mi-
nimo de q(n,u) para cada u en un conjunto mads amplio que el U, -
para el que estuviese todavia definida la funcidn q(n,u), de --
acuerdo con la mayor o menor facilidad en la obtencidn de dicho

minimo, supuesto que el (o los) u* minimizante pertenecierama U,

Nitese también adem@s que no habria ninguna pé&rdida de ge
neralidad si se supone que u € ( implicara que p (n,u) = a £(u)+b,

en donde a y b serian dos constantes reales, con a>o.

Este principio podria emplearse tambi&n para garantizar -
la suficiencia de soluciones que complieran las condiciones nece

sarias de optimizacidn.
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Como ampliacidn de la discusidén de la aplicabilidad del -
Principio (1) vamos a mostrar en la seccidn siguiente como podria
utilizarse para abordar la solucidn de un problema de programacidn

no lineal.

2.- UNA APROXIMACION A LA SOLUCION DE LOS PROBLEMAS DE PROGRAMA -
CION NO LINEAL POR MEDIO DEL PRINCIPIO DE LA OPTIMIZACION EN
DESIGUALDADES.

'

Consideramos planteado el siguiente problema de programa -

cidén no 1fineatl:
(8) min fo (u)
sujeto a:
g (u) >0
u 6 Q

en donde g = (Bfg2"""gn)" ue R™, Q wm subconjunto arbitrario
de R™ con 8:» i=0,1,2,...,n, funciones reales, e interpretandose
la desigualdad g>0, componente a componente, como hemos hecho hasta aqui.

La correspondencia con el Problema (2) se estableceria haciendo:

U=(u6RQc®rR™ g(u>0}

Consideramos ahora para cada né n1“+l, con n >0
a i

y .Z ng= 1
i=o

la funcidn real p (n,u) definida de la siguiente manera:

n n
(9) p (n,u) = ngfo(w) +i£1ni (£, (u)+ gi(u))=fo(u)+izlnigi(u).
con la condicidn:

(10) n, g;(u) =0
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para todo i = 1,2, ..., n, N6 H y ue U.

Se puede comprobar entonces que fo(u) y p (n,u) verifican

las condiciones impuestas por el Teorema (1) ya que:

g ()20 p(n,u) = n £ (v) +I n; (f (W)+g;(uv) =

ijea
u

=n, f (0)+ I nf (u) = £ (u)
1GAu

en donde:
A, = i={1,2,...,n / g (u) = 0}
lo cudl se sigue de (10).

Intoduzcamos ahora la funcidn q (n,u) definida de la si -
guiente manera:
n i ny
(D g (u) = (£ (u)) o, TT(E (w+g,(w) * = £ (w) T (g;(u))
icA i6A
u u
Entonces, de acuerdo con la desigualdad entre las medias

ponderadas aritmética y geométrica, tendriamos:
(12) p (n,u) > q(n,u)
para todo u 6 Q tal que g (u)> 0.

Ademds, ya que el signo de igualdad entre los dos miembros
de la desigualdad anterior se da si y s8lo si los elementos a -
los que afectan las correspondientes medias ponderadas son -

todos iguales tendremos entonces que:

p(n,u) = q(n,u) 2 £ _(u) = £ _(u)+ g ;(u), para todo i6A
es decir gi(u) = 0, para todo iGA“, lo que junto con gi(u) >0 si
i¢ {1,2,....,n} —Au, terminaria por implicar conjuntamente que -

£f (u) >0.
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(Notese que al descartar los indices i GAu—[l,Z,...,n} en
la formulacidn de las funciones p (n,u) y q(n,u) se querria indi-
car con ello que habria un conjunto de g; que obligatoriamente se

rian estrictamente positivas.

El resto de las B esto es aquellas, con iGAu serian sim-
plemente no negativas, para garantizar (12), y lo que se ha anali
zado antes es que el signo de igualdad en (12) implicaria la anu-
lacién de todas ellas. Naturalmente, la manera de actuar para --
utilizar esta aproximacidn seria la de resolver el problema para
una seleccidn de restricciones que se propusieran "activas", es -
decir, verificadas con igualdad, y comprobar a posteriori que el
resto de las restricciones se verifica con desigualdad estricta,

para verificar luego que la eleccidn entre restricciones "activas" y

"pasivas" era la correcta).

Puesto que se verifican todas las condiciones impuestas -~
por el Teorema (1) y supuesto que Au* fuera el conjunto de indi -
ces i tales que gi(u*) =0, para una solucidn del Problema (8), en
tonces esta solucidn podria caracterizarse mediante la solucidn,

si existiera, del problema:

n,
(13) min £ (w TT (g;()?*
16A ,

sujeto a: u6é Q,

el cudl podria ser mds sencillo de resolver debido a la relaja --
cién del conjunto de restricciones y quizds a la mayor simplici -
dad de la funcidn objetivo si el conjunto de los n; se selecciona

de manera adecuada.

Por otra parte, el establecimiento de la desigualdad (12),

que en términos mds explicitos vendria dada, si hacemos la conven
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cidn de que 0° = 1, por:

n n n;
(14) £ (uw) + I ng g(u) > £ (u). 1T (8;(w)
i=1 i=1
n
con I ny =1, niio, i=1,2, ....,n, estableceria pues una acota -
i=1

cién a la funcidn objetivo para cada u € 2 , con g(u)> 0, que po-
drfa dar informacidn sobre su posible valor Sptimo independiente-

mente de que diera lugar a su cd@lculo efectivo o no.

Observese que en (14) los parametros L intervendrian de
una manera diferente en cada uno de los dos miembros debido a la
diferencia entre las dos funciones utilizadas, p y q. UR trata--
mientos més simétrico de las variables se verd en el apartado -

siguiente la introduccidn del que denominamos Principio del Mini

max.

3.- EL PRINCIPIO DEL MINIMAX.

Al igual que el Principio (1) se pueden proponer otros,en-
focados también.a la obtencidn de condiciones suficientes en pro-
blemas de optimizacién. Uno de ellos es el que pasamos a enun --

ciar a continuacidn.
(15) TEOREMA (Principio del Minimax).

Consideramos el Problema (2) con las restricciones (3), en
donde los simbolos implicados tienmen los mismos significados que
en el Teorema (1), y sea p (n,u), con n6é H, una funcidén -

real definida en H x U, de manera que:

(16) sup p(n,uv) <f_(u), para todo u 6 V¥
neH

y que:
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(17) inf p(n,u) 3§°(n), para todo n6é H, con do una determinada
u6l
funcidn que supondremos "real extendida", esto es pudiendo -

tomar el valor -« , y que exista sup d (") =p .
nen  °© m

Entonces, si u* es tal que u*6 U y ademis féu*):pm, dicho
u* serd una solucidn del problema.
DEMOSTRACION,
El resultado enunciado se sigue inmediatamente de que:
p (n,u)> inf p (n,u) >d_(n), para todo n6 H y todo u6 U
u 6

de donde:

(18) £ _(u) > sup p(n,u)> sup inf p(n,u) > sup d (n) =
n€H n€H uey n€H

= p, 2f(u*)
para todo u6 U, con u*6 U, lo que completa la demostracidn.
Observese que de (18) se seguiria que:

min fo(u) > inf sup p(n,u) >

u6l uey neH
> sup inf p(n,u) > sup do(n) = f(u*)= min fo(“)
neH 6uU neH ueu

Esto es g8i existieran min p(n,u), para todo NE6H, max p(",u)
usl n6H

para todo u6U, y si n*6H fuera tal que p(N*, u*) = fo(u*), el ele-

mento (n*,u*) de HxU seria tal que:

(19) min max p(n,u) = p(n*,u*) = max min p(n,u)
usl néH néH ugl

de manera que la existencia del u* poStulado en el Teorema (15)
exigiria la coincidencia entre el minimax y el maXimin.

El Teorema (15) podria habérse denominado tambien el Principio de la _

Dualidad en razén g, que se podria interpretar el problema de maxi-
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mizacidn en la variable dado por:
(20) max do(ﬂ)

sujeto a:
neé u,
en donde do(n) es tal que:

d (n)<inf p(n,u), para todo RnEH,
[ -
u6l

como un problema "dual en sentido amplio” del (2), denomindndose
entonces anmn lavariable "dual en sentido amplio” de u. (Nétese -
con la definicidn que hemos dado podria existir muchos problemas
"duales" de uno dado no s8lo por la arbitrariedad de la funcién

p sino también por la de do).

Hay que observar, sin embargo que esta denominacidn de pro
blema "dual en sentido amplio” que nosotros utilizamos aqui es,
diferente de la usual en el sentido de que generalmente la defi-
nicidén de problemas "duales" suele ser mucho méds rigida, pues --
supuesto planteado el problema en nuestro marco, se suele exigir
respecto a ellos que exista algin par (n*,u*) se verifique un re
sultado del tipo (19). La utilizacidn por nuestra parte de la -
denominacidn de problema "dual en sentido amplio" para uno en el
que no se pudiera garantizar, en principio, un resultado como -

(19), es 86lo por comodidad en la exposicidn.

En relacién, por ejemplo, con la resolucién del Problema
(8) del apartado anterior, mediante la aplicacidn del Principio
(15), una manera de proceder seria la de definir la funcidn p(n,u)

de la misma manera que antes, esto es:

n
p (n,u) = £ (u) + %

T)i gi(u)
1

1



- 179 -

pero estando restringida ahora la variable n=(nln2,....,q]) ¢ R"
a pertenecer a un determinado conjunto H, que dependeria del pro-
blema particular de que se tratara, y que, por lo tanto, ﬁodria -
coincidir o no con el dado por las condiciones ni=l, nizp,

i= 1,2,...,n.

Con la definicidn dada de p(n,u), un problema "dual en sen-
tido amplio" del (8) seria entonces uno del tipo (20) en donde

do (n) fuera una determinada funcidn tal que:

n
(21) dg(n) 2 inf {f_(u) +i£1ni g, (n)}

g(u)>0; us
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El Broblema caracterizado por (21) podria ser més sencillo
de resolver que el (8), y de todas formas, aunque ese no fuera el
caso aportarfa informacidén a la solucidn del Problema "primal”,
que serfa como podriamos denominar a dicho Problema (8) en rela -

cifn al caracterizado por (21).

Naturalmente, la definicidn del Problema (21) como "dual en
sentido amplio" del (8) depende de la eleccifn efectuada de la fun
cién P(n,u). Asi, para otras posibles elecciones de p se generarfan

otros tantos problemas duales del (8).

Tiene interés también discutir el caso particular del Pro -
blema (8) en el que tanto fo(u) como f(u) son funciones lineales -
afines para comprobar la concordancia de la definicidn de proble -
mas duales dada en ese caso especial en el capftulo I y la que po -
diamos obtener por el método comentado aquf para unas determinadas

funciones p y do del tipo que acabamos de considerar.

En efecto,con la migma notacidn utilizada en el capftulo I -
podemos replantear el Problema (8) en el caso lineal de la siguien

te manera:

(Z2) min fo(u) =

sujeto a:

m
£ (u) = 52y 855 o5 - ;20 5 & = 1,2,...,n

ueﬂ-{usmm/uj_lo, j=1,2,...,m%

Definamos ahora H como el siguiente conjunto:

m ' . .
(23) H = {neR /iéléijni—cjio R J-I,Ejf..,m; nilp, i=1,2,...n}

(y nétese que su definicién no depende de u)
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y sea p (n,u) la funcidn

* n
(24) p(n,u) = £ (w) + ;I;n:8;(u)
m o 0
= sErleym iEp %5 "uy * kP .
n m m
= ik GEp %y PN Ry oYy

la cual estarfa definida en el productocartesianoH x U (y
no sdlo en algiin subconjunto de dicho producto) en donde por y de
notamos al subconjunto de IR™ para el que se verifican las restrigc
ciones del Problema (22). Entonces, dado que, como se sigue inme-

diatamente de las definiciones de H y y

n m n m
- a
Iy Cegm 3By %5ng) vy % Epbyng> jEybyo

(25) 3%“ j j i i'i- i i

U j i
para todo ne H, de manera que un problema dual del (22) se

rfa el dado por:
n
(26) méx g (n) = &, b.n,
sujeto a:ne H

Por lo tanto si existiera solucidn finita del Problema (26)
n
. = * =
con valor de la funcidn objetivo: max iElbini P> ¥ un u
R m .

= * * *) & - * -
(ul sUL Ky u ) € U, tal que jEl cjuj P dicho u* seria una

solucifn Sptima del Problema (22).

Naturalmente, se podrian haber planteado otros problemas
duales del (22) incluso en la misma funcifn objetivo do(n)= iélbi"i’
con tal que el nuevo conjunto H de que se tratara incluyera las -~

. . < .
restricciones: a.,.n, -¢.—0, para j = 1,2,...,m, pues es todo

3
lo que se necesita para que se verifique (25).

by
i=l “ij i

Sin embargo la eleccifn como conjunto H del dado mediante
(23) permite establecer no solo la "suficiencia'", para el u* que

postula el Principio (15), sino también la "necesidad", supuesto

que el Problema (26) tiene solucidén finita. Sobre la manera en co
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mo podria llevarse a cabo la demostracidn de esta segunda afirma

cidn nos remitimos al Teorema (50) del capftulo I.

Veamos ahora como podria utilizarse el Principio (15) pa-
ra obtener condiciones suficientes de Sptimo en problemas del ti

po (8). Respecto a ello vamos a establecer el resultado siguien

te:
(27) LEMA
Consideremos el Problema (8) y sea p(ﬂ,h) la siguiente -
funcidn:
n
(28) p(M,e) = f_(u) -ifl ny gi(u)

con (n,w)e Hxy, siendo H un determinado subconjunto de R® y:
u= fue R™fueQ; g(u) > 0}

*
Supongamos que para un determinado u €U existiera un - -

*
n €eH de manera que:

* n * n *
(29) £ (u) - ifl n; g; (u) < fo(u)—ifl n; 8; (u)

para todo ueU, y tal que

(30) sup (foﬁx) -
neH i

[ e Y-
—

n; si(u)) < f,(u),para todo yeW, y
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n * *
(31) T n; gy () =0
i=1

*
Entonces 4 serd una solucidén del Problema (8)
DEMOSTRACION

En primer lugar observamos que (30) implicarfa que:

* * n *
nigi(u ) > fo(ﬁ ) - I nigi(“ )

n
L
= i=1

*
(32) fo(w) = T

i

o equivalentemente:

™Mo

(n n*) ( *) 20
. —N. g u P4
i=1 i i i

para todo neH.
Por otra parte,si tomamos:
n
d (n) = inf (f_() - I n.g.())
°  wer  ° i=1 11

para neH, tendriamos, de acuerdo con (29) y (30):

. noox * nooy *
sup d_(n) _ inf (£ (u) - Z n;g,(u)) = £ (u) - I nig ,(u’)
nel u €Y i=1 i=1

*
- fo (u )

mientras que, teniendo en cuenta (32) y (31):



- 184 -

n

* * * o« * o,
(34) £, (u)- 'Elnigi(u ) < fo(u )‘iflnigi(u ) s fo(u)-iflnisi(u)

1

* ca s
para todon2 0 y todo uefl,entonces u serd una solucidn Sptima -

de (8).
DEMOSTRACION
Pongamos:

U = {ug R"/ueq

g(u) 2 0}

{ neR%/n 2 0

(35) H

w

Puesto que se verifica (29), lo que estaria implicado por

la segunda de las desigualdades (34), solo hay que probar que -
*

g(n) 2 0, y que se verifica (30) y (31), para deducir la tesis

del Teorema como una aplicacidn del Lema (27).

Ahora de que:

n * * o
(36) iil (ni-ni) Bi(u ) 2

* *
para todo neH, se seguiria, tomando "i_nj =1, v ni-ni = 0, si

* *
i# j, que gj(u ) 2 0, y por consiguiente g(u ) 2 O.

Por otra parte si en (36) tomamos alternativamente, -

*
ny = Zn;: n; =0, sididj, y: nj-(llz)nj; ng =0, sii#]j, se
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[ e -

*
“131(“ ) =

inf sup (.) < sup (fo(u*) -
1

uel neH neH i

* noox * *
= f () - .Zln gl ) = £ ()

i
i=

El resultado del Lema se sigue entonces de que:

* *
foﬁx ) < sup do(n) = Pp < inf sup (.) < fo(u ),
neH uelU nel

y de la aplicacidn del Principio (15).

Este resultado que acabamos de obtener tiene una aplica~
cidn inmediata en la generalizacidn de la parte b) del Teorema

(24) del Capftulo I al caso de ausencia de convexidad.

En efecto, se podria establecer facilmente una condicidn
suficiente para dicho problema como un corolario del Lema (27)

como vamos a ver a continuacidn.

(33) TEOREMA (De condiciones suficientes para el Problema de

Programacidn No Lineal)

Consideremos el Problema (8) con fo(U) y gi(“)' i=1,2,...,
n funciones arbitrarias definidas en el conjunto Q.
: . * * n * .
Entonces, si existe u €, y n €R ; con n; 2 0, i=1,2,...,n,

tales que:
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* *
obtendria que: njgi(u ) = 0, para todo j, de lo que sigue (31),
mientras que (30) es evidente de acuerdo con la definicidén de U

y H.

Observese que el Teorema (33) es el reciproco del Teore-
ma (24) del capitulo I, pero sin la exigencia ahora de ﬁipﬁtesia

de convexidad sobre las funciones fo y g3 ¥ sobre el conjunto Q.

El resultado del Teorema (33) depende, sin embargo, de -
que el conjunto elegido para H sea el dado por (35), mientras que
el enunciado del Lema (27) se aplicaria en Problemas de tipo (8)
en las que el conjunto H de multiplicadores podrfa un subconjun-

to arbitrario de m@.

Por otra parte estos dos resultados no serfan mds que ca-
808 particulares del Principio (15) mediante el cual se podria
afrontar la generacidén de condiciones suficientes para proble--

mas de optimizacidn de tipo general.

Ahora, una cuestidn interesante es la de comparar los -
campos de aplicacifén de los dos Principios (1) y (15) que hemos
enunciado para la generacidn de condiciones suficientes y sus -

relaciones a su vez con la teorfa cldsica de la dualidad, de 1lo

cual nos ocuparemos, para terminar, en el apartado siguiente.
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4, ANALOGIAS Y DIFERENCIAS ENTRE LOS DOS PRINCIPIOS BASICOS ENUNCIA

DOS Y SUS RELACIONES CON LA TEORIA DE LA DUALIDAD.

Si tenemos en cuenta que la mayoria de las desigualdades
pueden obtenerse como subproducto de la resolucidn de un proble
ma de optimizacidn planteado de manera adecuada podria pensarse

entonces, en principio, que (15) es mds general que (1).

Por ejemplo, para generar la desigualdad entre las me- -
dias ponderadas aritm@tica y geométrica se podria plantear el

siguiente problema de optimizacidn:

n n
(37) min £ () = I u’jconue[luer™T = 1 ,yu>0, para
. . i . i i-
i=1 i=1 todo i}]

en donde [.] denota la clansg{a convexa del conjunto {.}.

Ahora tenemos que: I ug
i=1
2
cada componente, ug lo es, como se comprueba de una manera ele-

es estrictamente convexa, pues

mental directa teniendo en cuenta que si 0 < A < 1 y “il*uiz -

ZX(I—X)uilu,

2 2
i2 < )«(l-)\)(uil + uiz).

Entonces, de la simetrfia de la funcidn objetivo y de 1la
ecuacidén de restriccién en las hi’ se seguirfa que si ("1'“2""’
u,) es una solucidn factible del problema también lo serfa cual
quier permutacién circular de la anterior, verificandose ademis

que:

n
2
(5 Iy)" <

n
T
= i=1

1 1
fo(; (Ul,...,un)+...4—T(un,...,ul))= .

i=1

2 _1 1
< 1

lu- = ; fo((ulv""un)“’"-."'; fo((un.---,ul))=f°(u\

M s

i
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con desigualdad estricta si 'Ji 4 uj para algln i y j. Ademds, ya

que el conjunto factible es convexo el punto de coordenadas constantes igual
a (1/n)Zu; serad factible.
Se seguiria de ello que fo(u) se minimizaria en el @nico

punto dado por u; = 1, para todo i, y por lo tanto que

para toda coleccidn de uy tales que uy 2 0y n“i = 1, lo que -
probaria que: Z@i/ ng (ﬂhi)l,ﬂcon igualdad si y solo si uy fue
ra constante para todo i, y por paso al 1fmite en coeficientes

. . . > ng
de la ponderacidn racionales, que: Eniui 2 Trui 1, para toda -

coleccidn de n i=1,2,...,a, con Eni =1y n; > 0 para todo i

y con igualdad si y solo si ui es constante. (V&ase la Nota 21).

Asi el anterior razonamiento muestra como, en general, -
cabria esperar deducir cualquier disigualdad mediante el plan--
teamiento de un problema de optimizacidn en términos adecuados
que podrfa involucrar explicitamente o no a una variable auxi-

liar n.

En el caso de (37) podriamos considerar formalmente:
p(n,u) = Eui, H arbitrario y U = {ue R?/ue [t-1N} » v 1a desi--

gualdad se habria seguido de la dada por:

max p(n,u) 2 max min

neH nel ue U p(n,u)

para todo uelU.
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Ahora, hay varias diferencias importantes entre la metodolo
gia de obtencidn de condiciones suficientes que pudiera derivarse

de cada uno de ambos principios.

La primera es la de que, mientras en el enfoque del Princi-
pio del Minimax la intervencidn de la variable auxiliar n es la -
misma en ambos miembros de la desigualdad (17), debido al plantea
miento de ambos sobre la base de la misma funciénp(n,u), en el ca
so del Principio de Optimizacién en Desigualdades la intervencién
de n en cada uno de los miembros de (4)es, en general, diferente

debido a la introduccidn de la nuevafyncidn q9(N,u).

Otra diferencia importante es la de que, mientras en el -
planteamiento del Principio (15) la variable n juega un papel ac
tivo en la resolucidn de los problemas de optimizacidn por medio
de los cuales se procede a la generacibn de la condicidn suficien
te, en el caso del Principio (1), n desempefia un papel pasivo en
relacifn a la solucién de los correspondientes problemas de mini-
mizacidén, que solo afectan a u, estando restringido su papel solo
el de simplificar la resolucidn del problema de minimizacidn en -

la funcidn q.

Por Gltimo, una tercera diferencia entre ambos enfoques es
la de que el resultado establecido mediante el Principio (15) de-
pende de la hipStesis de que el minimax y el maximin se tomen en
el conjunto producto H x U y no en ningiin subconjunto de &l1. To-
mando prestada la terminologfa del Cdlculo de Probabilidades y su
poniendo probabilizado el subconjunto de H x y de que se tratara

con "probabilidad uniforme", podiamos decir entonces que el esta-
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blecimiento de (15) dependeria de que las dos "proyecciones”" N y

u fueran "independientes".

Sin embargo, en el planteamiento de (1) 1la variable N se -
podria definir en funcidén de cada valor de ueUy,ya que su papel es

meramente auxiliar y'la optimizacidn afecta solo au.

Es por esto que las aproximaciones a la generacidn de condi
ciones suficientes en problemas de optimizacién derivadas de los
Principios (1) y (15) podrian considerarse, en general, indepen--

dientes.

En cuanto a la relacién de cada uno de estos principios con
la teoria cldsica de la dualidad hay que decir en primer lugar -
que la aproximacidn dada por (1) no estaria, en principio, rela--
cionada con el planteamiento de problemas duales de optimizacidn,
debido al papel meramente instrumental desempeiiado por la varia--

ble n en ese caso.

Si estarfa relacionada con dicha teorfa, sin embargo, la -~
aproximacidn dada por (15), aunque nuestra definicidn de problema
"dual en sentido amplio" de uno dado, es mds general de las que -

se suelen utilizar usualmente en los textos sobre el tema.

Asi en general, se suele reservar la definicién de proble-
mas "duales" solo para aguellos para los que se pueda establecer
una conexidn entre sus correspondientes soluciones, y se caracte-

rizan porque la funcidn p (n,u) elegida suele ser lineal en n.
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Como ilustracidn de lo que acabamos de afirmar vamos a mos-
trar como se puede generar el planteamiento de un problema dual -
tipico de los que se suelen investigar en los textos sobre Progra

macidén No Lineal, en la linea de que nosotros hemos sugerido.

Antes, sin embargo, vamos a introducir unas definiciones y

resultados elementales que nos serdn iGtiles para lo que sigue.

Sea QCR" y fo(u) una funcidn real definida en Q. Entonces se di

*
ce quef0 es"convexa en u €9Q", con respecto a £, si:
£ O +(1-1)s A (o) + (1-2) £ (
°( u - +(1-2)u) < olu ) (1-2) ° u)
*
para todo uefl, tal que Ay + (1-2)yeQ, con 0 < X < 1.

Por otra parte, se dirfia que fo es convexa en CR" gi fuera

convexa en cada yefl,en el sentido anterior.
Supongamos ahora que QCR" es abierto y que fo(u) es diferen

* *
ciable en un entornode u €eQ y convexa en u . Se demuestra enton-

ces facilmente que se verificarfa:
8) £ (W) - £ () VE (u" *
(3 °(u ) - £ G < olu ) o (u -w)

*
para todo weQl,en donde Vfo(u ) denota el vector gradiente eva

*
luado en el puntou=u ., (véase la Nota 22).

Consideremos ahora de nuevo el Problema (8) con fo(“) con-

vexa y las gi(u), i=1,2,...,n cdncaves en @ que supondremos abier
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to. Supongamos ademds que tanto fo como las gi, i=1,2,...,n, =~
son diferenciables en R (esto es en cada punto de )
Definamos, al igual que antes, la funcién:

, n
p(ne) = f (u) - iil nigi(u)

para todo neH yy4elU, en donde

H = {ner®/n >0}

U = {peq /g(u) 2 0 }

Evidentemente de n; 2 0, para todo i se seguiria la conve-

xidad de la funcidn p(n,u) en u para cada neH.
Supongamos ahora que para cada n fijo exista:

(39) d (n) = min p(n,u)
ueld

Evidentemente:

do(n) < inf p(n,u), para todo neH.
uel

Por otra parte, es ficil comprobar que de la convexidad y
diferenciabilidad de p en u , y de que Q es un abierto convexo

- s *
se tendria que 8i U e€Q fuera tal que:
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*
p(n, u) = max p(n,u) =d_ (n)
uefd

*
entonces u pertenecerfia al conjunto Qn dado por:

n
(40) n" = {ue/ Ve () - 151 n, Ve, () =0 }
*
En efecto Vp(n, u ) = 0, serd una condicidn necesaria de -
*
minimo de acuerdo con que R es abierto y u deberfa ser un mini-
mo local de p(n,u), mientras que de la convexidad de p enu para

todo ue se seguiria, de acuerdo con (38) que:

* * *
p(n,u) - p(n,vw - Vp(ny,u) . (u -u) = 0, para todo uef

*
esto es que u resolveria (39) para dicho neH.

Asi, de acuerdo con nuestro enfoque se podrfia definir el -

siguiente problema "dual" del (8) en ese caso:

max d° (n)

sujeto a: neHd ,

el cual, teniendo en cuenta (39) y (40) podria replantearse co-

mo :
. n
(41) max p(n, W = max fo(u) - iﬁl nigi(u)

sujeto a:

2n

(m,we{(n.u) e R / neH, ueﬂn } =

. n
= ((m,we B 7 veq; Ve (w) - F nVg (W) = 0 5 n 2 0}
1

i=
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El desarrollo anterior justificarfa la denominacidn de pro
blema "dual” del (8) del dado por (41), como se hace en algunos

textos sobre el tema.

Esta definicién de problema dual en las condiciones enun--
ciadas permitirfia establecer, de acuerdo con el Principio (13),
que si el Problema (41) tuviera solucidn (n*,p*), con u*eU y @
'gl n: gi(u*) = 0, entonces u* serfa una solucidn de (8).
i=

En general, sin embargo se suele proponer a (41) como el -
problema "dual" del (8) sin ninguna referencia a la convexidad -
de fo y la concavidad de las g;» con tal de que 2 fuera abierto
y tanto fo como las 8 fueron diferenciablea en 2, para que el -

conjunto de definicidn del par (n,u) en (41) tuviera sentido. -

(Véase la Nota 23).

La particularizacidn de fo y las 8 producirfa entonces el
planteamiento de correspondientes problemas duales para el Pro--~

blema de la Programacidn Cuadrdtica u otros problemas especiales.

Nuestro interés, sin embargo, no es tanto el de indagar en
qué condiciones podrfa asegurarse la doble solucifn de (8) y - -
(41), lo que suele ser el objetivo de todos los teoremas operati
vos de la dualidad, elaborados a imagen del Teorema (50) del ca-
pitulo I, sino el de mostrar como el planteamiento de estos pro-
blemas duales puede considerarse un subproducto del Principio -
(15). Cubierto ese objetivo, pues, terminamos aqui la exposi~- -

cidn.
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NOTAS

Aunque en el enunciado del Teorema se exige que el conjunto
sea cerrado no habria dificultad en no considerarlo en princi
pio asi ya que, de cualquier forma, si un punto % pertene-
ce a la frontera inferior respecto a su primera coordenada de
un conjunto convexo C C Rn+l, también pertenecerd, como es
muy facil demostrar, a la frontera inferior respecto a su pri
mera coordenada del conjunto convexo cerrado C, y podria
aplicarse el resultado del Teorema (8) a este {iltimo conjunto.
Asi, lo relevante en el enunciado del Teorema es la convexidad

de C y no el hecho de que sea cerrado o no.

El Teorema (24) se conoce en programacidn no lineal como la
versidn del Teorema de Kuhn-Tucker sin diferenciabilidad. La
condicidn de que no exista un vector Y >0, Y # 0, tal que
Y.£(u) >0, ¥Vu 6 fl, se conoce con el nombre de "restriccidn

cualificada" de Karlin.

Existen otras "restricciones cualificadas" equivalentes a
la anterior como son las de que existe un u* € Q tal que
f(u*) < 0, conocida como la restriccidn cualificada de Sla-

ter, y la de que el conjunto {u 6 R/ f(u) <0, uel}

contenga al menos dos puntos distintos u(l y u(2 de ma
nera que f sea estrictamente convexa en u(l, es decir que:
£ v+ -0 cafh + a-new®

para todo )\ tal que: 0 < )\ < 1.

Puede consultarse sobre estas cuestiones el capitulo 5 del
texto de 0. Mangasarian (Ref. 19 ). La deduccidn que se
hace en dicho texto del Teorema utiliza un teorema de separa
cidn de conjuntos convexos del mismo tipo al utilizado por
nosotros. La principal diferencia estriba, sin embargo, en
la metodologia utilizada, pues mientras Mangasarian deduce el
resultado utilizando un teorema "ex profeso" nosotros hemos
procurado deducirlo como un caso particular del principio ge-
neral de la proyeccidn maximal. Esta manera de proceder inten
ta mantener siempre la vigsidn de conjunto y poner en eviden-

cia la "naturalidad"” de los resultados obtenidos. (véase el anexo

de la padgina siguiente.)
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Los resultados de teoria de 1a medida que se aplican pueden
consultarse por ejemplo en P. Halmos (Ref. 12 ), capitulos IV
y V. E1 resultado concerniente a la aproximacidn de funciones
medibles por continuas (conocido como "teorema de Lusin") pue
de congsultarse en el texto de A.N. Kolmogorov y S.V. Fomin
(Ref. 16 ) pdg. 293.

Puede consultarse por ejemplo el texto de E.B. Lee y L. Markus
(Ref. 18 ) pdg. 68.

Anexo a la Nota 1l.-

Por otra parte hay que sefialar que la demostracidn del Teorema

(24) podria haberse aliviado en lo que ge refiere a la demostra-

cidn de la positividad del vector N s8i el Problema (17) se hu-

biera sustituido por el siguiente problema equivalente:

min x_ = go(ﬁ)

sujeto a:

x, = -gi(ﬁ), im1,2,...,n

a = ("’um+l’um+2""’um+n)’ con

n

u 6 Q R, @ convexo, y u >0, i=1,2,...,n

m+i
y: x6G=1{x6R"/x; =0, i=1,2,...,n},
siendo:
BO(G) - fo(u), convexa
y gi(ﬁ) = fi(u) + Uit i=1,2,...,n, convexas

La positividad del vector ; se hubiera seguido entonces fa-

cilmente de la arbitrariedad de los u_,. (siempre que sean posi

m+i

tivas) en la expresidn:

3 bis .-

£, + i(Z;N nf (@ < £ () + igu ngf;() + T
1 1 1

La demostracidn de este teorema, que suele ser, en general,
algo compleja, porque involucra, entre otras, la demostracién
previa del teorema de Liapunov sobre el recorrido convexo de
un funcional vectorial sobre funciones medibles, puede consul
tarse en el texto de Lee y Markus., (Ref. 18 ) pp 69-72 y
155-168.
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Las condiciones a), b) y ¢) del enunciado del Teorema (79)
se han tomado directamente del texto de Pontryaguin (Ref. 23)
pp. 75-82, aunque la versidn que aqui se ofrece de su Princi-
pio de Miaximo en el caso convexo es ligeramente distinta
No hay que olvidar respecto a ello que el enfoque del Princi-
pio de Maximo tal como lo enuncid inicialmente Pontryaguin co

rresponde al caso diferencible y no al caso convexo.

Sobre este resultado puede consultarse el texto de Hewitt
y Stromberg (Ref. 15 ) pp. 272-275, y el de Titchmarsh (Ref.
28 ) pp. 360-362.

En el momento actual la teoria de las condiciones necesarias
en optimizacidn se puede subdividir, en general, en los casos
convexo y diferenciable. No obstante, el enunciado inicial de
los teoremas mas importantes en los casos estdtico y dinamico,
esto es el teorema de Kuhn-Tucker y el Principio de Miaximo de
Pontryaguin se referfan solo al caso diferenciable que se pue
de considetaf el mas importante. Ello parece debido a la tra-
dicidn sobre la exigencia de condiciones de diferenciabilidad
en problemas de optimizacidn desde la obtencidn de las prime-
raé condiciones necesarias en esa linea por Fermat. Asi, la
primera exposicidn del teorema de Kuhn-Tucker (Ref. 17 ) y del
Principio de Maximo de Pontryaguin, en la linea, este {iltimo,
del Cialculo de Variaciones clésico (Ref. 6 ), se reducem al

caso diferenciable.

Algunas condiciones necesarias de optimalidad sin diferen-
ciabilidad en programacifén no lineal se empezaron a obtener a
raiz de los desarrollos de la teoria de la dualidad en progra
macidn lineal. Un buen resumen de ellas se encuentra en el ca
pitulo S5 del texto de Mangasarian (Ref. 19 ). Por su parte,
el estudio del caso convexo en los problemas de control arranm
ca principalmente de la utilizacidn del teorema de Liapunov
sobre el recorrido convexo de un funcional en el caso de proble
mas con dindmica lineal. Un ejemplo de estos desarrollos se
puede encontrar en la aproximacién de Halkin (Ref. 11 ) a la
demostracién del Principio de Mdximo. En este contexto la con

vexidad se suele considerar, en general, nada mis que un paso
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intermedio en la demostracidn del Principio de Mdximo por me
dio del teorema de Liapunov, al que seguird una linealizacidn
del caso no lineal, como puede comprobarse también en el tex
to de Lee y Markus (Ref. 18 ), capitulos 2, 3 y 4, y no suele
investigarse independientemente, debido por supuesto, a la
propia naturaleza diferencial del planteamiento, lo que
exigiria en cualquier caso de pro-
piedades de diferenciabilidad a 1a funcidn f(x,u) con res-
pecto a x, sobre las que se afiadirfan las de convexidad.

No hay que olvidar ademds que, en cualquier caso, el Teorema
(8) o su versidn conocida como "teorema del hipe;plano sepa-
rador”, juegan un papel principal en las demostraciones cla-

sicas del Principio de Méximo.

El caso convexo suele estudiarse tambi@n en relacién con
las condiciones suficientes de optimalidad, las cuales siguen
facilmente de la unicidad de los minimos relativos de las fun

ciones convexas.

Nosotros, sin embargo, hemos presentado independientemente
ambos casos, convexo y diferenciable, para mostrar hasta don
de se puede llegar con las hipStesis del primer caso sin ne-

cesidad de suponer las del segundo.

La demostracidn del Principio de M8ximo de Pontryaguin con
toda generalidad, tal como se expone por ejemplo en el capi-
tulo 2 de la Ref. 23 , dedica algunos lemas previos (los le-
mas 3 y 4 de las pdginas 94-99) a probar un resultado del mis
mo tipo que el Teorema (91) para unos conjuntos L% defini~
dos previamente (en el lema 2 desarrollando en las pdginas
86-94). A este conjunto de lemas previos los denominan los

autores "lemas fundamentales".

Quizas convenga hacer algiin comentario sobre la génesis de
la demostracidén que aparece en el texto de Pontryaguin. Si-
guiendo a V. Boltianskii (Ref. 5 ; nota al pie de la pég.
446) podemos decir que el Principio de Mdximo se enuncid en
1956 por Pontryaguin, Boltianskii y Gamkrelizde(ver pag. 429
del texto de Feldbaum, Ref. 7 en el que se cita, entre otras,

la Ref. 8 ) en forma de conjetura para el caso particu-

lar del problema de tiempo Sptimo. Es miAs Pontryaguin parecia bus
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car obtener una condicidn suficiente, mas bien que necesaria,
de optimalidad. La demostracifn del Principio de Md&ximo y su
enunciado bien precisado en la forma de "condicidn necesaria"
de optimalidad se debe, sin embargo, segin el mismo indica, a
Boltianskii (la referencia de la demostracién aludida es: V.
Boltianskii: "Principio de Maximo en la teoria de los proce-
sos O6ptimos", "Doklady" de la Academia de Ciencias de la URSS,
119, n® 6, 1958, pp. 1070-1073).

Basta una ojeada a la Referencia para comprender que el en
foque geométrico que preside la demostracidn del Principio
de Miximo de la Ref. ha sido inspirado efectivamente por Bol-
tionskii. En la Ref. Boltianskii desarrolla un método general
para afrontar geometricamente el problema de las condiciones
necesarias de optimalidad en el caso discreto, aunque el mé-
todo puede aplicarse también al caso continuo. Las bases de
dicho método se establecen en el capitulo IV mediante la de-
finicidn de 1a "c{ipula" de un conjunto € en un punto X.
Estas "cilipulas" estan directamente relacionadas con ciertos
conos convexos que se pueden generar a partir de los conjun-
tos Lg que hemos definido en (92). En este sentido un re-
sultado crucial en toda la teoria, el cual se utiliza también
en la demostracidén del lema 3 de la Ref. 23 , y que Boltians-
kii denomina "teorema. de interseccidn", puede considerarse
similar a nuestro Teorema (91), aunque no coincide exactamen

te con é1.

Una idea de la complejidad del "teorema de interseccidn”
la da el hecho de que su demostracidn, que utiliza profusa-
mente conceptos de topologia algebraica se extiende desde
la pdg. 290 a la 303 de la Ref. 5 e incluye sin prueba la
ptilizaciﬁn de algunos teoremas para cuya demostracifn remi
te a otros textos. Nosotros hemos preferido recorrer otro

camino que evita estas complicaciones.

Es interesante hacer notar que la tesis del Principio (91)
se mantiene alin en situaciones mis generales que la expuesta
En efecto basta repasar la demostracidn para concluir que se
pueden seguir sosteniendo las afirmaciones del teorema aiin

en el caso de que los limites:



8.-

- 200 -

~ -3
lim —"(5)6' X
540
x(8) ecC

se sustituyan por los limites:

lim 26’ -%
r+o, § 0 5(r
26 ec

para cualquier sucesidn G(r tal que el 1imite exista.
Es mds, el denominador en la expresibn anterior, G(I, po-
dria sustituirse por cualquier expresidn g(G(r) tal que

g(G(r) > 0 para todo r y g(G(r) + 0, de manera que el

correspondiente limite existiera.

Sobre las restricciones cualificadas una buena refereuncia
es el capitulo IV del texto antes citado de Mangasarian (Ref.
19 ) en el que se comentan varias de estas restricciones. En

tre ellas se encuentra la de Kuhn-Tucker.

El Teorema (95), salvo en lo que se refiere a la continui-
dad de las derivadas parciales, se conoce con el nombre de
"Teorema de Fritz John", y precede, en los textos, a la dis-
cusidn de las restricciones cualificadas. Se suele prescindir
de la restriccidén que hemos dado nosotros en el Corolario
(105) porque aparenta ser menos general que la de Kuhn-Tucker.
Esta restriccidn cualificada del Corolario (105) estd en la
linea de la restriccidn cualificada de Karlin en el caso con

vexo.

La demostracidon del "teorema de la funcidén inversa" para
funciones vectoriales de varias variables puede verse en cual
quier texto de cdlculo avanzado. Por ejemplo son clésicos el
texto de W. Fleming (Ref. 9 ) y el de M. Spivak (Ref. 26 ).
Los teoremas relativos a variedades diferenciables y, en gene
ral, la Topologia Diferencial, son unos instrumentos Gtiles en
la generacidn de las condiciones necesarias de Optimo con di-=

ferenciabilidad.
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El Teorema (112) suele demostrarse utilizando el lema de
Farkas, tal como lo hicieron por primera vez sus autores
Kuhn y Tucker (Ref. 17 ). Este lema es, sin embargo, una con
secuencia inmediata del teorema de la Dualidad en programa-

cidén lineal.

En efecto, el lema de Farkas afirma que la desigualdad
Yx < 0 vale para todos los n-vectores que satisfacen el sis
tema de m desigualdades: Ax > 0, solo si Yy = A')A para

algin m-vector A > 0.

Veamos que se deduce del Teorema de la Dualidad.

Si el problema:
max Yx
sujeto a:
-Ax < 0
x cualquiera

tiene solucidn finita, x = 0, también la tendrd necesaria

mente el problema dual:

de lo que sigue el lema.

De hecho, todos los teoremas conocidos como "teoremas de
alternativa", no son mds que corolarios del teorema de la
Dualidad, siempre y cuando consideremos a &ste {iltimo como
el teorema primario. Naturalmente hay que sefialar que el
teorema de la Dualidad es relativamente reciente frente al
lema de Farkas y a otros teoremas sobre las soluciones de

sistemas de desigualdades lineales, tal como el de Motzkin.

En el texto de Pontryaguin (Ref. 23 ), por ejemplo, se su
pone que cada uno de los conjuntos Gi C R" se puede defi-

nir mediante el sistema de ecuaciones:
(i . .
fj (x) =0 ; j=1,2,....,(n-T) ; i=1,2

i . . .
en donde 1las f; se suponen continuamente diferenciables
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en sendos abiertos que contengan a cada Gi’ y tales que

las matrices jacobianas:

(i of
V'f = (3;;) H 0<k<T, <n

1

IA
el
{A

-]

tengan rango méximo (es decir Fi).

Los conjuntos de puntos que verifican condiciones del tipo

anterior se suelen denominar en los textos anglosajones "

va-
rieties" (por ejemplo puede consultarse el texto de Austander
y Mackenzie, Ref. 2 ) dejando la expresidn '"manifold" para

la generalizacidn del anterior concepéo a subconjuntos de es

pacios generales caracterizados por la existencia de una co-

leccidn de difeomorfismos locales entre cada conjunto de una

coleccidn de entorn?s abiertos de cada punto de la variedad

y un abierto de er.

Un andlisis de diversos teoremas de existencia y unicidad
para sistemas de ecuaciones diferenciales con pardmetros pue
de verse en el apéndice del texto de Hestenes (Ref. 14 )y en
el de Lee-Markus (Ref. 18) pp.55.59

La definicidn de "punto regular"” y su aplicacidn en la eva
luacidn de integrales en intervalos infinitesimales estd to-
mada del texto de Pontryaguin (Ref. 23 ) pero se encuentra
en la maybria de los textos de andlisis que incluyen la teo-
ria de la integral de Lebesgue. Por ejemplo en el texto de
W. Rudin (Ref. 25 ) pdg. 177 se hace referencia a los "pun-
tos de densidad" de conjuntos Lebesgue-medibles, los cuales
corresponderian a "puntos regulares" de funciones medibles.
Otro texto que se puede consultar es el de Hewitt y Stromberg
(Ref. 15 ) que en la pig. 277 establece la fdrmula (121). Es
tos autores utilizan la denominacidn de "punto de Lebesgue"

en vez de "punto regular".

Puede consultarse, por ejemplo, el texto de Kolmogorov y
Fomin (Ref. 16 ) pag. 102.
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Los resultados que se utilizan de teorfa de la medida e in
tegracidn de Lebesgue pueden verse en cualquier texto estan-

dar sobre el tema, y en particular en el de Halmos (Ref.12 ).

Sobre la existencia de solucidn en sistemas de ecuaciones
diferenciales lineales con segundos miembros medibles puede
consultarse el texto de Lee y Markus (Ref. 18 ) pp. 59-68,
y sobre relaciones entre funciones medibles e integrales y
teoremas relativos a funciones integrables el texto de Hal-
mos (Ref.12 ), pp 110-112.

La dependencia de la solucidn de un sistema de ecuaciones
diferenciales en el caso de segundo miembro medible se comen
ta en el texto de Pontryaguin (Ref. 23 ) pag. 83 y de una ma
nera mas precisa, aunque sin demostracidn, en el texto de

Lee y Markus (Ref. 18 ), pp. 57-58.

Esta desigualdad elemental puede consultarse en cualquier
texto sobre desigualdades por ejemplo el de Beckenbach y ~- -
Bellman (Ref. 3 ), pag. 2. En este texto en las paginas 133
134 se comentan también las desigualdades entre soluciones de
ecuaciones diferenciadas lineales que intervienen en nuestra

discusidn.

Este resultado puede verse en la mayoria de los textos en -
ecuaciones diferenciales y teoria del control y en particular

en el de Athans y Falb (Ref.1l ) pags. 147-148.

Una introduccidn actual a la Programacidn Geometrica puede

verse en el articulo de E.L. Peterson (Ref. 22 ).

La demostracidn de la desigualdad entre las medias aritméti
ca y geométrica ha ocupado a muchos autores, porque es una de
sigualdad clave y porque en general cada una de dichas posi--
bles demostraciones suelo clarificar las raices de ésta y - -
otras desigualdades. Una coleccidén de demostraciones de la -
desigualdad puede vecrse en el texto de Hrdy, Littlewood y -
Polya (Ref. 13 ), pp. 16-21, y en el de Beckenbach y Bellman -
(Ref. 3 ) pp. 3-11. En particular alli se popone su demostra
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cidn mediant: la resolugién del siguiente problema de optimi
zacidén: min X u., con I u; = 1, u; > 0 para todo i, y la -
utilizaciﬁnizé los mul%i%licadores de Lagrange. Esta demostra
cidn serfa,sin embargo, menos elemental que la nuestra, que
no requiere en absoluto ninguna referencia al célculo diferen
cial, y mds afin, que no exige ni siguiera la utilizacidén del
concepto de limite o continuidad, en el caso de las medias -

ponderadas en coeficientes racionales,

La definicidn de convexidad en un punto de un conjunto Q -
no necegsariamente convexo y la prolongacidn de ésta a todo
puede verse en el texto de Mangasarian (Ref. 19), pag. 55. -
En las paginas 83 y 84 de este texto puede verse también una

demostracion de (38).

El planteamiento del Problema (41) como el "dual" del (8)
con las solas condiciones de que 2 sea abierto y la diferen-
ciabilidad de fo y las gi,i=l,2,....n, en R, puede .verse en
el texto de Mangasarian (Ref.19 ), pag. 114. En este texto
se enuncian también a continuacidn varios teoremas en los -
que se establecen condiciones para la existencia y coinciden
cia entre las soluciones de (8) y (41). Un enfoque mids gene
ral del planteamiento de problemas duales en el caso de que
fo sea convexa puede verse, sin embargo, en el capitulo 5 del
texto de Stoer y Witzgall (Ref. 27), pp 177-220 y en las sec
ciones 30-31 de la Parte VI del texto de Rockafellar (Ref.24)
En estos dos textos la introduccidn de la dualidad se hace -
mediante la definicién previa de las denominadas"funciones -

conjugadas'" definidas para funciones convexas y concavas, -

. las cuales se podrian considerar en la linea de muestra do(n)

En ambos enfoques un resultado clave es el denominado Teore-
ma de la Dualidad de Fenchel, mediante el que se establece -
en determinadas ocasiones la coincidencia entre las solucio-
nes de dos problemas duales caracterizados por funciones ob-
jetivo consistentes en la diferencia entre una funcidn conve
xa y una concava, por una parte, y las correspondientes fun-
ciones conjugadas por otra. La particularizacidn de este -
Teorema permite obtener, como muestran estos autores, otros

muchos teoremas especialesde la teoria de la Dualidad.
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Sobre los primeros inicios de la teoria actual de los mul
tiplicadores en la teoria del control &ptimo puede verse el
articulo de McShane (Ref. 20) y el de Bliss (Ref. 4) del - -
cual el anterior puede considerarse una prolongacidn . Una
demostracidén del Principio de Maximo de Pontryaguin apartir
de una regla de existencia de multiplicadores en espacios -
abstractos puede verse por ejemplo en el capitulo II del tex
to de Fleming y Rishel (Ref. 10), mientras que una exposicién
integrada de este tipo de reglas, aplicadas en las obtencidn
de condiciones necesarias en problemas de optimizacidén plan-
teados en espacios arbitrarios puede verse en el texto de -

Neustadt (Ref. 21).
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