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Resumen

Diversos estudios se han centrado en analizar
amplia y profundamente distintas propiedades de
los operadores de agregacién. Sin embargo, no
ha ocurrido lo mismo en el estudio de propie-
dades relativas a las Fumilias de Operadores de
Agregacion. jDebiera haber una relacién entre
los miembros de una familia de operadores de
agregacidn?, ;es posible agregar n elementos de
una base de datos con operadores de agregacion
de menor dimensién?, ;deberfa haber algln tipo
de consistencia interna en una familia de opera-
dores de agregacién?. En este trabajo se analiza
la estabilidad para una familia de operadores de
agregacion, a fin de asegurar la consistencia en-
tre operadores de una misma familia, y a través
de esto, la robustez del proceso de agregacion. La
propiedad de Estubilidud que aqui se propone,
intenta forzar a que una familia de operadores de
agregacion tenga una definicién estable/continua
en érminos de robustez de los resultados, para
lo cual se condiciona que la agregacién de n ele-
mentos ne debe ser muy distinta a la de n — 1
elementos, cuando un item es el valor agregado
de los otros. Se presentan algunas definiciones v
resultados siguiendo esta idea para distintos ni-
veles de estabilidad y dos tipos de estructuras en
un proceso de agregacion lineal.

Palabras Clave: Agregacion, Operadores, Fami-
lia de Funciones, Funciones Extendidas, Conjun-
tos Borrosos.

1 INTRODUCCION

La agregacién de la informacién es un camino natural
en las dreas del conocimiento basadas en sistemas {véase
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[2,4, 6, 11T). Usualmente, el proceso de agregacién/fusion
produce una reduccién de 1a cardinalidad de la base de da-
tos original, en tanto el principal objetivo de la agregacion
es simplificar la informacién a fin de facilitar la toma de
desiciones.

Un operador de agregacidn es una funcién real de n valores
que es utilizada para reducir la dimensién de la base de
datos original, v la definicién estindar de vna familia de
operadores de agregacidn bajo un contexto borroso es {A, :
[0,1]" — [0,1],neN}, para cualquier tamafio # de la base de
datos.

Hasta la fecha, se han estudiado diversas propiedades re-
lativas a las funciones de agregacién, tales como conti-
nuidad, conmutatividad, monoticidad, asociatividad, entre
otras. Estas propiedades evidencian algunas caracteristicas
deseables que estdn relacionadas con cada funcién de agre-
gacidn, pero no entregan ninguna informacién respecto de
la consistencia de las familias de operadores de agrega-
cidén, en términos de la relacidén que debiera existir entre
sus miembros, tal como ha sido sefialado por algunos auto-
res (véase [1, 5,7, 8,9, 12]).

En la practica, es frecuente que se produzcan cambios de
cardinalidad en las bases de datos a 1o largo de un proceso
de agregacién, v cada vez que esto ocurre, se requiere un
nuevo operador A, que agregue la nueva coleccién de m
elementos, no existiendo necesariamente una relacién entre
los operadores de agregacién A, v Ay,. Es en este contex-
to, bajo cambios de cardinalidad, cuando parece ser natural
incorporar alguna propiedad que mantenga la consistencia
16gica entre estos operadores, para lo cual se requiere una
definicién de familia de operadores de agregacién en tér-
minos de su consistencia ldgica, independientemente de la
cardinalidad de 1a base de datos.

Teniendo en cuenta que una secuencia del dpo A{2), A(3),
A(4)...., estd presente a lo largo de cualquier proceso de
agregacién, parece 16gico estudiar propiedades que otor-
guen sentido a esta secuencia a través de un concepto uni-
ficador que esté a la base de cada una de dichas funciones
de agregacién, va que de otra forma, podrian ser funciones
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desconectadas, como por ejemplo, una definicién de agre-
gacién que entregue el valor Minimo para r = 2, la Media
Aritmética paran =3, la Media Geométricaparan =4y la
Mediana para n = 5. Si bien, pareciera que una formulacién
formal podrifa resolver este problema al exigir una unidad
conceptual mediante una férmula matemdtica, este dltimo
gjiemplo actia como contra gjemplo, en tanto podria forma-
lizarse matemdticamente para eslos primeros cinco casos.

Por lo tanto, tal como es mostrado en [12], una vez asu-
mida la importancia de considerar operadores de agrega-
cién como parte de una misma famlia, se requiere indagar
respecto de alguna idea de consistencia interna. Es posi-
ble encontrar algunas referencias en esta linea, por ejemplo
las reglas recursivas {véase en [4]), que recogen la idea de
que es posible construir un operador de agregacion A, de
manera secuencial. La clave de la recursividad es que para
que una regla de agregacién sea consistente, debe basarse
en una aplicacién iterativa de operadores binarios en base a
agregaciones anteriores. Hsta idea también es estudiada en
[1, 12], en la cual las reglas recursivas son generalizadas de
un modo mis flexible. No obstante lo anterior, la recursi-
vidad no es la Gnica propiedad de consistencia de una fa-
milia de operadores. En [17, 18], es analizado el concepto
de operatividad desde un punto de vista computacional, en
el que se intenta capturar la consistencia en la implementa-
cién de una funcién de agregacion.

En este trabajo, se estudia una propiedad relacionada con la
consistencia de una familia de operadores de agregacion; la
Estubilidad. 1.a estabilidad de una familia de operadores de
agregacion intenta forzar a que una familia tenga una defi-
nicidén estable/continua, en el sentido que la agregacién de
n {tems deberfa ser similar a la agregacién de n— 1 ftems
cuando un {tem es la agregacién de los otros. La Estfabili-
dad puede ser considerada como una generalizacion de la
propiedad Self-Identity de Yager (1997), en tanto esta alti-
ma es definida sélo para una funcion de agregacion bajo un
proceso lineal por la derecha, mientras que en este trabajo
se presentan distintos niveles de estabilidad para una fami-
lia de operadores de agregacién con dos tipos de estructuras
lineales, por la derecha y por la izquierda.

En muestra opinién, la idea v definicién de consistencia
de una familia de operadores de agregacién debe ener en
cuenta la esttuctura de la base de datos. Se pueden encon-
trat algunas ideas preliminares en [21], en la cual se con-
sidera la estructura de un conjunto de clases borrosas para
distinguir entre algunas situaciones aparentemente simila-
res pero que tienen distintas estructuras subyacentes {como
los intervalo-valorados borrosos y los cojuntos borrosos in-
tuicionistas). En otras dreas, como por ejemplo en la teorfa
de la probabilidad, es evidente que el proceso de estimacién
es dependiente de la estructura de la base de datos que va a
ser agregada. Por ejemplo, a fin de pronosticar el clima de
mafiana, es mds relevante la informacién del clima de hoy
que la de ayer. Estas sitwaciones son usualmente represen-
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tadas con una estructura lineal {como en series temporales)
o por medio de grificos (como en cadenas de Markov).

2 ESTABILIDAD DE UNA FAMILIA DE
OPERADORES DE AGREGACION

Como se menciona en [4], 1a estabilidad de cualquier mo-
delo matemdtico para problemas de ingenier{a hace alusién
a que "pequeiios errores de entrada” no dan lugar a "gran-
des errores de salida”. La estabilidad de una funcién de
agregacion es definida en el mismo sentido que la continui-
dad, en tanto pequetios cambios en el vector x no deberfan
producir grandes cambios en A(x). La estabilidad es defini-
da como: Si mdx |x — | es pequerio, entonces |A(x) —A(y)
también lo es.

Tal como ha sido mencionado en la introduccidn de este
documento, la estabilidad sélo ha sido definida para fun-
ciones de agregacién, no se ha encontrado en la literatura
una definicién que persiga esta idea de estabilidad para to-
da una familia de operadores de agregacién. Y como esto
estd relacionado con la robustez del proceso de agregacion,
la nocién de estabilidad para una familia de operadores de
agregacién que se propone, estd inspirado en la continui-
dad de funciones, pero se centra en la cardinalidad de la
base de datos més que en los datos en si mismos. En térmi-
nos generales, se entiende por Estabilidad de una familia
de operadores de agregacidn a pequetios cambios en el va-
lor agregado cuando se produce un cambio de cardinalidad
en la base de datos.

DEFINICION 1: Sea {A, : [0,1]" — [0,1],n € N} una fa-
milia de operadores de agregacién. Entonces:

1. A, cumple con la propiedad de Estabilidud Estricta
por la Derecha 81 ¥x,...x,— € [0,1], se satisface lo
siguiente:

An(xy X 1 A 1 (X, X)) = A (X0 X )

2. A, cumple con la propiedad de Estabilidad Estricta
por la Izquierda s ¥x,,.. .x,— € [0,1] se satisface lo
siguiente:

AclAp (X1, )X X ) = Ap (X0 X )

3. A, cumple con la propiedad de Estabiliduad FEstricta si
se satisfacen los dos puntos anteriores.

Observemos que el primer punto de la Definicidn 1 fue de-
finida en [24] para una funcién de agregacidn especifica
llamada funcién de agregacidén Self-Identity. No obstante,
nétese que la propiedad descrita en Definicién 1.1 es defi-
nida para una familia completa y no para una funcién en
particular. En este sentido, la Estubilidad Estricta por la
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Derecha puede ser considerada como una generalizacién
de la propiedad dada en [24], a la que se le afade la Esfa-
bilidud Estricta por la Izquierda y 1a Estabilided Fstricta,
estableciendo por tanto una diferencia entre la estabilidad
de las familias de operadores de agregacién en términos de
la estructura del proceso de agregacion.

L.as definiciones anteriores por tanto, intentan asegurar que
cualquier cambio de cardinalidad que se produzea en la ba-
se de datos, no impactard significativamente en los resulta-
dos de la agregacion.

Es sencillo ver que las familias de operadores Minimo
{Min) y Miximo (Max) satisfacen trivialmente esta propie-
dad tanto por la derecha como por la izquierda. Lo mismo

ocurre con la Media Aritmética M, (x),... x,) =Y | 2, 1a

Media Geométrica G,(x|,...,x,) = (TTF | x)'/", la Media

Arménica H,(x|,...,x;) = ﬁ y la Mediana (Med).
i—] T

Ademds, cualquier familia de operadores binarios idem-
potentes satisfacen la propiedad por la derecha si tienen
una extensién inductiva hacia adelante (A,), v por la iz-
quierda si tienen una extension indictiva hacia atrds (A*).
Sin embargo, otras familias de operadores satisfacen dé-
bilmente la propiedad de estabilidad, como por ejemplo
es el caso de la Media Ponderada bajo esta definicidn:

iy FEas . .. -

Walx),.oox) = EE;' rh_’,‘ . En esta situacién, se entiende
i1

que W, converge en ley a W,_, y por lo tanto, la propie-

dad de estabilidad se satisface en el limite.

DEFINICION 2: Sea {A,: [0,1]" — [0,1],n € N} una fa-
milia de operadores de agregacion. Entonces:

1. A, cumple con la propiedad de Estabilidad por la De-
recha 81 ¥x),...x,—) € [0, 1], se satisface lo siguiente:

HEIPW ‘An (.X| 3 X2y Xp—| :An7| (X| 3 X2y ey Xp—| ))_

An—l (x|:x21"'1xn—| )| = 1.

2. A, cumple con la propiedad de Estabilidud por la 1z-
quierda s1¥xy,...x,_) € [0, 1], se satisface lo siguien-
te:

Hm [ ‘AH(AI?7| (X| s X2y ey Xp—| ),X| :x23"'xn7|)_
n—|

An_| (X| G K2 X p— )| =1(.

3. A, cumple con la propiedad de Estabilicdad si se satis-
facen los dos puntos anteriores.

Por dltimo, otras familias de operadores de agregacion sa-
tisfacen la propiedad de estabilidad pero en un sentido mds
débil, por ejemplo el Producto £, (x|,...,x;) =TI} | x. En
esta situacidn, se ohserva que £, tiene una convergencia ca-
sisegura a £, |, v por lo tanto, la propiedad de estabilidad
se cumple bajo una convergencia asintdtica.
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DEFINICION 3: Sea {A, : [0,1]" — [0,1],n £ N} una fa-
milia de operadores de agregacién. Entonces:

1. A, cumple con la propiedad de Estabilidad Débil por
la Derecha si ¥x; ~ U (0, 1), se satisface lo siguiente:

P[nl_f}r‘nm ‘An (.X| 3 X2y Xp— 3An7| (X| s X2y vy Xp— 1 ))_

An,|(X|,XQ,...,Xn,|)‘ =0 } =1.

2. A, cumple con la propiedad de Estabilidad Débil por
la Izquierda 81 Vx; ~ U(0,1), se satisface lo siguiente:

P[HEIPW[ |An (An1 (X130, oy Xam 1 )X 13X, o Xnet ) —

Ap (o x, )| =0] =1,

3. Ay, cumple con la propiedad de Estabilidud Débil si se
satisfacen los dos puntos anteriores.

PROPOSICION 1: Sea {A,: [0,1]" — [0,1],n £ N} una
familia de operadores de agregacion.

1. Sila familia {A, } satisface la propiedad de Esrabili-
dad Estricta, entonces también satisface la propiedad
de Estabilidud.

2. 8i la familia {A, - satisface la propiedad de Estubili-
dad, entonces también satisface la propiedad de Esta-
bilidad Débil.

Finalmente, con la siguiente definicién se completa la de-
finicién de niveles de estabilidad de una familia de ope-
radores de agregacidén. Y bajo este tltimo escenario, una
familia de operadores de agregacién que otorgue como re-
sultado el valor mdximo si n es impar v el minimo si n es
par por ejemplo, es definida como una familia Inestabie.

DEFINICION 4: Sea {A, : [0,1]" — [0,1],n £ N} una fa-
milia de operadores de agregacién. Entonces:

1. A, cumplird la propiedad de Inestabilidad por la De-
recha, si esta familia no satisface la Estabilidud Débil
por la Derecha.

2. A, cumplird la propiedad de Inestabilidad por la iz-
guierda, si esta familia no satisface la Estabilidad Dé-

bil por lu Izgquierda.

3. A, cumplird la propiedad de Inestabilidud si esta fa-
milia no satisface la Estabilidad Débil.
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3 MAPEO DEL NIVEL DE ESTABILIDAD
DE ALGUNAS FAMILIASDE
OPERADORES DE AGREGACION

El nivel de estabilidad de una familia de operadores de
agregacién otorga informacién respecto de la robustez del
proceso de agregacion en el que estd involucrada. A con-
tinuacién, se analiza el nivel de estabilidad de las familias
de operadores de agregacién comtinmente utilizadas, como
un acercamiento a la consistencia de los operadores de una
misma familia, independientemente de la cardinalidad de
la base de datos a agregar.

Tabla 1: Nivel de Estabilidad de algunas Familias de Ope-
radores de Agregacion.

F. de Operadores de  Estab. Estab. FEstab.  Inest.
Agregacion {4}, Estr Débil

Ming, = Min(x),...x,) R, L — — —
Max, = Max{x,...,x,) R L - - -
Md, = Md(x|,..x;) R L - - -
M, =Y & R L - - -
G, =TT} | x;)'" R L - - -
Hn= m R, L — — —
On=1I/ - - R L -
2 =T | x - - RL -
Ar=A%x1, . %) R - - L
Awn =As(x) .0 x) L - - R
Wo= X2 5 gt R - L -
=Ygty - - RL -

PR

Nota: R y L indican estabilidad por la derecha o por la izquierda.

Nota: Los pesos de W, ¥ €, no tienen restriceiones.

En la Tabla 1 se observa que las seis primeras familias sa-
tisfacen la propiedad de Estabilidad Estricta para ambos
tipos de estructura lineal, por la derecha y por la izquier-
da, mientras que las otras familias no. Por ejemplo, {Q, }
y {P,} satisfacen la propiedad de Esiabilidad Débil, v los
operadores idempotentes binarios son Estrictamente Fsta-
bles por la Derecha si su extensidn es inductiva hacia ade-
lante, y por la izquierda si es hacia atrds. Ademds, el nivel
de estabilidad de las familias {W, } y {0, } dependen de la
definicién de sus pesos, y particularmente para la defini-
cién expuesta, la Media Ponderada es una familia Estricta-
mente Estable por la Derecha 'y Débilmente Estable por la
Izquierdua, y el operador OWA es una familia Débilmente
Estuble bajo la misma definicién de pesos.
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4 CONCLUSIONES

En nuestra opinién, una familia de operadores de agrega-
cién no se debe entender s6lo comoe una familia de opera-
dores i — ary, en tanto todos estos operadores deben estar
{ntimamente relacionados a lo largo del proceso de agre-
gacién en el que estidn invelucrados. En consideracién con
esto, se presentan algunas propiedades de consistencia a fin
de asegurar la robustez de un proceso de agregacion.

Es evidente que no deberia ser posible definir una familia
de operadores de agregacién {A,} en la cual {4} corres-
ponde a la Media Aritmética, {45} a la Media Geométrica
y {As} al Miimo por ejemplo. Este simple ejemplo po-
ne en evidencia que el proceso de agregacidén demanda una
unidad concepal mds que sélo una férmula matemdtica.

Lanocién de Estabilidad propuesta en este trabajo enfatiza
laidea de Robustez/Continuidud/Estabilidad de una familia
de operadores de agregacidn, en el sentido que un operador
definido para » elementos no debiera diferir demasiado de
uno definido para n — 1 elementos.
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