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Resumen

Dentro de la rama de la acustica musical, la evolucion
que han seguido los principales sistemas de afinacion oc-
cidentales puede ser analizada a través de modelos mate-
maticos, dado que un sistema de afinacién es un conjunto
de relaciones matematicas impuestas sobre frecuencias.
Este articulo analiza los sistemas pitagérico, mesotoénico y
el temperamento igual. Para ello, primero se realiza un
analisis histérico de los mismos. Posteriormente se realiza
una interpretacion geométrica de estos sistemas median-
te curvas. Por ultimo, son caracterizados cuantitativamen-
te mediante dos métodos que explotan la simetria de cada
uno de ellos. Los resultados muestran que estos sistemas
disminuyen en complejidad cuanto mas modernos son, lo
que explica, en parte, su evolucion la histérica. Ademas
los métodos empleados son igualmente aplicables a otros
sistemas distintos y pretenden ser intuitivos y visuales, de
manera que tanto cientificos como musicos comprendan
las ventajas e inconvenientes de cada tipo de sistema.

Palabras clave: sistema de afinacion, temperamento,
simetrias.

1. Sistemas de afinacion: {qué son
y cual es su historia?

1.1. Qué es un sistema de afinacion

Para comprender mejor qué es un sistema de afina-
cion es necesario conocer el concepto de intervalo y de
escala en musica.

La diferencia en frecuencia entre dos notas se conoce
como intervalo, y cada tipo de intervalo recibe un nombre
diferente dependiendo de su longitud. Por ejemplo, para
ir de do a re se avanza un intervalo de segunda. Para ir
de do a mi se avanza una tercera. En la Figura 1 se
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muestran en una imagen los intervalos que van a ser de
interés para este texto.

Como se observa en el diagrama, cuando se recorre la
serie de notas de do a si se vuelve a alcanzar un do, desde

Do Do# Re Re# Mi Fa Fa# Sol Sol# La La# Si Do
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Figura 1. Intervalos de tercera, quinta y octava en la escala de 12
notas en que se basa la armonia occidental.
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donde comienza de nuevo la sucesion. Cada vuelta de do
a do recibe el nombre de escala. Al ascender de escala las
notas se hacen mas agudas, aumentando en frecuencia, y
al descender se agravan. Los intervalos se mantienen en
distintas escalas. Por ejemplo, entre do y re hay siempre
una segunda independientemente de la escala.

El tamano de cada intervalo esta determinado por el
sistema de afinacion que se escoja. Un sistema de afinacion
impone una separacion en frecuencia concreta y exacta
entre las distintas notas, y por tanto establece la longitud de
cada intervalo. Para distintos sistemas de afinacion, los mis-
mos intervalos pueden ser mas 0 menos largos, aungue la
variacion sera lo suficientemente pequefia como para que
no pierdan su identidad y nuestro oido pueda distinguir €l
tipo de intervalo. Por ejemplo, la segunda de do a re no es
equivalente en cantidad de frecuencia bajo distintos siste-
mas, aunque si conserva suficiente parecido como para
que pueda seguir siendo identificada como segunda. Del
mismo modo, l0s intervalos deben ser o suficientemente
parecidos al ascender o descender en escalas, por 1o que
la manera en que los establezca el sistema de afinacion
afecta a la composicion a la hora de cambiar de escala.

Los sistemas de afinacion son en esencia un conjun-
to de normas matematicas que los musicos han de res-
petar para componer. Por tanto, aungue su evolucion en
la musica occidental ha estado motivada por razones
compositivas y artisticas, los problemas que han surgido
y la manera en que se han solucionado tienen un funda-
mento fisico y matematico muy marcado.

1.2. Evolucién historica de los principales sistemas
de afinacién occidentales desde el punto de
vista de las matematicas

El primer sistema de afinaciéon que se desarrolld en
Occidente fue el pitagorico [1]. Pitagoras (s.VI-V a.C.) ob-
servod que habia propiedades armonicas interesantes re-
lacionadas con las proporciones de los objetos que vi-
braban emitiendo sonido: estas frecuencias de vibracion
eran los armonicos fundamentales que presentaban los
objetos al ser golpeados. El tamario y la forma de cada
objeto imponian unas condiciones determinadas que
producian distintos armonicos, y por tanto, distintos so-
nidos. La formacion de estos armoénicos surge matema-
ticamente al resolver el problema diferencial asociado
para la ecuacion de ondas.

Pitagoras utilizé en particular dos armoénicos para
crear un sistema de afinacion y ordenar frecuencias, cu-
yas proporciones con respecto al armoénico fundamental
son 2:1y 3:2. Ahora bien, jpor qué escogié estos dos
intervalos frente al resto?

Contestar a esta pregunta requiere hacer la siguiente
mencion: las soluciones a la ecuacion de ondas pueden
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expresarse mediante series de Fourier. Aplicar un interva-
lo a una solucidn en serie de Fourier equivale a multiplicar
por un cierto factor la frecuencia de todos los términos
de la serie.

El primer armoénico, el que duplica la frecuencia, se
corresponde con el intervalo de octava en musica, y este
es el intervalo que resulta mas consonante para el oido
humano. De hecho, percibimos dos notas separadas por
una octava practicamente como si fueran la misma, por
lo que en musica se suelen considerar equivalentes. Du-
plicar o dividir a la mitad una frecuencia no altera la armo-
nia. Esto se debe a que al multiplicar por dos la frecuen-
cia, sobreviven todos los términos pares de la solucion
en serie de Fourier (ver Figura 2). Compartir la mitad de
los términos hace que nuestro oido perciba dos notas
separadas por una octava como un intervalo altamente
consonante.

El segundo armonico que comparte el mayor numero
de términos en la solucion es el 3:2, y Pitagoras lo esco-
gi6 junto a la octava por ser el segundo intervalo mas
consonante. El intervalo que genera este armonico recibe
el nombre de intervalo de quinta.

Asi pues, Pitagoras establecio un sistema de afina-
cion P en el cual las notas debian atender a la siguiente
relacion con respecto a una frecuencia fundamental de
referencia o nota central v

(%)azbv €EP vabeZ (1)

Este sistema presentaba dos problemas significati-
vos: por un lado, si aumentabas con intervalos de quin-
ta desde una nota hasta llegar a su octava, la frecuencia
resultante no coincidia con el doble de la frecuencia fun-
damental (ver Figura 3). Esta diferencia en frecuencia
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Figura 2. Expresion general para una serie de Fourier a la que
se ha aplicado un intervalo de octava. Este intervalo duplica
la frecuencia, por lo que la serie resultante comparte solo la mitad
de los términos con la serie original.



entre las dos maneras de generar la octava producia un
batimiento que recordaba al aullido de un lobo, y que
recibié el nombre de wolf interval o quinta del lobo. Este
batimiento resulta muy disonante, por lo que los musi-
cos lo evitaban para componer (ver Figura 4). Por otro
lado, el intervalo de tercera generado a través de quintas
en el sistema pitagorico era también demasiado diso-
nante. Esto inicialmente no resultd un problema porque
las quintas y las octavas eran los intervalos mas relevan-
tes en armonia, pero con el tiempo el intervalo de terce-
ra gan® mucha importancia. Este intervalo sonaba diso-
nante porque existe un armonico que lo genera que no
se corresponde ni con el 2:1 ni con el 3:2. Por tanto, al
ser generado con tan solo estos dos armonicos se ob-
tiene una aproximacion que no resulta tan agradable al
oldo humano.

Para solucionar la disonancia en la tercera se planted
un nuevo sistema de afinaciéon conocido como sistema
mesotonico M, el cual se extendid por Europa durante
los siglos XVI — XVIII [1]. Este sistema disminuye cada
intervalo de quinta en el sistema Pitagérico en una pe-
quena cantidad, de manera que la tercera se aproxima
mas al sonido de su frecuencia natural. Las frecuencias

Figura 3. Dodecagono generado a través de quintas. Avanzar
de un vértice a otro contiguo equivale a aplicar un intervalo de quinta.
El punto verde que coincide con el vértice superior del dodecagono
se corresponde con la octava de v, es decir, 2 - V4. El punto rojo se
corresponde con la frecuencia obtenida al subir de quinta en quinta
desde v 4 pasando por todos los vértices del dodecagono. Los puntos
no coinciden, es decir, aplicar quintas hasta llegar de nuevo a un do
devuelve una frecuencia cercana a 2 - V4 Pero no exacta.
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Figura 4. Fenomeno de batimiento. Se produce cuando dos
frecuencias son muy cercanas entre ellas. El resultado de la
superposicion de las ondas es una sucesion de pulsos modulados
por una envolvente con una frecuencia moduladora ;. Estos
pulsos contienen a su vez una frecuencia modulada o.

del sistema mesotdnico se describen matematicamente
como

(%—k)aﬁ“ve/w va,beZ, vke[O,%) @)

Sin embargo al tratar de solventar el problema de la
tercera, el intervalo de quinta de lobo aumenta, por lo
que suena aun mas disonante. El sistema mesotdnico
permite componer escogiendo los intervalos que se de-
sea que sean mas consonantes, pero siempre sacrifica
otros intervalos en consecuencia. Permitia mas libertad
compositiva que el pitagorico, pero aun presentaba limi-
taciones que dificultaban la afinacion de instrumentos y
los cambios de escala dentro de las obras.

El ultimo sistema de afinacion que se va a estudiar en
este articulo se propuso de tal manera que respetase de
forma simultanea las quintas, las terceras y las octavas,
que no produjera batidos como el de la quinta del lobo,
y que permitiese cambiar de escala sin disonancias. Este
sistema de afinacion es el que se utiliza de forma predo-
minante actualmente en todo el mundo, y recibe el nom-
bre de temperamento igual' [1]. Se desarrollé y extendid
durante los siglos XV y XVI, y fue coetaneo al sistema
mesotodnico hasta que se hizo evidente que era mucho
mas practico y util que este. El sistema mesotonico fue
desplazado paulatinamente, y todos los instrumentos
pasaron a estar afinados en temperamento igual.

El temperamento igual ordena las notas en clases de
equivalencia de frecuencia, por lo que por mucho que se
aumente o se disminuya de escala los intervalos entre
notas se mantienen, y no se acumulan pequenas varia-
ciones como ocurria en los sistemas mas antiguos. Se

" Llamamos temperamento a un sistema de afinacion que no utiliza exclusivamente fracciones de nimeros enteros para definir los
intervalos. En ocasiones también se denomina temperamento a cualquier sistema de afinaciéon en general.
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Do Do# Re Re# Mi Fa Fa# Sol Sol# La La# Si
1 m m? R m!!

Figura 5. Estructura del temperamento igual. Para ir de una nota
a la siguiente se multiplica su frecuencia por el valor m, que es
la doceava parte de la octava, es decir m = ‘%/E.

construye dividiendo la octava en doce partes iguales y
utilizando la doceava parte de la misma como intervalo
geométrico para aumentar de nota en nota (ver Figura 5).

Por tanto, las frecuencias del temperamento igual / se
pueden describir matematicamente como

m?-v el con [a]le Zi, donde a~a+12 )

En la siguiente seccién se utilizan modelos matemati-
C0oS que permiten realizar interpretaciones y explicacio-
nes geométricas y cuantitativas que justifican esta evolu-
cion histoérica de los sistemas de afinacion desde una
perspectiva mas técnica.

2. Metodologia: estudio de sistemas
de afinacion a través de modelos
matematicos

Entender las dificultades que pueden ofrecer estos
sistemas a la hora de componer y cuél puede resultar
mas 0 menos Util es complejo y poco intuitivo. Sin em-
bargo, es posible utilizar modelos matematicos para re-
presentarlos, de manera se pueda comprender mediante
métodos visuales qué problemas ofrece cada sistema 'y
por qué el temperamento igual es el mas ventajoso.

A continuacion, se analizara cada sistema desde un
punto de vista geométrico, utilizando curvas como mo-
delos, y después a través de modelos matematicos nu-
méricos y cuantitativos.

2.1. Interpretacion geométrica de los sistemas de
afinacién
Las trayectorias curvas que se van a utilizar son espira-
les. La musica encierra siempre cierta periodicidad al au-

mentar en frecuencia, pues cuando se parte de do y se
asciende en una escala se vuelve a llegar a do al cabo de

12 notas, y por ello resultan Utiles las curvas concéntricas.
Por otro lado, las espirales son curvas abiertas, infinitas, asi
que describen también adecuadamente el caracter infinito
de los sistemas pitagdérico y mesotonico. Para el tempera-
mento igual, por el contrario, al establecerse clases de equi-
valencia no interesa una curva cuyo radio aumente progre-
sivamente con la frecuencia, ni una curva abierta e infinita.
La curva ideal para describir este temperamento es el circu-
lo, que en el fondo es una “espiral” de radio constante.

A continuacion se plantea un modelo matematico que
devuelve estas curvas geométricas (espirales o un circu-
lo) dependiendo del sistema de afinacion que se intro-
duzca, siendo n cada una de las notas a través de las
que iteran los elementos para un sistema dado

x=F({n) COS(ﬂ%),

y:F(n)sin(n%),

)

donde la funcion amplitud F(n) depende de la frecuencia
como

Ve(n)=(3/2)"-v,
F(n)= 727.)‘, —1Vu()=B/2-K)"-V, (5)
viln)=m™-v,

Notese que el &ngulo aumenta en /6 con cada ite-
racion porgue se corresponde con la doceava parte de un
circulo, y las escalas son precisamente de 12 notas. La
amplitud depende de la frecuencia para que el radio de la
curva aumente al ascender, y esta normalizada con res-
pecto al temperamento igual para que en el caso de in-
troducir las frecuencias de este sistema la curva resultan-
te sea un circulo y no una espiral. Es importante destacar
que para establecer una correspondencia adecuada entre
las notas de los distintos sistemas, debemos normalizar
al temperamento igual utilizando quintas (m™) y no sim-
plemente m. Los temperamentos pitagodrico y mesotonico
generan sus frecuencias a través de quintas?, por lo que
generar con otro intervalo distinto en temperamento igual
no permitiria relacionar notas equivalentes entre siste-
mas, dando lugar a conclusiones incorrectas. Se ha es-
cogido como nota fundamental a partir de la cual se apli-
can los intervalos la nota do con frecuencia 261,63Hz,
mas conocido como do central en musica.

Representando las curvas segun aumenta n para
cada sistema, se obtiene la Figura 6. Las graficas corres-
pondientes a los sistemas pitagdrico y mesotdnico son
espirales en dos dimensiones, como se observa en las
imagenes. Para apreciar que en el caso del sistema pita-

2 También octavas, pero estas se pueden obviar, ya que en musica se consideran a menudo equivalentes, como ya se me mencio-

nd previamente.
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Temperamento igual
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Figura 6. Representacion en dos dimensiones de cada sistema de afinacion segun la parametrizacion en
funcion de n, Para la representacion del sistema mesotdnico se ha escogido k= 0.1, y se observa que difiere
mas del temperamento igual de lo que lo hace el pitagérico, cuando se supone que el mesotonico es una
mejora y ha de parecerse mas al igual. Esto se debe al valor de k escogido. Escogiendo un valor diferente
de k es posible aproximarse mas al temperamento igual de lo que lo hace el pitagdrico. En este caso se ha
escogido una k que acentte el crecimiento del radio en la espiral para hacer notable la variacion en funcion de
este parametro. La nota fundamental con n = 1 sobre la cual se han generado los sistemas es el do central.
Se han representado hasta n = 48 notas en cada caso (4 escalas de 12 notas).

gorico se obtiene una espiral, nétese que la linea de la
imagen de la figura es mas gruesa porque se trata de una
trayectoria abierta dando vueltas con un aumento lento
del radio. El temperamento igual es sin embargo un do-
decagono cerrado. Cabe destacar que si al variar K po-
demos alejarnos o aproximarnos al temperamento igual,
esto sugiere la existencia de un extremo relativo para el
cual el sistema mesotonico converge al igual.

Con esta interpretacion geométrica podemos apreciar
de forma visual dénde reside la complejidad de los siste-
mas antiguos y por qué el temperamento igual es el siste-
ma mas sencillo. El circulo, de trayectoria cerrada, permite
comprender mejor el colapso en clases de equivalencia.

En esta seccién se han caracterizado los 3 sistemas
de afinacion mediante una interpretacion geométrica, y
se ha explicado mediante un método visual la compleji-
dad que presenta cada uno a nivel armoénico, mostrando
por qué el temperamento igual es el sistema mas senci-
llo. En la siguiente seccion se caracterizaran estudiando
el extremo relativo antes mencionado, y cuantificando el
concepto de “acercarse” o “alejarse” del temperamento
igual variando el parametro k. El temperamento igual se
tomara como sistema 6ptimo y se compararan los otros
dos con respecto a él.

2.2. Caracterizacion cuantitativa de
los sistemas de afinacion

Se puede calcular tedricamente el valor del extremo
relativo en el que k = k, para el que el sistema mesotoni-

co converge al temperamento igual. Igualando el valor
para una nota n dada en sendos sistemas, se tiene que

v(n)-(%—k)”:m?”-v(n) = k=3-2% ()

Notese que la k necesaria para transformar el sistema
mesotonico en pitagdrico es trivialmente k = 0. Una vez
calculados los valores de k para los que el sistema me-
soténico se identifica con los otros dos sistemas, resulta
interesante tratar de graficar cuanto se desplaza el siste-
ma mesotonico con respecto al temperamento igual en
funciéon del parametro k, y en qué posicion se sitian el
minimo relativo y el sistema pitagorico.

Una manera de estudiar este extremo relativo consis-
te en asignar angulos a las frecuencias de cada tempe-
ramento para trabajar con distancias de arco en un cir-
culo. A las frecuencias del temperamento igual, como se
subdivide la octava en doce partes iguales y surgen 12
clases de equivalencia, se les asignan los angulos /6
para subdividir el circulo en 12 clases también. A los
otros dos sistemas se les asignan angulos estableciendo
una correspondencia entre las distancias de arco en el
circulo y las distancias en frecuencia de cada una de sus
notas con respecto a las 12 clases del temperamento
igual. Asf pues, a medida que se asciende de escala en
los dos sistemas antiguos, los puntos que representan
sus frecuencias en el circulo se van desplazando poco a
poCo con respecto a los 12 puntos del temperamento
igual (ver Figura 7.)
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Figura 7. Representacion de cada sistema de afinacion asignando angulos a sus frecuencias. El valor de
k escogido para el mesotonico es k= 0.01. Se han graficado n = 36 notas (3 escalas). Se observa claramente
que el temperamento igual tiene 12 clases definidas, y que los otros dos no. Para este valor de k el sistema
mesotonico se desplaza mas que el pitagorico con respecto a las clases del temperamento igual.

En los siguientes apartados se cuantifican estos des-
plazamientos con respecto a los 12 puntos del tempera-
mento igual y se grafican para visualizar el extremo rela-
tivo antes calculado.

2.2.1. Método de la distancia acumulada

Si se suman los desplazamientos de los puntos de los
sistemas antiguos a medida que agregamos notas con
respecto a los 12 puntos del temperamento igual, es de-
Cir, si se van acumulando las distancias de arco, se ob-
tiene una suma de distancias total que cuantifica cuanto
se alejan estos sistemas de la situacion ideal del tempe-
ramento igual. Graficando esta distancia total acumulada
en funcion del parametro k se obtiene la Figura 8.

El valor de d para k = O se corresponde con el tem-
peramento pitagérico, que es el extremo izquierdo de la
funcion graficada. A partir de ese valor el sistema meso-

124

104

0.000 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005

Figura 8. Distancia total en funcion de k entorno al minimo
relativo en el que k= K,
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ténico disminuye su distancia relativa al temperamento
igual hasta converger a él en k = k, = 0.001694. Pasando
este valor el sistema mesotonico se aleja de las clases de
equivalencia a medida que k aumenta.

Asi pues, en este modelo el parametro d mide cuanto
se aleja un sistema dado del valor ideal k, del tempera-
mento igual, y muestra graficamente por qué el sistema
mesotonico resulta ser una mejora con respecto al pita-
gdrico.

2.2.2. Método del baricentro

También es posible estudiar cuantitativamente la Fi-
gura 7 analizando el centro geométrico o baricentro de
los puntos en el circulo a medida que se afiaden de uno
en uno. Como en los sistemas antiguos se producen
desplazamientos, el baricentro no siempre se correspon-
de con el centro del circulo. Si se calcula el médulo del
vector del baricentro R en el plano y se grafica su evolu-
cion en funcion del parametro k, se obtiene la represen-
tacion de la Figura 9.

Cuanto menor es el valor de R, mayor es la simetria
del sistema, pues la distribucion de puntos en el circulo
esta mas equilibrada. El valor de R para k = 0 se corres-
ponde con el temperamento pitagdrico. Se observa de
nuevo claramente un minimo en k = k, = 0.001694.

Este método, asi como el de distancia acumulada,
han permitido caracterizar cuantitativamente mediante
las magnitudes d y R los tres tipos de sistemas tratados
en este documento. Del mismo modo que ocurria con d
frente a k, el método del mddulo del baricentro muestra
también que el tempermento mesoténico es efectiva-
mente una mejora con respecto al pitagdérico con valor
optimo para la k, del temperamento igual.
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Figura 9. Representacion del modulo de la posicion
del baricentro R con respecto a k para n = 480 entorno
al minimo relativo en el que k= k,

3. Conclusion

Utilizar modelos matematicos para estudiar sistemas
de afinacion permite explicar la evolucion histérica que
han seguido y la complejidad armdnica de cada uno des-
de un punto de vista completamente diferente.

Las clases de equivalencia del temperamento igual
representadas como un dodecagono cerrado y como
12 angulos en el circulo son claramente mucho mas
simples y préacticas que las espirales infinitas cuyos cor-
respondientes angulos en el circulo no presentan la si-
metria de las 12 clases. Ademas, también es claro que
la introducciéon del nuevo parametro k por parte del
sistema mesoténico con respecto al sistema pitagorico
aporta una mejora significativa, y que variando este

Sistemas de afinacion en musica desde el punto de vista de las matematicas

parametro k podemos localizar el k, 6ptimo del temper-
amento igual en el minimo relativo. Asi pues, estos
modelos ayudan a entender por qué el sistema pitagori-
co quedd obsoleto, dando paso a los otros dos nuevos
sistemas, y por qué el temperamento igual desplazé al
sistema mesotoénico.

Esta manera de entender la armonia aporta un sopor-
te técnico a la musica, y resulta ser una herramienta Util
tanto para desarrollar nuevos sistemas de afinacion
como para estudiar otros tipos diferentes a los aqui es-
tudiados.
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