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Resumen

En la presente comunicacién se estudia el problema inverso que consiste en de-
terminar la conductividad térmica de un medio, cuando ésta depende del tiempo y
se conoce la evolucion de la temperatura en una parte de dicho medio. Este tipo de
situaciones se plantean en contextos de tecnologia de alimentos, cuando se utilizan
procesos térmicos a altas presiones.

El fendémeno se modeliza mediante la ecuacién de transferencia de calor con un
término fuente que depende de la temperatura y del incremento de la presién, ecuacién
que se completa con adecuadas condiciones inicial y de contorno. Se considera como
dominio una bola de R? de radio arbitrario, centrada en el origen.

Se presenta un resultado de unicidad de solucién del problema inverso. Para ello, en
primer lugar, se encuentra una representacion adecuada de la solucién, en funcién de
sus valores en la frontera del dominio. A continuacién, se demuestra que el coeficiente
(transitorio) de conductividad térmico estd univocamente determinado si se conoce el
valor de la temperatura en la frontera de la bola y en cualquier otro radio interior.

1. Formulacién del problema.

Una tecnologia emergente en la Ingenieria de Alimentos es el uso de tratamientos que
combinan altas presiones con temperaturas moderadas (véase [1, 2]). Debido a que la
presion p(t) a la que se somete al alimento puede ser muy elevada, coeficientes que suelen
considerarse constantes en las ecuaciones pasan a tener una variacién con respecto a la
presién en cada instante que puede no ser despreciable.
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En este sentido, en las ecuaciones de transferencia de calor que pueden aparecer en
los modelos matematicos de estos procesos (véanse, por ejemplo, [1, 2]) la conductividad
térmica (u otros coeficientes involucrados) podria depender de la presién: k = k(p). Puesto
que el valor de estos coeficientes a presién distinta de la atmosférica suele ser desconocido
para la mayoria de los medios, nos planteamos identificar la funcién k(p) en base a medi-
ciones experimentales. Si se elige un experimento con una curva de presién p(t) inyectiva
(por ejemplo, creciente) identificar k(p) es equivalente a identificar k(t) = k(p(t)). Esto
nos lleva a considerar el problema modelo

QC’aa—jt1 —k(t)AT = ap/(t)T en Bpg x (0,t)
k(t)?? — h(Tt(t) = T)  en 8Br x (0, %) (1)
T:TO en BRX{O},

donde R > 0y t; > 0. Bg C R? denota la bola de centro 0 y radio R; o > 0 es el coeficien-
te de expansién térmica; g, C € R son la densidad y el calor especifico, respectivamente;
p € CY0,t) representa la presién; k € C([0,%]) y k > 0 es el coeficiente de difusién;
Tt € C(0,tr) denota una temperatura externa de referencia; 7 es el vector unitario nor-
mal exterior a la bola Br y Tp es la temperatura inicial que supondremos constante (se
podria suponer radial). El objetivo es identificar la funcién k conociendo mediciones de la
temperatura T en ciertos puntos de la bola Bpg.

Notacién: Denotaremos X = {gp € CQ’l(BR X (O,tf)) ncto (373 X [O,tf])} y, para cada
funcién radial v € X denotaremos por v : [0, R] x [0,#] — R la funcién que toma los
valores de v en cada circunferencia, es decir,

v(r,t) = v(z,t) para todo x € Br con |z|=r. g
Teorema 1.1 El problema (1) tiene una unica solucion T € X. Ademds, T es radial. 0

Con vistas a hacer homogénea la ecuacion diferencial y para homogeneizar la condicién
inicial, efectuamos el cambio de variable

e

v(z,t) = T(x,t)eeC (p(0)=p(t)) _ T,

que permite expresar el problema (1) en la forma

QC% —k(t)Av =0 en Bpr x (0,t)
k:(t)g:; — h(f(t)—=To—v) endBgx (0,t), (2)
v=0 en Bpr x {0},

siendo f(t) = Tref(t) o 2c P(O)=p(1)

Observacion 1.2 Notese que v € X y es radial. De hecho, aunque el problema (2) tiene
una expresion “agradable” en coordenadas polares, trabajaremos con coordenadas carte-
sianas. Esto se debe a que vamos a expresar la solucién como la composiciéon de ciertas
funciones con traslaciones y éstas, al no ser radiales, no tienen una representacion “cémo-
da” en coordenadas polares.
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Proposicién 1.3 (Identidad de Lagrange) Consideremos el operador L y su adjunto
formal (véase, por ejemplo, [4, pag. 170]) L* definidos por

09 s 00
ﬁ(qﬁ)—QCa—k(t)Aqbyﬁ(@— oC—,

respectivamente. Entonces, para cada par de funciones ¢, € X, se verifica

E(t)Ad

143
/0 /B (Lo — oL*(8))dadt = o [ (6(e, te)b(a, tr) — o, 0)b(z, 0)) da

Bg

_ /Otf k(t) /{jBR (gg(x,t)w(x,t) - gi)(x,t)g;é(a:,t)) dzdt. 0

Corolario 1.4 Siv € X es la solucion del problema (2), entonces

/0 [ e wyvdeit = /0 (F(t) — B(R.t) — Ty) /8 w(z, t) drdt

Br

- /0 " kR /8 O (2, 1) dadt,

By 0N
para toda w € X que verifiqgue la condicion final
w(z,tr) =0, x € Bp. 0O (3)

Con vistas a utilizar el Corolario 1.4 buscamos una funcién que verifique (3) y que, ademas,
sea solucion fundamental del operador £*, es decir, una funcién que al aplicarle el operador
L* dé como resultado una delta de Dirac (véase, por ejemplo, [5, pag. 178]). Fijadosy € Br
y 7 € (0,t¢), definimos, la funcién w : R? x R — R como

w(z, ty, 1) =&z —y, K(t) — K(7)), (4)

siendo

_H(t) _eclz? B 1, t>0 B b
§($at)—me 1t 7H(t)—{07 £<0 }’K(S)—/S k(z)dz,

donde la funcién k se ha extendido por continuidad, de forma constante, a todo R.

Proposicién 1.5 (Solucién fundamental del operador £*) Para cada 7 € (0,t) e
y € Bp, la funcién w : R? x R — R definida en (4) verifica

Lw(z, t;y, 7)) =6(x —y,t —7) en D'(R*xR). g
Veamos una representacién de la solucién en términos de sus valores en la frontera:

Proposicién 1.6 La solucion del problema (2) puede expresarse como

h [T f(t) —B(R,t) — To / _sclel?
— (K(W-K(1) dxdt
W) = /o KO —-K() Jon, © .

1 [T k(t)v(R,t) / d [ - eCl—ul
S A St —_ (K®)—K(7)
47 /0 K(t) — K(1) Jop, 01 € dud.
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DEMOSTRACION. En primer lugar, nétese que para todo (y,7) € Bgr x (0,tf) la funcién
w verifica la condicién (3). Si w perteneciera al espacio X, la igualdad (5) se obtendria
directamente sin méas que aplicar el Corolario 1.4.

Se puede demostrar que, a pesar de que w ¢ X, la igualdad (5) sigue siendo correcta.
Para ello, basta elegir, para cada 0 < ¢ < min{7, ty—7} una funcién 7. € C*°(R) verificando

3
0, t—7] <=
s

ne(t;7) =19 €0,1], 5 <lt—rl<e
1, t—71| >¢

y, a partir de ella, construir la funcién
we(x,t) = ne(t; T)w(z, t).

Nétese que w. € X y verifica la condicién (3). Asi, el Corolario 1.4 asegura

/0 - L*(we) vdzdt = h/o (f(t) —o(R,t) — Tp) /6 we(x,t) dedt

Br

—/Otfk:(t)v(R,t)/a O (z,t) dzdt.

B, O

Mediante argumentos de regularizacién y convergencia dominada, puede probarse que
haciendo tender € — 0 en la igualdad anterior se obtiene el resultado deseado.

Corolario 1.7 Denotando por m(t) = T(R, 1),

v(r,0) = R* — 2Rrcosf + 12, g(t,7) = y P(t,7) = eto PO,

K(r) — K(t)
la solucidn del problema (1) puede expresarse como

Rh e

t 2w
T(Ta t) = TOP(t’ O) + T / (Tref(T) - m(T)) P(t7 T)g(tv T) / eiTCV(rve)g(t’T) dodr
T Jo 0

R t< , « , > 2T 9R —2rcosf _eC_ i ook
+— m' (1) — — m(7)p (7 Pt,T/ = T e 09T gy
o [ ()= Smew)) pen [T

pararT € [0,R] yt €[0,t]. O

2. Unicidad de solucion del problema inverso.

En esta secciéon abordaremos la unicidad de solucién del problema inverso, entendiendo
por ello que la funcién k esta univocamente determinada por los valores que tome la funcién
T en Ry en otro punto rg € [0, R). Para ello, con vistas a simplificar la exposicién,
trataremos en primer lugar el caso en que el coeficiente de conductividad térmica k es
constante. Posteriormente, se extendera la argumentacién anterior al caso general.
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2.1. k constante.

En el caso en que k es constante, la funcién g se expresa como g(t,7) =

gracias al Corolario 1.7, la solucién del problema (1) viene dada por

t _ 27 T UR Ti=r
T(ﬁ t) = ToP(t,0) + Rh/ M p(tﬂ-)/ e dOdr
0 0

47 t—T

R [t , o , 2T 9R — 2rcosf _oC a0n0)
+ T ; <m (1) — Q—Cm(T)p (7')) P(t,r)/o W@ ik =7 dldr.
Supongamos que existen dos constantes ki y ks, con k1 > ko, que proporcionan la misma
medicién m(t) en el extremo derecho R y, ademds, una misma medicién en algin otro
punto ¢ € [0, R) y veamos que, de hecho, k1 = ka. Denotando por

2R — 2rgcosf
Y0(0) = (ro,0) y ¥o(0) = T @)
se tiene que
Rh [ To(r) — m(r) T
0=— [ /2 7 P(t,r)/ - dodr
a7/, t—7 0 k1 ko
(6)
R ([, & , 2m _eC ) eC 3
+ o ; (m (1) — Q—Cm(r)p (7')) P(t,1) ; o (0) (e ki t=m g dky i-T ) dodr.

Lema 2.1 Supongamos las hipdtesis
(H1) Tyet(t) = To para todo t € |0, tg].
(H2) La presion p(t) es lineal y estrictamente creciente, es decir, p'(t) = 5 > 0, t € [0, t¢].
Si k€ C([0,tf]) con k > 0, entonces:
1) Tyet(7) — m(7) = To — m(7) < 0 para todo T € [0, t].
« af

2) m/(r) — oC m(7)p' (1) =m/(1) — oC m(7) <0 para todo T € [0,1].

DEMOSTRACION. Véase el Corolario 9.1 y 9.3 de [3, Pdg. 156 y 157].

Para el caso k constante las hipétesis (H1) y (H2) sirven también para concluir que:

6 0
o eRe gae *
a) Existe ¢* tal que T - T > 0 para todo 7 € [0,t*). En efecto, en

C

primer lugar, destacamos que la funcién xe=“* es estrictamente decreciente si x > %

para todo ¢ > 0. En particular, para

. g 0 (0) 0C(R? — 2Rrqgcos 0 + r%)

At —r1 A(t* — 1) ’ (7)

el resultado se obtendra si se toma t* verificando
* < QC(R - TO)Q

t
4k
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oC (0 oC v(9)

)

e ¥1¥-T —e 2°-7 > () para todo T € [0,t*). Esto es asi debido a que la funcién
e~ " es estrictamente decreciente para ¢ > 0 (en particular, para el ¢ dado en (7)).

b)

Particularizando la expresién (6) en ¢ = t* se obtiene que

Bh [*" Thet(r) = m(r) o (GBS H5EY
0_/ refP(t*,T)/ _ .
A Jo v 0 k1 ko
R t* e% 2 o 70(0) 40 200
+ — <m’(7') - m(T)p/(T)> P(t*jT)/ ¢0(0) (6 Ty T—7 _ o kg t*—7> dodr.
a7 Jo oC ;

El apartado 1) del Lema 2.1 y el apartado a) anterior determinan que el integrando del
primer sumando es una funcién de 7 no positiva; andlogamente, el apartado 2) del Lema 2.1
y el apartado b) anterior, junto con la propiedad

2R —2rgcosf _ 2(R— o)
(R R

>0, 6 €0, 2]

hacen que el integrando del segundo sumando sea también una funcién de 7 no positiva.
Por tanto, cada integrando en dicha expresién debe ser la funcién idénticamente nula.
Considerando el primer integrando, el apartado 1) del Lema 2.1 y el apartado a) anterior
conducen a que ki = ko.

Todo lo anterior queda recogido en el siguiente resultado:

Teorema 2.2 Sean T1 y Ts las soluciones de los problemas

QC% — kAT = ap' ()T  en Bgr x (0,t)
k,gz_; =h (Tref(t) - T) en 8BR X (O,tf)
T:TO en BRX{O},

para i = 1,2, donde ki y ka son dos constantes positivas. Supongamos (H1), (H2) y que
para todo t € (0,t¢) se verifica

T1(R,t) =To(R,t) y Ti(ro,t) = To(ro,t) para algin o € [0, R).

Entonces k1 = ko. 0

2.2. k arbitraria.

Supongamos que existen funciones ki y ko que proporcionan la misma medicién m(t)
en el extremo derecho R y, ademds, una misma medicién en algin otro punto rg € [0, R).
Suponiendo que ky # ko, existen ty € [0,T] y t* € (to, T tales que
k() = ko(t), t € [0,t]
k‘l(t) > k'Q(t), t e (to,t*].
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Esto es cierto si las funciones anteriores “no son oscilatorias” del tipo (¢ — tg) sen (ﬁ)
y esto se tendra si, por ejemplo, se pide que las derivadas de las funciones k1 y ks tengan
sus raices aisladas.

Denotando por

Le
Ki(t) = / Ki(s)ds y ai(r) = — - i=1,2,

y argumentando de manera andloga a como se hizo en la seccién 2.1, se llega a que

_Rh

0=

t* 27 oC 0 oC p
/ (Teet(7) = m(7)) P(t", 7) / (1) F0On) — gy(r)e= T2} agar
0 0
R t* « 2 eC eC
+ - (m’(r) - m(T)p/(T)>P(t*, [ o6 (e*ﬂd@ffl(ﬂ - efﬂo“’)m(ﬂ) dfdr.
™ Jo 1% 0

Para poder llegar a hacer un razonamiento parecido al del caso k constante, veamos en
primer lugar que z1(7) < z2(7) si 0 < 7 < t*:

a) SiTe0,t)

- :/:* kl(s)ds:/:o k:l(s)der/t* k:l(s)ds>/:0 kQ(s)ds+/tt* ka(s)ds = —

x1(7) to

b) Si T € [to, t*]

1 r r 1
:/ kl(s)d8>/ ka(s)ds =

x1(T) xo(T)

—CIT

. . . . . 1
Por otra parte, utilizando que la funcién xe estrictamente decreciente si x > —, para
c

la eleccién de
oC 0C(R? — 2Rrg cos 6 + r3)

c= e Y0(0) = 4 ) (8)

se tiene que
xl(T)e_m(T) — $2(T)€_Cm2(7) >0

1
siempre que x; > —. Esta condicién se cumple si, por ejemplo, se pide a la funcién k (y,
c

por tanto, a las funciones ky y ko que queremos demostrar que son iguales) que verifique

te _ 2
/ k‘(s)ds < QO(RLLTO) < c,
0

lo cual debe ser interpretado como parte de la informacién a priori que debe conocerse
sobre k para poder determinarla de forma univoca.
Puesto que la funcién f(z) = e " es decreciente para ¢ > 0 la eleccién de ¢ en (8)

hace que se tenga
e—ca:1(7') o e—C:L‘g(T) > 0.
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Suponiendo las hipdtesis (H1) y (H2), gracias al Lema 2.1 volvemos a encontrarnos con
que la suma de dos integrales definidas de sendas funciones no positivas se anula. Puesto
que el primer integrando es estrictamente negativo, llegamos a una contradiccion, la cual
proviene de suponer que hay puntos en [0, %] en los que k1 # ko. Asi pues, se tiene que
k1 = ko en [O,tf].

Estamos en condiciones de enunciar el siguiente resultado:

Teorema 2.3 Sean 11 y Tb las soluciones de los problemas

QC?;; — ki(t)AT = ap’(t) T en Bp x (0, t)
oT
k,(t)% =h (Tref(t) — T) en OBRr x (0,t)

para i = 1,2, donde ki y ko son dos funciones continuas positivas en [0,t¢]. Supongamos
(H1), (H2) y que para todo t € (0,t¢) se verifica

Tl (R, t) = TQ (R, t) Y Tl (T‘Q, t) = Tg (To, t) para algdn ro € [0, R)

Si las funciones k; “no son oscilatorias” (segin lo comentado anteriormente) y verifican

te - 2
/ k‘i(s)ds < ‘QC(R4T0>’ i= 1’2’ (9)
0

entonces k1 = ka. 0

Observacién 2.4 Cuanto més separadas se hayan hecho las dos mediciones (i.e., cuanto
m4és cercano a cero esté rp) menos restrictiva serd la condicién (9) relativa a la informacién
a priori sobre k y, por tanto, podremos garantizar la unicidad de solucién del problema
inverso para un conjunto mas amplio de funciones. g
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