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Resumen

Esta monograffa analiza diferentes tipos de Dominancia Estocastica (SD) en el
ambito econémico-financiero.

El Capitulo 1 estudia los principales conceptos de SD y sus aplicaciones en diferentes
areas de conocimiento, poniendo las bases de nuestra exposicién posterior.

En el Capitulo 2 se aplican los conceptos SD para variables aleatorias de interés en
Economia como por ejemplo las variables truncadas de Pareto, Normales y Lognormales.

Asimismo, se profundiza en el andlisis de la consistencia de las reglas de Media-
Varianza, obteniendo algunos resultados notables en variables aleatorias ponderadas,
introduciendo el problema de seleccién Optima de la cartera eficiente, que constituye
una de las principales aportaciones de este capitulo.

El Capitulo 3 trata el estudio de procesos estocasticos orientado al &mbito econémico-
financiero y estableciendo los fundamentos del desarrollo posterior.

El Capitulo 4 versa sobre algunas aplicaciones notables de la SD en el caso de procesos
estocdsticos que modelan situaciones econémico-financieras y de gestién, como es el caso
del estudio de procesos estocasticos en el drea de seguros. Se analiza el modelo clasico
de ruina y se generaliza. A continuacién se obtienen condiciones suficientes para la
dominancia estocédstica de primer orden entre tiempos hasta la ruina de los modelos
en seguros considerados. La principal novedad y aportacién radica en la seleccién de
modelos comparando estocasticamente los tiempos hasta la ruina y sin necesidad, por
tanto, de obtener la expresién de la probabilidad de ruina o una aproximacién de la
misma, que es la metodologia tradicional.

Se estudian otros modelos del tipo Cox y Rubinstein de valoracién de activos. En
esta situacion la ordenacién estocastica es acerca de la excedencia de nivel obteniendo
resultados novedosos e interesantes.

Finalmente, en el Capitulo 5, se establecen las futuras lineas de investigacion a seguir.



A lo largo de este trabajo se desarrollan en diferentes capitulos algoritmos de simu-

lacion de las situaciones presentadas.

Palabras clave: Economia, Finanzas, modelos de Cox y Rubinstein, modelos de riesgo,
ordenacién estocéstica, probabilidad de ruina, proceso(s) estocdstico(s), seguros, va-

riable(s) aleatoria(s) ponderada(s), vector(es) aleatorio(s).
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Abstract

This monograph analyzes different types of Stochastic Dominance (SD) in the eco-
nomic and financial context.

Chapter 1 introduces the principal concepts of SD and its applications in different
knowledge areas, establishing the bases of the following presentation.

In Chapter 2, the SD concepts are applied to interesting random variables in Eco-
nomy, for example, the truncated Pareto, Normal and Lognormal variables.

In addition a depth analysis of the consistency of the Mean-Variance rules is carried
out, some notable results in weighted random variables are obtained introducing the
problem of optimal portfolio selection, this constituting one of the main contributions
of this chapter.

In chapter 3 adresses the study of stochastic processes is head for the economic and
financial context, establising subsequent developments in the monograph.

Chapter 4 concerns some notable applications of SD rules in case of stochastic pro-
cesses which shape economic, financial and management situations, for example stochas-
tic processes in insurance area. The classic risk model is analyzed and generalized.
Straigh afterwards, sufficient conditions for first order SD (FSD) are obtained between
ruin times of processes under consideration . The main contribution of the chapter is
that models can be selected without knowing the expression of the ruin probability or
an approximation of it, as usually done.

Other models as Cox and Rubinstein’s model of assets valuation are studied. In this
case the stochastic order used is the generalized level crossing order. New and interesting
results are obtained in this context.

Finally, in Chapter 5, directions for future work are established.
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Along this work simulation algorithms of the presented situations are developed in

different chapters.

Keywords: Cox and Rubinstein’s model, Economy, Finance, Insurance, risk models,
stochastic ordering, stochastic process, random vector, ruin probability, weighted ran-

dom variable.
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Notacion Basica

Este trabajo esta dividido en capitulos que a su vez se componen de secciones y
subsecciones.

Las Definiciones, Lemas, Teoremas, Corolarios y Observaciones se numeran de ma-
nera independiente haciendo referencia al capitulo, seccién, subseccion y un digito de
orden.

El simbolo M indica el fin de una demostracién.

Los vectores y matrices se representan en negrita. Otra notacién que se usara es la

siguiente:

Conjuntos

N  conjunto de los niimeros naturales incluyendo el 0
N, conjunto de los ntimeros naturales (sin el 0)

Z conjunto de los niimeros enteros

R conjunto de los ntimeros reales

R4, conjunto de los nimeros reales no negativos

General

A = (a;j)icr jes matriz con entradas a;;,1 € 1,5 € J

a;j entrada correspondiente a la fila ¢ y a la columna j de la matriz A
A;. i-ésima fila de la matriz A
I Matriz Identidad de dimensiones adecuadas

12

Aproximadamente igual
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Distribuciones

Be(p)
Bi(n,p)

Distribuciéon Bernoulli de parametro p

Distribucion Binomial de pardmetros n y p

Pareto(b,zy) Distribucién de Pareto de pardmetros xg y b

U(a,b) Distribucién Uniforme en el intervalo (a,b), a < b

N(p, o) Distribucién Normal de media p y desviacién tipica o

LN(u,0) Distribucién lognormal de pardmetros p y o

X~F La variable aleatoria X tiene distribucién F

X =1y Las variables aleatorias X e Y estan igualmente distribuidas
Funciones

P Funcién de probabilidad

E[X] Esperanza matemética de la variable aleatoria X

E[X*] Momento centrado en el origen de orden k de la variable aleatoria X

Var(X) Varianza de la variable aleatoria X

F1 Funcién inversa generalizada de la funcién de distribucién F'

exp{x} Funcién exponencial e®
Acrénimos

MP Proceso de Markov

CTMC Cadena de Markov en Tiempo Continuo

DTMC Cadena de Markov en Tiempo Discreto

MRP Proceso de Renovacién Markoviano

SMP Proceso Semi-Markoviano

IPICC Orden Estocéstico Integral para variables aleatorias positivas

y cerrado para convoluciones
i.i.d. independiente e idénticamente distribuido

v.a. (v.as.) Variable(s) aleatoria(s)

C.S.

€.0.C.

casi seguro

en otro caso
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<icx Dominancia estocéstica en el sentido convexo creciente
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<3-iv Dominancia estocdastica en el sentido céncavo creciente de orden 3
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Capitulo 1

Dominancia Estocastica

1.1. Introduccién

Una forma simple de comparar variables aleatorias (v.as.) es a través de sus valores
esperados, no obstante, ello es poco informativo, ya que se basa unicamente en dos
valores. Normalmente se obtiene mayor informacién del comportamiento de funciones de
distribucién, transformadas de Laplace, funciones generadoras de momentos, funciones
de tasa de fallo, de razén de verosimilitudes, etc. Estas caracteristicas proporcionan
un mayor conocimiento de las v.as. Por ello surge la necesidad de reglas de caracter
estocastico que permitan la comparacién de v.as. Estas reglas se dicen de Dominancia
Estocéstica (DE) o (SD) y su uso se ha generalizado a numerosas areas de la Economia,
Finanzas y Estadistica.

El concepto SD se encuentra en los origenes del calculo de probabilidades, por ejemplo
en la comparacion de dos juegos para elegir aquel que nos proporcione mayores beneficios.
Bawa (1982) senala que los origenes se remontan a Bernoulli (1713).

Histéricamente debe citarse el trabajo pionero de Lorenz (1905) relativo al anélisis
de la desigualdad en la distribucién de riquezas entre los miembros de una poblacion.

Karamata (1932) establecié el concepto SD de segundo orden (SSD).

La ordenacién estocdstica tiene una larga historia, Mann y Whitney (1947) y Lehmann
(1955) la usan en sus problemas de contraste estadistico. Blackwell (1951, 1953) com-

paré experimentos estadisticos mediante SSD. La aplicacién en Teoria de la Decision
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comenzé alrededor de 1950 (véase Allais (1953), Quirk y Saposnik (1962), Fishburn
(1964)) y ha seguido desarrolldndose (ver Beccacece (2006)).

Karlin (1960) introduce el concepto en investigacién operativa, en particular en pro-
blemas de inventario, problemas que han estudiado otros autores como Huergo y Moreno
(2005).

La teoria de la SD y sus aplicaciones a la Economia y Finanzas se desarrolla en 1969-
1970, con la publicacién de numerosos articulos como los de Hadar y Russell (1969),
Hanoch y Levy (1969), Rothschill y Stiglitz (1970), Kroll y Lévy (1980) y Withmore
(1970), entre otros. Con posterioridad, se ha seguido trabajando en estas areas y pode-
mos encontrar numerosa bibliografia al respecto (ver Constantinides (2002), Xu (2006),
Abhyankar (2008) y Kopa (2008), entre otros).

Las areas de aplicacién de mayor interés son:

(1) Desarrollos tedricos acerca de (i) la ordenacién de determinadas opciones de ries-
go, (ii) reglas SD en clases restringidas de funciones de utilidad, (iii) reglas en
activos de bajo riesgo, (iv) SD en vectores multivariantes, (v) diversificacién de
carteras bajo riesgo, (vi) andlisis multivariante, (viii) desarrollo de SD en el caso

de funciones de utilidad no lineales y (viii) SD de la transformacién de variables.
(2) Aplicacién a datos empiricos (eficiencia y diseno de algoritmos).

(3) Desarrollos en Economia y Finanzas: (i) optimacion del apalancamiento financiero
cuando existe posibilidad de bancarrota, (ii) optimacién de la produccién, (iii)
medidas de desigualdad de ingresos, (iv) andlisis y definicién de riesgo, (v) medida
del riesgo de bancarrota, (vi) selecciéon de carteras seguras y (vii) opciones de

tasacion.
(4) Aplicacién a la Estadistica: Seleccién de estimadores eficientes.

En este trabajo se analizan diversas aplicaciones de la Dominancia Estocéstica en
el drea de Economia y Finanzas. En general, dados dos activos de riesgo A y B, con
funciones de distribuciéon F' y G respectivamente, para seleccionar entre uno u otro es

preciso establecer un orden de preferencia entre ambos.
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De manera intuitiva, un individuo no saciable y con aversién al riesgo prefiere
aquel activo que le dé mayor utilidad esperada, segiin los axiomas de Von Neumann-
Morgenstern (1949).

En la literatura existen distintos criterios basados en las propiedades estocésticas
de los retornos (o de las funciones de probabilidad de los retornos) que le aseguren al
individuo la eleccién del activo que le proporcione mayor utilidad esperada. Los criterios
de comparacion se conocen como criterio de Dominancia Estocastica de Primer Orden
(FSD), de Segundo Orden (SSD) y de Tercer Orden (TSD). Estos criterios se relacionan

con el nivel del retorno y con la dispersiéon o variabilidad del mismo.

Definicion 1.1.0.1 Un activo se dice que es dominante desde el punto de wvista es-
tocdstico si el individuo recibe mayor riqueza con este activo que con cualquier otro que

se le presente.

Sean F'y G las funciones de distribucién de A y B respectivamente (sin pérdida de

generalidad se supone que el soporte es el intervalo [0,1]) donde:

F(z)=Plra<z]= /OZ f(2)dz (1.1)
G(x)=Plrp <z] = /Om g(z)dz (1.2)

siendo 74 y rp los rendimientos de los activos Ay B,y f y g sus densidades, respecti-

vamente.

La Dominancia Estocastica se caracteriza mediante criterios minimos sobre las propiedades

estocésticas de los retornos que nos aseguren que

EplU(ra)l = Ec[U(rp)]

con U : R — R funcién no decreciente, o dicho de otra manera,
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Definicién 1.1.0.2 El activo A domina estocdsticamente a B si para toda funcion no

decreciente U : R — R se cumple:

1 1
/ U(z)dF(z) > / U(x)dG(z)
0 0

FSD permite conocer si un activo domina a otro (es més eficiente) bajo el unico
supuesto de no saciabilidad de las funciones de utilidad, SSD anade la aversién al riesgo
y TSD la aversion absoluta al riesgo decreciente.

SiV; para i = 1,2,3 , definen las clases de funciones de utilidad donde V; incluye
todas las funciones de utilidad U, con U’ > 0, Vo con U’' > 0y U” < 0, y V3 incluye
U >0,U"<0yU"” >0, Russell y Seo (1989) prueban que cada V; tiene una funcién

de utilidad simple representativa.

1.2. Dominancia Estocastica de Primer Orden

FSD corresponde a la nocién de estocésticamente menor en sentido fuerte y clasifica
los activos con riesgo de modo consistente para individuos que prefieren més a menos
riqueza. Esto implica que U’ > 0.

1.2.1. Variables aleatorias

Definicion 1.2.1.1 El activo A domina a B sequn FSD y se denota A >psp B o

también A >4 B si se verifica que

P[B > z] < P[A > z]

o equivalentemente, si

F(r) < G(z)

para todo x € R y con al menos un xqg en el que la desigualdad sea estricta.
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Dado que F' y G son las funciones de distribucién de los retornos de los activos A
y B, es mayor la probabilidad de obtener un rendimiento superior con el activo A que
con el activo B.

Esta definicién supone aversion al riesgo por parte del inversor y significa que se
preferird al activo A, pues acumula menor probabilidad en la cola izquierda de la dis-
tribucién, que es la menos desfavorable, sin importar la renuncia a un mejor rendimiento.

La ordenacién estocastica puede caracterizarse por la funcion de distribucion inversa

relativa ®p (t) definida como:

Crg(t) = GTH(F(1) (1.3)

Esta funcién estd fuertemente relacionada con el diseno cuantil-cuantil (Q-Q plot),
que se obtiene dibujando los cuantiles de las distribuciones G~ y F~! una frente a otra
para todo 0 < p < 1. En distribuciones continuas el diseno Q-Q y la grafica de la funcién
®r ¢ son idénticas. En general, la funcién del diseno Q-Q forman sélo un subconjunto

del grafo de ®p .

Teorema 1.2.1.1 Sean F y G las funciones de distribucion de los activos A y B res-

pectivamente. Entonces B <44 A si y sélo si

Pre(r) <w (1.4)

para todo x € R.

Demostracién. Por definicion G71(G(z)) < z, Vo € Ry G(G™(z)) > =, Vx €
(0,1).
Entonces si B <4 A, se tiene que F(z) < G(z),Vz € R, y de aqui

G Y(F(z)) < GYG(z)) < z,Vz € R.

Reciprocamente si G~!(F(z)) < z,Vz € R, entonces

G(z) > G(G~Y(F(z))) > F(x),Vz € R.
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]
El teorema permite un procedimiento grafico simple para validar la ordenacién es-
tocéstica entre dos funciones distintas. Es decir, B < A si el disefio Q-Q de G~! frente

a F~! permanece por debajo de la bisectriz.

Definicién 1.2.1.2 (FSD con utilidad esperada). El activo A domina a B en este senti-
do cuando E[U(r4)] > E[U(rg)] con U >0 (o también Ep[U(x)] > Eg[U(z)]), siendo

U la funcion de utilidad esperada y 4 y rg los rendimientos de A y B respectivamente.

Otra caracterizacién de la dominancia estocéastica de primer orden es a través de los
cuantiles de la distribucién. Si denotamos por Qr(p) y Qg (p) a los cuantiles de orden p

de las distribuciones F' y G respectivamente, esto es:

Prpl[A < Qr(p) =p

(andlogamente para Qa(p)), podemos establecer la siguiente definicién:

Definicion 1.2.1.3 Diremos que la distribucion F' domina a la distribucion G segin

FSD siy sélo si Qr(p) > Qa(p), con desigualdad estricta para al menos un valor de p.

La caracterizacion a través de los cuantiles nos permite establecer un algoritmo para
comprobar si dadas dos muestras de las distribuciones, una domina a la otra segin FSD.
En concreto, sean X e Y dos v.as. de distribuciones F' y G respectivamente, de las que
se obtienen sendas muestras de tamano n: {z1, 22, ...,zn} € {y1, Y2, ..., Yn}-

Dadas las observaciones anteriores, se obtienen sendas muestras ordenadas, que de-
notaremos por {x(l),x@), ...,x(n)} e {y(l),y@), ...,y(n)} respectivamente, es decir, que
Ty ST S STy € Ya) SY@R) S - S Yn)-

Se le asigna una probabilidad de 1/n a cada observacién (si hubiera dos observaciones

idénticas, se sitia una detras de la otra y se asignard probabilidad 1/n a cada una).
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El algoritmo para comprobar FSD se enuncia como sigue:

Input: Sendas muestras {z1, Z2,...,zn} € {y1,92, -, Yn
Paso 1, Ordenacién de las muestras:

{za)s 2@z} e {yay vyt

Paso 2, Comprobacién: F' (o X) domina a G (0 Y) segin
FSD si y s6lo si x(;) > y(;) para todo @ = 1,2,..n y existe al
menos una desigualdad estricta.

Output: La respuesta indicara si existe o no FSD entre las

muestras.

Figura 1.1: Algoritmo de contraste de la dominancia estocdstica de primer orden.

Esto implica que x(;y > y(;) para todo ¢ = 1,2,...,n y que Jip € {1,...,n} tal que
Tiy > Yi,, entonces, dado que a cada observacion se la ha asignado una probabilidad de
1/n, F' debe estar por debajo de G y en alguna zona del rango debe ser estrictamente
menor, que es precisamente la definicién de FSD.

En efecto:

F(z@;y) = i/n, para todo i = 1,...,n, entonces, para todo p € {%,...,”74,1}, se
tendra que Qr(p) > Q¢(p) y para algin po: Qr(po) > Qc(po), es decir, se tiene la
definicién de FSD utilizando los cuantiles.

De manera analoga, si z(;) > y(;) con desigualdad estricta para algin indice, pero

35 € {1,...,n} tal que z(;) < Y(j), entonces F' debe cortar a G, por tanto, no existe FSD.

1.2.2. Vectores aleatorios

El concepto de dominancia estocdstica en el sentido usual en el caso de vectores
aleatorios puede establecerse en la forma siguiente observando el concepto de “conjunto
creciente ”. Diremos que un conjunto U C R es creciente si y € U siempre que exista un

x € U tal que x < y, siendo < el orden definido sobre los elementos de un vector.
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Definicién 1.2.2.1 Dados dos vectores reales aleatorios X = (Xi1,...,X,) e Y =
(Y1, ..., Ys), diremos que X es estocdsticamente menor que Y segin FSD y escribiremos

X <4 Y otambien X <psp Y, si y solo si

PIX € U] < P[Y € U]

para todo conjunto creciente U € R™.

Observacién 1.2.2.1 En el caso particular de considerar dos variables aleatorias reales,
la definicion anterior corresponde a la Definicion 1.2.1.1 con U de la forma [0, 00)

6 (u,00), con u € R.

A continuacién se presentan caracterizaciones alternativas para FSD en el caso de

vectores aleatorios.

Proposicién 1.2.2.1 Dados dos vectores reales aleatorios X = (X1,...X,) e Y =
(Y1, ..., Y,), entonces X <psp Y equivale a que se tengan cualquiera de las siguientes

dos condiciones:

a. Eristen vectores aleatorios X e f’, definidos en un espacio de probabilidad comin
(Q,F,P), tales que X =psp X, Y =psp Y y /)E(w) < }/}(w) para casi todo

w € .

b. E[f(X)] < E[f(Y)] para toda funcion creciente real f en R™ siempre que dicha

esperanza exista.

Demostracién. Para la demostraciéon ver Liggett (1985), Stoyan (1983) o Szekli
(1995). n
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1.2.3. Procesos estocasticos

En lo que sigue, I se referird a uno de los siguientes conjuntos: N, N1 o R.

Definicién 1.2.3.1 Dados dos procesos estocasticos X = (X¢)ter ¢ Y = (Yi)ter con
espacio de estados comun I, diremos que X es estocdsticamente menor que Y segun

FSD y denotaremos X <pgp Y, si y sélo si

(Xt17Xt27 -~-5th) SFSD (}/tl,yvtw . Y;gn)

para todon € Ny yt1,te,...,1, €I

Stoyan (1983, Definicién 4.1.2.) lo denomina dominancia estricta de procesos es-
tocasticos en contraposicién con la dominancia débil, que también presenta en su Defini-
cién 4.1.2., en la que sélo se requiere X; <pgp Y;, para todo t € I'. (Ver también Muller

y Stoyan (2002, Definicién 5.1.2.)).

Tenemos la siguiente caracterizacion de FSD en el caso de procesos estocasticos.

Proposicién 1.2.3.1 Dados dos procesos estocasticos X = (X¢)ier € Y = (Yi)ter con
espacio de estados comun I, entonces X <pgp Y, st y solo si se da alguna de las

condiciones siguientes:

a. Existen procesos estocasticos X eY, definidos en un espacio de probabilidad comin

(Q,F, P), tales que X=psp X,Y=psp Y yj(\t(w) < ﬁ(w) para casi todo w € €.

b. E[f(Xe,, Xtgy oy Xt,))] < E[f(Yiy, Yey, ooy Yy, )] conm € N, t1,to,...,t, € T y para

toda funcion creciente real f, siempre que dicha esperanza exista.

Demostracién. Para la demostracién ver Liggett (1985), Stoyan (1983) o Szekli
(1995). n

El siguiente resultado es una propiedad muy importante de la dominancia segin

FSD.
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Teorema 1.2.3.1 Dos procesos estocdsticos X = (X¢)ier € Y = (Yi)ter con espacio de
estados comun I satisfacen X <pgp Y si y solo si existen dos procesos X = (Xt)tep e

Yy = (}Aft)tep, definidos en el mismo espacio de probabilidad, tales que

X =psp X (1.5)
Y =psp Y (1.6)

)
PIX(t)<Y(t),teT]=1 (1.7)
Demostracién. Se trata de una generalizacién de la Proposicién. 1.2.2.1 (a), ver
Stoyan (1983). [ |
Teorema 1.2.3.2 Sean X = (Xp)neny € Y = (Yp)nen dos procesos estocdsticos en

tiempo discreto. Si

X(0) <rsp Y(0) (1.8)

[X(Z)‘X(l) =T, ,X(Z - 1) = a;i_l] SFSD [Y(Z)‘Y(l) = Y1, ,Y(Z - 1) = yi—l]a (19)

siempre que v; < yj,j=1,2,..,i—1,1=1,2,....
Entonces

X <pspY

Demostracién. Primeramente se construyen X (0) e Y(O) definidos en el mismo
espacio de probabilidad!. Esto es posible por (1.8). Cualquier realizacién (z,y) de (X,Y)
cumple z < y.

Condicionado en toda posible realizacion (x,y), se construye (X El), Y(l)) en el mis-
mo espacio de probabilidad. Esto es posible por (1.9). Cualquier posible realizacién

A~

(2,9), (=) de ((X{0), X(1)), (¥(0), ¥'(1))) cumple < z e y <.

!Se usa la siguiente propiedad conocida: Si F' es una funcién de distribucién y U ~ U(0, 1), entonces

FYU)~ F.
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Y asi sucesivamente se construyen los procesos X e Y tal y como se ha descrito.

De esta manera se obtienen dos procesos X e Y que cumplen P[X < Y] = 1. Por
construcciéon, también cumplen X =psp XeY =psp Y. Asi, usando Teorema 1.2.3.1

se tiene que X <pgp Y. [ |

El orden FSD para procesos estocasticos es cerrado bajo transformaciones crecientes,

al igual que en el caso FSD para v.as. y vectores aleatorios, es decir, que si

X <pspY

entonces

9(X) <psp g(Y)

siendo ¢ una funcién creciente y X e Y dos procesos estocasticos. También se verifica
que esta ordenacién es cerrada bajo mixturas.

Sean ahora dos procesos de Markov homogéneos en tiempo discreto

X =(X(n))pen e Y =(Y(n))nen

con espacio de estados comin I C R. Denotemos por Zx(z) =psp [X(n+1)|X(n) = z]

y Zy(z) =psp [Y(n+1)|Y(n) =z, x € I.

Teorema 1.2.3.3 Sean X e Y dos procesos de Markov en las condiciones anteriores.

Supongamos que X (0) <psp Y (0) y que

Zx(z) <psp Zy(y), x<w, (1.10)

entonces

X <rspY.

Demostracién. La demostracién se deduce directamente del Teorema 1.2.3.2. m

Una variante del resultado anterior para el caso de cadenas de Markov (es decir, para

procesos de Markov homogéneos en tiempo discreto y con espacio de estados en N), se
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deduce de considerar una cadena de Markov skip free positiva, es decir, una cadena
que no tiene saltos positivos de amplitud mayor que uno. Para una cadena de Markov
X = (X(n))nen con espacio de estados I C N, sea Zx(i) =psp [X(n + 1)|X(n) = 1],
1€ 1.

Teorema 1.2.3.4 Sean X = (X(n))nen € Y = (Y (n))nen dos cadenas de Markov.

Supongase que X (0) <psp Y (0), que

Zx (i) <psp Zy (i), Vi (1.11)

Zy (i) > i, Vi (1.12)

y que X = (X (n))nen es skip-free positiva. Entonces X <pgp Y.

Demostracién. Se trata de la aplicacién del Teorema 1.2.3.3 para el caso de cade-
nas de Markov. La demostracion se basa en la construccién de dos cadenas de Markov

subyacentes en el mismo espacio de probabilidad y después usar el Teorema 1.2.3.1. =

Si dos procesos estocasticos X = (Xi)er ¢ Y = (Yi)er verifican X <pgp Y,

entonces, en virtud del Teorema 1.2.3.1, los tiempos de primer paso

Tx(a)=1inf{t: X(t) > a} (1.13)

Ty(a) =if {t:Y(t) > a} (1.14)

(con inf ) = oo) satisfacen T'x (a) >rsp Ty (a). El reciproco no es necesariamente cierto.
Usando el Teorema 1.2.3.1 y el Teorema 1.2.3.4 podemos enunciar el siguiente resultado,
cuya demostracién se basa en construir de manera apropiada las cadenas de Markov

subyacentes en el mismo espacio de probabilidad y aplicar el Teorema 1.2.3.1.
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Teorema 1.2.3.5 Sean X = (X(n))neny € Y = (Y (n))nen dos cadenas de Markov.
Supdngase que X (0) <psp Y (0), Zy (i) > i, Vi, que

Zx (i) <psp Zy(i),Vie€ I (1.15)

y que X = (X(n))nen es skip-free positiva. Entonces

Tx(a) >rsp Ty (a),

para todo a.

Demostraciéon. La demostracion se construye a partir del Teorema 1.2.3.1 y el Teo-

rema 1.2.3.4. [ ]

Supdngase ahora que se desea comparar dos procesos M (t) y N(t), que representan el
numero de saltos que dos procesos estocésticos X e Y dan en un intervalo de tiempo (0, ¢].
Ademads de compararlos en el sentido FSD, se puede definir otro tipo de ordenaciones
como el siguiente.

Para todo entero m, consideremos la sucesién (By,)n=12,..m de conjuntos borelianos
sobre el conjunto de los reales positivos. Sean M (B;) y N(B;) el nimero de saltos que los
procesos dan en un conjunto B;, ¢ = 1,...,m. Supongamos que para cualquier eleccion

del entero m y cualesquiera que sean los borelianos By, ..., B, se cumpliera que:

(M(B1), .. M(By)) <rsp (N(B1), . N(Byn)) (1.16)

entonces diremos que el proceso M (t) es menor que N(¢) en el sentido usual sobre el
espacio de medidas aleatorias entero valuadas N, y se denota por M <psp_n N.
Terminamos este apartado con la nocién de monoticidad interna de un proceso es-

tocdstico que ayuda a comprender el comportamiento del proceso en el tiempo.

Definicién 1.2.3.2 Un proceso estocastico X = (Xy)er es estocdsticamente mondtono
creciente (decreciente) en el sentido usual si y solo si Xy, <psp (>rsp)Xi, para todos

ti1,to € I tales que t1 < to.
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Podemos aplicar la definiciéon anterior al caso de procesos de Markov homogéneos en
tiempo discreto. Un proceso de Markov homogéneo en tiempo discreto se dice estocasti-
camente mondétono si Zx(x) =psp [X(n + 1)|X(n) = z] es estocdsticamente creciente

enzx € l.

Teorema 1.2.3.6 Sea X = (X(n))nen un proceso de Markov homogéneo en tiempo

discreto con X (0) = x. Entonces

{X(m)(n),nEN} <FsD {X(y)(n),nGN} (1.17)

siempre que v < y, con {X@(n),n € N} indicando el proceso {X(n),n € N} bajo la

condicon X (0) = x.

Demostracion. Es consecuencia directa del Teorema 1.2.3.3. [ |

1.2.4. Aplicaciones econémicas de la dominancia estocastica de primer

orden

Arbitraje

La relacién de la FSD y el Arbitraje fue analizada por Jarrow (1986).

Desigualdad social

El andlisis actual de la desigualdad social y econémica y los conceptos relacionados de
pobreza, redistribucién, movilidad, etc, se efectiian a través de los criterios de dominancia
estocdstica para comparar situaciones mediante mediciones bésicas.

Los trabajos pioneros de Kolm (1969,1976), Atkinson (1970) y Sen (1973) sobre
la desigualdad econdémica son el punto de partida en el contexto de la economia del
bienestar.

El concepto de desigualdad ha sido tratado desde distintos puntos de vista como la
Etica, la Sociologia o la Filosoffa.

En Economia no existe tampoco unanimidad en su significado, Amiel y Cowell
(1999), ni en su implementacién practica en lo referente a la desigualdad entre los dis-

tintos hogares.
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La importancia de un anélisis riguroso de la desigualdad econdémica es obvia, ya que
los analisis de los modelos econémicos actuales deben responder no sélo a criterios de
eficiencia econémica sino a criterios distributivos, debido a la fuerte presencia del Sector
Piblico y de las Economias Regionales en el contexto actual.

Se sabe, en la teoria del bienestar social, que el teorema de imposibilidad de Arrow
(1963) impide agregar preferencias ordinales individuales para obtener una funcién del
bienestar social de acuerdo con unas propiedades razonables o criterios éticos. El con-
junto de criterios éticos se representa por un conjunto de restricciones o supuestos, que
reflejan las preferencias sociales sobre las distribuciones de renta, estableciendo 6rdenes
parciales o incompletos en la comparacion de la desigualdad.

La forma de resolver la imposibilidad consiste en definir una funcién del bienestar
social individual sobre las utilidades de los individuos, independiente de los precios
relativos, (Roberts (1980)), W (U1(Y1)), ...,Ug(Yy)) siendo Y = (Y1, ..., Ypr) el vector de
rentas iniciales de H hogares, U;(Y;) la utilidad de las preferencias individuales y W (.)

las preferencias sociales en el proceso de agregacién.

Definicion 1.2.4.1 La funcion de bienestar social W : R — R es una funcion de las

2

distribuciones de renta, de forma tal que si “ <y 7 indica el orden de preferencias
sociales sobre X eY, perspectivas aleatorias, (es decir X >w Y, X domina débilmente

a'Y desde el punto de vista social), en R, entonces:
X>wY e WX)>W(Y)

Definicién 1.2.4.2 Un indice de desigualdad I(Y') es consistente con las distribuciones
de bienestar social o con el orden de preferencias W (Y'), si dadas dos distribuciones X
eY cualesquiera definidas sobre H hogares, con la misma renta media pu(X) = u(Y') es

tal que:

W(Y) > W(X)=I(Y) < I(X)

La funcién de bienestar social es invariante ante permutaciones de niveles de renta,
y por tanto, es simétrica, de lo que se deduce que los indices de desigualdad basados en

estas funciones deben ser simétricos.
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El principio de Pareto establece que dadas dos distribuciones de renta, si en una de
ellas no se observan hogares con renta menor y se observa al menos un hogar con renta
mayor, tendra un nivel de bienestar no inferior a la otra, de ahi, la funcién de bienestar

social es no decreciente.

Definicion 1.2.4.3 Dadas dos distribuciones de renta X eY de H hogares, la distribu-
cion X domina en primer grado a'Y, es decir, W(X) > W(Y) para toda funcion de
bienestar social simétrica y no decreciente W, si y solo si la funcion de distribucion de

X no estd nunca por encima de la de'Y .

Saposnik (1981, 1983) analiza en el contexto del bienestar la dominancia de primer
grado.

En la teoria de la economia del bienestar o de la desigualdad, la dominancia de primer
grado sélo considera la eficiencia en el sentido de Pareto, pero no sobre la desigualdad,
ya que si se mantiene la renta constante, la comparacion entre distribuciones diferentes,
lo es entre distribuciones no comparables y el principio de anonimato establece que
el bienestar es independiente de qué hogar recibe qué renta. Por ello interesa anadir
restricciones que afecten a la desigualdad o a la dispersién, basandose en el principio de
transferencias, Pigou (1912)-Dalton (1920), o desplazamientos que mantienen la media

constante o transferencias progresivas.

Definicién 1.2.4.4 (Principio de transferencias progresivas): Si dada una distribucion
de renta X con H hogares pasamos a otra Y mediante una transferencia de un hogar
rico a otro mds pobre, sin que se altere el orden entre ellos, el bienestar de Y serd no

inferior al de X. Ello requiere que la funcion de bienestar social sea s-concava.

Definicién 1.2.4.5 Una funcion W (Y') es s-concava si W(AY) > W(Y) para toda A

matriz biestocdstica.

La s-concavidad es una condicién mas débil que la concavidad y la simetria. Toda

funcién s-concava es simétrica.
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Retorno de un activo

Si A >pgp B entonces el retorno del activo dominante A es la suma del retorno
del activo B mas una v.a. positiva, i.e., r4 = rg + 9, donde 1} representa la v.a. Esta
relacién se cumple ya que E[U(ra)] = E[U(rp +v)] > E[U(rp)] por ser U una funcién

no decreciente.

1.3. Dominancia Estocastica de Segundo Orden

SSD clasifica a los individuos que:
i. Prefieren mds a menos riqueza (U’ > 0)
ii. Son adversos o neutrales al riesgo (U"” < 0)

El individuo se preocupa por la dispersion de los retornos.

1.3.1. Variables aleatorias

Por simplicidad se consideran distribuciones con la misma media, ya que si las va-
riables aleatorias con la misma media describen los retornos de dos inversiones con riesgo,
entonces el decisor con aversién al riesgo elegird aquella inversién con variabilidad més
baja. De ahi que las ordenaciones de la variabilidad sean de gran interés en el contexto

de la decisién bajo riesgo.

Definicion 1.3.1.1 FEl activo A domina a B segin SSD, y se denota A >gsp B si

/w (G(t) — F(t))dt >0

—00

para todo x € R y con desigualdad estricta para al menos un valor de .
En el caso discreto la integral puede aproximarse por sumas, siempre que sea posible.

Definicién 1.3.1.2 (SSD con utilidad esperada). El activo A domina a B en este sen-
tido cuando E[U(ra)] > E[U(rp)], U"” <0, siendo U la funcion de utilidad esperada y

ra y rp los rendimientos de A y B respectivamente.
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Una caracterizaciéon importante de este tipo de dominancia a través de la construc-

cién de espacios de probabilidad comunes es la siguiente.

Teorema 1.3.1.1 Dos variables aleatorias X e Y satisfacen X <gsp Y st y solo si
evisten dos variables aleatorias X e Y definidas en el mismo espacio de probabilidad,
tales que X =rsp X, Y =psp Y,y {?, )?} es una supermartingala, es decir, E[)A(D?} <
Y casi sequro.

Ademds las variables X Y Y se pueden seleccionar de forma que [)A(D/} = x| sea

creciente en x en el sentido de ordenacion usual (FSD).

Demostracién. Ver Shaked y Shanthikumar (2007). [

Al igual que en el caso FSD, SSD también puede caracterizarse a través de los

cuantiles.

Definicion 1.3.1.3 Diremos que F' domina a G segun SSD si y sélo si

/0 " Qe (1) — Qo > 0

para todo p, con desigualdad estricta para al menos algin valor p.

La caracterizacion a través de los cuantiles permite establecer un algoritmo para
comprobar si dadas dos muestras, una domina a la otra segin SSD. En concreto, sean
X e Y dos v.as. de distribuciones F' y G respectivamente, de las que se obtienen sendas
muestras de tamano n: {z1, 2, ...,Zn} € {y1, Y2, .., Yn}-

El procedimiento es parecido al del caso FSD, lo primero que se debe hacer es ordenar
las muestras, denotadas por:{a:(l),x@), ey x(n)} e {y(l),y@), ey y(n)} respectivamente, es
decir, que z(1) < z@) < ... <T@y e Ya) <Ye) S - < Yn)-

Se le asigna una probabilidad de 1/n a cada observacion (si hubiera dos observaciones
idénticas, se sitia una detras de la otra y se asignard probabilidad 1/n a cada una).

. . . / . .
Construimos las secuencias {s;},_ _, v {sj};_; , como sigue:



1.3. Dominancia Estocastica de Segundo Orden

51 = (1) 5’1 =Y

s2 = (1) + T(2) sy =Y T Y@
k Y k

Sk = Zi:1 0 5;6 = Zizl Y(i)

Sn = Z?:l 0 S, Z?:l Y(i)

El algoritmo para comprobar SSD se enuncia asi:

Input: Sendas muestras {x1,x2, ..., } € {Y1, Y2, -, Yn }-
Paso 1, Ordenacion de las muestras:

{z@ 2@y mzm} e {va) vy vm}

Paso 2: Construccién de las secuencias {s;}
{Sg}i:L,,.,n

Paso 3, Comprobacién: F' (o X) domina a G (0 Y') segin

i=1,.n Y

SSD si y sélo si s; > s} para todo i = 1,...,n y existe al
y 1

menos una desigualdad estricta.

Output: La respuesta indicara si existe o no SSD.

Figura 1.2: Algoritmo de contraste de la dominancia estocdstica de seqgundo orden.
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1.3.2. Vectores aleatorios

Definicion 1.3.2.1 Sean X y Y wvectores aleatorios n dimensionales tales que

E[®(X)] < E[2(Y)]

para toda funcion creciente y concava ® : R — R siempre y cuando exista dicha
esperanza. En ese caso se dice que X es menor que Y segin SSD (o en el sentido

creciente concavo) y escribiremos X <gsp Y.

Teorema 1.3.2.1 Dos vectores aleatorios X eY satisafacen X <gsp Y si y sélo si
existen vectores aleatorios X e Y definidos en el mismo espacio de probabilidad, tales

que x =rsp X, Y =rsp Y,y {?,3(\} es una supermartingala, es decir,

E[/)af’]gf" casi  sequro.

Demostracién. Se trata de una generalizacién del Teorema 1.3.1.1, ver Shaked y

Shantikumar (2007). n

1.3.3. Procesos estocasticos

En esta subseccion se introduce el concepto de dominancia estocastica de segundo
orden para procesos estocasticos en tiempo discreto y se establece un resultado basico
que afirma que dos procesos estocédsticos son comparables en este sentido, si y sélo si cua-
lesquiera martingalas de dimension finita asociadas a cada uno de ellos son comparables

en dicho sentido.

Definicién 1.3.3.1 Sean {X(n),n € N1} e {Y(n),n € N1} dos procesos estocdsticos
en tiempo discreto y con espacio de estados R. Supongase que para cualquier eleccion de

un entero m, ocurre que:

entonces se dice que el proceso {X(n),n € Np} es menor segin SSD que el proceso

{Y(n),n € Ny} y se escribe {X(n),n € N.} <ggp {Y(n),n € N1 }.
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En el siguiente teorema se hara uso de funcionales concavos. He aqui su definicién:

se dice que un funcional g es céncavo si
g {ax(n) + (1 a)y(n),n € N1}) > ag {z(n),n € N }) + (1 — a)g ({y(n),n € N })
para todo a € [0,1] y {z(n),n € Ny} e {y(n),n € N }.

Teorema 1.3.3.1 Sean {X(n),n € N1} e{Y(n),n € Ny} procesos estocdsticos en tiem-
po discreto y con espacio de estados R. Entonces {X(n),n € Ny} <gsp {Y(n),n € N; }

st y solo si

Elg ({X(n),n e Ny P] < Elg({Y(n),n € Ny })] (1.18)

para todo funcional continuo (con respecto a la topologia producto de R*) y céncavo

creciente, siempre que dicha esperanza exista.

Demostracién. Ver Shaked y Shanthikumar (2007). [

1.3.4. Aplicaciones econémicas de la dominancia estocastica de

segundo orden

Retorno de un activo

Stiglitz (1970) demostré que A >ggp Bsiy sélosirg =714+ & = E[|ra] =0 . Es
decir, el retorno del activo B es igual al retorno del activo A més una variable aleatoria
ortogonal al retorno de A. Obsérvese que r4 y rp tienen igual media, pero el retorno
del activo B tiene mayor varianza y por lo tanto mas riesgo.

Una conexién natural entre la variabilidad de las v.as. y las ordenaciones estocésticas
se basan en las funciones reales convexas.

” (incresing

En otros contextos, a este tipo de dominancia se la denota por “ <;.,
concave order). En Ross (1983) se dice estocdsticamente mas variable y se indica por
“ <,”. Stoyan (1983) la denomina menor en vida residual media y la designa por “<.”.
En las ciencias actuariales se conoce como orden de pérdida-parada (stop-loss order)

y se indica por “ < 4”. El orden convexo se conoce en ese campo como el orden de
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b

pérdida-parada con medias idénticas y se indica por “ <g _

Desigualdad social

Desde el punto de vista de la Economia del bienestar se tiene lo siguiente:

Definicion 1.3.4.1 Dadas dos distribuciones de renta de H hogares X e Y, con la
misma renta media, la distribucion X domina en sequndo orden a 'Y si y sélo si las

funciones de distribucion acumuladas verifican

xT; Yj
D Fx(a) < Fy(y)),Vai = y;
0 0

El criterio se establece de forma equivalente en términos de la curva de Lorenz, que es
la proporcién de renta acumulada que recibe el porcentaje p més pobre de la poblacion.

La curva de Lorenz L x se calcula como:

i,
0 Ly

Vo < (1.19)

siendo p = Fx(H;) = i/H y pu(X) la renta media de la distribucién.
Otra forma de definir la curva de Lorenz asociada a una v.a. X en la que se hace uso
de la inversa de su funcion de distribucién F' y su esperanza, siempre que esta exista y

sea no nula, es la siguiente:

Lx(p) = —— /Op F~Y(u)du,p € [0,1] (1.20)

Esta funcién es convexa en (0, 1).

Dadas dos distribuciones de renta de H hogares X e Y, con la misma renta media,
la distribucién X domina en segundo grado a Y si y sdélo si la curva de Lorenz de X no
va nunca por debajo de la de Y, es decir, Lx(p) > Ly (p),Vp € (0,1).

Este test de dominancia genera un orden parcial o incompleto, pues situaciones con

la misma renta, en que estas funciones transformadas se cortan, son incomparables. Ver
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Davidson y Duclos (1977) para el test de significancia estadistica de los criterios de
Lorenz.

Haciendo uso de la definicién de la curva de Lorenz dada en (1.20), se puede definir
un nuevo tipo de ordenacién estocastica entre v.as., conocida como ordenacion en el

sentido de Lorenz.

Definicion 1.3.4.2 Dadas X e Y w.as. con curvas de Lorenz asociadas Lx y Ly res-

pectivamente, diremos que X es menor que Y en el sentido de Lorenz y escribiremos

X SLO Y si
Ly(p) < Lx(p)
para todo p € [0, 1].

Observacion 1.3.4.1 Si las v.as. X e Y con distribuciones F' y G respectivamente,

verifican X >gsp Y y E[X] < E[Y], entonces se tiene la siguiente equivalencia

X >35SD Y <— X<, Y (1.21)

Demostracion. Basta observar que

P p
X >g55p Y <— / F_l(u)du > / G_l(u)du7 Yu,
0 0

y la definicién de dominancia en el sentido de Lorenz. ]

Observacion 1.3.4.2 Algunos autores definen la ordenacion de Lorenz variando el sen-

tido de la desigualdad, es decir X >1,Y siy solo si Lx(p) > Ly(p), para todo p € [0,1].

Shorrocks (1983) y Kakwani (1984) consideran restricciones para analizar la do-
minancia de segundo grado con renta media variable, que afectan a la desigualdad y

eficiencia.
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Definicion 1.3.4.3 Dadas dos distribuciones de renta de H hogares X e Y la dis-
tribucion X domina en sequndo grado a Y, para toda funcion de bienestar social no
decreciente s-concava, W si y sélo si GLx(p) > GLy(p),Vp € (0,1) donde GL es la
curva de Lorenz generalizada (Shorrocks (1983)), con GLx(p) = u(X)Lx(p), siendo

w(X) la esperanza matemdtica de X .

Cuando las curvas de Lorenz generalizadas se cortan las situaciones son incompara-
bles de acuerdo con este principio de dominancia.

Una generalizacion de la curva de Lorenz es la funcién de distribucién ponderada E,
asociada a una distribuciéon F' de una v.a. X. Dicha distribuciéon ponderada estara aso-

ciada a una v.a. a la que llamaremos v.a. ponderada y denotaremos por X,,,.

Definicion 1.3.4.4 Sea X una v.a. con distribucion F. Sea w : R — R4 una funcion

tal que 0 < E[w(X)] < co. Entonces

R 1 T 1 F(z) B
e = W/ () dF (1) = E[w(X)]/o WE(2)dz

—00

es una funcion de distribucion, llamada funcién de distribucion ponderada asociada a
F. En el caso de que existiera densidad f, entonces la densidad ponderada es
¢ w@)f(z)

fo = Blo@)]

Si F(0) = 0 y w(x) = 2% k € Z,, diremos que F,, es una distribucion de longitud
sesgada de orden k y se denota F(k) ysik=1, F (en caso de existir densidad, f(k) Y

k=1, f, respectivamente)

Observacién 1.3.4.3 En el caso de que la funcion de ponderacion w(x) fuera la identi-

dad y 0 < E[X] < 0o se tendria la expresion de la curva de Lorenz vista anteriormente.

Existen numerosas aplicaciones que utilizan este tipo de distribuciones, especialmente

las relacionadas con el andlisis de datos relativos a poblaciones y ecologia (ver Patil y
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Rao (1977), (1978)). También en el &mbito de la fiabilidad (Gupta y Keating (1986)) y en
el estudio de distribuciones de vida (Jain (1989), Bartoszewicz y Skolimowska (2004)(a),
(b) y Belzunce (2004)).

Muchas distribuciones muy conocidas en estadistica se pueden expresar usando este
tipo de distribuciones ponderadas, por ejemplo, distribuciones de estadisticos de orden,

funciones truncadas, procesos de renovacion, etc.

1.4. Dominancia Estocastica de Tercer Orden

1.4.1. Variables aleatorias
El concepto de Dominancia Estocédstica de Tercer Orden fue introducido por With-

more en 1970.

Definicion 1.4.1.1 Diremos que el activo A domina a B segun TSD y se denota por

A>rsp B si
/m / (G(t) — F(t)) dtdv > 0

para todo x y Er[A] > Eg[A].

Al igual que en los casos FSD y SSD, se puede caracterizar TSD segun las funciones

de utilidad.

Definicién 1.4.1.2 (TSD con utilidad esperada). El activo A domina a B en este sen-
tido cuando E[U(ra)] > E[U(r)], siendo U la funcion de utilidad esperada cumpliendo

U >0,U"<0,U">0yrs yrp los rendimientos de A y B respectivamente.

En otros contextos, a este tipo de dominancia se la denota por <3_;., (increasing
3-concave order).

En este caso también existe una caracterizacién a través de cuantiles.
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Definicion 1.4.1.3 Diremos que la distribucion F domina a la distribucion G segin

TSD si y sdlo si:

D t
| [1@s) - Qotoazde = 0
o Jo
para todo p, con desigualdad estricta para al menos para algun valor p y

1
/0 [Qr(t) — Qa(t)]dt >0

En este caso, la construccion del algoritmo resulta mas compleja que en los casos
FSD y SSD, debido principalmente a la propia definicién de dominancia de tercer orden
en la que aparece una integral doble. Por ello, no es posible realizar comparaciones sélo
en los puntos donde se produce el salto de la funcién de distribucién (como en el caso
FSD y SSD), ya que en este caso la integral no es lineal, cosa que si ocurria en los dos
casos anteriores y por ello un punto interior puede violar la condicién de TSD.

Uno de los primeros autores en hacer notar este punto fue Fishburn (1970). El
algoritmo propuesto inicialmente en la literatura realizaba comparaciones sélo en los
puntos donde se producian los saltos, lo cual es erréneo.

El algoritmo descrito resuelve el problema planteado, la resolucién mediante la com-
paracién de una cierta funcién en los puntos interiores.

Sean:

T

Fy(z) = / " PWdt y Fyz) = / Fy(t)dt

—00 —0o0
con F' la funcién de distribucién de la v.a. X. De manera analoga se definen G2 y G.
Sean sendas muestras ordenadas que provienen de dos v.as. X e Y: {Jr(l), T(2)s e m(n)}
e {y(l),y(2), ey y(n)} respectivamente, es decir que T1) STy < S Tp) €Yy S Y) S
-+ < Y(n)- Considérese la muestra conjunta {21, 22, ..., 22, }, en la que todo z coincide o

bien con un z(; o bien con un y;.
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De esta manera, las funciones pueden expresarse como:

0, st x <))
%, St Z(1) <z < Z(2)
F(x) =
B st 2o ST < T
1, S T 2> Ty
.
0, st x < m(y)
(z—=(1))

) stz <@ <2

Fy(x) =
b1 (Yhiew), siaw <@ <o
5 (Cilizw),  siow >
0, st x < (1)
L= a0, si @) ST < a()

Fy(wg)) + g5 (2® = 2y) — 5 (Zizl 96(@) (T —z@), si zw) <o < TR

Fy(zg) + 5@ — () — 5 (Cilivm) @ —2@),  si 22w

Y finalmente sea H(z) = Gs(z) — F3(z)

Se supone, sin pérdida de generalidad, que G no domina a F' segiin TSD y probemos
si F' domina a G segun este criterio.

Para comprobar si F' domina a G segin T'SD es suficiente verificar las tres condiciones

siguientes:
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1. Ex[F] > Eg[X]

2. F3(z) < G3(z) para todo z € {x(i)7y(i)}i:1 o (Comprobacién de la integral en

los puntos de salto) .

3. Si para algtn k,
0 > H/(Zk) = GQ(Zk) — FQ(Zk)

0 < H'(2141) = G2(2141) — Fo(2541)
comprobar si H (g—f) > 0, siendo g—fl’ el vértice de la pardbola H, que esta en el
.

intervalo [z, zx+1

De esta manera se puede escribir el siguiente algoritmo de comprobacién de TSD:

Input: Dos muestras: {z1, Z3, ..., £, } proviene de una v.a. X con
distribucién F e {y1,y2,...,yn} proviene de una v.a. Y de dis-
tribucion G.

Paso 1, Ordenacién de las muestras:

{z)s 2@y Ty} e {¥1) Y(2)s - Yim) }

Paso 2: Construccién de la secuencia {z;},_; o,
Paso 3: Construccién de las funciones Fs, F3, Gy, Gs v H.
Paso 4, Comprobacién: F' (o X) domina a G (0 Y') segiin TSD

si se verifican las tres condiciones anteriores (1., 2. y 3.)

Output: La respuesta indicara si existe o no TSD de F' sobre G.

Figura 1.3: Algoritmo de contraste de la dominancia estocdstica de tercer orden.

1.4.2. Aplicaciones economicas de la dominancia estocastica de tercer

orden

Desigualdad social y economia del bienestar

Dada una transferencia fija progresiva entre dos individuos separados por la misma

renta, esta tiene un mayor impacto sobre la reduccién de la desigualdad de producirse en



1.4. Dominancia Estocastica de Tercer Orden 29

un tramo bajo de renta que en un tramo mas alto (Kolm (1976)). Este principio denom-
inado de las transferencias decrecientes es basicamente equivalente a otros similares que
aparecen en la literatura econémica, por ejemplo, el principio de sensibilidad a las trans-
ferencias (Shorrocks y Foster (1987)) o aversién a la desigualdad decreciente (Davies y
Hoy (1995)) o al principio de mantener constantes la media y la varianza (Menezes y
otros (1980)), que son tales que un conjunto de transferencias compuestas progresivas
en el tramo bajo y regresivas en el alto, tales que mantienen la media y la varianza
constantes no reducen en su conjunto el bienestar o no aumentan la desigualdad. Lo que
ocurre es que la funcién de bienestar social debe tener tercera derivada positiva.
Shorrocks y Foster (1987) y Dardoni y Lambert (1988), establecen las condiciones
para la dominancia de tercer grado cuando se produce un unico corte de las curvas de

Lorenz y las distribuciones tienen la misma renta media.

Definicion 1.4.2.1 Dadas dos distribuciones de renta de H hogares X e Y con la
misma media y la curva de Lorenz generalizada de X corta a la de Y una unica vez
desde arriba y por la izquierda, diremos que la distribucion X domina en tercer grado a
Y, es decir, W(X) > W(Y),VW = > U(Y;) con U > 0,U" <0,U" >0 siy sdlo si la

varianza es menor, es decir, 02(X) < o%(Y).

Davies y Hoy (1995) estudiaron el caso de cruces miltiples entre las curvas de Lorenz

y renta media constante y Lambert (1988) el caso en que la renta media fuera variable.

Por tanto, para la dominancia de tercer grado se requieren como condiciones nece-
sarias y suficientes que la curva de Lorenz de X corte a la de Y por arriba (lo que implica
que la renta minima de X es no menor a la de Y'), que la media de X no sea menor a la
de Y y que la varianza de X de todas las subpoblaciones acumuladas en los puntos en
los que las curvas de Lorenz generalizadas se cortan, no sean mayores a los de Y. Por
tanto, si estas condiciones se verifican, entonces la distribucién de X puede obtenerse
de la distribucién de Y mediante un conjunto de transferencias simétricas de Pareto, un
conjunto de transferencias progresivas y de transferencias compuestas que mantienen la

media y la varianza constantes y que en su conjunto no disminuyen el bienestar.
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1.5. Otros tipos de dominancia estocastica

Ademss de las relaciones de dominancia anteriores, existen muchas otras. En este
apartado se muestran algunas de ellas poniendo especial interés en aquellas que son de

utilidad en el campo de la Economia.

Ordenacién segin la razén de verosimilitud

Este tipo de dominancia es utilizada en el campo de la fiabilidad.

Definicion 1.5.0.2 Sean X e Y wv.as. con densidades fx y fy respectivamente. Se dice
que X es estocdsticamente menor que Y segun la razén de verosimilitud si fx(t)/fy(t)

es decreciente en la union de los soportes de X eY, denotdndose X <;. Y.
El siguiente lema nos relaciona la dominancia en este sentido con la convexidad.
Lema 1.5.0.1 X <;, Y si y sdlo si la funcién Fy[Fy'(z)] es conveza.

Demostracién. Se probard el caso continuo. Fy[Fy'(z)] es convexa si y sélo si

Iy (Fx' (@)
Ix(fx' (@)

es creciente, y de aqui, si y sélo si X <;,. Y. [
La dominancia segtin la razén de verosimilitud implica la dominancia estocéastica de
primer orden, pero el reciproco no es cierto.
En el ambito de la fiabilidad se pretende caracterizar el envejecimiento de cualquier
item y esto se realiza normalmente en funcién de su tasa de fallo y comparaciones es-

tocasticas entre dichas funciones.

Dominancia estocéstica en el sentido de tasa de fallo

Definicion 1.5.0.3 Sean X e Y wv.as., siendo X continua e Y discreta. Entonces se

definen sus respectivas funciones de tasa de fallo por

()
(z)

_/
O F
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PlY =y]
W)= By sy

Al comparar las funciones de tasa de fallo de dos v.as. se establece otra relacién de

\Y

orden estocastica.

Definicion 1.5.0.4 Sean X e Y wv.as. con funciones de tasa de fallo rx y ry respec-
tivamente. X es estocdsticamente menor que Y segin la tasa de fallo y se denota por

X <pr Y siy solo sirx(t) > ry(t) para todo t € R.
Esta condicién se formula en el caso continuo como X% decreciente en t, y en el

Fy (t)
]F;[[i,(gf]] decreciente para todo t que pertenezca a la union de los so-

caso discreto como

portesde X e Y.

Dominancia estocéstica en el sentido de orden inverso de tasa de fallo

Definicion 1.5.0.5 Sean X e Y w.as. con distribuciones F' y G respectivamente. Di-

remos que X es menor que Y segin el orden inverso de tasa de fallo y denotaremos

X < Y, si G(t)/F(t) es creciente ent € R o 7p(t) > 7g(t) para todot € R, si X e
f(x)

Y son absolutamente continuas, siendo 7r(z) = 7(2) la funcién de tasa de fallo (o tasa

de azar) inversa de X (andlogamente para'Y ).

La cadena de implicaciones entre los tipos de dominancia vistos hasta ahora es:

hr
lr— = F'SD — 55D = TSD.

rh

Orden de estrella

Definicion 1.5.0.6 Dadas X e Y wv.as. diremos que X es menor que Y segun el orden

de estrella y lo denotaremos por X <, Y, si G~'F tiene forma de estrella (star-shaped),

G~ 'F(x)

es decir, si es creciente en x > 0, sitendo F' y G las funciones de distribucion

de X eY respectivamente.
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En la seleccién éptima de carteras, se suelen utilizar los criterios béasicos de domi-
nancia estocastica (SD) FSD, SSD y TSD. En el caso de seleccién de activos sin riesgo,

los criterios de SD se denotan por SDR.

Dominancia estocéstica en el caso de activos sin riesgo

Definicion 1.5.0.7 Diremos que el activo A domina al B en el sentido SDR si y solo
si para todo elemento de {Bg} existe por lo menos un elemento en {A,} que le domina
en el sentido SD, donde {An} y {Bg} contienen todas las combinaciones lineales de los
bienes sin y con riesgo dadas por: Aq = aA+(1—a)r y Bg = B+ (1—0)r con o, > 0

y 1 la prima de riesgo.

De manera anéloga, denotaremos las reglas FSD, SSD y TSD cuando existen activos
sin riesgo por FSDR, SSDR, y TSDR respectivamente.

SDR proporciona una decision precisa relativa a SD. Supongamos que las distribu-
ciones F' y GG intersecan, en este caso no se puede aplicar la regla FSD. Sea F,,, obtenida
a partir de F' teniendo en cuenta los activos de riesgo, esta F,, corresponde a la variable
A, F, gira alrededor de la linea vertical A = r. Si se logra una combinacién tal que F,
se localiza completamente por debajo de G, se tendrd que F, domina a GG en el sentido
FSD.

Es facil probar que ese valor « existe y que para cualquier valor § existe un v = a- 8
tal que I, domina a Gg y de aqui que I’ domina a G. De esta forma, F' domina a G
incluso cuando existe riesgo y también en el caso en que no exista.

Se tiene en general SD—= SDR, y FSDR— SSDR— TSDR.



Capitulo 2

Dominancia estocastica de
variables aleatorias en Economia.

Aplicaciones notables

En este capitulo se consideran aplicaciones de la dominancia estocéstica a variables
aleatorias en un ambiente econémico, en particular la construccion de variables aleatorias
truncadas y las reglas de Media-Varianza.

En el primer apartado se analiza la dominancia estocédstica de primer orden en el
caso de distribuciones truncadas: distribuciones de Pareto, Normales y Lognormales, por
su relevancia en Economia.

El segundo estudia la consistencia de las reglas de Media-Varianza y su aplicacion a

la ponderacién de variables, debido a su creciente aplicacién en Economia.

2.1. Dominancia estocastica de primer orden en

distribuciones truncadas. Algunos ejemplos.

2.1.1. Definiciones y ejemplos

Se expondran los conceptos de distribucion y densidad truncadas y se ilustrardn con

ejemplos.
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Definicion 2.1.1.1 Dada una v.a. X unidimensional definida sobre un espacio de pro-
babilidad (E, A, P) y de modo que P[X € T| € (0,1), siendo T un elemento de la
o-dlgebra de Borel sobre R, se define la distribucion truncada de X como la distribucion
condicionada

P[X <z/X €T] € (0,1)

definida sobre R.

Definicion 2.1.1.2 Si F* es la distribucion de X, se define la funcion truncada F de

F* en los puntos A y B como:

0, si x< A
Fla)={ 2@y A<z<B
1, st > B

siendo A y B los puntos de truncatura que verifican F*(A) = ay, F*(B) =1 — as.

La truncatura puede realizarse simétricamente, es decir, a; = ag = «/2, 0 no simétri-

ca (asimétrica), o # qo.

Definicion 2.1.1.3 Si la v.a. X es continua, con densidad f*, se define la densidad

truncada como:

Ejemplo 2.1.1.1 La distribucion de Poisson de pardmetro A truncada o la derecha

sobre n wvalores es:

A® ~
T~n AT S? sz,l,...,n
P(aj) = :E'Zw:O !

0, si x=n+1,n+2..
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Ejemplo 2.1.1.2 La exponencial de parametro A truncada a la izquierda en n es:

Ejemplo 2.1.1.3 La distribucion Normal truncada bilateralmente en los puntos A y B

de pardmetros |1 y o es:

0, st x <A
Fla)=q =5 si A<a<B
1, si r>B

Si llamamos Z a la variable truncada, entonces sus momentos centrales de primer y

sequndo orden son:

Y la varianza:

Cabe preguntarse sobre la invariancia de la media de la distribucion original (sin

truncar) tras truncar la variable.



36 Capitulo 2. DE de v.as. en Economia. Aplicaciones notables

Supongamos que f(A) = f(B), entonces, por simetria, A = —B. Si se fija x4 > u

(o bien x4 < ), entonces:

_m—p

=—B=ux,=2u—2xq

Dada 11 y fijada x4 > p, basta tomar x; = 2u — xq para que la media sea invariante
al truncar.

Para simular la variable truncada se sigue el siguiente proceso. Se definen

1
g(z) = pr—
Y
f(z) T —
h(z) = (zﬂti2
g(x) f‘rd 67 202 dl‘
z;
Por tanto
Rk B L N
e S ¢9(@)

Lo que permite definir el proceso para simular la variable truncada. El algoritmo es

el siguiente:

Input: z;,z4, u, 0.

Paso 1. Simular Uy de U(0, 1) y calcular U, = i+ (xg—x;)Us.
Paso 2. Simular U de una distribucién U(0, 1) independiente
de la anterior.

Paso 3. Si U; < 6_%, parar y hacer X =,

en caso contrario hacer X =1 e ir al Paso 1.

Output: Valores correspondientes a la v.a. truncada

Figura 2.1: Algoritmo de simulacion de variables aleatorias truncadas.
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2.1.2. Distribuciones de Pareto truncadas

Se analiza la dominancia estocéastica de primer orden entre distribuciones de Pareto
truncadas, estudiando las relaciones entre las variables originales (sin truncar) y compro-

bando si el truncamiento es invariante respecto a las relaciones originales de dominancia.

2.1.2.1. Motivacion

Definicién 2.1.2.1 La distribucion de Pareto(b,xg), es aquella cuya funcion de dis-

tribucion es:

b
Fa)=1-(2), ezw>0, 20 (2.1)
Su densidad es:
bxg
fl@) = 55, ©2w0>0, b>0 (2.2)

Esta distribucién es utilizada en Economia en el ajuste de ingresos o salarios y se
define la distribucién del ingreso como R(z) =1 — F(x).

En el &mbito de los Seguros, el modelo de Pareto permite trabajar con la distribucion
de la cuantia del dano por siniestro en el intervalo (zg, c0).

La ecuacién (2.1) implica que la elasticidad de R(x) con respecto a = es b. En otras
palabras, si el ingreso x se incrementa en un 1 %, la proporcién de unidades que tienen un
ingreso mayor o igual a x disminuye en un porcentaje igual a un 1%. Asi, el pardmetro
b puede interpretarse como la elasticidad o sensibilidad del decrecimiento en el ntimero
de unidades cuando pasan a una clase de ingreso mayor.

Si el parametro b es mayor que 1, entonces existe la esperanza matematica, y si b < 2

no existe el momento central de segundo orden. Sea X la v.a. de Pareto(b, x).
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La esperanza de X viene dada por:

00 00 baﬁg . 00 i b
T z0

0 o

que existird si b > 1.

El momento central de segundo orden es:

&9 [e'e) b b 0 b
B = [ = [ S = [T e = = 0
0 Z0 X z0 b—2

que existird si b > 2.

Por tanto la varianza de la v.a. X es:

2
bxj

(e

Var(X) = E[X?] - (E[X])? =

La densidad de Pareto se introduce para modelizar la distribucién del ingreso cuando
ésta no es equitativa.

El pardmetro b tiene que ver con la dispersiéon. A mayores valores de b, se obtienen
densidades de Pareto mas concentradas cerca del xg. El siguiente grifico muestra este

hecho.
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Densidades de Pareto P1y P2

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

Figura 2.2: Densidades de Pareto, Py ~ Pareto(5,2) y Py ~ Pareto(7,2)

Es interesante en Economia la relacién existente entre la distribucién de Pareto y
la funcién que acumula los ingresos para todos los individuos con ingresos menores o
iguales que z, a la que denotaremos por T'(x), es decir, la curva de Lorenz asociada a

esta distribucién.

La curva de Lorenz (definida en (1.20)) se utiliza para representar y analizar la

distribuciéon del ingreso y la riqueza.

Lorenz propuso esta curva en 1905 con el fin de comparar y analizar desigualdades de

riqueza en un pais en diferentes épocas, o en diferentes paises durante la misma época.

Si en la poblacién hay N individuos, entonces el ingreso total es:

_ Nbxg
Cbh—1

N % E[X]
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El ingreso total de los individuos con ingresos menores o iguales que = viene dado

por:

z ba? Nbzb Nbx To\ -1
Y(z) = N 220 g — 0(.—b+1 _ _—bt+1y _ VOL0 (1 _ 70)
() /xo o+l b—1 (o v ) b—1 * T

Entonces, la ordenada T'(z) de la curva de Lorenz en la distribucién de Pareto es:

Y (z) xob-1
T = = _ —
@) = VB v
como por otro lado
i) b
F(w)zl—(—), xr>290>0, b>0
x

se tiene que:

Luego:

T(z)=1-(1-F(xz)"""

Por tanto, la relacion entre Ty F sélo depende de b, ademas, por ser F' una funcién

de distribucién, 0 < F(x) < 1, y por tanto si b > 1, entonces T'(x) > 0 para todo x.
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Curva de Lorenz y recta de equidistribucién
1 T T T T

0.9

0.8

0.7

0.6

0.4

0.3

0.2

0.1

Figura 2.3: Curva de Lorenz asociada a una distribucion de Pareto y la recta de equidis-

tribucion.

La curva de Lorenz L se situa bajo la recta de equidistribuciéon T' = F'. Si la curva
de Lorenz coincidiera con T' = F implicaria que cada unidad recibe el mismo ingreso,
este es el caso de la perfecta igualdad de ingreso. En el caso de la perfecta desigualdad
de ingreso, la curva de Lorenz coincidiria con las lineas 0 — 1 en el eje horizontal y 0 — 1
en el eje vertical, lo cual implicaria que todo el ingreso es recibido por una sola unidad
de la poblacién.

Otra aplicacién de interés de la distribucién de Pareto es la del seguro y reaseguro,
por ejemplo en el caso del reaseguro automovilistico. La modalidad méas usada es el
reaseguro de exceso-pérdida (excess-loss), por el cual corren a cargo del reaseguro las
indemnizaciones que superen a una cuantia xy y cuando la cuantia del dano x sea menor

que xg, la indemnizacién correrd en su totalidad a cargo del asegurador.
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El modelo que se adapta a la distribucion de la cuantia del dano por siniestro en el
intervalo (zg,00) es el de Pareto.

Sea Na(;o’t) la v.a. que indica el nimero de siniestros con cuantia superior a x en
un cierto periodo de tiempo (0,t), denotemos por N(x) a la esperanza matemética de
N,

La prima de riesgo del reaseguro, para una retencicién x del asegurador, viene dada

por:

siendo m(x) la cuantia media del siniestro a cargo del reaseguro, cuya expresién viene

dada por:
b
@) [Pz —m)dF(z) [ 2dF(z) o Mg, x
mi\xr) = 9 = 50 - = — — I =
[.°dF(z) [.°dF(z) I beaﬁ b—1
Asi,

Y la varianza de la variable aleatoria asociada a la indemmnizacién por siniestro a

cargo del reaseguro es:

[(z - a)2dF(2)

x

— \m\xT 2
)

Vix) =

de donde, tras operar se obtiene:

b2

V= et
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2.1.2.2. Dominancia estocastica de primer orden entre distribuciones

de Pareto truncadas

Sean Py ~ Pareto(b,xg) y P> ~ Pareto(c,yp) dos distribuciones de Pareto, tal y
como se han definido en la Definicion 2.1.2.1. Se denotard por F' a la distribucion de Py
y por G a la de P,. Supéngase primeramente que g = yg y se verd la relacién de do-
minancia estocastica de primer orden que se establece entre las funciones de distribucién
de P, y Ps.

Sea x > xg, entonces:

la expresion anterior equivale a x9 < x,sib—c >0y axzg >z si b—c < 0. Esta tultima

opcién no es valida ya que estamos suponiendo un x > xg, es decir, que:

F(x) >G(x)sb>c

De lo anterior se deduce el siguiente resultado:

Teorema 2.1.2.1 Dadas distribuciones de Pareto: P; ~ Pareto(b, zg) y Py ~ Pareto(c, o),

entonces:

P <FsSD Poeb>c (2.3)

Sea el caso xg # 1o, supongamos sin pérdida de generalidad que zy < g, se debe

comparar
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con

= Six > yp, entonces:

F@)2 6 o 1- (2) 21— (2) 0 (2)" < (2) & B <ot

x - x x

Como = > yg > xo > 0, existe a > 0 tal que yop = 9 + a y 6 > 0 tal que

T =19+ a+ [, por tanto la espresién anterior equivale a:

b
Lo

— 0 < (mota+p) el < (mota)(zoFat Bl (wo+a) +k
(zo + @)°

siendo k£ > 0.

La desigualdad anterior se cumple, luego se llega a la conclusién:
zo <yo & F(z) > G(z)
De lo anterior se deduce el siguiente resultado:

Teorema 2.1.2.2 Dadas distribuciones de Pareto, Py ~ Pareto(b, zg) y P» ~ Pareto(c,yo),
con xo # Yo, entonces:

Py <psp P» & x0 < yo (2.4)
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Ejemplos graficos de las situaciones descritas en los dos teoremas anteriores son los

siguientes:
Distribuciones de Pareto
1 T T T T
P2

0.8t P1 .
0.6 7
0.4+ a
0.2 7

O 1 1 1 1

-2 0 2 4 6 8 10

Figura 2.4: Distribuciones de Pareto, P; ~ Pareto(4,2) y P» ~ Pareto(6,2)

Distribuciones de Pareto Distribuciones de Pareto
1 T T 1 T T T T
0.9 0.9 /
0.8 0.8
P2 y P3 /
/
0.7} 1 0.7 /
/
0.6 P1 1 0.6F /
/ P4
0.5 B 0.5r
0.4r B 0.4+
0.3 1 0.3
0.2r B 0.2r-
0.1r B 0.1r
0 0 L
-2 0 2 4 6 8 10 -2 0 2 4 6 8

Figura 2.5: Distribuciones de Pareto, a la izquierda se representan Py ~ Pareto(3,4) y

P, ~ Pareto(4,2) y a la derecha P3 ~ Pareto(3,2) y Py ~ Pareto(4,4)

A continuacién se tratara el caso de las distribuciones de Pareto truncadas. Se comen-

zaréd estudiando el caso de dos distribuciones de Pareto con xyp = yg.

10
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Sean Py ~ Pareto(b,zo) y Py ~ Pareto(c, xp), con distribuciones F* y G* respecti-

vamente, y distribuciones truncadas:

0, st < xf
F(z) = %, si ol <z <af (2.5)
1, si x>k
y
0, si x<af
G(z) = %, si 2f <z <a§ (2.6)
1, st x> xQG

siendo 2, i =1,2y H = F,G, los puntos de truncamiento de F' y G respectivamente,
i y

cumpliendo:

F(af) = an = G*(af)
F(af) = 1 - ap = G*(af)

siendo ay y ag dos valores en (0,1), a1 < 1 — ao.

Teorema 2.1.2.3 Sean P} ~ Pareto(b,zo) y Py ~ Pareto(c,xq), con distribuciones
F* y G* respectivamente, b > ¢, y considérense las distribuciones truncadas tal y como

se definieron en (2.5) y (2.6). Entonces P> domina a Py segin FSD.

Demostraciéon. En las condiciones del enunciado, como b > ¢ se comprobd en
el Teorema 2.1.2.1, que P, <pgp P, es decir que F*(z) > G*(z) Vz, por otro lado

F*(2f) = a1 = G*(2§) luego se debe cumplir que zf" < 2§ y de manera aniloga

F G
Ty < xg.

Se pueden presentar dos situaciones:

0 <o <af <af <af <af

o bien

0<xo§mf§x§§x?§x§
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En el primer caso 0 < zg < 2! < 2§ <28 < 2§:
» Sea r < 2!, entonces F(x) = 0 = G()
» Sea i’ <z < 2§, entonces F(z) > G(r) =0

= Sea 2§’ < x < 2L entonces

_ F*(x)-F*=f)  F*)-m
F@) = 5r —F*(xl{“) T 1-a-a

G e) -G )  Gr(x) —an
Glz) = G*(2§) — G*(;f) Cl-ar—m

y como F*(x) > G*(z), se tiene que F(z) > G(x)
= Sea )’ <z < 2§, en este caso G(r) < 1 = F(x)
= Por tltimo, sea x > x5, entonces G(x) = F(z) = 1
En el segundo caso 0 < zg < 2" < 2 < 2§ <a§':
» Sea x < xf", entonces F(r) = 0 = G(x)
» Sea 2! <z <zl entonces F(z) > 0 = G(z)
= Sea )’ <z < 2, entonces F(z) =1 >0 = G()
= Sea 7 <2 < 2§, en este caso G(r) < 1 = F(x)
= Por tltimo, sea = > x5, entonces G(x) = F(z) = 1

En ambos casos se ha comprobado que F(x) > G(z) para todo = y con al menos una

desigualdad estricta, por tanto P <pgp P>, como se queria demostrar. [ ]
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Un ejemplo gréfico del resultado anterior es el siguiente:

Distribuciones de Pareto P1*y P2* Distribuciones de Pareto truncadas P1y P2
1 T — T 12 T T T T T

0.8F
0.8

06r 0.6

04 0.4

0.2
02r

Figura 2.6: A la izquierda se representan las distribuciones de Pareto Py ~ Pareto(4,2)
y Py ~ Pareto(6,2) y a la derecha las distribuciones truncadas asociadas Py y Pa siendo
los puntos de truncamiento xt y x§ tales que F*(zf) = 0,1 = G*(2¢), 2L y 2§ tales

que F*(zf) = 0,7 = G*(a§)

Teorema 2.1.2.4 Sean P} ~ Pareto(b,z¢) y Py ~ Pareto(c,yp), con distribuciones
F* y G* respectivamente, xog < o, y considérense las distribuciones truncadas tal y

como se definieron en (2.5) y (2.6). Entonces Py domina a Py segin FSD.

Demostracién. Segun las hipdtesis del enunciado, del Teorema 2.1.2.1 se tiene que
Py <psp Pj. Por otro lado F*(zf) = a1 = G*(2{) luego se debe cumplir que z!" < 2§,
de manera andloga xg < xg

Al igual que en la prueba del resultado anterior, las distintas situaciones de orden

entre los puntos de truncamiento son:
(1) 0 <z <2l <2l <yg<a2f <af
(ii) 0 < zo <l <yo <2l <2f < 2§
(iil) 0 < 2o < 2f < yo < 2§ <2l <af
(iv) 0 <@g <yo <2l <al’ <2 <af

(v) 0<mo<yo <ol <af <2l <af



2.1. FSD en distribuciones truncadas. Algunos ejemplos 49

Analizando cada caso por separado se comprobard que F(z) > G(x) para todo x y

con al menos una desigualdad estricta, con lo que se demostrara el resultado.

= En los casos (i) y (ii):

e Siz <zl F(z)=0=G(x)

e Sial <z <zl F(zx)>0=0G(2)

e Siak <z <af: F(x)=1>0=G(x)
o Siaf <z <af: F(x)=1>G(2)

e Sixz>af: F(r)=1=G(x)
= En el caso (iii):

e Siz<al: F(zx)=0=G(x)

o Sizl <z<af: F(z)>0=G(x)

Si 2§ <z <l F(x) > G(z) al ser F*(x) > G*(z)

Sial <ax<a§: F(z)=1>G(2)
e Sixz>af: F(r)=1=G(x)
= En el caso (iv):
e Siz <zl F(z)=0=G(x)
e Sial' <z <al: F(z)>0=0G(2)
e Siz>al: F(z)=1>G(x)
» En el caso (v):
o Siz<al: F(r)=0=G(x)
e Sial <z <af: F(x)>0=0G(2)
e Six>af <l F(x) > G(x) al ser F*(x) > G*(z)

e Siz >zl F(z)=1>G(x)
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De esta menera se ha visto que F'(z) > G(x) para todo = y con al menos una desigual-

dad estricta, obteniéndose asi el resultado. [

Un ejemplo gréfico del resultado anterior es el siguiente:

Distribuciones de Pareto P1*y P2* Distribuciones de Pareto truncadas P1y P2
1 T T T 12 T T T T

P2

081 P2

0.8

0.6 0.6 P1

04l 0.41

0.2
0.2

Figura 2.7: A la izquierda se representan las distribuciones de Pareto Py ~ Pareto(3,4)
y Py ~ Pareto(4,2) y a la derecha las distribuciones truncadas asociadas Py y Pa siendo
los puntos de truncamiento x¥ y x§ tales que F*(xf) = 0,1 = G*(2§), 2 y 2§ tales

que F*(:Bg) =0,7= G*(:Eg)

2.1.3. Distribuciones lognormales truncadas

En esta seccion se establecen condiciones necesarias y suficientes para la dominancia
estocastica de primer orden en distribuciones lognormales truncadas. Se definen las dis-
tribuciones lognormal y lognormal truncada. Posteriormente se establecen los principales
resultados, haciendo un breve comentario a la demostracién del resultado correspondien-
te a la dominancia estocéstica de primer orden para distribuciones Normales truncadas

de H. Levy (2006).

2.1.3.1. Motivacion

Las distribuciones normales son faciles de manejar mateméticamente, sin embargo,
en el ambito econémico tiene mas utilidad la distribucién lognormal debido principal-

mente a que el precio de los activos no puede ser negativo, ademas, el dominio de la

10
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distribucién normal es la recta real mientras que la distribucién lognormal es una dis-
tribucion positiva. Por otro lado, se ha observado que en muchas distribuciones de ratios
de retorno existe una cierta asimetria positiva, presente en la distribuciéon lognormal y
no en la normal.

Al comparar distribuciones lognormales F' ~ LN (u1,01) y G ~ LN (u2,02) se llega

a la conclusién de que F' domina a G segin FSD si y s6lo si p1 > ps y 01 = o9.

2.1.3.2. Comentarios a la demostracién de Levy

La principal aportacién de este comentario es la adecuada demostracién del resultado
de H. Levy (2006), que ha inspirado algunos de nuestros resultados.
Sean dos distribuciones Normales F* ~ N(ui,01) y G* ~ N(ue,02) y sean las

distribuciones Normales truncadas simétricamente F' y G:

0, st ox < Ap
F(z)=q TR A <z<B

1, st x> B

0, st x < A,
G(z) = w, si A9 <z < By

1, st x> Bo

siendo A;,i =1,2y B;,i = 1,2 los puntos de truncamiento que verifican:

®<A1—M1> :a:q)<A2—,u,2>
o1 2 g2

¢<M>:a:1_¢<32—m>
o1 2 09

siendo @ la funcién de distribucién de la Normal(0,1).
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El siguiente teorema propuesto por H. Levy es erréneo en la demostracién dada en

su texto. La versién correcta es la siguiente.

Teorema 2.1.3.1 Si py > o y 01 < 03, entonces F >pgp G & EL=E2 > oL,

02—01

Demostracién. Nétese que si 1 > ps y 01 < 09, entonces

Ay =1 — 601 > g — oy = As

Yy que
Bl>BQ<:>M>5.
o9 — 01

(<) Supongamos que % > ¢, entonces By > Bs. En ese caso:

Bi—m _ Ba—p2 <Bl—,U2

01 g2 02

de lo que se deduce:

H102 — (201
Bioy — p10o2 < Bioy — pioo1 & Bi(o2 — 01) < p1og — pooy & By < A
9 — 01

siendo xq el punto de intersecciéon de las dos distribuciones Normales F* y G*.

Asi pues By < By < xoy A1 > As, entonces F(z) < G(z) en todo punto = y con al
menos una desigualdad estricta, con lo que F >prgsp G.
(=) Si £=£2 < 4, entonces z9 < By < By y si se escoge x > o, entonces F(x) > G(x)

(con alguna desigualdad estricta) luego F' no domina a G segun FSD. ]

2.1.3.3. Distribuciones lognormales y lognormales truncadas. Conceptos basicos

Definicion 2.1.3.1 La v.a. X es lognormal de pardmetros u y o y se denota X ~

LN(u,0), silav.a. Y =LnX ~ N(u,0).

1§=371(1 - a/2)
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Para t > 0:

P[X <t] = P[LnX < Lnt] = ® <Lm_“>

g

con lo que la densidad correspondiente es:

2
f(t) _ \/%O’t xp {_21 (Lnf:u> } , st t>0

0, e.o.c.

La esperanza matemaética de X es:

y su varianza:

Var(X) = 92nta” exp(o? — 1)

Dos distribuciones lognormales F' ~ LN (p1,01) vy G ~ LN (p2,02), se cortan a lo

sumo en un punto, efectivamente:

01 02

F(z0) = G(z0) & @ (Lm”o - ‘“) =3 <an0 - “2> &

Lnxg — Lnxg —
0— M1 _ 0 — M2 o
o o9

Oo1 — 0142 PN
o9 — 01

& Lnxg =

o241 — 01#2)

<:>930:exp<
02 — 01
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Sean F* ~ LN(u1,01) y G* ~ LN(u2,02) y las distribuciones truncadas en dos

puntos asociadas a cada una de ellas (a las que se denomina F' y G, respectivamente):

0, siox <A
F(.T): %, si A<z < B
1, st x> B
y
0, st x < As
G(r) = %, si Ay <z < By
1, st x> BQ

donde los puntos de truncamiento verifican:

LTLAZ = Ui — 510’2‘, 1= 1, 2.
InB; = p; + 6204, 1i=1,2.

con 52 > O,i = 1,2 y F*(AZ) =01 = G*(Ag), F*(Bl) =1—ay = G*(BQ)
Utilizando estas funciones se establecen condiciones necesarias y suficientes para la
dominancia estocastica de primer orden entre ellas, aun en los casos en que no exista

dominancia entre las distribuciones originales F* y G*.

2.1.3.4. Dominancia estocastica de primer orden entre distribuciones

lognormales truncadas

En los siguientes resultados se utilizan los conceptos anteriores.

Teorema 2.1.3.2 Si py > ps, 01 > 02, LmAg—pu1 > 0, InAs < po < p1 y Lnx — pqg >

0, entonces F' >pgp G & BL=E2 > 5

o1—02

Demostraciéon. Obsérvese primeramente que en las condiciones del enunciado F™*
no domina a G* segin FSD ni G* a F™*. Por otro lado, como o7 > 09, G* corta a F*

desde abajo en el punto
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O21 — O1}42 }

Zo :exp{
02 — 01

Comparemos los puntos de truncamiento, como 1 > s y 01 > 09 se tiene que:
LnBy = py + 0201 > o + 92092 = LnBy

con lo que By > Bs.

Por otro lado

LnA1 = U1 — (5101 > 2 — (5102 = L?”LAQ = M > 51,
01 — 02
luego
Al > A2 2N M > 51
o1 — 02

(<) Supdngase que se verifica % > 01, en ese caso Ay > As. También sabemos que
By > By y que B; > A;, i = 1,2. Veamos ahora la relacién existente entre As y xp.

Ay > Ag y por hipétesis py > po luego

LnAy — p1 > InAs — 11

LnAy — s > LnAs — 1y

Por otro lado, como o1 > 09, entonces:

LnAs — o S LnAs — 1y - LnAs — 1y
(o] ()] o1

De lo que se deduce que

o1 — 01142
o9 — 0]

LnAy >

y por tanto que As > xg.



56 Capitulo 2. DE de v.as. en Economia. Aplicaciones notables

Se distinguen dos situaciones, la primera de ellas g < A2 < A; < By < By y la
segunda xg < As < By < A1 < By.

En el caso xg < Ay < A1 < By < By:

» Si tomamos z < Ay, F(z) =0= G(x)

» Siz € (Ag, Ai], F(z) =0 < G(x)

» Six € [Al, Ba), F(z) < G(z) ya que:
F(z) < G(z) & F*(z) < G*(z) & @ <L”"’“O_1’“> <o (m_m) P

Lnz — 1 < Lnx — pa

01 02

al ser ® creciente y esto es cierto porque

Lnz — pp < Lnx — u9

o1 > 02,

por tanto
Lnz — 1y < Lnx — o < an—,ug.

01 01 g9

Asi se ha comprobado que F(z) < G(x) para todo valor de z y con al menos una
desigualdad estricta, es decir, F' >pgp G.

En el caso zg < Ay < By < Ay < By:

» Siz < Ay, Fx)=0=G(2)

» Six € [Ag,By), F(z) =0< G(x)

» Size[By, A1), Flz) =0<G(z) =1
» Siz€[A, B), F(z) <1=G(x)

» Siz > By, F(z) =1=G(z)
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Asi pues, F(z) < G(x) para todo valor de z y con al menos una desigualdad estricta,
es decir, F' >psp G.
(=) Si % < 01, entonces A1 < Ag. Por otro lado As < zg, si tomamos = € (Ay, As),

F(z) > 0= G(x), luego F no dominarfa a G segiin FSD. ]

A continuacién se muestran unos graficos ilustrativos de la situacién referida en el

Teorema 2.1.3.2.

Distribuciones lognormales F* y G* Distribuciones lognormales truncadas F y G
1 ; T T T
0.8F G
1k
0.6
=
0.4F 1 o8l 1
G
0.2
0 . . . . 0.6F = |
0 200 400 600 800 1000
Zoom del punto de interseccion 0.4r 7
0.2 T T T
0.15 o2f il
0.1 (S 0 4
0.05 -
" —0.2} 1
0 — L L L L L
0 20 40 60 80 100 0 50 100 150 200

Figura 2.8: Distribuciones lognormales originales F* ~ LN (6,1), G* ~ LN (5,0,5) y

sus correspondientes distribuciones truncadas asociadas F' y G.

Se observa que las distribuciones originales F* y G* se cortan, es decir, que no existe
dominancia estocastica usual entre ellas. Por el contrario, al construir las truncadas,
conseguimos dominancia de primer orden. Los puntos de truncamiento para construir
la F son A; = €® y By = 155, mientras que en el caso de la distribucién G, los puntos

de truncamiento han sido Ay = e*® y By = 100.

Teorema 2.1.3.3 Si py > uo y 01 < 03, entonces F >pgp G & EL=E2 > 4y,

o2—01

Demostracion. (<) Como 01 < g9, F* corta a G* desde abajo en el punto

o O2/1 — 0142
o = exp ﬁ
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T . . N
Por las hipétesis del enunciado se tiene que A; > As, por otro lado, si ﬁ > o,
entonces By > Bs, en efecto:
H1 — K2
By > By & ILnBy > LnBy & 11 + 0201 > i + 6202 & ———— > 02
g9 — 01

Ademaés xzg > Bi:

LnBy — 1 LnBs — 2 < InBy — 2

01 g9 ()]

de donde

O2/1 — 0142
02 — 01

> InB1 < x> B

Al igual que en el teorema anterior se pueden presentar dos situaciones, la primera
Ay < A < By < B < x9 y la segunda As < By < A; < By < x0, pero en ambos
casos, en todo el intervalo x < x( se tiene que F*(z) < G*(z), por tanto F(z) < G(x),
mientras que en el intervalo z > zy, F(z) = 1 = G(z), por tanto F' domina a G segin

FSD.

(=) Si % < 9, entonces B; < Bs. Por otro lado, g < Bj, en este caso, si se
tomara x > xo, F*(z) > G*(x), y por tanto F(z) > G(z), luego F' no domina a G segin
FSD. ]
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A continuacién se muestran unos graficos representativos de la situacién descrita en

el Teorema 2.1.3.3.

Distribuciones lognormales F* y G* Distribuciones lognormales truncadas Fy G
: . . 2 . . : . . T .
i+ e
yd 15F 4
0.5r / B
/ F*
ol ] 1F
L L L L L G
0 10 20 30 40 50 60
0.5F 1
Zoom del punto de interseccion F
1 T T
0.99f 1 0 ]
0.98F G* 1
0.97f 1 _05k 1
0.96 4
=
0.95- 1
. . . . . . 1 . . . . . . .
15 20 25 30 35 40 0 2 4 6 8 10 12 14 16

Figura 2.9: Distribuciones lognormales originales F* ~ LN (2,0,5), G* ~ LN (1,1) y

sus correspondientes distribuciones truncadas asociadas F' y G.

Las distribuciones originales F* y G* se cortan, es decir, que no existe dominancia
estocdstica usual entre ellas, por el contrario, al construir las truncadas se obtiene do-
minancia de primer orden. Los puntos de truncamiento para construir la F' son: A; = 1,

5

y Bi = e*°, mientras que en el caso de la distribucién G, los puntos de truncamiento

han sido: Ay = 0,5y By = el.
Teorema 2.1.3.4 Si uy > po y 01 = o9 entonces F >psp G.

Demostraciéon. Si pu1 > ps y 01 = 02 = o entonces:

L’I?,Al = U1 — 510‘1 > g — (510‘1 = U2 — 5102 = LTLAQ = A1 > A2

LnBy = pu1 + 6201 > g + 0901 = o + 9209 = InBy = By > Bo
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Se analizan las dos situaciones posibles:
(1). A< A1 <By<Byy
(2). A2 < By < A1 < Bj.
En (1):
» Siz < Aj entonces, F(z) =0 = G(x)
» Siz € (Ag, Ay], F(z) =0 < G(x)

» Six € (A, By, F(z) < G(z) porque

Lnz — Inx —
H1 < H2 o (

Lnz — p)oa < (Inz — p2)oy <
o1 o2

~ an(dz — 0'1) < H109 — U2071.
Ahora bien, como o1 = 09 la expresién anterior equivale a que:

0 < o2 — p2),
y esta desigualdad es cierta por ser py > usa.
» Siz € (By,B1] F(z) <1=G(x)
» Siz > By, F(z) =1=G(x).
En (2):

» Siz < Aj entonces, F(z) =0 = G(x)

» Siz € (Ag, By], F(z) =0 < G(x)

» Sl x € (B, A4], F(z) =0<1=G(x)

» Siz € (A, B] F(z) <1=G(x)

» Sixz > By, F(z) =1=G(x).
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Con lo que queda probado que F >pgp G. 2 ]

A continuacion se muestran unos graficos representativos de la situacion descrita en

el Teorema 2.1.3.4

Distribuciones lognormales F*y G* Distribuciones lognormales truncadas Fy G
1 T T T 120 T T T T T T ]
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Figura 2.10: Distribuciones lognormales originales F* ~ LN (6,1), G* ~ LN (5,1) y sus

correspondientes distribuciones truncadas asociadas F' y G.

Existe dominancia estocastica de la distribucién F* sobre G*, este es el tnico caso
en el que ocurre. Por otro lado, las condiciones p; > po y 01 = o2 llevan igualmente a
la existencia de dominancia de primer orden de F sobre GG. Los puntos de truncamiento

han sido, para F: Ay = €%,y By = ¢!, y para G: Ay = ey By = €.

Teorema 2.1.3.5 Si pu1 = pg y o1 > oo entonces F' no domina a G segun FSD ni G

domina a F sequn FSD.

Demostracion. Como o1 > g9, G* corta a F™* desde abajo.
Estudiemos la relacion existente entre los puntos de truncamiento. Al ser o1 > o9,
se tiene que:

InB1 = py + 0201 > p1 + 6209 = po + 909 = Ln By

luego B > Bs.

2Prueba alternativa: Si 01 = 02 =0 y 1 > pe entonces como X ~ LN(pi1,0) e Y ~ LN(u2,0)
entonces InX ~ N(ui,0) y LnY ~ N(uz,0), por lo que InX =% (u1 — p2) + LnY y X =1

exp(‘“*‘“") Y >..s Y por ser y no negativa

16
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Por otro lado:
LnAy = p1 — 6101 < p1 — 0102 = pg — 6102 = LnAs

luego A1 < As.

Ademés:

LnA, — LnAy — InAy — LnAy —
LnA; — py < LnAg — pg = nA ,u1< nAy ,u1< nAz — 1 LnAs — U2

o1 o1 [op) 02

y por tanto

o241 — 0142
092 — 01

InAy > = Ay > 29

Por otro lado, A1 < xg ya que Lnxg = p1 > LnAy = uy — 61071

Tenemos en conclusién, la siguiente situacidon: A; < xp < As < By < By, ala

izquierda de xg, F*(z) > G*(z) y a la derecha F*(x) < G*(z).

» Sea x < Aj, entonces F(z) =0 = G(z)

» Sea x € [A1,20), F(z) > 0=G(x)

» Sea z € [xg, A2), F(z) > 0= G(x)

» Sea x € [Ag, By), como aqui x > xg, F*(z) < G*(x) y por tanto F(z) < G(x)

Como se observa no puede establecerse una relacion de dominancia estocastica de

primer orden entre F' y GG como se queria demostrar. [

A continuacion se muestran unos graficos representativos de la situacion descrita en

el Teorema 2.1.3.5
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Distribuciones lognormales F*y G*
1 . . ——— - 1

Distribuciones truncadas Fy G
T T T

Figura 2.11: Distribuciones lognormales originales F* ~ LN (log(20000),1) y G* ~
LN (log(20000),0,5) y sus distribuciones truncadas asociadas F' y G.

En ninguno de los dos casos presentados se tiene dominancia estocastica de primer
orden entre las distribuciones, tanto en el caso original como en el caso en que se cons-

truyan las truncadas. En este caso los puntos usados para truncar han sido, en el caso

dela F: Ay =10* y B; =8 10% y en el caso de G: Ay = 3% 10* y By = 6 % 10%.

2.2. Consistencia de las reglas de Media-Varianza.

Aplicaciones a variables aleatorias ponderadas

2.2.1. Introduccién

Las aproximaciones més usuales para comparar inversiones de riesgo estdn basadas
en la media o esperanza matematica y en la varianza de las variables aleatorias que
modelizan los activos. Esta metodologia fue introducida por Markovitz en 1959. En esta
aproximacion, un inversor adverso al riesgo asigna una utilidad al activo, modelizado

por la v.a. X, que se define como:

U(X) = E[X]—aVar(X),a>0 (2.7)

donde « indica el grado de aversién al riesgo por parte del inversor.
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Esta expresién de la funcién de utilidad tiene sus inconvenientes, ya que el consi-
derar la varianza en dicha expresién provoca inconsistencia con la regla de dominancia
estocastica de primer orden (FSD). Debido a esto, se ha generalizado este concepto
atendiendo a otras medidas de riesgo diferentes a la varianza, utilizando por tanto, la

siguiente expresion:

U(X) = E[X] - aR(X),a > 0 (2.8)

siendo R(X) otra medida de riesgo como puede ser la semi-varianza inferior, un momento
de orden 7, un cuantil, o una expresién funcional de cualquiera de las anteriores.

Es de interés el preguntarse si dichas funciones de utilidad propuestas son consistentes
o no con las reglas de dominancia estocasticas, es decir, si X <gp Y, jse verificard que
U(X) <U(Y)?, ;{bajo qué condiciones?

Existe una medida de riesgo que es siempre consistente con los criterios de dominan-

cia estocastica de primer y segundo orden y que definimos a continuacion:

1
SV (X) = BIX — BIX]). = (B [maz {E[X] - X,0}]) = ;E|X — E[X]|  (29)
que se puede generalizar a grado k € N como sigue:

5k (X)) = (E [max (E[X] - X, 0}’1 ) e (2.10)

Teorema 2.2.1.1 (Ogryczak y Ruszczynski, (1999)). Sean X e Y wvariables aleatorias
(v.as.), consideremos la funcion U(€) = E[¢] — adM(€), a € (0,1], con &€ = X,Y.

Entonces

X <sspY = U(X) <U(Y)

El resultado es vdlido para cualquier medida

1/k
)

5(k) (f) — (E [mam {E[f] - 570}1:])

con k € N.
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Demostracién. Observemos que

0<EX—-tl-—-FEX-—-s]-<t—sVs<t (2.11)

Ademss, X <gsp Y = E[X]| < E[Y]y E[X —t]- > E[Y —t]_ ya que la funcién
x — —(x—t)_ es concava creciente. Tomando en (2.11) s = E[X] y t = E[Y], obtenemos

lo siguiente:

E[Y] - E[X] > E[X — E[Y]]. — E[X — E[X]]- > a(E[X - E[Y]]. - E[X — E[X]])

> a(E[Y — E[Y])- - E[X - E[X]]_)

y de ahi U(X) < U(Y), como se queria demostrar. [

El objetivo es establecer relaciones entre la funciones de utilidad (del tipo definido
en el Teorema 2.2.1.1) de variables aleatorias ponderadas dadas las relaciones entre las
variables originales (sin ponderar) y estudiar bajo qué condiciones la relacién existente
entre las utilidades de las variables aleatorias originales se conserva para el caso de la
ponderacién de las mismas.

En lo que sigue sean X e Y v.as. con distribuciones F' y G respectivamente, en caso
de que existan las densidades, las denotaremos por f y g. Sean F = 1-F y G = 1-G las
funciones de supervivencia correspondientes a X e Y respectivamente. Sea w una funcion
de ponderacién y X, e Y, las v.as. ponderadas asociadas a X e Y respectivamente, sus
distribuciones las denotaremos por E, y G respectivamente y, al igual que el el caso

anterior, si existiesen las densidades, éstas serian denotadas por f, ¥ gu-
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2.2.2. Consistencia de las reglas de dominancia estocastica en variables

aleatorias ponderadas y funciones de utilidad

Se vio en el Teorema 2.2.1.1 que el considerar funciones de utilidad del tipo

U(¢) = El¢] — ad™(¢),a € (0,1],k €N

era consistente con ciertas reglas de dominancia estocastica. En la presente seccién se
aplica ese resultado para el caso de variables ponderadas y otros tipos de relaciones

estocasticas.

Teorema 2.2.2.1 Sea U(€) = E[¢] — ad®)(€),a € (0,1],k € N, con £ una v.a. Sean X
eY v.as. yw: R — Ry una funcion para la cual 0 < Elw(X)] < 00 y0 < Ew(Y)] < co.

Entonces se tiene el siguiente resultado:

X< Y =2UX,) <UY,) si w es creciente

X<, Y = U(Xw) < U(Yw) si w es decreciente

Demostracién. X <, Y = X, <nr Y, si w es creciente yX <Y = X, <rh Y,
si w es decreciente (ver Bartoszewicz y Skolimowska (2004) (a)).

Se probara el caso de que w sea creciente ya que el caso decreciente se demuestra de
manera analoga.

Sean Fw(az) y Gw(y) las distribuciones ponderadas de X e Y respectivamente, te-

nemos que w si es creciente, entonces como

> 1= Gu(z) > Eu(2)

para todo valor z € R, lo que prueba que Xw <rsp Yw y por tanto Xw <ssD Yw. Basta

aplicar ahora el Teorema 2.2.1.1 para obtener el resultado. [
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Teorema 2.2.2.2 Sea U(¢) = E[¢] — ad®)(€),a € (0,1],k € N, con & una v.a. Sean
X eY vas. yw : R — Ry una funcidn creciente, con w(x) > 0, Vx, para la cual 0 <

Elw(X)] < 00 y 0 < E[w(Y)] < 0o. Entonces si X <;; Y se tiene que U(X,) < U(Y,).

Demostracion. En primer lugar:

X Slr Y & Xw glr Yo.n

se probara para el caso de v.as. absolutamente continuas.
Efectivamente, basta observar las definiciones involucradas en la expresién anterior

y que w(z) > 0,

% creciente & % creciente < ;Egggg;g{zg‘i;}] creciente <
& Aqux) creciente < Xw <ir Yw

Por otro lado se tiene que X <ir V=X <rsb Y, en efecto, si X <ir Y, entonces

por definicién ji((z; es una funcién creciente en x € R, por lo tanto existird un cierto
x

valor xg € R, tal que:

; <1 si xz<uxg < fulz) si xz<xo
T = . = Jw

gf‘)< ) < Jw(x) )

folx) >1 st x>z > fu(x) si x>z

A

Por lo tanto G, (x) — E,(z) es decreciente para x < xg y creciente para @ > .

Como

lim (G (z) — F(x)) =0

T—F00
Esto conduce a que Gu(z) < F(z),Yz € R, es decir que X <psp Y y como
X <psp Y = X <ggp Y, el resultado es inmediato.

El caso no absolutamente continuo es analogo. [
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Teorema 2.2.2.3 Sea X una v.a., sea w : R — Ry una funcion para la cual

0 < Flw(X)] < o0

Considérese la funcion de utilidad dada por U(€) = E[¢]—ad®)(€), a € (0,1], k € N,

con £ una v.a. Entonces:

1. Siw es creciente U(X) < U(Xw)

2. Siw es decreciente U(X) > U(X,,)

Demostracion.

1. Sea X absolutamente continua. Si w es creciente se tiene que X <;. X, en efecto,
se debe comprobar que f /f es creciente, pero esto es inmediato a través de la

definicién de densidad ponderada:

dicho cociente es creciente al serlo w y por tanto X <;. X,,.

Por otro lado se tiene que X <, Xw = X <psp Xw = X <gsp Xw, obteniéndose

el resultado buscado. El caso discreto se prueba de manera analoga.

2. Si w fuera decreciente se tendria que X >;. X, y la demostracién es andloga al

caso anterior.

Teorema 2.2.2.4 Sean X e Y wv.as. tales que X <pgp Y. Sea w : R — R4 una
funcién mondtona y continua por la izquierda, para la cual se cumple 0 < E[w(X)] < oo
y 0 < Ew(l)] < co. Sean U = w(X),V = w(Y), tales que U <y, V. Se define
U(€) = El¢] — as®)(€),a € (0,1),k €N, con £ una v.a.
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Entonces:

1. Siw es creciente U(Xw) < U(ffw)

2. Siw es decreciente U(X,) > U(Y.,)

Demostracion.

1. De las hipétesis se tiene que F(x) > G(x) y Lg(p) > Ly (p),p € [0,1]. Por otro
lado, si w es creciente entonces F,(x) = Ly F(z) (ver Bartoszewicz y Skolimoswka

(2004) (b)).

Po lo que:

es decir, X, <pgp Y.

Por tanto X, <ggp Y. y estamos en las condiciones necesarias para aplicar el

Teorema 2.2.1.1, obteniéndose el resultado.

2. Este apartado se demuestra de forma analoga al anterior, basta observar que si w

es decreciente entonces F,(x) = Ly F(z).

Teorema 2.2.2.5 Sean X e Y wv.as. tales que X <pgsp Y y X <, Y.
Sea w:R — Ry, w(x) =P, p#0. Sea U(E) = E[¢] — adW(€),a € (0,1], con & una

v.a. Entonces:
1. Sip >0 entonces U(X,) < U(Y,)

2. Sip <0 entonces U(X,) > U(Y,,)
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Demostracion.

1. Segun las hipotesis del enunciado, X <pgp v X <, Y. Se tiene que X <, Y =
XP <, YP (Marshall y Proschan (1972)) y que X <, Y = X <;, Y (Arnold
(1987)).

Por otro lado, si p > 0 la funcién w : R — R4, w(x) = 2P es creciente.

También Xw <rsD Yw y por tanto Xw <ssD Yw. A partir de aqui el resultado es

inmediato.

2. Este apartado es andlogo al anterior, basta notar que si p < 0 entonces la funcién

w:R — Ry, w(x) = 2P es decreciente y se aplicaria el apartado anterior.

En los siguientes resultados se hara uso del siguiente lema.

Lema 2.2.2.1 Sea F una funcion de distribucion arbitraria, sea w : R — R4 la funcién
de ponderacion y E, la funcion de distribucion de longitud sesgada asociada. Tal funcion
E, se puede escribir como F(x) = F*(F(x)) siendo F* una distribucién absolutamente

continua en el intervalo [0, 1].

Demostracion. La expresion de la distribucién F, es:

Basta observar que la funcién

. wF~1(z
o=
Elw(X)]
es una densidad en [0, 1], esto es, la densidad asociada a F™*. [ ]

Teorema 2.2.2.6 Sean X una v.a. con distribucion F, w : R — R, una funcidn tal
que 0 < Elw(X)] < 0o y sea F* la funcion de distribucion absolutamente continua para

la cual Fw =F*oF.
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Considérese la funcion de utilidad U(€) = E[¢] — adM(€), o € (0,1], con & una v.a.

Entonces:
1. 8i F* es conveza en [0,1], entonces U(X) < U(X,)

2. Si F* es concava en [0,1], entonces U(X) > U(X,,)

Demostracion.

1. F* convexa en [0, 1] equivale a que X <. X,,. En efecto: F* es convexa en [0,1] <

A~

f* es creciente & X <; X,.

Por otra parte, del Teorema 2.2.2.2 X <;,. Xw = X <psp Xw y como es sabido
X <prsp Xw = X <gssp Xw, luego se estéd en las condiciones de aplicar el Teore-

ma 2.2.1.1 obteniéndose asi el resultado.

2. Este apartado es andlogo, basta observar que F* céncava en [0,1] equivale a f*

A

decreciente, esto es, que X > X,,.

Teorema 2.2.2.7 Sean X una v.a. con distribucion F, w: R — R, una funcidn para
la cual 0 < Elw(X)] < 0o y F* la funcion de distribucion absolutamente continua para
la cual Fw =F*oF.

Considérese la funcion de utilidad U(E) = E[€] — ad®)(€),a € (0,1],k € N, con ¢

una v.a. Entonces:
1. Si1— F*(1 —u) es anti star-shaped, entonces U(X) < U(X,)

2. Si1l— F*(1—u) es star-shaped, entonces U(X) > U(X,,)

Demostracion.

1=F"(F(z)) Fy
F(z) F(x)

25 X <pr Xo = X <psp Xo = X <ggp X.,. Obteniéndose asf el resultado.

1. 1 — F*(1 —u) es anti star-shaped < creciente en r < creciente en
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2. En este caso 1 — F*(1 — u) es star-shaped < %&F)(z)) decreciente en = < FF(L:UC)
decreciente en z < X >p,, X, El resto se sigue de forma analoga.
]

Teorema 2.2.2.8 Sean X una v.a. con distribucion F', w: R — R4, una funcion para
la cual 0 < Elw(X)] < 0o y F* la funcion de distribucion absolutamente continua para
la cual Fw =F*oF.

Considérese la funcion de utilidad U(€) = E[¢] — ad®(€),a € (0,1],k € N, con ¢
una v.a. Entonces:

1. Si F* es anti star-shaped, entonces U(X) > U(X,)

2. Si F* es star-shaped, entonces U(X) < U(X,,)

Demostracion.

P2 (F@) Jecreciente en x < Z2- decreciente en <
F(x) F(z)

X <pr Xo = X <pgp Xo = X <gsp X.. De donde se obtiene el resultado.

1. F'* es anti star-shaped <

2. En este caso F™* es star-shaped < % creciente en r & % creciente en

re X <. Xw. El resto se sigue de forma andloga.

Teorema 2.2.2.9 Sean X una v.a. con distribucion F', w: R — R4, una funcidn para
la cual 0 < Elw(X)] < 0o y sea F* la funcién de distribucion absolutamente continua
para la cual F,=F*oF.

Considérese la funcion de utilidad U(€) = E[¢] — ad®)(€), a € (0,1], k €N, con ¢

una v.a. Entonces:

1. Si F*(t) <t, Ytel0,1], entonces U(X) > U(X,)

2. Si F*(t) >t, Vtel0,1], entonces U(X) < U(X,,)
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Demostracion.

~

1. F*(t) < t,vt € [0,1] equivale a X <pgp X, v esto implica que X <gsp X

obteniéndose asi el resultado.
2. Es analogo al anterior.

|
Los resultados vistos para el caso de variables aleatorias pueden extenderse de manera
natural al caso de vectores aleatorios, usando las definiciones vistas en el primer capitulo,

pero esto no es objeto de esta monografia.
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Capitulo 3

Procesos Estocasticos en

Economia: una breve descripcion

3.1. Introduccion

Cualquier sistema real opera en ambientes donde existe un cierto grado de incer-
tidumbre, principalmente cuando en ese sistema aparecen acciones/decisiones humanas
imprevisibles, o acciones de/sobre maquinas. Los modelos deterministicos ayudan a tener
una descripcion béasica de los sistemas, pero éstos no pueden explicar el comportamiento
dindmico de los mismos, su incertidumbre. De ahi que sea necesario el tratamiento de
éstos con otro tipo de herramientas como son los Procesos Estocasticos, aprovechan-
do ciertas caracteristicas de regularidad que puedan presentar para ser descritos por

modelos probabilisticos.

Definicién 3.1.0.1 Se define proceso estocdstico y lo denotaremos por {X;:t € T},
como un congunto de variables aleatorias indexadas a una variable t (generalmente la
variable tiempo) que se mueve dentro de un conjunto T. A los valores que Xy puede
asumir se les denomina estados del proceso estocdstico, y al conjunto de los mismos X,

conjunto de estados.
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Si X; es un proceso estocéstico, éste puede representar:

» el estado de una maquina (encendida/apagada) en un instante ¢
= ¢l nimero de clientes en una fila de espera en el instante ¢

= ¢l nimero de maquinas averiadas al final del dia ¢

= ¢l nivel de stock de un determinado producto al final de un dia ¢

= la condicién de funcionamiento de un componente en el instante ¢

Podemos clasificar los procesos estocasticos atendiendo a su espacio de estados X, a
la naturaleza del conjunto T' y segin las caracteristicas de las variables aleatorias de las

variables que lo definen.

1. Segun el espacio de estados distinguimos entre:
i. Proceso estocdstico con espacio de estados discreto (cadena): Cuando el con-
junto de estados fuere finito o infinito numerable.
ii. Proceso estocéstico con espacio de estados continuo: Cuando el espacio de
estados fuere continuo.

2. Segun la naturaleza del conjunto 7' distinguimos entre:

i. Proceso estocastico en tiempo discreto: Cuando el conjunto T fuere discreto.

ii. Proceso estocastico en tiempo continuo: Cuando el conjunto 7" fuere continuo.
3. Segun las caracteristicas de las variables aleatorias que lo definen:

i. Proceso estocéastico estacionario: Cuando la funcién de distribucién de las

variables aleatorias que lo definen es independiente de la variable tiempo.

ii. Proceso estocastico de Markov o markoviano: Proceso estocéstico estacionario
que ademas goza de la propiedad de Markov o de pérdida de memoria, esto
es, si el comportamiento futuro es independiente de su pasado y sélo depende

del estado actual. De hecho, en un proceso de Markov es irrelevante cualquier
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iil.

informacién sobre los estados visitados en el pasado o sobre el tiempo de
permanencia en el estado presente. En un proceso estocdstico las transiciones
entre estados son causadas por la ocurrencia de eventos, por lo que la variable
aleatoria directamente restringida por la propiedad de ausencia de memoria
es el tiempo entre eventos sucesivos y dado que la tinica variable aleatoria
continua que presenta esta propiedad de ausencia de memoria es la exponen-
cial, en un proceso de Markov en tiempo continuo todos los tiempos entre

eventos consecutivos se distribuyen segin una variable aleatoria exponencial.

Proceso estocastico semi-markoviano: Se tratata de una generalizacion del
modelo markoviano, en el que el tiempo entre eventos puede seguir cualquier

tipo de distribucién de probabilidad.

Una de las grandes areas de aplicacién de los procesos estocésticos la podemos en-

contrar en la Economia y Finanzas, por ejemplo en la valoracion de activos, estudio del

riesgo de inversion, en el problema del seguro-reaseguro, etc.

Como una de las figuras principales en esta area se puede citar a Louis Bache-

lier (1900), quien mostr6 en su tesis “Teoria de la Especulacién” que los mercados

financieros estan dominados por leyes probabilisticas, siendo la distribucién de los precios

especulativos de tipo gaussiana. Introduce el concepto de “Movimiento browniano”, la

generalizacion en tiempo continuo del recorrido aleatorio.

Definicién 3.1.0.2 Un movimiento browniano estindar W = (Wy),s, es un proceso

estocdstico con valores reales que satisface las siguientes condiciones:

1. W comienza casi seguramente en 0, es decir Wy =0

2. W tiene incrementos independientes:

para cualquier particion 0 < tg < t1 < ... < tp < ... y cualquier k, las variables

aleatorias Wy, — Wiy, Wiy — Wy, o, Wy, — Wy, | son independientes

3. W tiene incrementos de Gauss (normales), es decir, para cualquier t > 0, W; se

distribuye Normal de media 0 y varianza t

4. W tiene, cast seqguramente, recorridos muestrales continuos
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Probé que el comportamiento de los precios de mercado era muy similar al que
presentaban pequenas particulas suspendidas en un fluido. De este modo se establecié un
vinculo entre el comportamiento econémico y los procesos estudiados por Einstein. Nace
asi la conexién entre el movimiento browniano y las finanzas. Este hecho llevé a la
realizacién de grandes avances en Economia durante 50 afios.

Aunque la condicién 4 de la definiciéon anterior indica que los recorridos muestrales

de W son continuos casi seguramente, muestran un comportamiento erratico.

Lema 3.1.0.2 Sea W un movimiento browniano estindar, entonces casi sequramente,

sus recorridos muestrales son diferenciables por doquier.

Del lema anterior se pueden deducir las dos siguientes conclusiones:

1. W tiene variacién no acotada sobre todo intervalo I C R, es decir:
n
supz (W, (w) = Wy, ()] = o0
T “
=1

para casi todo w € €, siendo T' una posible particién {to, ..., t,} de I y el supremo

tomado sobre todas las posibles particiones.

2. La teoria de integracion estandar para funciones con variacion acotada no funciona

correctamente, es decir:

/ Ve (@)dWi(w)

para algun proceso estocéstico (Y;) no tiene significado inmediato.

El siguiente resultado indica que el movimiento browniano estandar W tiene variaciéon

cuadratica finita.

Teorema 3.1.0.10 Si en la definicion del movimiento browniano estdndar W, se cam-

biase la condicion 3 por

Vt, Wi ~ N(0,0%t),0 >0
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Entonces para n — o0

n
Z ‘Wtz - Wti—l ‘2 L2 ot
=1

donde {to,...,tn} es una particion arbitraria de [0,t] tal que sup; |t; —ti—1] — 0 y la

convergencia en L? (Q, F, P).

Las condiciones anteriores junto con alguna condiciéon extra sobre las particiones
lleva a poder reemplazar la convergencia cuadratica a una convergencia casi seguro.

Este teorema es la clave para el desarrollo de una nueva teoria de la integracion, el
célculo de It0, que da un significado para los denominados integrandos predictibles.

Varias razones conducen a que el modelo del movimiento browniano sea un buen
candidato natural para datos financieros, en particular para el mercado de capitales.

Si se simulan datos de un movimiento browniano, puede observarse el comportamien-
to erratico del mismo, que se parece a la realidad de los mercados, ello se debe a que
W; se obtiene mediante un nimero grande de pequenos impulsos independientes. Estos
impulsos se consideran cambios de precio pequenos que proviene de un gran nimero de
intercambios.

El algoritmo de simulacién del movimiento browniano estandar es el siguiente:

Input: 9§, n.

Inicializacién: Wy = 0,t5 = 0.

for j=1,...,ndo
tj=tj—1+0
Simular Z de una distribucién N(0,1)
W; =W;_1 + Z\/6

Output: n valores correspondientes al movimiento browniano

estandar (t1,t9, ..., 1)

Figura 3.1: Algoritmo de simulacion del movimiento browniano estdndar.
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La siguiente figura nos muestra una trayectoria browniana:

Trayectoria Browniana
12 T T T T T T T T T

10

_8 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Figura 3.2: Trayectoria browniana

Al mismo tiempo que Bachelier realizaba sus trabajos sobre el Movimiento brown-
iano, Filip Lundberg publicé en 1903 su tesis doctoral que se considera el fundamento
matematico del seguro de no vida. Establecié un modelo de riesgo en el que utilizaba

como elemento modelizador el proceso homogéneo de Poisson.

Definicién 3.1.0.3 El proceso de contaje N = (IN;), es un proceso homogéneo de Pois-

son con tasa (razon o intensidad) \ > 0 si:

1. Ng =0, c.s.

2. N tiene incrementos estacionarios independientes



3.1. Introduccion 81

3.V 0<s<t<oo, Ny—Ng~ P(A(t—s)), es decir,

At — s)"

P[Nt—stk:]:e’)‘(t’s)( o keN

En un proceso de Poisson homogéneo de razén A los tiempos de llegada entre eventos
sucesivos son exponenciales con razén A, (media 1/)).
Para generar los primeros n eventos de un Proceso de Poisson homogéneo, generamos

exponenciales independientes X; ~ exp(A) con 1 < i < n:

= Primer evento al instante X3

» Evento j-ésimo al instante X + .. Xj,con 1 <j <n

Para generar los eventos en las primeras T unidades de tiempo, se van obteniendo
sucesivamente eventos hasta que X1+ Xo+...4+ X1 + 1 excede a T'. Denotaremos por
[ al nimero de eventos y S(I) = X1 + X2+ ...+ X; al instante en que acontece el evento

l. Asi, el algoritmo de simulacién del Proceso de Poisson homogéneo es el siguiente:

Input: T
Inicializacién: t =0, [ = 0.
while true do
Generar u ~ U(0,1)
if ¢t —log(u)/A > T then stop
else

t=1t— 3 log(u)

I=1+1
S=t
end
end

Output: Valores correspondientes al proceso de Poisson

homogéneo

Figura 3.3: Algoritmo de simulacion del proceso de Poisson homogéneo.
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Un ejemplo de trayectoria poissoniana es el siguiente:

Trayectoria Poissoniana

6.5

5.5

3.5

Figura 3.4: Trayectoria tipica de un proceso de Poisson homogéneo

La similitud entre las definiciones de movimiento browniano y Proceso de Poisson

homogéneo es grande. Ambos procesos son procesos de Lévy. Como sigue.

Definicién 3.1.0.4 X = (X}), es un proceso de Lévy cuando:
1. X tiene trayectorias continuas a la derecha con limite a la izquierda

2. Xo = 0 y tiene incrementos independientes, es decir, considerados los instantes
0 <t <te <..<tyn, las variables aleatorias Xy, , X¢, — X¢y ) ooy Xt,, — Xt,,_, SON

independientes

3. La distribucion del incremento Xy — X5 es homogénea en el tiempo, es decir, de-

pende unicamente de la diferenciat — s
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Pero la diferencia fundamental entre ambos, es el comportamiento del recorrido
muestral, ya que en el caso del movimiento browniano es continuo y el de Poisson
homogéneo es un proceso de saltos.

El interés por un mayor estudio de la dindmica de las series financieras y por la
elaboracién de diversos modelos probabilisticos para la explicacion de las variaciones de
los mismos ha crecido significantemente desde la publicacién de los trabajos de Kendall
en 1953, Black, Scholes y Merton, entre otros.

Black y Scholes (1973), con la contribucién posterior de Merton (1973), obtuvieron,
a principios de los anos 70 del pasado siglo, una férmula para la determinacién de los
precios de las opciones, basandose en la técnica de Integracion Estocastica desarrollada
por Kiyosi It6 y culminada por la escuela francesa.

El gran avance en la matematizacién de la teoria econdémica y en la aplicacién de
los procesos estocéasticos a la hora de modelizar situaciones enmarcadas dentro del area
econdémica ha fomentado el estudio del problema del seguro, diversificacién de carteras,

valoracién de activos, etc.

3.2. Conceptos matematicos

En este apartado, se introducen algunos conceptos matematicos relacionados con los

procesos estocdsticos.

Definicién 3.2.0.5 (Proceso de Markov (MP)). Un proceso estocdstico {X;,t € T}, se

dice proceso de Markov (o proceso markoviano) si

P[th+1 = xn-l—l‘Xh = xletz = I, ~-7th = xn} =

= P[th+1 = mn+1|th = xn]

cualesquiera que seann € N yt1 <tg < ... <t, <tpy1-

Esta condicion se conoce como Propiedad markoviana.
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Un proceso markoviano de espacio de estados discreto es conocido como Cadena de

Markov, pudiendo ser en tiempo discreto (DTMC) o en tiempo continuo (CTMC).

Definicién 3.2.0.6 (Proceso de renovacion markoviano (MRP)). Un proceso bivariado
(Z,S) = (Zn,Sn)nen €s un proceso de renovacion markoviano con espacio de fases
(contable) I y nicleo Q = (Q(t))ier, donde Q(t) = (Qij(t))ijer es una familia de
funciones de sub-distribucion tal que Zje[ Qi;(t) es una funcion de distribucion, para

todo i € I, si es un proceso de Markov en I X Ry tal que Sop =0 y

Qij(t) = P[Zn—H =7 Sn+1 -5, < t‘Zn =1,5, = 5]

para todon € Nyji,5 €I ys,t € Ry

Otra forma de definir un proceso de renovacién markoviano es a través de su nicleo
subyacente, que separa las probabilidades de transicién subyacentes de la distribucion
de los tiempos de permanencia en los estados entre transiciones.

De la definicién de un MRP, se sigue que si (Z,.5) es un MRP con nicleo @, entonces

Z es una DTMC con matriz de probabilidades de transicién de un paso P = Q(co) con

pij = Qij(o0) = P[Zny1 = jlZn = i

denotando la probabilidad de que si en la fase de transiciéon anterior nos encontrabamos
en ¢ en la siguiente fase nos encontremos en j.

Por otra parte, condicionando a que la siguiente fase sea j, es decir, dado que el
proceso hace una transicién de la fase i a la fase j, entonces la cantidad de tiempo en la
cual el proceso se encuentra en la fase i antes de pasar a j tiene funcién de distribucién

Qij(t)

F(i,j)(t) = P[Sn—H - Sn < ZL/|Z7l = Z" Zn+1 - ]] - m
ij

donde, por convenio se considerard F(; (t) = 1 para todo t € R siempre que p;; = 0.
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Esto conduce a que

Qij(t) = pijFij(t),t € Ry

para todo i,j € I y diremos que el MRP(Z, S) tiene nicleo subyacente (P, F') donde
P = (pij)i jer es una matriz estocastica de probabilidades de transicion y F' = (Fij); jer
es una matriz de funciones de distribucién de variables aleatorias no negativas tales que
si pij = 0 entonces F(; j (t) =1, cont € Ry. De este modo el MRP queda completamente
caracterizado por su ntcleo subyacente.

Esta caracterizacién nos permite simular un MRP (Z,S) con espacio de estados
ordenado I, isomorfo a algin intervalo acotado o no de Z, y nicleo subyacente (P, F).
Basta con simular una DTMC Z con espacio de estados I y una secuencia S = (Sp,)nen
de tal manera que Z tenga asociada una matriz de probabilidades de transicion P vy,
condicional a que Z,, = iy Zy,+1 = j, el intervalo de tiempo entre la n-ésima y la
(n + 1)-ésima transiciones de fase Hyy1 = Sp11 — Sy, tenga distribucién F(; j)(-) y sea
independiente de (Zg, Si)k<n. De hecho, el siguiente procedimiento nos conduce a una

secuencia (Z, N) = (Zp, Sn)nen para la cual

Qij(t) = P[Zny1 = j, Sns1 — S < tZ, = i] =

= P[Zn+1 = ]|Zn = Z.}P[SnJrl - Sn < 75|Zn =1, Zn+1 - ]] = pijF(ivj)(t)

es decir, un MRP con nicleo subyacente (P, F').

Para el algoritmo utilizaremos dos secuencias de variables aleatorias independientes
Uniformes en el intervalo (0,1), (Up)nen ¥ (Va)nen definidas en dos espacios de pro-
babilidad independientes Ay = (Qq, F1, P1) v Ao = (Qa, Fa, P3) respectivamente y cons-
truiremos (Z, S) en el espacio de probabilidad producto A; x As.

Concretamente, para w = (w1, w2) € Q, usamos (U, )nen para construir Z(wq) en Ayq

como sigue:

Zy =p~ ' (Up(wr))
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Zni1(w1) = [Pz, (), ) (Uns1(w1)),n €N

donde p denota el vector de probabilidad de fase inicial.

Al mismo tiempo, las secuencias (Z,(w1)) y (Vn(w2)) se usan para generar H(w) =

(Hy(w))nen, como sigue

HTL-H(W) = [F(Zn,Zn+1)(w1)]_1(Vn-‘rl(w?))v n €N

Finalmente, la secuencia de renovacién S(w) se obtiene haciendo:

So=0

Sp41(w) = Sp(w) + Hpy1(w),n e N

Por construccién ! tenemos que Zg tiene como vector de probabilidades p, Z,,+1|Z, =
i tiene como vector de probabilidad p; paran € Ny [Hpy1|Z, = i, Zpy1 = j] tiene
funcién de distribucién Fi; ;)(-) para n € N.

Ademsds, como para cadan € N, (Uy, 41, Vi41) es independiente de (Up, (U, Vin)m=1.2,...n),
se tiene que, dada Z,,, (Z, 41, Sn+1—5Sn) es independiente de (Zy, Sk)k<n v asi, el proceso

(Z,5) es un MRP con nicleo subyacente (P, F').

Lo anterior nos conduce al siguiente algoritmo de simulacién.

1Se utiliza el siguiente resultado conocido: Si F' es una funcién de distribucién arbitraria y U es
una v.a. U(0,1), entonces F~!(U) es una v.a. con funcién de distribucién F, es decir: U ~ U(0,1) =

F Y U)~F
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Input: Secuencias independientes de v.as. independientes U(0,1):
(Un)nenys (Va)nen, v N € Ny
Zy =p~ (Vo)
Sp=0
forn=0..,N —1do
Zni1 =[Pz, ) (Unt1)
Sn+1 = S0+ [F(z,, 2,40 (Vas1)

end for

Output: (Z,, Sn)o<n<n

Figura 3.5: Algoritmo de simulacién de un MRP via su nicleo subyacente (P, F) y el

vector inicial de probabilidad de fase p.

Finalmente, se expondra otra formulacién alternativa de los MRP, en esta ocasién
a través de la caracterizacién via nucleo de tasa de fallo (failure rate kernel). Sea W
un MRP con espacio de fases I y nicleo @, tal que Q;;(t) son absolutamente continuas
para todos i y j. Entonces, g = (q(t)),cg, con q(t) = (qij(t)); je; tal que
dQi;(t)

qij(t) = —ar

se denomina nicleo de densidades de W'y

ai(t) = aij(t)

jel

denota la densidad del tiempo necesario para la transicién desde i. Ademas, si denotamos

por

9i5(t)
rii(t) =
j( ) 1_Zl51Qil(t)
entonces R = (R(t)),cp, con R(t) = (ri;(t)); ;1 se conoce como niicleo de tasa de fallo

de Wy
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_ ) ai(t)
=

denota la tasa de fallo en el instante ¢ del tiempo necesario para que la transiciéon desde

i tenga lugar. En este caso, como r;(t) caracteriza a ¢;(t) (ya que

-Ver Kalbfleisch y Prentice (1980)-), se sigue que r;;(t) caracteriza a g;;(t) ya que

t
qi5(t) ZTij(t)eXp{—/ n-(s)ds},z’,j el,te Ry
0

De esta manera, el MRP queda completamente caracterizado por su ntcleo de tasa
de fallo.

A continucién definiremos el concepto de proceso semi-markoviano.

Definicién 3.2.0.7 (Proceso semi-markoviano (SMP)) Un proceso W = (Wy)ier, es
un proceso semi-markoviano con espacio de estados I y nicleo Q (o admitiendo un

nicleo subyacente (P, F)) si

Wy = Zy, Sn <t < SnJrl

para algin MRP (Z,S) con espacio de fases I y nicleo Q (nicleo subyacente (P, F))

Obsérvese que si (Z,.5) es un MRP con espacio de fases I y nucleo Q (nucleo sub-

yacente (P, F')), y se tiene
Wy = Zny Sn <t< Sn+1

entonces W es un SMP con espacio de estados I y nicleo Q (nucleo subyacente (P, F)).

Reciprocamente, si W es un SMP con espacio de estados I y ponemos Sy = 0, Zyp = Wy
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y
Spe1 =mf{t > S, : Wy £AW,-}
Zni1=Ws, .,
para n = 0,1,2, ..., entonces (Z,, Sp)nen €s un MRP con espacio de fases I. Ademads,

si Q ((P,F)) denota el nicleo (ntcleo subyacente) de (Z,,, Sp)nen, entonces W admite
un nucleo (nticleo subyacente) Q ((P, F)), denominado nucleo natural de W.

La forma més habitual de describir un SMP es a través de su nicleo subyacente. El
SMP comienza en una fase ¢ con probabilidad p; y cambia de fase de acuerdo con una
matriz de probabilidades de transiciéon P. Se mueve a la fase k después de haber entrado
en j con probabilidad pji, independientemente de los cambios de fase anteriores. Antes
de pasar de j a k, el proceso permanece un tiempo aleatorio de tiempo en j, que es
independiente de los tiempos anteriores de permanencia en fases y de las transiciones
de fase anteriores, y tiene como funcién de distribucién Fi; ) (t). Si el SMP tiene niicleo
Q, entonces pji = Qj1(00) y Fi;x)(t) = Qjk(t)/pjx siempre que pjj > 0.

A continuacién presentamos un algoritmo de simulacién de trayectorias de un SMP
en un intervalo de tiempo dado [0, t] via caracterizacién del mismo a través de su ntcleo.
Dicho algoritmo proporciona una secuencia de estados visitados (jo,j1,...,Jx) ¥y una
secuencia de tiempos (instantes) en los que se producen los saltos (sg,s1,...,Sg) con

Sk <t < Sk41-

Input: Q, P = Q(c0), t.

Paso 1. £k =0, so = 0, jo= estado inicial.

Paso 2. Muestrear la v.a. J de acuerdo con una distribucién de
Poisson(j, -)

Paso 3. Muestrear la v.a. X ~ F (1) v hacer z = X (w)

ksJk+1
Paso 4. k =k + 1, s, = sp_1 + x. Si s > t entonces finalizar.

Paso 5. ji = jr4+1 y continuar en el Paso 2

OUtPUt: (j07 SOvjla S1, "'7jk7 Sk)

Figura 3.6: Algoritmo de simulacion de trayectorias de un SMP e un intervalo de tiempo

dado [0,t] via caracterizacion del mismo a través de su nicleo.
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Capitulo 4

Aplicaciones de los procesos

estocasticos en Seguros

4.1. Introduccion

El modelo clasico de ruina de Cramér-Lundberg, tiene su origen en la tesis doctoral
de Filip Lundberg de 1903. En este trabajo Lundberg estudié el problema del reaseguro
colectivo y utilizé el proceso compuesto homogéneo de Poisson.

En 1930 Harald Cramér retom¢ las ideas originales de Lundberg y las formalizé en
el contexto de los procesos estocasticos.

El modelo original es:

N
X)) =X0)+ct—> Y, (4.1)
n=1

con ¢ > 0,X(0) > 0.

Siendo X (0) el capital inicial, ¢ la prima del seguro, que se asume constante, Y; la
cantidad de la j-ésima reclamacion y N; es un proceso homogéneo de Poisson que repre-
senta el nimero de reclamaciones que han ocurrido hasta el instante ¢. Las reclamaciones

Y; se suponen variables aleatorias independientes y positivas que son independientes del
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proceso Ny y con distribucién F, tal que F'(0) = 0 y cuya media pu es finita.

Si la llegada de la n-ésima reclamacién se denota por S, entonces:

Ny=sup{n>1:5,<t}, t>0

Los intervalos entre las reclamaciones T, = S —Si_1,k = 2,3, ... son v.as.i.i.d. segin
una exponencial de parametro A con media finita.

El total de las reclamaciones hasta el instante ¢ viene dado por

Sty => Y,

n=1

v.a. que se conoce como Poisson compuesta. Su distribucién es:

x] = i e_)‘tMF”* (z)

n!

@
&
[
s
™
=
IA

n=0

con z,t > 0y siendo F™" la n-ésima convolucién de F con FO" la funcién de distribucién
de la medida de Dirac en 0.

El tiempo hasta la ruina se define como:

T=inf{t>0:X(t) <0} (4.2)

donde inf () = oc.
La probabilidad de ruina en el intervalo [0, ¢] o probabilidad de ruina en horizonte
finito se define como:

b(u,t) = PIT < 1|X(0) = u] (4.3)

y la probabilidad de ruina en horizonte infinito o simplemente probabilidad de ruina:

P(u) = tlilgo P(u,t) = tlgglo P[T <t X(0) =u] = P[T < 00| X(0) = uj (4.4)

Se prueba en Teoria Matematica del Seguro que bajo la condicién de beneficio neto

c— Ap > 0, entonces:
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lim ¢ (u) =0

uU—00
En el planteamiento de Cramér y Lundberg esta condicién se supone siempre y es
equivalente a decir que en media se obtiene un mayor ingreso por las primas que pérdidas

por reclamaciones.

Definicion 4.1.0.8 El proceso bdsico de Cramér-Lundberg se describe como
X(t)=X(0)+ (1 +v)Aut — S(t)

c

donde Aut = E[S(t)] y v = o=t > 0es el denominado “margen de segquridad o

solvencia” que garantiza la supervivencia.

Teorema 4.1.0.11 Dado un modelo de riesgo de Cramér-Lundberg, entonces
o0
L—gp(u) = (L=p) Y p"F (), u>0
n=0
donde p = Au/c < 1 y la cola integrada de la funcion de distribucion Fy se define como:

1 r _
Fife) = /0 Fy)dy, =20

siendo F' =1 — F para cualquier funcion de distribucion F' concentrada en [0, 00).

Debido a que ¥ (u) se expresa como una funcién de distribucién compuesta, ello tiene
consecuencias notables tanto analiticas como numéricas. En particular, la suma dada es
de tipo geométrico.

El proceso de Poisson compuesto con desplazamiento tal y como se describe en (4.1),
no es comprensible y no tiene en cuenta por ejemplo, el incremento de primas no lineales
del capital debido a una posible inversion o a la inflacién y a pagos de dividendos de los

accionistas. Sin embargo, este tipo de procesos son los bloques béasicos de construccién
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de cualquier proceso Y de Levy (sin componente browniana) en el sentido que Y es el
limite (con respecto a la convergencia sobre intervalos compactos) de una sucesién ¥ ()
de procesos de Poisson compuestos con desplazamiento.

Las condiciones subyacentes del modelo de Cramér-Lundberg son claramente vio-
ladas en la practica, por ejemplo, puede ocurrir que las reclamaciones lleguen en clusters.

Los actuarios introducen la nocién de tiempo operativo. El proceso de llegada de las
reclamaciones (IV;), se modela como un proceso de Poisson no homogéneo con medida de
intensidad A(t), por ejemplo, el proceso tiene incrementos independientes para 0 < s < t,
entonces N; — Ny ~ P (A(t) — A(s)). Esta situacién se aproxima mads a la realidad.

Entonces, para reducirse al caso homogéneo basta un cambio de escala temporal
N, =N (A7)

Asf, N es un proceso de Poisson homogéneo.

En épocas mas recientes, consideraciones acerca del tiempo operativo en la medicion
estocdstica de las finanzas pueden verse en Clark (1973), Picter (1997) y German y
Ané (1996), entre otros.

El objetivo principal de la Teoria de la Ruina es obtener férmulas o aproximaciones
de la probabilidad de ruina en los diferentes modelos de riesgo, véase Seal (1978), Gerber
(1979) y Ramsay (1992).

En este contexto es de interés el denominado “Coeficiente de Lundberg”. Si se con-

sidera el modelo clésico tal y como se defini6 (4.1), entonces la familia

{r eER,my(r)=F [ery]}

es una familia de martingalas ! exponenciales paramétricas asociada al proceso (4.1).

Definicién 4.1.0.9 (Filtracion) Una familia F = (F}): de o-dlgebras sobre (2, F) se

dice una filtracion si Fy C F para todo t > 0, y para todo s <t, Fs C F;.

!Se definirén en la Definficién 4.1.0.11



4.1. Introduccion 95

Y se dice que la filtracion es continua a la derecha si

Foo=(Fs=Fi (4.5)

s>t

Definicién 4.1.0.10 Un proceso estocdastico X = (Xy); se dice adaptado a F, o F-
adaptado st X; es Fi-medible para todo t > 0. La filtracion natural de X, denotada por

FX, es la minima filtracion para la cual X es adaptado.

La interpretacién usual de la filtracién natural FX = (F/X);, es la de una filtracién

que contiene toda la informacién disponible de las variables aleatorias (X;)s<t.

Definicién 4.1.0.11 (Martingala). Un proceso estocdstico M = (M) sobre el espacio
de probabilidad filtrado (2, F, F,P) es una F-martingala (submartingala 2, supermartin-

gala respectivamente) si

1. M es F-adaptado, integrable y

2.V 0<s<t:E[M|Fs]=(><)Ms, cs. enP.

Es de interés en las aplicaciones en Seguros y Finanzas los Teoremas de Parada y de

convergencia de la Martingala que se expondrian a continuacion.

Definicién 4.1.0.12 Un tiempo de parada T es una v.a. con valores en [0, 0] tal que
YVt > 0, entonces {T <t} € F;.
A la o-dlgebra
{Ae F: An{T <t} € F,vt >0} (4.6)

se le denomina o-dlgebra parada con respecto a T'.
Teorema 4.1.0.12 (Teorema de parada de la Martingala). Sea M una F-martingala

(submartingala, supermartingala) y T un tiempo de parada en F. Supéngase que F' es

continua a la derecha. Entonces también el proceso estocdstico parado (Mrpay it > 0) es

2Se dice que M es martingala (submartingala, supermartingala) si es una martingala (submartingala,

supermartingala) con respecto a la filtracién natural.
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una F-martingala (submartingala, supermartingala), donde T At indica el minimo entre
tyT.
Ademds, para todo t > 0, E [M|F] = (<, >)Mrae.

Una consecuencia importante del teorema anterior es la siguiente:

E[M|F] = (<, 2)E [Mo]

En diferentes aplicaciones puede representarse T'At por T'. Este resultado no es cierto
en general, se necesitan condiciones extra de integrabilidad uniforme.

El siguiente teorema es crucial en teoria de martingalas:

Teorema 4.1.0.13 (Teorema de la convergencia de la martingala) Sea M una F- su-

permantingala tal que
sup E[M; ] < o0
>0

Si F' es continua a la derecha, entonces
My = lim M;
t—o0

existe c.s. en P, ademds E[My] < 00

La consecuencia inmediata es que todas las martingalas positivas (o quizas negativas)

convergen casi seguramente.
Son importantes las siguientes martingalas relacionadas con el movimiento brow-

niano y el proceso de Poisson homogéneo para la informacién sobre las probabilidades

de ruina.
Proposiciéon 4.1.0.1 Se tienen los siguientes resultados:

1. Sea N un proceso homogéneo de Poisson con intensidad A > 0, entonces

(Nt — )\t)t

es una martingala.
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2. Considérese el modelo de Cramér-Lundberg y sea

para aquellos valores de r para los que la esperanza exista. Entonces:

(M (), = (exp {=rX(t) = 0(r)t}),

es una martingala.

Esta proposicién, junto con el teorema de parada, es importante para la informacién

sobre las probabilidades de ruina que veremos mas adelante.
Proposicién 4.1.0.2 Sea W = (W,); un movimiento browniano estindar, entonces,
1. W y W2 —t son martingalas.

2. para cualquier p € R y o > 0, sea W, 4(t) = pt + oW 3. Para cada B € R, el

stguiente proceso:

(exo{8Wot0 - o4 T2} )

es una martingala asoctado al movimiento browniano, llamada “Martingala Expo-

nencial 7 o “Martingala de Wald”

La funciéon

es estrictamente convexa y cumple 6(0) = 0, §(0) = A — ¢ < 0 por lo que puede existir
un cierto valor R € R donde la funcion 6 corte al eje de abcisas pasando de ser negativa

a positiva.

3(W,.0(t)) es denominado movimiento browniano con desplazamiento y y varianza o>
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Definicion 4.1.0.13 Sea F' la funcion de distribucion de la cantidad de la reclamacion.
Supongamos que existe R € R tal que O(R) = 0. Entonces se dice que R es el coeficiente

de ajuste o coeficiente de Lundberg del proceso de riesgo (4.1).

Ejemplos tipicos de existencia de ese coeficiente de Lundberg son las distribuciones
exponencial y Gamma, en cambio no existe para distribuciones de Pareto o lognormales.

Supongamos que ese valor R existe, entonces Mp(t) = exp{—R(X(t)),} es una
martingala.

Como el tiempo hasta la ruina 7' es un tiempo de parada para el proceso (X(t)),

podemos aplicar el Teorema 4.1.0.12 y de aqui para t > O:

Elexp{—=RX(r At)}] = E[exp {—RX(0)}] = e #X(©)

El lado izquierdo puede acotarse inferiormente por

Elexp{—-RX(rAt)},r <t]=E[exp{—RX(T)}]

donde E [W; A] = [, WdP.
Usando el teorema de la convergencia mondtona, t — oo y X (r) < 0 se obtiene

e BX0) > Elexp {~RX(T)}] > P[T < ]

De aqui la denominada desigualdad de Cramér-Lundberg para la probabilidad de

ruina en horizonte infinito:

P(u) < e

con u = X(0).
Usando el teorema de renovaciéon de Blackwell, en la version del teorema de reno-

vacion clave de Smith, se obtiene el siguiente resultado.
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Teorema 4.1.0.14 Supongamos que R existe y que

/ el F(z)dzr < oo
0

entonces:

c— Al
lim w(u)eRu = —F
U—00 /\mg/(R) —c

Por tanto, el resultado limite prueba que la desigualdad de Lundberg es asintética-
mente ajustada.

A la aproximacién asintética de v(u)ef™ se le denomina aproximacién de Cramér-
Lundberg.

Existen numerosas aproximaciones de la probabilidad de ruina, como la de Beekman-
Bowers (1969), en la que se usa una distribucién Gamma para aproximar la distribucién
de la cantidad de las reclamaciones, o la de De Vylder (1996), que aproxima todo el
proceso X por otro mas simple de forma que la aproximacién de la probabilidad de
ruina es la probabilidad de ruina en el caso exponencial. Un enfoque relativamente
reciente de calculo de aproximaciones a la probabilidad de ruina es el presentado por
Goovaerts (1990), donde se establecen cotas mediante el Ordenamiento de Riesgos. Otro
tipo de aproximaciones surge del uso de técnicas no paramétricas como el remuestreo
(véase Frees (1986)) o la técnica de Monte Carlo (véase Beard, Pentikédinen y Pesonen
(1984)).

Modelos de riesgo como los mencionados han sido estudiados por Reinhard (1984)
y Asmussen (1989). Reinhard (1984) considera una clase de modelos de riesgo en la
cual la frecuencia de las reclamaciones y los montantes a pagar estdn influidos por un
proceso externo (o proceso “ambiente”) markoviano, Reinhard y Snoussi (2001, 2002)
han analizado la gravedad de la ruina y la distribucion del exceso previo a la ruina en
un modelo de riesgo semi-markoviano discreto.

En lo que sigue se ordenaran tiempos hasta la ruina sin tener una expresién explicita
para la probabilidad de ruina y sin usar aproximaciones de la misma, tal y como se venia

haciendo clasicamente.
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4.2. Dominancia estocastica de tiempos de ruina

en procesos de riesgo semi-Markov modulados

Consideremos la siguiente generalizacién del modelo clésico:
t Nt
X(t) = X(0) + / cisds — > Yy (4.7)
0 n=1
donde ¢; > 0 para todo j, y X(0) > 0.

Siendo X (0) una variable aleatoria que representa el capital inicial; J(s) un proceso
semi-markoviano; ¢; la prima de seguro cuando el proceso J(s) se encuentra en el estado
j; Y, el montante de la n-ésima reclamacién y IN; un proceso de contaje asociado al
proceso semi-markoviano J que representa el niimero de reclamaciones acontecidas hasta

el instante t.

Sea (Sy, K,) una secuencia markovina asociada al proceso J, donde

Sp=mf{t>0: N, >n},neN

representa una secuencia de ocurrencia de eventos y

K, =J(S,),neN

es una cadena de Markov en tiempo discreto e irreducible con espacio de estados I, un
subconjunto numerable de R, matriz de transicion P = (P;j); jer ¥y que representa el

estado visitado en la n-ésima transicién, donde

Jy = Kn,Sn <t< Sn+1

Sea H,, el tiempo entre la (n — 1)-ésima y la n-ésima reclamacion:

Hn = Sn - Snfl,’I’L > 1 (48)
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De esta forma, el modelo puede ser escrito como:

Nt—l Nt
X(t)=X(0)+ Y ex, Hu1 + ey, (t= Sn) = Y _Ya (4.9)
n=0 n=1

donde ¢; >0, Vjel.

La estructura de dependencia semi-markoviana en consideracién es del siguiente tipo:

P [Hn+1 < $7Yn+1 < y>Kn+1 = ]|Kn = ia (HTWY;HKT)’O <r< TL] =

=P[H <z,Y1 <y, K| =jlKy =1 = Qij(z,y) (4.10)

La secuencia @ = (Qsj)i jer es el nicleo de este proceso.
En este apartado se estableceran condiciones suficientes para la dominancia estocasti-

ca de primer orden entre tiempo de ruina de dos procesos como los descritos en (4.7).

4.2.1. Procesos estocasticos supuesto que la cantidad de la indem-

nizacién depende del ambiente

Consideremos la siguiente estructura del nticleo del proceso de riesgo:

Qij(2,y) = pijFij(v)Gij(y) (4.11)
donde
= pij = Qij(00,00) = P[Kyq1 = j|Kn =i,n € Ny,1,j €1
» Fj; es la funcién de distribucién de Hy,|(Ky—1 =4, K, =j),n € Ny, i,j €
» Gj; es la funcién de distribucién de Y, |(K,, = i, Kyp1 = j),n € Ny i, j € I

Esto implica que (Y1,Y3,...) y (Hi, Ha, ...) son condicionalmente independientes dado

(Ko, K1, ...), es decir, condicionalmente independientes dada la evolucién del proceso J.
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La parametrizacién de este proceso es (¢, P, F, G), donde ¢ = (¢;)ier, P = (pij)ijer,

F = (Fij)ijer y G = (Gij)ijer-

Teorema 4.2.1.1 Sean X

(XD ))is0 y XP = (XO(t))y>0 procesos estocdsti-
cos con parametrizaciones (c(l), JZONAON G(l)) Y (0(2), PR F@) G(Z)) respectivamente,
como los descritos en (4.7) y (4.11).

Sean JV(0) < J2(0) y XM (0) < X@(0).

Dendtese por

T = inf {t >0: XO() < 0} | (X(l) (0) = b, K = a) .

Si
< vi<k (4.12)
PO <4 P (4.13)
F) <uF}, Yi<kj<I (4.14)
GY < G, Vi<kj<l (4.15)

entonces Tz(ul) <st T](UQ) Vi<ju<vt

Demostracién. Sean X y X como en el enunciado. Debemos probar que

70 < 7@

N Ju

para todo i < j,u < v.

Se designa por (S,(Ll), KT(LI)> a la sucesién markoviana de renovacién asociada a J,

1=1,2.

4Sean I y J dos conjuntos contables ordenados y A = (aij)ier,jes y B = (bij)ier,jes dos matrices
finitas medibles con indices en I x J. Entonces A es menor que B en el sentido de Kalmykov, (A <k B)

siysolosiy <. Gim <D, <, bim Vi <J.
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Se define:

T.*(l) = inf {Sg) : X(l) < O} |(Xél()l) = U’K(()l) = i)v [ = 172‘ (4'16)

iu s = (
Obsérvese que el hecho de que X, | = 1,2, sea una secuencia no decreciente en
[Sg), Sg}ﬂ) , indica que:
7® — 70 (4.17)

m mu

por lo tanto es suficiente probar que Tl.*(l) <st T;‘(z) Vu <wv,i <j.

u v

Sea
(50 52)

un emparejamiento de

2

XXQ =u y xDXE =0

D
en el espacio producto de probabilidad

A:Al XA2 = (Q,f,P) = (Ql X Qg,f1 XfQ,P1 X Pz)

tal que

XM (w) < XP () ,Vw e Q

Sp(w) < Sa(w), Yw € ©

siendo gfll), copia del proceso ST(LZ), l=1,2.

Para su construccién se usaran las siguientes secuencias independientes de variables
aleatorias uniformes e independientes en el intervalo (0,1): (Un),en, en A1, (Va),en, ¥

(Wn)n€N+
Sean f}él)(wl) =1y fN{(()Q) (w1) = J.

en AQ.
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En detalle, para l =1, 2:

-1
KD (w)) = [P}Qm ] (Un(w1))), n€Np,wi e (4.18)

n—17"

-1
(1?21)1@1)71?7(})@1))} (VH(W2))) e NJHM - (wl’wz) e (4'19)

Wn(w2))), neNw=(w,ws) €N (4.20)

Sean )A(:él) =1y Xéz) =vy:

3

n—1

oy (1 l 77(1

XPw) =X+ 3 cg(l)anLI(w) ~ S YO, (4.21)
m=0 "

neN =12 w=(w,w2) € Q, el proceso de Markov subyacente correspondiente a

(XSRZ))nEO, l= ]-a 2.

Usando (4.13), (4.14) y (4.15) se tiene respectivamente, por construccién:

KM (@) < KP(w1) VYur € QneN (422)
AN W) < APW) Vo= (wiw) € 2neN (1.23)

y
?n(l)(w) > }7,52) (W) Yw=(wi,w2) € QneN (4.24)

Por otra parte, de (4.12), (4.23) y (4.24) se tiene que:

YD) =Y VPWw), Yw=(w,w)€EQneN (4.25)

m=1 m=1
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SHw) =Y HPw) <Y HP (W) =58P (), Yw=(w,w)€QneN (4.26)

m=1 m=1
n—1
Z C%u m+1 w) < Z cgszgil(w), Vw = (w1,w2) € Q,n €N (4.27)
m=0

lo que conduce a:

XD (w) < XP(w) VY= (w1,wn) €QneN (4.28)

Si se denota por:

70 = fnf {§§j) X0 < 0} (Xo=u, KV =4), 1=1,2 (4.29)

se tiene
TV < TP W), Vi<ju<vwe (4.30)
como se queria demostrar. [

En el caso particular en que el ambiente J fuera markoviano, en particular una
CTMC la parametrizacion del proceso (4.7) serfa (¢, P,q,G), donde P = (psj)ijer, ¢
es el vector de tasas de transicion desde los estados de J y G = (Gjyj)ijer- En este
caso, el teorema anterior tiene una aplicaciéon inmediata, es suficiente con hacer notar
que la condicién Fl-(jl) <gt Flg), Vi < k,j <[ se traduce en una condicién sobre los

(2)

vectores de tasas de transiciéon desde los estados ¢, < q-(l) Vi < k, es decir, la funcién

de distribucién de Hg)| ( 7(1[)1 =1, K() ) ,I = 1,2, que se ha denotado por F( ),
I =1, 2 tiene en este caso la siguiente expresion: Fi(j)( ) = qz(l)e az paral=1,25
De esta manera, se consideraran dos procesos X y X ) como los descritos en

(4.7) con parametrizaciones (c(1), P(D ¢ Gy y (@) PR) ¢2) G?)) respectivamente

®Distribucién exponencial de intensidad qgl) y la distribucién decrece estocdsticamente en el sentido

usual con el valor de la intensidad
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y entonces, el resultado que se tiene para este caso particular, se enuncia en el siguiente

corolario.

Corolario 4.2.1.1 Sean XV = (Xt(l))tzo y X2 = (Xt(Q))tZO procesos estocdsticos con
parametrizaciones (¢, PM) ¢ GO 4 (@) P2 ¢ GR)) respectivamente como los
descritos en (4.7), con ambientes JO Y J® siendo éstos CTMC's con espacio de estados
I, matrices de probabilidad de transicién subyacentes P y P2) y vectores de tasas de
transicion desde los estados ¢V y ¢\?), respectivamente.

Sean JV(0) < J2(0), y XM (0) < X3(0).

Se denota por

Ty =inf {t > 0: X(1) <0} (XD(0) =, K’ =a).

Entonces si

< vi<k (4.31)
PW <p PO (4.32)

o) <qV vi<k (4.33)

GY < G, Vi<kj<l (4.34)

se tiene que Ti(l) <y Tﬁ) Vi <j,u<w.

U

Demostraciéon. Es consecuencia directa del Teorema 4.2.1.1. [
Para el caso particular en que ambos procesos tuvieran la misma matriz de transicién
P se pueden relajar las condiciones del Teorema 4.2.1.1 e imponer condiciones que sélo

involucren a un par de estados (z,7) tales que P;; > 0, de la manera siguiente.
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Corolario 4.2.1.2 Sean X = (Xt(l))tzo y X2 = (Xt(2))t20 procesos estocdsticos
con parametrizaciones (c(l), P, FO), G(l)) Yy (0(2), P, F®), G(2)) respectivamente, como l0s
descritos en (4.7) y (4.11). Si

W< vy (4.35)

y para cada par (i,7) tal que P;j >0

FY) <4 FY (4.36)
¢ <, all (4.37)

entonces

T <a TP vu<w.

Demostracion. El resultado se deriva de la construccién usada en la demostracion
de Teorema 4.2.1.1 teniendo en cuenta que en este caso se tiene que K (w1) = K (w1),
Vn € Nyw; € Q. Este hecho nos permite concluir (4.23) y (4.24) usando (4.36) y (4.37)

en vez de (4.14) y (4.15). El resto de la demostracién es anéloga. [

Una aplicacién sencilla

En esta seccién se analiza el caso en que el proceso de contaje Ny se identifica con
el proceso semi-markoviano J cuyo espacio de estados es {0,1,2...} y cuya matriz de
probabilidades de transicion P es una matriz deterministica, en la cual la probabilidad
de ir de un estado n al estado n 4+ 1 es 1.

l (s
Sea (57(1))”20 un proceso estocastico con

0= S(()l) < 59 <.

tal que
HY) =P —s, neNy, 1=12

n n
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son variables aleatorias independientes con funcién de distribucién

FW 1=1,2
y sea

N =sup{n=0:50 <t} t>01=12

el proceso de contaje.

Sea (Yj(l)), 7 € N,I = 1,2 una sucesiéon de variables aleatorias independientes con
distribucién (Gg-l)),j € Ny,l=1,2. Sean H,gl), Gg) independientes Vn € N;.
Consideremos el proceso (X (t))s>q con parametrizacién (¢, FO G0) conl = 1,2

definido como sigue:

N
l
X0ty =x00) + Dt~ S vV (4.38)
j=1
con ¢ >0, X1(0) >0, y se define
T = fuf {t >0: xO() < 0} 1XO(0) = u (4.39)

Teorema 4.2.1.2 Sean XM = (XM (1))50 y X?) = (XO)(1));>0 procesos estocdsticos
con parametrizaciones (D, FD GWY y (@, FO) G?) como los descritos en (4.38),
con XM (0) < X@(0). Si

) <2 (4.40)

FM <, F? . vneN, (4.41)

G2 <, GV vneN, (4.42)
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entonces

TW <, T?, vu<w.

Demostracién. Sean X y X(2) como los descritos en el enunciado. Se debe probar
que Tél) <t Tu(2) para todo u < v.

Definase:

T — fnf{57(11> :ngl) < 0} |Xél()1) =u, 1=1,2. (4.43)
n 0

Obsérvese que el hecho de que X, [ = 1,2, sea una secuencia no decreciente en

[Sg ), SSL) , proporciona que:

7O = 70 (4.44)

por lo tanto, es suficiente probar que T{I(I) <t T{f(2) Yu < w.

Para ello, se construyen emparejamientos

de

(s8.57) v (X X o)

dado (Xél()l),Xéz(;)) = (u,v) tales que

SW(w) <SP (W), VweQ, neN

Para realizar esto, se usan secuencias independientes (Un) e, ¥ (Va)pen, de v.as.iid,
de acuerdo a una ley de probabilidad U(0,1) definidas en el espacio comin de proba-

bilidad (9, F, P).
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Sean paraw € Qy [ =1,2:

1

AP @) = [FN] " (Uaw)), neny (4.45)
70w = [69]” aw)). neN, (1.46)

Sea paraw € Qyl=1,2:

XOw) = XP @) + @S BOw) - S V0w), neN (4.47)

con )Z'él)(w) =uy )?82) (w) = v, el proceso de Markov subyacente de (Xt(l))tzo, empare-

jamiento de x® = 1,2.
sy

Usando (4.41) y (4.42) se tiene por construcciéon que:

HY(w) < H)(w), YweQneN (4.48)

YD(w) > YP(w), VweneN (4.49)

Por otra parte, de (4.48) y (4.49) se tiene que:

SPw) =Y HPw) <Y HY W) =5P W), YweQneN (4.50)
m=1 m=1
VO =Y VP, YweneN (451)
m=1 m=1

XP(w) < XP(w) YweQneN (4.52)
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Si se denota por:

T;0 =it {S: XD <0}, 1=1,2 (4.53)

siendo Tvqj(l) y f{f(z) un emparejamiento de (T[f(l), T{f(z)) se tiene, en virtud de (4.50) y
(4.52) que
T V(W) < TP (W), VYweQ (4.54)

como se pretendia. n

4.2.2. Procesos estocasticos supuesto que la cantidad de la indem-

nizacién depende del ambiente y del tiempo entre reclamaciones

Sea la siguiente estructura para el ntcleo del proceso:
Qij(dx, dy) = pij Fij(dz)Gija(dy) (4.55)

donde

= pij = Qij(00,00) = P[Kpt1 = jlK, =i],n € Ny,i,j el
» Fj; es la funcién de distribucién de Hy, |(Ky,—1, Kp) = (4,j), n € Ny, i,j € I

» Gijz es la funcién de distribucién de Y, |(Kyp—1, Ky, Hp) = (i,j,2), n € Ny, 4, j

el,zeR.

Esto implica que los pares (H1, Y1), (Ho,Y2), (Hs,Y3).... son condicionalmente inde-
pendientes dados (Kj, K7, ...) es decir, condicionalmente independientes dada la evolu-
cién del proceso J.

La parametrizacién de este proceso es (c, P, F,G), donde ¢ = (¢;)ier, P = (pij)ijer,

F = (Fyj)ijer y G = (Gija)ijelzcr, -
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Teorema 4.2.2.1 Sean XM = (XM (1))>0 y X@ = (XO)(t))s>0 procesos estocdsticos
con parametrizaciones (c(l), JLON 2O G(l)) Y (0(2), PR F@) G(Q)), respectivamente, co-
mo las descritas en (4.7) y (4.55).

Dendtese por

T —inf {t > 0: X(t) < 0}| (X(l) 0)=b,K = a) .

Sean JV(0) < J@(0) y XM (0) < X3(0).

Si
< i<k (4.56)
PO <4 p) (4.57)
FP <uFY, Yi<kj<I (4.58)
Gy <aG), Vi<kj<laz<y (4.59)
entonces

TV <a TV Yi<ju<w.

Demostracién. Sean X y X2 procesos como los descritos en el enunciado. Se
debe probar que Tl(ul) <t Tﬁ) para todo i < j,u < wv.
Se define:

T =it {0 X <0p (XY = K =0), 1=1.2 (4.60)

Obsérvese que del hecho de que X, = 1,2, sea una secuencia no decreciente en

{S,(ll) , 57(3-1) , proporciona que:

7® — 7*® (4.61)

M M
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de este modo, es suficiente probar que T;;(l) <ot 1;‘;(2) Vu <wv,i < j.

Para ello, se construyen emparejamientos

(052) v (¥52)
de

(s8.57) v (X X o)

dado <X§(1),X§(l)> = (u,v), en un espacio de probabilidad comin
0 0

A:A1 XAQXAgZ(Q,f,P):(Ql XQQ XQg,fl XFQ ng,Pl ><P2 ng)

tal que §,(11)(w) < S';(lg)(w) y )zg(l)(w) < )?5(2) (W), Yw = (w1, ws,ws) € .

113

Para este fin se usan secuencias independientes (Up),en, en A1, (Vi) ey, en A2y

(Wn)yen, en Az, de v.as.iid. segin una U(0,1).
En detalle, IN(él) (w) =1y IN((?)(wl) =J.
Paral=1,2:
KW(wy) = [p;{gll (Un(w1))), neNp,w € (4.62)
0 -
~ o
H}l)(wl,UJQ) = [F(I?ﬁl)l(wl),f(él)(wl))] (Vn(w'Q))) , neNL w; € Q;,i=1,2 (4.63)

= B
YTE )(wl, LUQ,W3) = [G(I?Sll(wl),l?,ﬁ”(m)ﬂff)(wl,wz) (Wn(W3))) s

neNw €,i=123.

(4.64)
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Sean )N((()l) = u, )252) = v y definase:

X0 (w1, ws,w3) = X§) + ZC~(,> Hpypyr (w1,w2) — Y Y, (w1, wa,ws), (4.65)

m=0 m=1

neN [=1,2 w; € Q;,i=1,2,3 como el proceso de Markov subyacente de (ngl>)n20,
[=1,2.

Usando (4.57), (4.58) y (4.59) se tiene respectivamente, por construccion:

KN (w1) < K@ (i), Vor € Q,neN (4.66)
HM (w1, w) < HP (w1, ws), Yw; € Qi=1,2,n €N (4.67)

y
YD (w1, wa,ws) > VP (wy,wo,ws) Vw; € Qi =1,2,3,neN (4.68)

Por otro lado, de (4.56), (4.67) y (4.68) se tiene que:

S (wi,ws) = Z Nwiwe) € Y HP (wr,wp) = SP(wi,wa), Vwi € Qi=1,2,neN
m=1

m=1
(4.69)
Z }77&1)(0)1,0)2,64}3) > Z }77&2)(601,(.02,103) Vw; € Q;,1=1,2,3,n €N (470)
m=1 m=1

Z Nm AN (w1, w0) Z ~(2) H?) (w1,w0) Vo€ Qi=1,2neN  (4.71)

m=0 m=0

lo que conduce a:

§7(L1)(W1,UJ2) < 57(12) (wl,WQ), Vw; € Q,1=1,2,n €N (4.72)
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XT(Ll)(wl,wQ,wg) < X,(f)(wl,wg,wg), Vwi S Qi,i = 1,2,3,n eN

Si se denota por:

0 = fnf{§,<f> LX) < 0}, [=1,2

se tiene, en virtud de (4.72) y (4.73),

T (w1, ws, ws) < T"Pwy, wp,ws), w € Y,l=1,2,3

lo que proporciona
T30 = 7O <, 7O =, 32

se concluye asi que 1}2(1) < T;v@), Vi < j,u < v como se queria demostrar.

115

(4.73)

(4.74)

(4.75)

(4.76)
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4.2.3. Comparacion de probabilidades de ruina

Se presenta un algoritmo que permite simular dos secuencias de variables aleatorias

como las descritas en (4.7), bajo las condiciones del Teorema 4.2.1.1.

Input: Secuencias independientes de v.as. independientes
U(0,1): (Un)neny, (Vi)nen,s (Wn)nen, . Valores My 2@ M)
vy f(2) con ./E(l) S 3’;(2), f(l) S f(2)

X = 4

)?82) =z®3

KgY = f0

K = f®

forn=0,...,N do
for i =1,2do

~ I -1
K = [PO | W)

-1
~(1 l
H’r(LJ)rl = {F((Igff),f(”il)] (Vi)

-1
vy = [G“l _ } W,
n+1 (KD K(l)l) ( n+1)

n B4

(1 (1 n— l 1 n (1
X = X+ S e By = Yo Yt
end for

end for

Output: Dos secuencias X y X® tales que

T\ <a T ¥i<ju<wv

Figura 4.1: Algoritmo de simulacion de secuencias de variables aleatorias como las

definidas en (4.7), bajo las condiciones del Teorema 4.2.1.1.

El siguiente consiste en mostrar un algoritmo que permita estimar la diferencia de

las probabilidades de ruina durante un tiempo dado T', de dos procesos que satisfacen las
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condiciones del Teorema 4.2.1.1, es decir, se quiere estimar: )™ (u, T') — ¢ (u, T). Por
simplicidad, se denotard por p¥) la probabilidad de ruina del proceso [ en el intervalo
de tiempo bajo consideracién, por lo tanto: p) = ¢ (u, T, para | = 1, 2.

Para este propésito se simulan M replicas de cada proceso. Sea Xﬁl), paral=1,2y
r=1,...,M, la réplica r del proceso [. Sea

T — tuf {t >0: xO() < 0}

T

el tiempo para la ruina de la réplica r del proceso [, y Rg) =1 { una variable que

)

<}
indica si el proceso X" alcanza la ruina en el intervalo [0, T7.
El estimador de p®, [ = 1,2, que se denota por P!, es la proporcién de réplicas en

las que ha acontecido la ruina, es decir:

!
p) — M, RY
M

y el estimador para la diferencia de esas probabilidades es:

p=p _ p@®

El método usado en la demostracién del Teorema 4.2.1.1 se basa en simulaciones
dependientes de las variables lo que proporcionara una menor varianza para el estimador

P:
P-(1-P)
M

Var(P) =

en relacion a una simulacién independiente de las mismas.
Para el algoritmo se necesita una variable de control Lgl) que tendra valor 1 cuando
se deba continuar con la simulacién y 0 e.o.c., [ denota el procesol =1,2yr=1,...., M

el niimero de la réplica.
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Figura 4.2: Algoritmo para estimar la diferencia de las probabilidades de ruina durante

un tiempo dado T, de procesos que satisfacen las condiciones del Teorema 4.2.1.1.

Capitulo 4. Aplicaciones de los procesos estocasticos en Seguros

Input: Secuencias independientes de v.as.ii.d. U(0,1): (Upn)nen, s (Vin)nen,

forr=1,..., M do

f{r(lo) = f), [}(23 e

IW=1,1% =110, =0,n,=0

while méx {19%19} —1do
for i =1,2 do

if I = 1 then

1
~( !
Kﬁﬂ)wl = [PI(?? } (Urni+1)
nl7‘

T

—1
7 () _ | p®
Hrines = {F <k£%zl,,f<5%;l+l>] Vem1)

-1
(1 l
YT(JLH = [G()m J720) )} (Wr,m+1)

(K"'~"L rrmp+1

o o 7l
S er = S+ HY,

0] 0] (OO ()
Xr,nl+1 = Xr,n;, + CINQQZH Hr,nﬁ»l - Yr,nl+1
end if
if S, < T and X}, <0 then R =1 end if
if S > T or RY =1 then I = 0 end if
end for
end while
end for
for {=1,2 do
p) = Zio R
end for
p=pl _ p@®
Vd _ P*(J]\_/;P)
Output: El estimador P de la diferencia de la probabilidades de ruina de los

dos procesos bajo consideracién y su varianza aproximada Vg
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Para [ = 1,2, P representa la proporcién de réplicas en las que ocurrié la ruina en
el proceso X () hasta el instante 7. El ntimero de réplicas del proceso XU conl = 1,2 en
las que acontece la ruina hasta el instante 7', tiene una distribucién Binomial, es decir,
M - PW es Bi(M,p"). Por otro lado, RY — R? tiene una distribucién Be(pM) — p®)
y por tanto, M - P es Bi(M, P)

Como se comentd anteriormente, el método usado en el Teorema 4.2.1.1 conduce a
un estimador de menor varianza con respecto al que se obtendria si las simulaciones

realizadas para estimar P(!) y P®@ fueran independientes. Efectivamente, sean

(" —p®H(a - @ - p?))

Vi= i

las varianzas del estimador en el caso de simulaciones dependientes e independientes,

respectivamente y sea

En la siguiente tabla se muestra un ejemplo numérico de la reduccién que se obtiene

al aplicar el método de simulacién dependiente. En cada entrada de la tabla se muestran

los siguientes tres valores: /M - Vy, /M - V; y E en porcentaje:
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0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

0.000 | 0.300 | 0.400 | 0.458 | 0.490 | 0.500 | 0.490 | 0.458 | 0.400
0.1 0.424 | 0.500 | 0.5477 | 0.5745 | 0.5831 | 0.5745 | 0.5477 | 0.500 | 0.4243
100% | 40.0% | 27.0% | 20.2% | 16.0% | 13.0% | 10.6% | 83% | 5.7%

-| 0.000 | 0.300 | 0.400 | 0.458 | 0.490 | 0.500 | 0.490 | 0.458
0.2 -1 0.566 | 0.608 | 0.632 | 0.640 | 0.632 | 0.608 | 0.566 | 0.500
-1 100% | 50.7% | 36.7% | 284% | 22.5% | 17.8% | 13.4% | 83%

- -| 0.000 | 0.300 | 0.400 | 0.458 | 0.490 | 0.500 | 0.490
0.3 - -| 0.648 | 0.671 | 0.678 | 0.671 | 0.648 | 0.6083 | 0.548
- -1 100% | 55.3% | 41.0% | 31.7% | 24.4% | 17.8% | 10.6 %

- - -| 0.000 | 0.300 | 0.400 | 0.458 | 0.490 | 0.500
0.4 - - -1 0693 | 0.700 | 0.693 | 0.671 | 0.632 | 0.575
- - -1 100% | 57.1% | 42.3% | 31.7% | 22.5% | 13.0%

- - - - | 0.000 { 0.300 | 0.400 | 0.458 | 0.490
0.5 - - - -| 0.707 | 0.700 | 0.678 | 0.640 | 0.583
- - - - 100% | 57.1% | 41.0% | 28.4% | 16.0%

- - - - - | 0.000 | 0.300 | 0.400 | 0.458
0.6 - - - - -1 0693 | 0.671| 0.632| 0.574
- - - - -1 100% | 55.3% | 36.7% | 20.2%

- - - - - -| 0.000 | 0.300 | 0.400

0.7 - - - - - -] 0.648 | 0.608 | 0.548
- - - - - -] 100% | 50.7% | 27.0%
- - . - - - - | 0.000 | 0.300
0.8 - - - - - - -1 0.566 | 0.500
- - - - - - - | 100% | 40.0%
- - - - - - - - | 0.000
0.9 - - - - - - - -1 0424
- - - - - - - - | 100%

Figura 4.3: Reduccion que se obtiene al aplicar el método de simulacion dependiente.
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Como se comprueba, los valores de 1/V; son mayores que los correspondientes v/Vy
obtenidos con simulacién dependiente realizada segtin la demostracién del Teorema 4.2.1.1.
El caso concreto en el que p!) = p) proporciona una gran reduccién, ya que se obtiene
con el método expuesto un valor V; = 0, mientras que los valores en el caso independiente
son estrictamente positivos.

Con este método se pueden construir intervalos de confianza de menor amplitud de

la forma:

m_a):(pi@(l_a/z). P(}V[P))

4.3. Ordenacién estocastica para el modelo financiero de

Cox y Rubinstein

En esta seccién se analiza la ordenacién estocastica en excedencia de nivel (x — lc)
aplicada a procesos de Cox y Rubinstein. Se describe el modelo y se establecen las
condiciones suficientes para que exista dominancia estocastica en excedencia de nivel

entre procesos que siguen el patrén anterior.

4.3.1. Introduccién y descripcion del modelo

Se observa el valor de una opcién de mercado en n instantes de tiempo, de forma
que al comienzo del primer periodo la opcidon posee un valor inicial Sy y al final del
mismo, sélo puede tomar dos posibles valores: aSy y dSp con probabilidades p y 1 —p
respectivamente, siendo 0 < d < 1 < a 'y p € [0,1]. La opcién tiene el mismo tipo de

evolucién en cada periodo, siendo ésta independiente del pasado.

Sean &;, i € Ny v.as.independientes tales que:

¢ 1, con probabilidad p
0, con probabilidad 1—7p

y sea X, = Y, & con distribucién Bi(n, p).
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El valor de la opcién al final del periodo n es

Y, = aXrd" XS, (4.77)

PlYa = ald5y] <J) (1 p) (4.78)

con j =0,1,...,n.

4.3.2. Ordenacion en excedencia de nivel. Conceptos fundamentales

La ordenacién estocdstica en excedencia de nivel propuesta por Irle y Gani, es ade-
cuada para tratar situaciones en la que se estd interesado en comparar los tiempos

aleatorios en que los procesos estocasticos tardan en exceder un cierto nivel.

Definicion 4.3.2.1 Se dice que un proceso estocdstico X es menor que el proceso Y
en el sentido de excedencia de nivel si, estocdsticamente, X tarda mds tiempo que Y en

exceder cualquier nivel.

Para establecer una definicién matematica del concepto anterior, se necesitan previa-
mente algunas definiciones.

Sean (Xy); e (Y1) procesos estocdsticos con parametro temporal ¢ que puede variar en
un conjunto discreto o continuo. Se supone que ambos procesos tienen el mismo espacio
de estados I y que parten del mismo estado inicial. En el caso continuo se exigird que
las trayectorias de los mismos sean continuas por la derecha. Entonces, para un estado

inicial comtin i y [ € I:

Syy=mf{t>0:X,>1} Ty =mf{t>0:Y>1}

con inf ) = oo, y parai > 1, S;; =T;; =0.

La definicion que sigue se debe a Irle:

Definicién 4.3.2.2 Se dice que el proceso (X¢)r se encuentra en un nivel de paso in-
ferior a (Yy): y se denota (Xy)y <ic (Yi)¢, si para el estado inicial comin i se tiene que

Sii >rsp Ty
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La ordenacién en excedencia de nivel (level-crossing) se basa en la ordenacién de los
tiempos de primer paso en el sentido estocastico usual. Esta definicién, extendida por
Pacheco y Ferreira en 2005, permite la ordenacién en excedencia de nivel en el sentido *,
donde el orden asociado <, es un orden estocéastico entre v.as. y se exige la ordenacién
entre los tiempos de primer paso (o de llegada a ciertas barreras) en el sentido estocéstico

<se

Definicion 4.3.2.3 Se dice que un orden estocdstico <, es integral si, dadas dos v.as.
XeY,
X <Y & E[g(X)] < E[g(Y)], VgeG.

siempre que las esperanzas existan y siendo G, un conjunto de funciones reales.

Mads concretamente, los érdenes estocasticos integrales <, son tales que G contiene
s6lo funciones crecientes en R, y ademads cerradas bajo la operaciéon de convolucién,
es decir, érdenes estocdsticos integrales para v.a. positivas con funciones crecientes y
cerradas bajo convoluciones, u érdenes IPICC (integral stochastic orders for positive
random variables with increasing functions closed for convolution).

Obsérvese que los érdenes IPICC incluyen, en particular, el orden FSD, SSD, el
orden segun transformada de Laplace Lt, el exponencial exp, el de los momentos M, el del
valor esperado E'V y el de la funcién generatriz de momentos M G. En estos casos, Grsp
es el conjunto de funciones reales crecientes, Gggp es el conjunto de funciones convexas
crecientes, Gt = {gs, s > 0: gs(x) = =™}, Gegp = {gs,5 > 0: gs(x) = —€**}, Gy es
el conjunto de funciones potenciales enteras, Ggy es un conjunto que sélo contiene la
funcién identidad y Gyg = {95,0 < s < 1: gs(z) = s*}.

Sea I' cualquiera de los siguientes conjuntos N, N, o R,. Dado un espacio de estados
I de nimeros reales, A C R, e y € I, se denotard por I = I —supl, I* = I N A,
I=v .= [(=ooul y 12y .= [11:=) Ademds, si W = (W,)er es un proceso estocéstico
con espacio de estados I, se denotaran por RZV y SZV los tiempos de primer paso (o de
llegada) al conjunto de los valores menores o iguales que y o mayores o iguales que y, es
decir,

RZV:inf{tEF:thy} y S;V:inf{tEF:WtZy}
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donde inf () = co. Se denota por Sm al tiempo de llegada al conjunto de valores mayores

o iguales que y partiendo del estado x.

Definicién 4.3.2.4 Sean X = (Xy)ter e Y = (Y})ter procesos estocdsticos con espacio
ordenado de estados comin I y sea <, un orden estocdstico de v.as. Se dice que X es
menor que Y segun la ordenacion en excedencia de mivel en el sentido * y se denota

X <4 Y, si, para cualquier estado inicial comin x, Sgy <, SX  para todos x,y € I.

$7y’

Con una notacién similar a lo anterior, si W = (W})cr es un proceso estocdastico
con espacio de estados ordenado I, se denota por W=Y y W2¥ y € I, a la restriccién
del proceso W al conjunto de estados I=Y e IZY respectivamente, de tal manera que el
estado y se convierte en absorbente y todos los estados de W mayores o iguales que y

o0, respectivamente, menores o iguales que y, colapsan en y. Esto es,

Wy, st t< SZV

thy — . o
y, st t=>S5y

Wt, st t< RZV

Y, s tZRZV

Los siguientes resultados se deben a A. Pacheco y F. Ferreira (2005) (a).

Lema 4.3.2.1 Si X = (Xy)ter ¢ Y = (Yi)ter son procesos estocdsticos con espacio

ordenado de estados comun I, y <. es un orden estocdstico de v.as. Entonces
X <s—lc Y & ng S*—lc YSy
para todo y € 1.

Demostracién. Si W = (W}).er es un proceso estocéstico con espacio ordenado

de estados I, entonces, para cada =,y € I, S:X‘,/y = SE’/;Z para todo z > max(z,y).
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Como consecuencia, si X = (Xy)er € Y = (Y3)ter son procesos estocdsticos con espacio

ordenado de estados comtn I, y <, es un orden estocéstico de v.as., entonces

X< Y& 8, <5, Va,yel

x7y’

<z <z ,
& 8y <, 8K Va,y € 1,z € [PEEY)

Yy

<z <z
@S{; < SXE Vzel xyels

x7y ’

o X<, . Y Vel

Lema 4.3.2.2 Sean X e Y w.as. definidas en un espacio de probabilidad comin A =
Ay x Ay, con A = (943, Fi, By), i = 1,2, tales que X (w1,.) e Y(w1,.)son v.as. en Ag para
cada w1 € Q1.

Entonces X <, Y para cada orden estocdstico integral <, tal que
X (wi,.) <o Y (w1,.),A1 —c.s (4.79)

Demostracién. Sea <, un orden estocéstico integral con conjunto de funciones

asociadas G,. Entonces, para W = XY y g € G, se tiene que

Ex[g(W)] = . Eny [g(W (w1, )| Pr(dwr ),

donde, para cada wy € 1,

Exylg(W (w1,.))] = /Q 9(W (w1, w2)) Pa(dwn).

Como, en vista de (4.79), Ep,[g(X(w1,.))] < Erl9(Y(wi,.))], A1 — c.s., entonces
Enlg(X)] < Eplg(Y)] para cualquier g € Gy, es decir, X <, Y. ]

Los principales resultados para la ordenacién de SMP, CTMC y DTMC en el sentido

* —lc, se enuncian a continuacién. Para las demostraciones ver Ferreira y Pacheco (2005)

(a) y (b), (2007).
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Teorema 4.3.2.1 Sean X = (Xi)icr, €Y = (Yi)ier, SMPs con espacio de estados I y
parametrizaciones (PX, FX) Y (PY, FY) respectivamente, tal que X es regular inferior.
Sea <, un orden estocdstico de la clase IPICC.
Si
PY <psp P}, i jeli<j (4.80)

Flapy 2+ Fle)s (4.81)

para todos a,c € I,b,d € I,a<c,b<dy Pngng > 0. Entonces X <,_;. Y.

Teorema 4.3.2.2 Sean X = (Xi)ier, €Y = (Yi)ier, SMPs con espacio de estados I

y parametrizaciones (P~ , FX) y (PY, FY) respectivamente, tal que

P <psp P}, i€l, (4.82)

Y, para algin orden estocdstico <, de la clase IPICC ocurre que

Eﬁmz* é@, (4.83)

cona € I,b,cclb<c tales que Pa)ngé>0.

Si X es skip-free a la derecha y reqular inferior, entonces X <, ;. Y.

Teorema 4.3.2.3 Sean X = (X;,)neny €Y = (Yn)nen DTMCs con espacio de estados T
y matrices de probabilidades de transicion pPX Y PY respectivamente. Si PZX <FsD Pf

para todos 1,5 € I con i < j. Entonces X <g_;. Y.

Teorema 4.3.2.4 Sean X = (X;,)neny €Y = (Yn)nen DTMCs con espacio de estados T
y matrices de probabilidades de transicion pPX Y PY respectivamente. Si X es skip-free

a la derecha y Pgi <FrsD P,}i para todo i € I. Entonces X <psp_i. Y.

Teorema 4.3.2.5 Sean X e Y CTMCs con espacio de estados I, matrices generadoras
QX, QY, vectores de ratios de transicion entre estados g, q* y matrices de probabili-
dades de transicion subyacentes P~ y PY | respectivamente. Entonces X <psp_ic Y i

se da alguna de las condiciones siguientes:
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1. X es regular inferior, ¢ < q}/ Y Pgi <rsp Pj ,1,j € I,i<j.

2. X eY son regulares inferiores y existe una matriz B = (Bij)ijer con entradas en

(0,1] tal que

> G <8 Y i j€Li< i, AN <iVn> )

m>n m>n
Teorema 4.3.2.6 Sean X e Y CTMCs con espacio de estados I, matrices generadoras
Q~, QY vectores de ratios de transicion entre estados g, q¥ y matrices de probabi-
lidades de transicion de primer paso subyacentes P~ y PY respectivamente. Entonces

X <psp_ic Y si se dan alguna de las condiciones siguientes:
1. X es skip-free a la derecha, regular inferior,

G <dqf

X Yy . . T . .
P;’ <psp Pj ,i,j € 1,1 <.

2. X eY son regulares inferiores, X es skip-free a la derecha y existe un vector
a = (a;);c1 con entradas en (0, 1] tal que

Y gm<ai Y ghiclmel

n>m n>m

4.3.3. Ordenacién en excedencia de nivel en procesos de Cox y

Rubinstein

Sean las siguientes dos sucesiones de variables independientes e idénticamente dis-
tribuidas de acuerdo con una Be(p;), i = 1,2: (§n)nen,, con i = 1,2, p; € [0,1]. Se
construyen a continuacién las variables X;, = Z?Zl &jpara i = 1,2 y n € N. Sea
Xi = (Xin)neny con i = 1,2 ¢ Y; = (Yip)nen, i = 1,2, donde Y;,, = a; ind?~*in Sy,
i=1,2,neN.

Sea Z; = {Z;(t),t > 0} un SMP no homogéneo con DTMC subyacente Y;, espacio

de estados I y secuencia de instantes de transicién (75, )nen, tal que

(Crz‘,n—i—l - T’i,n)KY;,ny Y;,n-l—l) = (e, f)
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tiene como funcién de distribucion

F((j)fn), i=1,2

es decir,

Zi(t) = Y;,na Ti,n <t < n,nJrl

Para este proceso se define el conjunto de sucesores de un estado [ como
Sz<l) = {lai, ldl}
coni=1,2

Teorema 4.3.3.1 Sean Zi y Zy procesos como los descritos anteriormente. Si Z1 es

regqular inferior (lower-regular) vy,

D1 < b2, a1 < a2,d1 < d2 (480)
1) (2)
Fepmy 2% Fghm) (4.81)

Ve € Ifll),f € Si(e),g € IT(Lz),h € Si(g),e < g,f <h. Con IV el conjunto de estados del

proceso 1i.

FEntonces

Z1 <Zi—ic L2

Demostracién. Sean Z; y Z;5 procesos como los anteriores, verificando la condicién
(4.81) para un cierto orden * de la clase IPICC. Segun la definicién de ordenacién en
excedencia de nivel, se debe probar que Sfll > Sff para todos i,l € I, pero en este caso
particular dicha condicién se concreta en 5’1Z} > Slzj, para todo [ > 1 (ya que el estado
inicial es 1 y en el caso de que I < 1, se tendria 0 < 0), o equivalentemente, SlZ1 > SZZ2

para todo [ > 1.
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Primero supdéngase que Z; es regular. Se debe probar que
SP >, 87
para todo [ > 1. Para ello se fija [ > 1 y se construye un emparejamiento
(21, Z3)

de

(Z1,Z2)|(Z1,0, Z2,0) = (1,1)

en el espacio producto comuin
A= A1 X A2 = (Q,f,P) = (Ql X Qz,fl X fQ,Pl X Pg),

tal que Slzl* > SZZS.

Para ello, se usan dos secuencias (Up)nen ¥ (Vi )nen de v.as. independientes U (0, 1),
definidas en A; y A respectivamente.

En detalle:

Si Up(w1) < pi, entonces &; p(w1) = 1, en otro caso & p(w1) = 0. De esta manera se
obtienen sendas secuencias (&, )nen, con @ = 1,2, de v.as.ii.d. segin una Be(p;), con
i=1,2.

Por la condicién (4.80), se tiene que (&1.n)nen <rsD (£2,n)neN-

A~

Por otro lado, si definimos (Z; ,,)nen con ¢ = 1,2 como sigue:

N

Zi’o(wl) =1 (482)

. Zinai(w1), si Einpr(wr) =1
Zi,n-{—l(wl) = A (483)

Zi,ndi(wl), st {i,n+1(w1):()

se tiene que:

p1 < p2 = E1pri(wr) < Songi(wr), Vn €N (4.84)
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y en consecuencia, usando induccién a partir de (4.82) y (4.83)

A~

Z1n(w1) < Zop(wi) (4.85)

para todo wy; € 21 yn € N.
. . zZr
Por otra parte, se construyen los instantes de las transiciones Hp*, con n € N,

i = 1,2, usando la secuencia (V;,)nen como sigue:

Hy @) = Fiz o zm @07 (Vaga (w2)) (4.86)

y se define, para i = 1,2, TOZ; (w)=0y (Zm(wl), Zins1(wr), n)

T (@) = T () + HL L () (4.87)

Por tdltimo, se define para i =1,2yt >0

ZE(w) = Zinlwn), si T (W) <t<T7i (w) (4.88)

Usando (4.85) se tiene que SlZ1 (w1) > SlZ2 (w1). Ademsds, teniendo en cuenta (4.81),

de nuevo (4.85) y (4.86), se concluye que

*

HI (w1,) 20 H (@1, (4.89)

para todow; € 3 yn € N.

Ademds, como los érdenes de la clase IPICC son cerrados para convoluciones

Z n+1 W1, . Z n+1 Wla . (4.90)

Sea le) = {wl €0 SIZ < oo} y Qb = le) x )9. Como por construccion, SlZl (w) <
oo para todo w tal que Slzf (w) < oo, se sigue que SIZT (w) < oo para todo w € QO),
Ademas, como Zj es regular y SZZT (w) = oo para todo wy € Q1 — le), se concluye que

SZZT = 00 para casi todo w € Q — QW.
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De esta forma

00 =8"(w) > 857 (w) (4.91)

para casi todo w € Q — Q)

Por otro lado, 1 < SZZ2 (w1) < SlZl (w1) < oo para wy € le). Entonces, como

Zl(wl)

wl, Z HZ* wl,. y (492)
(4.90) conduce a

z2 (w1) Zz (w1)

N, ) Z H (w1,.) > Z HYP (w1,.) = 87 (w1, ) (4.93)

De este modo, se concluye que Sl 1(w1, ) > S Z(wl, ), 1 -c.s. Usando el Lema
4.3.2.2, esto conduce a que Slzl* >, SZZ; o equivalentemente SlZ1 >, SZZ2 como se queria
demostrar.

El caso en que Z; fuera regular inferior, el resultado se deduce de la aplicacion del

Lema 4.3.2.1. [ ]
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Capitulo 5

Conclusiones y futuras lineas de

investigacion

Los criterios de dominancia estocastica son fundamentales en diversas areas de
conocimiento, en particular en Economia y Finanzas. Dentro de este campo encon-
tramos su aplicacion en la seleccién de la cartera eficiente, andlisis de riesgos y en el
problema de la ruina, entre otros.

El porqué de optar por el estudio de modelos econémicos a la hora de realizar esta
Tesis se ha debido, entre otras razones, al interés y formacion de la autora en este tema,
a las numerosas aplicaciones que existen de la Probabilidad y la Estadistica en campos
muy diversos, entre ellos el econémico-financiero y a la consecucion de una beca de la

Fundacién Areces para realizar investigacion dentro del drea de Economia.

Conclusién 1

En el Capitulo 1 se presentaron aplicaciones de la dominancia estocéastica a la orde-
nacién de determinandas opciones de riesgo, seleccién de activos (en ambiente de riesgo
y en ausencia de él) y en general a la seleccién de la cartera eficiente.

La definicion de dominancia estocastica con utilidad esperada y el supuesto de
rendimientos con distribucién normal, conducen a criterios conocidos como criterios

de media-varianza.
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Sean Rq ~ N(pa,04), Rp ~ N(up,op) las v.as. que representan los rendimientos
de sendos activos A y B, y sea g el nivel de riqueza inicial. Entonces se tienen los

siguientes criterios de dominancia.

Definicién 5.0.3.1 (FSD) El activo A domina al activo B cuando ps > up yos = op.

FE's decir, dado un nivel de riesgo, se elegird el activo o cartera de mayor rendimiento.

Definicién 5.0.3.2 (SSD) El activo A domina al activo B cuando pg = up yoas < op.

Es decir, dado un nivel de rendimiento, se elegird el activo o cartera de menor riesgo. .

Ejemplo 5.0.3.1 Consideremos los siguientes activos cuyos rendimientos y 1iesgos se

muestran en la siguiente tabla:

Activo | Rendimiento | Riesgo
A 25% 10%
B 25 % 40%
C 2% 7%
D 16 % 7%

Dado un nivel de riesgo del 7%, se elegira D frente a C, pues D proporciona mayor
rendimiento sequn FSD. Dado un nivel de rendimiento del 25 %, se elegird A frente a
B, pues A tiene menor riesgo que B sequn SSD. Pero si queremos elegir entre A y D,
tendremos que basarnos en la utilidad esperada de cada uno de ellos y elegiremos aquel

que proporcione un mayor nivel de utilidad esperada.

Varios autores han tratado estos temas, por ejemplo: Rothschild y Stiglitz (1970) in-
vestigaron problemas de inversién-consumo, de seleccién de carteras (seleccion eficiente),
combinaciones de seleccién e inversién en carteras, seleccién de la produccién en una
empresa, etc. Hanoch y Levy (1970) estudian la seleccién de la cartera eficiente en el
caso de funciones de utilidad cuadréticas y cubicas, Fishburn y Porter (1976) analizan
la diversificacion de estrategias entre activos con riesgo y seguros por parte de inversores

que sienten aversion al riesgo, Berleant, Andrieu y otros (2008) estudian la seleccién de la
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cartera eficiente haciendo uso de las reglas de media-varianza con las que construyen un
conjunto de carteras eficientes y una vez que han determinado dicho conjunto hacen uso
de la regla SSD y de la Teoria de la Informacién Incompleta (Information-Gap Theory)
para llegar a una eleccién. Lozano y Gutiérrez (2008) estudian el problema de la cartera
usando la técnica SD unida al andlisis DEA (data envelopment analysis), consistente

con la representacion de las preferencias.

Siguiendo esta linea de investigacién, en este trabajo se han propuesto diferentes re-
glas de seleccién entre variables aleatorias (que modelizan activos) dadas ciertas condi-
ciones previas y relacionando este tema con la ponderacién de variables y el uso de

determinadas funciones de utilidad.

En ocasiones, las reglas de dominancia estocastica y la regla de la media-varianza
no son eficientes, en el sentido de que no permiten obtener una clasificacién rigurosa de
las distintas opciones de inversién atendiendo al riesgo de las mismas. Sin embargo, en
presencia de préstamos o créditos sin riesgo, la regla de la media-varianza proporciona
una ordenacion de las opciones, lo que permite realizar la seleccién de manera éptima y
alcanzar un equilibrio. Esto es conocido como el modelo CAPM (Capital Assets Prices

Model) (Ver Sharpe (1964) y Lintner (1965)).

Si se permite la existencia de bienes sin riesgo, la SD se denota por SDR.

Conclusién 2

Otro aspecto de interés es la aplicacién de las reglas de dominancia estocastica en

clases restringidas de funciones de utilidad tales como las no lineales.

Las teorias no lineales de utilidad analizan los procesos de decisién bajo algunas
condiciones suavizadas de los axiomas de von Neumann-Morgenstern (1947). Aunque
esta idea no es nueva (ver Allais (1953,1979, 1990)), se desarrollé ampliamente alrededor

de 1980.
La motivacién surge de la observacion constatada de que los inversores violaban

los axiomas de von Neumann-Morgenstern a la hora de seleccionar carteras, (ver May

(1954), Ellsberg (1961), Tversky (1969), Lichtenstein y Slovick (1973) y Kahneman y
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Tversky (1979)).

El criterio FSD es importante en el caso de seleccion de activos mediante funciones
de utilidad no lineales.

La teoria se desarrolla (i) relajando el axioma de independencia y (ii) rebajando el

axioma de transitividad.

(i) Allais rechazo el axioma de independencia pero anadié a su estudio el concepto
de preferencia absoluta, es decir, la distribucién F' es preferida a la distribuciéon G
siempre que F' domine a G segin FSD. Machina (1982) también desarrollé reglas
sin aceptar la independencia, prob6 que en ausencia de ella F' es preferida a G

siempre que F' domine a G segin FSD.

(ii) Fishburn (1989)(b) mostré que rebajando el axioma de transitividad y con un

cierto grado de linealidad

flap+ (1 —a)q,r) = af(p,7) + (1 —a)f(q,7)

con p, q, r funciones de probabilidad y a > 0, se tenia que si la distribucién F'

domina a la distribucién G segiin FSD entonces F' es preferida a G.

En esta monografia se ha trabajado también con determinadas funciones de utilidad
para comprobar la relacién de orden entre las mismas. En futuras investigaciones se

trataran otras expresiones de utilidades no lineales.

Conclusion 3

Las reglas de dominancia estocéstica también se han aplicado al caso de la transfor-
macién de variables. Interesa saber si varian las reglas SD mediante transformaciones de
variables. En general existen dos tipos de transformaciones, unas corresponden a trans-
formaciones sobre la misma variable y la decisién, por tanto, entre la variable original y
la transformada (existen numerosas aplicaciones de este supuesto (ver Hadar y Russell
1974)) y otras, dadas dos variables originales, considerar sendas transformaciones de las

mismas y seleccionar a partir de las transformadas.
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Levy y Sarnat (1971) prueban que, si A domina a B segun alguna/s regla/s SD,
entonces, para cualquier a > 0, se tendrd que A dominard a aB por la correspondiente
regla SD. Hadar y Russell (1974) analizan la condicién bajo la que la transformacién
aA+ B domina a la distribucién original A. Sandmo (1971) analiz6 la transformada a+6
donde 6 es una constante. Meyer (1989), Brooks y Levy (1989) analizan transformaciones
més generales, m(z) y n(z).

En la elaboracién de este trabajo se tuvo en cuenta el caso de la transformacion de
variables para intentar generalizar resultados ya existentes. Sin embargo, no se obtu-
vieron resultados satisfactorios. Por tanto, esto constituye otra futura linea de investi-

gacion.

Conclusion 4

Una importante aplicacién de las reglas de dominancia estocdstica es en el estudio
del riesgo. En el Capitulo 2 se establecen distintos resultados sobre seleccion de activos
basdandose en unas determinadas medidas del riesgo de la inversién que, en el caso
considerado, son consistentes con las reglas usuales de dominancia estocéastica.

FEl riesgo es la posibilidad de que ocurra un suceso de probabilidad medible. Sin em-
bargo, se emplea incluso en el caso de que la probabilidad no sea medible, confundiéndola
con el concepto de incertidumbre.

Sean W la riqueza inicial, X una variable aleatoria y 7 el valor monetario del riesgo,
entonces es conocido que la prima de riesgo de Arrow-Pratt es el valor de que resuelve
la ecuacion:

E,W+X)=uW+EX —m) (5.1)

siendo © una funcion de utilidad.

Sin embargo, esta medida no es objetiva ya que depende de las preferencias.
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La determinacién del valor de m que el decisor esta dispuesto a pagar para no tener
riesgo, es funcién de la rentabilidad media del inversor (E[X]). Entonces, una medida
pura del riesgo deberia estar construida de tal manera que no dependa de E[X]. Pero,
incluso suponiendo que ésta se mantuviera constante, seria imposible cuantificar de
manera objetiva el riesgo sin realizar unas hipétesis previas sobre la funcion de utilidad

u.

Definicién 5.0.3.3 (Rothschild y Stiglitz, 1970) Sean dos distribuciones caracterizadas

por el mismo retorno esperado, si:
= Tienen la misma media y

» las funciones de utilidad son no decrecientes y concavas
(i) Y tiene mds riesgo que X si 'Y es igual a X mds un término adicional o ruido:
V="X+2
donde E(Z|X) = 0.

(i) Y tiene mds riesgo que X si y sdlo si todos los individuos que sienten aversion al
riesgo prefieren X a 'Y, es decir, E,[X] > E,[Y] para toda funcién de utilidad u

no decreciente y concava.
(iii) Y tiene mds riesgo que X si tiene colas mds pesadas que X .

(iv) Y tiene mds riesgo que X si tiene mayor varianza.

Definicién 5.0.3.4 Sean {X,} e {Yz} todas las combinaciones posibles de X e Y con
los activos de riesgo. Diremos que {Yg} tiene mds riesgo que { X} si para todo elemento
Xo € {Xo} existe Yg € {Y3} con E[X,] = E[Yg] de forma que Y3 tenga mds riesgo que
Xo segun la definicion de riesgo dada por Rothschild y Stiglitz.

El teorema siguiente permite conocer dadas dos opciones cual presenta mayor riesgo
aunque no posean la misma media. Dadas dos opciones X e Y con distinta media, se

construye Y, con la misma media que X como sigue:
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Yo=(1—-a)r+aY

donde r es la prima de riesgo.

El valor de « tal que E[Y,] = E[X] es:

Teorema 5.0.3.2 Sean F' y G dos opciones de riesgo con Ep[X] # Eq|[X]. Igualamos
ambas medias segun el procedimiento anterior: Ep [X] = Eq[X]. Si G tiene mds riesgo
que Fy, sequn la definicion de Rothschild y Stiglitz, entonces para cualquier otra miztura
Gg existe otra Fy con v = a3 y Eg,[X] = Eg,[X], de manera que F, conlleva menor

riesgo que Gg. De aqui se dice que la clase {F,} tiene menos riesgo que la clase {Gg}.

Otros autores que han estudiado las reglas de SD y el riesgo son Caballé y Esteban
(2007), que proponen el infimo del indice de Arrow Pratt de aversién absoluta al riesgo
como una medida global de la aversion al riesgo de una cierta funciéon de utilidad.

El problema de la medicién del riesgo asociado a los activos de renta variable estd am-
pliamente tratado en la literatura econométrico-financiera.

En general, desde el punto de vista de la definicién de riesgo dada por Rothschild y
Stiglitz (1970), la varianza no es una buena medida de riesgo ya que puede darse el caso
de que se tengan dos opciones X e Y de igual media con varianza de X (Jg() mayor que
la varianza de Y (032/) y que exista una funcién u creciente y concava de manera que
E[u(X)] > E[u(Y)], mds atn, puede darse el caso en el que E[X] < E[Y]y 0% > 0% y
en cambio Y no domina a X para todos aquellos que tengan aversién al riesgo.

Pero aunque la varianza no es un indice 6ptimo para medir el riesgo si proporciona
cierta informacién acerca del mismo. El criterio de la varianza proporciona buenos re-

sultados si, supuesto que E[X] = E[Y]:

1. La funcién de utilidad es creciente, céncava y cuadratica.

2. La funcién de utilidad es creciente, concava y las distribuciones son normales.
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3. La funcién de utilidad es creciente, concava y las distribuciones son lognormales.

La varianza es un criterio util para clasificar un conjunto de productos en funcién de
su riesgo. Légicamente, esta medida interesa a inversores con vocacién a largo plazo y
que quieran tener una idea del riesgo asociado a su inversién. Sin embargo, es habitual
encontrar en las series historicas periodos en los que se producen cambios bruscos en el
perfil de riesgo de los productos, en particular, posteriormente, la volatilidad se incre-
menta extraordinariamente, volviendo a niveles normales. Es decir, interesa determinar
una medida de riesgo total planteada.

Un primer método para abordar cambios en la variabilidad dentro de un mismo
periodo consiste en calcular una varianza mévil obtenida a partir de g observaciones
previas (¢ < s) en cada momento t.

El céalculo se realizaria de la forma siguiente:

9 2521 (re—j — ,u)2 ?:1 6%—3’

o; = =
! q q

siendo 7 la rentabilidad en j y u el promedio de rentabilidad de los g periodos utilizados.
Obsérvese que frente a la propuesta anterior, la varianza mévil permite recoger mas
rapidamente el efecto que las nuevas informaciones tienen en la medida de la volatilidad,
ya que se calcula sobre un nimero de datos inferior (¢ < s), lo que hace que a cada dato
se le asigne un peso superior en el calculo de dicha volatilidad.
El promedio de rentabilidad en ¢, calculado a partir de la informacién hasta ¢t — 1,

se calcula como:
S

S

/"L:

donde s es el nimero de periodos utilizados para el cédlculo de la media.

Varianza calculada como media mévil con ponderacién exponencial
(Método MMPE)

Los célculos anteriores tienen la dificultad de asignar el mismo peso a cada una de las

desviaciones respecto del promedio y como se estd interesado en calcular la volatilidad en
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cada momento de tiempo, es mas razonable dar un mayor peso a los datos mas proximos

en el tiempo, es decir:

q
2
of =Y ajlryj—p)P’=) &
j=1
donde a; > 0y Z?:l a; = 1.

Un caso particular es el que permite calcular la varianza como MMPE, en el que los

Ppesos son:

;= (1—- N1

con 0 < A< 1.

Modelo GARCH (1,1)

Bollerslev (1986) extendi6 el trabajo de Engle (1982), desarrollando una técnica que
permite que la varianza condicional siga un proceso autorregresivo de medias moviles.

El modelo maés sencillo es el GARCH(1,1), cuya expresion:

o} = ago® — a1}y — Prop
es una generalizacion del modelo analizado en el subapartado anterior, ya que presenta
la varianza condicional como una funcién de la varianza a largo plazo, la desviacién
respecto al promedio correspondiente al periodo anterior y la varianza de dicho periodo,
cada una con su ponderacién, de forma que:

ag+ar+ 51 =1

La estabilidad del modelo GARCH (1,1) requiere cumplir la condicién:

a1+ 061 <1

y, légicamente, si el primer sumando se anula, el modelo GARCH (1,1) se reduce al
analizado anteriormente. De esta manera el modelo MMPE es un caso particular del

GARCH (1,1).
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Es claro que existe la posibilidad de plantear modelos que incorporen mas retardos,
tanto en la parte autorregresiva como en la de medias moéviles, llegando asi al mode-
lo GARCH (p,q) més general. Sin embargo, dada la utilidad del modelo mas sencillo
GARCH (1,1) y que, en ocasiones, el incremento de complejidad que supone utilizar
modelos méas elaborados no se ve compensado por la mejora de los resultados obtenidos,
parece adecuado el modelo comentado.

Otras medidas de riesgo son la semivarianza y el indice de Gini.

La regla de la semivarianza afirma que X domina a Y si
EX] 2 E[Y] y Su(X) < Su(Y)

con alguna desigualdad estricta, siendo Sy la semivarianza:

E[(R—h)?%, si R<h
0, st R>h

Sy =

y h un punto de referencia.

Puede probarse que esta regla es condicion necesaria para la dominancia estocastica
de segundo orden.

Por analogia con el desarrollo de Rothschild y Stiglitz, se dice que Y conlleva mas

riesgo que X segun el indice de semivarianza si
EX]=E[Y] y Sp(X) <Sp(Y)
y segun el indice de media-varianza si
EX]=E[Y] y Var(X)<Var(Y).
La regla de la media de Gini afirma que X domina a Y si
EX]z E[Y] y G(X)<G(Y)
con alguna desigualdad estricta, donde

G(§) = 2Cou(§, Fe(x))
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siendo § una v.a. y F¢ la funcién de distibucién de la v.a.

Conclusién 5

También se encuentran aplicaciones de las reglas de dominancia estocéastica en la
valoracién de empresas y apalancamiento. La regla SSD obtiene limites para los valores
de la inversion cuando al inversor se le permite sostener la opcién de compra o el activo

subyacente. Dichos limites son (LI indica limite inferior y LS limite superior):

P/
LI =5)—X/r+ 1/rPc/ (X —Q(t))dt
0
~ m ~ ~ ~
LS = So/E[St] / (ST - X) f (sT) Sy
donde:

= Sp es el precio actual de las existencias
. §T el precio del stock en la madurez
= X el precio de ejercicio

= 7 el ratio de interés de menor riesgo

f (gT) la funcién de densidad de §T
«» PP=P[Sp < X],y

» P, el valor que resuelve la integral fOP“ (Qc(t) —r)dt = 0 donde Q. es el cuantil de

la distribucién del ratio de retorno de la opcién de compra.

Bajo estas condiciones se tiene que LI < LM < LS donde LM denota el precio de
mercado de la opcién de compra. Cuando LM < LI la opcién domina el stock y cuando
LM > LS el stock domina a la opcién. Levy (1985) demostré que el valor obtenido por
el modelo de Black Scholes (1973) cae dentro de esos limites (LI, LS).
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Conclusion 6

Otro punto de aplicacion de las reglas de dominancia estocéstica a tratar es la medida
de desigualdad de ingresos. En concreto, en este trabajo se ha realizado un estudio de
la distribucién de Pareto y se han obtenido las condiciones que se deben cumplir para
que exista dominancia estocastica de primer orden, a la vez que se han generalizado
los resultados al caso de distribuciones de Pareto truncadas, siguiendo la misma linea
que la relizada para el caso de distribuciones lognormales y lognormales truncadas (ver
Capitulo 2).

Algunos trabajos en esta linea son por ejemplo los de I. Ahamdanechzarco y C.
Garcia “Bienestar, desigualdad y pobreza en Espana (1993-2000). Un anélisis basado
en técnicas inferenciales de dominancia estocastica” en el que analizan los cambios pro-
ducidos en la distribucion personal de la renta en Espana durante el periodo 1993-2000

haciendo uso de las técnicas de dominancia estocastica con inferencia estadistica.

Conclusion 7

Los Capitulos 3 y 4 se han centrado en el estudio de los procesos estocasticos y en

particular de los procesos estocasticos en Economia y Finanzas.

Como se comentd en el Capitulo 1, otra aplicaciéon de los criterios de dominancia
estocastica es en el ambito del analisis del riesgo de bancarrota y en el problema de la
ruina. A este respecto, se ha estudiado el modelo clésico de la ruina y se han realizado
algunas generalizaciones. Se ha conseguido ordenar los tiempos hasta la ruina de los
modelos propuestos sin necesidad de obtener previamente la expresién de la probabilidad
de ruina ni usar aproximaciones de la misma. De esta manera se ha tratado el problema

siguiendo una metodologia novedosa.

Respecto a este punto, se han de mencionar algunas de las dificultades que se han
presentado al tratar este problema. Una de ellas ha sido el encontrar bibliografia en la
que se abordara el problema tal y como se habia planteado en esta investigacion. Esto

fue imposible y por tanto, se confirma que la metodologia que se estaba usando era
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totalmente novedosa. Pero la principal dificultad ha sido el intentar generalizar atin més
este modelo, introduciendo una componente adicional modelada por un movimiento
browniano. La inclusién de este sumando adicional ha provocado la imposibilidad de
ordenar los procesos tratados debido precisamente a la presencia de ese movimiento
browniano. Por tanto, una de las futuras lineas de investigacién serd el estudiar la
manera de introducir ese componente browniano de la manera mas adecuada y realizar
un estudio analogo al presentado en esta Tesis.

Algunos autores que han estudiado este tema son, entre otros, Broske y Levy (1989),
que aplican las reglas de dominancia estocastica para estimar la probabilidad de ban-

carrota conociendo los precios de los bonos de mercado.

Conclusién 8

Por tdltimo, cabe citar también la importancia de la aplicacién de las reglas de do-
minancia estocastica a datos empiricos. A lo largo de esta Tesis se han propuesto diversos
algoritmos de simulacion que permiten obtener series de datos que verifican ciertos crite-
rios de SD; ademas, se han indicado algoritmos que permiten comparar si determinadas
series de datos cumplen o no ciertas reglas de SD y algoritmos de simulaciéon de procesos
estocésticos.

Las futuras lineas de investigacién serdn a parte de la ya citada sobre modelos de
ruina, el estudio de la cartera eficiente en tiempo continuo, obtencién de condiciones
para que se cumplan ciertos criterios de SD en el caso de transformaciéon de variables
y el estudio en profundidad de las reglas ASD (Almost Stochastic Dominance) que
permiten seleccionar unas variables sobre otras pero con un cierto nivel de confianza e

y su aplicacién a modelos econémicos.
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Appendix

Conclusions and future work

Stochastic dominance criterions are used in various areas of knowledge, particularly
in Economics and Finance. In economic context, SD is applied for example, in the
efficient portfolio selection, analysis of risk and ruin problem.

Some of the reason for this work are the interest and author’s knowledge about eco-
nomic and finantial models and in Statistics and Operational Research, the numerous
applications of Probability and the Statistics in very diverse areas, for example in the
economic and financial framework and the fact that the author got a scholarship of the

Fundacion Ramén Areces to carry on researching the Economy area.

Conclusion 1

In Chapter 1 applications of stochastic dominance in ranking risky options, assets
selection (under risk or without risk) and in portfolio selection were presented.

The definition of stochastic dominance using expected utility and the hypothesis of
Normal returns give the mean-variance criterions.

Let R4 ~ N(pa,04), Rp ~ N(up,op) be the random variables that represent the
returns of two assets A and B, and let yg be the initial level of wealth. Then the following

criterions of dominance are given.
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Definition 5.0.3.1 (FSD) Asset A dominates asset B when pus > pup and g4 = op.

That is, given a level of risk, the asset that provides more returns is preferred.

Definition 5.0.3.2 (SSD) Asset A dominates asset B when py = up and o4 < op.

That is, given a level of return, the asset that has a smaller risk is preferred.

Example 5.0.3.1 Let us consider the following assets whose returns and risks are given

in the next table:

Asset | Return | Risk
A 25% | 10%

B 25% | 40%
C 2% TR
D 16% | 7%

Given a level of risk of 7%, asset D is preferred to asset C, because D gives higher
return according to FSD. Given a level of return of 25 %, asset A is preferred to asset
B, because A has less risk than B according to SSD. But if we want to choose between
A and D, we will have to base the choice in the expected utility of one of each and we

will choose the asset that provides us more level of expected utility.

Many authors have study these problems, for example: Rothschild y Stiglitz investi-
gate the following main issues: investment-consumption, a portfolio problem, a combined
portfolio-savings problem, a firm’s production problem, etc. G. Hanoch and H. Levy
(1970) study the efficient portfolio selection in the case of quadratic and cubic utility
functions, Fishburn and Porter (1976) analyze the diversification strategy between the
risky asset and the safe asset by risk averters, Berleant et. al. (2008) study the efficient
portfolio selection using the mean-variance rules, they build a set of efficient portfolios
and use afterwards the SSD criterion and the Information Gap Theory to select one of
them. S. Lozano and E. Gutiérrez (2008) study the portfolio selection problem using SD

rules and data envelopment analysis.
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Following this direction of work, in this monograph differents rules of selection be-
tween random variables, given certains previous conditions, are given. In addition this
theme has been connected with the weighted random variables and the use of certains
utility functions. Also the results were extended to the random vectors case.

Sometimes, the stochastic dominance rules are not efficient in the sense that in
many cases this framework is unable to rank two risky options under consideration. The
well-known mean-variance rule suffers from a similar drawback. However, when riskless
borrowing or lending is allowed, the mean-variance rule provides a sharper decision which
makes it possible to derive an equilibrium pricing relationship known as the capital assets
prices model (CAPM) (see Sharpe (1964) and Lintner (1965)).

When the riskless asset is allowed, the stochastic dominance analysis is denoted by

SDR.

Conclusion 2

Another interesting aspect of application of stochastic dominance rules is in the
context of nonlinear utility functions.

Nonlinear utility theories analyze the decision making process under some weaker
conditions of the von Neumann-Morgenstern (1947) axioms. Although this idea is not
new (see Allais 1953, 1979, 1990) most of these theories were developed around 1980.

The motivation for their development was stimulated by the discovery that investors
often violate one or more of the axioms underlying the von Neumann-Morgenstern ex-
pected utility paradigm, (see May (1954), Ellsberg (1961), Tversky (1969), Lichtenstein
and Slovick (1973) and Kahneman and Tversky (1979)).

FSD criterion plays an important role in the case of assets selection using nonlinear
utility functions.

The theory has been developed in two main directions: (i) by relaxing the indepen-

dence axiom, and (ii) by weakening the transitivity axiom.

(i) Allais rejects the independence axiom but incorporates in his analysis the concept

of absolute preference, that is, distribution F' is preferred to distribution G when
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F dominates G by FSD. Machina (1982) also develops a decision rule without the
independence axiom, he shows that even without the independence axiom, F' is

prefered to G whenever F' dominates G by FSD.

(ii) Fishburn (1989 b) shows that by weakening the transitivity axiom and with a

limited degree of linearity

flap+ (1 —a)q,r) = af(p,r) + (1 —a)f(q,7)

with p, ¢, r probability functions and « > 0, that if the distribution F dominates
distribution G' by F'SD then F' is prefered to G.

In this monograph we have worked with certain utility functions to prove stochastic
order relations between them. In future works another expressions of nonlinear utilities

will be studied.

Conclusion 3

Stochastic dominance rules have been applied to the case of transformations of ran-
dom variables. An interesting question is whether the stochastic dominance relationship
is invariant to some transformation of the random variables X and Y.

In general, two principal areas of study may be identified: in the first case, it is studied
the relation between one random variable and a transformation of it (see Hadar and
Russell (1974)) and in the second case it is studied the relation between transformations
of two random variables, given the relation between the original random variables.

Levy and Sarnat (1971) prove that if A dominates B by the various SD rules then
for each o > 0, @A also dominates aB by the corresponding SD rule. Hadar y Russell
(1974) analyze the condition under which the transformation «A + B dominates the
original distribution A. Sandmo (1971) analyzes the transformation a + 6 where 6 is a
constant. Meyer (1989), Brooks and Levy (1989) analyze more general transformation,

m(x) and n(z).
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In the development of this work, the case of transformation of random variables was
considered to generalize some results. Unfortunately, satisfactory results were not found,

so this constitutes another direction for future work.

Conclusion 4

One important application of SD rules is in the study of risk. In Chapter 2 many
results on assets selection using some measures of risk, are established. In the case
considered the risk measures are consistent with the usual SD rules.

Risk is the possibility that an event of measurable probability happens. However,
this word is used also in the case in which the probability can’t be measured, mistaking
the risk concept for the uncertainty concept.

Let W be the initial wealth, X be a random variable and 7 be the monetary value of
the risk, then the well-known Arrow-Pratt risk premium is given by the value m which
solves the equation:

Eu(W + X) = (W + EX — ) (5.2)

with » an utility function.

However, this measure is not objective. It varies from one preference scheme to
another function.

The determination of the value 7 one is willing to pay to rid himself of the risk
involved is also a function of the investment’s mean profitability (E[X]). Therefore,
a pure measure of risk should be constructed in such a way that it will be isolated
from E[X]. But even if the mean profitability is held constant, it is still impossible to
objectively quantify the risk unless some specific assumptions on the utility function are

imposed.

Definition 5.0.3.3 (Rothschild y Stiglitz, (1970)) Let us consider two distributions

characterized by the same expected return, if:
» they have the same mean and

= the utility functions are non decreasing and concave
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(i) Y is riskier than X if Y is equal to X plus a noise term:
V='X+Z7
where E(Z]X) = 0.

(ii) Y is riskier than X if and only if every risk-averter prefers X over Y, namely

E,[X] > E,[Y] for all utility function u non decreasing and concave.
(iii) Y is riskier if it has more weight in the tails than X.

(iv) Y is riskier if it has greater variance than X.

Definition 5.0.3.4 Let {X,} and {Y,} denote all possible combinations of X and Y
with the riskless asset, respectively. We define {Y,} to be riskier than {X,} if for every
Xo € {Xo} there exists Y, € {Yg} with E[X,] = E[Y,]| and Y, is riskier than X, by
the Rothschild y Stiglitz’s definition.

The next theorem allows us to know, given two assets, which one of them is riskier,
altough they don’t have the same mean. Given two assets with different means X and

Y, Y, is built with the same mean as X as follows:

Yo=01—-a)r+aY

where r is the risk premium.

The value of a such that E[Y,] = E[X] is:

Theorem 5.0.3.1 Let F' and G two risky options with Ep|X| # Eq[X]|. We make
equal means as the above method: Ep [X] = Eq[X]. If G is riskier than F,, by the
Rothschild y Stiglitz’s definition, then for any other mix Gg another mix F, with v = af3
y Er,[X] = Eg,[X], so that F, is less risky than Gg. Hence {F,} is less risky than

{Gg}-
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Others authors that have studied the SD rules and risk are Caballé and Esteban
(2007), that suggest the infimum of the Arrow Pratt’s index of the absolute risk aversion,
as a global measure of the risk aversion of a certain utility function.

The problem of measurement of the risk associated with the assets of variable income
is treated extensively in the economic-financial literature.

In general, in the Rothschild and Stiglitz framework, the variance cannot serve as an
index for risk. This is because there can be two options, X and Y, with the same mean
and 0% > 0%, (where 0% is the variance of X and o% is the variance of Y), and there
exist a function w increasing and concave such that E[u(X)] > E[u(Y")]. Moreover, even
if E[X] < E[Y] and 0% > 0%, Y does not dominate X for all risk averters.

Nevertheless, with the assumption E[X| = E[Y] there are three specific cases when

the variance can be safely employed as the risk index:

1. The utility function is increasing, concave and quadratic.
2. The utility function is increasing, concave and the distributions are Normal.

3. The utility function is increasing, concave and the distributions are Lognormal.

The variance is an useful criterion to classify a a set of financial products attending
to their risk. Logically, investors with long-term vocation and who want to have an idea
of the risk associated with their investment, are interested in this measure. Nevertheless,
it is usual to find in historical series, periods in which sudden changes take place in the
profile of risk of the products. In particular, later, the volatility increases extraordinarily,
returning at normal levels afterwards. In other words, it is of interest to determine a
global risk measure.

The first method to tackle changes in the variability within the same period consists
of calculating a mobile variance obtained from ¢ previous remarks (¢ < s) in every

moment ¢.
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The calculation would be realized in the following form:

2
9 23‘:1 (re—j — n) 23:1 Ef—j
o= q T g

with 7; denoting the profitability at time period j and p the mean of profitability of the
q used periods.

Notice that opposite to the previous proposal, the mobile variance allows to get
quickly the effect that the new information has in the measure of the volatility, since it
is calculated using a small number of values (¢ < s).

The profitability average at period ¢, calculated from the information obtained until

time t — 1, is calculated as:

E;:l Tt—j

ILL:
S

where s is the number of periods that have been used for the mean calculation.
Variance calculated as a mobile mean with exponential weighting.
(MMPE method)
The previous calculations have the difficulty of assigning the same weight to each
of the deviations with regard to the mean, and as we are interested in calculating the
volatility in every moment, it is more reasonable to give a major weight to the nearest

date in time, that is:

q q
2 2 2
of =Y aj(r—p)’ =Y e
= j=1
where aj > 0 and 327, a; = 1.

A particular case is the one that allows us to calculate the variance as MMPE, in
which the weight are:
aj=(1- N1

with 0 < A < 1.
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GARCH (1,1) model

Bollerslev (1986) extended the Engle’s work (1982), developing a technique that al-
lows the conditional variance to be shaped by an autoregressive moving average process.

The simplest model is the GARCH (1,1), whose expression is:

2 2 2 2
oy = apo” —a1€;_1 — 1051

it is a generalization of the previous analyzed model, since it presents the conditional
variance as a function of the long term variance, the deviation to the average corre-
sponding to the previous period and the variance of the above mentioned period, each

one with his weighting, so that:
apt+a;+pr =1

The stability of the model GARCH (1,1) needs the condition:

a1+ 0601 <1

and, logically, if the first addend is zero, the GARCH (1,1) model, turns out to the
model analyzed previously. This way model MMPE is a particular case of GARCH (1,1)
model.

It is clear that there exists the possibility of approach models that incorporate more
delays, getting this way GARCH (p,q) model.

There are other measures of risk like the semivariance and the Gini’s indexes.
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The mean semivariance rule asserts that X dominates Y if
BIX] = EIY] y Sh(X) < Su(Y)

with at least one strong inequality, where Sy, is the semivariance:

E[(R—-h)?%, si R<h
0, si R>h

Sy =

and h is some reference point.
It can be shown that this rule is a necessary condition for SSD.
By an analogy with the Rothschild and Stiglitz framework, ¥ may be defined as

riskier than X by the semivariance index if

E[X] = E[Y] and Sp(X) < Sp(Y)

and using the mean-variance criterion, if:
E[X]=E[Y] and Var(X)<Var(Y).

The Mean-Gini rule asserts that X dominates Y if

E[X] > E[Y] and G(X)<G(Y)

with at least one strict inequality, where G stands for one half of the Gini mean difference
G(§) = 2Cov(¢, Fe(x))
with £ a random variable and Fy is its distribution function.

Conclusion 5

Also there are applications of the SD rules the evaluation of companies and leverage.
SSD obtains bounds on the option values when the investor is allowed to hold either the

call option or the underlying asset. In this framework, taxes and transaction costs can
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be easily incorporated. The bounds obtained are (LI is the lower bound and LS the

upper bound):

LI =Sy~ X/r+1/rP, /OP/ (X — Qb)) dt
LS = So/E[St] / - (§T - X) f (§T) Sy
where:

= Sy is the current stock price

= Sy is the stock price at maturity

= X is the exercise price

» 1 is the riskless interest rate

w f (§T> is the density function of Sr

= P = P[Sp < X] and

» P, is the value which solves the integral fOPC (Qc(t) —r)dt = 0 where Q. is the

quantile of the distribution of the rate of return on the call option.

Under the conditions of this model, in equilibrium LI < LM < LS where LM stands
for the market price of the call option. When LM < LI the option dominates the stock.
Similarly, when LM > LS the stock dominates the option. Levy (1985) shows that the
value obtained by the Black and Scholes model always falls within the bounds (LI, LS).

Conclusion 6

Another application of the SD rules is in the measurement of inequality of income.
In particular in this work, a study of the distribution of Pareto has been carried on,
and conditions that must be fulfilled to have FSD has been obtained. Moreover we have
generalized the results for the case of Pareto truncated distributions, following the same

line as we used in the lognormal and lognormal truncated distributions (see Chapter 2).
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Some works in this line are I. Ahamdanechzarco and C. Garcia’s approach “Bien-
estar, desigualdad y pobreza en Espana (1993-2000). Un andlisis basado en técnicas
inferenciales de dominancia estocdstica” in which they analize the changes produced in
the per capita income in Spain during the period 1993-2000, using SD rules and statis-

tical inference.

Conclusion 7

Chapters 3 and 4 are centred on the study of stochastic processes and in particular
stochastic processes in Economy and Finance.

As it was commented in Chapter 1, another application of the SD criteria is in the the
analysis of measuring bankruptcy risk by using data taken from the bond market and in
the ruin problem. In this respect, the classic risk model has been studied and some ge-
neralizations have been realized. Times to ruin of the proposed models have been ranked
without knowing previously the expressions of ruin probabilities or approximations of
them. This way the problem has been studied following a new methodology.

With regard to this point, some difficulties have appeared along this investigation.
One of them has been finding some bibliography in which the problem was studied as we
have done. This was impossible and therefore it is confirmed that the used methodology
was completely new. But the principal difficulty has been trying to generalize this model
introducing an additional component shaped by a Brownian movement. The inclusion
of this additional addend has caused the inability to rank the considered processes, due
to precisely the presence of this Brownian component. Therefore, one of the directions
of future works will be the study of this Brownian component.

Some authors who have studied this topic are, between others, Broske and Levy
(1989), that employ SD rules to estimate the probability of bankruptcy as implied by

the market price of bonds.
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Conclusion 8

Finally, we will mention the application of SD rules to empirical data. Various al-
gorithms have been developed in this area. Along this Thesis there have been proposed
several simulation algorithms that give us series of data verifying some SD criteria,
moreover algorithms that inform us if some serie of data verify some SD criteria and
simulation algoritms of stochastic processes, have been proposed.

Future directions of work will be the study of others ruin models, the study of the
efficient portfolio in continuous time and the study of the ASD (Almost Stochastic

Dominance) rules and its application to economic models.
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