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INTRODUCCION

La problemdtica de esta memoria aparece dentro del circulo de ideas
que han permitido en los Qltimos afios, el estudio de los espacics de Hardy median-

te técnicas de variable real.

Estas técnicas no sdlo recmplazan a las técnicas clisicas sino que pro-
yectan nueva luz scbre la naturaleza de estos espacios y sobre el papel que tienen

en el ardlisis armbnico y en otras ramas de la matemdtieca.

Los espacics de Hardy nacen de la conexidn entre series de Fourier y
funciones analiticas. Si f es una funcidn real integrable sobre el borde T del dis-

co |z| < 1 con serie de Fourier

s
e
=~
@

la asociamos a la funcidn analitica

F(z) = a
para Izl < 1. Esta asocizcidn pormite utilizer métcdos potentes de la teoria de
funciones para obtener resultados en la tecria de las series de Feurier; ya que

las propiedades de F pueden ser reinterpretadas en términos de f, que se recupera

a partir de F en casi todo punto, como el limite radial de Re F.

Sife LP(T), 1 < p <=, se cumple la desigualdad de M. Riesz:
" i0 1/
" 1rwet®P a0 < a1l
-7 +

cen Ap independiente de f y de r.
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Fue Hardy quien por primera vez estudid las medias

" i6 1/

mP(F;r) = (J | F(re )lp a0) P, o < P<w
-1

Demostrd, entre otras cosas, que mp(F;r) es no decreciente como fun-

cidn de r, al igual gue el mddulc méxime

m (Fir) = sup IF(rele)l
-melgn

Estos resultados fueron publicados en 1915.

En 1923, F. Riesz introdujo el espacio de las funciones F analiticas en

el disco |z| < 1 para las que

[lEl| _ = sup m (F3r) <=,
o osr<1
para 0 < p § ®, Le llamd HP en homor a Hardy. Desde entonces estos espacios se co-

nocen ccmo espacios de Hardy.

Al principio la teoria HP se desarrolld como un capitulo de la teoria
de funciones. Nosotros centraremcs nuestra atencidn en el espacio real ReHF forma-
do por las partes reales de las funciones de 4P, Si dos funciones en HP tiemen la
misma parte real, difieren tan sdlo en una constante imaginaria pura. Asi pues
existe una correspondencia 1:1 entre ReHY y el subespacio Hg formado por aquellas

funciones F e HP tales que F(0) es real.

HP = KD ¢ Ri
0
Mediante esta correspondencia 1:1 trasladameos a ReH* la estructura topoldgica de

p
HO.
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SiFe Hg con 1 < p <»; la funcidn f, 1limite radial de ReF pertencce
a Lp(T) y F puede recuperarse a partir de f transformando la serie de Fourier de
f en serie de potencias en la forma indicada antericrmente. Reciprocamente, si
f e RelP(T) y 1 < p <», se deduce de la desigualdad de M. Riesz que F e HP, Asi
se establece una equivalencia de espacios de Banach entre Re HP y ReLP(T). E1 pa-
norama cambia notablemente para p = 1. Por ejemplo para f e L1(T) no negativa,

Fe H1 si y sdlo si

2w +
J £f(1 + log f) <=,
0

No ha sido fédcil llegar a una caracterizacién real de ReH1 que se ha obtenido ha-
ce menos de cuatro afios. En cierto sentido esta caracterizacidn es el punto de par-

tida y una de las ideas centrales de la memoria.

A continuacidn hacemos un esguema de leos avances més importantes en

la teoria HP que llevaron a la caracterizacidn real de ReHl.

El espacio ReH1 cobrd gran importancia dentro del andlisis armdnico
porque se observd que muchos resultados que son verdad en ReLP(T) para 1 < p <=

y fallan en ReLl(T) se cumplen. sin embargo, en Rehl. Como para 1 < p < q g

ReLH(T) € ReL™(T) = ReH' = ReLl(T)
# # #

se comprende que se empezara a mirar a ReH1 comc a un sustituto de ReLi(T) en la

cadena de los espacios ReLP(T).

. . . 1
Veamos algunos ejemplos ~ve ilustran esta nropiedad de ReH™.

Si f e ReLF(T) 1 < D < 2, tiene serie de Fourier

§M8
o]
=
o
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entonces los coeficientes a, satisfacen la siguiente desigualdad, debida a Paley

k

Dolad kP2 <e.
k#0
Este resultado deja cde ser valido para p = 1. Se sabe, por ejemplo,

que existe una funcidn integrable con serie de Fourier

20
z cos k€
log k

1
Sin embargo Hardy demostrd que si f e ReH™ entonces

la. |
Z —<®

xk#0 ¥

Esto resulta alin mds sorprendente si se piensa que nada puede decirse scbre la ra-
3
. . . . . a . . 1 .
pidez con que los coeficientes de Fourier de una funcidn arbitraria de L (T) tien-

den a 0 cuando k tiende aw=.

Un anilisis de la demostracidn clisica de la desigualdad de Hardy nocs

dard una idea del espiritu de la teoria H® en sus comienzos:

Primero se demuestra que toda F e H1 puede factorizarse como F = Pl'FQ
2

1° F2 e d” vy

donde F

et 4 o= He o, - HE .
Hl 1 H2 2 H2

Para obtener esta descomposicidn se zgrupan todcs lcs cercs de F en el factor de

Blaschke

!anl o -z

B(z) = 2" T
n
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donde se supone que I tiene un cero de multiplicidad m en el origen y {an} es
la sucesidn de los ceros de T fuera del origen repetidos de acuerdo con sus mul-

tiplicidades; y asi se obtiene F = B G donde

ol = 11e11

y G(z) no se anula en ninglin punto del disco |z| < 1.

Como G no se anula, podemos considerar la funcidn analitica {G(z)}l/z.

Basta escribir F, = BGM2 y F, = Gl/2

1 2 . Con ayuda del teorema de factorizacidn se

demuestra este otro resultado auxiliar:

Si

F(z) =) b 2z

or~8
=
oy

1 .
estd en H'; entonces existe

F+(z)

1
or~8
w
N

=<

tambidn en Hl, tal que para todo k es !bkl $ B

"
En efecto; sea F = F1 . F2.con Fl’ F2 e HQ, y
IIFHHl = |IF I!H2 : HFéHnQ
Si
Fi(Z) = E Bkzk y Fz(z) = E Yka,
k=0 k=0

consideremos
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o] w0

k k
oL@ s ] ledd vy F, @)= 1 Iyt
1,+ k=0 k 2,+ k=0 k

Claramente, en virtud del teorema de Plancherel,

@ /2
e, (.= ¢3 (e ]®?
1,+ IJ2 X=0 k

1

T 1241/2
AW PERG LN 2 <o

Asi pues F estan en H2 y su producto

1,+ ¥ F2,+

F+(z) = F1’+(z).F2 +(z)

2

estd en Hl.

[

K k
F (z) = Y O Ile iyk_j])z

k=0 C
Por tanto
k k

A partir de este resultado podemos demostrar que si A e L (T) v tiene coeficientes

de Fourier no negativos {A}y

F(z) = ‘E b, 2
k=0 k

k

- 1
esta en H', entonces

(o]
LA bl <.
L 1P

En efecto, podemos considerar

eb H! tal que |bk| ¢ B, para todo k. Entonces
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o m
LA bl s g, A B, = 5_%[ F(0)X(8)ae < [|F || [IAl], <=

-Tr
Tomando

_A(8) = de (m - |68]) sgn® -m<O g

se tienq_xk = 1/(k+1); asi pues queda demostrado que

= |b, |
k
g TR <7

Aplicando ésto a la funcidn T asociada a f e ReH1 con serie de Fourier

ikeé
e

&iMS
©
-

concluimos que

o, |
k

-— < o,

k#0

Otro ejemplo de la misma situacidn es el siguiente resultado de Paley:

si {ak} son los coeficientes de Fourier de f e ReHi, entonces:
 la 1% <.
0 2

Obviamente esto falla para ReLl(T) y el contraejemplo es la serie de Fourier que

ya utilizamos anteriormente

E cos kb
5 log k

La demostracidn utiliza nuevamente el teorema de factorizacidn. Sea



I.8.

(o)

F(z) = ) by zX
k=0
una funcidn de H1 F=F, «F_.conF F. e H2
1 2 1° %2 y
Hetl , = Hiedl o - HEI
=l 112 212
Sean
e K e X
F,(z) = ) B z y F(z)= ) v, z
1 oo K 2 oo K
Entonces
k
S ST PR
b < B Y. + B Y <
k & k ] Uk ]
2 j=0 2°-3 ]=2k—1+1 2"~
2" 2.1/2, ¢ 2.1/2 . ¢ 2.1/2 2" 2.1/2
s C L 180975 DY e DY T 1!
k-1 j=0 3 i=0 . k-1

{=2

Por lo tanto

[ee]

I b, 1% < (consty [[[]?, <.
k=1 2 H

[e2]

: {
I ola <.
0 2k
Una diferencia importante entre ReLi(T) y ReH! es el ccmportamiento de
la integral de Poisson de f
2

(p, * f)ke) = §E_J“ 1-r" — f(y)dy = uf(reie>
T 5 1-2vcos(6-y)+r”

Dsr<i
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Sea

e E)e) = suwp lugw)]
lw—ele!<2(1—|wl)
la funcidn maximal no-tangencial de f., Hardy y Littlewood demostraron que si f e
e ReHi, entonces P*f e Ll(T) mientras que esto no es necesariamente cierto para
una funecidn arbitraria de ReLl(T). Recientemente, Burkholder, Gundy y Silverstein
demostraron que &sto es una caracterizacidn de ReH1 es decir: Dada f e ReLl(T),

*
Pfe Li(T) si y s8dlo si f e ReH™.

El siguiente paso importante hacia un entendimiento profundo de ReH1

fue dado por Ch. Fefferman y E.M. Stein que obtuvieron una caracterizacidn del

E3
dual (ReHl) identificindolo con el espacio de funciones de Oscilacidn Acotada en
Media (0.A.M. o B.M.O. en inglés) que ya habia sido introducido antes por John

y Nirenberg [9].

Diremos que 1 estd en 0.A.M. si 1l e Ll(T) y para cada intervalo I« T

se tiene

1
T'ITJI l1(e) - mI(l)! s g C

donde C no depende de I y

_ 1
mI(l) = m‘JI 1(6) ae

0.A.M. es un espacio de Banach con la norma
4 (T
iy, = b j 1(0) o] +

1
+ sup J |1(8) - m (1)] ds.
1 II! I I
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Ch. Fefferman y E.M. Stein demostraron que toda 1 e 0.A.M. da lugar a un funcio-

%
nal perteneciente a (ReHl) definido como

m
£ {————»J £(8) 1(e) ds.
-7

(las integrales han de interpretarse de forma apropiada) y esta correspondencia

es una equivalencia de espacios de Banach.

El resultado de dualidad de Ch. Fefferman y E.M. Stein es equivalente
a un teorema de descomposicidn de toda funcidn f e ReH1 en funciones particular-
mente simples que llamaremos &tomos. En concreto un dtomo o de forma mds precisa
un 1-4tomo es, o bien la funcidn constante ap(8) = 1/27 o bien una funcifn a(6)

con soporte contenido en un intervalo I «I T tal que la(e)! < 1/!1[ para todo
T
-m<BgT ¥y J a(e) a6 = o.
-1

El teorema de descomposicidn es el siguiente:f e ReH1 si y sdlo si:

donde los a; son dtomos, y

o]

j§6 ka‘ < @

Ademis si F es la funcidn analitica asociada a f, existen dos constantes absolutas
¥l ?

C1 y 02 tales que:

8

¢, Hell 4y sdnf ] ja] ¢, [|F{]
1 Hi 520 3 2 Hi

donde el infimo se toma sobre todas las descomposiciones de f en &tomos.
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Hemos de hacer notar que la misma caracterizacidn puede obtenerse en
términos de (1,q)-3tomos donde q es cualquier nfimero mayor que 1. Para definir un

(1,9)-4tomo basta sustituir la condicién |a(e)| < 1/]I| por 1a menos restrictiva

1

1 q 1/q
(TTT'II |a(6)| de) N Tfr

En este espiritu los 1-4tomos definidos anteriormente debieran llamarse propiamen-

te (1 )-&tomos.

Esta caracterizacidn de ReH1 se extiende a ReHP para 0 < p < 1, La di-

ferencia es que ReHP ya no es un espacio de funcioncs. Por ejemplo
_ 1 14z
F(z) = 3 13

pertenece a uP para cualquier p < 1 y su parte real converge a 0 cuando

radialmente, es decir r » 1. ReHP ha de definirse como un espacio de distribucio-

nes (En nuestro ejemplo el valor en el borde de F es la medida de Dirac concentra-
da en 6 = 0). Para 1/2 < p < 1, estes distribuciones se cbtienen por distinta nor-
malizacidn de los &tomos introducidos mds arriba. Definimos un p-&tomo como una

funcidn con soporte contenido en un intervalo I < T, tal que

[ )] & —
a(8) dd = 0 y a(®)| g€ ——mm ,
=T IIli/p

La earacterizacidn de Rer, debida a Coifman (Véase {?]) es entonces,

la siguiente: Una distribucién f pertenece a Re HY, 1/2 < p £ 1, si y sélo si pue-

de ser representada como:



I.12.

donde los a; son dtomos y

~38

AP <o,
j=0 =

La suma ha de entenderse en el espacic de distribuciones. Ademds exis-
ten dos constantes absolutas C, v 02 tales que si F es la funcidn analitica asc-

ciada a f:

. e 1/p
¢, lEll _sdnf (] A PYP <c, |||
1 P 520 3 2 P

donde el infimo se toma sobre todas ‘as descomposicicnes de £ en &tomos.

Estas caracterizaciones proporcionan métodos nucvos para estudiar ReHP
sin recurrir a la tecria de funciones. Comc ejemplo veamos una demostracion de la
desigualdad de Hardy mucho més simple que la cli@sica. En virtud de la descomposi-
cidn atdémica, bastard que demostremos que para un &tomo a(€), los coeficientes

de Fourier

son tales que

Podemos suponer, sin pérd’da de generalidad, que el soporte de a(6) es-
t3 contenido en un intervalo centrado en 6 = 0, ya que el valor absoluto |ak[ no

es afectado por traslacicnes. Entonces

la, | = I;}f a(0)(e 1) a0 <
4 L] I

s—i—J la(e)| | x 6| as 511‘J7T-!—Ilf laCe)| ase sJ-]-‘-[?LI—L
I I
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Por otra parte, en virtud del teorema de Plancherel:

o m
2 1 2 1
E»Iakl =—2—T—T-J—Trla(e)| de S'é“‘;‘

A

Por lo tanto:

la| 2, | Ja, |

D R A R

1 & 2.1/2 1.1/2
<= Yool + (a0 ) =) g,
" k|<1/]1] » X lx|>1/|1| %2

Y en general para f e ReH1

-~

f(k)
D RN

La caracterizacidn de ReH® mediante &tomos permite identificar el es-
% %
pacio dual (ReHP) para 1/2 < p € 1. A todo funcional L e (ReHP)" se le asocia de

manera univoca una funcidn integrable 1 tal que para todo &tomo a:

n
la = J a(o) 1(8) ae

-

Entonces

1

TTT‘JI 11(9)*m1(l)ld6 < 2] lu!! lIll/p -1

dondg
mI(l) = T%T'( 1(0)de;
J1

para todo intervalo I,
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Basta ver que para cualquier ¢ que viva en I y tenga |l¢|lm $1,

(6(8) - m(o}x;(0))
1/p

2 |1]

es un p-atomo de forma que

T ljlcb(ﬁ)(l(ﬁ)-ml(l))del = 37 lflw(e)-ml(w)l(e)del <

2 ||l [7)MP -t

Reciprocamente cualquier funcidn 1(6) para la que sca

T%T JI 1¢o) - ml(l)l a8 < (const)‘I|1/p -1

para todo intervalo I con (const) independiente de I, define un funcional lineal
®
continuo sobre (ReHP) . Para p = 1 se obtiene el espacio 0.A.M. y para 1/2 < p < 1,

la condicidn

1

TIT [ 18y - mI(l)l d8 < (const) llll/P -1
I

es una condicidn de Lipschitz Li, gue equivale a la condicidn de Lipschitz f?,

es decir:
11(6) - 1(¥)| < (const) |e-y|/P -

El espacio obtenido es el espacio de funciones de Lipschitz de orden 1/p - 1. Es-

ta caracterizacidn fue obtenida por Duren, Romberg y Shields hace algunos afics.

Hemos visto asi cdémo una serie de resultados ya conocidos sobre ReHP
se obtienen de manera muy simple utilizando la descomposicidn atdmica. Vamos a ver

ahora algunos resultados nuevos. Comenzamos ccn un estudio de los coeficientes
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de Fourier de los eclementos de ReHF. Este estudio, debido a Coifman, puede apli-

carse para obtener cordieiones suficientes para que el multiplicador

zakeike Zu kakeike

sea acotado en Rer.

Ante todo vemos que si a(€) es un &tomo centrado en 6 = 0, y no cons-

tante:
i i .
(f lace)|? de)1/2(J la(e)]? le10—1|2 a)t/? ¢ 73
- -7
En efecto
m 2 . \1/2 1
(J la(e)|“ as) § —575
-m |1}
y, como

. T .
16394] < /3 |o] <[ la)|? [ei0.1]2 a0yt ¢« v3 |1|Y/2.

-T

Si a(6) tiene serie de Fourier

la funcidn analitica asociada a a(f) serd

La funcidn en el borde A(ele) cumplira:
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i . g ./ Ny
(J |2(e%9)]2a0)1/2 (J 1a(e29)|? [e1°-112 a0)t? < 2
-7 -7
En efecto, en virtud del teorema de Plancherel:

2 .

m .
J |A(ele)‘2 de

2n 4
; R

K=1

x T
= 2m.2. ) |ak|2 2 J la(e)|? .
~o0 -7

v . . ©
J |a(e*®))? 1e0-1]2 a6 = 2m.4(] |a
1

a|%+a,|?) =
=T

k+1”

o« T .
2 2, i0 (2
= 2m.2(} |ak+1—ak| ) = 2J la(0)]“]e™”-1]° ao.
- -m
Asi pues
m 10012 4. \1/2, ("), 381127 10 412 i \1/2
<j 14(e30) |2 ao) <J 1439 12]e1%-1)2 a0)t/2 ¢ 2.
it} kil

Notese que A es una funcdn posiblemente con valores complejos, mucho mds gencral

que un atomo. Por ejemplo: A nc puede anularse en casi ninglin punto, salvo que

sea trivial.

En general, consideraremos funciones M e L2(T), tales que:

ki T .
(J M(6)|2 a0)*/? (J ce)|? |ei%-11% a0)?/? ¢ 1.

-7 =7

Esta condicidén implica que

™
f |M(0)[d9 ¢ V2 + m.

-
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En efecto:

" vz
IMCe)ldo < (J |m(o) |2 a6)t/? =2
Jielsmmug [T,

. 1
Sl e ———— -"':
2
] |2

1 .
oy jao < ¢ oy |?|e20-1]%a0)Y/2 .

{——2;——<!8|5ﬂ

J
! 2
| 1m] 15
1 1/2 1 d6,1/2
. ([ ——— 30) S am( - =T
[ 2 ||1l 2
__.1*7§<‘0‘5w Iel)-ll Miiy __;L_E 0
[Tl |2 ] 2

Llamaremos molécula o mis propiamente 1-molécula centrada en © = 0 a una funcidn

M e L2(T) tal que

m n . i
(" @12 a2 1) 215412 00)? ¢ 3

-7 -TT

y ademés

il
J M(e) de = 0.
-7

La razdn de llemarla asi es que M puede descomponerse en suma de &tomos
centrados en 0 que viven en intervalos crecientes. De la misma manera definiriamcs

una molécula centrada en 0, e ]—n,ﬂ} mediante la condicidn:

C

T , i a0 -
(J Im(e)|? de)l’z(j 1M(0) 12| 010012 20)1/2 ¢ 1.
- -7
Es claro que todo &tomo no constante es una molécula y se ve ficilmen-
te que las moléculas est@n en Hl con norma acotada nor una constante abscluta. Bas-

ta ver que la funcidn conjugada de una molécula es tambi&n una molécula y estc se
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deduce inmediatemente observando lo que significa ser una molécula en té&rminos
de los coeficientes de Fourier {mk}:

27

T m M2 Iy |97 6

Esta condicidn permenece invariante al pasar a la funcidn conjugada.
Vemos asi, sin necesidad de exhibir una descomposicidn atdémica concreta de una
molécula, que también se puede caracterizar ReH1 utilizando moléculas en vez de
dtomos. Estudiemos ahora la situacidn para p < 1. Para obtener un p-dtomo basta

|1/p -1

multiplicar un 1-atomo a, con soporte contenido en I, por 1/|I . Teniendo

en cuenta que para una l-molécula, 1/i|M|l§ juega el mismo papel que |I| para un

1-Atomo, tiene sentido, en principio, definir una p-molécula como

2(—-- 1)
Il ], ¥

donde M es una 1-molécula. Esto conduce a definir una p-molécula centrada en & =

para 2/3 < p £ 1 mediante la relacidn

™ 3p-2 , 2p
(I luo)|? as) 2 (J lue)121e2%-112 a0) 2 < 1

- -7

y, por supuesto

m
j M(€) 49 = C.
-7

La razén de tomar 2/3 < p es gue solo para este rango, nuestra condicidn implica

™
J |u(e)|P a6 s (const)
-1
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ReH? puede describirse en términos de p-moléculas. Esta descripcidn es muy Gtil

en el estudio de los operadores que conmutan con traslaciones; es decir: los mul-
tiplicadores. Al considerar coeficientes de Fourier, parece mis natural moverse

en la complexificacidn ReHP ¢ iReH? de Re que en ReHP. Dste espacio es diferen-
te del espacio de funciones en el borde correspondiente a funciones de HP que es
simplemente un subespacio de LP(T) mientras que ReHP ¢ iReHP es un espacio de dis-

tribuciones. Siempre que no se preste a confusidn designaremos a ReH® ¢ iReH?

1 1

sencillamente como HY. Si ReH1 es un buen sustituto de ReLi(T), H™ = ReH1 ® iReH

es un buen sustituto de Ll(T). Volviendo a los multiplicadores, vemos que si S es

un operador tal que para todo 1-&tomo centrado en © = 0, S a cumple:
i 2 172 " 2y 10 (2. .\1/2
(I 1esarer|? aert’? (| sa)o)]?[ei®-1]20)%? < (const)
~T -

cdonde (const) no depende de a; entorn-2s S tiene una extensidn que es un operador

acotado de H1 en Ll(T).

Si ademés

H
(@

J(Sa)(G) ao

para todo a; es decir S lleva &tomos a moléculas; entonces S da lugar a un opera-

dor acotado de H1 en Hl.

Veamos un ejemplo tipico de la aplicacidn de este método:

TEOREMA 0.1. Sea {uk} una sucesidn acotada de nlmeros complejos, tal que

(const)
Iﬁﬁl-ug!s k

Entonces el multiplicador
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bM8

o
lke B -} e
ay et f———* E”ukakel<

es un operador acotado de H1 gg_Hl.

DEMOSTRACION. Empezamos con un atomo centrado en 6 = 0,

iko
e

p18
ol
~

a(o) =

cuya imagen serd

n
f IMce)|? as)t/ IM(e)l le0.1]2 a0)t/2 -

-T

\—\

2.1/2
wa |97 s

QW(Z v,a, 1) 1/2(2 |

k+1 k+1

A

o 172, w1 12 1
2n{(] i | M2 oy Play, -2 |DY2 4

|2 1/2

-+

=] @

2,1/2 02
(glukakl ) (§ Mirs = Bl Tl 1)
Si llamamos ||u||oo = sup |ukl; seréd

2.1/2, ¢

> 2) 2y1/2
2 (] e |2 Iy a2 | Y

\

2 % 2.1/2 % 2.1/2
s 2n [l12 12,1520 lay,, - o |2 =
-0 -0

™ .
= IluILf (f la(e)|? ae)t/?( J la(0)|?|e*®-1]2 ae)2/?
- -
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< 72 ||u) |3
Por otra parte:
o 2.1/2,¢ 2 2.1/2
20(] Pyl D7TQ Tl Tlay 19777

A

@ 2
an | ull, Iaklz)i/z(ﬁsggﬁzl“' % 2 “% (kt1)? IIaHE4 +
= lkl<lTally

1.1/2

|k|a§la||§ K2

-2.1/2_

+ (const)? sV Ilpr|]a||2((const)||a||2 )

(const) tlu”w.

c.q.d.

De la misma forma se demuestra que en las hipdtesis del teorema ante-

rior, el operador

®© . Rl °y. A
z akelkﬁ ‘ 2 ukakelkd

-0

es acotado de HP en si mismo para p > 2/3.

Un ejemplo importante de multiplicador que cumple las hipdtesis del teo-

rema es el dado por W = |k|1Y donde y es un nimero real.

La caracterizacidn atémica de HP P £ 1, permite obtener ficilmente teo-
remas de interpolacidn. La posibilidad de interpolar entre P y L2(T) o0, en general
LYT) con q > 1, reafirma el valor de P P € 1 como continuacidn natural de la ca-

dena de los espacios LT, q > 1.

A continuacidn damos un ejemplo sencillo de teorema de interpolacidn.



I.22.

TEOREMA 0.2. Sea Py € 1. Supongamos que S es un operador lineal acotado en L2(T)

tal que, ademis, para todo p,-&tomo a, se tiene: |‘Sa|[p < (const) independiente
0

gg_a. Entonces
St f
[1s£]1, < ¢l llHp
para p, € p € 1y

1511« caliel]

p p

para 1 < p § 2, con CP X.Cé independientes de f.

DEMOSTRACION. La demostracidn se puede dividir en dos partes. Primero demostraremos

el teorema para p, < 1y Py < P& 1. Luego suponemos que Py = 1y1<pc< 2. Cla-

ramente esto basta para demostrar el teorema.
12, Sea Pg<1¥YDPy<PEs 1.

Queremos ver que S es un operador acotado de HP en LP(T). Demostraremos?

en efecto, que si a es un p-3dtomo,
HSaHp < (const)

independientemente de a.

Observemos que si a es un p-dtomo con soporte contenido en ¢l intervalo

I, entonces

es un po—étomo. Asi pues
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llsall ) s Cconst) 11](2/pg) - (1/p)
0

l]Sal!z < (const) |{a!|2 < (const) ————%——————

i1
lz|P 2
Escribimos:
po(2-p) 2(p-p0)
m ™ : . —_—
J | (s2)(0)|Pae = j |(sa)(6)] 2Po |(sa)(0)| 2 Po ae

- -

y luego estimamos esta integral utilizando la desigualdad de HSlder con los expo-

nentes (2—p0)/(2-p) y (2—p0)/(p—p0) que son claramente conjugados el uno del otro.

Obtenemos
2- P™Po
m B Po. 7p. (" 2..32-p
J l(sa)(e)|P a0 < (J | (sa)(0)| “as)“Po (j | (sa)(0)]“d0)“Po ¢
-Tr - -7
- p-p
5'1' ' %)Po %?E“ 1 2 5
< (comst)|1]| o 0 ( T Po < (const)
|7|P 2
pues
(;L.- lop 2-p = p-po 2-p
P, P70 2-p, P 2-p,
y
(-1_ _ }—)2 p"po - 12__p p—PD
P 2 Q'PO P ) 2"PO

22, Sea Py = 1y 1< p< 2., Tomemos 12 tal quc 1 < Py < P

Sea f e LP(T). Consideremos

1
Py *5“
M(E) = (|g] T) P12

Py %
donde (|f] 1) es el operador maximal de Hardy-Littlewood aplicado a la funcidn

P
| £] 1, Claramente M es un operador acotado en LI(T) para g > Do
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Para A > 0 consideramos el abierto

8= (¥ e T i (MEY(O) > A}

I£1] A ;
Para X > p 8" no coincide con T. 6" serd unidn de intervalos {IA} que son

(27) .
las componentes conexas de el.

Il
Para A > ——£— escribimos
) (Qﬂ)i/p

£(0) = £7(6) + b (C)

donde
gM0) = £(8)x. A (8) + T m (E)x .(0)
T=0 4 1 i
i I I
0
con
m. o= ﬂ_ J i f(e) do.
I Il
Asi pues

B'(8) = ] (£(0) - m (£)) x ;(0)
i

I I

Para cada i,

(£C0) - m ((£))x ;(0)

I I

tiene media 0 y ademas

P
( ﬁ' Jlf(o) -m ()] a)t/P1 ¢ (—i%—-J]f(o)lpi ae)/P1 4

+ Im ()| € 2 M(£)(0) € 22

-IA



donde 6y ©S un extremo cualquiera del intervalo I;. Asi pues

(£(e) - m_3(£))y 5(0)
e
2 1
{IA[ )

ai(O)

es un (1,p1)-étomo. Como

dA(g)

1

.l .
7Nl a 00,
l B
Aeuly il A
se deduce qgue b e H* y llb || 1 < 2A|G ], Por otra parte
H
AI‘
lg(8)] € (const) A

de forma que gA e L2(T).

[1£]]

Para_ A > 75 S¢ tendra:
(2m)'P

{eieeT : l(Sf)(O)‘ > Ay & {eiaeT : l(SgA)(e)| >’.§} \J
U eer : [(sp(0)] > 21
por lo tanto:

A
[lsero | > a1 < [tesgH ol >0 +

1Al
+ 1{lsp N ] 2 € (oonst) (D7 + (const) |67,

Asi pues:

sf||P = (const) {_ p1 Hlgel > 2} aa =
¥ .
P J
= /p
€] ] /(2m)?
= (const) J P AT ax e

0



Ahora bien

A
(const) fm AP~? (Hg ||2) ax
+ {(cons +

+ (const) J -t IOAl da.
|11 s2m*® ’

llgl]_/c2m)t/?
j P .Ap-l dXx = (const) llf]lg
0

® p-1 |1e”] ® p-1 -2 2
J_ AW H——2)% q» = j P J !gA(O)I dedr+
0 A 0 ot '

[ -
+ J‘ AP~1 32 J g (@))% dear «
0 T-0

£ (const) J_ AP~

J dedx +
0 {(ME) (5>}

oo x

((uE)(e)? an dx g

-+

(const) j AD—B J
0 {(ME)(2)€)

o0

(const) J Rt H{(ME)(0)>2}] dr +
0

A

©

P73 ax ae =

+

T 2
(const) [ ((M£)(0)) f )
-T (M£3(0)

(const) I|Mf]|§ < (const) ]}f]]g

® 4
J o = [ ene s ) o
O O

I.26.
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< (const) {IMfIlg S (const)][lf}}g.

c.q.d.

Observemos que en 22. hemos hecho uso solamente del hecho de que el

operador S es de tipo débil 2-2 y de tipo débil Bt -1,

Otro "modelo" de HP es el =2spacio 47 (R) que se define, para p » 0, como

el espacio de las funciones F analiticas en el semiplano superior

mi = {z = z+tit e B“ : t > O}
tales que
® 1
HE = sup (J |F(x+it)|P dx)*/p <o,
HP(R) >0 /-=

Existe un paralelismo total entre la teoria de los espacios HP(R) N
la de los espacios HP(T) o simplement-~ HP que discutimos anteriormente. Hay, sin
embargo, diferencias técnicas. La conexidn con la teoria de funciones es transparen-
te en HP(T) y se complica un poco para 4P(R). Sin embarge la caracterizacidn atd-
mica es mads significativa en HP(R). De hecho, puede obtenerse una caracterizaciln
de HP(R) mediante &tomos para 0 < p €1, Para 0 <p € 1yq>p, q2 1; se define
un (p,q)-&tomo como una funcidn a(x)} con soperte contenido en un intervalo acota-

do I, tal que:

[ ]
(i) I <X a(x) dx = 0 para k =0, 1, ..., [%J- 1, donde E? represen-

-0

ta el mayor entero £ 1/p.

(i1) (ﬁTJ laG)] a0t/ < |——‘—1—/—p— si g<=, 0 |lall s I ‘i/p si
I I I
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En este cuso, la correspondencia entre HP(R) y ReHP(R) es |:]. como
antes, se considera el espacio real ReHP(R) con la topologia trasladada de HP(R)
o bien, cuando se quieren ccnsiderar funcicnes no necesariamente reales, la com-
plexificacidn de ReHP(R) que es el espacio complejo ReHP(R) e iReHP(R) al que se
llamard tambign HP(R) siempre que no se preste a confusién. Tambié&n como en el ca-
so anterior ReHl(R) puede identificarse con un subespacio de ReLl(R) asignando a
cada funcidn en ReHl(R) su funcién en el borde y ReHP(R) para p < 1 puede identi-
ficarse con un espacio de distribuciones por el mismo procedimiento. Los teoremas

de descomposicidn atdmica tienen entonces el mismo enunciado que en el caso de T.

Un tipo particularmente importante de &tomos es el que se obtiene pa-
ra q = 2. Sea a un (p,2)-atomo centr-1o en ¢l origen. La transformada de Fourier
compleja

o]

a(z) = 5%—[ e-izx a(x) dx

- 00

es una funcidn entera y ademds

|a(z)| < REINEY

A
es decir a(z) es una funcidn entera de tipo exponencial |I|. Por otra parte, en vir-

tud del teorema de Plancherel:
[=0]
f ia(x)lzdx < ]I}i_(‘/p).

Finalmente (i) se traduce en que

akaco)
%

=0 k=0, 1, «ous [14 - 1.
dx P
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El teorema de Paly-Wiener implica que estas propiedades caracterizan
completamente la transformada de Fourier de un (p,2)-&tomo centrado en el origen.

Es decir: Si A e L2(R) es la restriccidn de una funcidn entera de tipo exponencial

g, tal que
2
1- — k
2 d"A(0 1
[all; s o P —";;j(;—)—--‘-o Par‘ak=0,1,---,{'1;‘]‘1

entonces A es la transformada de Fourier de un (p,2)-4tomo centrado en el origen.

Teniendo en cuenta que una traslacidn por o se convierte en multiplicacidn
-ixa . . . .
por e en el espacio de las transformadas de Fourier, obtenemos la siguiente

caracterizacidn de las transformadas de Fourier de elementos de Hp(R).

TEOREMA 0.3. f es la transformada de Tourier de una distribucidn de HP(R), 0 <p s 1

si y sdlo si puede ser representada (en el sentido de las distribuciones) como:

£= ) A et%* Aj(x)

donde

z I)‘lp <°°:
j=0 =

aj son niimeros reales y las Aj son restricciones de funcicnes enteras de tipo ex-

ponencial cj tales que

2

1 - £

2 P
||Aj]|2 < Gj

a® a.(0)
q =0 para k=0, 1, ..., [“i - 1.
ax F
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Un (1,2)-4tomo siempre satisface la desigualdad:

A

I Ia(x)l2 dx . J |a(x)|2ix|2 dx s 1.

Teniendo en cuenta que la transformada de Fourier de xa(x) es -i a'(x), el teore-

ma de Plancherel implica que

lall, atll, < 1.

Esto conduce a definir una 1-molécula como una funcién¥¥tal que:

~

(i) ]Iﬁ;HQIIc::g-'HQ < 1.

(11) o] « —=L

o112
I!W?I!2

De hecho lo que definimos son transformadas de Fourier de moléculas.

Para 2/3 < p £ 1 tiene sentido definir la transformada de Fourier de

1—(1/P)g

A A
una p-molécula como una funcién%g;tal que © ¢ es la transformada de Fourier

de una 1-molécula, donde

1 12p/(2-
@ = |l 1577629

Se obtiene como en el caso del circulo, el siguiente resultado sobre

multiplicadores:

TEOREMA 0.4. Supongamos que k. e L7(R) es tal que

sup |ur€x)|? dx <

R>0 JRs|x1<2R

Entonces f — (rE)” es un operador acotado en HP(R) para 2/3 < p.
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En vista de los descubrimientos recientes analizados mds arriba, que
enriquecen notablemente la teoria HP y asignan a los espacios HP un papel impor-
tante en el andlisis; tiene sentido acometer el estudio de los espacios que se
obtienen cuando en las distintas caracterizacidnes de H® se sustituye la medida
de Lebesgue dx o d0 por una medida "pesada" w(x)dx o w(6)do; v de las relaciones
entre los mismos. Este es el programa de la presente memcria. Naturalmente han
de imponerse algunas restricciones al peso w(x) para lograr una teoria suficien-
temente rica; pero a la vez ha de permitirse suficiente libertad para que la teo-
ria se pueda aplicar a una serie de problemas. Es claro que seria muy convenien-

. . a
te incluir los pesos ]xl , a > 0,

En casi todo el trabajo, el peso w(x) va a tcomarse en la clase A de
Muckenhoupt, que es la unidn de las clases Aqa q > 1. La clase Aq se define por

la condicidn

1 1 -1/(q-1) q-1
sup. ( J w(x)dx) ( J w(x) dx) <
PP ERF:
donde el supremo se toma sobre todos los intervalos finitos. Estos pesos incluyen

claramente los pesos |x|a, a > -1/2.

Las propiedades de los pesos de A o Aq que sor relevantes en nuestra
investigacidn, son estudiadasen el capitulo I. El hecho clave es el teorema I.9
que afirma que para 1 < g <=» w e Aq <=> el operador maximal de Hardy-Littlewood

es acotado en L3(w(x) dx) <= la transformacidn de Hilbert es acotada en LI(w(x)dx).

De aqui se deduce toda la riqueza de la teoria P que va a desarrollar-
se., Hemos de observar que la condicidn Aq es muy natural y aparece en gran nimero

de problemas, particularmente en ecuaciones diferenciales.

La teoria de estos pesos, extensamente desarrollada por Muckenhount

y Wheeden, fue acogida en un principio sin gran entusiasmo pero ultimamente se ha



I.32.

revelado su utilidad en situaciones muy variadas. Permitasenos mencionar, como
aplicacidn inesperada del teorema I.9, el siguiente resultado de Coifman, Rochberg

y Weiss:

TEOREMA 0.5. Sea H la transformacidn de Hilbert

f(x) }———> HE(x) = v.D. f gé%l-dy

y B el operador de multiplicacidn

£(x) F— b(x) £(x)

asociado a una funcidn b e 0.A.M. Entonces el conmutador C = [B,H] que se define

como.:

C(f) = bH(£) - H(bI),

es un operador acotado en LP(R), 1 < p <®, con norma

Hell gy < cplivllo o,

Examinemos brevemente una demostracidn de este resultado que utiliza
el teorema I.9. Lo haremos para p = 2 para mayor simplicidad. Si b e 0.A.M., el
ab(x)

teorema de John y Niremberg (véase [9]) implica que la funcidn e cumple

la condicidn A, para todo nlimero real o tal que

(const)
IR PR

|a| <

donde (const) no depende de b. Esto implica que H esti acotado en L2(eab(X)dx)

es decir:
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J |HE(x )’2 ab(x) x ¢ (const) J | £(x )|2 ab(x)

lo que equivale a decir que el operador Ta dado por:

% b(x) - 9‘5 b
(Taf)(x) = e H(f.e Mx) =
%{b(x)-b(y))
_ e
= V.p. B " f(y) dy

estd acotado en LQ(R). De hecho, si o es un niimero complejo tal que

(const)
SR 1 Py

el operador Ta definido por la misma fdérmula que para a real, es acotado en L2(R)

y

ap 117,11 5y € M <o
0’-! (2) ©

is .
Para a = re se tiene, al menos formalmente:

%{b(x)-b(y))
e
- -y

(T,£)(x) = f(y) dy =

. I = GPBG)-by))”
n=0 B r4
= j f(y) dy =

X-5y

f(y)dy

[}

1 (%Jn oP ein@ J“) (b(x) - b(y))n

n! X -y

n=0

Tenemos asi el desarrosllc en serie de Fourier de la funcidn

8 f— (T 59 £Y0G0)
re
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Para n = 1 obtenemos comoc coeficiente de Fourier

rJ“ b(x) - b(y)

= _1
=y f(y) dy = Fr C(f)(x)

1
2

Asi pues

™ N
C(£)(x) = E%'J e 107 oF)(x) a8
-1 re

Todas estas manipulaciones formales pueden justificarse sin mds que considerar

los operadores truncados.

Se tiene
1 (7 1
ol € & | 11T gofll, a8 ¢ 20 2 111,
- re
Puede tomarse
, !?gogst)
{10.ALN.

de donde resulta:

[lesl, < Ceonstd 1Il1g 11l

Observemos que este teorema tiene un reciproco:

Si el conmutador C = [h,H] del operador de multiplicacidn B : f — bf

con la transformacidn de Hilbert H, es acotado en LF(R) para algn p, 1 < p < =,

entonces b e 0.A.M. y

|
llb"O.A.M. £ (const)P l.C||(p).
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Asi pues, tenemos una completa caracterizacidén de 0.A.M.

Hemos de hacer notar tam:il&n que la misma demostracidn proporciona la

acotacidn en LQ(R) de cualquier operador de la forma [Blfﬁzcl..[?n,Hq...]]] dado

por

© (bl(x)—bi(y))...(bn(x)-bn(y))
f(x) +—— v.p. j x5 f(y)dy

con bi’ ooy bn e 0.A.M.; con norma ¢

€ (const) Hb1|lo'A.M. e anHO.A.M.

Este resultado ha sido utilizado por Coifman para dar una demostracidn muy senceilla

de la acotacidn del conmutador de Calderdn dado por

e(e)(x) = f A £(y) ay = -[a,5 H £

-0 (x..:v\,
donde
|A(x) - A(y)| € (comst) |x - y!.
es decir A' e I. . El estudio de C se reduce al del operador %; [A,HJ dado por

%;»[A,H]f(x) = %;-[J A(Xi - ?Qy) £(y) dy]

En efecto

&[] £G) = ATGIED GO + {a,% H£(0)
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En general para cualquier operador de convolucidn con niicleo k

(B.KH*E - k*(a.£)) (s) = J (A(a) k(s-a) £(s-a) -

-0

- k(s) Aa) £(s-0)) da = J Tk(s-0) - k(s)]A(x)E(s-a)da

En particular:
([A,H]f)‘(s) = (const)j (sgn (s-a) - sgn s)g(a)%(s—a) da

[s2]

Sea

Entonces

E(s) = (const) J s(sgn (s-0) - sgn S)Z(G) %(s~a) doa =

e

oo
s - 7 ,
= J 5 (sgn (s-a) - sgn s) a(a) f(s-a) da
- 0

Observemos ahora que

sgn (s-a) - sgn s # 0

solamente cuando 0 < s/o < 1.

Ahora bien, para 0 < u < 1, se tiene:

=

u = J uiY¢(Y) dy

donde ¢ es una funcidn en la clase 5 de Sehwartz, es decir c y que decrece a 0

rapidamente en .

Esto es consecuencia del hecho de que para r > 0
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e’ = J e-irv¢(Y) dy

donde ¢(y) es la transformada de Fourier inversa de cualquier funcidn de la clase

. s -r
éque coincida con e = para r > O.

Escribimos, pues:

Entonces:

F(s) =’j ‘%l(sgn (s-a) - sgn s) ala) £(s-a) da =

= J ¢ (y) J |§41Y (sgn (s-a) - sgn s) ;(a) %(s-a) da dy =

= J ¢{y) ls‘iY J (sgn (s-a) - sgn s)(|ot|"iY g(a))%(s—a)dady
Definimos

[

El teorema 0.4 implica que MY aplica H* en si mismo con norma 0(|y|). Por duali-

dad MY aplica 0.A.M. en si mismo con norma O(lYI).

Aunque esto es suficiente para nuestros propdsitos, hemos de sefialar,
que la norma de MY es, de hecho, O(IYll/2 log iyl) comc puede verse estudiando

el nlicleo de MY que es de la forma
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c(y)
|x|*71Y

Utilizando teoria HP y la convexidad de la interpolacidn puede verse que MY es

O(IY!1/2 + €

) para todo € > 0. Basta tener en cuenta que M(,aplica H® en si mis-

mo para todo p con 2/3 < p € 1 con norma O(|y|) y L? en si mismo con norma 0(1).

En cualquier caso:

©

g(s) = J ¢(Y)ls]iyj (sgn(s-a) - sgn s)(!al’iyg(a))%(s—a)dady =

- 00

= j o (y) [Ny(J (sg..(s-a) - sgn s)(M_Ya)A(a)%(s—a)da)}AdY

(o]

de donde
o © (M_ a)(x)-(M__a)(y)
F(s) = J-q?(Y) MY((COHSt)J_m =Y — Y”Y f(y)dy)dy
es decir:
% [4,H]f = (const) I:p(y) MY[M_Ya,H] £ dy
de donde

155 [a,H]]], < (consﬂj_mlm)l _ally aw HEl 8y
¢ Cconst)(| o] Iyl an Hlally_, el

que demuestra la acotacidn del conmutador de Calderdn.

El propdsito de la digresidn anterior fue situar la teoria de Muckenhoupt

en el seno del anilisis de Fourier.
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Entramos ahora en la descripcidn de los métodos y resultados de la

memoria.

Se utiliza siempre la recta real R para construir los modelos de HP
con pesos. Hay dos formas de introducir un peso w(x) en la teoria HP. La primera
es partir de la definicidn clisica de HP(R) y cambiar la medida de Lebesgue dx por
w(x) dx. Se obtiene asi el espacio H'(w(x) dx) formado por las funciones F(x+it)

analiticas en el semiplano superior
Ri = {x+it : t > 0}
tales que

Hell = sup {j IP(e+it) [P w(x) ax}’P <o
HP (w(x)dx) t>0

-0

Estos espacios se estudian en el capitulo II. La discusidn est8 dividi-
da en cuatro secciones. En la primera se generalizan los rvesultados clisicos sobre
convergencia no tangencial en puntos del borde x+i0 asi como convergencia en
LP(w(x) dx). La finica dificultad que presenta la introduccidn del peso, en este
caso, es la conducta de las funcicnes para ]xl +», Como el peso puede tender a
0, las funciones de HP(w(x) dx) pueden tender a ® para |x| + ®. Los lemas I.11 y
I.12 se establecen para controlar este crecimiento posible en ®. Termina la sec-
cidn con la identificacidn de un subespacio denso formado por funciones buenas
(continuas en el borde y que tienden a 0 en w con suficiente rapidez). En la sec-
cidn segunda se obtiene un operader naximal que caracteriza a HP (w(x) dx). E1 mé-
tcdo es esencialmente el de Fefferman y Stein (véase [7]). Se restringe la aten-
cidn a una clase densa y se demuestra la equivalencia ~e una serie de normas o
quasi-normas. Se parte del operador maximal nc targencial de Pcisson que, por de-
finicidn, caracteriza a BP (w(x) dx) y se va cambiando la aproximacidn a la identi-
dad hasta conseguir un operador maximal equivalente obtenido por convolucidn con

funciones de clase ¢ y con soporte compacto. Esta caracterizacién permite obtener
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en la siguiente seccidn una descomposicidn atdmica de HP (w(x) dx) para 0 < p < 1.

La esencia del método es la utilizacidn de la descomposicidn de Calde-
rén y Zygmund para distintos valores de A > 0, para escribir la funcidn de
Hp(w(x) dx) como suma de una serie telescdpica cuyos elementos tienen un niimero de
momentos nulos. Estos términcs una vez normalizados constituyen los &tomos. Un
(p,g)-&tomo para 0 < p s 1ygq> q, exponente critico de w (es decir w e Aq) es

una funcidn soportada en un intervalo finito I tal que:

. 1 1/q 1 .
(i) (—T—j la(x)|? w(x) dx)"/% ¢ —=—= siq <= o0
Ilal‘m 5_—, )-——.1/13 sigq=o,
y
(ii) J a(x) x"dx =0 parak =0, 1, ..., ??]-1.

Asi pues, para ¢stos espacios, los &tomes son de tipo mixto, con momen-
tos nulos con respecto a la medida de Lebesgue y normalizacidn con respecte al pe-
so. Asimismo se observa que el niimero minimo de momentos nulos dependc del minimo

q tal que w e Aq'

El teorema II.3.15 nos da la descomposici®n atdmica de HP(w(x) dx). En
general HP (w(x) dx) no puede identificarse con un espacic de distribuciones; pero
esto es sin duda cierto para la mayor parte de los cosos que aparecen en la pric-
tica, por ejemplo para pesos de la forma !xla. No se ha tratado de hacer una discu-
sidn de este punto y el teorema de descompcsicidn atdmica se ha enunciado en for-
ma general. En la seccidn cuarta y utilizando la descomposicidn atémica, se iden-
tifica el espacio dual de HP(w(x) dx) para 0 < p € 1. Diche espacio dual se define
mediante una familia de condiciones integrales cuya equivalencia es un subprcduc-

to de la teoria, que recuerda el teorems de John y Nirerberg sobre las distintas
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caracterizaciones de 0.A.M. (Véase [9]). Hay otra forma de introducir un peso en
la teoria HP y es arrancando de &tomos definidos utilizando la medida w(x) dx a 1la
vez en la normalizacidén (i) y en la propiedad de cancelacidn (ii) (Atomos de tipc
homogéneo). Estos espacios, para los que se usa el simbolo Qp(w(x) dx) son estu-
diados en el capitulo III. Estos son los espacios de Hardv mis naturales asociados
con el peso w. El resultado fundamental del capitulo III es la equivalencia entre
5€P(w(x) dx) y Hp(w(x)l_p dx), que viene dada, al menos para &tomos por f(x) }——
+— f(x) w(x). Asi pues, el espacic 61(w(x) dx) es equivalente a Hi(dx) qQue es sim-
plemente el espacio cldsico Hi(R). En cambio para p < 1, ﬁp(w(x) dx) es equivalen-
te a Hp(w(x)1~pdx) que es uno de los espacios estudiados anteriormente. Hemos de
hacer notar que la equivalencia se establece tan solo para un cierto intervalo de

p's cercanos a 1.

La conclusidn es que los cspacios l;p(w(x) dx) aparecen comc un caso
particular de los HP (w(x) dx), lo cual no deja de ser sorprendente si se tiene en
cuenta que la definicidn de G;P(w(x) dx) es muy simple y utiliza tan solo variables

reales mientras que en los espacios HP(w(x) dx) se utiliza la fuerza de la anali-

ticidad o si se quiere, la transformacidn de Hilbert.

El capitulo IV incluye algunos ejemplos y una scrie de aplicaciones. Se
obtiene una equivalencia entre el espacio de las funcicnes radiales de Hi(kn) y el
de las funciones pares de %ﬁl(lr‘n-l dr). (De hecho, el resultado es cierto para
un intervalo de p's menores que 1). Se dan dos demostraciones de este resultado.
En la seccidn segunda se da una demostracidn muy geométrica que utiliza fundamen-
talmente la descomposicidn atdmica de Hl(Rn). En la seccifn tercera se da una de-
mostracidn basada en un anidlisis de la accidn de diversos sistemas de transforma-
ciones de Riesz sobre funciones radiales. Esta {iltima demostracidn que no utiliza
la geometria del espacio euclideo, se extiende en parte a los pesos lr‘gl donde 2X
no es necesariamente entero y proporciona una relacidn entre el espacio de las fun-
ciones pares en 5?1(|r12l dr) con 213 1 y el espacio ;Fl(]rl2x dr) introducido

por Muckenhoupt y Stein (Véase [11] ).
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En la seccidn cuarta, la relacidn entre el espacio de funciones radia-
les en Hi(Rn) y el espacio ordinario Hl(R)3 es utilizada para obtener una funcidn
. 2 . . .
radial F en L1(R ) pero no en Hl(kz) y para la que, sin embargo, la integral singu-

lar dada en notacidn compleja como

<F 1 -i20
F(w) = v.p. [ = F(w-z) dx = v.p. J —EL—E—-F(w—z)dz
¢ 2 ¢ |=z|

(w = relw; z = sele), esti en Ll(RQ).

Se demuestra, por tanto, que dicha integral singular no caracteriza a
H (8%).

4
El operador F +—= F, que no es otra ccsa que el multiplicador

P (o230 £V,

proporciona un contraejemplo a la cconjatura sugerida por Fefferman en el simposin
sobre andlisis armdnico que se celebrd en la universidad de De Paul en Chicage en
1974 (véase [Q]) y segln la cual toc: multiplicador "suficientemente bueno" scrvi-
ria para caracterizar a Hl(Rn) de la misma forma que el multiplicador
-ig ~
Fl— (™" )Y,
que es el sistema de transformadas de Riesz de orden 1 mediante el cual se define
A 1 2 -2ie . » . . . vy . .
comiinmente H (R“). Sucede que e es un ejemplc tipico de multiplicador "suficien-
temente bueno" que, sin embargn, no caracteriza a Hl(RQ). Lo mismo puede decirse
para cualquier y la integral singular vectorial formada por las transformadas
de Riesz de orden 2 o, mas generalmente, de cualquier orden par, en lugar de
o . s e s . 1,.n
F f——+ F. El problema de identificar los multiplicadores que caracterizan a H (R")
sigue en pie y, una vez descartada la conjetura de Fefferman, ninguna otra se des-

taca como plausible. Observemos que nuestro método es muy particular ya que utili-

za funciones radiales. Si consideramos sistemas de Riesz de orden impar, que scn
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en definitiva, suma de transformaciones de Hilbert en distintas direcciones, es

claro que el contraejemplo, si existe, no va a ser una funcidn radial.

Por Giltimo, la seccidn quinta consiste en unas cuantas observaciones

sobre la relaciédn entre HY(E") y e?p(‘rln-i dr) para p < 1.



CAPITULO I

ALGUNOS RESULTADOS AUXILIARES

Sea w(x) una funcidn medible definida en la recta real R con valores

en [O,w] .

Para 1 < g < =, diremos que w(x) cumple la condicidn Aq con constan-

te C, si para cada intervalo I, se tiene:

1
(1.1) (T%FJ w(x) dxxﬁTf wix) 1 axdt <
I I

En (I.1) se entiende que 0. = 0.

Diremos que w(x) cumple la condicidn A  si para cada €:> 0, existe
§ > 0 tal que si I es un intervalo y E un subconjunto medible de I con lBl <

< 6|I|; entonces
J w(x) dx sﬁeJ w(x) dx.
E 1

Muckenhoupt ha demostrado que una funcidén localmente integrable cumple

la condicidn A si y sblo si cumple alguna de las condiciones Aq 1 < q <=, Véa-

se [S].

Llamareros 'peso’ a una funcidn w(x) no negativa, localmente integra-

ble, que no es igual a cero en casi todo punto y que cumple la condicidn A,.

P,

Si q' es el exponente conjugado de q; es decir: %-+ %} = 1, o lo que
es lo mismo: q' = E%Tg entonces (I.1) puede escribirse:
1 1
o1 T g-1,-(q-1) 1 T g-1 q-1
(TTT II(w(x) ) dx)(TTT Iw(x) dx) <C

Pero q'il = q-1, de forma que tencmos:



1 1 1
1 T g-1, q'-1 q'-1, 1 )
( J (w(x) ) dx) ( I wix) dx) s
T )y T )y
< cl/(a-1)
I
Esto no es otra cosa que decir que w(x) -1 cumple la condicidn Aq1= con cons-
tante c*/(a71),

Aparte los casos triviales w(x) = 0 para casi todo x y w(x) =~ para

1/(q-1)

casi todo x (I.1) implica que tanto w(x) como w(x) son localmente inte~

grables (Si, por ejemplo,

_ 1
J wizx) 971 ax =«
I

para algln intervalo I, entonces (I.1) implica que para cualquier intervalo J:
J w(x) dx = 0
J

¥y, por lo tanto: w(x) = 0 para casi todo x).

Para un peso w en la clase Aq (es decir: que cumple la condicidn Aq)ﬁ

se sigue de la desigualdud de Holder quc:

1 q-1

-1 ax) ¢

1 (T%T JI w(x) dx)i/q(-]-%r II‘”‘)

Vemos asi que la funcidn definida para intervalos como:

1

a-1 dx)q"1

I — (T%T-J w(x) dx)(T%T-J w(x)-
I I

estd acotada lejos de 0 ew .



Aceptaremos los resultados sobre pesos contenidos en Bﬂ y demostra-

remos algunos otros que serdn utilizados a lo largo de todo el trabajo.

Desde este punto hasta el lema I.18 'y serd un peso en la clase Aq'
En los dos {iltimos lemas del capitulo utilizaremos la nocidn de "exponente cri-

tico" de un peso w que es
= inf {q : w cumple A }.

Puesto quc un peso siempre cumple alguna condicidn Aq con 1 < q <>,

siempre es 1 € qy <. In Eﬂ se demuestra que si w cumple Aq tambi&n cumple A

q-€

para algin €:> 0. Asi pues, w nunca cumple A_ .
0

Para un conjunto medible E, utilizaremos la notacidn
w(E) ='f w(x) dx.
E

LEMA I.2. Dado a > 1 y un intervalo I, consideramos su a-dilatado

Ga(I) = c. + a(I - cI)

I

donde cI es el centro de I. Entonces

w(8 (1)) ¢ (const) o w(1y?

con (const) independiente de a y de I. De hecho puede tomarse como (comst) la

constante de la condicidn Aq para w.

DEMOSTRACION.

A

1 a1 g9t -

1 -
1 g w(I)( ! w(x)
TiT 1T )



1
q-1 dx)q"‘l <

1 q-1 1 J
= w(I) a* ~( w(x)
TT] laatl)[ I

a1
q-1 dx)q“1 <

1 q-1 1
S TTT w(l) a (W Iﬁ (I)W(X)
ol

1 gq-1 (const) -
< w(I) o °( ) =
=T w(s (1)/]8 (D]
w(l)

(const) al

n

w(éa(I))

Por tanto:

w(8_ (1)) & (const) a? w(D).

c.q.d.

LEMA I.3. Supongamos que 11 3_12 son dos intervales tales que

LeI,#¢ y |iyl =8[1,]
para algiin 8 > 0. Entonccs:

(const)-——-i———-vﬂI

3 ) £ w(I,) £ (const)(1+ é&q w(Iz)
(1+28)

2 1

donde (const) representa una constante que no depende de I;» I, o B. La constan-

te no tiene que ser la misma en los dos sitios aunque la representemos por el
mismo simbolo. Utilizaremos esta notacidn de una manera sistemf&tica siempre que

no se preste a confusidn.

DEMOSTRACION. Por simetria sdlo necesitamos demostrar una de las desigualdades.

Por ejemplo la de la derecha. Es ccnsecuencia del lema I.2 ya que



En efecto:

X e I1 => ]x -c
1 1

(cI y r1 son respectivamente, el centro y el radio de Ij). Asi pues

] ]

|x - C ] < ]x - C }‘ + Ic - C I <
L L4 L I
£r + r + = 2r + r =
I1 I1 12 I1 I?
2 2
==r. +r. =(1+ )
B 12 12 8 12

lo que demuestra que x e 61+§ (12).

c.q.d.

LEMA I.4. Para cualquier intervalo I:

J wix) dx < (conft) I w(x) dx
x¢1 Ix-o.IlQ |z)™ I

dende (const) no depende de I.

DEMOSTRACION. El hecho clave, que se encuentra en [3], es que si w cumple la con-

dicidn Aq, tambiin cumple la condicidn Aq_E para algin ¢ > 0,

Para k = 0, 1, ..., estimamos



J wix) dx
q -
K j_g_[_ < |xec| < Skl 1zl |x--cI}
I 2
¢ —2 |7 w(x) dx =
2}“1(%1-)q 5,2.k+1 ()
- Q—kq 2q 1

11|q W 2k+1 ) &

(const) 24 T_%a (2k+1)q~e w(I)
I

N

en virtud del lema I.2 y del hecho de que w cumple la condicidn Aq—e' Asi pues,

w(x) dx

XL
q
J2k l%l-< {x-c1|<2k+1 l%l- % - CI‘

< (const) (2% L w(n
|z|®
Entonces
J wx, dx _ E { wix) dx
x€1 lx—cIlq 0k 11l . IX“CI!<2k+1 L%L lx-cIIq
2

< {const) ~—1~'W(I) Z (2—€)k < (comnst) —-3;-w(1).
119 0 |1]?

c.q.d.



LEMA I.5. 8i f e_Lq(w(x) dx), enton-as f es localmente integrable. En partigular,

para cada intervalo I:

1 1 14 1/q
TET—JIIf(x)Idx < (const)(;TTT JIIf(x)I w(x) dx)

donde (const)? es la C en la condicidn Aq para w.

DEMOSTRACION.

1 1 1/ -1/
I = J ' q q <
TTT'JI. (x)|dx TiT Ilf(X)IW(x) w(x) dx €

1 q 1/q -1'/q gy1/a"
S TIT (JIIf(x)] w(x) dx) (JIw(x) dx) =

(T%T'Jllf(x)!q w(x) dx)l/q (T%T-Jiw(x)—l/(q-l) dx)(q”i)/q <

< (1 J |£(x) [T w(x) ax)t/e (fecnsthl/q
TaT I w(I)
|I!

(const) (;Réﬁ—f If(x)lq w(x) dx)l/q
I

c.q.d.

Observemos que el lema I.2 puede obtenerse como caso particular de

(I.5) poniendo GaﬂI) en lugar de Iy £ = x.

¢

LEMA I.6. Existe un @, 0 < a < 1, que depende del peso y de g, tal que si f e

e Ly(w(x) dx) y ¢ cumple que

(const)
(1 + |xD?

le(x)] s



entonces definiendo para t > 0 y X

®

R,

i

6. (x) = o),

la convolucidn (f * ¢t) (x) tiene sentido y se cumple:

-1
| (£26 0G| & (const) |I£]] a0 0yany WIS /a
donde
I(x;t) = {y e B : |x - y| < t}.

DEMOSTRACION.

¢, (x-y)
(f*¢t)(x) = fm £(y) "‘;RS?Y—— w(y) dy

Demostraremos que, como funcidn de y,

0. (x - ¥)
v(y)

-

1
pertenece a L (w(y) dy) donde q' = a%—-es el exponente conjugado de q.

¢t(x‘y) q'
(1.7) Jlx_y‘<t |—-§T§T“! w(y) dy =
. J| e INLTCE DI VIC S R
-y | <t

’%_¢(§%1)‘q/(q~1) w(y)—l/(q~1) dy <

JIX-Y1<‘C



-9 .
¢ (const) ¢+ 471 j w(y) q-1 dy
I(x;t)

implemente porque ¢ es acotada.

Por otra parte

J l¢t(x_y)‘q/(q-1) w(yy @) o
t<|x-y]|

!%_¢(§%z)lq/(q-1) w(y)—l/(q~1) dy <

Jt<|x-Yl

A

t-q/(q-l) J (const) (y)-i/(q—l) dy =

t<|x-y| -l§%zl(aq)/(q-1)

.~9/(a-1) t(dq)/(q—l)J (const) gy Dy
t<lny|  |xey] 070D

w-l/(q~1)

Pero w cumple Aq => cumple

g

q-1 q-1

cumple A o

para o < 1 suficientemente proximo a 1.

Aplicando (I.4) obtenemos:

¢t(x~y)

I——;?;T——ﬁq- w(y) dy <

(1.8)

[t<|x-YI

< t'Q/(q"l) t(aq)/(q.1) (const) 1 -
|10y | IO




= (const) t'q/(q'l) J w(y)—i/(q-i) dy
I(x;t)

Combinando (I.7) y (I.8) obtenemos:

o, (x-y)
Jw "'E‘gr—j—%q w(y) dy g (const) t_q/(q'l)f w(
- g I{x;t)
1
-a/(q-1) 1 ey
= (const) t ¢ 2t : J u(y) 4
IIZx,t)| I(x-t)
. 1
< (const) t a1y (const) ya-T .
T‘—E‘-jT-J w(v)dy
Tlx:t I(x:t)
= (censt) w(I(x;t))'l/(q"l)
Aplicando ahora la desigualdad de !li8lder:
¢t(x-y)
¢t(x-y)
s HEl e 57109 iyay) €
s (const) [1£1] qiiiyany w(I(x;6)) 79,
c.g.4d.

10.

El interés de la condicidn AC deriva del siguiente resultado cuva

1

demostracidn puede verse en [3].
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TEOREMA I.9. Sea q > 1 y sea w una funcidn localmente integrable y no negativa.

Las siguientes proposiciones son cquivalentes:

(1) f” |f*(x)lq w(x) dx € (const) fnlf(x)lq w(x) dx

donde

f%(x) = sup T%T-J | £(y)| dy
I

I»x

¢s la funcidn maximal de Hardy - Littlewood de f

(ii) ]” |¥(x)|q w(x) dx g (const)fwl‘(x)lq w(x) dx

donde

¥(x) = v. P jﬂ ———X——-dy

es la transfocrmada de Hilbert de f.

(iii) w cumple la condiciZn A_-
]

Dada una furcién ¢ como en el lemz 1.6, le ascciamos el operador ma-

ol
ximal ¢; definido para funciones f e L%(w(x) dx) ceme:

(f)(x) = sup | (£59,) ()]
x-y|<t

LEMA I.10. Si

|¢(X)| B (const)
(1 + |x[)a




con & > 1, entonces
%
¢§(f)(x) € (const) £ (x)

en casi todo x.

DEMOSTRACION. Dado x, sea (y,t) e Rz tal que |x-y| < t. Entonces

| (£ = ¢t)f§)l = If» f(u) ¢t(y—u)du{ £

A

(1 +]L2)H®
t
1 k+1 1
€ (const)(2 —»-J | £(u) |du+...+2 .
2t y»ul<t 2k+1_t

.[k

1
» . ]f(U)I—ETE:ITE— du + ...)
2" e<|y-ul <2t

2(const) (£ (x) + vuu + 27X 1) 0 Foy iy ¢

I\

€ (const) fh(x).

c.q.d.

(1.10) juntc con la parte (i) de (I.9) implica:

< (const) ||£ ]]

H¢V(f)“Lq(w(x)dx) L3 (w(x)dx) g

12,

%J:lﬂuﬂ l6(X=5) du < %r—mlf(u)l __(eonst) .
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£ (const) ' lf! I Lq(w(x)dx).

En particular, la funcidn definida en el semiplano superior

2 : t > 0}

mf = {(x,t) e R
como
F(x,t) = (£49,)(x)

estd en LY(w(x) dx) uniformemente en t.

LEMA I.11. Sea s(x,t) una funcidn subarmdnica n. negativa definida en el semi-

plano superior Ri y que estd en L%\w(x) dx) uniformemente en t > 0. Fntonces

existe @, 0 < a <1 tal que:

s(x,t) € (const) (1 + |x|)a

donde (const) depende de t; pero puede tomarse la misma (const) para una banda

de la forma 0 < to pS

DEMOSTRACION. Sabemos que para cualguier t > 0

Jm (s(x,tN? wix) dx g (const)
donde (const) no depende de t. Aplicando el lema I.6 vemos que la integral
Jw s(x,t) (1 + |x|)7% ax

estd biend definida. Adem&s estd acotada como funcidn de t, es decir:



1“}-

f” s(x,t)(1+]|x]) %dx ¢ (const)

independiente de t. Consideremos ahora la banda 0 < tpstst, <=

Desde luego, la desigualdad
s(x,t) € (const) (1 + lxl)a

necesitamos probarla linicemente para valores grandes de X puesto que s es con-
tinua y esti, por lo tanto, acotada en cada rectdngulo cerrado. Tenemos (x,t)
en nuestra banda y tal que sea, por ejemplo, ]i] > to. Como s es subarmdnica,

sera:

s(X,T) € (const) —r— £t s(x,t)dxdt
t_ 2 == .0
0 B((x,t) =)
(7;) 2

t+ t0/2 jx+ to/z

¢ (const) —%-I__ _ s(x,t) dx dt ¢
ty Tt- 12 Tx- /2
. t1+ t0/2 X+ t0/2 i .
g (const) -5 [__ 8(x,t)(1+|x|) 7 (1+]x]) axdt <
t, t0/2 X~ to/2
1 - t0 o o
€ (const)-7§(1.+ lx + —EI) t) € (const)(1 + |x])
t
0

c.q.d.

LEMA I.12, En las mismas hipdtesis el lema anterior:

s(x,1) € (comst) sup (| (s(y,u)%(y)ay) T wlz(x; 571/
u>0 -0
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En particular: s(x,t) = o(t) cuando t + =,

DEMOSTRACION. Para cualquier (x,t) e Ri, se deduce de la subarmonicidad de s .

que:

X+ t/2 (3t/2
s(x,t) ¢ _ﬁEQ%EEl_ J { s(y,u) du dy =
t x~ t/2 ’t/2

3t/2 rext+ t/2
= _SEQEEEl—-J [J s(y,u) d;] du

2 Je2 Uxotn2
Aplicando el lema I.5.:
x+ t/2
I S(Yau) dy £
X- t/2
¢ (const) t sup (| (s(y,u))(y) dy):L/q w(I(x;%&)_ilq
u>0 -

Por tanto

s(x,t) € (const) sup (| (s(y,u)? wly)ay)™? w(z(x; 5714

u>" 00

En particular, para t > tg > 0:

tO
s(x,t) g (const) w(I(x;—E

yy~1/a

es acotada y, por consiguiente, s(x,t) es o(t) cuandc t + =,

Les lemas I.11 y I.12 son {itiles para aplicar, en varios casos el

siguiente lema:
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LEMA I.13. Sea s(x,t) una funcidn continua en el semiplano cerradc

mf = {((x,t) e B? : t 3 O},

2 e 2 . s . s . s
subarménica en B, y con Jas siguientes restricciones en su crecimiento:

(i) s(x,t) = o(t) cuando t +=».

(ii) s(x,t) = o(ea]xl) cuando [xl +o para todo a > 0 en cada banda

{(x,t) e mQ : 08t ¢ to}?

Entonces si s(x,0) € A <= para todo x e R, se sigue que s(x,t) € A

2
para todo (x,t) e R+.

Este resultado es una simple cxtensidn de (5.2) en el capitulo II

de f11f.

Como consecuencia del lema 1.6 obtenemos la existencia de la integral

de Pcisson de una funcidn £ e LY(w’x) dx). Tomamos

olx) = P(x) = &+ —1 |
T 2
1+ x

niicleo de Poisson.

LEMA I.14. Sea f e LY(w(x) dx). La integral de Poisson de f,

£(x,t) = (F % P)(x)

22 » - 2 [} .
es una funcidén armbnica en R, que estd en L*(w(x) dx) uniformemente en t > O.
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Supongamos que, ademds, f es continua en B y |£(x)| § (const) (1 + |x|)a

para algin a < 1. Entonces la funcidn definida comc:

f(x,t) = (£ # P )(x) si t>0 y £(x,0) = f(x)

e

es continua en RE y cumple las ccndiciones (i) y (ii) del lema I.13.

DEMOSTRACION. E1 lema I.10 implica que f(x,t) estd en L%(w(x) dx) uniformemente

en t. Su armonicidad en RE se sigue de la propiedad del valor medio, ya que f(x,t)

es localmente integrable en Ri como se deduce de la desigualdad:

l(f*Pt)(x)I < (const) ||£]| w(I(x;t))hl/q

L (w(x)dx)

Veamos ahora que f(x,t) es continua en los puntos (x,0) del borde. Fijemos x, e

0

e Ry seae >0
| (2P ) (x) - £(x)] = lJ:f<x~y)1>t(y)dy-f(xo>E’t(y)dy| =

= ]j”(f(x—y)—f(xo))Pt(y)dy| < J |f(x»y)-f(x0)
<0 y<6

P.(y)dy +
+ J lf(x—y)*f(xo)lPt(Y) dy.
ly|>s

Puesto que f(x) es continua en Xq5 existe un entorno de X, Para cuyos puntos x’

sc tiene:

[F(x') - f(xo)l < Ee.



is8.

Tomando X en un entorno m&s pequefic si es nccesario y haciende § suficientemen-

te pequefic, podemos ccnseguir que sea

J lf(x—y)—f(xo)l P.(y) dy 5 EJ P.(y) dy s ¢
y|<s lyl<s

Por otra parte, la segunda integral estd dominada por:

(const) j |1+ ]x-yN® + (1+|x0|)a| P.(y) dy =
ly[>s

a
Pt(y) dy +J |y Pt(y) dy)

< (COHSt)(J
|yl~s

ly|>8

Ahcra basta tcmar t pequefio pues para § > 0 fijo se tiene que

[ P (y) day — 0
y|>$6

jl | 6iyla P (y) dy = 0
y >

cuando t + 0.
Asi queda demostrada la ccntinuidad.

Ahora vamos a demostrar que £(x,t) cumple las ccndiciones (i) y (ii)

del lema I.13.

Los lemas I.11 y I.12 pueden aplicarse a f(»,t). El lema I.12 implica
que f(x,t) cumple la condicidn (i) de (I.13). La condicidn (ii) es més fuerte
que (I.11) pero se cumple en nuestro casc particular. En efecto, si consideramos

la banda
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S = {{x,t) e Ri : 0 gt € t,}
tenemos, para (x,t) e Sy t > 0:

] = [0l = | £y 2 eyl -

IJ:f(x-y) %—Pi(%) ay| = Irj(x-t NE (D aN.s

A

r | £(x-tA) | P,(2) dA g (const)r(ulx-_txl)“Pl_(x) dx g

A

(const)(1 + |x|% + % r 1%, (0 an) ¢

A

(const)(1+!x|a+tg) € (const) (1 + |x|a)

c.q.d.

LEMA I.15. Sea s(x,t) una funcidn subarmdnica nc negativa definida en Ri que

estd en LY(w(x) dx) uniformemente en t > 0. Entonces s ticne una mayorante armé-

nieca minima que es la integral de Poisson de alguna funcién S © LU w(x) dx).

DEMOSTRACION. Para cada t > 0 definamcs St(X) = s(x,t);st(x) estd en LY(w(x)dx)

uniformemente en t > 0. Asi pues, el conjunto de funciones {st : t > 0} estd

contenido en una bola cerrada de
q q'
Li(w(x) x) = (L* (w(x) dx))=*,

]
espacio dual de LY (w(x) dx) donde q' = E%T° Esta bcla es 'compacta con respecto

Y,

. - - " > ofs - 3 Q
a sucesiones’ cuando se lec da la topolcgia ¢ébil -* Jdeterminada en L=(w(x) dx)

\
por LY (w(x) dx). Por 1o tanto, existe una sucesidn tn + 0 tal que

S, — 5y ¢€ LYw(x) dx);
n
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donde la convergencia es en la topologia d8bil-*; es decir: para cada ¢ e

e Lq'(w(x) dx),

J” S, (x) ¢(x) wix) dx » Jmso(x) d(x) w(x) dx

n -0
cuando n +®,

El lema I.6 nos permite considerar, para cada n, (st ® Pt)(X)'

n
(I.14) implica que (st * Pt)(X) considerada comc funcidn de (x,t), es armbnica.
n
Se tiene
(I.16) sG,trt ) € (st * Pt)(x)

n

para todo n, X, t. Para obtencr (I.16) basta aplicar (I.13) 2 la funcidn u de-

finida en Ri COomo

u(x,t) S(x,t+tn) - (st * Pt)(S)

n

sit>0y

u(x,0) s(x,tn) - s, (x) = 0.

n

Que u cumple (i) y (ii) en (I.13) es consecuenciz de (I.11), (I.12) y (I.14).

Luego, haciendo tender n a » en (I1.16) obtenemcs que

s(x,t) ¢ (s, * Pt)(x)

0

Pt(x—y)

x
puesto que del hecho de que estd en L° (w(y) 2y) se desprende que:

w(y)



21.

Pt(x—y) Pt(x—y)
[i”stn(y) "'“ET?T"“'W(Y) dy -+ fi:o(y) Gy w(y) dy
cuando n > ®,

LEMA I.17. Supongamos que u(x,t) es una funcidn armdnica en Ri que esti acotada

de forma no tangencial en todos los puntos de un subcenjunto S R de medida

positiva (es decir: la funcién meximal no tangencial

m (x) = sup |uly,t)]
" xey] <t

es finita en S).

Entonces u(x.t) tiene limites "no tangenciales’ en casi todo punto

de s.

Este resultado se debe a A.P. Calderdn. Véase [113 (Capitulo II, teo-

rema 3.19).

Concluimos esta serie de lemas auxiliares con dos que relacionan dife-

rentes potencias de un peso dado w.

LEMA I.18. Dado un peso w ¢on exponente critico Iy existe a, 0 < a < 1, tal

que para cada p gque sea 1—c{¥ P § 1, podemos encontrar un q > qo(l—p)+p y una

constante tales que:

1

- w(x)? w(x)l"P dx)l/q <
J w(x)l-pdx I
I

(1.19) (

1

< (const) (

{ w(x) dx)l/p
I

J w(x)i_P dx
I
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DEMOSTRACION. Si p = 1, necesitamos {inicamente q > 1 y entonces (I.19) no es

otra cosa que una desigualdad de HB8lder al revés para w, que siempre se cumple

(véase [3]). Podemos, pues, suponer que p < 1. El expcnente critico de
1-p
w(x) es & q4(1-p) + p £ q4.

En efecto, si w cumple la ccndicidn Ar’ w(x)l—p cumple la condicidn Ar(i

-p)+p’
Esto es consecuencia de la desigualdad de HElder:
1 1
{(T%T J w(x)i-pdx)(T%T J w(x)(i'p)(_ r(1-p +p-1) dx)r(i-p)+p-1}1—p§
I I

4-
1 r-1 )r—i

1 -
P (T—T'j wi(x) dx)(T—T J w(x) dx
I I 1 I

s C.

En particular, para cualquier 1y > 9o (w(x))l’p cumple la condicidn Aq . Es
1
decir, existen C1 y 02 con 01 >0 02 < » tales que para cada intervalo I:

1 1-p 1 1 a,-1
C1 < ( I JIw(x) dX)(lITJI T ax)*1 = € C2

YD r

wix

Esto lo podemos escribir abreviadamente comc:

(1.20) (T%FJ SR gt/ D) 1
I 1 1 1/s
(111 I dx)
I wix)®
con s = —P__
ql—l

Tomemos q tal que sea q - p = § donde 14§ es un expenente con el que
w cumple una desigualdad de H¥lder al revés. Puesto que g ha de ser > qo(l-p)+p;

P
scra:



§=q-p2>qyl-p)
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$ . $ .
es decir: 1 - p < 5—- 0, lo que es lo msmo: p > 1 - a—u Esto ya impone una

0 0
restriccidn en el rango de las p's. En efecto: @ va a ser §

1sié2 9.

La desigualdad (I.19) puede escribirse como:

1 1 146 1/q
( : J - TET—JI w(x) dx) <
TTT . w(x) dx
1 1
€ (const) ( = J w(x) dx)
) T g

i J w0t
I

La desigualdad de Holder al revés para w implica

de la izquierda es

A

(const) (Iil j w(x) dx)(1+6
f w(x)j'"P d;]l/q I
I

[

=

1

(const) [
1

1 I 1
w(x) dx]
T—T-I w(x)i—p dx r 1
I I

1

(T%T-JI w(x)l'P ax)d P

/qy si 8 <qy o

1/p

que la cantidad

)a

/p

1+§ 1

—n o —

1 q
3:- 3 _j; (TIT IIW(X) dX)

Py
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A continuacidn demostramos que

s 1
1 1 q P
~ _j; i} 3-_ (IIT JIW(X) dX)
1 1-p qQa P
( J w(x) dx)
1T J;
estd acotada. En efecto:
i1 11,8
1 1-p p g1 9 9 q
( J w(x) dx) ( J wix) dx) S
T ), T
(1-p)(%-%)
< L J 1 dx)— " '(1 Jw(x)dx)%'%+&:ig=
) wos [RIRE:

1 1
1 1/s, 1 ]“(1'1’)(‘5' EI)

= —_—a . .
[(TITJI s ‘rﬂf;’"*’ =

La expresidn entre corchetes corresponde a la cond cidn AN con s = 1/(N-1),

es decir:

Asi pues, la expresidn entre corchctes estd acotada lejos de 0.

S8lo necesitamos la parte trivial de la condicidn AN ya que el expo-

nente que tenemos es negativo.

c.q.d.
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LEMA I.21. Sea w un peso con exponente critico Q- Para cualquier p que sea

0 <p g1, existe un q > 1 y una constante tales que:

(1.22) (—> J w0 wix) a9
I, wix) dx /I
I
w(x)l—p dx
I )1/p

w(x) dx

£ (const) (
Js

DEMOSTRACION. Tomemos qy > 9 de forma que w cumple la condicidn Aq . Sabemos
1
que la condicidn Aq para w(x) es cquivalente a la desigualdad dc Holder al re-
1
vés para 1/w(x) con respecto a w(x) con exponente 1 + § donde q = 1/6 + 1

{En efecto:

1

e -1

- q
(T%T jI w(x)ax)(T%T lem 91 4yt

< (const)

equivale a

es decir:

1

1
14—
(— (20 U ) antt Y qlmlj
w(I) 1 w(x)

£
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< (comst) (i J — W(x) dx))
1

Para p = 1, (I.22) es sencillamente una desigusldad de H8lder al re-

vés para 1/w(x) con respecto a w(x) y basta tomar

Supongamos ahora que p < 1. Sea q - 1 = s = (1-;)/(q1—1). Claramente

q=1+——1"p—>1.

Qi_l
Sea
e, -1
- 1 _ *1
N=14+ s = 1+ -7 > q-

w(x) cumple, pues, la condicidn A_.. Por lo tanto 1/w(x) cumplird una desigual-

Nl
dad de Hoélder al revés con respecto a w(x) con exponente 1 + s. Es decir, ten-

dremos:

( 1 J w(x)lix)i/(si"l) < (const) —'!':]é—l)"
J w(x) dx /T w(x)° )
I

Teniendo en cuenta que 1+s = q:

1

( J w(x)™? w(x) dx)l/q < (const) —%%% <
i w(x) dx ‘1 v

4+
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1 -s i/s
< {const) (T-T-J w(x) ~ dx) £
1 I

(const)

(T'lT JIw(x) ax)t/P (T;T Lw(x)-s ay(1/P)-1)(1/s)

3

<

I

(TlT JIw(x)l_p dx)llp

1/p
0r~r Ilw(x) dx)

(=)

< (const)

i

La Gltima desigualdad es consecuencia de (I.20).

c.q.d.



CAPITULO II

ESPACIOS DE FUNCIONES DE TIPO ANALITICO

§1. COMPORTAMIENTO EN LA FRONTERA.

Sea w(x) un peso con exponente critico qye Para p tal que 0 < p <
definimos HY(w(x) dx) como el conjunto de todas las funciones de F(z) analiti-

cas en el semiplano superior Ri, tales que

- 4| P /P ¢

Claramente

A wioany = I HEH R G
para todo A e L y toda F e HP(w(x) dx).

Para p > 1 se deduce de la desigualdad de Minkowski que:

ST lgp uiyany € Ehpcuiany * e wp e an)
Aunque para p < 1 ya no se cumple esta desigualdad, se tiene, sin

embargo:

||r+a]|P_ s |IF||P. +l]e]|P
HY (wix)dx) H" (w(x)dx) 1P (w(x)dx)

Asi pues; HP (w(x) dx) es siempre un espacio vectorial (Lo consideraremos como

un espacio vectorial sobre R).
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Parapy 1, || |] es una norma en HP(w(x) dx) y para
HP (w(x)dx)
P < 1, la aplicacidn

(F,G) —— ||F-6||%
HP (w(x)dx)

es una distancéia en HP(w(x)dx) que es compatible con la estructura lineal de

Hp(w(x) dx) (Claramente, en virtud de la analiticidad de F, se tiene:

HF] = 0=> F(z) = 0).
HP (w(x)dx)

Para p < 1, || ||P no es una norma porqgue no ¢s ‘'positivamente homo-
HP (w(x) ax)
génea" de grado 1. Pero es subaditiva y "positivamente homogénea’ de “'grado" p.
I
H” (w(x)dx)
[15]). A partir de aqui HP(w(x) dx) serd el espacio vectorial topoldgico obte-

Esto implica que [{ es lo que Yosida llama una quasi-norma (véase

nido mediante la norma

Mol sipz 1
1P (w(x)dx)

o la quasi-norma

R sip i
BY (w(x)dx)

El propdsito de este capitulo es reducir el estudio de las funcio-
nes en HP(w(x) dx) al estudio de funciones definidas en B (R va a identificar-
se con la frontera de Ri). Un primer paso en esta direccidn es el siguiente

teorema que extiende a muestra situacidn algunos resultados cldsicos.

TEOREMA II.1.1. Sea F e HP(w(x) dx).

(i) 1im F(x+it) existe para casi todo x e R y la funcidn
t=+0

F(x) = lim F(x+it)
>0
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estd en LP(w(x) dx).

(ii) 1im f» |F(x+it) - F(x)|P w(x) ax = 0 ¥, en consecuencia:
>0 /=

1im [m |F(x+it) |P w(x) ax = [m [F(x)|P w(x) dx
t+0 /= -~

(iii) ||F]] < (const) {Im lF(x)lpw(x)dx}i/p donde (const)
HP (w(x)dx) o —

no depende de F.

DEMOSTRACION. Vamos a demcstrar que la funcidn maximal nc tangencial

me(x) = sup P(y+it)]
|xy]<t

es finita en casi todo puntc. Esto implica la existencia de 1im F(x+it) de
t+0
acuerdo con el lema I1.17.

Consideremos s(z) = |F(2)]% con 0 < ¢ < g*n s es subarménica ya que
-0
F es analitica. Llam«mos q = E—> -
J” (s(x+it))? w(x) ax =
-0
= |F(x+it)|p w(x) dx < IIF||P <
= HP (w(x)dx)

. . . R 2
Vemos asi que s(x+it) es una funcién subarmdnica no negativa en R+
que estd en Lq(w(x) dx) uniformemente en t > 0. Como w estd en la clase Aq’ po-
demos aplicar el lema I.15, segin el cual

s(x+it) € (s, % Pt)(x) con s, e Lq(w(x) dax).

0 0
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De aqui se deduce:

my = su |F(y + it)| =
|x-y]<t
= sup (s(y+it))1/E = ( su s(y+it))1/€ <

ix—y <t |x-y <t

A

1/¢ 1/¢e
( su (s, * P )(y)) = (P%(s, ) (%)) g
IX—Y <t 0 t v e

<const)(s§<x))1/e.

A

La (ltima desigualdad cs consecuencia del lema I.10. Asi pues
*
(I1.12) [” (mF(x))p w(x)dx € (const)J‘=° (so(x))qw(x) dx €
- -0
¢ (const) Jn]so(x)lq W(x) dx < =,

Es decir; mF(x) est8 en LP(w(x) dx) 1o que implica, en particular,

que m_ es finita en casi todo punto. Queda asi demostrada la existencia de

3

F(x) = 1im F(x + it).
>0

De hecho, hemos demostrade mucho mfs. De acuerdo c¢con el lema (I.17) se tiene
que, para casi todo x e B; F(z) » F(x) cuando z + x le forma no tangencial

(es decir: si existe A > 0 tal que

Imz > A |x - Re z]).
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Como

[F(x)] < mF(x)
D
m. e L7(w(x) dx);
estd claro que F(x) estd en LF(w(x) dx). Asi queda completamente demostrado (i).

(ii) Es consccuencia del teorema de la convergencia dominada de Le-

besgue ya que

|F(x+it)-F(x)'Pw(x) » 0 cuando t + 0

para casi todo x, y

|F(x+it) - F(x)|P w(x)
est3d siempre dcminado por

(const) (mF(x))p w(x)

que es integrable.

La clave de (iii) estf en el hecho de que la mayorante armdnica mini-
ma de s es (so ® Pt)(x) donde so(x) = |F(x)|®. Para ver 8sto, basta observar que
s. se obtiene como limite cuando n -+« en la topologia débil-¥* de Lq(w(x)dx),
de 1la sucesidn {St } dende {tn} es una sucesidn de ntimeros pesitivos que tiende

n
ahora a 0. Ahora bien:

stn(x) = s(xtit ) = [r<x+itn)19——+ |E(x) |

cuando n +©, en L(w(x) dx). Esto es consccuencia del teorema de la convergencia
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dominada de Lebesgue aplicado a las integrales

{nIIF(x+itn)!E - [P 5T wix) ax

-0

puesto que
|F(x+it)l€ - |F(x)!E — 0
cuando t » 0 para casi todo X, ¥
HEGerit )] - [FGOI51Y 5 (JPGarit DI + [P0 [5)T <
3 (const)(IF(x+itn)|p + [F(x)lp) < (const)(mF(x))p
que estd en Ll(w(x) dx). Asi pues s, IFIe también en la topologia d&bil--*

de LY(w(x) ax). Por 1o tanto:

Para cualquier t > Cj

Jn |P(x+it) |F w(x) dx g

-0

£ r(mF(x))p w(x) dx g (const) fnlso(x)lq wix) dx =

= (const) Im |F(x)|p w(x) dx
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La {iltima desigualdad es simplemente (II.1.2). Asi, finalmente

E]] ¢ (const) {f” | E(x)| P w(x) dx}l/p.
HP (w(x)dx) ~
c.q.d.
De hecho, puesto que
'{Jn IPG| P wix) axy/P =

= 1im {J | F(x#it)'? wix) axy /P <

t>0 -0
¢ sup {I |FGe+1t) [P wix) ax} /P = ||g|| ,

0 J-» P (w(x)dx)

{J |E(x)| P w(x) P es p:2 1

-0

(respectivamente

I [F(x)|P w(x) ax si p < 1)

-0

es una norma (respectivamente quasi-norma) en HF(w(x) dx) equivalente a

Ay (respectivamente || ||P .
HP (w(x)dx) HF (w(x)dx)

LEMA II.1.3. Si F e EP(w(x) dx):

|F(x,t)| € (const) ||F|| w(I(x;%O)_l/p.
HP (w(x)dx)
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DEMOSTRACION. Aplicando el lema I1.12 a

s(x,t) = IF(x,t)IE,

cbtenemos:

=

|F(x,t)|® ¢ (const) sup (J | F(y,u)l w(y)dy)s/p w(I(x:%:-))—S/p

u>0 -0
de donde

| F(x,t)| 5 (const) ||F}| w(I(x;%O)-llp.

#P (w(x)dx)

c.qg.d.

Como consecuencia de II.1.3 vemos que la inclusidn de HY(w(x)dx)
en el espacio H(RE) de todas las funciones holomorfas en el semiplano superior,

con la topologia de la convergencia uniforme en compactos; es centinua.

TEOREMA II.1.4. Para todo p > 0, HP (w(x) dx) es completo.

DEMOSTRACION. Sea (Pn) un~ sucesidn de Cauchy en B (w(x) dx). Como la inclusidn

de HP(w(x) dx) en H(Ri) es continua y H(Rz) es completo, vemos que (Fn) conver-

ge unifcrmemente sobre subconjuntos compactos hacia alguna F e H(Ri).
Queda por ver que F e B (w(x) dx) y Fn + F en Ho(w(x) dx).

Dado € > 0, existe n, tal que para cada n, m > n, es

|[le_ - £ ||P < €.
n ™" HP (w(x)dx)
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Entonces, cualesquiera que sean N, t y n 3 n, seri:

N
(I1.1.5) J |F(x+it) - Fn(x+i‘c)|p w(x) dx =
=N

N
= 1im J IFk(x+it) - F (x+it)|p w(x) dx g e,
n
k4o /-N

ya que

F(x+it) = 1im Fy(x + it)
ko=

uniformemente en x e |-N,N|. Pero
N o
J [F(x+it) |¥ w(x) dx s
-N

N
< (const)(J |P(x+ii) - Fn(x+it)[p w(x) dx +
-N

N N
+ j ]Fn(x+it)ip w(x) dx) ¢ (const)(e + j an(x+it)|Pw(x)dx) <
N N

]

< (const)(e + ||F_||P ) & (const) < =,
PP (w(x)dx)

Pcr tanto F e Hp(w(x) ix).

A partir de (II.1.5) se deduce que para n 2 n,

sup j |F(x+it) - F (x+it)lpw(x) dx =
t>0 n

-0

= |[F - Fn!!p < €.
H (w(x) dx)
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Queda asi prociade gue Fn +> F cuando n + = en HY (w(x) dx).

c.q.d.

si F e HY(w(x) dx) con P > q4, cntonces la funcidn en el Lorde T e
e LP(w(x) dx) y, puesto que w es un peso en la clase Ap, el lema I.14 implica
que la integral de Poisson (F * P _}(x) tiene sentido y es una funcidn armdnica.

Puede verse facilmente que

u

P(x + it) = (F % P)(x)

(En efecto, el lema I.13 implica que

F(x + it + is) (F(. + is) * Pt)(x)

Luego se hace tender s a 0). También es f3cil ver que F(x) = f(x) + i?(x)

donde f es una funcidn real en LF(w(x) dx) v
<]
1
%(x) = v.p. ;—[ 62) dy

es la transformada de Hilbert de f. En efecto: sea f(x) = Re F(x) que estd en
LP(w(x) dx). Como w estd en la clase AP, tiene sentido ccnsiderar F(x) y segin

(1.9):

¥ ¢ (const) [|£]] _
LF (w(x)dx) L (w(x) dx)

((F + i¥) * P ) (x)
serd una funcidn analitica en Rz con la misma parte real que F. Asi pues

F(x + it) = ((£ + if) * P )(x)
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donde
F(x) = £(x) + if(x).

En este caso en que p > q,, la imagen de HF (w(x) dx) mediante la aplicacién

P (w(x) dx) -2 LP(w(x) dax)

que asignar a F(x+it) su correspondiente funcidén en el borde F(x); serd el con-

junto {f(x) + i¥(x) : £ es peal y estd en P (w(x) dx)}

De la observacidn que sigue al teorema (II.1.1) se desprende que

HP (w(x) dx) 2 » o(HP (w(x) ax)) LF(w(x) dx)

es, para cualquier p > 0, una equivalencia de espacios vectoriales métricos.

En el caso p > 99 puesto que
1B < (const) ||l ,
LF (w(x) dx) LF (w(x) ax)
tenemos otra equivalencia:
Re LF(w(x) dx) —— o(HP(w(x) dx)

F(x) ———— £(x) + if(x)

La composicidn de estas dos equivalencias nos permite identificar

HP (w(x) dx) para p > q, con Re LP(w(x) dx). La situacidn =s muy diferente para
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p < e Aqul estudiaremos solamente :1 caso p § 1. La primera tarea es ver que
podemos restringir nuestra atencidn a una clase densa formada por funciones ‘'su-

ficientemente buenas.

TEOREMA II.1.6. Para N entero positivo, definimos 85 como el subespacio formado

por las funciones F e HP(w(x) dx) tales que:

(i) F es continua en Ri = {(x,t) | t 2 0}.

(ii) Para cada t 2 O F(x+it) tiende a O cuando |x| » =, mis rdpida-

mente gque IxI-N. Entonces 8§ es denso en HP(w(x) dx).

DEMOSTRACION. Puesto que cada F(z) en HP(w(x) dx) es el limite en HP(w(x)dx)

de las funciones F(z+it) cuando t + 0; podemos suponer que F es ya continua en
02 . . . M

R+ y que para cada t 2 O, ]F(x+1t)| no crece mas deprisa en © gque |x| para al-
gin entero positivo M. Consideremos ahora para n = 1, 2, ..., las funciones ana-

liticas

Como

la ()] =

A

2 .lM+N :
S+ i

queda claro que Gn(z) F(z) estd en HP(w(x) dx) para cada n; Gn(z) F(z) es con-

. 2
tinua en R+

(1+]x!
(1+|xl)M+N

|Gn(x+it) F(x+it)]| £ c(n,t)

1

¢ (const) —5
(1+]x])
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Asi pues, para cada n, Gn(z) F(z) estad enzﬁg. Vemos ahora que Gn(z) F(z) + F(z)

en HP(w(x) dx) cuando n + ». En efecto

6,7 - 7| |2 ‘
n HP (w(x)dx)

LM+N
i

s (const) J I - 1|P|r(x) |Pulx) dx + 0
-t X

(= + i)

n

M+N

ya que

M+N

-1 — o0
N
(%-+ i)A+N

de forma dominada.

c.q.d.

COROLARIO II.1.7. Fara cualquier q > Q:

HP(w(x) dx) N HY(w(x) dx)

es denso en HP(w(x) dx).

DEMOSTRACION. Esto es consecuencia del hecho de que para cualquier N

8P WP (x) ax) N HiGu(x) dx)

En efecto si F eigg, la funcidn en el borde pertenece a LY(w(x) dx) en virtud
del lema I.4. Luego, aplicando el lima I.13 puede verse que F es la integral de
Poisson de su funcidn en el borde. Por lo tanto se sigue del lema I.14 que F e
e Hi(w(x) dx).

c.q.d.



En vista de la equivalencia:
HP(w(x) dm) 2., o(HP (w(x) dx)) < LP(w(x) dx)

la compleccidn de ¢(5§) con respecto a la quasi-norma IE [|p » €8 una
LP(w(x) dx)

copia equivalente de HP(w(x) dx). Pero cualquier F(x) en ¢a§§) es de la forma
£(x) + if(x) con £(x) en LY(w(x) dx) para todo q > q,. Asi pues, otra forma de

ver HP(w(x) dx) es mirar a la compleccidn de

Re ¢¢5§)<: N L9w(x) dx)
9>q,

con respecto a la quasi-norma

[£]1P + 1P
1P (w(x) dx) LP(w(x) dx)



§2. CARACTERIZACION MEDIANTE FUNCIONES MAXIMALES

Sea V un espacio vectorial real. Llamaremos indicador sobre V a to-

da aplicacidn Gf : V> |0, que cumpla:

(i) Pzra cada Vs Vy e Vs
Gvy +v) 8 G+ Gy

(ii) Existe p > O tal que para cada A e Ry cada v e V:
{%.(Av) = _lA|p§(v)

(indicaremos &sto diciendo queg es un indicador de tipo p.)
(111)§(v) = 0 siy sdlosiv=0,

La restriccidn de(j a Vg_, ={veV :g(v) < ®} es claramente una quasi-
norma. Diremos que VS, con csta quasi-norma es el espacio vectorial topoldgico de-

terminado por el indicador(; sobre V.

Ky

Dados dos indicadores 91 y 32 sobre V, diremos que (31 esté dominado

por 4;2 y escribiremos ?1 < @2 si y sdlo si existe ¢ <~ tal que para cada v e V:

ggl(x) gc §2(v),

: e . . A ”
Diremos que 6)1 y 572 son equivalentes y escribiremos iﬁcv ?2 si y sdle si &14( 32

y 3?24 ?1. Claramente

§,~G, = V(}1 ) V?Q



43.

S
Y31 y’%z restringidos a este espacio proporcionan quasi-normas equivalentes.

El ejemplo concreto que vamos a estudiar es el siguiente: w es un
peso con exponente critico qy* Sobre el espacio vectorial real Re Lq(w(x) dx)

donde q > q © bien sobre
rj re LY(w(x) dx),
>q,

consideramos el indicador

(11.2.1) £ p— ||P§(f+i¥)llp
LP(w(x) dx)

donde 0 < p g 1.

El espacio vectorial topoldgico determinado por este indicador es,

una vez completado, una ccpia equivalente de HP (w(x) dx).

La tarea que vamos a abordar en esta seccidn es la de encontrar nuevos
indicadores equivalentes a (II.2.1) que nos dardn nuevas maneras de ver HY(w(x)dx).

El punto de partida serd el indicador

(I1.2.2) £ P (0] P

LP (w(x) dx)
que estd@, desde luego, dominado por (II.2.1}, (II.2.2) est? dado por el operador
maximal no tangencial asociade al niicleo de Poisson. A continuacidn consideraremos

mos otras aproximaciones a la identidad.
En general si ¢ es tal que

(const)

lo(x)] <
1+ |x)H°®
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coen a > 1, podemos asociar a cada f e Re L9(w(x) ax) una funcién definida en

el semiplano superior Ri como
£(x,t) = (£ #* 9)(x)

(esto tiene sentido en virtud del lema I1.6) y a partir de esta funcidn, podemos

derivar las funciones maximales:

(1) 4g(E)(x) = o £y, 0]
xX-yi<t

(ii) En general para N 2 1

(£)(x) = sup If(y,t)|

¢:’:
7 ,N s

Esta es la funcidn maximal no tangencial de amplitud N.

(iii) Para M > 1

85 (%) = sup | E(y,t)| (eete)M
g (v,t)eR? TxyT+x

que llamaremos funcidn maximal tangencial de exponente M.

A continuacidn investigamos las relacicnes que existen entre estos

diferentes operadores maximales y entre los indicadores a2 que dan lugar.

LEMA II.2.3.

l|¢* ;(f)'lP S (const)Nqu’*(f)Hp
v, ' Lp(w(x)dx) ’ LP(W(X)dX)

donde (const) depende de w, de p y de q > q, pero no de N o de f.
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DEMOSTRACION. (II.2.3) es consccuencia de:

(£)(x) > A}) <

*
(I1.2.4) para todo A > 0 w({xeR : dg .
3

< (const) NY w({xeR : ¢:(f)(x) > A1)
Para demostrar (II.2.4) basta poner
{x e R : ¢p(£)(x) > A} "V
dcende Ii son las componentes conexa~ de
(x e ® : ¢g(E)(x) > A)
que son, naturalmente, intervalos abiertcs; y darse cucnta de que

{x e B : ¢;’N(f)(x) > Al e L{”n“i)'

Entonces en virtud del lema I.2

w
w({xeR : ¢V,N

(£)00) > A1) & ] w6, (I,)) <
¢ o

¢ (const) % § w(I;) = (const) N9 w({xeR : ¢:(f)(x) > b))
i

Ahora a partir de (II.2.4):

& *® &
oo o(E)]]P = J (o (£)NP wix)dx =
VN P uxdax) S VN

= p JbQP"l w({xeR : ¢;,N(f)(X) > A}) dA ¢
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P! w({xeR ¢ g (£)(x) 2AD) ax =
0

A

(const) N P I

(const) NS ]|¢:(f)[!in( - i
SAWLX X

c.g.d.

o
Ahora, mediantec 1los operadores ¢v N para diferentes N's, conseguimos
9
una desigualdad entre las quasi-normas de la funcidn maximal tangencial de expo-

nente M suficientemente grande y la funcidn maximal nc tangencial.

LEMA 1II.2.5. §§.M > %g entonces:

%k 3
o, (£)]|T s (eonst)| oo (£)]|P
H LP (w(x)dx) v

LV (w(x) dx)

dende (const) depende solamente de M, §, ¢ y W.

i

DEMCSTRACION.

deut

t M
f = =
¢M (£)(x) (yf:§633 If(y’t)l(T§:§T:€—)

= { F(y,t t M: cese}
sup!x?; <t‘ (y )I(T;j;F;E),

£yt t L O
) sup roq | y )I(T§:§T;E) ;
2 t$|x-yl<2 t

b3 - &
< sup {¢v(f)(x); ey 2 kM ¢v Skt1 (£)(x); eeo}

Asi pues
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(o ()T ¢
¢ sup {(og(EIGIPs Lo 27 (or et (F)0IP5 ) ¢
¢ GREOEP + ] 27 (5 ket (D)GP.

0

ey 117 < I (55 (E) ()P w(x) dx +
' LF (w(x)dx) S

+fz Q‘kN‘p‘J (¢: K+l (f)(x))p wix) dx €
0 "o 3T
3 |!¢:(f)||P_ + T 2780 (censt) 20419 ¢:(f)|lp
¥ (w(x)dx) O
N ll¢:(f)|lpﬂ (1 + (const) ZQ(Q—Mp)k) <
LY (w(x) 1x) 5

A

(const) ||¢*(f)||p
v LP(wix) ax)

ya que g - Mp < 0.

c.q.d.

Como consecuencia de (II.2.5) vemos que ¢l indicador

£l |12, 7

Lp(w(x) ax)

estd dominado por (II.2.2) siempre que sea ¥ > q/p.

Ahora, de la misma forma que en [7], pasamos del niclec de Poisson

P (w(x)ax)
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P a un nicleo ¢ en la clase é?de Schwartz. Empezamos con una funcidn continua ¥

definida en [1;»[ que decrece rdpidamente en » y tal que

r P(r) ax =1
1

{m A py ar = o
jo

para k =1, 2, ... (la construccidn de una ¥ con estas propiedades puede verse

en |13], pégina 182). Definimos luego
o(x) = J y(s) P (x) és
1 s

g e Ll(R) ya que

J lo(x)]| ax =

= J lJm y(s) P_(x) ds| dx g j”ajwlw(s)l |P_(x)|ds dx =
-0 /1 S -0/ 1 5

= J ]w(s)l(j P (x} dx) as I ly(s)] ds <=,
1 el 1

o(x) = J v(s) §s (x) ds = J. v(s) e~slx! ds
1 1

A
o decrece rédpidamente en ., En cfecto:

%Y oG] = x| IEws) oslxl aq)



< ‘XIN riw(s)'e—s‘xl as ¢ ‘ng e"xlrtw(s)l ds ¢
1 1
< N! {’ lyp(s)]| ds <=
1

o e “(R): Para x > O,
ds

Por lo tanto:

G(N)(X) - I Q’)(S) e-SX(_S)H dS
1

Para x < O

o(x) = j u(s) °F as
1

8'(x) = j w(s) s as
1

g(n)(x) _ J o(s) 5% N g
1

Vemos, pues, que para x # 0 se tiene:



50.

S(N)(x) = (-sgn N f v(s) e—slxlsNds
1

Queda por estudiar la situacidn en el punto x = O. Ahora bien:

o(x) = J ¥(s) e_slxl ds =
1

I

™) 2 2
[ p(s) (1 - slx| + E—%¥l— toa.. 4+ O((s|x|)N)) ds =
s !

J Y(s) ds - |x|[ Y(s)s ds + ... + { P(s) O((s|x|)N) ds =
1 1
1

o(|x|™) = a(0) + o(|x!™).

"
[N
+

Esto implica que 0'(0) = 0, de manera que la férmula

x

o' (x) = (~sgn x) J y(s) e-s|x|s ds
1

A
se cumple en todos los puntos incluido x = 0. 0' es una funcidn continua ya que

-Si{X
[ v(s) e T!17 5 ds
1
toma el valor 0 para x = 0. E1l mismo procedimiento puedc aplicarse a las deriva-

das de orden superior. Para cada M,

5y - (-sga OV f o(s) e-slxlsn 1s
1

se cumple en cada punto x. Asi O(N)

(¥)

es continua. Esta (ltima férmula nos permite
A
también demostrar que o decrece ripidamente en «, exactamente de la misma ma-

A
nera que lo demostramos para §. La conclusidn es que © eg, la clase de Schwartz,
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y, por consiguiente, o ef?. Otras propiedades interesantes de ¢ son:
(i) o es par.

(ii) o tiene todos los momentos de orden > 1 iguales a cerc. En efec-

to, para k = 1, 2, ...

I xko(x) dx = (xkc(x))A(O) = ikG(k)(O) =0

(iii)

o«

6(0) = J y(s) ds = 1
1

J o(x) dx

>

¢ da lugar a la aproximacidn a la identidad {ct} donde

[+ <]

1x_1 X —
Gt(X) =30 (=) E—Jl p(s) Ps(g) ds =

=J1 #(s) P_ () ds.

Para esta aproximacidn.a lz identidad, podemos considerar la funcidn maximal

oH(E)x) = sup | (£%0 )(v)]|.
v xyletF

LEMA II.2.6. Para cualguier M

ofsate

o2 (£)(x) € (const) Py (£)(x)

donde (const) sélo depende de M.

DEMOSTRACION. Sea (y,t) e mi tal que |x-y| < t. Entonces
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(Gt * £)(y) = f ct(y—u) f(u) du =

-0

= J—afjl ¥(s) Pst(y - u) ds) f(u) du =
= Ji (Iﬁq?st(y-u) f(u) du) ¥(s) ds =

- f: (P, * D)(y) ¥(s) ds.

Por tanto:

%

o (£)(x) = sup |io_ * £X(y)| =

v |x-yl<t °©

= sy IJ Y(s)(P . * F)(y) ds| &
oyl <t st

A

su J lw(s)| I(Pst 5 £)(y)| ds g
x-yl<t ‘1

A

sup [ lw(s)| P;ﬂ(f)(x)(lz:z-l-ii—?-)M as g

x-y|<t /1 t

A

\}
«
I

P:*(f)(x) J lw(s)|(1+s)M ds £ (const) PMk(f)(X)'
¢ 1

c.q.d.

Asi pues, si M > g/p tenemos una cadena de indicadores sobre

Re LY(w(x) dx):

% %%
| {og ()] |P <l o|P £
v LP(w(x)adx) " LP (w(x)dx)

< o |P
v LP(w(x) dx)
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Ahora a partir de {ct} pasaremos a una clase muy general de aproxi-

maciones a la identidad. El primer paso en esta direccidn es cl siguiente:

LEMA II.2.7. Sea ¢ eé y supongamos que n = £ ¢ donde & eéi y0<sg1,
Entonces

-M

() ¢ 2 s (J e e aD™ andey (£)(x0)

DEMOSTRACION. Sea (y,t) e Ri tal que Ix—y} < t. Entonces

[(ng * DX = [(E * o) * )| =

o

(ft(y“U)(¢st * £)(u) du| s

n

Gy * oy * 0] =

A

J~wlst<y—u>l |6, * B au <

A

f “Jat(y-u)|¢;"(f>(x><lfiﬂé§§EoM du =

o,
bl

¢

=

ik(f)(x) s j lit(y—u)!(s + {3%31)M du €

A

wk N\ M » 1 y-u X- y-uy M
b (000 o™ [ LA B v 58 g

A

oM ¢;*<f><x) s j led] 1+ A aa.

- 0

c.qa.d.

LEMA II.2.8. Supongamcs que n ¢s una funcidn C? ccn scporte compacto contenide en

el intervalo [—A,A]. Entonces

nz(f)(x) <

< (const)(Jm]n(u)ldu + J(»léfii33224au>o** (£)(x)
s TN M
- du

=<} -0
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donde o es la misma funcidn del lema II.2.6 y (const) depende sélo de Ay de M

y no de f o de 7.

DEMOSTRACION.

e ]
1]

=3
bl

Q

uniformemente cuando k + = ya que

J. (o*0)(x) dx = J «j g(x-u)o(u) du dx = 1

oo

Asi pues:
n:n":g'-o'.".zn:':(g -0 ) # (o + 0 ) =
k=0 g7kl ok g7k ook
xQ
=n%*og*og+ Z n#*( , - o) L 5 (o qt o) x G
k=0 2" 2 2 2
[o2]
=n*o%o+ ] n#* (o) LN CRIN
k=0 2 2
donde
o_= 02_1 -0 v 0,=0 4 to0

o_y o, estén enf, lo mismo que 0; son pares y tienen todos los momentos de or-

den > 1 iguales a cero, 0_ tiene integral O y o, tiene integral 2.
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A continuacidn aplicamos el lema II.2,7 con oy o, en lugar de é.

Tomemos (y,t) e Rf tal que |x - y] < t

ln, * £)(y)| =

[(nxo*a), % EXy)+ ] (n* (o) . % () ), * £)(y)sg
t X=0 - k + 2—k t

A

[ (((n * o) % 0); % £)(y)| + kZOI(((n*(c_)o~k) * (o+)2_k)t*f)(y)|s

((n¥o) * o)y () + 1 ((n # (6) ) * (o)) _k)ﬁ(f)(x) S
k=0 2 2

A

A

zMuﬁﬁfux>J |y} 1+ D" ax +

@y @6 2 [ % @) _pmladn® a

+ ]
=0 - 2—

k
Teniendo en cuenta que
et M dedds
(o) (£)(x) ¢ (27 + 1)o, (£)(x)
resulta:

(11.2.9) [ (n, * £)(¥)] <

< (eonst>o§* (£)(x) {j Lntoy | + A an +

8

+
k

[{ e

P [ [CCR IS ICS I CIN PYPRIFTY
0 - 2
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donde (const) depende solamente de M.

(11.2.10) f | (%) ()] (1 +.|AI)MQA = J II n(u)o(r-u)du (1f|XI)MﬁA 3

- 00 -0

S [ InCu)| (j fo(x-w)| (1 + jk‘)M dA) du =

A » )
= f 'n(u)l(J lo(w] (1 + Iu+u|)h cuddu €
A o

< (const) f [n(u)| du

donde (const) depende solamente de 6, A y M.

Ahora, usando el hecho de gque ¢ es par y tiene todos los momentos

iguales a cero, estimamos

J [(nta_ ) Y| o+ DT

para 0 < s £ 1

(n * (6_))(A) = J n(A-uX(o ) _(u)du =

-0

(e 2]

J n(A+u)(o_ ) _(u) du =

-2

1]

J () - n(A) - ') - ... - S a6 (wa

i

Aplicando el teorema de Taylor:



Por lo tanto:

Pero

Asi pues:

Ahora bien:

57.

M+1 (1

(n#(o_))(A) = J S { (1-r)
- * 0

M D Gira)ar) (o) (w)du =

1 =3
= ﬁ%'J (1-r)M(J uM+1(o_)s(u) n(M+1?(A+ru)du)dr
/0

—

1 ©
I(n*(c_)sl(k)‘ < ﬁ%-J (1—r)MJ ]u|M+1|(o_)S(u)|In(M+1)(A+ru)|dudr

0 -

[T pml @+ h” o e

1 20 =)
< E%-J (1—r)M J |ulM+1](U_)s(u)|[ (1+}A[)Mln(M+1)(A+ru)ldAdudr
/0

-0 -

J (1+|)\|)M |n(M+1}(A+ru)|_dA =

©

A
=J (1 + |uruD" }n(ml)(u)% dy g

-A

(W] au

¢ (const)(1 + |up)™ f ()

0

J [ne) ) (1 + D" ar s

¢ Ceonst)(| [ul™ o) @+ [u)" du><f In* o lan

-0 - 0
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I lu!M+1|(o_)s(u)l(1 + }ul)M du g

-0

< (const)(J [u!M+1[(c_)s(u)|du+f |u!2M+1|(o_)S(u)|du) =

-0 - 0

lo (v)] av +

[
.
(conSt)(Sh-*-lj ‘le+1

-

OM+1 I” 2M+1 M+l
+ s |v|
0

lo (v)]av) 5 (comst) s

donde (const) depende solo de M. En consecuencia

(I1.2.11) I I(n*(c_)s)(x)l(i +A|A|)M ax g

(W] dw

< (const) s { ‘n(M+1)

donde (const) no depende de s, sdlo de A y de M.

Finalmente, llevando (II.2.10) y (II.2.11) a (II.2.9) obtenemos

%

([ In(u)| du +

-0

|(nt * £)(y)| s (const) c;

8

+

([ ]

SKH -k (141) J‘ In* ()] aw) =

k=0

0
W

] w© ‘..M‘f‘l (U. ) EA
= (const)(I In(uw)|au + J |:L*ﬁ£1“”1dU)°u (£)(x).
-0 du ’

-0

c.q.d.

LEMA 11.2.12. Sea ¢ una funcidn G? con scporte contenido en [—6,6] y sean x e y

tales que |x - y| < €6 donde C es una constante fija > 0. Entonces
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-]

| o=V ()| = (const)(J |6Cu)| du +

¢ g ] 16 ()] aw)e, () ().

donde (const) depende solamente de C y no de 8.

DEMOSTRACION. Como ¢ tiene el soporte contenido en [-6,6], ¢1/C5 tendré el soper-

)
te contenido en {463%3. Ahora aplicamos (II.2.8) a ¢1/C6'

E3

| (o%E)(y)| = ‘((¢1/cs)cﬁ*f)(y)l $ (&4 08)9(E)(x) &

4

. (M+2
1eycs

A

(const)([ (u)|du + J )(u)ldu)d;*(f)(x) =

1oy

i¢(M+1)

(const)(J [o(ud|au + (C(S)M+1 J (u)ldu)oﬁ*(f)(x) <

-0

=]

(const)(J l4Cu)|au + 6M+1j [¢(M+1)(u)|du)c;*(f)(x);

A

c.q.d.

donde (const) sdlo depende de C.

o]
Sea ahora ¢ cualquier funcidn P con soporte compacto. Llamemos I

b

al intervalo cerrado mas pecuefic que contenga al soporte de ¢ y C, al centro de

¢

dicho intervalo. Sea x tal que
dist (x,I,) < cl1¢|

donde C > 0. Entonces
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|J E(t) ¢(t) dat| = ]J f(C¢-t) ¢(C¢-t) at| =

- 00 -0

| (£ = $(Cy-)) (el =

A

(const) (J l¢(C¢—u)‘ du + |I¢'M+1 j |¢(M+1)(C¢-u)ldu)cz*(f)(x) =

(const) (J loCu)| du + |1¢|M+1 J l¢‘“*1)<u)ldu)o§*(f)(x)

donde (conet) depende de C.

Definimos el operador maximal:

IJ £(t) o(t) at|

o]

s§ (£)(x) = sup {

@

lo(w)|au + 11¢1M+1 f 16 (W) | au

: ¢ es ﬂf con soporte compacto y dist (x,I¢) < II¢|}.

Hemos demostrado:

TEOREMA 1I.2.13.

S;(f)(x) < (const) a;*(f)(x)

Como siempre, tomamos M > ¢/p y feRelY(w(x) dx). En este caso, (II.2.13) nos per-
mite afiadir un eslabdn mas a nuesira cadena de indicadores sobre Re L3(w(x) dx)

que ahora presenta el sigviente aspecto:

Ta oY,
wE

"
P
|]SM(f)|| 4 ||oM

([P < logor| P &
LP (w(x)dx)

1P (w(x)dx) LP (wlx)dx)
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< ||P::*(f)llp £ HP:(f)Hp <
' LP(w(x) dx) LP(w(x)dx)

< ||pgeesity||P .
LP (w(x)dx)

En la prdxima seccidn veremos que esta cadena, de hecho, se cierra; de forma que
todos los indicadores que aparecen en ella son equivalentes y sirven, por tanto,

para caracterizar HP(w(x) dx).



§3. DESCOMPOSICION ATOMICA.

Sea w(x) un peso con exponente critico qy v sea 0 <pg1l. Para q > q
llamaremos (p,q)-&tomo con respecto al peso w a una funcidn real a con soporte con-

tenido en un intervalo I y que cumple las siguientes condiciones:

(1) (;?%S-J la(x)]? wix) dx)1/q < —?-1175
I w(I)

(ii) J a(x) X ax = 0 para todo entero k tal que

[+

q
0os ks [ -1

donde para y 2 0 [y] significa parte entera de y: es decir, el mayor entero £ vy.

En alguna ocasidn consideraremos (p, )-Ztomos. La definicidn de un

(ps )-&tomo se obtiene a partir de la de un (p,q)-Atomo cambiando (i) por

1

1/p

(i) lall, <
w(I)

Claramente un (p,»)-itomo es siempre un (p,q)-dtomo para cualquier q.

LEMA II.3.1. Sea a un (p,q)-Atomo con respecto a w y sea I el intervalo cerrado mis

pequefio de los que contiernen al soporte de a. Sea

Entonces
J *Ig(x)lp w(x) dx < (const)
I

donde (const) es independiente de a, para q fijo, pero depende de g.




DEMOSTRACION.

5 J L1360 [Pux)dn) P < (——3:—'j 1360 | Te0an 9
I w(I™) I

* s J |a(x)lqw(x)dx)1/q <
w(l”) /= W(T) J -

< ( 1 J Iﬁ(x)|qw(x)dx)1/q < (const)(..-l_..

1 2(x) 192 1/g 1
< (ConSt)(Gfij.II}“(X)‘ w(x)dx) ¢ (const) ;}};3765

Asi pues

f *]g(x)lp w(x)dx g (const) —%%%72—-5 (const).
I

c.q.d.

LEMA II.3.2. En las mismas hipOtesis del lema anterior, para x ¢ I se tiene:

|3(x)| ¢ (const) —= q |1] )Iqo/p]ﬂ

/P Ix - Cql

donde (const) no depende de a para q fijo.

DEMOSTRACION.

|2(x)| = (const) |v.p. J —§§§lhﬂdy| =

(const)lj a(y)(xiy - - - s - F

I

A

1
/p]+1|

(const)(f la(y)lqw(y)dy)i/q(J
I

IH{x-C.-8 (y-c.))1%
\R=LpmIG Y=ty



s w(y) 8/ gt/

con 0 < ey < 1. Ahora bien

|x - ¢ - ey(y—CI)l x |x-Ci| - |y-cql.

Pero y e I => Iy-CII < 1172 y, como x ¢ I*.

Ix - CI! > III‘

lX'CII
Iy-CI|< 2 -

y, en consecuencia:

64,

% - cp -8 (y=Cpl 2 |x-Cpl- — !
Por tanto:
1
1 1 - - a-1
S lay/p] o e
Ig(x)! < (const)w(1)® P 1] (J w(y) ay) ¢
IO
1_1 q-1 1
T3 [ay/r] = -
¢ Cconstim(n? P IO 1] 4 (4 j wy) 1 ay)
ey oA 11T
11 [a,/p] L1
¢ (const)w(1)? P lIL[, ; j+1 |1 9 iconst))ilq -
'X-Ci‘ do/P TET—W(I)
0
- 1 HERSE
= (const) w(I)l/P ( ]x»CI[ )

c.q.d.

<

g-1
q

Y



A partir de (II.3.1) y (II.3.2) obtencmos:

TEOREMA II.3.3. Si a es un (p,q)-&tomo con respecto a w, entonces

13|12
LP (w(x)ax)

< (const).

DEMOSTRACION.

J . |3(x)|P w(x) dax

x#I
9o
1 p([5—4+1)f wix) dx
g ( t) oy 1T <
cons w(l ' l xéI* p( [:{_Q_] 1)
x—CIl P
q
AR 14 2 P2 s
< (const) D |1} w(I)

0
& PU[=1+1)
I -
La Gltima desigualdad es consecuencia de (I.4) ya que

q q
0 o .
p([+1) > p == = q.

Asi pues:
J % |Z(x)|P w(x) dx g (const)
x4

que, junto con (II.3.1) da inmediatamente (II.3.3).

c.q.d.

"65.
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TEOREMA II.3.4. Bea a un (p,q)-&tomo con respecto a w. Entonces

‘IPz(a + ig)llp ¢ (const)
LP (w(x)dx)

donde (const) no depende de a para q fijo.

%
DEMOSTRACION. Sigue la misma linea de (II.3.3) I e I tienen el mismo significado

que alli.
{ 1& J *(Pz(a + i'e\f)(x))P w(x) dx)l/p <
w(I®) ‘I
1 * Y 1/q
£ ( j (Pola + ia)(x))Y w(x) ax)~'9 g
w(r®y Jgx Y
1 q 1/q
< (const) (;(TT-JIIa(x)l w(x) dx) <
1
< (const)
w(I)i/p
Asi pues:
(I1.3.5) J % (Pg(a + im)(x))P w(x) dx € (const)
I

independiente de a para q fijc.

La desigualdad (II.3.5) que estima el tamafio de la funcidn maximal en
puntos eercanos al soporte del itomo, es consecuencia de la parte (i) de la defini-
cién de &tomo, que nos da su norma en LY(w(x) dx), y de los resultados (I.9) vy
(I.10). Ahora, para estimar la funcidn maximal en puntos alejados del scporte, usa-
remos la parte (ii) de la definicidn de &tomo que nos da informacién acerca de sus

cancelaciones.
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%
Consideremos x ¢ I ; es decir:
|x - CII > | 1|

Estimamos primero

P*(a)(x) = sup |(P_ * a)(y)]
v |x-ylet

Tomemos (y,t) e Ri de forma que sea |x-y| < t.

o]

|(Pt * a)(y)| = |J_x?t(y—u) au) dul =

= |J°:°(Pt(y—u) - Po(y-Cp) + PI(y-Cp)(u-Cp) + ... 4
a4, aq
(-1)[§0/b] (P(R;J-i)(y—cl))(u-cl) p- —1)a(u) du| =
([39—] - 1)! ’
%
o (29 Jo.
€ (const)lj n|P P (y-CI—eu(u—CI))l Iu«CII latu)! du

t

donde 0 < eu < 1. Asi pues:
l(Pt * a)(y)| ¢ {const)

(= , =g
° (JIIa(u)lq w(u) du)llq(JIlPt P (y—CI-eu(u-CI))lq |u—CI| P

o w(u)-q'/q du)l/qv =
1 1 9 %
=z (=] y-c-8 (u-c) [ |
= (const)w(n)d P (J (%-lp 5 (— 22— P He
I

9

' 1
.-.—]q' - g—. —
u - cIIQ’ ww 2 an?



Ahora utilizaremos la desigualdad

68‘ a

C
‘P(N)(S)I S N N+1
(1+]s])
Fn nuestra situacidn concreta:
q
0
IP( [I_).—l)( Y—CI—eu(u--CI) )l B (const)
t s y-C.-6_(u-C.) [q,/pJ+1
I u I | 0
(1 + ] 1)
t
q
[+
- (const) t p
fa,/pi+l -~
(t + Iy-CI—eu(u-CI)I
Por lo tanto:
1.1
p

I(Pt * a)(y)]| s (const)w(I)?

o -l

?

I (t+|y-c -8 (u-c)])

Pero

t + |y-Cp-6 (u-Cp)| 2

q
lo/pd+1 )" wlu

)1 /e gyt

t + |y—CI| - |u—CI| =

=t + Ix—CI+y—xl - !u-CIl 2t + lx-CII - iy-xl -|u~CI| >
lll. Ix—CI| Ix—CII
> IX-CII - Iu-CII > Ix—CI| -3 > IX—CI‘ - 5 = 5

Se sigue que:
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|, * a)(¥)] s

9
1.1 = S
¢ (constyw(nd P 11 3 (J wy) T1ap 9 ¢
[ +1 I
IX-CIl P
‘ [q,/p] + 1
¢ (const) 17 (TLE(}:‘ 0
w(I) /P 1%
Asi pues:
13
_ (11.3.6): Si x ¢ I , entonces
1 HENRCORE

P < t (
v(a)(x) < (const) w(I)i/p Ti‘CiT

Luego estimamos P;(g)(x) para x ¢ 1

Pj(a)(x) = sup l(Pt A (y)| = swp l(?t *a)y| =
|x-y| <t %oy l<t

= sup (B, * 2)(y)].
|x-y|<t

Ahora bien:

%(s) = -
1+ s2

cumple, lo mismo que P, la condicién:

Cc
I%(N)(S)I < N
(1 + |s])

N+1

Por tanto, la misma demostracidn nos da:



70.

(I1.3.7): Si x ¢ IJ, entonces

1
w(I)

lIl [qo/pJ + 1

( lX"CI|

P:(g)(x) < (const) T

~ Conjugando (II.3.6) y (II.3.7) obtencunos:
%
(I1.3.8): Si x ¢ I , entonces

% M % * a
Pala + 1) < P(a) + 2o(3) <

1
w(I)l/p

€ (const)

lx - CII

A partir de aqui, lo mismo que en la demostracidn de (II.3.3) obtenemos
& SV p
(1I1.3.9) & (Pv(a + ia)(x))® w(x) dx g (const)
x41

" que junto con (II.3.5) da lugar a (II.3.4).

c.q.d.

Asi pues, los dtcmos proporcionan ejemplos muy simples de funciones en
HP(w(x) dx). El resultado fundamental es que toda funcidn de HP(w(x) dx) puede "des-

componerse en atomos™.

Para llegar a esta descomposicidn necesitaremos primere el lema siguien-

te, que es un refinamiento de la descomposicidn cldsica de Calderdn y Zygmund.

LEMA II.3.10. Sea f una funcidn en L3(w(x) dx) donde q > qp Y sea A > 0 y N un en-

tero 2 0. Entonces

£(x) = g, (x) + ] DH(x)
. l -
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en casi todo punto y también en LI(w(x) dx); donde

IgA(x)l € (const) A,

i, . . i
b’y tiene el soporte contenido en un intervalc I; v

J b;(x) xldx =0

- 00

ara 1l = 0, ..., N. {Ii}i es una coleccidn de intervalos disjuntos. Son en efecto,

las ccmponentes conexas del abierto

{xek: S;:(f)(x) > A}

donde, como siempre, tomamos M > g/p.

DEMOSTRACION., Consideremos el abierto

x ek : S(H)x) > A}

i eq . .
Sea {I"} la familia de sus componentes conexas. Estas son intervalos abiertes

acotados ya que para cualguier A > 0

[{x e R : Sﬁ(f)(x) > A} <=
puesto que S;(f) e LY9(w(x) dx) (claramente

S (£)(x) $-(const) £ (x))

i . ea . . i,]
En cada I' efectuamos una descomposicidn de ‘Whitney muy simple {I >3}

dividiendo I* primero en tres intervalos de igual longitud, partiendo por la mitad
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los dos intervalos de los extremos y continuando el procesc indefinidamente segflin

muestra la figura

s s i . .a . sa .
Con esta descomposicidn de I™, asociamos también una particidn de la unidad de la
- siguiente forma: Sea n una funci6n6§7 con soporte contenido en [-1-6,1+§] que es

constantemente igual a 1 en [:1,1] y que decrece de forma simétrica desde 1 hasta

1+8 y desde -1 hasta -1-6.

P L S

e

.

4
4

-1-8 -1 0 1 1+4

.1 1.3
Entonces si aj es el centro de I '35 llamaremos

; t - a% t - a%
L(t) = 2 ) = z q
n(t) = n =) ) = n( T3T 0] )

» . - - i
Si 6§ < 1/2 ningln puntc puede pertenecer a mds de dos de los soportes de las nj 's.
No sdlo eso, sino que ademds cada punto posee un entorno que corta a los mis 2 dos

de dichos soportes. Por consiguiente

T nice)
j:_oo B
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i i i i i
n_, n_q Ng n1 N2
)y ]! | :i 2 ’3 Y
{ '
N 1 o
[ h ] | i ]
: ' : * 1
R { R ' ' ‘ [coo
| | I AN
ii,o

es una funcidn ew que es 0 fuera de It y tal que para tode t e I7:

15 ) n;:(t) < 2.
j:_co )
Sea
i
. n_(t)
$3(t) = —=
J i
kz_«?k(t)

siterlt y ¢;(t) =0sitégI,
¢; es una funciéndf que tiene el mismo soporte que n;. Claramente

) ; )
jz_mnbj(t) = in(t)

Sea P;(x) el Ginico polinomio de grado N tal que

J (f(x) - P§(X)) xl¢§(x) dx = 0

para 1 = 0, ..., N. Entonces:

£(x) = £(x) ¥ x4 ] E(x) x (0 =
R~ %‘I* i I
1

= f(x) x i(X) + § £(x)( Z ¢%(x)) =
R- UI i jE-x 3
i



.

= £x) x L 0 + 1T PReoeie +
B-VI i§ 3 3
1

+ 73 () - PR oiw).
i j ] ]

Definimos:

g (x) = £(x)x  .x) + 3 T i eix)
A R- V1’ ig 3 J
i
y, para cada i,
iy o i i
By(x) = [ (£G0) - P30 ¢3(x)

]

Entonces
£(x) = g,(x) + ) bI(x)

en casi todo punto x. El hecho importante es que
iP;(x) ¢;(x)| < (const) A

donde (const) no depende de i, § & A. Si N = 0, P;(x) es tan solo una constante

m§ tal que
Rl i i }
J_w (£(x) - mj) ¢j(x) dx = 0.

Asi pues:

o]

J £G0) 0360 ax

- 00

i_
m, =

j ¢§(x) dx

-CO
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%
Ahora bien, en virtud de la definicidn de SM(f)(x) si elegimos como punto X,

i as 1,3
el extremo de I™ mds prdximo a I ’3, tendremos:

|J £(x) ¢§(x) ax| g

! R - . . y e 3
< sg(f)<x0)<j i;(u)du+(const)|11’]|M+1j 165 ) |aw
3¢
De la definicién de loe I' s resulta que
SM(f)(xo) <A

y por otra parte, puede verse facilmente (integra.do por partes) que para el tipo

. i .
de funciones ¢j que estamos considerando:

J ¢§(u)du + (const)iii’le+1 f |(¢§)(M+1)(u)| du ¢

-] -

< (const) J ¢§(u) du.

o]

En consecuencia:
Im;l ¢ (comst) A.

Para N > 0 la idea es esencialmente la misma. Fijemos ¢§ = ¢ con soporte I, y sea

¢
i . . . . .
Pj = P el correspondiente polinomic, definido por las ecuaciones:

j (f(x) - P(x)) x (%) dx = 0

para 1 = 0, ..., N. Por definicidn,
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P(x) X1 (%)
@
es la proyeccidn de la funcidn
f(x) Xg (x)
¢
sobre el subespacio de L2(¢(x) dx) engendrado por las funciones
xt ¥t (¥X) 1=0, c.., N
@

Aplicando a dichas funciones el proceso de ortonormalizacidn de Gramm-Schmidt ob-

tenemos una familia ortonormal
{Qo(x)’ 60 g QN(X)}'
Entonces

N 0
P(x) X1 (x) = } (J £(x) Qk(x) d(x) ax) Qk(x).
o] k=0 -

Teniendo en cuenta que

lJ af(x) Q (%) o(x) ax| < S;(f)(xo)(J_Lgk(x)¢(x)ldx +

+ 11¢|”’“1J 1@ ) ™ 0y fax) =

donde X, es el extremo de I' mas proximo a I¢ para el que es

®
SM(f)(XO) < A

resulta que:
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N
]P(x)|x1¢(x) S Akzoc(ok.¢))M+1 lo, ()]

Bastar@ ver que

N

Y o(Q .4 lQ, (x)]
koo KM Tk

estd acotada independicentemente de ¢.

Cambiar de ¢ es esencialmente aplicar una traslacidn y una dilatacién

de la variable x, es decir, pasar a
v(x) = 6(5).

Esto implica que pasamos de Q, (x) a
k

- . 1 o
Qk(X) = 73- Qk(T /s (Qk ‘8"))6()().

Teniendo en cuenta que (( )) es invariante frente a traslaciones y dilatacio-

M+1

nes (en la variable y la funcidn) resulta, si llamamos T al polinomio correspondien-

teay y I, al soporte de y:

v

N
|P(x)|x1¢(x) £ 2 kZo (@ )y, 1T (0] =

N
VLB =B ol - 2y, -2 o D) =
Lo kTS L

Akz ((Q9))yyq 10D €2 2 Q-9 LR,
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Queda asi probado que, en cualquier caso,
|z>]%<x> ¢§(x)| < (const) -
independiente de i, j © A. Como consccuencia de &stc, se tiene que
lPi(X)I ¢ (const) S;(f)(x),

lo que implica, aplicando el teorema de Lebesgue dc convergencia dominada, que la

suma
£(x) = g, (x) + Y bi(x)
. i.4
es una suma en L3(w(x) dx). Claramente

rék(x)l € (const) A

I bi(x) xax = ) f (f(x) - Pé(x))xl¢§(x) dx = 0
-0 - j -0

Para 1 =0, ..., N.

Ahora, a partir de este lema, obtenemos una descomposicidn atdmica pa-

ra funciones buenas en HF (w(x) dx), 0 < p g 1.

TEOREMA II.3.11. Supongamos que £ e Re L3(w(x) ax) es tal que S;(f) e LP(w(x)adx)

donde M > q/p. Entonces existen:
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(i) Una sucesidn (al) de (ps)-8tomos con rezpecto al pesc Wy

(ii) Una sucesién_(kl) de niimeros reales con

)) Jxllp ¢ (const) J IS; (£)(x)|P w(x) ax
1 -0

>tales que
f(x) = g Al al(x)

en casi todo punto x y también en L (w(x)dx).

DEMOSTRACION. Para cada entero k, consideramos la descompesicidn de Calderdn y

Zygmund cbtenida en el lema antericr con N 2 [éo/ﬁ] -1 fijoyx = 2k. Sea ésta
- i
£(x) = g (x) + g b, (%)

que es, como sabemos, una suma puntual y también una suma en LY(w(x) dx). También

sabemos que
k

ng(x)l s (const) 2%,

i i

b, tiene soporte contenido en Ik

X una de las compcnentcs conexas del abierto

(x e R : S;(f)(x) > 25

l‘n .
j b;(x) xF dx = 0
-0

“para 1 = 0, ..., N. La idea es ahora ccmbinar todas estas descomposiciones.
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Observemos que gk(x) + 0 en casi todo punto x cuandc k + -», ya que
-k
ng(X)! < (const) 2+ 0

cuando k + -, La convergencia es tobidn en L3(w(x) dx) pues

J lgk(x)iq w(x) dx €

<

< J{ . |£0x) | () dx+ (const)2%u({x S;(f)(x)"r?k})
x @ S (£f)(x)g2
M

!
Ahora bien:

J N K E(x)| T(x) dx ————r
{x : 8, (£)(x)s27}

+ I o |f(x)[qw(x) dx = 0
{x : SM(f)(x)=O}

cuando k + -=». (basta aplicar el teorema de convergencia mondteona). En cuanto al

otro término

U (% SE(f)(x) > 2%1) <

kq —%d ) |SiEI 0 |P wix) ax =

2 -

< 2

-~

= o*(a-p) j IS:;(f)(x)Ip w(x) dx — 0
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- cuando k + <, Por otra parte gk(x) + f£(x) en casi todo punto x cuando k ",

j La razdn de é&sto es que f(x) - gk(x) vive en sl conjunto
% k
{x : SM(f)(x) > 27}
y estos conjuntos decrecen hacia
%
{x : %ﬁfﬂx)=“}

que tiene medida 0, cuando k + +=,

Esta convergencia también es en L3(w(x) dx), ya que

e

®

|£(x) - gk(x)l < (const) SM(f)(x)

que estd en LY (w(x) dx), de forma que podemos usar el teorema de la convergencia

dominada de Lebesgue.

Del hecho de que g (x) + 0 cuando k + -»y gk(x) -+ £(x) cuando k + =,
en LY w(x) dx) y en casi todo punto; se deduce que f e¢s la suma de la siguiente

serie telescdpica en L%(w(x) dx)

(e o0

- i v 3
Z_m(gkﬂ(x) - g (x)) = ’Z_@(;bk(x) g by g (%))
Cada intervalo Ii+1 estd contenido en uno v sdlo uno de los intervalos I;. Asi

pues:

el

£(x) = ) (gk+1(x) - gk(x)) =



.y i 3 .

= Z (Z bk(X) -y bk+1(x)) =
k== i 3

= 1 Lo - L1 b, () s
z-o i {j:Ik+f‘ Ik}

= 7 I8t
ke i K

dcnde
i _ .1 j
B, (x) = b, (x) —{. 5 ) i bk+1(X)
j o Ik+1C Ik}
B]i((x) = gk+1(x) - gk(x)

sixe I; y B;(x) = 0sixég I;. Por lo tanto

|Bi(x)| < (const) Ak

Definimos

a (x) = 1 B (x)

k i1/p kK X

W(Ik) (const) 2
Claramente a; es un (p,»)-4tomo con respecto a w. Resulta pues:
_ i i
f(x) =} Z A ap(x)
k 1

con

1/p

i,

(const) 2k w(Ii)

82.
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k

DY DR =TT Ceomst)® 2wzl -
ki k i

(const) § P w({x : S;(f)(x) > Qk}) =

-0

(const) ) 2X 2k(p—1) w({x : S;(f)(x) > 2¥}) <
k=—-®

A

(const) J ‘Ap-i w({x : SZ(f)(x) > A}) da
0

ya que
P (i s (B0 > D)
es una funeidn decreciente de A, Por tanto:

B

1 ( %
Z Z.IA;IP < (const) J (Sw(f)(x))p w(x) ax.
k i ¢

- 00

c.q.d.

Definimos ahora para f e Re LY (w(x) dx)

. \1/p
Np,r(f) = 1nf{(§ jkilp) / : f(x) = § Aiai(x) en L3(w(x) dx)

con los ai's (p,r)-atomos con respecto a wl.

Si ry < T, tode (p,rz)—étomo es también un (p,ri)—étomo; por ello

N (f) ¢ N (f)
p9r1 p9r2
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(II.3.1) establece que

%
(N (£))P < (const) lls (f)Hp
P M P (w(x)dx)

Hemos extendido asi nuestra cadena de indicadores sobre Re Lq(w(x) dx) hasta

llegar a la sigudiente:

N _(ENP (. (E)P¢ [|shm|P. <
P,r P M LP (w(x)dx)

%k * Z
< |o, ()] |P <o) |P

M LP (w(x)dx) v LP(w(x)dx)
< || |P Z |15 |P. €

M LP (w(x)dx) VT IR (w(x)ax)
<||pg(e+if | |P qg <7 <.

P (w(x) dax)

Ahora vamos a cerrar la cadena demostrando que

|15 + 1] (P < (. _(£))P.
v LP(w(x) dx) T

Con ello quedard probado que todos los indicadores de la cadena son equivalentes.

Supongamos que

£(x) =) 2, a.(x)
3 J ]

en LY(w(x) dx) con

]Z_‘Ajlp < o
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y aj {p,r)-atomos con respecto a w. Como la transformacidn de Hilbert es un

operador atotado en L9 w(x) dx), sera:
¥x) = ¥ 2, 3.(x)
cull B |
]
en L9(w(x) dx). Entonces

£(x) + 1 B(x) = § A(a,(x) + i3, (x))
3 1 3 J

%
en L3(w(x) dx). Como Py es tambidn acotado en L%(w(x) dx), tenemos que :

% . % N
Po(F + i¥)(x) & § Iglegtay + 43

Asi pues:

| 1e5 ey |P =J (B (£41%) (x))PuCx)dx
LP (w(x)dx)
‘)

€ j z,‘AjIP(P:(aj+igj)(x))p w(x) dx =

- 7]

-0

-% | Ajl Pylaj+ia ) (x))7 wix) dx g

_ P " p%ea +1¥ (x))P p
= § JAjl J_uva(aj+laj)(x)) w(x) dx g (const) § JAjl

en cirtud de (II.7.4). Como esto se cumple para cualquier descomposicidn

£(x) = %,Aj ay(x)
con

z.‘kjlp <

J
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y los aj (p,r)-atomos, obtenemos finalmente:

%
| [P (s+i®) | |P ¢ (const)' (N_ _(£))P
v LP (w(x)dx) p.T

que cierra la cadena de indicadores, de forma que ahora podemos escribir:

(II1.3.12) . _ENP A (L (E)P ~ |5 |P n
P, P H 1P (w(x)dx)
sk *
v e, (B)]P v o (6)] P ~
M Lp(w(x)dx) v LP (w(x)dx)
%% *
~ e, ()] |P v pg(£)]1P ~
M LP(w(x) cs) VT P (wx)ax)

| lpg (e + B P
LP (w(x) dx)

Asi pues, la compleccidn del espacio determinado sobre Re L(w(x) dx)

por cualquiera de los indicadores equivalentes que aparecen en (II.3.12) es una

copia equivalente de HP(w(x) dx).

Observemos que el teorema (II.3.11) da algo mas que una descomposiciodn
en dtomos. En efecto, N puede tomarse arbitrariamente grande, con lo que los &tomos

que obtenemos tienen tantos momentos nulos como deseemos.

TEOREMA II.3.f%, Para F e H(}Ri)9 espacio de las funciones holomorfas en el semi-

plano superior y para 0 < p & 1yq?> 4> definimos Np q(F) como el extremo infe-
b

rior de todas las sumas
T 1
(1 Iy>P
j=1

correspondientes a todas las descomposiciones




F(z) = ng Aj(z)

- donde

P.od
LIRS

]

para cada j

. - & ( . .’\‘.
Aj(x+1t) (Pt .aj+1a3))(X)

donde a; es un (p,q)-&tomo con respecto a w y la convergencia es uniforme sobre

subconjuntos compactos. Entonces

P
F —— (Np,q(F))

es un indicador: sobre H(Rf), equivalente a

F— leIIP = sup J IF(x+it)|pw(x) dx,
HP (w(x)dx)  t>0

- 00

de forma que el espacio detecrminado sobre P(Ri) por el indicador

X P
F —— (dp q(F))

b

e8 equivalente a HP(w(x) dx) siendo la equivaleneia la identidod.

DEMOSTRACION. Claramente, si

F(z) = ) A, A.(2)
$7373

en H(Ri) con

g.l)‘jlp < ®



88‘

ery L - .
Aj(x + it) = (Pt (aj+1a (%)

3

donde los aj son (p,q)-&tomos; entonces, para eada t > O:

x©

J |F(x+it)|pw(x)dx < J

-0

TInsIP]A, (xrit) |Pulx) ax =
- J ]

o

P & Y P
§ JAjl I m’(Pt (aj+1aj))(x)' w(x) dx g

A

ENE f ((P:";(aju%{j))(x))p w(x) dx g

]

A

(const) } 1217,
i ]

Por lo tanto F e HP(w(x) dx) vy

el € (comst) (N 0(F))p.
HP (w(x) dx) P.d
Reciprocamente, si F e H (w(x) dx), en virtud de (II.1.6), T serid el

1imite en HP(w(x) dx) de una sucesidn de funciones Fk eéjg (N es arbitrario) con

e 1] s ||F]]
KRR (w(x) dx) #P (w(x) dx)

Las funciones Fk pueden tormarse de manera que

g, ,, - F ||P <27k,
ktl k AP (w(x) dx)

(II.1.3) implica que también es F = 1lim I uniformemente sobre subconjuntos com-

k
pactos de Ri. Fara cada k es



F=F + ) (F

- F.).
k 32Kk 3

j+1

89.

Llamemos fj a la parte real de la funcidn Fj en el borde. Sabemos que fj e

e Re LY(w(x) dx) y
Py(xtit) = (P, * (fj+i¥j>>(x>.

Asi pues:

[ - - : * < - Ll
Fj+1(x+1t) Fj(x+1t) (Pt (fj+1 fj+1(¥j

Pero

£ (0) - £500 = mzi, A 35p(%)

con

mzi JAjmlp S (const)v||F

P

< a-Fsll
SRS HP (w(x)dx)

y los . son (p,q)-3tomecs con respecto a w.

I,

< (const) 277

La convergencia es en LY(w(x) dx). De la misma forma

F00 = T b0
m=1

en Lq(w(x) dx) con

b l“kmip $ (const)llellp < (const)||F||P

m=1 Hp(w(x) ax)

HP (w(x)dx)
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F (x+it) = (P, % (£+iF,))(x) =

3 e SV -
= (Pt * (mzi Mem (bkm + 1bkm)))(x) =

[« [ ]
= % .
E pkm(Pt (bk + 1b N(x) = Z ‘kmBkm(x+lt)
m=1 m=1
la convergencia es en 1P (w(x) dx) Yy, por lo mismo, uniformemente sobre subconiun-
tos compactos de li.

Fy g (0HE)-F(xbit) = (P # (fj+1-fj+i(¥j+1-?j>))(x) =

(P, * ( ) _A] (a +1a p))) (%)

m=1

. (p * . "\', A
mzi_xjm( t (ajm + 1ajm))(x) mz1 Ao AL (x+it)

también uniformemente scbre subconjuntos esmpactos de Rf. Asi, finalmente

F(z) = F(2) + Zk (Fj+1(z) - Fj(z)) =
= 2 W B, (2) + Jzk mz M Bym(2)

uniformemente sobre subcenjuntos compactos y

2 Tul® + b 2\ s (const)(||F}[P +223)s

j=k m=1 uP (w(x)dx) 7

¢ (const) (]J|rF||P ¥ 275y,

HP (w(x)dx)

Esto implica gque

(N (F))P g (const) HFHp
P»q HP (w(x) dx)
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Asi concluye la demostracidn de (II.3.13) que es una caracterizacidn completa de
HP(w(x) dx) mediante &tomos.

c.q.d.



- §4. ESPACIOS DUALES

*
Dado HP(w(x) dx), podemos considerar su espacio dual (HP (w(x)dx))

definido como el conjunto de todos los funcionales lineales
A : HP(w(x) dx) — R

que son continuos. Claramente A es continuo si y sdlo si existe una constante C

tal que

lae)| < cllFl|
HP (w(x) dx)

LA
para cada F e HP(w(x) dx). Si para A e (HP(w(x) 1x))" definimos:

|1Al] = inf {c : |A(®)| s c ||F]] para cada
HP (w(x) dx)

Fe Hp(W(X) dx)} = sip 'A(F)I
r#0 ||F|]
HP (w(x) dx)

= sup lA(F)tg

Rk 1

HP(w(x)dx)

. %
es claro que A——=+ ||A|| es una norma sobre el espacic vectorial (5P (w(x)dx)) .
%
Ademas (HP(w(x) dx)) con esta norma_ es completo, es decir, es un espacio de

Banach.

La caracterizacidn de HY(w(x) dx) como compleccidn del espacio deter-

minado sobre Re L3(w(x) dx) por el indicador
£ — (N _(£)P
( D1 ))

nos va a proporcionar una caracterizacidn del dual.
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Dado un intervalo I y r tal que q, < r <=, consideramos Re L’(I,w(x)dx),
~es decir: el espacio de todas las funciones reales L¥(w(x) dx) que viven en I. Lue-
' go, para un entero positivo N que en nuestro caso va a ser |q0/p| - 1, considera-

mos el subespacio
r
|Re L7(I,u(x) ax)|
formado por todas las funciones f en Re Lr(I,w(x) dx) tales que
Lo
1 -
f(x) x " dx =0
para 1 = 0, ..., N. Para f e |Re Lr(I,w(x) dx)lN,
F(xrit) = (P, * (£+if))(x)
estd en HP(w(x) dx) con

HEl g (const) N _(f).
HP (w(x)dx) p.T

- Pero

1 , 1

. w(I)i/p

f(x)
(;(%T-JI |f(x)|r w(x) dx)i/r

es un (p,r)-&tomo, de forma que

N () € (;,-(% Illf(x)lrw(x)dx)ur w(1) /P

Asi pues

[F]] < (const)(-ﬂ%J |£(x) | Pw(x)ax) 7 (1) P
I

HP (w(x)dx)
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&
Supongamos ahora que A e (HP(w(x) dx)) . Podemos definir un funcional lineal A

sobre |Re L7 (1, w(x) dx)lN haciendo A,(£) = A(F)

(A1) = A = [[A[] |]F]] £
HP (w(x) dx)

1
< (const) ||A]|w(D)P

LR

(J |£(x) |7 w(x) dx)l/r
I

Vemos que A, es un funcional lineal sobre el subespacio

I

[Re Lr(I;w(x) dx)]N‘: Re LP(I;w(x) ax),

que es continuo. El teorema de Hahn-Banach permite extender A_ a un funcional

I
" lineal acotado Ai sobre todo el espacio Re L¥(I;w(x) dx). En virtud del teorema
T
de representacidn de Riesz, existird una funcidn bI e Re L¥ (I;w(x) dx) eon
T p' o= ;;T-tal que para toda g e Re Lr(I;w(x) dx):

Ai(g) J g(x) bI(x) w(x) dx.
I

En particular:

(II.4.1): para cualquier £ e |Re L'(I;w(x) dx)lN tenemos

AI(f) I f(x) bI(x) w(x) dx.
1

Si p(x) es un polinomio de grado N,

1
es otra funcidn en Re L (I;w(x) dx) que cumple (II.4.1). En efecto, la condicidn

Ar para w implica que

w(x) 1



g5,
1]
estd en Re L (I;w(x) dx) y por lo tanto

E(:) II

7
esti también en Re LT (I;w(x) dx). Para f e |Re LF(I3w(x) dx)lN tenemos:

. (x) -
fIf(x)(;I(x) + %TESJ w(x) dx =

- J £(x) b.(x) w(x) dx + J £(x) p(x) dx =
I I I

J £(x) by(x) w(x) dx = AI(f)
I
No sdlo ésto, sino que, reciprocamente cualquier fucnidn h e

\i
e Re L¥ (I,w(x) dx) que cumpla (II.4.1) es necesariamente de la forma

p(x)
brx) + 56y I
para algln polinomio p(x) de grado N. Esto es consecuencia de la reflexividad
del espacio Re LT(I;w(x) dx) y del teorema de Hahn-Banach. En efecto si h e

1
e Re LT (Ijw(x) dx) y cumple (II.4.1), entonces para cualquier f e |ReLr(I;w(x)dx)iN:
J f(x)(bI(x) - h(x))w(x) dx = 0
I .

1
Consideremos en Re L' (I;w(x) dx) el subespacio engendrado por las funciones

1
X

v 113 1=0, ..., N

Si bI(x) - h(x) no estd en este subespacio que es cerrado, ya que tiene dimensidn

finita, entonces el teorema de Hahn-Banach implica que existe
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f e Re LY(I;w(x)dx) = (ReLr'(I;w(x)dx))*
tal que
xl
JI f(x) ;r;7~w(x) dx = 0
para 1l =0, ..., N, pero
J f(x)(bI(x)-h(x))w(x)dx £ 0,
I

lo que constituye una contradiccidn.

Supongamos ahora que tenemcs dos intervalos Iic: 12. Podemos consi-

derar entonces,
r T
L (Ii;w(x) dx) < L (Iz;w(x) dx)

Asi pues, A; se puede restringir a |Re Lr(Ii;w(x) dx)|N.

2
Sean bI y bI funciones que representan respectivamente a los funcio-
1 2
nales A, y A_ . Entonces para f e |ReL™(I,;w(x) dx)|,.
I1 12 1 N

A, () = A_ (F) = AN(F)
Iy I

es decir:

J f(x) bI (x) w(x) dx = J f(x) bI () wix) dx.
I I

1 1 1 2

Esto implica, como anteriormente, que existe un polinomio p(x) de grado N tal que

para x e 11,
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b. (x) w(x) - b (x) w(x) = p(x)
I I
1 2
Teniendo en cuenta que la recta real es unidn de una sucesidn cre-
ciente de intervalos {In}, podemos encontrar una sucesidn de funciones {bn} ta-
'
les que bn e Re L (In;w(x) dx) y bn representa al funcional AI y podemos hacer
n

que sea b = bn para todo n seleccionando adecuzdzmente los polinomios en ca-

n+il In

da uno de los pasos.

Hemos probado asi el siguiente resultado:

TEOREMA II.4.2. Sea A e (HP(w(x) dx))” y qy < r < =. Existe una funcién b local-

1]
mente en Re L¥ (w(x) dx) tal que para cualquier funcidn £ e |Re Lr(I;w(x)dx)||q0|
—-1
P

para algln intervalo I, si llamamos

F(x + it) = (P, * (£ + i#))(x)
tenemos:

A(F) = I £f(x) b(x) w(x) dx.

- 00

Cualesquiera dos funciones que satisfagan esta condici®n difieren en p(x)/w(x)

q
donde p(x) es un polinomio de grado |591 -1,

H
Para caracterizar (HP(w(x) dx)) asignaremos a A la funcibdn 1(x) =

= b(x) w(x) en lugar de b(x).

El problema es ahora determinar qué funciones 1(x) corresponden a fun-
cionales A e (HP(w(x) dx))*. Supongamos que 1(x) es una funcidn tal que 1(x)/w(x)
estd localmente en Re Lr'(w(x) dx), qy < r < y 1 corresponde a un funcicnal
A e (HP(w(x) dx))* en el sentido de que para cualquier f e*IReLr(I;w(x)dleqOl )

para algin I; P
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A(F) = J f(x) 1(x) ax,

donde
F(x+it) = (P * (£+i%)) (x)

Saiemos entonces que para cualquier f e lReLP(I;w(x)dx)l q
—} 1
P

lJ £(x)1(x) ax| = [A(E)] < ||A]] |]E]]
- HP (w(x) dx)
i/p, 1 r 1/r
€ (const) w(I) (;TTY IIlf(x)| w(x) ax) 7| |al]
En particular si f(x) = a(x), (p,s)-atcemo con soporte contenido en I yr € s £ @

(II.4.3) IJ a(x) 1(x) ax| g (const) ||A]]
I

Si g es una funcidn localrente integrable e I un intervalo, llamarcmos

PI(g) al Qnicc polinomio de grade N tal que
k -
j (g(x) - PI(g)(x)) X dx =0 para k=0, ..., N
I

Siw =0, PI(g) es sencillamente la media

1

TTT-II g(x) dx.

En general se tiene:
LEMA II.4.4, Para x e I,

(conat)
[P (2)(x)] < f lg(x)]| dax
I ’Il I
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. donde (const) depende tan sdlo de N y no de g o de I.

DEMOSTRACION. Veamos primero que basta demostrar (II.4.4) para I = [-1,1].

Ante todo, podemos suponer que nuestro intervalo esti centrado en O, puestc que si

- C, es el centro de I,

I
k -
(g(x) - PI(g)(x)) X dx =0
I
para k = 0, ..., N, implica.que
(g(C4y) = P()(C +y))(C 49X dy = 0
I 1 I I
I-C
I
para k = 0, ..., N lo que equivale a
4 (g(c +y) - P_(g)(cC +y))yk dy = 0
1 I I
I-C
I
para k = 0, ..., N de donde se deduce que

Pre, (e = 2rle)Crm).

Asi pues si tuvidramos (II.4.4) para intervaleos centrados en 0, tendriamos también

. para cualquier intervalo I y x e I,

[P (2)(x)] = IPI_CI(g(CI+°))(x—CI)| N
< (;ogst) J Ig(CI+Y)| dy = (const) J lg(t)]at.
[1-C,] I-C, [1] T

Ahora, para un intervalo J centrado en O

j (g(x) - P(g)(x)) % dx = 0
J
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. para k = 0, ..., N implica
¥y _ k1 -
LJ(g(G) PN Fay = 0
para k = 0, s N=

- 1 0 1 Yy oF gv = =
*>J‘SJ(<s g(s) GPJ(g)(G))y dy =0, k=0, v.., N

- Es decir, para J centrado en 0

Pogles) = (Py(g))g
Sea I centrado en 0 y J = [-1,1] y 8§ = |I|/2 de forma que I = 6J. Entonces:
PL(E) = (Pry 1)1 2
Por lo tanto, una vez que demostremos que
1
(II.4.5) ‘P[fl,lj(g)(y)' < (const) Jﬁilg(t)ldt

para y e [L1,1], tendremos tambi&n, tendremos también, para x e I:

[P (£)(x)] = |(*x-'[_l,i](fz/m)),Im(x)l =

i

2 p 4
T |P[_1’1](f2/!l|)(T—!—I /2>| <

Lo
€ (const) T%T I . |f2/lll(t)| dt =

2 1
(const) = J |£(t)|dt = (const) j |£Ct)|at.
1T [17);
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Asi pues, necesitamos solamente demostrar (II.4.5). Pero

=

1
P[?i’lj(g)(y) = .Zo (J-l g(x) Pi(x) dx) Pi(x)

i=
.donde {Pi} es una base ortonormal del subespacio de Lz([}i,i]) engendrada por

{1, X, ..., x'}. Vemos que, para y e [-1,1]

1
|P[~1,1](g)(y)‘ < (const) I lglt)] at.

c.q.d.

COROLARIO II.4.6. Para x e I:

lPI(g)(X)| § (const) g*(x)

donde (const) depende sdlo de N y no de g o de I.

COROLARIO II.4.7. La aplicacidn definida como

g —— PI(g)‘I

con norma acotada indepen-

es un operador acotado en Re Ls(l;w(x) dx) para s > ¢

dientemente de I.

COROLARIO II.4.8. Si g estd localmente en Re L%(w(x) dx) con s > q, entonces para

xel

1 s 1/s
]PI(g)(x)l < (const) (;Tij-Jllg(x)I w(x) dx)

si s <o y

IPI(g)(x)I ¢ (const) sup |g(y)|
yel



102.

si s == ; donde (const) depende solo de N y no de g o de I.

Esto es algo mis fuerte que (II.4.7).

DEMOSTRACION. (II.4.8) es consecuencia inmediata de (II.4.4) y (I.5).

c.q.d.

Volvamos a nuestra funcidn 1 que representa a un funcional lineal
&® '
A e (HP(w(x) dx)) . Como 1/w estd localmente en L° (w(x) dx); 1 es localmente
]
integrable (En efecto 1/w localmente en Lr (w(x) dx) => 1 localmente en

-1/(r-1) (r-1)

1 -
LT (w(x) dx) y, puesto que w(x) 1/ cumple la condicidn A (1.5)

implica que 1 es localmente integrable).

Asi pues, podemos considerar PI(l). (II.4.3) implica:
|| a0 a0 - @) axl € ceonse) (1]
I

que puede reescribirse de la siguiente forma:

' 1(x) - P_(1)(x)
(11.4.9) ljla(x) w(i?v w(:2?§l s (const) |[|A}] w()™?

- Para el &tomo a:

(%) dx \1/s 1
(J la(x)ls AT 2 < —
I w(I) w(I)i/p

sl 8 < o bien

1

—— sig ==,
w(n)1/P

la(x)| <

Asi pues



1/p s w(x) dx \1/s
(JI w(T) a(x)| -——;Rij—-O <1,

si s<», o
|w(D)P 4 |, s1

si s =w, (II.4.9) implica:

1(x) - P(1)(x)

w(x)dx |

(
(II.4.10) ] (DY atx) s ——
I

1
¢ (const) ||A]l] w(1)®

Ahora, dada una funcidn f que vive en I tal que

[/

s w(x) dx \1/s
(Jllf(X)' ——m—)—-—) £1

sis<», d ||f||co £ 1 si s ==, consideremos

1
wl(I)

b(x) = (f(x) - PI(f)(x))

1/p

si xeIyb(x)=0sixgI. Claramente:
® k
J b(x) x dx = 0
-0
para k = 0, ..., Ny tambin

1 1
(;TTT'JIIb(x)‘S w(x) dx) /s N

1
w(I)
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I

s w(x)dx.1/s | s w(x)dx,1/s
$ 75 {(Jllf(x)l o)t (II|PI(f)(X)[ ) s

-



< (const)
w(I)l/p

gi s<oy

I‘bll < (const)
w(I)1 P

s8i s =», Por lo tanto

_ (const)

a(x) = (const)b(x) = (F(x)-P_(£)(x)) x.(x)
w(I)i/p I XI

es un (p,s)-&tomo con respecto a w. Entonces (II.4.10) implica:

l(X) - PI(l)(X) W(X) dx
w(x) w (D) | =

(IT.4.11) IJ £(x)
I

l(X) - PI(1)<X) W(X)dx [
w(x) w(I) '

= lJ (£(x) - PI(f)(x))
I

1(x)-P_(1)(x)
= (const) ]JIW(I)i/P a(x) w(i) wi?%?x P

1
< (const) ||A]] w(T)P

Como f(x) es una funcidn arbitraria tal que

s w(x)dx 1/s
J |£(x) ] )

si s <= o bien l]f]lw €1 sis ==, tendremos:

(II.4.12)

A

(J | 1(x) - PI(l)(X) (s’ w(x)dx)lls'
L w(x) ' w(I)

1
¢ (const)||A]] w(D)P

104,
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%
De esta forma, a cada funcional A e (HP(w(x) dx)) le hemos asignado
una funcidn 1 que cumple (II.4.12). Naturalmente la funcidn 1 estd determinada a

menos de la adicidn de un polinomio de grado N.

Reciprocamente cada funcila 1 para la que exista una constante C tal

que para cada intervalo I sea

1.

¢ ¢ w(I)P

(II.4.13)

, 1(x) - P, (1)(x) w(x)dx)i/s'
. wix) w(I)

cumplird, para cada (p,s)-&tomo a:

}J a(x) 1(x) dx| & (const) C

donde (const) no depende de a. Si f e Re L3(w(x) dx) es tal que

Np,s(f) <oy f(x) = g,ki a;(x)

donde los a; 's son (p,s)-&tomos y

A
8

I IalP <o,

-

entonces:

IJ f(x) 1Ux) dx| = |} Ai J ai(x) 1(x) ax|

i -

-

g Z-lki|’J a;(x) 1x) dx| € (const) C Z JAi\ £
i - 1

1
£ (const) C (Z_]Ailp) /e
i
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‘Asi pues

IJ f(x) 1(x) dx| s (comst) C Np s(f)

- ?

A f podemos asociarle
F(x + it) = (P, * (£ + if))(x)
que seri una funcidn en HP(w(x) dx) con

1] ] ~ N (f)
P (w(x) dx) P»S

y la correspondencia es uno a uno. El subespacioc de B?(w(x) dx) que obtenemos de

esta forma, es denso. En €l definimos un funcional A haciendo

A(F) = I f(x) 1(x) ax.

Tenemos entonces:

|[ACFY] & (comst) ¢ ||F]] .
HP (w(x) ax)

Asi pues, A puede extenderse de forma finica a todo el espacic HP(w(x) dx) y

||A]] & (const) inf {C : para cada I

1.4

s’ cowm? )

, l(x)-PI(l)(X) s'  w(x)dx )
. w(x) w(I)

De esta forma, hemos establecido una equivalencia de espacios normados entre

*
(HP(w(x) dx)) ¥ el espacio

s!
Al

(w(x) dx)
=1
P
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de las clases de equivalencia [I] de funciones mddulo polinomios de grado N =

= |59| - 1 para las cuales existe una constante C tal que para cada intervalo I:

1
1(x) - P_(1)(x) g . 1.
(P e o

con la norma dada por el extremo inferior de tales ('s. s' tiene que ser tal que
1gs'<x qé. Para s' = 1 obtenemos una condicidén mmy simple:

1
.1
;f%j-f 1(x) -~ PI(Ifo)l dx~< ¢ w(I)P
I

Para p = 1 y w en la clase A2 (es decir qy < 2 de forma que N = lqo‘ -1 =0) ob-
tenemos el espacio de funciones de oscilacidmn acotada en media con peso w: 0.AM
(w(x)dx). Este espacio ha sido estudiado por Muckenhoupt y Wheaden en [12} donde

le llaman B.M.O. (w(x) dx) que es la correspondientc sigla en inglés.
Este espacio puede ser definido por la condicidn

WLYII l1(x) - m (D] ax s ¢

-

o cualquicra de las condiciones equivalentes para 1 < s' < qp:

£ C

( ' 1(x) - mI(l) s8' wix)dx )1/8'
. wix) w(I)

La equivalencia entre todas estas caracterizaciomes de 0.A.M.(w(x)dx)
es una generalizacidn del Zamoso resultado e John y Niremberg (Eﬂ) sobre la ca-~
racterizacidn de 0.A.M.(dx). Esta equivalencia ha sido demostrada directamente

por Muckenhoupt y Wheeden en [iﬁ].

Nosotros obtenemos, en general, la equivalencia de las condiciones

1
(J 1(x) - PI(l)(x) ' w(x)dx.1/s" - -1
I

P
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para p fijo € 1 y cualquier s', 1 € s'< g Observemos que (1] e (w(x)dx)

S'
1

si y s6lo si existe una constante C tal que para cada intervalo I, existe un po-

q
linomio Q; de grado N = ‘594 - 1 tal que:

1.4

< ¢ w(D)P

(I1.4.14)

( 1(x) - QI(X) 8’ w(x)dx)1/S'
I w(x) ! w(I)

y el extremo inferior de dichas C's proporciona una norma equivalente a la origi-

nal.
Consideremos primero el caso s' = 1, Si se cumple (II.u4.iR), entonces
1 f |1(x) -~ Po(1)(x)|dx g 1 (J |1(x) - Q. (x)]| dx +
w(I) I I w(l) I I
+ JIlQI(x) - PI(l)(x)I dx)
Pero
]I‘QI(X) - PI(l)(x)ldx = II|PI(QIXI)(X) - PI(lxI)(x)I dx =
= JI]PI(QIXI - lxI)(x)l dx € JI(T%T'JIIQI(X) - 1(x)|ax)dy =
= J IQI(x) - 1(x)| dx
I
Asi pues:

el II |1(x) - PI(l)(x)‘dx < ;(%7 II !l(x)-QI(x)ldx <
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que es (II.4.13) para este caso particular. El recipreoco e¢s trivial.

Sea ahora 8' > 1. Entonces si se cumple (II.4.14), se tendra:

Pero

s! w(x)dx)ils'

1(x) - F_(1)(x)
(J 1 |
I

3

w(x) ! w(I)
20U st wan 1/
S I w(x) ' w(I)

)1/3'

+ (J l QI(X) " PI(lNX) 'S’ w(x)dx
I

w(x) '

w(I)

w(x)dx)lls' -

w(x)

(J Q(x) - PLLI(X) g
I

w(I)

w(x)

bow(T)

_ (I PI(QIXI)(X) - PI(lXI)(x)|8'w(x)dx 1/s'
I

1
Gy JI

A

.

1
s

[P (g - W] W) S an®

(const)(ar%y J |QI(x) - l(x)ls' w(x)
I

en virtud de (II.4.7) aplicadp al peso w(x)

Por lo tanto

.1
— t
s-1 dx)s

1
s-1 que cumple la condici®n A_,. Asi

Q. (%)
([ |-L
I

< (const)(J

" PG st gax 1S
wi(x) w(1) )
L) = Q(x) v yyay 178"

I

w(x)

w(I)
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yt/s' ¢

(r. 1(x) - PI(l)(x) §' w(x)dx
1 wix) w(I)

1(x) - QI(X) s w(x)dx)l/s’ .

g (COnSt)(JI ‘ W(X) { w(l) <

1.1

< (const) C w(I)P

donde (const) no depende ni de I ni de 1. Es decir:

' (w(x) dx)
-1

[;} e A

Lol 72

T

)

con una norma dominada por el extremo infericr de las C's multiplicado por una

constante. El reciproco es trivial.



CAPITULO III

OTROS ESPACIOS HP ASOCIADOS A UN PESO

§1. EL ESPACIO ﬁ‘i(w(x) dx)

Para un peso de Muckenhoupt w(x) con exponente critico qq < 2, que es
el caso mds simple posible, se definid un (1,q)-&tomc con respecto a w como una

funcidn a, con soporte contenido en un intervalc I que cumple las condiciones:

(1)
(Wlfy JI la(x)1? w(x) dx)i/q 3 wll)

si g <=, o bien
1 .
la(x)l Sm-)- s1 q =,
(ii)

I a(x) dx = ¢

Estos &tomos eran los bloques elementales a partir de los cuales podiamos cons-

truir cualquier F e Hi(w(x) dx).

Podemos pensar en otro tipo de &tomos en cuya definicidn la condicidn

(ii) se sustituye por

(ii)®

J a(x) w(x) dx = 0.

-0
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Los llamaremos &tomos de tipo homogéneo (t.h.) con respecto a w(x).
Son los &tomos naturales para el espacio de tipo homogéneo obtenido en la recta
mediante la métrica d(x,y) = w(I) donde I es el intervalc mds pequefio que contie-
neaxyay,y la medida w(x) dx (véase [4]). Observemos que para la definicién
de los &tomos en Hl(w(x) dx) debiamos tomar q > d, mientras que para los &tomos

de t.h. ya no es necesaria esta restriccidn.

”
Definimos‘? :(w(x) dx) como el espacio de todas las funciones f(x)

que admiten una descomposicidn
£f(x) = % Aiai(X)

siendo los a; (1,q9)-atomos de t.h. con respecto a w ¥

-I

LAl <=
1

Es claro que 6;(W(X) dx) es un subespacic vectorial de Li(w(x) dx). En

A1

?q(w(x) dx) damos la norma

N-(£) = inf {] |A.]}
q F

donde el infimo se toma sobre tcdas las descomposiciones de f en (1,g)-Atomos de

t.h. Se demuestra que tcdos les espacios ﬁé(w(x) dx) coinciden y las normas Né

scn equivalentes, ya que esto sucede en cualquier espacio de tipo homogéneo. Véa-

se [10].

En nuestro caso no necesitemos recurrir a ese resultado general, ya
que disponemos de una equivalencia directa entre cada g:;(w(x) dx) y Hl(k).
De hecho, para definir c?i‘w(x) dx¥) no necesitamos que w(x) sea un peso de
Muckenhoupt. Basta que sea localmente integrable y > O en c.t. punto. Si estec

ocurre, tenemos, en efecto, e¢l siguiente resultado:
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TEOREMA III.1.1. Sea W(x) una primitiva de w(x) y sea B(x) la inversa de W(x).

Entonces la aplicacidn

£(x) —— £(B(y))

es una equivalencia entre G?éﬁW(X) dx) X_Hi(R), el espacio de Hardy ordinarioc

en la recta.

DEMOSTRACION. Ccmo (W.B)(y) = y, tendremos

W'(B(y)) B‘(y) = w(B(y)) B'(y) = 1.

Supongamos que a cumple (i) y (ii)®
J ta(x)[qw(x) dx = I |a(B(y))|qw(B(y))B‘(y) dy =
I W(I1)

- j la(s(y)) | dy
w(I)

w(l) = J wix) dx = J w(B(y)) B'(y) dy =
I w(1)

= J dy = |W(D].
W(I)

Tambiédn

J a(x) w(x) dx I a(B(yNw(B(y)IB'(y) dy = j. a(B(y))dy

[ee]
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Asi pues a cumple (i) y (ii)' si y sdlo si a(B(y)) es un (1,q)-&tomo con respec-
to a la medida de Lebesgue., Esto prueba la equivalencia.

c.q.d.

Como consecuencia de este tecrema obtenemos que todcs los espacios
s?é(w(x) dx) coinciden y las normas N; son equivalentes. Por tanto, podemos es-
cribir simplemente ;?1(w(x) dx) y usar cualquiera de las normas equivalentes da-

C
das.

8i w es un pesc de Muckenhoupt tenemos otra equivalencia entre

fa(w(x) ax) y HY(R):

TEOREMA III.1.,2. Si w es un peso: entonces la aplicacidn

f(x) — f(x) w(x)

es una equivalencia entre »?1(w(x) dx) y H.i(lk).

DEMOSTRACION. Sea a un (1 )-4tomo de t.h. ecn respecto 2 w, es decir a tiene

soporte contenido en un cierto intervalo I,

la(x)]| s —;{%7—

J a(x) w(x) dx = 0.

Vamos a ver que existen g > 1 y una constante, que dependen tan sclo del peso w,
tales que (const) a(x) w(x) es un (1,q)-8tomo con respecto a la medida de Lebes-
gue. La razdn de ello es que el peso w cumple una desigualdad de H®lder al revés;

es decir: existe un § > 0 y una constante tales que para cada intervalo J:

4

1
(T%T-jJ w(x)1+6dx)1+6 ¢ (const) T%T-JJW(X) dx.
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Tomando q = 1+6 > 1 tenemos, para nuestro atomo a:

(T%T-JI la(x) w(x)]? dx)i/q =

(T%T JIIa(x)|1+6(w(x))1+5dx)4/(1*5) <

1/7(1468) p

A

1
-ﬂ‘ﬁ (I—ITI W) ax)
I

(const) w(i) T%T.W(I) - (co?st) .

A

Esto, junto con el hecho de que

J a(x) w(x) dx = 0

a(x) w(x)

-3 1 3 @ 3
Sonst es un (1,q)-atomo en H(R). Asi queda demostrado quec el

implica que

operador
£(x) bV—— £(x) w(x)

es acotado.

Ahora demostraremos gque su inverso

g(x)

g(x) F— w(x)

tambidn es acotado. Partimos de un (1,»)-Atomo en Hl(R), b{(x); es decir: b(x) vi-

ve en un intervalo I,

I b(x) dx = 0 y |b(x)| ¢ ﬁ—r

- 0
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- Demostraremos que existen q > 1 y una constante, gue dependen solamente del pe-
 so, tales que (const) b(x)/w(x) es un (1,q)-4tomo de t.h. con respecto al peso.

En efecto, tomemos qq > 44> exponente critico de w. Sabemos que w cum-

ple la condicidn Aq ; es decir:

1
1
e [ weo aned 0 1T an™™ - (const) <=
S'l;p Tj-r 5 X m s WX 1X = (cons .
Sea ahora
q
_ - 1
q = Qi q1_1
Entonces
1 b(x);4 .. 1/q
(;TT—-JI | (x)i w(x) ax) ES
1 1 1-q 1/q
< (J w(x) ax) =
I aan?/e g
1 q,-1

1 1

(I wx) 1 94x) Y4 =
I

11} (q,-1)/q
<J w(x) dg) 1 1
I
Yyt
_ 1 1 1 q,~1 a

(T%T.JT w(x) dx)

1

A

1 1
(const) T T, 1 = (const) 5y

(T%j-jl wix) dx) U 94

Esto. junto con el hecho de que
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implica que

1 _b(x)
(const) w(x)

- es un (1,q)-&tomo de t.h. con respecto a w.

c.q.d.



§2. LOS ESPACIOS &'P(w(x) dx) PARA p < 1.

Sea 0 < o < 1. Definimos J;(w(x) dx) como el espacio de las clases
de equivalencia [i] mddulo constantes, de funciones 1 para las que existe C

tal que para cada intervalo I y cada par X,y e I es:
[1(x) - 1) s ¢ w(D)*
El extremo inferior de todas estas C's se escribird l[l]lta(w(x)dx).

(xd — {10l L (W(x) dx)

€S una norma enzﬁ}w(x) dx). Es claro que J;(w(x) dx) con esta norma, contituye

un espacio de Banach.

Esta definiciln tiene sentide, nc solamente para un peso, S1nc para

cualquier funcidn localmente integrable w(x) para la que sea w(x) > 0 en casi to-

do x.

TEOREMA III.2.1. Sea W(x) una primitiva de w y B(x) la inversa de W(x). Entonces

la aplicacidn

) —— [10B]

es una equivalencia entre dg(w(x) dx) zﬁf;(dx) que es el espacio de Lipschitz cor-

dinario.

DEMOSTRACION.

l1(x) - 1(y)] € ¢ w(D)?
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para X, y e I es equivalente a
|1(B¢2)) - 1(B(t))] < c|w(1)|®

para s, t e W(I).

c.q.d.

Sea % <p<1 y gq21.Un (p,q)-&tomo de t.h. con respecto a w

serd una funcidn a con soporte en un intervalo I tal que:
(i)

1

1 q 1/a
(;TTT-Jlla(x)l w(x) dx) 3 ;R;;E7§

si g < =, o bien

la(x)| s —-—-7-1
w(I)1 P

(ii)

a(x) w(x) dx = 0

N———
8

- 00

LEMA II1.2.2. Sia == -1y aes un (p,q)-4tomo de t.h. con respecto a w; la

el o

aplicacidn

n] J 1(x) a(x) w(x) dx

es un funcional lineal acotado sobre,t;ﬁw(x) dx) con norma dominada por una cons-

tante que no depende de a.
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DEMOSTRACION., Ante todo, como a tiene soporte eontenido en I y [l]edC;(w(x)dx implica

que 1 esté acotada en I; la integral
o«
J 1(x) a(x) w(x) dx
tiene sentido. Tambi&n, puesto que para cualquier constante CO’

J 1(x) a(x) w(x) dx = J (H(x)+C0) a(x) w(x) ax,

la aplicacidn
1 | J 1(x) aux) w(x) dx
est3 bien definida. Ahora bien

|J 1(x) a(x) w(x) dx| = lI (1(x) - 1(C;)) alx) w(x) dx| =
- I

o

oy W(x)dx
w(I) lJI (1(x) - 1(Cp)) alx) 75 €

O w(x)dx
w(I) ll[l]"gga(w(x)dx) w(I) flla(x)! v §

/sy

M

|1 [2]1 Lﬁa(w(x) dx)

Asi pues, si llamamos L al funcional
0
(] i-——+I 1(x) alx) w(x) dx,
~ 00

”*
obtenemos que L_ e ﬁf;(W(X) dx)) vy
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”LaH* = HLa'!‘a(w(x)dx))* ¢ 1.
c.q.d.

LFMA III.2.3. a es un (p,q)-&tomo de t.h. con respecto a w si y sdlo si a(B(y))

es un (p,q)-8tomo con respecto a la medida de Lebesgue.

DEMOSTRACION.

J la(x)|? w(x) dx = I la(a(y)|? ay
I w(I)

y @(1) = |W(D)].

c.q.d.

La caracterizacién de HP(R) para %—< P < 1 como el espacio de los fun-

cionales
Ie) % P o
Me (“*1 (dx)) = HY(R)
= -1
P
%
que pueden descomponerse en la topologia de (iii (dx)) como
-1
P

- P
M=Fa M con ][NP <w
i i
y a; (p,q)-atomos con respecto a dx, para los que se define

o«
M, ([m]) = J m(x)a, (x)dx;
1 -~ 00
con la quasi-norma dada por el extremo inferior de las sumas Z JAilp correspon-
i
dientes a todas las descomposiciones posibles (véase [2]); sugiere las siguien-

tes dcfiniciones:
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%
Llamarcmos Egg(w(x) dx) al subespacio de “51 (w(x) dx))" formado por

-1

aquellos funcionales P

L : Qﬁ

1 (w(x) dz) }— R
==-1
P

que admiten una descomposicidn

> %
convergente en la topologia de (i:l (w(x) dx)) tal que

-1
P

p
Zi_|1i| <

y las a; son (p,q)-atomos de t.h. con respecto a w. También, para L e 5;2(w(x)dx)

llamamos
WP(L) = inf (] 12,|Py/P
i

donde el inf se toma sobre todas las descomposiciones de la forma indicada. Cla-

ramente

L f—r (N2<L>)P

es una quasi-norma sobre ffﬁ(w(x) dx). Ssi

&
en la topologia de Q(?i (w(x) dx)) con

= -1
p

©

ToIaP <o
i=1 %
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y los a, (p,q)-&tomos de t.h. con respecto a w; entonces

@

oo o 1/p
Helles T Dyl llz, Haes IoInl e €T 12 1PH™P.
i=1 Y3 121' = T

Por lo tanto: para L e ﬁ?g(w(x) ax), ||ull, ¢ NS(L). En otras palabras, la inclu-

sidn

.‘f/"P(w(x) dx) Cm—m— ({7 (w(x) dx))*
! 1.4

P

es continua.

Ya sabemos que la aplicacidn
)
¢ f (ax) ——+ f) (u(x) ax)

dada por Q([ﬁﬂ) = [hoW] es una equivalencia de espacios de Banach. Pasando a locs

duales obtenemos la equivalencia:
% ) % o %
o ¢ ([ _(wx) ax)) —— (L (ax))
o
dada por ¢ (L) = L o ¢.

TEOREMA 1II.2.4. Sea a = - 1. Entonces

g

®*G§45(w(x) dx)) = HP(R)

%
y la restriccidn de ¢ ELE?gﬂw(x) dx) es una equivalencia de espacios quasi-nor-

mados. Como consecuencia, obtenemos el hecho de que todeos lcs espacios 6?g(w(x)dX)
¢

coinciden como conjuntos y las quasi-normas Ng son equivalentes, de forma que po-

demos hablar de un @inico espacio E‘P(w(x) dx). Este espacio es equivalente a HP(R)

y por lo mismo, completo.
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DEMOSTRACION. Sea L e ?’g(w(x) dx) y sea

oo

QQ
L= § A; La; conm ) Jkilp <
= i=1

y a; (p,q)-4tomos de t.h. con respecto a w. Entonces

% ® *
o (L) = A & (L)
izf * i

en (qfa(dx))* = HP(R)**. Pero

%
(¢ (La.))([m]) = (LaiodJ)(fm]) = Lai(¢>([m])) =

1

La‘(DnoW]) = J_ m(W(x)) 2;(x) w(x) dx =

1 [~ -]

I n(y) a;(B(y)) w(B(y)) B'(y) dy =

[- ]

=.I_w m(y) ai(B(y)) dy = MaioB ([@])-

Asi pues:

=]

*
¢ (L) = .z- 1 M2 0B
i=1 i

Como los a; o B son (p,q)-&tomos con respectc a la medida de Lebesgue, obtenemos

que
Q*(L) e H(R) ¥y ||¢*(L)|| ¢ (const) NP(L).
HP (R) 4

El cambic de variables inversc nos daria la otra mitad del teorema.

c.q.d.
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El teorema III,1.2 dice que multiplicando por el peso obtenemos una
equivalencia entre el espacio E?i(w(x) dx) engendrado por &tomos de tipo homogé-

neo, y el espacio Hl(k) de funciones de tipo analitico.

Ahora vamos a extender este resultado para algunos p < 1., Esta vez
obtendremos equivalencia entre ??p(w(x) dx) y el espacio de funciones de tipo

analitico Iﬂlp(w(x)l-p dx).

LEMA III.2.5. Sea w un peso com exponente critico Qpe Sea 6 > 0 tal que w satis-

face una desigualdad de HOlder al revds con exponente 1+8. Sea 1 - %—-< p <1
q 0
y_también p > T:%_'; %u Entonces si a(x) es un (p>)-&8tomo de t.h. con respecto a
0

W, existen q > qo(i-p) + p y una constante (independiente de a) tales que

(const) a(x) w(x) es un (p,q)-&tomo con respecto a w(x)i—P.

DEMOSTRACION. Se deduce del lema I.18 a serad una funcidn con soporte contenido

en I, tal que:

(1) Ja(x)| ¢ —2m
w(I)i/p

(ii) j a(x) w(x) ax = 0,

- 00

Sea b(x) = a(x) w(x). Puesto que el exponente critico de w(x)l'P es ¢

g qo(l—p) + p, bastarid quc b(x) tenga momentos iguales a 0 hasta el orden

qo(l—p) +p

— - 1.

9
14q

Pero p > implica que

0

1+q

qo(i-p) +p 1
—_— .= qO(E-— 1) < qo( 3

P

0 _ 1) = 1.

0
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Asi pues, solo necesitamos
[><] > <]
I~ b(x) dx = f a(x) w(x) dx = 0

que no es otra cosa que (ii).

Sabemos, por el lema I.18, que existen q > qo(l-p) + p y una constan-

te, tales que se cumple (I.19), es decir:

( ;_ j w(x)% w()t™ a9 g
f w(x)"Pax /1
I

n

w(x)i-p dx

(const)( I E J w(x) dx)l/p.
I
I

Entonces

1 j Ib(x) |2 w(x)PP ax)/9 =
I

(
fvw(x)ikp dx
I

( T I laGow(x) |9 w0 P an /¢
IVW(X) Pax I
I

1 1 1-p 1/q

$ — ( - f w(x)? w(x) dx) s
w(I)llg j w(x) " Pax I

I

1 w(I) 1/p 1

) = (const) -

w(1)HP fw(x>1‘P ax (Iw<x)1‘de>1/P
I I

(const)

LY

c.q.d.

Para el reciproco no tenemos necesidad de limitar el rango de p.
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LEMA II1.2.6. Sea p > 1/2. Si b(x) es un (p )-&tomo con respecto al peso w(x)1°p,

existen q > 1 y una constante (independiente de b) tales que

b(x)

(const) por o

es un (p,q)-&tomo de t.h. con respecto a w.

DEMOSTRACION. La clave esti en el lema I.21. b serd una funcidn con soporte con-

tenido en un intervalo I tal que

I b(x) dx = 0
I

y

|b(x)] % 1

[ w(x)iop deilp
1
Sea
_ bix)

a0 = G

Entonces

J a(x) w(x) dx = I b(x) dx = 2

El lema I.21 implica que existen: q > 1 y una constante, tales que:

w(x)i_pdx)
I )1/p

( L “.J'w(x)-qw(x) dx)i/q < (const)(
, wix)dx ‘1 j w(x) dx
1 I

Para este q:
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1

' q i/q
( J lat)] 9 wx)ax)t/ 9 = (——1——f 1208 axy e ¢
w(x)dx /I I w(x)dx /I ;T;ﬁ
I I

< 1 (—2 [ (w(x)) " S(x)ax) /e ¢
(J w(x)1P ax)t/P J wix)dx T
I I
]w(x)l_p dx 1/
g (const) 1 ( 1 ) F <
(J w(x)i-p dx)l/p J w(x) dx
I I
(const)
(w(z)/?
c.q.d.

En el lema I11I.2.5 la restriccidn 1 - %—-< p es bastante desafortuna-
0
da ya que no existe relacidn entre § vy q, ¥ para un pcso dado w, 8 puede ser di-

ficil de calcular. Sin embargo, dispondremos de los siguientes resultados.

qQ

1+qo

LEMA III1.2.7. Sea w un peso con exponente critico ¢,. Sea p >

1o . Supongamos

que a(x) es un (p,»)-atomo de t.h. con respectc a w. Entonces

J [(a.w)m(x)[P w(x) P ax ¢ (const)

[>]

donde (const) nc depende de a.

DEMOSTRACION. a serd una funcidn con scporte contenide en un intervale I y tal

que:

(i) J a(x) w(x) dx = 0

£ 2]

(ii) |a(x)]| < —_—

(j w(x) dx)i/P
I
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N
(aw) siempre tiene sentido ya que a es acotada y si q, > q, w(x)x;(x)

esti en
.1
q. q,-1
L*1(w(x) ™1 = ax)
1

(esto es sencillamente decir que w(x) es integrable sobre I) y w(x) q1—1 cumple

la condicidn A ,.
94

Sea

o~

3
I = 62(1) =Cp + 2(I—CI)

v P N 1 v P
II*|(a.w) (x)|Pw(x)" "Pax = Jlklar;j(a.w) (x)]® w(x) ax s

1 ™ / &) 1- B
(II*|;T;7 (a.w) (x)lqw(x) ax)P’d iy 9=

A

N . . LB
(J L @) ()] wx)e ax)P/ 1y 9,
I

Tomemos q tal que 1 - q = ~ q1-1 para algin qy > q, es decir:

1 94 \
___-__:..._:_.=q > 1.
q, 1 q, 1 1

qQq=1+
Entcnces

I o @)V (x)|P w(x) P ax ¢
I

1 - - p & P
< (J @] wx) U la) U wrh 9
I

1

Teniendo en cuenta que w(x) -1 cumple la condicidn Aq
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J ol (@) (0P w1 P ax «
I

1 (/) .
® ' - — 1/4:)p -p ——
< (J I(a.w)ﬂ'(x)|q1 wix) 47t dx) 1 w(I*) Y ¢
-1
1 !
' - — (1/q})p 1-p — ..
£ (const)([ |a(x)w(x.)|Cli w(x) q-1 dx) 1 w(I*) U g
I
q.-1 . q-1
-—-—p - e——

480858 (1)) U (D) % = (comst)
Asi pues:
(II1.2.8) f o @ 0P w()' P ax ¢ (const)

1
Estudiemos ahora

J &l @)V (x)|P w(x) P ax.

xdI
Six¢ I*, es decir: si |x - ¢;| > |I], tenemos:

|(a. )V (x)| = |v.p. I a( i Y(y) dy| =

y-C

= _j.'_.. - 1 r = I 4
= IJI (x-y x__CI) a(v) w(y) dy]| lII ma(Y)W(Y)dYI

HPO

lx-y] = |x - C; - (y-CI)l : |x - CII -y - cI| >
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Entonces, para x ¢ I:

| a.w)¥(x)] ¢ J laty) |w(y) dy s
I

(const) 1
tx—CIl2 (w(1))*/P [

Para w(x)l-P el exponente critico es

< qo(i—p)+p =q, - p(qo-l) < p(1+q0) - p(qo—i) = 2p

Asi pues w(x):‘"'—p cumple la condicidn A2p'

Aplicando el lema I.4 obtenemos:

1-p
I % wix) 2gx S (cgnjg) I * w(x)1 P ax g
xg1 |x—CI| 17| I

%yy1-pi-*1p 1-p
€ (const) (w(1)) B lI | < (const) (w(I))
|17 P |1|P

En consesguencia:

J L@ ) |P w0 P ax <
xé1

1-p
¢ (const) |I|P (w(1))P? J . w(x) 2dx <
x¢1 Ix-CII P

1-p
€ (const)lI‘P (W(I))p“1 £E££ll—-q= = (const).

|z]?

Es decir:

(I11.2.9) J & @)™ |P w(x)1P dx.g (const)
x4I
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(I11.2.8) y (III.2.9) dan (III.2.7).

c.q.d.

LEMA III.2.10. En las mismas hipdtesis de (II1I.2.7):

%
e ((a.w) + i(a.w)™)||P ¢ (const)
v 1P (w(x)* Pax)

independientemente de a.

DEMOSTRACION.

J *|P:((a.w) + i(a.w)"')(x)lp w(x)i—p dx ¢
I

$ (const)J *I(a.w)*(x) + (a.w)'v*(x)|p w1 P dax €
I

o * . - —= p/q;
£ (const)(I aaw &) + (aan)”™ O]U wix) 471 ax) 1,

co

donde, como antes, tomamos q > 9 Asi pues:

J *ng((a.w) + i(a.n))x)|P w(x)1P ax g
I

1 qq-1
. -2 plal g 1p
< (const)(j la(x) w(x)] 1 w(x) qy-1 dx) 1 w(I') A
I
q1-1 . q1—1
€ (const) w(&) (w(I)) 94 w(l) 94 = (aonst).

es decir:
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(I11.2.11) I *lP:((a.w) + i(a.w)m)(x)!p w(x)lup dx € (const).
I
% % % "
Sea ahora x ¢ I . Estimamos Pv(a.w)(x) y Py{a.w) )(x).

Pola)(x) = swp | (B, * (a.)(y)]
|x-y|<t

Tomemos (y,t) e li tal que |x - y| < t

<«

|(Pt % (aw))(y)] = |J P (y-u) a(u) wlu) du| =

= |J mfPt(y—u) - P.(y-C)) alu) wlw) du|

SII_mIP%(y-CI—Bu(u—CI))l |u—CIl lau)| w(u) du =

® y-C.-8 (u-C.)
=J %-lP'( I : I %_ Ju-c;| Jat)] w(w) du
Pero
iP'(S)| < (const)
(1+|s|)2
de forma que:
[(2, * (a))(y)] <
! (const)
€ -C (u) du =
J_’;;E Ty-C;-6 (u-C T 2 lu I’ la(u)| wlu) du
(1+ T )

= J (const) 5 Iu—CI! la(u)| w(u) du
~o (¢ + |y-Cp-8 (u-cp)|)
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Pero

lx—C

t+ |y - C; - eu(u-CI)l 2 5

Por lo tanto:

1
1 - =
|(By * (a0 (y)] € ==B=EL 1) w1y P

2
|x-Cy|

\ %
que es lo mismo que obtuvimos en (III.2.7) para |(a.w)~(x)| en puntos x ¢ I .

De la misma forma que en (II1.2.7) obtenemos
* P 1i-p
(II1.2.12) % IPv(a.w)(x)I w(x) dx € (const)
x4I

% Ee
Ahora estimamos Pv((a.w)w)(x) para x # T

Ps((a.w)w)(x) = su I(Pt * (a.w)N)(y)l =
lx-y <t
= sup | % @] = sup [((B), * @]
lx-y <t lx~y <t
Como para
?(s) = s
1+ s2

También tenemos la desigualdad

1B ()] < —SEQEEEAE-
¢1+ls))

1la misma demostracidn de (III.2.12) con ¥ en lugar de P conduce a:

(111.2.13) I & l(P:((a.w)N))(x)lP w(x)1™P ax ¢ (const)
x¢I
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Asi pues:
I % IP:((a.w) + i(a.w)w)(x)lP w(x)l-P dx ¢ (const)
x41

que, junto con (III.2.11) da (III.2,10).

c.g.d.

q
TEOREMA III.2.1u4. Si w es un peso con exponente eritico Q Y P> T;%-’ existe
0

una equivalencia entre WP (w(x) dx) Hp(w(x)i—p dx) que, para (ps )-&tomos de
bz L que, para atomos ce

t.h. est& dada por

a(x) f———r a(x) w(x)

DEMOSTRACION. En efp(w(x) dx), consideremos el subespacic Q formado por aguellos

funcionales L que se pueden escribir como sumas finitas de (p )-3tomos de t.h.;

es decir:

En , la quasi-norma

n 1/P
L{b— inf { ] |2|P}
j=1 7

donde el infimo se toma sobre todas las descomposiciones finitas

es equivalente a NE. A

[
n
[ W e =]

b4

c

(]
&
-
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le asociamos la funcidn analitica definida en el semiplano superior

n n
s = * 3 . v =
F(xtit) = (P, (jzi Ajajw + 1(j§1_13ajw) ))(x)

A (P, * (a,w + i(a,w)"))(x)
j( t ( j ( 3 )7))
Antes que nada, hemos de asegurarnos de que la aplicacién L= F esté

bien definida. Es decir, que si tenemos dos descomposiciones atdmicas-diferentes

del mismo funcional L:

n
L= jZi A5 Laj
y
m
v kzi'vk Lbk
entonces

m n
P, ¥ ( T daw+ i) ram) ™ )x) =
j=1 173 j=1 1]

) I "
= P, % ( W, b w + i( b w) )(x)
t o KK )oK

o lo que es lo mismo: si

n
0= _2_ A gL
Jj=1 3
en C{f (w(x) dx))* entonces
Y
P
n o ~n
(P % ( L. dam+ i(.z .A.ajw) N(x) =0

jer 33 j=1 7
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Esto es ficil de ver, ya que

en (082,_ i 1(_w(x) dx))* significa que para cada [l] e 1’.1_ i 1(w(x) dx):

P p

n o o= n
RS J 1(x)a, (x)w(x)dx = f 1(x)( ] Asa.(x)w(x))dx = 0
g j . j2q 33

esto implica claramente que

§
Ay a.(x) =0
s34 373

para casi todo x (en efecto

n
$(x) = jzl.kjaj(x)

estd acotada y tiene soporte compacto y es tal que para cada [i] e,{il (w(x)dx),
2.1
P

J:, 1(x) $(x) wlx) dx = 0
Entonces

me 1(B(s))¢(B(s))ds = 0,
es decir:

J m(s) ¢(B(s)) ds = 0

para cada [m] e£1 (ds). Se sigue que ¢(B(s)) = 0 en casi tode punto porqgue

= -1
P
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CI;A. . contiene suficientes funciones, por ejemplo, todas las funciones de cla-
séif: con soporte compacto). Asi pues, la aplicacidn L $—~ T estd bien definida en
Ciy se sigue de (III.2.10) que es un operador lineal continuo de & en Hp(;(x)l-pdx).
Ahora bien, como Ci,es denso en ﬁ?p(w(x) dx), este operador se extiende de forma

tinida a un operador lineal continuo L — L.w deq%?(w(x) dx) en HP(w(x)' P ax).

Veamos que esta aplicacidn es, de hecho, una equivalencia. Consideremos
en Hp(w(x)i'.p dx) el subespacio(§5 formado por aquellas funciones F que se pueden

escribir como suma finita de (p,=)-&tomo con respecto a w(x)l-p. Es decir:

. |
F(x+it) = ) AL(P, * (b,+iD.))(x)
j=1' jt J J .

donde los bj son (p,»)-4tomns con respecto a w(x)l—p. Sobre este subespacio

F +—— inf {.E

p,1/p
L 7

1

donde el infimo se toma sobre todas las descomposiciones finitas, es una quasi-

norma equivalente a Np\n.(B es denso en I~Ip(w(x)1_'p dx). A la funcidn

03

fy o % Y
F(x+it) 321‘A5(Pt (by+ib,;)) (x)

le asociamos el funcional L sobre qfl (w(x) dx) dado por

= -1
b

n
L= ) A

. L

(III.2.6) y (I11.2.2) implican que la definicidn tiene sentido. También es inme-

diato que la aplicacidn Fh=+ L estd bien definida ya que si

rz‘ A;(P, % (b,+ib,))(x) = P *(rikb °(Iizb>“‘)<)*o
j=i it j+1bj x) = Py i& 523 + 1 i1 23 x) = 0,



entonces

Z A; bs(x) = 0
j=1

en casi todo punto . En consecuencia, para cada [i] e 681 (w(x) dx)
1

b.(x)

n
Z A L(b /w)([l']) L. Aj I 1(x) —%—5— w(x) dx =

] ]:1 -

L n

= J 1(x) ( §  Ab.(x)) dx = 0.
- j=1 313

(I1I1.2.6) implica que la aplicacidn F | L que acabamos de definir en un ope-

rador lineal continuo de (8 en sz(w(x) dx). Como (B es denso en HP(w(x)} P ax),

F + L se extiende a un operador lineal continuo F b F/w de Hp(w(x)i—p dx)

en Vzp(w(x) dx).

Es claro que los operadores L ++ L.w y F + F/w son inversos el

uno del otro de forma que tenemos una equivaleneia.

c.q.d.



CAPITULO IV

APLICACIONES

" §1, UNA GENERALIZACION DE LA TRANSFORMACION DE HILBERT.

Sea w un peso, W una primitiva de w y B la inversa de W. En (III.1)
hemos establecido las siguientes equivalencias: f(x) esti en 11‘."1(w(x) dx) <=>

<=> f(B(y)) esti en Hl(dy) <=> f£(x) w(x) estd en Hl(dx)-

Ahora bien, para una funcidn f e Ll(w(x) dx)

(fOB)m(X) = V.D. J f’({?; ) dy =

- 00

" J‘” £(B(y)) w(B(y)) B'(y) dy
P n X -y

v r £(B(y)) w(B(y) B'(¥) dy
P - W(B(x)) - W(B(y))

ds

T £(s) w(s)
VP J_Jb W(B(x)) - W(s)

Asi pues

v - ® £(s) w(s)
(£foB) (W(r)) = v.p. J“w TEy Ty ds

fe Ql(w(x) dx) <>

<> (foB)m e Ll(dx) <=> J (fOB)m(x) dx < ® <>

<> J (£0B) (W(r)) W'(r) dpr =

-

= J (£cB) “(W(r)) w(r) dr < «

-]
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Por lo tanto: f e ﬁ?i(w(x) dx) si y sblo si

ds

® £(s) w(s) wlr)
VP J W(r) - W(s)

estd en Li(dr). Por otra parte:

(Fw)“(x) = v.p. J f(x)-w§ ) dy

fe i?l(w(x) dx) si y sdlo si

V.pP. J _fﬁgz:ﬂéil_ ds

esté en Li(dr). Asi para una funcidn g e Li:

-]

w(r)
vep f_f‘s’ W& - Wey o

estd en Li(dr) si y sdlo si

1
r-8

o
V.D. J g(s) ds
- 00

- 1 = . - wir) eq s
estd en L (dr). Es decir, para un peso w, el nficleo W) (s puede ser utiliza
do en lugar de 1/(r-s) que es ¢l niicleo de la transformacién de Hilbert, para
caracterizar Hl. 1/(r-s) es el nficleo que se obtiene como caso particular tomando

w(s) = 1.



§2. EQUIVALENCIA ENTRE EL ESFACIO DE FUNCIONES RADIALES EN Hl(ln) Y EL ESPACIO

n-1
r|

DE FUNCIONES PARES EN léd (l dr).

LEMA IV.2.1. Sea w(r) un peso par. Entonces para una funcidn f(r) que viva en la

semirrecta positiva [0 & [, las siguientes propiedades son equivalentes:

(i) f e E’l(w(r) dr).

(ii) si g es la extensién par de f, es decir g(r) = f(r) sir2 0y

g(r) = £f(-r) si r € 0; entonces g e ;ji(w(r) dr).
(&2

(iii)

£(r) = ] A;a;r) com ] [A] <o
i=1 i=1

y los a; son (1= )-&tomos de t.h. con respecto a w que viven todos en [O W@ [.

También

f : 3
| lLﬁl |

g
5" (w(e)ar) £ (u(x) ar)

inf { ] | ki}}
i=1

donde inf se toma sobrc todas las descomposiciones permitidas en (iii); son nor-

mas equivalentes.

DEMOSTRACION. (i) => (ii): Si f e 6?1(w(r) dr) entonces

f(r) x[o 00[(r) = f(r) = 21' s ai(r)
k] i:
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en casi todo r e R, con

@

) -'Ai' € (const) ||£]| 1
i=1 f‘ (w(r)dr)

y los ai's son (1, )-atomos de t.h. con respecto a w. Entonces
f(-r) {r) = f(-r) (-r) = £(-p) = A.a.(-r)
XJ""sO] XEO aw[ izi' 11

para casi todo r e R.

Para j = 1, 2, ... llamemos bj = aj. Para § = -1, -2, ... llamemos
bj(r) = aj(—r). Del hecho de que w(r) es par, se deduce inmediatamente que para
J = -1, =2, 4.4, bj es un (1,~)-&tomo de tipo homogéneo. Sea Ag =0y bo = 0.

Entonces, en casi todo punto:

g(r) = £(r) X[b:»[(r) + f(-r)xj‘w q](r) =

n
i

.Z' rja;(e) + .z Aza;(-r)
i=1 i=1

Asi pues: g(r) estd en 5?1(w(r) dr) y

| el <) ol =2 1 |xr] s (const)]|£]]
fi(w(r)dr) Zs il =1~ fi(w(x)dx)
(ii) = (iii): Como g(r) estid en ﬁ;i(w(r) dr), se tendra:
g(r) = | X.a.(r) con Ir.] s Cconst)]|gl]
=g *1 izl St 121(w(r)dr)

y los a; (1,0)-4tomos de t.h. con respecto a w. g es par, por lo tanto g(r) = g(-r)

y
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gr) = 5 (g(x) + g(-r)) =3 | A, () +a(-r) =
i=1

@ a.(r) + a.(-v)

- ]

i=1 *
Entonces

( 05: ai(r)+ai(—r)

f = = A,

(r) = g(r) xp, , (2 Lo 5 X0 [{*)
Llamemos

Si a; vive en [0,@[, bi(r) = aj(r)/2. si a; vive en]-m,(n', bi(r) = ai(-r)/Q.

Si el soporte de a; corta a la vez a r_O ,m[y]-m ,0] tendremos:

mb() () dp = °°a:.‘_(r')+a.(—x*) (2} dp =

-mir w(r) dr = . 5 w(r) dr =
o a.(r) + a,(-r)

=-§-J = w(r) dr = 0

y, si Ii es el intervalo cerrado mds pequefio que contiene al soporte de ass clara-

mente

1 < 1
W(Ii) s W(Ii 'y [O,m D *

Ibi(r)l $

Asi pues, en cualquier caso bi es un (1,)-4tomo de t.h. con respecto a w. Enton-

ces

8

f(r) =

1"t~

Abi(r)

He



implica (iii) y ademis

[+~
lnf{z .lAil}s ”gH1
i=1 5‘ (w(x) dx)
donde el inf se toma sobre todas las descomposiciones en dtomos gue viven en la
semirrecta positiva.Que (iii) = (i) es trivial y también

£l

g inf {] |2 ]}
Q‘(w(w dx) it

donde el inf se toma sobre todas las descomposiciones permitidas en (iii).

(1v.2.1) es verdad en particular para w(r)

1 en cuyo casc

ul(r).

ﬁzl(w(r) dr) = le(dr)

c.q.d.

TEOREMA 1V.2.2. Una funcidn radial F(x) = £(|x|) definida en R" estd en 1 (2®)

si y sdlo si

<]

£00) X o [(®) = PR ICH Y
’ i=1

para casi todo r, con

0

Z .I)‘i! <

i=1

y siendo cada a, un (1 )-atomo de t.h. con respecto al peso |r]n“1 y que ademds

vive en la semirrecta [03>[. También

inf {] [A,]}
i

donde el inf se toma sobre todas las descomposiciones mencionadas, es una norma

equivalente a ||F|| 1 .
H™(R™)




DEMOSTRACION. Sea F(x) = f(|x|) una “uncién radial en

descomposicidn atdmica

F(x) = T 2; 4;(x)
i=1

con

o

Y Ir.] £ (const) ||F]|
e (™)

9
cada Ai con soporte contenido en una bola Bi’ tal que

Jnn A;(x) dx = 0 ¥y !Ai(x)| <

140,

Hi(Rp). F admitiri una

1
B, 1

(la descomposicidn atdmica para funciones de Hl(nn) es equivalente a la duali-

dad establecida por Fefferman y Stein en ([?]). Ahora bien, como F es radial,

tendremos para casi todo r > O:

I F{rx') dx' =
z
n-1

I A.(rx') ax!
T i

n-1

donde llamamos

j ja, (px)|ax’
. i

n-1

a,(r) = 1
i lE 1‘

n—

parar 2 0., & es la esfera unidad en Rn, es decir

n-1

b 1}

n-i = {x e &% / |x|

o
.Z A B (ext)dx!
i=1



y dx' es la medida de Lebesgue sobre dicha esfera.

Veremos que (const) a; es un (1o )-8tomo de t.h. con respecto al pe-
S0 lrln~1 para todo i, donde (eonst) no depende de i. En general demostraremos
que si A es un Atomo en Hi(kp), es decir: una funcidn con soporte contenido

en una bola B, tal que

1
Jnn Ax) dx =0 vy |A)] s K

entonces si para r 2 0 hacemos

a(r) = TEJL—T-I A(rx') ax',
i z

n- n-1

existe una constante (independiente de A) tal que (const) a es un (1 )-4tomo

de t.h. con respecto al peso lrln-i.

Sea r, = dist (0,B) y sea § = diam (B). Entonces a tiene soporte contenido en

el intervalo [}0,r0+6[

n-1

® ® 1 n-1
a(r) v dr J ( J Alrx') dx")r “dr =
J 0 o Pl g

n-1

= (const) I n A(X) dx = 0
R
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En cuanto al tamafio de a(r) siempre tenemos la desigualdad:

la(e)| = 1 |I A(rx') dx'| s 1 I [a(rx')|ax' <
Tl s P L

n-1 -1

.a (const)
g —const)
5P

Si rg < §, esta desigualdad es suficiente para asegurarse que

(const)
la(r)l s 0+6 1
r dr
To
En efectp
v +6
I O ™ ar € (y+)" 6 € (comst) &°
r
0
Asi pues

(const) < (const)
5P Jro+6 n-1
r dr
To

Si r, > §, vamos a obtener una estimacidn m@s precisa del tamafio de

la(r)l. Consideremos N rotaciones {pi, ey DN} tales que las bolas
-1 -1
{p1 {B), «.., oxn (B)}

sean disjuntas. En nfimero N serd {}3_1/6n-¥] es decir: la parte entera de

(rO/G)n-l. Para cualguiera de estas rotaciones pj, se tiene:

J A(p.(rx')) dx' = J A(rx') dx'.
z ] )

n-1 n-1
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Asi pues:

1

a(r’) = Tz——:r Jz A(I‘pjx’) dx?

n—
n-1

para cada j y por lo tanto:

a(r) I A(p.rx') dx' =
I ]

n-1

1]
Z e
.
o~
[y
™
[N

N
=2 1 Y A(p.rx') dx'.
N |I R j
Z j=1
n-1

Para r fijo, cada rx' pertenece a lc mi3s a una de las bolas pgi(B); de forma

que, de hecho, la suma

N
1 Alp, rx')
j=r ]

tiene a lo mis un {inico sumando para cada x'. Por ello

N
| ¥ ACp.rx")]| < iffﬂ%ﬁl_
j=1 ] s
Entonces
la(r)| < 1 (const) < 1 (const)
&n-1/5n~1] 8 rn-l 6n
0 1. A
2 ,n-1
. (ccost) _ _ (const) . (cotist)
ot ) n-1, = (r.+6
r, .8 (r0+6) s [ 0" a1
To

Asi hemos visto que a(r)/(const) es siempre un (1,°)-Ztomo de t.h. con respecto

‘n-l

al peso lr . De esta forma obtenemos la descomposicidn buscada
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a,(r)
f(r) X[, L(I‘) = §~ A;(const) (const)

y vemos que:

Y |A.](const) & (comst) ||F|]
it H (™)

Supongamos, reciprocamente, que

-

f(r) x[o’w t(r) =
i

0
XLa.(p)
2 (i
para casi todo r Xlxil <= y cada a; es un (1 )-Atomo de t.h. con respecto al

peso |r|n—1 que ademés vive en [0p [.

En general, sea a(r) un (1 )-4tomo de t.h. con respecto al peso

Irln-i y que ademés viva en [9;°[. Sea [}0, ro+{] el minimo intervalo cerrado

que contiene al soporte de a. Que a es un atomc significa:

Ja(r)r“ ar =0y |alr)]| ¢
0 v

Asociemos a a la funcidn radial A(x) = a(|x|) definida para x e B". Mediante

este procedimientc asociaremos a cada atomo a, de la descomposicidn

f(r) x[:ow[(r) = ¥ A ai(r),
? i=1

una funcidn radial A,(x) = ai(lxl). Entonces la funcidn radial

F(x) = £(|x|) = ) .Aiai(]xl) =
i=1 i=1
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Volviendo a nuestro &tomo general a(r) con soporte eontenido en
Ebc,ro+§] estudiaremos la funcidn radial A(x) = a(|x|) a que da lugar. Necesi-
taremos distinguir dos casos. Primero si v, < § existe una constante (indepen-
diente de a) tal que (const)A(x) es un (1 )-&tomo en Hi(Rn). En efecto A(x)

vive en la bola de centro 0 y de radio r0+6.

I o Alx) dx = j 0 a(|x]) ax = ‘znnilj a(r) v* 1 ar =0
R R

y
lax)] = |aC|x])] s = 1 < (consti <
0"° n-1 (r +6)77%6
Jr r “dr 0
Yo
(const) _ _ (const)
(0, #+6)"  |B(0,r +6)]

Si 6§ < Ty todavia podemos descomponer A como combinacidn lineal finita
de &tomos en Hi(kn) con la sum a de los valores absolutos de los coeficientcs aco-

tada por una constante (independiente de A). En efecto, hacemos una particidn de

la regidn
o
r0<|x|<ro+6 en N=[—-—-—-]+1
"cubos esféricos" Qj de medida ¢ (const) én, y ponemos
CI P
AT (x) = A(x) ij(x)

Claramente
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BN
\.-

- -

’
/ /
A 4
’
’
;
.

Pero NA(])(x) es un atomo en Hi(xn) para cada j. Ante todo A(J)(x) tie-

ne soporte contenido en B,, 1la bola mds pequefia que ccatiene a Qj‘ Tendremos:

IBjI < (const) 8"

donde (const) no depende de A ni de j. También
r +§
(J % atr) »" tar).

Jnn A(j)(x) dx = Jnn A(x) XQ.(X) dx =
] PO
. (J x~ (r.x') dx') = 0.
Q. 0
zn—i 3

Por Gltimo
n-1
(const)

INA(j)(x)] £ ([ro———-i—] +1) T
s (r0+s)n“ 8

n-1
€ (const) 3_1 1 —— < (con:t) < (?gn?t)
8 (r0+6) § ) 3

Asi pues, sea T, <80 8 < rys siempre tenemos

A(x) = ] o, B(j)(x)
3 J

donde B(]) son atomos de Hi(mn) y
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)

la.l ¢ (const)
3 ]

independientemente de A. Volviendo a nuestro problema concreto donde teniamos

F(x) = £(|x|) = ] Ag ai(lx|) = ) AAL(x),
i=1 i=1

podemos descomponer cada Ai(x) como

hi0) = 1 ey B (x)
j=1

con B§]) dtomos en Hi(R) y

b

la..] & (const)
. ij
i=1

independiente de i. Por lo tanto

F(x) =

PN ¢
i=1 1

521 o B = ]

e~ 8

. Aiai.ng)(x)
i=1 j=1 * M
que es una descomposicidn atdmica con

2 D2

1T Il lagl

i=1 §=1° 1]

8

0

Il O e
I E

LUl aar]

x
< (eonst) } |r.l,
3 N 1
i=1
. 1,.n
que nos dice que F e H'(R") y

HIF]] € (const) ‘z
HY (™)

1241

. i
i=

c.q.d.

Llamemos Hrad(ln) al subespacin cerrado de Hi(kn) formado por aquellas

funciones que son radiales. Llamemos ﬁ?;ﬂr(lr[n'l dr) al subespacio cerrade de



ﬁ?i(]rln-i dr) formado por las funciones pares. En virtud de (IV.2.1), el teo-

rema IV.2.2 puede enunciarse de la siguiente forma:

TEOREMA IV.2.3. La aplicacidn

£(r) }— F(x) = £(x]|)

. . . 1 n-1 1 n
es una equivalencia entre los espacios normados CZpar(lrl dr) Z-Hrad(l ).

El teorema III.1.2 nes proporciona otra equivalencia:

£(r) p— £(r) |2|*?

1 n-1 1
entre E?par(lr‘ dr) y Hpar(k)'

Introduciendo esta equivalencia en (IV.2.3) obtenemos:

COROLARIO IV.2.4, La aplicacidn

F(x) = £(|x]) +— £(Jx])]r|™2,

. . 1 n i
es una equivalencia entre Hrad(k )_z_Hpar(R).

Utilizando de nuevo el lema IV.2.1 y llamando Hi(m) al subespacio de

H(R) formado por las funciones que viven en [pgn[, obtenemcs:

COROLARIO IV.2.5. La aplicacidn

F(x) = £(|x]) —r £(p) p"72 X[o o [

. . 1 n i
es una equivalencia entre Hrad(‘ ) X_H+(R).



8. TRANSFORMADAS DE RIESZ DE FUNCIONES RADIALES

Vimes en (IV.2.5) que una funcién radial en RB%, F(x) = £(]x|), esta

en Hl(lp) si y sdlo si la funcidn de una variable
n-1
f(r) r (r
(r) X[P;»] )

esti en Hl(l). Por otra parte, Hi(kn) estid formado por las funciones F en Ll(Rn)

tales que para cada j = 1, ..., n la j-&sima transformada de Riesz
(RjF) (x) = v.p. J

estd también en Li(Rn). Por tanto, parece natural investigar la relacidn entre
las transformadas de Riesz de una funcidn radial en R°, F{x) = £(|x]), v la

transformada de Hilbert de
-1
£(p) p0 r).
) X[O ,m] (r)

El estudio de esta relacidn cenducirid a una demostracidn de (IV.2.5) sin utili-~

zar la descomposicibn atdmica de Hi(Rn).

La primera observacidn que hemos de hacer es que para una funcidn ra-
dial F(x), las n transfcrmadas de Riesz no son esencialmente diferentes. Existe

una funcidn radial (RF)(x) tal que para j = 1, ..., n

X,
- 1
(1v.3.1) (R;F)(x) = = =25 b (RE)(x).
X,
En efecto: RjF se obtienc convolviendo F con la distribucidn v.p. ._?E:E (1a
X

convolucidn tiene sentido como valor principal). Pero



X.
—_ =1 2 1
v-pe n+l n-1 23x. n«i)
| x| i 1=

Asi pues, para F(x) = f(|x|) suficientemente buena

X.-Y.

(RjF)(x) = v.p. J n F(y) "'i“%;f dy =
B | x-y]

1 3 J
T e e F(y)
-1 23x. n
n X] R l

6(x) =J LRy ———ay

n-1
R |x-y|
es una funcidn radial. Sea G(x) = g(|x|). Entonces

X
X

5%3(::) = g'(|x]) T‘f'

J

y por lo tanto, si x| = vy 1les cualquier punto en la esfera unidad Zn-l’ ten-

dremos:

1 %54 J 1
(R.F)(R) = = —— .r_f = ( F(y) ~————r dy)
3 n~1 x| dr Rn ]rﬂ-y|n_1

que es (IV.3.1) con

1
lrq - y|™?

(RE)(x) = 3= (f L E() ay)
B R

T ]
(RjF)(x) = - =3 m- (RF)(x) =

2

X
Lo —L ) -
(n-1) le

= |R.F)x)[? =



n
= ) }(R.P)(:l:)l2 = --——-1—-2- |(RF)(x)|2
j:i J (n-1)
Asi pues
n
(1v.3.2) |G| = @0 (] | ®’REIG|DM?

j=1

Por lo tanto
HRF)(%)] € == | (RE) ()]
3 n-1
para j =1, ..., ny tambié&n

n
[(REY(x)| ¢ (n-1) | [(R;F)(x)]
j=1

de donde se sigue que para una funcidn radial F(x) en Rn, el hecho de que todas
las transformadas de Riesz (RjF)(x) estén en Ll(mn) es equivalente al hecho de

que (RF)(x) esté en Ll(mn). En otras palabras: el operador radial R caracteriza

1 n
Hrad(k ).

Ahora vames a ver el operador R como un operador en la recta aplicado

£(s) 8"t X[, ()"

si |x| = r, tenemos:

REYx) = & (J F(y) — ay) =
ar Rn ‘I"_— ytn 1
a n-1 1
= = (J f(s) s (J dy') ds)
o I 4 Ir8- sy'lnv“'t

n
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= v.p. J £(s) s™1 2 (j dy’ —-)ds.
z

Llamemos

- _9 A
,R(r,s) = == (L o sy'f“'1 )

n-1

Entonces, para una funcidn radial F(x) = £(|x|) en Li(mn) o, lo que es lo mis-

mo, £(r) en Ll([o,w [;rn_idr); tenemos:

F(x) estd en Hi(lp) <=> (RF)(x) esti en Ll(ln) <=>

o]

<> v.p. J £(s) sn-j‘R(r,s) ds estd en Ll([o,m[';rn'1 dr)

0

Calculemos explicitamente el nicleo.

J dy? ___J dy*
gt (D71 2, 2 oy (n-1)/2
L4 |r8 - sy'| I 4 (r'+s”-2rs <f,y">)
- 6 [" (sin )"72 ae .
Jo (r?+s?-2rs cos@)(nmi)iév

Sy depende tan solc de n,

Muckenhoupt y Stein han estudiado con "métodes complejos' el espacic

de funciones f(r) en Ll([O,m G r?Mr) tales que

v.p. j £(s) SQARA(r,s) ds
O .

estéd tambiédn en L1( [O,w [, rz)\ dr), cecn
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L . 2-1
R = 2 (| am e,
- : 0 (r"+s"-2rs cos)
Véase |11|. Para A = E%1 obtenemos el espacic de funciones radiales en Hi(mn).

En general estudiaremos el nficleo
ﬁajr,s) para A z-%.

Como primer paso analizamos la situacién para X = 1, es decir, n = 3.

En este caso el nficleo se puede calcular muy ficilmente. En efecto:

ki . T .
sin © a0 = 1 2rs sin 6 a6 =
2rs 2

2 2 2
0 r +s -2rs cosé 0 r +s -2rs cos6

1 . 2 2 m™_ 1 r+8,2
= 5= |log (r“+s“-2rs cose)lo = 5 log {(r»s) }

Entonces

_ 1 93 ,1 r+S,2,, _
TBx(r,s) = (const) 5 50 (r log {(r-s) b=
= -(const) (%— 3 1 5+ ; log 2{2{).
r -8 rs r
Sabemos que:
- - 1,.n
(1v.3.3) F(x) estd en H(R") <=

0

<> v.p. j f(s)321§xr,s) ds estd en Li([b§»[;r2 dr) <
0

<> v.D. f f(s) s2(r2‘25r,s)) ds estid on Li([pfaf).
0

Estamos, por tanto, interesados en el nficleo:



rzﬁzﬁr,s) = -(const)(—%£—§ + 1 lr+s!) =
r‘-s

- 1 1 r+s
= ~(const)( ———t o33 I |)
Por lo tanto:
® 2, 2
(IV.3.4) V.p. J £(s) s"(r"Q(r,s)) ds =
0

= -(const)((f(s)s2x[oa,[(s))m(r) - (f(s)sQX[oq,[(s))m(-r) +

©
21
+ JO f(s) s -é-log ;_—S-l ds.

’

LEMA IV.3.5. Si g(r) vive en [0$>[ y esté en Hl(l) (es decir: g(r) estd en

Hi(l)), entonces:

Lo -]
J g(s) —-1og |r+s‘ ds estf en L ([Ca’[)
0

DEMOSTRACION.

r+s
r-s

es un nficleo positivo. Lo descompcnemcs utilizando el desarrollo en serie de Tay-

lor de la funcidn analitica

,1+a a3 25 a2k+1
log .m' = 2(a+—3-—-+5—-+ ese +°é—k"_"::f-+ ved)
para ial <1,
Para s < r:
-]
1+ =
1 r+s| _ 1 v -
g-log s ° % log I s =
* T



Fara r < s:

Por lo tanto

aUde

1,8 1 ,s s,2k+1
-‘-‘2—8-(; 73-(-1-; ( ) +...+2k+1 (r) + o) =
=2(1‘.+.1;.s_3 .j.‘.i.'. +._—1_.._s_2_k..._+ )

r 3 3 5 5 te 2k+1  2k+1 T

r r r
r
1 |£i§1 =11 [ s | =
s -8 s o8 1.2 -
s
_,31 /0 1.3  1,r.5 1 ,r,2k+1 -
-2;‘(8*'8‘(—8') ‘l"g‘(g +...+-§}—é_-1-(-§) + ...) =
3 5 2k+1
=By i 1r 1 r
=25yt ot GGt a7 tee)
s s s
® 1 +
r+s _
J (s) T log |;:;4 ds =
0
r 1 ? 1 +
= I g(s8) = log |£i§4 ds + I g(s) = log |22
s r-s s
0 r
T T
u
= 2{(1- g(s) ds + 11 g(s) el ds + =3 g(s)s ds +
r 3.3 5 5
0] r 0 r 0
11 _ X
MRRRIR I ve ey jr g(s) s  ds + ...) +
r 0
+ ( J gigl-d + %-rs I Eﬁi) ds + rs J g-g---s-—-ds + ..
r S r 8 r s
1 2k+1 (s)
cee + ] J Ty ds + ...)}.
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Vamos a ver ahora que para cada k 2 0, lo operadores:

1 1 r 2k
g(r) —— (Akg)(r) ® S%sl Okt g(s) s ds
r 0

1 2kl I“ gls)_ 4

gr) +— (Be)(x) = 77 2k
son acotados de H}_(l) en L1(|:0 [) y ademés sus normas como operadores de

Hi(k) en Lj‘(to,oo [) forman una serie convergente. De hecho, para cualquier k 2 0,

B, es un operador acotado en Li([O,wD. Basta aplicar el teorema de Fubini

” (T okt (T g(s)
JOI(Bkg)(I‘)IdI‘ = Jo Im r Ir -—s%-]-é_—l- dsl dr €

1 (7 2xe1 [T _|g(s)] _
$ Tl Jo r Jr Jkep 48 dr

=]
1 1
® 7+l Tk+2 J lg(s)| ds < =,

También vemos que

11
B ¢ 557 753

de forma que

g Bl <.

Si k > 0, también A, es un operador :cotado en L1( [0 & D. La demostracidn es la

k

misma:
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[} ] T
J | (4, 8)(x)|ar = J IEE%T _5%?T'I g(s) g2k ds| dr ¢
0 0 r 0

1 J“’ 1 r 2k
£ = —— |g(s)| s ds dr =
2k+1 0 r2k+1 0

-3 (-4
1 dr 2k _
0/s r

(1]

1 1 ("
TRl 53:[0 lgts)|ds <.

Tambi&n vemos que para k > 0

1 1
Al € s 5

de forma que
LAl <=
1

Para k = 0 el argumento falla ya que

J dr/r ==,

s
Estd claro que AO no aplica Li([bfot) en si mismo. Por ejemplo si g = X[b f]s
9

entonces

1 si 0<rgt
Ay(g)(r) = 3

i/r si 1 <r

que no esté en Li(tp;”[>.
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Sin embargo A, es un operador acotado de Hi(k) en Ll([of’[). En efec-
to: si a es un &tomo y el intervalo mds pequefio que contiene al soporte de a es
I= [?0,r0+§1, ro,ﬁ > 0; entonces Ao(a) tiene también el soporte contenido en I,

ya que

J a(s) ds = 0.

-0

También

r r
IAO(a)(r)I = }%-IO a(s) ds| s %-JO la(s)|ds ¢ T%r

Asi pues:

® 1
JO IAO(a)(r)l dr II ﬁT dr = 1.

Esto termina la demostracidn de (IV.3.5).

c.q.d.

(IV.3.5) junto con (IV.3.3) y (IV.3.4) inplica:

TEOREMA IV.3.6. Si f(s) s? ests en Hi(k), entonces ia funcién radial definida en

2% como F(x) = £f(|x|) estd en Hi(ma)‘l

|7l ¢ (const) ||£(s) s?|]
nH(2°) H(R)

Este resultado esti contenido en el corolario IV.2.5. pero ahora lea
demostracién no se basa en la geometria de Rs y puede ser extendida a los casos

no euclideos estudiados por Stein y Muckenhoupt en [ﬁi].

Para X > 1/2, consideraremos el nficleo r2%52A(r,s) donde



. 22-1
(I‘ s) = C o ({ (sm 9) de)
)i A9 S0 (r24s%-2rs cose)?

En particular para A = (n-1)/2 con n entero positivo, obtenemos el nlicleo corres-

pondiente a las transformadas de Riesz de una funcidn radial en B".

K (8in 9)2}‘-1
Kx(r,s) = 75 5 de = Kl(s,r)
- 0 (r“+s“-2rs cose) -
Por tanto, podemos suponer s < r, Entonces:
i . 2x-1
b (r,8) = j Z(S;n 8) — 6 =
. 0 (r"+s°-2rs cos ©)
T (sin 8)221
= ae
r2l 0 S,2 s A
1+ (;9 - 2(;0 cos 6)
Pero para 0 < a < 1:
" (sin Y22 )
5 ae =
0 (1 + a° - 2a cos 9)

i jl (1-¢2y(2A-1)/2 t 2y-1/2 _ Jl (1-t2) 4t
-1 (1 + a2 - 2at) -1 (1+a2—2at)A

Para calcular esta integral utilizau.s el desarrollo en polinomio de Gegenbauer:

(o]

(1vV.3.7) ; == 1 ci(r) a*
(1 + a° - 2at) k=0

(véase [ﬁ] volGmen II, pagina 177, fdérmula (29)). Entonces

1 2.2~ 1 )
J dr) _de J 1-tH*C ] cheey & ae =
-1 (1+a“-2at) -1 k=0

© 1
= § &5 J (1422 o) at



Ahora para calcular

1
! (1—t2'))‘-1 Ci(t) at
-1

utilizamos la fdrmula (20) de la p&gina 283 del voldmen II de Dﬂ que dice:

(1-t%)" 7 €, (cosa cosB + t sin a sin B) dt =

ji 2.3-1 A
..1 k

2221 1 ran?

T (2A+k)

Ci(cos a) Ci(cos 8)

En nuestro caso cos o = cos 8 = 0y sina = sin B = 1; es decir @ = B = 7/2,

Entonces

1 22-1 ., 2
J -t ) ar = 2t A0 o)’
-1 .

Ahora utilizamos la fdrmula (19) de la pigina 175 del volidmen II de |5|, seg(in

la cual:
0 si k es impar
A
€ (0) = (—1);(1)1
17 si k = 21 es par

donde

(M), = A(A+1) ... (M41-1) = LO £ 1)

S R . r(1)
Por tanto:

[0 si k es impar

1
j (1—t20A—1C¢(t) dt = ¢
-1

221 ran? )
T(2% + ) 1

1y2 i k=21 es par
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Asi pues:

Jl (1-tH*1 ar .
-1 (1+a2-—2a1:)A
2X-1 . 2 2
_ i 2 2777210 (N ()
1=0 r(2y + 2x) (an?

Pero

2 T(A41),2
(2t (con? (2 TERDTONT (D
(21 + 20) (11)° r(21 + 20(r()?

r(a1+1)  T(1RA) 42
r(21+2)) r(i+1)

La férmula (4) de la pagina 47, vollmen I de [S] da la siguiente ex-

presidén asintdtica:

———L = zu—8(1 + %—z_i(a-B)(a+B-1) + O(z-z),

Asi obtenemos, para 1 # 0:

r(21+1)
T(21+2))

r(1+))
T(1+1)

1-22 1 1
- 1-(1 + o(iﬂ)

( ) = 2

Para 1 = 0 obtenemos una constante que depende de A. Asi pues:

21 1
1

1 2. 2-1 ®
J (1-t) dt (const) + ) a

1
(1 + 0(%)) =
-1 (14a2-2ar)’ 171 1

(const) + ) a2l (%—+ 0(—%3) =
1=1 - 1

(%]

(const) + 2 )
1=1

1 1.,
EE:I-+ O(IEQ) =

it

azl(



-]
2111 a2l+1 + X a21 0(—%0 -
1=0 1=1 1l

-]
= (const) + g- ))

= (const) + 1-log |li§{ + 7 a2l 0(—30
a 1-a 121 l2

Asi, para s < r:

1 Ii (1-t2)l 1
14 1+ - 2(3—)&*

_ 1 r ] 21 1.
= ;§X-((const) + S log o~ Sl + X (r 0( ))

y, por lo tanto

. - (const) 1 r+s
Ri(P,S) = C ( 2)\ ———m—' log i:'é-‘ +
- . P s

E s21
+ o(=)) =

L e 2
_ (const) 1 2 22-1 r+8)
=) 2+~ Tt 2 2 T B elol +

r r°-s r“’s
© 21
s 1 -
* 1-2—-1 T+ 2x+1 o =
{(const) 1 2 + E 321 0(10}
N2y B Yo N R A P T T
Entonces para s < r, nuestro nficleo es:

AR ( ) = {(couut) 2r +‘E _321 0(10} -

r r,S 7 2 21+1 1
r -s 1=1 »
o 21

_ (const) 1 1 s 1
=¢ T T p-s  r+s + Z 21+1 0(1)}
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A continuacidn estudiamos la situacidn para s > r.

Kk(r’S) = Kk(s,r) ((const) + —-log ‘r+s! +

P T B2 oy,
121 s 14

Entonces

l

24 v 2 2 1 177 7
s -p r
C 2 © 2l+1
A s 2r 1
=t (- L 0) B+ ] Ee o(3))
321 r2 r2 2 2 82 171 21+2 1
Para s > r el nficleo serd
2A+1

”‘R (r.s) = ¢, (- 22~ 2—2?—-2-+ 0(1) ! QM

© 21+22+1
T

i

+ LT 4 § I

L TmemT U

2)+1

) ry22-2 (1 p
=G {- ( (r-s * r+s) + 0(1) S21+2 +

© 1”2 l+_2 A+l 1
+ s O}

1=1 s .

Entonces

v.p. j (£(s) s (PR, (r,8)) ds =
0 -
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F;\{(°°n3t) %—E £(s) s%’ds - v.p. Jo(f(s)s-”‘) ;ég ds +

(© r.23-2, 1 2) ? 2:, 1
v (1 - @) = (£(s)s™)as + JO (£(s)s” g ds +

rw
+ (1 - (522
S

1 22
) );‘,—S-(f(s)s ) ds +

@ r
+ ) ——-1——I (£(s)s?M) %L as O(%) +
r 0

121 21+1
M1 [° 2A, 1
+ 0(1) J (f(s) s°7) 57 ds +
r s
S 21e2m [T 21 1 1
+ 121 b Jr (£f(s)s™ ") :21—T27+_2— ds O(I‘)}

La situacidén no es muy diferente del caso A = 1 estudiado previamente.

v.p. J (£(s)s?M) L ds = (£(s) &M% (r);
0

J (£(s)s?™) 18 ds = (£(s) s2M)¥(-r)

-

r
lj £(s) sﬂds = A, (£f(s) s”‘)(r).
r 0

Sabemos que A_ es acotado de Hi(R) en Ll([o,w D. Para 1 > 0:

0

T
;-2%{] (£(s)s?M)s as = (21+1)Al(f<s)s”)(r)

0
y A aplica L:l([0,°° [) ea si mismo con norma 0(——;—). También
1l
214201 [ 22 1
m L,‘f(s) S e 4 T

= (20140 + 1) By, (£(s) 2 (r)
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y B aplica L‘i([o o D en si mismo con norma O( 1 ).
1+ (1+A)2

Los {inicos operadores cuyo comportamiento nos falta analizar son:

g(r) +-—-’J (1-@?*2) L g(s) as

g(r) f-—-»j (1-(5y?*-2 ) 2= g(s) as

o  2A-2 2)-2
J s - 1

J (1-E¥*?) Lo g(e) s =
r r

_A2 1/2, es decir 2 - 2 2 ~1. Estudiemos el operador

a *]

g(r) *——-’J 2 ; L r:s g(s) ds; o ¥ -1
r

s

Para a 2 1,

o o
g(r) {——-—»J s =T  1l.s)as
8 - a
r s
es un operador positivo,
I a-1
—~—————— & (const) s

de forma que:

f |L~ ——;_;——-—stg(s) ds| dr g (const) J'

f _L&g-s—)l-dsdr=
r

0
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f° (8 ®
= (const) I (J dr) l&i%ll € (const) f lg(s)|as
0 0 0

Asi pues, para a 2 1, nuestro operador es acotado en Li([o;»[).

Sea ahora 0 < o < 1, Entonces sa - ra 3 (s—r)a. Asi

Ahora bien:

© © a o ®© pco
J IJ ;§§E£—-—%-g(s) ds| dr s J J 1 le@)| ds dr =
r 0

r (S_r)i-a Sa

- Jw(JS dr ) lg(s)] ds = Jm(js du ) lg(s)] ds =
0’0

0 (s-r)i-a g% ui—a s

[¢-]

(const) J lg(s)| ds.
0

Hemos visto asi que para cualquier a > 0 el operador est& acotado en

Li([bS’[). Para ¢ = 0 obtenemos el operador O.

Consideremos el caso -1 < 2 <0, es decir @ = -f con 0 < B < 1, Enton-

ces

L1
©° a o » B B
= J L s 1 g(s) ds = I z SB 1 g(s) ds =
r s s-r r 1/s s-r
B B B B
= J (s”-r )/ér s ) sl g(s) ds =
T 1/s
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Pero

s -r . (s-r)8 _ p!

Asi pues

o =) B B
s -D 1
I II 8 pus g(s) dsl dr ¢

R 1
s J J — ————— |g(s)| ds ar =
0 rf (g-p)if

ro s 1 1 l l
= (J — ————— dr) |g(s)| ds =
o ‘o P (s—r)i-e

) 1 0
= j ( ~%-——-1~I:§ du) |g(s)| ds € (const) J lg(s)|ds
0 o0ou (1-u) 0

Por lo tanto, tambi&n en este caso tenemos un operador acotado en Li([ps>[).

Queda por considerar el caso a = -1 que corresponde a A = 1/2, es decir

an= 2. En este caso

S-r

[e 1] O ——
I 1/r1;si/s sir g(s) ds = f —E§§—-§%;'g(s) ds =
r r

= %-J g(s) ds.
r

Este operador es acotado de Hi(l) en Ll([9§°[) ya que para un &tomo a(s):
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T
[ ate) as = -4 @

A continuacidn estudiamos el operador

glr) +—— I (1- (r)?A 2y L g(s)ds

r+&

De hecho

g(r) >[ ris g(s) ds
r

es un operador acotado en L1([b3°[), ya que:
a w© o] o -]
I II g-(--“E—Z-dsl dr < lgts)| ds dr £ lg(s)]| ds
0 ‘pT¥S 0o/p 8 0

Asi pues, tenemos que considerar Gnicamente el operador

g(r) —s ] (2222 L o(s) as

s I‘+S

Si 2X-2 2 0, es decir, si A 2 1 entonces, puesto que (r)2A -2 €1 el es-

tudio se reduce al del operador

J 1 g(s) ds
r

r+s

que ya sabemos que es acotado. Consideremos ahora

g(r) f—————+’ ( )~B 1 a(s) as.

I"i'B

con 0 < 8 < 1, es decir:



g(r) t——»J (F 2 g(s) as.

st

Entonces

00 [ B o -]
1 |g(s
l[——-——s—-———g(s)dsldrsJJ—- ds dr =
J0 r rB(r+s) 0 rrB 81_8

© .58 ©
= J (J Q%b l&é%%L ds = (const) J lg(s)| ds.
0/Or s 0

y vemos que el operador as acotado en Ll([bf°[).

Queda por estudiar el caso B = 1, es decir:

g(r) }—-—*—I %-%é- g(s) ds

Llamemos

G(r) = jr g(s) as.
0

Integremos por partes suponiemndo que g estd en Hi(l).

s 1 1 ® s -

J T e g(s) ds = ;-I o g(s) ds =

r r

= —( G(s) -J G(s) —F——ds) =

|r+s 'r » (r+s)2

11 ® 1 1 (F

= - ==6(r) - J G(s) ds = - = = { g(s) ds -
2r r (r+s)2 2r Jo

-

- (—-f g(t) dt) ds = -~ 3 A (g)(r) -
Jr Sy (:--;s)2 ¢

- J A (g)(s) 2 ds

r (r+s)
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A, es acotado de Hi(k) en Ll([b;»[) y el operador

h(m————»r“(s) ®—as

r (r+s)

es acotado en Li([py°[>, ya que:

J |J h(s) "“E‘i‘ ds|ar g J f In(s)| == 5 ds dr g
0 /v (r+s) r

-] [ @« s
< J J [h(s)]| %-ds dr = J (J dr) h(:) ds ¢

0 ‘r 0 /0
£ j |h(s)]| ds.
0

Hemos demestrado el siguiente resultado.

TEOREMA IV.3.7. Sea A x> 1/2. Si £(s) g2 estd en Hi(R) entonces la integral sin-

gular

o]

,Rk(f)(r) = v.p. J

(£(s)s?}) \(2,8) ax,
. _ :

estd en Ll( [9,00 [:;rmdr) donde

)_2A"1

= ™ .
/)Qx(r,s) . C > (J (sin © de).
. . 0 (I‘

Adr 2+s2-2rs cose)x

En otras palabras: f(s) esti en el espacio B! con respecto al peso D?A que defi-

nen Muckenhoup y Stein en [11] .

Tomando, en particular A = (n-1)/2 para n = 2, 3, ... obtenemos la
generalizacidn de (IV.3.6) a un espaeio euclideo arbitrario; que es la mitad del

corolario IV.2.5; es decir:
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COROLARIO IV.3.8. Sean=2, 3, .... Si £(s) sn-'1 esti en Hi(l), entonces la fun-
= "

cibn radial en B® dada por F(x) = £(|x|) estd en HL(E®) y

Il , . < Cconst) ||£(s) ™|
H™(R") H(R)
Observemos que para demostrar el reeciproco de (IV.3.7) todo lo que ne-
cesitamos es darnos cuenta de que para un funcidn f(s) en el espacio H1 de Mucken-
houpt y Stein correspondiente a un cierto A, Ao(f(s) szx)(r) esti en Li([be’[).

La razdn es que, aparte de la transformada de Hilbert

v.p. j (£(s) 82y Loas = (£s) P,
0

el resto de los operadores que aparecen en la descomposicidn de

v.p. J (£f(s) 92A) (rzxjax(r,s))ds
0 .

son, o bien acotados de Ll([Of’[) en si mismo, con normas que forman una serie
convergente, o bien son composiciones de A con algfin operador acotado en Li([bg:[)

y estos {iltimos aparecen sdlo en nfimero finito.

Veamos, por ejemplo, cdmo se descompone

® 1
Io g(s) P ds

que, para los efectos de la demostracidn de (IV.3.7), consider&bamos como una

transformada de Hilbert.

r+s

I g(s) ;%5 ds = Jr g(s) 21 as + I g(s) 24
0 0 r
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El segundo operador est& acotado en L1 como ya vimos. En cuanto al pri-
mero, podemos integrar por partes y obtener, llamando como antes
s

G(s) = J g(t) dt:
0

r g(s) ——ds = — G(s)lr +r a(s) —Li— as =
r+s r+8 0 0 (r+s)2

G(s) s

o S (r+s)2

ds = 5 A (2)(r) +

) ol
+ J A (g)(s) —=2 ds.
0 0 (r+s)2

Pero el operador

r

h(r) b— j h(s) —= > ds

0 (r+s)

estd acotado en L1([03=D. En efecto:

j lr h(s) ———s——z-dsl dr ¢
0 0

(r+s)

[+ -] oor
£ J [P In(s)| = = dsdr ¢ J J Ih(s)| §§-ds dr =
0’0 (r+s) 070 r

© aod ©
= J (I —g& |h(s)|s ds = J |h(s)| ds.
0’sr 0
El hecho de que Ao(f(s) 821) estd en Li([Q;»[) seri demostrado para
los "casos euclideos"™ X = (n-1)/2, examinando el sistema de las transformadas de

Riesz de segundo orden de una funcidn radial en ",
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Las transformaciones de Riesz de segundo orden son los operadores in-
tegrales singulares que consisten en convolver con distribuciones de la forma

n+2
x|

: v.p. P(x)/| donde P(x) es un polinomio armdnico homogéneo de grado 2.

En general si P(x) es un polinomio armdénico homogéneo de grado k > 1

en R,

da lugar a una distribucién en valor proncipal. Podemos convolver K con funciones

suficientemente buenas obteniendo el operador integral singular:

(1) (x) = v.p. J L E(y) —l-EL(}—"nl_—.)_-]-(-—d
R X~y

Pero

V.p. —Tifﬁ%i_ = (const) P(D)(-;%E:§—O

en el sentido de las distribuciones. Esto puede demcstrarse sin mas que darse

cuenta de que ambas distribuciones tiene la misma transformada de Fourier; que

es:
(const) —213%-
||
Asi pues

(®F)(x) = (const) J n F(y) P(D)(T”;a—“——9 dy =

B x_y|n-k
= (const) J a (P(D)F)(y) -—_—3—E:§— dy
R |x-y]

Ahora bien, si F es radial y F(y) = £(|y|), tendremos:
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(3)
P(y) £9(yD
(P(DIF)(y) = =L { 2 -

yI¥ g1 3 [y

Por tanto

k)
@) = (conswj B gy e Byl 1
lyl™ 3=1 7 |yl | x-y|

(const) j (P(TXTJ( 2 C ‘ilg!)l) 1 5 dy =
i=

oo

k
(const) J {] ¢
0 j=

(x)

Ahora si R es cualquier punto de la esfera y Zﬂ. (y') es el armdnico

esférico zonal de grado k con polo &, tendremos:

Zg;)(y')

J P(y') dy' = P(x'") J dy*
z

Irx'-sy'ln_k ln—k

way!
n-1 Tpq Ttesy

En efecto, tenemos una base ortonormal {Y Yd } del espacio 5@¥

e,
1 X

de los polinomios armdnicos homogéneos de grado k en Rn, y para X, y e ln, vy # 0,

escribanos
1
K(x,y) = - Y(y')
x-y|
donde
dy
Y(z) = (Yi(z), cees Yd (z)) eR .
k

Veamos qué efecto tiene una rotacidn p e SO(n) sobre K(x,y)
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K(px,py) = = (M _1)t.K(x,y)

——-:L-—_-E- Y(py')
|x-y| o

donde M es la representacidén de SO(n) en el espacio de matrices reales dk x dk

que corresponde en la base {Yi’ cees de} a la representacidén T de SO(n) enrkgk

dada por
= -1
TpA(x) = Alp “x);

y (M _1)t es la matriz traspuesta de M _q+ Entonees
p

I K(rx';sy') dy' =
L
n-1

= J K(ru_1ﬂ3su-1uy') dy'
z

n-1

donde u es la rotacidn que lleva x' a 4

J K(ru_;ﬂ,su'iuy') dy' = j (Mu)t.K(ri,Suy’) dy' =
T

z

n-1 n-1

= (Mu)t . I K(rf,sy') dy'.
La componente i, j-éeima de Mp serd
t..(p) = <Y.(p™1...),Y.>.
ij 3 i
La componente i,j-&sima de (Mp)t serd

- - -1
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Si tomamos Y1 = ng), entonces

(k) (%)

1 > = <Yi’zﬂ (p...)> =

Sil(p) = <Yi(p-1...),z
(x) -
= <v.,z%) 5= v, (e7i)
b p-iﬂ 1

En particular, para p = u tenemos:

s;1(0) = Y, 7)) = v,(x)

J K(rx',sy') dy" = (Mu)t J K(ra,sy')dy' =
I

n-1 Za-1
‘ (k) (o
a0, RIS ‘@) ]
Z‘ﬂ (x') — dy
Ea-1 |ra-sy*|
Y2(x') 0
- ¥«
Y, (x') 0
L % 4 L i
Esto demuestra que para cualquier P en k
(x)
Zg (y")
I P(y') dy' = P(x') J . dy'.
z |px!-ay " |PK L |pp-sy! |PK
n-1 n-1 y

El caso que estamos considerando es k = 2.

Tenemos la siguiente férmula:

- (3> 4,3
1 _ n-2 Za Ggpat
IX-‘tﬁ'n-Q |x|n-2 j=0 n+2(j—1)
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-1 <t <1, n> 2, (Véase pagina 47 de [u]). Para n = 2 la situacién es mucho mis

sencilla como veremos en la préxima seccidn.

Para s > r:

e 23y D3I
1 i 1 n2_ 5 28 (NG

|r1—sy'{n"2 sn'zlgﬂ-y'{n"Q P2 320 n+2(3-1)

Por lo tanto, para s > r:

(2)
24 (y") 2
1o n-2 ,r.2 1 r
J —— dy' = —5 (=) ——5 = (const) —
Zn-i {rﬂ—sy'ln 2 n+2 s st 2 s
Para s < p:
1 - 1
B T L Y
Asi pues
z(ﬁ)(y') Z(%)(y') 2
J dy' =J dy' = (const) —.
z | ra-s 'ln-2 z |sf-r ‘ln_2 r’
n-1 y n-1 y
(Fr)(x) = (const)r(ci f';s_)_ + C2f“(s))(J P(y';_z dy")s" ag=
0 b3 x-sy'l
n-1
(2)
o . . VA (yt) _
= (const)P(x')J (le (s) + sz”(s))(I L =3 ay')s” Lgs.
Y s Zn-l lﬁ"sy‘!

Llamemos

Z(i)(y')

J =
zn-i |I’1 = sy' ln

dy' =3(r;s)
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El operador (® para funciones radiales estard determinado por los ope-

radores en kR

£(s) —> J £48) Br,e) s as
0

£(s) }—-—-—-’J £1(sYB(r,s) "7 as
0

Aparte de los operadores debidos a la singularidad,

j £49) Br,e) " as
0

puede partirse en

y lo mismo ocurre con

J f"(s);B(r,s) gh-1 ds
Q

Es muy ficil ver que el Ginico operador a que la singularidad da lugar es

la identidad. En efecto:

2
<E"'(i5(”’s)sn-1),¢> = <Rlr,s) " Lem =
332 ~

T © _
J i}gr,s) sn'1¢"(s)ds + J ’{%r,s) s” 1¢”(s) ds =
0 T

r T
$ ()Br,e) "7 - J (o Br,9)s"™1))e () ds +
0 0
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+ ¢'(s)3(r,s) sn°1] - J (5-:— (B(r,s)sn'i)M'(s) ds =
r ’‘r

-¢(s) 35 6(1* 8) s 1] I (—-—-—(B(r $)s% 1))e(s) ds -

' ® 0 2
- ¢(s) 5% (B(r,s)sn-l)]r + L(—aQ-(\ \(r,s)sn-i))¢(s) ds =

s v~

Ny Y
= -¢(s) (n+1) %1-] I (—-—- (B(r s)s™” 1))4»(3) ds -

0 ‘0 9s
r2 ® ® n-1 -
- 6(s) (- T 4 (——— ((r,8)s" e (s) ds =
s r r as
® 22 e n-1
= -¢(r) (n+1) - ¢(r) + I (—5 (=(r,s) s7 7))4(s) ds =
0 3s ~

-(n+2)¢(r) *J (b(r ,8)s"” )) ¢(s) ds.
0 as

En cuanto a

JO __f'és) Br,s) sn-—i ds

\

no da lugar a ningln término singular como puede verse ficilmente.

Asi pues

1 17 n-1
(@r)(rx') = (const)P(x'){—nTl-—-f f(s) s~ ds +
r

*Jo
@ -1
1 1 £(s) s"
M L —=—5— ds - (const) f(r)}.
ot s

Entonces si F(x) = £(|x|) estd en L (8") (es decir, si £(s) s" 1 esta en Ll(f_o,oo B))

y (@F)(x) esti también en L*(Rn), como el cperador

g(s) b— ot [ —Eis—)—ds
r

n+2
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es acotado en Li([03>[)(ﬂn efecto:

[ ]

@® -} [o- ]
J lrn+1 J —Eiﬁl—-dsl dr ¢ I ot I (8)] 4s ar =
n+2 n+2
0 r s 0 r s

_ (% n#1 (s) 1 ®
= I (I r - dr) _liﬁ;§L— ds = == jo|g(s)|ds),

concluimos que

r n-1
J f(s) s ds
0

iR

esti en Ll([bfﬂ[). Esto es verdad en particular para F(x) = £(|x|) en Hi(Rn).

Pero

r 1 n-1
I f(s) s " ds = Ao(f(s)s )(r)
0

i

Esto concluye otra demostracidn de (IV.2.5).

El hecho de que las transformadas de Riesz de segundo orden de una fun-
cidn radial F(x) = £(|x|) en B” estin dadas esencialmente por
1 v n-1

—E:TAO(f(S) ] )(1‘)

r
es explotado en la seccidn siguiente para demostrar que las transformaciones de
Riesz de segundo orden no caracterizan Hi(kp). Lo haremos para n = 2 completando
de esta forma los célculos de esta seccidn. Los cilculos son esencialmente los

mismos para las transformaciones de Riesz de cualquier orden par.
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Para una funcidn F en el plano 32, consideramos la integral singular

con valores en R2 dada, en notacidn compleja, por:

=~ 1
F(W) = v.p. | , *§-P(w-z) ds
R oz

donde dz es, sencillamente, 1la medida de Lebesgue en 12. El nficleo

1 (7?2 - o120 . cos 26 . sin 20
2 242 2 2 2
2° |zl | |z ||
donde z = |zl ele, nos da las dos transformadas de Riesz de segundo orden en el

plano.

Demostraremos que este operador integral singular no caracteriza a
H1(22). En particular encontraremos una funcidn radial F(z) = f(lzl) en Li(Rz) pe-~
-~
ro no en Hi(lz), tal que F esti en Li(Rz). Regulta sorprendente que mientras el

nlicleo

e ~ _ cos8 . sin® X

s B m—— = ] e D e - i —1-.——
2 2 2 3 3
< =l 1Y 2|

|z

que corresponde a las dos transformaciones de Riesz de primer orden, caracteriza

~-126

a Hl(Rz); el nficleo e /Iz]2 no caracteriza a Hi(RQ).

Este nficleo proporciona un contraejemplo a una conjetura de Fefferman

seglin la cual, un sistema finito de nficleos singulares

donde las Qi tienen media cero y son suficientemente “suaves'"; con un cierto tipo

de independencia, serviria para caracterizar a HL(R") (Vdase [1]). La situacién
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es muy similar a la que se plantea en la caracterizacidn de Hl(k) para un cuer-

po local K (Véase [8]).

LEMA IV.4.1.
2
-a—2-log lzl = - -;—v.p. —;—
oz z

como distribuciones.

DEMOSTRACION. Ante todo

9 11
§~z—log Izl =§--z-

como distribuciones. Esto es ficil de ver ya que tanto log |z| como 1/z son fun-

©
ciones localmente integrables en k2. Hemos de demostrar que para cada ¢ e ® O(Rz)

1[ 1
= ¢(z) dz
g2 2

-le(log lz]) '52“35(2) dz = 3
[ (o 121) 2 6(2) az = (loglz]) Had - i x2)0(z)dz =
-)RQ £ 1z1) 57 ¢tz z--—.k2 oglz 2-5;--15? =
(1oglz!) -3-¢(z) dz
R2 dy

= - %JRQ (los|z|) -5%¢(z) dz + -;—I

Por otra parte

1 1 _ 1
5 2-z-¢(z) dz =35
R
1J X i
== — ¢(2) dz - —j $(z) dz
2 R2 lzIQ 2 R2 z'2
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Tenemos que comprobar, pues, que:

JR2 (1og|z|) 5%-¢(z) dz

]
1
N
b
N
— 194
N
-©
~
N
~
[a 7
N

JRZ (loglz|) 55 #(z) dz =

]
{
Ny
(]
't\)
?i«
-
7~~~
N
f -4
(o)
N

Por ejemplo:

I f (log|z|) -B—i ¢(z) dx dy =

= J‘mq_w(log (x2+y2)1/2) -53? ¢(z) dx] dy =

= - ¢(z) —E5 dx] ay = -g X 4(2) dz.
UJ«» Ek ¥ |z

A continuacidn vemos que

también como distribuciones.

Tenemos que ver que para cada ¢ eCT; (RQ) y cada € > O:
| 2z

1 _ 1 9
f - $(z) az = I FET ¢(z) dz + ¥(¢)
eg|z es|z]

con 9(e) + 0 cuando € + O.

Para ver &sto, utilizamos coordenadas polares
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/2

*(x +y)1 6=arctg§—

Con respecto a estas coordenadas:

9 _ 9 s8in b 23
S'i"(cose)ar' r a0
y
9 _ . ] cos 6 23
'5-37—(81“9)31‘"‘ T 96
Asi
3_1,9 . 3, _
E-E(Bx_lw)’
1 sin 6 + i cos 6 3, _
2{(0059—1sm9)r- - -56.}..
A B L AP R0
T2 or r 36 2 r r 90"
Entonces

® 27 .
_ 1 1 -i6, 3 8, .1 3
LJ —5 7 G otre™) - 1 Lk etrel®r ap a6

Bl

—g— ¢(reie))dr de =

Ny,
o 8
Sy
N
=1
i
[
N
D
~~
Q|
Q
~~
N
1
L

2w . © .
(f e‘l”cf gf—, o(rei?) dr) ao -
€

© 2w
(1 -i20 3 ie _
-1J ;j e 35 4(re™") a8 dr =
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on .
-1 J 129 _4(eei®y) o -
0
© 27 .
] 1J z f s(re*®) (-12)e " 0)ar) =
€ 0
o . ©2n L
= - %-J e 12 (eel¥yan + J %-f o(re*®)e 1?80 ar =
0 € 0
o 27 . 27 . .
= I J ——-—E%—§—'¢(rele) r dr 40 - %-J e 128 ¢(eele)d9 =
€ ’0 (re™) 0
1
. j L o2 az - ace)
eflz| 2

Claramente

2w . .
o(e) = %-I o120 ¢(€ele) ae =

cuando ¢ + O,

c.q.d.

Consideremos ahcra una funcidn radial F(z) = £(|z|) suficientemente

buena. Entonces

~ 1 a2
F(w) = v.p. J , —5 Flw-z)dz = -QJ 2(loglzl) —5 F(w-z)dz =
R R

z2 9z

2
—2[ 9 (log|w-2z|) —35 F(z) dz =
R 9z

-2! o (log|w-z]|) {%-(f“(|ZI) Z 5 - £1(|z])
R ‘zi z

7
3
|

)} dz
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En efecto:

s> £(2]) = £1()z]) .

T:-I-’

(NI

de donde:

2 -
9 1 - 1 1 =z
“f(z]) = £'(|z]) 2 F (- — = 2P +
322 2 Iz‘z 2 |Z|

— -2 z
sz LAl 2 o L ela) o el 2
2 Te[ 2Tzl © & FE |22

te s i6
Ahora, utilizando coordenadas polares para z = se” , cbtenemos

2

2o gal) = 5 (£1(9) 27 4 pr(s) 7 -
s

9z

o1 -i28,, £1(s)

=5 e (f"(s) - ——;——).

iy

Por lo tanto, para w = re” ', tenemos:

®

2n

< o™ . . : .
F(w) =F(re'¥) = - %J (sf"(s)—f'(s))(! e 12%10g] re™¥-se*?| a0)as.

0 0

Pero

., . Y m ., .
J e 1"elog lrelw-se*alde = J e lQelog[:o-s.eJ'(e w)lde =
0 0

ei(e—w)! de =

2r . .
I e12(8-v) -12¢ log |r - s

0
16

| ae

. 2m .
= e—leI e328 10g lp - se

0

Llamemos
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K(r,s) = J o328 log |r - selel de
0

K(r,s) = K(s,r) ya que

Ir _ seiel 2 2 i6

Asi pues, necesitamos calcular K(r,s) solamente para s < r. En ese caso

2m s . 21 ., .
K(r,s) = J o126 log fr-selei ae = J e'lzelogll— %-elelde.
0 0
0« §-< 1. Calculemos
2w .
J o126 log |1 - aelel ae
0

para C € a < 1. Esta integral no es otra cosa que el coeficiente de Fourier de

orden +2 de la funcidn log |1 - aelel. Sea § = aels que varia en el disco unidad.

log |1 - E\ es la parte real de la funcidn holomorfa

g2 g2
log(1~€)=-{£+—§-+—§-—+...}
Asi pues:
g2 g
log |1—£|=Relog(1—-£)=Re(-(E+—2—+-3—+...))=
2 .3 2 =3
_1 2,8 £, ELE
y
i6 1, i6  a’ 420 . a° i36
log '1 - ae I = - 5‘(&6 + 7{‘6 + 3 + ...) -
. 2 . 3 .
- 1-(ae"le + 2 e"126 + g__e-136 + ...).

2 2 3
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Por lo tanto

27 . .
J o128 log |1 - aelel ae = - gg-az.

0

Asi pues, para s < r:

K(r,s) = - %—(;02
y, para s > r:
K(r,s) = K(s,r) = - = (52,
Entonces
‘;’(rei"p) = - -:-;- e 1 J:(sf”(s)—f‘(s)) K(r,s) ds =

:]a

e i Jr (sf"(s)—f'(s))(§J2ds + J (SF”(S)—f‘(s))(—J 238)
0

r

Ahora bien:
8,2 1 (¥ 3
JP sf"(8)(=)" ds = ——-J fi(s) 8" ds =
T 2
0 r 0

- r r
= = (s"f*(s)l - J £1(s) 8s%ds) =
0

T 0
r

= —%- (3£ (p) - 3 I £1(s) 2 ds) =
r 0

= 2 (% £1(r) - 3(s%E(s)

T T
- J f(s) 2s ds)) =
r

0 0

= -%-(rsf'(r) - 3(r2f(r) -2 Jrf(s) s ds)) =
r 0

rf'(r) - 3f(r) + 6 —%-Jr f(s) s ds.
r 0



rf'(s)(i)st - —-;- rf'(s) 2 ds
0 r rc o

r

= —2 (s2 £(s)
r

= -%- (r2£(r) - 2 I
r

r

- r f(s) 2s ds)

0 0

r 5 (F
£(s)s ds) = £f(r) - -—2—[ f(s)s ds
0 r 0

f sff-'(sxg)2 ds = p2 J -;—f“(s) ds =
r

= r2(-1§ fi(s)| - [ f'(s) (- —-1:—2-) ds) =
r ’r s
= r?(- %—f‘(r) + J £l%§l ds) =
r s
_ 2. 1., 12 cear] ol ocay ooy acyen Lot (py. 2
= (- Zf'(r) + 2 f('S)Ir-Jrf(S)( 233) ds)=r”(-=£'(r) -;i-f(r) +

Finalmente

J £1(s) ()% ds = »
r s

[e+]

eE'(2) - £(o) + 202 E68) 4o

= 225 £(s)| - [ £(s)(-2 =) ds) =
S r r S
= 2(- =5 £() + QJ f(g) ds) = -£(r) + 202 f f(g) ds.
r r S r s
Poniendo todo junto resulta:
o~ 5. o -i2y 6 (¥
F(re ™) = —e {rf'(r) - 3f(r) + — f(s)s ds -
4 r2 J0
r ) o
- £(x) + -%j £(s)s ds - r£'(x) - £(r) + 207 J £8) 4 +
r 0 r S
2 [T £(s) ~i2y . 8 (*
+ f(r) - 2r j ; ds} = {—e v {7J f(s)s ds - uf(r)}
r S T 0

Hemos demostrado lo siguiente:
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LEMA IV.4.2. Para una funcidn radial F(z) = £(|z|) se tiene:

o g -
P(rew) = me i {——g-r f(s) s ds - f(r)} =
r~ /0
= me 22 (£(8)8)(r) - £}
Ahora supongamos que tenemos una funcidn radial F(z) = £(|z|) en
L o 2 R
Ll(l2), es decir f(s)s estd en Li([b;n[). Entonces F(z) estd en Ll(lq) si y sblo
si
® 2
I |= A (£(s)s) - f(r)|r dr < =
0 r 0
s decir, si y sblo si

2A0(f(s)s)(r) - f(r)r

estd en Ll([pgb[). Pero, puesto que f(r)r estd ya en L1(|0;°|), obtenemos final-

mente:

e
TEOREMA IV.4.3, Para una funcién radial F(z) = £(|z]) gE_L1(12): F(z) estd en

L1(R2) i y sdlo si Ao(f(s)s)(r) estid en Li([pgn[). Ahora vamos a combinar (IV.4.3)

con (IV.2.5) para obtener una funcién radial F(z) = £(|z|) en 1lz?) pero no en
Hl(l2), para la cual<?7z) estd en Ll(Rz). Todo lo que necesitamos hacer es encon-
trar f(s) definida en B),-vo [tal que f(s)s esté en Li([f),w D pero no en Hl(k) y
sin embargo Ao(f(s)s)(r) esté también en Ll([§;°(). A centinuacidén construiremos

una tal f.

TEOREMA IV.4.4. Existe una fupcidn g(s) gg_Ll([O;m[) pero no en Hi(l) para la

cual Ao(g)(r) estd en Ll([b;»[).
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DEMOSTRACION. Vimos que A_ es un operador acotado de Hi(l) en L1([p,m[}. Para ver

0
ésto, tomamos un &tomo a(s) con soporte contenido en un intervalo I ::'Eo,w [y ob-

servamos que Ao(a) vive también en I pueste que

Iw a(s) ds = 0;

- 00

y su tamafio estd dominado también por 1/|I|. En efecto

1 (F 1 (F 1
A()()=-I (s) d -—.J (s)]ds g 1o
| ola)(r | lr . a(s) ds| ¢ 7, |als)|ds ¢ TiT

La estimacidn que hemos hecho, sin embargo, es muy burda. No hace falta que

a sea un &tomo para que se cumplan las propiedades mencionadas. Podemos encontrar

una funcidén b con scporte contenido en I tal que
J b(x) dx = 0
I
Ao(b) vive también en I y

1
HAO(b)‘ lw < -}—IT

sin que sea

Obtendremos nuestra funcidn g poniendo juntas funciones como b. Veamos cdmo cons-

truimos estas funciones. Para k = 1, 2, ..., consideramos:

- 1
lk(r) = k XD(,k"’%](r) - % th%,?k'f%(r)
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k 1r [ S — - w—— - ™

-1/]éb o iy e M e tm w2 A A Ry P - .

Puesto que

«° r
I N lk(s) ds = 0, Ao(lk)(r) = %.Jo 1k(s) ds

-

va a vivir en el mismo intervalo que lk’ es decir, en [},2k+%ﬂ. Ahora, en lugar

de hacer una estimacidn burda, vamos a calcular explicitamente Ao(lk)(r).

0 si 0 <pr <k
k(1 - E) sik <p < k+%

r

=1 =
Ao(lk)(r) =3 J lk(s)ds = 4

0 1 1 ke .1 1

;-!-(-(1-. = ) s:.k+-k—<r<2k~l-};
. 1
| 0 si 2kt <1

Asi pues Ao(lk)(r) crece desde r = k hasta r = k+%-donde alcanza el

valor 1/(k+%0 ¥y luego decrece hasta hacerse 0 a partir de 2k+%.



x
e

Entonces

J |A0(lk)(r)| dr § —2 2k + ‘]-1(- -k) =1

Cualquier.

-]

g(s) = 2_)\ con 2 .ll[<°°
k=1 ik k=1 = X

seri tal que g(s) estd en Li([O,Q.D y Ao(g)(r) también esti en Li( [O,w D. A con-

tinuacidn estudiamos la transformada de Hilbert

1
r-k- =
i(r)=klog|—£:k—-—-—|-—1-log| k I
k r-k- = k r-2k- =
k k
1
'

——— ks gy
—~
-

/

P ~——_ '
SR
"
Z‘H?

-

o e e S, s, A oy, . o . ol 4 o

o

-

2%+ (1/k) _ =

2

k+(1/k) \

e
e, e Nt et A~

= e e e i Sttt - A - S - g e
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Existe una constante > 0 tal que para k suficientemente grande es:

k
J I'Ztk(r)l dr 2 (comst) log k.
k/2

A continuacidn demostramos este hecho:

Para r < k

1
k+=-1
k log k ; L < -]jé-log 1k
k + X r 2k + X" r
ya que
log(k-r) - log(k + 1. r)
-p k _ 1
k log T = - = -5
k++--r1r -1/k 1
k
para algiin 61 tal que
k-r < 6, < k-r'-!i
1 k
y
1 1 1
1 kﬁ(— -y log(k-o—}; -r) - 1og(k+-]2— -rtk) 1
F log T 2 - = - N
2k+-}-<- -r -k ' 2
para algin 62 tal que
K-phe < 8, < K-tk
i T
1 1
0, €8, o == < v o
1 2 61 62
Asi pues, para r < k, ':\L'k(r) <0y
k n k 1 kﬁic- T k-pr
f Ilk(r)!dr = j (F log(———i-——) - k log( 1 )Y dr =
k/2 k/2 2k+—k- -r k'l-E- -r

k 1 k 1
J log(k*—i -r)dr - J log(2k+}—(- -r) dr) -
k/2 ) k/2

X"LH
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k k 1
-k(J 1og(k—r)dr-j log(k+F-r)dr)=
k/2 k/2
1 (1/k+(k/2) (1/x)+(3/2)k
= F'(f log y dy - J log y dy) -
1/k (1/k)+k
k/2 ((1/k)+(k/2)
- k(J log y dy - log y dy) =
0 J1/x
VPR NI U S IS U SO - UPE B
= E{(§-+ 2) log(k + 2) - g log -3 (k + 2) log(k + 2) +
1 1 k k k k
+(T(-+k)1og(T<-+k)+-§-}—k{-2-1og5--2-—
1.k 1k, . 1 1 ky
-(-E+—2—)log(j<—+-2-)+—}z-logi—+-§}-
TSNS N SN CNURE SN DO SN SIS S N
= % (2 + k) log (2 + k) + k2 log k E(( 5 + k) log ( 5 + k)
1 1 k 1 k 1 k k
-(k+i(-)10g(k+*}?))+k(('5+*}z) lOg(§-+]-<-)-§-log—2-)+

+ log k = (1 + -%p log k + (%-+ ~%o log (§-+ %o -
k k

- 2(1 + log 61) +1+ loge,

con

N &
A
@
A

(NI
-+

by Lo



Por lo tanto:

Pero
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k
1 1,1 kK, 1
Jklz Ifk(r) dr > (1 + —3) log k + (5 + ;5) log (z+ ) -

k

0y
-1 - log 5
2
ei (%5
1< 5 §
2

< (const) k.

Vemos pues que, para k suficientemente grande

Tomando ahora k suficientemente grande

tendremos

Por lo tanto

k
I ‘ik(r)l dr 2 log k + %—log
k/2
1
= log k + 5-(log k - log 2) - 1

2 %—log k - comst.

N

(const) € %-log k,

k
J I}k(r)Idr
k/2

RESR >
k Hl(k)

1
E-log k.

2 (const)(HlkH1 + iliklli) 2 (const)

para que sea

- 1 - log ((const)k) =

log (const) - log k 2

log k.



En este punto podemos deducir la existencia de g sin tener que cons-

truirla explicitamente.

Basta considerar la inclusidn de Hi(l) en el espacio de funciones f

en Ll(fo,co D para las cuales Ao(f) estd también en Li( [O o D, con la norma

gl], + a1,

Este filtimo espacio es un espacio de Banach y la inclusidn es continua. Si fuera

"'sobre', su inversa seria también continua y las normas

Hell, + Hagoll, v gl + 1131,

serian equivalentes por el teorema de la aplicacidn abierta. Esto se contradice

con la existencia de las 1k‘s. Asi queda probada la existencia de g.

Sin embargo vamos a dar una manera explicita de construir g agregando

lk'a. Tomemos una sucesidn (kn) de enteros positivos tal que

k
n+l 1
> a—
2 2kn + kn

y k; es suficientemente grande. Tomemos también una sucesién'(kn) de nfimeros rea-

les positivos tal que

z_}\n<w pero z_knlogknuo.
n=1 n=1

Entonces

gls) = } AL (s)

n=1 n

estard en L( 0Dy
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Sin embargo

HEN j | 1At @lee s

L (R) ® m=1
© k
;zj“ IZAl(r)Idra
kn/2 m=1

"
8

o k " ©
) A j n llk (r)| dr 2 (const) |} (A log k= e,
n=1 kn/2 n n=1

Asi pues § ¢ Li(k), es decir: g ¢ Hl(k).

Una manera de elegir las dos sucesiones es, por ejemplo, kn = Gnno

con ng suficientemente grande y An = 1/n2.



§5. EXTENSION DE LOS RESULTADOS DE §2 PARA p < 1.

Cuando nos planteamos la pregunta de si el espacio de las "funciones"
radiales de HP(&") y el espacio de las "funciones" pares de ﬁzp(lrln-idr) son
equivalentes; el primer problema con que nos enfrentamos es el hecho de que no
sabemos si el espacio #HP(2") definido mediante un sistema de transformaciones de
Riesz, coincide con el espacio engendrado por los Atomos. Un p-atomo en E” serd

una funcidn A(x) con soporte en una bola B y tal que
[A(x) P(x) dx = 0

para todo polinomio de grado €

1 ‘ 1
S [n(s- 1)] y |A(x)i < -I-;l—jj-p—

Se sabe que el dual de HP(Rn) definido por un sistema de transformaciones de Riesz,
es el espacio de Lipschitz Aa(kn) con a = n(%-- 1). Aa(mn) se define como el espa-
cio de las clases de equivalencia [I] mddulo polinomios de grado [E] de funciones

1 para las que existe una constante C tal que para cada bola B existe un polinomio

QB de grado < [d] tal que para x e B
1) - o ()] € }B|*/™
El infimo de todas las C's es

|t[l]'|Aa(Rn)

Véase [7]. Es claro que cada p-4tomo A da lugar a un funcional lineal continuo

L, sobre Aa(kn) para o = n(%-- 1) definido como



LA([IJ) = J o 1(x) A(x) dx.
R

El espacio HP(B") atdmico puede definirse como el espacio de todos los funciona-
les lineales y continuos L sobre Aa(mn) con o = n(%-— 1) que pueden escribirse
como

[+ 2]
L con E [A.Ip <

. L, 40
i i=1
%

y los A, patomos. La suma es, naturalmente, en el espacio de Banach (Aa(Rn)) .

La quasi-norma en este espacio #P vendria dada por
L +—— (N_(L)P
P

donde NP(L) es el extremo inferior de

®
SN ENL S
i=1
tomado sobre todas las descomposiciones. Estd claro que este espacio HP (&™) até-
mico, estd contenido en el espacio 1P (™) dado por las transformaciones de Riesz
y que, adem@s, los dos espacios tienen el mismo dual. Como p < 1, las quasi-nor-
mas no son normas y no disponemos del teorema de Hahn-Banach. No podemcs concluir,
por tanto, que los dos espacics coinciden porque tienen el mismo dual. Asi era comn
demostribamos que Hi(RP) coincide con el subespacio engendrado por los atomos. La
descomposicidn atdmica directa de un: funcidn de Hp, p < 1, en la recta, dada por
Coifman en [8], no se extiende a varias dimensiones a causa de la geometria mds
complicada de las componentes conexas de un conjunto abierto arbitrario. Pero,
aunque tuvidramos una descomposicidn de HP(Rn), nuestros problemas no se acaba-

rian aqui, Supongamos que estamos en el caso més simple, que es p > de forma

1
n+l’
que un p-&tomo no ha de tener mis momentos nulos que la integral. Sea A(x) un

p-atomo en B"'. Es decir: A vive en una bola B;
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) 1
jnn A(x) d&x =0 y |a)] g T;TI7E

Sea

a(r) = —r):i——I—J A(rx') ax'.
1 T

n= n-1

Si ry = dist (0,B) y 6 = diam B, a(r) vive en EPO, r0+6],

® -1 ! n-1
a(r) " dr = J ( f A(rx')dx')r dr =
Jo o 1Egql Jg
n-1
= (const) J n A(x) dx = 0.
R
la(e)] = TEJL-T II Alrx')dx'| g TEJL—T-f |A(rx')|dx'
n-1 T n-1 z
n-1 n-1
< (co?st) )
g™
Si T, < §, como

ot a1 n-1 n
J r “dr g (r0+6) 8§ & (const) 6,
r

0]
sera
(const) < (const)
ny1/p N Tyt 4 i/p
T

0

de forma que a(r)/(const) es un p-&tomc de t.h. con respecto al peso |r|n—1. Aho-

ra bien, para r, > § si usamcs el mismo método que para p = 1 cbtendriamos:

0
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1 (const) (const)
la(r)| a1 /7 < -1
[ 0 0 6n/p
_Gn-l 6n-l

que es mayor que la acotacidn que necesitariamos:

(const)

n-1
r

1/3
(=) 8
8

Esto parece indicar que al aplicar una rotacidén a una "funcidn" en HP podemos ¢©b-

tener algo que no estf en uF.

Sin embargo la otra parte de la demostracidn sigue siendo valida; es

. . n-1 . .
decir: si a es un p-atomo de t.h. con respecto a |r| y que vive en la semirrec-

ta [p;»[; digamos en el intervalo [ro,ro+6[, r, > 0; v le asocianos la funcidn ra-
dial A(x) = a(|x|) en Rn, podemos descomponer A(x) en suma de p-&tomos

A(x) = A.A(j)(x) con
j=1

) JA.lp € (const)
=1 J

]
independiente de a. Que a es un p-&tomo de t.h. con respecto a |1:~|n-1 significa
que
[ a(r) ™ ar = 0
0
1
la(r)| < .
I‘O+5 -1 1/1-
( r “dr)
To
Entonces

Jmn A(x)dx = Jmn a(|x]) dx

1]
)
[N
N—
© 8
V]
~~
o)
A
]
o
1
fuy
[N
=]
1]
o

Si PO < \';,
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laGx) | ¢ 1 < (const)
+6 n-1.,1/p
(Jro rn°1dr)1/p ((x+8)7778)
To
< {const) - (const)
(rgt™MP |(0,r+e)| /P

Como A vive en la bola B(O,ro+6); A(x)/(const) es un p-&tomo en R", Si 6§ < r, di-

vidimos la regidn r, < |x| < r0+6 en

0
rn—i
0

6n-l

N = +1

“"cubos esféricos” Qj de medida £ (const) s y hacemos

29200 = a0 ¥ ).

Y
Entonces
N . N .
Ay = ) P = ) Ao wtR B,
j=1 j=1 N/P
Pero N1/p A(J)(x) es un p-4tomo en B”. En efecto A(]) vive en la bola m8s peque-

fia que contiene a Qj' Llamémosle Bj‘ Serd
IBj[ ¢ (const) &"
conde (const) no depende de A ni de j.

In a9 (x) ax = J CAGx) x. (x) dx =
R & Q

v +6
= (J 0 a(r) rn-idr)(J

. : xQ.(rox')dx‘) =0

0 n-1 J
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En cuanto al tamafio:

n-1
. r
|N1/P A(J)(x)l < (const)(——%:I—JI/p i—i 17
5 ((r,+6)"776)"/P
(const) _ _(const)
(6n)1/p N IB~I1/p
]
Asi pues
Ni/p A(j)(x)
(const)
es un p-itomo en R,
N . N 1/p,(3)
) 1 1/p ,(5) _ 1 NFAMY (%)
A(x) = j§1 §T7§'N A7 (x) = (const)jz1 yi/p ~ (const)
y
N
) (P =Ng=1
521 N1/P N

Lo que obtenemos es una inclusidn

P n-1 P n
piapar(lrl dr) —r B _4()

Para asegurarnos de que esta inclusidn se sigue de la relacidn entre
2 n-1 - n
los p-atomos de t.h. con respecto a Irl y los p-&tomos en RBR'; hemos de ver que

. - n-1
si una suma de p-itomos de t.h. con respecto a |r|  °,

representa el funcional o sobre'ké([rln_l dr) para a = (1/p) - 1, entonces
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1 .oahp= T Ai(Ea..Agj))

representa el funcional 0 sobre AR(Rn) para B = n(%—— 1). Esto es consecuencia inme-

diata del hecho de que si 1 es una funcidn en AB(RD), entonces

1(r) = W Jz 1(rx') dx'

n-1

esté en«{é(lrln-l dr).

Para completar la equivalencia para n/(n+l) < p vemos que para una fun-
cidn radial en Hp(Rp), las dificultades geométricas para obtener una descomposicidn

atomica desaparecen y tenemos el siguiente resultado:

TEOREMA IV.5.1. Sea F una funcidn radial en HP(R®), p > n/(n+1). Suponemos que F

es suficientemente '"buena". Entonces

F(x) = ] A A;(x)
i=1

en casi todo x (la ccnvergencia pued: mejorarse dependiendo de la integrabilidad

de F) con

7 I12:|P ¢ (const) ||F||P )
i=1 * HP (&™)

Ai(x) vive en un conjunto

I, = {xeR"” : 0 ¢ a, < x| < B, <w},

tiene integral 0 y
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Los Ais sumplen las mismas condiciones que los p-&dtomos con la @nica
diferencia de que viven en "anillos" centrados en el origen en lugar de vivir en
bolas. Una vez conseguida la descomposicidn, es claro que podemos supomner los Ais

radiales. Basta sustituir Ai(x) por

1

Bi(x) = —‘zn—.il— JZ Ai(lxiy') dy'.

n-1

DEMOSTRACION. El punto de partida es el hecho de que si F es radial, la funcién

maximal
IJ F(x-t)a(t)dt]
(RF)0 = sy .4
Qevg%mn) !'Q‘!(K+1)
(donde
o] | (1) - % J n!tl'“' la%(t)| at
o¢|afsk+1 ‘B
con o un multi-indice (aif cees an) y la] = @y ..ot an) que caracteriza a

HP (&™) para K suficientemente grande, es 'casi' radial en el sentido de que exis-

te una constante C tal que para cada rotacidn p e SO(n):
*F)(px) € C(RY
(RF)(px) s C KE‘)(x).

En efecto, sea pe S0(n).

IJ F(px-t) 2(t) at]
Rn

(RiF)(px) sup
Qeﬁg(mn) liﬂll(K+1)

If o Flx-u) 2(pu) du|
R

sSu

P K+1
Qe (ET) ||a] | (1)
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ya que F es radial. Ahora lo {inicc que necesitamos demostrar es que

|19(0~--)||(K+1) < C' l'QII(K+1)

donde C*' depemde solamente de n y de K y no de @ o de p. Esto estd claro ya que

[nn latey)| ay = Ln laty) |y

| ] I(—-—- a(p...))(t)| dt =
x5

oxX ij

A

= Jkn 12 —2— Qpt) p,.| dt s
3

o 1t Z s atev)] |o shat s
R 3

) J ot IZ— ekt at = § J Lt s ] a.
1°R ] j ‘R j

y lo mismo ocurre para otros Ordenes de diferenciacidn. Asi

|J o F(x-u) a(pu) du|
R

%
(RKP)(px) = s:? . I‘Q[l(K+1)
e, (R7)
IJ n F(x-u) Q(pu) du
< (const) sup 2 <

fe & (R") Hage...y] | &+

€ (const) (RiF)(x).

El siguiente paso es obtener una descomposicidn de Calderdn-Zygmund de

nuestra funcidn para cada X > 0. Consideremos el abierto
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{x eR": (R;F)(x) > A}

y sea

otz U olx e B (RRFI) > D)

pesSo(n)
que es también abierto. QA es un conjunto radial, es decir: x e OA y p e SO(n) =
= px e e*. Por lo tanto, las componentes conexas de OA sern "anillos" abiertes

de la forma {X : a < x < B)}. También

ot (x e 2" ¢ (RF)(x) > A/C)

%
o' = {x e B" 1 (RF)(x) > CAl.
Asi pues, en el complemento de GA es
*
(RKF)(x) £ C)A.

Tomemos ahora cualquiera de los "anillos" 12 que son las componentes conexas de

GA. Serd un conjunto abierto acotado nara el que poedemos encontrar un recubrimien-
to de tipo Whitney, es decir, un recubrimiento de {i mediante intervalos cilbicos
ng cuyos interiores son cisjuntos y cuyos didmetrcs son aproximadamente proporcio-
nales a sus distancias al complemento de 12. A cada uno de estos intervalos le aso-
ciamos una funcidn ¢gj = ¢j en ﬁ;g: que es 1 en Qj y cuyo soporte es Ge(Qj), el in-
tervalo que resulta de diletar Qj por un € apropiado. Los soportes de las ¢§s for-
man un recubrimiento M-disjunto con M dependiente de la dimensién. La suma Z¢j

-]
es una funcidn en ¢ acctada lejos de 0 y de » y con soporte dentro de nuestro

0

anillo abierto. A partir de las ¢3$ construimos una particidn de la unidad toman-

do



$.(x)
Q.(x) = —L—,

] Z¢i(x)

Para ser precisos tenemos Qj = Q;. Entonces

X =29%
Ii 3 3
Sea
By(x) =} (F(x) - m ) 2 HED
3
donde
mi = 1 J F(x) Qi(x) dx
3 n 3

i R
[Rn Qj(x) dx
B.(x) dx = } J (F(x) - m%) Q%(x) dx
jmn 1 3 Rn J J

- i i i
= § (jmn F(x) Qj(x) dx - m Jm“ Qj(x) ax)

F(x) = F(x) x (x) + ) F(x) Xp (x) =
R-UI. i i
i
= F(x) x (x) + J FG( 2t x))
B°-yI, i j
i
= F(x) X (x) + 2 z F(x) Ql(x)
B- I, j
i 1
= F(x) x + 2 X m 9 ix) + 2 Z
R-UI, i ij

215.

n
[

iy 41
(F(x) - mj) Qj(x)
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Llamemos

&Mx) = F(x) X n +)) ol oiex)
R-UI, ij 33
i

B.(x) = § (F(x) - my) i(x).
i 2 50
]
F(x) = 6"(x) + ] 8}(x)
i
Los ‘B>‘i's viven en los "anillos" -Ii.t y tienen media 0. Ahora veremos que

IGA(x)l < (const-)fl.

A - i i
G (x) = F(x) an-{))‘(X) + j_zj mj Qj(x)
En B" - 0}‘:
aMx) = F(x)
y
2 )| = |F(x)| < C”lR:F(x)I € C"Cx = (const)A.
A
En {i,
Aoy = o1 oieoy.
G (x) z m Qj(x),
3
pero

iy _ i
Imj} = 162 ﬂj(y) ay|
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i * i, .v11(K+1)
;Ln Fy) ol eyl ¢ BRGo ] ladoe- || 44,

Elegimos x en OA tal que

dist (Q;,x) < 2 dist (Q;,n“ - oMy ¢ 2 (const) diam (Q;).

Entonces:
. % n A
(1) (RKF)(x) € ClyaquexelR -486",
l|9%(x_,)I‘(K+1)
(ii) 1 € (const)
i
Q, d
o0 J(y) y
En total
‘m;l € (const) A.
Asi

!Gx(x)| ') !m%l Q%(x) § (const)A X1 (x).
3 ] ] i

Ahora, para terminar 12 demostracidn de (IV.5.1) combinamos las descomposiciones

de Calderdn-Zygmund obtenidas para A = 2k, k=0, *1, £2, ..., F(x)=Gk(x)+ZB§(x)

i
Gk(x) + F(x) cuando k -+ ya que la diferencia vive en

k
%
02 < {x : RF(x) > /¢y

cuya medida

J(REF)(X))F
(5 )
(2%/c)P
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tiende a 0 cuando k » =, Gk(x) + 0 cuando k + -» porque
IGkI < (const) 2% + 0

cuando k + -o,

Asi pues
o, K+l
+
F(x) = | (") - 6 =
-
@
k k+1
= z ((Z Bi) (z B, 7)) =
et 3
o [«
=7 7 k- ) By - 5T Ak,
~ i * k+1 k3 A
j:I. I,
j i
2k+1 2k k+1
Esto es posible ya que ¢ < 0  y cada componente conexa de ¢ estd conteni-
k

da en una y sdlo una compcnente conexa de 02 .
by k
F(x) = g A3 (%),

At(x) vive en I§ y coincide alli con Gk+1 -~ Gk puesto que los I?‘s para el mismo

k y diferentes i's son disjuntos. Asi

kt+1

|0%Go| = |6 @) - ()] ¢ (const) 25,

Claramente
J . A?(x) dx = 0.
R

Sea
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A?(x)

A?(x) =

(const) 2X |I’;|1/P

Entonces los Ag's tienen todas las propiedades que aparecen en el enunciado del

teorema.
v K | ki1/
F(x) = ¥ § (corst) 2 IIEI P A?(x)
= i
Todo lo que queda por demcstrar es que
o kp | .k %
Y ¥ (const)P 2P |17| ¢ (comst) f IRKF(x)lp ax.
-3 i 2°

Pero

x
)
< i

X o kp 1.2k
2P|k = § 2P Jo®K| <

o kp n * 2k
< 22 |{x e R : RKF(X) > '—C—}l =
-0

© k
) 2K gk(p-1) [{x e R : R;F(x) > %TJl =

w0

w . k
2 §2K0 k1) gy o gR R;F(x) > 23 «

-0

N

-] _ *
2 p-1 |{x e E® : R F(x) >-iq| dx =
0 A K c

® - - *
= 2[ cp-1 p-1 |[{x e " : RF(x) > vi|c dv
0

(const) J vp-ll{x e & : R;F(x) > v} dv
0



220.

%
= (const) I 0 |RK(x)lp dx € (const) ||F]|P .
R P (™)
Asi termina la demostracidn de (IV.5.1) y a partir de aqui se sigue facilmente

. . p n “'p n-1
la equivalencia entre Hrad(m ) y.{ par(lrl dr).
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