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Resumen

En esta tesis se estudia la superposicién y el emparejamientos de configuracio-
nes o conjuntos de puntos en el espacio, considerando distintas transformaciones
geométricas entre las mismas. El estudio de imagenes médicas o la comparacién
estructural de pares de moléculas son algunos ejemplos de problemas de configura-
ciones de puntos. En una primera parte se extiende el modelo bayesiano de Green y
Mardia (2006) en dos sentidos: por un lado, se consideran los emparejamientos en-
tre mds de dos configuraciones y, por otro, se asumen transformaciones geométricas
entre ellas mds generales. En una segunda parte, se estudian transformaciones no
lineales entre configuraciones, planteando dos modelos de redes neuronales con los
que se analiza, desde la perspectiva bayesiana, la relaciéon entre dos configuraciones

etiquetadas.

Un aspecto importante de esta tesis es su aplicacién en el campo de la Bioinfor-
maética. Se parte de datos procedentes de microarrays, consistentes en las expresiones
de los genes que se quieren estudiar. Una aportaciéon novedosa es el tratamiento de
estas expresiones hasta llegar a una representacion de los genes como configuraciones
de puntos en un espacio. Esto se lleva a cabo mediante la técnica multivariante mul-
tidimensional scaling ponderada (INDSCAL), utilizada en el 4&mbito de las ciencias
sociales, pero menos frecuente en el contexto de la Bioinformética, permitiendo un

estudio geométrico de los genes a través de su disposicion en el espacio.
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Prologo

El trabajo realizado en esta tesis aborda dos lineas de investigacién centradas
en el estudio de configuraciones o conjuntos de puntos en el espacio. Por un lado,
extiende el modelo bayesiano jerdrquico de Green y Mardia (2006) sobre el em-
parejamiento de dos configuraciones no etiquetadas de puntos, al caso de més de
dos configuraciones, ademds de asumir transformaciones geométricas mas generales
entre ellas. En segundo lugar, se estudian transformaciones no lineales entre confi-
guraciones, planteando dos modelos de redes neuronales que permiten estudiar la

relacién entre dos configuraciones etiquetadas, utilizando la metodologia bayesiana.

La asignacién de etiquetas a los puntos de las configuraciones para su identifi-
cacioén, puede hacerse de forma aleatoria en cada configuracién, de manera que no
existe ninguna correspondencia entre puntos de distintas configuraciones, o bien, se
puede utilizar algun criterio, de forma que haya puntos de distintas configuraciones
a los que, segtin este criterio, se les asigne las mismas etiquetas, quedando asi em-
parejados. En el primer caso se dice que las configuraciones son no etiquetadas y en

el segundo que sf lo son.

Con respecto a la primera parte de esta tesis, la modelizaciéon de M configura-
ciones no etiquetadas se plantea bajo la suposicién de que las configuraciones son
perturbaciones aleatorias de un conjunto de puntos fijos y desconocidos {;;} € R,
la configuracién de referencia, proveniente de un proceso de Poisson, y que cada 1,
s6lo puede generar a lo sumo un punto de una misma configuracién pero més de un

punto de distintas configuraciones. Se desconoce qué puntos de cada configuracién se
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corresponden con cada uno de estos f;, pero aquellos puntos de configuraciones dis-
tintas que son perturbaciones aleatorias de un mismo punto y; estardn emparejados.
Por otra parte, se asume que existen unas transformaciones geométricas desconoci-
das entre los sistemas de referencia donde se representan las M configuraciones, que

también formaran parte del modelo.

Se definen unas matrices de emparejamientos y de afinidad de distintos érdenes
de emparejamientos, que modelizan los emparejamientos entre configuraciones. Se
plantean los modelos con transformaciones lineales generales y con transformaciones
de similitud entre las configuraciones, particularizando al caso de M = 4 configu-
raciones con distribuciéon normal de los errores, para realizar inferencias sobre los
pardmetros, en el caso de conocer los emparejamientos. En el caso de transforma-

ciones de similitud se realizan inferencias cuando son configuraciones no etiquetadas.

Sobre la segunda parte de esta tesis, continuando con la misma modelizacién de
configuraciones no etiquetadas, se aborda el problema de asumir transformaciones
no lineales de redes neuronales entre pares de configuraciones, aunque las inferencias
sobre los pardmetros se desarrollan sélo en el caso de emparejamientos conocidos.
También se considera un segundo modelo considerando que una de la dos configu-
raciones es fija y la otra una transformacion no lineal de la primera mds un error

aleatorio.

Un aspecto importante de esta tesis es su aplicaciéon y el a&mbito en el que se
lleva a cabo. El anilisis de la forma de objetos, el estudio de imédgenes médicas, la
comparacion estructural de pares de moléculas son algunos ejemplos de problemas
de configuraciones de puntos. Las aplicaciones presentadas en esta tesis se centran
en el ambito de la Bioinformatica, donde la informacién de la que se parte son datos
de microarrays. En particular se utilizan dos bases de datos. Una primera tomada
de un experimento de Karaman et al. (2003) con células cultivadas de fibroblastos
en tres especies genéticamente relacionadas: gorilas (Gorilla gorilla), bonobos (Pan
paniscus) y humanos (Homo sapiens). La segunda, es la base de datos de microarrays

ALL (Acute Lymphoblastic Leukemia) de Chiaretti et al. (2004) de pacientes con
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leucemia linfobldstica aguda.

El tratamiento de estas expresiones hasta llegar a una representacién de los genes
en un espacio, es una de las aportaciones novedosas de este trabajo, utilizando la
técnica multivariante multidimensional scaling ponderada (INDSCAL) cuya apli-
cacién, aunque utilizada en el ambito de las ciencias sociales, en Bioinformatica es

innovadora.

La aplicacién de los modelos estudiados a configuraciones de genes permite, ha-
ciendo una seleccion adecuada de los mismos, realizar un estudio de ellos desde un
punto de vista geométrico. Se podria, por ejemplo, estudiar la evolucién de una en-
fermedad comparando la disposicién de genes relevantes en diferentes instantes del
transcurso de la misma, o comparar la expresiéon de los genes en pacientes sanos y

pacientes enfermos.
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Capitulo 1

Motivaciéon y Antecedentes

1.1. Introduccién al analisis de datos espaciales

La investigacién con datos recogidos en el espacio estd creciendo en disciplinas
tan distintas como la ecologia, marketing, medicina, climatologia, bioinformética...
Son muy diversos los tipos de investigacién que es posible realizar y dependen,
en gran medida, del tipo de datos espaciales de los que se disponga. Estos datos
pueden corresponder a vectores aleatorios observados en distintas localizaciones y a
las coordenadas de estas posiciones. Ademds es posible que se recoja la informacién
en distintos instantes de tiempo, de manera que se trate de investigaciones espacio-

temporales.

En funcién de la informacién disponible y del caracter de la region en el espacio
donde se centre el estudio, los conjuntos de datos espaciales se pueden clasificar en

tres tipos:

1. Datos geoestadisticos: Fijada una regién D C R% que contiene un rectdngulo
d-dimensional de volumen positivo, los datos corresponden a las observaciones

de un vector aleatorio Y'(s) en cualquier localizacién s € D.

Tal podria ser el caso en el que se recogen las concentraciones de un sustrato



CAPITULO 1. MOTIVACION Y ANTECEDENTES

en una region de terreno.

2. Datos reticulares: La regién D C R? es una coleccién numerable de puntos
de R?, regular o irregular, en cada uno de los cuales se recogen las observa-
ciones del vector aleatorio Y'(s). La regién suele construirse teniendo forma de
reticula, aunque en ocasiones presenta formas irregulares. Estas localizaciones
a menudo representan los centroides de zonas en las que esta dividida la region
Dy, conectadas entre si, adquieren un aspecto de reticula. La observacién Y (s)
recoge la informacién de toda el drea de estudio representada por su centroide

S.

Dos situaciones de datos reticulares se encuentran en las imégenes propor-
cionadas por los satélites y en las imdgenes médicas que, aunque las escalas
espaciales en ambos problemas son muy diferentes, la forma de los datos y las

cuestiones en ambos contextos son similares.

3. Datos de un proceso puntual: A diferencia de los casos anteriores, la regién D
es aleatoria, de manera que los datos corresponden a las localizaciones de los
eventos aleatorios encontrados en D. El valor de Y(s) es fijo, y representa la
ocurrencia o no del evento de interés. También es posible recoger, ademas de la
localizacién donde ha tenido lugar el evento, informacién adicional de alguna

variable, obteniendo lo que se denomina un proceso puntual con marcas.

La localizacién de personas con una enfermedad determinada en cierta zona,

o la de ciertas especies en Biologfa, son ejemplos de este tipo de datos.

Aunque el objetivo de las investigaciones es muy diferente, un contexto especial
donde también se trabaja con datos espaciales es el anédlisis de formas de objetos. Las
localizaciones de los puntos vienen determinadas por la forma del objeto en cuestion,
ya que se sitian en puntos estratégicos (landmarks) del contorno del objeto que
permiten describir la forma que tiene. Esto permite, por ejemplo, estimar la forma
media de una poblacion de objetos a partir de los landmarks de una muestra aleatoria

de ellos, o comparar las formas medias de objetos distintos. No obstante, el estudio
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de la forma se ha extendido a conjuntos de puntos aleatorios, como proyecciones de

particulas de polvo o de granos de arena (Stoyan y Molchanov (1997)).

Pero ademds de la comparacion de la forma de dos o més conjuntos de puntos en
el espacio, es interesante plantearse la bisqueda de transformaciones que mejor los
superpongan y, en el caso de que no se conozca la correspondencia entre los puntos,

investigar métodos de estimacién de emparejamientos.

1.2. El andlisis de la forma, superposicién y em-
parejamiento, como problemas espaciales

El analisis, descripcién y comparacion de formas y tamanos de los objetos y seres
que nos rodean, han sido y son actualmente de gran interés en muchas disciplinas. Se
denomina morfometria el estudio estadistico de la forma y el tamafio de un objeto y
sus relaciones con otras variables y es una herramienta muy utilizada en Arqueologia,
Paleontologia, Geografia, Geologia, o en investigaciones forenses. Asi, por ejemplo,
se estudia de qué manera cambia la forma del cuerpo humano a lo largo del tiempo,
o si es posible saber por la forma o el tamano de un craneo, si éste pertenecié a un

hombre o a una mujer.

En Medicina y Biologia tiene especial interés estudiar cémo la forma de un or-
ganismo cambia durante el crecimiento o a lo largo de la evolucién, cémo viene
relacionada con el tamano o con otras variables como el sexo, la edad o condiciones
ambientales en las que se haya desarrollado el organismo. Ya Galileo, en 1638, ob-
servo que los huesos de animales grandes no son exactamente versiones a mayor
escala de esos mismos huesos en animales méas pequenos. La explicacion viene dada
porque los animales de mayor peso necesitan huesos proporcionalmente mas grue-
sos para soportar el incremento de peso. Otra aplicacién muy interesante es poder

discriminar y clasificar organismos utilizando la forma que estos presentan.

El analisis estadistico de formas recoge la metodologia para analizar las formas

3



CAPITULO 1. MOTIVACION Y ANTECEDENTES

en condiciones de aleatoriedad. Los objetos a estudiar podrian ser considerados como
una muestra aleatoria de una poblacion, siendo los objetivos principales estimar la
forma media de la poblacién, estimar la variabilidad de las formas e incluso realizar
inferencias como, por ejemplo, comparar las formas medias de dos poblaciones de

objetos.

1.2.1. Meétodos tradicionales frente a métodos geométricos

Los métodos que se han utilizado para el andlisis de la forma de objetos han ido
cambiando a lo largo del tiempo. En los 1ltimos anos se ha desarrollado toda una
teorfa del andlisis de las formas desde un punto de vista geométrico, centrandose
los estudios en la definicién de la forma a través de ciertos puntos claves del objeto
que lleguen a caracterizarlo no perdiendo la estructura geométrica del mismo. Este
enfoque tiene su origen en el trabajo de Thompson (1917) que propuso representar
la forma de los objetos en una rejilla con el objetivo de, mediante deformaciones de

la misma, describir cambios morfolégicos en ellos.

A principios del siglo XX se abordé este problema, desde otro punto de vista,
basdndose en la descripcién de los objetos a partir de mediciones cuantitativas de
los mismos (longitud, altura, anchura, distancia entre ejes, cociente de longitudes...),
siendo desarrolladas numerosas técnicas multivariantes hoy en dia ampliamente
conocidas y utilizadas. Este enfoque es conocido en biologia como morfometria
multivariante. Pearson, en 1926, estudié un coeficiente de semejanza racial como
medida de similitud entre crédneos basada en las distancias de un gran nimero de
landmarks. Este término ya habfa sido definido en 1882, en el décimotercer congreso

de la Sociedad Antropoldgica Alemana.

Algunas aplicaciones directas de este enfoque en el andlisis de formas, son la
clasificacién de especies e identificacién del sexo basdndose en mediciones cuantita-
tivas craneales. El andlisis de componentes principales sobre las mediciones es una

técnica que ampliamente se ha utilizado en este contexto, y cada componente se

4



CAPITULO 1. MOTIVACION Y ANTECEDENTES

identificaba con un aspecto del tamano o la forma. Frecuentemente la primera com-
ponente principal se interpretaba como una medida global del tamano del objeto,

pues ponderaba con el mismo peso a todas las variables cuantitativas consideradas.

Otra édrea de gran aplicacién de estas técnicas multivariantes es la alometria, que
consiste en el estudio de las diferencias en formas asociadas al tamano. El concepto

de alometria fue desarrollado por Huxley en 1924.

Mosimann, en 1970, realizé un anélisis en profundidad en esta materia, aportando
teoremas donde se estudia la independencia entre el tamano y la forma, concepto que
denomina isometria. Como ejemplo, estudia la relacién entre el tamano y la forma
en el hombre. Define la variable adimensional % con la que se pretende recoger la
idea de forma, donde H es la longitud de la cabeza (de la barbilla hasta la parte
més alta) y B la longitud del cuerpo, excluyendo la cabeza. Por otra parte, define
la variable tamano H + B , dimensional, y que representa la altura del individuo.
Demuestra, a partir de una muestra de personas, tanto adultos como ninos, que la

correlacién entre la variable de forma % y la variable de tamano H + B es negativa.

Toda esta teorfa estd basada exclusivamente en variables positivas (longitudes,
angulos, cociente de longitudes...). Hay que senalar que la idea de considerar las
coordenadas de las localizaciones en vez de las distancias, dngulos, etc, entre ellas,
permite disponer de mayor informacién ademads de poder recurrir, si fuera necesario,

a cualquier medida cuantitativa que se necesite.

En muchas ocasiones, la interpretacién de las combinaciones lineales constru-
idas a partir de las variables cuantitativas es poco intuitiva y complicada. Por todo
esto, es interesante abordar el problema desde un punto de vista geométrico, par-
tiendo del espacio original desde el que se obtienen las mediciones cuantitativas, es
decir, trabajar en el espacio geométrico original del objeto en vez de en el espacio

multivariante de sus mediciones.

Los nuevos avances tecnoldgicos han permitido desarrollar este nuevo enfoque

espacial del problema gracias a la digitalizaciéon de objetos.
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Estos problemas requieren dar una definicién exhaustiva del concepto de forma,
asi como decidir qué aspectos geométricos de los objetos son prescindibles a la hora
de definirla. Esto lleva a estudiar las transformaciones éptimas que superpongan
a los objetos, ya que la localizacién, orientaciéon o tamano de un objeto no afecta
a su forma. Los métodos Procrustes son ampliamente utilizados en este contexto
y se basan en la estimacién de transformaciones de similitud mediante minimos

cuadrados.

Por 1ltimo, también un aspecto muy interesante en este contexto de datos es-
paciales, es la estimacién de los emparejamientos de objetos cuando no se conoce
qué puntos de uno corresponden con los del resto, por lo que el problema consiste
en identificar qué puntos estdn emparejados. Problemas de este tipo se plantean
con frecuencia en Bioinformética y Quimioinformética, donde las estructuras mole-
culares no permiten conocer qué partes de las moléculas se corresponden. Trabajos
realizados en este contexto se pueden encontrar en Dryden et al. (2007) y en Green

y Mardia (2006).

Como conclusién, los problemas de andlisis de formas, de superposicién y de
emparejamientos de objetos requieren una representacién geométrica de los mismos,

dando lugar a investigaciones y andlisis con datos espaciales.

1.3. Los objetos como configuraciones de puntos
en el espacio

La forma de un objeto estd relacionada con la apariencia o con la informacién
geométrica que tiene el mismo, pero es dificil en ocasiones describirla. En el lenguaje
cotidiano la forma desconocida de un objeto a menudo se relaciona con una segunda
forma de otro al que se parece. Asi, por ejemplo, se dice que el mapa de Italia tiene
forma de bota. La siguiente definicién de forma es debida a Kendall (1977) y es la

més referida.
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Definicién 1 Se entiende por forma a toda la informacion geométrica que per-
manece en un objeto prescindiendo de cambios en la posicion, en la escala y en giros

o rotaciones.

En otras palabras, la forma es invariante a transformaciones euclideas de simili-
tud de localizacion, escala y rotacion. Esta definicién recoge la idea intuitiva de que
independiente de dénde se localice el objeto, qué tamano tenga y si esta rotado de
una manera o de otra. Asi, dos objetos tendrdn la misma forma si después de ciertas
transformaciones de traslacion, de escala y de rotacién en un sistema de coordenas

arbitrario, coinciden, es decir, son objetos similares.

En la Figura 1.1 las dos siluetas de la luna tienen la misma forma aunque distinta
localizacion y tamano. En la Figura 1.2 las dos siluetas tienen la misma forma y el

mismo tamano, pero distinta localizacién.

Figura 1.1 Dos siluetas de luna con la misma forma

Figura 1.2 Dos siluetas de luna con la misma forma y tamano

En la préctica, tiene interés comparar objetos con distintas formas, por lo que

se necesita alguna manera de describirlas. Una manera de hacerlo es localizando
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un nimero finito de puntos en su entorno, denominados landmarks (Dryden and

Mardia, 1992).

Definicién 2 Un landmark es un punto de un objeto u organismo que caracteriza

0 es comiun a los de su misma poblacion o especie.

Los landmarks van a ayudar a describir la forma de un objeto localizando un
nimero finito de ellos sobre él. Dryden and Mardia (1992) definen tres tipos de

landmarks:

i) Landmarks anatémicos: es un punto especial identificado por un experto que tiene

algun significado especifico dentro del objeto u organismo.

ii) Landmarks matemdticos: se caracterizan por verificar alguna propiedad matemati-
ca o geométrica dentro del objeto (punto de méxima curvatura, punto maxi-

mo...)

iii) Pseudo-landmarks: son puntos localizados normalmente entre dos landmarks
anatémicos o matemaéticos. Suelen dibujarse equidistantes y ayudan a aproxi-

mar curvas continuas del objeto a estudiar.

Definicion 3 Se llama configuracion al conjunto de landmarks de un determinado
objeto. Toda configuracion se representa a través de la matriz de la configuracion
X, de dimensiones k X m, que recoge las coordenadas cartesianas de k landmarks

en dimension m.

Es frecuente asignar a cada landmark una etiqueta, que suele ser un nombre
o un nuimero, con el objetivo de identificarlo. Esto es importante en problemas de
comparacion y emparejamientos de objetos, pues ayudardn a describir qué pares de

landmarks estdn emparejados.
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La asignacién de las etiquetas a los landmarks puede ser elegida segtin algin cri-
terio, de manera que los landmarks de distintos objetos de la misma especie vendran
identificados con las mismas etiquetas. Se dice entonces que son landmarks etique-
tados. Sin embargo, puede haber situaciones donde la asignacion de las etiquetas a
los landmarks sean arbitrarias y no exista una correspondencia de landmarks entre
puntos de distintas especies. En este caso, se dice que los landmarks no estdan eti-
quetados. En esta situacién, un interesante objetivo que se plantea es la estimacion

de los mejores emparejamientos de landmarks.

Definicién 4 Sean X = {z;,j =1,...,n} eY = {yx, k = 1,...n} dos configura-
ciones de n puntos en R?. Se dice que son dos configuraciones de puntos etiquetados,
o son dos configuraciones etiquetadas, si se conoce qué puntos de la configuracion X
estdan emparejados con qué puntos de la configuracion Y, es decir, se sabe cudles son
los emparejamientos entre sus puntos. En el caso de que se conozcan sdlo los em-
parejamientos de algunos de los puntos, se dird que son configuraciones parcialmente

etiquetadas, o que tienen emparejamientos parcialmente conocidos.

Ejemplo 5 En O’Higgins (1989), se puede encontrar un ejemplo de configuraciones
etiquetadas. Se tomd ocho landmarks anatomicos, seleccionados por un especialista,
en la seccion vertical media de los craneos de simios para estudiar si existian dife-
rencias entre los crdneos de simios hembra y simios macho. En las Figuras 1.3 y
1.4 se representan las configuraciones de dos de los simios hembras y de dos de los
simios machos que utilizo en su estudio. Los nombres de las etiquetas corresponden

a puntos identificativos de la seccion vertical de los crdneos.
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Figura 1.8 Dos configuraciones de crdneos de simios hembras
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Figura 1.4 Dos configuraciones de craneos de simios machos

El estudio de la superposicién de dos o mds configuraciones etiquetadas per-
mite comparar sus formas, ya que éstas no se ven afectadas por sus localizaciones,
orientaciones o tamanos. Asi, se estudian las transformaciones que superponen a las
configuraciones de puntos. Los métodos Procrustes son ampliamente utilizados en
este contexto. En el caso de configuraciones no etiquetadas, el estudio se extiende

también a la bisqueda de emparejamientos entre sus puntos ademds del andlisis de

la forma.
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1.4. La superposicion de configuraciones: Méto-
dos Procrustes

El andlisis Procrustes estudia la superposicién de configuraciones etiquetadas
mediante transformaciones de similitud (rotaciones, traslaciones y escalamientos),
minimizando la distancia entre ellas mediante la técnica de minimos cuadrados.
No obstante, estos métodos se han ido adaptando al caso de configuraciones no
etiquetadas o parcialmente etiquetadas, extendiendo la minimizacién al conjunto de

las transformaciones y al conjunto de las permutaciones de los landmarks.

El origen del término se encuentra en la mitologfa griega. Procrustes fue el apodo
de un ladrén que vivié en los caminos entre Atenas y Eleusis. Ofrecia a los viajantes
una habitaciéon para pasar la noche y los ajustaba a la cama estirdndolos si eran
demasiado bajos o acortdndoles si eran demasiado altos. La analogfa con respecto a
las técnicas actuales puede verse interpretando una configuracién como la cama que
ofrecia Procrustes y la otra identificindola con la persona que iba a pasar la noche
en ella, pues era rotada, trasladada y hasta reescalada para que se ajustara lo mas
posible a la cama. El término andlisis Procrustes fue acunado por primera vez por

Hurley y Cattell en relacién al Analisis Factorial (1962).

El analisis Procrustes utilizando matrices ortogonales (rotacién-reflexién), ini-
cialmente tuvo su aplicacién en Psicologia y las primeras publicaciones aparecieron

en la revista Psychometrika.

1.5. El estudio de configuraciones no etiquetadas

En el caso de configuraciones no etiquetadas o parcialmente etiquetadas, ademads
del estudio de su forma, es de gran interés buscar emparejamientos entre sus puntos

y ajustar una transformaciéon geométrica entre ellas.

Con respecto al andlisis de la forma de una configuracién no etiquetada, inicial-

11
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mente, algunas investigaciones se centraron en el estudio de tridngulos (configura-

ciones de tres puntos).

A principio de los anos veinte, se planteo el estudio de la localizacion de 52 piedras
megaliticas situadas en Cornwall, Inglaterra. El enfoque que se le dio al problema
fue analizar las formas de todos los tridngulos que se pudieran formar con las 52
localizaciones, en total (532) tridngulos, y comprobar si se obtenfan mds tridngulos
planos, es decir tres puntos casi alineados con el dngulo mayor cerca de 180 grados,
que los que se esperarfa encontrar bajo hipétesis de aleatoriedad. Los puntos en
este problema no estaban etiquetados y los datos consistian en las posiciones de los
(532) tridngulos en el plano. Estos datos fueron particularmente importantes porque
motivaron investigaciones pioneras de D.G. Kendall. Trabajos relacionados con este
problema se pueden encontrar en Broadbent (1980), Kendall y Kendall (1980), Small
(1988) y Stoyan et al. (1995).

Por otra parte, Christaller (1933) elaboré la Teoria del Lugar Central, desarrolla-
da para explicar la distribucién espacial de los asentamientos humanos. Segin esta
teorfa, un lugar central serfa aquel que pudiese ofrecer servicios de determinadas
clase y su drea de alcance tendria forma hexagonal, para garantizar la prestacién de

ese servicio a todo el espacio.

Una forma de comprobar si se cumple la Teoria del Lugar Central en una region,
es examinar la forma de los tridngulos formados por un asentamiento y dos de
sus vecinos, y comprobar si son tridngulos m&s o menos equildteros que lo que se
esperarfa bajo hipétesis de aleatoriedad. Una triangulaciéon de las ciudades es la
triangulacién Delaunay, estudiada por Mardia et al. (1977), Green y Sibson (1977)

y Mardia (1989). Estos tridngulos forman configuraciones de puntos no etiquetadas.

Un dmbito de aplicacién donde el problema del emparejamientos de configura-
ciones no etiquetadas tiene una gran importancia, es el andlisis de imédgenes donde

se han desarrollado varios métodos algoritmicos de emparejamientos.

Rangarajan et al. (1997), extendieron la técnica Procrustes a configuraciones no

12
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etiquetadas (softassign procrustes algorithm) y la aplicaron a imédgenes digitalizadas

del cerebro de primates.

También el emparejamiento de dos imagenes es de gran interés en las investiga-
ciones en wvision computarizada, también conocida como reconocimiento de objetos,
que se basa en la construcciéon de sistemas artificiales que obtienen informacién a

partir de imdgenes, como secuencias de videos o fotografias desde distintas cdmaras.

Gold et al. (1998) desarrollaron un algoritmo rapido y robusto (DAS, Deter-
ministic Annealing and Softassignment) que consiste en encontrar una funcién afin
entre las configuraciones de puntos que representan las imédgenes y una matriz de

correspondencias, a través de un problema de minimizacién con restricciones.

Para ello se apoyaron en la técnica denominada softassign (basada en el trabajo
de Kosowsky y Yuille, 1994) y el método de simulacién de annealing. Las restricciones
recogen el hecho de que las filas y las columnas de dicha matriz de corresponden-
cias deben sumar uno y ademas, estar formada por unos o ceros (en el caso de ser
cuadrada, resulta ser una matriz permutacién). En general, la simulacién annealing
encuentra una buena aproximacién a un minimo global de una funcién dada en un
espacio grande de biusqueda y suele usarse cuando éste es discreto. La matriz de
correspondencias se encuentra como limite de matrices estocédsticas, es decir, matri-
ces cuyos elementos son no negativos y sus filas y columnas suman uno. De forma

intuitiva, puede interpretarse como el caso continuo de una matriz permutacion.

El problema de la modelizacién de los emparejamientos de configuraciones de
distinto nimero de puntos, se resuelve definiendo en la matriz de correspondencias

una nueva fila y columna que identifique los no emparejamientos, o outliers.

Liu et al. (2004) realizaron una extensién del algoritmo DAS incluyendo modi-

ficaciones en la funcién objetivo a minimizar.

Otros algoritmos de buisqueda de emparejamientos son los métodos tree-pruning,

con los que se representan inicialmente todos los posibles emparejamientos en forma

13
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de arbol, y se van talando sus ramas, segin van elimindndose los emparejamientos

menos probables (Baird (1984), Grimson y Lozano-Pérez (1987) y Umeyama (1993)).

Cross y Hancock (1998), resolvieron el problema utilizando el algoritmo EM en
conjunto de puntos en dos dimensiones. Walker (1999) adapté su método al caso de
emparejamiento en electroféresis en gel, técnicas empleadas para separar moléculas

basdndose en propiedades como el tamano o la forma.

En el &mbito de la Biologia, Taylor et al. (2003) y Kent et al. (2004) estudiaron el
emparejamiento de moléculas de protefnas utilizando también el algoritmo EM para
la estimacion, definiendo los emparejamientos entre dos configuraciones a través del

conjunto de permutaciones entre los dos conjuntos de puntos.

A continuacién, se presentan dos publicaciones recientes sobre el problema de
emparejamiento de configuraciones no etiquetadas utilizando metodologia bayesiana.
En ambas, se definen los emparejamientos entre pares de configuraciones a través
de una matriz de correspondencias, que se convierte en un pardmetro més de los

modelos.

Dryden et al. (2007) comparan configuraciones no etiquetadas y consideran una
aplicacién con moléculas cuyos dtomos son identificados con los puntos de estas con-
figuraciones. También incluyen en el modelo informacién adicional sobre los dtomos,
en particular, la carga del mismo y el radio van der Waals que ayudan a estimar de

forma 6ptima los emparejamientos.

La importancia de la comparacion de moléculas activas, con caracteristicas cono-
cidas, con moléculas desconocidas, es que puede ayudar a encontrar similitudes entre
ambas. Si se consigue encontrar un emparejamiento estructural entre ambos tipos

de moléculas, es posible deducir la funcionalidad de las moléculas desconocidas.

Por lo general, las coordenadas de las moléculas se representan sin tener en
cuenta su localizacién y su orientacién, de manera que se comparan prescindiendo

de dénde estén situadas y si estdn o no giradas. Es por ello por lo que el modelo
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planteado asume que la verosimilitud es invariante ante rotaciones y traslaciones
de los datos, de modo que el problema se centra en encontrar los emparejamientos
entre los dtomos de las moléculas, es decir, una matriz de etiquetas que identifique

los emparejamientos.

En el trabajo de Green y Mardia (2006) se aborda el problema del empare-
jamiento de dos configuraciones de puntos no etiquetados, o parcialmente etiqueta-
dos, identificando algunos emparejamientos y sus aplicaciones en conformacién de
moléculas de protefnas. Se plantea un modelo bayesiano jerdarquico donde se supone
la existencia de una configuracién de puntos de referencia desconocida proveniente
de un Proceso de Poisson. Los autores realizan inferencias bayesianas sobre los em-
parejamientos, al mismo tiempo que estiman las transformaciones afines que definen
las superposiciones, entendidas como transformaciones entre los sistemas de coorde-

nadas donde se representan las dos configuraciones.

Existen dos diferencias con respecto al enfoque hecho por Dryden et al. (2007).
La primera es que el modelo supone que las dos configuraciones se superponen a
una configuracién de referencia, es decir, son generadas a partir de los puntos del
Processo de Poisson de esta configuracién de referencia y, asi, proponen un modelo
simétrico para ambas configuraciones. La segunda diferencia es que los pardmetros

de las transformaciones que definen la superposicién son incluidos en el modelo.

Evans y Dryden (2008) abordan la comparacién de los modelos presentados en los
trabajos de Dryden et al. (2007) y de Green y Mardia (2006) y también mejoran la
convergencia del algoritmo utilizado en Dryden et al. (2007), proponiendo saltos més
grandes en la fase de calentamiento del algoritmo MCMC, usado en la estimacién

de los pardmetros.
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Capitulo 2

Definiciones y conceptos previos

2.1. Introduccion

El objetivo de este segundo capitulo es presentar varios temas fundamentales en

los que se basan los modelos estudiados en esta tesis.

En primer lugar, se exponen los aspectos mds importantes del proceso de Pois-
son espacial homogéneo, en particular en R?, ya que uno de los modelos de empare-
jamiento entre configuraciones que se estudiara en los capitulos 3 y 4, estd basado

en este tipo de proceso puntual.

A continuacién se presentan las principales transformaciones matriciales de con-
figuraciones de puntos en R?, estudiando desde las transformaciones més simples
hasta composiciones de ellas que dan lugar a transformaciones lineales méas genera-

les, todo ello ilustrado a través de representaciones geométricas.

En tercer lugar se realiza un anélisis del problema del emparejamiento de dos
configuraciones no etiquetadas asumiendo una transformacién afin entre ellas, mo-
delo que serd el origen de la generalizaciéon a més de dos configuraciones y que serd

la base del capitulo 3.

17



CAPITULO 2. DEFINICIONES Y CONCEPTOS PREVIOS

Como introduccién a las transformaciones no lineales entre configuraciones que
se estudiardn en el capftulo 4, se realiza una introduccién a las redes neuronales

desde la perspectiva de los modelos de regresién no lineales.

Por 1ltimo, y como presentaciéon de la técnica multivariante utilizada en las
aplicaciones en Bioinformdtica realizadas en este trabajo, se resumen los concep-
tos claves de la técnica multivariante INDSCAL (INDividual differences SCALing),

modelo de escalamiento multidimensional con ponderaciones.

2.2. Proceso de Poisson espacial

2.2.1. Introduccién

La disposicién de puntos en una regién del espacio, sea éste R, R? ¢ en general
R™, puede presentar distintos patrones. Si la nube de puntos presenta un aspecto
homogéneo sobre la regién, se dice que sigue un modelo regular. Por el contrario, si
los puntos presentan ciertos agrupamientos se dice que siguen un modelo agregado.

En las figuras 2.1 y 2.2 se muestran dos ejemplos de este tipo de patrones.

Mediante el proceso de Poisson espacial se modelizan disposiciones de puntos en
el espacio que son aleatorias, y por tanto se dice que siguen un modelo aleatorio.
Este proceso es la base de la teoria de procesos puntuales espaciales y modeliza el
mecanismo aleatorio mas sencillo para generar patrones aleatorios de puntos. En la

figura 1.3 se muestra una nube de puntos de un modelo aleatorio.
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Figura 2.1 Modelo regular Figura 2.2 Modelo agregado Figura 2.3 Modelo aleatorio

Sin pérdida de generalidad, nos centraremos en el caso de R?. Denotaremos por
N(A) el nimero de eventos o puntos en una regién A del plano, |A| al drea de Ay

dx una region infinitesimal que contiene a x.

2.2.2. Los procesos puntuales espaciales

Definicién 6 Se llama proceso puntual espacial en R?, a cualquier mecanismo es-
tocdstico que genera un conjunto de eventos o puntos X;, © = 1,...,n, situados en

el plano.

Definicion 7 Se dice que un proceso puntual espacial es estacionario, si todas sus
propiedades probabilisticas en cualquier region A del plano, se mantienen invariantes
bajo traslaciones arbitrarias de la region A. Si ademds esta invarianza se mantiene

bajo rotaciones de A, se dice que el proceso es isotrépico.

Definicién 8 Sea N un proceso puntual en el plano. Se define la funcion de inten-

sidad de primer orden del proceso como,

En un proceso estacionario A\(x) es constante e igual a A para todo x, y representa

el nimero medio de eventos por unidad de &rea.
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Definicion 9 Se define la funcion de intensidad de sequndo orden del proceso N

como
. [E[N(dx)N(dy)] }
Aa(x,y) = lim .
2(%,¥) dxbo{ ldx] |dy]
|dy|—0
En un proceso estacionario, A2(X,y) = A2(x — y) es decir, es funcién de la

diferencia x — y.

Definicién 10 Para n puntos en una region A, se define la distancia al vecino mas
proximo desde el punto © como la distancia desde el i-ésimo punto al punto mds

cercano en A.

La funcién de distribucién empirica de la variable Y, distancia de un punto al
vecino més proximo, es
A #(yi <y)

n

donde con # se denota el niimero de puntos.

Esta variable tiene interés en situaciones donde los eventos o puntos compiten
entre ellos y por lo tanto es necesario fijar una distancia minima. Tal puede ser el
caso de los drboles en una region, donde la necesidad de nutrientes en la tierra y de

la luz solar puede convertirles en competidores.

Este concepto puede generalizarse definiendo la distancia al k-ésimo vecino maés
préximo desde el punto i, como la distancia desde el i-ésimo punto al k-ésimo mads

cercano que se encuentra en A.

2.2.3. El Proceso de Poisson espacial

Definicién 11 FEl proceso de conteo N es un proceso de Poisson homogéneo de

intensidad A > 0, si verifica las siguientes propiedades:
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(i) Para cualquier region finita del plano A, N(A) sigue una distribucion de Pois-

son de media \|A|.

(ii) Para toda coleccion {As, ..., Ay} de conjuntos disjuntos, las variables aleato-

rias N(Ay),...,N(Ay) son independientes.

Proposicién 1 Sea A una region del plano con |A| > 0 con exactamente un punto.

Entonces, la probabilidad de que el punto se encuentre en B C A es

P{N(B)=1| N(4) =1} = %.

Demostracion. A = B U B°. Por (ii) N(B) y N(B°) son independientes y por (i)
N(B) y N(B°) siguen una distribucién Poisson de medias A |B| y \|B¢|, respecti-

vamente. Asi,

P{N(B) = 1,N(B°) = 0}

P{N(B) = 1[N(A)=1} =

P{N(A) =1}
P{N(B) = 1}P{N(B°) = 0}
P{N(A) =1}
[(A[B) e M2/1] [(A[B°) e 2 1/0l]  |B|
(AA])! emA41/11 =

La generalizacion de este resultado a més de un punto, se recoge en la siguiente

proposicion.

Proposicién 2 Sea A una region del plano con |A| > 0 con exactamente n pun-
tos. Entonces para toda particion disjunta de A, Ay U...U A,, = A, y para todo

m
ki,...,km € R tales que Y k; = n se tiene que
i=1
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Demostracion. Para todo i = 1,...,m, por la definicién 11(ii) N(A4;) son inde-
pendientes y por definicién 11(i) N(A4;) siguen una distribucién Poisson de media

A|A;|. Ademds, por la proposicién 1, la probabilidad de que un punto pertenezca

al conjunto A; es |‘AA"|‘. Por lo tanto, para todo ki,. .., k, € R tales que > k; =n, a

=1

partir de la distribuciéon multinomial, se tiene que

P(N(Ay) =ky,...,N(Ap) = ky) | N(A) =n) = kll.é%km! (|,//111‘|) 1'” (’lA—ﬁ) m.

Este resultado asegura que los n eventos en A se distribuyen uniformemente sobre

A.

Observacion 1 La definicion del proceso de Poisson espacial implica unas propiedades
que verifica el proceso puntual, andlogas al caso unidimensional y que son las siguien-

tes:

1. La distribucion de N(A) depende de la region A sélo a través de su tamano

|A| con la propiedad que

P{N(A) > 1} = A|A| + o(|A|) cuando |A]| | 0.

2. Param =23,...,si Ay,..., A, son regiones disjuntas, entonces N (A1), ...,
N(A,,) son variables aleatorias independientes y N(A1U...UA,,) = N(A1)+
o+ N(AR).

3.

P{N(4) =

, 1} _
PN =1}

La propiedad 1 indica que la distribuciéon de N(A) no depende de la forma ni
de la localizacién de A, sino sélo de su tamano |A|. La propiedad 2 implica que un
punto en una regién ni influye ni es influido por la presencia de otro punto en una

segunda region que no se solape con la primera. Y, por iltimo, la tercera propiedad
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establece el hecho de que los eventos se presentan de uno en uno, no siendo posible

el solapamiento de dos en una misma localizacion.

La funcién de intensidad del proceso de Poisson homogéneo es constante e igual

o [EIN@) . [Aldx])
A(X)_dlifﬂo{ B e T S

y la funcién de intensidad de segundo orden es A2, ya que se tiene que

a A, ya que

, E[N(dx)N(dy)] ) E[N(dx)] - E[N(dy)]
Ax(x,y) difﬂo{ ldx] [dy]| |20 x| [dy]
|dy|—0 |dy|—0
, )\|dx| ')‘|dY‘} 2
= lim { ———— 7 = \°.
|dx|—0 { |dx| |dy|
|dy|—0

Con respecto a la variable Y, distancia de un punto al vecino mds préximo, denota-
mos por Y; a la distancia desde el punto 7 al vecino mas préximo. Asi la probabilidad
de que se encuentre a menos de una distancia y sera:

Area del ctreulo de radio y B Ty?

|A] AN

P <y) =
Por lo tanto la funcién de distribucién de Y es,

Gly) = P{Y <y}

= 1 — P{todos los puntos estan a una distancia mayor que y}
n—1 2\ n—1
= 1-[[PYisyt=1- (1—%) .
ey A
Una aproximacién para n grande, tomando A = n/ |A| es entonces,
G(y) =1 —exp(=Amy?)  y>0.
Por tanto, la funcién de densidad de Y es

f(y) = 2y exp(—Amy?).
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Un tipo de proceso puntual no estacionario es el proceso de Poisson no homogéneo

donde la funcién de intensidad no es constante, sino es funcién de x.

Definicién 12 Fl proceso de conteo N es un proceso de Poisson no homogéneo con

funcion de intensidad \(x), si verifica las siguientes propiedades:

(i) Para cualquier region finita del plano A, N(A) sigue una distribucion de Pois-

son de media [ \(x)dx.
A

(ii)) Dado N(A) = n, los n eventos en A forman una muestra aleatoria simple de

la distribucion sobre A, cuya funcion de distribucion es proporcional a A(X).

Simulacién de un proceso de Poisson espacial

Si se condiciona a un valor fijo de N(A), un método directo para generar un
proceso de Poisson homogéneo en A serfa distribuir los sucesos independientemente
segun la distribucién uniforme sobre A. Si la forma de A no es sencilla, se puede sim-
ular sobre una regién de una forma més sencilla (rectdngulo o circulo, por ejemplo)
donde esté incluida la regiéon A, y prescindir de aquellos eventos que no han caido
en A. Hsuan (1979), proporciona un algoritmo para generar puntos uniformemente

distribuidos sobre un poligono cualquiera.

Por otro lado, si se requiere que N(A) sea aleatorio, se puede aplicar este mismo

método previa simulacién de N(A) a partir de la distribucién de Poisson adecuada.

Ross (1997) presenta la simulacién de un proceso de Poisson homogéneo en un
circulo de radio fijo r y centro el origen, a partir de las coordenadas polares de
los puntos. Denotamos por C(r) al circulo centrado en el origen y de radio r. Por
definicién 11(i), el nimero de puntos en C(r) tiene una distribucién Poisson de

pardametro Awr2. Sea R; la distancia del origen a su i-ésimo vecino mds préximo.
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Entonces,

P{rR? > z}=P{R > \/E} = P{Ningun punto se encuentre en C(/ z)}
T T

= P{N(C(\/g) =0} = exp{—Az}.

Por lo tanto, el drea del circulo centrado en el origen y de radio Ry, (distancia del

origen al vecino mds préximo), sigue una distribucién exponencial de parametro \.

Este razonamiento puede repetirse para obtener el siguiente resultado general,
que afirma que las dreas de las coronas circulares formadas como diferencia de dos
circulos de radio R; vy R;_1 ¢ = 1,...,n, son variables independientes y siguen una

distribucién exponencial de pardmetro .

Proposicién 3 Tomando Ry = 0, se tiene que para todo i > 1, tR? — mR? | son

variables aleatorias independientes de media X.

Ademds, por simetria, se tiene que los respectivos dngulos de los puntos del
proceso de Poisson son independientes y se distribuyen uniformemente sobre (0, 27),
por lo que el algoritmo que propone Ross (1997) para simular un proceso de Poisson

sobre un circulo de radio r y centro el origen, es el siguiente:

Algoritmo 13

Paso 1 Simular exponenciales independientes de tasa \, Xy, Xo,..., Xn_1
donde
N =Min{n: X;+...+ X, > mr’}.

Paso 2 Si N =1, parar, y entonces no hay puntos en C(r).

En otro caso, parai=1,. — 1, tomar

\/X1 +.
X;.

25

es decir, TR? = X; + ...+



CAPITULO 2. DEFINICIONES Y CONCEPTOS PREVIOS

Paso 3 Simular Uy, ..., Ux_1 de una distribucion U(0,1).

Paso 4 Las coordenadas polares de los N — 1 puntos del proceso de Poisson

de tasa \ son

(RZ‘,Q’]TUZ‘), Z:1,,N—1

Ross (1997) también aplica el mismo razonamiento a regiones del plano generales,
limitadas por el eje = (intervalo (0,7")) y una funcién positiva f(z). El caso particular

de f(z) = k, equivale a simular en el rectangulo (0,7") x (0, k).

Por tltimo, para simular un proceso de Poisson no homogéneo, Lewis y Shedler
(1979) sugieren un algoritmo basado en el método de rechazo. Basicamente consiste
en simular un proceso de Poisson homogéneo sobre A con intensidad \g = mc’zAx)\(x)

p<S

y elegir el evento en x con probabilidad A(x)/Ao.

2.3. Transformaciones matriciales

Uno de los aspectos més relevantes de este trabajo se refiere a la representacion
de configuraciones de puntos, su emparejamiento y su relacién mediante distinto
tipo de transformaciones, en particular, transformaciones lineales. En esta seccién

se presentan distintos tipos de transformaciones matriciales en R,

2.3.1. Transformaciones matriciales simples

Definicién 14 Se llama configuracion de puntos a un conjunto de k puntos en R?,
de manera que se representa a través de la matriz X, de dimensiones k X d, que

recoge las coordenadas cartesianas de los k puntos en RY.

Definicién 15 Una transformacion T : R? — R? es lineal si verifica las siguientes

propiedades:
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1. Para todo x € R existe un tinico vector x* = T(x) € R%
2. Para todo k € R y todo x € RY, se tiene que T(kx) = kT'(x).

3. Para todo x,y € R? se tiene que T(x +y) = T(x) + T(y).

Cualquier transformacién lineal de R? en R?, puede representarse mediante una
matriz cuadrada no singular A de dimensiones d x d, es decir, mediante una trans-

formacién matricial general,

T(x) = Ax, xecR<

Observacion 2 En general, si se quiere aplicar una transformacion matricial a una
configuracion de puntos X, al recogerse los puntos en vectores filas, la configuracion
transformada se expresa multiplicando por la derecha por la matriz traspuesta, es
decir,

X*=T(X)=XAT.

Definicién 16 Una matriz cuadrada A, «, es ortogonal si verifica
ATA=1,,

es decir, cualquier par de vectores fila o vectores columna son ortogonales y cada

vector tiene modulo 1.

Una matriz ortogonal verifica las siguiente propiedades:

1. A7t = AT,
2. |[Al=16|A] =-1.
3. C'= AB es ortogonal si Ay B son ortogonales.
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Las matrices ortogonales pueden utilizarse para representar cambios de base o

rotaciones.

A continuacién se presentan las siguientes transformaciones simples: rotacion,

traslacién, reflexion, dilatacién y estiramiento.

Rotacion

Definicién 17 Una matriz I, «,, es una matriz de rotacion si es ortogonal (FTF =

ITT = 1,) y [T| = +1. También se le conoce como rotacion propia.

Las rotaciones son un tipo particular de transformacion lineal y juegan un papel

muy importante en el andlisis de transformaciones matriciales generales.

Se puede hablar de rotaciones desde dos puntos de vista:

1. Rotaciones de puntos, donde el sistema de referencia se mantiene fijo y lo que
se rotan son los puntos con respecto al origen, segin el sentido de las manecillas

del reloj (dngulos negativos) o en sentido contrario (dngulos positivos).

2. Rotaciones de ejes, donde los puntos se mantienen fijos y lo que se rota es el
sistema de referencia (origen y base) segin también el sentido de las manecillas
del reloj o en sentido contrario. En este caso, los puntos son expresados en

términos del nuevo sistema de referencia rotado.

Aunque ambos tipos de rotacién son equivalentes, la rotaciéon de puntos es mas
sencilla de utilizar aunque la segunda interpretacion es muy empleada en el desarrollo
de las técnicas de anadlisis multivariante. Las coordenadas de un punto al que se le
aplica una rotacién de éngulo —a coinciden con las coordenadas del mismo punto
con respecto al eje rotado un angulo +«. Este resultado se ilustra en las figuras 2.4

y 2.5, donde se representa el punto x = (1, 2) respecto al eje de coordenadas rotado
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30° en sentido positivo (figura 2.4), y las coordenadas del mismo punto, rotado 30°

negativo (figura 2.5).

3 —
[ x*=(1.87,1.23)

2T 7

g \

1 — \

\ +300
-3 -2 - 1 1 2 3

1+
2+
3+

Figura 2.4 Rotacién de ejes en sentido positivo

3__

2T -30°

1 & T T T e=(1.87,1.23)

1 |

F——t——t ————
3 2 1 1 1 2 3

1T

2+

3+

Figura 2.5 Rotacién de punto en sentido negativo

Observacion 3 FEn el caso de dos dimensiones, la matriz de rotacion con la que se

rota a un punto x con un dngulo o en sentido positivo, es de la forma
r_ ( cosa —sena
senv  cosa )’
y en el caso de que la rotacion sea en sentido de las agujas del reloj, utilizando

las propiedades trigonométricas sena = —sen(—a) y cos a = cos(—«), la matriz de
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rotacion serd
I _ ( cosa  senw ) T

—Seny COos (v

Ast, el punto xT = (x1,z3) rotado en sentido positivo a, tendrd por coordenadas

*
= [ T1) o [ Trcosa—zasena
x5 T18eno + Ty CoS

*
& — T\ [x — 1 COS (& + Xasenc
Ty —Ti18ena + T Cos

La matriz de rotacién utilizada en la figura 1.5 para rotar el punto x? = (1,2)

un dngulo de o = 30° en sentido negativo es:

I — 0,87 0,5
—\ =05 0,87
por lo que el punto rotado es

I 0,87 +2:0,5 (187
T\ 1(-05)+2087 )\ 123 )

Observacion 4 En general, para rotar en sentido positivo una configuracion de k

puntos Xgxq, la configuracion transformada se expresa de la forma
X' =XTI"
donde

T
* — cosax —Ssenx . COS v sena
Senc COS v —Senx COos '

Asi, la rotacion en sentido positivo de una configuracion se consigue multiplican-

do por la derecha la matriz de configuracién por la matriz de rotacién I'*.

Traslacion

Definicion 18 Una traslacion se consigue sumando un vector constante k-dimensional
al punto, es decir

X" =x+7
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o bien, a una configuracion de puntos,

X*=X+1,~7.

Definicion 19 Las transformaciones rigidas de una matriz de configuracion Xpwm

son el conjunto de matrices X rotadas y trasladadas, es decir

donde I' es una matriz de rotacion, 1 es un vector columna de unos de dimension

k y v es el vector de traslacion.

Estas transformaciones se caracterizan porque preservan los dngulos entre vec-

tores, longitudes y distancias entre puntos.

Reflexiéon

Esta transformacién consiste en multiplicar un nimero impar de coordenadas de
los puntos por —1. Asf, por ejemplo en R?, la matriz de reflexién que cambia de

signo a las primeras coordenadas de los puntos serfa

A= (1)

En las figuras 2.6 y 2.7 se representan una configuraciéon de 9 puntos, y la configu-

racién reflejada a través de esta matriz, respectivamente.
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Figura 2.6 Configuracién original

Figura 2.7 Configuracion reflejada

Observacién 5 Las matrices ortogonales con |I'| = —1, se les llama impropias y
representan una rotacion sequida de un nimero impar de reflexiones de los ejes, es
decir, en el caso de R?, rotacion mds una reflexion, en el caso de R3, rotacion mds

una o tres reflexiones, y ast sucesivamente.

Estas matrices se obtienen a partir de las matrices ortogonales propias (|I'| = +1),

multiplicando por —1 un mimero impar de filas. Esto hace que |I'| = —1.
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Dilataciéon

Una dilatacién de un punto x consiste en multiplicarlo por un escalar s (x* = sx),
de manera que si s > 1 se consigue una extension uniforme del vector de puntos

mientras que si s < 1, se consigue una contracciéon del mismo

Por otro lado la dilatacién de una configuraciéon de puntos X, se consigue mul-
tiplicando la configuracién por una matriz diagonal, con todos los elementos de la

misma iguales a s (X* = XU = s X[}, = sX).

Estiramiento

Una transformacién de estiramiento, es una generalizacion de la dilatacién, donde
las coordenadas de los puntos se dilatan o contraen multiplicindolas por distintos
escalares. Asi, la matriz involucrada en esta transformacién es una matriz diagonal

D, con diferentes valores en la misma. Asi, por ejemplo, tomando x = (—1, —1),

<=o=(39)(2)=(3).

En la figura 2.8 se recoge la configuracién X de la figura 2.6, transformada mediante

este estiramiento.

Figura 2.8 Efecto geométrico de una transformacién de estiramiento
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2.3.2. Composicién de transformaciones matriciales simples

Una vez presentadas las transformaciones simples y su interpretaciéon geométrica,
en esta seccién se muestran transformaciones lineales més generales y complejas,
obtenidas como composicién de las primeras. En concreto, nos centramos en las
transformaciones lineales arbitrarias de matriz no singular A, transformaciones afines

y transformaciones de similitud.

Una transformacién lineal arbitraria se puede interpretar como una composicién

de transformaciones més simples, gracias a la descomposicién singular de una matriz.

Teorema 20 Toda matriz Ap,xr) de rango v puede expresarse como
A=UDV”T

donde U, x, Y Vixr S0n matrices con vectores columnas ortogonales de norma uno y
D, es una matriz diagonal con elementos positivos ordenados. La matriz diagonal
D contiene las raices cuadradas de los valores propios no nulos de las matrices A AT
o AT A, que son positivos. La matriz U contiene en columnas los vectores propios
asociados a valores propios no nulos de A AT y 'V contiene en columnas los vectores
propios asociados a valores propios no nulos de AT A. Los elementos diagonales de

D se denominan los valores singulares de la matriz A.

Corolario 21 Si Ay, es una matriz cuadrada no singular, entonces se puede es-
cribir de la forma

A=UDV"

donde UTU =UUT =1 y VIV =VVT =1 y D es una matriz diagonal.

Este resultado garantiza que cualquier transformaciéon matricial general no sin-
gular con valores reales, puede descomponerse de manera tnica en el producto de

las siguientes transformaciones simples:
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1. una rotacién, un estiramiento y otra rotacién, o bien

2. una rotacién, una reflexién, un estiramiento y otra rotacion.

Ejemplo 22 Consideramos la transformacion matricial general definida con la ma-

-(31)

La descomposicion singular de A, es
B r [ —041 —091 547 0 —0,08 —0,82
A=UDV" = ( —0,91 0,414 0 0,37 0,82 —0,58

donde U es ortogonal con |U| = —1 y V' también con |V| = 1. Ast, la transformacion

triz no singular

lineal dada por la matriz A se puede descomponer en una rotacion de —66° sequida
de una reflexion, transformacion recogida con la matriz U, un estiramiento, la matriz

D, y una rotacion de 125°, matriz V7.

En las figuras 2.9, 2.10 y 2.11 se representa la descomposicién de la transforma-

cién general A, de la configuracién de la figura 2.6.

.G

oH é

Figura 2.9 Configuracién X rotada y reflejada XU
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Figura 2.10 Configuracién rotada, reflejada y estirada XU D

o

Figura 2.11 Configuracién XA = XUDV7T

Definicion 23 Se define la transformacion lineal general afin de un vector x como
x*=Ax+c
y de una configuracion X como
X* = XAT +1c7,

donde A es una matriz arbitraria cuadrada y ¢ un vector de R?.

Este tipo de transformaciones consisten, pues, en la composicién de una trans-
formacion lineal general, mds una traslacién mediante el vector c. Si no se cambia
de origen, entonces estamos ante transformaciones lineales generales homogéneas

x* = Ax.
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Definicién 24 Una transformacion de similitud es aquella que consiste en una
rotacion, mediante una matriz de rotacion propia A, una dilatacion de constante

s y una traslacion de un vector x, es decir,
x* = sAx +c.
En el caso de una configuracion X,
X*=XA"U +1c"

donde U es la matriz escalar U = sls.

Estas transformaciones se caracterizan porque estiran todas las distancias de la
configuraciéon por un mismo factor de escala. En el caso de que la transformacién deje
todas las distancias entre puntos exactamente iguales, se dice que es una isometria.

Ejemplos de isometria son las traslaciones y las rotaciones.

2.4. El emparejamiento de dos configuraciones de
puntos no etiquetadas

En la seccién 2.3 se ha representado una configuracién de k£ puntos mediante
una matriz X, de dimensiones k X d, que recoge las coordenadas cartesianas de los
k puntos en dimensién d. Cuando se procede a estudiar la relacién entre dos o mas
configuraciones es necesario etiquetar los puntos que las definen con el objetivo de

identificarlos.

Ya adelantamos en el capitulo 1, que dependiendo del conocimiento que se tenga
de las configuraciones que se van a estudiar y de la relacién existente entre ellas, la
asignacion de estas etiquetas puede hacerse de forma aleatoria en cada configura-
cién, de manera que no existe ninguna correspondencia entre los puntos de distintas

configuraciones, (configuraciones no etiquetadas), o bien, mediante algin criterio
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que permita identificar a puntos de configuraciones distintas con las mismas etique-
tas, creando, por lo tanto, emparejamientos entre los puntos de las configuraciones,

(configuraciones etiquetadas).

Green y Mardia (2006) abordan el problema del emparejamiento de dos configu-
raciones de puntos no etiquetados, o parcialmente etiquetados, identificando algunos
emparejamientos y asumiendo transformaciones afines entre ellas. Los contenidos del
capitulo 3 y parte de los del capitulo 4 de la presente tesis, se han apoyado en este
trabajo y consisten en una generalizacién al caso de més de dos configuraciones y a

transformaciones més generales.

2.4.1. El modelo matematico

Sean dos configuraciones de puntos en RY, X = {z;,j=1,...,n}eY = {ys, k =
1,...m} consideradas como observaciones aleatorias de un conjunto de puntos o
localizaciones {1;} [ = 1,..., N, que definen la configuracién de referencia y se des-
conoce qué puntos de ambas configuraciones se corresponden a cada ;. El objetivo
es realizar inferencias acerca de los posibles pares (j, k) que se correspondan con la
misma localizacién, lo que indicarfa que el punto z; estd emparejado con el punto
Y. Pero ademds de desconocer los emparejamientos, existe una transformacién afin
también desconocida entre el espacio de la configuracién X y el de la configuraciéon
Y, de manera que un y en el espacio de Y, se corresponde con un x = Ay + 7 en el
espacio de X. Se supone, sin falta de generalidad, que la configuracién de referencia

{p; 1=1,...,N} selocaliza en el espacio de X.

Green y Mardia (2006) representan esta situacion a través del modelo:

Tj = g, T+ € j=1...,n
Ay +7 =, + e, k=1,...,m (2.1)
donde A y 7, definen la transformacién afin entre los dos espacios, {; identifica al

punto p que se corresponde con el punto x; de la primera configuracién, y 7, iden-

tifica al punto p que genera a y;, de la segunda configuracién. Ademds {e1;} y {ax}
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tienen distribucion f; y fs respectivamente, y son independientes e independientes

de {1}

2.4.2. El Proceso de Poisson de la configuracion de referen-
cia

Se supone que el conjunto de puntos fijos {y,} [ =1,..., N, forman un proceso
de Poisson homogéneo de tasa ) sobre una regién V' C R? de volumen v, y que parti-
mos de N observaciones de este proceso en dicha regién. Se asume ademds que cada
uno de estos y; puede generar de forma independiente, un punto de cada configura-
cién (lo que indicard que son puntos emparejados), sélo un punto de la configuracién
X, s6lo un punto de la configuracién Y o ningiin punto de ninguna configuracién.
Asi, los {p;} quedan clasificados en cuatro clases distintas e independientes, Cxy,
Cx, Cy y Cy, respectivamente. Las probabilidades de que un y; pertenezca a cada
una de ellas son, ppxpy, px, py v 1 — px — py — ppxPy, respectivamente, donde p
es la tasa de emparejamientos a priori, entendida como una medida a priori de la

tendencia a que dos puntos estén emparejados.

Para todo N, n y m, habrd L pares de puntos emparejados en la muestra si
y sélo si, hay L puntos p; en Cxy, n — L puntos en Cx, m — [ puntos en Cy y
N —n —m + L puntos en Cy. Asi, los procesos puntuales que cuentan el nimero
de puntos y; de cada tipo son procesos de Poisson de tasas Avppxpy, \vpx, Avpy y

Av(1 — ppxpy — px — Py ), respectivamente.

2.4.3. La matriz de emparejamientos y su distribucién a
priori

Con el objetivo de identificar qué puntos de las dos configuraciones estdn em-

parejados, Green y Mardia (2006) definen la matriz de emparejamientos M como,

)1 si fj:nk
Mfk‘{o S 6 A,
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es decir, M;; = 1 indica que z; e y;, provienen del mismo punto y; y por tanto
estdn emparejados y M, = 0 indica que no lo estdn. Se tiene que ) i M =1L,y
que en cada fila y en cada columna de la matriz M hay a lo sumo un 1, es decir,

Zj M, <1 para todo k, y >, M, <1 para todo j.

Se asume que conocido L, el nimero de pares de puntos emparejados, M sigue

una distribucién uniforme, es decir, hay

#(2) ()

posibles matrices de emparejamientos, todas con la misma probabilidad, por lo que

1
PMIL) = —mx 7y -
L) (1)
Entonces, baséndonos en el hecho de que la distribucién a priori de L condicionada

any m es proporcional a

e P (opx)"E e Qwppy )" TE e MY (huppxpy )"
(n— L) (m — L)! L!
(p/ )"
(m — L)!(n — L)ILV

p(L) «

08

donde L =0,1,...,min{n, m}, se llega a que la distribucién a priori de M es

(p/Mv)" 1
(m = Lt = DI B ()

p(M) = p(L)p(M|L) o

o< (p/Xv)*.

2.4.4. Verosimilitud de los datos

Asumiendo la transformacién afin entre las configuraciones, Green y Mardia

(2006) calculan la expresién de la verosimilitud de los datos que toma la forma,

pla,y|M, A7) cco™ ™A T glay — Ay, — 1),
(G k)M=1}

donde g(z) = [ fi(z+u)f2(u)du, es la funcién de densidad de la diferencia e1; — e
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En el caso de asumir que f; y fs son distribuciones normales, de manera que
Zj Nd(/ubgj,O'ZId), Ayk+7' ~ Nd(unk,0'2fd),

se tiene que

1
9(z) = WW{Z/(U\@)}»

por lo que la verosimilitud de los datos tiene la forma

ol M A o AP peat(; — Aye — 7)/(0v/2)}
Pyl A el {(mk):lf\;[jk:l} Mov/2)! ’

donde ¢ (z) es la funcién de densidad de la distribucién N4 (0, I).

2.4.5. Inferencias sobre los parametros

Asumiendo p y A fijos, se puede realizar inferencias sobre el resto de los pardme-

tros, M, 7, 0® y A, dados los datos {z;} e {y:}-

Se considera el caso en el que A es una matriz de rotacién, es decir, es una
matriz ortogonal con determinante positivo, (ATA = I y |A] = +1). En este caso,
la expresién de la distribucién a posteriori de A, condicionada por el resto de los

pardmetros es

1
P(A|M,T,0,z,y) o p(A) exp |traza Py Z yi(a; — 7)TA

0-2
{(4,k): M;3,=1}

Asumiendo que A tiene una distribucién a priori von Mises (véase e.g. Mardia y

Jupp, 2000), cuya expresion es
p(A) oc exp{traza(Fy A)},

donde Fj es una matriz fijada, la distribucién a posteriori es también una von Mises

cuyo pardmetro es

1
{(.k): M;=1}
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Green y Mardia (2006) consideran el caso bidimensional, con

cos@ —send
A= ( senf cosf )’

y también el caso en tres dimensiones donde la matriz de rotacion es el producto de

matrices de rotaciones elementales,
A = A1(012) A13(013) Ags(023)

donde, para i < j, A;;(0;;) es la matriz de dimensién 3 x 3 con m;; = m;; = cos b,
—my;; = my; =sinb;;, m,, =1 con r # i, j y el resto de los elementos iguales a cero

(Khatri y Mardia, 1977).

Por otro lado, las distribuciones a priori que se asumen para 7 y para o son las
distribuciones normal y gamma inversa, respectivamente, que son también conju-
gadas con respecto a errores normales. La estimacién de la distribucién a posteriori

de los tres pardmetros A, 7 y o2 se realiza con saltos Metropolis.

En el caso de emparejamientos desconocidos, la estimacién de la matriz de
emparejamientos M, se lleva a cabo mediante el método de Metropolis-Hasting,
definiendo la distribucién propuesta como sigue: en primer lugar, se selecciona al
azar uno de los n + m puntos de las dos configuraciones (por ejemplo y sin falta
de generalidad z;). Si z; estd emparejado, con probabilidad p* se propone eliminar
el emparejamiento y con probabilidad 1 — p* se propone cambiar el emparejamien-
to de y, a yir. Por el contrario, si z; no estd emparejado, se propone emparejarlo
eligiendo de forma aleatoria entre los y; que no estdn emparejados. Por tltimo, una
vez generada una muestra a posteriori de matrices de emparejamientos, Green y
Mardia (2006) proponen como estimador de la matriz de emparejamiento aquella

que consigue minimizar cierta funcién de pérdida.
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2.5. Introduccion a los modelos estadisticos de re-
des neuronales artificiales

2.5.1. El modelo biolégico

Las redes neuronales artificiales surgieron como modelo de representacion y si-
mulacién del proceso de aprendizaje del cerebro basado en la estructura de conexién

de las neuronas.

El cerebro humano estd formado por miles de millones de neuronas que proce-
san la informacién. Cada una de ellas trabaja como un simple procesador pero sus
muiltiples conexiones son las que hacen posible las grandes capacidades de nuestro

cerebro.

Una neurona del cerebro consta de un cuerpo celular o soma, una o varias prolon-
gaciones cortas que generalmente transmiten impulsos hacia el soma, las dendritas,
y una prolongacién larga, denominada azdn, que conduce los impulsos desde el soma

hacia otra neurona. En la figura 2.12 se presenta un esquema de esta estructura.

La informacién pasa de neurona a neurona en forma de estimulo eléctrico a través
de las dendritas. Cuando se alcanza un nivel de excitacién y supera cierto umbral,
se envia informacién a través del axén, en cuyo caso se dice que la neurona estd

activada. Si no se llega a este umbral, la neurona se dice que estd inhibida.

Esta estructura y este mecanismo de funcionamiento de una neurona del cerebro

intenta representarse con las redes neuronales artificiales.
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dendritas

dendritas

Figura 2.12 Estructura de una neurona del cerebro

2.5.2. Estructura de una red neuronal artificial

Evidentemente, la representacion artificial de una neurona cerebral y de su fun-
cionamiento requiere una gran simplificacién. Sin embargo, como el cerebro humano,
una red neuronal artificial consta de neuronas artificiales o nodos y conexiones entre
ellas. Desde los nodos se transporta informacién a lo largo de sus conexiones a otros

nodos.

Las neuronas artificiales como unidades independientes no son muy eficaces para
el tratamiento de la informacién y se agrupan en estructuras més grandes, las redes

de neuronas artificiales o redes neuronales.

La distribucién de nodos dentro de la red se realiza formando niveles o capas de
un numero determinado de nodos cada una. A partir de su situacién dentro de la

red se pueden distinguir tres tipos de capas:

1. Capas de entrada: estas capas reciben la informacién desde el exterior y la
forman los nodos input. Con ellas se identifican en los modelos estadisticos a

las variables explicativas.

2. Capas de Salida: estan formadas por los nodos output y envian la informacién

hacia el exterior; identifican a las variables respuestas en los modelos estadis-
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ticos.

3. Capas ocultas: son capas que sélo sirven para procesar informacién y comunicar
otras capas. Sus nodos estdn escondidos y corresponden a las transformaciones

de los nodos input y sus ponderaciones.

2.5.3. Los modelos de regresién como redes neuronales

Muchos de los problemas estudiados a través de una red neuronal corresponden

a problemas planteados mediante modelos de regresién, en su versién méds general.

Como ejemplo, en la figura 2.13 se presenta un diagrama del modelo de regresién

lineal multiple,

k

Y =wo+ Y Wi, (2.2)
i=1

utilizando un esquema de red neuronal simple con sélo nodos input, formado por
las variables explicativas x;, ¢ = 1,...,k y nodos output, formado por la variable
dependiente y. Los pesos sobre las flechas indican la ponderacién dada a cada input
z;, formando asi la suma ponderada a la que se le anade el valor wy para dar lugar

al output y.

Figura 2.13 Red neuronal artificial simple
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En general, hay dos aspectos importantes en el planteamiento de una red neu-

ronal:

1. La estructura o arquitectura de la red, que se refiere a la definicién de los

nodos y a sus conexiones, con la que pretende representarse el problema.

2. El entrenamiento de la red a partir de los datos de entrenamiento, que permite

mejorar las predicciones de la red.

Desde un punto de vista estadistico, estos dos aspectos corresponden a

1. Especificar un modelo matematico de regresion.

2. Estimar los pardmetros del modelo a partir de un conjunto de datos.

La diferencia en la practica entre ambos enfoques radica en la forma de utilizar
los datos, nodos input y output en la red neuronal, para conocer los valores wg y
w. Mientras en Estadistica se utilizan métodos de estimacién, (maxima verosimili-
tud, inferencia bayesiana, estimaciéon no paramétrica...), el enfoque de tipo machine
learning utiliza algoritmos recursivos en los que los pesos van siendo modificados
segliin van procesandose los datos de entrenamiento. Para mds detalle puede verse

Cheng y Titterington (1994).

El tipo de red neuronal que més se utiliza para resolver problemas de regresién
es el de redes Perceptron multicapa (multilayer perceptron) y generalizaciones de la

red Percepton simple.

2.5.4. Redes neuronales Perceptroén.

Red Perceptréon simple

El Perceptrén es una red de alimentacion directa, esto es, la informacién fluye

desde la capa de entrada hacia la capa de salida. Fue desarrollado por F. Rosen-
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blatt (1958), basdndose en los modelos de neuronas biolégicas de McCulloch y Pitts
(1942).

La arquitectura de una red Perceptrén simple se muestra en la figura 2.13. Un
conjunto de k variables input x; binarias, generan una variable output también

binaria y, a través de la expresiéon

y = f(o(x,w)),

donde

¢(X7 W) = Zk: W;5Tj,
j=1

y f es una funcién escalén en el valor wy, es decir,

f(u):{O si u<w0.

1 si uw>wy

Formalmente,

. 1 si Zle w;T; — Wo Z 0
y 0 si resto '

En general, a la funcién f se le denomina funcion de activacion.

Existen generalizaciones de esta red, utilizando otras funciones f y con variables

input no necesariamente binarias. Algunos ejemplos son los siguientes:

1 si u<0

L f<“):{ 1 s w0

2. f(u) = (signo(u) + 1)/2, que produce una respuesta binaria 0/1.

3. f(U) = m.

2u

4. f(u) =tgh(u) = Z%ﬁ, de forma sigmoidal y que toma valores entre -1 y 1.

5. f(u) =u.

En un principio las funciones de activaciéon maés utilizadas fueron las funciones

escalén en un valor o umbral, pero después se extendieron a las funciones sigmoidales
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(como la logistica o la tangente hiperbdlica) que fueron tomando mayor interés para

resolver problemas de prediccion.

Se puede generalizar la red Perceptrén simple al caso en el que la variable res-
puesta sea un vector multivariante n-dimensional. Basta tratar cada una de sus

coordenadas como un output unidimensional, con ponderaciones distintas de las

variables input. Asi el modelo serfa, para todo j =1,...,n,
o 1 si Zle W;i Xy — Wjo 2 0
Yi 0 si resto ’

y el esquema de la red neuronal correspondiente puede verse en la figura 2.14.

() —()
O e
(%)

wm

Figura 2.14 Red simple preceptron, con output multidimensional

)
°

Red Perceptréon multicapa

Los modelos de Perceptrén multicapa, ademds de tener las capas de entrada y

de salida, constan de al menos una capa de nodos ocultos.

Se caracterizan por que el nodo de una capa, alimenta todos los nodos de la
capa siguiente, de manera que sélo puede conectarse con nodos de otras capas y, por
tanto, no se permite conexiones entre nodos de la misma capa. A las redes con este

tipo de conexion entre sus nodos se les denomina redes feed-forward.
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En la figura 2.15 se observa un esquema de este tipo de redes con una sola capa
de M nodos ocultos. El nimero de nodos de una capa oculta suele ser desconocido

y es, por tanto, un parametro mas a estimar.
Matriz Matnz
(=) ‘4‘
z

INPUT 1 CAPA DE OUTPUT
NODOS
OCULTOS

@0

()
()

Figura 2.15 Red neuronal Feed-forward con una capa de nodos ocultos

En general, el modelo de red Perceptrén con una capa de nodos ocultos y un

output n-dimensional, se puede expresar como,
yj = fa(po(Way,v)), j=1,...,n
donde Wy = (Wy;)j=1,..n, V= (0)y=1,. m siendo
v = f1(d1 (%, Wir)),
donde Wy = (Wy,.),—1..m v f1 ¥ fo son las funciones de activacion.

Entonces, la expresiéon de y como una funcién no lineal de = equivale a una

funcién de regresién no lineal, con pardmetros W; y Wj.

Existen varios casos de este tipo de redes, dependiendo de las funciones de acti-

vacién y de las funciones ¢, ¢ = 1,2 que se definan.
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Un ejemplo importante de redes feed-forward es aquella que tiene una capa de

nodos ocultos y f; es la funcién de activacion logistica, es decir,

1
fi(u) = T om0

de modo que,

1

M
yjzgjOJngjT - ., j=1,...,n (2.3)
r=1 1+ exp{_IYTO - Z Vrhxh}
h=1
donde

¢1 (X, Wl?") =
h

YrhTh,

k
=0

conr=1...,M Wi, = (V,p)h=0. kY To=1,

1

Uy = fl(¢1(xa Wl?“)) = A )
1+ exp{— hz_:O%h!Eh}

M
¢2<W2j,V) = ;Bjrvh
con vg = 1y wo; = (B;,)r=0,.0 ¥

fo(u) = u.

Por otro lado, Cybenko (1989) demostré que las redes neuronales de este tipo
pueden aproximar uniformemente cualquier funcién continua utilizando un nimero
dado M de nodos ocultos. Este resultado hace que los modelos de redes neuronales

sean un buen método para resolver problemas de regresién no parametricos.

Por 1ltimo, en ocasiones, se consideran conexiones adicionales entre nodos conectan-
do capas no contiguas. Por ejemplo, en el modelo (2.3), se pueden considerar también
como inputs, tanto la combinacién lineal de las funciones logisticas (nodos ocultos)

como una combinacién lineal de los nodos input, es decir,

1

M
Yij =5jo+/\TX+Zﬁjk G :
k=1 1+ exp{—yxo — hZ YenTin ¥

=1
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Estos modelos de redes neuronales con una capa de redes ocultas van a servir
de base para construir los modelos de regresiéon no lineales que se utilizardan en el

capitulo 4.

2.6. Escalamiento multidimensional: analisis IND-
SCAL

Los resultados desarrollados en esta tesis se aplican a conjuntos de puntos re-
presentados en R?. En concreto, se representan conjuntos de genes en situaciones
diferentes con el fin de proceder al estudio de su emparejamiento y su solapamiento.
Con el objetivo de conseguir la representacién de los genes en el espacio R?, se parte
de sus expresiones y se calculan las distancias euclideas entre ellos, definiendo una
matriz de distancias. La técnica INDSCAL permite la representacion de estos genes

proyectdandolos, normalmente, en un espacio de dos dimensiones.

El origen del escalamiento multidimensional tuvo lugar en el drea de la Psicologfa,
pero actualmente se estd extendiendo a otros campos de aplicacién. En términos ge-
nerales, el escalamiento multidimensional es una técnica estadistica multivariante
que, tomando como datos una matriz de proximidad o similitud entre objetos, pro-
porciona una proyeccién de éstos en un espacio de dimensién r (generalmente dos o
tres), donde las distancias entre ellos se relaciona mediante una funcién lineal con

las similitudes (escalamiento métrico).

Cuando existen varias matrices de similitud entre objetos (por ejemplo, dadas
por distintos individuos), es interesante poder ponderar de diferente manera las
dimensiones de la representacion de los objetos, dependiendo del individuo. Esto
es lo que consigue el andlisis INDSCAL, tomando como entrada varias matrices
de proximidad, una para cada uno de los individuos. El modelo supone que hay un
conjunto de r dimensiones comunes a todos los objetos, pero que las distancias entre
ellos en este espacio cambian de un individuo a otro, de acuerdo a la importancia o

peso que cada uno dé a cada dimensién. Asi, denotando como sgzk) la similitud entre
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el objeto j y el k dada por el individuo 7, el modelo asume que

5(2 = L(d('lk)%

J
donde L es una funcién lineal (con pendiente negativa) y dgzk) es la distancia euclidea

entre los objetos ponderada por distintos pesos, es decir,

dy) = \/Z Wit (Tje — Tre)?,
t=1

donde z;; es la coordenada del j-ésimo objeto en la dimensién ¢. Se puede observar

que d;lk) puede interpretarse como la distancia euclidea ordinaria entre los puntos
?JJ(? = VWitLjt,

es decir, la configuracién es contraida o expandida dependiendo de los valores de las

raices cuadradas de los pesos.

El resultado del andlisis proporciona, por una parte, las coordenadas de todos
los objetos sin diferenciar por individuo en el denominado espacio global de objetos
o espacio de estimulos, (frecuentemente de dimensién r = 2) y, por otra, los pesos o

ponderaciones que cada individuo asigna a cada dimension.

Las raices cuadradas de las ponderaciones de cada individuo, se representan como
vectores en un espacio de dimensién dos denominado espacio de sujetos. Cuanto
menor sea el dngulo entre el vector de un individuo y una dimensién dada, mayor es
la ponderacién o la importancia que estd dando a esa dimensién. Por otra parte el
angulo formado entre los vectores de dos individuos, indicard el grado de similitud

entre ambos.

Multiplicando las coordenadas de cada objeto en el espacio global de objetos
por las raices cuadradas de sus ponderaciones se consigue la representaciéon de los
objetos por cada sujeto o individuo en el mismo espacio r—dimensional. (véase por

ejemplo Borg y Groenen, 1997).
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Capitulo 3

Emparejamiento de mas de dos
configuraciones no etiquetadas
mediante transformaciones lineales

3.1. Introduccion

En este capitulo se estudiard el problema general del emparejamiento de M > 2
configuraciones de puntos, como generalizacion del modelo Green y Mardia (2006), y
se irdn desarrollando diferentes situaciones dependiendo del tipo de transformaciones

que puedan existir entre las configuraciones consideradas.

En primer lugar se realizard una exposicién del problema a resolver y se presen-
tard el desarrollo del modelo matemaético en su versiéon mas general, que incluird la
definicién del Proceso de Poisson que da lugar a la configuracién de referencia, y
las matrices de afinidad y de emparejamientos de distintos érdenes. A continuacion,
se presentardn distintos modelos variando el tipo de transformaciones, empezan-
do por las transformaciones lineales generales que modelizan deformaciones entre
configuraciones, para pasar a tratar el modelo con transformaciones de similitud
(rotaciones, traslaciones y escalamientos) mds utilizadas en el andlisis Procrustes

(Dryden y Mardia, 1998) al mantener constantes los cocientes entre distancias entre
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puntos y, por lo tanto, mantener la forma de las configuraciones.

Al final del capitulo se presentan aplicaciones de estas situaciones, inicialmente
con datos simulados para comprobar la validez de los resultados tedricos, y pos-
teriormente, y como aplicacién real en Bioinformadtica, con datos provenientes de

experimentos con microarrays.

3.2. Modelizacién del problema

Partimos de M configuraciones con M > 2 situadas en el espacio R? donde d > 2.

Cada una de ellas esta formada por n; puntos (i = 1,... M), de modo que,
x; =A{xij,j=1,...,n;} fL'ijeRd 1=1,..., M.

El problema es determinar de qué manera estdn emparejadas estas configuraciones,
es decir, qué puntos de cada configuracién estdn emparejados con otros puntos de
otras configuraciones teniendo en cuenta que existen transformaciones geométricas
entre los sistemas de referencia donde estdn representados o, equivalentemente, entre

las configuraciones.

Al tratarse de mas de dos configuraciones, los emparejamientos pueden ser de
distintos 6rdenes. Si fueran sélo dos, las posibilidades de emparejamiento serian

simples: cada punto de una configuracion,

i) o estd emparejado con un punto de la otra configuracién

ii) o no estd emparejado con ninguno.

Si fueran tres configuraciones, las posibilidades de emparejamiento se amplian:

cada punto de una configuracion,

i) o no estd emparejado con ningtin punto de ninguna de las otras dos configuracio-

nes
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ii) o tiene emparejamiento con un punto de una de las dos configuraciones

iii) o estd emparejado con dos puntos, uno de cada una de las otras dos configura-

clones.

Por tanto, pueden presentarse emparejamientos dobles o emparejamientos triples.
Asi, la situacion se generaliza pudiéndose presentar, emparejamientos dobles, triples,

cuddruples,..., hasta emparejamientos de orden M.

Suponemos que estas configuraciones son perturbaciones aleatorias de un con-
junto de puntos fijos y desconocidos {1} € R?, (la configuracién de referencia), y
que cada ; sélo puede generar a lo sumo un punto de una misma configuracion
pero més de un punto de distintas configuraciones. Se desconoce, qué puntos de
cada configuracion se corresponden con cada uno de estos f;, pero aquellos puntos
de configuraciones distintas que son perturbaciones aleatorias de un mismo punto

{; estardn emparejados.

La correspondencia entre puntos j; y puntos de las configuraciones podria re-

presentarse a través de una funcién entre ellos, de manera que a cada x;;, le corres-
) . C

ponderia el y; que lo genera, verificando que si j # j' el punto j; que genera a x;;

es distinto al que genera x;;.

Otra opcidn es definir estas correspondencias entre los subindices de {;} y los de
los datos {z;;} ¢ =1,...,M, j =1...,n, indicando qué punto f; estd asociado con
qué puntos de los x; a través de la matriz de indices {gij} r=1,...,.M,5=1,...,n;.
Asf §;; representa el subindice de p; que genera el punto j de la configuracién i, es

decir, el punto x;; viene generado a partir de He, -

Ademis, existen unas transformaciones geométricas desconocidas entre los sis-
temas de referencia donde se representan las M configuraciones, que también for-

maran parte del modelo.

Sin pérdida de generalidad, consideramos la configuracién x; en el sistema de
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coordenadas de referencia donde se encuentra {y; }. Asi, consideramos que los puntos
de x; se generan a partir de los {y;} mds un error aleatorio y la transformacién
geométrica entre el sistema de coordenadas de x; y el de la configuracion x; la

denotaremos por ¢; ; ¢t =2,..., M.

Bajo estas hipdtesis, el modelo matemaético que refleja esta situaciéon va a venir

dado por,
T1j = flg,, + €15 j=1...,m
¢1<$2j):/i§2j+€2j j=1,...,n9
: 1 3.1
qbr—l(ij):ngj“f‘grj j=1...,n, ( )
¢M—1($Mj>:H§Mj+€Mj g=1 ... ny
donde para todo ¢ = 1,..., M y para todo j = 1,...,n;, &; tiene como funcién

de densidad f;. Ademds, se supone que cada p; genera a lo sumo, un punto de
cada configuracién, es decir, cada punto de una configuracién tiene a lo sumo un
emparejamiento, por lo que, fijado i = 1,.., M, §;; # &y # ... # &;,,- Por tltimo,

todos los {e;;} son independientes entre si e independientes de los {1} .

Una vez planteado el modelo matemédtico que representa la situacién a estudiar,
vamos a ir definiendo distintos elementos del mismo, comenzando por el Proceso de

Poisson que da lugar a los puntos fijos {;} de la configuracién de referencia.

3.3. El Proceso de Poisson espacial de la configu-
raciéon de referencia

Supongamos que el conjunto de puntos fijos {y,} forman un proceso de Poisson
homogéneo de tasa A sobre una regiéon V C R¢ de volumen v, y que partimos de
N observaciones de este proceso en dicha regién. Suponemos ademds que cada uno
de estos y; puede generar de forma independiente, ningtin punto de ninguna confi-

guracién, un unico punto de una configuracién, dos puntos de dos configuraciones
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distintas (es decir, un emparejamiento doble), tres puntos de tres configuraciones
distintas, es decir, un emparejamiento triple, y asi hasta M puntos, uno de cada
configuracién. Asi, los {y,} quedan clasificados en M + 1 clases distintas e indepen-
dientes, que denotaremos por Cy, C1,. .., Cy_1,y Cyr, respectivamente, dependiendo

del tipo de emparejamiento que generan.

Para calcular la probabilidad de pertenecer a una clase o a otra, consideramos
unas tasas de emparejamientos a priori p,, s = 1,..., M, entendidas como medidas
de las tendencias a generar emparejamientos de distintos 6érdenes. Estas son inde-
pendientes de cudles sean las configuraciones involucradas en los emparejamientos,
aunque pueden ser distintas dependiendo del orden del emparejamiento. Por ejem-
plo, se podria pensar que las tasas de emparejamientos de 6rdenes superiores son
menores que las de emparejamientos de 6rdenes inferiores. Todo esto queda resumido

en las siguientes suposiciones sobre los puntos del proceso de Poisson espacial:

1. Cada y; tiene la misma probabilidad p de generar un punto de una configura-

cién x; 0 X;.

2. Las tasas de emparejamientos a priori son distintas dependiendo del orden de

emparejamiento.

3. La tasa de emparejamiento de cierto orden a priori es independiente de cudles

sean las configuraciones a las que pertenezcan los puntos emparejados.

Bajo estas hipdtesis, un punto p; pertenecerd a la clase C;, © = 1,..., M con

probabilidad p,p’ y a la clase Cy con probabilidad 1 — Zj\il pjpj con p; = 1.

Una vez definido el Proceso de Poisson que genera la configuraciéon de referen-
cia, vamos a definir las matrices de afinidad y de emparejamiento que permitirdn

identificar los emparejamientos entre configuraciones.
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3.4. Matrices de afinidad M y matrices de em-
parejamiento S

Con el objetivo de identificar cudles son los puntos que estdn emparejados defi-
nimos, en primer lugar, las matrices de afinidad con las que se recogerd el niimero
de veces que cada configuracién estd emparejada con las otras configuraciones y, en
segundo lugar, las matrices de emparejamiento con las que, una vez conocidas qué
configuraciones son las que tienen al menos un punto emparejado, se identificardn

cudles son estos puntos.

La definicién de los emparejamientos a través de estos dos tipos de matrices,
permite modelizar situaciones donde se tiene la informacién parcial de cudntos em-
parejamientos hay entre configuraciones, lo que redundarfa en un conocimiento de
las matrices de afinidad, pero se desconoce cudles son exactamente los puntos in-

volucrados en los emparejamientos.

3.4.1. Matriz de afinidad y matriz de emparejamientos de
orden 2

Definicién 25 Se define la matriz de afinidad de orden 2, M® de dimension M x

M, como aquella matriz cuyos elementos son:

[

iin} = maimero de emparejamientos dobles que hay entre las configuraciones X;, y X,.
Esta matriz serd simétrica con ceros en la diagonal. Ademas, si denotamos con
L;,i=2,...M, el nimero total de emparejamientos de orden ¢ que hay entre todas
las configuraciones,
M M
(2 _
g E M;;, = Lo.
11=112>1%1
Una vez que la matriz de afinidad de orden 2 identifica qué configuraciones tienen

algin emparejamiento doble y cudntos son, es necesario identificar los puntos que
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estdn emparejados.

Definicién 26 Para todo i1< is, (i1, ia € {1,...,M}), tales que M;> # 0, se

define la matriz de emparejamientos de orden 2 de las configuraciones X;, Y X;, Y Se

Z112

denota por S como aquella matriz de dimensiones ni, X n;,, cuyos elementos
son:
. Losio &iyjy = Sig
5(11,22) _
Jij2 T
0 resto

Por tanto, los superindices van a identificar las configuraciones que son afines
(por existir emparejamientos entre ellas), y los subindices los puntos de esas confi-
guraciones que estdn emparejados. Asi, el nimero total de emparejamientos dobles

entre las configuraciones afines x;, y x;, se podra expresar como:

11,22
z122 2 :2 :Sjljz '

J1=1j2=1

3.4.2. Matriz de afinidad y matriz de emparejamientos de
orden 3

Definicién 27 Se define la matriz de afinidad de orden 3, M®), de dimension M x

M x M, como aquella array cuyos elementos son:

{M; 112%3} = numero de emparejamientos triples que hay entre las configuraciones

Xiry Xig Y Xis-

Esta matriz serd una matriz tridimensional con ceros en todas las coordenadas

tales que x =y, v = 2 6 y = 2. Ademds,

M M M
220> M, =

i1=112>1%1 i3>12
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Una vez que la matriz de afinidad de orden tres identifica qué configuraciones
tienen algiin emparejamiento triple, definimos la matriz de emparejamientos de or-

den 3.

Definicién 28 Para todo iy < iy < i, (i1, i2, i3 € {1,..., M}) tales que M mm #0,
se define la matriz de emparejamientos de orden 3 de las configuraciones X;,, X;, y
X, Y se denota por S22:4) - como aquel array de dimensiones n;, X N, X Nj, CUYOS
elementos son:
o Losi &5 = oo = iy
5(11@,%3) _
Jijegs
0 resto

Asi, el nimero total de emparejamientos triples entre las configuraciones x;,,

Xi, ¥ Xi; Se podra expresar como:

321712713
211213 : :: :: : J1J233 :

J1=1j2=1j3=1

3.4.3. Matriz de afinidad y matriz de emparejamientos de
orden £k

Definicién 29 En general, se define la matriz de afinidad de orden k, M® de

dimension M x * ) 5 M, como aquella array cuyos elementos son:

{M“k) i} = mnimero de emparejamientos de orden k que hay

entre las configuraciones X;,, Xi,, ..., Xi,.

Esta matriz serd una matriz k-dimensional con ceros en todas las coordenadas

tales que x;, = x;,. Ademas,

11=1142>1%1 >l 1
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Definicién 30 Para todo 11 < is < ... < i1 < i (i1,..., i € {1,..., M}) tales
que Ml(lk)lk # 0, se define la matriz de emparejamientos de orden k de las confi-

guraciones X;,, ..., X;, Y se denota por SGik) - como aquel array de dimensiones

N, X ... X n,; cuyos elementos son:

1 SZ’ Siljl = €i2j2 == €zk]k

0 resto

Asi, el nimero total de emparejamientos de orden £ entre los £ configuraciones

se podra expresar como:

ni Nk

M, =3 s,

Jji=1 Jr=1

Se puede observar que en el caso de k = M, MI(M]Q = Lyy.

Ejemplo 31 Supongamos M = 4 configuraciones, cada una de ellas con n; = 5
puntos. Supongamos que Lo = 3 y L3 = 2. Esto indica que hay tres emparejamientos
dobles, dos triples y, por tanto, un total de ocho puntos que no estan emparejados.
Supongamos que, los emparejamientos dobles son (x11, T21), (T24, T32) Y (T3, 31), Y

que los emparejamientos triples son (T12, Ta2,T41) Y (14, T33, Taa).

Entonces la matriz de afinidad de orden 2 serd:

X1 Xg X3 X4

x; 0 1 0 0
M®=x, 1 0 2 0,
x3 0 2 0 0
x;, 0 0 0 0

es decir, hay un emparejamiento doble entre las configuraciones x; y Xg y dos entre

las configuraciones Xg Y X3.
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Las matrices de emparejamientos dobles serdn,

10000 00000
00000 00000
s —=f00000/[,8%=[10000
00000 01000
00000 00000

es decir, estdn emparejados los puntos 1 y 1 de las configuraciones X1 y Xz, y los

puntos 3 y 1 y los puntos 4 y 2 de las configuraciones Xs y X3.

Sobre los emparejamientos de tercer orden, al tratarse M®) de una matriz en
tres dimensiones, para cada i = 1, ..,4, calculamos las 4 matrices de dimension dos
(Mf”)izl,,.A, donde (MZ(?’)) recogerd los emparejamientos de orden 3 en los que estd

involucrada la configuracion x; con el resto de las configuraciones (corresponderian

a las 4 "slices”, fijada la primera coordenada de la matriz tridimensional).

Ast,

X1 X9 X3 Xy X1 X9 X3 Xy

x3 0 0 0 O x3 0 0 0 1

MP = x 0 00 1 MP=x2 0 0 0 0
x3 0 0 0 1 X3 0 0 O

x,2 0 1 1 0 x42 1 0 0 O

X1 Xz X3 Xy X1 Xz X3 X4

x3 0 0 0 1 x3 0 1 1 0

MP = x 0 0 0 0 MP=x, 1 0 0 0
x3 0 0 0 O x3 1 0 0 O

x2 1 0 0 0 x,2, 0 0 0 O

es decir, hay un emparejamiento triple entre las configuraciones x1,Xs y X4 Y otro

emparejamiento triple entre las configuraciones Xy, X3 Y X4.

Para calcular las matrices de emparejamientos SU24 y S134) - que vuelven a
ser matrices tridimensionales, procedemos de la misma manera (en este caso, solo

se muestran aquellas matrices con algin elemento distinto de cero).
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00000 00000
10000 00000
si*Y—=10000o0[,s!*=]00010
00000 00000
00000 00000

Por tanto, hemos definido unos nuevos pardmetros, las matrices de afinidad y de
emparejamientos, con los que se describen los emparejamientos existentes. Ademas,
las funciones ¢; de (3.1) representan las transformaciones geométricas que relacionan
a las M configuraciones. Todos estos pardametros, junto con los que estdn involucra-
dos en las distribuciones f; de los ¢;; de (3.1), forman el total de pardmetros de

nuestro modelo.

3.4.4. Distribuciones a priori de las matrices de afinidad y
de emparejamientos

Distribucién a priori de las matrices de afinidad

Vamos a definir la distribucién a priori de las matrices de afinidad a partir de
su distribucién condicionada por el nimero de emparejamientos que hay de cada

orden.

Supongamos que la distribucién de la matriz de afinidad de orden k, sabiendo
que hay L, emparejamientos de orden k, es la distribucién uniforme. Esto equivale a
suponer que conocidos cudntos emparejamientos de orden £ hay, todas las posibles

combinaciones de L, emparejamientos de orden £ son igual de probables.

Por ejemplo, si hay Ly = 4 emparejamientos dobles entre un grupo de M =
3 configuraciones, hay 15 maneras posibles de presentarse estos emparejamientos,

todas ellas con la misma probabilidad:
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Distribucién de los Lo = 4 emparejamientos

X1,Xo (4133|2221 (1]1|1]0]0({0]0|0
X1, X3 1(0(112(0|3(0]|1]|2]4]0(3]1
Xo, X3 [0 Of1]1|0[2]0(3]|2]1]0]4|1]|3]|2

o
[\]

Por lo tanto, en general hay que calcular cudntas matrices de afinidad de orden

k puede haber, sabiendo que hay L, emparejamientos de orden k.

Suponiendo n; suficientemente grande, esto equivale a distribuir L empare-
jamientos en ( k) posiciones (las posiciones representan todos los posibles empare-
jamientos de orden k que puede haber con las M configuraciones). Asi, el nimero
de matrices de afinidad de orden k que puede haber se calcula como combinaciones

con repeticion de (]‘]f ) configuraciones tomados de Lj en Ly.

En el ejemplo (]\g ) = (;’) = 3, y el nimero de combinaciones con repeticién de

- . . MYLL—1\ _ (344-1\ __ (6\ __
M = 3 configuraciones tomados de L, = 4 en 4, es ((k>ka ) = (°"] ) =(3) =
15). Por tanto,

p(MW | Ly) =

Asi, asumiendo independencia para configuraciones con una cantidad de puntos
suficientemente grande, la distribucién conjunta de todas ellas condicionada por los

nimeros de emparejamientos, serd de la forma:

p(M® MO MM | Ly Ly,... L

H N)+Lp—1 (3.2)

k=1 Ly )

Para obtener la distribucién a priori de estas matrices de afinidad, bastard mul-

tiplicar (3.2) por la distribucién conjunta a priori del nimero de emparejamientos.

. M
Supongamos que N, ni,..., ny son conocidos y sea n = » . n;. Entonces
se observardn L, emparejamientos dobles, L3 emparejamientos triples,..., L1

emparejamientos de M — 1 configuraciones y L), emparejamientos de las M con-

figuraciones, siempre y cuando el mimero de p; de cada clase Cy, (k = 0,..., M),
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definidas en (3.3) sean, respectivamente N — n + Lo + 2L3 + ... + (M — 1)Ly,
’)’L—2L2—3L3——MLM, LQ,..., LM

Bajo las suposiciones presentadas en (3.3), las M +1 variables aleatorias definidas

como numero de puntos fijos y; de la clase Cj observados en el volumen v (k =

0,..., M) son independientes y con distribucién de Poisson con tasas Av(1—> i=1 PP’ ),
\up, Avpop?, ..., dvpypM, respectivamente.
Clase de g Frecuencia Tasa

C() N—n—l—L2—|—2L3++(M—1)LM /\U(I—Z]Ailp]p]>

01 TL—2L2—3L3—MLM )\’Up

Cy Lo Avpyp?

Chr- Ly Avpy_p™

CM LM AUpMpM
Asi, la distribucion a priori conjunta de Lo, Lg, ..., Ly condicionada por nq, ..., nas
serd:

efz\vp(/\vp)nfzgz 1L, 67)\vp2p2 ()\Upzp2>L2

p(L27L37"'7LM) &

(n — Ei\iQ iL;)! . Lo!
67)‘UPMPM ()\UpMpM)LM _
Ly!
e MEE ) ) DEpnpi pls L pit

(n— ML) Lo Lg! . .. Lyy! ’
por lo que, considerando constante todo lo que no depende de Lo, L3, ..., Ly, se
tiene que:

(L2)L2 | (Lar)Ln

p(L27L3>"~7LM) X Av v ’ (33)

(M) Ls+2LattM=2)Las (n — S M G La! . Ly

donde 3>V, iL; < n.

Por lo tanto, multiplicando (3.2) y (3.3) se tiene que,

p(MPD M® . MMy o pMPD M MM | Ly L, ... Ly)p(La, Ls, . ...
M

- H 1 (L2)E2 . (Bar)Ln
e ((A:)sz—l) (M) ZilaE=2Le (g — S GLN L\ Lg! ... Ly!
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Operando y considerando constante todo aquello que no dependa de M® la

distribucién a priori conjunta de las matrices de afinidad tiene como expresién:

()" .. (50

(W) Zils =)L (n — M GENTTR (M) + Ly, — 1)1
(3.4)

p(MP M® . M)

Distribucién a priori de las matrices de emparejamiento

Consideramos ahora la distribucién a priori de las matrices de emparejamiento.
Supongamos, por ejemplo, conocida la matriz de afinidad de orden dos M. Como
por hipétesis todos los emparejamientos de orden 2 son igualmente probables (es
decir, no dependen de las configuraciones que se emparejen) podemos asumir una

distribucién uniforme sobre todas las matrices de emparejamientos de orden 2. Asi,
(2)

i i, 7 0, el nimero de matrices

debemos calcular, para cada pareja (i1, i) tales que M

de emparejamientos S(2) que se pueden construir.

. 2 . . s 2
Conocido Mél )12 # 0 primero seleccionamos los puntos de la configuracién x;,

. ., n;
que van a estar emparejados con los de la configuracién x;, (en total, (M(’;) )) A
1,92

continuacién hacemos lo mismo con los puntos de la configuracién x;, (en total,

(M%Q) )), y después, fijando los puntos de una de las configuraciones y permutando
1,0

los puntos de la otra configuracién se generan todos los posibles emparejamientos,

(en total M) 1).

11,02°

Por tanto, para cada pareja (i1,i2) tales que Mgf)zz = 0, la distribucién de la

matriz de emparejamientos S12) dada la matriz de afinidad de orden 2 sera:

1

() (8 I

p(s(il,i2)|M(2)) —

Asumiendo independencia, la distribucién conjunta de todas las matrices de em-
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parejamientos de orden dos, dada la matriz de afinidad de orden dos, sera:

1

Mg Tig 2 4
I1 (y ) (@ IMi,!
{Grig)MP, 70} 2

(1,2) (M—-1,M) (2) _
p(S12), .., SMLAN V@)

Razonando de la misma forma, se puede obtener la distribucién conjunta de

todas las matrices de emparejamientos de orden 3, dada la matriz de afinidad de
(3)

i inis 7 U, seleccionamos los puntos

orden 3. Para cada terna (iy,is,143) tales que M
de la configuracién x;, que van a estar emparejados (en total, (M(Zfl )) Después
11,912,913
hacemos lo mismo con los puntos de la configuracién x;, (en total, (M(Z)iz )) y con
11,12,13
los de la tercera configuracién x;, (en total, (Mg’f’ ’ )) y por iltimo permutamos
los puntos de dos configuraciones para generar tégég los posibles emparejamientos

® )’
( (M’il,’ig,i:; ') )

Por tanto, de forma andloga al caso anterior, la distribucién conjunta de las
matrices de emparejamientos de orden tres, dada la matriz de afinidad de orden tres
sera:
1
Niy Nig Nig M(3) ] z
H (M(3) ) (M(3) ) (M(3) ) ’L'l,’ig,l'g'

L 3 11,19,13 i1,i9,i3 i1,i,03
(i) MY, 0}y iz, .

p(S(l’Q’S), - S(M72,M71,M) ’M(S))

En general, para todo k = 2,... M, la distribucién conjunta de las matrices de

emparejamientos de orden k, dada la matriz de afinidad de orden k, sera:

Por tanto, el producto de todas ellas, dara lugar a la distribucién a priori conjunta

de todas las matrices de emparejamientos, dadas las matrices de afinidad.

A continuacién vamos a estudiar distintas situaciones, dependiendo de la trans-

formacion existente entre los sistemas de coordenadas donde se representan las con-
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figuraciones. Partiremos del caso mds general, donde se supone que las transforma-
ciones entre configuraciones son transformaciones lineales generales, para pasar al

caso de transformaciones de similitud (rotaciones, traslaciones y escalamientos).

3.5. Modelizaciéon con transformaciones lineales
generales

Una transformacién lineal general aplicada a una configuracién da lugar a una
deformacion de la misma, ya que en general no mantiene constantes los cocientes de
las distancias entre los puntos de la configuracién, lo que implica un cambio en su
forma (véase ejemplo 22). No obstante, los resultados que se van a obtener en esta
seccidn, servirdn de base para presentar los casos donde se suponen transformaciones
de similitud (rotaciones, traslaciones y escalamientos) y transformaciones rigidas,
que son ampliamente extendidas y utilizadas tanto en el anédlisis de formas como en

analisis Procrustes.

El modelo (3.1) tomando ¢;(z;41;) = A;xi11; quedaria de la forma:

xlj:,uglj_’_glj jzl,...,m
Ava; = g, + €2 j=1...,m

) . ' 3.6

Arflxrj = ’ugrj + Erj J = 17 ceey T ( )
AM_lxMj:,ugMjanMj 17=1... ny

donde paratodoi=1,..., Myj=1,...,n;.4,_1 € R es una matriz no singular,

con Ay =14, y {€i;} son independientes con funcién de densidad f;

A partir de (3.6), se observa que la funcién de densidad de z;;, condicionada por

Aiflv gija y{:uz} (pa‘ratOdOi: 177MYj: 17"'7”1') €8s

f(xi;) = filAiamy; — Mgij) |Aial, (3.7)
donde |A| denota el valor absoluto del determinante de A.
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3.5.1. Construccion de la verosimilitud de los datos

Para construir la verosimilitud de los datos, conocidas las matrices de afinidad
y de emparejamientos, deberemos diferenciar y agrupar los puntos de las configura-

ciones segtin estén o no emparejados, y segin el grado de emparejamiento.

A partir de (3.7), se construye la verosimilitud de todos los puntos de las configu-
raciones, diferenciando si los puntos estdn o no emparejados y, en el caso de estarlo,
con qué orden de emparejamiento. Asi, cada punto de una configuracién puede no
estar emparejado, formar parte de un emparejamiento doble, de uno triple,... De
esta manera se calcula la aportacién de cada subgrupo de puntos a la verosimilitud

total.

Aportacion a la verosimilitud de los puntos no emparejados

A partir de las propiedades del proceso de Poisson espacial, los {1} que generan
los puntos que no estén emparejados, (aquéllos que forman parte de la clase C), se

distribuyen uniformemente sobre la regiéon V' (proposicién 2).

De (3.7) se tiene que para todoi=1,..., M y para todo j =1,...,n,,

f@ilp) = filAiaziy — p) [Aia] .

Asi,
flzy) = /f(ffij/ﬂ)f(u)duz
v
= |Ai—1|/vfi(Ai—1xij—M>%du

1
= |Ai1|_/fi(Ai1xij_/vL>d,u-
v Jv

Si denotamos como E? al conjunto de puntos de la configuracién x; que no

estan emparejados, la aportacién conjunta a la verosimilitud de todos los puntos no
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emparejados sera:

M M 1
II II fl=) = II II - |Ai_1]/ filAi iz — p)dp
i=1{ja;;€E%} i=1 {j,z;;€EY} v v

M

=(1)Z 00 el [ S - mde (38)

v i=1{jzi;€ED}

Aportacion a la verosimilitud de los puntos con emparejamiento doble

Los valores {j;} que generan los puntos que tienen un emparejamiento doble
también se distribuyen uniformemente sobre la regién V. Por otra parte, para todos
los puntos z;,;, v %i,j, que estdn emparejados, es decir, para todo (i1, i2) tales que

@

11,12

# 0 y para todo (ji, jo) tales que SJ(E;Z) = 1, la funcién de densidad conjunta

de ambos, por la independencia entre los puntos, sera:

f(xiljlaxhjz) = /Vf(x'iljl | :u)f(xiﬂz ’ #)f(ﬂ)dﬂ =
1
= ;/ Jir (Asy 12,5, — 1) [Asy 1| fio (Aiy 14y, — 1) [Asy 1| dpt
1%

1
= - | As, 1] |Az'z—1|/ Jin(Aii—1ziy gy — 1) fin (Aiy—12igjy — p1)d e
174

Por lo tanto, la aportacién conjunta a la verosimilitud de todos los puntos con

emparejamientos dobles seréd:

H H f(xiljl ) xizjé)

{Gi1,2) | M), 20} {(n 72) 15,52 =1}
1

Lo
_ (—) T T A Aul- (3.9)
v {(isi2)]  {(jr.g2)]

(2) (i1,i2) _
Mil”i2 #0} Sj1j2 =1}

/ fir (Aiy 12,5, — 1) fin (Aiy— 1Ty, — p)dpa.
1%
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Aportacion a la verosimilitud de los puntos con emparejamiento de orden
k

En general, la aportaciéon conjunta a la verosimilitud de todos los puntos con

emparejamientos de orden k (k= 2,..., M), es:

1\ &
(—) T T el Al
v {(i1,eemsie)] {G10edr)]

(k) (i1,--8) _
M; ikio} Sjlmjk =1}

/sz'l(Az'l—lxiljl =) fi (A1, — p)dp. (3.10)

En el caso k = M, esta expresion se reduce a

1 Ly
(; |Adl ... |AM1|) I1 y fi(@y, — ) fu(Av—azag,, — p)dp.

Expresion aproximada de la verosimilitud de los datos

Considerando la regién V' C RY suficientemente grande con respecto al soporte
de f;, podemos aproximar V por R? con lo que se consigue simplificar considera-

blemente las expresiones (3.8), (3.9) y (3.10).

Denotando por egk) al nimero de emparejamientos de orden k que tiene la confi-
guracién 1, se tiene que la aportacién a la verosimilitud de los puntos no emparejados
(3.8), se puede aproximar por,

M

(‘) [T II |A¢1\/ filAiwy — p)dp =
Y i=1 {jwi;€B0) R
1 ”*%Mz‘ M % O]
- (_> I AL = (3.11)
v i=1

va que [g. fi(Ai—izi; — p)dp = 1. El exponente de |A;_;| representa el mimero de

puntos de la configuracién x; que no estan emparejados.
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De la misma manera, (3.9) puede aproximarse por,

1 Lo o
<_> H (|Ai1—1| |Az‘2_1|) 1,02 .
v {(1i2)|
M2, #0}
{« H ) R fi1(Ai171Ii1j1 - M)f¢2 <Ai271$12j2 _ M)d,w (3.12)
S(iljv%zd)il}

J172

Pero por (3.1) sabemos que ¢;,;, ¥ €i,/, tienen como funcién de densidad f;, v fi,
respectivamente (para todo j; y ja), y que ambas distribuciones son independientes.
Entonces, realizando un cambio de variable, la funcién de densidad de la variable

Z = &4, — €iyj, viene dada por la expresion,

gil-i2<z) = R fil (w)fiz (U) - Z>dw7 (313)

por lo que la aproximacién de la aportaciéon de los emparejamientos de orden dos a
la verosimilitud (3.12) puede expresarse como,

1\"* el

- {(H (|Ai1*1| |Ai2*1|) 2 H Giy g (Ailflmiljl - Ai2*1xi2j2)‘ (314)

v il,i2)| {(.717.72)‘

(2) (i1,i9) _
M; 7, 70} Siyin =1}

Para las expresiones de las aportaciones aproximadas del resto de los emparejamien-

tos, utilizamos el siguiente resultado, que viene a ser la generalizacién de (3.13).

Proposicién 4 Dadas las variables aleatorias independientes €;,j, , €izjas----Eirjr (K =
2,...,M), con funciones de densidad fi,, fi,, ..., fi, se tiene que la distribucion con-

j’U/thCL de (ZQ, ce Zk) = (€i1j1 — 51'2]'2, giljl — €i3j37 . 7€i1j1 — 5ikjk> €s,

P S /R )l = ) faw = 25) - fi w0 = 2)dw. (3.15)

Demostracion. Dado k = 2,... M, hacemos el cambio de variable

W = Ejj Eiyjy — W

22 = Cigi T Cizje Ly Cizje T W T 22
Rk = Cij1 — gy, Cigjr, — W — 2k
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por lo que el jacobiano |J| = 1. Asi g(w, z9,...,2x) = f(w,w — z9,...,w — 2x) =
fi,(w) - fiy(w—29) - ...+ fi, (w— 2;). Por lo tanto
Giy .ig,i3,. 227"'7 / fll fzz 22)f23(w_z3)flk(w_zk)dw7

como se querfa demostrar. m

Entonces, a partir de (3.10) y de (3.15), la aproximacion de la aportacién de la
verosimilitud aportada por los puntos con emparejamientos de orden k =2,..., M,

tendrd la expresion,

1\
<‘> [T (Al A )00
v {((zkl) i)
M;” ;, #0}
H Giq o, ix, (Ailflxiljl - Aiz—lxz’mm <. aAirlxiljl - Airlmikjk)'
{(1---J)I
S(’l ’k)_l}

J1--Jk

(3.16)

Se puede observar que (3.14) es el caso particular de (3.16) para k = 2. Por lo tanto,
la aproximacion de la verosimilitud de todos los puntos, se obtendra a través del

producto de (3.11) y de todas las expresiones (3.16) para los valores k = 2, ..., M.

3.5.2. Emparejamiento de M = 4 configuraciones con errores
normales

Como un caso particular de transformaciones lineales generales vamos a concretar
estos resultados en el caso en el que los {¢;;} tienen distribucién normal, tomando

M = 4 configuraciones con el tinico objetivo de simplificar las expresiones.

El modelo (3.6) en el caso de cuatro configuraciones quedarfa reducido a,
xlj = M£1j+€1j jzl,...,nl
Aoy = He,; + €25 J=1...,n9
Agxgj = /ngj +€3j j = 1,...,713

Asza; = pig, + €4 J=1,...,n4
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donde para todoi =1,...,4y j=1,...,n;, A;_1son matrices no singulares y los

{ei;} son independientes con distribucién Ny(0, 0*1,), con d = 2.

En este caso, los pardmetros del modelo son:

a) Las matrices de afinidad de 6rdenes dos, tres y cuatro: M® | M®y M®),

b) Las matrices de emparejamientos de érdenes dos, tres y cuatro: S1:2), S(13),
S g23) g4 gB4) §23) §l24) §23d) y §234)

c) Las matrices no singulares que definen las transformaciones lineales: A;, A y
As.

d) La varianza de la distribucién normal de los errores: .

La distribucién conjunta de las matrices de afinidad particularizada en el caso

de cuatro configuraciones, se puede deducir de (3.4), obteniendo la expresion,

(82)F=(§2)e (£2)t
v v v
(Av)Lst2La(n — 20y — 3Lg — 4L4)!(5 + L)' (3 + L3)! Ly

(3.17)

p(M(2), M®), 1\/[(4)) o

A partir de (3.5) se construye la expresiéon de la distribucién conjunta de las

matrices de emparejamientos de orden dos, dada la matriz de afinidad de orden 2,

1
I G )G ) (M2,)

{(i17i2)|1\/_[§?i2¢0} i1 ,ig 11,60

19(3(172)7 s:3) g4 g23) g(24) g3.4) | M(2)) —

(3.18)
la distribucién conjunta de las matrices de emparejamientos de orden tres, dada la

matriz de afinidad de orden 3,

1

2
i i i 3
I (' ) )Gy’ ) (M()g')
{(il,ig,ig)\M(B) £0} 11,12,13 11,12,13 11,12,13

11,12,13
(3.19)

]9(8(1,2,3)7 S(1,2,4)7 S(2,3,4) | M(3)) —
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y la distribucién de la matriz de emparejamientos de orden cuatro, dada la matriz
de afinidad de orden 4, o equivalentemente, dado L4, pues esta es la informacién

recogida en la matriz M©®,

p(S(1’2’3’4) | M(4)) —

1
BIRGIGIAR (3:20)

Por lo tanto la distribucién conjunta de todas las matrices de afinidad y de em-

parejamientos, se construird mediante el producto de (3.17), (3.18), (3.19) y (3.20).

Verosimilitud de los datos en caso de normalidad

Como caso particular de la aportacién aproximada a la verosimilitud de los pun-

tos no emparejados (3.11), para M = 4 se obtiene la expresion,

<%>WMJ%M4ML%W2§f9L%W3ﬁk?h%ﬁ4§&9, (3.21)
donde
f}?==M@+M%+M%+M%+M%+M%+M%@
k=2
f}?::M@+M%+MQ+M%+M@+M%+M%@
k=2

2 2 2 3 3 3 4
M) + M) + M) + MY, + MY, + M), + M,

S (k)

representan el nimero de puntos emparejados en las configuraciones X, X3 y Xy,

respectivamente.

Para encontrar las expresiones de las aportaciones de los puntos con empare-
jamientos dobles, emparejamientos triples y emparejamientos de orden cuatro, bajo
hipétesis de normalidad y deducirlas de las expresiones (3.16), nos basamos en el

siguiente resultado.

Proposicion 5 Sean Y1, Ys, Y3 y Yy vectores aleatorios independientes con distribu-

cion Ny4(0,021,). Se tiene que:
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(i) Para todo i,j € {1,2,3,4}, las diferencias Z;; =Y; — Y}, tienen como funcion
de densidad

gis() = (giﬂ)dm%ﬁ),

donde ,(z) es la funcion de densidad de la distribucion N4(0,1,).

(ii) Para todo ji,js € {2,3,4} la distribucion conjunta de Wy, ;, = (Z4;,, Z1j,) =
(Y1 =Y, Y1 =Y

s ) tiene como funcion de densidad

1\ 2z /6 1
G112 (Zj1» 25y) = (02—\@) @2d(#\/1§> §(Z72 - 5%‘1)), (3.22)

donde py4(2,v) es la funcion de densidad de la distribucion Nag(0, Ing).

(i) La distribucion conjunta de W = (Z12, Z13, Z14) = (Y1 — Yo, Y1 — Y3, Y] — Y))

tiene funcion de densidad

1\ 2 1 1
91.2,3,4(22723724):< ) 903d( 2 (_22+223)7—(_22_Z3+3Z4))7

203 0\/57 0’\/6 ov12

donde p34(z,v,w) es la funcion de densidad de la distribucion N3q(0,Is4).
Demostracion.

(i) Al ser independientes Y; y Y; para todo ¢,j € {1,2,3,4}, el vector aleatorio
Ziy =Y, = Y; ~ Ny(0,20%1,). Entonces Z;; se puede expresar como Z;; =
0v/2Y, donde Y ~ Ng4(0,1;) con funcién de densidad o,(y). Asf, haciendo el
cambio de variable, Y = Z;;/0+/2, se tiene que el jacobiano |J| = <U+/§>dpor

lo que para todo i, j € {1,2,3,4}, la funcién de densidad de Z;;, serd
1 \“ z
Z) = _— _— s
g ( ) (O’ \/§> (pd(o_ \/i)
quedando demostrado (i).

(ii) De la proposicion 5(i) se tiene que Z1j, y Zj, se distribuyen Ny(0, 20°1;). Pero
no son independientes, ya que la matriz de varianzas-covarianzas de W, ;, =

(lem Z1j2) €S:
2I; I
V(W) =% =0 (Idd QIdd) :
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Entonces, la distribucién de W, ;, = (Z1j,, Z1;,) es Na4(0,X). Por otro lado,
para escribir la funcién de densidad de W, ;, en términos de la funcién de den-
sidad de la distribucién Ngg4(0, Iyy), utilizamos la descomposiéon de Cholesky
de la matriz ¥, es decir, utilizamos que existe una matriz A tal que ¥ = AT A,

y por lo tanto, Wj,;, = ATYs; donde Yoy ~ Nogg(0, Ing). Esta matriz es,

1J2

AZO‘(ﬁId ?Ll) :0'\/5(:[6[ %Id)

04 @ Id 04 ? Id

Ast, calculamos la densidad de W}, ;, haciendo el cambio de variable Y5; =

(AT)"'W,,;, v entonces,

900) = 9130a (230> 2) = Pal (A7) ) [ (A7)

1J2

1 1

— ol (A7) (230, 2)) [ (AT)
- 2L, 0 - ‘
nNl_1[ 54 ; ‘ T
Pero (AT) L ( —%Id @Id ),y su determinante | (A”) (02\/5) .
Por lo tanto,

V2 V6 V6 1\
9132 2i2) = 02 | 5 g7 g% |\ a )

que coincide con la expresién (3.22).

(iii) Por ultimo, sabemos que Zy5, Z13 'y Z14 se distribuyen N4(0, 2021,). Entonces,

la matriz de varianzas covarianzas de W = (Z12, Z13, Z14) €S

2; I, I,
V(W) = EW = 0'2 Id 2Id Id s
I, I, 2l

por lo que la distribucién de W = (Z15, Z13, Z14) es N34(0, Xy ).

De la misma manera que en la demostracion de (ii), utilizamos la descomposi-
cién de Cholesky de la matriz Xy, con el objetivo de expresar la densidad
de W en términos de la funcién de densidad de la distribucién normal es-
tandar 3d-dimensional. Es inmediato que la descomposiciéon de Cholesky de

Yw =T"T con
NEIPIE S VRS ¥

T—o| 0 (i 12
0q4 0q4

VAL
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Haciendo el cambio de variable W = T7Y3, donde Y34 ~ N34(0,I34) y utilizan-
do que

(T = 1 —7 L \/gld 04 ,
o

LT —5L (/2L

- Vi2

= (#)d, se obtiene que la funcién de densidad de

con determinante ) (TT)f1

W = (212, Zl37Z14) €s

Z9 1

1\ 1
w) = Z9,23,24) = | == — =, ——=(—224+223), —=(—20—23+324) ).
9( ) 91,2,3,4( 2,23 4) (203) 903d(0_\/§ a\/é( 2 3) Ux/ﬁ( 2—23 4))

La proposicién 5(i) nos lleva a deducir, a partir de (3.16), que la aportacién
aproximada a la verosimilitud de los emparejamientos dobles en el caso de cuatro

configuraciones y bajo hipdtesis de normalidad tiene la expresion,

1)L2 e 1 d AZ E s — AZ iz
- [T (Al |Ana)) e T —= | po(——* )}
(U (i 22)] 1 2 {G132) oV2 V2

Mil,izyé()} Sj?j;Z =1}

(3.23)

Por otro lado, a partir de (3.16) en el caso k = 3, se deduce que la aportacién
aproximada a la verosimilitud de los emparejamientos triples, en el caso de M = 4

tiene la expresién,

L3
1 M®
(— | | |A¢1,1A¢2,1A¢3,1| 11,023 -
{(41,32,i3)|

v
(3)
Mil,iz,i3¢0}
H Giy ia,is (Ailfll'ilji - Ai2*1xi2j27 Ailfll'ilji - Aigflxiah)'
{(j152,73)]
g(1:2:3) —1}

J1,92,J3

Ademss en el caso de normalidad, de la proposicién 5(ii), esta aportacién tiene
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la forma

1\ " T 4, 4,4 MO, T 1 \?
— R R R ©1,12,%3 .
(U) {( ‘ 1171 1271 1371 (0_2\/§>

(g,iz,is)l {(j1d2.43)|
1,2,3
M)}y 1370} 85y ias =1}

J1-32,73
. Ai1—1$i1j1 _ Aiz—lxizjz
Pad

o2 ’

(Ail—lxilh + Aiz—lxléh - 2Ai3—1xi3j3)> : (3'24)

V6
60

Por 1ltimo, la aportaciéon aproximada a la verosimilitud de los emparejamientos

de orden 4 a partir de (3.16) y de la proposicién 5(iii), es de la forma

L) I (= Lo (T = A,
p e 953 ¥3d V2 )

{((j1j2,])'37j4)|

1,2,3,4) _

Sirinizia =1}

T1j, + Alll‘ng — 2142133]'3 T1j, + A1I2j2 + A2£K3j3 — 3143134]'4

G , e ) (3.25)

Por lo tanto, bajo hipétesis de normalidad, la aproximacion de la verosimilitud
de los puntos de cuatro configuraciones sera el producto de las expresiones (3.21),
(3.23), (3.24) y (3.25).

3.5.3. Inferencia bayesiana en el caso de emparejamientos
conocidos de M = 4 configuraciones

Partiendo de M = 4 configuraciones en R?, vamos a afadir la restriccién de
que todas ellas tienen el mismo nimero de puntos, es decir, n; = m para todo
i = 1,2,3,4. Ademds, vamos a suponer que se sabe que hay m emparejamientos
cuddruples y también cudles son los puntos que estdn emparejados. Asi, los para-
metros del modelo se reducen a aquellos con los que se definen las transformaciones
entre configuraciones, es decir, las matrices Ay, Ay, A3z y el pardmetro de precision

0% y sobre ellos aplicaremos la metodologfa bayesiana.
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Sin pérdida de generalidad, supongamos que Vj = 1,...m los puntos x1;, T2;, 3,

y 245 forman los m emparejamientos de orden cuatro, es decir, §;; = §5; = &3; = {y;-
En esta situacién, las matrices de afinidad y de emparejamientos son conocidas. En
particular, las matrices de afinidad de orden 2 y 3 son cero (por tanto también las
de emparejamientos de este orden), y la matriz de afinidad de orden 4 toma el valor
m en la coordenada (1,2,3,4) y permutaciones de ella, y cero en el resto, es decir,

msi {i,5,k, 1} € {m(1,2,3,4)}

Mfﬁzz =
0 resto

donde 7(1,2,3,4) denota las permutaciones de los nimeros {1, 2, 3,4}.

1.234) tendrd dimensiones m x

) 1,2,3,4
m X m X m, y tomard el valor uno en las coordenadas Sg- Iy )

La matriz de emparejamientos de orden cuatro S¢
paratodoj=1,...m

y cero en el resto, es decir,

1 si i=j=k=1e{l, ..
ijkl

0 resto

En primer lugar, calculamos la expresién de la verosimilitud de los datos y a con-
tinuacién calcularemos las distribuciones a posteriori de los pardmetros asumiendo

ciertas distribuciones a priori.

La verosimilitud de los datos se reducird a la expresiéon asociada a los empare-
jamientos de orden cuatro (3.25) que, particularizada en esta situacién quedaria de

la forma,

1 m o1\
p(X17X2,X37X4 | A17A27A3702) X (; |A1A2A3|> H (ﬁ) :

j=1

T — Alll‘gj T1j + All'gj — 21421}3]' T1j + Alll‘gj + Agll‘gj — 3A3£L‘4j
3d a\/§ ’ a\/g ’ ov'12

1 md 1 m 2
“ (a) =13 (2
J:

X Z T1j + All’gj — 2A21‘3j
7=1

T1; — Alxzj

o2
2 m
+
j=1
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Con el objetivo de conseguir una expresién més manejable, denotamos por

1
By = —\/i(ll‘lj — Aymy;),
1
sz = %(ZCU + A1x2j - 2A2x3j)7
1
Bs; = ——=(x1; + A1xe; + Asxsj — 3As14;).

V12

Asi la verosimilitud se puede expresar como:

1 smd .
p(X17X27X37X4 ’ A17A27A3702) & (;) |A1A2A3‘

1 m m m
exp {—ﬁ (Z 1B 17+ > IByll* + !\B3j\|2> }(3-26)
j=1 j=1 j=1

Distribucién a posteriori de los parametros Se sume que la distribucién a

priori de la varianza o2

de densidad es,

es una gamma inversa o2 ~ G(a, 3), a, 3 > 0, cuya funcién

P(o%) = gy (0" expl=5/0%.

A partir de (3.26) se obtiene que la distribucién a posteriori de o2 es de la forma,

3md
(e 1 5
p(02 | X1, Xo,X3,X4, A1, Ag, A3) x Fﬁ(a) (02)7(a+1) exp{—ﬁ/az}. <§)
1 m
m{ang%WW&WH@mﬁ:
j=1

atdm L N
= (o%)7%2 dH)eXP{_ﬁ <6+§Z(HBUH2+||sz|\2+\|331\|2)>}’
j=1

Por lo tanto, la distribucién a posteriori de 02 es una gamma inversa o2 ~
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G(a*, f*) donde
o = a+ -md,

2

. 1 1 —
g = B+ {5 N gy — Avagy | + 6 Dl + Avws; — 24505
=1 =1

1 & 5
+E Zl ||.131j + All’gj + Agl’g]’ — 3A3134j|| } . (327)
]:

A continuacién estudiaremos las distribuciones a posteriori de las matrices de las

transformaciones lineales, suponiendo distribucién a priori Matriz Normal.

Definicién 32 Una matriz X € R"*P se dice que tiene distribucion Matriz Normal
X ~N(M, oY), donde ® es el producto de Kronecker, M € R™P y 3, Oy, >

0, si su funcion de densidad es

np n ]_
p(X | M,®,%) = (2n) "2 |®] 72T Eexp (—§traza<l>1 (X —M)LH(X — M)T) .

El vector aleatorio vec(XT) = (xf 2T ... 2I)T donde x! representa la fila

rn

1—ésima de la matriz traspuesta de X, tiene distribucién normal n X p—dimensional

de vector de media vec(M) y matriz de varianzas-covarianzas 2 = ® ® X.

Se asume que las distribuciones a priori de las matrices Ay, Ay y Az son Matriz

Normales N(M,® ® X), con M = 0,,,, ® =1, y ¥ = I, es decir,

1

p(4;) o exp{—§traza(AiAiT)}. i=1,2,3.

Entonces, a partir (3.26) la distribucién a posteriori de A; es
. 1 m m m

P | ) e lAl exp{—@ (Z\|Bu||2+2||32j||2 5 ||ng||2>
j=1 j=1 j=1
1
—§tmza(A1A1T)} . (3.28)
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Se puede simplificar la expresién en términos de la traza de una matriz.

m m 2 m
T — All'g' 1 T
Z HBIJHQ — Z J \/5 J — 5 Z ('rlj — Alej) (.le — Alej)
Jj=1 Jj=1 j=1
1 m
= 52 (el + [ Awwsy |* = 22T, A1) (3.29)
j=1

Andlogamente,

2
L1 + All'gj — 21421‘3]'

V6

m

2
> IByl* =
j=1

1M:

(‘|A1$2j||2 + ||2A21'3j — $1j”2 — 2(2A2$3j — .le)TAIZ'Qj) .

I
| =
1M

(3.30)
Por dltimo,
Zm: I1B* = Zm: dhs L Jz/%mgj =3y |
=1 =1
= % 3 ([ Ara; 1" + 13Asa; — Agws; — |
=1
—2(3A3w4j; — Asws; — xlj)TAlxgj) (3.31)

Entonces, sustituyendo (3.29), (3.30) y (3.31) en la expresién (3.28), teniendo en

cuenta que a’b = traza(ba®) y simplificando, se llega a que

A:C L

I & 1
_tT(Alﬁ Zij(Ilj + A2I3j + A3I4j)T)> — 52&7’(14114{)} .

j=1
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Por lo tanto, la expresién de la distribucién a posteriori de la matriz A; es

m 1
p(A; | ...) o< |A] exp{—§

3 m
tT(Al(E Z Izjmg} + Id)A{)
j=1

o

1 m
—tr(ﬁAl Z T2 (CL‘lj + Agl'gj + A31'4j)T)] } .
j=1

Operando de la misma forma se llega a que las distribuciones a posteriori de Ay y

As son de la forma

. 1 3 m
p(Ay | o) oc[AgMexp Q —= | tr(Ax(— O wsjwg; 4 1a) A7)
2 4o j=1
]_ m
— t’f‘(—z 2A2 Z T3 (l’lj + All’gj + A3$4j)T)] } .
g j=1
m 1 3 T T
p(As | ...) oc|As|"exp  —5 [tr(As(-—=5 Do majzy; + 1a)Az)
2 4o j=1

202

1 m
— t’f‘(—Ag Z l’4j (l’lj + All’gj + AQ.ng)T)] } .
j=1

3.6. Modelizacién con transformaciones euclideas
de similitud

En esta secciéon presentamos el mismo problema de emparejamiento de M > 2
configuraciones de puntos, cuando las transformaciones existentes entre los sistemas
de referencia de las configuraciones son transformaciones de similitud. Este tipo de
transformaciones multiplican todas las distancias por el mismo factor y son esen-
ciales en el estudio de formas y de emparejamiento de configuraciones. Tal como se
explicaba en el capitulo 2, estas transformaciones rotan, trasladan y escalan unas

configuraciones sobre otras.

El esquema que se sigue en esta seccion y el desarrollo teérico, no son muy

diferentes a los presentados anteriormente. En primer lugar se planteara el modelo
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general, y se calculard la verosimilitud de los datos. A continuacién, se tratard el caso
donde se supone normalidad para los errores, ademés de centrarse en cuatro configu-
raciones con el objetivo de mostrar aplicaciones. Por tltimo, se realizardn inferencias

sobre todos los pardmetros suponiendo que los emparejamientos son conocidos.

Asi el modelo (3.1) quedaria expresado en términos de matrices de rotacién,

vectores de traslaciéon y constantes de escalamiento de la siguiente manera:

:Iflj:/lglj_’_glj j=1,...,m
s1A12; + T4 = Mg, T €2 j=1,...,n9
Sp—1Ar 1y + 7'.7171 = He,; + €rj j=1...,n, (3:32)
sm—1Ap-17aj + 7:M—1 = He,, Temi J =1, Y
donde para todo ¢ = 1,..., M y para todo j = 1,...,n;, s; > 0 son pardmetros

de escala, A; matrices de rotacién en R? (|4;| = 1y AT = A1), y 7; vectores de
traslacién de R?. Ademés, {&;;} tienen como funcién de densidad f; y son indepen-

dientes entre si.

Asi, a partir de (3.32) se tiene que las funciones de densidad de los distintos

puntos de las configuraciones tienen las expresiones,

f(xlj):fl(xlj_ﬂglj) j=1...,m
f(25) :f2(51A1x2j+7—1_,u£2j)861l Jg=1,...,n9
f(zrj) = fr(srflArfll'rj + Tro1 — Mgm.)sg—l ] =1,...,m
Fen) = (s Ava@ag + Ta = gy, )84 G=1,...,nu

Por lo tanto, suponiendo Ag =1 y 79 = 0, para todo i = 1,..., M y para todo

Jj=1,...,n; la funcién de densidad de cada punto z;; es,
F(@ig) = filsimrAiatyg + Timy — pg, )iy (3.33)
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3.6.1. Construccion de la verosimilitud de los datos

De la misma manera que en el caso de transformaciones lineales generales, la
verosimilitud de los datos se construye diferenciando los puntos segin el grado de
emparejamiento que presentan. Las expresiones que se obtienen para cada caso van
a ser andlogas a las encontradas en aquella situacién. Bastara sustituir |Ay| por

|skAk| = s¢ y la expresion Ag_174; por s,_1Ag_1Tkj + Tr_1.

Asi, a partir de (3.11), la aportacién aproximada a la verosimilitud de los puntos
no emparejados tiene la expresion,

M

n—> iLi pp 0!
1 i= ng Z 62.
<;> ’ 1:[1 |s;ia| =0 (3.34)

De la misma manera, a partir de la expresiéon obtenida en el caso general (3.16),
la aportacién aproximada a la verosimilitud de los puntos con emparejamiento de

orden k, k =2, ..., M, tiene la forma

1\ & J AMD
(5) {(H <|5“’1| '”|si’°*1|> o

thk)‘

k
M, 0}

Gir iz (Sis -1 A4y 1 T4y + Tiy 1 — Sip—1 iy 1Tinjy — Tin—1,
{G1---d)|

(31-if)
Sjlmjk =1}

s ,Sil—lAil—lxml + Tip—1 — Sik—lAik—leikjk - Tik—1)7 (3-35)

donde gi, iy s, iy (22, - - . ;) viene definida en (3.15). El producto de (3.34) y de (3.35)
para todo k, da lugar a la expresién aproximada de la verosimilitud en el caso de

transformaciones de similitud.

3.6.2. Emparejamientos de M = 4 configuraciones con erro-
res normales

Siguiendo con el esquema seguido en la seccién 3.5, vamos a suponer que los

errores tienen una distribucién normal. Asi, particularizando en el caso de M = 4

86



CAPITULO 3. EMPAREJAMIENTO DE MAS DE DOS CONFIGURACIONES
NO ETIQUETADAS MEDIANTE TRANSFORMACIONES LINEALES

configuraciones, el modelo (3.32) queda de la forma

xljzﬂglj"_elj jzl,...,nl
5141295 +T1 = fie,, + €2 j=1,...,n9
S9Aox3j + Ty = He,, + €34 j=1,...,n3
83A3x4j+7'3:u§4j +teyy =100,

donde {&;;} son independientes con distribucién N,4(0,021;) con d > 2 y la matriz

I, es la matriz identidad de orden d.

En esta situacion, los pardmetros que definen los emparejamientos (matrices de
afinidad y de emparejamientos) son los mismos que en el caso de transformaciones
lineales generales, no asi los pardmetros que definen las transformaciones. Ahora, se
tienen, con ¢ = 1,2, 3, las matrices de rotaciéon A;, los vectores de traslacién 7; y las

constantes de escalamiento s;, ademds de la varianza de los errores o?.

Las aportaciones a la verosimilitud de los datos de los distintos emparejamientos,
se deducen directamente de (3.21), (3.23), (3.24) y (3.25). Asi, la aportacién de los

puntos no emparejados tiene la expresion

M
M M
1\ "2Le=8Ls—4La d(nz—)_ ) d(na— > o)) d(na—3 )
; S]. k=2 82 k=2 53 k=2 . (3-36)

La expresién de la aportacién de los puntos con emparejamientos dobles es,

1)“ 4 a4 M2 1 \*
- I1 (Si ~15i 71) e T —=
(U ) (Gl \oV2

(2) (i1,92) _
M), #0} Sivig =1}
Siy—1Ai 1Ty + T1 — Sig—1Aiy_1%iyj, — T2

a2
87
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La expresién de los emparejamientos triples es:

1) “ am®. I
; {( H (811—187,2—1523—1) 11,1253 H 0-2\/§

(g,iz,is)l {(4172.33)]
M), 70} si2ia)_qy

o (Sil—lAil—lxiljl + Tii—1 — Sig—1Aiy—1Tiyj, — Tiz—1
“Paq

V2 ’
V6

—— (81,1 Ay 1Ty, + Tiy 1+ Sip 1 Aiy 1Ty, + T 1 — 285 1 Ai 1Ty, — 27'z'31> ;

60
(3.38)
y la de los emparejamientos cuddruples es:
1 dLs 1 d T1j, — SlAll’sz —T1
(;513253) H (%) P34 < /2 5
‘{(gj;gz)7j3,j4)\
j1ijévj37j4:1}
L1j, + 81A1$2j2 +7T1— 2821421‘3]'3 — 27’2
) O_\/g 9
xljl + 81A1132j2 + T1 + 82A2$3j3 -+ To — 3S3A3I4j4 — 3’7’3 (3 39)
’ ov/12 ' '

Por tanto, el producto de (3.36), (3.37), (3.38) y (3.39) da lugar a la expresién de
la vesomilitud de los datos de cuatro configuraciones bajo hipétesis de normalidad

en el caso de transformaciones de similitud entre las mismas.

3.6.3. Inferencia bayesiana en el caso de emparejamientos
conocidos de M = 4 configuraciones

En este apartado y de la misma manera que se hacia en el apartado 3.5.3, se
presenta el caso de M = 4 configuraciones con el mismo nimero de puntos, m,
suponiendo que estos m puntos estdn emparejados y se conoce cudles son estos em-
parejamientos. Asi, centrdandonos en el caso de que los errores siguen una distribucién
normal, los pardmetros del modelo se reducen a aquellos con los que se definen las
transformaciones entre configuraciones, es decir, los pardmetros A, Ay, As, s1, So,

S3, T1, T2, T3 y el pardmetro de varianza o2.
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Supongamos sin pérdida de generalidad que Vj = 1,...m los puntos z1;, x2j, 3,

j = Sy

En esta situacién, las matrices de afinidad y de emparejamientos son conocidas y

y 245 forman los m emparejamientos de orden cuatro, es decir, §;; = §5; = &3

son las descritas en el apartado 3.5.3.

Basdndose en las expresiones (3.36), (3.37), (3.38) y (3.39) se obtiene la expresién

de la verosimilitud, andloga a (3.26),

g
1 m m m
S 1 LY SIEYES SN .40
j=1 j=1 j=1

donde

2md
2 md
p(X17X27X37X4 | A17A27A378178278377—177—277—370- ) 8 <_2> (815283) :

1
Dy; = E(fflj — 5141295 — 1),
1
ng = %(xlj —+ SlAlxgj +71— 2821421’3]' — 2’7'2),
1
ng = —(l‘lj + SlAll'Qj + 71+ SQAQ(L‘gj + 79 — 383A31’4j — 37'3). (341)

V12

Distribucién a priori de la varianza ¢? y su distribucién a posteriori

Partiendo de que la distribucién a priori de la varianza o>

es una gamma inversa
072 ~ G(a, B), se puede deducir de la misma manera que en el caso de transfor-
maciones generales, que la distribucién a posteriori de o2 sigue siendo una gamma

inversa 02 ~ G(a*, *) de pardmetros,

* = d
o a+2m

N+~
=

m m
6* = 6—|— { ZH.CCU —SlAll'Qj —7'1H2—|— Z||$1j +81A15L‘2j +T1 —282A2£C3j —27'2H2
7=1 7=1

1 m
—|—E Z ||Z'1j + SlAll'Qj + 71+ SQAQ(L‘:J,J' + To — 383A3£C4j — 37’3”2} s
j=1

expresiones andlogas a (3.27), obtenidas en aquel caso.
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Distribuciones a priori de los parametros de traslacién 71,75 y 73 y sus
distribuciones a posteriori

Asumimos que la distribucién a priori de los vectores de traslacién es normal,
Ti ~ Ny(pg, 02 1) i =1,2,3 es decir,
1 T
p(7:) o< exp T 952 (75 = )" (T — 1) ¢ -

Bajo el modelo (3.40) se tiene que la distribucién a posteriori de 71 serd de la forma,

plrs ) xesp { g (ra =) (=)

1 m m m
exp {—@ (Z DI+ > Do+ ||D3j\|2> }
j=1 j=1 j=1
1 T 1 “ 2
= exp —r‘%(ﬁ—m) (11 =) = 5 ;HDUH

+Zr\D2j|F+Z|ngj||2>}. (3.42)
j=1 j=1

Operamos en (3.42) con el objetivo de llegar a una expresién simplificada.
2

S IDylr = >

j=1 j=1

1 m
= 5(’[717'{’7’1 — 27’{ Z<x1j — SlAlIQj)) + Kl,

1 2

—($1j - 51A1$2j - 7'1)

V2

7=1
m m 1 2
Z ||D2].H2 — Z %(Ilj‘ + SlAll'Qj + 71— 282A2£L‘3j — 27’2)
j=1 Jj=1
1 m
= 8(7717'{7’1 — 27’{ Z(QSQAngj + 27’2 — xlj — SlAll‘Qj)) + Kg,
j=1
m m 1 2
Z ||D3j||2 = Z —<I1j + SlAll’Qj + 71+ SQAQIgj + 79 — 3S3A3I4j — 37’3)
=1 =1 V12
1 m
= E(mTle — 27’{ 2(383A3£E4j + 37’3 — X1 — SlAliL'gj — SQAQZL';J,]‘ — 7'2))
j=1
+K37
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con K, Ky y K3 expresiones independientes de 7.

Asi, el exponente en (3.42) seria,

1 1 1
~53 (171 =271 py,) — oy (2 mriT — 277 Z T1; — s1A1225))

T1
1 m
+6(m7'{7'1 — 27’{ Z<282A2$3j + 27'2 — xlj — 81A1$2j))
7=1

1 m
+12 (m’T{Tl — 27’{ Z 3531431}4] + 37’3 — T1; — SlAll'Q] — SgAgiL'g] — 7'2)))
j=1

1 1 1
= —53 (171 — 271 piy,) — oy (2 mriT — 277 ZC&]
T1

1 = 1
+6(m7'r{7'1 — 2’7:{ Z CQJ') + E(mT{Tl — 2’7:{ Z C3j)) s

=1 j=1

donde

Clj = T15 — 81A1332j,
ng = 282142.133]' + 27’2 — T1; — SlAll’Qj
ng = 383A31’4j + 37’3 — $1j — SlAll'Qj — 52A2x3j — Ta.

Entonces, la densidad a posteriori de 71 sera de la forma:

p(ry | ...) x

17 1
o {_5 [W (7{71(1202 +9mo?))

o7 (12/%-102 + 6072.1 Z Cyj + 2031 Z Cy; + 072.1 Z CSj) )
j=1 j=1 =1

} |

Completando cuadrados con el fin de obtener la expresién de la funcién de den-
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sidad de una distribucién normal y operando, se llega a que,

p(r1|...) «
1
exXp 4§ — 03102
02+%m03_1
2
Hr 1 m
é + 102 ijl(l’lj — 351A1£L'2j + 82A2£B3j + 83A3I4j + 7o+ 7'3)

T 1 o 3m
0'72_1 402
Por lo tanto, la distribucién a posteriori de 71 es normal d-dimensional

el + rig Zm (ZClj — 381A11’2j + SQAQ(L‘?,J' + 53A3.T4j + 7o+ Tg) 1

o?rl j=1

1]~ Na 1 sm Ty
o2, 402 o2, 402
Actuando de la misma manera para el cdlculo de la distribucién a posteriori de
To y operando se llega a que,
p(ra|...)
1
exp { — .
1 3m
2(1/(5 + )
2
2
Hr 1 m
é + 102 Zj:l (xlj + 81A1[E2j - 382A2I3j + S3A3I4j + 71+ T3)
T2 — L 3m )
o2, 402
or lo que la distribucién a posteriori de 79 es también normal d-dimensional
J
7 1«
.
ﬁ + ) Z(l’lj + 81A1$2j — 332A2x3j + 83A31'4j + T1 + 7'3) 1
2 —
7=1
To | ...~ Ny 1 3m ’L+3_m1d
02, 402 o2, 402
(3.43)
Por 1ltimo, y de la misma manera, se llega a que la distribucion a posteriori de 73
es,
o 1 Ui
.
ﬁ + 2 Y (1) + s1A129; + 52 Asxs; — 353 A3 + T1 + T2) ]
3 S
7j=1
Tg‘...NNd 1 3m )1 3mId
oz, T 102 o2 T g2
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Distribuciones a priori de los parametros de escala si,s; y s3 y sus dis-
tribuciones a posteriori

Asumimos que a priori, los pardmetros de escala s;, i = 1,2, 3, siguen una dis-
tribucién gamma, es decir s; ~ G(oy, f;), cuya funcién de densidad es,

B
[(ay)

Entonces a partir de (3.40), la distribucién a posteriori de s; tendra la forma:

- . 1 m m m
plsy | --+) o 5% exp{—P 51} exp {_Tc? (Z DI+ Do+ HD3J‘H2> } ;
=1 =1 =1

5% Lexp{—f;si} s; > 0.

p(si) =

donde Dy, Dyj y Dsj son como en (3.41).

Desarrollando las normas al cuadrado se llega a que

m 3 m

2 2 2 2
D Dy + Dol + D3 1* = 77 > Nl
J=1 j=1

1 m
—581 Z(ZL‘U — 37'1 + SQAQZL';J,]‘ + 79 + 53A3£L’4j + Tg)TAll’gj + Kl,
j=1

donde K es una expresion independiente de s;.

Asi, la funcién de densidad a posteriori del pardmetro s; es:

1 3 —
a+dm—1 2 2
p(si | ) ccs exp {—ﬁ (511 JZ:; |22l

1 m
—5; [5 Z(mlj — 371 + 89 Agx3; + To + 83A3x4; + T3) Arag; — 20261] ) } :
j=1

Procediendo de la misma manera para el cdlculo de la distribucién a posteriori

de sy, y observando que D;; no depende de s3, se tiene que:

B . 1 m m
p(sa|--+) o s® leXP{_5282}52 deXP {—@ (Z ||D2j||2 + Z ||D3j||2) } :
j=1 j=1
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Operando de nuevo, se llega a que
3 m
2 2 2
1D [I° + 11Ds;1° = 557 > sl
j=1

1 m
582 Z(:Clj + 71+ SlAlngj — 379 + 83A3x4j + Tg)TAgl‘gj + Ko,
j=1

donde K5 es una expresion independiente de sy. Asi, la funcién de densidad a pos-

teriori del pardametro s, es:

a+dm— 1 3 -
p(sy | ) ccsy®te 16Xp{—T‘2 (s%ZZHm]HZ
j=1
—5 1Zm:( ; A1z9; — 3 A3y T Ayws; — 207
2 5 £B13+71+81 1T2; To + S3 3l’4j+73> 235 O'ﬁz .
j=1

Por tltimo, en el caso del pardmetro s3, se observa que D;; y Dy; no dependen

de s3, por lo que

1 m
a—1 md 2
p(s3|---) o 537 exp{—[F353}s3™" exp {—ﬁ ; ||D3j|| } .

En este caso, y de forma andloga, se llega a que la funcién de densidad a posteriori

de s3 es:

ot 1 3 — 9
p(sz | --+)ocss d 16Xp{—T‘2 <8§Z;’\$4j||

|

Distribuciones a priori de las matrices de rotacién A;, Ay, y A3 y sus dis-
tribuciones a posteriori

N =

Z(ZL‘U + T1 + 81A1£L‘2j + T2 + SQAQZL’gj — 37’3)TA31}4j — 20’2ﬁ3] ) } .
j=1

A partir de este momento, nos situamos en R? con el fin de centrarnos en matrices
de rotacion en dicho espacio. Eligiendo como sentido de la rotacién el contrario a

las agujas del reloj, las matrices Ay, Ay y A3 serdn de la forma,
A — [ cos 0, —senb, A, — [ cos fs —senfs A — [ cos A3 —senfs
L7\ senf; cosé, P27\ senfly  cos by P8 T\ senf;  cosfs; )
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Siguiendo a Green y Mardia (2006), asumimos que las distribuciones a priori de
las matrices de rotacién A;, A; y Az son distribuciones von Mises de pardmetros v; y
k; > 0 (Mardia y Jupp, 2000) con i = 1,2,3, A; ~ M(v;, k;), es decir, sus funciones

de densidad son,

1 T
p(4;) = ETA T exp {traza (F}' 4;) }

o exp {tmza (FzTAZ)} ,

donde I, denota la funcién de Bessel modificada, definida como

2w

In(k;) = % /exp(kzi cos 6)db,
0

o ki (cos v; —senw)
L= .

senv; COS V;

y la matriz

Entonces, las funciones de densidad se pueden escribir también en términos del

dangulo 6;, como

p(0;) ox exp{k; cosv;cosb; + k; senv;senf;} = exp{k;cos(0; — v;)}.

Para calcular la distribucién a posteriori de A;, nos basamos en el modelo (3.40).

Asi,
p(Ar | ...) xexp{traza (F{ A1)} -
1 m m m
exp {—T‘g (Z 1Dy 1"+ > 1Dl* + ) ||D3j\|2> } - (345)
j=1 j=1 j=1

Operando y prescindiendo de lo que depende de Ay, se tiene que,

2

(Ilj - S1A1$2j - 71)

1
2
Dyl = |

1
) (| Ar2ay]” = 251 (215 — 71)" Ara; + ||l2gy — 71%)

= —s1(z1; — 7’1)TA1$2]' + K,
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2

1
||D2jH2 = H%(Zﬂlj + 81A1£L‘2j + T1 — 2521421}3]‘ — 27’2)
1
= 6 (||81A1[L’2j||2 - 281 (282A2$3j + 27'2 — T1; — Tl)TAlxgj
+ ||282A21L'3]‘ + 2’7’2 — T1; — 7'1”2)
1
= —581(282A2$3j + 279 — 15 — Tl)TA1$2j,
y
1 2
1Ds* = H_/ﬁ(xlj + 81 41T9; + T1 + S2. 4235 + T2 — 353A3145 — 373)
1
= —651(383A3$4j + 37’3 —T1; —T1— SgAQ(L‘gj — TQ)TAll'Qj + Kg,

donde K; son expresiones independientes de Aj;.
Asi,

1D + ([ Das|I* + 1Dy |* =
1
—581 (.131]' + SQAQZL’gj + 831431}43' - 37'1 + To + 7'3)T AlfL’Qj + Kl + K2 + K3.
(3.46)

Sustituyendo (3.46) en (3.45) y de nuevo utilizando que a’b = traza(ba®), se llega

a que
p(Ar | ...) cexp {traza (F{ A1)}

1 m
o exp {tmza (r‘?sl Z Toj (1 + SoAows; + s3Asx4; — 371 + T2 + 73)TA1> }

j=1
o exp {traza (

1 m
FlT + @Sl Z Igj(l’lj + SQAQIgj + 83A3I4j — 37'1 + T2 + 7'3)T

j=1
!
o exp traza F1 + @51 Z(l'lj + 82A2£C3j -+ 831431‘4]‘ — 37’1 + 79 + T3)£ng
j=1

Por lo tanto, la distribucién a posteriori de A; es una distribucién von Mises con

funcién de densidad
p(Ar ] ...) < exp {traza (F;"Ay)}, (3.47)
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donde la matriz F}* toma la expresion

m

1
Fl* = F1 + @81 Z(I‘lj + SQAQZL’3]' + S3A3£L‘4j — 37’1 + 7o+ 7'3)1}%;.
j=1

Actuando de la misma manera para el célculo de la distribucién a posteriori de

As se llega a que,

p(Az | ...) o

1 m
exp | traza | | Fy + F‘QSQ Z(xlj + 51 A1%9; + S3Asx4; + 71 — 372 + 73):13%} Asy ,
j=1

por lo que la distribucién a posteriori de A, es una distribucién von Mises con

funcién de densidad
p(As | ...) < exp {traza (F3" As)}, (3.48)

donde la matriz F3 toma la expresion

1 m
FQ* = F2 + ESQ j;(l’lj + SlAll’Qj + 83A3$4j +71 — 37‘2 + Tg)zg:j.

Por 1ltimo, se prueba que la distribucién a posteriori de A3 es una distribucién

von Mises con funcién de densidad
p(As | ...) < exp {traza (F3" As)}, (3.49)

donde la matriz F3 toma la expresion

* 1 =
F3 = F3 + ES:& Z(Z’lj + SlAll'Qj + 82A2£C3j +T7T1+ 79— 37’3)1‘;1}.

Jj=1

Con la intencién de identificar los pardmetros de estas distribuciones von Mises,

llamamos

T(l) T(l) s m
T = <T1(11) T1(21) - 47:12 Z(xlj + 8249w + s3A30a; — 37Ty + To + T3)g;,
21 22 j=1
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T(3) T(3) S3 m
TG — [ 1L 12 1 — — Z(xlj + 51A1%9; + S9Asws; + T1 + T2 — 373):E4Tj,
por lo que F = F; + T para todo i = 1,2,3. Entonces, las expresiones (3.47),
(3.48) y (3.49) pueden escribirse como
p(A; | --+) o exp {traza ((F; + T(i))TAi)} :
o también
p(0; | --+) < exp{(k;cosv; + Tl(? + Tg)) cosd; + (kisenv; + Téi) - Tl(;))senﬁi}.

Llamando v} y k] > 0 a los pardmetros de la distribucién von Mises a posteriori de

A; y resolviendo el sistema de ecuaciones

k:icosyi—i—Tl(?—l—Tg) = kjcosvj,

k;senv; + Téi) — Tf;') = kisenv;,

se llega a que para todo ¢ = 1,2, 3, la distribucién a posteriori de A; es von Mises

de parametros A; ~ M (v}, k) donde

[

. N\ 2 . 2112
ki = {(k, cosv; + Tﬁ) + Tg(é)) + <kiSGHVi + Tz(i) - Tl(;)) } ,
ks ; T(i) T(i)
v = arcocos [ Y —;* -
1
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3.6.4. Inferencia bayesiana en el caso de emparejamientos
desconocidos de M = 3 configuraciones y transforma-
ciones rigidas

Hasta ahora, las inferencias de los pardametros que se han planteado no involucra-
ban ninguna matriz de emparejamientos ni de similitud al trabajarse en el supuesto
de conocerse los emparejamientos entre las configuraciones. En este apartado vamos
a estudiar el caso en el que las configuraciones siguen teniendo el mismo nimero
de puntos m, se sabe que tienen todos sus puntos emparejados, pero se desconoce
cuédles son estos emparejamientos. Esta situacion la vamos a desarrollar en el caso
de M = 3 configuraciones para simplificar, y vamos a utilizar transformaciones rigi-
das, es decir, suponemos los pardmetros de escalamiento s; = 1 y mantenemos la

hipé6tesis de normalidad sobre los errores.

Asi, en esta situacion, los pardmetros del modelo son las matrices de rotacién

Ay, As, los vectores de traslacion 71, 7o, el pardmetro de precisién o2 y la matriz

123) Sefialamos que la matriz de afinidad M® es

. 3
conocida, ya que sus elementos son todos cero excepto Ml(z% =m.

de emparejamientos triples S¢

Comenzamos determinando la verosimilitud de los datos. A partir de (3.38) y
particularizando en el caso de tres configuraciones sin pardmetros de escala, esta

verosimilitud tiene la forma:
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1\" 1 \*
p(X17X27X3 ‘ A17A27T177—270_27S(1’273)) ~ (_) H (—) ’
{(i,5,k)]

v ijik 0%V/3
Sty =13
— Az, — 71 V6
Do ( 1\/; L s — (21 + Arzoj + 71 — 24513, — 27'2)>
o

T1; — A1$2j —T1

CECIEIDS
x | —= Xp 4§ —=
o2/3 P 2

J
0\/5
é(é’f;’)k)l
Si,jy,i; =1}
2

V6

6_0'(in + All'gj + T1 — 2A2$3k — 27’3

1 \™ 1|1 )
O‘<g2¢§) P3| 2 Mo iy =l

{5,k

1,2,3
S'L(jk )7}

1 AT + Alxgj + 71 2
+ g Z 5 — Agl’gk — T2 (350)
(G0
’L(] k )71}

Asi, el modelo conjunto tendré la forma

P(Ar, Ay, 71, 79,0%, 8, 1, x5, x3) o p(A1)p(Az)p(T1)p(m2)p(ST>) -

1 \™ 1|1 )
0_2\/5 exXp —; Z Z ”xli—All'Qj—TlH

{1(3%)’6)\
’L 0,k 71}

2
T + A1£C2j + 71

5 — Asxa — T

1
=
{(wk)\

123)
'L]k 71}

(3.51)
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Distribucién a priori de la varianza o2 y su distribucién a posteriori

Si partimos de que la distribucién a priori de la varianza o2 es la gamma inversa
072 ~ G(a, B), a partir de (3.50) se demuestra de la misma forma que en el apartado
3.6.3, que la distribucién a posteriori de 0% es una gamma inversa o2 ~ G(a*, 3*)

donde

o = a+md
* 1 - 2
o= p+ 1 Z |21 — Ara; — 71|
{(2,5,%)]
S =1)
1 " 2
—|—§ Z ||x1i+A1:132j —|—7’1 —2A21’3k —27’2”
{(,5,%)]
g3 _qy

i3,k

Distribuciones a priori de los parametros de traslacién 7, y 79 y sus dis-
tribuciones a posteriori

Asumimos que 7; ~ Ng(p;,0214) i = 1,2, es decir,

Bajo el modelo (3.50) y de la misma forma con la que se procedia en el apartado

(3.6.3), las distribuciones a posteriori de 71 y 79 son, respectivamente
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;‘Tl + 3712 Z ([[‘17; - 2A1x2j + A2$3k + 7-2)

1

({l(é,%;,)kﬂ
N Sk =1 1 I
Tl L 2m "I amd |
o2, 302 o2 302

:TZ +a > (w4 Avwgy + 71— 2A5w3;)
{(2,5,%)]
5(1,2,3):1} 1

4,k
1 2m
o2, + 302

To NNd

Distribuciones a priori de las matrices de rotacién A; y A, y sus distribu-
ciones a posteriori

Asumimos de nuevo, limitdndonos al caso bidimensional, que las distribuciones a
priori de las matrices de rotacién A; y As son distribuciones von Mises de pardmetros
viyk;>0coni=1,2, A; ~ M(v;k;). Entonces, baséndonos en el modelo (3.50),
y procediendo como en el caso de transformaciones de similitud, la distribucién a

posteriori de A; es una distribucién von Mises con funcién de densidad
(A | X1,X9,X3, 71, 72,02, S0%Y)) o exp {tmza (Fl*TAl)} , (3.52)

donde la matriz F}* toma la expresion

. 1
Fl :Fl—i_ﬁ E (1’11—271+A2x3k+72)$gj.
{(@.4,5)]
siyn=1

Analogamente, la distribucion a posteriori de A, es una distribuciéon von Mises con

funcién de densidad

p(As | ...) < exp {traza (F3" As)}, (3.53)
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donde la matriz Fy es

. 1
F2 = F2 + @ Z (ZL’M + Alll‘gj +71— 27’2)£L‘§k.
{(.5.k)]
S =1y

Para identificar los pardmetros de estas distribuciones, llamamos

P(l) P(l) 1
= (8 ) g T st
A Tz {(i.4,1)]

(1,23)
Sijk =1}

2 2
B Py 30° {(i..%)]

(1,2,3) _
Sigk =1}

P(2) P(Q) 1
P(Q) = < 11 12 = — Z (.1311‘ + All’zj + 71— 27—2)x§k7

por lo que F¥ = F; + P% i =1,2.

Entonces, las expresiones (3.52) y (3.53) pueden escribirse
p(A; | ...) xexp{traza ((F; + P)TA;)}.

Asi, se llega a que la distribuciéon a posteriori de A;, i = 1,2 es von Mises de

pardametros A; ~ M (v},kf) donde

4 N\ 2 . ~21Y
kf = [(kz cosv; + Pﬁ) + Pg(;)> + <7€¢S€ﬂ%’ + PQ(? - 1@) ]

k; cosv; + Pl(? + Pé;)
k

v, = CLTCOCOS[

Distribucién a priori de la matriz de emparejamientos S(%% y su esti-
macion a posteriori mediante el algoritmo Metropolis-Hasting

1,2,3)

A partir de (3.19) es inmediato que la distribucién a priori de S , conociendo

que hay m emparejamientos triples entre las tres configuraciones, es

p(S323) | ME) =m) =

(m)?’
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es decir, la distribucién uniforme sobre el total de posibles matrices de empare-

jamientos triples.

Se puede obtener una muestra de la distribucién a posteriori utilizando el algorit-
mo de Metropolis-Hasting. A partir de este momento, y por simplicidad, incluimos

una nueva notacién para la expresién de la matriz de emparejamientos S(123).

Tenfamos previamente que

123 L osi &y =895 = sy,
R —

ijk
0 resto

es decir, el array de dimensién tres S(:23)

toma el valor uno en aquellas ternas (ijk)
que identifican los puntos xi;, xa; ¥y @3; que estdn emparejadas. Como partimos
de que existen m emparejamientos, vamos a representarlos recogiéndolos en una
matriz S de dimensiones m x 3, cuyas filas recogerdan aquellas ternas de puntos de

las configuraciones x1,Xs y X3 que forman emparejamientos triples.

Asi, por ejemplo, en el caso de m = 5, la matriz

N

I
U W N =
W U = N =
=~ Ot N W

estd representando que los puntos de las tres configuraciones estdn emparejados de la
siguiente manera: punto uno de la configuracién x; con el punto uno de la configura-
cién x5 y con el punto uno de la configuracién x3, puntos dos de las configuraciones
X1 ¥ Xo con el tercer punto de la configuracién x3, el punto tres de la configuraciéon
x1 con el punto cuatro de la configuraciéon x5 y con el punto dos de la configuraciéon
x3, el punto cuatro de la configuracién x; con el punto cinco de la configuraciéon
X5 v con el punto cinco de la configuraciéon x3 y, por iltimo, el punto cinco de la
configuraciéon x; con el punto tres de la configuraciéon x, y con el punto cuatro de

la configuracion xs.
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Es decir, estd representando la situacién

1,2,3 1,2,3 1,2,3 1,2,3 1,2,3
S§11 ) = 5523 ) = S?(,42 ) = 5255 )= Sé34 ) = L.

Se puede senalar que, en general, cada columna va a corresponder a una permutacion

de los nimeros 1,2, ..., my que el orden en el que aparezcan las filas, no es relevante.

Desarrollo del método basado en el algoritmo Metropolis-Hasting.

Las posibles transiciones permitidas en cada etapa de la cadena de Markov se

han definido como sigue.

Se eligen dos puntos al azar de la configuracién x;, por ejemplo i; € iy, cuyos em-

parejamientos con los puntos de las configuraciones x, y x3 los denotamos (i1, ji, k1)

y (ia, j2, ko) que vendran recogidos en la matriz S. Entonces, los posibles cambios

permitidos de S a S* con sus probabilidades respectivas (.S, S*) son:

(i)

(i)

(i)

Con probabilidad p} intercambiar los emparejamientos sélo con la configu-
racién x5, de manera que el cambio en la matriz S consiste en sustituir los
emparejamientos (i1, j1, k1) e (i, jo, k2) por (i1, jo, k1) € (i2, j1, k2), dando lu-

gar a la matriz S*.

Con probabilidad p} intercambiar los emparejamientos sélo con la configu-
racién x3, de manera que el cambio en la matriz S consiste en sustituir los
emparejamientos (i, j1, k1) e (i, jo, k2) por (i1, j1, k2) € (i2, j2, k1), dando lu-

gar a una matriz S*.

Con probabilidad 1 —pj —p3 intercambiar los emparejamientos con las configu-
raciones X, y X3, de manera que el cambio en la matriz S consiste en sustituir
los emparejamientos (i1, ji, k1) e (i2, j2, k2) por (i1, jo, k2) € (iz, j1, k1), respec-

tivamente, dando lugar a una matriz S*.

Estas probabilidades de transicién de la cadena estdn definiendo la distribucién

propuesta o distribucién de salto que representa el movimiento de la cadena en el
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espacio de matrices de dimensién m x 3. Hay que senalar que, tal como se ha definido
esta distribuciéon propuesta, la cadena verifica la propiedad de reversibilidad, es
decir, la probabilidad de que partiendo de S en una etapa k, en la etapa k + 1 nos
encontremos en S*, coincide con la probabilidad de que partiendo de S* en la etapa

k en la etapa k + 1 nos encontremos en .S, es decir,

Q<57 S*) = Q(S*7S)'

En esta situacion, y siguiendo con el desarrollo del método de Metropolis-Hasting,

la probabilidad de aceptacién del salto propuesto a la matriz S* es,

2 *
min{l T_p(Al,AmTl,Tz,U ) ,Xl,X2,X3)}
, T = .
p(AbA277_1a7_2702>S>X1>X27X3)

Observamos que 7 es el cociente entre el modelo conjunto, definido en (3.51), con
los emparejamientos formados con la distribucién propuesta y el modelo conjunto

con los emparejamientos del paso anterior. Asf la expresion de r sera:

(i) Con probabilidad pj

exp {—— (l las — Avragy — 7> + &

2
T1i; +A1T255+T1

3 — Agzp, — To

T =
T1i) +A1T25, +T1 2

2

7
)}
)]

- A29€3k2 — T2

exp {—— ( Jous — Avaayy — 1[P + 2

T1ip+A1T25, +T1
2

+5 l21i, — Avagy, — | + 3 — Aoz, — T2

T1igt+A1T255+7T1
2

+3 w15, — A1, — 71* + 3 — Asy, — To

(ii) Con probabilidad p}
2

T1iy +A1T25, +71
2

exp {—— (l loas — Avrgyy — 7 + &

T1i +A1T25, +T1 2

2

T
D)
)

exp {—— ( sy — Aoy, — 7 + 1

T1ip+A1T2j5+T1
2

- Aﬂskl — T2

i |20, — Aoy, — i) ? + 3

T1ig+A1T255+7T1
2

+5 l21i, — Avay, — Tl + 3 — Apwsy, — T2
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(iii) Con probabilidad 1 — p} — p3

2

exp {_0_12

(% Hffln -

Arzaj, — 71|* +

2

T1i; +A1T255+T1

- Azl‘skz — T2

2

T1iy +A1T25, +71

2
- A2$3k1 — T2

exp {_0_12

+d |21, — Arwgy, — | ? + 3

(i las — Avrgyy — 7 + &

T1igt+A1T25, +71
2

)}
)]

En resumen, el algoritmo de Metropolis-Hasting para la estimacion de la distribucién

- A2x3k1 — T2

Tl +A1T255+T1

+3 |21, — Arzgy, — i) * + 3 5

- Aﬂgkz — T2

a posteriori de la matriz de emparejamientos triples S, tendrda en el paso de la

iteracién k a la k + 1, las siguientes acciones:

a. Elegir aleatoriamente dos niimeros del 1 al m, que representardn los puntos de

la configuracién x; que van a intercambiar emparejamientos.

b. Elegir un valor para p} y para p (tomaremos pj y p5 = 1/3) con los que

proponer los emparejamientos en la etapa siguiente.

c. Calcular la probabilidad de aceptacién del salto propuesto r, definida como
el cociente entre el modelo conjunto con los emparejamientos definidos con la
matriz S en el paso k + 1, y el modelo conjunto con los emparejamientos en
el paso k. Si r es mayor que 1, el salto propuesto se acepta. Si es menor, se

acepta con probabilidad r.

3.7. Aplicaciones

En esta seccion se presentan dos tipos de aplicaciones, que ilustran los resulta-
dos presentados en este capitulo. Por una parte se validan los resultados tedricos
expuestos en las secciones anteriores a través de configuraciones simuladas y por

otro se realiza una aplicacién en el ambito de la Bioinformatica, utilizando la base
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de datos de microarrays de Karaman et al (2003) basada en la plataforma Affymetriz
Genechip 5.0. Para todo ello se ha utilizado principalmente MatLab para programar
las simulaciones y la plataforma Bioconductor de R para obtener los datos reales,

con un ordenador Pentium IV con procesador a 3.2 Ghz.

3.7.1. Datos simulados

Como primer paso a la comprobacion de la validez de los resultados tedricos, se
han simulado datos de un proceso de Poisson espacial en un circulo en R? (tomando
un radio igual a 8) y de tasa A\ = 2 siguiendo el algoritmo de Ross (1997) presentado
en la seccién 2.2. A partir de él, y siguiendo el modelo (3.1), se han generado por
una parte M = 4 configuraciones con transformaciones rigidas, y por otra M = 3
configuraciones con transformaciones de similitud, en ambas situaciones suponiendo
conocidos los emparejamientos. Los valores de los vectores de traslacién, de las
matrices de rotacién y de la varianza de los errores utilizados para estas simulaciones

se muestran en la tablas 3.1. y 3.2.

En el caso primer caso, se ha aplicado un muestreador de Gibbs con 50000 itera-
ciones en total, 10000 de ellas de calentamiento, para generar muestras aleatorias de
la distribuciones a posteriori de los pardmetros A,, Ay, As, 71, T2, T3 ¥ 0. Se han
tomado como estimaciones de A;, Ay y Az, las matrices de rotacién de los dngulos
medios de las distribuciones a posteriori y para el resto de los pardmetros las medias
a posteriori. La programacién de los codes se ha hecho utilizando Matlab v. 7.1.
El tiempo aproximado de simulacién en este primer caso ha sido de 2430 segundos

(40.5 minutos).

En el caso de M = 3 configuraciones con transformaciones de similitud, la ge-
neracion de las muestras de la distribucién a posteriori de las matrices de rotacién,
vectores de traslacién y varianza se obtuvo mediante un muestreador de Gibbs. Las
muestras a posteriori de los pardmetros de escala s; y sy se generaron mediante el

método strip, que consiste bdsicamente en generar una muestra de la distribucion
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discreta definida sobre una rejilla de puntos en el dominio de la distribucién a gener-
ar; a cada punto se le asigna como probabilidad el cociente de la funcién de densidad
en ese punto y la suma de los valores de las funciones de densidades en todos los
puntos de la rejilla. (Para més detalles ver Devroye, 1986). El tiempo aproximado

de simulacién en este segundo caso ha sido de 19404 segundos (5.39 horas).

En ambos casos, se tomaron como distribuciones a priori

T; NQ((Q, 2)T, IQ)
o2~ G(1,10)
A; ~ M (u,2) von Mises (u un valor aleatorio de [0, 27])
si ~ G(1,0,002)

En las tablas 3.1 y 3.2 se comparan las estimaciones obtenidas en la simulacion y los
valores reales de los pardmetros utilizados en la generacion de las configuraciones en
ambas situaciones. Se puede comprobar que, salvo algunos valores de los pardmetros
de traslacién donde no se ajustan tan bien las estimaciones, la aproximacién de las

simulaciones a los valores reales es muy exacta.

Valores de los pardmetros

Estimaciones simuladas

1= [2,3] 71= [1,8337, 3,2990]
o= [1,1] o= [1,1295,0,6218]
73=1[0,0] 73=[0,0670,0,0138]
o 4 _ (0866 —0,500 5 aiae i (08535 —0,521
61=30° A= ( 0,5 0,866 ) 61= 313" A= ( 0,521 0,8535 )
o 4 _( 05 —0,866 S rame i [ 05093 —0,8606
62=60° A= ( 0,866 0,5 ) 62= 59,3 A= ( 0,8606  0,5093 )
o 4 (07071 —0,7071\ |5 oo & [ 06964 —0,7177
6s= 457 A3 ( 0,7071  0,7071 ) fa=45,8° A= ( 0,7177  0,6964 >
o=3 o= 2,943

Tabla 3.1. Datos simulados en el caso de M = 4 configuraciones de puntos emparejados
con transformaciones rigidas
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Valores de los pardmetros Estimaciones simuladas
71=[2,3] 71= [1,9949, 2,9475]
o= [2,3] 7o= [1,7443,3,1233]
§1=2 51= 12,0303
Sp=2 $>=1,9900
o 4 (08666 —0,5 5 oo o [ 08766 —0,4812
b1=30" A= ( 05 0,8666 ) b1=2806" A= ( 0,4812  0,8766 )
o 4 05 —08666)\ |5 . 5 _ (04593 —0,8883
62=60° A= ( 0,8666 0,5 ) 62=62,6° A= ( 0,8883  0,4593 >
o=2 o=2,1883

Tabla 3.2. Datos simulados en el caso de M = 3 configuraciones de puntos emparejados
con transformacién de similitud

3.7.2. Una aplicacién en Bioinformatica

La aplicacién que aqui se presenta se basa en los datos tomados de un experimen-
to con microarrays de Karaman et al. (2003) con células cultivadas de fibroblastos
en tres especies genéticamente relacionadas: gorilas (Gorilla gorilla), bonobos (Pan
paniscus) y humanos (Homo sapiens). Dichos datos se pueden obtener a partir del

paquete fibroFset de Bioconductor.

Estos datos representan los valores de las expresiones de un total de 12925 genes
en 46 muestras (23 de humanos, 11 de bonobos y 12 de gorilas). Se asume que
aquellos genes que se muestran mads expresados serdn aquellos que tienen mayor
interés, de modo que se han seleccionado aquellos con una expresiéon mayor de 3000,

lo que supone una selecciéon de 204 genes.

En el cuadro 3.1 se representa el aspecto de la base de datos con la que se va a
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trabajar, donde expfj representa la expresién del gen ¢ en la muestra j de la especie
k (k €e{Humano, Bonobo,Gorila}). Las filas representan los genes seleccionados y las
columnas las 46 muestras identificando la especie de la que proceden (H: humano,

G: gorila y B:bonobo).

H1 o H23 Gl o Gl11 B1 . B12
Gen1 | expy; ... expiyy | expyy ... expPy | expfy ... exp{,
Gen 204 | expf,, ... expll .. |expll,, ... expll, expg’zm’l . exp2G04712

Cuadro 3.1 Esquema de la base de datos de microarrays

Calculando las distancias euclideas entre los genes y aplicando la técnica multi-
variante INDSCAL, se proyectan los genes de cada una de las tres especies en un
espacio de dimension r = 2. Estas representaciones son las que jugarén el papel de
configuraciones de puntos. Al conocerse qué punto representa cada gen y al haber se-
leccionado los mismos genes en las tres especies, se tiene tres configuraciones de 204
puntos cuyos emparejamientos son conocidos, por lo que se planteard la estimacion

del modelo bajo el supuesto de configuraciones etiquetadas.

Por tltimo, se trabajara con la hipétesis de que no se conocen los emparejamien-
tos entre genes (configuraciones no etiquetadas), por lo que se deberén realizar es-
timaciones de los emparejamientos. En ambos casos se supondrédn transformaciones
rigidas entre configuraciones, por lo que estos problemas son aplicaciones de los

apartados 3.6.3 y 3.6.4 del presente capitulo.
Representacion de los genes.

La representacion de los genes se ha llevado a cabo utilizando un anélisis IND-
SCAL (INdividual Differences SCALing) o escalamiento multidimensional de dife-

rencias individuales (Carroll y Chang, 1970), presentado en el capitulo 2.

111



CAPITULO 3. EMPAREJAMIENTO DE MAS DE DOS CONFIGURACIONES
NO ETIQUETADAS MEDIANTE TRANSFORMACIONES LINEALES

En nuestro caso, los genes hacen el papel de objetos y las especies hacen papel
de individuos. Asi, el andlisis INDSCAL permite tener en cuenta las diferencias
entre especies a la hora de representar los genes, de tal modo que se obtendra una
representacién de los genes distinta para cada especie segin las ponderaciones que

ofrezca el anélisis.

En primer lugar, se han tomado como matrices de similitud las matrices de las
distancias euclideas entre los genes para cada especie calculadas a partir de sus

expresiones, que servirdn de entrada al andlisis INDSCAL.

El resultado del andlisis proporciona, por una parte, las coordenadas de todos
los genes sin diferenciar por especie en el espacio global de objetos o de estimulos,
(de dimensién r = 2), y por otra, los pesos o ponderaciones que cada especie asigna

a cada dimensién, representados en el espacio de sujetos.

La lectura y tratamiento de las expresiones de los genes han sido realizados por
el programa Bioconductor y el andlisis INDSCAL de los datos se ha llevado a cabo
con el procedimiento MDS de SAS v 9.1.

En las figuras 3.1 y 3.2 se representan los dos espacios obtenidos con los 204 genes.
Se han identificado dos genes con su etiqueta tinicamente a efectos ilustrativos y
comparativos. En el espacio de sujetos se observa que los gorilas dan méas importancia
a la dimension 2 que los humanos y bonobos, y que las ponderaciones que aplican
estos ultimos son méds similares que las que aplican los gorilas. Esto se refleja en las

figuras 3.3, 3.4 y 3.5 donde aparecen representados las tres configuraciones de genes.
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Se observa que la representacién mas dispar es la correspondiente a los gorilas.
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Estimacion de la transformacién rigida entre especies con emparejamien-
tos conocidos de los genes.

Al haber seleccionado los mismos genes en las tres especies y conocer a qué gen
corresponde cada punto, se tienen 204 emparejamientos triples y ninguno doble y
ademads se conoce cudles son los puntos que componen los emparejamientos, por lo
que las matrices de afinidad y de emparejamiento son conocidas. Por lo tanto el
problema se centra en encontrar las transformaciones rigidas (matrices de rotacién
y vectores de traslacién) que relacionan las configuraciones, ademas de la varianza

de los errores.

Anélogamente al caso de datos simulados y de nuevo utilizando Matlab 7.1, se
han generado muestras aleatorias de las distribuciones a posteriori de los pardmetros

2 aplicando un muestreador de Gibbs con 50000 iteraciones en

A17 A27 T, T2y O
total, 10000 de ellas de calentamiento. Inicialmente se considera como configuracién
de referencia la de los humanos obteniéndose las transformaciones entre humanos y
bonobos y gorilas; en un segundo paso se ha tomado la de los gorilas como referencia

para también conseguir las transformaciones entre gorilas y bonobos.

Asi la rotacién y traslacién entre las configuraciones de humanos y bonobos viene

4 (09949 —0,1008 (10,0015
=\ 0,1008 0,9949 |’ 1=\ 0,0013

dada por:

lo que indica una rotacién de la configuracién de bonobos a humanos de 5,78° (0,10

radianes) y ninguna traslacion.

La transformacion entre las configuraciones de humanos y gorilas es:

A 0,9148 0,4039 _(0,0014
27\ —0,4039 0,9148 )’ 27\ 0,0012

lo que significa una rotaciéon de —23,82° (5,86 radianes) de la configuracién de los

gorilas a los humanos. De nuevo no es necesaria ninguna traslacion.

La rotacién de gorilas a bonobos es de 29,61° (0,51 radianes) y ninguna traslacion.
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Las estimaciones de la matriz de rotacién y del vector de traslacién son las siguientes:

Ao (08694 —0,4941 _(0,0013
3=\ 04941 08694 ) T~ 00014 /)

Por tltimo, la estimacién de la varianza obtenida es 02 = 0,0446.
Descripcién de las distribuciones a posteriori y andlisis de las cadenas.

En la tabla 3.3 se muestran algunos estadisticos béasicos de las muestras generadas
de las distribuciones a posteriori eliminada su fase de burning. En particular, se han
calculado la media, mediana y desviacién tipica. También se muestran los intervalos
de mayor probabilidad al 95% y se representan las densidades de las distribuciones

a posteriori de todos los parametros (figuras 3.6 hasta figura 3.15).

Media Mediana Desviacién tipica Ext. inf. int. 95% Ext. sup. int. 95 %

0% | 0.04454  0.04449 0.00222 0.04025 0.04889
711 | 0.00125  0.00133 0.02089 -0.03887 0.04259
T12 | 0.00138  0.00145 0.02106 -0.04079 0.04207
To1 | 0.00116  0.00132 0.02085 -0.04011 0.04137
To2 | 0.00141  0.00140 0.02085 -0.04072 0.04114
T31 | 0.00131  0.00119 0.02085 -0.03858 0.04314
T32 | 0.00137  0.00140 0.02089 -0.03892 0.042906
0, | 5.86734 5.86730 0.01508 5.8376 5.8966

0, | 0.10115 0.10111 0.01489 0.0713 0.1295

03 | 0.5164 0.51644 0.01519 0.4866 0.5459

Tabla 3.3 Anélisis descriptivo de las cadenas

Density
Density
xu
I

0.035 0.040 0.045 0.050 0.055 -0.05 0.00 0.05 0.10

sigma taol_1

Fig. 3.6 Densidad de sigma Fig. 3.7 Densidad 1% coordenada de 71
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Density

Fig. 3.8 Densidad 2% coordenada de 74

Fig. 3.10 Densidad 2% coordenada de 7o

Fig. 3.12 Densidad 2% coordenada de T3
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Density
Density

T T T T T T T T T T T T T T
0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14 0.16 0.46 0.48 0.50 0.52 0.54 0.56 0.58

teta2 teta3

Fig. 3.14 Densidad de 04 Fig. 3.15 Densidad de 63

Para estudiar la convergencia de las cadenas se han utilizado los tests de Geweke
y el de Raftery y Lewis. El primero de ellos contrasta la estacionariedad de la
cadena y el segundo la independencia de los valores de la misma. Los dos son tests

de diagnéstico aplicados a una sola cadena y se han calculado con el paquete boa de
R.

El test de Geweke (1992) considera dos subconjuntos de una cadena (habitual-
mente el primer 10 % y el dltimo 50 %, obviando la parte de burning), y se comparan
las medias muestrales de los dos grupos. Cuando se obtiene un valor no significativo,
se acepta la igualdad entre ambas medias y, por lo tanto, no se tiene evidencia de

que falle la convergencia.

El test de Raftery y Lewis (1992), tiene como objetivo calcular la longitud del
periodo de burning y el nimero total de iteraciones necesarias para estimar un
cuantil dado de la distribucién a posteriori. Frecuentemente se toma el cuantil 0.025
y se debe especificar la precisién requerida para su estimaciéon y una probabilidad
prefijada de que el cuantil estimado tenga la precision dada. Se define el factor de
dependencia como el niimero total de iteraciones dividido entre el nimero minimo
de iteraciones necesarias para la estimacion del cuantil. Un valor mayor que 5 de

este factor de dependencia, indica correlacién entre los valores de la cadena.

En la tabla 3.4 se presentan los resultados obtenidos para cada uno de los para-

metros del modelo. Los valores del estadistico de Geweke se resumen en la primera
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columna acompanados de los p-valores. Se observa que no se tiene evidencia sufi-
ciente de que falla la convergencia para ninguno de los pardametros. Los factores de
dependencia del test de Raftery y Lewis son menores que cinco, lo que indica que
no existe una correlacion significa. Por ltimo, se muestran los graficos de las trazas

de todas las cadenas (figuras 3.16 hasta figura 3.25).

sigma

0.042 0.046 0.050

0.038

Test Geweke Test Raftery y Lewis

Z-score p-valor Factor Dependencia
o? | -0.42427 0.6713 1.0045
711 | -1.1941  0.2324 1.9791
T12 | 0.4394  0.6603 2.1601
To1 | -0.1570  0.8752 1.9845
Too | 0.4851  0.6275 1.9071
731 | 0.7215  0.4706 2.0768
T3o | 0.3287  0.7423 2.1062
A, | -0.9607 0.3366 2.0411
0y | 03175  0.7507 2.0469
fs | 0.1989  0.8423 2.0405

Tabla 3.4 Tests de diagnéstico de convergencia
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Fig. 3.16 Traza de sigma
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Como conclusién se observa que las tres especies estdan altamente relacionadas
genéticamente, siendo mayor esta relacién entre bonobos y humanos incluso que la
existente entre gorilas y bonobos. Este resultado es consistente con la representacién
del arbol filogenético de los hominidos. Se sabe que los datos de comparacién de
muestras de ADN muestran una similitud del 98.5% entre el ADN humano y el
chimpacé y esta semejanza es mayor que la que existe entre chimpacé y gorila o

gorila y humano.

Como futuras aplicaciones, se puede aplicar esta metodologia sobre otros genes
relevantes desde el punto de vista metabdlico y encontrar relaciones existentes entre
diferentes organismos. Ademds se pueden plantear otros tipos de distancias, ya que
el anélisis INDSCAL en particular, y el multidimensional scaling en general, se basa

en la matriz de similitud entre puntos, pudiéndose utilizar distintas distancias.

Estimacion de los emparejamientos entre genes.

Como segunda aplicacién del desarrollo presentado en este capitulo, se va a vali-
dar el procedimiento de estimacion de las matrices de emparejamiento seleccionando
ciertos genes de la base de datos. Para ello, aunque realmente se conocen los em-
parejamientos, se va a suponer que son desconocidos de manera que utilizaremos el
método Metropolis-Hasting desarrollado en la seccién 3.6.4 para la estimacién de

dichos emparejamientos.
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Se considera la misma base de datos y se seleccionan aquellos genes con expre-
siones entre 8000 y 10000, obteniendo un subconjunto de 23 genes. De nuevo se
representan en dos dimensiones utilizando la técnica INDSCAL y se supone que se
desconocen las identificaciones de los puntos, de manera que no se sabe qué gen
representa cada punto y, por lo tanto, necesitamos emparejarlos para, al menos,

descubrir qué puntos de las tres configuraciones identifican a los mismos genes.

Para ello se emplea un método empirico Bayes (Carlin y Louis, 2000) que con-
siste, bdsicamente, en realizar una estimacién previa de las matrices de rotacién con
otro subconjunto de genes para los que si se conocen los emparejamientos. Una vez
estimadas, se utilizan en el proceso para estimar los emparejamientos triples del

conjunto de genes de interés.

Seleccionamos una muestra de genes con expresiones mayores que 10000 (en total,
38 genes). Se aplica la técnica INDSCAL, y dado que los 38 puntos estan emparejados
y son conocidos, se estiman las matrices de rotacién de humanos a bonobos y de
humanos a gorilas, aplicando el MCMC con 60000 iteraciones en total, 20000 de

ellas de calentamiento.

Los resultados obtenidos son,

A4 ( 09781 02081 A, _ (09906 —0,1366
=\ —0,2081 0,9781 ) 271 0,1366 0,9906 )’

es decir, una rotacién de -12.01° (-0.21 radianes) de humanos a bonobos y de 7.84°

(0.1370 radianes) de humanos a gorilas.

A continuacién se aplica el método Metropolis-Hasting descrito en 3.6.4 para la
estimacién de los emparejamientos de los 23 genes de interés, suponiendo conocidas
las matrices de rotacion e iguales a las estimaciones obtenidas. La matriz de em-
parejamientos S(1%3) se estimard seleccionando los 23 emparejamientos no repetidos
mas frecuentes de la muestra a posteriori obtenida. La programacion de los codes se

ha hecho utilizando Matlab v. 7.1.

En la base de datos original, cuyo esquema se mostraba en el cuadro 3.1, cada
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fila recoge las expresiones del mismo gen en las tres especies, por lo que a la hora
de calcular sus coordenadas en las configuraciones, el andlisis INDSCAL también
identifica los puntos con el mismo orden, es decir, en la base de datos donde se
tienen las coordenadas de los genes de las tres configuraciones calculadas con el
andlisis INDSCAL, la fila k£ corresponde a las coordenadas del gen k en bonobos,
gorilas y humanos. Esto implica que realmente, estdn emparejados los puntos 1, xox
y X3k, aunque estamos suponiendo que no se conocen. De esta manera, se comprobara
la validez del método si el procedimiento identifica que los puntos & (k =1,...,23)

de las tres configuraciones son los que estdn emparejados.

Los resultados obtenidos después de 60000 iteraciones, 20000 de calentamiento,
se muestran en la tabla 3.5. En ella se observa cémo el procedimiento ha identificado
correctamente los genes que estdan emparejados. Ademads se recogen las frecuencias
relativas de cada emparejamiento en la muestra a posteriori simulada. El empare-
jamiento que més veces ha aparecido en esta muestra es el del gen 23 en las tres
especies (con una frecuencia del 66 % de las veces). Las estimaciones obtenidas de
los vectores de traslacién fueron (0.2312,0.2341)7 y (0.2309, 0.2356) y la estimacion

de la varianza fue 1.01.

Nimero de los Genes emparejados

Humanos | 23 1 2 3 4 9 ) 7 6 22
Bonobos 23 1 2 3 4 9 5 7 6 22
Gorilas 23 1 2 3 4 9 5 7 6 22
Frecuencia | 0.66 | 0.49 | 0.44 | 0.43 | 0.43 | 0.42 | 0.41 | 0.40 | 0.39 | 0.39

Humanos 10 21 14 15 16
Bonobos 10 21 14 15 16
Gorilas 10 21 14 15 16
Frecuencia | 0.39 | 0.37 | 0.37 | 0.37 | 0.37

11 18 19 17
11 18 19 17
11 18 19 17
39 1038|038 | 0.38 | 0.38

o| 0| oo| oo

Humanos | 20 12 13
Bonobos 20 12 13
Gorilas 20 12 13
Frecuencia | 0.38 | 0.38 | 0.38

Tabla 3.5. Lista de genes emparejados. Los genes niimero 23 de las tres especies forman
el emparejamiento méds frecuente (66 %)
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Los contenidos de este capitulo 3, incluida la aplicacién en Bioinformética, puede

encontrarse publicados en Marin y Nieto (2008a).
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Capitulo 4

Emparejamiento de pares de
configuraciones mediante
transformaciones no lineales

4.1. Introducciéon

En muchas ocasiones, debido a la complejidad de las estructuras de las configu-
raciones, el problema de su emparejamiento puede ser de gran dificultad. En esta
situacion, la hipétesis de que la transformacién existente que relaciona los empare-

jamientos es lineal puede suponerse demasiado restrictiva.

En este capitulo se va a presentar el andlisis del emparejamiento de dos configu-
raciones a través de modelos no lineales. En particular, se elige como transformacién

no lineal el modelo de redes neuronales que se introdujo en el capitulo 2.

En una primera seccién se desarrollaréd el modelo de Green y Mardia (2006) bajo
estas hipdétesis, donde las dos configuraciones son aleatorias y generadas a partir de
un proceso de Poisson, con emparejamientos desconocidos, presentando los resulta-
dos tedricos que se obtienen en este contexto de no linealidad entre configuraciones

no etiquetadas.
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En una siguiente seccién se plantea un segundo modelo en el que nos centramos
en configuraciones etiquetadas y se considera fija a una de las dos configuraciones,

siendo la otra, una transformacién no lineal de la primera m&s un error aleatorio.

Para finalizar, se presenta una aplicacién de ambos modelos en el ambito de la
Bioinformatica, utilizando la base de datos ALL (Acute Lymphoblastic Leukemia)
de Chiaretti el al. (2004), que recoge las caracteristicas y expresiones de genes de

128 pacientes enfermos de leucemia.

4.2. Emparejamiento de configuraciones no eti-
quetadas bajo modelo de redes neuronales
basado en un Proceso de Poisson

La situacién de la que partimos es la descrita en la seccién 3.2, pero limitada
a dos configuraciones y con transformaciones no lineales entre los espacios donde
se representan. Al centrarnos en dos configuraciones, el modelo que se desarrolla
coincide parcialmente con el de Green y Mardia (2006), presentado en la seccién

2.4, pero con la suposicién de que la transformacién geométrica es no lineal.

4.2.1. Modelizacién del problema

Sean las configuraciones x e y situadas en el espacio R?, donde d > 2, con n y

m puntos cada una respectivamente, es decir,

x={z; ,i=1,...,n} y={y; ,ji=1,...,m}.

Las configuraciones son perturbaciones aleatorias de un conjunto de puntos fijos y
desconocidos {y,} € RY 1 =1,..., N, la configuracién de referencia, y cada y; sélo
puede generar o un punto de x, o un punto de y, o un punto de cada una de ellas o
ningin punto. Se desconoce qué puntos de cada configuracién se corresponden con

cada uno de estos y;, y se tiene que aquellos puntos de x e y que son perturbaciones
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aleatorias de un mismo punto y; estdn emparejados. En la figura 4.1 se representa

la situacion entre configuraciones.

Confi o
¥

B

Configuracion de
referencia.
Realizacién de un
P. Poisson

Figura 4.1 Esquema modelo con Proceso Poisson

La correspondencia entre los puntos p; y los puntos de las configuraciones, se
representa mediante los vectores £y, i =1,...,ny &;, j=1,...,m. Asi, {;; repre-
senta el subindice de p; que genera el punto ¢ de la configuracion x y, andlogamente,

§,; Tepresenta el subindice de y; que genera el punto j de la configuracién y.

Ademsds, existe una transformacién no lineal desconocida entre los sistemas de
referencia donde se representan las dos configuraciones, cuyos pardmetros también
formaran parte del modelo. De nuevo, y sin pérdida de generalidad, consideramos la
configuracién x en el sistema de referencia donde se encuentra {1, }. Asi, los puntos

de x se generan a partir de los {y;} mds un error aleatorio.

Bajo estos supuestos, el modelo matemdtico es un caso particular de (3.1) y

queda de la forma,

Ty = e, TE 1=1,...,n

oly;) = pe,, te  J=1...m,

dondee; ~ fi eR¥ye;~ fo€RY i=1,...,n j=1,...,m independientes, y
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M
Bio + Zﬁmq’(%o + Y V)
k=1

M

d(y;)) = | B+ Zﬁrkq’(%o +yim) |

k=1

M

Bao + Z Baw¥ (Vro + Y5 Vi)
k=1

siendo los pardmetros del modelo 3, € R, B € R, 7,9 € Ry 7, € R? para todo

j=1...dyk=1,.... M,y ¥(z) = %&L) la funcién logistica. El valor de M

representa el nimero de nodos de la red neuronal y, en principio, lo consideraremos

fijo y conocido, aunque en la aplicacién con datos reales, se llevara a cabo un analisis

de los modelos con distintos valores de M basado en criterios de informacion.

Entonces, el modelo se puede expresar como:

Ty = e, TE 1=1,...,n 6¢~f1€]Rd

M

Bro+ Zﬁlk‘l’(%o +y V)
k=1

= u§2j+ej jzl,...,m EijQERd.
M

Bao + Z Bar® (ko + Y5 Tk)
k=1

Se observa que cada y; se transforma en otro punto ¢(y;) cuyas coordenadas
son una expresion no lineal expresada en términos de una combinacién lineal de
funciones logisticas. Estas funciones logisticas que se utilizan en el modelo son las
mismas en todas las coordenadas, cambiando, sin embargo, los coeficientes que las
acompanan en cada coordenada. Esta suposicién deberd modificarse en el caso de
M = 1 nodo por la existencia de problemas de invertibilidad y serd tratado en la

seccion 4.3.
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En forma matricial el modelo tiene la expresion,

T, = pe, tE i=1,....n g, ~ fL € R? (4.1)
60+B‘y(70+yf7) = Mﬁzj—'—ej izl?"'vm eijZGRda

donde
B1o B o Biu (g0 + ?J;"F%)
Bo=1 : B = : : Ty +y/v) = :
dx1 dxM Mx1 T
Bao Bar + Bam Y (Yaro + YY)
4.2)

La definicién y desarrollo del Proceso de Poisson de tasa A, {i;} I =1,..., N, que
genera, las configuraciones y que esta definido sobre una regiéon V' C R% de volumen

v, se puede encontrar en la seccién 3.3.

Con respecto a la matriz con la que se definen los emparejamientos, recordamos

que en el caso de dos configuraciones viene dada por

1 si &, =¢ .
M, = .ol o i=1,...,nk=1,...,m, 4.3
7w {O 51 fu?ég% / (43)

es decir, Mj; indica si z; e y; provienen del mismo punto y; y, por lo tanto, estdn

emparejados.

Asumiendo que, conocido el mimero de emparejamientos entre las dos configura-
ciones L la distribucién de M es la uniforme, se obtiene que la distribucién a priori

de esta matriz de emparejamientos viene dada por
L
p(M) o (p/Av)™,

donde p es la medida de la tendencia a priori de los puntos a estar emparejados

(seccién 2.4.3).

4.2.2. Construccion de la verosimilitud de los datos

De la misma manera que hicimos en 3.5.1, vamos a construir la expresién de

la verosimilitud de los datos asumiendo conocida la matriz de emparejamientos,
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diferenciando entre los puntos que estan emparejados y los que no.

Asi, de (4.1) se tiene que

flx) = f1($i—ugu) 1=1,...,n
50“‘3‘1’(70"‘3/?7)—#52]. ~ [ j=1,...,m.

Vamos a calcular la funcién de densidad de cada punto y; j = 1,...,m de la

configuracion y.

Fy) = fo(Bo + BY (o +yj ) — e, ) |5l

donde
0
Jj = BO+B‘I’ Yo+ Y1) /%2]) Ba_y (T(vo+u; 7))
Yj j
= ( (Y4 + ¥ ’Yk)) u
s=1,..d
B A T
(v + Y; ’71) E (V10 + Y; Y1)
CyTy) e (e 4 T
(Y0 y] Tm Byjq - N IMo T Y5 Tm

Calculamos, fijado j =1,...,m,yparatodo k=1,... M ys=1,....,d,

d
o exp {%0 + D ?le%l}

A d
Fjs |1 + exp {’Yko + 1 ?le’Vkl}

0
W T —
Dyre (Vko + Y5 Vi)

d
exp {“Yko + -1 yﬂ%l} Vs

2
(1 + exp {7k0 +30, yﬂ%z})
d
W (Yho + D i1 Yit Vi) Vi
(1 + exp {7k0 +30, yﬂ%z})

(g + ?JJT%)%S
(1+exp {720 + 47 })
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Por lo tanto,

P (v10+y] 71) T
9 (1+exp{710+y]~T’71}) !
G (T(ro+y;7) = :
Yi ‘I’(VMo+ij’YM) T
<1+€XP{7M()+Z/]T”/M}) M Mxd
¥ (v10+y] 71) . 0 T
<1+eXP{’710+y;'T’71}) Y1
o ‘IJ(VMO;?J]-T’YM) fy%ﬂ/l
0 (1+6XP{’YMo+?J§F’YM})
Entonces, denotando por
o T o Td
v=| =] : o (4.4)
Ti Y1t Ywd

la expresion del jacobiano serd

M U (Vo + Y] )
[ Jil = 1B~ 11 —
i=1 (1+exp {30 + Y; V& })
donde |B~| es el valor absoluto del determinante de la matriz By de dimensién

d x d.

Con este desarrollo hemos calculado las expresiones de las funciones de densidad
de los puntos de las dos configuraciones en las que nos apoyaremos para calcular la

verosimilitud de los datos y que son:

f(l’i) = fl(lﬁi—ﬂgli), z':l,...,n
M (1o +ij'7k>

fy) = fo(Bo+ B¥(vo+y;7) — ke,,) B kl;ll (L+exp {70+ 4/ })

para j = 1,...,m. (4.5)

A partir de (4.5), se va diferenciando si los puntos estédn o no emparejados para
calcular la aportacién de cada subgrupo de puntos a la verosimilitud total. Al mismo
tiempo, se considera la regién V' C R? suficientemente grande con respecto al soporte

de f1 y f2 para aproximar V por R?, simplificindose asf las expresiones.
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Aportacion a la verosimilitud de los puntos no emparejados de x

De la misma manera que en el caso lineal (seccién 3.5.1) se obtiene que para

todo x;, punto no emparejado de x,

1
flz:) = —/ fi@ — pdp,
vJv
por lo que la contribucién conjunta de todos ellos sera

1 n—L
— 1\X; — du.
(U) {i:Migo i} /v Al )y

Esta expresién puede aproximarse, sustituyendo V por R%, a

(%)M | (4.6)

Aportacién a la verosimilitud de los puntos no emparejados de y

Anslogamente, y para todo y; punto no emparejado de y, nos basamos en la

expresion (4.5). Asi,

fly) = %/Vf(yj\u)du

:_BV/fﬁ+B\Ilv+yT7—Ndﬂ ] ’
UI | g 2(Bo (o +y;7) =) kl;ll (14 exp {70 + 4/ })

por lo que la contribucién conjunta de todos ellos se puede expresar como

(%)mL]BvlmL I vaQ(BO*B‘I’(Wﬁyfv)—u)du

{j:M;;=0 Vi}

M U (Yyo + ¥, VE)
k=1 (1 +exp {’Yko + yJT’Vk}) .

De nuevo, esta expresién queda simplificada con la aproximacién de V por R?

ya que [pa fo(Bo + B (vo +y; v) — p)dp = 1.
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Asi, la aportaciéon aproximada a la verosimilitud de los puntos no emparejados

de y, tiene la forma,

1\ k M v +yF
{j:M;;=0 Vi} k=1 (1 + exp {Vko +y; %})

Aportacién a la verosimilitud de los puntos (z;,y;) emparejados

Por 1ltimo, nos centramos en aquellos puntos z; e y; tales que M;; = 1. De la

misma manera que en 3.5.1 procedemos al calculo de la expresién de f(z;,y;) con

M;; = 1, baséndonos de nuevo en las expresiones de (4.5). Asi,

Fon) = [ Faopdn=— [ F) )

vJv v
= 1Bl [ e = ) faly + BE O + i) - )
\%4

1]\—4[ U (Yo + Y 7e)
= (L+exp{yvo + 48 v})’

por lo que la contribucién conjunta de todos ellos se puede expresar como

1 L
(Gieat) [ Ao = il + BR Gy 2) =
0.5): 21—1}

M (Yo + Y, Vi)
1;[1 (1+exp {70+ 47 'Vk})]

De nuevo, construimos su expresién aproximada. Utilizando que la funcién de
densidad de la variable Z = ¢, — ¢, , donde ¢; ~ f1 y € ~ fa, viene dada en (3.13)

por la expresion g;;(z) = g(z) = [ga fi(w — z)dw, e identificando en nuestro

casoxi—u:wyﬁO—FB\Il(fyO—i-yj*y)—,u:w—z, se tiene que

/ f1( — 1) o Bo + BE (g + 47 ) — )iyt = g(zi — By — BE (v + 7).

Por tanto, la aportacion aproximada a la verosimilitud de los puntos emparejados
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toma la expresion,

1 - N Wy + )
~|By g(wi — By — B (7, +yj v LR
0 0 j
! {(i.5):My;=1} k 1 (1 +exp {740 + Yj Td) |
(4.8)

En conclusién, el producto de (4.6), (4.7) y (4.8) da lugar a la expresién aproxi-

mada de la verosimilitud de los datos
1 n+m—L
p<X7y | MvﬁOvBafyOv’Y)% (;) |‘B’7|m

H H (ko + Y; 'Vlc) (4.9)

(j:M;;=0 Vi} k=1 (1+exp {70 + ] 7k})

11 [g(:vi ~Bo—BE¥(7o+y; 7))

{(@,9):Mi5=1}

ﬁ W (ygo + y]TVk)

bl (1 + exp {Wko + ij’Yk})

donde ¢(z) es la densidad de la diferencia de los errores €; — ¢;

Verosimilitud suponiendo errores normales

Si se asume que los errores se distribuyen como una normal, (4.1) se expresa

CO1mMo:

T = e, TE i=1,....n g; ~ Ng(0,0%1,)
Bo+BE(vg+y;7) = pe, +e;  j=L.m e~ Ng(0,0%1y).

Para calcular qué expresion tiene la verosimlitud (4.9) bajo esta hipdtesis, uti-

lizamos el resultado (i) de la Proposicién 5, donde se demuestra que

z

1= (25 =25
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siendo ¢,(.) la funcién de densidad de la distribucién Ny(0,1;). Entonces,

1 n+m—L .
(;) | By

H H W (g + Y; ’Vk:)

(j:M;;=0 Vi} k=1 (1 +exp {70 +uf 7k})

1 \* — By — B¥(v+yl7)
{(w)H 1} [("—\/5> l o2 '

e U(ve +yT)
Pl (1 +exp {vpo +4 1)) |

Q

p(X, y | M7 507 Ba 7077702)

(4.10)

z;—Bg— H .
Desarrollamos la expresion de ¢ (— % i‘\ll/(;ﬁyj W)) para sustituirla en (4.10).
— By — B¥(y, + yJTW)
Pl ) =
oV/2
2
_ 1 exp{—~ zi — By — B¥(y, + ijV) )
e I
1
= Wﬁ)dexp{—4 5 [l = B0 = BE (v + 971}
] 1A v . 2
= (\/ﬁ)d exp{402 Z Ty — P — k;ﬁm‘lf(wo +TY; Vi) | }-
=1 =

Por lo tanto, la verosimilitud aproximada de los datos suponiendo que los errores

se distribuyen segiin una normal es,

1 n+m—L 1 dL 1
p(xay | MaﬁOaBa7077aU2> ~ (_> |B’y,m ' ( )
v V2 (\/27T)Ld

H H (g + Y; ”Yk)

{j:M;;=0 Vi} k=1 1 T exp {7k0 TYj ’Vk})

II e Ly <$‘—ﬁ —%B U (Yo +yj ))2 :
p 152 il 10 = 1k \Vko i Tk

{(6,9):Mij=1} =1

ﬁ U (vho + 47 Vi) (4.11)
i (T+exp {vo +yfn)) |
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4.2.3. Inferencia bayesiana en el caso de configuraciones eti-
quetadas

Una vez que hemos desarrollado los resultados en la situacién general con empare-
jamientos desconocidos entre las configuraciones, vamos a realizar inferencias sobre
los pardametros suponiendo que las dos configuraciones tienen el mismo nimero de

puntos (n), y que ademds se sabe que estéan todos emparejados, es decir, L = n.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que Vi = 1,...,n los puntos x; e y;

forman los n emparejamientos, es decir, £;; = £,;. Asi,

(1 =k
Mjk_{() resto

Bajo estas hipétesis el problema se centra en la estimacién de los pardmetros

que definen la red neuronal, ademds de la varianza.

Siguiendo bajo la hipétesis de normalidad y prescindiendo de las constantes,

(4.11) particularizada en configuraciones etiquetadas, tiene la forma

. 1 dn
p(xay ‘ BOaB7’70a7>O—2) X |B’7| (;) '
n 1 d M 2
H leXp { 402 Z (901'1 — B — kz_:lﬂlk‘l’(%o + %T’Yk)) } :

7

[y

M
H U (Yo + 47 V1)
3 (L4 exp {yro + 4 1}

1 dn n d M 2
o Byl (E) exp{ ZZ (wil — B — l;ﬁlk\lf(vko + y?%)) } :

i=1 [=1
n M

H V(v + 4 1)
bl (Lt exp {vo + ¥ k)

Si nos centramos en R?, la verosimilitud en el caso de dos configuraciones eti-
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quetadas de n puntos, con todos ellos emparejados, puede reescribirse como

. 12n
p(x,y | Bg, B,7p,7,0°) o |B| ( ) :

o

1 n M 2
exp {—P [Z (%’1 — B — g::lﬁm‘l’(%o + y?’)’k))

=1
n

H H (Vo + 4 Tk) (4.12)

st (Lt exp {0 + ¥l vd)

n

M 2
+ Z (%‘2 — Bao — kzl Bar¥ (Vo + %T%c))
i—1 =

A continuacidn se realizan inferencias sobre los pardmetros del modelo, calculan-
do las expresiones de las distribuciones a posteriori. Pero antes, dado que la verosi-
militud depende de | B[, va a ser necesario desarrollar este determinante en funcién
de los distintos pardmetros para luego encontrar la expresion de las distribuciones a

posteriori.

M M
. T T2 Yo Buvm 2 B e
By = ( By Binm ) ) : _ | = =1

621 e ﬁ?M

: : M M
Ym1 Vw2 ’;15%%1 l;:lﬁ%’)’m

( Bivi Biva )
Bava Bave )’

donde 671: = (/67‘17 s 7ﬁrM) YYo= (Vlm s 77MT)T conr = 172

Por lo tanto,

|B~y| = }6?741ﬁ2TV.2 - ﬁ%ﬂ?l/{{?ﬂ ) (4.13)

expresién que se desarrollard en términos de aquel pardametro del que estemos ha-

ciendo inferencias.
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Distribucién a posteriori de la varianza o>

2

De nuevo, asumimos como distribucién a priori de la varianza ¢® una gamma

inversa 02 ~ G(a, ), a, B > 0, cuya funcién de densidad es,

/6&
(o)

p(0%) = = (0°) "D exp{-p/0}.

Entonces a partir de (4.12), e incluyendo en la constante de proporcionalidad

todo aquello que no depende de o2, la distribucién a posteriori tendrd la forma:

p(0® | x,¥, B0, B,70,y) o (0% exp{—3/0’} -

n M 2
exp {—4%‘2 [Z (Iil — B0 — k;ﬁlk‘l’(%o + %Tﬂ)

=1

n M 2
- Z (3%2 — Pag — kZ: Boe¥(Vro + sz7)> ] } .
i=1 =1
Entonces, llamando

n M 2
1
A = 1 Z [x“ — B — Zﬁm‘ﬂ%o + .%T%)]
i=1

k=1

" 2
+ |@i2 — Pag — Zﬁ%q’(%o + yiT’Yk)] ,

k=1

2

se llega a que la distribucién a posteriori es 0% ~ G(a+n, B+ A), ya que su funcién

de densidad tiene la forma

1
p(02 | X7Y7ﬁ07B7707'7) X (0.2)—(a+1)—n eXp{—g<ﬁ —+ A)}

Distribucién a posteriori de 3,,, r =1, 2.

Asumimos que la distribucién a priori para 8, ~ N (s, O'%TO). Con el objetivo

de clarificar los célculos, nos centramos en [3;.
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Basdndonos de nuevo en la verosimilitud (4.12), la distribucién a posteriori de

B tendra la forma,

1
p(ﬁlo | X7Y76207 B>70777 02) X exp _—2(5%0 - 2#510610) )
205,

1 n M
exp {_r‘_z Z(%l — P — Zﬁlkqj(’Ww + 3/?')’1@))2} : (4.14)

=1 k=1

Identificando en la expresién lo que es independiente de f3,,, para todo i =

1,...,n se define
M

Rijo = zi1 — Zﬁmq’(%rgo + yiT’Yk)a (4-15)
k=1

por lo que (4.14) se puede escribir de la forma

1 1 <
2 2 2
p(Bio | X, ¥, Ba9: B, 79:7Y,07) o exp {—T%mw)lo - 2#510510) ) Z(Rilo — Bo) } :

=1

Desarrollando el cuadrado e incluyendo en la constante de proporcionalidad aque-

llo que no depende de 3, se llega a que

1
P(Bro | X,¥, Ba0: B,70,7,0°) o< exp _—2(5?0 — 2pp, B10)
20-510 ’

1 n
—472(”5?0 — 2610 ) Rﬂo)}
=1

n
) > R
= o] 3 B+ 5 — Bul o+ )
2 |10 O'% 202 10 O'% o2
10 10

= exp {—% [530010 - ﬁlODlO] } )

donde C'y y Dsg son las expresiones independientes de 3,

1 n
Co = G2t
B1o
5 ZRilo
=
Dio 2/310 4+ 2= — (4.16)
9810 g
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Completando cuadrados, se llega a que la expresién de la distribucion a posteriori

de 3, tiene la forma

Dy )
X’ ) ) B? ) ) 0-2 O( eX )
p(ﬁm ’ Y, Bao Yo, Y ) p{ 2010 (510 201 }

que identifica a la distribucién normal

Dy

~1
2Cho Cio )

610 ’X7y75207 7707770 NN(

donde Chg y Djp vienen definidas en (4.16).

Un resultado totalmente andlogo se obtiene para (35, por lo que, parar =1,2,y

denotando por [, el vector f, sin la coordenada r, la distribucién a posteriori de

/67“0 €s
6 0 | X7Y760 )7B77077702 ~ N(&JC_OIL
r (r 207’0 T
donde
1 n
Co = =+
"0 O'%TO 202
n
9 Z RirO
H p
DTO éBTO + L 2 9
UBTO o
siendo para todo i =1,...,n,
M
Rivo = ir — »_ BV (V0 + 47 70)-
k=1
Distribucién a posterioride 3., r=1,2, s=1,..., M

Los pardmetros f3,, representan los coeficientes de las combinaciones lineales de
las funciones logisticas para cada una de las dos coordenadas. No habiendo inicial-

mente ninguna restriccion sobre ellos, asumimos que a priori siguen una distribucién
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N (uﬁrs, aérs). Denotamos por B, la matriz B, que recoge todos los pardmetros be-

tas, menos el f3,,. Asi,

p(ﬁrs | X7Y7607 B(TS)7/707770-2) |BPY| eXp{_—<623 - 2”5”67‘5)} '

207,
M 2
exp { [Z (Iil — B0 — ’;51;@‘1’(%0 + y?W))

+ Z (xi? — B0 — ];1521@‘1’(%0 + ?JZT’Y)> ] } )
i—1 =

De nuevo y sin pérdida de generalidad, nos centramos en el caso r = 1. Identifi-
cando con R;;s al sumando ¢ de la exponencial que es independiente de [,

M

Riys =i — B — Zﬁlk‘l’(’mo + yiT’Yk)a
k=1
k#s

la distribucién a posteriori de 3, se podra expresar como,

(B, | x Ya607 s Y0, Y50 ) X |B'Y|n

1 &
eXp{ 2 5 (613 /’Lﬂlsﬁls) - @ Z( ils — 515 (')/80 + yZT’}/S))2} .

=1

En primer lugar, desarrollamos el determinante | B-y| para ver cémo se puede expre-

sar en términos de [3,.
Operando sobre (4.13),
Byl = ’5{7.155742 - 557.1ﬁ1T7.2’ = ’72527251 - 57.172@}

= | (v587 — B3vav5) 8] -

Denotamos por QT = 758,74 — B2v.17% que es un vector M-dimensional. En-

tonces,

|By| = = |QsB1s + Z QueB1r| = |Q1sB1s + kil (4.17)

k=1 k+
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donde k;, recoge la expresién que queda independiente de (3.

En segundo lugar, se desarrolla el cuadrado del exponente y se completa cuadra-

dos, de la misma manera que se hacfa para el pardmetro (3,,. De esta manera, se

llega a que
2 n 1 Dls 2
p(ﬁls | X7Y7607 B(15)7707770- ) 08 |Q15615 + k13| eXP{——_l(ﬁm - ) }7
2015 2018
donde
> W2y + i)
Ch. — i=1
! 202 + U% ’
1s
Z Rils\p(/yso + IZTVS)
i=1 2pg,,
Dls = 2 + >
o 0%,
y para todot=1,...,n,
M
Riis = xa — Byo — Zﬁm‘l’(%o + 4 ).
W

Un resultado totalmente andlogo se obtiene para f3,, cambiando tinicamente la

expresion (4.17) de | B4y| como funcién de (,,. Asi,

|By| =

M
> Qb
k=1

M
= ‘Qgsﬁgs + Z Q2 Par| = ’Q2852s + k28|7

k=1 k#s
donde, en este caso, Q3 = 17175 — vh57]-

En conclusién, la distribucién a posteriori para 5,,, r =1,2s=1,..., M es

n Crs Drs
p(ﬁrs | X7Y>BO>B(rs)a’7077a0-2> X ’Qrsﬁrs + krs’ eXp{_7(ﬁrs - 20 )2}7
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donde
T = v2B8YL — B34
3 = Bivav:—vabii
M
krs = Z Qrkﬁrka
k=1
k#s
n
> (v +yl,)
Crs == = y
202 + O'%
Z Rirsq}(vso + sz,Ys)
D - .=l 2pg,
rs o2 + 0_2 Y
Brs
y para todoi =1,...,n,
M
RiTS = Tiyr — 57‘0 - Zﬁrsql(ryk() + y;rr)/k) (4]‘8)
s
Distribucién a posteriori de v,,, r=1,..., M

Para los pardmetros -,, también asumimos distribuciones normales a priori, es

2

> ). Entonces basdndonos en la verosimilitud (4.12), y deno-

decir, 7,0 ~ N(p, ,0

tando por 7y, el vector 7, sin la coordenada r,

1
p(VTO | XY, 507 Ba 7770(7*)7 02) & exp {_20.2 (772“0 - QM’YTO’YTO)}

Yro

1 n M 2
- exp {—E [Z (xn — B0 — kglﬁm‘l’(%o + yf%))

=1

n M 2

T Z (xz? — B0 — kzlﬁ%‘l’(m + szVk)) ] } :
i=1 =

n M

H H (Vo + ¥ k) (4.19)

st (L exp {vgo + yf vd)
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La forma de operar sobre ella, para simplificarla y expresarla como funcién de
v,0, DO es Unica. En este caso, se ha procedido a buscar una funcién en términos de
una exponencial, por lo que comenzamos operando sobre el iltimo factor.

Yo +%i ) _
(1 +exp {0 + ¥ 7))

=
=

&
Il
—
£
Il
—

s
—=

{exp {vpo + vV} / (L +exp{veo + ¥ }) }

@
I
—
x>
Il
R

(1 +exp{vro + % 7))
(“Yko + %T%)}

L+ exp (oo 47707 ) |

H
i
I

=
=

.

©]
»

i
—N
INgE

=

<
Il
—
=~
Il
—

D
S
i)
—N—
~
3
N\
s
—=

@
I
—
=
I
—

I

D

=
—N
' 3
M=

n M
(Vko + ?J;r%) -2 Z Z Ln(1 + exp {Vko + y?Wk:})} (4.20)
i=1 k=1

@
Il
—
=
Il
—

Entonces, identificando aquellos términos que no dependen de 7, y operando en
(4.19),
2 1 2
p(fer | XYy, 607 B, 77700«)7 g ) oC exXp _20_2 (77‘0 - 2”77‘077.0) ’

Yro

2
n

1 4= — B, Ty — S \/J I
expy = | | #in = Bio = B ¥ (0 + 4 1) = X0 B (vao + 3 )

— k=1
=1 kr
2

n M
+ Z Tig — Bag — Boy ¥ (7,0 + %T%n) - kzaﬁ%‘l’(%o + yz;F'Yk)
=1 k;zér

n n M
exp { n, + 21 Yl + 21 kZ (Vo + ¥ Vi)
i= 1= =1

k#r
n T n M T
—221Ln(1 +exp {Vr0 + ¥ 7 }) — 2 ZMZ Ln(1+ exp {70 + 4 1 })
= i=1 k=1
k#r

De nuevo, recurriendo a las definiciones de R;.s dadas en (4.18), desarrollando

los cuadrados e introduciendo en la constante de proporcionalidad los términos que
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no dependen de v,q

1
p(7T0 | XJYuﬁOJ B7’7702) & exp {_20_2 (712”0 o 2M7r07r0)} )

Yro

1 u -
o {_@ lﬁi D V0 + 1) = 281, Y R (50 + 4] )
i=1 ‘

=1

+ 637“ Z \1/2(71"0 + sz’%J - 2621" Z Ri?rqj<’yr0 + sz’yr)] } ’

=1 i=1

exp (n’yro -2 Z Ln(1+ exp {70 + 3/?%})

=1

1
o exp {— 572 (V20 = 24, Vro)
Yro

n

(6%7 + 5%7’) Z \112(77’0 + sz’YT) - 2617‘ Z Riqul(r}/rﬂ + sz’YT)

1=1 i=1

_2627' Z Ri2rq}(7r0 + szfYT) + Yo — 2 Z L’I’L(l + exXp {71"0 + szfYT}} :

1
402

=1 i=1

Por lo tanto la expresién de la distribucién a posteriori de 7, 7 = 1,2 es

1
p(7r0 | XY 607 B7’77’70(r)7 02) o exp {_F(VEO - 2#’%«077"0)
Yro
1 2 n 2 n
~2 [Z D BV (0 +ul ) =2 Y B R U0 Tl %)]
s=1 i=1 s=1 i=1

+n7y,0 — 2 Z Ln(1+ exp {%«0 + yz'T%}} ’

i=1

donde para todoi=1,...,ny s,r=1,2 R, tiene la expresiéon dada en (4.18).

Distribucién a posterioride v,, r=1,... My s=1,2

Para los pardmetros gamma, también se van a suponer distribuciones a priori
normales, es decir 7,, ~ N(u,, 03 ). Recordamos que estos pardmetros son los que
T8 s

forman parte de las funciones logisticas en el modelo.
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Volvemos a utilizar la notacién =y, representando a la matriz -y definida en (4.4)

salvo el pardmetro ,,. Entonces, utilizando la verosimilitud (4.12), la distribucién

a posteriori tendra la forma,

n 1
p(Vrs ’ X7y7507B7707’Y(rs)70—2) S8 |37’ eXp {_202 (P)/gs - 2M7rsﬁyrs)} ’

Vrs

n

M
1
exp —r‘a E (l'il - ﬁlO - E ﬁlkqj(/}/ko + y;:r/yk) - 617“\1/(77“0 + y;:r/yT))2
i=1 k=1

k#r

n

M
+ Z(zﬂ — B0 — ZB%\I’('MO + i ) = B ¥ (0 + 47 7))

=1 k=1
k#r

exp {ZZ (Voo + ¥i 1) — 2ZZLn(1 + exp {Vpo + y,T’yk})}

i=1 k=1 i=1 k=1

. 1
o |By| exp{—%z (V2 — 2%”%8)} :
’Y’V‘S

1 - n
exp {_472 > (R = B (0 + 4 7)) + D _(Rize — By, U (7,0 + y?%)f] } :
i=1 i=1
n M n M
exp {Z Z (Voo + 51 i) —2 Z Z Ln(1 +exp {7, + szVk})} ) (4.21)
=1 k=1 i=1 k=1

donde R;.; vienen definidos en (4.18).

Como en (4.17), desarrollamos el determinante |B~y| a partir de (4.13) para

expresarlo en términos de v,,. A esta expresién la denotamos con h,s. Nos centramos

primero en el caso s = 1, es decir, en el pardmetro 7,,.

Como 5{7-1 = 7251 y 52T’Y.1 = 725%

ha = |By|= ‘72515?7.2 - 72525{7-2‘
= }72(51557.2 - 525{7.2)‘
M T M T
= YoBir + 2 YbBur | Bave — | VeBar + 20 VraBar | Bi7Ve
k=1 ktr k=1 ktr

, (4.22)

}’77‘1617‘65’%2 - /77"1627’6?’72 + kk"’l
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donde

M M
Kk = Y YaBulave — 2 VBB V2,
2 b
es el término que no depende de 7, ;.

Andlogamente, en el caso de 7,,, se llega a que
heo = |By| = |%252r51T'Y-1 - %«251r5§7-1 + kkm‘ ) (4.23)

con

M M
T T
kkre = >~ YioBorB1va — D2 YeoBuBa V-
ke ke
Por otra parte, desarrollando cada una de las sumas de cuadrados de la expo-
nencial en (4.21) y realizando operaciones de la misma manera que en el cilculo
de la distribucién a posteriori de 7,,, se tiene que la expresién de la distribucién a

posteriori de v,, conr =1,... ., My s=1,2 es,

p<fy7‘s | X7y7507B77077(r5)702) X |h7‘s|neXp{ 2252 \112 rYrO +sz’yr)

s=1 =1

20_2 Z ZBST‘RzST\I’ rYrO + yz ’77‘) + ’yrs Z Yis

s=1 =1

1
—QZLTL(l +exp {’YTO + sz’Yr} - 252 (’Y?s - QIU/’}/T,S,Y’V‘S)} )

=1 ’Yre

donde h,s viene definido en (4.22) y en (4.23), y Risy en (4.18),i=1,...,n.

4.3. El modelo con M = 1 nodo, en el caso de R?

El modelo (4.1) con M = 1, y considerando las configuraciones representadas en

dos dimensiones, tiene la expresion,

T = g, & 1=1,...,n aiwflERQ

Bro+ B1Y(vo + 4] )
= Mg, € 1=1,....m Eij2€R2,

Bao + B2 (7o + ?JJTW)
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cong; yet=1,...n,j=1,...,m independientes, y donde
1
exp{—(Yo + 71¥j1 + V2¥s2)}

(v +y7) =
El problema que plantea este modelo es que la funcién no lineal ¢ : R? — R2,
B+ B1¥ (o +?JJT7)
o(y;) =

Bag + B2 (7o +?JJ'T7)

no es inyectiva, ya que existen y; # y tales que ¢(y;) = ¢(yx) y, por lo tanto, no

define una transformacion invertible.

Siguiendo la notacién matricial utilizada en (4.1), el modelo se puede expresar,

Ty = /”Lfli—i_gi izlu"‘?” 5iNf1€R2

50+B\IJ(%+ij7) = ,U/£2j+€j j=1....,m ejwaERz,

_( P _( b
60_(520) B_(52)'

Al calcular la funcién de densidad de los puntos y;, j = 1,...,m, se llega a que

donde

el jacobiano es igual a cero, por lo que no es posible calcular la verosimilitud de los

puntos y;.
g5l = g (50 + BU(y, +y, ) — ugzj) ‘ = ‘Bg (W(y, + yfy))'
Y Yi
_ ( g; ) (ajj (o +y,7), %ﬂ\l}(% + yfy))‘
- g:zigj gﬁigﬁ = C(B1m1B272 — BamiBi72) =0,
con

B (o + ?JJTW)
_ o
exp(vo + ;)

C;

Una alternativa que garantiza que la funcién no lineal sea biyectiva, es asumir

que las combinaciones lineales que definen las funciones logisticas son distintas para
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las dos coordenadas, viniendo definidas por los vectores v, = (V10 V20)?, V1 =

(Y11, 712)T ¥ Y2 = (Y21, V20)T - Asf, un modelo alternativo es:

Ty = /“L§1i+€i iz]‘?"’?” giNfleRz

Bio + B1¥ (V10 + yf’h)
= fe,, T j=1,....m €; ~ fa € R%
Bao + B2¥ (Va0 + yf’h)

Matricialmente,

xr; = Ingli—l-Ez‘ 1=1,...,n €Z‘Nf1€R2
50+B\Il(70+y]T7) = M£2j+€j j:]-?"'7m Eij2€R2,
donde
U (v10 + Y5 71)
0 J
60:<§10>7 BZ(gl B > y ‘P(70+yf7):
20 ? (g + ij’Yz)

Anédlogamente a como se procedié en la seccién 4.2.2, se llega a que la funcién

de densidad de cada punto toma la expresion

flz;) = fl(l'i—,ugu) 1=1,...,n
flys) = f2(Bo+ BE (o +yjv) = me,,) 1l

= faBo+ B +y]7) — e, 1 ﬁﬁl Y + 4 7)
J $25 el e exp(vi0 + ¥; 1)
7 = 1,...,m, (4.24)
donde
T
71 Y11 Y12
— — 4.25
v ( ’72T ) ( Yo1 Vo2 ) ( )
y
0 T 0 T
Ji = 5= (50 +B¥(v,+y;7) — /‘52) = B— ((% +y7))
8yj ! &gj
P (v10+y] 71) 0
_ B 1+exp(y10+y; 71)
- 0 P (v20+y] 72) v

1+exp(V20 Y] V2)
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La verosimilitud de los datos se calcula de la misma forma que en 4.2.2, y a partir
de (4.24). Se va diferenciando si los puntos estdn o no emparejados para calcular
la aportacién de cada subgrupo de puntos a la verosimilitud total. Asi, se calculan
las expresiones aproximadas de estas aportaciones, considerando la regién V C R?

suficientemente grande con respecto al soporte de f1 y f.

Asumiendo que los errores siguen una distribucién normal y operando como en

la seccion 4.2.2, la expresién de la verosimilitud de los datos tiene la expresion,

1
var)”

2 2L
1
X7 M7 7B7 M 70-2 z i i
p(x,y | M, Bo, B, 79, 7,0°) = || Llﬁz (a\/i) (

H H W (ygo + Y; ’Yk)

i oy i (L exp {0+ 7))
Bk
H [exp {—@ Z (xz'l — Bio — Br¥ (0 + ij’Yz))2} :
=1

ﬁ U (vko + Y5 V) ] (4.26)

k=1 1 + exp {%0 +y; %})

donde L es el nimero de emparejamientos entre ambas configuraciones y M;; repre-

senta la matriz de emparejamientos definida en (4.3).

4.3.1. Inferencia bayesiana en el caso de configuraciones eti-
quetadas

Para realizar inferencias sobre los pardametros, nos centramos en el caso en el
que las dos configuraciones tienen el mismo nimero de puntos (n) y que estdn

emparejados, es decir, L = n y, por tanto, se trata de configuraciones etiquetadas.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que Vi = 1,...,n los puntos x; e v;

forman los n emparejamientos, es decir, £;; = £,;. Asf,

(1 j=k
Mjk_{(] resto
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A partir de (4.26), prescindiendo de las constantes, la verosimilitud de los datos
en el caso de M = 1, con errores normales y configuraciones etiquetadas, tiene la

expresion,
2 n on oQn 1 "
p<xay ’ 60>Ba7077a0 ) ~ |7| 6162 ;

1 n
exp {—F‘Q Z [(1711 = Bro = B1¥ (710 + 9?71))2

i—1
+ (%‘2 — Bog — B U (V90 + ?JiT%))Q} }

- U (Y10 + ¥/ 71) U (Y20 + ¥ 72)
| | = a . (4.27)
i1 (L+exp{vi0 + i 11}) (1 +exp {720 + ¥/ 72})

A partir de esta verosimilitud y asumiendo distintas distribuciones a priori,
se procede al cdlculo de las distribuciones a posteriori de los pardmetros, cuyas

demostraciones no se presentan por ser analogas a las realizadas en la seccién 4.2.3.

Distribucién a posteriori de o2

Asumimos como distribucién a priori de la varianza o2 una gamma inversa o2 ~

G(a, ), a, f > 0. Entonces utilizando (4.27), e incluyendo en la constante de

proporcionalidad todo aquello que no depende de o2,

p(0.2 | X7y7607B77077> X (02)_(a+1)_n

1
eXp § — ;

+ Z(%z — Bao = Ba¥ (720 + y?’72))2>
i=1

b+ i (Z(le — B0 = B1¥(v10 + 4 1))?

=1
} )

por lo que se llega a que la distribucién a posteriori es 072 ~ G(a+n, 3+ A), donde

i=1

A = i {Z (Iil — B0 — B1¥ (710 + ?J;r%)?)

+ Z (xi? — Bag — BV (V90 + yiT’yQ))z} )

=1
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Distribucién a posteriori de 3, y [y

Asumiendo que la distribucién a priori para 3,, ~ N (“Bro’a%ro)’ r =12 se

obtiene que la distribucién a posteriori de S, es

DT‘O _
67"0 | X7y’60(7’)’B770’770-2 ~ N (WO’CTOI) )
r
donde
1 n
Cro = o
0 J%m 202
9 Z RiTO
1 -
DTO 2BTO + . 1 2 P
O-BTO g

siendo, en este caso,
RirO :xir—ﬁr\l’(%oﬂLsz%) 1= 17"'7”7
expresion independiente de f3, y denotando por [, el vector j, sin la coordenada

/87'0'

Distribucién a posteriori de 3, y [,

Asumiendo que la distribucién a priori para 3, ~ N (“Br’ U%T), r = 1,2, se obtiene

que la distribucién a posteriori de 3, tiene la expresion

\ 1 D,
p(ﬁr | XaYaﬁOa B(r),'Yo,')’,O'?) X ﬁr eXp{ (ﬁr — _)2}

20! 2C,
donde
1 21 \112(71"0 + szfYT)
C., = — 4%
O'% + 202

zn:Rir
Dr _ r4 i=1

2
o 20
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donde

Rir = (24 — ﬁro)\l’(%o + yz-T%) 1=1,...,n,

y B(r) denota la matriz B sin 3,.

Distribucién a posteriori de v, ¥ 74

Para los pardmetros v,, 7 = 1,2, también asumimos distribuciones normales a

. . . 2
priori, es decir, 7,9 ~ N(p, 07 ).

De forma andloga a la situacién de la seccién 4.2.3, se llega a que la expresion

de la distribucién a posteriori de 7, es

1

T 9 2
20—71"0

p(PY'rO | XY 607 B? 7(7‘)07 ’770-2) & €xXp { (712“0 - 2/1"”0’)/7‘0)

n

1 = 1
_r‘g 72"2\1/2(7r0+sz,7r)+Tﬂ6rzszr0qj(7r0+yf7r)
i=1 =1

+ny,0 — 23 Ln(1 +exp {7, + yf%}} :
=1

donde paratodoi=1,...,nyr=1,2

Siro = Tir — Bro» (4.28)
Y V(o representa v, SIT =2,y Yo, 17 = 1.

Distribucién a posteriori de v,,, r=1,2y s=1,2

Para los pardmetros gamma, también se van a suponer distribuciones a priori

normales, es decir 7,, ~ N(p, ,03 ). Recordamos que corresponden a las coorde-
T8 s

nadas de dos vectores bidimensionales y son los coeficientes de la combinacién lineal

de las funciones logisticas.
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Basdndose en la verosimilitud (4.27) la expresién de la distribucién a posteriori

de v, es
B 2 - n _L 2 - \112 T
P(Vrs | X5, Bos Y05 V(rs) 0 ) o [Y11Y22 — Y2112l €xp 40_261” Z (Yro + 4 Vr)
i=1

1 & n
— Sir \VJ T 18
+2026r; 0 (/yr0+yz 77‘)—1—77“5;?4

—2 ; L’I’L(l + exp {71”0 + sz,yT}> (st - 2N’y”7rs)’

T 5.2
20—’YT‘S

donde Sj,o viene definida en (4.28) y 7, representa a la matriz v definida en (4.25)

salvo el parametro 7,..

4.4. Emparejamiento de configuraciones etique-
tadas bajo modelo de redes neuronales con
una configuracién fija

En esta seccién y siguiendo parcialmente la idea de Dryden, et al. (2007), vamos
a considerar un modelo en el que, a diferencia del desarrollado en la seccién 4.2, una
de la dos configuraciones es considerada de referencia, (por lo tanto fija), siendo la
otra una transformacién no lineal de la primera en la que se le incluye también una
parte lineal, m&s un error aleatorio. Esto permite que la transformacién lineal entre

configuraciones esté incluida en el modelo como un caso particular.

En la figura 4.2 se representa la situacién de las configuraciones en este modelo.

X

Configuracion
y

Configuracion de
referencia.

Figura 4.2 Esquema del modelo con una configuracién fija
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Nos centraremos en el caso de dos configuraciones etiquetadas en R? con em-
parejamientos conocidos, por lo que el problema se centra en la bisqueda de la red

neuronal que mejor relaciona ambas configuraciones.

En primer lugar, se plantea el modelo no lineal de redes neuronales. Después se
calcula la funcién de verosimilitud y se obtienen las expresiones de las distribuciones

a posteriori de los pardmetros.

4.4.1. Modelizacién del problema

Inicialmente se consideran las configuraciones de n puntos en R,

x={z; , i=1,....n}ey={y; , i=1,...,n}.

Se supone que para todo i = 1,...n, los puntos (x;,y;) estdn emparejados y se
considera la configuracién x fija e y aleatoria cuya distribuciéon depende de la primera

mediante el modelo no lineal,

M

Yij = Bjo + Aj xi + Zﬁjkq’(’mo + i) + e, (4.29)
k=1

donde para todo 7 = 1,,...n, 5 = 1,...,dy k = 1,..., M, los pardmetros son
Bijo €ER, A\j € R?, Bir ER, o ERy v € R?, los errores ¢;; siguen distribucién f;

y la funcién ¥(z) representa la funcién logistica.

Con este modelo se expresa cada coordenada j = 1,...d del punto i-ésimo de la
configuracién y, y;;, como la suma de un término lineal de z;, (con coeficientes el
vector J\;), y de una combinacién lineal de M términos, que son funciones logisticas
de combinaciones lineales de las coordenadas del punto x;, mas un error aleatorio.

Los coeficientes que definen esta combinacion lineal de funciones logisticas se recogen

en el vector BJT = (Bj1,Bjas - Bjnr)-

Se asume en este modelo que el nimero de nodos M es conocido, aunque pos-
teriormente, en la aplicacion con datos reales, se llevard a cabo un anélisis de los

modelos con distintos valores de M basado en criterios de informacion.
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El modelo (4.29) se puede expresar matricialmente,
yi = Boo + Az + B¥ (v + 2 7) + &,

dondei =1,...,n, ¢ ~ f; € R independientes, y By ¥(y,+ ) vienen definidas
en (4.2) y
B0 A Al A
500 — . . . .

> Bao Ay Adi o Ada

Asumiendo normalidad de los errores, el modelo se puede expresar como,

Y = Boo + Axj + BE (v + i) + e i=1,....n ei ~ Ng(0,0%14). (4.30)

4.4.2. Construccion de la verosimilitud de los datos

Basandonos en la normalidad de los errores se tiene que para todo i =1,...,n,

1
Fwi) = filyi — BooAx] + B®(yy + /7)) = (V2o
1

exp{—5—5(yi - BooAz] + B (vy + z] ) (yi — BooAz] + BE (o + 27 7)},

de modo que la verosimilitud es,

1 n d M
exp{—ﬁ Z_: > (yz'j_ﬁjo—)\?xi—]; 5jk‘I’(’Yko+%T’Yk))2}-

i= j=1

nd
2

1
p(y | 6007B7A7 707’7702) X
(0?)

En el caso particular donde d = 2 , la expresién de la funcién de verosimilitud

toma la forma:

1
p(y | ﬁOO? B>A7’7077702) X ﬂ )
1 n M
o {_Tt? Z(yz‘l — Bro — A i — Zﬁlkq’(%co + i)’
i=1 k=1
n M
S N3 (o + vak»z] } | a3)
i=1 k=1
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4.4.3. Expresiones de las distribuciones a posteriori de los
parametros

Distribucién a posteriori de o2

Asumimos que la distribucién a priori de 02 es una gamma inversa, es decir,

072 ~ G(a, ). A partir de (4.31) la distribucién a posteriori de o2 serd de la forma,

—(a B
p(0> | ¥. Boo. B A 0. 7) = 00 | ¥) ox (62) @ exp {‘ﬁ |

1 1 n M
(;)n exp {__ [Z(yzl — Bro— A i — Zﬁlk‘l’(%o + 2 7))

202 | 4
=1 k=1

n M
+ Z(yzQ — Bao = A3 i — Zﬁqu’(%o + i)
=1 k=1
1
_ 2\ —(« n
= (0’ ) (at1+ )exp{—g (ﬁ—f-A)},

donde

n

M
(Yir — Bro — A i — Zﬁm‘l’(%o + i)

=1 k=1

1
-

n

M
+ Z(.%Q — Bag — A3 i — Zﬁzk‘l’(%m + i)’
k=1

=1

Por lo tanto, la distribucién a posteriori de o2 es una gamma inversa de pardmetros,

0_72 | Y76007B>A77077 ~ G(a +7’L,B +A)

Distribucién a posteriori de 3,, r = 1, 2.

Asumimos que la distribucién a priori para 3,4 ~ N (g, O'%TO). Entonces, basén-

donos en la funcién de verosimilitud (4.31) la distribucién a posteriori tendrd la
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forma,

1
p(ﬁro ’ Y7600(r)7 B7A> Yo, 7> 02) X exp {_202 (630 - 2M5T06r0)} ’
B'r'O

n M
1
€xp {_T‘Q (Yir = Bro — M — Zﬁrkq’(%o + %T%))Q} ’ (4.32)

i=1 k=1
donde B,y denota Sy sir =2y By sir=1.

Identificando en la expresién lo que es independiente de f3,,, para todo i =

1,...,n se define

M
Ripo = Yir — Ay i — Zﬁrkq’(%o + 27 ) (4.33)
k=1

Operando de la misma manera que en la seccién 4.2.3 se llega a que la distribucién

a posteriori de 3, es normal

DT‘O

67“0 | yvﬁoo(r)a B7 A7 Yo, 7> 02 ~ N(mj Cg]l),
donde
1 n
Cro = 5—+—= ¥
0, O
9 2 Z Rz’rO
H i=
-DT'O - 2/61"0 + 12 )
050 o
siendo para todot=1,...,n,

M
Rivo = Yir — \f i — Zﬁrk‘l’(%o + 27 )
k=1
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Distribucién a posteriori de \,; r,s =1, 2.

. . . ., . . 2
Asumimos que la distribucién a priori de A5 es A,s ~ N(u,, ,05 ). Entonces,

para todo r = 1,2y s = 1,2, y denotando por A, la matriz A sin A,

()‘7%5 - QIUATS )‘TS)} :

p()\TS | y?ﬁOO? BvA(Ts)a'Yo,’Y, 02) X exp {—
AT‘S

202
i=1 k=1

n M
1
exp {—— D Wir = Bro = M — Matin — Y By (v40 + SL‘?%)V} :
(4.34)

Si denominamos para todo:=1,...,n
M
Mir1 = yir — B0 — Araia — Zﬁrkqj(%o + i),
k=1

M

Miyo = Yir — Bro — A — Zﬁm‘l’ﬁko + 2 ),
k=1
expresiones independientes de \.; y A2, respectivamente, (4.34) se puede escribir,

1
p()\rs ’ Y>5007 Bv A(rs)a Yo, 0_2) X €exp {_20_2 (Azs - QILLATSATS)}
Ars

1 n
- exp {_F Z(Mirs - Arsxis)2} .

=1

Desarrollando el cuadrado y simplificando se obtiene

1 vl 1
p()\rs | yvﬁooanA(Ts)7707’77O-2) X exp{—§ [Ais (Zl ; + 2 >
o O->\r

_2)\7~s (Zz 1 Mzrsxzs Mkrg>] } ]

2
E Tis

Llamando

c., = =L — 4.35
ot - y (4.35)
ZMirsxis
D, = S B (4.36)
g O'/\TS
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y completando cuadrados, se obtiene que la expresién de la distribucién a posteriori
de A\, es

1 D,
p()\rs | y7ﬁ007 Ba A(TS)7/707770-2) X €xp {_F(ATS - —>2} )

que corresponde a una distribucién normal,

D’I‘S C71)7

)\TS | Y75007B7A(7’S)7’707770-2 ~ N(C ) ~rs
rs

donde C..; y D, vienen definidos en (4.35) y (4.36), respectivamente.

Distribucién a posterioride 3., r=1,2, s=1,..., M

Se asume para 3, una distribucién a priori normal 3,, ~ N(us , O'%T‘s), donde
r=1,2ys=1,...,M. Entonces, dada la funcién de verosimilitud (4.31) la dis-

tribucién a posteriori tendré la forma,

1
p(ﬁrs | Y75007B(7‘s)7A7707’770-2> X exp {_E(ﬁis - 2M5T567‘s)} ’

1 n
exXp {—ﬁ Z(yir — Bro = Ay @i

=1

M
- Z /BT‘k\I’(/ka + sz’YIJ - ﬁrs\I’(/YsO + x?78>>2

k=1
k#s
Si identificamos como R;.s el sumando ¢ de la exponencial

M
Rirs = Yir — 67"0 - )\le - Zﬁrkqj(’yko + ‘TzT,Yk)J (437)

k=1
k#s
y operando de la misma forma que se hacfa en la seccién 4.2.3, se llega a que la

distribucién a posteriori de f3,., es normal,

D,y
Brs | ¥:B00> Barsys A o, v,0% ~ N (C ,CT;) :

160



CAPITULO 4. EMPAREJAMIENTO DE PARES DE CONFIGURACIONES
MEDIANTE TRANSFORMACIONES NO LINEALES

donde, en este caso,

n

> (v +aTy,) ,
Cry = = 2 =
g O-Brs
n
Z Rirsql<730 + 95?%) [
Drs - =1 9 + gm y
g 98,

M
Rz‘rs = Yir — 67"0 - Afxz - Zﬁrkqj(/ka + sz’Yk)

k=1
k#s
Distribucién a posterioride v,, r=1,.... My s=0,1,2

Se asume para 7, distribuciones a priori normales 7,, ~ N (i, ,O',QY ). Procedi-
rs s

endo al célculo de la distribucién a posteriori de forma andloga a la seccién 4.2.3 se

llega a que su expresion es de la forma

2 n
1
p(’Yrs | y>5007 Bv Aa Y0: Y (rs) 0_2) X eXp{_ﬁ Z Z Bgr\p?(f}/rﬂ + x?Vr)

s=1 i=1

2 n
1 T
+; Z Z BsrRiSTW(7r0 + Z; 77‘) - 952

s=1 i=1 Vrs

(738 - 2M7rsf}/rs)7 (438)
donde Rj.s estd definida en (4.37) y 7y(,) denota todos los elementos «y excepto 7,..

Por tltimo, la expresion (4.38) debe considerarse, en el caso s = 0, como funcién

de 7,q, en el caso s = 1, como funcién de v,;, y en el caso de s = 2, como funcién

de Vro2-

A partir de las distribuciones a posteriori de los pardmetros, podremos aplicar
el muestreador de Gibbs para simular una muestra de la distribucién a posteriori
conjunta de los mismos. Todas las distribuciones a posteriori son normales o gamma
inversa, excepto las distribuciones de los pardmetros gamma. En este caso, se utiliza
un paso Metropolis-Hasting tomando como distribucién propuesta la distribucién

normal con varianza adaptativa.
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4.5. Una aplicacién en Bioinformatica

Una vez presentados los resultados tedricos obtenidos con dos planteamientos
diferentes para el estudio de emparejamientos entre configuraciones con transforma-
ciones no lineales, en esta seccién consideramos una aplicacién de ambos modelos,
al andlisis de las expresiones de una serie de genes recogidos en microarrays. En
concreto, nos centraremos en la estimacién de los pardmetros del modelo, en am-
bos planteamientos, pues partiremos de dos configuraciones etiquetadas con puntos

emparejados que representaran los genes en estudio.

Para ello se va a utilizar la base de datos de microarrays ALL (Acute Lym-
phoblastic Leukemia) de Chiaretti et al. (2004) de pacientes con leucemia linfoblés-
tica aguda, disponible en el paquete ALL de Bioconductor. Se dispone de los valores
de las expresiones de un total de 12625 genes en 128 muestras, cada una correspon-
diente a un paciente. La puntuaciones de las expresiones de cada gen en cada una

de las muestras se generaron usando la tecnologia de Affymetriz Genechip 5.0.

Siguiendo a Gentleman et al. (2005), consideramos un subconjunto de 79 pa-
cientes con leucemia linfoblastica aguda tipo B, 42 de ellos citogenéticamente nor-
males y los 37 restantes con una cierta alteraciéon genética denominada fusion genéti-
ca BCR/ABL. En parte de los cromosomas 9 y 22 se producen intercambios, de
manera que parte del gen de regién de fractura (BCR, Breakpoint Cluster Region)

del cromosoma 22 se fusiona con parte del gen ABL del cromosoma 9.

Por otra parte, siguiendo a Gentleman et al. (2005) descartamos aquellos genes
que presentan baja variabilidad entre las muestras. En concreto, se filtran genes
con una expresion mayor que 100 en al menos el 25% de las muestras y un rango

intercuartilico de al menos 0.5.

Ademis, se realizan comparaciones miiltiples de las expresiones medias de todos
los genes, basédndose en el criterio FDR (False Discovery Rate) a un nivel de 0.05 de

modo que se fija la proporcién esperada de falsos positivos (o falsas significaciones)
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entre los genes que son significativamente diferentes (véase Benjamini y Hochberg,
1995). Asi, seleccionamos aquellos genes que muestran diferencias significativas entre

los dos grupos, queddandonos con un nimero final de 102 genes.

En cuanto a cuestiones computacionales para el tratamiento de la base de datos
ALL y la seleccién de genes, se utilizaron los paquetes genefilter y multtest de

Bioconductor.

4.5.1. Representacién de los genes

De la misma manera que se procedié en la secciéon 3.7.2 se ha realizado un
andlisis INDSCAL, utilizando SAS v. 9.1, usando las distancias euclideas entre genes
para cada uno de los dos grupos de pacientes con leucemia. Asi, se obtienen las
coordenadas de los 102 genes en un espacio de dos dimensiones y los pesos que cada

grupo asigna a cada dimensién.

Se obtienen pues, dos configuraciones de 102 puntos, una correspondiente a los
pacientes citogenéticamente normales y otra a los que presentan la fusién genética
BCR/ABL, donde cada punto identifica a un gen. Los emparejamientos de los puntos

en ambas configuraciones son conocidos, correspondiendo al mismo gen.

En las figuras 4.3 y 4.4 se representan, respectivamente, el espacio global de
objetos y el espacio de sujetos. Se observa cémo el grupo BCR/ABL da mas peso a

la dimension uno que el grupo de los pacientes citogenéticamente normales.

Las figuras 4.5 y 4.6 representan individualmente las configuraciones de los 102
genes en cada grupo. De nuevo, se han identificado dos genes tnicamente a efectos

ilustrativos.
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4.5.2. Eleccion del nimero de nodos del modelo

En cualquiera de los dos modelos de redes neuronales presentados en las secciones
4.2 y 4.4, se puede introducir como un parametro més del mismo, al niimero de nodos
M. Algunos autores (véanse, e.g. Rios-Insua, (1998) y Andrieu et al. (2001)), propo-
nen modelos de salto reversible para explorar entre espacios paramétricos de distin-
tas dimensiones. Sin embargo, en modelos complejos como los de redes neuronales,

pueden aparecer problemas de identificabilidad lo cual complica la utilizacién de los
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métodos de salto reversible.

En esta aplicacién hemos optado por resolver este problema eligiendo, en cada
situacién, aquel modelo con el que mejor medida de parsimonia tenga, segin el
criterio DIC' (Desviance Information Criterium). Nos hemos basado en una versién
alternativa de esta medida propuesta por Richardson (2002) y que Celeux et al.
(2006) denotaron por DIC5 que se adapta bien a la estructura de los modelos de

redes neuronales y que viene definida por:

D/]Fg, = —4Eyy[log f(y | 0)] + 21og f(Y%
donde f(y) = _H Fwi). y fi) = Eoylf (i | 0)].

Utilizaremos esta medida DIC3 como criterio de comparacién de modelos con
distintos valores de M, procediendo a la eleccién del modelo con menor valor de

DICs.

Aplicaremos un paso Metropolis-Hasting para simular una muestra de la distribu-
cién a posteriori conjunta de los pardmetros. Se ha utilizado el programa WinBUGS
1.4.3 para programar el modelo y se ha ejecutado desde R utilizando el packete

R2WinBUGS.

A continuacion se presentan las inferencias sobre los pardmetros de los dos mo-
delos estudiados en las secciones 4.2 y 4.4, particularizados en el caso de las dos

configuraciones de genes.

4.5.3. Aplicacion del modelo de redes neuronales basado en
un Proceso de Poisson

Como aplicacién del modelo (4.1), desarrollado en el caso de configuraciones con
puntos emparejados y bajo normalidad (seccién 4.2.3), tomamos como configuracién
x la correspondiente a los genes de los pacientes citogenéticamente normales siendo

y la configuracion de los genes de los pacientes con alteracién genética.
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Se asumen distribuciones a priori de los pardmetros N(0,1), (no se espera unos
valores muy elevados de los pardmeros al tener estandarizadas las observaciones),
excepto para o2 que se asume una G(0.1,0.1), y se elige como modelo aquel con el

valor del DIC'3 més pequeno.

En la tabla 4.1 se representan los valores de los DIC’3 en los modelos con distintos
valores de M. En el caso de M = 1, se ha estimado el modelo presentado en la seccién
4.3. El menor valor del DIC5 se obtiene en el caso M = 2 nodos con un valor de

76,83.

M 1 2 3 4
DIC;  2368,43 76,83 436,64 816,54
M ) 6 7 8
DIC; 1182,409 1561,37 1966,03 2360,15
M 9 10

DICs 2767,181 3193,18

Tabla 4.1 Tabla de los DIC3 en funcién de M

Por lo tanto se elige como modelo para representar la relaciéon entre las dos

configuraciones de genes,

_:uz_'—ei

( 510 + 611 1+exp{— (»{10+71 ui)} + 512 1+exp{— (720+72 vi)} ) = 1, + € i=1... .. n
Bao + P Ltexp{—(v10+7] i)} +622 1+exp{— (720-5-72 yi)}

donde e; y ¢; siguen distribucién normal y son independientes.

La simulacién de la muestra de la distribucién a posteriori conjunta de los pa-
rametros, se ha llevado a cabo con 50000 iteraciones en total, 25000 iteraciones de
calentamiento. Como estimaciones se toman las medias de las distribuciones a pos-
teriori, cuyos valores se recogen en la tabla 4.2 junto a los intervalos de probabilidad

al 95 %.
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Parametro | Estimaciéon Intervalo al 95 %

B1o -1.755 (-2.403 , -1.022)
Bag -1.298 (-2.258 , -0.416)
B 4.259 (3.519 , 5.081)
B1s -0.159 (-1.605 , 1.063)
By -1.425 (-2.769 , -0.125)
Bos 4.049 (3.171 , 5.030)
Y10 -0.324 (-0.653 , 0.087)
Ya0 -0.148 (-0.469 , 0.181)
11 1.079 (0.811 , 1.423)
Y19 0.368 (0.030, 0.723)

Yor 0.048 (-0.301 , 0.448)
Yoo 1.135 (0.8816 , 1.456)
o? 0.08 (0.028 , 0.360)

Tabla 4.2 Estimacién de los pardmetros

Con respecto a la convergencia de las cadenas, en las figuras 4.7 hasta 4.15 se

muestran los gréficos de las trazas de las cadenas, observandose la estabilidad de las

mismas.
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Ademds usamos el método de diagndstico de Geweke (1992) que se aplica a
una sola cadena. Consiste basicamente en comparar el valor medio de los primeros
valores de la cadena (por ejemplo, el 10 %), con el valor medio de los tiltimos (por
ejemplo, 50 %). Si los dos tramos de la cadena provienen de la misma distribucién
estacionaria, el estadistico de Geweke tiene como distribucién limite una normal

estdndar. Un valor no significativo del test implica estabilidad de la cadena.

Los valores de los p-valores asociados a los estadisticos de Geweke de cada
pardmetro del modelo se muestran en la tabla 4.3, obteniéndose no significacién

en todos ellos, y por tanto, demostrando la estacionariedad de todas las cadenas.
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Pardmetro | Z-valor de Geweke p-valor
B1o 1.244 0.215
Bao -1.948 0.052
B11 0.418 0.682
B1a -0.934 0.352
Bo1 0.405 0.689
Bag -0.042 0.968
Y10 1.250 0.211
Y20 1 0.317
Y11 -0.250 0.802
Y19 1.063 0.289
Vo1 -1.21 0.226
Yoo 0.490 0.624
o? -0.231 0.818

Tabla 4.2 Estimacién de los pardmetros

4.5.4. Aplicacién del modelo de redes neuronales con una
configuracién de referencia

En este caso, aplicamos el modelo (4.30) tomando como configuracién fija y de

referencia la correspondiente a los enfermos de leucemia citogenéticamente normales.

En la figura 4.20 se representan los valores obtenidos del DIC'3 en modelos con
distintos valores de M. El menor valor del DIC5 se obtiene en el caso de M =1
nodo con un valor del DIC3 = —1494,56, por lo que se elegird el modelo con un
tnico nodo. También se calculé el DIC5 para el modelo lineal, es decir M = 0 nodos,

obteniéndose un valor del DICs = —1024, 46, valor mayor que con M =1, ..., 10.
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Figura 4.20 Representacién de los DIC;3 en funcién de M

Por lo tanto, el modelo con el que se realizardn las estimaciones de los parametros

serd, Vi =1,...n,

1
Ya = 610 + Az + e + 611 + e~ (Vo tmiTin+y2Ti2) + e,

1 2
Yiz = oo + Aarin + Az + 621 + e~ (r2ot11Tin+y2Tiz) + iz Sij ™ N(0,o%).

Estimacion, validacién del modelo y andlisis de convergencia

Para comprobar la validez de los resultados se opté por dividir la muestra de los
102 genes en dos submuestras, una para realizar la estimacién de los pardmetros y
otra para realizar la validacion. Se seleccioné una muestra aleatoria del 20 % de los
puntos (un total de 20 genes) para construir la muestra de validacién y se procedié

a la estimacién de los pardmetros del modelo con el 80 % de los genes restantes.

De nuevo, aplicamos el MCMC usando Winbugs, simulando tres cadenas con
300000 iteraciones, 150000 de calentamiento, para cada pardmetro. Como estima-
ciones de las predicciones se toman las medianas a posteriori, porque resulto ser una

medida més robusta como valor central.
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Las distribuciones a priori que se tomaron para los pardmetros fueron N(0, 10),
excepto para o2 donde se tomé una G(10, 10), lo que implica que asumimos que, a

priori, no se espera gran variabilidad aleatoria entre los genes.

En la tabla 4.4 se muestran los valores de las estimaciones de las coordenadas de
los 20 genes utilizados como submuestra de validacién. Se observa un buen ajuste,

donde las diferencias entre los valores reales y las estimaciones son del orden de

centésimas.

Valores reales
Estimaciones

(0.6085, -0.4257)
0.6142 , -0.4257

1.1290 , 0.1995

Valores reales
Estimaciones

0.8526 , 0.1925

1.0322 , 0.4513)
1.0300 , 0.4472)

Valores reales
Estimaciones

1.0799 , -0.1076

(
(
(
(
(1.0860 , -0.1073

)
)
0.8519 , 0.1885)
)
)

( )
(1.1380 , 0.2034)
(
(

1.9554 , 0.1529)
1.9640 , 0.1610)

Valores reales
Estimaciones

(-0.9272 , -0.6950)
(-0.9232 , -0.6994)

0.4438 , 0.8406
0.4345 , 0.8381

Valores reales
Estimaciones

(0.1124 , -0.3172)
(0.1144 , -0.3191)

1.0590 , 0.2540

Valores reales
Estimaciones

(-1.0176 , -0.3346)
(-1.0160 , -0.3369)

(
(
(
(
(
(
(

0.0058, -0.3753
(-0.0037 , -0.3778)

- )
- )
-1.0589 , 0.2600)
- )
- )

Valores reales
Estimaciones

1.7069 , 0.9099
1.7025 , 0.9031

1.1819 , 1.0962
1.1750 , 1.0955

Valores reales
Estimaciones

0.5622 , -0.1422

2.0627 , 0.0911

Valores reales
Estimaciones

0.7431 , -0.6415

-2.0545 , 0.0833

1.4595 , 0.4637

Valores reales
Estimaciones

1.6012 , 0.6568

(
(
(
(0.5687 , -0.1415
(
(
(_
(-1.5975 , 0.6489

)
)
)
)
0.7387 , -0.6405)
)
)
)

1.0365 , -0.8914

)
)
)
)
1.4613 , 0.4721)
)
)
1.0405 , -0.8949)

(
(
(
(
(
(
(
(

Tabla 4.4 Comparacién entre predicciones y valores reales

Para analizar la convergencia de las cadenas, en este caso se han generado tres
cadenas por pardmetro, en las figuras 4.21 hasta 4.32 se muestran los gréficos de las

trazas de las mismas, apreciandose la estabilidad de las mismas.
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A continuacién aplicamos el estadistico de Brooks, Gelman y Rubin, que se apli-
ca en el caso de dos o méas cadenas. En esencia, se trata de comparar la varibilidad
dentro de las cadenas y la variabilidad entre cadenas, calculando el coeficiente PSRF
(Potential Scale Reduciton Factor). Un coeficiente cercano a uno asegura que, en
esencia, las cadenas se superponen, lo que indicarfa convergencia. Aunque este es-
tadistico se definié inicialmente para parametros unidimensionales, Brooks y Gelman
(1998), definieron una extensién al caso multidimensional para estudiar la conver-
gencia simultdnea de las cadenas de un conjunto de parametros y éste serd el que se

aplique.

Por otro lado, también se utilizan los valores de los cuantiles del llamado CSRF
(Corrected Scale Reduction Factor), correcciéon de PSRF, asumiendo que los paré-
metros se distribuyen segtin una normal. Un valor del cuantil 0.975 mayor que 1.2

se interpreta como evidencia de no convergencia.

En nuestro caso el valor del MPSRF es de 1.01, y la lista de los cuantiles del

factor corregido para cada pardmetro se muestra en la tabla 4.5. Todos ellos toman
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un valor menor que 1.2, lo que la convergencia de las cadenas queda validada.

cuantil 0.975 CSRF cuantil 0.975 CSRF
B1o 1.02 B4 1.00
Bao 1.00 B 1.01
A1 1.05 Yo 1.01
)\12 1.03 Y1 1.1
)\21 1.00 Yo 1.0
2o 1.02 o? 1

Tabla 4.5 Cuantiles del CSRF para cada pardmetro

Los resultados desarrollados en la seccién 4.4 junto con su aplicacién con los

datos de la base ALL, se pueden encontrar publicados en Marin y Nieto (2008b).
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Futuras lineas de investigacién

A lo largo del desarrollo de esta tesis, han ido surgiendo nuevas ideas para abordar
el problema de la superposicién y emparejamientos de dos o més configuraciones y

su extension a situaciones mas complejas.

Una primera continuacién natural al trabajo realizado, es profundizar en los
modelos no lineales de redes neuronales. Una posibilidad es extenderlos al caso de
configuraciones en tres dimensiones ya que, por ejemplo, en el estudio de las molécu-
las de proteinas, la estructura tridimensional es muy importante. Otra opcién es la
inclusién de informacién adicional que se disponga de los puntos de las configuracio-
nes a través de mediciones cuantitativas que permitan mejorar las superposiciones,

es decir, trabajar con configuraciones con marcas.

Siguiendo con la idea de modelizar la relacién entre dos configuraciones de pun-
tos etiquetadas, otra posibilidad que consideramos interesante de investigar, es la
modelizacién a través de splines de la transformacién geométrica entre dos configura-
ciones o a través de procesos gaussianos como generalizacion de las redes neuronales.
Esta idea podria utilizarse también en configuraciones no etiquetadas, anadiendo la

dificultad de la estimacién de los emparejamientos.

Por otra parte, el estudio del problema donde las configuraciones corresponden
al mismo objeto en distintas situaciones hace pensar que el tratamiento deberfa ser
distinto a cuando corresponden a objetos diferentes pues, en cierta medida, hay una
correlacion entre las configuraciones que se comparan. Equivaldria al clasico proble-

ma de comparar muestras independientes o muestras relacionadas. Como ejemplo,
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pensemos en la imagen proveniente de un scaner de un paciente con cierta patologia
como una configuracién de puntos, y el estudio de su evolucién comparando las

distintas configuraciones observadas en distintos instantes de tiempo.

Aunque las aplicaciones que se han presentado se han centrado en el d&mbito
de la Bioinformatica, los modelos desarrollados en este trabajo podrian utilizarse
en otros dambitos de aplicacién donde la informacién de la que se dispone pueda
resumirse en configuraciones de puntos, etiquetadas o no. Pensamos que la biisqueda
de situaciones reales y la colaboracién con investigadores de estas dreas de aplicacién,

pueden dan lugar a trabajos futuros de gran interés.
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