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ORIENTACION DE. VARIEDADES ALGEBRAICAS

por

PEDRO ABELLANAS

§ 1. Introduccién

En el § 2 se establece una definicién aritmética del concepto
de orientacién de una variedad irreducible, del espacio afin, so-
bre un cuerpo de constantes ordenable.

Por otra parte, es bien conocido [2] (*) que, importantes
propiedades topoldgicas de las variedades algebraicas sobre el
cuerpo de los numeros complejos descansan en Ja propiedad
de ser el numero algebraico de intersecciones de las subvarieda-
des igual al ntimero aritmético de las mismas. Aqui, § 5, damos
una demostracién aritmética de esta propiedad, basada en la de-
finicién del § 2, en el caso de ser el cuerpo de constantes una
ampliacién algebraica finita y normal de un cuerpo ordenable,
que cumple determinadas condiciones. :

§ 2. Orientacion de variedades algebraicas
sobre un cuerpo ordenable

Sea R=kEk[x,, ..., %,] un anillo de polinomios con = indeter-
minadas sobre un cuerpo de constantes, k, ordenable; V una
variedad irreducible de dimensién r del espacio afin E,, defi-
nida por el ideal p de R ; o=kl|&,, ..., G J=R/py Z=k(§,, ..., &).
Supondremos que V posee k-puntos, es decir: puntos cuyas
coordenadas pertenecen todas a k. Sean A, B y C tres k-puntos
simples de V, definidos por los ideales p, =(%,—a,, ..., X,—a,),
Py =@, —by, ..., %y—by) ¥y Py =(%,—C, ooy Xy—0Cy) 5 @y, by, GER,
i=1,---,n;ysea pA=pA/p? szpB/p y pc=pe/p‘

(*) Los nimeros entre paréntesis rectangular se refieren a la literatura
citada al final.
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LeEma 1.—Ewxisten n—r pardmetros dle uniformizacion del en-
torno de V, Xy ..., X,_r, pertenecientes a R, linealmente indepen-
dientes midd. p® , mdd. p2 y mdd. p2 (*).

DEemosTRACION.—De la definicién cldsica de punto simple
([8], pdg. 2) se deduce la existencia de tres polinomios, Pj(x),
tales que Pyx)=0 (p), i=1, 2, 3, P,(x)5#0 (p2), P,(x)#£0 (p2)
y P,(x)s£0 (p2). Por consiguiente, existe una combinacién lineal

de estos tres, que representaremos por 9?1, tal que
Z=0(p), 1z #£0@), z#£0(p2), =, £0(p).

Supongamos hallados los polinomios %, ..., %, tales que
i
%=0 (p), j=1, ..., i, y que si se verifica Z 06 =0 (p2) se de-
2 j=1 5
duce ¢,=0 (p,), j=1, ...,i, y andlogamente para p2 y P?.

Vamos a ver que si i<n—7 se puede determinar otro polinomio,
%4, que unido a los anteriores goce de sus mismas propieda-
des. De nuevo, por la definicidén cldsica de punto simple, resulta
la existencia de tres polinomios, Q,(x), Q,(x), Q,(x), pertene-
cientes a p tales que x,, ..., %, Q, son linealmente independien-
tes méd. p%; %y, ..., %, Q,' 10" son 'méd.; p2 'y w,,’ .0 ey Q' 1o
son méd. p2. De aqui se deduce inmediatamente la existencia
de una combinacién lineal, %, ,, de Q,, Qy y'Q; tal que o,y ..., 105,
% i ; i : . 2 2 2
%y, son linealmente independientes méd. p2, méd. p2 y méd. p2.

O Brd.

A los parametros del lema anterior los llamaremos: sistema
e pardmetros de uniformizacién a lo largo de V admasibles en
A By C.
En virtud de la hipédtesis, se pueden hallar sistemas de pa-
rdmetros de un1form1zacxon de los entornos de A, B 'y Cen V
~dé'la forma : :

Ea, aa{1 sy Ea ar ’ Ip = (Epl T bp, y B3 ',‘ Epr = Z’p A

L=(& —e, -0 B, — )

U(¥) Andlogo ‘lema es cierts si'V es subvariedad simple de otra variedad
y A, B, C son subvariedades simples de V. i
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A tales sistemas, cuando se consideran sus elementos en el
orden en el que estdn escritos, les llamaremos indicatrices de
A, B y C, respectivamente. Llamaremos éndice de la indicatriz
I;' respecto de 'Ip , y lo representaremos por ¢,,, 0, simplemente
por &, al nimero Eop = e=(—1)}, siendo 7 el nimero de inversio-

B, rukn, s,)'

nes de la sustitucién (
Oy e O

T

Sean 1y, ..., Ay, indeternmjiinadas independientes sobre R y
efectuemos la siguiente sustitucién en los pardmetros de unifor-

st A - T ol "
mizacién %, ..., %,_,, admisibles en A, B y C,
(1) xi=xi*+)\i, 1/:1, ey Nne.

Sea p*,=(*,, ..., x*), entonces serd:.

@) (2,(@), oy Lo (@) =M@Y, ey 2% + (@, W), vy e V) (P6*),

en donde M es una matriz (n—7)xn cuyos elementos son poli-
nomios en las (1) ; y las x;()) son los polinomios que se obtienen
al sustituir las (x) por las (1) en x(x). Llamaremos M,, My, M,
a las matrices que se obtienen tachando en M las columnas que
ocupan los lugares (ay, ...y @)y (Byy --es Br)s (Yas --+s Yr)s TeSpectiva-
mente. Aquéllas son, por consiguiente, matrices (n—7)x (n—r7).
Sea m()\) el m. c. d. de todos los menores de orden (n—r) de M
¥

& M, | =Ty () (1)

I M | =T5 (V- m()

Como A y B son puntos de V, serd x(a)=e(b)y=0, i=1, ...,
n—r y, por otra parte, por ser (E, — g, &y, — @q) pardme-
tros de uniformizacién del primer entorno de A en V y ser

%,(%), ..., %y_(¥) pardmetros de uniformizacién a lo largo de V.
y admisibles en A, se verifica que

(xal — Qgyy o0y xar'— Ao,y xl(x): by xn—r(x))

es un sistema de pardmetros de uniformizacién del primer en-
torno de A en E, y, por consiguiente, el determinante que resulta
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de sustituir en |M, | las (») por las (a) es distinto de cero y de
aqui resulta que también T, (a)3F0. Por idénticas razones es

Ty (b)+0.

DeriNicION.—Diremos que la indicatriz I, = (&, — @y, , .- -
€, — aq,) pertenece a la misma clase que Iy= (55 — by, -.-
s, — by ), siendo AZB, cuando se verifica que

(4) e Ty, (@) Ty () > 0.
Para justificar esta definicion demostraremos  la siguiente :

ProrosicioN 1.—La propiedad de pertenecer dos imdicalri-
ces a la misma clase no depende de los polinomios auxiliares

Ky A=y, g, T

DEMOSTRACION.—Sean y,, i=1, ..., n—r otros parimetros de
uniformizacién a lo largo de V admisibles en A y B. Enton-
ces serd:

® b @) Ty e ni Tooe) =950 @1 1105 T

en donde (g4(x)) es una matriz (n—7) x (n—r) cuyos elementos
pertenecen a Ry jo;(00)|2£0 (p) v ¢(x) es un polinomio de R.

Efectuando en las y(x), i=1, ..., n—r, la sustitucién (1) se
obtiene

6) (31 (@), oy Iuce @) ) =N (@ ey 2% A (31 V), oy Yner (V) (R
Por (5) v (2), se verifica que
AT (@) 2 7y (#) ) ="(o3 OV (M (o, < doy Y
™ (B 0, -y Foer ()] (047,
De (6) y (7) se deduce
bOWN = (o VM (2*, ..., 2%
F NI M), P VY = (@5 @ M, - .oy 2o V) = 0(P6™);

y como las (x*) son linealmente independientes méd. p,™*, serd :

H00) N = (g5 00) M



P. ABELLANAS.—ORIENTACION DE VARIEDADES ALGEBRAICAS 83

vy, recordando la notacién de (3),

¢ (M Ny = (93(M) My

Yy
b (M) Ng = (¢ (M) M, .

De estas dos ultimas resulta

) (& MFT [ Ng [ = [ ¢;; (W) || M |
y
) (bW [ Ng | =1e; (M) || Mg |

Ahora bien, si
m.e.d. (INg[, oM D=£ M), med(@OP, legMD)="F,
(10) m. c. d. ([P W™, [ M) =1,
sera :
M) BOP=f fo leMI=f f INal=FPu, |M]=FQ,
y sustituyendo en (8)
(12) - Py=Qy.

De (9), (10) y (11) resulta

lo | Ng | =Ffi .| Mg |,
de donde

(13) LINg | =11 M|

y como, por (11) y (10) f, vy f, no tienen ningun factor comun,
sera »
(Mg |=0(f) v [Ngl=0),
es decir,

lMpl:fa'Qﬁ: lNﬁl—'——fl'Pﬁ'
Sustituyendo en (13) se obtiene
(14) | - Pp=Qy.

Del mismo modo que se ha probado que f, es divisor de ]Mﬁ]
se demuestra que es divisor de cualquier otro menor de orden
{n—7) de M, luego, f, es divisor del m. c. d. m(x) de todos ellos.
Andlogamente, f, es divisor del m. c. d., n(}), de todos los me-
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nores de orden (n—r) de N. Si fuese m(\)=f,}) . p(A), u() seria
divisor de Q4 y Q,, luego

Qa=Ta'P" Qp=Tg'P~,

y como las relaciones (12) y (14) son vélidas para dos menores
M|, |Mg|, y sus correspondientes |N,|, |Ng |, arbitrarios, re-
sulta que p. es el m. c. d. de todos los Q,, Qs , ..., y por las
relaciones anteriores también de todos los P,, Py, ..., luego el
m.c.d. de todos los menores de orden n—r de N ser4

n()=F,0) . p) y
| IN =nWT,, INg|=nWNT,,

luego los polinomios T, v Ty no dependen de la eleccién del
sistema de paramietros de uniformizacién a lo largo de V.

Q.e.d.

PROPOSICION 2.—La propiedad de pertenecer a una clase de in-
dicatrices es una igualdad 10 gica.

DEMOSTRACION.—Las propiedades idéntica y reciproca son
consecuencia inmediata de la definicién.

Sean las indicatrices I,= (&, — ay, «--, By, — aq)

1 ) S0,

Ip — (Epl &= bpl y oe ey Epr = bﬁr> e IT = (ETl = CT)’ ey E'Tr CA‘

r

tales que las dos primeras pertenecen a la misma clase y lo mismo
las dos tltimas. Sean -551, .oy Xn_p pardmetros de uniformizacién
a lo largo de V admisibles en A, B y C; por hipétesis, se veri-
ficaran (1), (2), (3) y (4), asi como

(15) IM,|=T, (N m()
y
(16) &' Ty (0)-T; () >0,

en donde ¢’ es el indice de I3 e I, . Sillamamos ¢” al indice de
I, e I,, se verifica que ¢"=¢¢', luego, multiplicando (4) y (16), se
obtiene
" To(a) T, () >0,
q. e. &
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DEeriNICION 2.—Llamaremos también indicalriz en un punto
simple, A, de V a  pardmetros de uniformizacién del 1.* entorno
de A en V, pertenecientes a p, y dados en un cierto orden. Si
Hw)=[w,, ..., w.] e I(w)=[w', ..., w',] son dos indicatrices del
mismo k-punto simple A de V, diremos que pertenecen a la
misma clase cuando se verifique que

IS|>0,
siendo

(W) =S(w)'(93),

siendo 97 el ideal de no unidades del anillo de cocientes de o
respecto de p.

De esta definicién se deduce inmediatamente que la pro-
piedad de pertenecer a una misma clase, segun ella, es una
igualdad l6gica, luego, teniendo también en cuenta la Prop. 2,
queda justificada la siguiente

DEeriNiciON 8.—Al ente abstracto definido por una clase de
indicatrices (Dfs. 1 y 2) se le llama orientacion de V y a cada
una de las indicatrices de la clase, mdicatriz de la orientacion.

De todo lo precedente resulta el siguiente

TrorEMA 1.—Toda variedad irreducible, V, con puntos de un
cuerpo ordenable, posee dos orientaciones, opuesta una de otra.

Conviene observar que este concepto de orientacién no coin-
cide con la propiedad de poseer dos caras la variedad de que
se trate; es, sin embargo, un concepto usual de orientacién
(véase, p. e., [1]) y suficiente para los problemas de intersec-
cién de variedades que son los que interesan en Geometria Al-
gebraica.

Sea W una subvariedad simple de V, de dimensién s, y sean
[wy, .., w.] y [w,, ..., w,] dos sistemas de pardmetros de
uniformizacién a lo largo de W y pertenecientes a 0. Entonces
sera

g(w’) =M,

en donde M es una matriz (r—s)x (r—s) cuyos elementos perte-
necen a 0 y ¢ no se anula sobre W. A los anteriores sistemas de
pardmetros, cuando se toman sus elementos en el orden escrito,
les llamaremos indicatrices a lo largo. de W. Sea A un punto
simple de W y supongamos que las indicatrices anteriores a lo
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largo de W son admisibles en A ; entonces, si representamos
por M la matriz cuyos elementos son los restos méd. del ideal
primo de A y lo mismo ¢,, serd [M, |40 y ¢, 0. Diremos que
ias indicatrices [w;] y [w’] a lo largo de W son de la misma

IMAl ‘

ciase en A cuando ~—2L >0. Esta definicién es, evidentemente,

or

AA
una igualdad ldégica, por lo que al ente abstracto definido por
ella le llamaremos orientacion en A a lo largo de W. Dos in-
dicatrices a lo largo de W pueden ser de la misma clase en un

punto y de distinta en otro.

§ 3. Interseccion de subvariedades orientadas
de una variedad algebraica

Sea V la variedad del § 2 y W,, W, dos subvariedades sim-
ples e irreducibles de V, de dimensiones s y [, respectivamen-
te, siendo s+t=7, que se cortan en los puntos A, B, ..., simples ‘
para ambas. Representarenios por Py by los ideales de o corres-
pondientes a W, y W,, respectivamente. No ofrece dificultad ver
que se pueden elegir para la variedad V las indicatrices
Liv = [0y vy W, Weiy woy W], Iy =[w, ..., Ws, Weyy, sy w,] en
A y B, respectivmaente, tales que si @jzwj+ ps,—zE’j—:w'j + D, Wesn

=Wy + P, Wen =W + 0 7=1, .y 85 h=1, .., r—s=1,

se verifique que Iy, = [w,, «.., wg], Iyw, = [W'y,2. .., W], son
indicatrices de Wy en Ay Be Ly, = [Ws, -+vy %), Iaw,
= Wy, --., w'] lo son de W, en A'y B.

Supongamos orientadas V, W, y W, y representemos por
¢(I,y), una funcién igual a +1 6 —1 segtin que la orientacion I,y
sea la misma u opuesta a la orientacion dada en V  andloga-
mente se definen e(I,y,) y e(I,y,) respecto de la orientacion

dada en W, y W,.

DEeFINICION 4.—Se dice que las subvariedades orientadas W
y W, se cortan positivamente o negativamente en A, segun que

el e w8 (e ) =" 15 = I respectivamente.

(Conviene observar que esta definicién es valida aun cuando
ias subvariedades W, y W, no se corten simplemente en A.)
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A la diferencia entre el numero de intersecciones positivas y
€] de negativas de W, y W, se le llama nimero algebraico de
puntos de interseccion de ambas subvariedades y se representa
por (W,W,). A la suma de ambos ntimeros se le llama namiero
aritmético de puntos de inlerseccion.

Nuestro objeto es ver en qué condiciones se verifica la igual-
dad de estos dos numeros para variedades algebraicas sobre un
cuerpo normal, k*, sobre un cuerpo ordenado k. Para ello va-
mos a dar unos lemas elementales sobre determinantes,

§ 4. Unos lemas sobre determinantes
1. Si

Anl *Anz e Ann

es una matriz en la que las Ay son submatrices cuadradas, sien-
do las de la primera fila reversibles, se verifica que

I I w2l

A AT ALAT ... A AT
MI=18u] Ayl |75 T il

BuAT Andi .. AnAl

Este lema se obtiene sin més que observar que

I 1 IR | A,
M— A%1 Al AQ?A;; Lk A%HA;1 A )
ALKE ALK e ALAT B

2. Si I indica una matriz unidad de orden r y representa-
mos ‘por M; la malriz que resulta de tachat las filas v las colum~
nas que conbienen a la miatriz I que ocupa el lugar j-ésimo en

(I T R | )
M == y
Ay VA s Ay
sitendo M wna malriz nr x nr, se verifica que

(M| =M, + (=" M, + M+ (— D M, + ...+ (DO M .

Basta desarrollar |M/| por los menores de las » primeras filas.

r
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3 81
A, A,
M - Bl Bn
Hl Hn

es una matriz mx m, siendo las submatrices que figuran en una
mismia columna del mismo numero de filas y columnas, el de-
termimante de M mno wvaria si se sustituye una de las filas por
una combinacion lineall de varias de ellas en la que los coeficien-
tes son matrices arbitrarias, siendo la malriz unidad el coefi-
ciente de la linea sustituida.

La demostracién es inmediata, asi como la del siguiente :

4. Si I es la matriz unidad o xp se verifica que

an I am I %06 an I Gy aln b aln p
ayl anl ... @ 1| _ Bor,~ Ogp ~ov O
.................... Bog Bog %35 illg
anl ayl Gpn1

Caso particular del L. 1 es el siguiente :

5. Si M es una matriz (p x o), tal que |M|=0, se verifica

Ay M A M AL M Ay Ap An
Ay Ay Ag =|M| Ay An Ay
Anl Anz Ann An\ Anz Ann

§ 5. Variedad con cuerpo de constantes normal
sobre un cuerpo ordenado

Sea ahora V una variedad irreducible de dimensién 7 sobre
ei cuerpo de constantes k*, normal sobre el cuerpo ordenado k y

) Bt =h(w),
siendo
(2) wp+1=glpwp+"'+g107 gliek:izly"';F):

la ecuacién irreducible de w sobre k.
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Sean «%, =1 ..., n, j=0, ..., o, nuevas indeterminadas. Me-
diante la sustitucién :

3) = +xlw+ ... +afe’, i=1,..., n,

en los polinomios que forman el ideal p de V, se obtienen, pre-
via reduccidn, expresiones de la forma f (') +f,(x")w+-...

+/, (%')w’; la variedad representada por el ideal engendrado por
las fi(x'{) correspondientes a todos los polinomios de p pertenece

al espacio E‘(p+1)n sobre k y la representaremos por V. Mediante
esta variedad se puede definir una orientacién en V del modo
que vamos a indicar a continuacién.

De acuerdo con las dos definiciones, 1 y 2 del § 2, habra
que distinguir dos casos, pero vamos a desarrollar Unicamente
el correspondiente a la Def. 1 ya que el otro se deduce facilmen-
te de éste mediante las oportunas modificaciones. Sean A y B
dos k*-puntos simples y distintos de V y Pa= (%, —a,, ..., Xa—a),
Ps=(%,—b,, ..., %,—b,) sus respectivos ideales de polinomios,
siendo a, b;, ¢k*, 9=1, ..., n. Como en el § 2, llamaremos indi-
catriz de V en A a todo sistema ordenado de pardmetros de uni-
formizacién de A en V. Sean

[Eal_aan ) Ear_aar]:Ia © Iﬁ=[Eﬁ, - bﬁla ceey E{ir_bﬁr]

dos indicatrices de V en A y B, respectivamente. Sea M la ma-
triz (2) del § 2, con la diferencia de que ahora el cuerpo base es
k* en lugar de k, por consiguiente, sus elementos serdn polino-
mios de k*[1], que representaremos por a;(2). Mediante la susti-
tucion (3) en todos ellos se obtiene :

(4:) aij 0\) = aoij ()\.) —l'— axlij O\) w + e + ap]'j ()L) wP.

Llevando estas expresiones a (2) § 2, asi como las

3) oﬁi*—-—-—aci°+.xi‘w+‘...—{~xi"w", =1 ..., n
2 =zl hepwf... fLap whpli=1 ..., n

correspondientes a las (3), y poniendo
[6)) W =g Lo wt ..+, 1=1,2, ..

(6) \(xij), = (xxo’ * 2y xnox x_‘11: --"‘xnlbi o=y xlp7 £0i8y xnp)’

. = oty = : Tie
(@) = (@05 swey @y ey wass XS, any By s sy Lp )
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y
) aly ce dlpy
(7) A_())zz ................ , j:O, ey Py
a.n-r, 1 ajn—r, n
resulta :
(@) = .
A©® g AP Zis AlFD . A0 - &1 A“)+.‘.+ngA(")
AW A4 AP g1 APV f g, AP B A“’~+—---+gplA(") @y
e ; it
A A(p—1)+glp A® A(p-2)+g1’PA(p—1)+g2pA(p) A(°)—|—g1’pA“’+... +gppA(p)
+ @5 (1)) (Re™),
siendo
P =z’ —&°, ..., xf — )‘np)'
A la matriz de (8) la representaremos por M. Al tachar en M las
columnas de lugares a,, ..., o, en lugar de M se obtiene la si-
guiente miatriz cuadrada :
My =
0 ( (p-1 ¢!
Afz) &10 A:) &10 A; )+g20AE:) gmAa)‘Fu-'*'gPOAE:)
0 - .
Aé” 1.&;)4-8"1115-‘51?) g“A((Zp l)fgzxA((zp) - e guAf,l)w;L--&gplAff)
N B A, ACD ®  A©,, A® LA
Aa Aa +g1pAa Aa +g1pAa +g2pAa Aa +gl,pAa +'"+gppA(z
en donde
) @i,y y @1 amer
(10) A= et

j j
Qpr,a'1y *++y @n-r a'n-r

y (a'y; ...y @'as) €s el resultado de tachar @, ...,a,en(1,2,%..,n).

Multiplicando la fila i-ésima de M, por w'™'l, i=0,...,p ¥y
sustituyendo la fila o por la suma de todas ellas (L. 3, § 4) y te-
niendo presente el .L 5 (§ 4), resulta:
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| Mal = S) u
o
ol 1 wl owt I
(1) ) (p) Qh) ()
A A +g, AL guA;+ o tg B,
@) (1 (o) @ (0)
AV AY Al +gmAa gmAa +  tE A,
: (0 (p-1) (0 (0) (1) (0
A~ A, g, A - A, +glpAa +. ..+gppAa
Pongamos
1 w wit ot
), = 1 e B w(l)‘ 7
1 w(i) w(i)i“ w(i)i
en donde w™; ..., w® son todos los elementos conjugados de w

sobre k. Representaremos por 3; al adjunto de!
{a matriz de 3 y pondremos :

elemento w1

en

1 %  edww™. g
w1 ' %Uu»-x oy
1 ;m @i;(i"_‘ o
Supongamos demostrado que
n n
¥ At | L AL
(12) | M, | === N
i
{773 [ ¢/ S R R R T F S AP SRR we I
WL Ly ivaioios s BT n e S i S b T w’ T
ui‘” L cwvemasnnes M e Vel RO . Rt w®’ I
Ag)—{—gl,ii-lApr) ; Ag+l'r)+ 1 1+1A'§; r+1)+ +g y 1+1 S) gl i+1 A(al)+ +gp, i+1A$lp)
AS+1)+ 8, i+2AS) AS+2—r)+ 1, x+2A(zf: o -+ 8, x+2A§f) 3_‘1, i+2 A2)+ +gp i+2A2')
APV A® A(p—r) +e,, AT g AW A% A0 e a0
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Multiplicando ordenadamente las filas de la matriz del ulti-
mo factor del 2.° miembro de (12) por

0 < L (b Bt N
i+1, 0 i+1, h
— L0 N AP, - L M AW, L
8i-x~1, i+1 h=0 8i+1,i+1 h=0
0 i+2 Sp
31‘1+1 1 h i B‘+1 it+1 i+1
b melioN e ZASZ)W(I)“, _L__.I, I, e I,
Bi+1, i+1 h=0 i+1, i+1 3i+1,i+1 ai+1,i+1

v sustituyendo la fila de lugar (i42)-ésimo por la suma de todas
ellas, teniendo en cuenta los lemas 3y 5 del § anterior y que

N=r n-r
Bi+1 1l= ai+1 o 8i+1 ,
> = yn-r S yn-r
i+1,i+1 i+1,i+1 i

resulta que (12) es también vdalida para i+1 y como, por (11), es
también cierta para i=0, resulta cierta para todo i, luego, para
i=p se obtiene:

P ‘ o (o I wl i w? I
ZAgl> wh | ... ZAEZh)wP | I wl ... w'pI
(13) M, |=—"= o | 2
3{, 1. 49 ... w@)p I

pero, por el L. 4, § 4, el tltimo determinante es 3, 7y, por con-
siguiente,
p )

B AW 0"

h=0

Zp A(h) wh
a

h=0

h=0

(14) | Ma |=

=Nk*]k<

De esta tltima expresidn resulta el siguiente: -

TEOREMA 2.—Si V es una variedad irreducible del espacio
afin E,, sobre el cuerpo k*, normal sobre un cuerpo ordenado k,
se puede definir en V una orientacidn mediante la variedad ima-
gen, V, de V en el espacio afin E, (e +1=[k* :Kk]). Esta orien-
tacion es unica, o existen dos orientaciones, inversa una de otra,
segun que las mormas de todos los elementos de k* tengan, o no,
el mismo signo, respectivamente. .
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Las orientaciones quedan definidas por las Defs. 1 y 2 del
§ 2 sin mas que sustituir en ellas los determinantes |M
Iﬂal dados por (14).

En particular, la orientacién en V es tinica cuando k*=k(i),
siendo 2= —1.

»| por los

Conviene observar que, aunque la orientacién sea tnica para

V no lo es nunca para V, segtn establece el teorema 1 del § 2.
De la definicién del § 3 se deduce inmediatamente el si-
guiente :

COROLARIO 1.—Si la norma de todo elemento de k* respec-
lo de k es positiva, el nimero algebraico de puntos de intersec-
cion de dos subvariedades W, y W, (t+s=r) de V es igual al
numero aritmético de las mismas.

Las condiciones del corolario anterior se cumplen si k*=Fk(1).

COROLARIO 2.—En la hipdtesis del corolario anterior, las sub-
variedades de V no forman frontera.

CoroLARIO 3.—Toda subvariedad de dimension wmpar de V
posee dos orientaciones distintas, aun cuando la norma de todo
¢lemento de k* respecto de k sea positiva.
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ORIENTATION OF ALGEBRAIC VARIETIES

By

PEDRO ABELLANAS

§ 1. Introduction

We give in the § 2 an arithmetical definition of the concept
of orientation of an irreducible variety, of the affin-space, over a
" orderable field of constants. :

It is 'well known [2] (*) that, any importants topological pro-
prietes of the algebraic varietes over the field of complex num-
bers yield on the propriety of the equality between the algebraic
number of intersections of two subvarieties and the arithmetic
number. We give hear, § 5, an arithmetical proof of this pro-
priety, based on the definition of the § 2, for the case in which
the field of constants is an algebraic finite and normal extension
of an orderable field, that satisfy some conditions.

§ 2. Orientation of algebraic varieties over an orderable field

Let R=k[x,, ..., x,] be a polynomial ring with n indeter-
minates over an orderable field of constants, k. et V be an irre-
ducible r-dimensional variety of the affin space E,, defined by
the ideal p of R and let 0=k[&,, ..., £, ]=R/p. We shall suppose
that V has k-points, e.i, points whose coordinates are all in k. Let
A, B and C be three simple k-points of V, defined by the follo-
wing ideals: p,=(x,—a, .., %—a,), py=(%,—b,, ..., %5,—Db,)
and p,=(%,—Cy ..., Xy—0Cn) ; @, by, c€k=1, .., n; and let

b,=Py[p> P, =Py[/p and p =P, /p-

. LEmMME 1.—There are n—r uniformizing parameters for a uni-
formization along V, 531, b e linearly independents miod. p2%,
mod. p2, and mod. p? (*¥).

(*) The numbers in the brackets envoi to the referentes at the and of the

paper.

(**)  For the proofs see the foregoing spanish paper.
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“We shall say that the parameters of the foregoing Lemme are
a system of uniformizing parameters along V admissible for the
points A, B and C.

By the hypothesis, it is possible to find such systems of uni-
formizing parameters for a uniformization of the whole neighbor
hoods of A, B and C in V as the following :

Ty =Cs = ays o By —a0) L= — by o B = bp),

L=(& —o -0y By —0).

T

We shall say that the systems I, I, ..., are indicalrices
of A, B, ..., when we consider its elements in the order in which
they have been writed. The index of the indicatrix I, with rela-
tion to I‘3 , that we shall denote by (I, Is), is equal to (—1)! where
1 is the number of inversions of the substitution

(181’ ey Bl">.
08, 5 st s 7 400

Let »,, ..., ., be independent indeterminates over R and we
make the substitution : ’

(1) xi=xi*+)\iy 71:17 o o n,

in the uniformizing parameters E], suy Bors along V admissible
for the points ‘A; B-and C. Let p,*=(x*,, ..., «*,), then we have

@ (@), oy Tpr @) =M%, e a®) + (@O, wop ZaelB)) (D),

where M is a (n—7) x n matrix whose elements are polynomials in
the () and the x,) are the polynomials obtained from the X ()
by the substitution x>, i=1, ..., n. We shall denote by M, M,,
M. the matrices obtained fromi M omiting the columns «,-th. ...,
au-th. 5 B,-th. ..., @g-th.; and v,-th, ..., y,-th, respectively. Let
m(x) be the g.c.d. of all the minors (n—7) x (n—7r) of the matrix
M and let

I Mgl = Ty -m ()

(3) :
lMp | ZTp (h)-m (L)
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Since A and B are points of V it will be x(a)=x,(b)=0,
b=y ey Wit BiNCE 18, 5= @y oo Ear — a, ) are uniformizing pa-
rameters along V admissible in A, it follows that

(@ = Gy 2o By — thg, 0 (06 oy W (1)
is a system of uniformizing parameters of A in E, and hence
the determinant obtained by the substitution of the (3) by the

(a) in |M [ is distinct from zero and therefore T, (a)F0. Ana
logously T, (b)=0.
DErintTioN 1.—We shall say that the indicatrix I, = (E, —a, ,

1

ooy By —ay) belong to the same class that Iz = Bk o Bighy o
Es, — bs,), being A%B, if and only if

e(Ty, I) Ty (@) Ty (B) > 0.
For justify this definition we prove the following.

ProrositioN 1.—The propriety of belong two indicatrices to
the same class is independent of the choice of the auxiliary para-

meters x(x), i=1, ..., n—r,

ProrositioN 2.—The propriety of belong two indicatrices to
the same class is a logycal equalily.

DErFINITION 2.—We shall also call indicatrix in a simple
point, A, of V to anyone orderer set of uniformizing parame-
ters of A in V. If I(w)=[w,, ..., w;] and I(w)=[w, ..., w']
are two indicatrices of the same simple k-point, A, of V, we
shall say that they belong to the same class when it is verified
that

1S[>0,
where

(w’) =S(w)'(IM})

and 97(, is the maximal ideal of the quotient ring of p, with res-
pect to o.

The propriety of belong to the same class according to the
Def. 2 is also an equality, therefore we can give the following.

DeriniTioN 3.—We shall call orientation of V to the abs-
tract entity defined by a class of indicatrices according to the
Dfs. 1 and 2.

From all the foregoing follows the
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THEOREM 1.—Ewery one iwrreducible wvariety, V, with points
over an orderable field has two orientations, oposite one of the
other.

It is convenient to observe that this concept of orientation
d’ont coincide with the propriety of have the variety in ques-
tion two sides; it is nevertheless an usual concept of orienta-
tion [1] and it is sufficient for the questions relative to the inte-
rsections of oriented manifolds in an algebraic variety.

§ 3. Intersections of oriented manifolds in an algebraic va-
riety :

Let V be the variety of the § 2 and W,, W, two simple and
irreducible subvarieties of V of dimensions s and t, respectively,
being s+t=r, whose intersection is formed by the -points A,
B, ..., which are simple points for both subvarieties. We shall
denote by p, and g, the ideals of o corresponding to W, and W,
respectively. It is possible determine the indicatrices

I(A7 V):[wly ceey Woy Wepqy ooey wr]
and

IB; V)=[wy, ooy e, Wesy, -o, Wl

for Vin A and B, respectively, in such a fashion that if

wj T wj + pS) w’j == w’j I ps’ Wssh = Wsin + Pm w’s+h oo w’s+h + pt;

j=1,--.,8, =17"')t>

it shall be verified that

LG W) =@y, oo w, T(By W) =[@,, ..., @]

are indicatrices of W, in A and B and

I (A; Wt,) = las+1, REW ey wr]) I(B; ‘Vt) = [;;’S+1’ T ?-'{71']
are indicatrices of W, in the same points.
We suppose that V, W, and W, are oriented and we define
«(I(A ; V)) to be equal to '+1 or —1 according to that the orienta-

tion 1(A ; V) be equal or opposite to the given orientation of V.
Of the same fashion it is defined ¢(I(A ; W,)) and ¢ (1(B; Wy)).
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DEFINITION 4.—We shall say that the oriented subvarieties
‘W, and W, have a possitive or negative intersection in A accor-
ding to that «(I(A; V) . (I(A; Wy)).e(I(A; Wp))=1, or =1,
respectively.

One must observe that this definition is also valid if the
subvarieties W, and W, have a multiple intersection in A. The
absolut value of the difference between the number of positive
and negative intersections is called algebraic number of intersec-
tion pownts of both varieties, and it is denoted by (W, W,). The
sum of both numbers is called the arithmetic number of intersec-
tion points.

§ 4. Some lemmas about determinants
1. If '

Anl *AnZ A

- is a matrix where the Aj; are square submatrices, being those of
the first row of determinant distinct of zero it is verified that :

I I TS EN | :
Ay AT AGAT . o. . A AT
IM|=U Ayl A gl e o

ADIA;II An2A;:: I AnnA;;
where I is an identity matrix.

s PN &

is a matrix m x m, whose submatrices on the same column are
all the same number of rows and colums, the determinant of M
d’ont change if it is replaced one row by a linear combination
of any one of those whose coefficients are arbitrary matrices, being

the coefficients of the changed row all equal to the identity
matrix.
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4. If I is an pxp identity matrix it is verified that

ayl a,I ... a1 e

Ay Qi --- Oy
ayl apl ... a,1|_ Bn g s e

am an?. g nn

5. If M is a pxp matrix such that |[M|%0, it is verified

that
All M Aln LI All i‘ln
,AAG ﬂn
A‘n Azn = |h[| . 3 i
Anl AT\I‘I Anl Ann

§ 5. Manifold with a field of constants which is normal over
an orderer field

Let V be an r-dimensional irreducible variety over a field
of constants k* such that

- (1) k*=k(w),

(2) 209+1=glp“;‘0+.'_+g107 g1i€k7i=1; e Py
where (2) is the irreducible equation of w over k, k* is normal

over k and k is an orderable field. Let Y, i=1, ..., n, }=0, ..., ¢
be new indeterminates and let

(3) z=x+xlw+ ... +af0’, i=1, ..., n,

By means of (3) the polynomials of the ideal p corresponding
to V- can be put in the form :

L&+ R@Hw+ D)) 7"95

the variety corresponding to the ideal over k generated by all
the fi(x) of every polynomial of p, which we shall denote by v,

/ belong to the affin space E,,, over the orderable field k.
Let Al and B be two distinct and simple k*-points of V and

Po=@, —a, -..; z,—a,), Ps=(x —b, ..., 2, — by,
i, biék*7 121) ey M,
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its corresponding ideals. As in the § 2, we shall call indicatrix

of Vin A to every orderer system of uniformizing parameters of
A in V. Let

I,= [Ea," Aoy +vey Ea,"“ aa,.] and IB :[Eﬁ. ™ bﬁly seey Eﬁ, ~ bﬁ,]

be two indicatrices of A and B, respectively. Let M be the ma-
trix of (2), § 2 (taking into account thet now the field of cons-
tans is k* instead of the orderable field k) and a;()) the elements
of M. By the substitution

3" A=A+ W, =1, .. 0,
it is obtained

4) a; (M) =a% M) +ayMNw + ...+ af(Mw

and the matrix M, of § 2 is transformed into a matrix M, whose

)

elements belong to k[?\i]. It is proved that

P 4

N A h (h) , (o)™
ZAa . ZAa g '=Nk*{k(
h=0 h=0

where Ny, is the norm relativ to k, and

(14) [ My]=

0

(h) ) n
> a0
h=0

a a"
) “1a’y . 10 e
A =t ;
h h
n-r, @'y 13 b nery s
and (a'yy ..o %yr) 18- the vesult of omit, the numbers ay, ...5 @

in (1,2, ..., n).
Therefore, we have the follwing :

TurEoREM 2.—If V is an irreducible variety of the affin space
E, over the field of constant k*, which is mormal over an or-
derable field k, one can define one orientation in V by means of

the variety V. This orienlation is unique, or there are two, accor-
ding that the norms of every element of k* over k have, or
have not, the same signe, respectively.

These orientations are defined by means of the Def. 1 and 2
of § 2 with the only substitution of |[M,| by |M,| where
M, | has the value given by (14).
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It is convenient to observe that howsoever the orientation of

V is unique, it is not so for V, according with the Th. 1.

COROLLARY 1.—If the norm with respect to k of every ele-
ment of k¥ is positive, the algebraic number of intersections of
lwo subvarieties W, and W, (t+s=r) of V is equal to the arith-
mietic number of such intersections. /

COROLLARY 2.—On the hypothesis of the foregoing corollary, -
the subvarieties of V are not bounding cycles.

COROLLARY 3.—Ewvery subvariety of V whose dimension is
sdd has two distinct orientations, howsoever the normi of every
element of k* with respect to k is positive.
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